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Resumo

Nesta tese estudamos o comportamento assinttico de equagdes funcionais com retardo,
especificamente a existéncia de solugdes brandas quase automorficas e quase periddicas para
a equacao diferencial parcial com retardo finito. Existéncia de solu¢des brandas assintotica-
mente quase automorficas para uma equacdo diferencial funcional semi-linear e uma quagao
integro-diferencial com retardo infinito também € tratada. E estudamos a existéncia de solucoes
S-assintéticamente w-periddicas e assintoticamente quase automorficas para uma classe de
equacoes integro-diferenciais abstratas, estabelecemos alguns resultados gerais sobre a existén-
cia de solucdes brandas S-assintoticamente w-periddicas para tais equacdes e damos aplicagdes

de nossos resultados abstratos.

Além disso, estabelecemos condicdes para a existéncia de solugdes brandas S-assintotica-
mente w-periddicas de uma equacao integral especifica que aparece no estudo de conducao do
calor em materiais com memoria e apresentamos resultados similares para equacdes parciais
integro-diferenciais abstratas com retardo infinito; discutimos também a existéncia de solucdes
brandas S-assintoticamente w-periddica e assintoticamente quase automorficas para a equagdo
integro-diferencial abstrata neutra. Finalmente, como aplicacio das idéias anteriores, o capitulo

final € concernente com o problema de estabilizagcdo para sistemas de controle hereditdrio.

Palavras-chave: Quase Periddicas, quase automorficas, espacco de fase com memoria amorte-
cida, S-assintoticamente w-periddica, assintoticamente quase automorfica compacta, equagao
diferencial semi-linear com retardo, equacd integro-diferencial funcional abstrata, equacdo inte-

gro-diferencial neutra, estabilizagcdo. controlabilidade, sistemas de control.



Abstract

In this thesis we study the asymptotic behavior of functional equations with delay, specif-
ically the existence of almost automorphic and almost periodic mild solutions for the partial
differential equation with finite delay. Existence of asymptotically almost automorphic mild
solutions to semilinear functional differential and an integro-differential equations with infinite
delay is also treated. And we study the existence of solutions S-asymptotically w-periodic and
asymptotically almost automorphic to a class of abstract integro-differential equations, we es-
tablish general results about the existence of mild solutions S-asymptotically w -periodic for
such equations and give applications of our abstract results.

Moreover, we establish conditions for the existence of mild solutions S-asymptotically w-
periodic of a specific integral equation that appears in the study of heat conduction in materials
with memory and we present similar results for abstract partial integro-differential equations
wiht infinite delay, also discussed the existence of mild solutions S-asymptotically w-periodic
and asymptotically almost automorphic for abstract neutral integro-differential equations. Fi-
nally, as application of previous ideas, the final chapter is concerned with the stabilization prob-

lem for hereditary control systems.

Keywords: Almost periodic, almost automorphic, phase space with fanding memory, S-asymp-
totically w-periodic, asymptotically almost automorphic compact, semi-linear differential equa-
tion with delay, abstract functional integro-differential equation, neutral integro-differential

equation, stabilization, controllability, control systems.
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Introducao

Motivado pelo fato de que equagdes diferencias funcionais abstratas com retardo (abreviada-
mente, ARFDE) surgem em varias dreas da matematica aplicada, este tipo de equacdes tem
recebido muita atencao nos dltimos anos ([80, 101, 102]. Em particular, o problema de existén-
cia de solucdes quase periddicas e assintoticamente quase periddicas tem sido consideradas por
varios autores. Referimos ao leitor o livro de Hino et al. [83] e os artigos [17, 28, 52, 53,
68, 93, 92, 117, 128] e suas referéncias neles listadas para informacdes recentes sobre o as-
sunto. Nosso objetivo € estabelecer existéncia de solu¢des brandas quase periddicas e quase
automorficas para uma classe de ARFDE lineares de primeira ordem.

Estaremos interessados pela existéncia de solucdes quase periddicas e quase automorficas

para o problema de Cauchy
' (t) = Ax(t) + L(z,) + f(t),t €R,

onde z(t) € X, a funcgdo x4, denota a historia de z(-) em ¢, L : C' — X é uma aplicagdo linear
limitada, e f é uma funcdo apropriada. A condicdo usual para a existéncia de solu¢des quase
periddicas para este problema é que o semigrupo 7'(-) € compacto. Por exemplo, o problema
de existéncia de solugdes quase automorficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e
N’Guérékata [53] usando esta condicdo. Um de nossos objetivos nesta tese € estabelecer a
existéncia de solugdes quase periddicas para uma classe de equacdes nas quais 0 semigrupo
T'(-) nao é compacto. E como modelo consideramos uma equacao de onda com retardo finito.

Usualmente este tipo de equagdes lineares surgem da linearizagdo de uma semilinear ([125]).

Equacdes integro-diferenciais parciais neutras com retardo infinito tem sido usadas para
modelar a evolugdo de sistemas fisicos nos quais o tempo de resposta do sistema nao depende

unicamente do estado atual, mas sim da histdria do sistema. Por exemplo, na teoria desenvolvida
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em Gurtin e Pipkin [62] e Nunziato [109] para a descri¢do da conducao do calor em materiais
com memoria amortecida. Equacdes diferenciais funcionais neutras de primeira-ordem abstrata
com retardo infinito foram estudadas por Herndndez e Henriquez em [74, 75]. Herndndez e
Mckibben [76] estudam equacdes diferenciais neutras abstratas de segunda-ordem. Baghli e
Benchohra [12] deram condig¢des suficientes para a existéncia de solucdes brandas na semi-reta
positiva para duas classes de equacdes diferenciais funcionais de primeira-ordem e equacoes
diferenciais funcionais neutras perturbadas com retardo infinito; Recentemente, Cuevas et al.
[29, 33] investigaram a existéncia de solucdes para equacdes diferenciais funcionais neutras
impulsivas com retardo infinito (ver também [77]). Um ponto importante para notar aqui € que
quando o retardo € infinito a teoria que usamos € desenvolvida num espago de fase caracteri-
zado através de axiomas. Este conceito foi introduzido por Hale e Kato em [65] e desempenha
um papel fundamental para desenvolver uma teoria qualitativa geral. O estudo de existéncia
de solugdes quase periddicas, assintoticamente quase periddicas, quase automorficas, pseudo
quase periddicas e pseudo quase automorficas, etc. estd entre os mais atrativos topicos na teoria
qualitativa de equagdes diferenciais e suas generalizagdes devido a seu interesse matematico e
as possiveis aplicagdes em dreas tais como a fisica, economia, biologia matematica, engenharia,
etc. (ver. [2, 3,7, 28, 30, 31, 34, 35, 40, 42, 43, 47, 54, 56, 59, 60, 90, 121, 105, 122, 123, 126]).
Recentemente, Diagana et al.[47] estabeleceram a existéncia e unicidade de uma solu¢@o branda
assintoticamente quase automorfica para as equacdes integro-diferenciais de tipo neutro e Agar-
wal et al.[7] estudaram solucdes pseudo quase periddicas com peso para algumas equacoes

diferenciais funcionais neutras.
Agora retornamos ao resumo deste trabalho.

No Capitulo 1 daremos alguns preliminares. Na Secao 1.1 estudamos equagdes diferenciais
funcionais com retardo finito e infinito. Presentamos especialmente propriedades espectrais e
de estabilidade, principalmente as incluidas em [51, 119, 125], Para os conceitos necessarios
relacionados com o problema de Cauchy abstrato e a teoria de semigrupos de operadores forte-
mente continuos referimos a Engel e Nagel [51] e Pazy [112]. S6 mencionamos aqui uns poucos
conceitos e resultados diretos relacionados com o nosso desenvolvimento. Seja G(t) um semi-
grupo fortemente continuo definido num espaco de Banach X com gerador infinitesimal D.
Dizemos que G ¢é fortemente estdvel se G(t)r — 0, ¢ — oo, paratodo x € X e dizemos
que G € uniformemente estdvel se ||G(t)|| — 0, ¢ — oco. Além disso, empregamos a termi-

nologia e nota¢des para limitagdo espectral s(D), constante de crescimento wy(G) e constante
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de crescimento essencial w,ss(G) de [51]. Especificamente, s(D) = sup{Re(\) : A € o(D)};
1 G t l G t €SS

wo(G) = Jim le®l t< )l € Wess(G) = Jim I JIGlless i )l
—00 —00

norma essencial de um operador. Consequentemente, em termos dessas notagdes, G' é uni-

, onde o simbolo || - ||.ss denota a

formemente estdvel se, e somente se, wy(G) < 0. Para completar nés também consideramos
aqui que o semigrupo fortemente continuo GG(t) € dito compacto se G(t) é o operador compacto

para todo ¢ > 0 e GG € dito quase-compacto se existe ¢, > 0 e um operador compacto R tal que
|G(to) — BR[| < 1.

Na Sec¢ao 1.2 daremos alguns preliminares incluindo propriedades de funcdes quase per-
16dicas, quase automorficas e S-assintoticamente w-periddicas. O conceito de funcio assintot-
icamente quase automorfica foi introduzido em [106] e generalizado para fungdes assintotica-
mente quase automorficas C (") em [100]. No entanto, a literatura concernente a funcdes S-
assintoticamente w-periddicas com valores em espacos de Banach € muito recente (ver [21, 36,
37,41,72,73, 108, 113]). Em particular, o estudo da existéncia de solucdes S-assintoticamente
w-periddicas para equacdes integro-diferenciais do tipo neutro constitui um topico ainda ndo

considerado na literatura. Completar esta parte da teoria € uma das motivacdes deste trabalho.

Na Secdo 1.3 apresentamos alguns preliminares relativos a equacgdes integro-diferenciais
abstratas. Para obter nossos resultados, usamos a teoria de operador resolvente (ver [44, 60, 61]
para os detalhes). Essa teoria € relacionada a equacdes integro-diferenciais em forma similar
como a teoria de semigrupos € relacionada a equacdes diferenciais parciais lineares de primeira
ordem abstrata.

O Capitulo 2 esta dedicado a existéncia de solu¢des quase periddicas de equagdes diferenci-
ais parciais com retardo. Motivado pelo fato de que equagdes diferenciais funcionais abstratas
com retardo (abreviadamente, ARFDE) surgem em varias dreas da matemadtica aplicada, este
tipo de equacdes tem recebido muita ateng¢do nos ultimos anos ([80, 101, 102]). Em particu-
lar, o problema de existéncia de solucdes quase periddicas e assintoticamente quase perioddicas
tem sido consideradas por vdrios autores. Referimos ao leitor aos livros [83, 91] e os artigos
[17,28,52,53,68,92,93, 117, 128] e suas referéncias neles listadas para informagdes recentes
sobre o assunto.

No artigo [107], N’ Guérékata estudaram a existéncia e unicidade de solu¢des brandas quase
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automorficas da equacao de evolugdo semilinear
u'(t) = Au(t) + f(t,u), t € R,

onde A : D(A) C X — X é um operador linear que gera um semigrupo fortemente continuo
e uniformemente estdvel 7'(¢) e f(t,u) é uma funcdo quase automorfica com respeito at € R
uniformemente em v € X e satisfazendo uma condi¢do de Lipschitz na primeira varidvel. Este
resultado foi generalizado em duas dire¢des. O caso hiperbdlico foi tratado em [18] em espacos
de Banach intermedidrios e em [56] a fungdo toma a forma f(¢,u) = P(t)Q(u). Desde entdo,
este problema tem atraido muitos matemdticos (ver por exemplo [46, 48, 49, 104, 105, 106,
107] e as referéncias listadas neles). O caso de solucdes assintoticamente quase automorficas
isto €, solugdes que tendem para uma funcao quase automorfica no infinito foi investigado em
[47, 48, 105, 106]. Também foram consideradas solu¢des assintoticamente quase automorficas

para equagdes diferenciais de ordem fraciondria no artigo de Lizama e Araya [11].

Na Secdo 2.1 aplicamos propriedades espectrais para estudar a existéncia de solugdes bran-

das quase automorficas e quase periddicas para a equagao linear
x'(t) = Ax(t) + L(x) + f(t), t € R.

A condi¢do usual para a existéncia de solucdes quase periddicas para este problema é que o
semigrupo 7'(-) é compacto. Por exemplo, o problema de existéncia de solu¢des quase automor-
ficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e N’Guérékata [53] usando esta condigdo.
Nosso objetivo nesta secdo € estabelecer a existéncia de solugdes quase periddicas para uma

classe de equacdes nas quais o semigrupo 7'(+) ndo é compacto [70].

Na Secdo 2.3 estudamos a existéncia de solugdes brandas assintoticamente quase automor-

ficas para uma equacao diferencial funcional semilinear do tipo

u(t) = Au(t)+ f(t,u), t >0,
Ug = ¢€B

Na Secdo 2.4 estudamos a existéncia de solugdes brandas assintoticamente quase automor-

ficas para a equacao integro-diferencial

W) = ﬁ /0 (t — )22 Au(s)ds + f(t,u), t > 0,

Ug = ngB
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A Secdo 2.3 contem aplicacdes.

No Capitulo 3 estudamos a existéncia de solugdes S-assintéticamente w-periddicas e assin-
toticamente quase automorficas para classes de equagOes-integro-diferenciais abstratas. Devido
as numerosas aplicacdes em varios ramos da ciéncia equagdes-integro diferenciais deste tipo
tem recebido muita atenc@o atualmente. Propriedades da solucdes tém sido estudadas de difer-
entes pontos de vista. Referimos ao leitor para boa colocagdo ([44, 60, 61]); para existéncia
de solucdes brandas ([10, 9, 88] e referéncias neles citadas); para a existéncia de solucdes
assintoticamente quase periddicas e quase periddicas [78], e para a existéncia de solugdes ass-
intoticamente quase automorficas [48].

Este capitulo tem cinco se¢des. Na Secdo 3.1 estabelecemos resultados gerais sobre a ex-

isténcia de solucdes brandas S-assintoticamente w-periddicas para o problema

t
u'(t) = Au(t) +/ B(t — s)u(s)ds + g(t,u(t)), t >0,
0
u(0) = o,
onde B(t) : D(B(t)) € X — X parat > 0 sdo operadores lineares fechados densamente

definidos no espago de Banach X. Assumimos que D(A) C D(B(t)) paratodat > 0 e que
g(+) é uma fung¢@o apropriada.

Na Secao 3.2 estabelecemos resultados similares para a equacdo com retardo finito

u'(t) = Au(t) + /t B(t — s)u(s)ds + g(t,u), t >0,
Uy = @& C.

Na Secdo 3.3, como aplicacdo de nossos resultados abstratos, estabelecemos condi¢des para
a existéncia de solugdes brandas S-assintoticamente w-periddicas de uma equacio integral es-

pecifica que aparece no estudo de conducdo do calor em materiais com memdria.

Na Secao 3.4 apresentamos resultados similares aqueles da Secdo 3.2 para equacdes parciais

integro-diferenciais abstratas com retardo infinito.

Na Secao 3.5 discutimos existéncia de solugdes brandas S-assintoticamente w-periddica e
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assintoticamente quase automorficas para a equacao integro-diferencial abstrata neutra

d
—D(t, Ut)

1 t
/ (t— $)*2AD(s, us)ds + g(t,ug), ¢ > 0,
dt ) Jo

MNa—-1
Ug = .

Finalmente, como aplicac¢do das ideias anteriores, o Capitulo 4 é concernente com o prob-
lema de estabilizacdo para sistemas de controle hereditirio. O problema de estabilizar um
sistema de controle linear invariante por uma realimentacao dindmica tem uma extensa liter-
atura. No presente a teoria para sistemas de controle de dimensao finita estd bem estabelecida e
referimos a O’Reilly [110] e Wonham [124] para as partes mais importantes da teoria. Similar-
mente, o problema de estabilizar a realimentacio de sistemas de controle com retardo tem sido
estudado em muitos trabalhos utilizando diferentes aproximagdes. Referimos ao leitor a [67]

para uma discussdo sobre o assunto.

Em particular, a estabilizagdo do sistema
0
2 (t) = / dgN(0)z(t +60) + Bu(t),

onde N(-) é uma aplica¢do matricial n x n de vari¢do limitada em [—r, 0], foi considerado em
Pandolfi [111]. Especificamente, definindo a matriz caracteristica

AN) =\ — / ’ eMdyN(6),

foi provado em [111] que se
RIA(N). Bl =n, Re()) 20,

entdo existe uma aplicagdo linear limitada K : C([—r,0]; R™) — R™ tal que o sistema

7' (t) = /0 dgN(0)x(t +60) + BK(xy)

-Tr
¢ assintoticamente estdvel (referimos a [64, 66] para as propriedades espectrais de equagdes
diferenciais funcionais com retardo). Conseqiiéntemente, se a propriedade de controlabilidade

espectral anterior € verificada entdo existe uma lei de controle linear de realimentacdo que
estabiliza o sistema.
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Ainda assim, estd classe de sistemas nao inclui aqueles sistemas modelados por equagdes
integro-diferenciais parciais que surgem no estudo de uma série de problemas tais como a con-
ducdo de calor em matérias com memoria ou dindmica de populagdo para populacdes espacial-

mente distribuidas ([84]). Como um modelo tomamos o sistema linear

0? 0 o 0
+D bi(Qui(t), 0<E<T, >0,
i=1
w(0,t) = w(mt)=0,
onde r > 0, a fungdo escalar N(-) tem variagdo limitada em [—7,0] e b;, ¢ = 1,..., m sdo

funcdes apropriadas.

Por estd razdo em [67] foi estudado o problema de estabilizacao para uma classe de sistemas
invariantes que podem ser modelados por uma equagao diferencial funcional retardada abstrata

com retardo r > 0 definida num espago de Banach X do tipo
2'(t) = Az(t) + L(z,) + Bu(t),

onde A é gerador infinitesimal de un semigrupo fortemente continuo 7'(¢) em X, u(t) € R™
representa a entrada no tempo ¢t,e L : C' — X e B : R™ — X sdo aplicagdes lineares limitadas.
Para A € C,seja Ly : X — X e A(X\): D(A) — X os operadores lineares definidos por

Lyr = L(eMz), z € X,
ANz = dx — Az — Lyz, xz € D(A).

Seja A = {A € C: Re(\) > 0}. Especificamente, em [67, Teorema 3.1] foi estabelecido o

seguinte resultado.

Lema Assuma que T' um semigrupo compacto. O sistema é estabilizdvel se
RIA(N), Bl =X

para todo \ € A.

O objetivo deste capitulo é mostrar que estd caraterizacdo também se tem para alguns sis-
temas do tipo anterior mesmo se o semigrupo 7'(-) ndo é compacto [71]. A Seg¢do 4.1 contém

os resultados e na Se¢do 4.2 presentamos aplicagdes.
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Ao longo deste trabalho denotamos por £(X) a dlgebra de Banach de operadores lineares
limitados definidos em X e por X* o espago dual de X . Para um operador linear A com dominio
D(A) e conjunto imagem R(A) em X, representamos por o (A) (resp. 0,(A)) o espectro (resp.
espectro pontual) de A. Se D(A) é denso em X, entdo A’ denota o operador conjugado de
A ([55]). Denotamos por B,(X) a bola fechada de centro 0 e raio r no espago X. Para um
subconjunto L C X representamos por ¢(K) a envéltoria convexa de K.

Julho de 2011

Alejandro Caicedo Roque
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumos conceitos basicos necessarios para desenvolver a teoria

dos capitulos seguintes.

1.1 Equacoes diferenciais funcionais abstratas com retardo

No restante desta se¢do, A : D(A) € X — X € o gerador infinitesimal de um semigrupo
fortemente continuo de operadores lineares limitados 7'(t) em X. Para os fundamentos da

teoria de semigrupos a serem usados adiante o leitor pode ver [51, 112].

1.1.1 Equacoes diferenciais funcionais com retardo finito

Denotamos por C' = C([—r, 0], X') o espaco das fun¢des continuas de [—r, 0] em X, munido da

norma da convergéncia uniforme. Seja L : C' — X é uma aplicacdo linear definida por

L) = [ N @®)t6),

T

onde a aplicacdo N : [—r,0] — L£(X) tem variagdo limitada, e f : R — X é um fungio
continua. Referimos a Engel e Nagel [51], Travis e Webb [119] e Wu [125] para as propriedades
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bésicas de ARFDE
o' (t) = Ax(t) + L(z,) + f(t), t>o. (1.1)

Somente mencionamos aqui que a equacdo (1.1) com a condic¢@o inicial
r,=p€C (1.2)

tem uma tnica solugéo branda x = x(-, 0, p, f). Isto significa que = : [0 — r,00) — X é uma

fungdo continua que verifica (1.2) e a restrigdo de z(-) em [0, 00) satisfaz a equagéo integral

t

x(t) =Tt —0)p(0) + / T(t —s)(L(xzs) + f(s))ds, t>o. (1.3)

(e

Em particular, se z(+, ¢) denota a solu¢do branda do problema homogéneo

'(t) = Ax(t) + L(z), t >0, (1.4)
xg = @€l (1.5)

o operador solugdo V' (t) definido por V(t)p = z4(-,¢) é um semigrupo fortemente continuo
de operadores lineares limitados em C' (ver Wu [125]). Sera representado por Ay seu gerador

infinitesimal. Além disso, € bem conhecido que V' satisfaz a seguinte propriedade de translagdo.
Lema 1.1. Sob as condicoes anteriores,

[V(t+0)el(0),  t+06=0,

[V (£)e)(0) =
e(t+6), t+6<0.

Denotamos por W (t) o operador solugio correspondente a L = 0. Esta claro que W (t) é
dado por
T(t + 0)(0), —t<6<0,
(W(t)el(0) =
o(t+90), —r <0< —t.

O sistema (1.4) é dito (assintoticamente) estdvel se o semigrupo V' (¢) é uniformemente estavel.
Consequentemente, segue-se do Lema 1.2 que o estudo da estabilidade assintética do sistema
(1.4) reduz-se a estudar propriedades espectrais do semigrupo solugdo V' (¢).

Estamos em condi¢do de estabelecer o primeiro resultado sobre comportamento assint6tico

do semigrupo solugdo.
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Teorema 1.1. Assuma que o semigrupo T (t) é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L :

C' — X é compacto para todo t > 0. Entdo o semigrupo V (t) é quase-compacto.

Demonstrag¢do. Definimos o operador U(t) : C' — C' parat > 0 como

/t+0 T(t+60—s)L(V(s)p)ds, —-t<6<0,
[Ut)el(0) =4 °

0, —r <0< —t.

E claro de (1.3) que
Vit)y=Ww() + U(t), t >0,

o qual implica que U(t) é um operador linear. Além disso, de [69, Teorema 1] podemos afirmar
que U(t) é um operador compacto. Por outro lado, existem constantes M > 1 e o > 0 tal que
T ()|l < Me** para todo ¢ > 0. Portanto, para t > r temos que
Wt = sup [T(t+0)p0) <M sup e p(0)]]
—r<0<0 —r<0<0

< Mee™ gl

o qual implica que W (t) é uniformemente estavel. O

Existem situa¢des muito interessantes nas quais o semigrupo 7'(¢) ndo é compacto mas o
operador T'(¢)L : C' — X é compacto para ¢ > 0. A seguir, mencionamos um par de casos
gerais:

(i) O operador L : C' — X é compacto. Por exemplo, L(p) = Zle A;p(—r;), onde
A X — X,i=1,...,k, é um operador linear compacto, ou L(p) = fi)r N(0)p(6)dh, onde
N : [-r,0] — L(X) é uma aplicagio uniformemente continua tal que N(¢) é um operador
compacto para cada —r < 6 < 0.

(1i1) Uma situacdo mais geral € a seguinte. Assuma que existe uma decomposi¢do topologica
de X = Xy @ X7, onde X; sdo espagos invariantes sob 7'(¢), e X; tem dimensao finita. Seja F
a proje¢do em X, com nicleo X;. Se T'(t)PyL é compacto, entdo o produto 7'(¢) L também é
compacto.

Coletamos no seguinte lema um par de resultados fundamentais ([S51, Corolario IV.2.11,

Proposi¢ao V.3.5]) para nosso futuro desenvolvimento.
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Lema 1.2. (Engel-Nagel [51]) Seja G(t) un semigrupo fortemente continuo. As seguintes

condigoes sdo satisfeitas.

(i) O semigrupo G é quase-compacto se e somente se wess(G) < 0.

(i) wo(G) = max{wess(G), s(D)}.

Combinando o Teorema 1.1 com o Teorema V.3.7 em [51] podemos estabelecer a seguinte
propriedade de comportamento assintético para o semigrupo solucao associado a problema ho-
mogéneo (1.4)-(1.5).

Corolario 1.1. Assuma que o semigrupo T'(t) é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L :
C' — X é compacto para todo t > 0. Entdo o semigrupo V (t) é uniformemente estdvel se, e

somente se sup Reo,(Ay) < 0.

Para estudar o 0,(Ay ), a seguinte propriedade espectral ¢ bem conhecida (ver Henriquez
[67] e as referencias citadas nesse trabalho). Para A\ € C, sejam Ly : X — X e A()\) :
D(A) — X operadores lineares definidos por

Lyt = L(eM2), z € X, (1.6)
ANz = Xx — Ax — Lyz, =z € D(A). (1.7)

Lema 1.3. Seja A € C. Entdo )\ € 0,(Ay) se, e somente se existe u € D(A), u # 0, tal que

A0

A(XNu = 0. Neste caso a fungcdo ¢ = e’ é o vetor proprio de Ay correspondente a \. Além

disso, se A € 0(A+ L)), entdo X € o(Ay).

Observacao 1.1. Assuma que o semigrupo V' (¢) é quase-compacto. Neste caso o conjunto
A ={) € c(Ay) : Re(\) > 0} é finito e consiste de p6los de R(-, Ay) com multiplicidade

algébrica finita [51, Teorema V.3.7]. Portanto, o espago C' decompde-se como
C'=Py & Qy, (1.8)

onde Py e ()5 sdo espagos invariantes sob V' (¢) e o espago P, é a imagem da projegao espectral
I1” correspondente a A. Consequentemente, Py consiste do vetores préprios generalizados
correspondentes ao valor préprio \; € A. Especificamente, se A = {\;, \y,..., A\, }, entdo

Py = @™ ker(\I — Ay)F (1.9)
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para certos k; € N. Denotamos por VF(t), (respectivamente, V%(t)) as restricdes de V(t)
em P, (respectivamente, em (),). Similarmente, A‘Ij e A‘g representam as restricdes de Ay
em P, e (Q, respectivamente. Como P, é um espago de dimensdo finita d, o semigrupo
VP(t) é uniformemente continuo e AL é um operador linear limitado definido em Pj. Seja
o', % ..., % uma base de Py. Usaremos a notagao ® = (o', ¢?, ..., ¢%). Conseqiiénte-
mente, procedendo como de costume na teoria de equagdes diferenciais funcionais ([66]), existe
uma matriz GG de ordem d x d tal que ®(0) = ®(0)e®?, para —r < 0 < 0, VP (t)® = de,
parat > 0, e 0,(G) = A. Seja ¥ a base dual de ¢ associada a decomposi¢do (1.8), como
construida em [82]. Nessas condi¢des, foi estabelecido em [82, Proposicdo 4.2] que existe
x* = col(x},xh, ..., x5) € X*¢ tal que a proje¢do xf’ = 17z, em P, da solugdo de (1.1) é

dada por 27 = ®z(t), onde o d-vetor z(t) satisfaz a equagdo diferencial ordinaria

J(t) = Ga(t) + (2", f(1), t>o. (1.10)

A seguir estabelecemos um par propriedades do vetor x*.

Lema 1.4. As componentes x; € D(A'), i = 1,...,d. Além disso, se v € (R?)* é um vetor
proprio a esquerda de G correspondente a \ € A, entdo (A — A" — L) )vz* = 0.

Demonstracdo. Para provar a primeira afirmac@o escolhemos y € D(A) e tomamos a fungdo
constante f(t) = —Ay — L(y), onde por § denotamos a fung¢do constante 7(f) = y para todo
—r <60 <0. Aequagdo (1.1) ¢

Seja z(+) a solugdo desta equagdo com condigdo inicial o = . Entdo x; — 7 = V(¢)(0) = 0

parat > 0. Assim z; é ndo depende de ¢ e, aplicando (1.10) obtemos que
zf = ®(0,7) = Pz(t),

onde
2 (t) = Gz(t) + («*,—Ay — L(y)) = 0.

Portanto
(2", Ay) = G(V, ) — (", L(Y))

¢ uma func¢do continua de y. Isto mostra a afirmacao.
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Para estabelecer a segunda afirmacgao procedemos de forma similar. Neste caso definimos
f(t) = eM(\y — Ay — Lyy). Seja z(t) = ey, t > —r. Estd claro que z; = e, onde
(0) = e My. Assim,

L(z;) = M L(3) = M La(y).

De isto se segue que x(-) € a solugdo da equagio (1.1) com condicdo inicial z, = ¢*’y. Con-
cluimos que
al = (U, 1) = O(V, eMeMy) = MD(T, M), (1.11)

Por outro lado, utilizando novamente (1.10), 27 = ®z(¢), onde

o que implica que

vz(t) = eMvz(0) +

M) (wa* e (\y — Ay — Lyy))ds
= Mwz(0) + t{va*, Ay — Ay — Lyy)).

Como a equagdo (1.11) mostra que e *z(t) € limitado em ¢ > 0, a equagdo anterior implica
que (vz*,\y — Ay — Lyy) = 0. Em vista que y € um elemento arbitrdrio no D(A) e D(A) é

denso em X. Isto completa a demonstracao. [
Lema 1.5. Sejam \ € A e v € (RY)* tal que \v = vG e va* = 0. Entdo v = 0.

Demonstracdo. Seja ¢ € Py, ¢ # 0, um vetor proprio de Ay correspondente a 1 € A. Do
Lema 1.3 obtemos que ©(f) = e*?¢(0) para —r < § < 0. Para certo v € C tomamos
@' () = e +M05(0). Pondo z(t) = e FMp(0), para t > —r. Claramente z; = et para

t > 0. Isto implica que z(-) € uma solugdo da equagdo (1.1) para
() = e (y + 1) (0) — Ap(0) — L(")].
Seja z(+) dado por 27 = ®2(t) = ®(¥, z;). De (1.10) obtemos que
v2'(t) = vGz(t) + (vz*, f(t)) = Mvz(t),
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o qual implica que vz(t) = e*c parat > 0. Por outro lado, temos que
vz(t) = v(U, z) = v(W, 0TI = OFWE (T ) = M,

parat > 0. Se ;1 # A podemos tomar v = 0 para concluir que v(V, ) = 0. Em caso que
i = A, podemos tomar v > 0 para concluir que v(¥,e?p) = 0. Tomado limite quando

v — 07 também obtemos que v (¥, p) = 0.

Por outro lado, usando a representacdo de P, dada em (1.9) e argumentando como antes,
inferimos que v(¥, p) = 0 para todo ¢ € P,. Como (¥,®) = [ finalmente obtemos que
v = 0. 0

Nosso resultado é baseado na férmula de variacdo de constantes para a equagao nao-homo-
génea (1.1) com condigio inicial (1.2). E claro que a equacdo (1.1) pode ser considerada como
uma equagdo com retardo infinito. De fato nés podemos prolongar a aplicagdo N a (—oo, 0]
definindo N(#) = 0 for § < —r. Ainda antes de definir formalmente o conceito de espago
de fase para equagdes com retardo infinito, podemos considerar um espaco de fase B com
memoria uniformemente amortecida tal que B C C((—o00,0], X) e L(p) = ffoo doN(6)p(6),

para ¢ € B, define uma aplica¢ao linear limitada de B em X.

Esta propriedade nos permite aplicar a teoria desenvolvida em [82] para representar a solu¢ao
branda da equacdo (1.1). Provou-se ( Hino et al. [82]) que a solu¢do pode ser expressa por meio
da férmula de variacao das constantes. Em seguida, vamos adotar as notacdes utilizadas neste
trabalho. Seja I'" : X — B definida por

(nf + 1)z, —1/n <60 <0,
(@) =
0, —00 < 0 < —1/n,
Se f é uma fun¢do continua, a formula ([82, Teorema 3.1])

¢
(o0 )=Vt —0o)p + lim | V(t—s)I"f(s)ds (1.12)

n—oo

define a solucdo branda de (1.1)-(1.2) no espago de fase.
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1.1.2 Equacoes diferenciais funcionais com retardo infinito

Neste trabalho, usamos a defini¢do axiomatica de espaco de fase B introduzida em Hino et al.
[81]. Especificamente, 3 é um espago vetorial de fung¢des que aplicam (—oo, 0] em X munido

com uma seminorma denotada por || - || 5 e tal que t€ém os seguintes axiomas:

(A)Sez: (—oo,0+a)— X,a>0,0 € Récontinuaem [0,0 + a) e z, € B, entdo para
todo t € [0, 0 + a) tem-se as seguintes propriedades:

() z; € B.

(i) [|z(0)[| < H||z||5-

(i) [|2[|s < K(2 - U)aiggt!\x(S)H +M(t = 0)llzs5,
onde H > 0 é uma constante, K, M : [0,00) — [0, 00), K é continua, M é localmente limitada
e H, K, M nio dependem de x(-).

(A1) Se x(-) é uma fungéo como em (A), entdo a aplica¢do (0,0 + a) — B, t — x4, é
continua.

(B) O espaco de fase B é completo.
Adicionalmente, consideraremos o siguiente axioma:

(C-2) Se (¢¥"),en € uma seqiiéncia uniformemente limitada de fungdes continuas com su-
porte compacto e )" — 1, n — o0, na topologia compacto-aberta, entdo i) € Be |[¢"—|z —
0 quando n — oo.

Observacio 1.2. Se o espaco de fase B satisfaz o axioma (C-2), entdo o espago Cy((—0o0, 0], X)
estd continuamente incluido em B. Assim, existe uma constante () > 0 tal que ||Y||g < Q¥ ||o,
para todo ¢ € Cy((—00,0], X) (ver [81, Proposi¢do 7.1.1]).

Definicdo 1.1. ([Hino et al. [81]) Seja S(t) : B — B o Cy-semigrupo definido por S(t)p(0) =
©(0) em [—t,0] e S(t)p(0) = p(t + 0) em (—oo, —t]. Seja By = {p € B: p(0) =0} e Sy(t) a
restricdo de S(t) a B.

O espaco de fase B é chamado espaco de fase com memoria amortecida se verifica (B), e
(C-2) e ||So(t)pllz — 0 quando t — oo para todo ¢ € By,.
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O espago de fase B é chamado espago de fase com memdria uniformemente amortecida se
verifica (C-2) e ||So(t)||s — 0 quando t — .

Observacao 1.3. Se BB é um espaco de fase com memdria amortecida as fungcoes K (-) e M(-)
sdo limitadas. Neste caso vamos escrever K = sup,o K(t) e M = sup,, M(t), vide [81,
Proposicdo 7.1.5]) para detalhes. Além disso, neste caso podemos escolher (Q = K, onde () é

dado por pela observagdo 1.2.

Exemplo 1.1. (O espaco de fase C, x LP(p,X).) Sejamr > 0,1 < p < oo e seja p :
(—o00, —r] — R uma fun¢o ndo negativa mensurdvel que satisfaz as condi¢des (g—5) — (g —6)
na terminologia de Hino et al. [81]. Brevemente, isto significa que p é localmente integravel e
que existe uma fun¢do ndo-negativa localmente limitada ~(-) em (—oo, 0] tal que p(§ + 6) <
v(€)p(0) paratodo & < 0ed € (—oo,—r] \ N, onde N. C (—oo, —r] é um conjunto cuja
medida de Lebesgue é zero. Denotamos por B = C,. x LP(p, X) o conjunto de todas as fungdes
¢ : (—00,0] — X tal que ¢ é continua em [—r, 0], Lebesgue mensuravel e p||¢||” é Lebesgue

integravel em (—oo, —7). A seminorma em C,. X LP(p, X) é definida como segue:

1

—r D

lells = sup [l(8)] + /p(H)HsD(Q)H”d@
0]

oe[—r,
— 00

O espago B = C,. x LP(p, X) satisfaz os axiomas (A), (A1) e (B). Além disso, quando r = 0, e
p = 2, é possivel escolher H =1,
0 3
K(t)=1+ / p(0)do | e M(t) =~(—t)2
—t
parat > 0 (ver [81, Teorema 1.3.8]). Note que se além das condi¢des anteriores a fungdo

p ¢ integravel em (—oo, —7], entdo B é um espaco de fase com memdria amortecida e se
g(0—1)
9(0)
uniformemente amortecida (ver [81, Exemplo 7.1.8]).

ess sup{ : 0 < —r} — 0 quando t — oo entdo B é um espago de fase com memdria

1.2 Conceitos de periodicidade para funcoes vetoriais

Nesta secao apresentamos os conceitos de periodicidade que seram utilizados no decorrer deste
trabalho.
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Sejam (X, ||-]|) e (Y, ]|-]|) dois espagos de Banach. Neste trabalho denotamos por Cy(R™, X)
o espago formado pelas fun¢des continuas de [0, 00) em X que sdo nulas no infinito munido

com a norma da convergéncia uniforme.

1.2.1 Funcoes quase periodicas

Neste trabalho empregamos o conceito de funciao quase periddica no sentido de Bohr.

Definicao 1.2. Uma funcdo f : R — X ¢é quase periddica se é continua e para todo ¢ > (

existe um conjunto relativamente denso P. em R tal que

|ft+71)=f)] <e, (1.13)

paratodot € Re 7 € P..

Para as propriedades de fun¢des quase periddicas referimos ao leitor a [25, 127]. No que
segue denotamos por AP(X) o espaco consistente das fungdes f : R — X que sdo quase
peri6dicas munido da norma da convergéncia uniforme. Com esta norma AP(X) é um espago
de Banach.

1.2.2 Funcoes assintoticamente quase automorficas

Definicao 1.3. Uma funcdo continua f : R — X é dita quase automorfica se para cada

seqiiéncia de niimeros reais (s.)), existe uma subsegqiiéncia (s,) tal que

g(t) ;== lim f(t+ s,)

n—00

é bem definida para cadat € R e

lim g(t — s,) = f(¢)

n—oo

para cadat € R.

Se a convergéncia indicada nos limites anteriores é uniforme para t em subconjuntos com-

pactos de R diz-se que a funcdo [ é quase automorfica compacta.
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Denotaremos por AA(X) o conjunto consistente das fun¢des quase automérficas e por

AA.(X) conjunto consistente de tais fun¢des quase automérficas compactas.

Se a convergéncia anterior € uniforme em ¢t € R, entdo f ¢ uma fun¢do quase periddica
no sentido de Bohr. Assim as fun¢des quase automorficas no sentido de Bochner’s constituem

uma classe de fungdes mais grande que a classe das quase periddicas. Por outro lado, a fungdo
1

n
2 + cost + cosﬁt

Note que a fun¢do g na definic@o anterior € mensurdvel, mas nao necessariamente continua.

si € quase automorfica, mas ndo € quase periddica.

Ademais,

{g(t):t e R}y ={f(t) : t € R}.
Ainclusdo {g(t) : t € R} C {f(¢) : t € R} foi provada em (N’Guérékata [104]). A inclusdo
reciproca pode ser provada similarmente.

E bem conhecido que uma fungdo quase automérfica é limitada e AA(X) é um espago de

Banach quando munido com a norma da convergéncia uniforme.

Definicao 1.4. (Ding et al. [48]) Uma funcdo continua f : R x Y — X ¢é dita quase automor-
fica em t uniformemente para y em subconjuntos compactos de Y se para todo subconjunto

compacto K de Y e toda segiiéncia de niimeros reais (s,,), existe a subsequéncia (s,,) tal que
g(t,y) = lm f(t+ sn,y)

€ bem definido para cada t € R, a convergéncia é uniforme paray € K e
Tim g(t = sn,y) = f(t,y)

para cadat € R e a convergéncia é uniforme para y € K.

Denotamos por AA(R x Y, X) o conjunto de tais fungdes.

Definicao 1.5. Uma fungdo continua f : R x Y — X ¢ dita quase automorfica compacta se

para toda seqiiéncia de niimeros reais (s,), existe a subsequéncia (s,) tal que

g(t,y) = lm f(t+ sn,y)

lim g(t = sn,y) = f(t,y)

paracadat € Rey €Y ea convergéncia é uniforme para t em subconjuntos compactos de R.
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Denotamos por AA.(R x Y, X') o conjunto de tais fungdes.

Para as propriedades de funcdes quase automorficas referimos o leitor a [104, 105]. Uni-
camente mencionamos aqui que a imagem de uma funcdo quase automorfica € um conjunto

relativamente compacto.

Defini¢io 1.6. Uma funcdo continua f : R™ — X ¢ dita assintoticamente quase automdrfica
se existem duas fungdes g € AA(X) e ¢ € Co(RT, X) tal que

ft) =gt) +p(t), teR"

A funcdo g € chamada termo quase automérfico de f.

Denotamos por AAA(X) o espago de todas as fungdes assintoticamente quase automorficas
f:RT — X. O espaco AAA(X) é um espaco de Banach com a norma da convergéncia
uniforme. Ademais, AAA(X) = AA(X) @ Co(RT, X).

Observacao 1.4. Algumas propriedades adicionais son as seguintes:

(i) O espaco AAA(X) também pode ser dotado com a norma equivalente ([104, Teorema
1.41])

|| = sup [[g() ]| + sup [[p(£)]],
teR >0
onde f =g+ pcomge AA(X) e p € Cy(RT, X).

(ii) A imagem de qualquer fungdo assintoticamente quase automorfica é relativamente com-
pacta ([48, Lemma 1.9]).

(iii) Se f € AAA(X) e f = g+ ¢ é a descomposicdo com g € AA(X)y ¢ € Co(RT, X),
entdo {g(t) : t e R} C{f(t) :t € R} ([48, Lema 1.7]).

Definicio 1.7. Uma funcdo continua f : R™ — X ¢ dita assintoticamente quase automdrfica

compacta se existem duas fungées g € AA.(X) e p € Co(RT, X) tal que
ft) =g(t) +o(t), teRT.

Denotamos por AAA.(X) o espago de todas as fun¢des assintoticamente quase automorfi-
cas compactas f : RT — X.
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No que segue denotaremos por Co(R™ x Y] X) o espaco de todas as fungdes continuas
f:R" xY — X tal que limy_., f(¢,y) = 0 uniformemente para y em qualquer subconjunto

compacto de Y.

Definic¢ao 1.8. Uma fungdo continua [ : Rt x Y — X é dita assintoticamente quase automor-
fica se existem duas funcoes g € AAR XY, X) e p € Co(RT x Y, X) tal que

F(t.2) = g(t,2) + ¢(t,a), 7€ X, t € R,

Usaremos a notagdo AAA(R™ x Y, X) para o espaco consistente das fun¢des envolvidas na
Defini¢do 1.8.

De maneira similar estabelecemos o seguinte conceito.

Definicio 1.9. Uma fungéo continua f : R x Y — X é dita assintoticamente quase au-
tomdrfica compacta se existem duas funcoes g € AA(R x Y, X) e p € Co(RT x Y, X) tal
que

flt,x) =g(t,z) + p(t,z), v € X, t e RT.

Usaremos a notagio AAA.(RT x Y, X) para o espago consistente das fungdes envolvidas

na Definicdo 1.9.

Defini¢ao 1.10. Uma fungéo continua f : RT x Y — X ¢ dita uniformemente continua em
conjuntos limitados uniformemente parat € R* se para todo € > 0 e todo subconjunto limitado
K deY, existe d.xc > 0 tal que || f(t,y1) — f(t,y2)|| < € paratodot € RT etodo y1,y2 € Y
com |ly1 — ya| < 0.

Lema 1.6. (Ding et al. [48]) Seja [ : RT x Y — X uma fungdo assintoticamente quase
automdrfica e uniformemente continua em conjuntos limitados uniformemente para t € R™T.
Seja u : R™ — Y uma fungdo assintoticamente quase automdrfica. Entédo a fungdo RT™ — X,

t — f(t,u(t), € assintoticamente quase automdrfica.

Lema 1.7. Seja B um espago de fase com memdria amortecida.

(a) Sejam [ € AA(R XY, X)eu € AA(Y). Seja (t) = f(t,u(t) parat € R. Se a
familia {f(t,-) : t € R} é equi uniformemente continua no conjunto R(u), entdo & € AA.(X).
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(b) Sejam f € AAA(RT x Y, X)eu € AAA(Y). Seja ®(t) = f(t,u(t) parat > 0.
Se a familia {f(t,-) : t > 0} é equi uniformemente continua no conjunto R(u), entdo ¢ €

AAA(X).

1.2.3 Funcoes S-assintoticamente w-periodicas

Lembraremos a nog¢ao de fungao S-assintoticamente w-periddica.

A literatura concernente as fungdes S-assintoticamente w-periddicas com valores num es-
paco de Banach é muito nova. Recentemente alguns artigos foram publicados por Henriquez
et al. [72, 73], Nicola e Pierri [108], Cuevas e de Souza [36, 37], de Andrade e Cuevas [41],
Caicedo e Cuevas [20], Cuevas e Lizama [32].

Defini¢ao 1.11. (Henriquez et al. [72]) Uma funcdo f € Cy(R*; X) é chamada S-assintotica-
mente periddica se existe w > 0 tal que limy_,o, (f(t + w) — f(t)) = 0. Neste caso, dizemos

que w ¢ o periodo assintotico de f e que f é S-assintoticamente w-periodica.

Neste trabalho usamos a notagdo SAP,, (X)) para representar o subespaco do espago
Cy(R™, X) de todas as fungdes S-assintoticamente w-periddicas. No resto desta se¢do w > 0 é

um numero real fixo.

Note que SAP,(X) munido da norma do supremo é um espaco de Banach.

Defini¢do 1.12. ([72]) Uma funcdo continua f : [0,00) — X ¢ dita assintoticamente w-
periddica se existe uma fun¢do w-periddica g e ¢ € Co(R™; X) tal que f = g + ¢.

Observacao 1.5. Em [72] foi mostrado o surpreendente fato de que a propriedade lim;_,
( ft+w)—f (t)) = 0 ndo caracteriza fungoes assintoticamente w-periodicas. Especifica-
mente, 0s autores mostraram que o conjunto das fungbes assintoticamente w-periodicas esta

propriamente contido em SAP,,(X).

Definicao 1.13. ([72]) Uma fung¢do continua f : [0,00) x X — Y ¢é dita uniformemente S-
assintoticamente w-periodica em conjuntos limitados se para todo subconjunto limitado K de
X, o conjunto {f(t,z) : t > 0,z € K} é limitado e lim;_ (f(t + w,z) — f(t,z)) = 0,

uniformemente para v € K.
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Definicao 1.14. ([72]) Uma func¢do continua f : [0,00) x X — Y é dita assintoticamente
uniformemente continua em conjuntos limitados se para todo € > 0 e para todo subconjunto
limitado K de X, existem L. x > 0e 6. xk > 0tal que ||f(t,x) — f(t,y)|| < € para todo
t > Le g etodox,y € K com ||z —y| <0, k-

Lema 1.8. ([72]) Seja f : [0,00) x X — Y uma funcdo uniformemente S-assintoticamente

w-periodica em conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente continua em conjuntos

limitados. Se u : [0,00) — X é uma func¢do S-assintoticamente w-periddica, entdo a fun¢do

v(t) = f(t,u(t)) € SAP,(Y).

Lema 1.9. (Henriquez et al. [73]) Se u € Cy(R™, X)) é uma funcdo tal que tlz'm (u(t + nw) —
— 00

u(t)) = 0, uniformemente paran € N, entdo u(-) é assintoticamente w-periddica.

Lema 1.10. (/72]) Seja f : [0,00) x X — Y wuma funcdo assintoticamente uniformemente
continua em conjuntos limitados. Suponha que para todo subconjunto limitado K C X, o
conjunto {f(t,x) : t > 0, v € K} € limitado e lim;_,, ||f(t + nw,z) — f(t,x)|]| = 0O,
uniformemente para x € K en € N. Seja u € Cp(R*; X)) tal que tlirgou(t + nw) — u(t) =0,
uniformemente em n € N, entdo tlirgé f(t + nw,u(t +nw)) — f(t,u(t)) = 0, uniformemente

emn € N,

Lema 1.11. (Caicedo et al. [21]) Seja {R(t) : t > 0} uma familia fortemente continua de
operadores lineares limitados en X satisfazendo ||R(t)|| < Me " para todo t > 0, onde
M, i > 0 sdo constantes. Seja u € SAP,,(X). Definimos

o(t) = /O "Rt - s)u(s)ds. (1.14)

Entdo v € SAP,(X).

Demonstragdo. A estimativa ||v]|,, < %Hu“w mostra que v € Cy([0,00), X ). Parae > 0,
selecionamos 7" > 0 tal que [u(t +w) —u(t)|| < e paratodot > T'e [ e **ds < e. Portanto,
parat > 27, obtemos

. t+w N t T
ot +w) —ov@)|| < MHUHOO/ e“sds—i—Q]\/[HuHOO/ e“sds—l—eM/ e Mds
¢ T 0

~ 1
< 3 (3lulla+ 4 )
i
o qual completa a demonstracao. O]
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De maneira similar, podemos estabelecer.

Lema 1.12. Seja {R(t) : t > 0} uma familia fortemente continua de operadores lineares
limitados en X satisfazendo ||R(t)|| < Me " para todot > 0. Seja u : [0,00) — X assintoti-

camente w-periddica. Entdo a fungdo v(-) definida por (1.14) é assintoticamente w-periddica.
Para estudar equagdes diferenciais funcionais com retardo finito » > 0 usaremos a seguinte
propriedade que € um consequéncia imediata de nossas defini¢des.

Lema 1.13. Seja u : [—r,00) — X uma fung¢do continua. Se uljg ) € SAP,(X) e us é a
fungao dada por u(0) = u(t + 0) parat > 0e —r < 6 < 0, entdo a fungdo [0,00) —

C([-=r,0], X), t — uy, é S-assintoticamente w-periddica (u; é chamada fungdo historia).
De maneira similar, a relac@o entre os conceitos de funcdes S-assintoticamente w-periddicas
e espaco de fase € fornecida pelo seguinte resultado.

Lema 1.14. ([73, Lema 2.10]) Suponha que B é um espaco de fase com memoria amortecida.
Seja u : R — X tal que ugy € B.

(i) Se u |[0,00)€ SAP,(X). Entdo a fungdo t — u, pertence a SAP,,(B).

(ii) Se u |j0,00) € assintoticamente w-periddica, entdo a fungdo t — u, também é assintoti-

camente w-periodica.

1.3 Equacoes integro-diferenciais

Nesta se¢do, A : D(A) C X — X é um operador linear fechado e {B(t) : ¢ > 0} é uma
familia de operadores lineares fechados com D(B(t)) ndo depende de ¢t e que D(A) C D(B(t))
para todo ¢t > 0.

Para estudar o problema de Cauchy abstrato
t
() = Ax(t) +/ B(t — s)x(s)ds, t > 0, (1.15)
0
z(0) = ze€X, (1.16)

definiremos o conceito de operador resolvente (Diagana et al. [47]).
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Definicao 1.15. (Desh et al. [45]) Uma familia fortemente continua {R(t) : t > 0} C L(X) ¢

chamada um operador resolvente para (1.15) se as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:

(R1) Para cada x € X, R(0)x = x.

(R2) Se x € D(A), entdo R(t)xr € D(A) para todo t > 0, a funcdo AR(-)x é continua e a

fungdo R(-)x é continuamente diferencidvel em [0, 00).

(R3) Para x € D(A), as seguintes equagdes sdo verificadas:

t
%R(t)x = AR(t)z +/ B(t — s)R(s)xds, t > 0, (1.17)
0
t
%R(t)x = R(t)Ax +/ R(t — s)B(s)xds, t > 0. (1.18)
0

Observacao 1.6. Para maiores detalhes sobre equacoes integro-diferenciais, condicdes para
existéncia do operador resolvente, aplicacoes e temas relacionados, referimos ao leitor a [44,
60, 61]. Em particular, é imediato de (R2) que a aplicacdo R : [0,00) — L([D(A)] é forte-

mente continua.

No seguinte assumiremos que existe um operador resolvente para (1.15). A existéncia de

solucdes da equacgdo
t
2 (t) = Az(t) + / B(t —s)x(s)ds + f(t), t >0, (1.19)
0

com condi¢do inicial (1.16) tem sido estudada por muitos autores.

Defini¢ao 1.16. (Grimmer [60]) Seja | : [0,00) — X localmente integrdvel. Dizemos que a
fungdo u : [0, 00) — X definida por

t
u(t) = R(t)= + / R(t— 8)f(s)ds, t>0,
0
é uma solugdo branda do problema (1.19)-(1.16).

Nos capitulos seguintes assumiremos também que o operador resolvente satisfaz a seguinte

condicdo de comportamento assintotico.
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(R4) Existem constantes M, ;1 > 0 tal que || R(¢)|| < Me " para todo ¢ > 0.

Para condicdes que asseguram a existéncia de operadores resolventes que satisfazem a
condicdo (R4) referimos ao leitor a [60, Teorema 4.1].

Para estabelecer alguns resultados, utilizaremos a seguinte propriedade de compacidade.

Seja h : [0,00) — [1,00) uma fungdo continua ndo-decrescente tal que h(t) — oo quando
t — oo. Em seguida, denotamos C,(Z) o espago

Qﬂﬁ:{UGCﬂQmL@:MH%Q:O}

: _ Ll
munido com a norma ||u||, = sup;sg OB

Lema 1.15. (Cuevas-Henriquez [27]) Um conjunto K C Cy,(Z) é relativamente compacto em

Ch(Z) se verifica as seguintes condigdes:

(c-1) Para todo b > 0, o conjunto K, = {uljpy : w € K} € relativamente compacto in
C([0,0], 2).

(c-2) limy_, o % = 0 uniformemente para u € K.

No que segue vamos considerar um tipo particular de equagao integro-diferencial

u'(t) = ﬁ/ot(t— s)* 2 Au(s)ds + f(t), t > 0, (1.20)

w0) = = (1.21)
onde 1 < <2, A:D(A) C X — X éum operador setorial e f : Rt — X é uma funcéo

continua.

Definicao 1.17. (Lunardi [94]) Um operador linear fechado A com dominio denso D(A) em
X é dito setorial de tipo w e dngulo 0 se existem constantes w € R, 0 € (0, g), N > 0 tal que

seu resolvente existe fora do setor
w+3p = {A+w: AeC,larg(—)\)| <0}, (1.22)

N
I0=A71 < m=gp AEwt e (1.23)
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Para mais detalhes sobre operadores setoriais referimos a [94].

Definicdo 1.18. (Bazhelekova [14]) Seja A um operador linear fechado com dominio D(A)
definido em X. Dizemos que A é o gerador de um operador solucdo para (1.20) se existe
w € R e uma fungdo fortemente continua E,, : R, — L(X) tal que {\* : Re\ > w} C p(A)
€ o0
AT — A = / e ME,(t)xdt, Re\>w,xc X.
0

Neste caso, E,, é dito operador solucdo gerado por A para (1.20).

Se assumimos que A ¢é setorial com 0 < 0 < 7w(1 — «/2), entdo A é o gerador de um
operador solucao dado por

E,(t) = /F AT — A) T, >0,

com [' um caminho apropriado que se encontra fora do setor w + .

Lema 1.16. (Cuesta [26, Teorema 1]) Seja A : D(A) C X — X um operador setorial em X,
satisfazendo as hipoteses (1.22)-(1.23), para algum N > 0, w < 0e 0 < 6 < 7(1 — a/2).

Entdo existe C'(0, ) > 0 dependendo unicamente de 0 e o, tal que

C(0,a)N

E.(1)| < . 1.24
B0 < Ty (1.24

Vamos considerar a seguinte condi¢ao.

(S) O operador A é setorial de tipo w < 0 e dngulo ¢ satisfazendo 0 < 6 < 7(1 — a/2).

Lema 1.17. Seja 1 < a < 2. Assumamos que se tem (S) e u € AAA(X). Seja ® a funcdo
definida por

O(t) = /0 E.(t — s)u(s)ds
entdo & € AAA(X).

Demonstra¢do. Como u € AAA(X) escrevemos u(t) = g(t) + h(t), com g € AA(X) e
h € Co(R*, X), entdo podemos decompor

O(t) = /o E.(t—s)g(s)ds +/U E.(t — s)h(s)ds.
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Agora definimos as fungdes G : R — X e H : R™ — X por

Glt) = /_ Eolt — 8)g(s) ds

o0

H(t) = —/_ E.(t—s)g(s)ds +/0 E.(t — s)h(s)ds.

Como g € AA(R, X), podemos dizer que G € AA(R, X) em vistade [11, Lema 3.1].

Mostraremos que H € Co(R*, X). Claramente H € continua e limitada em R*. Além
disso, para € > 0 existe 7' > 0 tal que ||h(s)|| < e paratodo s > T'. Definindo

hr = sup ||h(s)]| < [|h]le < 0.
s€[0,T7]

e usando (1.24), obtemos
T t 0
/0 E,(t —s)h(s)ds + /T E,(t — s)h(s)ds — /_DO E,(t —s)g(s)ds

JA el LO LR e i o e L

T t 0
/ C(6,a)M athH/ C(0,a)Me dH/ C(G’Q)Mta\lglloods
0 T —

(@B = ‘

- 14+ |w|(t—s) 14 |w|(t— )™ oo L+ |w|(=s)
cO,a)M | [T OO hds 0 _ oo . LC0,a)Me .
wALA“ yohpds+ [ =) lgleds| + [ OO

Como

t 1 o 1 lw|~Yer
——ds < ds = —
r 1+ |w|(t —s)> o 14 |w|s® asin (7/a)
para 1 < a < 2, obtemos

MWMSC“MM[A%—@amw+/0ww>ﬂmM4+AwC@®M%s

w - T [l
C(0, )M 1- 1- 1- jw| Mo
T AN - T - @ o0 « oo 9 M T . N
S (=T = ) bl + £ gle] + (O ST

De(t—T)<tel—a<0,temos (t—T)17 —t17% > 0. Assimt1=* — 0 e (t —T)'=* — 0 quando
t — oo. Portanto lim;_, o, H(t) = 0. A demonstragio estd completa ja que ®(t) = G(t) + H(t), t €
RT. 0
Lema 1.18. ([48], Lema 2.2) Suponhamos que g € AA(R x X, X) é uniformemente continua

em todo subconjunto K de X, uniformemente em t € R. Entdo u € AA(R, X) implica que a
fungao G(-) = g( - ,u(-)) pertence AA(R, X).

39



Capitulo 2

Solucoes Quase Periodicas de Equacoes
Diferenciais Parciais com Retardo

Este capitulo é dedicado a estudar a existéncia de solu¢des quase periddicas e quase automorfi-

cas de equacdes diferenciais funcionais parciais com retardo.

Neste capitulo denotamos por X um espaco de Banach complexo com norma || - ||. De agora
em diante, representaremos por A o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente continuo

de operadores lineares limitados 7'(¢) em X.

2.1 Equacoes diferenciais parciais com retardo finito

Nesta se¢@o continuamos a usar a nota¢do C' para o espaco das fun¢des continuas C'([—r, 0]; X),
r > (0, munido com a norma da convergéncia uniforme. Estamos interessados na existéncia de

solugdes quase periddicas e quase automorficas para o problema de Cauchy
2'(t) = Ax(t) + L(zy) + f(t), t €R, (2.1

onde z(t) € X, a fungdo z; : [-r,0] — X, denota o segmento de x(-) em ¢, é dada por
x(0) = z(t +0), L : C — X é uma aplicacdo linear limitada, e f : R — X & uma fung¢io
continua. A condic@o usual para a existéncia de solugdes quase periddicas para esse prob-

lema é que o semigrupo 7'(-) é compacto. Por exemplo, o problema de existéncia de solu¢des
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quase automorficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e N’Guérékata [53] usando
essa condi¢do. Nosso objetivo nesta secdo € estabelecer a existéncia de solucdes quase periddi-

cas para uma classe de equagdes em que o semigrupo 7'(-) ndo é compacto.

Como modelo consideramos a equacdo de onda com retardo
0? 0 0? 0
w(0,t) = w(mt)=0,

para0 < ¢ < met > 0, onde a fungdo escalar N(-) tem variagdo limitada em [—7,0] e b(-) é

uma fun¢do apropriada.

Em toda esta secdo assumiremos que A e L satisfazem a condig¢des gerais consideradas na

secdo 1.1 e usaremos todas as notacdes y resultados estabelecidos nessa se¢ao.
Inicialmente estabelecemos formalmente o seguinte conceito.

Definicao 2.1. Uma fungdo continua x : R — X é dita uma solugdo branda para a equagdo
(2.1) se para cada o € R a restri¢do x : [0,00) — X é uma solugcdo branda da equagdo (1.1)

com condicdo inicial r, emt = o.

Se o semigrupo V' € quase-compacto, podemos aplicar as propriedades e nota¢des introduzi-
das na Observacgdo 1.1 em relacdo com a equagdo homogénea (1.4). Em particular, colocamos
A={)eo,(Ay): Re(\) > 0}.

Uma applicagdo direta de [82, Teorema 4.3] fornece a siguente propriedade.

Proposicao 2.1. (Henriquez et al. [70]) Assuma que o semigrupo I’ é uniformemente estdvel e
que o operador T (t)L é compacto parat > 0. Se x : R — X é uma solugdo branda de (2.1)

em R, entdo z(t) = (V, x;) é uma solugdo da equagdo diferencial
Z(t) = Gz(t) + (a*, f(t)), t € R. (2.2)

Reciprocamente, se [ é uma fungdo limitada em R e z(+) é uma solugdo de (2.2), entdo a fungdo
x : R — X dada por

t

z(t) = [@z(t) + lim i Vet — )T f(s))ds| (0), t € R, (2.3)

é uma solugdo branda de (2.1).
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Agora estamos em posi¢ao de estabelecer o principal resultado desta secdo.

Teorema 2.1. Assuma que o semigrupo T' é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L é
compacto parat > 0. Seja f : R — X wuma funcdo quase periodica. Se a equagdo (2.1) tem

uma solugcdo branda limitada em R, entédo tem uma solugéo branda quase periddica.

Demonstracdo. Seja x(-) a solugdo branda de (2.1) dada por (2.3). Como z(t) satisfaz a equagéo
(22) e 0,(G) € {A € C : Re(\) > 0}, entdo z(-) é limitado em R. Segue-se de [25,
Teorema 4.2] que z(-) é uma fungdo quase periddica. Por outro lado, se denotamos

t

Y(t) = lim VO(t — s)ITT"f(s))ds, t € R, (2.4)
© t
Yr(t) = / VOt — $TIQ(T™ f(s)) ds, ¢ € R, 2.5)
entao

t+7
YUt 1) = Y"(t) = / Ve (t + 71— )T f(s))ds

—0o0

—/t Vet — )T f(s)) ds

—0oQ0

_ / VOt — s)TIO(T"(f(s+ 1) — f(5))) ds.

—0o0

Seja € > 0 e P. um conjunto relativamente denso em R para o qual a estimativa (1.13)
se satisfaz. Utilizando que V?(¢) é um semigrupo uniformemente estdvel, existem constantes
M, >1lea > 0talque ||VO(t)|| < Mye * parat > 0. Como [|I| < 1, da expressdo anterior
se segue que

n n M2
Iy"(t+7) - Y@l < =2e,
para certa constante My > 0. Como essa estimativa € nao depende de n, nds também obtemos
que
2

Y(e+7) - Y (Ol < 2,

o qual mostra que a fungéo Y'(+) é quase periédica. Completamos a demonstra¢do combinando

esta afirmag@o com a expressao (2.3). O
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Agora estamos em posi¢ao de estabelecer um resultado andlogo no caso de fungdes quase
automorficas:

Teorema 2.2. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L é
compacto parat > 0. Seja f : R — X wuma fun¢do quase automdérfica. Se a equagdo (2.1) tem

uma solug¢do branda limitada em R, entdo ela tem uma solugdo branda quase automdrfica.

Demonstragcdo. Seja x(-) uma solugdo branda de (2.1) dada por (2.3). Como z(t) satisfaz a
equagdo (2.2) e 0,(G) C {A € C : Re(\) > 0}, entdo z(-) é limitado em R. Segue-se de
[104, Teorema 2.4] que z(+) é um fun¢do quase automorfica. Por outro lado, de (2.5) podemos

escrever o
Y™ (t) :/ VOSIICT"f(t — s))ds, t €R.

0
Seja (s},) uma seqiiéncia arbitrdria de nimeros reais. Como f é quase automorfica, existe uma
subsequéncia (si) C (s},) tal que limg_,o0 f(t + ) = g(t) € limg_00 g(t — s;) = f(t) em R.
Conseqiientemente, se fixamos ¢ € R, podemos afirmar que

lim f(t —s+s;) =g(t—s)

k—o0

para cada s € R. Além disso,

Y™t + si) = /OOO VOSICT"f(t — s + s1)) ds.

Utilizando que V% () é um semigrupo uniformemente estdvel e que ||| < 1 obtemos que
a fungio VO (s)II?(T™(f(t — s + s;)) € limitada por uma fungdo integrével em [0, 0o0). Agora,
aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue ([104, Teorema 1.9]), obtemos

lim Y"(t + si) = /OO VO(S)IC(T"g(t — 5))ds := X™(t),

k—o0 0

para cada ¢t € R. E claro que podemos aplicar o0 mesmo argumento para obter limy,_,, X m(t —

sk) = Y™(t), para cada t € R, o qual mostra que a fungdo Y"(-) é quase automorfica.

Por outro lado, para a > 0 podemos escrever

Y”(t):/UQVQ(s)HQ(F”f(t—s))ds—i—/oo VO(SIC(T™f(t — s)) ds

a
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/OO V()OI f(t — 5))ds — 0, a — oo,

a

uniformemente em relacdo comn € N et € R. Além disso, como f é limitada, utilizando
a construcdo no Teorema 3.1 em (Hino et al. [82]), especialmente o Lema 3.3, podemos con-
cluir que Y"(-) converge uniformemente en R a Y'(-), todo o qual mostra que Y'(-) é quase

automorfica. Completamos a demonstracdo com o argumento utilizado em Teorema 2.1. O]

A condicdo do semigrupo 7' ser uniformemente estavel € um pouco exigente. No entanto,
existem importantes sistemas de controle distribuidos sem retardo modelados por uma equagao
do tipo

x'(t) = Ax(t) + Byu(t), (2.6)

onde B; : C¥ — X é uma aplicagdo linear, que sdo estabilizdveis. Referimos a [35, 120] para

uma discussio sobre esse assunto. Vamos formalizar essa idéia.

Definicao 2.2. Dizemos que um semigrupo T(t) com gerador infinitesimal A € estabilizdvel se
existe uma aplicagdo linear compacta K : X — X tal que o semigrupo S(t) gerado por A+ K

é uniformemente estdvel.

Corolario 2.1. Assuma que o semigrupo T(-) é estabilizdvel e o operador T (t)L é compacto
parat > 0. Seja f : R — X uma funcdo quase periodica. Se a equacdo (2.1) tem uma solugdo

branda limitada em R, entdo tem uma solug¢do branda quase periddica.

Demonstragdo. Segue-se de nossas hipéteses que existe um operador linear compacto K :
X — X tal que o semigrupo T'(¢) gerado por A = A + K é uniformemente estdvel. A equagdo
(2.1) pode-se escrever

?(t) = (A+K)z(t)+ Lz) + f(1)
— Ax(t) + L(xy) + f(t), 2.7)

onde o operador L:C — X édado por

Além disso,
T(t)L(p) =T(t)L(p) — T(t)Kp(0). (2.8)



Como K € um operador compacto, podemos afirmar que o operador definido pelo segundo

termo no lado direito de (2.8) define um operador compacto. Similarmente, € bem conhecido
([112]) que

T(t)z = T(t)x + / t T(t — s)KT(s)xds

e argumentando como na demonstracdo do Teorema 1.1, obtemos que f(t)L ¢ um operador
compacto. Consequentemente, 7'(¢)L € um operador compacto, e podemos afirmar que a

equacdo (2.7) satisfaz as hipéteses do Teorema 2.1. ]

Combinando esse resultado com os critérios de estabilizagdo estabelecidos em [38, 120],
podemos apresentar alguns resultados para a existéncia de solugdes quase periddicas da equagao

(2.1) em termos da controlabilidade do sistema (2.6).

Definicao 2.3. Dizemos que o sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito se
para todo x, € X ec > 0, existe t; > 0 e u € L*([0,t], C*) tal que a solugdo branda x(-) de
(2.6) satisfaz ||z(t1) — z1|| < e.

Em relacdo com esta defini¢do é importante mencionar que na literatura existem numerosos

critérios de controlabilidade aproximada para diferentes classes de sistemas.

No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposi¢do topoldgica X = XyP X;,
onde X; sdo subespacos invariantes em A, e X; é um espaco de dimensio finita. Seja T;(¢) a
restricdo do semigrupo 7'(t) em X; para ¢ = 0,1. Combinando o Coroldrio 2.1 com [35,
Corolario 3.33] obtemos o seguinte resultado:

Corolario 2.2. Seja f : R — X uma fungdo quase periodica. Assuma que se tem a seguinte
condigdo:

(a) O semigrupo Ty(t) é uniformemente estdvel.

(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.

(¢) O operador T(t)L é compacto parat > 0.

(d) A equagdo (2.1) tem uma solucdo branda limitada em R .
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Entdo a equagdo (2.1) tem uma solugcdo branda quase periodica.

Em [38, 114, 120] o leitor encontrard muitos sistemas que satisfacem as condi¢des do
Corolario 2.2. Similarmente, do Corolério 2.2 e dos resultados de [15], obtemos a seguinte

conseqiiéncia da controlabilidade.

Corolario 2.3. Seja f : R — X uma funcdo quase periodica. Assuma que X é um espaco
de Hilbert e e que T(t) é um semigrupo de contracées tal que T (ty) é compacto para algim
to > 0.

Assuma além disso, que as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.
(b) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(c) A equacdo (2.1) tem uma solugdo branda em R™.

Entdo a equagdo (2.1) tem uma solugcdo branda quase periodica.

z

Demonstracdo. Segue de [15, Theorem 3.4.1] que o semigrupo S(t) gerado por A — BB} é
fortemente estavel. Alem disso, de

Stz = T(H)z — /0 'S(t — ) BB T(s)ds,

obtemos que S(tp) € um operador compacto. Usando agora [16, Theorem 1.4.6] deduzimos
que S(t) € uniformemente estdvel. Portanto, o semigrupo 7'(t) é estabilizavel e a afirmacao é
conseqiiéncia do Corolério 2.1. ]

Resultados similares podem estabelecerse em relagdo com a existéncia de solugdes quase
automorficas.

Corolario 2.4. Assuma que o semigrupo T'(-) é estabilizdvel e que o operador T (t)L é com-
pacto parat > 0. Seja f : R — X uma fungdo quase automorfica. Se a equagdo (2.1) tem uma

solugdo branda em R, entdo ela tem uma solugéo branda quase automdrfica.
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No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposi¢ao topoldgica X = Xy X,
onde X sdo subespagos invariantes em A, e X; é um espago de dimens@o finita. Seja T;(¢) uma

restri¢ao do semigrupo 7'(t) em X; parai = 0, 1.

Coroléario 2.5. Seja f : R — X uma fungdo quase automorfica. Assuma que se tém as seguintes

condigoes:

(a) O semigrupo Ty(t) é uniformemente estdvel.
(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.
(¢) O operador T(t)L é compacto parat > 0.

(d) A equacdo (2.1) tem uma solu¢do branda limitada em R™.

Entdo a equagdo (2.1) tem uma solugdo branda quase automdrfica.

Corolario 2.6. Seja f : R — X uma fungdo quase automorfica. Assuma que X é um espago de
Hilbert, e que T'(t) é um semigrupo de contragées tal que T'(to) é compacto para algiim to > 0.

Assuma, além disso, que as seguintes condi¢des sdo satisfeitas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.
(b) O operador T (t)L é compacto parat > 0.

(c) A equagdo (2.1) tem uma solugdo branda limitada em R,

Entdo a equagdo (2.1) tem uma solugcdo branda quase automdrfica.
2.2 Aplicacoes

Em esta secdo aplicamos nossos resultados ao estudo da existéncia de solugdes quase periddicas

e quase automorficas de dois classes de equagdes diferenciais abstratas.
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2.2.1 Aplicacao 1

Inicialmente vamos considerar sistemas regidos por equagdes diferenciais parciais de primeiro
ordem. Este tipo de equagdes descreve interesantes fendOmenos tais como modelos de trans-
porte (Salsa [118]) ou modelos de crecimento de populagdes (Murray [103]). Para simplificar a
exposi¢do vamos considerar
ow(t, & ow(t, & o
ét )4 (‘gg )4 aw(t,§) + / 9(&nwt —rm)dny = [(t5), 2.9)
w(®,8) = 90,9, (210

paral e R,t >0, —r <0 <0,onde a,r >0eg, f, @ s@o fungdes que satisfacem condicdes

apropriadas que seram especificadas mais adiante. E conhecido [13, Exemplo 4.6.1] que o
problema de valores iniciais

dw(t,§)  Odw(t,§)
ot T oe

+aw(t,l) = 0, E€Rt>0, (2.11)
w(0,§) = & (€R, (2.12)
pode ser modelado por um problema de Cauchy abstrato no espago X = L?(R).

Por essa razio, no que segue vamos supor que i € X, f : R — X definida por f(t) = f(t,-)
¢ uma fungdo continua limitada, e que ¢ € C([—r,0], X), onde nos abreviamos a notagdo
escrevendo ¢(0)(&) = p(6,&). Seja A o operador

axe) =~ — (e

no dominio D(A) = H'(R). O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente

continuo 7'(¢) em X definido por
Tt)z(€) = e *2(£ —t), t,£ €R.
Conseqiiéntemente, o problema (2.11)-(2.12) reduz-se ao problema de Cauchy abstrato
2(t) = Ax(t),
z(0) = h.

Ademais, o semigrupo 7'(t), t > 0, é uniformemente estavel, e o operador 7'(¢) ndo é compacto
ja que T'(t) tém inversa limitada 7'(—t).

Alem disso, vamos a supor que g : R? — R é continuae [°°_ [7_[g(&,n)[?dndé < oc.
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Lema 2.1. Nas condicoes anteriores, o operador linear N : X — X definido por

o0

Nz(§) = /_ 9(§,m)z(n)dn

[e.9]

é compacto.

Demonstragdo. Paran € N, definimos N, : X — X por

Npz(§) = /_ g(&,mz(n)dn, —n <€ <n,

e N,z(§) = 0 para || > n. De [50, Proposition 9.5.2] obtemos que N,, é um operador com-
pacto. No que segue mostraremos que N,, — N, quando n — oo na norma de operadores. De

fato, para z € X temos

INz = Nzl = / IN2(€) — Nz(€) e

= [ 1] semsmantacs [ 1] " atemtman
+/ g(&,m)z dn}d5+/ }/ g(&,m)z dn}dg
| stnpandgiae v [ [ latemPanaelel?
w2 [ [Tl nPandelP+ [ [ lote mPanlag)alP

Seja D, = {(&,n) : &, € [—n,n]}. A estimativa precedente mostra que

IV = N2 < 2 / / l9(&.m)Pdnde — 0, n — oo,
R2\D,,

IN

pelo teorema da convergéncia limitada de Lebesgue. ]

Este resultado é também vélido para algumas func¢des discontinuas [95, Proposition V.4.1].

Agora definimos L : C([—r,0],X) — X por L(¢)) = —N(—r). Segue-se do Lema 2.1
que L € uma aplicacdo compacta. O sistema original (2.9)-(2.10) € representado pelo o sistema

abstrato

2(t) = Ax(t) + L(z,) + f (1),

o = ©,

49



e como conseqiiéncia do Teorema 2.1 e do Teorema 2.2 podemos estabelecer.

Corolario 2.7. Nas anteriores condicoes, seja f : R — X uma fun¢do quase periodica (respec-
tivamente, quase automorfica). Se o problema (2.9)-(2.10) tem uma solucdo branda limitada em
R*. Entdo o problema (2.9)-(2.10) tem uma solugdo branda quase periédica (respectivamente,

quase automorfica).

2.2.2 Aplicacao 2

No que sigue aplicamos nossos resultados para estudar a existéncia de solu¢des quase periddicas
e quase automorficas da equagao da onda abstrata com retardo.

Seja H um espago de Hilbert real. Seguindo [38, Exemplo 2.16] consideraremos a equagao

de onda abstrata

" (t) + pa'(t) + Ax(t) = 0, (2.13)
z(0) = 2°, 2/(0) = 2", (2.14)

onde z(t) € H, § > 0 e A é um operador auto-adjunto positivo com dominio D(A) tal que
(Az,x) > k||z|*, Vz € D(A),

para alguma constante k£ > 0.

Introduzindo o espaco de Hilbert H = D(A'/2) x H com produto interno

ZL’2
, [ e ]> = (A2, AV2%) 1 (yt ),

podemos escrever (2.13) como um sistema de primeira ordem

w'(t) = Aw(t),

onde w(t) = [ xx’((i)) ] ceHe A= _AO _é é definido em D(A) = D(A) x D(AY?),

Entdo A gera um grupo fortemente continuo G(t) em #. Consequentemente, G(¢) ndo é com-

pacto.
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Agora consideramos a equacdo de onda ndo-homogénea
2" (t) + B (t) + Ax(t) = f(¢). (2.15)

Usando a transformacao anterior, podemos reduzir (2.15) a uma equagao de primeira ordem

w'(t) = Aw(t) + f(1),

onde f(t) = [ f?t) ]

Sem perda de generalidade, assumiremos que G(t) é uniformemente estavel.

Finalmente consideramos a equacdo de onda com retardo
a’(t) + Ba'(t) + Ax(t) = f(t) + L(), (2.16)

onde L : C([—r,0], H) — H é um operador linear limitado. Usando a transformag@o anterior,

podemos reduzir (2.16) a uma equacdo de primeira ordem com retardo

w'(t) = Aw(t) + L(w) + f(t), (2.17)

onde L : C([—r,0],H) — H é dada por

L([zD: Ll(zw)]'

A propriedade seguinte € uma consequéncia direta do Teorema 2.1.

Corolario 2.8. Nas condicoes anteriores, seja [ : R — H uma fungdo quase periodica (re-
spectivamente, quase automorfica). Assuma que L, é um operador compacto, e que a equacdo
(2.16) tem uma solugdo branda limitada em R*. Entdo a equagdo (2.16) tem uma solugdo

branda quase periodica (respectivamente, quase automorfica).

Demonstragdo. Esté claro que L é um operador compacto assim que G(t) L também é compacto
para todo t > 0. [
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2.3 Equacoes diferenciais parciais com retardo infinito

Nesta se¢do denotarmos por 3 um espago de fase de fungdes ¢ : (—o0, 0] — X.

Estamos interessados na existéncia de solugcdes quase periddicas e quase automorficas para

equagoes diferenciais funcionais abstratas semi lineares com retardo infinito

u'(t) = Au(t)+ f(t,u), t>0, (2.18)
uy = ¢ € DB, (2.19)

onde u(t) € X, u; : (—00,0] — B é definida por u;(6) = u(t +0) e f : [0,00) x B — X é

uma fungo apropriada e A € o gerador infinitesimal de um semigrupo (7°(t)):>o.

Vamos a supor que o semigrupo (7'(¢));>o € uniformemente estdvel, especificamente exis-
tem M > 1ew < 0 tal que

IT(t)|| < Me**, paratodo t > 0. (2.20)

Para estudar este problema, vamos a supor que f : RT x B — X € continua. Comparando com

o problema abstrato de Cauchy (Pazy [112]), estabelecemos o seguinte conceito de solugao.

Definicao 2.4. Uma funcdo u : R — X é dita uma solucdo branda para o problema (2.18)-

(2.19) se ug = @, u é continua em [0,0) e
t
u(t) = T(t)e(0) +/ T(t—s)f(s,us)ds, t > 0. (2.21)
0

Agora estabelecemos o seguinte resultado de existéncia.

Teorema 2.3. Seja B um espaco de fase com memdria amortecida. Suponhamos que [ €
AAA(RT x B, X) satisfaz a condigdo de Lipschitz

[f(t, 1) — f(t, )|l < Lyllr — a5, (2.22)

ML{K
2]

para todo (t, ;) € [0,00) x B, i = 1,2. Se
uma unica solugcdo branda u € AAA(X).

< 1, entdo o problema (2.18)-(2.19) possui
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Demonstragdo. Defina o espagco D = {u € AAA.(X) : u(0) = ¢(0)} munido com a métrica

dada por d(u,v) = ||u — v||o0. Definimos o operador I" em D por

Tu(t) = T(t)e(0) —|—/0 T(t—s)f(s,us)ds, t >0,

onde @ : R — X ¢é a fungdo tal que 49 = ¢ em (—00,0] e & = wem [0,00). Seja f = g+ h,
onde g € AA(R x B, X)eh € Cop(Rt x B, X). Seja u em D, com decomposi¢io u = y + z
comy € AA.(X) ez € Co(RT,X). Entdo @, = y; + 2. Pelo [47, Lema 3.5] a fungio
t—y € AA(B) et — z € Cy(RT, B).

Usando (2.22) e o Lema 1.7 obtemos que a fungdo ¢t — f (¢, %) € AAA.(X). Notamos que
T(t)p(0) € Co(R*, X). Agora é possivel usar 0 mesmo argumento como no [47, Lema 3.4]
para mostrar que f(f T(t—s)f(s,us)ds € AAA(X). Assim [' : D — D € bem definido e
continua.

Agora para u,v € D, temos
[Pu(t) = To@)ll < MLy fyet=|a — b sds
ML;K
o]

IA A

[t = v]so-
. ML;K
Assim d(T'u, T'v) < —L=d(u,v).
Y |UJ| 9
Deduzimos a existéncia e unicidade de solugdes assintoticamente quase automorficas com-

pactas como consequéncia do principio da contracdo de Banach. ]

ML;K

Podemos evitar a condi¢do o

< 1 com o seguinte resultado complementar.

Teorema 2.4. Seja B um espago de fase com memdria amortecida. Seja f : R™ x B — X uma

fungdo assintoticamente quase automorfica compacta que satisfaz a condi¢do de Lipschitz

(8 41) = Ft, )| < L)1 = |5, (2.23)

para todo (t,v;) € RT x B, i=1,2, onde L € L'(RT,R") N Cy(R*,RT). Entdo o problema
(2.18)-(2.19) possui uma solu¢do branda uw € AAA(X).
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Demonstragdo. Seja I' a aplicacdo introduzida na demonstragdo do Teorema 2.3. Entdo I :
D — D esta bem definida. Ademais, para u, v € D temos

ICu(t) — To(t)| < 3 / )1 — B lsds
< MK / s)ds sup [Ju(s) — v(s)]|

0<s<t

Repetindo a ideia, obtemos a seguinte estimativa

ID2u(t) — T20(0)| < M / 9)I|Tue — To,gds
< 3K [ 1) sup [Pul9) - To(e)lds
0<£<s
< (IR [ 1) [ p@ydeds s uts) — o(o)
0 0 0<s<t
MK 2 t 9
< QIR 19ds)* s futs) — (o))
0 0<s<t
(MK L]1)?*
< —|| V)lle-
Em geral, conseguimos
(MEILI)
d(Tu, T"v) < —'d(u,v).
n!
(MK|LIL)
Portanto, como - < 1 para n suficientemente grande, podemos afirmar que I tem
n!
um utnico ponto fixo. Isto completa a demonstragdo do teorema. ]

Em seguida estabelecemos duas versdes do Teorema 2.3 que nos permitem considerar per-
turbagdes localmente Lipschitz para a equagdo (2.18).

Teorema 2.5. Seja B um espago de fase com memdria amortecida. Seja f : RY x B — X uma

fungdo assintoticamente quase automorfica compacta que satisfaz a condicdo de Lipschitz

1t 1) = f(E )| < LR)|[¢1 — o[, (2.24)

para cada t > 0 e 11,19 € B tal que ||1]s < R ls < R, onde L : Rt — RT ¢
uma fungdo continua ndo-decrecente tal que L(0) = 0 e f(t,0) = 0 para todo t > 0. Entdo
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existe ¢ > 0 tal que para cada ¢ satisfazendo ||¢||g < €, existe uma unica solugdo branda

assintoticamente quase automorfica compacta para o problema (2.18)-(2.19).

Demonstragdo. Vamos escolher A, R > 0 tal que

M+ %L((K +AM)R)(K +AM) < 1.
Comprovaremos que a afirmagio € valida para ¢ = AR. De fato, seja ¢ € Btal que ||¢||z < AR.
Definamos o espaco Dp = {u € AAA.(X) : u(0) = ¢(0), |lu(t)|| < R,t > 0} munido com
a métrica dada por d(u,v) = ||u — v||~. Definimos o operador I' como na demonstra¢do do
Teorema 2.3 no domimnio Dg. O argumento usado na demonstragao do Teorema 2.3 mostra
que '(AAA. (X)) C AAA(X).

Em seguida, para qualquer u € Dy dado, mostrarmos que I'u € Dy. E suficiente demon-
strar que ||[T'u(t)|| < R paratodo t > 0. De fato

ITu(t)]| < M|¢|s+ JTI/ eI L((K + AM)R)(K + AM)Rds
0

M+ %L((K +AM)R)(K +AM)| R<R.

<
wl

Portanto I'(Dg) C Dg. Por outro lado u,v € Dg vemos que

. t
|Tu(t) — To(t)| < M/ eI L((K + AM)R) ||ty — 75| ds
0

—~

MK
@l

Inferimos que I' € uma contracdo de Di em Dp. [l

L((K + AM)R)||u — v||so-

No seguinte vamos estudar a existéncia de solugdes assintoticamente quase automorficas.

Teorema 2.6. Seja B C L>((—00,0], X) um espago de fase com memdria amortecida. Seja
f iR x L®((—00,0],X) — X uma funcdo que satisfaz as seguintes condigoes:

(a) A fungdo f € AA(R x L®((—o0,0], X), X) e verifica a condi¢do de Lipschitz (2.22).

(b) Se Y™ € L>®((—00,0], X) é uma seqiiéncia uniformemente limitada que converge pon-

tualmente a 1, entdo f(t,") — f(t,v), n — oo, uniformemente parat > 0.
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S % < 1, entdo o problema (2.18)-(2.19) possui uma unica solucdo branda u €

AAA(X).

Demonstragdo. Defina o espaco D = {u € AAA(X) : u(0) = ¢#(0)} munido com a métrica
dada por d(u,v) = ||u — v||s- Definimos o operador I' em D como na demonstragdo do
Teorema 2.3.

Seja u em D, com decomposi¢do u = y + z comy € AA(X) e z € Co(RT, X). Entdo
ﬁt =Y+ 2 € HZtHB —0,t — oo.

Temos também a seguinte decomposicao

f(s,ts) = f(s,0s) — f(5,9s) + f(5,9s)-

Como
||f(3,ﬂs) - f(5>y5)|| S Lf“ZSHB — 07 § — 00,

afungﬁo f(t7ﬂt> o f(ta yt) < CO((_OO7 0]7 X)

Seja (s!,), uma seqiiéncia em R. Entdo existe uma subseqiiéncia (s, ), tal que y(t + s,) —

G(t), Gt — sn) — y(t), n — 00, e f(t + 5n,0) —= f(t, ), f(t — sn,0) = f(t, ), n — o0,
para toda ¢ € L>((—o0, 0], X). Portanto,

f(t + SnaytJrsn) - f(tv gt) = f(t + SnaytJrsn) - f(t + Sm?jt)

+f(t + Snygt) - f(tv gt)

E claro que o primeiro termo do lado direito de esta decomposicio converge a cero pela condig¢io
(b) e 0 segundo termo também converge a cero pela construgdo. Ademais, se 1" € L((—o0, 0],

X) é uma seqiiéncia uniformemente limitada que converge pontualmente a ¢, da decomposi¢ao

Ft ™) — ft0) = Ft,0") — f(E+ sk, 0") + f(E+ sk, 0") — f(E+ s5,)
FF(E+ s, ) — ft, )

e usando as propriedades da construgdo obtemos que f (¢, ") — f(t,) — 0, — oo, uniforme-

mente para ¢ € R. Usando agora esta propriedade e a decomposi¢ao

f(t — Sn, gt—sn) - f(t7yt) = f(t — Sn, gt—sn) - f(t - Snayt)
+f(t — Sn; yt) - f<t7yt)
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obtemos que f(t — Sy, J1—s,) — f(t, 1) — 0, n — co. Combinando estas afirmagdes obtemos

que a fungdo t — f(¢,y;) é quase automorfica.

Por [48, Lema 2.6], I'(u) € AAA(X). Completamos a demonstragdo como na demon-
stracdo do Teorema 2.3. [

Exemplo 2.1. Seja 3 um espago de fase tal que B C L>°((—o0, 0], X). Seja

£(t) = alt) / B(6)U(6)d0 + h(t),

onde a(-) € AA(R), h(-) € AA(X) e f: (—o0,0] — R é uma fun¢fo integravel. Se (3 satisfaz

uma condi¢do de integrabilidade apropriada tal que

/ BONIH©)]d6 < Cllols

—00

para todo i) € B e certa constante C' > 0, entdo f satisfaz as hipéteses do Teorema 2.6.

2.4 Equacoes integro-diferenciais semilineares

Nesta sec@o estudamos a equagao integro-diferencial com retardo infinito

u'(t) = ﬁ /Ot(t —8)* 2 Au(s)ds + f(t,u), t >0, (2.25)

u = 9, (2.26)

onde ]l <a<2,¢€B,A: D(A) C X — X éum operador setorial e f : Rt x B — X é

uma fung¢do continua.

Em Cuevas e de Souza [37], os autores estudaram a existéncia de solugdes S-assintotica-
mente w-periddicas para a equagdo (2.25). Observamos que existe muito interesse em desen-
volver a andlise tedrica e métodos numéricos para equagdes deste tipo porque recentemente
tem provado ser de grande valor em vérios campos da ci€ncia e da engenharia. Para detal-
hes, incluindo algumas aplicacdes e resultados recentes, o leitor pode vér as monografias de
Ahn e Mac Vinish [8], Gorenflo e Mainardi [57], Ross [116], e os artigos de Agarwal et al.
[2, 3, 4, 5, 6], Benchohra et al. [16], Mophou e N’Guérékata [97, 98, 99, 100] , Cuevas et al.
[31, 34, 36, 37, 41, 49], Lakshmikantham et al. [85, 86, 87], e suas referéncias.
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Assumindo que A é um operador setorial que é o gerador de um operador solugdo E,(t),

estabelecemos o seguinte conceito.

Definicao 2.5. Uma funcdo v : R — X ¢ dita uma solugcdo branda para (2.25)-(2.26) se u é

continua em [0, 00), ug = ¢ e

u(t) = Eo(t)9(0) + /Ot Eo(t —s)f(s,us)ds, t € RT. (2.27)

Teorema 2.7. Seja B um espaco de fase com memoria amortecida. Seja 1 < o < 2. As-
sumamos que se tem a condi¢do (S) e que f € AAA.(RT x B, X) com a decomposicio

f = g+ h tal que as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(a) A fungdo g € AA.(R x B, X) é uniformemente continua em todo subconjunto limitado
K C B uniformemente emt € Re h € Co(RT x B, X).

(b) A funcdo f verifica a condicdo de Lipschitz (2.22).
C(0,a)N|w|~Vor

()7:=LiK asin(m/a)

< 1, onde C(0,a) e N sdo as constantes dadas em (1.24).

Entdo a equacgdo (2.25)-(2.26) possui uma tinica solucdo branda assintoticamente quase

automdrfica compacta.

Demonstragdo. Usamos as mesmas notagdes introduzidas na demonstragdo do Teorema 2.3.

Neste caso definimos [' em D por

(Tu)(t) :== E(t)o(0) + /0 E.(t —s)f(s,us)ds.

Como f(-,u.) € AAA(X), procedendo como na demonstragdo do Teorema 2.3 e usando o Le-
ma 1.17 obtemos que fot E.(t—s)f(s,us)ds € AAA.(X) quando u € D. Assim[': D — D

€ bem definido. Agora para u,v € D temos

[(Tu)(t) — To)(@)] < /0 Eo(t — )| f (s, us) — f(s,05)l|ds
/t C(O,Q)NLJC
o 1+ |w|(t—s)
LiKC(8,a)N|w| Yo

asin(%)

aHaS — 0s||pds

[ = vloc-

58



Portanto
[Tu — T, <Allu—vl,,

a qual mostra que ' € uma contracdo estrita. Em conseqiiéncia I' tem um ponto fixo que € uma

solucdo branda assintoticamente quase automorfica compacta. ]

Teorema 2.8. Nas mesmas hipoteses do Teorema 2.4. Entdo a equagdo (2.25) possui uma vinica

solucdo branda assintoticamente quase automorfica compacta.

Demonstragdo. Usando a notacdo introduzida na demonstracdo do Teorema 2.7, consideramos
a aplicacdo I' definida em D. Segue-se de nossas suposi¢des que I' € bem definido. Procedendo
como na demonstragdo do Teorema 2.4, inferimos que

(KO0, ) NIL[)"

IT"u — I"|| o <
n!

llu — v||oo, uw,v € D.

(KC(H,Q){VHLIIQ"

Como < 1 para n suficientemente grande, pelo método dos iterados obtemos

que I' tem um tdnico ponto fixo u € D. Isto completa a demonstragdo do teorema. ]
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Capitulo 3

Solucoes S-assintoticamente w-Periodicas
de Equacoes Integro-Diferenciais

Funcionais

Este capitulo estd orientado a estabelecer a existencia de solu¢des com comportamento de tipo

periddico para diferentes equagdes integro-diferenciais abstractas com e sem retardo.

3.1 Equacoes integro-diferenciais abstratas

Nesta se¢do estudamos a existéncia de solugdes S-assintoticamente w-periddicas para a classe

de equagdes integro-diferenciais abstratas

t
u'(t) = Au(t) + / B(t — s)u(s)ds + g(t,u(t)), t=>0, 3.1
0
uw(0) = z, (3.2)
onde A: D(A) C X — XeB(t): D(B(t)) € X — X parat > 0 sdo operadores lineares
fechados densamente definidos num espaco de Banach (X, || - ||) e D(A) C D(B(t)) para toda

t > 0. Assumimos que o problema de Cauchy (1.15)-(1.16) admite uma familia resolvente R(t)
que satisfaz a condi¢do de estabilidade (R4) e que g : [0, 00) x X — X é uma fungéo continua.
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Os resultados que vamos a presentar encontrasem também em nosso trabalho [21]. Inicial-
mente seguindo a Defini¢do 1.16 estabelecemos o conceito de solu¢cdo branda para o problema
(3.1)-(3.2).

Definicao 3.1. Seja g : [0,00) x X — X localmente integrdvel. Dizemos que a fun¢do continua

u: [0,00) = X é uma solugdo branda do problema (3.1)-(3.2) se satisfaz

u(t) = R(t)z —i—/o R(t — s)g(s,u(s))ds, t >0,

Teorema 3.1. Assumamos que g : [0,00) X X — X é uma fungdo uniformemente S-assintoti-

camente w-periodica em conjuntos limitados que verifica a condigdo de Lipschitz

lg(t,z) = g(t, y)|| < Lgllx — yl|, (3.3)
para todo v,y € X etodat > 0. Se %}\Z < 1, entdo o problema (3.1)-(3.2) tem uma uinica

solucdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracdo. Definimos a aplicagdo I" no espaco SAP, (X) pela expressdo
t
Pu(t) = (1) + / R(t — 8)g(s, u(s))ds, t > 0. (3.4)
0

A seguir provaremos que I' ¢ uma contra¢do de SAF, (X ) em SAP, (X ). Mostraremos inicial-
mente que I € uma aplicagdo com valores em SAP,(X). Sejau € SAP,(X). Abreviamos a

notacdo escrevendo
t
w(t) = / R(t — s)g(s,u(s))ds (3.5)
0

Levando em consideragdo que a fungdo R(-)z € SAP,(X), s resta mostrar que a fungio
w(-) dada por (3.5) pertence a SAP,(X). Usando o fato de que ¢ € assintoticamente uni-
formemente continua em conjuntos limitados e aplicando o Lema 1.8, se segue que a fun¢do
g(,u(-)) € SAP,(X). Pelo Lema 1.11, obtemos que w € SAP,(X). Por outro lado, se

uy, us € SAP,(X) temos a estimativa

LyM

||U1 —U2Hoo-

|(Cun)(t) — (Pua) ()] < Ly / ey (s) — uals) [ds <

O ponto fixo de I' é a unica solu¢do branda de (3.1)-(3.2). A demonstra¢iao estd agora com-
pleta. O]
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Um resultado similar pode ser estabelecido quando g satisfaz uma condi¢ao local de Lips-
chitz.

Teorema 3.2. Assumamos que g(-) é uma fun¢do uniformemente S-assintoticamente w-periédica

em conjuntos limitados que satisfaz a condigdo local de Lipschitz

lg(t, ) = g(t, y)ll < Ly(r)llz =y, (3.6)

para todo t > 0 e para todo x,y € X com ||z|| < rely| <1, onde L, : [0,00) — [0,00) é
uma fungdo ndo-decrescente. Seja C' = sup, ||g(t, R(t)z)||. Se existe o > 0 tal que

—~

M — C
—(Lg(ro + M|[z]) + —) < 1, (3.7)
2 To

entdo existe uma tinica solu¢do branda S-assintoticamente w-periddica de (3.1)-(3.2).

Demonstracdo. Seja SAPY(X) = {v € SAP,(X) : v(0) = 0}. Estd claro que SAP%(X) é
um subespago vetorial fechado de SAP,(X), pelo que podemos afirmar que SAPY(X) é um
espaco de Banach. SejaT' : SAPY(X) — SAP?(X) a aplicagdo definida por

To(t) = /O R(t — 8)g(s, v(s) + R(s)=)ds.

Como g € assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados, podemos argu-
mentar como na demonstracdo do Teorema 3.1 para concluir que I' estd bem definida. Para
v1,v3 € SAPY(X) com |[v1]|oe < 7 € ||02]lee < 7, Obtemos que

[Tvr(8) = Top ()] < M/O eI Ly(r + M]|2]) [|oi(5) = va(s)|ds

M —~
< Lelr+ Milll) o = vaflec.

Portanto

M —
ITo1 — Twa|oe < 7Lg(r + M[z[)llvr = vaflso-
Por outro lado, para v € SAP?(X) com ||v||s < 7, obtemos
IT0floe < [T = T(0)]]oo + [IT(0)]|oo

—

M —~ CM
< oLyl + Mzl + =
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Portanto, se ||[v]|.. < 79 de (3.7) segue que ||T'v||o < 7. Das observacdes anteriores segue-se
que T é uma contra¢do em B,,(SAP?(X)). Assim existe um tnico ponto fixo v € B,,(SAP?
(X)) de I'. E immediato agora que u(t) = v(t)+R(t)z é uma solugio branda S-assintoticamente
w-periddica de (3.1)-(3.2). Para finalizar a demonstragcdo notamos que a unicidade é conseqiién-
cia da Defini¢do 3.1 e do Lema de Gronwall da maneira usual. ]

Também podemos evitar uma condi¢@o de Lipschitz uniforme no tempo ¢ tal como (3.3).

Teorema 3.3. Assumamos que g(-) é uma fun¢do uniformemente S-assintoticamente w-periddica

em conjuntos limitados que verifica a condi¢do de Lipschitz

lg(t, ) = g(t,y)|l < Lg(t) |2 — yll, (3.8)

para todo x,y € X e todot > 0, onde a fungdo L,(-) é localmente integrdvel em [0, c0). Se

_ t
0= Msup/ e M L(s)ds < 1,
t>0 Jo

entdo o problema (3.1)-(3.2) tem uma tinica solu¢do branda S-assintoticamente w-periodica.

Demonstracdo. Definimos a aplicagdo I" no espago SAP, (X) pela expressdo (3.4). Para u €
SAP,(X), seja v a fungdo dada por (3.5). Como a fungfo u(-) é limitada, segue-se da Defini-
¢do 1.13 que C' = sup, [|g(s, u(s))|| < occ. Logo

b= s oM
Jolo)] < [ 3Fe I gts,u(s)ds < %

o qual mostra que ['u é uma fun¢ao continua limitada em [0, co).

A seguir provaremos que I' é uma O-contra¢do de SAP,(X) em SAP,(X). Mostraremos
inicialmente que a imagem de I' pertence a SAP,(X). Sejau € SAP,(X). Entdo u(-) e
t — g(t,u(t)) sdo fungdes limitadas em [0, c0). No que se segue, seja B = {u(t) : t > 0}.

Parat > T', podemos escrever

vt +w)—o(t) = /o R(s)[g(t +w — s,u(t +w —s)) — g(t — s,u(t — s))|ds

+ /tm R(s)g(t +w — s,u(t +w — s))ds
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= /0 R(s)[git+w —s,u(t+w—s)) —g(t — s,u(t +w — s))]ds
+/O R(s)[g(t — s,u(t + w —s)) — g(t — s,u(t — s))]ds
—|—/T R(s)[g(t+w —s,u(t+w—35)) —g(t — s,u(t — s))|ds

t+w
+/ R(s)g(t +w — s,u(t + w — s))ds
t
= Lh+L+I1s+ 1,

Abaixo estimaremos cada um dos termos /;, 7 : 1,2, 3,4, da expressdo anterior separadamente.

Para cada ¢ > 0, seja &' = min{%, é}% Escolhemos 7' > 0 tal que se tem a seguintes
condigoes :

e <
(i) [[u(t +w) —u(t)]| <€ e

paratodot > T ex € B. Sejat > 27. Comot —s >t —"T > T para(Q < s < T obtemos

[GSERO)

T
L] < Ms'/ e Mds <
0

T ¢
L) < 5’]\/[/ e MLy (t —s)ds < 5’]\/[/ e MLy (t—s)ds <e'O < %
0 0
R 20 M
Ial < 3 | < ZM w2 o
T 1%
. tH+w CM
I < 3 [ ercds< S Renr < £
¢ K 9

Combinando estas estimativas encontramos
[v(t +w) —v(t)]| <e,
parat > 2T. Portanto v € SAP,(X).

Por outro lado, se uy,us € SAP,(X) temos
nmm>nmn<M/ 9la(s) = ua(s) s < Olfes — sl
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Completamos a demonstragao argumentando como na demonstracao do Teorema 3.1. ]

Presentamos a continua¢do um exemplo de uma fun¢do g que satisfaz as condi¢des do Teo-
rema 3.3.

Exemplo 3.1. Sejam a, b : [0,00) — R fungdes tais que a(-) é S-assintoticamente w-periddica
e b(-) é continua w-periddica. Seja ¢ : X — X uma fun¢@o limitada que verifica a condig¢éo de
Lipschitz uniforme

la(z) —a@)l < Qllz —yll, =,y € X,

onde Q > 0 é uma constante. Seja g(t,2) = a(t)q(b(t)x). E ficil verificar que ¢(-) é uma
funcdo uniformemente S-assintoticamente w-periédica em conjuntos limitados que verifica a
condicdo de Lipschitz (3.8).

Como uma consequéncia das condi¢des de Lipchitz (3.3), (3.6) ou (3.8), nossos resulta-
dos mostram a existéncia de solu¢des do problema (3.1)-(3.2) para fungdes g(t, z) tal que a
dependencia em x € bem regular. No que se segue mostraremos que usando adequadamente a
estabilidade do operador resolvente podemos estabelecer resultados de existéncia para funcdes g
com outro tipo de comportamento. Para estabelecer nosso resultado, consideraremos a seguinte
condicdo.

(W-1) Existe uma fung¢io continua ndo-decrescente W : [0, 00) — [0, 00) tal que
lg(t,x)|| < W(||z|), paratodo t >0, x € X.
No resultado seguinte h satisfaz as condi¢cdes consideradas no Lema 1.15.

Teorema 3.4. Seja g : [0,00) x X — X uma fun¢do uniformemente S-assintoticamente w-
periddica em conjuntos limitados, assintoticamente uniformemente continua em conjuntos lim-
itados e que satisfaz a condi¢ao (W-1). Suponha-se, além disso, que as seguintes condigcoes sdo

satisfeitas:

(a) Para cada v > 0, limy_, ﬁ f(f e "= W (vh(s))ds = 0. Seja
) = IRW:] + 7 [ MW Eh()ds e plo) = ol

65



(b) Para cada € > 0 existe § > 0 tal que para todo u,v € Cy(X), ||lu —v||n < § implica

que
t
/ e |l g(s, uls)) — g(s, v(s))]lds < e,
0
para todot > 0.

(c) Para todo a > 0 er > 0, o conjunto {g(s,z) : 0 < s < a, z € X,|z| <r}é

relativamente compacto em X.

. . L
(d) liminfe rORE 1.

Entdo o problema (3.1)-(3.2) tem uma solugcdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Demonstragdo. Seja I' : Cr(X) — C([0,00), X) a aplicagdo definida pela expressao (3.4).
Em seguida provaremos que I' tem um ponto fixo em SAP,(X). Dividiremos a demonstragdo

em Varios passos.

(i) Para u € C,(X), temos que

—~

\!Fhu(g)!\ < f%)”z“%/o e MW (||ullnh(s))ds. (3.9)

Segue-se da condi¢do (a) que I'(u) € Cp,(X). Portanto, I' : C(X) — Ch(X).

(ii) A aplicagdo I" é continua de C(X) em Cy(X). De fato, parae > 0, sejad > 0 a
constante envolvida na condi¢ao (b). Para u,v € Cy(X),
h(t) > 1, obtemos

u — vl||, < 9, tendo em conta que

||Fu(t)h&)Fv(t)|| < h]\(/‘i) /0 e =)l g(s, u(s)) — g(s,v(s))||ds < Me,

o qual implica que || T'u — T'v||,, < Me. Como € > 0 é arbitrério, isto mostra a afirmagdo.

(iii) A seguir mostraremos que I é completamente continua. Sejar > 0e V = ['(B,(C},
(X))). Sejav = I'(u) para u € B,(C,(X)). Inicialmente, provamos que V' (t) = {v(t) : v €
V'} € um subconjunto relativamente compacto de X para cada ¢ > 0. Do teorema do valor

médio para a integral de Bochner

v(t) = R(t)zo + /0 R(s)g(t — s,u(t — s))ds € R(t)xo + tc(K),
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onde
K ={R(s)g(&,7) :0< s <t, 0<E<t, [laf| <7},

Combinando o fato de que R(-) é fortemente continua junto a propriedade (c), inferimos que K

¢ um conjunto relativamente compacto, e V' (t) C R(t)xq + tc(K) é também um conjunto rela-
tivamente compacto. Seja b > 0. A seguir mostraremos que o conjunto V, = {v[ps : v € V'} é
equicontinuo. De fato, para ¢t > 0 fixo podemos decompor v (¢ + s) — v(t) como se segue

t+s
v(t+s)—v(t) = (R(t+s)—R(t)z+ /t R(t+s—¢&)g(& u(g))de
+ [ (B9 - RE)alt — . ult - )
Para cada ¢ > 0, podemos escolher §; > 0 tal que

t+s __ [l+s
||/t R(t+ s —&)g(& u(€))de]| < M/t e HEHTOW (rh(€))dE < €3,

para s < d;. Além disso, como {g(t — &, u(t—¢)) : 0 < ¢ <t,u € B.(Cr(X))} é um conjunto
relativamente compacto e R(-) é fortemente continua, podemos escolher d; > 0 e d3 > 0 tal
que [[(R(t +s) — R(t))z|| < ¢/3,paras < & e

€

3(b+ 1)

I(R(E+ ) — R(€))g(t — & ult — &) <

para s < ¢3. Combinando estas estimativas, obtemos |[v(t + s) — v(t)|| < € para |s| <
min{dy, d2,03} com ¢t + s > 0 e para todo u € B,.(Cp(X)).

Finalmente, aplicando a condi¢do (a), podemos mostrar que

lo@l _ M=l M / -
< + e MW (rh(s))ds — 0, t — oo,
h(t) = h(t)  h(t) Jo
e esta convergéncia é independente de u € B, (C(X)). Portanto V' satisfaz as condic¢oes (c-
1) e (¢-2) do Lema 1.15, o qual completa a demonstragdo que V' € um conjunto relativamente

compacto em Cj,(X).

(iv) Se u*(-) é uma solugio da equagdo u* = AI'(u*) para algum 0 < \ < 1, temos a
[N

p(l[ur]n)
conjunto K = {u* : v = A['(u?), X € (0,1)} € limitado.

estimativa < 1 e, combinando esta estimativa com a condi¢do (d), concluimos que o
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(v) Como SAP,(X) C C,(X), podemos aplicar Lema 1.8 e o Lema 1.11 para concluir que
['(SAP,(X)) C SAP,(X) e, consequentemente, podemos considerar

r:5Ae,x) "% & sap,x),

onde B denota o fecho do conjunto B no espago C},(X). Temos que esta aplicagdo é com-

pletamente continua. Aplicando (iv) e o Teorema Alternativa de Leray-Schauder [58, Teorema

Cp(X)

6.5.4] deduzimos que a aplicagdo I" tem um ponto fixo u € SAP,(X) . Seja (uy), uma

seqiiéncia em SAP, (X) tal que u,, — u na norma de C}(X). Usando novamente a condig¢do
(b) observamos que (I'u,), converge a I'u = wu uniformemente em [0, c0). Isto implica que

u € SAP,(X), e completa a demonstragdo. ]

3.2 Equacoes integro-diferenciais funcionais abstratas

Nesta se¢do aplicaremos os resultados estabelecidos na se¢do anterior para estudar a existéncia
de solucdes brandas S-assintoticamente w-periddicas para equacgdes integro-diferenciais com
retardo. Mantendo as notacdes e as hip6teses consideradas na se¢do anterior.

Inicialmente estaremos preocupados com o problema de valor inicial
t
u'(t) = Au(t) +/ B(t — s)u(s)ds + g(t,u), t >0, (3.10)
0
U = @, (3.11)

com retardo finito > 0. Aqui ¢ € C([—r,0];X) e g : [0,00) x C([—7,0]; X) — X é uma

funcdo continua.

Definicao 3.2. Uma fungdo u € C([—r,00); X) € dita uma solucdo branda de (3.10) - (3.11)

se ug = p e a equagdo integral
t
ult) = RO#(0) + [ R(t = s)gls,u)ds. ¢20,
0
for verificada.

O seguinte resultado € uma consequéncia imediata do Lema 1.13 e a demonstracdo € similar

a do Teorema 3.1.
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Proposicao 3.1. Assumamos que ¢(-) é uma fungdo uniformemente S-assintoticamente w-

periodica em conjuntos limitados que verifica a condicdo de Lipschitz

lg(t, 1) — g(t, ¥2)|| < Lglln — Y2 oo,
para todo 1y, 1s € C([—r,00); X) e todot > 0. Se % < 1, entdo o problema (3.10) - (3.11)

tem uma tinica solugcdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Para este tipo de problemas podemos também estabelecer resultados de existéncia similares

aos Teorema 3.2 e Teorema 3.3. Por motivos de brevidade omitimos os detalhes.

Por outro lado, procedendo de forma similar, podemos estudar a existéncia de solugdes para
equacgdes com retardo infinito. Especificamente, no que se segue consideramos o problema
(3.10)-(3.11) quando o segmento u; da fung¢do u(-) contém a histéria completa de u(-) em todo
(—o0,t], e é dada por u; : (—o00,0] — X, u(0) = u(t + 0) para & < 0. Para modelar
este problema assumiremos que u; pertence a? algum espacgo de fase B que satisfaz condi¢des

apropriadas.

A seguir assumiremos que ¢ € Beque g : [0,00) x B — X é uma funcao continua.

Definicdo 3.3. A funcdo u € C(R; X) é dita uma solucdo branda de (3.10)-(3.11) se ug = @ e

a equagdo integral

u(t) = R(t)p(0) + /o R(t — s)g(s,us)ds, t >0,

for verificada.

O seguinte resultado é uma consequéncia imediata do Lema 1.14 e a demonstragdo € similar

a do Teorema 3.1.

Proposicio 3.2. Assumamos que ¢(-) é uma fungdo uniformemente S-assintoticamente w-

periodica em conjuntos limitados que verifica a condigdo de Lipschitz

lg(t,401) = g(t, o)l < Lyl = tbal|s,

para todo 1,1, € Betodat > 0. Se @ < 1, entdo o problema (3.10)-(3.11) tem uma

tinica solucdo branda S-assintoticamente w-periddica.

Como foi mencionado para o problema com retardo finito, podemos também estabelecer

resultados similares aos Teorema 3.2 e Teorema 3.3.
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3.3 Aplicacoes a conducao do calor

Nesta secao, vamos aplicar os resultados estabelecidos nas Sec¢des 3.1 e 3.2 para o estudo da

conducdo do calor.

Seja ) um subconjunto aberto e limitado de R? com fronteira C*°. Sejam « e 3 fungdes
em C?([0,00),R) com «(0) e 3(0) positivos, e sejam a : [0,00) — Re P : H}(Q) — L?(Q)

funcdes apropriadas.

Consideraremos a seguinte equacado que surge no estudo da condugado do calor em materiais
com memoria (ver [24, 60, 89, 96])

0" (1) + B0)'(£) = a(0)AO(t) — /O t B(t— )0 (s)ds + /O t o/ (t— 8)A0(s)ds + a() P(O(L)), (3.12)

parat > 0, onde A é o Laplaciano em €2 e 0(t) representa no tempo t e posi¢do & € ).

Consideramos (3.12) com a condi¢ao inicial
0(0) =6°, 0'(0) =n°. (3.13)

Para modelar este problema, consideramos o espago X = H}(Q) x L*(Q) e os operadores

B 0 I
\ a(0)A —B(0)]

no dominio D(A) = (H2(Q)NHL(Q)) x H}(Q),e B(t) = F(t)A,onde F(t) : X — X,t >0,

€ o operador

lineares

F(t)— 0 0
S\ BMI+BO)EFT ST )

Introduzindo a variavel

e definindo
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o problema (3.12)-(3.13) toma a forma abstrata (3.1)-(3.2) com

-(3)

Segue-se de (Chen [23]) que A gera um Cy-semigrupo (7'(t)):>o tal que || T(t)]| < Me™
para todo ¢ > 0 e algumas constantes M,~ > 0. Assumamos que o (t)e?", o/ (t)e™, ' (t)e,

S (t)e" sdo fungdes limitadas e uniformemente continuas em [0, 00), € que para todo ¢ > 0,

, @O e
B0+ max{5(0), 115 < T
: @0 e
8 (0] + max(8(0), 1) < T

Entdo, por Grimmer [60, Teorema 4.1], existe um operador resolvente R(t) associado a equagio
(1.15)-(1.16), e satisfazendo
IR(#)|| < Me=*, t > 0. (3.14)

Além disso, suponha que a € SAP,(R) e P : Hy(Q) — L*(Q) satisfaz
1P(x) = P(y)llc2@) < Lellz = yllmye) (3.15)

para todo z,y € H}(Q).

Afirmamos que para cada 0° € H}(Q) e n° € L*(Q) o problema (3.12)-(3.13) satisfaz as
hipéteses do Teorema 3.1. De fato, da hipétese (R4) segue-se de (3.14). E imediato também
que g satisfaz a condic¢@o de Lipschitz (3.3) com L, = ||a||ocLp. Além disso, as estimativas

A

lott, (&)l < laloo (Lplelmy@ + IPO) i)

lg(t +w, (z,9)) = g(t; (. ) my@)xr20) < lalt +w) —a(t)] (LPIIfEHHg(Q) + ||P(O)||L2(Q)) ,

as quais sdo verificadas parat > 0 e (z,y) € H}(Q) x L*(Q2) mostram que
g:[0,00) x Hy(Q) x L*(Q) — Hy(Q) x L*(Q)

¢ uma funcdo uniformemente S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados. Como

uma consequéncia do Teorema 3.1 obtemos o seguinte resultado.

71



Proposicao 3.3. Nas condigdes anteriores, se @ lallooLp < 1, entd@o o problema (3.12)-(3.13)

tem uma unica solugdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Agora vamos a estudar una equacao mais complicada. Consideremos a equagao

0"(t) + BO)() = a(0)Ad(t) — /0 B(t — )0/ (s)ds + /0 o/ (t — 5)A0(s)ds
+a(t)P(0(t)) + f(1) (3.16)

onde «, (3 verificam as condigdes anteriores, porém a : [0,00) — Re P : H}(Q) — L*(Q)
satisfazem outro tipo de condi¢Bes as quais seram detalhadas mais adiante, e f : [0,00) —
L?(2) é S-assintoticamente w-periddica.

Né6s vamos a modificar a condigdo (3.15) supondo que P(-) é apenas Holder continua, é

dizer, existe 0 < 7 < 1 tal que
|P(x) = P(y)|l2) < Lpllz — yH}{&(Q),
para todo z,y € H}(Q).

Para estabelecer o seguinte resultado, assumiremos que existe uma funcdo continua nao-

decrescente h : [0, 00) — [1, 00) tal que h(t) — oo quando t — oo e que satisfaz as condigdes:
(1) limy oo ﬁ IN ez =9)n(s)7ds = 0.
(i) sup,sq fot ez =9)|a(s)|h(s)"ds < co.
Do Teorema 3.4, podemos deduzir o seguinte resultado:

Proposicao 3.4. Nas condicdes anteriores, o problema (3.16)-(3.13) tem uma solugdo branda

S-assintoticamente w-periddica.

Demonstracdo. Seja agora

0
9(h (@.9)) = ( Ft) + a(t) P(2) ) |

As seguintes estimativas
ot () gyery < 1S ooy + lalloo (Lellallig ) + 1PO)2@) . BAD)
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lg(t +w, (z,9)) = g(t, (@, )| my@)xr2@) < 1t +w) = FO)llr2e)
Hla(t +w) = a(®)] (Lel2llzg g + POl ), (3.18)
sdo verificadas parat > O e (z,y) € HJ () x L*(Q).

Segue-se de (3.17)-(3.18) que a funcao
g:10,00) x (Hy(Q) x L*(Q)) = Hy(Q) x L*(Q)

¢ uniformemente S-assintoticamente w-periddica em conjuntos limitados. Além disso, da esti-

mativa
lg(t,w) — g(t, v) || my@yxr20) < lalt)|Lpllu = vllF o)« r2@);

paratodot > 0eu,v € H}(Q) x L*(Q), obtemos que g € assintoticamente uniformemente

continua em conjuntos limitados. Por (3.17) somos levados a definir

W(E) = [[flloo,2@) + llalloa(LpE™ + [[P(0)][L2(@) = C1 + Co€T,
para constantes C', Cy > 0. Conseqiientemente, a fungao g satisfaz a hipétese (W). Além disso,
da condig¢do (i) segue que

L te_%(t_s) vh(s))ds
i, Wvh(s)ds < 250

e para u,v € C,(H} () x L*(2)) da condigdo (ii) podemos inferir que

2 1 [t
G + OQVT_/ e 7h(s)7ds — 0, t — oo,
h(t) Jo

t
sup [ 1 g(s,us)) ~ gl 005Dy ey
0

t>0
t
< (sup [T Natonteyas) fu - ol
0

>0
Assim, as condicdes (a) e (b) do Teorema 3.4 sdo satisfeitas. Ademais, se
1 — [ =L (t—s)

p(€) = sup —(|[R(t)z[| + M [ = "IW(Eh(s))ds)
>0 h(t) 0

um cdlculo direto mostra que lim in f % > 1.
£—o00
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Finalmente, Como {2 é um conjunto limitado com fronteira C'"*° , o Teorema de Rellich-

Kondrachov’s [19, Teorema [X.16] leva a conclusdo que
{a(s)b(0) : 0 < s < 50,0 € Hy(52), 101 1) < 7} 80 >0,

é relativamente compacto em L*(Q2). Portanto, se tem a condi¢do (c). Usando o Teorema 3.4,
concluimos que o problema (3.16)-(3.13) tem uma solucio branda S-assintoticamente w-perié-
dica. [

Para completar estas aplicacdes consideramos a equagdo (3.12) com uma fonte de calor,
dependendo do passado da temperatura. Essa € uma situacio comum em sistemas de controle.
Para simplificar nossa exposicao, consideramos somente um sistema que apresenta transmissao
finita com retardo » > (. Nesse caso a equacio €

0" (t)+B(0)0 (t) = a(O)AH(t)—/O B’(t—s)@'(s)ds—i—/O o (t—s)A0(s)ds+a(t)P(O(t—r)), (3.19)

para ¢t > 0. Utilizando o desenvolvimento anterior, modelamos o problema no espaco X =
H}(Q) x L*(Q), e consideramos u; € C([—r,0]; X) para t > 0. Para ser consistentes com

nosso modelo, estudamos a equagao (3.19) com condig¢@o inicial

wo = ( Z ) , (3.20)

onde p € C([—r,0]; H (Q)) e v € C([—r,0]; L*(R2)). A fungdo g : [0,00) x C([-r,0]; X) —

X ¢é dada por
1 1 _ 0

Nas condi¢des gerais consideradas na Proposicdo 3.3, e aplicando agora a Proposi¢do 3.1 obte-

mos o seguinte resultado:

Proposicao 3.5. Nas condicdes anteriores, se @HaHmL p < 1, entdo o problema (3.19)-(3.20)

tem uma tinica solugcdo branda S-assintoticamente w-periodica.
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3.4 Equacoes integro-diferenciais parciais neutras com

retardo infinito

Equagdes diferenciais parcias neutras com retardo infinito tém sido usadas para modelar sis-
temas fisicos de evolucdo nos quais a resposta do sistema depende ndo s6 do estado atual, mas
também da histéria do sistema. Esta situagdo apresentase por exemplo na teoria desenvolvida
por Gurtin e Pipkin [61] e Nunziato [109] para a descricao da conducdo do calor em mate-
riais com memoria amortecida. Equacgdes diferenciais funcionais abstratas neutras de primeira-
ordem com retardo infinito foram introdicidas por Henriquez e Herndndez em [74, 75]. Re-
centemente Agarwal et al. [7] investigaram soluc¢des pseudo quase periddicas com peso para
uma classe de equagde diferenciais funcional parciais abstrata; Baghli e Benchora [12] deram
condicdes suficentes para a existéncia de solugdes brandas, na semi-reta positiva, para duas
classes de equagdes diferenciais funcionais neutras perturbadas e funcionais de primeira-ordem
com retardo infinito; recentemente, Cuevas et al. [22, 29] investigaram a existéncia de solucdes
para equagdes diferenciais funcionais impulsivas neutras com retardo infinito; Caicedo e Cuevas
[20] estudaram a existéncia de solucdes brandas S' -assintoticamente w-periddicas para equacdes

parcias integro-diferenciais abstratas neutras com retardo infinito.

Esté secdo € principalmente concernente com a existéncia e unicidade de solucdes brandas
S-assintoticamente w-periddicas para a equagao integro-diferencial parcial neutra com retardo
infinito
d t
%D(t,ut) = AD(t,u) +/0 B(t — s)D(s,us)ds + g(t,us), t >0, (3.21)

u = p€B, (3.22)
onde D(t,v) = ¥(0) + f(t,), os operadores lineares A, B(t) : D(A) C X — X séo
densamente definidos e fechados com dominio comum D(A), o qual é independente de ¢, no
espaco de Banach X, a fung@o histéria u; : (—oo,0] — X, é definida por u.(0) = u(t + 0),
pertencendo a um espaco de fase abstrato B definido axiomdticamente na Subsecdo 1.1.2,¢e f, g

sdo fungdes que satisfazem algumas condi¢des adicionais.

Desde o trabalho inicial de Datko [39], este tipo de equagdes tem sido amplamente estu-

dadas. O leitor pode ver [1, 63] para uma disscusio sobre o tema.

Como nas sec¢Oes anteriores, assumimos que o problema de Cauchy (1.15)-(1.16) admite
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uma familia resolvente R(t) que satisfaz a condi¢@o de estabilidade (R4) e que f, g : [0,00) X

B — X sdo fungdes continuas.

Definicao 3.4. (Grimmer-Priiss [61]) Uma funcdo u : R — X é dita solucdo branda do sistema

(3.21)-(3.22) se ug = ¢ € B, u(-) é continua em [0, ) e verifica-se a equagdo integral
t
ult) = ROG(0) + 1(0.¢)) = f(t.w) + [ Rt = 9)g(s.u)ds, 20
0
Para estabelecer o seguinte resultado, precisamos introduzir a condi¢ao:

(H-1) A fungdo f : Rt x B — X é uniformemente S —assintoticamente w-peridédica em conjun-

tos limitados e existe uma constante L > 0 tal que

£t 401) = f(&, )]l < Lilvn — s, (3.23)
para todo (t,1;) € [0,00) X B,i=1,2.

No seguinte resultado, denotamos por L (respectivamente, L, ) a constante L envolvida na

condi¢do (H-1) para a funcdo f (respectivamente, g). Ademais,

Teorema 3.5. Seja B um espaco de fase com memoria amortecida. Suponha que f e g satis-
fazem a condigcdo (H-1). Se (Ly + %LQ)K < 1, entdo existe uma unica solugdo branda
S-assintoticamente w-periodica do problema (3.21)-(3.22).
Demonstragdo. Seja SAP,o(X) = {x € SAP,(X) : 2(0) = 0}. Esta claro que SAP, o(X)
¢ um subespaco fechado de SAP,,(X). A seguir identificamos os elementos © € SAP,, o(X
com suas extensdes a R dadas por x(0) = 0 para § < 0. Além disso, denotamos por ¥(-)
fun¢do definida por yo = p e y(t) = R(t)¢(0) parat > 0. Tendo em mente que R(t)p(0) — 0,
t — oo, temos que y € Cy([0,00), X). De outro lado, por [81, Proposition 7.1.3] a fungio
t — y; pertence a Cy([0, 00), B) C SAP,(B). Agora, definimos a aplicagdo I' em SAP,, o(X)
por (I'z)g =0e
t
Tx(t) = R(t)f(0,p) — f(t,xs +u) + /R(t —5)g(s,xs +ys)ds, t>0. (3.24)
0
Observamos que R(t)f(0,¢) € Cy(]0,00),X). Tendo em conta que B é um espaco de fase

com memoria amortecida e o Lema 1.14, temos que a fungdo s — x5+ y, pertence a SAP,,(B).
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Como f e g sdo assintoticamente uniformemente continua em conjuntos limitados, pelo Lema
1.8, concluimos que as fungdes ¢t — f(t,z: +y) e s = g(s,xs + ys) pertencem a SAP,,(X).
Do Lema 1.11, inferimos que I' é uma aplica¢do de SAP, o(X) em SAP, o(X).

Além disso, I' verifica a estimativa

ITz() =Tz < [[f(t 2 +ye) = fE 2+ )

t
[N = )+ ) = g2+ ) s
0

. t
< Lylw— =ls + ML, / 09|z, — | uds
0

M
< (Lp+ —Ly) K|z = 2],

0
o qual prova que I" é uma contragdo e concluimos que I" tem um tinico ponto fixo z € SAP,, o(X).
Definindo u(t) = y(t) +x(t) parat € R, podemos confirmar que u € SAP,(X) é uma solucdo
branda do problema (3.21)-(3.22). O

Com o argumento usado na demonstracdo do Teorema 3.5, podemos estabelecer o seguinte
resultado:

Corolario 3.1. Seja B ¢ um espago de fase com memoria amortecida. Suponha que f, g satis-
fazem (3.23) e f(t,0) — 0 e g(t,0) — 0 quando t — oo. Se (L + %LQ)K < 1, entdo existe
uma tinica solucdo branda u € Co(R™, X) do problema (3.21)-(3.22).

A seguir, examinamos solugdes assintoticamente periddicas de (3.21)-(3.22). Desde uma
perspectiva aplicada um sistema assintoticamente periddico descreve nosso mundo de maneira
mais realista e mais precisa que os sistemas periodicos (ver [122, 123]).

Teorema 3.6. Assumimos que as hipoteses do Teorema 3.5 sdo satisfeitas, e que para todo

subconjunto limitado K de B, tlim(f(t?w) —ft+nw,¢)) =0e 1tlim (g(t, ) —g(t+nw,¥)) =
—00 —00

0, uniformemente para ) € K e n € N. Entdo o problema (3.21)-(3.22) tem uma tinica solu¢do

branda assintoticamente w-periddica.

Demonstragdo. Seja S, o(X) o espago consistente de todas as fungdes x € SAP,, ((X) que sdo
assintoticamente w-periédicas. E facil ver que S,, o(X) é um subespago fechado de SAP,, o(X).
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No que se segue identificamos os elementos = € S, (X ) com sua extensdo a R dado por z(0) =
0 para # < 0. Consideramos a aplica¢do I' definida em S, o(X) por (3.24). Observamos que
R(-)f(0,¢) € Cy([0,00), X) e logo tliqé(R(t—knw)f(O, ©)—R(t)f(0,¢)) = 0, uniformemente
emn € N. DoLema 3.16 em [113] e o Lema 1.10, concluimos que

lim (f (¢t 4+ 7w, Tigpnw + Yenw) — fE 2 +y)) = 0,

t—o0

lim (g(t + nw, Tegnw + Yernw) — 9t 2+ 1)) = 0,

t—o00

uniformemente em n € N. Aplicando Lema 1.9 e Lema 1.12, inferimos que as imagens de
I estam em S, o(X). Portanto o ponto fixo de I' pertence a S, o(X). A demonstracdo estd
completada. ]

Agora, estabelecemos a versdo do Teorema 3.5 o qual nos permite considerar perturbacdes
localmente Lipschitz para a equagdo (3.21).

Precisamos introduzir a seguinte condi¢ao

(H-2) A fungdo f : RT x B — X é uniformemente S-assintoticamente w-periédica em conjun-
tos limitados e existe uma fungdo continua e ndo decrescente L : [0, 00) — [0, 00) tal que para
cada ndmero positivo r > 0, e ¥y, 1q € B, ||11]||g < 1, ||¥2]|g < 7, tem-se

1 (8 401) = (& o)l < L)1 = talls, (3.25)

paratodot € R*.

Logo obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja B um espago de fase com memoria amortecida. Suponhamos que f, g satis-

fazem (H-2), f(t,0) = 0 para todo t > 0 e que existe uma constante r > 0 tal que

M M
KLy (Kr) + K=-Ly(r) + 2ollg(0) o < 1 (3.26)

onde Ly (respectivamente, L, ) denotam as fungbes envolvidas na estimativa (3.25) para f
(respectivamente, para g). Entdo existe € > 0 tal que para cada ¢ com ||p||p < €, existe uma

tinica solugcdo branda S-assintoticamente w-periodica de (3.21)-(3.22).
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Demonstracdo. Seja ¢ tal que ||¢||g < €. Vamos escrever ¢ = AKr para A > 0. Identificamos
os elementos © € SAP, o(X) com suas extensdes a R dados por zy = 0 e definimos o espago
B, := B,.(SAP, (X)) :={z € SAP, o(X) : ||z]|oc < r}, dotado com a métrica definida por
d(u,v) = |Ju — v||s. Também definimos o operador I' no espago B, por (3.24). Observamos
que

lyills < KMH|jp|ls + Mlglls < (KMH + M)e, > 0.
Seja x em B,.. Entdo
|2+ yills < Kr+ (KMH + M)AKr = [1 + (KMH + M)\ Kr.
Seja & = [1+ (KMH + M)AK.

De modo similar como a demonstragdo do Teorema 3.5 segue-se que I'v € SAP, ((X).
Além disso, I' verifica a estimativa

[Tz@)] < Mllf(0>¢)||+Lf(§T)§T+J\7/O e MLy (Er)erds

. t
Iy / e )] g(s,0) | ds
0

< ML;AKrAKr + %ng(s, 0) oo + Ly(Er)ér + %Lg@msr

M M
— T[KL¢(Kr)+ K?Lg(KT) + EHQ(S)O)“wL A— 0T,

De (3.26) segue entdo que existe A > 0 tal que

—~ —_

MLf()\Kr))\K + %Hg(s, 0)||oo + Ls (7)€ + %Lg(fr)f <1
Portanto I'(B,.) C B,. Por outro lado, para z, z € B,, temos que
[Ta(t) =Tz@)] < Lp€r)llz — ills
+ M/ e ML (€r)||xg — 24| ds
< [KLg(er)+ K%Lg@r)mx ~ 2]

< [Lf<§r>g+%Lg@r)ﬂnx—znm
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o qual mostra que ' € uma contracdo de B, em B,. A afirmacdo é agora uma consequéncia do

principio da contragdo de Banach. [

Observacao 3.1. Um resultado similar foi obtido por Diagana et al. [47] para a existéncia de

solugoes assintoticamente quase automorficas.

O Teorema 3.7 estabelece exiténcia de solu¢cdes somente no caso ¢ < € para € pequeno. Isto
deve-se a condicao local de Lipschitz que debem verificar f, g. Por isso vamos a estudar um
pouco a condic¢do de Lipchitz local. Nao € dificil verificar que a estimativa para obter existéncia
de solugdo dependen das diferenciais |L(Kr 4+ C) — L(Kr)|, onde L : [0,00) — [0, 00) € uma
funcdo crecente envolvida na condi¢do local de Lipschitz (3.25). Portanto, podemos estabelecer
um resultado que unifica os Teoremas 3.5 e 3.7.

Vamos denotar por C' uma constante tal que ||y;|| < C, paratodo 0 < s < oco. Supondo que

f(t,0) =0e g(t,0) é limitada em R, é imediato que

IR()F(0,0) — £t ) — / R(t — )g(s. y)ds]

— M M
< MlollsLs([lell) + L (C)C + FLg(C)C + S lg(s,0)]
= Cl'

Teorema 3.8. Seja B é a um espaco de fase com memoria amortecida. Suponhamos que f, g

satisfazem (H-2), f(t,0) = 0 para todo t > 0 e que existe uma constante r > 0 tal que

—~

M
%+K Lf(Kr+C’)—|—7Lg(Kr+C) <1, (3.27)

onde Ly (respectivamente, L, ) denotam as fungbes envolvidas na estimativa (3.25) para f
(respectivamente, para g). Entdo existe uma tinica solucdo branda S-assintoticamente w-
periodica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstragdo. A demonstragdo segue o mesmo caminho que a demonstracao do Teorema 3.7.
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Definamos T por (3.24). Suponha que ||z(t)|| < r, entdo ||x; + y;|| < Kr + C. Da estimativa

__ t
ITz()| < Cy+Ly(Kr+C)Kr+ M / eI L (K + C)Krds
0

IN

M
Ci+ Ly(Kr+ C)Kr+ ELQ(Kr +C)Kr

= 1+ [Lf(KT’—l-C) - Lf(C)] Kr+ % [Lg(KT—f—C) - Lg(C)] Kr

M
‘f‘Lf(C)K’I" + VLQ(C)KT‘

e da condi¢@o (3.27) deduz-se que ||[I'z(t)|| < r. A contractividade do operador I" demonstra-se

igual que antes. [

Observacio 3.2. Como L(kr + C) = [L(kr + C) — L(kr)] + L(kr), comparando a condi¢cdo
(3.27) com a condi¢do (3.26) vemos que podemos evitar a hipotese ||p||s < € cuando L'; e L;

sdo pequenas.

Teorema 3.9. Assuma que se tem as hipoteses do Teorema 3.7, e suponhamos que para todo

subconjunto limitado K de B,

lim (f(t,4) = f(t+nw,0)) =0 ¢ lim (g(t,6) — g{t +nw, ) = 0,

t—o00

uniformemente para v € K e n € N. Entdo existe ¢ > 0 tal que para cada ¢ satisfazendo

llells < € existe uma tinica solu¢do branda assintoticamente w-periddica de (3.21)-(3.22).

Demonstragdo. Isto requer somente pequenas modificacdes na demonstracdo do Teorema 3.7,

pelo que omitiremos esta demonstragao. ]

No que segue vamos estudar uma situacdo onde a funcdo g ndo satisfaz uma condicdo de
Lipschitz. Para isto vamos a reforzar a condi¢ao (W-1) considerada na Secao 3.1.

(W-2) A fungdo g : RT x B — X ¢ assintoticamente uniformemente continua em conjuntos

limitados e existe uma fun¢@o continua e nao decrescente W, : [0, 00) — [0, 00) tal que

lg(t, D)l < Wy(llels), (3.28)

paratodot > 0 etodoy € B.
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Lema 3.1. Seja u € Cy(X), entdo ——— max ||u(s)|| converge a zero, quando t — oo e

h( )o<s<t

L el < Jul
mes ( 7y maxlu(s)] ) < flulla

Demonstragdo. Como max0 < s < tlju(s)| = ||u(3s)||, para certo 5 = 5(t) < t, podemos
afirmar

e o) = PNEE

h(t) o<s<t h(s) h(t) — h(5) — '
Vamos considerar dois casos. Se {3(¢) : ¢ > 0} é limitado, entdo (( )) converge a zero, quando
t — oo. Se {s(t) : t > 0} ndo é limitado, entdo ”hg ;” converge a zero, quando ¢t — oo.
Portanto, nos dois casos da estimativa acima obtemos a afirmacao. ]

Teorema 3.10. Seja B é um espaco de fase com memoria amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A fungdo f : R x B — X satisfaz a condi¢do (H-1) da secdo 3.4 e f(t,0) = 0 para
todo t > 0.

(b) A funcdo g : R x B — X ¢é uniformemente S—assintoticamente w-periodica em
conjuntos limitados, satisfaz a condi¢do (W-2) e para cada a € [0,00) e v > 0 o conjunto
{9(s,9) : 0 < s <a,v € B, || <r} érelativamente compacto em X.

(c) Para cada L > 0,
1 : (t—s)
1 _FL t_s p—
tllglo ) /0 e W,(Lh(s))ds = 0.

Seja 3(L) = sup;>g ﬁ fot e M=, (Lh(s))ds.

(d) Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que ||g(t,us) — g(t,v:)|| < € para todot > 0 e
u,v € Cp(X) comug = vy € B tal que ||u — vl|, < 0.

(e) Assumamos que
s T BE)
fK + MK liminf —=*

E—o0

< 1.

Entdo existe uma solugcdo branda S-assintoticamente w-periodica do problema (3.21)-(3.22).
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Demonstragdo. Seja C(X) o espago formado pelas fungdes z € Cj,(X) talque 2(0) = 0. E
claro que C7(X) é um subespago fechado de Cj,(X). Para z € C?(X) identificamos = com sua

extensdo 4 R definida por z(#) = 0 para 6 < 0.

Definimos o operador I em C? (X)) por (3.24). Vamos a decompor I' = I'; + I, onde

Flw(t) = R(t)f(0> 90) - f(ta Ty + yt),
() — /O R(t — 8)g(s, 25 + y,)ds,

parat > 0e (I'iz)g = (I'9z)o = 0.

Para z € CP(X), temos que

o+ lls < K max [lo(2)] + C

IA

Kh(t)|[ully +C (3.29)

|z + vl

h(t)

e, do Lema 3.1, — 0, quando t — oc.

Portanto
[T1z(8)[] < MI[£(0,9)[| + Lgllz: + yells (3.30)

o que monstra que I'y(z) € Cy(X). Alem disso, se z, z € CP(X) de

[Ty (t) = Taz(8)]] < LK max [lz(s) — z(s)|

0<s<t

e, voltando a usar o Lema 3.1, segue-se que ||[I'yz — 'y z||, < LyK||z — 2|, é dizer I'; é uma
contragdo em CP(X).

Agora vamos estudar I'y. Deduz-se da (3.29) com L = K||z||;, + C, e das condi¢des (b) e

(c) que B
ITa(t)] A
b))

Portanto obtem-se que I'y : CP(X) — CP(X).

t
/ e MW, (h(s)L)ds — 0, t — oc. (3.31)
0

Dividimos o resto da demonstracdo em varias partes.
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(i) Monstraremos que I'; € continua. Esta afirmacgao € conseqiiéncia direta da condi¢do (d),

jaqueser,z € CY(X)ellx — z||n < J, entdo

[Taz(t) — Tz (t)]] MY s
D S ), € el m+u) = gl s+ ) lds

A t

« M / (=9 s

— h(t) Jo
M

S —€,
"

o qual mostra a afirmacao.

(i1) Nesta parte vamos mostrar que I’y € completamente continua. Escolhamos » > 0 e

definamos os conjuntos
V=0B(Ch(X)) e V()= {Twu(t):z e B(CLX))}.
Vamos provar primeiro que V' (¢) é um subconjunto relativamente compacto em X para cada
t > 0. E claro que V(t) € tc(K) onde

K={R(s)g(s,¥): 0<s,&<t, [lYlls < p},
e p = h(t)(Kr + C). Usando que a aplicagdo [0,t] x X — X, (s,x) — R(s)z, é continua e

combinando com a condi¢@o (b), inferimos que K é um conjunto relativamente compacto e que

V (t) também é relativamente compacto.

Seja agora b > 0 e V}, o conjunto formado pelas fungdes v € V restritas ao intervalo [0, b].
Afirmamos que o conjunto V; seja equicontinuo. De fato, se v = I'yz com z € B,(CP(X)),

podemos decompor
t+s
v(t+s) —o(t) = / R(t + s —&)g(&, we + ye)d§
t

n /0 R(t+ 5 — &) — R(t — )]g(€, w¢ + ye)de.

o que implica
o(t+ ) —v(t)]| < M/ WO (Lh(€))de
+/0 [(R(t+5—8&) — R(t — &)l |g(§, v¢ + ve) ||d8,
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para L = Kr + C. E imediato que o primeiro termo converge a zero quando s — 0 e, usando

que o conjunto

{9(&we +ye) : 0 <& <1} C{g(§, ) : 0 <E <L, |9 < p}

¢ relativamente compacto e R(-) é uma aplicagdo fortemente continua, obtemos que a segunda
integral converge a zero quando s — 0 independente da fungdo x(-). Isto prova a nossa afir-
macao inicial.

Com as mesmas notagdes, vamos agora mostrar que vt ), quando t — oo, independente

o)
de z € B.(CP(X)). De fato,

HZEg” < %/0 e =W (Lh(s))ds — 0, t — oo,

pela condicdo (c).

Combinando as observagdes previas, segue do Lema 1.15 que V' € um conjunto relativa-
mente compacto em C?(X). Como r foi escolhido artitrariamente, isto monstra que I'y é com-
pletamente continua.

(iii) Nesta parte mostraremos que existe ro > 0 talque I' (B,,(CP(X))) C B,,(C}(X)).
De fato, se assumimos que esta afirmagdo € falsa, entdo para todo » > 0 podemos escolher
r" € B,(CP(X)) tal que |[|[T'(x")||;, > r. Combinando (3.29), (3.30) e (3.31) resulta

r < |D(")[ln < M| £(0,9)|| + LyKr + LyC + MB(L),

onde L = Kr 4+ C'. Portanto

< MO+ IOy e 0D
T

1

r

1< LK + MKngnmf@,
— 00

o que contradiz a condi¢do (f) e mostra a afirmacao.

(iv) Usando agora as condic¢des (a) e (b), e usando os Lemas 1.8, 1.14 e 1.11 deduzimos que
I';(SAP, o(X)) € SAP, o(X), i=1,2, e combinando com a afirmac@o (iii), temos que

L(Br, (CR(X)) N SAP,(X)) € By (CR(X)) N SAP,0(X)
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e também

P (B, (CRX)) N SAP.o(X)") € T(B,(CR(X)) N SAP.o(X))'

h

C B,y (CU(X)) N SAP4(X)

onde K" denota o fecho (topologico) de K em C},(X). Aplicando o Teorema de Schauder,
deduzimos que I tem um ponto fixo x € B,,(CY(X)) N SAP,o(X) .

(v) Finalmente, vamos mostrar que = € SAP, o(X). Seja (z"),, uma seqiiéncia em
B, (CY(X))NSAP, o(X) que converge a x para a topologia em C},. Segue da condigdo (d) que
Iy(2™) — T'y(x), n — oo, uniformemente no intervalo [0, 00). Como I'y(z™) € SAP, o(X),
obtem-se que 'z € SAP, o(X). Vamos definir F': SAP, o(X) — SAP, o(X) por

Fz= F12+F2$.

E consequencia de (e) e da observagdo anterior que F esta bem definida e que . Alem disso, é
uma contra¢do. Por tanto F' tem um dnico ponto fixo z. Como x é também ponto fixo de F/,

entiao z = x. ]

No seguinte resultado vamos a estudar uma situacdo particular. Nesta parte vamos supor
que B C L] ((—00,0], X) e que para cada 0 < 0 a inclusdo B — L'([o, 0], X) é continua.
Sejam « : [0,00) - Re g :[0,00) x X — X fungdes continuas tais que «(t) — 0 quando
t — ooe,paratodoo < 0y u: [0,0] - X integrdvel, a funcdo s — §(s,u(s)) é integravel.

Seja
g(t, ) = / al=s)ils +tpls)ds, € B,

onde §(t,2) — 0 quando ¢t — oo. Definimos a fun¢io v = e~ x |a|(t). E bem conhecido
que a convolucdo de fun¢des nulas no infinito ndo é, em geral, uma funcio nula no infinito. Isto

motiva o seguinte resultado.

Teorema 3.11. Seja B é um espaco de fase com memoria amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:
(a) A fungdo f : R x B — X satisfaz a condi¢do (H-1) e f(t,0) = 0 para todo t > 0.

(b) A fungdo g : [0,00) x X — X ¢é assintoticamente uniformemente continua em con-

juntos limitados, existe uma fungdo continua ndo decrescente W : [0,00) — [0,00) tal que
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lg(t,x)|| < W(||z]|) parat > 0 e x € X. Ademais, para cada a € [0,00) e v > 0 0 conjunto
{9(s,v) : 0 < s <a,xz € X, |z|| < r} é relativamente compacto em X.

(c) Para cada L > 0,

1
tlgglo W/o v(t — s)W(Lh(s))ds = 0.

Seja B(L) = sup;sq 5 [ v(t — s)W (Lh(s))ds.

(d) Para cada € > 0 existem 0 > 0 e T, tal que ||g(t,x1) — §(t,x2)|| < € para todot > T.
e xy,x9 € X tal que ||z — xo| < Oh(t).

(e) Assumamos que
Lﬂ(+ﬁixnmnﬁ§§2<1.
E—o0 5
Entdo existe uma solugdo branda S-assintoticamente w-periddica do problema (3.21)-(3.22).
Demonstragdo. Usamos as notagdes introduzidas na demonstragdo do Teorema 3.10.
Portanto I'; é uma contragio em CP(X).

Sejaz € CP(X). De

Pya(t) = / R(t - s) / Cals — )36 we + ye)deds

obtemos .
\Wﬂ@ﬂéﬂf/V@—ﬂWﬂm+yWM$M8
0
o qual implica I'yz € C}(X). Além disso, é conseqiiéncia de (d) que I'y é continua. E claro
também que I'; é completamente continua.

De maneira similar, da condi¢do (€) obtemos que existe o > 0 tal que I' (B,,(CP(X)))
C By, (CR(X)).

Completamos o argumento como na demonstra¢gdo do Teorema 3.10. L

Teorema 3.12. Seja B ¢ um espaco de fase com memdoria amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A fungdo f : R x B — X satisfaz a condi¢do (H-1) e f(t,0) = 0 para todo t > 0.
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(b) Existe uma decomposi¢do g = go + g1, onde gy, g1 : R x B — X sdo fungdes continuas
que satifazem as seguintes condigcoes: go(-,1) é w-periddica para cada v € B, existe uma

constante Ly > 0 tal que

1g0(t, ¥1) — go(t, o) || < Lollthy — val|s,

para todot > 0 e todo 1,1y € B, e para cadar > 0, g1(t,1)) — 0, t — 0o, uniformemente
para ) € B com ||Y||g < r.

(¢) Existe uma fungdo continua ndo decrescente Wy : [0,00) — [0,00) tal que ||g1(t,¥)||
< W(||¢|ly) parat > 0 e x € X. Ademais, para cada a € [0,00) e 7 > 0 o conjunto
{g1(5,¢) : 0 < s < a,y € B, |[¢y||g < r} € relativamente compacto em X.

(d) Assumamos que

LoMK MK W
LiK + 2 —— + liming VL&)
Y poooEoo €

Entdo existe uma solucdo branda S-assintoticamente w-periodica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstragdo. Definimos o operador I' em SAP, o(X) por (3.24). Vamos a decompor
I' =T + 15, onde

t
Pia(t) = REF0,9) — f(ta+ ) + / Rt — 5)go(s, 25 + ys)ds,
0
t
Poa(t) = / R(t — $)gu(s. 2y + y)ds,
0
parat > 0e (I'iz)g = (I'z)o = 0.
Paraz,z € SAP, o(X) de

ITaa(t) = Taz()]| < (Ly + %)K max [|z(s) — z(s)]|

0<s<t
¢ dizer I'; é uma contragdo em SAP,, o(X).

Agora vamos estudar I's. Deduz-se de (b) que g1 (s, zs +ys) — 0, s — 0o. Portanto obtem-
se que I'y : SAP, o(X) — Co(X). Usando um argumento similar aos anteriores, podemos

mostrar que [’y é completamente continua.
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Além disso, existe g > 0 talque I' (B,,(Cy(X))) € B,,(Cy(X)). De fato, se assumimos
que esta afirmacéo é falsa, entdo para todo > 0 podemos escolher z" € B,(Cy(X)) tal que
|IC(z")|| > r. Da defini¢do de I resulta

MLoK M
0+ — Wi (K7 +C),
W

r<||l(@")]| <Cy+ LiKr+

onde C'; € uma constante independente de r. Portanto

MLoK MK 1%
1< LK+ =22 4 lim inf Y28
Y poooEmo €

o que contradiz a condi¢do (d) e mostra a afirmacdo.

Y

Aplicando o Teorema de Schauder, deduzimos que a aplicac¢do I' tem um ponto fixo
x € B,,(SAP, (X)) [

Em seguida discutiremos a existéncia de uma soluc@o branda assintoticamente quase au-
tomorfica para a equacdo diferencial parcial neutra abstrata com retardo infinito (3.21)-(3.22).

Para tratar este problema usaremos o método desenvolvido no Teorema 3.12.

Teorema 3.13. Seja B um espaco de fase com memoria amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A fungdo f : [0,00) x B — X € assintoticamente quase automdrfica compacta, satisfaz
a condig¢do (3.23) e f(t,0) = 0 para todo t > 0.

(b) A fungdo g : [0,00) X B — X ¢ assintoticamente quase automdorfica compacta, satisfaz
a condi¢do (W-2) e para cada a € [0,00) e r > 0 o conjunto {g(s,¢) : 0 < s < a,1) € B,

|¥|ls < r} é relativamente compacto em X.

(c) Para cada L > 0,

1 t
; —p(t—s) —
tlgglo 0] /0 e Wy(Lh(s))ds = 0.

Seja (L) = sup,> ﬁ fot e HE=)W, (Lh(s))ds.

(d) Para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que
t
| et Ngts,n) — g(s.e)lds <
0
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para todot > 0ewu,v € Cp(X) comuy = vy € B tal que ||u — vl <.

(e) Assumamos que

LiK + MK timint 28 <1
Evo0 €
Entdo existe uma solugcdo branda assintoticamente quase automorfica compacta do problema
(3.21)-(3.22).
Demonstracdo. Usando todas as notagdes e propriedades estabelecidas na demonstracdo do
Teorema 3.10, temos que [' = I'; 4+ 'y, onde I'; € uma contracdo em C’,? (X) e I'y é completa-
mente continua em C) (X). Além disso, existe ry > 0 tal que T' (B,,(CY(X))) C B,,(CY(X)).

Seja AAAN(X) = {z € AAA.(X) : z(0) = 0}. Estd claro que AAAN(X) é um sub-
espaco fechado de AAA.(X). Como B é um espaco de memdria amortecida, segue que se
r € AAAN(X), entdo a funcdo RT — B, t — xz;, + y, estd em AAA.(B). Como [ €
AAA(RT x B, X) é uniformemente continua em subconjuntos limitados de 13 uniformemente
para t € RT, obtemos de Lema 1.7, que t — f(t,u + v;) € AAA(X) e também que
[ (AAAN(X)) € AAA(X). Por outro lado, como ¢ é uniformemente continua em subconjun-
tos compactos de B uniformemente para ¢ € R, obtemos de que I's(AAA((X)) C AAAN(X).
Assim I'(AAAG(X)) € AAA((X). Repetindo o argumento da parte (iv) da demonstragdo
do Teorema 3.10, concluimos que I' tem um ponto fixo x € B,,(CY(X)) N AAAN(X )h. Us-
ando agora o argumento da parte (v) da demonstracao do Teorema 3.10 podemos afirmar que
r € AAANX). O

3.4.1 Aplicacoes

Nesta subsecdo voltamos estudar o problema da conducao do calor j4 considerado na secao 3.3.
Mantendo as notagdes e propriedades ja estabelecidas na se¢@o 3.3, neste caso vamos estudar
um modelo de tipo neutro

t

0" (t) + /_ q(t — s)0"(s)ds = a(0)A[6(t) + /_ q(t — $)0(s)ds]

t s

_BO)(1) + / a(t — $)8'(s)ds] — / Bt - 5)[#'(s) + / o(s — 1) ()dr]ds

—00 —0o0
t

+ /Ot o (t —s)AlB(s) + /_5 q(s —7)0(7)dr]ds + a(t)/ p(t —s,0(s))ds, (3.32)

[e. 9] —00

90



parat > 0, onde p,q : [0,00) — R sdo fungdes continuas que satisfazem condi¢des apro-
priadas. Utilizando o desenvolvimento da Se¢do 3.3, modelamos o problema no espaco X =
H}(Q2) x L*(2), e consideramos u(t) = (0(t),0'(t))T tal que u; € B parat > 0, onde B € um
espaco de fase de funcdes com valores em X com memoria amortecida e constante /(. Para ser
consistentes com nosso modelo, estudamos a equagao (3.32) com condic¢ao inicial

o = ( Z ) , (3.33)

onde (p,9)" € B. A fungdo : [0,00) x B — X ¢é dada por

Joa(=r)p (r)dr ) |
S (=) (r)dr

Nos vamos a supor que [ satisfaz uma condi¢do de Lipschitz com constante L;. De maneira

f(t (', 0h) = (

similar, a fung¢do g : [0,00) x B — X ¢é dada por

1 1 _ 0
Lo = ( ) [ p(—r)!(r)dr ) |

€ vamos a supor que g satisfaz uma condicdo de Lipschitz com constante L,. Nestas condi¢des
a equacdo (3.32) € modelada na forma abstrata (3.21)-(3.22). Aplicando agora o Teorema 3.5
obtemos o seguinte resultado.

Proposicdo 3.6. Nas condicoes anteriores, se a(-) € SAP,(R) e (Ly + %\ZLQ)K < 1, entdo o

problema (3.19)-(3.33) tem uma tinica solugdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Para completar esta subsecio, examinamos a existéncia de solu¢des brandas S-assintotica-

mente w-periddicas para a seguinte equagao diferencial parcial neutra

(9?5( 68+ / / a(t — s) (San)dnds>
Yy —

+e M / x(s,m)dn Slnf, t>0,¢€l0,7, (3.34)

0
z(t,0) = z(t,m) =0, t >0, (3.35)
2(0,6) = $(0,€), —00<0<0, &€ 0,7], (3.36)
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onde § € (0,1), A > 0, a : RT — R é uma fungéo continua e p : R* — R é uma fungéo

S-assintoticamente w-periddica.

Para estudar este sistema na forma abstrata (3.21), escolhemos o espago X = L*[0,7] e 0

operador A definido em X por Au = u”, com dominio
D(A) = {u € L*[0,7] : v" € L*0,7], u(0) = u(r) = 0}.

E bem conhecido que A é o gerador infinitesimal de um Cj,-semigrupo uniformemente exponen-
cialmente estavél (T'(t));>o em L?[0, 7] tal que || T(¢)|| < e~ para todo ¢ > 0.

Denotamos B = Cy x L?(p, L*[0, 7]) o espago de fase definido no Exemplo 1.1 com p uma

fun¢do integravel em (—oo, 0].

A seminorma em Cy x L*(p, L?[0, n1]) é definida por

lolls = 190}l + ( / ,o<e>||w<e>u§de)2 |

—0o0

e K =1+ (fi)oo p(Q)d@)é.

A equacio (3.34) pode ser expressada como um sistema abstrato da forma (3.21). De fato,

on([ 20 <

vamos a definir f, g : RT™ x B — L?[0, 7] por

o)) = / / o, m)dnds, € € [0, 7],

/0 ©(0,m)dn

assumindo que

gt )& = e smS ¢ €0,

D(t,)(&) = «(0,8) + f(t, ©)(&).
Portanto, f(¢,-) é uma aplicagdo linear limitada e temos as seguintes estimativas:
70l < SplxClvls, t 20, v e B (3.37)
lo)ls < —e—rn P [l3. t >0, v € B, (338)

[fE+w, ) = fE )2 < Ip(t+w) — ()!\/—CIWHBJ>0 vebB, (3.39)



Observamos que as estimativas (3.37) e (3.39) implican que f € uniformemente S-assintoti-
camente w-periddica em conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente continua em
conjuntos limitados. De maneira similar, a estimativa (3.38) implica que g(¢,v) — 0, t — oo,
uniformemente para 1) em conjuntos limitados. Além disso, como a fungdo Wy(s) = s” €
uniformemente continua para s > 0, segue da defini¢do que ¢ € uniformemente continua em
conjuntos limitados. Por outro lado, escolhemos a fun¢do

1 o1 o

W(S) = ﬁ?’(

E immediato que as condi¢des (a) e (b) do Teorema 3.10 sdo verificadas. Em particular,
m
Ly = —||p|lC.
f \/5 ”pH

Seja h(t) = ¢'. Podemos inferir que

1 t LA 1 B+1 1
— | e OW(Lh(s))ds < —— 2 e MGV 50, ¢ 0.
h(t)/oe ( (S>>S—1+>\\/m7T ‘ ’ >

Assim, a condi¢do (¢) no Teorema 3.10 se satisfaz e

2 1 ' —(t—s
B(L) :igﬁ)%/o e UIW(Lh(s))ds < C,LP,

para certa constante C'; > 0.

Ademais, se u,v € Cp(X), entdo

0\2‘
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e voltando a usar o fato que IV, € uniformemente continua, obtemos que para cada ¢ > 0, existe
d > 0tal que |[u — v||, < 0 implica que ||g(¢,u:) — g(t,v:)|]2 < €, para todo ¢ > 0. Isto

mostra que a condi¢do (d) no Teorema 3.10 € satisfeita. Como lim, _,, B Sf) =0,se Ly K <1

temos que a condi¢do (e¢) no Teorema 3.10 também ¢ verificada. Assim, pelo Teorema 3.10 o
problema (3.34)-(3.36) tem uma solugao S-assintoticamente w-periddica.

3.5 Equacoes integro-diferenciais abstrata singular

de tipo neutro com retardo infinito

3.5.1 Solucdes assintoticamente quase automorficas

Em dos Santos e Cuevas [49] os autores provaram a existéncia e unicidade de uma solugdo
branda assintoticamente quase automorfica para a equacao integro-diferencial parcial fracio-

naria abstrata neutra com retardo infinito

dD(t ) = /t (t_s)angD( )ds + g(t,ug), t >0 (3.40)
dt , Ug - o F(CY—]_) S, Us )aS glt,us), = Y, .
uy = ¢ € B, (3.41)

onde 1 < a < 2, D(t,¢) = ¥(0) + f(t,¢), A: D(A) C X — X é um operador setorial e f, g

sdo fungdes sujeitas a? algumas condi¢des adicionais.

Definicao 3.5. Uma funcdo v : R — X é dita uma solu¢do branda para o problema (3.40)-

(3.41) se u é continua em [0, 0), uy = ¢, e verifica-se a equagdo integral
t
u(t) = Eo (t) (9(0) + f(0,9)) — f(t, u) + / Eqo(t — s)g(s, us)ds, t > 0. (3.42)
0

O seguinte resultado complementa aqueles em [49].

Teorema 3.14. Seja B um espaco de fase com memdoria amortecida. Assuma que as condigcoes

(a) e (b) do Teorema 3.13 sdo satisfeitas, e que se tem as seguintes condicoes:

(i) Para cada L > 0,

1t W(LAGs)
1 = 0.
ELR0 Jo T lwlt =) ="
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Seja

)= Ot [ i o

onde C(0,a) e N sdo as constantes definidas em (1.24).

(ii) Para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que

[l gl

1+ |w|(t — s)~

paratodot > 0ewu,v € Cp(X) comug = vy € Btal que ||u — vl <.

(iii) Assumamos que

B&)

LyK + K liminf < 1.

£—o00

Entdo o problema (3.40)-(3.41) tem uma solucdo branda assintoticamente quase auto-
morfica compacta.

Demonstracdo. Denotamos por y(-) a fun¢do definida por yo = p e y(t) = E,(t)p(0) for
t > 0. Definimos o operador I em CP(X) por (Tu)y =0 e

t
Tu(t) = E () f(0,0) — f(t,ur + y¢) + / E.(t—s)g(s,us + ys)ds, t > 0. (3.43)
0
Consideramos a decomposi¢do I' = I'; + I'y, onde
Diu(t) = Ea(t)f(0,9) = f(t,ur +y1),

t
Pou(t) = / Ealt — $)g(s, s + y,)ds,
0

parat > 0e (I'yu)g = (I'au)p = 0.
E ficil verificar que T'; tem valores em C?(X) e que I'; é uma contracio. Ademais, da
seguinte estimativa
IP2u(®)] QaN W—MMM+CM(»
h(t) 1+ |w|(t —s)~

obtemos que tliglo | lj?zf))||

da condigdo (ii) que T'y : CY(X) — CP(X) é uma aplicagdo continua. O restante da demon-

ds, (3.44)

0, portanto I'y é uma aplicagiio com valores em CP (X ). Segue-se

stracdo se faz de modo andlogo a demonstracido do Teorema 3.13. ]
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3.5.2 Solucoes S-assintoticamente w-periddicas

Nesta subsecao discutiremos a existéncia de uma soluc@o branda S-assintoticamente w-periddica
para o problema (3.40)-(3.41). O seguinte resultado complementa aqueles obtidos em Cuevas e
de Souza [37].

Teorema 3.15. Seja B é um espago de fase com memdoria amortecida. Além disso, assuma que
as condicoes (a) e (b) Teorema 3.10 e as condi¢oes (i), (ii), (iii) do Teorema 3.14 sdo satisfeitas.

Entdo o problema (3.40)-(3.41) tem uma solucdo branda S-assintoticamente w-periodica.

Demonstragcdo. Descrevemos brevemente o argumento da demonstra¢do. Utilizamos a mesma
notacdo na demonstra¢ido do Teorema 3.14. Temos, da demonstra¢do do Teorema 3.14, que I’y
€ uma contracdo e ['s € completamente continua. Segue-se dos Lema 1.8, 1.14 e [37, Lema 3.2]
que T;(SAP, (X)) C SAP,o(X),i=1,2. Assim ['(SAP, ((X)) C SAP,o(X) e

h

I SAP,o(X) — SAP,o(X) .

O restante da demonstragao utiliza um argumento similar ao da demonstragdo do Teorema 3.10.
[]

3.5.3 Aplicacao

Para completar esta secdo, examinamos a existéncia de uma solug@o branda S-assintoticamente

w-periddica para a equagdo diferencial de tipo neutro

o fueone [ [ ate—sputs.npinds]

e (é% —v) (w9 o0 [ m / alt - Syuls,n)dnds
B

3
e M / u(s,n)dn| sin&, t >0, £ € [0,7), (3.45)

0
u(t,0) = wu(t,m)=0,t>0, (3.46)
w(0,6) = ¢(0,€), —00 <8 <0, ¢eo,n], (3.47)
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onde B € (0,1),a € (1,2), \,v > 0,a : R" — R é uma fungéo continuae p : R™ — R é uma

funcdo S-assintoticamente w-periddica. Ademais, usamos a notagao

= [ %f(s)ds-

Para representar esse sistema na forma abstrata (3.40) escolhemos o espago X = L?[0,7] e
definimos o operador A associado a? (3.45) por
Az =2" — vz,
com dominio
D(A) ={z € L?0,7] : 2" € L*[0,7], 2(0) = 2(7) = 0}.

E bem conhecido que Au = u” é o gerador de um semigrupo analitico em L?[0, 7]. Assim, A é
um operador setorial com constante w = —v < (. Agora usamos as defini¢des de B, f, g, C,
Wy, W e h introduzidas em relagdo ao problema (3.34)-(3.36).

Portanto, o problema (3.45)-(3.47) pode-se formular na forma abstrata (3.40), onde u(t)(&)
u(t,§).

Das propriedades estabelecidas para o problema (3.34)-(3.36) temos que as funcdes f, g :

R xB — L?[0, m| sdo uniformemente S-assintoticamente w-periédicas em conjuntos limitados
e assintoticamente uniformemente continuas em conjuntos limitados. Assim as condig¢des (a),
(b) do Teorema 3.10 sdo satisfeitas.

Por outro lado, podemos inferir que

B

1 " W(Lh(s)) N
S
h(t) Jo 1+v(t—s)* = /B +lasin(Z)
o qual mostra que a condi¢ao (i) do Teorema 3.14 € satisfeita e que

. 1 [ W(Lh(s))
By =swpses | Tovi—s)e

e_/\(%_l)t — 0, t — o0,

A

ds < C1LP,

para certa constante C; > 0. Por outro lado, se u,v € C,(X), o argumento usado no problema
(3.34)-(3.36) mostra que para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que |[u — v|, < ¢ implica que
llg(t, us) — g(t,v4)||2 < e, para todo ¢ > 0. Portanto

/ Hg S, us B (S US)HQdS < CQE
14+ v(t—s)
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para certa constante C; > 0. Isto mostra que a condi¢@o (i7) no Teorema 3.14 é satisfeita.
Finalmente,

B(r)

Como lim, . =

=0, se LyK < 1temos que a condi¢do (i7i) no Teorema 3.14 também
¢ verificada. Assim, pelo Teorema 3.15 o problema (3.45)-(3.47) tem uma solucdo S-assin-
toticamente w-periddica.
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Capitulo 4

Estabilizacao de Sistemas de Controle com
Retardo

Neste capitulo estudaremos o problema de estabilizagcdo de sistemas de controle modelados pela

equacao diferencial funcional abstrata
2'(t) = Ax(t) + L(x;) + Bu(t) 4.1)
com retardo r > 0.

Vamos a supor que u(t) € R™ denota a varidvel de controle e B : R™ — X é uma aplicacdo
linear. Alem disso, A e L satisfazem as condi¢des consideradas na se¢do 1.1 Denotamos por
V (t) o semigrupo solugdo associado a equagdo (4.1), com gerador infinitesimal Ay .

4.1 Resultados de estabilizacao

Iniciaremos esta sec¢do estabelecendo nosso conceito de estabilizacao.

Definicao 4.1. O sistema (4.1) é dito estabilizdavel se existe uma aplicagdo linear limitada F' :

C — R™ tal que o sistema
2'(t) = Az(t) + (L + BF)(xy) 4.2)

€ uniformemente estdvel.
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A seguir denotamos por 17(75) 0 semigrupo solugdo associado a (4.2), com gerador infinites-
imal gv.

Inicialmente, nds estabelecemos algumas condi¢des necessdrias para o sistema (4.1) ser
estabilizavel.
Proposicao 4.1. Se o operador T'(t)L é compacto parat > 0 e o sistema (4.1) é estabilizdvel,
entdo o semigrupo V (t) é quase compacto.

Demonstragdo. Procedendo como na demonstragdo do Teorema 1.1 podemos escrever

V() = W) +UQ®),
V() = W) +U(®),

onde o operador U (t) é dado por

L/wT@+9—Q@+BFXW@@d& _t<0<o,
[U(t)el(0) =< °
0, —r <6< —t.

Como B € um operador linear compacto, o mesmo argumento mencionado na demonstragao do

Teorema 1.1 para obter que U (t) é compacto permite afirmar que U (t) é compacto. Portanto,

V(t)=U(t)+ V() —U(t). (4.3)
Como U(t) — U(t) é compacto e o semigrupo V/(t) é uniformemente estével, podemos afirmar

que o semigrupo V() é quase compacto. O

Assumiremos que o semigrupo 7' é uniformemente estdvel e que o operador T'(t)L é com-
pacto para ¢t > 0. Nesse caso, o semigrupo V' é quase compacto e podemos aplicar as pro-
priedades e notagdes introduzidas na Observagdo 1.1 em relagdo com a equacdo homogénea
(1.4). Em particular, colocamos A = {\ € 0,(Ay) : Re(A\) > 0}. Além disso, como

m

Bu = Z ujb;, para algum b; € X, introduzimos a notagdo x*5 para a matriz d X m cu-
j=1

jos (i, j) coeficientes sdo (z},b;), i=1,...,d, j=1,...,m.

Proposicao 4.2. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L
é compacto parat > 0. Seja A € A tal que R[A(N), B] = X. Entdo RN — G,2*B] = d.
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Demonstracdo. Seja v € R?" um vetor tal que vG = \v e vz*B = 0. Segue-se do Lema 1.4
que A’(A)vz* = 0. Consequentemente, vz* € R[A()), B]*, o que por sua vez implica que

ve* = 0. Aplicando, agora o Lema 1.5 inferimos que v = 0. O

Agora estamos em possicao de estabelecer o resultado principal desta secao.

Teorema 4.1. Assuma que o semigrupo T' é uniformemente estdvel e que o operador T (t)L é
compacto para t > 0. Entdo o sistema (4.1) € estabilizdvel se, e somente se, R[A()\), B] = X
para todo \ € A.

Demonstracdo. Seja x(-) a solugdo branda de (4.1) com condigdo inicial xy = . Aplicando

a Observagdo 1.1 podemos escrever x1” = ®z(t), t > 0, onde z(t) satisfaz a equagdo
Z'(t) = Gz(t) + " Bu(t), 4.4
o qual é um sistema de controle com estados em R%.

Assumiremos primeiro que R[A(A), B] = X for A € A. Da Proposigdo 4.2 obtemos que
RIM — G,z*B] = dparatodo A € A. Como 0,(G) = A o critério de Hautus ([79]) implica
que o sistema (4.4) é estabilizdvel. Consequentemente, existe uma matriz H de ordem m X d
tal que o(G + z*BH) = {71, ..., } estd incluido em C~ \ o(Ay).

Definimos F'(¢) = H(V, ) para ¢ € C. Como o argumento usado para estabelecer [68,
Teorema 3.1] s6 depende das propriedades estabelecidas na Observacdo 1.1 e no Lema 1.4 e

Lema 1.5, n6s vamos incluir as ideias principais da demonstracao.

Sejam y(-) e Z(-) as solu¢des brandas de (1.4) e (4.2), respectivamente, com condi¢ao inicial
. Inicialmente nds mostraremos que se ¢ € @, entdo y(t) = Z(t) para todo t > 0. De
fato, y, = V(t)p € Qp e F(y;) = H(V,y,) = 0. Conseqiientemente y(t) também é solugdo
de (4.2) e desta propriedade nos podemos concluir que \7(75)@ = V(t)p. Assim, o espago (x
€ invariante pelo operador ‘N/(t) Portanto, em termos da decomposicdo C = P, @ (), nos

podemos representar ‘7(t) como o operador

~ Vit 0
V(t) = 1) (4.5)
Va(t) VO(t)
Usando a teoria de semigrupo de operadores, no que segue vamos demonstrar que
o,(Av) C{\N € 0,(Ay) : Re(N) <0} Uo(G +2*BH) C C". (4.6)
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Para fazer esta demonstra¢do, indiquemos por A um autovalor de Zlv. Seja ¢ # 0 um autovetor
correspondente de Ay Portanto V (t)p = eMy. Sejam ¢f = dw, w € R%, e ¢ as projecdes

de ¢ no subespaco Py e (), respectivamente.

Se w = 0, entdo " = 0 e ¢ € Q,. Segue-se entdo que V (t)p = V (t)p = My e, voltando
aplicar a teoria de semigrupo, obtemos que \ € ap(Ag) ={A€0,(Ay) : Re(\) < 0}.

M

Vamos escrever &1 = ®z(t), entdo z(t) = eMw. Por outra parte, como z(t) satisfaz a equagio

Se assumimos que w # 0 aplicando (4.5), de

Vi(t) 0

Va(t) VOt)

- P
Viyp=eM| 7,
@

segue-se que
i =Vi(t)e" =Mo"

Z(t) = Gz(t) + (x*, BFz[)

¢ immediato que
2w = (G +2*"BH)w

e A éum autovalorde G + z*BH.

Dado que o semigrupo V() é quasi-compacto, usando (4.3) obtemos que 17(25) também &
um semigrupo quasi-compacto. Segue agora do Lema 1.2 e da inclusdo (4.6) que o semigrupo
\7(15) ¢ uniformemente estdvel e, portanto que o sistema (4.1) € estabilizdvel.

Reciprocamente, se (4.1) é estabilizdvel, existe um controle de realimentagio u(t) = F'(x;)
para o qual o semigrupo solucio 17(75) de (4.2) € uniformente estavel. Portanto, para qualquer
A € Ccom Re()\) > 0temos que A & o(Ay ). Se segue do Lema 1.3 que A ¢ o(A+ Ly+BFE)),
o qual claramente implica que R[A(\), B] = X. O

Corolario 4.1. Assuma que o semigrupo T(-) é estabilizdvel e o operador T (t)L é compacto
parat > 0 e R[A(N),B] = X para todo A\ € C, Re(\) > 0. Entdo o sistema (4.1) é

estabilizdvel.

Demonstragcdo. Segue-se de nossas hipdteses que existe um operador linear K : X — X tal
que o semigrupo 7'(t) gerado por A = A+ K é uniformemente estdvel. O sistema (4.1) pode-se
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escrever

() = (A+ K)x(t)+ L(x,) + Bu(t)
= Ax(t) + L(z,) + Bu(t), (4.7)

onde o operador L:C — X édado por

Além disso,

T(t)L(p) = T(t)L(p) — T(£) K p(0). (4.8)
Como K € um operador compacto, podemos afirmar que o operador definido pelo segundo
termo no lado direito de (4.8) define um operador compacto. Similarmente, é bem conhecido
([112]) que

T(t)x = T(t)x + / t T(t — s)KT(s)xds

e argumentando como na demonstracdo do Teorema 1.1, obtemos que f(t)L ¢ um operador

compacto. Consequentemente, T (t)z € um operador compacto. Finalmente, como
RIM —A—Ly\Bl=RIM —A—L,,B| = X

podemos afirmar que o sistema (4.7) satisfaz as hipdteses do Teorema 4.1. Portanto o sistema
(4.1) é estabilizavel. L]

Combinando esse resultado com o critério de estabilizacao estabelecido em [38, 120], pode-
mos apresentar alguns resultados para a estabilizacdo do sistema (4.1) em termos da controla-
bilidade do sistema (2.6).

No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposi¢ao topoldgica X = Xy X;,
onde X; sdo subespacos invariantes por A, e X; é um espaco de dimensao finita. Seja T;(t) a
restricdo do semigrupo 7'(t) em X; para ¢ = 0,1. Combinando o Coroldrio 4.1 com [38,

Corolario 3.33] obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.2. Assuma que se tem as seguintes condicoes:

(a) O semigrupo Ty(t) é uniformemente estdvel.
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(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.
(c) O operador T'(t)L é compacto parat > 0.

(d) R[A(N), Bl = X paratodo A € C, Re(\) > 0.

Entdo o sistema (4.1) ¢ estabilizdvel.
Corolario 4.3. Assumamos que X é um espago de Hilbert e que T (t) é um semigrupo de con-

tragoes tal que T'(to) é compacto para algiim ty > 0. Se as seguintes condi¢des sdo verificadas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controldvel em tempo finito.
(b) O operador T (t)L é compacto parat > 0.

(c) RIA(N), B] = X para todo \ € C, Re(\) > 0.

Entdo o sistema (4.1) é estabilizdvel.

7z

Demonstragcdo. Segue de [15, Theorem 3.4.1] que o semigrupo S(t) gerado por A — BB} é

fortemente estavel. Alem disso, de
t
St)ex =T(t)x — / S(t — s)BB™T(s)xds,
0

obtemos que S(tp) € um operador compacto. Usando agora [16, Theorem 1.4.6] deduzimos
que S(t) é uniformemente estdvel. Portanto, o semigrupo 7'(t) é estabilizdvel e a afirmacao é

conseqiiéncia do Corolério 4.2. ]

4.2 Aplicacoes

Em esta se¢do aplicamos nossos resultados ao estudo da estabilizacdo de dois classes de sis-

temas de controle com retardo.

Primeiro vamos considerar sistemas redigidos por equagdes diferenciais parciais de primeiro
ordem. Como foi mencionado na Aplicacdo 1 na Secdo 2.2, este tipo de equacdes descreve

interesantes fendmenos tais como modelos de transporte [118] ou modelos de crecimento de
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populacdes [103]. Para simplificar a exposicdo vamos consider um sistema de controle com

retardo descrito pela equagdo

B 0 = ;
e P s + [ gtemuti— iy - D bOu(r), 49

w(0,§) = ¢(6,8), (4.10)

parra € R,t >0, —r < 6 <0,onde a,r > 0 e g,b;, p sdo fungdes que satisfacem condi¢des

apropriadas que seram especificadas mais adiante.

Definimos X = L?(R). No que segue vamos supor que f,b; € X parai = 1,...,m e que
v € C([-r,0], X). Seja A o operador

dz(6)
o~ ox(©)

no dominio D(A) = H'(R). O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente

A2(6) = -

continuo 7'(¢) em X definido por
T(t)z(&) = e *2(E—1t), t,E€R.
Seja L : C([-r,0],X) — X definido por L(¢)) = —Ni¢(—r)e B : R™ — X por Bcol
(g, .oyur) = Yo b )ug.
Vamos a supor também que g : R? — R é continuae [~ [~ |g(&,n)[2dnd€ < oo.

Como foi estabelecido na Aplicagdo 1 na Secdo 2.21 o sistema original (4.9)-(4.10) € repre-
sentado pelo o sistema abstrato

'(t) = Ax(t) + L(x;) + Bu(t),
To = ¥
e como conseqiiéncia do Lema 2.1 e do Teorema 4.1 podemos estabelecer.

Corolario 4.4. Nas condigées precedentes, se RIN[ — A—e N, B] = X paratodo Re()\) >

0, entdo o sistema (4.9) € estabilizdvel.

Como segunda aplicagdo vamos a estudar a estabilizacdo da equagdo de onda abstrata com
retardo ([38, Exemplo 2.16]). Especificamente vamos considerar a equacdo de onda controlada
com retardo

2"(t) + B2 (t) + Az(t) = Byu(t) + Li(xy), 4.11)
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onde L, : C(|—r,0], H) — H é um operador linear limitado e B; : R™ — H é uma aplicagio

linear.

Nesta aplicagdo vamos a usar a teoria desenvolvida na Aplicagdo 2 da Secdo 2.2. No

seguinte usamos as notagdes e resultados estabelecidos nessa aplicacdo.

Seja H um espago de Hilbert real, 5 > 0 e A € um operador auto-adjunto positivo com
dominio D(A) tal que
(Av,z) > k|2, ¥z € D(A),

para alguma constante k£ > 0.

Introduzimos o espago de Hilbert # = D(A'/?) x H com produto interno

y2

1'2
, [ ]> = (A2t AVR) (Yt ).

Usando a transformacao estabelecida na Aplicacdo 2 da Secdo 2.2., podemos reduzir (4.11)
a um sistema de controle de primeira ordem abstrato com retardo no espaco H redigido pela

equacao
w'(t) = Aw(t) + L(w;) + Bu(t), (4.12)
onde
0 I
A=| 4 5|

L:C([—r,0],H) — H é dada por

A propriedade seguinte € uma conseqiiéncia direta do Teorema 4.1.

Corolario 4.5. Nas condi¢cdes anteriores, assuma que Ly é um operador compacto e R[A(\ +
B)I + A — Ly, Bi] = H para todo Re(\) > 0. Entdo o sistema de controle (2.16) é estabi-

lizdvel.
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Demonstragdo. Esta claro que L é um operador compacto assim que G(t) L também é compacto
para todo ¢ > 0. Por outro lado, tomamos ¢; € D(A'?) and ¢, € H. Como

A —1
M—-A—-L,=
A — LL)\ (Oé + ﬁ)]
a condi¢do
¥ ¥1
()\]—A—L)\) + Bu =
(& U
€ equivalente ao sistema
Vo= A

AMA+B)o+(A=Li))e+ Biu = i,

o qual implica que R[A] — A — Ly, B] = H. O
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