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Resumo

Nesta tese estudamos o comportamento assintótico de equações funcionais com retardo,

especificamente a existência de soluções brandas quase automórficas e quase periódicas para

a equação diferencial parcial com retardo finito. Existência de soluções brandas assintotica-

mente quase automórficas para uma equação diferencial funcional semi-linear e uma quação

integro-diferencial com retardo infinito também é tratada. E estudamos a existência de soluções

S-assintóticamente ω-periódicas e assintoticamente quase automórficas para uma classe de

equações integro-diferenciais abstratas, estabelecemos alguns resultados gerais sobre a existên-

cia de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas para tais equações e damos aplicações

de nossos resultados abstratos.

Além disso, estabelecemos condições para a existência de soluções brandas S-assintotica-

mente ω-periódicas de uma equação integral especifica que aparece no estudo de condução do

calor em materiais com memória e apresentamos resultados similares para equações parciais

integro-diferenciais abstratas com retardo infinito; discutimos também a existência de soluções

brandas S-assintoticamente ω-periódica e assintoticamente quase automórficas para a equação

integro-diferencial abstrata neutra. Finalmente, como aplicação das idéias anteriores, o capítulo

final é concernente com o problema de estabilização para sistemas de controle hereditário.

Palavras-chave: Quase Periódicas, quase automórficas, espacço de fase com memória amorte-

cida, S-assintoticamente ω-periódica, assintoticamente quase automórfica compacta, equação

diferencial semi-linear com retardo, equaçõ integro-diferencial funcional abstrata, equação inte-

gro-diferencial neutra, estabilização. controlabilidade, sistemas de control.



Abstract

In this thesis we study the asymptotic behavior of functional equations with delay, specif-

ically the existence of almost automorphic and almost periodic mild solutions for the partial

differential equation with finite delay. Existence of asymptotically almost automorphic mild

solutions to semilinear functional differential and an integro-differential equations with infinite

delay is also treated. And we study the existence of solutions S-asymptotically ω-periodic and

asymptotically almost automorphic to a class of abstract integro-differential equations, we es-

tablish general results about the existence of mild solutions S-asymptotically ω -periodic for

such equations and give applications of our abstract results.

Moreover, we establish conditions for the existence of mild solutions S-asymptotically ω-

periodic of a specific integral equation that appears in the study of heat conduction in materials

with memory and we present similar results for abstract partial integro-differential equations

wiht infinite delay, also discussed the existence of mild solutions S-asymptotically ω-periodic

and asymptotically almost automorphic for abstract neutral integro-differential equations. Fi-

nally, as application of previous ideas, the final chapter is concerned with the stabilization prob-

lem for hereditary control systems.

Keywords: Almost periodic, almost automorphic, phase space with fanding memory, S-asymp-

totically ω-periodic, asymptotically almost automorphic compact, semi-linear differential equa-

tion with delay, abstract functional integro-differential equation, neutral integro-differential

equation, stabilization, controllability, control systems.



Agradecimentos

- A Deus sim considerar sua forma e fora do marco de qualquer religião.

- Aos meus pais Alejandro Caicedo e Emma Maria Roque quem sempre aprovaram as

minha determinação em continuar uma vida acadêmica e mesmo que estando longe sei que

sempre tiveram os melhores desejos e a mais limpa e pura energia, à meus Irmãos Jose Manuel,

Carlos Alberto e Mauricio, de igual forma por comportar-se dentro dos parâmetros de nosso

núcleo familiar.

- Minha namorada Gisele Eloá Lopes Bernardino, pelo grande incentivo nos estudos, pela

paciência e compreensão durante todo o decorrer de meus estudos. Também por ter dedicado

numerosas horas na correção do português deste documento. Em fim, por todo o carinho, amor

e dedicação. À família de Gisele pela aceitação tolerância, boa vontade e boa energia.

- Ao meu orientador, professor Claudio Cuevas, pela sua insistência cada dia, voltada a

pesquisa de matemática e de continuar realizando uma boa contribuição nesta linda área da

ciência, também pelos conselhos e me mostrando (ate onde eu consegui enxergar) este novo

mundo pra mim desconhecido, em especial pela sua sinceridade e gosto de ver crescer cada es-

tudante baixo a sua orientação. Em fim, pela assistência em todas as etapas para a elaboração

e conclusão desta tese, fico eternamente agradecido.

- Ao meu co-orientador professor Hernán Henríquez, por ter aceitado me co-orientar e

pela quantidade de comentários e novas idéias alusivos a pesquisa e referentes ao todo nosso

trabalho em especial a tese, dou um sincero agradecimento.

- Ao meu amigo Bruno de Andrade, pela desinteressada amizade que sempre me ofere-

ceu, pelas suas palavras no momento mais difícil que enfrente durante o doutorado, sempre

emanando uma boa energia positiva e desbordando um talento especial, o qual cada dia invejo

sim maus interesses e olhando seus passos como um excelente caminho a seguir, e alguém a

tentar igualar e superar cada dia, um agradecimento de coração pela amizade que nasceu e

permanecera sempre.

- Aos meus amigos Zaqueo Ramos, Juan Felipe Gonzalez, Ives Lima, Juan Carlos Piña e

Marcelo “Maiden“, por toda a amizade e momentos vividos durante o doutorado, por que os

considero como irmãos que compartilhamos numerosos papos junto com grandes momentos de

alegria.



- Aos meus amigos do doutorado, Marcelo Fernandez, Filipe Dantas, Adecarlos, Joilson,

Jose Francisco, Arlucio, Renata, Fabio “badaro“, Thiago Bernardino, Giovana, Annete, Andre

Ventura, Andre ”Bebe”, Barbara, Eudes, Paulo, Danila, Luis “bula“, Jose Luis, Joedson, Thi-

ago ”Pirralho”, Dekar, Renato, Rodrigo, Isabelle, Tarciana, Crislene, Marcelo Pedro, Alan,

Abyel.

- A Universidade Federal de Pernambuco, Coordenaçao do Programa de Pós-Graduaçao

em Matemática e à funcionária Tânia Maria M. Maranhao.

- Aos funcionários Claudia Bezerra, Robson, Niulsa, Bruno, e ao pessoal da cantina do

ITEPI

- Ao CNPq pelo apoio financeiro e à a população brasileira pela hospitalidade e bom

acolhimento.

7



Dedicatória

A minha família

e á Gisele Èloa



Sumário

Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1 Preliminares 20

1.1 Equações diferenciais funcionais abstratas com retardo . . . . . . . . . . . . . 20

1.1.1 Equações diferenciais funcionais com retardo finito . . . . . . . . . . . 20

1.1.2 Equações diferenciais funcionais com retardo infinito . . . . . . . . . . 27

1.2 Conceitos de periodicidade para funções vetoriais . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.2.1 Funções quase periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.2 Funções assintoticamente quase automórficas . . . . . . . . . . . . . . 29

1.2.3 Funções S-assintoticamente ω-periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . 33

1.3 Equações integro-diferenciais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2 Soluções Quase Periódicas de Equações Diferenciais Parciais com Retardo 40

2.1 Equações diferenciais parciais com retardo finito . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.2 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.2.1 Aplicação 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.2.2 Aplicação 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.3 Equações diferenciais parciais com retardo infinito . . . . . . . . . . . . . . . 52

9



2.4 Equações integro-diferenciais semilineares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3 Soluções S-assintoticamente ω-Periódicas de Equações Integro-Diferenciais Funcionais 60

3.1 Equações integro-diferenciais abstratas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2 Equações integro-diferenciais funcionais abstratas . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3.3 Aplicações à condução do calor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.4 Equações integro-diferenciais parciais neutras comretardo infinito . . . . . . . 75

3.4.1 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

3.5 Equações integro-diferenciais abstrata singularde tipo neutro com retardo infinito 94

3.5.1 Soluções assintoticamente quase automórficas . . . . . . . . . . . . . . 94

3.5.2 Soluções S-assintoticamente ω-periódicas . . . . . . . . . . . . . . . . 96

3.5.3 Aplicação . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4 Estabilização de Sistemas de Controle com Retardo 99

4.1 Resultados de estabilização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

4.2 Aplicações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

Referências Bibliográficas 107

10



Índice Remissivo

C0(R
+;X), 27

Ch(Z), 35

D(A), dominio do operador A, 34

D(t, ψ), 73

Lf , 74

Lg, 74

SAPω,0(X), 74

SAPω(X), 31

B, espaço de fase, 25

Cr × Lp(ρ, X), 26

µ, 35

� · �h, 35
�M , 35

h, 35

ut, função história , 73

(A), 25

(C − 2), 25

(A1), 25

(B), 25

Condição

H − 1, 74

H − 2, 76

W − 2, 79

Condição R4 , 35

espaço

de fase

com memória amortecida, 25

commemória uniformemente amortecida,

26

função

assintoticamente ω-periódica, 31

assintoticamente uniformemente contínua,

32

S-assintoticamente ω-periódica, 31

uniformemente S-assintoticamente ω-periódica,

31

H, K, M, 25

operador setorial de tipo ω, 35

11



Introdução

Motivado pelo fato de que equações diferencias funcionais abstratas com retardo (abreviada-

mente, ARFDE) surgem em varias áreas da matemática aplicada, este tipo de equações tem

recebido muita atenção nos últimos anos ([80, 101, 102]. Em particular, o problema de existên-

cia de soluções quase periódicas e assintoticamente quase periódicas tem sido consideradas por

vários autores. Referimos ao leitor o livro de Hino et al. [83] e os artigos [17, 28, 52, 53,

68, 93, 92, 117, 128] e suas referências neles listadas para informações recentes sobre o as-

sunto. Nosso objetivo é estabelecer existência de soluções brandas quase periódicas e quase

automórficas para uma classe de ARFDE lineares de primeira ordem.

Estaremos interessados pela existência de soluções quase periódicas e quase automórficas

para o problema de Cauchy

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ∈ R,

onde x(t) ∈ X , a função xt, denota a historia de x(·) em t, L : C → X é uma aplicação linear

limitada, e f é uma função apropriada. A condição usual para a existência de soluções quase

periódicas para este problema é que o semigrupo T (·) é compacto. Por exemplo, o problema

de existência de soluções quase automórficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e

N’Guérékata [53] usando esta condição. Um de nossos objetivos nesta tese é estabelecer a

existência de soluções quase periódicas para uma classe de equações nas quais o semigrupo

T (·) não é compacto. E como modelo consideramos uma equação de onda com retardo finito.

Usualmente este tipo de equações lineares surgem da linearização de uma semilinear ([125]).

Equações integro-diferenciais parciais neutras com retardo infinito tem sido usadas para

modelar a evolução de sistemas físicos nos quais o tempo de resposta do sistema não depende

unicamente do estado atual, mas sim da história do sistema. Por exemplo, na teoria desenvolvida
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em Gurtin e Pipkin [62] e Nunziato [109] para a descrição da condução do calor em materiais

com memória amortecida. Equações diferenciais funcionais neutras de primeira-ordem abstrata

com retardo infinito foram estudadas por Hernández e Henríquez em [74, 75]. Hernández e

Mckibben [76] estudam equações diferenciais neutras abstratas de segunda-ordem. Baghli e

Benchohra [12] deram condições suficientes para a existência de soluções brandas na semi-reta

positiva para duas classes de equações diferenciais funcionais de primeira-ordem e equações

diferenciais funcionais neutras perturbadas com retardo infinito; Recentemente, Cuevas et al.

[29, 33] investigaram a existência de soluções para equações diferenciais funcionais neutras

impulsivas com retardo infinito (ver também [77]). Um ponto importante para notar aqui é que

quando o retardo é infinito a teoria que usamos é desenvolvida num espaço de fase caracteri-

zado através de axiomas. Este conceito foi introduzido por Hale e Kato em [65] e desempenha

um papel fundamental para desenvolver uma teoria qualitativa geral. O estudo de existência

de soluções quase periódicas, assintoticamente quase periódicas, quase automórficas, pseudo

quase periódicas e pseudo quase automórficas, etc. está entre os mais atrativos tópicos na teoria

qualitativa de equações diferenciais e suas generalizações devido a seu interesse matemático e

as possíveis aplicações em áreas tais como a física, economia, biologia matemática, engenharia,

etc. (ver. [2, 3, 7, 28, 30, 31, 34, 35, 40, 42, 43, 47, 54, 56, 59, 60, 90, 121, 105, 122, 123, 126]).

Recentemente, Diagana et al.[47] estabeleceram a existência e unicidade de uma solução branda

assintoticamente quase automórfica para as equações integro-diferenciais de tipo neutro e Agar-

wal et al.[7] estudaram soluções pseudo quase periódicas com peso para algumas equações

diferenciais funcionais neutras.

Agora retornamos ao resumo deste trabalho.

No Capítulo 1 daremos alguns preliminares. Na Seção 1.1 estudamos equações diferenciais

funcionais com retardo finito e infinito. Presentamos especialmente propriedades espectrais e

de estabilidade, principalmente as incluídas em [51, 119, 125], Para os conceitos necessários

relacionados com o problema de Cauchy abstrato e a teoria de semigrupos de operadores forte-

mente contínuos referimos a Engel e Nagel [51] e Pazy [112]. Só mencionamos aqui uns poucos

conceitos e resultados diretos relacionados com o nosso desenvolvimento. Seja G(t) um semi-

grupo fortemente contínuo definido num espaço de Banach X com gerador infinitesimal D.

Dizemos que G é fortemente estável se G(t)x → 0, t → ∞, para todo x ∈ X e dizemos

que G é uniformemente estável se �G(t)� → 0, t → ∞. Além disso, empregamos a termi-

nologia e notações para limitação espectral s(D), constante de crescimento ω0(G) e constante
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de crescimento essencial ωess(G) de [51]. Especificamente, s(D) = sup{Re(λ) : λ ∈ σ(D)};

ω0(G) = lim
t→∞

ln �G(t)�

t
e ωess(G) = lim

t→∞

ln �G(t)�ess
t

, onde o símbolo � · �ess denota a

norma essencial de um operador. Consequentemente, em termos dessas notações, G é uni-

formemente estável se, e somente se, ω0(G) < 0. Para completar nós também consideramos

aqui que o semigrupo fortemente continuoG(t) é dito compacto seG(t) é o operador compacto

para todo t > 0 e G é dito quase-compacto se existe t0 > 0 e um operador compacto R tal que

�G(t0)− R� < 1.

Na Seção 1.2 daremos alguns preliminares incluindo propriedades de funções quase per-

iódicas, quase automórficas e S-assintoticamente ω-periódicas. O conceito de função assintot-

icamente quase automórfica foi introduzido em [106] e generalizado para funções assintotica-

mente quase automórficas C(n) em [100]. No entanto, a literatura concernente a funções S-

assintoticamente ω-periódicas com valores em espaços de Banach é muito recente (ver [21, 36,

37, 41, 72, 73, 108, 113]). Em particular, o estudo da existência de soluções S-assintoticamente

ω-periódicas para equações integro-diferenciais do tipo neutro constitui um tópico ainda não

considerado na literatura. Completar esta parte da teoria é uma das motivações deste trabalho.

Na Seção 1.3 apresentamos alguns preliminares relativos a equações integro-diferenciais

abstratas. Para obter nossos resultados, usamos a teoria de operador resolvente (ver [44, 60, 61]

para os detalhes). Essa teoria é relacionada a equações integro-diferenciais em forma similar

como a teoria de semigrupos é relacionada a equações diferenciais parciais lineares de primeira

ordem abstrata.

O Capítulo 2 esta dedicado à existência de soluções quase periódicas de equações diferenci-

ais parciais com retardo. Motivado pelo fato de que equações diferenciais funcionais abstratas

com retardo (abreviadamente, ARFDE) surgem em varias áreas da matemática aplicada, este

tipo de equações tem recebido muita atenção nos últimos anos ([80, 101, 102]). Em particu-

lar, o problema de existência de soluções quase periódicas e assintoticamente quase periódicas

tem sido consideradas por vários autores. Referimos ao leitor aos livros [83, 91] e os artigos

[17, 28, 52, 53, 68, 92, 93, 117, 128] e suas referências neles listadas para informações recentes

sobre o assunto.

No artigo [107], N’Guérékata estudaram a existência e unicidade de soluções brandas quase
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automórficas da equação de evolução semilinear

u�(t) = Au(t) + f(t, u), t ∈ R,

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador linear que gera um semigrupo fortemente contínuo

e uniformemente estável T (t) e f(t, u) é uma função quase automórfica com respeito a t ∈ R

uniformemente em u ∈ X e satisfazendo uma condição de Lipschitz na primeira variável. Este

resultado foi generalizado em duas direções. O caso hiperbólico foi tratado em [18] em espaços

de Banach intermediários e em [56] a função toma a forma f(t, u) = P (t)Q(u). Desde então,

este problema tem atraído muitos matemáticos (ver por exemplo [46, 48, 49, 104, 105, 106,

107] e as referências listadas neles). O caso de soluções assintoticamente quase automórficas

isto é, soluções que tendem para uma função quase automórfica no infinito foi investigado em

[47, 48, 105, 106]. Também foram consideradas soluções assintoticamente quase automórficas

para equações diferenciais de ordem fracionária no artigo de Lizama e Araya [11].

Na Seção 2.1 aplicamos propriedades espectrais para estudar a existência de soluções bran-

das quase automórficas e quase periódicas para a equação linear

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ∈ R.

A condição usual para a existência de soluções quase periódicas para este problema é que o

semigrupo T (·) é compacto. Por exemplo, o problema de existência de soluções quase automór-

ficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e N’Guérékata [53] usando esta condição.

Nosso objetivo nesta seção é estabelecer a existência de soluções quase periódicas para uma

classe de equações nas quais o semigrupo T (·) não é compacto [70].

Na Seção 2.3 estudamos a existência de soluções brandas assintoticamente quase automór-

ficas para uma equação diferencial funcional semilinear do tipo

u�(t) = Au(t) + f(t, ut), t ≥ 0,

u0 = φ ∈ B.

Na Seção 2.4 estudamos a existência de soluções brandas assintoticamente quase automór-

ficas para a equação integro-diferencial

u�(t) =
1

Γ(α − 1)

� t

0

(t − s)α−2Au(s)ds + f(t, ut), t ≥ 0,

u0 = φ ∈ B.
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A Seção 2.3 contem aplicações.

No Capítulo 3 estudamos a existência de soluções S-assintóticamente ω-periódicas e assin-

toticamente quase automórficas para classes de equações-integro-diferenciais abstratas. Devido

às numerosas aplicações em vários ramos da ciência equações-integro diferenciais deste tipo

tem recebido muita atenção atualmente. Propriedades da soluções têm sido estudadas de difer-

entes pontos de vista. Referimos ao leitor para boa colocação ([44, 60, 61]); para existência

de soluções brandas ([10, 9, 88] e referências neles citadas); para a existência de soluções

assintoticamente quase periódicas e quase periódicas [78], e para a existência de soluções ass-

intoticamente quase automórficas [48].

Este capítulo tem cinco seções. Na Seção 3.1 estabelecemos resultados gerais sobre a ex-

istência de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas para o problema

u�(t) = Au(t) +

� t

0

B(t − s)u(s)ds + g(t, u(t)), t ≥ 0,

u(0) = x0,

onde B(t) : D(B(t)) ⊆ X → X para t ≥ 0 são operadores lineares fechados densamente

definidos no espaço de Banach X . Assumimos que D(A) ⊂ D(B(t)) para toda t ≥ 0 e que

g(·) é uma função apropriada.

Na Seção 3.2 estabelecemos resultados similares para a equação com retardo finito

u�(t) = Au(t) +

� t

0

B(t − s)u(s)ds + g(t, ut), t ≥ 0,

u0 = ϕ ∈ C.

Na Seção 3.3, como aplicação de nossos resultados abstratos, estabelecemos condições para

a existência de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas de uma equação integral es-

pecifica que aparece no estudo de condução do calor em materiais com memória.

Na Seção 3.4 apresentamos resultados similares aqueles da Seção 3.2 para equações parciais

integro-diferenciais abstratas com retardo infinito.

Na Seção 3.5 discutimos existência de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódica e
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assintoticamente quase automórficas para a equação integro-diferencial abstrata neutra

d

dt
D(t, ut) =

1

Γ(α − 1)

� t

0

(t − s)α−2AD(s, us)ds + g(t, ut), t ≥ 0,

u0 = ϕ.

Finalmente, como aplicação das ideias anteriores, o Capítulo 4 é concernente com o prob-

lema de estabilização para sistemas de controle hereditário. O problema de estabilizar um

sistema de controle linear invariante por uma realimentação dinâmica tem uma extensa liter-

atura. No presente a teoria para sistemas de controle de dimensão finita está bem estabelecida e

referimos a O’Reilly [110] e Wonham [124] para as partes mais importantes da teoria. Similar-

mente, o problema de estabilizar a realimentação de sistemas de controle com retardo tem sido

estudado em muitos trabalhos utilizando diferentes aproximações. Referimos ao leitor a [67]

para uma discussão sobre o assunto.

Em particular, a estabilização do sistema

x�(t) =

� 0

−r

dθN(θ)x(t + θ) + Bu(t),

onde N(·) é uma aplicação matricial n × n de varição limitada em [−r, 0], foi considerado em

Pandolfi [111]. Especificamente, definindo a matriz característica

Δ(λ) = λI −

� 0

−r

eλθdθN(θ),

foi provado em [111] que se

R[Δ(λ), B] = n, Re(λ) ≥ 0,

então existe uma aplicação linear limitada K : C([−r, 0];Rn) → R
m tal que o sistema

x�(t) =

� 0

−r

dθN(θ)x(t + θ) + BK(xt)

é assintoticamente estável (referimos a [64, 66] para as propriedades espectrais de equações

diferenciais funcionais com retardo). Conseqüêntemente, se a propriedade de controlabilidade

espectral anterior é verificada então existe uma lei de controle linear de realimentação que

estabiliza o sistema.
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Ainda assim, está classe de sistemas não inclui aqueles sistemas modelados por equações

integro-diferenciais parciais que surgem no estudo de uma série de problemas tais como a con-

dução de calor em matérias com memória ou dinámica de população para populações espacial-

mente distribuídas ([84]). Como um modelo tomamos o sistema linear

∂2

∂t2
w(ξ, t) + β

∂

∂t
w(ξ, t) =

∂2

∂ξ2
w(ξ, t) +

� 0

−r

dθN(θ)w(ξ, t + θ)

+
m�

i=1

bi(ξ)ui(t), 0 ≤ ξ ≤ π, t ≥ 0,

w(0, t) = w(π, t) = 0,

onde r > 0, a função escalar N(·) tem variação limitada em [−r, 0] e bi, i = 1, . . . , m são

funções apropriadas.

Por está razão em [67] foi estudado o problema de estabilização para uma classe de sistemas

invariantes que podem ser modelados por uma equação diferencial funcional retardada abstrata

com retardo r > 0 definida num espaço de Banach X do tipo

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + Bu(t),

onde A é gerador infinitesimal de un semigrupo fortemente contínuo T (t) em X , u(t) ∈ R
m

representa a entrada no tempo t, e L : C → X eB : Rm → X são aplicações lineares limitadas.

Para λ ∈ C, seja Lλ : X → X e Δ(λ) : D(A) → X os operadores lineares definidos por

Lλx = L(eλθx), x ∈ X,

Δ(λ)x = λx − Ax − Lλx, x ∈ D(A).

Seja Λ = {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}. Especificamente, em [67, Teorema 3.1] foi estabelecido o

seguinte resultado.

Lema Assuma que T um semigrupo compacto. O sistema é estabilizável se

R[Δ(λ), B] = X

para todo λ ∈ Λ.

O objetivo deste capítulo é mostrar que está caraterização também se tem para alguns sis-

temas do tipo anterior mesmo se o semigrupo T (·) não é compacto [71]. A Seção 4.1 contém

os resultados e na Seção 4.2 presentamos aplicações.
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Ao longo deste trabalho denotamos por L(X) a álgebra de Banach de operadores lineares

limitados definidos emX e porX∗ o espaço dual deX . Para um operador linearA com domínio

D(A) e conjunto imagemR(A) emX , representamos por σ(A) (resp. σp(A)) o espectro (resp.

espectro pontual) de A. Se D(A) é denso em X , então A� denota o operador conjugado de

A ([55]). Denotamos por Br(X) a bola fechada de centro 0 e raio r no espaço X . Para um

subconjunto K ⊆ X representamos por c(K) a envóltoria convexa de K.

Julho de 2011

Alejandro Caicedo Roque
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos algumos conceitos básicos necessários para desenvolver a teoria

dos capítulos seguintes.

1.1 Equações diferenciais funcionais abstratas com retardo

No restante desta seção, A : D(A) ⊆ X → X é o gerador infinitesimal de um semigrupo

fortemente contínuo de operadores lineares limitados T (t) em X . Para os fundamentos da

teoria de semigrupos a serem usados adiante o leitor pode ver [51, 112].

1.1.1 Equações diferenciais funcionais com retardo finito

Denotamos por C = C([−r, 0], X) o espaço das funções contínuas de [−r, 0] emX , munido da

norma da convergência uniforme. Seja L : C → X é uma aplicação linear definida por

L(ϕ) =

� 0

−r

dθN(θ)ϕ(θ),

onde a aplicação N : [−r, 0] → L(X) tem variação limitada, e f : R → X é um função

contínua. Referimos a Engel e Nagel [51], Travis e Webb [119] e Wu [125] para as propriedades
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básicas de ARFDE

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ≥ σ. (1.1)

Somente mencionamos aqui que a equação (1.1) com a condição inicial

xσ = ϕ ∈ C (1.2)

tem uma única solução branda x = x(·, σ, ϕ, f). Isto significa que x : [σ − r,∞) → X é uma

função contínua que verifica (1.2) e a restrição de x(·) em [σ,∞) satisfaz a equação integral

x(t) = T (t − σ)ϕ(0) +

� t

σ

T (t − s)(L(xs) + f(s))ds, t ≥ σ. (1.3)

Em particular, se x(·, ϕ) denota a solução branda do problema homogêneo

x�(t) = Ax(t) + L(xt), t ≥ 0, (1.4)

x0 = ϕ ∈ C, (1.5)

o operador solução V (t) definido por V (t)ϕ = xt(·, ϕ) é um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares limitados em C (ver Wu [125]). Será representado por AV seu gerador

infinitesimal. Além disso, é bem conhecido que V satisfaz a seguinte propriedade de translação.

Lema 1.1. Sob as condições anteriores,

[V (t)ϕ](θ) =

�
[V (t + θ)ϕ](0), t + θ ≥ 0,

ϕ(t + θ), t + θ ≤ 0.

Denotamos por W (t) o operador solução correspondente à L = 0. Esta claro que W (t) é

dado por

[W (t)ϕ](θ) =






T (t + θ)ϕ(0), −t ≤ θ ≤ 0,

ϕ(t + θ), −r ≤ θ < −t.

O sistema (1.4) é dito (assintoticamente) estável se o semigrupo V (t) é uniformemente estável.

Consequentemente, segue-se do Lema 1.2 que o estudo da estabilidade assintótica do sistema

(1.4) reduz-se a estudar propriedades espectrais do semigrupo solução V (t).

Estamos em condição de estabelecer o primeiro resultado sobre comportamento assintótico

do semigrupo solução.
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Teorema 1.1. Assuma que o semigrupo T (t) é uniformemente estável e que o operador T (t)L :

C → X é compacto para todo t > 0. Então o semigrupo V (t) é quase-compacto.

Demonstração. Definimos o operador U(t) : C → C para t ≥ 0 como

[U(t)ϕ](θ) =






� t+θ

0

T (t + θ − s)L(V (s)ϕ)ds, −t ≤ θ ≤ 0,

0, −r ≤ θ < −t.

É claro de (1.3) que

V (t) = W (t) + U(t), t ≥ 0,

o qual implica que U(t) é um operador linear. Além disso, de [69, Teorema 1] podemos afirmar

que U(t) é um operador compacto. Por outro lado, existem constantes M ≥ 1 e α > 0 tal que

�T (t)� ≤ Me−αt para todo t ≥ 0. Portanto, para t ≥ r temos que

�W (t)ϕ� = sup
−r≤θ≤0

�T (t + θ)ϕ(0)� ≤ M sup
−r≤θ≤0

e−α(t+θ)�ϕ(0)�

≤ Meαre−αt�ϕ�

o qual implica que W (t) é uniformemente estável.

Existem situações muito interessantes nas quais o semigrupo T (t) não é compacto mas o

operador T (t)L : C → X é compacto para t > 0. A seguir, mencionamos um par de casos

gerais:

(i) O operador L : C → X é compacto. Por exemplo, L(ϕ) =
�k

i=1 Aiϕ(−ri), onde

Ai : X → X , i = 1, . . . , k, é um operador linear compacto, ou L(ϕ) =
� 0

−r
N(θ)ϕ(θ)dθ, onde

N : [−r, 0] → L(X) é uma aplicação uniformemente contínua tal que N(θ) é um operador

compacto para cada −r ≤ θ ≤ 0.

(ii) Uma situação mais geral é a seguinte. Assuma que existe uma decomposição topológica

deX = X0 ⊕X1, ondeXi são espaços invariantes sob T (t), eX1 tem dimensão finita. Seja P0

a projeção em X0 com núcleo X1. Se T (t)P0L é compacto, então o produto T (t)L também é

compacto.

Coletamos no seguinte lema um par de resultados fundamentais ([51, Corolário IV.2.11,

Proposição V.3.5]) para nosso futuro desenvolvimento.
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Lema 1.2. (Engel-Nagel [51]) Seja G(t) un semigrupo fortemente contínuo. As seguintes

condições são satisfeitas.

(i) O semigrupo G é quase-compacto se e somente se ωess(G) < 0.

(ii) ω0(G) = max{ωess(G), s(D)}.

Combinando o Teorema 1.1 com o Teorema V.3.7 em [51] podemos estabelecer a seguinte

propriedade de comportamento assintótico para o semigrupo solução associado a problema ho-

mogêneo (1.4)-(1.5).

Corolário 1.1. Assuma que o semigrupo T (t) é uniformemente estável e que o operador T (t)L :

C → X é compacto para todo t > 0. Então o semigrupo V (t) é uniformemente estável se, e

somente se supReσp(AV ) < 0.

Para estudar o σp(AV ), a seguinte propriedade espectral é bem conhecida (ver Henríquez

[67] e as referencias citadas nesse trabalho). Para λ ∈ C, sejam Lλ : X → X e Δ(λ) :

D(A) → X operadores lineares definidos por

Lλx = L(eλθx), x ∈ X, (1.6)

Δ(λ)x = λx − Ax − Lλx, x ∈ D(A). (1.7)

Lema 1.3. Seja λ ∈ C. Então λ ∈ σp(AV ) se, e somente se existe u ∈ D(A), u �= 0, tal que

Δ(λ)u = 0. Neste caso a função ϕ = eλθu é o vetor próprio de AV correspondente a λ. Além

disso, se λ ∈ σ(A + Lλ), então λ ∈ σ(AV ).

Observação 1.1. Assuma que o semigrupo V (t) é quase-compacto. Neste caso o conjunto

Λ = {λ ∈ σ(AV ) : Re(λ) ≥ 0} é finito e consiste de pólos de R(·, AV ) com multiplicidade

algébrica finita [51, Teorema V.3.7]. Portanto, o espaço C decompõe-se como

C = PΛ ⊕ QΛ, (1.8)

onde PΛ eQΛ são espaços invariantes sob V (t) e o espaço PΛ é a imagem da projeção espectral

ΠP correspondente a Λ. Consequentemente, PΛ consiste do vetores próprios generalizados

correspondentes ao valor próprio λi ∈ Λ. Especificamente, se Λ = {λ1, λ2, . . . , λm}, então

PΛ = ⊕m
i=1 ker(λiI − AV )

ki (1.9)
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para certos ki ∈ N. Denotamos por V P (t), (respectivamente, V Q(t)) as restrições de V (t)

em PΛ (respectivamente, em QΛ). Similarmente, AP
V e AQ

V representam as restrições de AV

em PΛ e QΛ, respectivamente. Como PΛ é um espaço de dimensão finita d, o semigrupo

V P (t) é uniformemente contínuo e AP
V é um operador linear limitado definido em PΛ. Seja

ϕ1, ϕ2, . . . , ϕd uma base de PΛ. Usaremos a notaçào Φ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕd). Conseqüênte-

mente, procedendo como de costume na teoria de equações diferenciais funcionais ([66]), existe

uma matriz G de ordem d × d tal que Φ(θ) = Φ(0)eGθ, para −r ≤ θ ≤ 0, V P (t)Φ = ΦeGt,

para t ≥ 0, e σp(G) = Λ. Seja Ψ a base dual de Φ associada a decomposição (1.8), como

construída em [82]. Nessas condições, foi estabelecido em [82, Proposição 4.2] que existe

x∗ = col(x∗
1, x∗

2, . . . , x∗
d) ∈ X∗d tal que a projeção xPt = ΠPxt em PΛ da solução de (1.1) é

dada por xPt = Φz(t), onde o d-vetor z(t) satisfaz a equação diferencial ordinaria

z�(t) = Gz(t) + �x∗, f(t)�, t ≥ σ. (1.10)

A seguir estabelecemos um par propriedades do vetor x∗.

Lema 1.4. As componentes x∗
i ∈ D(A�), i = 1, . . . , d. Além disso, se v ∈ (Rd)∗ é um vetor

próprio à esquerda de G correspondente a λ ∈ Λ, então (λI − A� − L�
λ)vx∗ = 0.

Demonstração. Para provar a primeira afirmação escolhemos y ∈ D(A) e tomamos a função

constante f(t) = −Ay − L(y), onde por y denotamos a função constante y(θ) = y para todo

−r ≤ θ ≤ 0. A equação (1.1) é

x�(t) = A(x(t)− y) + L(xt − y).

Seja x(·) a solução desta equação com condição inicial x0 = y. Então xt − y = V (t)(0) = 0

para t ≥ 0. Assim xt é não depende de t e, aplicando (1.10) obtemos que

xPt = Φ�Ψ, y� = Φz(t),

onde

z�(t) = Gz(t) + �x∗,−Ay − L(y)� = 0.

Portanto

�x∗, Ay� = G�Ψ, y� − �x∗, L(y)�

é uma função continua de y. Isto mostra a afirmação.
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Para estabelecer a segunda afirmação procedemos de forma similar. Neste caso definimos

f(t) = eλt(λy − Ay − Lλy). Seja x(t) = eλty, t ≥ −r. Está claro que xt = eλtψ, onde

ψ(θ) = eλθy. Assim,

L(xt) = eλtL(ψ) = eλtLλ(y).

De isto se segue que x(·) é a solução da equação (1.1) com condição inicial x0 = eλθy. Con-

cluímos que

xPt = Φ�Ψ, xt� = Φ�Ψ, eλteλθy� = eλtΦ�Ψ, eλθy�. (1.11)

Por outro lado, utilizando novamente (1.10), xPt = Φz(t), onde

z(t) = eGtz(0) +

� t

0

eG(t−s)�x∗, f(s)�ds,

o que implica que

vz(t) = eλtvz(0) +

� t

0

eλ(t−s)v�x∗, f(s)�ds

= eλtvz(0) +

� t

0

eλ(t−s)�vx∗, f(s)�ds

= eλtvz(0) +

� t

0

eλ(t−s)�vx∗, eλs(λy − Ay − Lλy)�ds

= eλt(vz(0) + t�vx∗, λy − Ay − Lλy�).

Como a equação (1.11) mostra que e−λtz(t) é limitado em t ≥ 0, a equação anterior implica

que �vx∗, λy − Ay − Lλy� = 0. Em vista que y é um elemento arbitrário no D(A) e D(A) é

denso em X . Isto completa a demonstração.
Lema 1.5. Sejam λ ∈ Λ e v ∈ (Rd)∗ tal que λv = vG e vx∗ = 0. Então v = 0.

Demonstração. Seja ϕ ∈ PΛ, ϕ �= 0, um vetor proprio de AV correspondente a µ ∈ Λ. Do

Lema 1.3 obtemos que ϕ(θ) = eµθϕ(0) para −r ≤ θ ≤ 0. Para certo γ ∈ C tomamos

ϕ1(θ) = e(γ+µ)θϕ(0). Pondo x(t) = e(γ+µ)tϕ(0), para t ≥ −r. Claramente xt = e(γ+µ)tϕ1 para

t ≥ 0. Isto implica que x(·) é uma solução da equação (1.1) para

f(t) = e(γ+µ)t[(γ + µ)ϕ(0)− Aϕ(0)− L(ϕ1)].

Seja z(·) dado por xPt = Φz(t) = Φ�Ψ, xt�. De (1.10) obtemos que

vz�(t) = vGz(t) + �vx∗, f(t)� = λvz(t),
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o qual implica que vz(t) = eλtc para t ≥ 0. Por outro lado, temos que

vz(t) = v�Ψ, xt� = v�Ψ, e(γ+µ)tϕ1� = e(γ+µ)tv�Ψ, ϕ1� = eλtc,

para t ≥ 0. Se µ �= λ podemos tomar γ = 0 para concluir que v�Ψ, ϕ� = 0. Em caso que

µ = λ, podemos tomar γ > 0 para concluir que v�Ψ, eγθϕ� = 0. Tomado limite quando

γ → 0+ também obtemos que v�Ψ, ϕ� = 0.

Por outro lado, usando a representação de PΛ dada em (1.9) e argumentando como antes,

inferimos que v�Ψ, ϕ� = 0 para todo ϕ ∈ PΛ. Como �Ψ,Φ� = I finalmente obtemos que

v = 0.

Nosso resultado é baseado na fórmula de variação de constantes para a equação não-homo-

gênea (1.1) com condição inicial (1.2). É claro que a equação (1.1) pode ser considerada como

uma equação com retardo infinito. De fato nós podemos prolongar a aplicação N a (−∞, 0]

definindo N(θ) = 0 for θ < −r. Ainda antes de definir formalmente o conceito de espaço

de fase para equações com retardo infinito, podemos considerar um espaço de fase B com

memória uniformemente amortecida tal que B ⊆ C((−∞, 0], X) e L(ϕ) =
� 0

−∞
dθN(θ)ϕ(θ),

para ϕ ∈ B, define uma aplicação linear limitada de B em X .

Esta propriedade nos permite aplicar a teoria desenvolvida em [82] para representar a solução

branda da equação (1.1). Provou-se ( Hino et al. [82]) que a solução pode ser expressa por meio

da fórmula de variação das constantes. Em seguida, vamos adotar as notações utilizadas neste

trabalho. Seja Γn : X → B definida por

Γn(θ)x =






(nθ + 1)x, −1/n ≤ θ ≤ 0,

0, −∞ < θ < −1/n,

Se f é uma função contínua, a fórmula ([82, Teorema 3.1])

xt(·, σ, ϕ, f) = V (t − σ)ϕ + lim
n→∞

� t

σ

V (t − s)Γnf(s) ds (1.12)

define a solução branda de (1.1)-(1.2) no espaço de fase.
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1.1.2 Equações diferenciais funcionais com retardo infinito

Neste trabalho, usamos a definição axiomática de espaço de fase B introduzida em Hino et al.

[81]. Especificamente, B é um espaço vetorial de funções que aplicam (−∞, 0] em X munido

com uma seminorma denotada por � · �B e tal que têm os seguintes axiomas:

(A) Se x : (−∞, σ + a) �→ X , a > 0, σ ∈ R é contínua em [σ, σ + a) e xσ ∈ B, então para

todo t ∈ [σ, σ + a) tem-se as seguintes propriedades:

(i) xt ∈ B.

(ii) �x(t)� ≤ H�xt�B.

(iii) �xt�B ≤ K(t − σ) sup
σ≤s≤t

�x(s)�+ M(t − σ)�xσ�B,

ondeH > 0 é uma constante,K, M : [0,∞) → [0,∞),K é contínua,M é localmente limitada

e H, K, M não dependem de x(·).

(A1) Se x(·) é uma função como em (A), então a aplicação [σ, σ + a) → B, t �→ xt, é

contínua.

(B) O espaço de fase B é completo.

Adicionalmente, consideraremos o siguiente axioma:

(C-2) Se (ψn)n∈N é uma seqüência uniformemente limitada de funções contínuas com su-

porte compacto e ψn → ψ, n → ∞, na topologia compacto-aberta, então ψ ∈ B e �ψn−ψ�B →

0 quando n → ∞.

Observação 1.2. Se o espaço de fase B satisfaz o axioma (C-2), então o espaço Cb((−∞, 0], X)

está contínuamente incluído em B. Assim, existe uma constante Q ≥ 0 tal que �ψ�B ≤ Q�ψ�∞,

para todo ψ ∈ Cb((−∞, 0], X) (ver [81, Proposição 7.1.1]).

Definição 1.1. ([Hino et al. [81]) Seja S(t) : B → B o C0-semigrupo definido por S(t)ϕ(θ) =

ϕ(0) em [−t, 0] e S(t)ϕ(θ) = ϕ(t + θ) em (−∞,−t]. Seja B0 = {ϕ ∈ B : ϕ(0) = 0} e S0(t) a

restrição de S(t) a B0.

O espaço de fase B é chamado espaço de fase com memória amortecida se verifica (B), e

(C-2) e �S0(t)ϕ�B → 0 quando t → ∞ para todo ϕ ∈ B0.
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O espaço de fase B é chamado espaço de fase com memória uniformemente amortecida se

verifica (C-2) e �S0(t)�B → 0 quando t → ∞.

Observação 1.3. Se B é um espaço de fase com memória amortecida as funções K(·) e M(·)

são limitadas. Neste caso vamos escrever K = supt≥0 K(t) e M = supt≥0 M(t), vide [81,

Proposição 7.1.5]) para detalhes. Além disso, neste caso podemos escolher Q = K, onde Q é

dado por pela observação 1.2.

Exemplo 1.1. (O espaço de fase Cr × Lp(ρ, X).) Sejam r ≥ 0, 1 ≤ p < ∞ e seja ρ :

(−∞,−r] → R uma função não negativa mensurável que satisfaz as condições (g−5)−(g−6)

na terminologia de Hino et al. [81]. Brevemente, isto significa que ρ é localmente integrável e

que existe uma função não-negativa localmente limitada γ(·) em (−∞, 0] tal que ρ(ξ + θ) ≤

γ(ξ)ρ(θ) para todo ξ ≤ 0 e θ ∈ (−∞,−r] \ Nε, onde Nε ⊂ (−∞,−r] é um conjunto cuja

medida de Lebesgue é zero. Denotamos por B = Cr×Lp(ρ, X) o conjunto de todas as funções

ϕ : (−∞, 0] → X tal que ϕ é contínua em [−r, 0], Lebesgue mensurável e ρ�ϕ�p é Lebesgue

integrável em (−∞,−r). A seminorma em Cr × Lp(ρ, X) é definida como segue:

�ϕ�B = sup
θ∈[−r,0]

�ϕ(θ)�+





−r�

−∞

ρ(θ)�ϕ(θ)�pdθ





1

p

.

O espaço B = Cr × Lp(ρ, X) satisfaz os axiomas (A), (A1) e (B). Além disso, quando r = 0, e

p = 2, é possível escolher H = 1,

K(t) = 1 +





0�

−t

ρ(θ)dθ





1

2

e M(t) = γ(−t)
1

2

para t ≥ 0 (ver [81, Teorema 1.3.8]). Note que se além das condições anteriores a função

ρ é integrável em (−∞,−r], então B é um espaço de fase com memória amortecida e se

ess sup{g(θ−t)
g(θ)

: θ ≤ −r} → 0 quando t → ∞ então B é um espaço de fase com memória

uniformemente amortecida (ver [81, Exemplo 7.1.8]).

1.2 Conceitos de periodicidade para funções vetoriais

Nesta seção apresentamos os conceitos de periodicidade que seram utilizados no decorrer deste

trabalho.
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Sejam (X, �·�) e (Y, �·�) dois espaços de Banach. Neste trabalho denotamos porC0(R
+, X)

o espaço formado pelas funções contínuas de [0,∞) em X que são nulas no infinito munido

com a norma da convergência uniforme.

1.2.1 Funções quase periódicas

Neste trabalho empregamos o conceito de função quase periódica no sentido de Bohr.

Definição 1.2. Uma função f : R → X é quase periódica se é contínua e para todo ε > 0

existe um conjunto relativamente denso Pε em R tal que

�f(t + τ)− f(t)� ≤ ε, (1.13)

para todo t ∈ R e τ ∈ Pε.

Para as propriedades de funções quase periódicas referimos ao leitor a [25, 127]. No que

segue denotamos por AP (X) o espaço consistente das funções f : R → X que são quase

periódicas munido da norma da convergência uniforme. Com esta norma AP (X) é um espaço

de Banach.

1.2.2 Funções assintoticamente quase automórficas

Definição 1.3. Uma função contínua f : R → X é dita quase automórfica se para cada

seqüência de números reais (s�n), existe uma subseqüência (sn) tal que

g(t) := lim
n→∞

f(t + sn)

é bem definida para cada t ∈ R e

lim
n→∞

g(t − sn) = f(t)

para cada t ∈ R.

Se a convergência indicada nos limites anteriores é uniforme para t em subconjuntos com-

pactos de R diz-se que a função f é quase automórfica compacta.
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Denotaremos por AA(X) o conjunto consistente das funções quase automórficas e por

AAc(X) conjunto consistente de tais funções quase automórficas compactas.

Se a convergência anterior é uniforme em t ∈ R, então f é uma função quase periódica

no sentido de Bohr. Assim as funções quase automórficas no sentido de Bochner’s constituem

uma classe de funções mais grande que a classe das quase periódicas. Por outro lado, a função

sin
1

2 + cost + cos
√
2t
é quase automórfica, mas não é quase periódica.

Note que a função g na definição anterior é mensurável, mas não necessariamente contínua.

Ademais,

{g(t) : t ∈ R} = {f(t) : t ∈ R}.

A inclusão {g(t) : t ∈ R} ⊆ {f(t) : t ∈ R} foi provada em (N’Guérékata [104]). A inclusão

recíproca pode ser provada similarmente.

É bem conhecido que uma função quase automórfica é limitada e AA(X) é um espaço de

Banach quando munido com a norma da convergência uniforme.

Definição 1.4. (Ding et al. [48]) Uma função contínua f : R× Y → X é dita quase automór-

fica em t uniformemente para y em subconjuntos compactos de Y se para todo subconjunto

compacto K de Y e toda seqüência de números reais (s�n), existe a subsequência (sn) tal que

g(t, y) = lim
n→∞

f(t + sn, y)

é bem definido para cada t ∈ R, a convergência é uniforme para y ∈ K e

lim
n→∞

g(t − sn, y) = f(t, y)

para cada t ∈ R e a convergência é uniforme para y ∈ K.

Denotamos por AA(R× Y, X) o conjunto de tais funções.

Definição 1.5. Uma função contínua f : R × Y → X é dita quase automórfica compacta se

para toda seqüência de números reais (s�n), existe a subsequência (sn) tal que

g(t, y) = lim
n→∞

f(t + sn, y)

e

lim
n→∞

g(t − sn, y) = f(t, y)

para cada t ∈ R e y ∈ Y e a convergência é uniforme para t em subconjuntos compactos de R.
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Denotamos por AAc(R× Y, X) o conjunto de tais funções.

Para as propriedades de funções quase automórficas referimos o leitor a [104, 105]. Uni-

camente mencionamos aqui que a imagem de uma função quase automórfica é um conjunto

relativamente compacto.

Definição 1.6. Uma função contínua f : R+ → X é dita assintoticamente quase automórfica

se existem duas funções g ∈ AA(X) e ϕ ∈ C0(R
+, X) tal que

f(t) = g(t) + ϕ(t), t ∈ R
+.

A função g é chamada termo quase automórfico de f .

Denotamos porAAA(X) o espaço de todas as funções assintoticamente quase automórficas

f : R
+ → X . O espaço AAA(X) é um espaço de Banach com a norma da convergência

uniforme. Ademais, AAA(X) = AA(X)⊕ C0(R
+, X).

Observação 1.4. Algumas propriedades adicionais son as seguintes:

(i) O espaço AAA(X) também pode ser dotado com a norma equivalente ([104, Teorema

1.41])

|f | = sup
t∈R

�g(t)�+ sup
t≥0

�ϕ(t)�,

onde f = g + ϕ com g ∈ AA(X) e ϕ ∈ C0(R
+, X).

(ii) A imagem de qualquer função assintoticamente quase automórfica é relativamente com-

pacta ([48, Lemma 1.9]).

(iii) Se f ∈ AAA(X) e f = g + ϕ é a descomposição com g ∈ AA(X) y ϕ ∈ C0(R
+, X),

então {g(t) : t ∈ R} ⊆ {f(t) : t ∈ R} ([48, Lema 1.7]).

Definição 1.7. Uma função contínua f : R+ → X é dita assintoticamente quase automórfica

compacta se existem duas funções g ∈ AAc(X) e ϕ ∈ C0(R
+, X) tal que

f(t) = g(t) + ϕ(t), t ∈ R
+.

Denotamos por AAAc(X) o espaço de todas as funções assintoticamente quase automórfi-

cas compactas f : R+ → X .
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No que segue denotaremos por C0(R
+ × Y, X) o espaço de todas as funções contínuas

f : R+ × Y → X tal que limt→∞ f(t, y) = 0 uniformemente para y em qualquer subconjunto

compacto de Y .

Definição 1.8. Uma função contínua f : R+×Y → X é dita assintoticamente quase automór-

fica se existem duas funções g ∈ AA(R× Y, X) e ϕ ∈ C0(R
+ × Y, X) tal que

f(t, x) = g(t, x) + ϕ(t, x), x ∈ X, t ∈ R
+.

Usaremos a notação AAA(R+×Y, X) para o espaço consistente das funções envolvidas na

Definição 1.8.

De maneira similar estabelecemos o seguinte conceito.

Definição 1.9. Uma função contínua f : R
+ × Y → X é dita assintoticamente quase au-

tomórfica compacta se existem duas funções g ∈ AAc(R × Y, X) e ϕ ∈ C0(R
+ × Y, X) tal

que

f(t, x) = g(t, x) + ϕ(t, x), x ∈ X, t ∈ R
+.

Usaremos a notação AAAc(R
+ × Y, X) para o espaço consistente das funções envolvidas

na Definição 1.9.

Definição 1.10. Uma função contínua f : R+ × Y → X é dita uniformemente contínua em

conjuntos limitados uniformemente para t ∈ R
+ se para todo ε > 0 e todo subconjunto limitado

K de Y , existe δε,K > 0 tal que �f(t, y1) − f(t, y2)� ≤ ε para todo t ∈ R
+ e todo y1, y2 ∈ Y

com �y1 − y2� ≤ δε,K.

Lema 1.6. (Ding et al. [48]) Seja f : R
+ × Y → X uma função assintoticamente quase

automórfica e uniformemente contínua em conjuntos limitados uniformemente para t ∈ R
+.

Seja u : R+ → Y uma função assintoticamente quase automórfica. Então a função R
+ → X ,

t �→ f(t, u(t), é assintoticamente quase automórfica.

Lema 1.7. Seja B um espaço de fase com memória amortecida.

(a) Sejam f ∈ AAc(R × Y, X) e u ∈ AAc(Y ). Seja Φ(t) = f(t, u(t) para t ∈ R. Se a

família {f(t, ·) : t ∈ R} é equi uniformemente contínua no conjunto R(u), então Φ ∈ AAc(X).
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(b) Sejam f ∈ AAAc(R
+ × Y, X) e u ∈ AAAc(Y ). Seja Φ(t) = f(t, u(t) para t ≥ 0.

Se a família {f(t, ·) : t ≥ 0} é equi uniformemente contínua no conjunto R(u), então Φ ∈

AAAc(X).

1.2.3 Funções S-assintoticamente ω-periódicas

Lembraremos a noção de função S-assintoticamente ω-periódica.

A literatura concernente às funções S-assintoticamente ω-periódicas com valores num es-

paço de Banach é muito nova. Recentemente alguns artigos foram publicados por Henríquez

et al. [72, 73], Nicola e Pierri [108], Cuevas e de Souza [36, 37], de Andrade e Cuevas [41],

Caicedo e Cuevas [20], Cuevas e Lizama [32].

Definição 1.11. (Henríquez et al. [72]) Uma função f ∈ Cb(R
+;X) é chamada S-assintotica-

mente periódica se existe ω > 0 tal que limt→∞

�
f(t + ω) − f(t)

�
= 0. Neste caso, dizemos

que ω é o período assintótico de f e que f é S-assintoticamente ω-periódica.

Neste trabalho usamos a notação SAPω(X) para representar o subespaço do espaço

Cb(R
+, X) de todas as funções S-assintoticamente ω-periódicas. No resto desta seção ω > 0 é

um número real fixo.

Note que SAPω(X) munido da norma do supremo é um espaço de Banach.

Definição 1.12. ([72]) Uma função contínua f : [0,∞) → X é dita assintoticamente ω-

periódica se existe uma função ω-periódica g e φ ∈ C0(R
+;X) tal que f = g + φ.

Observação 1.5. Em [72] foi mostrado o surpreendente fato de que a propriedade limt→∞�
f(t + ω) − f(t)

�
= 0 não caracteriza funções assintoticamente ω-periódicas. Especifica-

mente, os autores mostraram que o conjunto das funções assintoticamente ω-periódicas esta

propriamente contido em SAPω(X).

Definição 1.13. ([72]) Uma função contínua f : [0,∞) × X → Y é dita uniformemente S-

assintoticamente ω-periódica em conjuntos limitados se para todo subconjunto limitado K de

X , o conjunto {f(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} é limitado e limt→∞

�
f(t + ω, x) − f(t, x)

�
= 0,

uniformemente para x ∈ K.
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Definição 1.14. ([72]) Uma função contínua f : [0,∞) × X → Y é dita assintoticamente

uniformemente contínua em conjuntos limitados se para todo � > 0 e para todo subconjunto

limitado K de X , existem L�, K ≥ 0 e δ�, K > 0 tal que �f(t, x) − f(t, y)� ≤ � para todo

t ≥ L�, K e todo x, y ∈ K com �x − y� ≤ δ�, K .

Lema 1.8. ([72]) Seja f : [0,∞) × X → Y uma função uniformemente S-assintoticamente

ω-periódica em conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente contínua em conjuntos

limitados. Se u : [0,∞) → X é uma função S-assintoticamente ω-periódica, então a função

v(t) = f(t, u(t)) ∈ SAPω(Y ).

Lema 1.9. (Henríquez et al. [73]) Se u ∈ Cb(R
+, X) é uma função tal que lim

t→∞
(u(t + nω)−

u(t)) = 0, uniformemente para n ∈ N, então u(·) é assintoticamente ω-periódica.

Lema 1.10. ([72]) Seja f : [0,∞) × X → Y uma função assintoticamente uniformemente

contínua em conjuntos limitados. Suponha que para todo subconjunto limitado K ⊆ X , o

conjunto {f(t, x) : t ≥ 0, x ∈ K} é limitado e limt→∞ �f(t + nω, x) − f(t, x)� = 0,

uniformemente para x ∈ K e n ∈ N. Seja u ∈ Cb(R
+;X) tal que lim

t→∞
u(t + nω) − u(t) = 0,

uniformemente em n ∈ N, então lim
t→∞

f(t + nω, u(t + nω)) − f(t, u(t)) = 0, uniformemente

em n ∈ N.

Lema 1.11. (Caicedo et al. [21]) Seja {R(t) : t ≥ 0} uma família fortemente contínua de

operadores lineares limitados en X satisfazendo �R(t)� ≤ �Me−µt para todo t ≥ 0, onde
�M, µ > 0 são constantes. Seja u ∈ SAPω(X). Definimos

v(t) =

� t

0

R(t − s)u(s)ds. (1.14)

Então v ∈ SAPω(X).

Demonstração. A estimativa �v�∞ ≤
�M
µ
�u�∞ mostra que v ∈ Cb([0,∞), X). Para � > 0,

selecionamos T > 0 tal que �u(t+ω)−u(t)� ≤ � para todo t ≥ T e
�∞

T
e−µsds ≤ �. Portanto,

para t ≥ 2T , obtemos

�v(t + ω)− v(t)� ≤ �M�u�∞

� t+ω

t

e−µsds + 2�M�u�∞

� t

T

e−µsds + ��M

� T

0

e−µsds

≤ �M

�

3�u�∞ +
1

µ

�

�,

o qual completa a demonstração.
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De maneira similar, podemos estabelecer.

Lema 1.12. Seja {R(t) : t ≥ 0} uma família fortemente contínua de operadores lineares

limitados en X satisfazendo �R(t)� ≤ �Me−µt para todo t ≥ 0. Seja u : [0,∞) → X assintoti-

camente ω-periódica. Então a função v(·) definida por (1.14) é assintoticamente ω-periódica.

Para estudar equações diferenciais funcionais com retardo finito r > 0 usaremos a seguinte

propriedade que é um consequência imediata de nossas definições.

Lema 1.13. Seja u : [−r,∞) → X uma função contínua. Se u|[0,∞) ∈ SAPω(X) e ut é a

função dada por ut(θ) = u(t + θ) para t ≥ 0 e −r ≤ θ ≤ 0, então a função [0,∞) →

C([−r, 0], X), t �→ ut, é S-assintoticamente ω-periódica (ut é chamada função historia).

De maneira similar, a relação entre os conceitos de funções S-assintoticamente ω-periódicas

e espaço de fase é fornecida pelo seguinte resultado.

Lema 1.14. ([73, Lema 2.10]) Suponha que B é um espaço de fase com memória amortecida.

Seja u : R → X tal que u0 ∈ B.

(i) Se u |[0,∞)∈ SAPω(X). Então a função t �→ ut pertence a SAPω(B).

(ii) Se u |[0,∞) é assintoticamente ω-periódica, então a função t �→ ut também é assintoti-

camente ω-periódica.

1.3 Equações integro-diferenciais

Nesta seção, A : D(A) ⊆ X → X é um operador linear fechado e {B(t) : t ≥ 0} é uma

família de operadores lineares fechados comD(B(t)) não depende de t e queD(A) ⊆ D(B(t))

para todo t ≥ 0.

Para estudar o problema de Cauchy abstrato

x�(t) = Ax(t) +

� t

0

B(t − s)x(s)ds, t ≥ 0, (1.15)

x(0) = z ∈ X, (1.16)

definiremos o conceito de operador resolvente (Diagana et al. [47]).
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Definição 1.15. (Desh et al. [45]) Uma família fortemente contínua {R(t) : t ≥ 0} ⊆ L(X) é

chamada um operador resolvente para (1.15) se as seguintes condições são satisfeitas:

(R1) Para cada x ∈ X , R(0)x = x.

(R2) Se x ∈ D(A), então R(t)x ∈ D(A) para todo t ≥ 0, a função AR(·)x é contínua e a

função R(·)x é contínuamente diferenciável em [0,∞).

(R3) Para x ∈ D(A), as seguintes equações são verificadas:

d

dt
R(t)x = AR(t)x +

� t

0

B(t − s)R(s)xds, t ≥ 0, (1.17)

d

dt
R(t)x = R(t)Ax +

� t

0

R(t − s)B(s)xds, t ≥ 0. (1.18)

Observação 1.6. Para maiores detalhes sobre equações integro-diferenciais, condições para

existência do operador resolvente, aplicações e temas relacionados, referimos ao leitor a [44,

60, 61]. Em particular, é imediato de (R2) que a aplicação R : [0,∞) → L([D(A)] é forte-

mente contínua.

No seguinte assumiremos que existe um operador resolvente para (1.15). A existência de

soluções da equação

x�(t) = Ax(t) +

� t

0

B(t − s)x(s)ds + f(t), t ≥ 0, (1.19)

com condição inicial (1.16) tem sido estudada por muitos autores.

Definição 1.16. (Grimmer [60]) Seja f : [0,∞) → X localmente integrável. Dizemos que a

função u : [0,∞) → X definida por

u(t) = R(t)z +

� t

0

R(t − s)f(s)ds, t ≥ 0,

é uma solução branda do problema (1.19)-(1.16).

Nos capítulos seguintes assumiremos também que o operador resolvente satisfaz a seguinte

condição de comportamento assintotico.
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(R4) Existem constantes �M, µ > 0 tal que �R(t)� ≤ �Me−µt para todo t ≥ 0.

Para condições que asseguram a existência de operadores resolventes que satisfazem a

condição (R4) referimos ao leitor a [60, Teorema 4.1].

Para estabelecer alguns resultados, utilizaremos a seguinte propriedade de compacidade.

Seja h : [0,∞) → [1,∞) uma função contínua não-decrescente tal que h(t) → ∞ quando

t → ∞. Em seguida, denotamos Ch(Z) o espaço

Ch(Z) =

�

u ∈ C([0,∞), Z) : lim
t→∞

u(t)

h(t)
= 0

�

munido com a norma �u�h = supt≥0
�u(t)�
h(t)

.

Lema 1.15. (Cuevas-Henríquez [27]) Um conjunto K ⊆ Ch(Z) é relativamente compacto em

Ch(Z) se verifica as seguintes condições:

(c-1) Para todo b > 0, o conjunto Kb = {u|[0,b] : u ∈ K} é relativamente compacto in

C([0, b], Z).

(c-2) limt→∞
�u(t)�
h(t)

= 0 uniformemente para u ∈ K.

No que segue vamos considerar um tipo particular de equação integro-diferencial

u�(t) =
1

Γ(α − 1)

� t

0

(t − s)α−2Au(s)ds + f(t), t ≥ 0, (1.20)

u(0) = z, (1.21)

onde 1 < α < 2, A : D(A) ⊆ X → X é um operador setorial e f : R+ → X é uma função

contínua.

Definição 1.17. (Lunardi [94]) Um operador linear fechado A com domínio denso D(A) em

X é dito setorial de tipo ω e ângulo θ se existem constantes ω ∈ R, θ ∈ (0,
π

2
), N > 0 tal que

seu resolvente existe fora do setor

ω + Σθ := {λ + ω : λ ∈ C , |arg(−λ)| < θ}, (1.22)

�(λ − A)−1� ≤
N

|λ − ω|
, λ /∈ ω + Σθ. (1.23)
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Para mais detalhes sobre operadores setoriais referimos a [94].

Definição 1.18. (Bazhelekova [14]) Seja A um operador linear fechado com domínio D(A)

definido em X . Dizemos que A é o gerador de um operador solução para (1.20) se existe

ω ∈ R e uma função fortemente contínua Eα : R+ → L(X) tal que {λα : Reλ > ω} ⊂ ρ(A)

e

λα−1(λαI − A)−1 =

� ∞

0

e−λtEα(t)x dt, Reλ > ω, x ∈ X.

Neste caso, Eα é dito operador solução gerado por A para (1.20).

Se assumimos que A é setorial com 0 ≤ θ < π(1 − α/2), então A é o gerador de um

operador solução dado por

Eα(t) =

�

Γ

eλtλα−1(λα − A)−1dλ, t ≥ 0,

com Γ um caminho apropriado que se encontra fora do setor ω + Σθ.

Lema 1.16. (Cuesta [26, Teorema 1]) Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial em X,

satisfazendo as hipóteses (1.22)-(1.23), para algum N > 0, ω < 0 e 0 ≤ θ < π(1 − α/2).

Então existe C(θ, α) > 0 dependendo unicamente de θ e α, tal que

�Eα(t)� ≤
C(θ, α)N

1 + |ω|tα
. (1.24)

Vamos considerar a seguinte condição.

(S) O operador A é setorial de tipo ω < 0 e ángulo θ satisfazendo 0 ≤ θ < π(1− α/2).

Lema 1.17. Seja 1 < α < 2. Assumamos que se tem (S) e u ∈ AAA(X). Seja Φ a função

definida por

Φ(t) =

� t

0

Eα(t − s)u(s)ds

então Φ ∈ AAA(X).

Demonstração. Como u ∈ AAA(X) escrevemos u(t) = g(t) + h(t), com g ∈ AA(X) e

h ∈ C0(R
+, X), então podemos decompor

Φ(t) =

� t

0

Eα(t − s)g(s) ds +

� t

0

Eα(t − s)h(s) ds.

38



Agora definimos as funções G : R → X e H : R+ → X por

G(t) =

� t

−∞

Eα(t − s)g(s) ds

e

H(t) = −

� 0

−∞

Eα(t − s)g(s) ds +

� t

0

Eα(t − s)h(s) ds.

Como g ∈ AA(R, X), podemos dizer que G ∈ AA(R, X) em vista de [11, Lema 3.1].

Mostraremos que H ∈ C0(R
+, X). Claramente H é contínua e limitada em R

+. Além

disso, para � > 0 existe T > 0 tal que �h(s)� ≤ � para todo s ≥ T . Definindo

hT = sup
s∈[0,T ]

�h(s)� < �h�∞ < ∞.

e usando (1.24), obtemos

�H(t)� =

�
�
�
�
�

� T

0

Eα(t− s)h(s)ds+

� t

T

Eα(t− s)h(s)ds−

�
0

−∞

Eα(t− s)g(s)ds

�
�
�
�
�

≤

� T

0

C(θ, α)M

1 + |ω|(t− s)α
�h(s)�ds+

� t

T

C(θ, α)M�

1 + |ω|(t− s)α
ds+

�
0

−∞

C(θ, α)M

1 + |ω|(−s)tα
�g(s)�ds

≤

� T

0

C(θ, α)M

1 + |ω|(t− s)α
hT ds+

� t

T

C(θ, α)M�

1 + |ω|(t− s)α
ds+

�
0

−∞

C(θ, α)M

1 + |ω|(−s)tα
�g�∞ds

≤
C(θ, α)M

|ω|

�� T

0

(t− s)−αhT ds+

�
0

−∞

(t− s)−α�g�∞ ds

�

+

� t

T

C(θ, α)M�

1 + |ω|(t− s)α
ds.

Como � t

T

1

1 + |ω|(t− s)α
ds ≤

�
∞

0

1

1 + |ω|sα
ds =

|ω|−1/απ

α sin (π/α)

para 1 < α < 2, obtemos

�H(t)� ≤
C(θ, α)M

|ω|

�� T

0
(t− s)−αhTds+

� 0

−∞
(t− s)−α�g�∞ds

�

+

� ∞

0

C(θ, α)M�

1 + |ω|sα
ds

≤
C(θ, α)M

(α− 1)|ω|

��
(t− T )1−α − t1−α

�
�h�∞ + t1−α�g�∞

�
+ C(θ, α)M�

|ω|−1/απ

α sin (π/α)
.

De (t−T ) < t e 1−α < 0, temos (t−T )1−α− t1−α > 0. Assim t1−α → 0 e (t−T )1−α → 0 quando

t → ∞. Portanto limt→+∞H(t) = 0. A demonstração está completa já que Φ(t) = G(t) +H(t), t ∈

R
+.

Lema 1.18. ([48], Lema 2.2) Suponhamos que g ∈ AA(R× X, X) é uniformemente contínua

em todo subconjunto K de X , uniformemente em t ∈ R. Então u ∈ AA(R, X) implica que a

função G(·) = g( · , u(·)) pertence AA(R, X).
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Capítulo 2

Soluções Quase Periódicas de Equações

Diferenciais Parciais com Retardo

Este capítulo é dedicado a estudar a existência de soluções quase periódicas e quase automórfi-

cas de equações diferenciais funcionais parciais com retardo.

Neste capítulo denotamos porX um espaço de Banach complexo com norma �·�. De agora

em diante, representaremos porA o gerador infinitesimal de um semigrupo fortemente contínuo

de operadores lineares limitados T (t) em X .

2.1 Equações diferenciais parciais com retardo finito

Nesta seção continuamos a usar a notaçãoC para o espaço das funções contínuas C([−r, 0];X),

r > 0, munido com a norma da convergência uniforme. Estamos interessados na existência de

soluções quase periódicas e quase automórficas para o problema de Cauchy

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t), t ∈ R, (2.1)

onde x(t) ∈ X , a função xt : [−r, 0] → X , denota o segmento de x(·) em t, é dada por

xt(θ) = x(t + θ), L : C → X é uma aplicação linear limitada, e f : R → X é uma função

contínua. A condição usual para a existência de soluções quase periódicas para esse prob-

lema é que o semigrupo T (·) é compacto. Por exemplo, o problema de existência de soluções
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quase automórficas tem sido estudado recentemente por Ezzinbi e N’Guérékata [53] usando

essa condição. Nosso objetivo nesta seção é estabelecer a existência de soluções quase periódi-

cas para uma classe de equações em que o semigrupo T (·) não é compacto.

Como modelo consideramos a equação de onda com retardo

∂2

∂t2
w(ξ, t) + β

∂

∂t
w(ξ, t) =

∂2

∂ξ2
w(ξ, t) +

� 0

−r

dθN(θ)w(ξ, t + θ) + b(ξ, t),

w(0, t) = w(π, t) = 0,

para 0 ≤ ξ ≤ π e t ≥ 0, onde a função escalar N(·) tem variação limitada em [−r, 0] e b(·) é

uma função apropriada.

Em toda esta seção assumiremos que A e L satisfazem a condições gerais consideradas na

seção 1.1 e usaremos todas as notações y resultados estabelecidos nessa seção.

Inicialmente estabelecemos formalmente o seguinte conceito.

Definição 2.1. Uma função contínua x : R → X é dita uma solução branda para a equação

(2.1) se para cada σ ∈ R a restrição x : [σ,∞) → X é uma solução branda da equação (1.1)

com condição inicial xσ em t = σ.

Se o semigrupo V é quase-compacto, podemos aplicar as propriedades e notações introduzi-

das na Observação 1.1 em relação com a equação homogênea (1.4). Em particular, colocamos

Λ = {λ ∈ σp(AV ) : Re(λ) ≥ 0}.

Uma applicação direta de [82, Teorema 4.3] fornece a siguente propriedade.

Proposição 2.1. (Henríquez et al. [70]) Assuma que o semigrupo T é uniformemente estável e

que o operador T (t)L é compacto para t > 0. Se x : R → X é uma solução branda de (2.1)

em R, então z(t) = �Ψ, xt� é uma solução da equação diferencial

z�(t) = Gz(t) + �x∗, f(t)�, t ∈ R. (2.2)

Reciprocamente, se f é uma função limitada em R e z(·) é uma solução de (2.2), então a função

x : R → X dada por

x(t) =

�

Φz(t) + lim
n→∞

� t

−∞

V Q(t − s)ΠQ(Γnf(s)) ds

�

(0), t ∈ R, (2.3)

é uma solução branda de (2.1).
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Agora estamos em posição de estabelecer o principal resultado desta seção.

Teorema 2.1. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estável e que o operador T (t)L é

compacto para t > 0. Seja f : R → X uma função quase periódica. Se a equação (2.1) tem

uma solução branda limitada em R
+, então tem uma solução branda quase periódica.

Demonstração. Seja x(·) a solução branda de (2.1) dada por (2.3). Como z(t) satisfaz a equação

(2.2) e σp(G) ⊆ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}, então z(·) é limitado em R. Segue-se de [25,

Teorema 4.2] que z(·) é uma função quase periódica. Por outro lado, se denotamos

Y (t) = lim
n→∞

� t

−∞

V Q(t − s)ΠQ(Γnf(s)) ds, t ∈ R, (2.4)

e

Y n(t) =

� t

−∞

V Q(t − s)ΠQ(Γnf(s)) ds, t ∈ R, (2.5)

então

Y n(t + τ)− Y n(t) =

� t+τ

−∞

V Q(t + τ − s)ΠQ(Γnf(s))ds

−

� t

−∞

V Q(t − s)ΠQ(Γnf(s)) ds

=

� t

−∞

V Q(t − s)ΠQ(Γn(f(s + τ)− f(s))) ds.

Seja ε > 0 e Pε um conjunto relativamente denso em R para o qual a estimativa (1.13)

se satisfaz. Utilizando que V Q(t) é um semigrupo uniformemente estável, existem constantes

M1 ≥ 1 e α > 0 tal que �V Q(t)� ≤ M1e
−αt para t ≥ 0. Como �Γn� ≤ 1, da expressão anterior

se segue que

�Y n(t + τ)− Y n(t)� ≤
M2

α
ε,

para certa constante M2 ≥ 0. Como essa estimativa é não depende de n, nós também obtemos

que

�Y (t + τ)− Y (t)� ≤
M2

α
ε,

o qual mostra que a função Y (·) é quase periódica. Completamos a demonstração combinando

esta afirmação com a expressão (2.3).
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Agora estamos em posição de estabelecer um resultado análogo no caso de funções quase

automórficas:

Teorema 2.2. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estável e que o operador T (t)L é

compacto para t > 0. Seja f : R → X uma função quase automórfica. Se a equação (2.1) tem

uma solução branda limitada em R
+, então ela tem uma solução branda quase automórfica.

Demonstração. Seja x(·) uma solução branda de (2.1) dada por (2.3). Como z(t) satisfaz a

equação (2.2) e σp(G) ⊆ {λ ∈ C : Re(λ) ≥ 0}, então z(·) é limitado em R. Segue-se de

[104, Teorema 2.4] que z(·) é um função quase automórfica. Por outro lado, de (2.5) podemos

escrever

Y n(t) =

� ∞

0

V Q(s)ΠQ(Γnf(t − s)) ds, t ∈ R.

Seja (s�k) uma seqüência arbitrária de números reais. Como f é quase automórfica, existe uma

subsequência (sk) ⊂ (s�k) tal que limk→∞ f(t + sk) = g(t) e limk→∞ g(t − sk) = f(t) em R.

Conseqüêntemente, se fixamos t ∈ R, podemos afirmar que

lim
k→∞

f(t − s + sk) = g(t − s)

para cada s ∈ R. Além disso,

Y n(t + sk) =

� ∞

0

V Q(s)ΠQ(Γnf(t − s + sk)) ds.

Utilizando que V Q(t) é um semigrupo uniformemente estável e que �Γn� ≤ 1 obtemos que

a função V Q(s)ΠQ(Γn(f(t − s + sk)) é limitada por uma função integrável em [0,∞). Agora,

aplicando o teorema da convergência dominada de Lebesgue ([104, Teorema 1.9]), obtemos

lim
k→∞

Y n(t + sk) =

� ∞

0

V Q(s)ΠQ(Γng(t − s)) ds := Xn(t),

para cada t ∈ R. É claro que podemos aplicar o mesmo argumento para obter limk→∞ Xn(t −

sk) = Y n(t), para cada t ∈ R, o qual mostra que a função Y n(·) é quase automórfica.

Por outro lado, para a > 0 podemos escrever

Y n(t) =

� a

0

V Q(s)ΠQ(Γnf(t − s)) ds +

� ∞

a

V Q(s)ΠQ(Γnf(t − s)) ds
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e � ∞

a

V Q(s)ΠQ(Γnf(t − s)) ds → 0, a → ∞,

uniformemente em relação com n ∈ N e t ∈ R. Além disso, como f é limitada, utilizando

a construção no Teorema 3.1 em (Hino et al. [82]), especialmente o Lema 3.3, podemos con-

cluir que Y n(·) converge uniformemente en R a Y (·), todo o qual mostra que Y (·) é quase

automórfica. Completamos a demonstração com o argumento utilizado em Teorema 2.1.

A condição do semigrupo T ser uniformemente estável é um pouco exigente. No entanto,

existem importantes sistemas de controle distribuídos sem retardo modelados por uma equação

do tipo

x�(t) = Ax(t) + B1u(t), (2.6)

onde B1 : Ck → X é uma aplicação linear, que são estabilizáveis. Referimos a [35, 120] para

uma discussão sobre esse assunto. Vamos formalizar essa idéia.

Definição 2.2. Dizemos que um semigrupo T (t) com gerador infinitesimal A é estabilizável se

existe uma aplicação linear compacta K : X → X tal que o semigrupo S(t) gerado por A+K

é uniformemente estável.

Corolário 2.1. Assuma que o semigrupo T (·) é estabilizável e o operador T (t)L é compacto

para t > 0. Seja f : R → X uma função quase periódica. Se a equação (2.1) tem uma solução

branda limitada em R
+, então tem uma solução branda quase periódica.

Demonstração. Segue-se de nossas hipóteses que existe um operador linear compacto K :

X → X tal que o semigrupo �T (t) gerado por �A = A+K é uniformemente estável. A equação

(2.1) pode-se escrever

x�(t) = (A + K)x(t) + �L(xt) + f(t)

= �Ax(t) + �L(xt) + f(t), (2.7)

onde o operador �L : C → X é dado por

�L(ϕ) = L(ϕ)− Kϕ(0).

Além disso,
�T (t)�L(ϕ) = �T (t)L(ϕ)− �T (t)Kϕ(0). (2.8)
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Como K é um operador compacto, podemos afirmar que o operador definido pelo segundo

termo no lado direito de (2.8) define um operador compacto. Similarmente, é bem conhecido

([112]) que

�T (t)x = T (t)x +

� t

0

�T (t − s)KT (s)xds

e argumentando como na demonstração do Teorema 1.1, obtemos que �T (t)L é um operador

compacto. Consequentemente, �T (t)�L é um operador compacto, e podemos afirmar que a

equação (2.7) satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1.

Combinando esse resultado com os critérios de estabilização estabelecidos em [38, 120],

podemos apresentar alguns resultados para a existência de soluções quase periódicas da equação

(2.1) em termos da controlabilidade do sistema (2.6).

Definição 2.3. Dizemos que o sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito se

para todo x1 ∈ X e ε > 0, existe t1 > 0 e u ∈ L1([0, t1],C
k) tal que a solução branda x(·) de

(2.6) satisfaz �x(t1)− x1� ≤ ε.

Em relação com esta definição é importante mencionar que na literatura existem numerosos

critérios de controlabilidade aproximada para diferentes classes de sistemas.

No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposição topológicaX = X0⊕X1,

onde Xi são subespaços invariantes em A, e X1 é um espaço de dimensão finita. Seja Ti(t) a

restrição do semigrupo T (t) em Xi para i = 0, 1. Combinando o Corolário 2.1 com [35,

Corolário 3.33] obtemos o seguinte resultado:

Corolário 2.2. Seja f : R → X uma função quase periódica. Assuma que se tem a seguinte

condição:

(a) O semigrupo T0(t) é uniformemente estável.

(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(c) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(d) A equação (2.1) tem uma solução branda limitada em R
+.
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Então a equação (2.1) tem uma solução branda quase periódica.

Em [38, 114, 120] o leitor encontrará muitos sistemas que satisfacem as condições do

Corolário 2.2. Similarmente, do Corolário 2.2 e dos resultados de [15], obtemos a seguinte

conseqüência da controlabilidade.

Corolário 2.3. Seja f : R → X uma função quase periódica. Assuma que X é um espaço

de Hilbert e e que T (t) é um semigrupo de contrações tal que T (t0) é compacto para algúm

t0 > 0.

Assuma além disso, que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(b) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(c) A equação (2.1) tem uma solução branda em R
+.

Então a equação (2.1) tem uma solução branda quase periódica.

Demonstração. Segue de [15, Theorem 3.4.1] que o semigrupo S(t) gerado por A − B1B
∗
1 é

fortemente estável. Alem disso, de

S(t)x = T (t)x −

� t

0

S(t − s)BB∗T (s)xds,

obtemos que S(t0) é um operador compacto. Usando agora [16, Theorem 1.4.6] deduzimos

que S(t) é uniformemente estável. Portanto, o semigrupo T (t) é estabilizável e a afirmação é

conseqüência do Corolário 2.1.

Resultados similares podem estabelecerse em relação com a existência de soluções quase

automórficas.

Corolário 2.4. Assuma que o semigrupo T (·) é estabilizável e que o operador T (t)L é com-

pacto para t > 0. Seja f : R → X uma função quase automórfica. Se a equação (2.1) tem uma

solução branda em R
+, então ela tem uma solução branda quase automórfica.
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No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposição topológicaX = X0⊕X1,

ondeXi são subespaços invariantes em A, eX1 é um espaço de dimensão finita. Seja Ti(t) uma

restrição do semigrupo T (t) em Xi para i = 0, 1.

Corolário 2.5. Seja f : R → X uma função quase automórfica. Assuma que se têm as seguintes

condições:

(a) O semigrupo T0(t) é uniformemente estável.

(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(c) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(d) A equação (2.1) tem uma solução branda limitada em R
+.

Então a equação (2.1) tem uma solução branda quase automórfica.

Corolário 2.6. Seja f : R → X uma função quase automórfica. Assuma que X é um espaço de

Hilbert, e que T (t) é um semigrupo de contrações tal que T (t0) é compacto para algúm t0 > 0.

Assuma, além disso, que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(b) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(c) A equação (2.1) tem uma solução branda limitada em R
+.

Então a equação (2.1) tem uma solução branda quase automórfica.

2.2 Aplicações

Em esta seção aplicamos nossos resultados ao estudo da existência de soluções quase periódicas

e quase automórficas de dois classes de equações diferenciais abstratas.
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2.2.1 Aplicação 1

Inicialmente vamos considerar sistemas regidos por equações diferenciais parciais de primeiro

ordem. Este tipo de equações descreve interesantes fenômenos tais como modelos de trans-

porte (Salsa [118]) ou modelos de crecimento de populações (Murray [103]). Para simplificar a

exposição vamos considerar

∂w(t, ξ)

∂t
+

∂w(t, ξ)

∂ξ
+ αw(t, ξ) +

� ∞

−∞

g(ξ, η)w(t − r, η)dη = f̃(t, ξ), (2.9)

w(θ, ξ) = ϕ(θ, ξ), (2.10)

para ξ ∈ R, t ≥ 0, −r ≤ θ ≤ 0, onde α, r > 0 e g, f̃ , ϕ são funções que satisfacem condições

apropriadas que seram especificadas mais adiante. É conhecido [13, Exemplo 4.6.1] que o

problema de valores iniciais

∂w(t, ξ)

∂t
+

∂w(t, ξ)

∂ξ
+ αw(t, ξ) = 0, ξ ∈ R, t ≥ 0, (2.11)

w(0, ξ) = ξ, ξ ∈ R, (2.12)

pode ser modelado por um problema de Cauchy abstrato no espaço X = L2(R).

Por essa razão, no que segue vamos supor que h ∈ X , f : R → X definida por f(t) = f̃(t, ·)

é uma função contínua limitada, e que ϕ ∈ C([−r, 0], X), onde nos abreviamos a notação

escrevendo ϕ(θ)(ξ) = ϕ(θ, ξ). Seja A o operador

Az(ξ) = −
dz(ξ)

dξ
− αz(ξ)

no domínio D(A) = H1(R). O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente

contínuo T (t) em X definido por

T (t)z(ξ) = e−αtz(ξ − t), t, ξ ∈ R.

Conseqüêntemente, o problema (2.11)-(2.12) reduz-se ao problema de Cauchy abstrato

x�(t) = Ax(t),

x(0) = h.

Ademais, o semigrupo T (t), t ≥ 0, é uniformemente estável, e o operador T (t) não é compacto

já que T (t) têm inversa limitada T (−t).

Alem disso, vamos a supor que g : R2 → R é contínua e
�∞

−∞

�∞

−∞
|g(ξ, η)|2dηdξ < ∞.
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Lema 2.1. Nas condições anteriores, o operador linear N : X → X definido por

Nz(ξ) =

� ∞

−∞

g(ξ, η)z(η)dη

é compacto.

Demonstração. Para n ∈ N, definimos Nn : X → X por

Nnz(ξ) =

� n

−n

g(ξ, η)z(η)dη, −n ≤ ξ ≤ n,

e Nnz(ξ) = 0 para |ξ| > n. De [50, Proposition 9.5.2] obtemos que Nn é um operador com-

pacto. No que segue mostraremos que Nn → N , quando n → ∞ na norma de operadores. De

fato, para z ∈ X temos

�Nz − Nnz�2 =

� ∞

−∞

|Nz(ξ)− Nnz(ξ)|2dξ

=

� −n

−∞

�
�
� ∞

−∞

g(ξ, η)z(η)dη|2dξ +

� n

−n

|

� −n

−∞

g(ξ, η)z(η)dη

+

� ∞

n

g(ξ, η)z(η)dη
�
�2dξ +

� ∞

n

�
�
� ∞

−∞

g(ξ, η)z(η)dη
�
�2dξ

≤

� −n

−∞

� ∞

−∞

|g(ξ, η)|2dηdξ�z�2 + 2

� n

−n

� −n

−∞

|g(ξ, η)|2dηdξ�z�2

+2

� n

−n

� ∞

n

|g(ξ, η)|2dηdξ�z�2 +

� ∞

n

� ∞

−∞

|g(ξ, η)|2dη|dξ�z�2.

Seja Dn = {(ξ, η) : ξ, η ∈ [−n, n]}. A estimativa precedente mostra que

�N − Nn�
2 ≤ 2

� �

R2\Dn

|g(ξ, η)|2dηdξ → 0, n → ∞,

pelo teorema da convergência limitada de Lebesgue.

Este resultado é também válido para algumas funções discontínuas [95, Proposition V.4.1].

Agora definimos L : C([−r, 0], X) → X por L(ψ) = −Nψ(−r). Segue-se do Lema 2.1

que L é uma aplicação compacta. O sistema original (2.9)-(2.10) é representado pelo o sistema

abstrato

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + f(t),

x0 = ϕ,
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e como conseqüência do Teorema 2.1 e do Teorema 2.2 podemos estabelecer.

Corolário 2.7. Nas anteriores condições, seja f : R → X uma função quase periódica (respec-

tivamente, quase automórfica). Se o problema (2.9)-(2.10) tem uma solução branda limitada em

R
+. Então o problema (2.9)-(2.10) tem uma solução branda quase periódica (respectivamente,

quase automórfica).

2.2.2 Aplicação 2

No que sigue aplicamos nossos resultados para estudar a existência de soluções quase periódicas

e quase automórficas da equação da onda abstrata com retardo.

Seja H um espaço de Hilbert real. Seguindo [38, Exemplo 2.16] consideraremos a equação

de onda abstrata

x��(t) + βx�(t) + Ax(t) = 0, (2.13)

x(0) = x0, x�(0) = x1, (2.14)

onde x(t) ∈ H , β > 0 e A é um operador auto-adjunto positivo com domínio D(A) tal que

�Ax, x� ≥ k�x�2, ∀x ∈ D(A),

para alguma constante k > 0.

Introduzindo o espaço de HilbertH = D(A1/2)× H com produto interno

�

�
x1

y1

�

,

�
x2

y2

�

� = �A1/2x1, A1/2x2�+ �y1, y2�,

podemos escrever (2.13) como um sistema de primeira ordem

w�(t) = Aw(t),

onde w(t) =

�
x(t)

x�(t)

�

∈ H e A =

�
0 I

−A −β

�

é definido em D(A) = D(A) × D(A1/2).

Então A gera um grupo fortemente contínuo G(t) em H. Consequentemente, G(t) não é com-

pacto.
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Agora consideramos a equação de onda não-homogênea

x��(t) + βx�(t) + Ax(t) = f(t). (2.15)

Usando a transformação anterior, podemos reduzir (2.15) a uma equação de primeira ordem

w�(t) = Aw(t) + �f(t),

onde �f(t) =

�
0

f(t)

�

.

Sem perda de generalidade, assumiremos que G(t) é uniformemente estável.

Finalmente consideramos a equação de onda com retardo

x��(t) + βx�(t) + Ax(t) = f(t) + L1(xt), (2.16)

onde L1 : C([−r, 0], H) → H é um operador linear limitado. Usando a transformação anterior,

podemos reduzir (2.16) a uma equação de primeira ordem com retardo

w�(t) = Aw(t) + L(wt) + �f(t), (2.17)

onde L : C([−r, 0],H) → H é dada por

L

��
ϕ

ψ

��

=

�
0

L1(ϕ)

�

.

A propriedade seguinte é uma consequência direta do Teorema 2.1.

Corolário 2.8. Nas condições anteriores, seja f : R → H uma função quase periódica (re-

spectivamente, quase automórfica). Assuma que L1 é um operador compacto, e que a equação

(2.16) tem uma solução branda limitada em R
+. Então a equação (2.16) tem uma solução

branda quase periódica (respectivamente, quase automórfica).

Demonstração. Está claro queL é um operador compacto assim queG(t)L também é compacto

para todo t > 0.
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2.3 Equações diferenciais parciais com retardo infinito

Nesta seção denotarmos por B um espaço de fase de funções ϕ : (−∞, 0] → X .

Estamos interessados na existência de soluções quase periódicas e quase automórficas para

equações diferenciais funcionais abstratas semi lineares com retardo infinito

u�(t) = Au(t) + f(t, ut), t ≥ 0, (2.18)

u0 = ϕ ∈ B, (2.19)

onde u(t) ∈ X , ut : (−∞, 0] → B é definida por ut(θ) = u(t + θ) e f : [0,∞) × B → X é

uma função apropriada e A é o gerador infinitesimal de um semigrupo (T (t))t≥0.

Vamos a supor que o semigrupo (T (t))t≥0 é uniformemente estável, especificamente exis-

tem �M ≥ 1 e ω < 0 tal que

�T (t)� ≤ �Meωt, para todo t ≥ 0. (2.20)

Para estudar este problema, vamos a supor que f : R+ ×B → X é contínua. Comparando com

o problema abstrato de Cauchy (Pazy [112]), estabelecemos o seguinte conceito de solução.

Definição 2.4. Uma função u : R → X é dita uma solução branda para o problema (2.18)-

(2.19) se u0 = ϕ, u é contínua em [0,∞) e

u(t) = T (t)ϕ(0) +

� t

0

T (t − s)f(s, us)ds, t ≥ 0. (2.21)

Agora estabelecemos o seguinte resultado de existência.

Teorema 2.3. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Suponhamos que f ∈

AAAc(R
+ × B, X) satisfaz a condição de Lipschitz

�f(t, ψ1)− f(t, ψ2)� ≤ Lf�ψ1 − ψ2�B, (2.22)

para todo (t, ψi) ∈ [0,∞)× B, i = 1, 2. Se
�MLfK

|ω|
< 1, então o problema (2.18)-(2.19) possui

uma unica solução branda u ∈ AAAc(X).
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Demonstração. Defina o espaço D = {u ∈ AAAc(X) : u(0) = φ(0)} munido com a métrica

dada por d(u, v) = �u − v�∞. Definimos o operador Γ em D por

Γu(t) = T (t)ϕ(0) +

� t

0

T (t − s)f(s, ũs)ds, t ≥ 0,

onde ũ : R → X é a função tal que ũ0 = φ em (−∞, 0] e ũ = u em [0,∞). Seja f = g + h,

onde g ∈ AAc(R× B, X) e h ∈ C0(R
+ × B, X). Seja u em D, com decomposição u = y + z

com y ∈ AAc(X) e z ∈ C0(R
+, X). Então ũt = yt + zt. Pelo [47, Lema 3.5] a função

t �→ yt ∈ AAc(B) e t �→ zt ∈ C0(R
+,B).

Usando (2.22) e o Lema 1.7 obtemos que a função t �→ f(t, ũt) ∈ AAAc(X). Notamos que

T (t)φ(0) ∈ C0(R
+, X). Agora é possível usar o mesmo argumento como no [47, Lema 3.4]

para mostrar que
� t

0
T (t − s)f(s, ũs)ds ∈ AAAc(X). Assim Γ : D → D é bem definido e

contínua.

Agora para u, v ∈ D, temos

�Γu(t)− Γv(t)� ≤ �MLf

� t

0
eω(t−s)�ũs − ṽs�Bds

≤
�MLfK

|ω|
�u − v�∞.

Assim d(Γu,Γv) ≤
�MLfK

|ω|
d(u, v).

Deduzimos a existência e unicidade de soluções assintoticamente quase automórficas com-

pactas como consequência do princípio da contração de Banach.

Podemos evitar a condição
�MLfK

|ω|
< 1 com o seguinte resultado complementar.

Teorema 2.4. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Seja f : R+ ×B → X uma

função assintoticamente quase automórfica compacta que satisfaz a condição de Lipschitz

�f(t, ψ1)− f(t, ψ2)� ≤ L(t)�ψ1 − ψ2�B, (2.23)

para todo (t, ψi) ∈ R
+ × B, i=1,2, onde L ∈ L1(R+,R+) ∩ C0(R

+,R+). Então o problema

(2.18)-(2.19) possui uma solução branda u ∈ AAAc(X).

53



Demonstração. Seja Γ a aplicação introduzida na demonstração do Teorema 2.3. Então Γ :

D → D esta bem definida. Ademais, para u, v ∈ D temos

�Γu(t)− Γv(t)� ≤ �M

� t

0

L(s)�ũs − ṽs�Bds

≤ �MK

� t

0

L(s)ds sup
0≤s≤t

�u(s)− v(s)�.

Repetindo a ideia, obtemos a seguinte estimativa

�Γ2u(t)− Γ2v(t)� ≤ �M

� t

0

L(s)�Γ̃us − Γ̃vs�Bds

≤ �MK

� t

0

L(s) sup
0≤ξ≤s

�Γu(ξ)− Γv(ξ)�ds

≤ (�MK)2
� t

0

L(s)

� s

0

L(ξ)dξds sup
0≤s≤t

�u(s)− v(s)�

≤
(�MK)2

2

�
� t

0

L(s)ds
�2

sup
0≤s≤t

�u(s)− v(s)�

≤
(�MK�L�1)

2

2
�u − v)�∞.

Em geral, conseguimos

d(Γnu,Γnv) ≤

�
�MK�L�1

�n

n!
d(u, v).

Portanto, como

�
�MK�L�1

�n

n!
< 1 para n suficientemente grande, podemos afirmar que Γ tem

um único ponto fixo. Isto completa a demonstração do teorema.

Em seguida estabelecemos duas versões do Teorema 2.3 que nos permitem considerar per-

turbações localmente Lipschitz para a equação (2.18).

Teorema 2.5. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Seja f : R+ ×B → X uma

função assintoticamente quase automórfica compacta que satisfaz a condição de Lipschitz

�f(t, ψ1)− f(t, ψ2)� ≤ L(R)�ψ1 − ψ2�B, (2.24)

para cada t ≥ 0 e ψ1, ψ2 ∈ B tal que �ψ1�B ≤ R, �ψ2�B ≤ R, onde L : R
+ → R

+ é

uma função contínua não-decrecente tal que L(0) = 0 e f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0. Então
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existe ε > 0 tal que para cada φ satisfazendo �φ�B ≤ ε , existe uma unica solução branda

assintoticamente quase automórfica compacta para o problema (2.18)-(2.19).

Demonstração. Vamos escolher λ, R > 0 tal que

�Mλ +
�M

|ω|
L
�
(K + λM)R

�
(K + λM) < 1.

Comprovaremos que a afirmação é valida para ε = λR. De fato, seja φ ∈ B tal que �φ�B ≤ λR.

Definamos o espaço DR = {u ∈ AAAc(X) : u(0) = φ(0), �u(t)� ≤ R, t ≥ 0} munido com

a métrica dada por d(u, v) = �u − v�∞. Definimos o operador Γ como na demonstração do

Teorema 2.3 no domimnio DR. O argumento usado na demonstração do Teorema 2.3 mostra

que Γ(AAAc(X)) ⊆ AAAc(X).

Em seguida, para qualquer u ∈ DR dado, mostrarmos que Γu ∈ DR. É suficiente demon-

strar que �Γu(t)� ≤ R para todo t ≥ 0. De fato

�Γu(t)� ≤ �M�φ�B + �M

� t

0

eω(t−s)L((K + λM)R)(K + λM)Rds

≤

�

�Mλ +
�M

|ω|
L((K + λM)R)(K + λM)

�

R ≤ R.

Portanto Γ(DR) ⊆ DR. Por outro lado u, v ∈ DR vemos que

�Γu(t)− Γv(t)� ≤ �M

� t

0

eω(t−s)L((K + λM)R)�ũs − ṽs�Bds

≤
�MK

|ω|
L((K + λM)R)�u − v�∞.

Inferimos que Γ é uma contração de DR em DR.

No seguinte vamos estudar a existência de soluções assintoticamente quase automórficas.

Teorema 2.6. Seja B ⊆ L∞((−∞, 0], X) um espaço de fase com memória amortecida. Seja

f : R× L∞((−∞, 0], X) → X uma função que satisfaz as seguintes condições:

(a) A função f ∈ AA(R× L∞((−∞, 0], X), X) e verifica a condição de Lipschitz (2.22).

(b) Se ψn ∈ L∞((−∞, 0], X) é uma seqüência uniformemente limitada que converge pon-

tualmente a ψ, então f(t, ψn) → f(t, ψ), n → ∞, uniformemente para t ≥ 0.
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Se
�MLfK

|ω|
< 1, então o problema (2.18)-(2.19) possui uma unica solução branda u ∈

AAA(X).

Demonstração. Defina o espaço D = {u ∈ AAA(X) : u(0) = φ(0)} munido com a métrica

dada por d(u, v) = �u − v�∞. Definimos o operador Γ em D como na demonstração do

Teorema 2.3.

Seja u em D, com decomposição u = y + z com y ∈ AA(X) e z ∈ C0(R
+, X). Então

ũt = yt + zt e �zt�B → 0, t → ∞.

Temos também a seguinte decomposição

f(s, ũs) = f(s, ũs)− f(s, ys) + f(s, ys).

Como

�f(s, ũs)− f(s, ys)� ≤ Lf�zs�B → 0, s → ∞,

a função f(t, ũt)− f(t, yt) ∈ C0((−∞, 0], X).

Seja (s�n)n uma seqüência em R. Então existe uma subseqüência (sn)n tal que y(t + sn) →

ỹ(t), ỹ(t − sn) → y(t), n → ∞, e f(t + sn, ψ) → f̃(t, ψ), f̃(t − sn, ψ) → f(t, ψ), n → ∞,

para toda ψ ∈ L∞((−∞, 0], X). Portanto,

f(t + sn, yt+sn)− f̃(t, ỹt) = f(t + sn, yt+sn)− f(t + sn, ỹt)

+f(t + sn, ỹt)− f̃(t, ỹt).

É claro que o primeiro termo do lado direito de esta decomposição converge a cero pela condição

(b) e o segundo termo também converge a cero pela construção. Ademais, seψn ∈ L∞((−∞, 0],

X) é uma seqüência uniformemente limitada que converge pontualmente a ψ, da decomposição

f̃(t, ψn)− f̃(t, ψ) = f̃(t, ψn)− f(t + sk, ψn) + f(t + sk, ψn)− f(t + sk, ψ)

+f(t + sk, ψ)− f̃(t, ψ)

e usando as propriedades da construção obtemos que f̃(t, ψn)−f̃(t, ψ) → 0, n → ∞, uniforme-

mente para t ∈ R. Usando agora esta propriedade e a decomposição

f̃(t − sn, ỹt−sn)− f(t, yt) = f̃(t − sn, ỹt−sn)− f̃(t − sn, yt)

+f̃(t − sn, yt)− f(t, yt)
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obtemos que f̃(t − sn, ỹt−sn)− f(t, yt) → 0, n → ∞. Combinando estas afirmações obtemos

que a função t → f(t, yt) é quase automórfica.

Por [48, Lema 2.6], Γ(u) ∈ AAA(X). Completamos a demonstração como na demon-

stração do Teorema 2.3.

Exemplo 2.1. Seja B um espaço de fase tal que B ⊆ L∞((−∞, 0], X). Seja

f(t, ψ) = a(t)

� 0

−∞

β(θ)ψ(θ)dθ + h(t),

onde a(·) ∈ AA(R), h(·) ∈ AA(X) e β : (−∞, 0] → R é uma função integrável. Se β satisfaz

uma condição de integrabilidade apropriada tal que
� 0

−∞

|β(θ)|�ψ(θ)�dθ ≤ C�ψ�B

para todo ψ ∈ B e certa constante C ≥ 0, então f satisfaz as hipóteses do Teorema 2.6.

2.4 Equações integro-diferenciais semilineares

Nesta seção estudamos a equação integro-diferencial com retardo infinito

u�(t) =
1

Γ(α − 1)

� t

0

(t − s)α−2Au(s)ds + f(t, ut), t ≥ 0, (2.25)

u0 = φ, (2.26)

onde 1 < α < 2, φ ∈ B, A : D(A) ⊆ X → X é um operador setorial e f : R+ × B → X é

uma função contínua.

Em Cuevas e de Souza [37], os autores estudaram a existência de soluções S-assintotica-

mente ω-periódicas para a equação (2.25). Observamos que existe muito interesse em desen-

volver a análise teórica e métodos numéricos para equações deste tipo porque recentemente

tem provado ser de grande valor em vários campos da ciência e da engenharia. Para detal-

hes, incluíndo algumas aplicações e resultados recentes, o leitor pode vêr as monografias de

Ahn e Mac Vinish [8], Gorenflo e Mainardi [57], Ross [116], e os artigos de Agarwal et al.

[2, 3, 4, 5, 6], Benchohra et al. [16], Mophou e N’Guérékata [97, 98, 99, 100] , Cuevas et al.

[31, 34, 36, 37, 41, 49], Lakshmikantham et al. [85, 86, 87], e suas referências.
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Assumindo que A é um operador setorial que é o gerador de um operador solução Eα(t),

estabelecemos o seguinte conceito.

Definição 2.5. Uma função u : R → X é dita uma solução branda para (2.25)-(2.26) se u é

contínua em [0,∞), u0 = φ e

u(t) = Eα(t)φ(0) +

� t

0

Eα(t − s)f(s, us)ds, t ∈ R
+. (2.27)

Teorema 2.7. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Seja 1 < α < 2. As-

sumamos que se tem a condição (S) e que f ∈ AAAc(R
+ × B, X) com a decomposição

f = g + h tal que as seguintes condições são satisfeitas:

(a) A função g ∈ AAc(R× B, X) é uniformemente contínua em todo subconjunto limitado

K ⊂ B uniformemente em t ∈ R e h ∈ C0(R
+ × B, X).

(b) A função f verifica a condição de Lipschitz (2.22).

(c) γ := LfK
C(θ, α)N |ω|−1/απ

αsin(π/α)
< 1, onde C(θ, α) e N são as constantes dadas em (1.24).

Então a equação (2.25)-(2.26) possui uma única solução branda assintoticamente quase

automórfica compacta.

Demonstração. Usamos as mesmas notações introduzidas na demonstração do Teorema 2.3.

Neste caso definimos Γ em D por

(Γu)(t) := Eα(t)φ(0) +

� t

0

Eα(t − s)f(s, ũs)ds.

Como f(·, ũ·) ∈ AAA(X), procedendo como na demonstração do Teorema 2.3 e usando o Le-

ma 1.17 obtemos que
� t

0
Eα(t − s)f(s, ũs)ds ∈ AAAc(X) quando u ∈ D. Assim Γ : D → D

é bem definido. Agora para u, v ∈ D temos

�(Γu)(t)− (Γv)(t)� ≤

� t

0

Eα(t − s)�f(s, ũs)− f(s, ṽs)�ds

≤

� t

0

C(θ, α)NLf

1 + |ω|(t − s)α
�ũs − ṽs�Bds

≤
LfKC(θ, α)N |ω|−1/απ

α sin(π
α
)

�u − v�∞.
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Portanto

�Γu − Γv�
∞
≤ γ�u − v�

∞
,

a qual mostra que Γ é uma contração estrita. Em conseqüência Γ tem um ponto fixo que é uma

solução branda assintoticamente quase automórfica compacta.

Teorema 2.8. Nas mesmas hipóteses do Teorema 2.4. Então a equação (2.25) possui uma única

solução branda assintoticamente quase automórfica compacta.

Demonstração. Usando a notação introduzida na demonstração do Teorema 2.7, consideramos

a aplicação Γ definida em D. Segue-se de nossas suposições que Γ é bem definido. Procedendo

como na demonstração do Teorema 2.4, inferimos que

�Γnu − Γnv�∞ ≤
(KC(θ, α)N�L�1)

n

n!
�u − v�∞, u, v ∈ D.

Como (KC(θ,α)N�L�1)
n

n!
< 1 para n suficientemente grande, pelo método dos iterados obtemos

que Γ tem um único ponto fixo u ∈ D. Isto completa a demonstração do teorema.
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Capítulo 3

Soluções S-assintoticamente ω-Periódicas

de Equações Integro-Diferenciais

Funcionais

Este capítulo está orientado a estabelecer a existencia de soluções com comportamento de tipo

periódico para diferentes equações integro-diferenciais abstractas com e sem retardo.

3.1 Equações integro-diferenciais abstratas

Nesta seção estudamos a existência de soluções S-assintoticamente ω-periódicas para a classe

de equações integro-diferenciais abstratas

u�(t) = Au(t) +

� t

0

B(t − s)u(s)ds + g(t, u(t)), t ≥ 0, (3.1)

u(0) = z, (3.2)

onde A : D(A) ⊆ X → X e B(t) : D(B(t)) ⊆ X → X para t ≥ 0 são operadores lineares

fechados densamente definidos num espaço de Banach (X, � · �) e D(A) ⊂ D(B(t)) para toda

t ≥ 0. Assumimos que o problema de Cauchy (1.15)-(1.16) admite uma família resolventeR(t)

que satisfaz a condição de estabilidade (R4) e que g : [0,∞)×X → X é uma função contínua.
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Os resultados que vamos a presentar encontrasem também em nosso trabalho [21]. Inicial-

mente seguindo a Definição 1.16 estabelecemos o conceito de solução branda para o problema

(3.1)-(3.2).

Definição 3.1. Seja g : [0,∞)×X → X localmente integrável. Dizemos que a função contínua

u : [0,∞) → X é uma solução branda do problema (3.1)-(3.2) se satisfaz

u(t) = R(t)z +

� t

0

R(t − s)g(s, u(s))ds, t ≥ 0,

Teorema 3.1. Assumamos que g : [0,∞)× X → X é uma função uniformemente S-assintoti-

camente ω-periódica em conjuntos limitados que verifica a condição de Lipschitz

�g(t, x)− g(t, y)� ≤ Lg�x − y�, (3.3)

para todo x, y ∈ X e toda t ≥ 0. Se Lg
�M

µ
< 1, então o problema (3.1)-(3.2) tem uma única

solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Definimos a aplicação Γ no espaço SAPω(X) pela expressão

Γu(t) = R(t)z +

� t

0

R(t − s)g(s, u(s))ds, t ≥ 0. (3.4)

A seguir provaremos que Γ é uma contração de SAPω(X) em SAPω(X). Mostraremos inicial-

mente que Γ é uma aplicação com valores em SAPω(X). Seja u ∈ SAPω(X). Abreviamos a

notação escrevendo

w(t) =

� t

0

R(t − s)g(s, u(s))ds (3.5)

Levando em consideração que a função R(·)z ∈ SAPω(X), só resta mostrar que a função

w(·) dada por (3.5) pertence a SAPω(X). Usando o fato de que g é assintoticamente uni-

formemente contínua em conjuntos limitados e aplicando o Lema 1.8, se segue que a função

g(·, u(·)) ∈ SAPω(X). Pelo Lema 1.11, obtemos que w ∈ SAPω(X). Por outro lado, se

u1, u2 ∈ SAPω(X) temos a estimativa

�(Γu1)(t)− (Γu2)(t)� ≤ Lg
�M

� t

0

e−µ(t−s)�u1(s)− u2(s)�ds ≤
Lg
�M

µ
�u1 − u2�∞.

O ponto fixo de Γ é a única solução branda de (3.1)-(3.2). A demonstração está agora com-

pleta.
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Um resultado similar pode ser estabelecido quando g satisfaz uma condição local de Lips-

chitz.

Teorema 3.2. Assumamos que g(·) é uma função uniformemente S-assintoticamente ω-periódica

em conjuntos limitados que satisfaz a condição local de Lipschitz

�g(t, x)− g(t, y)� ≤ Lg(r)�x − y�, (3.6)

para todo t ≥ 0 e para todo x, y ∈ X com �x� ≤ r e �y� ≤ r, onde Lg : [0,∞) → [0,∞) é

uma função não-decrescente. Seja C = supt≥0 �g(t, R(t)z)�. Se existe r0 > 0 tal que

�M

µ

�
Lg(r0 + �M�z�) +

C

r0

�
< 1, (3.7)

então existe uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica de (3.1)-(3.2).

Demonstração. Seja SAP 0
ω(X) = {v ∈ SAPω(X) : v(0) = 0}. Está claro que SAP 0

ω(X) é

um subespaço vetorial fechado de SAPω(X), pelo que podemos afirmar que SAP 0
ω(X) é um

espaço de Banach. Seja Γ : SAP 0
ω(X) → SAP 0

ω(X) a aplicação definida por

Γv(t) =

� t

0

R(t − s)g(s, v(s) + R(s)z)ds.

Como g é assintoticamente uniformemente contínua em conjuntos limitados, podemos argu-

mentar como na demonstração do Teorema 3.1 para concluir que Γ está bem definida. Para

v1, v2 ∈ SAP 0
ω(X) com �v1�∞ ≤ r e �v2�∞ ≤ r, obtemos que

�Γv1(t)− Γv2(t)� ≤ �M

� t

0

e−µ(t−s)Lg(r + �M�z�) �v1(s)− v2(s)�ds

≤
�M

µ
Lg(r + �M�z�) �v1 − v2�∞.

Portanto

�Γv1 − Γv2�∞ ≤
�M

µ
Lg(r + �M�z�)�v1 − v2�∞.

Por outro lado, para v ∈ SAP 0
ω(X) com �v�∞ ≤ r, obtemos

�Γv�∞ ≤ �Γv − Γ(0)�∞ + �Γ(0)�∞

≤
�M

µ
Lg(r + �M�z�)r +

C�M

µ
.
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Portanto, se �v�∞ ≤ r0 de (3.7) segue que �Γv�∞ ≤ r0. Das observações anteriores segue-se

que Γ é uma contração em Br0(SAP 0
ω(X)). Assim existe um único ponto fixo v ∈ Br0(SAP 0

ω

(X)) de Γ. É immediato agora que u(t) = v(t)+R(t)z é uma solução branda S-assintoticamente

ω-periódica de (3.1)-(3.2). Para finalizar a demonstração notamos que a unicidade é conseqüên-

cia da Definição 3.1 e do Lema de Gronwall da maneira usual.

Também podemos evitar uma condição de Lipschitz uniforme no tempo t tal como (3.3).

Teorema 3.3. Assumamos que g(·) é uma função uniformemente S-assintoticamente ω-periódica

em conjuntos limitados que verifica a condição de Lipschitz

�g(t, x)− g(t, y)� ≤ Lg(t)�x − y�, (3.8)

para todo x, y ∈ X e todo t ≥ 0, onde a função Lg(·) é localmente integrável em [0,∞). Se

Θ = �M sup
t≥0

� t

0

e−µ(t−s)L(s)ds < 1,

então o problema (3.1)-(3.2) tem uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Definimos a aplicação Γ no espaço SAPω(X) pela expressão (3.4). Para u ∈

SAPω(X), seja v a função dada por (3.5). Como a função u(·) é limitada, segue-se da Defini-

ção 1.13 que C = sups≥0 �g(s, u(s))� < ∞. Logo

�v(t)� ≤

� t

0

�Me−µ(t−s)�g(s, u(s))�ds ≤
C�M

µ

o qual mostra que Γu é uma função contínua limitada em [0,∞).

A seguir provaremos que Γ é uma Θ-contração de SAPω(X) em SAPω(X). Mostraremos

inicialmente que a imagem de Γ pertence a SAPω(X). Seja u ∈ SAPω(X). Então u(·) e

t �→ g(t, u(t)) são funções limitadas em [0,∞). No que se segue, seja B = {u(t) : t ≥ 0}.

Para t ≥ T , podemos escrever

v(t + ω)− v(t) =

� t

0

R(s)[g(t + ω − s, u(t + ω − s))− g(t − s, u(t − s))]ds

+

� t+ω

t

R(s)g(t + ω − s, u(t + ω − s))ds
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=

� T

0

R(s)[g(t + ω − s, u(t + ω − s))− g(t − s, u(t + ω − s))]ds

+

� T

0

R(s)[g(t − s, u(t + ω − s))− g(t − s, u(t − s))]ds

+

� t

T

R(s)[g(t + ω − s, u(t + ω − s))− g(t − s, u(t − s))]ds

+

� t+ω

t

R(s)g(t + ω − s, u(t + ω − s))ds

= I1 + I2 + I3 + I4.

Abaixo estimaremos cada um dos termos Ii, i : 1, 2, 3, 4, da expressão anterior separadamente.

Para cada ε > 0, seja ε� = min{ µ
�M

, 1
Θ
} ε
3
. Escolhemos T > 0 tal que se tem a seguintes

condições :

(i) e−µT ≤ εµ

9C�M
,

(ii) �u(t + ω)− u(t)� ≤ ε�, e

(iii) �g(t + ω, x)− g(t, x)� ≤ ε�,

para todo t ≥ T e x ∈ B. Seja t ≥ 2T . Como t − s ≥ t − T ≥ T para 0 ≤ s ≤ T obtemos

�I1� ≤ �Mε�
� T

0

e−µsds ≤
ε

3
,

�I2� ≤ ε��M

� T

0

e−µsLg(t − s)ds ≤ ε��M

� t

0

e−µsLg(t − s)ds ≤ ε�Θ ≤
ε

3
,

�I3� ≤ �M

� t

T

e−µs2Cds ≤
2C�M

µ
e−µT ≤ 2

ε

9
,

�I4� ≤ �M

� t+ω

t

e−µsCds ≤
C�M

µ
e−µT ≤

ε

9
.

Combinando estas estimativas encontramos

�v(t + ω)− v(t)� ≤ ε,

para t ≥ 2T . Portanto v ∈ SAPω(X).

Por outro lado, se u1, u2 ∈ SAPω(X) temos

�Γu1(t)− Γu2(t)� ≤ �M

� t

0

e−µ(t−s)Lg(s)�u1(s)− u2(s)�ds ≤ Θ�u1 − u2�∞.
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Completamos a demonstração argumentando como na demonstração do Teorema 3.1.

Presentamos a continuação um exemplo de uma função g que satisfaz as condições do Teo-

rema 3.3.

Exemplo 3.1. Sejam a, b : [0,∞) → R funções tais que a(·) é S-assintoticamente ω-periódica

e b(·) é contínua ω-periódica. Seja q : X → X uma função limitada que verifica a condição de

Lipschitz uniforme

�q(x)− q(y)� ≤ Q�x − y�, x, y ∈ X,

onde Q > 0 é uma constante. Seja g(t, x) = a(t)q(b(t)x). É fácil verificar que g(·) é uma

função uniformemente S-assintoticamente ω-periódica em conjuntos limitados que verifica a

condição de Lipschitz (3.8).

Como uma consequência das condições de Lipchitz (3.3), (3.6) ou (3.8), nossos resulta-

dos mostram a existência de soluções do problema (3.1)-(3.2) para funções g(t, x) tal que a

dependencia em x é bem regular. No que se segue mostraremos que usando adequadamente a

estabilidade do operador resolvente podemos estabelecer resultados de existência para funções g

com outro tipo de comportamento. Para estabelecer nosso resultado, consideraremos a seguinte

condição.

(W-1) Existe uma função contínua não-decrescente W : [0,∞) → [0,∞) tal que

�g(t, x)� ≤ W (�x�), para todo t ≥ 0, x ∈ X.

No resultado seguinte h satisfaz as condições consideradas no Lema 1.15.

Teorema 3.4. Seja g : [0,∞) × X → X uma função uniformemente S-assintoticamente ω-

periódica em conjuntos limitados, assintoticamente uniformemente contínua em conjuntos lim-

itados e que satisfaz a condição (W-1). Suponha-se, além disso, que as seguintes condições são

satisfeitas:

(a) Para cada ν ≥ 0, limt→∞
1

h(t)

� t

0
e−µ(t−s)W (νh(s))ds = 0. Seja

σν(t) = �R(t)z�+ �M

� t

0

e−µ(t−s)W (νh(s))ds e ρ(ν) = �σν�h.
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(b) Para cada � > 0 existe δ > 0 tal que para todo u, v ∈ Ch(X), ||u − v||h ≤ δ implica

que � t

0

e−µ(t−s) �g(s, u(s))− g(s, v(s))�ds ≤ �,

para todo t ≥ 0.

(c) Para todo a ≥ 0 e r > 0, o conjunto {g(s, x) : 0 ≤ s ≤ a, x ∈ X, �x� ≤ r} é

relativamente compacto em X .

(d) lim infξ→∞
ξ

ρ(ξ)
> 1.

Então o problema (3.1)-(3.2) tem uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Seja Γ : Ch(X) → C([0,∞), X) a aplicação definida pela expressão (3.4).

Em seguida provaremos que Γ tem um ponto fixo em SAPω(X). Dividiremos a demonstração

em vários passos.

(i) Para u ∈ Ch(X), temos que

�Γu(t)�

h(t)
≤

�M

h(t)
�z�+

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)W (�u�hh(s))ds. (3.9)

Segue-se da condição (a) que Γ(u) ∈ Ch(X). Portanto, Γ : Ch(X) → Ch(X).

(ii) A aplicação Γ é contínua de Ch(X) em Ch(X). De fato, para � > 0, seja δ > 0 a

constante envolvida na condição (b). Para u, v ∈ Ch(X), ||u − v||h ≤ δ, tendo em conta que

h(t) ≥ 1, obtemos

�Γu(t)− Γv(t)�

h(t)
≤

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)�g(s, u(s))− g(s, v(s))�ds ≤ �M�,

o qual implica que �Γu − Γv||h ≤ �M�. Como � > 0 é arbitrário, isto mostra a afirmação.

(iii) A seguir mostraremos que Γ é completamente contínua. Seja r ≥ 0 e V = Γ(Br(Ch

(X))). Seja v = Γ(u) para u ∈ Br(Ch(X)). Inicialmente, provamos que V (t) = {v(t) : v ∈

V } é um subconjunto relativamente compacto de X para cada t ≥ 0. Do teorema do valor

médio para a integral de Bochner

v(t) = R(t)x0 +

� t

0

R(s)g(t − s, u(t − s))ds ∈ R(t)x0 + tc(K),
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onde

K = {R(s)g(ξ, x) : 0 ≤ s ≤ t, 0 ≤ ξ ≤ t, �x� ≤ r}.

Combinando o fato de que R(·) é fortemente contínua junto a propriedade (c), inferimos queK

é um conjunto relativamente compacto, e V (t) ⊆ R(t)x0 + tc(K) é também um conjunto rela-

tivamente compacto. Seja b > 0. A seguir mostraremos que o conjunto Vb = {v|[0,b] : v ∈ V } é

equicontínuo. De fato, para t ≥ 0 fixo podemos decompor v(t + s)− v(t) como se segue

v(t + s)− v(t) =
�
R(t + s)− R(t)

�
z +

� t+s

t

R(t + s − ξ)g(ξ, u(ξ))dξ

+

� t

0

�
R(ξ + s)− R(ξ)

�
g(t − ξ, u(t − ξ))dξ.

Para cada � > 0, podemos escolher δ1 > 0 tal que

�
�
� t+s

t

R(t + s − ξ)g(ξ, u(ξ))dξ
�
� ≤ �M

� t+s

t

e−µ(t+s−ξ)W (rh(ξ))dξ ≤ �/3,

para s ≤ δ1. Além disso, como {g(t− ξ, u(t− ξ)) : 0 ≤ ξ ≤ t, u ∈ Br(Ch(X))} é um conjunto

relativamente compacto e R(·) é fortemente contínua, podemos escolher δ2 > 0 e δ3 > 0 tal

que �
�
R(t + s)− R(t)

�
z� ≤ �/3, para s ≤ δ2 e

�
�
R(ξ + s)− R(ξ)

�
g(t − ξ, u(t − ξ))� ≤

�

3(b + 1)
,

para s ≤ δ3. Combinando estas estimativas, obtemos �v(t + s) − v(t)� ≤ � para |s| ≤

min{δ1, δ2, δ3} com t + s ≥ 0 e para todo u ∈ Br(Ch(X)).

Finalmente, aplicando a condição (a), podemos mostrar que

�v(t)�

h(t)
≤

�M�z�

h(t)
+

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)W (rh(s))ds → 0, t → ∞,

e esta convergência é independente de u ∈ Br(Ch(X)). Portanto V satisfaz as condições (c-

1) e (c-2) do Lema 1.15, o qual completa a demonstração que V é um conjunto relativamente

compacto em Ch(X).

(iv) Se uλ(·) é uma solução da equação uλ = λΓ(uλ) para algum 0 < λ < 1, temos a

estimativa
�uλ�h

ρ(�uλ�h)
≤ 1 e, combinando esta estimativa com a condição (d), concluímos que o

conjunto K = {uλ : uλ = λΓ(uλ), λ ∈ (0, 1)} é limitado.
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(v) Como SAPω(X) ⊂ Ch(X), podemos aplicar Lema 1.8 e o Lema 1.11 para concluír que

Γ(SAPω(X)) ⊆ SAPω(X) e, consequentemente, podemos considerar

Γ : SAPω(X)
Ch(X)

→ SAPω(X)
Ch(X)

,

onde B
Ch(X)

denota o fecho do conjunto B no espaço Ch(X). Temos que esta aplicação é com-

pletamente contínua. Aplicando (iv) e o Teorema Alternativa de Leray-Schauder [58, Teorema

6.5.4] deduzimos que a aplicação Γ tem um ponto fixo u ∈ SAPω(X)
Ch(X)

. Seja (un)n uma

seqüência em SAPω(X) tal que un → u na norma de Ch(X). Usando novamente a condição

(b) observamos que (Γun)n converge a Γu = u uniformemente em [0,∞). Isto implica que

u ∈ SAPω(X), e completa a demonstração.

3.2 Equações integro-diferenciais funcionais abstratas

Nesta seção aplicaremos os resultados estabelecidos na seção anterior para estudar a existência

de soluções brandas S-assintoticamente ω-periódicas para equações integro-diferenciais com

retardo. Mantendo as notações e as hipóteses consideradas na seção anterior.

Inicialmente estaremos preocupados com o problema de valor inicial

u�(t) = Au(t) +

� t

0

B(t − s)u(s)ds + g(t, ut), t ≥ 0, (3.10)

u0 = ϕ, (3.11)

com retardo finito r > 0. Aqui ϕ ∈ C([−r, 0];X) e g : [0,∞) × C([−r, 0];X) → X é uma

função contínua.

Definição 3.2. Uma função u ∈ C([−r,∞);X) é dita uma solução branda de (3.10) - (3.11)

se u0 = ϕ e a equação integral

u(t) = R(t)ϕ(0) +

� t

0

R(t − s)g(s, us)ds, t ≥ 0,

for verificada.

O seguinte resultado é uma consequência imediata do Lema 1.13 e a demonstração é similar

à do Teorema 3.1.
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Proposição 3.1. Assumamos que g(·) é uma função uniformemente S-assintoticamente ω-

periódica em conjuntos limitados que verifica a condição de Lipschitz

�g(t, ψ1)− g(t, ψ2)� ≤ Lg�ψ1 − ψ2�∞,

para todo ψ1, ψ2 ∈ C([−r,∞);X) e todo t ≥ 0. Se Lg
�M

µ
< 1, então o problema (3.10) - (3.11)

tem uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Para este tipo de problemas podemos também estabelecer resultados de existência similares

aos Teorema 3.2 e Teorema 3.3. Por motivos de brevidade omitimos os detalhes.

Por outro lado, procedendo de forma similar, podemos estudar a existência de soluções para

equações com retardo infinito. Especificamente, no que se segue consideramos o problema

(3.10)-(3.11) quando o segmento ut da função u(·) contém a história completa de u(·) em todo

(−∞, t], e é dada por ut : (−∞, 0] → X , ut(θ) = u(t + θ) para θ ≤ 0. Para modelar

este problema assumiremos que ut pertence a? algum espaço de fase B que satisfaz condições

apropriadas.

A seguir assumiremos que ϕ ∈ B e que g : [0,∞)× B → X é uma função contínua.

Definição 3.3. A função u ∈ C(R;X) é dita uma solução branda de (3.10)-(3.11) se u0 = ϕ e

a equação integral

u(t) = R(t)ϕ(0) +

� t

0

R(t − s)g(s, us)ds, t ≥ 0,

for verificada.

O seguinte resultado é uma consequência imediata do Lema 1.14 e a demonstração é similar

à do Teorema 3.1.

Proposição 3.2. Assumamos que g(·) é uma função uniformemente S-assintoticamente ω-

periódica em conjuntos limitados que verifica a condição de Lipschitz

�g(t, ψ1)− g(t, ψ2)� ≤ Lg�ψ1 − ψ2�B,

para todo ψ1, ψ2 ∈ B e toda t ≥ 0. Se Lg
�MQ

µ
< 1, então o problema (3.10)-(3.11) tem uma

única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Como foi mencionado para o problema com retardo finito, podemos também estabelecer

resultados similares aos Teorema 3.2 e Teorema 3.3.
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3.3 Aplicações à condução do calor

Nesta seção, vamos aplicar os resultados estabelecidos nas Seções 3.1 e 3.2 para o estudo da

condução do calor.

Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de R3 com fronteira C∞. Sejam α e β funções

em C2([0,∞),R) com α(0) e β(0) positivos, e sejam a : [0,∞) → R e P : H1
0 (Ω) → L2(Ω)

funções apropriadas.

Consideraremos a seguinte equação que surge no estudo da condução do calor em materiais

com memória (ver [24, 60, 89, 96])

θ��(t) + β(0)θ�(t) = α(0)Δθ(t)−

� t

0
β�(t− s)θ�(s)ds+

� t

0
α�(t− s)Δθ(s)ds+ a(t)P (θ(t)), (3.12)

para t ≥ 0, onde Δ é o Laplaciano em Ω e θ(t) representa no tempo t e posição ξ ∈ Ω.

Consideramos (3.12) com a condição inicial

θ(0) = θ0, θ�(0) = η0. (3.13)

Para modelar este problema, consideramos o espaço X = H1
0 (Ω) × L2(Ω) e os operadores

lineares

A =

�
0 I

α(0)Δ −β(0)I

�

no domínioD(A) = (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω), eB(t) = F (t)A, onde F (t) : X → X , t ≥ 0,

é o operador

F (t) =

�
0 0

−β�(t)I + β(0)α
�(t)
α(0)

I α�(t)
α(0)

I

�

.

Introduzindo a variável

u(t) =

�
θ(t)

θ�(t)

�

∈ X,

e definindo

g(t, (x, y)) =

�
0

a(t)P (x)

�

,
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o problema (3.12)-(3.13) toma a forma abstrata (3.1)-(3.2) com

z =

�
θ0

η0

�

.

Segue-se de (Chen [23]) que A gera um C0-semigrupo (T (t))t≥0 tal que �T (t)� ≤ �Me−γt

para todo t ≥ 0 e algumas constantes �M, γ > 0. Assumamos que α�(t)eγt, α��(t)eγt, β�(t)eγt,

β��(t)eγt são funções limitadas e uniformemente contínuas em [0,∞), e que para todo t ≥ 0,

|β�(t)|+max{β(0), 1}
|α�(t)|

α(0)
≤

γe−γt

2�M
,

|β��(t)|+max{β(0), 1}
|α��(t)|

α(0)
≤

γ2e−γt

4�M2
.

Então, por Grimmer [60, Teorema 4.1], existe um operador resolventeR(t) associado à equação

(1.15)-(1.16), e satisfazendo

�R(t)� ≤ �Me
−γ
2
t, t ≥ 0. (3.14)

Além disso, suponha que a ∈ SAPω(R) e P : H1
0 (Ω) → L2(Ω) satisfaz

�P (x)− P (y)�L2(Ω) ≤ LP�x − y�H1
0
(Ω), (3.15)

para todo x, y ∈ H1
0 (Ω).

Afirmamos que para cada θ0 ∈ H1
0 (Ω) e η0 ∈ L2(Ω) o problema (3.12)-(3.13) satisfaz as

hipóteses do Teorema 3.1. De fato, da hipótese (R4) segue-se de (3.14). É imediato também

que g satisfaz a condição de Lipschitz (3.3) com Lg = �a�∞LP . Além disso, as estimativas

�g(t, (x, y))�H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ �a�∞

�
LP �x�H1

0
(Ω) + �P (0)�L2(Ω)

�
,

�g(t+ ω, (x, y))− g(t, (x, y))�H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ |a(t+ ω)− a(t)|

�
LP �x�H1

0
(Ω) + �P (0)�L2(Ω)

�
,

as quais são verificadas para t ≥ 0 e (x, y) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) mostram que

g : [0,∞)× H1
0 (Ω)× L2(Ω) → H1

0 (Ω)× L2(Ω)

é uma função uniformemente S-assintoticamente ω-periódica em conjuntos limitados. Como

uma consequência do Teorema 3.1 obtemos o seguinte resultado.

71



Proposição 3.3. Nas condições anteriores, se 2�M
γ
�a�∞LP < 1, então o problema (3.12)-(3.13)

tem uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Agora vamos a estudar una equação mais complicada. Consideremos a equação

θ��(t) + β(0)θ�(t) = α(0)Δθ(t)−

� t

0

β�(t − s)θ�(s)ds +

� t

0

α�(t − s)Δθ(s)ds

+a(t)P (θ(t)) + f(t), (3.16)

onde α, β verificam as condições anteriores, porém a : [0,∞) → R e P : H1
0 (Ω) → L2(Ω)

satisfazem outro tipo de condições as quais seram detalhadas mais adiante, e f : [0,∞) →

L2(Ω) é S-assintoticamente ω-periódica.

Nós vamos a modificar a condição (3.15) supondo que P (·) é apenas Hölder contínua, é

dizer, existe 0 < τ < 1 tal que

�P (x)− P (y)�L2(Ω) ≤ LP�x − y�τH1
0
(Ω),

para todo x, y ∈ H1
0 (Ω).

Para estabelecer o seguinte resultado, assumiremos que existe uma função contínua não-

decrescente h : [0,∞) → [1,∞) tal que h(t) → ∞ quando t → ∞ e que satisfaz as condições:

(i) limt→∞
1

h(t)

� t

0
e

−γ
2

(t−s)h(s)τds = 0.

(ii) supt≥0

� t

0
e

−γ
2

(t−s)|a(s)|h(s)τds < ∞.

Do Teorema 3.4, podemos deduzir o seguinte resultado:

Proposição 3.4. Nas condições anteriores, o problema (3.16)-(3.13) tem uma solução branda

S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Seja agora

g(t, (x, y)) =

�
0

f(t) + a(t)P (x)

�

.

As seguintes estimativas

�g(t, (x, y))�H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ �f�∞,L2(Ω) + �a�∞

�
LP�x�τH1

0
(Ω) + �P (0)�L2(Ω)

�
, (3.17)
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e

�g(t + ω, (x, y))− g(t, (x, y))�H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ �f(t + ω)− f(t)�L2(Ω)

+|a(t + ω)− a(t)|
�

LP�x�τH1
0
(Ω) + �P (0)�L2(Ω)

�
, (3.18)

são verificadas para t ≥ 0 e (x, y) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Segue-se de (3.17)-(3.18) que a função

g : [0,∞)×
�
H1

0 (Ω)× L2(Ω)
�
→ H1

0 (Ω)× L2(Ω)

é uniformemente S-assintoticamente ω-periódica em conjuntos limitados. Além disso, da esti-

mativa

�g(t, u)− g(t, v)�H1
0
(Ω)×L2(Ω) ≤ |a(t)|LP�u − v�τH1

0
(Ω)×L2(Ω),

para todo t ≥ 0 e u, v ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω), obtemos que g é assintoticamente uniformemente

contínua em conjuntos limitados. Por (3.17) somos levados a definir

W (ξ) = �f�∞,L2(Ω) + �a�∞(LP ξτ + �P (0)�L2(Ω)) = C1 + C2ξ
τ ,

para constantes C1, C2 ≥ 0. Conseqüentemente, a função g satisfaz a hipótese (W). Além disso,

da condição (i) segue que

1

h(t)

� t

0

e−
γ
2
(t−s)W (νh(s))ds ≤

2C1

γh(t)
+ C2ν

τ 1

h(t)

� t

0

e
−γ
2

(t−s)h(s)τds → 0, t → ∞,

e para u, v ∈ Ch(H
1
0 (Ω)× L2(Ω)) da condição (ii) podemos inferir que

sup
t≥0

� t

0

e−
γ
2
(t−s)�g(s, u(s))− g(s, v(s))�H1

0
(Ω)×L2(Ω)ds

≤

�

sup
t≥0

� t

0

e
−γ
2

(t−s)|a(s)|h(s)τds

�

�u − v�τh.

Assim, as condições (a) e (b) do Teorema 3.4 são satisfeitas. Ademais, se

ρ(ξ) = sup
t≥0

1

h(t)

�
�R(t)z�+ �M

� t

0

e
−γ
2

(t−s)W (ξh(s))ds
�

um cálculo direto mostra que lim inf
ξ→∞

ξ
ρ(ξ)

> 1.
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Finalmente, Como Ω é um conjunto limitado com fronteira C∞ , o Teorema de Rellich-

Kondrachov’s [19, Teorema IX.16] leva a conclusão que

{a(s)b(θ) : 0 ≤ s ≤ s0, θ ∈ H1
0 (Ω), �θ�H1

0
(Ω) ≤ r}, s0 > 0,

é relativamente compacto em L2(Ω). Portanto, se tem a condição (c). Usando o Teorema 3.4,

concluímos que o problema (3.16)-(3.13) tem uma solução branda S-assintoticamente ω-perió-

dica.

Para completar estas aplicações consideramos a equação (3.12) com uma fonte de calor,

dependendo do passado da temperatura. Essa é uma situação comum em sistemas de controle.

Para simplificar nossa exposição, consideramos somente um sistema que apresenta transmissão

finita com retardo r > 0. Nesse caso a equação é

θ��(t)+β(0)θ�(t) = α(0)Δθ(t)−

� t

0
β�(t−s)θ�(s)ds+

� t

0
α�(t−s)Δθ(s)ds+a(t)P (θ(t−r)), (3.19)

para t ≥ 0. Utilizando o desenvolvimento anterior, modelamos o problema no espaço X =

H1
0 (Ω) × L2(Ω), e consideramos ut ∈ C([−r, 0];X) para t ≥ 0. Para ser consistentes com

nosso modelo, estudamos a equação (3.19) com condição inicial

u0 =

�
ϕ

ψ

�

, (3.20)

onde ϕ ∈ C([−r, 0];H1
0 (Ω)) e ψ ∈ C([−r, 0];L2(Ω)). A função g : [0,∞)× C([−r, 0];X) →

X é dada por

g(t, (ϕ1, ψ1)) =

�
0

a(t)P (ϕ1(−r))

�

.

Nas condições gerais consideradas na Proposição 3.3, e aplicando agora a Proposição 3.1 obte-

mos o seguinte resultado:

Proposição 3.5. Nas condições anteriores, se 2�M
γ
�a�∞LP < 1, então o problema (3.19)-(3.20)

tem uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.
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3.4 Equações integro-diferenciais parciais neutras com

retardo infinito

Equações diferenciais parcias neutras com retardo infinito têm sido usadas para modelar sis-

temas físicos de evolução nos quais a resposta do sistema depende não só do estado atual, mas

também da história do sistema. Esta situação apresentase por exemplo na teoria desenvolvida

por Gurtin e Pipkin [61] e Nunziato [109] para a descrição da condução do calor em mate-

riais com memória amortecida. Equações diferenciais funcionais abstratas neutras de primeira-

ordem com retardo infinito foram introdicidas por Henríquez e Hernández em [74, 75]. Re-

centemente Agarwal et al. [7] investigaram soluções pseudo quase periódicas com peso para

uma classe de equaçõe diferenciais funcional parciais abstrata; Baghli e Benchora [12] deram

condições suficentes para a existência de soluções brandas, na semi-reta positiva, para duas

classes de equações diferenciais funcionais neutras perturbadas e funcionais de primeira-ordem

com retardo infinito; recentemente, Cuevas et al. [22, 29] investigaram a existência de soluções

para equações diferenciais funcionais impulsivas neutras com retardo infinito; Caicedo e Cuevas

[20] estudaram a existência de soluções brandas S -assintoticamente ω-periódicas para equações

parcias integro-diferenciais abstratas neutras com retardo infinito.

Está seção é principalmente concernente com a existência e unicidade de soluções brandas

S-assintoticamente ω-periódicas para a equação integro-diferencial parcial neutra com retardo

infinito

d

dt
D(t, ut) = AD(t, ut) +

� t

0

B(t − s)D(s, us)ds + g(t, ut), t ≥ 0, (3.21)

u0 = ϕ ∈ B, (3.22)

onde D(t, ψ) = ψ(0) + f(t, ψ), os operadores lineares A, B(t) : D(A) ⊆ X → X são

densamente definidos e fechados com domínio comum D(A), o qual é independente de t, no

espaço de Banach X , a função história ut : (−∞, 0] → X , é definida por ut(θ) = u(t + θ),

pertencendo a um espaço de fase abstrato B definido axiomáticamente na Subseção 1.1.2, e f, g

são funções que satisfazem algumas condições adicionais.

Desde o trabalho inicial de Datko [39], este tipo de equações tem sido amplamente estu-

dadas. O leitor pode ver [1, 63] para uma disscusão sobre o tema.

Como nas seções anteriores, assumimos que o problema de Cauchy (1.15)-(1.16) admite
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uma família resolvente R(t) que satisfaz a condição de estabilidade (R4) e que f, g : [0,∞) ×

B → X são funções contínuas.

Definição 3.4. (Grimmer-Prüss [61]) Uma função u : R → X é dita solução branda do sistema

(3.21)-(3.22) se u0 = ϕ ∈ B, u(·) é contínua em [0,∞) e verifica-se a equação integral

u(t) = R(t)(ϕ(0) + f(0, ϕ))− f(t, ut) +

� t

0

R(t − s)g(s, us)ds, t ≥ 0.

Para estabelecer o seguinte resultado, precisamos introduzir a condição:

(H-1)A função f : R+×B → X é uniformemente S−assintoticamente ω-periódica em conjun-

tos limitados e existe uma constante L ≥ 0 tal que

�f(t, ψ1)− f(t, ψ2)� ≤ L�ψ1 − ψ2�B, (3.23)

para todo (t, ψi) ∈ [0,∞)× B, i = 1, 2.

No seguinte resultado, denotamos por Lf (respectivamente, Lg ) a constante L envolvida na

condição (H-1) para a função f (respectivamente, g). Ademais,

Teorema 3.5. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Suponha que f e g satis-

fazem a condição (H-1). Se (Lf +
�M
µ

Lg)K < 1, então existe uma única solução branda

S-assintoticamente ω-periódica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstração. Seja SAPω,0(X) = {x ∈ SAPω(X) : x(0) = 0}. Está claro que SAPω,0(X)

é um subespaço fechado de SAPω(X). A seguir identificamos os elementos x ∈ SAPω,0(X)

com suas extensões a R dadas por x(θ) = 0 para θ ≤ 0. Além disso, denotamos por y(·) a

função definida por y0 = ϕ e y(t) = R(t)ϕ(0) para t ≥ 0. Tendo em mente que R(t)ϕ(0) → 0,

t → ∞, temos que y ∈ C0([0,∞), X). De outro lado, por [81, Proposition 7.1.3] a função

t → yt pertence a C0([0,∞),B) ⊆ SAPω(B). Agora, definimos a aplicação Γ em SAPω,0(X)

por (Γx)0 = 0 e

Γx(t) = R(t)f(0, ϕ)− f(t, xt + yt) +

t�

0

R(t − s)g(s, xs + ys)ds, t ≥ 0. (3.24)

Observamos que R(t)f(0, ϕ) ∈ C0([0,∞), X). Tendo em conta que B é um espaço de fase

com memória amortecida e o Lema 1.14, temos que a função s → xs+ys pertence a SAPω(B).
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Como f e g são assintoticamente uniformemente contínua em conjuntos limitados, pelo Lema

1.8, concluímos que as funções t → f(t, xt + yt) e s → g(s, xs + ys) pertencem a SAPω(X).

Do Lema 1.11, inferimos que Γ é uma aplicação de SAPω,0(X) em SAPω,0(X).

Além disso, Γ verifica a estimativa

�Γx(t)− Γz(t)� ≤ �f(t, xt + yt)− f(t, zt + yt)�

+

� t

0

�R(t − s)��g(s, xs + ys)− g(s, zs + ys)�ds

≤ Lf�xt − zt�B + �MLg

� t

0

e−µ(t−s)�xs − zs�Bds

≤ (Lf +
�M

µ
Lg)K�x − z�∞,

o qual prova que Γ é uma contração e concluímos que Γ tem um único ponto fixo x ∈ SAPω,0(X).

Definindo u(t) = y(t)+x(t) para t ∈ R, podemos confirmar que u ∈ SAPω(X) é uma solução

branda do problema (3.21)-(3.22).

Com o argumento usado na demonstração do Teorema 3.5, podemos estabelecer o seguinte

resultado:

Corolário 3.1. Seja B é um espaço de fase com memória amortecida. Suponha que f, g satis-

fazem (3.23) e f(t, 0) → 0 e g(t, 0) → 0 quando t → ∞. Se (Lf +
�M
µ

Lg)K < 1, então existe

uma única solução branda u ∈ C0(R
+, X) do problema (3.21)-(3.22).

A seguir, examinamos soluções assintoticamente periódicas de (3.21)-(3.22). Desde uma

perspectiva aplicada um sistema assintoticamente periódico descreve nosso mundo de maneira

mais realista e mais precisa que os sistemas periódicos (ver [122, 123]).

Teorema 3.6. Assumimos que as hipóteses do Teorema 3.5 são satisfeitas, e que para todo

subconjunto limitado K de B, lim
t→∞

(f(t, ψ)−f(t+nω, ψ)) = 0 e lim
t→∞

(g(t, ψ)−g(t+nω, ψ)) =

0, uniformemente para ψ ∈ K e n ∈ N. Então o problema (3.21)-(3.22) tem uma única solução

branda assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Seja Sω,0(X) o espaço consistente de todas as funções x ∈ SAPω,0(X) que são

assintoticamente ω-periódicas. É fácil ver que Sω,0(X) é um subespaço fechado de SAPω,0(X).
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No que se segue identificamos os elementos x ∈ Sω,0(X) com sua extensão aR dado por x(θ) =

0 para θ ≤ 0. Consideramos a aplicação Γ definida em Sω,0(X) por (3.24). Observamos que

R(·)f(0, ϕ) ∈ C0([0,∞), X) e logo lim
t→∞

(R(t+nω)f(0, ϕ)−R(t)f(0, ϕ)) = 0, uniformemente

em n ∈ N. Do Lema 3.16 em [113] e o Lema 1.10, concluímos que

lim
t→∞

(f(t + nω, xt+nω + yt+nω)− f(t, xt + yt)) = 0,

lim
t→∞

(g(t + nω, xt+nω + yt+nω)− g(t, xt + yt)) = 0,

uniformemente em n ∈ N. Aplicando Lema 1.9 e Lema 1.12, inferimos que as imagens de

Γ estam em Sω,0(X). Portanto o ponto fixo de Γ pertence a Sω,0(X). A demonstração está

completada.

Agora, estabelecemos a versão do Teorema 3.5 o qual nos permite considerar perturbações

localmente Lipschitz para a equação (3.21).

Precisamos introduzir a seguinte condição

(H-2) A função f : R+ ×B → X é uniformemente S-assintoticamente ω-periódica em conjun-

tos limitados e existe uma função contínua e não decrescente L : [0,∞) → [0,∞) tal que para

cada número positivo r ≥ 0, e ψ1, ψ2 ∈ B, �ψ1�B ≤ r, �ψ2�B ≤ r, tem-se

�f(t, ψ1)− f(t, ψ2)� ≤ L(r)�ψ1 − ψ2�B, (3.25)

para todo t ∈ R
+.

Logo obtemos o seguinte resultado.

Teorema 3.7. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Suponhamos que f, g satis-

fazem (H-2), f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0 e que existe uma constante r > 0 tal que

KLf (Kr) + K
�M

µ
Lg(Kr) +

�M

µr
�g(t, 0)�∞ < 1, (3.26)

onde Lf (respectivamente, Lg ) denotam as funções envolvidas na estimativa (3.25) para f

(respectivamente, para g). Então existe � > 0 tal que para cada ϕ com �ϕ�B ≤ �, existe uma

única solução branda S-assintoticamente ω-periódica de (3.21)-(3.22).
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Demonstração. Seja ϕ tal que �ϕ�B ≤ �. Vamos escrever � = λKr para λ > 0. Identificamos

os elementos x ∈ SAPω,0(X) com suas extensões a R dados por x0 = 0 e definimos o espaço

Br := Br(SAPω,0(X)) := {x ∈ SAPω,0(X) : �x�∞ ≤ r}, dotado com a métrica definida por

d(u, v) = �u − v�∞. Também definimos o operador Γ no espaço Br por (3.24). Observamos

que

�yt�B ≤ K�MH�ϕ�B + M�ϕ�B ≤ (K�MH + M)�, t ≥ 0.

Seja x em Br. Então

�xt + yt�B ≤ Kr + (K�MH + M)λKr = [1 + (K�MH + M)λ]Kr.

Seja ξ = [1 + (K�MH + M)λ]K.

De modo similar como a demonstração do Teorema 3.5 segue-se que Γx ∈ SAPω,0(X).

Além disso, Γ verifica a estimativa

�Γx(t)� ≤ �M�f(0, ϕ)�+ Lf (ξr)ξr + �M

� t

0

e−µ(t−s)Lg(ξr)ξrds

+�M

� t

0

e−µ(t−s)�g(s, 0)�ds

≤ �MLf (λKr)λKr +
�M

µ
�g(s, 0)�∞ + Lf (ξr)ξr +

�M

µ
Lg(ξr)ξr

→ r[KLf (Kr) + K
�M

µ
Lg(Kr) +

�M

µr
�g(s, 0)�∞], λ → 0+.

De (3.26) segue então que existe λ > 0 tal que

�MLf (λKr)λK +
�M

µr
�g(s, 0)�∞ + Lf (ξr)ξ +

�M

µ
Lg(ξr)ξ < 1.

Portanto Γ(Br) ⊆ Br. Por outro lado, para x, z ∈ Br, temos que

�Γx(t)− Γz(t)� ≤ Lf (ξr)�zt − yt�B

+ �M

� t

0

e−µ(t−s)Lg(ξr)�xs − zs�Bds

≤ [KLf (ξr) + K
�M

µ
Lg(ξr)]�x − z�∞

≤ [Lf (ξr)ξ +
�M

µ
Lg(ξr)ξ]�x − z�∞
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o qual mostra que Γ é uma contração de Br em Br. A afirmação é agora uma consequência do

princípio da contração de Banach.

Observação 3.1. Um resultado similar foi obtido por Diagana et al. [47] para a existência de

soluções assintoticamente quase automórficas.

O Teorema 3.7 estabelece exitência de soluções somente no caso ϕ ≤ � para � pequeno. Isto

deve-se a condição local de Lipschitz que debem verificar f, g. Por isso vamos a estudar um

pouco a condição de Lipchitz local. Não é dificil verificar que a estimativa para obter existência

de solução dependen das diferenciais |L(Kr + C)− L(Kr)|, onde L : [0,∞) → [0,∞) é uma

função crecente envolvida na condição local de Lipschitz (3.25). Portanto, podemos estabelecer

um resultado que unifica os Teoremas 3.5 e 3.7.

Vamos denotar por C uma constante tal que �ys� ≤ C, para todo 0 ≤ s < ∞. Supondo que

f(t, 0) = 0 e g(t, 0) é limitada em R, é imediato que

�R(t)f(0, ϕ)− f(t, yt)−

� t

0

R(t − s)g(s, ys)ds�

≤ �M�ϕ�BLf (�ϕ�) + Lf (C)C +
�M

µ
Lg(C)C +

�M

µ
sup
s≥0

�g(s, 0)�

:= C1.

Teorema 3.8. Seja B é a um espaço de fase com memória amortecida. Suponhamos que f, g

satisfazem (H-2), f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0 e que existe uma constante r > 0 tal que

C1

r
+ K

�

Lf (Kr + C) +
�M

µ
Lg(Kr + C)

�

< 1, (3.27)

onde Lf (respectivamente, Lg ) denotam as funções envolvidas na estimativa (3.25) para f

(respectivamente, para g). Então existe uma única solução branda S-assintoticamente ω-

periódica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstração. A demonstração segue o mesmo caminho que a demonstração do Teorema 3.7.
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Definamos Γ por (3.24). Suponha que �x(t)� ≤ r, então �xt + yt� ≤ Kr + C. Da estimativa

�Γx(t)� ≤ C1 + Lf (Kr + C)Kr + �M

� t

0

e−µ(t−s)Lg(Kr + C)Krds

≤ C1 + Lf (Kr + C)Kr +
�M

µ
Lg(Kr + C)Kr

= C1 + [Lf (Kr + C)− Lf (C)]Kr +
�M

µ
[Lg(Kr + C)− Lg(C)]Kr

+Lf (C)Kr +
�M

γ
Lg(C)Kr

e da condição (3.27) deduz-se que �Γx(t)� ≤ r. A contractividade do operador Γ demonstra-se

igual que antes.

Observação 3.2. Como L(kr + C) = [L(kr + C)− L(kr)] + L(kr), comparando a condição

(3.27) com a condição (3.26) vemos que podemos evitar a hipotese �ϕ�B < � cuando L�
f e L�

f

são pequenas.

Teorema 3.9. Assuma que se tem as hipóteses do Teorema 3.7, e suponhamos que para todo

subconjunto limitado K de B,

lim
t→∞

(f(t, ψ)− f(t + nω, ψ)) = 0 e lim
t→∞

(g(t, ψ)− g(t + nω, ψ)) = 0,

uniformemente para ψ ∈ K e n ∈ N. Então existe � > 0 tal que para cada ϕ satisfazendo

�ϕ�B ≤ �, existe uma única solução branda assintoticamente ω-periódica de (3.21)-(3.22).

Demonstração. Isto requer somente pequenas modificações na demonstração do Teorema 3.7,

pelo que omitiremos esta demonstração.

No que segue vamos estudar uma situação onde a função g não satisfaz uma condição de

Lipschitz. Para isto vamos a reforzar a condição (W-1) considerada na Seção 3.1.

(W-2) A função g : R+ × B → X é assintoticamente uniformemente contínua em conjuntos

limitados e existe uma função contínua e não decrescente Wg : [0,∞) → [0,∞) tal que

�g(t, ψ)� ≤ Wg(�ψ�B), (3.28)

para todo t ≥ 0 e todo ψ ∈ B.
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Lema 3.1. Seja u ∈ Ch(X), então 1
h(t)

max
0≤s≤t

�u(s)� converge a zero, quando t → ∞ e

max
t≥0

�
1

h(t)
max
0≤s≤t

�|u(s)�

�

≤ �u�h.

Demonstração. Como max 0 ≤ s ≤ t�u(s)� = �u(s)�, para certo s = s(t) ≤ t, podemos

afirmar
1

h(t)
max
0≤s≤t

�u(s)� =
�u(s)�

h(s)

h(s)

h(t)
≤

�u(s)�

h(s)
≤ �u�h.

Vamos considerar dois casos. Se {s(t) : t ≥ 0} é limitado, então h(s)
h(t)

converge a zero, quando

t → ∞. Se {s(t) : t ≥ 0} não é limitado, então �u(s)�
h(s)

converge a zero, quando t → ∞.

Portanto, nos dois casos da estimativa acima obtemos a afirmação.

Teorema 3.10. Seja B é um espaço de fase com memória amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A função f : R × B → X satisfaz a condição (H-1) da seção 3.4 e f(t, 0) = 0 para

todo t ≥ 0.

(b) A função g : R × B → X é uniformemente S−assintoticamente ω-periódica em

conjuntos limitados, satisfaz a condição (W-2) e para cada a ∈ [0,∞) e r > 0 o conjunto

{g(s, ψ) : 0 ≤ s ≤ a, ψ ∈ B, �ψ�B ≤ r} é relativamente compacto em X .

(c) Para cada L > 0,

lim
t→∞

1

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)Wg(Lh(s))ds = 0.

Seja β(L) = supt≥0
1

h(t)

� t

0
e−µ(t−s)Wg(Lh(s))ds.

(d) Para cada � > 0 existe δ > 0 tal que �g(t, ut) − g(t, vt)� ≤ �, para todo t ≥ 0 e

u, v ∈ Ch(X) com u0 = v0 ∈ B tal que �u − v�h ≤ δ.

(e) Assumamos que

LfK + �MK lim inf
ξ→∞

β(ξ)

ξ
< 1.

Então existe uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica do problema (3.21)-(3.22).
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Demonstração. Seja C0
h(X) o espaço formado pelas funções x ∈ Ch(X) talque x(0) = 0. É

claro que C0
h(X) é um subespaço fechado de Ch(X). Para x ∈ C0

h(X) identificamos x com sua

extensão á R definida por x(θ) = 0 para θ ≤ 0.

Definimos o operador Γ em C0
h(X) por (3.24). Vamos a decompor Γ = Γ1 + Γ2, onde

Γ1x(t) = R(t)f(0, ϕ)− f(t, xt + yt),

Γ2x(t) =

� t

0

R(t − s)g(s, xs + ys)ds,

para t ≥ 0 e (Γ1x)0 = (Γ2x)0 = 0.

Para x ∈ C0
h(X), temos que

�xt + yt�B ≤ K max
0≤s≤t

�x(t)�+ C

≤ Kh(t)�u�h + C (3.29)

e, do Lema 3.1,
�xt + yt�B

h(t)
→ 0, quando t → ∞.

Portanto

�Γ1x(t)� ≤ �M�f(0, ϕ)�+ Lf�xt + yt�B (3.30)

o que monstra que Γ1(x) ∈ Ch(X). Alem disso, se x, z ∈ C0
h(X) de

�Γ1x(t)− Γ1z(t)� ≤ LfK max
0≤s≤t

�x(s)− z(s)�

e, voltando a usar o Lema 3.1, segue-se que �Γ1x − Γ1z�h ≤ LfK�x − z�h, é dizer Γ1 é uma

contração em C0
h(X).

Agora vamos estudar Γ2. Deduz-se da (3.29) com L = K�x�h + C, e das condições (b) e

(c) que

�Γ2x(t)�

h(t)
≤

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)Wg(h(s)L)ds → 0, t → ∞. (3.31)

Portanto obtem-se que Γ2 : C0
h(X) → C0

h(X).

Dividimos o resto da demonstração em varias partes.
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(i) Monstraremos que Γ2 é contínua. Esta afirmação é conseqüência direta da condição (d),

já que se x, z ∈ C0
h(X) e �x − z�h ≤ δ , então

�Γ2x(t)− Γ2z(t)�

h(t)
≤

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)�g(s, xs + ys)− g(s, zs + ys)�ds

≤
�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)�ds

≤
�M

µ
�,

o qual mostra a afirmação.

(ii) Nesta parte vamos mostrar que Γ2 é completamente contínua. Escolhamos r > 0 e

definamos os conjuntos

V = Γ2(Br(C
0
h(X)) e V (t) =

�
Γ2x(t) : x ∈ Br(C

0
h(X))

�
.

Vamos provar primeiro que V (t) é um subconjunto relativamente compacto emX para cada

t ≥ 0. É claro que V (t) ∈ tc(K) onde

K = {R(s)g(ξ, ψ) : 0 ≤ s, ξ ≤ t, �ψ�B ≤ ρ} ,

e ρ = h(t)(Kr + C). Usando que a aplicação [0, t] × X → X , (s, x) �→ R(s)x, é contínua e

combinando com a condição (b), inferimos que K é um conjunto relativamente compacto e que

V (t) também é relativamente compacto.

Seja agora b > 0 e Vb o conjunto formado pelas funções v ∈ V restritas ao intervalo [0, b].

Afirmamos que o conjunto Vb seja equicontínuo. De fato, se v = Γ2x com x ∈ Br(C
0
h(X)),

podemos decompor

v(t + s)− v(t) =

� t+s

t

R(t + s − ξ)g(ξ, xξ + yξ)dξ

+

� t

0

[R(t + s − ξ)− R(t − ξ)]g(ξ, xξ + yξ)dξ,

o que implica

�v(t + s)− v(t)� ≤ �M

� t+s

t

e−µ(t+s−ξ)Wg(Lh(ξ))dξ

+

� t

0

�(R(t + s − ξ)− R(t − ξ))� �g(ξ, xξ + yξ)�dξ,
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para L = Kr + C. É imediato que o primeiro termo converge a zero quando s → 0 e, usando

que o conjunto

{g(ξ, xξ + yξ) : 0 ≤ ξ ≤ t} ⊆ {g(ξ, ψ) : 0 ≤ ξ ≤ t, �ψ� ≤ ρ}

é relativamente compacto e R(·) é uma aplicação fortemente contínua, obtemos que a segunda

integral converge a zero quando s → 0 independente da função x(·). Isto prova a nossa afir-

mação inicial.

Com as mesmas notações, vamos agora mostrar que v(t)
h(t)

→ 0, quando t → ∞, independente

de x ∈ Br(C
0
h(X)). De fato,

�v(t)�

h(t)
≤

�M

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)Wg(Lh(s))ds → 0, t → ∞,

pela condição (c).

Combinando as observações previas, segue do Lema 1.15 que V é um conjunto relativa-

mente compacto em C0
h(X). Como r foi escolhido artitrariamente, isto monstra que Γ2 é com-

pletamente contínua.

(iii) Nesta parte mostraremos que existe r0 > 0 talque Γ (Br0(C
0
h(X))) ⊆ Br0(C

0
h(X)).

De fato, se assumimos que esta afirmação é falsa, então para todo r > 0 podemos escolher

xr ∈ Br(C
0
h(X)) tal que �Γ(xr)�h > r. Combinando (3.29), (3.30) e (3.31) resulta

r < �Γ(xr)�h ≤ �M�f(0, ϕ)�+ LfKr + LfC + �Mβ(L),

onde L = Kr + C. Portanto

1 ≤
�M�f(0, ϕ)�+ LfC

r
+ LfK + �M

L

r

β(L)

L
,

e

1 ≤ LfK + �MK lim inf
ξ→∞

β(ξ)

ξ
,

o que contradiz a condição (f) e mostra a afirmação.

(iv) Usando agora as condições (a) e (b), e usando os Lemas 1.8, 1.14 e 1.11 deduzimos que

Γi(SAPω,0(X)) ⊆ SAPω,0(X), i=1,2, e combinando com a afirmação (iii), temos que

Γ(Br0(C
0
h(X)) ∩ SAPω,0(X)) ⊆ Br0(C

0
h(X)) ∩ SAPω,0(X)
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e também

Γ
�

Br0(C
0
h(X)) ∩ SAPω,0(X)

h
�

⊆ Γ (Br0(C
0
h(X)) ∩ SAPω,0(X))

h

⊆ Br0(C
0
h(X)) ∩ SAPω,0(X)

h

onde K
h
denota o fecho (topologico) de K em Ch(X). Aplicando o Teorema de Schauder,

deduzimos que Γ tem um ponto fixo x ∈ Br0(C
0
h(X)) ∩ SAPω,0(X)

h
.

(v) Finalmente, vamos mostrar que x ∈ SAPω,0(X). Seja (xn)n uma seqüência em

Br0(C
0
h(X))∩SAPω,0(X) que converge à x para a topologia em Ch. Segue da condição (d) que

Γ2(x
n) → Γ2(x), n → ∞, uniformemente no intervalo [0,∞). Como Γ2(x

n) ∈ SAPω,0(X),

obtem-se que Γ2x ∈ SAPω,0(X). Vamos definir F : SAPω,0(X) → SAPω,0(X) por

F z = Γ1z + Γ2x.

É consequencia de (e) e da observação anterior que F esta bem definida e que . Alem disso, é

uma contração. Por tanto F tem um único ponto fixo z. Como x é também ponto fixo de F ,

então z = x.

No seguinte resultado vamos a estudar uma situação particular. Nesta parte vamos supor

que B ⊆ L1
loc((−∞, 0], X) e que para cada σ < 0 a inclusão B �→ L1([σ, 0], X) é contínua.

Sejam α : [0,∞) → R e g̃ : [0,∞) × X → X funções contínuas tais que α(t) → 0 quando

t → ∞ e, para todo σ < 0 y u : [σ, 0] → X integrável, a função s �→ g̃(s, u(s)) é integrável.

Seja

g(t, ψ) =

� 0

−t

α(−s)g̃(s + t, ϕ(s))ds, ϕ ∈ B,

onde g̃(t, x) → 0 quando t → ∞. Definimos a função ν = e−µt ∗ |α|(t). É bem conhecido

que a convolução de funções nulas no infinito não é, em geral, uma função nula no infinito. Isto

motiva o seguinte resultado.

Teorema 3.11. Seja B é um espaço de fase com memória amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A função f : R× B → X satisfaz a condição (H-1) e f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0.

(b) A função g̃ : [0,∞) × X → X é assintoticamente uniformemente contínua em con-

juntos limitados, existe uma função contínua não decrescente W : [0,∞) → [0,∞) tal que
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�g̃(t, x)� ≤ W (�x�) para t ≥ 0 e x ∈ X . Ademais, para cada a ∈ [0,∞) e r > 0 o conjunto

{g̃(s, ψ) : 0 ≤ s ≤ a, x ∈ X, �x� ≤ r} é relativamente compacto em X .

(c) Para cada L > 0,

lim
t→∞

1

h(t)

� t

0

ν(t − s)W (Lh(s))ds = 0.

Seja β(L) = supt≥0
1

h(t)

� t

0
ν(t − s)W (Lh(s))ds.

(d) Para cada � > 0 existem δ > 0 e T� tal que �g̃(t, x1) − g̃(t, x2)� ≤ �, para todo t ≥ T�

e x1, x2 ∈ X tal que �x1 − x2� ≤ δh(t).

(e) Assumamos que

LfK + �MK lim inf
ξ→∞

β(ξ)

ξ
< 1.

Então existe uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstração. Usamos as notações introduzidas na demonstração do Teorema 3.10.

Portanto Γ1 é uma contração em C0
h(X).

Seja x ∈ C0
h(X). De

Γ2x(t) =

� t

0

R(t − s)

� s

0

α(s − ξ)g̃(ξ, xξ + yξ)dξds

obtemos

�Γ2x(t)� ≤ �M

� t

0

ν(t − s)W (�x + y�hh(s))ds

o qual implica Γ2x ∈ C0
h(X). Além disso, é conseqüência de (d) que Γ2 é contínua. É claro

também que Γ2 é completamente contínua.

De maneira similar, da condição (e) obtemos que existe r0 > 0 tal que Γ (Br0(C
0
h(X)))

⊆ Br0(C
0
h(X)).

Completamos o argumento como na demonstração do Teorema 3.10.

Teorema 3.12. Seja B é um espaço de fase com memória amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A função f : R× B → X satisfaz a condição (H-1) e f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0.

87



(b) Existe uma decomposição g = g0 + g1, onde g0, g1 : R×B → X são funções contínuas

que satifazem as seguintes condições: g0(·, ψ) é ω-periódica para cada ψ ∈ B, existe uma

constante L0 ≥ 0 tal que

�g0(t, ψ1)− g0(t, ψ2)� ≤ L0�ψ1 − ψ2�B,

para todo t ≥ 0 e todo ψ1, ψ2 ∈ B, e para cada r > 0, g1(t, ψ) → 0, t → ∞, uniformemente

para ψ ∈ B com �ψ�B ≤ r.

(c) Existe uma função contínua não decrescente W1 : [0,∞) → [0,∞) tal que �g1(t, ψ)�

≤ W (�ψ�ψ) para t ≥ 0 e x ∈ X . Ademais, para cada a ∈ [0,∞) e r > 0 o conjunto

{g1(s, ψ) : 0 ≤ s ≤ a, ψ ∈ B, �ψ�B ≤ r} é relativamente compacto em X .

(d) Assumamos que

LfK +
L0
�MK

µ
+
�MK

µ
lim inf
ξ→∞

W1(ξ)

ξ
< 1.

Então existe uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica do problema (3.21)-(3.22).

Demonstração. Definimos o operador Γ em SAPω,0(X) por (3.24). Vamos a decompor

Γ = Γ1 + Γ2, onde

Γ1x(t) = R(t)f(0, ϕ)− f(t, xt + yt) +

� t

0

R(t − s)g0(s, xs + ys)ds,

Γ2x(t) =

� t

0

R(t − s)g1(s, xs + ys)ds,

para t ≥ 0 e (Γ1x)0 = (Γ2x)0 = 0.

Para x, z ∈ SAPω,0(X) de

�Γ1x(t)− Γ1z(t)� ≤ (Lf +
L0

µ
)K max

0≤s≤t
�x(s)− z(s)�

é dizer Γ1 é uma contração em SAPω,0(X).

Agora vamos estudar Γ2. Deduz-se de (b) que g1(s, xs+ ys) → 0, s → ∞. Portanto obtem-

se que Γ2 : SAPω,0(X) → C0(X). Usando um argumento similar aos anteriores, podemos

mostrar que Γ2 é completamente contínua.
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Além disso, existe r0 > 0 talque Γ (Br0(Cb(X))) ⊆ Br0(Cb(X)). De fato, se assumimos

que esta afirmação é falsa, então para todo r > 0 podemos escolher xr ∈ Br(Cb(X)) tal que

�Γ(xr)� > r. Da definição de Γ resulta

r < �Γ(xr)� ≤ C1 + LfKr +
�ML0K

µ
r +

�M

µ
W1(Kr + C),

onde C1 é uma constante independente de r. Portanto

1 ≤ LfK +
�ML0K

µ
+
�MK

µ
lim inf
ξ→∞

W1(ξ)

ξ
,

o que contradiz a condição (d) e mostra a afirmação.

Aplicando o Teorema de Schauder, deduzimos que a aplicação Γ tem um ponto fixo

x ∈ Br0(SAPω,0(X))

Em seguida discutiremos a existência de uma solução branda assintoticamente quase au-

tomórfica para a equação diferencial parcial neutra abstrata com retardo infinito (3.21)-(3.22).

Para tratar este problema usaremos o método desenvolvido no Teorema 3.12.

Teorema 3.13. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Além disso, suponha que

se tem as seguintes propriedades:

(a) A função f : [0,∞)×B → X é assintoticamente quase automórfica compacta, satisfaz

a condição (3.23) e f(t, 0) = 0 para todo t ≥ 0.

(b) A função g : [0,∞)× B → X é assintoticamente quase automórfica compacta, satisfaz

a condição (W-2) e para cada a ∈ [0,∞) e r > 0 o conjunto {g(s, ψ) : 0 ≤ s ≤ a, ψ ∈ B,

�ψ�B ≤ r} é relativamente compacto em X .

(c) Para cada L > 0,

lim
t→∞

1

h(t)

� t

0

e−µ(t−s)Wg(Lh(s))ds = 0.

Seja β(L) = supt≥0
1

h(t)

� t

0
e−µ(t−s)Wg(Lh(s))ds.

(d) Para cada � > 0 existe δ > 0 tal que
� t

0

e−µ(t−s)�g(s, us)− g(s, vs)�ds ≤ �,
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para todo t ≥ 0 e u, v ∈ Ch(X) com u0 = v0 ∈ B tal que �u − v�h ≤ δ.

(e) Assumamos que

LfK + �MK lim inf
ξ→∞

β(ξ)

ξ
< 1.

Então existe uma solução branda assintoticamente quase automórfica compacta do problema

(3.21)-(3.22).

Demonstração. Usando todas as notações e propriedades estabelecidas na demonstração do

Teorema 3.10, temos que Γ = Γ1 + Γ2, onde Γ1 é uma contração em C0
h(X) e Γ2 é completa-

mente contínua em C0
h(X). Além disso, existe r0 > 0 tal que Γ (Br0(C

0
h(X))) ⊆ Br0(C

0
h(X)).

Seja AAA0(X) = {x ∈ AAAc(X) : x(0) = 0}. Está claro que AAA0(X) é um sub-

espaço fechado de AAAc(X). Como B é um espaço de memória amortecida, segue que se

x ∈ AAA0(X), então a função R
+ → B, t �→ xt + yt está em AAAc(B). Como f ∈

AAAc(R
+ ×B, X) é uniformemente contínua em subconjuntos limitados de B uniformemente

para t ∈ R
+, obtemos de Lema 1.7, que t → f(t, ut + yt) ∈ AAA(X) e também que

Γ1(AAA0(X)) ⊆ AAA0(X). Por outro lado, como g é uniformemente contínua em subconjun-

tos compactos de B uniformemente para t ∈ R
+, obtemos de que Γ2(AAA0(X)) ⊆ AAA0(X).

Assim Γ(AAA0(X)) ⊆ AAA0(X). Repetindo o argumento da parte (iv) da demonstração

do Teorema 3.10, concluímos que Γ tem um ponto fixo x ∈ Br0(C
0
h(X)) ∩ AAA0(X)

h
. Us-

ando agora o argumento da parte (v) da demonstração do Teorema 3.10 podemos afirmar que

x ∈ AAA0(X).

3.4.1 Aplicações

Nesta subseção voltamos estudar o problema da condução do calor já considerado na seção 3.3.

Mantendo as notações e propriedades já estabelecidas na seção 3.3, neste caso vamos estudar

um modelo de tipo neutro

θ��(t) +

� t

−∞

q(t − s)θ��(s)ds = α(0)Δ[θ(t) +

� t

−∞

q(t − s)θ(s)ds]

−β(0)[θ�(t) +

� t

−∞

q(t − s)θ�(s)ds]−

� t

0

β�(t − s)[θ�(s) +

� s

−∞

q(s − τ)θ�(τ)dτ ]ds

+

� t

0

α�(t − s)Δ[θ(s) +

� s

−∞

q(s − τ)θ(τ)dτ ]ds + a(t)

� t

−∞

p(t − s, θ(s))ds, (3.32)
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para t ≥ 0, onde p, q : [0,∞) → R são funções contínuas que satisfazem condições apro-

priadas. Utilizando o desenvolvimento da Seção 3.3, modelamos o problema no espaço X =

H1
0 (Ω)× L2(Ω), e consideramos u(t) = (θ(t), θ�(t))T tal que ut ∈ B para t ≥ 0, onde B é um

espaço de fase de funções com valores emX com memória amortecida e constanteK. Para ser

consistentes com nosso modelo, estudamos a equação (3.32) com condição inicial

u0 =

�
ϕ

ψ

�

, (3.33)

onde (ϕ, ψ)T ∈ B. A função : [0,∞)× B → X é dada por

f(t, (ϕ1, ψ1)) =

� � 0

−∞
q(−τ)ϕ1(τ)dτ

� 0

−∞
q(−τ)ψ1(τ)dτ

�

.

Nos vamos a supor que f satisfaz uma condição de Lipschitz com constante Lf . De maneira

similar, a função g : [0,∞)× B → X é dada por

g(t, (ϕ1, ψ1)) =

�
0

a(t)
� 0

−∞
p(−τ)ϕ1(τ)dτ

�

.

e vamos a supor que g satisfaz uma condição de Lipschitz com constante Lg. Nestas condições

a equação (3.32) é modelada na forma abstrata (3.21)-(3.22). Aplicando agora o Teorema 3.5

obtemos o seguinte resultado.

Proposição 3.6. Nas condições anteriores, se a(·) ∈ SAPω(R) e (Lf +
2�M
γ

Lg)K < 1, então o

problema (3.19)-(3.33) tem uma única solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Para completar esta subseção, examinamos a existência de soluções brandas S-assintotica-

mente ω-periódicas para a seguinte equação diferencial parcial neutra

∂

∂t

�

x(t, ξ) +

� t

−∞

� ξ

0

p(t)a(t − s)x(s, η)dηds

�

=
∂2

∂ξ2

�

x(t, ξ) +

� t

−∞

� ξ

0

p(t)a(t − s)x(s, η)dηds

�

+e−λt
�
�
�
�

� ξ

0

x(s, η)dη

�
�
�
�

β

sin ξ, t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], (3.34)

x(t, 0) = x(t, π) = 0, t ≥ 0, (3.35)

x(θ, ξ) = φ(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π], (3.36)

91



onde β ∈ (0, 1), λ > 0, a : R+ → R é uma função contínua e p : R+ → R é uma função

S-assintoticamente ω-periódica.

Para estudar este sistema na forma abstrata (3.21), escolhemos o espaço X = L2[0, π] e o

operador A definido em X por Au = u��, com domínio

D(A) = {u ∈ L2[0, π] : u�� ∈ L2[0, π], u(0) = u(π) = 0}.

É bem conhecido queA é o gerador infinitesimal de umC0-semigrupo uniformemente exponen-

cialmente estavél (T (t))t≥0 em L2[0, π] tal que �T (t)� ≤ e−t para todo t ≥ 0.

Denotamos B = C0 × L2(ρ, L2[0, π]) o espaço de fase definido no Exemplo 1.1 com ρ uma

função integrável em (−∞, 0].

A seminorma em C0 × L2(ρ, L2[0, π]) é definida por

�ψ�B = �ψ(0)�2 +

�� 0

−∞

ρ(θ)�ψ(θ)�22dθ

� 1

2

.

e K = 1 +
�� 0

−∞
ρ(θ)dθ

� 1

2

.

A equação (3.34) pode ser expressada como um sistema abstrato da forma (3.21). De fato,

assumindo que

C :=

�� 0

−∞

a2(−s)

ρ(s)
ds

� 1

2

< +∞

vamos a definir f, g : R+ × B → L2[0, π] por

f(t, ϕ)(ξ) = p(t)

� 0

−∞

� ξ

0

a(−s)ϕ(s, η)dηds, ξ ∈ [0, π],

g(t, ϕ)(ξ) = e−λt
�
�
�
�

� ξ

0

ϕ(0, η)dη

�
�
�
�

β

sin ξ, ξ ∈ [0, π],

D(t, ϕ)(ξ) = ϕ(0, ξ) + f(t, ϕ)(ξ).

Portanto, f(t, ·) é uma aplicação linear limitada e temos as seguintes estimativas:

�f(t, ψ)�2 ≤
π
√
2
�p�∞C�ψ�B, t ≥ 0, ψ ∈ B, (3.37)

�g(t, ψ)�2 ≤
1

√
β + 1

π
β+1

2 �ψ�βB, t ≥ 0, ψ ∈ B, (3.38)

�f(t + ω, ψ)− f(t, ψ)�2 ≤ |p(t + ω)− p(t)|
π
√
2

C�ψ�B, t ≥ 0, ψ ∈ B, (3.39)
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Observamos que as estimativas (3.37) e (3.39) implican que f é uniformemente S-assintoti-

camente ω-periódica em conjuntos limitados e assintoticamente uniformemente contínua em

conjuntos limitados. De maneira similar, a estimativa (3.38) implica que g(t, ψ) → 0, t → ∞,

uniformemente para ψ em conjuntos limitados. Além disso, como a função W0(s) = sβ é

uniformemente contínua para s ≥ 0, segue da definição que g é uniformemente contínua em

conjuntos limitados. Por outro lado, escolhemos a função

W (s) =
1

√
β + 1

π
β+1

2 sβ.

É immediato que as condições (a) e (b) do Teorema 3.10 são verificadas. Em particular,

Lf :=
π
√
2
�p�∞C.

Seja h(t) = e
λ
β
t. Podemos inferir que

1

h(t)

� t

0

e−(t−s)W (Lh(s))ds ≤
Lβ

1 + λ

1
√

β + 1
π

β+1

2 e−λ(
1

β
−1)t → 0, t → ∞.

Assim, a condição (c) no Teorema 3.10 se satisfaz e

β̃(L) = sup
t≥0

1

h(t)

� t

0

e−(t−s)W (Lh(s))ds ≤ C1L
β,

para certa constante C1 > 0.

Ademais, se u, v ∈ Ch(X), então

� π

0

� |u(t, η)|

h(t)
−

|v(t, η)|

h(t)

�
dη ≤ π1/2

�� π

0

� |u(t, η)|

h(t)
−

|v(t, η)|

h(t)

�2
dη

�1/2

≤ π1/2�u − v�h.

Como

�g(t, ut)− g(t, vt)�
2
2 =

� π

0

e−2λt

��
�
�
�

� ξ

0

u(t, η)dη

�
�
�
�

β

−

�
�
�
�

� ξ

0

v(t, η)dη

�
�
�
�

β
�2

dξ

=

� π

0

��
�
�
�

� ξ

0

u(t, η)

h(t)
dη

�
�
�
�

β

−

�
�
�
�

� ξ

0

v(t, η)

h(t)
dη

�
�
�
�

β
�2

dξ

≤ π

�

W0(

� π

0

|u(t, η)|

h(t)
dη)− W0(

� π

0

|v(t, η)|

h(t)
dη)

�

93



e voltando a usar o fato queW0 é uniformemente contínua, obtemos que para cada ε > 0, existe

δ > 0 tal que �u − v�h ≤ δ implica que �g(t, ut) − g(t, vt)�2 ≤ ε, para todo t ≥ 0. Isto

mostra que a condição (d) no Teorema 3.10 é satisfeita. Como limr→∞
β̃(r)
r

= 0, se LfK < 1

temos que a condição (e) no Teorema 3.10 também é verificada. Assim, pelo Teorema 3.10 o

problema (3.34)-(3.36) tem uma solução S-assintoticamente ω-periódica.

3.5 Equações integro-diferenciais abstrata singular

de tipo neutro com retardo infinito

3.5.1 Soluções assintoticamente quase automórficas

Em dos Santos e Cuevas [49] os autores provaram a existência e unicidade de uma solução

branda assintoticamente quase automórfica para a equação integro-diferencial parcial fracio-

nária abstrata neutra com retardo infinito

d

dt
D(t, ut) =

� t

0

(t − s)α−2

Γ(α − 1)
AD(s, us)ds + g(t, ut), t ≥ 0, (3.40)

u0 = ϕ ∈ B, (3.41)

onde 1 < α < 2, D(t, ψ) = ψ(0) + f(t, ψ), A : D(A) ⊆ X → X é um operador setorial e f, g

são funções sujeitas a? algumas condições adicionais.

Definição 3.5. Uma função u : R → X é dita uma solução branda para o problema (3.40)-

(3.41) se u é contínua em [0,∞), u0 = ϕ, e verifica-se a equação integral

u(t) = Eα (t) (ϕ(0) + f(0, φ))− f(t, ut) +

� t

0

Eα(t − s)g(s, us)ds, t ≥ 0. (3.42)

O seguinte resultado complementa aqueles em [49].

Teorema 3.14. Seja B um espaço de fase com memória amortecida. Assuma que as condições

(a) e (b) do Teorema 3.13 são satisfeitas, e que se tem as seguintes condições:

(i) Para cada L > 0,

lim
t→∞

1

h(t)

� t

0

W (Lh(s))

1 + |ω|(t − s)α
ds = 0.
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Seja

β(ξ) := C(θ, α)N sup
t≥0

1

h(t)

� t

0

W (νh(s))

1 + |ω|(t − s)α
ds,

onde C(θ, α) e N são as constantes definidas em (1.24).

(ii) Para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que
� t

0

�g(s, us)− g(s, vs)�

1 + |ω|(t − s)α
ds ≤ ε,

para todo t ≥ 0 e u, v ∈ Ch(X) com u0 = v0 ∈ B tal que �u − v�h ≤ δ.

(iii) Assumamos que

LfK + K lim inf
ξ→∞

β(ξ)

ξ
< 1.

Então o problema (3.40)-(3.41) tem uma solução branda assintoticamente quase auto-

mórfica compacta.

Demonstração. Denotamos por y(·) a função definida por y0 = ϕ e y(t) = Eα(t)ϕ(0) for

t ≥ 0. Definimos o operador Γ em C0
h(X) por (Γu)0 = 0 e

Γu(t) = Eα(t)f(0, ϕ)− f(t, ut + yt) +

� t

0

Eα(t − s)g(s, us + ys)ds, t ≥ 0. (3.43)

Consideramos a decomposição Γ = Γ1 + Γ2, onde

Γ1u(t) = Eα(t)f(0, ϕ)− f(t, ut + yt),

Γ2u(t) =

� t

0

Eα(t − s)g(s, us + ys)ds,

para t ≥ 0 e (Γ1u)0 = (Γ2u)0 = 0.

É fácil verificar que Γ1 tem valores em C0
h(X) e que Γ1 é uma contração. Ademais, da

seguinte estimativa

�Γ2u(t)�

h(t)
≤

C(θ, α)N

h(t)

� t

0

W ((K�u�h + C)h(s))

1 + |ω|(t − s)α
ds, (3.44)

obtemos que lim
t→∞

�Γ2u(t)�

h(t)
= 0, portanto Γ2 é uma aplicação com valores emC0

h(X). Segue-se

da condição (ii) que Γ2 : C0
h(X) → C0

h(X) é uma aplicação contínua. O restante da demon-

stração se faz de modo análogo à demonstração do Teorema 3.13.
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3.5.2 Soluções S-assintoticamente ω-periódicas

Nesta subseção discutiremos a existência de uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica

para o problema (3.40)-(3.41). O seguinte resultado complementa aqueles obtidos em Cuevas e

de Souza [37].

Teorema 3.15. Seja B é um espaço de fase com memória amortecida. Além disso, assuma que

as condições (a) e (b) Teorema 3.10 e as condições (i), (ii), (iii) do Teorema 3.14 são satisfeitas.

Então o problema (3.40)-(3.41) tem uma solução branda S-assintoticamente ω-periódica.

Demonstração. Descrevemos brevemente o argumento da demonstração. Utilizamos a mesma

notação na demonstração do Teorema 3.14. Temos, da demonstração do Teorema 3.14, que Γ1

é uma contração e Γ2 é completamente contínua. Segue-se dos Lema 1.8, 1.14 e [37, Lema 3.2]

que Γi(SAPω,0(X)) ⊆ SAPω,0(X), i = 1, 2. Assim Γ(SAPω,0(X)) ⊆ SAPω,0(X) e

Γ : SAPω,0(X)
h
→ SAPω,0(X)

h
.

O restante da demonstração utiliza um argumento similar ao da demonstração do Teorema 3.10.

3.5.3 Aplicação

Para completar esta seção, examinamos a existência de uma solução branda S-assintoticamente

ω-periódica para a equação diferencial de tipo neutro

∂

∂t

�

u(t, ξ) + p(t)

� 0

−∞

� ξ

0

a(t − s)u(s, η)dηds

�

= Jα−1
t

�
∂2

∂ξ2
− ν

��

u(t, ξ) + p(t)

� 0

−∞

� ξ

0

a(t − s)u(s, η)dηds

�

+e−λt
�
�
�
�

� ξ

0

u(s, η)dη

�
�
�
�

β

sin ξ, t ≥ 0, ξ ∈ [0, π], (3.45)

u(t, 0) = u(t, π) = 0, t ≥ 0, (3.46)

u(θ, ξ) = φ(θ, ξ), −∞ < θ ≤ 0, ξ ∈ [0, π], (3.47)
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onde β ∈ (0, 1), α ∈ (1, 2), λ, ν > 0, a : R+ → R é uma função contínua e p : R+ → R é uma

função S-assintoticamente ω-periódica. Ademais, usamos a notação

Jα−1
t f(t) =

� t

0

(t − s)α−2

Γ(α − 1)
f(s)ds.

Para representar esse sistema na forma abstrata (3.40) escolhemos o espaço X = L2[0, π] e

definimos o operador A associado a? (3.45) por

Az = z�� − νz,

com domínio

D(A) = {z ∈ L2[0, π] : z�� ∈ L2[0, π], z(0) = z(π) = 0}.

É bem conhecido queΔu = u�� é o gerador de um semigrupo analítico em L2[0, π]. Assim, A é

um operador setorial com constante ω = −ν < 0. Agora usamos as definições de B, f , g, C,

W0, W e h introduzidas em relação ao problema (3.34)-(3.36).

Portanto, o problema (3.45)-(3.47) pode-se formular na forma abstrata (3.40), onde u(t)(ξ) =

u(t, ξ).

Das propriedades estabelecidas para o problema (3.34)-(3.36) temos que as funções f, g :

R
+×B → L2[0, π] são uniformemente S-assintoticamente ω-periódicas em conjuntos limitados

e assintoticamente uniformemente contínuas em conjuntos limitados. Assim as condições (a),

(b) do Teorema 3.10 são satisfeitas.

Por outro lado, podemos inferir que

1

h(t)

� t

0

W (Lh(s))

1 + ν(t − s)α
ds ≤

π
β+3

2 ν−1/αLβ

√
β + 1α sin(π

α
)
e−λ(

1

β
−1)t → 0, t → ∞,

o qual mostra que a condição (i) do Teorema 3.14 é satisfeita e que

β̃(L) = sup
t≥0

1

h(t)

� t

0

W (Lh(s))

1 + ν(t − s)α
ds ≤ C1L

β,

para certa constante C1 > 0. Por outro lado, se u, v ∈ Ch(X), o argumento usado no problema

(3.34)-(3.36) mostra que para cada ε > 0 existe δ > 0 tal que �u − v�h ≤ δ implica que

�g(t, ut)− g(t, vt)�2 ≤ ε, para todo t ≥ 0. Portanto
� t

0

�g(s, us)− g(s, vs)�2
1 + ν(t − s)α

ds ≤ C2ε
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para certa constante C2 > 0. Isto mostra que a condição (ii) no Teorema 3.14 é satisfeita.

Finalmente,

Como limr→∞
β̃(r)
r

= 0, se LfK < 1 temos que a condição (iii) no Teorema 3.14 também

é verificada. Assim, pelo Teorema 3.15 o problema (3.45)-(3.47) tem uma solução S-assin-

toticamente ω-periódica.
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Capítulo 4

Estabilização de Sistemas de Controle com

Retardo

Neste capítulo estudaremos o problema de estabilização de sistemas de controle modelados pela

equação diferencial funcional abstrata

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + Bu(t) (4.1)

com retardo r > 0.

Vamos a supor que u(t) ∈ R
m denota a variável de controle eB : Rm → X é uma aplicação

linear. Alem disso, A e L satisfazem as condições consideradas na seção 1.1 Denotamos por

V (t) o semigrupo solução associado à equação (4.1), com gerador infinitesimal AV .

4.1 Resultados de estabilização

Iniciaremos esta seção estabelecendo nosso conceito de estabilização.

Definição 4.1. O sistema (4.1) é dito estabilizável se existe uma aplicação linear limitada F :

C → R
m tal que o sistema

x�(t) = Ax(t) + (L + BF )(xt) (4.2)

é uniformemente estável.

99



A seguir denotamos por �V (t) o semigrupo solução associado a (4.2), com gerador infinites-

imal �AV .

Inicialmente, nós estabelecemos algumas condições necessárias para o sistema (4.1) ser

estabilizável.

Proposição 4.1. Se o operador T (t)L é compacto para t > 0 e o sistema (4.1) é estabilizável,

então o semigrupo V (t) é quase compacto.

Demonstração. Procedendo como na demonstração do Teorema 1.1 podemos escrever

V (t) = W (t) + U(t),

�V (t) = W (t) + �U(t),

onde o operador �U(t) é dado por

[�U(t)ϕ](θ) =






� t+θ

0

T (t + θ − s)(L + BF )(�V (s)ϕ) ds, −t ≤ θ ≤ 0,

0, −r ≤ θ < −t.

Como B é um operador linear compacto, o mesmo argumento mencionado na demonstração do

Teorema 1.1 para obter que U(t) é compacto permite afirmar que �U(t) é compacto. Portanto,

V (t) = U(t) + �V (t)− �U(t). (4.3)

Como U(t)− �U(t) é compacto e o semigrupo �V (t) é uniformemente estável, podemos afirmar

que o semigrupo V (t) é quase compacto.

Assumiremos que o semigrupo T é uniformemente estável e que o operador T (t)L é com-

pacto para t > 0. Nesse caso, o semigrupo V é quase compacto e podemos aplicar as pro-

priedades e notações introduzidas na Observação 1.1 em relação com a equação homogênea

(1.4). Em particular, colocamos Λ = {λ ∈ σp(AV ) : Re(λ) ≥ 0}. Além disso, como

Bu =

m�

j=1

ujbj, para algum bj ∈ X , introduzimos a notação x∗B para a matriz d × m cu-

jos (i, j) coeficientes são �x∗
i , bj�, i = 1, . . . , d, j = 1, . . . , m.

Proposição 4.2. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estável e que o operador T (t)L

é compacto para t > 0. Seja λ ∈ Λ tal que R[Δ(λ), B] = X . Então R[λI − G, x∗B] = d.
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Demonstração. Seja v ∈ R
d∗ um vetor tal que vG = λv e vx∗B = 0. Segue-se do Lema 1.4

que Δ�(λ)vx∗ = 0. Consequentemente, vx∗ ∈ R[Δ(λ), B]⊥, o que por sua vez implica que

vx∗ = 0. Aplicando, agora o Lema 1.5 inferimos que v = 0.

Agora estamos em possição de estabelecer o resultado principal desta seção.

Teorema 4.1. Assuma que o semigrupo T é uniformemente estável e que o operador T (t)L é

compacto para t > 0. Então o sistema (4.1) é estabilizável se, e somente se, R[Δ(λ), B] = X

para todo λ ∈ Λ.

Demonstração. Seja x(·) a solução branda de (4.1) com condição inicial x0 = ϕ. Aplicando

a Observação 1.1 podemos escrever xPt = Φz(t), t ≥ 0, onde z(t) satisfaz a equação

z�(t) = Gz(t) + x∗Bu(t), (4.4)

o qual é um sistema de controle com estados em R
d.

Assumiremos primeiro que R[Δ(λ), B] = X for λ ∈ Λ. Da Proposição 4.2 obtemos que

R[λI − G, x∗B] = d para todo λ ∈ Λ. Como σp(G) = Λ o critério de Hautus ([79]) implica

que o sistema (4.4) é estabilizável. Consequentemente, existe uma matriz H de ordem m × d

tal que σ(G + x∗BH) = {γ1, . . . , γl} está incluído em C
− \ σ(AV ).

Definimos F (ϕ) = H�Ψ, ϕ� para ϕ ∈ C. Como o argumento usado para estabelecer [68,

Teorema 3.1] só depende das propriedades estabelecidas na Observação 1.1 e no Lema 1.4 e

Lema 1.5, nós vamos incluir as ideias principais da demonstração.

Sejam y(·) e x̃(·) as soluções brandas de (1.4) e (4.2), respectivamente, com condição inicial

ϕ. Inicialmente nós mostraremos que se ϕ ∈ QΛ, então y(t) = x̃(t) para todo t ≥ 0. De

fato, yt = V (t)ϕ ∈ QΛ e F (yt) = H�Ψ, yt� = 0. Conseqüentemente y(t) também é solução

de (4.2) e desta propriedade nos podemos concluir que �V (t)ϕ = V (t)ϕ. Assim, o espaço QΛ

é invariante pelo operador �V (t). Portanto, em termos da decomposição C = PΛ ⊕ QΛ, nos

podemos representar �V (t) como o operador

�V (t) =

�
�V1(t) 0
�V2(t) V Q(t)

�

. (4.5)

Usando a teoria de semigrupo de operadores, no que segue vamos demonstrar que

σp( �AV ) ⊆ {λ ∈ σp(AV ) : Re(λ) < 0} ∪ σ(G + x∗BH) ⊆ C
−. (4.6)
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Para fazer esta demonstração, indiquemos por λ um autovalor de �AV . Seja ϕ �= 0 um autovetor

correspondente de �AV . Portanto �V (t)ϕ = eλtϕ. Sejam ϕP = Φw, w ∈ R
d, e ϕQ as projeções

de ϕ no subespaço PΛ e QΛ, respectivamente.

Se w = 0, então ϕP = 0 e ϕ ∈ QΛ. Segue-se então que V (t)ϕ = �V (t)ϕ = eλtϕ e, voltando

aplicar a teoria de semigrupo, obtemos que λ ∈ σp(A
Q
V ) = {λ ∈ σp(AV ) : Re(λ) < 0}.

Se assumimos que w �= 0 aplicando (4.5), de

�V (t)ϕ = eλt

�
ϕP

ϕQ

�

=

�
�V1(t) 0
�V2(t) V Q(t)

� �
ϕP

ϕQ

�

segue-se que

x̃Pt = �V1(t)ϕ
P = eλtϕP .

Vamos escrever x̃Pt = Φz(t), então z(t) = eλtw. Por outra parte, como z(t) satisfaz a equação

z�(t) = Gz(t) + �x∗, BF x̃Pt �

é immediato que

λw = (G + x∗BH)w

e λ é um autovalor de G + x∗BH .

Dado que o semigrupo V (t) é quasi-compacto, usando (4.3) obtemos que �V (t) também é

um semigrupo quasi-compacto. Segue agora do Lema 1.2 e da inclusão (4.6) que o semigrupo
�V (t) é uniformemente estável e, portanto que o sistema (4.1) é estabilizável.

Reciprocamente, se (4.1) é estabilizável, existe um controle de realimentação u(t) = F (xt)

para o qual o semigrupo solução �V (t) de (4.2) é uniformente estável. Portanto, para qualquer

λ ∈ C comRe(λ) ≥ 0 temos que λ /∈ σ( �AV ). Se segue do Lema 1.3 que λ /∈ σ(A+Lλ+BFλ),

o qual claramente implica queR[Δ(λ), B] = X .

Corolário 4.1. Assuma que o semigrupo T (·) é estabilizável e o operador T (t)L é compacto

para t > 0 e R[Δ(λ), B] = X para todo λ ∈ C, Re(λ) ≥ 0. Então o sistema (4.1) é

estabilizável.

Demonstração. Segue-se de nossas hipóteses que existe um operador linear K : X → X tal

que o semigrupo �T (t) gerado por �A = A+K é uniformemente estável. O sistema (4.1) pode-se
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escrever

x�(t) = (A + K)x(t) + �L(xt) + Bu(t)

= �Ax(t) + �L(xt) + Bu(t), (4.7)

onde o operador �L : C → X é dado por

�L(ϕ) = L(ϕ)− Kϕ(0).

Além disso,
�T (t)�L(ϕ) = �T (t)L(ϕ)− �T (t)Kϕ(0). (4.8)

Como K é um operador compacto, podemos afirmar que o operador definido pelo segundo

termo no lado direito de (4.8) define um operador compacto. Similarmente, é bem conhecido

([112]) que

�T (t)x = T (t)x +

� t

0

�T (t − s)KT (s)xds

e argumentando como na demonstração do Teorema 1.1, obtemos que �T (t)L é um operador

compacto. Consequentemente, �T (t)�L é um operador compacto. Finalmente, como

R[λI − �A − �Lλ, B] = R[λI − A − Lλ, B] = X

podemos afirmar que o sistema (4.7) satisfaz as hipóteses do Teorema 4.1. Portanto o sistema

(4.1) é estabilizável.

Combinando esse resultado com o critério de estabilização estabelecido em [38, 120], pode-

mos apresentar alguns resultados para a estabilização do sistema (4.1) em termos da controla-

bilidade do sistema (2.6).

No resultado seguinte assumiremos que existe uma decomposição topológicaX = X0⊕X1,

onde Xi são subespaços invariantes por A, e X1 é um espaço de dimensão finita. Seja Ti(t) a

restrição do semigrupo T (t) em Xi para i = 0, 1. Combinando o Corolário 4.1 com [38,

Corolário 3.33] obtemos o seguinte resultado:

Corolário 4.2. Assuma que se tem as seguintes condições:

(a) O semigrupo T0(t) é uniformemente estável.
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(b) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(c) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(d) R[Δ(λ), B] = X para todo λ ∈ C, Re(λ) ≥ 0.

Então o sistema (4.1) é estabilizável.

Corolário 4.3. Assumamos que X é um espaço de Hilbert e que T (t) é um semigrupo de con-

trações tal que T (t0) é compacto para algúm t0 > 0. Se as seguintes condições são verificadas:

(a) O sistema (2.6) é aproximadamente controlável em tempo finito.

(b) O operador T (t)L é compacto para t > 0.

(c) R[Δ(λ), B] = X para todo λ ∈ C, Re(λ) ≥ 0.

Então o sistema (4.1) é estabilizável.

Demonstração. Segue de [15, Theorem 3.4.1] que o semigrupo S(t) gerado por A − B1B
∗
1 é

fortemente estável. Alem disso, de

S(t)x = T (t)x −

� t

0

S(t − s)BB∗T (s)xds,

obtemos que S(t0) é um operador compacto. Usando agora [16, Theorem 1.4.6] deduzimos

que S(t) é uniformemente estável. Portanto, o semigrupo T (t) é estabilizável e a afirmação é

conseqüência do Corolário 4.2.

4.2 Aplicações

Em esta seção aplicamos nossos resultados ao estudo da estabilização de dois classes de sis-

temas de controle com retardo.

Primeiro vamos considerar sistemas redigidos por equações diferenciais parciais de primeiro

ordem. Como foi mencionado na Aplicação 1 na Seção 2.2, este tipo de equações descreve

interesantes fenômenos tais como modelos de transporte [118] ou modelos de crecimento de
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populações [103]. Para simplificar a exposição vamos consider um sistema de controle com

retardo descrito pela equação

∂w(t, ξ)

∂t
+

∂w(t, ξ)

∂ξ
+ αw(t, ξ) +

� ∞

−∞

g(ξ, η)w(t − r, η)dη =

m�

i=1

bi(ξ)ui(t), (4.9)

w(θ, ξ) = ϕ(θ, ξ), (4.10)

para ξ ∈ R, t ≥ 0, −r ≤ θ ≤ 0, onde α, r > 0 e g, bi, ϕ são funções que satisfacem condições

apropriadas que seram especificadas mais adiante.

Definimos X = L2(R). No que segue vamos supor que f, bi ∈ X para i = 1, . . . , m e que

ϕ ∈ C([−r, 0], X). Seja A o operador

Az(ξ) = −
dz(ξ)

dξ
− αz(ξ)

no domínio D(A) = H1(R). O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo fortemente

contínuo T (t) em X definido por

T (t)z(ξ) = e−αtz(ξ − t), t, ξ ∈ R.

Seja L : C([−r, 0], X) → X definido por L(ψ) = −Nψ(−r) e B : R
m → X por Bcol

(u1, . . . , u1) =
�m

i=1 bi(·)ui.

Vamos a supor também que g : R2 → R é contínua e
�∞

−∞

�∞

−∞
|g(ξ, η)|2dηdξ < ∞.

Como foi estabelecido na Aplicação 1 na Seção 2.21 o sistema original (4.9)-(4.10) é repre-

sentado pelo o sistema abstrato

x�(t) = Ax(t) + L(xt) + Bu(t),

x0 = ϕ,

e como conseqüência do Lema 2.1 e do Teorema 4.1 podemos estabelecer.

Corolário 4.4. Nas condições precedentes, se R[λI −A−e−λrN, B] = X para todo Re(λ) ≥

0, então o sistema (4.9) é estabilizável.

Como segunda aplicação vamos a estudar a estabilização da equação de onda abstrata com

retardo ([38, Exemplo 2.16]). Específicamente vamos considerar a equação de onda controlada

com retardo

x��(t) + βx�(t) + Ax(t) = B1u(t) + L1(xt), (4.11)
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onde L1 : C([−r, 0], H) → H é um operador linear limitado e B1 : Rm → H é uma aplicação

linear.

Nesta aplicação vamos a usar a teoria desenvolvida na Aplicação 2 da Seção 2.2. No

seguinte usamos as notações e resultados estabelecidos nessa aplicação.

Seja H um espaço de Hilbert real, β > 0 e A é um operador auto-adjunto positivo com

domínio D(A) tal que

�Ax, x� ≥ k�x�2, ∀x ∈ D(A),

para alguma constante k > 0.

Introduzimos o espaço de HilbertH = D(A1/2)× H com produto interno

�

�
x1

y1

�

,

�
x2

y2

�

� = �A1/2x1, A1/2x2�+ �y1, y2�.

Usando a transformação estabelecida na Aplicação 2 da Seção 2.2., podemos reduzir (4.11)

a um sistema de controle de primeira ordem abstrato com retardo no espaço H redigido pela

equação

w�(t) = Aw(t) + L(wt) + Bu(t), (4.12)

onde

A =

�
0 I

−A −β

�

,

L : C([−r, 0],H) → H é dada por

L

��
ϕ

ψ

��

=

�
0

L1(ϕ)

�

e Bu(t) =

�
0

B1

�

u.

A propriedade seguinte é uma conseqüência direta do Teorema 4.1.

Corolário 4.5. Nas condições anteriores, assuma que L1 é um operador compacto e R[λ(λ +

β)I + A − L1,λ, B1] = H para todo Re(λ) ≥ 0. Então o sistema de controle (2.16) é estabi-

lizável.
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Demonstração. Está claro queL é um operador compacto assim queG(t)L também é compacto

para todo t > 0. Por outro lado, tomamos ϕ1 ∈ D(A1/2) and ϕ1 ∈ H . Como

λI −A− Lλ =

�
λI −I

A − L1,λ (α + β)I

�

a condição

(λI −A− Lλ)

�
ϕ

ψ

�

+ Bu =

�
ϕ1

ψ1

�

é equivalente ao sistema

ψ = λϕ − ϕ1

λ(λ + β)ϕ + (A − L1,λ)ϕ + B1u = ψ1,

o qual implica queR[λI −A− Lλ, B] = H.
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