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RESUMO

Esta tese representa uma sequéncia natural a trabalhos de varios autores, em
que se busca obter resultados novos sobre aplicacoes birracionais usando técnicas de
algebra comutativa. Uma das lacunas conhecidas é o problema da caracteristica do
corpo de base. Habitualmente tratados separadamente, o caso de caracteristica zero
e de caracteristica prima, deixam a desejar do ponto de vista da unificagao dos resul-
tados gerais. Outro aspecto relevado ¢ o do enunciado de critérios de birracionalidade
alternativos ao tradicional calculo do grau de uma aplicagao racional. O principal ob-
jetivo deste trabalho é discutir um invariante numérico de birracionalidade valido em
caracteristica arbitraria, denominado posto Jacobiano dual. Este invariante depende
fortemente da estrutura graduada da algebra de Rees do ideal de base da aplicagao
racional, a qual permite uma analise mais precisa do que o tratamento geométrico
habitual do grafico como variedade “blowup”.

PALAVRAS-CHAVE

Birracionalidade Algebra de Rees Matriz Jacobiana Dual



ABSTRACT

This thesis stands as a natural sequence to the work of several authors, seeking
to obtain new results on birational maps using techniques from commutative algebra.
One of the classical problems in the theory of birational maps is the case where the
characteristic of the base field is positive. The usual separate treatment of the case
of characteristic zero and characteristic prime falls short of unifying general results.
Another aspect scarcely dealt with is the statement of a birationality criterion which
stands as an alternative to the traditional calculation of the degree of a rational
map. The main objective of this work is a numerical invariant of birationality valid
in arbitrary characteristic, called the Jacobian dual rank. This invariant depends
strongly on the structure of the graded Rees algebra of the base ideal of a rational
map, which allows a more precise analysis than the usual geometric treatment of the
graph as a “blowup”.
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Introducao

Uma aplicagao racional § : P" --» P™ entre espagos projetivos é definida por m + 1
formas de mesmo grau, em n + 1 varidveis, ndo todas nulas, f = {fo,..., fm}. A
introducao das sizigias das formas f na teoria das aplicacoes racionais parece ter sido
empregada, pela primeira vez, por Hulek, Katz e Schreyer ([16]), que forneceram uma
condicao suficiente para § ser uma aplicacao de Cremona. Posteriormente, Russo e
Simis ([18]) desenvolveram um método no caso em que m > n, estendendo o dossié
existente a importantes aplicagoes racionais com imagem variedades classicas, tais
como rolos racionais (“rational scrolls”).

Ainda mais recentemente, Simis ([19]) estendeu os resultados anteriores ao caso
geral de uma aplicacao racional entre duas variedades projetivas reduzidas e irre-
dutiveis, em caracteristica arbitraria. Como consequéncia, foi obtido um critério
efetivo — isto ¢é, implementavel em um programa tipico de computacao algébrica —
para decidir se uma aplicagao é birracional (sobre a imagem) e, em caso afirmativo,
fornecer a aplicagao inversa.

Este critério foi implementado por Simis com bastante sucesso, em uma versao an-
terior do Programa Macaulay. Para esta tese, lancamos mao fartamente de uma imple-
mentagao paralela em Singular, criando uma pequena maquina de produzir aplicagoes
birracionais.

Voltando aos aspectos tedricos, algumas questoes especiais s6 valiam plenamente
em caracteristica zero, mantendo-se abertas em caracteristica positiva. No caso de
§ ser definida por monomios, Simis e Villarreal desenvolveram uma teoria em ca-
racteristica arbitraria, através de uma transcricao adequada a aritmética inteira e a
combinatéria ([27]). Por outro lado, mesmo em caracteristica zero algumas questoes
mantinham-se persistentes.

Existe um interesse em estender a teoria e os critérios efetivos obtidos ao caso
de variedades projetivas reduzidas, mas nao necessariamente irredutiveis. Embo-
ra comumente descartavel em geometria algébrica como uma “generalizacao obvia”
do caso irredutivel, por passagem as componentes irredutiveis, a extensao ao caso
geral mantém algumas dificuldades peculiares, tais como a prépria definicao de uma
aplicagao racional e seu comportamento funtorial, até a manutencao do andlogo do
critério classico do isomorfismo dos corpos de fungoes. Esta etapa preliminar implica
em uma cuidadosa revisao, sem a qual torna-se impossivel a etapa seguinte que ¢ a
do enunciado de um critério efetivo de birracionalidade e da explicitagao da inversa
em caso afirmativo.

Este projeto foi contemplado em [7].



O objetivo principal desta tese, pode-se assim dizer, é uma revisao ab initio da
teoria em caracteristica arbitraria, no caso de variedades integrais. Reformulamos o
critério de birracionalidade enunciado em [19], de modo a manté-lo dependente de
um tnico invariante (numérico) — aqui chamado o posto Jacobiano dual. Embora
a formulacao dada no [loc.cit.] j& houvesse envolvido este invariante, o enunciado
completo parecia depender virtualmente de outra condi¢ao, em termos da igualdade
de dois médulos livres de torcao. Um aspecto deste trabalho é a verificacao de que
a condicao modular é, de fato, uma consequéncia da primeira condi¢cao numérica.
Para tal, faz-se necessario uma revisao cuidadosa do posto Jacobiano dual e de suas
propriedades preliminares. O resultado final representa um ganho computacional e
oferece uma melhor visao da teoria.

A titulo de bonificacao, revisitamos o caso das aplicacoes de Cremona e algumas
questoes periféricas sobre aplicagoes racionais.

Passamos a descrever, brevemente, o conteido de cada capitulo.

No Capitulo I fazemos uma breve introducao das nogoes fundamentais sobre apli-
cagoes racionais, fixando a notagao que sera utilizada no decorrer deste e dos demais
capitulos. Seguiremos de perto a apresentacao em [19], que é a mais conveniente
para a transcricao algébrica. Em sequéncia aos preliminares, relacionamos o posto
Jacobiano dual com as dimensoes das variedades envolvidas (Teorema 1.9). Este
resultado esclarece o papel desempenhado por este invariante numérico por analo-
gia com o classico grau de transcendéncia, esclarecendo a igualdade das dimensoes
entre “dominio e contradominio”. Inspirando-nos em [19, Lemma 3.6], desenvolvere-
mos um estudo mais preciso sobre a natureza da aplicacao inversa de uma aplicacao
birracional em termos dos menores de ordem apropriada de uma matriz Jacobiana
dual. Concluindo, enunciamos uma reformulagao do critério de birracionalidade para
subvariedades integrais.

No Capitulo II exporemos algumas consequéncias naturais dos resultados ante-
riores, revelando alguns aspectos ainda mal compreendidos, mesmo no caso de uma
aplicagao de Cremona. Estendemos, em caracteristica arbitraria, certos resultados
obtidos em [19].

Em continuacao, damos relevo a certas questoes de natureza subjacente. A in-
tencao € a interveniéncia de propriedades tipicas de adlgebra comutativa no que elas
podem, potencialmente, representar um dado adicional na area. Estes aspectos tocam
profundamente a natureza de uma aplicacao de Cremona individual e dao um toque
algébrico sutil ao cabedal cléssico da teoria.



Capitulo 1

Um critério de birracionalidade

1.1 Preliminares

Seja k um corpo infinito arbitrario, que sera suposto algebricamente fechado na trans-
cri¢ao geométrica de alguns resultados obtidos. Consideremos o espago projetivo P} n-
dimensional sobre k (ou simplesmente P, se o corpo envolvido for claro do contexto).
O anel de coordenadas homogéneas de P" é o anel de polinémios k[X]| = k[ Xy, ..., X,]
munido da graduacao standard. Consideremos uma subvariedade projetiva reduzida
e irredutivel V- C P". Como de héabito, denotamos (V') o seu ideal homogéneo de
definigao e poremos R := k[X]/I(V) — o anel de coordenadas homogéneas de V' em
P". Notemos que R é um dominio de integridade.

Uma aplicacao racional § : P* --» P™ é definida por um conjunto ordenado de
m + 1 formas de um mesmo grau, nao todas nulas. Dada uma variedade projetiva
irredutivel V' C P, podemos definir aplicagoes racionais de V' em P™ de tal maneira
a se estender ao ambiente P". Assim sendo, estas aplicagoes estao completamente
definidas por um conjunto ordenado de formas f = {fo, ... f,} C R de mesmo grau,
com algum f; # 0. O conjunto f é dito um representante de §.

Fixada uma aplicacao racional § : V --+ P nao existe um tnico representante
para §, contudo hé relacado entre tais conjuntos de formas: dados f,f’ C R, temos
que f e f’ representam a mesma § se, somente se,

Jz(jzz N §2>20emf{, (1.1)

onde [;(M) é o ideal de R gerado pelos menores ¢ X ¢ da matriz M. Além disso, uma
condigao equivalente a (1.1) é que o posto da matriz acima seja 1.

O conjunto de representantes de § foi examinado em [19], onde foi observado
que coincide com os vetores homogéneos nao nulos do R-médulo Hompg(Z, R) ([19,
Proposition 1.1]). Em particular, dada uma submatriz (m + 1) x m o de posto m da
matriz de sizigias de I = (f), um representante de § ¢é o vetor cujas coordenadas sao
os menores maximos (com sinal) de o. Este tltimo fenémeno é usado frequentemente
na teoria a seguir.

E conhecido que a imagem de § ¢ uma variedade projetiva irredutivel de P™,



que sera denotada por W. Além disso, o anel de coordenadas homogéneas de W
identifica-se, a menos de normalizagdo dos graus, com a k-subdlgebra S = k[f] C R.

Definicao 1.1 Sejam V C P™ uma variedade projetiva irredutivel e uma aplicacao
racional § : V --» P™ com imagem W C P™. Diremos que § é uma aplica¢ao
birracional quando existir uma aplicacao racional & : W --» P" tal que a imagem de
® ¢V e as aplicagoes § o & e & o § sao equivalentes as aplicagoes idénticas de W e
V', respectivamente. A aplicacao & é, entao unicamente determinada, denominada a
inversa de § e denotada F'.

E conhecido que uma aplicacao racional definida pelas formas f C R de um
grau fixo d é birracional se, somente se, da-se a igualdade na inclusao de corpos
k(f) C k(R4), onde Ry é k-subespago vetorial gerado por todos os “monomios” de
grau d de R — ver [26, Prova da Proposigao 2.1] e [21]. Uma prova detalhada pode
ser encontrada na Sec¢ao 2.2 (Proposi¢ao 2.10). Infelizmente, esta equivaléncia nao
fornece um critério efetivo.

Seja§ : V --» P™ uma aplicagao racional. Fixemos um representante f de §. Con-
sideremos a algebra Rz(f) de Rees de f, onde R = k[X]/I(V') é o anel de coordenadas
de V. Seja Jr C R[Y] o nicleo do homomorfismo sobrejetivo natural de R-algebras

R[Y] — Rg(f),
definido por Y; — f;, sendo Y =Y, ..., Y,, indeterminadas. Assim,
R[Y]
Je
O ideal acima é conhecido como ideal de apresentagdo ou definicao de Rg(f). Sempre
que possivel, para simplificarmos a notac¢ao, usaremos J ao invés de Js.
O anel R[Y] é naturalmente bigraduado standard. O bigrau de uma forma serd de-

notado (p, ¢). Como (f) é gerado em mesmo grau, R(f) é uma k-dlgebra bigraduada
standard. Logo, J ¢ um ideal bihomogéneo e, assim, temos:

T= P Toa

(p,q)EN?

RR(f) ~

onde J(;q) denota o k-espago vetorial das formas de bigrau (p, q).

Embora a definicao do ideal J¢ seja baseada em um representante particular de
§, pode-se mostrar facilmente que é um invariante de §.

O resultado a seguir obtido em [19] serve de ponte entre a formulacao geométrica
via explosoes (blowup) e a transcrigao algébrica de birracionalidade. Por comple-
tude, daremos uma demonstracao — ligeiramente diferente da originalmente dada no
[loc.cit]. Um argumento similar foi também obtido por S. H. Hassanzadeh (comu-
nicagao oral).

Proposicao 1.2 ([19, Proposition 2.1]) Sejam V' C P* e W C P™ wariedades pro-
jetivas integrais de dimensoes positivas. Dadas aplicagoes racionais § : 'V --+ P™

4



e ® : W --» P" tais que as imagens sao W e V', respectivamente. Consideremos
R = EX]/I(V) e S = K[Y]/I(W) os respectivos anéis de coordenadas de V e W.
Fizemos representantes £ = {fo,..., fm} €8 =190,---,9n} de T e &. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(i) § e & sao inversas uma da outra;
(ii) A aplicagdo identidade de k|X,Y]/(I(V),I[(W)) induz um isomorfismo bigra-
duado Rg(f) ~ Rs(g).

Prova. Observemos que

NR[Y]_ k[X,Y]
Rl = = Gty

onde ~ indica imagem inversa em k[X,Y]. Analogamente,

NS[X]_ k[X,Y]
Rele) = = Goaov)

Por outro lado, I(W) C (?;,I(V)) e, por razao andloga, I(V) C (\AY;,I(W)). Segue
que (ii) é equivalente as inclusoes Jg C (3; I(W))e \AY; c (T, I(V)).
(i) = (ii) Por uma simetria ébvia, basta provarmos a inclusao Z C (?f, I(V)).
A hipétese de que & o § é a aplicacao identidade de V' traduz-se na existéncia
de o, 8 € R, nao nulos, tais que fBg¢;(f) = ax;, para todo i € {0,...,n}, onde z;
denota a classe de X; em R. Em outras palavras, ¢;(f)z; — ¢g;(f)z; = 0 € R ou,
ainda, ¢;(Y)z; — ¢;(Y)z;, € Jr C R[Y] para i,j € {0,...,n}. Isto significa que

—~

()X, —g;(Y)X; € (J, I(V)) que, lendo médulo I(W), d&

9:.X; —9;X; =0 em — KX, Y] = ﬂX,Y] .
T (Te, L(V), I(W))  (Tr, L(V))

Notemos que as relagoes acima sao precisamente as sizigias de Koszul de g vistas
como 1-formas, gerando um subideal Kz C Jg. Por outro lado, Jz = Kg : (g)™. Ora,

existe pelo menos um i tal que g; # 0 € S, logo também g; # 0 € % Segue que
_ k[X,Y]
Jg = {0} em 75wy

(ii) = (i) Considerando as relagoes de Koszul, temos
9:(Y)X; = g;(Y)Xi € (T, [(W)).

Por hipétese, entao segue que ¢;(Y)X; — g;(Y)X; € (75[(\/)). Assim, ¢;,(Y)x; —
9;(Y)z; € J¢, implicando nas igualdades g;(f)z; = g¢;(f)z; em R. Sem perda de
generalidade podemos supor que zy # 0 em R. Neste caso, vejamos que go(f) é nao
nulo em R. Ora, se go(f) = 0 € R, segue que go(Y) € I(W) = Xy € Jg. Pela



condicdo (i), temos que Xo € (J¢, I(W)) C k[X, Y] e assim X, € I(V), que contradiz
a hipétese de o # 0 em R.

Por definigdo as relagoes g;(f)zo = go(f)z; dizem-nos que & o § é a inclusao de
V em P". Do mesmo modo, podemos mostrar que § o & é a inclusao de W em P™.
Portanto, § e & sao inversas uma da outra. [

Voltemos a anélise de J. A imagem de § : V --» P™ é uma variedade projetiva
irredutivel W de P™ . Temos que, o anel de coordenadas homogéneas de W é

KIE] =~ E[Y]/(To)R[Y] = K[Y]/I(W)

como k-dlgebras graduadas, onde Jy. := @ Jo,g) ¢ 0 k-espago vetorial gerado pelas
biformas de grau (0, q) pertencentes a J, para todo ¢ € N.

Uma outra componente bihomogénea basica no presente contexto é Ji . := €D J(1,q)
o k-espago vetorial gerado pelas biformas de grau (1,¢), com g > 1, pertencentes ao
ideal de definicao J da algebra de Rees de f. Fixemos um conjunto de biformas
de grau (1,s) que geram (J;.) minimamente. Calculando as derivadas parciais,
em relacao a x, destes geradores obtemos uma matriz ¢ com n 4+ 1 colunas, onde
suas entradas sao elementos de k[Y] e as coordenadas de qualquer linha fixada sao
homogéneas de mesmo grau. A matriz ¢ é a matriz Jacobiana dual da aplicagao
racional §. O posto de 1 sobre o anel de coordenadas de W é chamado de posto
Jacobiano dual.

Notemos que embora a matriz Jacobiana dual nao seja unicamente definida, pode-
se mostrar que o posto de uma tal matriz é um invariante de § (ver Lema 1.7).

O seguinte critério de birracionalidade foi obtido em [19, Theorem 2.4]:

Teorema 1.3 Seja § : V --+ P™ uma aplicacao racional, onde V- C P™ denota uma
variedade projetiva integral e W C P™ imagem de §. Entao § € birracional sobre W
se, somente se, as sequintes condi¢oes abairo sao verificadas:

(a) dimV =dim W ;

(b) § admite uma matriz Jacobiana dual 1) de posto n sobre o anel de coordenadas
homogéneas k[Y|/I(W) de W;

(c) Im(¥") = Im(3)".
Além disso, quando as condi¢oes acima tém lugar, kerg(v) é o S-mddulo dos repre-
sentantes da aplicacdo inversa.

O teorema nao se aplica exatamente neste formato se a variedade V' admite alguma
forma linear em I(V'), isto é, se V' é degenerada na imersao dada. Por exemplo,

§:V --s P,
onde V ={(X:Y:Z)eP?/X =0}, dada por (y : z). Temos que, neste exemplo,
o posto Jacobiano dual é 1 e nao 2 conforme prevé o enunciado. Apesar disso, a
aplicacao ¢é birracional. Felizmente, este é o tinico problema no formato enunciado.
Incluindo a hipétese de nao degenerescéncia corrige o enunciado do teorema, mas
deixa em suspenso o caso degenerado.
A maneira de lidar com este problema sera apresentada nas proximas secoes.



1.2 Um resultado de cunho Cramer-Lagrange

Nesta se¢ao, usando um lema inspirado na regra de Cramer-Lagrange, faremos uma
conexao entre menores maximais de qualquer submatriz de tamanho n x (n 4 1) de
® com o ideal J de definicao da &lgebra de Rees de f, onde 1 é a matriz Jacobiana
dual de uma aplicacao racional arbitraria § : V --+ P™ fixada. Enfatizamos que o
caso do nosso interesse é quando o posto de tal submatriz de ¢ é maximo (ou seja,
igual a n pelo Teorema 1.9).

O resultado a seguir nao foi encontrado explicitamente na literatura. Para uma
demonstracgao alternativa, ver 7, Proposition 2.1].

Proposicao 1.4 Seja M uma matriz, com n linhas e (n + 1) colunas, formada por
elementos pertencentes a um anel A comutativo com identidade. Denotamos por
L C A" o A-submddulo gerado pelas linhas de M. Para todo i,j € {0,...,n}, com
1< j, temos que

(0,...,0,(=1)2A;,0,...,0,—(=1)"A;,0,...,0) pertence a L,
onde Ay € o determinante da matriz obtida de M excluindo a coluna s + 1, para
todo s € {0,...,n}, e (—1)7A; e —(—1)'A; encontram-se nas posigoes i +1 e j+ 1,
respectivamente.
Prova. Para simplificarmos a notagao comecaremos a contar as colunas da matriz

M a parti do zero. Podemos escrever a matriz M da seguinte forma:

Q10 ... O1p-1 O1n

an,O O‘n,nfl an,n

Para todo i € {0,...,n} definiremos por M; a matriz quadratica obtida de M
retirando a coluna ¢. Temos que, A; = det(M;). Fixada a matriz M; definiremos,
para todo t € {1,...,n}, & como sendo o determinante da matriz obtida de M;
excluindo a linha ¢ e a coluna j (aqui a contagem das colunas estd sendo iniciada a
parti de 1). Segue das propriedades de determinantes, em especial a regra de Cramer-
Lagrange, que

Ai = Z (—1)t+j6t04t’j. (12)
t=1
Retornamos a matriz original M. Multiplicando cada t-ésima linha de M por
(—1)*76; e depois somando-as, obtemos um vetor linha, digamos (ag, - . ., a,). Mos-
traremos que, este vetor linha é igual a
(0,...,0,(=1)770FVA; 0,...,0,A;,0,...,0), (1.3)

onde (—1)~0*DA; e A; encontram-se nas posicoes i + 1 e j + 1, respectivamente. De
fato, no caso s € {0,...,n}\{7,7},

n

s = Z (_1)t+j5tat,s = 07

t=1



pois este somatorio representa o determinate de uma matriz com duas colunas iguais.

Caso s = 7, temos que
n

a; =Y (1), = A,

t=1

por 1.2. Por ultimo, o caso s = 1, segue que

a; = i (=195, = (1Y~ CFDA,
t=1
Logo, o vetor 1.3 pertence a L e assim
(0,...,0,(=1)’A;,0,...,0,—(=1)"A;,0,...,0) € L.
]

Ajustaremos a proposicao acima ao nosso contexto. Seja 1)’ uma submatriz de
tamanho n x (n + 1) de ¥. Para todo i = 0,...,n, definiremos

A; € k[Y] C RY]

como sendo o determinante da matriz obtida de v’ excluindo a coluna i + 1.
Todo vetor linha de v pode ser visto como um elemento de J da seguinte forma:
seja (ap . .. ay) vetor linha de 1, segue da definicao de ¥ que

n
Z Ty € .
i=0

Dali, quando falarmos que um vetor linha

(g ... ap)

pertence a J estamos fazendo referéncia a ). x;a;, onde o; € S.
Usando o fato de que J é um ideal de R[Y], temos que o ideal gerado pelas linhas
de ¢’ pertence a J. Portanto, a Proposicao 1.4 pode ser reescrita da seguinte forma:

Proposicao 1.5 Usando a notagio fizada. Temos que, para todo i € {0,...,n—1},
(0,...,0,(=1)7A;,0,...,0,—(=1)"A;,0,...,0) pertence a J,
onde (—1)7A; e —(—1)'A; encontram-se nas posi¢oes i + 1 e j + 1, respectivamente.

Prova. Basta aplicarmos a Proposicao 1.4 no argumento acima. [

E interessante notarmos que a Proposicao 1.5 nos diz que as relagoes de Koszul
do ideal (Ag, —Aq,...,(=1)"A,) pertencem a J.



1.3 O posto Jacobiano dual e seu papel em birra-
cionalidade

Vamos recapitular a ferramenta algébrica presente na birracionalidade, que corre em
paralelo com a ideia geométrica das fibras lineares de uma aplicacao racional. Este
conceito tem evoluido continuamente a partir de nogoes anteriores, onde a origem ¢é
o dual Jacobiano em [23] (ver também [18] e [19]).

Como veremos, o ideal base de uma aplicagao racional desempenha um papel
essencial, que nao ficou inteiramente claro na subsecao anterior.

Assim, seja f C R = k[X]/a um representante de uma aplicagao racional § definida
em Proj(R), com dim R > 1 um dominio de integridade.

Como f é gerado em mesmo grau, a algebra de Rees Rg((f)) é uma k-algebra
bigraduada standard. Em particular, existe um homomorfismo

R[Y] = R[Yy, ..., Y] — Rz((£))

aplicando Y; — f;. Seja J = ker(R[Y] — Rg((f)) o nicleo correspondente, conhe-
cido como ideal de definicio de Rr(f). Assim como a imagem de uma aplicac¢do
racional, J nao depende do representante escolhido. Notemos que este ideal é biho-
mogeéneo na bigraduagao standard natural de R[Y] induzida do anel de polindémios

E[X,Y]. Assim, segue que
T= @D oo

(p,q)EN?

onde Jy,4) denota o k-espago vetorial das formas de bigrau (p, q).

O primeiro pedaco relevante do nosso ideal acima é Jj ., cujos elementos sao as
formas de bigrau (0, ¢), para todo ¢ > 1. J& que estas formas tem coeficientes somente
em k, podemos considera-las como elementos de k[Y] e, como tal, geram o ideal de
todas as relagoes polinomiais (sobre k) de f. Logo,

k[Y]/(Jo)k[Y] ~ EIf],

como k-algebras graduadas standard, a menos de uma renormalizagao dos graus em
k[f]. Denotaremos o anel quociente k[Y|/(Jo.)k[Y] por S.
Para a birracionalidade, o seguinte subconjunto de biformas é importante:

jl,* = @ \71,q

qeN

onde Ji, denota a parte bigraduada de J gerada por formas de bigrau (1,q) para
todo ¢ > 1. Notemos que J; . = {0} pode acontecer em geral.

Uma forma de bigrau (1,%) pode ser escrita como Y. ,Q;(Y)z;, para certos
polindomios homogéneos Q;(Y) € k[Y] C R[Y] de mesmo grau. Ja que Y sao inde-
terminadas sobre R, duas representacoes de uma mesma forma diferem a menos de
uma k-dependéncia linear dos {xy,...,x,}, ou seja, de elementos de a;.



Em particular, se a dimensao de mergulho de R — i.e., a dimensao do k-espaco
vetorial edim(R) := dim (R;) = n+ 1 — dim xa; — é n + 1 entdo toda forma acima
tem uma unica expressao.

Dando continuidade, fixaremos um conjunto gerador minimal do ideal (7, «) con-
sistindo de um nimero finito de formas de bigrau (1, ¢), para vérios ¢’s. Sejam

{Py,..., P} CEk[X,Y]

tais que suas respectivas classes representem as biformas acima e {{1,..., (.} C k[X]
uma k-base do espago vetorial a;. Consideremos a matriz Jacobiana dos polindmios
{l1,..., 4., Py,..., Ps} com respeito a X, uma matriz com entradas em k[Y]. Deno-
taremos por v a matriz correspondente sobre S, aqui chamada de matriz Jacobiana
fraca associada a um dado conjunto de geradores de (J; ). Notemos que ¢ tem uma
perceptivel submatriz p de tamanho (n + 1 — edim(R)) x (n + 1) com entradas em
E[Y]o = k, além disso p é ndo singular. Este nimero de linhas r = n+1—edim(R) =
dim a; chamaremos de indice de degeneracao e o denotaremos por idg (a).

Observagao 1.6 Pela defini¢ao de ¢ segue que X - ¢' = 0 em Rr(f), em particular
o vetor (X)! pertence ao espago nulo de ¢ sobre R(f). Logo o posto de v sobre
Rr(f), que estd bem definido ja que esta tltima nao tem divisores préprios de zero,
¢ no maximo n. Por maior razao, esta cota superior vale para 1 sobre o anel de
residuos Ry((f)) — S. O Teorema 1.9 abaixo estabelece um resultado mais preciso.

Notemos que a matriz Jacobiana fraca 1) nao é unicamente definida, devido a falta
da unicidade na expressao de cada forma e a escolha dos geradores bihomogéneos.
Contudo seus postos sao iguais.

Lema 1.7 Seja § : V. --» P™ wuma aplicacao racional, onde V ¢é uma variedade
projetiva irredutivel de P". Se 1 e 1)’ sao matrizes Jacobianas fracas de §, entdo

rks ¢ =rk g,

onde S € o anel de coordenadas da imagem de §.

Prova. Verificaremos que as duas matrizes Jacobianas duais tém o mesmo submaédulo

linha sobre S.

Sejam {P,..., P}, {Q1,...,Qs} C k[X,Y] os conjuntos de biformas de varios
bigraus (1,q), com ¢ > 1, que geram individualmente (J;.) e estdo associados a
Y e 1)/, respectivamente. Embora os conjuntos possam ser diferentes, temos que
os correspondentes bigraus sao unicamente definidos a menos de reordenacao dos
geradores. Assim, podemos supor que os bigraus

gr (F) = gr(Qy) = (1,dy),

coml <t<sel<d <dy <---<d, Portanto, parat = 1,...,s, podemos

escrever
s

Q=) M (Y)P)+ Y aa(X) Y™,

Jj=1 love |=de
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sendo A\ € k, pi;(Y) € k[Y] de grau (d; — grv(P;)) e aq,(X) € a;. Considerando

o, (X) = D711 el (X), segue que

oQ - oP; - L Ol (X

aXt. - Z (Atjptj(Y)a—);) + Z (Zuth t—g)(( )> .
’ ! k=1 i

Jj=1 |ove|=d¢

Isso mostra que o k[Y]-submddulo linha de ¢’ estd contido no k[Y]-submédulo linha
de 1. Por simetria, os dois k[Y]-submédulos linha coincidem, logo o S-submédulo
Im(¢)") é igual a Im(¢)"), daf rk g ¢ = rk 5 ¢, como querfamos. =

Devido ao lema anterior, diremos que qualquer matriz Jacobiana fraca associada
a um conjunto de geradores minimos de (J1.) é uma matriz Jacobiana dual de §.
Além disso, o lema anterior revela um invariante numérico de §.

Definicao 1.8 Seja § uma aplicagao racional. Definiremos o posto Jacobiano dual
de § como sendo o posto de qualquer matriz Jacobiana dual de §, o denotaremos
por jdrk (§). Na mesma situagdo, o posto Jacobiano dual nao-degenerado de § é

jrk 4 (3) == jdrk (3) — idg(a) > 0.

O resultado seguinte mostra que o posto introduzido acima é sensivel a diferenca
entre as dimensoes das variedades de partida e de chegada.

Teorema 1.9 Seja § : V --+» P™ uma aplicacao racional, sendo V' uma variedade
projetiva irredutivel e W C P™ a imagem de §. Temos que

dim V —dim W < n — jdrk (§) = edim(R) — 1 — jdrk ,(F).

Prova. Denotemos por R e S os anéis de coordenadas de V' e W, respectivamente.
Dali,
_RX] _ KIYT

Seja f um representante de §. Consideremos a algebra de Rees

CRY] KXY
Rl == = Gy

onde ~ indica imagem inversa em k[X,Y]. Além disso, sabemos que dim Rg(f) =
dim R + 1.
Poremos E := cokerg(¢"), onde 1) é a matriz Jacobiana dual de §. Notemos que,

jdrk (F) =tk 5(v) =tk 5(¢") = (n + 1) — rk 5(E).

Assim, dim Rg(F) = dim S + (n + 1) — jdrk (F).
E interessante observamos que a desigualdade a ser provada é equivalente a

dim Ry(f) < dim Rg(F).

11



Provaremos a desigualdade acima.
E conhecido que,

onde Sg(E) é a dlgebra simétrica de E e 7 a tor¢ao de Sg(F) com respeito a S.
Temos que,

suim - SXL HX, Y]
ST LX) T (6, G, Py, Py T(W))
onde {l1,...,¢., P,..., Ps} é o conjunto associado a 1.

Seja g € k[X,Y] tal que sua classe em Sg(FE) pertenca a 7. Segue que, existe um
s(Y) ¢ I(W) tal que

s(Y)g(X,Y) € (1. 00, Pr,. .., Py, I(W)).

O que implica que s(tf).q(x,tf) = 0 em R[t]. Como s(Y) ¢ (W) vamos ter q(x, tf) =

0 em R[t]. Logo, ¢(X,Y) € (Jf, I(V)). Assim,

Rs(E) ~ k[XI’Y],

com Z C (%,[(V)).
Portanto, dim Rg(f) < dim Rg(F). "

Corolario 1.10 Com a notagao do teorema anterior, jdrk . (F) < edim(R)—1. Além
disso, se a igualdade ocorre, entao dim S = dim R.

Temos, também, as seguintes desigualdades:

idg (a) < jdrk (§) <n
0 <jdrk (%) < edim(R) — 1.

Observacao 1.11 Notemos que a afirmacao suplementar do corolario tem uma tra-
dugao de natureza geométrica: jdrk  (§) = edim(R) — 1 implica em que a fibra geral
de § é um conjunto finito de pontos. Assim, a estimativa preliminar do Teorema 1.9
coloca em evideéncia que o posto da matriz Jacobiana dual desempenha um papel
importante.
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1.4 Teorema principal

Antes do teorema principal enunciaremos um lema que fornece uma condicao sufi-
ciente para birracionalidade. Tal versao sera bastante ttil na verificagao de quando
uma aplicacao racional é a aplicacao inversa de uma outra.

Lema 1.12 Seja § : V --» P™ uma aplicacao racional, onde V. C P™ € variedade
irredutivel de dimensdo positiva. Denotemos a imagem de § por W. Se existe uma
aplicacao racional & : W --» P tal que & o § € a aplicagao inclusao de V em P",
entao:

(i) A imagem de & €V ;
(i7) Fo® = idy.

Consequentemente, essas condicoes dizem que § € birracional sobre sua imagem e
S l=6.

: kX kY] z
Prova. Sejam R := 755 = kix] e S := W = k[y] os anéis de coordenadas de
V e W, respectivamente. Consideremos f C R e g C S representantes de § e &,
respectivamente. Por hipdtese, & o § é a aplicacao inclusao de V' em P", assim

rkR(go(f) ) ) i

To Ce Tn
(ver 1.1). Logo, existem «a(x) e 3(x) elementos de R nao nulos tais que

) = 2,
lf) = o5 (14)

para todo i € {0,...,n}.

(1) Como a imagem de § é W, temos que k[f] ~ k[y], onde cada f; é levado em

y;. Temos que o anel de coordenadas da imagem de & ¢é isomorfo a k[g] C k[y]. Pelo
isomorfismo anterior

a(x) a(x)

klg] ~ k[go(f), ..., gn(f)] =~ k Mxo, e W

Tn| >~ klxg, ...z,

sendo que esses isomorfismos levam g; < g;(f) < %xz > x;, respectivamente. Logo,
a imagem de & é V.

(77) Segue do item (i) que a composicdo §F o & estd bem definida. A igualdade
§ o & =idy é equivalente a provarmos que posto de

(fo(g) fm(g>)

Yo - Um
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seja igual a 1 em S. Suponhamos que o posto é diferente de 1, logo este posto é 2 e
assim existe, pelo menos, um menor 2 X 2 da matriz acima nao nulo em S. Digamos

fi(8)y; — [i(8)vi # 0
tal menor. Ja que, S = k[y]| ~ k[f], segue que

filgo(®), - gn () 5 = fi(90(£), -, gn(£)) fi # O

em R. Por outro lado, aplicando a igualdade 1.4, temos que

fi(go(f)v s agn(f))fj - fj(go(f)7 cee agn(f))fz =0

em R, absurdo. Logo, o posto em questao ¢ igual a 1.
Portanto, § o & = idy . [

Finalmente enunciaremos o teorema central deste trabalho, que da um critério de
birracionalidade atrelado a um tunico invariante numérico, este sendo efetivamente
calculavel. Manteremos a notacao das subsegoes anteriores.

Teorema 1.13 Seja R = k[X]/a um dominio de dimensio > 1 e f C R = k[X]/a,
um representante de uma aplicagao racional § definida em V' := Proj(R). As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) § € birracional sobre sua imagem;
(b) jdrk (§) > n (logo, igual a n, pelo Teorema 1.9).

SUPLEMENTO. Suponha que alguma, e portanto todas, das condi¢des acima aconte-
cem. Seja ¢ uma matriz Jacobiana dual de §. Entao a inversa de § € definida por
qualquer vetor homogéneo, nao nulo, pertencente ao nicleo de i sobre S, sendo S o
anel de coordenadas da imagem de §. Em particular, podemos tomar (n + 1)-tuple

(Ag:...: Ay,

onde 0os A;’s sao n-menores, a menos de sinal, de qualquer submatriz de 1 de tamanho
n x (n+1) e posto mdzimo no anel de coordenadas da imagem.

Prova.

(a) = (b) Como § é birracional sobre sua imagem W, segue de [19, Proposition
2.1.] ou da Proposigao 1.2 que a aplicagao identidade de k[X,Y]/(1(V), I(W)) induz
um isomorfismo bigraduado Rr(f) >~ Rs(g), ou seja, os ideais de definigdo destas
algebras de Rees sao iguais, onde g é um representante de F~!. Logo,

RIY] | KX Y)/(I(V), I(W))

Ra() = = ~ 7 (1.5)

e do mesmo modo,

Rotg) ~ S o MEN/U). IOV o)
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, . . - o — ~ . . . : k[va}
Além disso, J = Jg = Jr, onde ~ indica imagem inversa em TN I

Consideremos uma apresentacao livre de g,

wt
§1——gntl ——(g) —=0,
onde ¢ é um inteiro positivo. Temos que o posto de ¥ em S é n.
Verificaremos que, ¢ faz parte da matriz Jacobiana dual de §, ou seja,

Im(¢") € Im((4x)"),

onde ¢ é uma matriz Jacobiana dual. Com efeito, sejam P = {P,..., P} C k[X,Y]

um conjunto de biformas de varios bigraus (1,¢q), com ¢ > 1, e £ = {{1,..., 4.} C

E[X,Y] um conjunto de biformas de bigrau (1,0) tais que suas classes em S[X]

representam no ideal Jg as sizigias de (g) que estao associadas a matriz ¢. Segue dos

isomorfismos (1.5) e (1.6) que as classes de P pertencem ao ideal (J;.) e £ C a;.
Portanto, jdrk (§) > n.

(b) = (a) Fixemos uma ¢ matriz Jacobiana dual de §. Seja ¢/’ submatriz de v de
posto n e tamanho n x (n + 1). Poremos A; como os menores maximais de 1)', sem
perda de generalidade podemos supor que A,;1 # 0 em S. Ja que, A; sdo polinémios
homogéneos de mesmo grau e existe pelo menos um deles que é nao nulo em S, temos
que g := (Ao, —Ay,...,(=1)"A,) define uma aplicacao de W em P". Denotaremos
tal aplicacao por &.

Veremos explicitamente a composicao & o §.

Aplicando a Proposicao 1.5 segue que

0,...,A,,...,0,(=1)""A))
pertence a J, onde A, encontra-se na posi¢ao i = {0,...,n—1}. Em outras palavras,

Ja que, A;’s sdo polinomios de R[y|, podemos considerar A;(f) como sendo a substi-
tuicao dos y; pelos f;.
Segue que,
(23, + 2 (1) AN (F) =0
em R[Y] e assim
AL (F) = —x,(=1)"LA()
(1) A(F).

Logo, temos a igualdade
2 A, (F) = 2, (—1)" " Ay(f)

em R.
Antes de calcularmos a composicao & o § mostraremos que A, (f) e x, sdo nao
nulos em R. Com efeito, A, pode ser visto como uma aplicacao racional de W em k

15



e por hipétese, § é dominante sobre W, logo a composicao A, o § estd definida e é
representada por A, (f). Dai, A, (f) é ndo nulo em R. Suponha que z,, é nulo em R,
segue da igualdade
2 A, (F) = 2, (—1)" 7 Ay(f)
que x;’s sdo nulos em R, assim a dimensao de R é zero, absurdo. Portanto, A, (f) e
T, sao nao nulos em R.
Agora iremos explicitar a composicao & o F. De fato,

Gog(x) = ©f)
= (Ap(f) : —A(f) : Ag(f) ... o (—1)"AL(S)) )
= (2, Ao(f) 1 =2, AL (F) s 2, Ao(F) oo (= 1) 2, AR ()

Sei€{0,...,n} é par, entao
T, A(F) = (=1)" "2 A, (F) = (—1)"2;A,(f).
Caso contrario,
— 2, A(F) = —(=1)" 'z Ay (f) = (1) TV AL (F) = (—1)"a AL ().
Assim,

GoF=((—1)"xoAn(f) : ... : (=) "2, An(f)) = (o : ... xy).

Logo, & o § ¢ a aplicacao inclusao de V em P". Pelo Lema 1.12, segue que § ¢é
birracional.

Finalizada a prova da equivaléncia, passemos ao suplemento. Seja 1) uma ma-
triz Jacobiana dual de § e u = {uy,...,u,} qualquer vetor homogéneo, nao nulo,
pertencente ao nucleo de 1 sobre S. Basta provarmos que rk s(p) = 1, onde

(A ... (—D)"A,
P= Up ... Uy, '
Para tal, consideremos a sequéncia exata de S-mddulos

53$Sn+1 L>SQ )

Ora, como Im(¢)) C Im(p) e ¥ tem posto maximo pela hipdtese de birracionalidade,
segue que 1k g() 2 n. Logo rkg(p) < 1. Mas p tem posto > 1 por hipdtese,
resultando rk g(p) = "

O exemplo a seguir, apesar de sua simplicidade, explica que no argumento do
teorema nao se exclui a possibilidade de uma matriz Jacobiana dual envolver entradas
numéricas. Esta situacao “patoldgica” ocorre quando a variedade de partida é dege-
nerada, cujo impacto se reflete de maneira precisa nas relagoes de dependéncia linear
entre os A’s.
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Exemplo 1.14 Seja §: V --» P! onde V = Z(X;) C P*((X, : X; : X>)), dada por

(X1 : X3). Temos que,
1 0 0
V= ( 0V —Y >

é uma matriz Jacobiana dual de §, sendo Y = {Yy, Y}, Y2} as varidveis adicionais
referente a Algebra de Rees. Assim, jdrk (§) = 2. Pelo teorema acima segue que § é
birracional sobre a imagem P! e §! é dada por (0: Yy : V7).

Observacao 1.15 :

(1) Este critério de birracionalidade chama a atencao para o seguinte proble-
ma: ¢ possivel calcular Jy, e Ji« sem precisamos obter todo o ideal de definicao
de Rr(f)? A primeira parte homogénea é um problema conhecido da teoria da
eliminacao. Uma das técnicas mais comuns é tentar obter as equacoes implicitas por
meio do chamado método de Sylvester onde o dado inicial sdo as equacoes de definicao
da élgebra simétrica de (f) (ou seja, os bihomogénios de bigraus (%, 1)). Em situagoes
especiais, este método frequentemente da uma ideia sobre os elementos de J; . - ver,
por exemplo, [15, Exemplo 5.7].

(2) Notemos que o teorema nao dé nenhuma informagao precisa sobre o grau
minimo possivel das formas dos representantes da aplicacao inversa. Mesmo no caso
de uma aplicacao de Cremona, o grau sera elusivo pois o representante dado pelos
menores normalmente carregam um fator comum nao-trivial. Assim, surge a questao
de como calcular o grau do mdc dos menores. Muitas vezes isso pode ser computado
por uma andlise cuidadosa da série de Hilbert (ver, por exemplo [18, Proposition 3.1])
ou pela estrutura local (ver [18, Examples 2.4, 2.5] e também [28, Theorem 3.1]).

(3) Existe um interesse em estender a teoria e os critérios efetivos obtidos ao caso
de variedades projetivas reduzidas, mas nao necessariamente irredutiveis. Embo-
ra comumente descartavel em geometria algébrica como uma “generalizacao 6bvia”
do caso irredutivel, por passagem as componentes irredutiveis, a extensao ao caso
geral mantém algumas dificuldades peculiares, tais como a prépria definicao de uma
aplicagao racional e seu comportamento funtorial, até a manutencao do andlogo do
critério classico do isomorfismo dos corpos de fungoes. Esta etapa preliminar implica
em uma cuidadosa revisao, sem a qual torna-se impossivel a etapa seguinte que é a
do enunciado de um critério efetivo de birracionalidade e da explicitagao da inversa
em caso afirmativo.

Este projeto foi contemplado em [7].

17



Capitulo 2
Aplicacoes e variacoes

Neste capitulo desenvolveremos algumas aplicacoes e outras variacoes em torno do
tema, algumas das quais respondem questoes propostas em [19], em particular aquelas
que dizem respeito a caracteristica do corpo de base.

2.1 O posto linear do ideal de base

Nesta segao o objetivo é provar algumas das questoes/conjecturas enunciadas em [19,
Segoes 3 e 4].

Para maior comodidade, salientemos algumas nocoes bésicas.

Um ideal I € R de um anel Noetheriano é perfeito se R/I tem dimensao ho-
mologica finita sobre R e esta atinge seu minimo, que é a profundidade de R em
1.

E conhecido que, se R é anel de Cohen—Macaulay, entao um ideal I C R é perfeito
se e s6 se R/I é Cohen—Macaulay. O exemplo mais simples — mas nem por tal o menos
notavel — é o de um ideal perfeito de codimensao 2, por héabito chamado de ideal de
Hilbert—-Burch. Um tal ideal é gerado pelos menores de ordem n de uma matriz
(n+ 1) x n. Conforme foi observado, tais menores estao no cerne das transformagoes
de Cremona, definindo-as e, frequentemente, gerando um ideal de Hilbert—Burch.

Se R é graduado standard sobre um corpo, um ideal I C R homogéneo gerado em
um mesmo grau s admite uma apresentacao

R(—(s+1))'® > R(—(s+j)) —= R(=s)" =1 —0
Jj=2

para £ conveniente. A imagem de R(—(s + 1))! por ¢ é a parte linear de ¢; dizemos
que a submatriz correspondente ¢ tem posto maximo se I contém elementos regulares
e o posto de ¢y é igual an — 1 — em cujo caso, por abuso de linguagem, diremos que
I tem posto linear maximo. Obviamente, esta condicao é obtida se, em particular,
p1 = @, em cujo caso [ é dito ser linearmente apresentado.

Um ideal I C R ¢é dito ser de tipo linear se o homomorfismo Sg(I) — Rr(I)
induzido pelas sobrejecoes naturais I®¢ — I, £ > 0, é injetivo. Observemos que se
I C R = k[X] = k[Xo,...,X,] é um ideal homogéneo de tipo linear, entao todo
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conjunto minimo de geradores homogéneos de I é algebricamente independente sobre
k, ou seja, a aplicagao racional P --» P™ induzida por esses geradores é dominante.

Sejam f = {fo,..., fm} C R formas de grau fixo d > 1 e denotemos por § a
aplicacao racional P* --» P induzida. Uma ideia bésica subjacente é a introdugao
de um modulo de natureza “bilinear” que desempenha um papel relevante na teoria
([19, Theorem 4.1], [3, Proposition 4.5]).

O resultado abaixo estabelece claramente este papel.

Lema 2.1 Sejam f = {fo,..., fu} C k[X] = k[Xo, ..., X,] formas de grau > 1 tais
que tk 1 = n. Consideremos a unica matriz p tal que

Yo = Xp,
onde Y = {Yy,...,Y,}. Pondo E := cokerypy) p, a aplicagio identidade de k[X,Y]
induz um isomorfismo bigraduado
kX, Y]
% )

onde S := k[Y]/b € o anel de coordenadas homogéneas da imagem da aplicagdo
racional definida por f.

R5<E kY] S) ~

Prova. Primeiramente, notemos a sobrejecao coker(p;) — I = (f), cujo nicleo é de

torgao ja que ;1 tem posto n por hipdtese. Disso segue um isomorfismo

Rugx(coker (1)) = Ry (1): (2.1)

Seja J o ideal de apresentacao de Ryx)(/) sobre k[X,Y], baseado nos geradores f.
Como sabemos, b C J.
Ponhamos E' := E ®jy) S. Como a édlgebra simétrica ¢ funtorial, temos

Ss(E®@py)S) = Sky)(E)/b Spy1(E) = kX, Y]/ (b, [,(X-p)) = k[X, Y]/(b, [L(Y-p1)).

Assim, obtemos uma sobrejecao Sg(E ®ky) ) — k[X,Y]/J. Afirmamos que esta
sobrejecao induz um isomorfismo

E conhecido que a algebra de Rees é isomorfa a algebra simétrica médulo sua
S-tor¢ao. Denotando 7 a imagem inversa desta tor¢ao em k[X,Y], vem

Rs(E kY] S) ~ k[X,Y]/(b, [1(Y . (,01), T)

Seja entao G € 7. Tem-se F(Y)G € (b, 1(Y - ¢1) C J para algum F(Y) €
E[Y]\ b. Como J é ideal primo e F(Y) ¢ J ja que k[Y]NJ = b, necessariamente
G € J. Isto prova a inclusao (b, I1(Y - ¢1),7) C J uma vez que (b, [1(Y - 1)) C J.

Reciprocamente, seja G = G(X,Y) € J. De acordo com (2.1), J é a imagem
inversa da k[X]-torgao de k[X,Y]/L(Y - ¢1) em k[X,Y]. Portanto, existe F'(X) €
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X\ (Y -¢1) —isto é, F(X) # 0 —tal que F(X)G(X,Y) C I1(Y -¢1). Suponhamos
que G & (b, I, (Y - 1), 7). Este dltimo ideal é primo, logo F(X) € (b, [1(Y - 1), 7).
Pela definigdo de 7 existe H(Y) € k[Y]\ b tal que H(Y)F(X) € (b, 1(Y - ¢1)).
Substituindo Y + f daria H(f)F(X) = 0, logo F(X) = 0 uma vez que H(f) # 0;
uma contradicgao. [

Proposicao 2.2 Seja §: P --» P™ uma aplicagao racional dada por m + 1 formas
f={fo,..., fm} de grau fizo. Serkp; =n (posto mdximo) e a dimensdao da imagem
de § € n, entdao a aplicacdo racional § € birracional sobre sua imagem. Além disso,
existe um representante de F~' cujas formas tém grau < n.

Prova. Pela Lema anterior, tem-se

dim (Rs(E ®xpy; S)) = dim (Ryx(£)) = dim k[X] +1 = n + 2.
Por outro lado,
dim (Rg(E Qv S)) = dim S +1k g (£ @y S) =n+ 1+ [(n+ 1) —rks(p)].

Logo, rtks(p) = n, o que implica, jdrk (F) = n. Segue do Teorema 1.13 que § é
birracional sobre sua imagem.

Agora veremos a segunda parte da proposicao. Relembrando, dada uma aplicacao
racional H : V' --» P temos que os menores méaximos (com sinal) de qualquer sub-
matriz (m+1) xm de posto m da matriz de sizigias de H formam um representante de
H. Como § ! tem posto de sizigias lineares maximo, temos que existe representante
cujas formas tém grau < n. n

Nao é dificil encontrar exemplos de formas f que geram um ideal de apresentagao
linear, mas sao algebricamente dependentes. Um dos mais simples tem §: P3 --» P3
definida pelas 2-formas xgxs, Tox3, 122, T123.

Por outro lado, pode-se imaginar que a familia das aplicagoes de Cremona com
posto linear maximo — ou mesmo # 0 — é muito especial no grupo de Cremona,
causando uma certa perplexidade de como estas hipoteses de natureza pre-homoldgica
atuam na classificacao no espirito da teoria dos grupos.

De qualquer maneira, existem familias importantes de aplicagoes de Cremona
definidas por monomios que admitem posto linear maximo — por exemplo, todas as
de grau 2 e vdrias outras definidas por monomios livres de quadrados (ver [27]).

Pode-se perguntar, otimisticamente, se a Proposicao 2.2 admite alguma forma
reciproca. De fato, aplicando o Teorema 1.13, podemos provar a reciproca do re-
sultado conhecido como a obstrugao linear (ver [19, Proposition 3.5]) em qualquer
caracteristica.

Teorema 2.3 Seja §: P" --+» P" aplicacdao racional cujo ideal de base € de tipo linear.
As sequintes condicoes sao equivalentes:
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(a) § € uma transformagdio de Cremona.
(b) O ideal de base tem posto linear mdzimo.

SUPLEMENTO Além disso, se uma das condigcoes tem lugar, os ideais de base da
aplicacio § e da inversa §~' sdo gerados por formas de grau < n.

Prova.

(a) = (b) Sabemos que uma matriz Jacobiana dual de § é matriz Jacobiana, em
relacdo a X, de um conjunto de elementos de bigrau (1,s), para algum s > 1. Da
hipdtese do ideal base de § ser tipo linear resulta entao que as coordenadas de qualquer
matriz Jacobiana dual 1 sao lineares. Logo, ¢!Y = ¢¥X. Seguindo o argumento da
demonstracao da Proposicao 2.2 e do fato que § ser uma transformacao de Cremona
(isto é, jdrk (§F) = n, o que implica, em particular, que o posto de ¢ é n), temos que
1 tem posto maximo.

(b) = (a) Como o ideal base de § é tipo linear, entdo o representante de § ¢é
algebricamente independente, ou seja, § é dominante. Aplicando Proposicao 2.2,
segue (b) implica (a).

Sobre o suplemento do teorema, se uma das condigoes (logo, todas), tem lugar
entao as coordenadas de uma matriz Jacobiana dual sao formas lineares. Como um
dos representantes da inversa tem coordenadas que sao, a menos de sinal, os menores
maximais de uma submatriz da matriz Jacobiana dual de posto n e tamanho n xn+1
dividido pelo mdc destes menores, segue que o ideal base de F~! é um ideal gerado
por formas de grau menor ou igual a n. [

A implicacdo (a) = (b) também pode ser vista em [19, Proposition 3.5].

Uma classe de aplicagoes de Cremona com ideal de base de tipo linear é a das
monomiais de grau 2 ([27]). Uma generalizagdo natural para o caso em que m > n é
obtido através da nogao de ideal de tipo fibrado (cf. Proposi¢ao 2.17).

O préximo resultado estabelece afirmativamente a conjectura [19, 3.9] em carac-
teristica arbitraria.

Corolario 2.4 Sejam f C k[X] n+ 1 formas de mesmo grau gerando um ideal I C
k[X] de codimensao n e formando sequéncia reqular localmente nos primos minimos
de I. Entao f define uma transformacao Cremona de P" se, somente se, I tem posto
linear mdzimo.

Prova. Por [25, Proposition 3.7], segue que I é um ideal tipo linear. Aplicando o

Teorema 2.3, temos a equivaléncia acima. [

Observacao 2.5 No caso n = 2, a condi¢ao local sobre o ideal de base I é equiv-
alente a requerer que o n-ésimo ideal de Fitting de I tenha codimensao 3. Dito de
outra maneira, devem existir pelo menos trés coordenadas distintas da matriz de
sizigias ¢ de f contendo efetivamente termos que sao poténcias puras de g, x1, T,
respectivamente.
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A seguir, poremos em relevo o impacto do ideal (J; ) diretamente na questao da
birracionalidade, em termos de sua codimensao.

Proposicao 2.6 Seja § : P" --» P™ uma aplicagao racional e W C P™, sua imagem.
Entao a codimensao do ideal (J1.) C (k[Y]/I(W))[X] € menor que ou igual ao posto
Jacobiano dual de §.

Prova. Ponhamos FE := coker(¢"), onde ¢ é uma matriz Jacobiana dual. Segue que,

)= 15 g
onde S = k[Y]/I(W). Como (J1+)S[X] = (X - "), temos
dim Sg(E) < dim S 4+ n + 1 — codim( 7 »)S[X].

Por outro lado,
dim Sg(F) > dim Rg(E) = dim S + rk (F),

onde Rg(FE) designa a dlgebra de Rees de E. Logo,
dim S +n + 1 — codim(J;,)S[X] > dim S + rk (E)
= n+1—rk(E) > codim(J.)S[X].
Portanto, jdrk (§) = rk (¢) = rk (¢") > codim(J; .)S[X]. n

Corolério 2.7 Mantendo a notagio anterior, se a codimensdo do ideal (J1.) em
(k[Y]/I(W))[X] é >n entiao § € birracional sobre W.
Prova. Aplicando a proposigao anterior, segue que jdrk (§) > n. Logo, § é birra-

cional sobre sua imagem (Teorema 1.13). "

Observagao 2.8 Do mesmo modo podemos provar que:
rk (1) > codim(J;1)S[X]. (2.2)
Além disso, temos a seguinte equivaléncia
rk () = alt (J1.)S[X] < dim Sg(F) = dim Rs(E), (2.3)
onde E = coker(¢') e 1) é uma matriz Jacobiana dual.

Contudo, podemos ter dim (71 «) < n, como evidencia o exemplo a seguir.

Exemplo 2.9 Seja § = (X* : X2YW : XZV?2 : Y3Z) : P® ——5 P3. E possivel
calcular uma matriz Jacobiana dual em Macaulay e concluir que § é aplicacao de
Cremona - na verdade, involutiva a menos de permutacoes das varidveis e coordenadas
(para outro método, ver [28]). Portanto o posto Jacobiano dual é 3. Por outro lado,
pode-se mostrar que (J1.) C k[X,Y] tem codimensdo 2, com estrutura multipla
sobre um subespaco linear de codimensao 2.

Uma quest@o curiosa diz respeito a estrutura do ideal (J1.) C (k[Y]/I(W))[X]
quando este tem codimensao méaxima, em cujo caso o ideal de definigao da algebra
de Rees de I é um dos seus primos minimos.
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2.2 Extensao birracional de anéis

O resultado a seguir é bem conhecido no caso em que a variedade de partida é um
espago projetivo (ver, por exemplo, [26, Proposigao 1.2]). O caso geral de uma sub-
variedade reduzida foi explicado em [7, Proposi¢do 2.11]. Daremos uma prova de
natureza diferente, lancando mao do critério de birracionalidade provado.

Proposigao 2.10 Seja §:V --» P™ uma aplicagao racional definida por formas de
grau d £ = {fo,..., fm} C R, onde V. C P"™ é uma variedade projetiva integral de
k[X]

dimensao positiva e R := ) Entdo as sequintes condigoes sao equivalentes:

(a) § € birracional sobre a imagem,

(b) k[f] € R ¢ uma extensdo birracional, onde R C R denota a subdlgebra de
Veronese de grau d de R.

Prova.

(a) = (b) Seja g um representante de . Logo,
B(x)gi(f) = a(x)x; para todo i = {0, ...,n}, (2.4)

onde «a(x), 3(x) € R sao formas nao-nulas. Provaremos que, todo “monoémio” de grau
d de R pertence ao corpo de fragoes k(f) de k[f]. Com efeito, seja x” monémio de
grau d de R. Se x” = 0, entdo x° € k(f). Suponha x? # 0. Sejam z;, x; € R tais que
x; # 0, segue que 7+ pertence ao corpo de fragoes de R. Aplicando 2.4 temos
J
T

— € k(f).
Lj
Segue
m
o SR,
sendo m qualquer monomio de grau d de R. Pela definicao de aplicacao racional,
algum f; # 0. Ponhamos f; =), m, como soma de termos. Entao

% e hf) = X e ki) = x° € k).

s

Portanto, k[f] C k[x4] é uma extensao birracional.

My
(b) = (a) Por hipétese, k[f] C k[x4] é uma extensdo birracional. Dai,
i e € k(F),

para todo i € {0,...,n}. Assim,

d—1.. _ pi(f)

d—1
ry x; = —= = xy x;q;(f) = p;(f) em R,
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sendo p;, ¢; € k[Y] homogéneos e ¢;(f) # 0 em R. Sem perda de generalidade podemos
supor que g # 0 e assim po(f) # 0. Temos que,

Pi(f)) (PO(f))

x - =0,
" (qz-<f> ()

no corpo de fracoes de R. Segue que,

ﬁopz‘(f)%(f) - l‘z‘po(f)%(f) =0,

em R. Poremos
Hi(x,Y) = zopi(Y)qo(Y) — zipo(Y)ai(Y),
i€{l,...,n}. Temos que, H;(x,Y) pertence ao ideal de defini¢ao de Rg(f).
Se Xo, ..., Xn ¢ I(V), entdo o posto de

/ —p(¥)o(y) po(¥)aly) - 0
Y=
—Pn(Y)0(y) 0 o po(Y)gn(y)
em S én. Ja que, ¢’ faz parte da matriz Jacobiana dual de §, segue que jdrk (§) > n

Caso contrario, podemos supor que Xo,..,X; ¢ I(V) e Xip1,..., X, € I(V).
Consideremos

—n(¥)w(y) poy)aly) ... 0 0 ... 0

po | rOw» 0 maly) 0 0
0 0 0 1 ... 0

0 o .. 0 0.1

matriz n x (n + 1) de posto n. Do mesmo modo, ¢’ faz parte da matriz Jacobiana
dual de § e assim, jdrk (§) > n. n

2.3 Transformacoes monomiais de Cremona com
ideal de base saturado

Seja § : P™ --» P™ aplicacao racional dominante, onde I = (f) = (fy, ..., fu) é 0 ideal
base de §, que suporemos de codimensao > 2.

Se § é aplicacao de Cremona, poe-se o problema natural de saber quando tem-se
prof(R/I) > 0, isto é, quando I é saturado. No caso em que n = 2, pergunta-
se, equivalentemente, se R/I é de Cohen-Macaulay ou, ainda, se um conjunto de
geradores f sao os menores maximos de uma matriz 2 x 3. Neste contexto, o problema
vem sendo examinado em [20] para aplicagoes de Cremona gerais de grau pequeno.
O problema, nesta generalidade, admite ilagdes bastante inusitadas.
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Nesta secao responderemos afirmativamente a esta questao para aplicacoes de
Cremona monomiais de P? de grau arbitrdrio. O argumento faz uso da classificacao
preliminar dos tipos de aplicagoes de Cremona monomiais no plano conforme obtidos
em [28].

Proposicao 2.11 Se § : P? --s P2 € aplicacdo de Cremona monomial de grau d > 2,
entao I ¢ ideal saturado.

Prova. Para provar que [ é saturado obteremos diretamente a decomposi¢ao priméria

de I. Por conveniéncia, vamos usar x, y, z ao invés de xg, 1, 2. De acordo com [28], as
aplicagoes de Cremona monomiais planas admitem ideal de base de um dos seguintes
tipos:

(1) (zy: 2z :y2);

(2) (z%: 2%ty y?12), onde d > 2;

(3) (weryozz0s : apPryf2 : 24) onde Sy = . 35 =d > 2.
Explicitemos as decomposigoes primérias das duas primeiras familias:

(zy,xz,y2) = (@,22,9y2) N (y,x2,y2)

(1) = (x,yz)ﬂ(y,acz)
= (z,y)N(z,2)N(y,2) N (y,2)
= (z,y)N(z,2)N (y,2)
(xf, a2ty y?7t2) = (a4 2%y ) N (2 y, y?2)
(2) = (@12 N (2% y)
= @ LyThHn @) N (@l y)

Logo, nos casos (1) e (2), temos que prof(R/I) > 0. Antes de explicitarmos a decom-
posicao do caso (3) faremos algumas consideragoes. Podemos supor que oy < f; e
as # 0. Analisando as possiveis matrizes Jacobianas duais de §, temos que 5 > as.
Com efeito, existe um polinomio bihomogéneo nao nulo da seguinte forma:

A1 A2 A 1,,02,,P3
p(x,y, z,u) = xutup?uy® — zu ubuf® € Jg,

onde u = {uy, uy, uz} sdo as varidveis adicionais da algebra de Rees. Se p ndo depende

de ug, segue que

p = zut — 2ub? = 2uy — 2uy.

Assim, as = B5. No caso em que p depende de us, temos duas possibilidades:

(a) p= xué\ng‘s — zuf', sendo Ay + A3 = p; > 0;

(b) p= zult — zub?uf®, sendo A\ = pg + p3 > 0;
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Do item (a), segue que z (z719%2)*2(24)% = » (pe1y@2292)P1 . Consequentemente,

p1
Bada = qopy = o = )\—062 > (a.
2
O item (b) é anélogo.
Daqui resulta que
<$a1y0122043, xﬁly&’ Zd) = (x™Myo2293, A Zd> N (xalyazz%’ y52’ Zd>
o 2P 2 N (ye2, 2P, 2% N (293, 25 29)
DIRICENTEND

)
)
(2063,:Uﬁ1)
(

(

( y

(zr,y™, ) N (y*2, ™, 2
= (z™, 2% N (ye2, 27, 24) N

(221, y%, 27) N (yo2, 29) N (22, y™)

(20, 27) N (220, 2%) N (yo2, 27) N (272, y™).

Classificar transformacoes de Cremona cujo ideal de base é Cohen—Macaulay é um
projeto atrativo. O exemplo a seguir ilustra que uma aplicacao de Cremona § pode
admitir ideal de base Cohen—Macaulay de codimensao 2 com posto linear méximo,
mas nao linearmente apresentado. O exemplo escolhido é de uma aplicacao de grau

4 (ver [17, Theorem 1.8] para uma discussao deste curioso problema).

Exemplo 2.12 Seja § : P2 --» P? definida pelos menores de ordem 3 da matriz

0 Y1 O -Y,

0 Yy Y 0

Y9 0 0 -MYs
E facil verificar que a aplicagio racional definida por { X, XoXs, X2X3, X3, X X2} ¢
mversa de §.

No exemplo acima o ideal de base da inversa nao é de Cohen-Macaulay. Isto nos
leva a seguinte:

Questao 2.13 Como se classificam as aplicacoes de Cremona § de P? tais que os
ideais de base de ambas § e §F ! sejam perfeitos de codimensao 2?7 Em particular,
quais as que admitem ambos os ideais de posto linear maximo?

2.4 Aplicacao birracional monomial com inversa
definida por monémios

E conhecido que a inversa de uma aplicagdo de Cremona definida por monémios
também ¢ definida por monomios ([27], [28]). Este resultado pode ser generalizado ao

caso de uma aplicacao birracional definida sobre uma subvariedade de P™ cujo ideal
homogéneo é gerado por binomios.
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Proposicao 2.14 Seja £ = {fo,..., fm} C R = k[X]/a um representante de uma
aplicagao birracional § de V := Proj(R) sobre a imagem, com dim R > 1. Se f
sio formas monomiais e a € um ideal binomial, entdo ' possui um representante
definido por monomios.

Prova. E conhecido que J; C R[Y] é um ideal binomial (ver [8, Corollary 1.9]).
Fixemos um representante g = {go,..., g} C S de §', onde S = k[Y]/b é o anel
de coordenadas da imagem de §.

Se g é dado por monomios, entao temos o que queriamos.

Caso contrario, podemos supor sem perda de generalidade que

t
do = Z kim;,
i=1

sendo m; € S monomios distintos e k; € kK com t > 1, além disso gy nao admite
decomposi¢ao acima com menos de ¢ monomios. Temos que

Hi(x,Y) = go(Y)z; — g:(Y)zo € T,

para todo i € {0,...,n}.

Ja que Xy ¢ a, podemos organizar as outras variaveis X do seguinte modo: existe
um s € N tal que X; ¢ a, para todo i < s, e X; € a, para todo i > s (no caso s < n).
Assim, g;(y) # 0, para todo i =0,...,s.

Fixemos j € {1,...,s}. Aplicando [8, Corollary 1.9] ao polinomio H;(X,Y)
pertencente ao ideal binomial (a, %, onde " indica imagem inversa em k[X, Y], segue
que existe pelo menos uma das formas abaixo pertencente a J:

o My(Y)x; — M;(Y)xo, onde My e M, sao termos de gg e g;, respectivamente;
o My(Y)x; — ]\%(Y)xi, onde M, e ]\70 sao termos de .

Se Mo(Y)xz; — Mo(Y)z; € Jr, entdo My(Y) — Mo(Y) € b. Assim, gy pode ser escrito
com t — 1 termos, absurdo. Logo, My(Y)x; — M;(Y)xg € Jt.
Consideremos a matriz

—Mi(y) Myly) ... 0 0 ... 0

W = —M,(y) 0 oo Mo(y) 0 ... 0
0 0 0 1 ... 0

0 0 0 0 ... 1

de tamanho n x (n + 1). Temos que rk g(¢') = n. Além disso, os menores maximais
de 9’ sdo monomios. Ja que, 1 pode ser usada como submatriz de uma matriz
Jacobiana dual de §, segue que ! possui um representante definido por monomios.

]

O resultado acima deixa de valer se excluimos a hipdtese de a ser um ideal bino-
mial.
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Exemplo 2.15 Seja§ : V --+ P? aplicacao racional dada por f = {xox1, v179, 1273},
onde I(V) = (z122 + xox3 + x3). E possivel verificar que § € birracional sobre P2,
com inversa F' : P? -—» V dada por

g = (—Yoyi — Yoy1¥2 : You1 : —Yi — Yiv2 : Yoya)-

Jd que, a variedade de partida de §~* é P2, temos que os representantes de ' sdo
mailtiplos de g. Logo, §~' nao admite representante monomial.

2.5 Ideais de tipo fibrado

Defini¢ao 2.16 Dizemos que um ideal I C R = k[zy,...,x,] é ideal tipo fibrado se
o ideal J de definicao de sua algebra de Rees satisfaz a condigao

(GB J<>> c (@ Jm)) ,

r,s>1 r>1

ie., se J é gerado pelas formas lineares que definem a algebra simétrica de [ e,
adicionalmente, pelas k-relagoes polindmiais dos geradores de I.

Trata-se de um problema aberto, em geral, determinar condigoes sobre I que im-
pliquem ser de tipo fibrado. Para classes especiais de ideais este problema tem solugao
simples. Consideremos ideais gerados por monomios de grau 2 no anel de polinémios
k[X1,...,X,]. O resultado em questao é conhecido no caso livre de quadrados (ver
[30, Theorem 8.2.1]), O caso geral é citado em [13, Theorem 3.2] sem demonstragao.

Por comodidade e completude, fornecemos uma prova deste fato. Nosso argumento
¢ independente da fonte acima.

Proposicao 2.17 Seja I C R = k[Xq,...,X,] ser um ideal gerado minimamente
por monomios de grau 2. Entao I € ideal de tipo fibrado.

Prova. Seja I = (fi,..., f,), onde f; é monomio. E bem conhecido que os geradores

de J C R[Y1,...,Y,] s@o do tipo

Xoy? — X¥y#
onde todas as letras boldfaced denota monomios sem fator comum entre as duas
partes. Além disso, devidos aos f;’s terem o mesmo grau, temos que |a| = |o/| e
18] = 18].

Nés assumimos que || > 0.

Provaremos usando indunc¢ao sobre |3|. Se |G| = 1, segue que a forma do gerador
XeY? —XY? pertence ao ideal de defini¢do da algebra simétrica de I. Caso || > 1.
Seja X; um divisor de X®, temos que X; nao divide X, assim existe Y; divisor de
Y# tal que fi = XiX,, além disso YA = Y}Yﬂi.
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Suponhamos que X divide X%, ou seja, f; divide X*. Seja Y; um divisor arbitrario
de Y, daif X*Y? = f;Y;X*1YP'. Consideremos a relagao de Koszul f;Y; — f,Y;, temos
que

XOY? — XYY = XYO (Y — f,Y)) + V(XY — XYA),
Notemos que, f,X“Y?% — X¥Y? pertence a J e como |3,| = |3} < |B], segue que
ftXalYﬁl — X¥'Yh pertence J, 1 e assim XYs — Xo'ys pertence a J. 1.
Agora precisaremos verificar o caso em que X, nao divide X*. Temos que, existe

um Y, divisor de Y” tal que f, = X,X,. Considerando a relacio de Koszul X;Y,— XY,
e seguindo o raciocinio do caso anterior obtemos o resultado desejado. [

Corolario 2.18 Seja § : P* --» P" aplicagao monomial dominante de grau 2. Entdo
S € aplicagao de Cremona se, somente se, o ideal de base de § tem posto linear
maximo. Neste caso, a inversa de § tem grau no mdzrimo n.

Além disso, para todo n existe uma transformacao de Cremona monomial de grau
2 tal que grau da inversa é n (ver [4]).

O argumento usa fortemente o fato das formas serem quadraticas. Existem ex-
emplos de ideais gerados por ciibicas tal que o ideal nao é de tipo fibrado (ver [30,
Example 8.2.2]). Além disso, a hipétese do ideal ser monomial na Proposigao 2.17 é
necessaria.

Exemplo 2.19 Seja I = <X§ - X1X3,—X1X2,X22,X12 + X2X3) C k[Xth?Xg].
Temos que I nao € ideal de tipo fibrado.

Contudo existe uma evidéncia computacional para a seguinte questao:

Questao 2.20 Se f = {fi, fo, f3} C k[X] s@o formas quadréticas, entdao I = (f) é
ideal de tipo fibrado?
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