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Epigrafo

Queira
Basta ser sincero
e desejar profundo.
Vocé sera capaz
de sacudir o mundo.
Vai!

Tente outra vez!

Tente Outra Vez[Raul Seixas / Marcelo Motta / Paulo Coelho]






Resumo

Nesta dissertacao provaremos uma conjectura proposta por Leo : uma matréide M

minimalmente 3-conexa suficientemente grande tem pelo menos 5

elementos pertencentes a alguma triade. Também é fornecida uma cota para o nimero
de elementos pertencentes a triades em matrdides 3-conexas com poucos elementos
removiveis. Ambas as cotas sao atingidas e sao construidas familias infinitas de
matréides que atingem tais cotas. E feita ainda uma nova demonstracao de resultados
obtidos por Lemos e Leo sobre triades que intersectam circuitos com no maximo um

elemento removivel em matrdides 3-conexas.

Palavras-chave: Matréide, Matréide 3-conexa, Triade.






Abstract

In this dissertation we prove a conjecture proposed by Leo: a minimal 3-connected

MQ)HP’O of its elements belonging to some triad.

matroids M enough large has at least
Also is provided a bound for the number of elements belonging triads in 3-connected
matroids with few elements removable. Both bounds are reached and are built infinite
families of matroids reaching such bounds. It still made a new proof of results obtained

by Lemos and Leo about triads that intersect circuit with at most one removable

element in 3-connected matroids.

Keywords: Matroids, 3-connected Matroids, Triad.
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0.1 Introducao

Nesta dissertacao, apresentaremos alguns resultados acerca de matréides 3-conexas.
Para isso, definiremos matréides, independentes, circuitos, dualidade, entre outros
conceitos através da funcao posto, os quais serao feitos no capitulo 1. Afim de deixar o
trabalho auto-suficiente. A motivacao para este trabalho se deu inicialmente por
Dirac[1], Halim[2] e Mader[8], que mostraram que um grafo G minimalmente k-conexo

tem, pelo menos,

(k — 1)|V(G)] + 2k
2k —1

(1)
vértices de grau k para k = 2, k = 3 e k > 4 respectivamente. As cotas obtidas por Dirac
e Halim sao de fato atingidas. O resultado de Mader, para um k genérico, estd muito
perto de ser o melhor possivel. A idéia central da prova destes teoremas é a seguinte:
um circuito de um grafo minimalmente k-conexo tem pelo menos um vértice de grau k.
Este resultado é muito importante e vem sendo extendido de varias formas. Ried e Wu
provaram analogos desta cota para arestas. Eles obtiveram uma cota inferior para o
numero de arestas que encontram um vértice de grau k£ em fungao do ntimero total de

arestas em um grafo minimalmente k-conexo, tal cota é atingida quando k = 2 ou k = 3.

Murty[10] e Oxley[11] obtiveram, respectivamente, cotas similares para matréides
minimalmente 2- e 3-conexas. Novamente, o passo principal da demonstracao destas
cotas é que um circuito em uma matréide minimalmente k-conexa, k = 2 ou k = 3, deve
intersectar um cocircuito com k elementos. No decorrer da dissertacao, daremos uma
demonstracao de duas extensoes deste ultimo resultado que sao citadas no capitulo 6.
Resultados similares a estes nao sao conhecidos para matréides k-conexas com k > 4.
Ried e Wu[13] deram uma cota inferior precisa para o nimero de elementos que
encontram algum cocircuito de tamanho 2 numa matréide minimalmente 2-conexa. Por

outro lado, para matréides minimalmente 3-conexas, Ried e Wu enunciaram a seguinte



conjectura proposta por Leo:

Conjectura: Seja M uma matrdide minimalmente 3-conexa com pelo menos 8 elementos.
Entao o ntimero de elementos que intersectam um cocircuito de tamanho 3 é pelo menos
5/E(M)| + 30
— 9

A demosntragao dessa conjectura pode ser encontrada no capitulo 4 deste trabalho.
Esta conjectura foi originalmente demonstrada por Lemos. Daremos ainda um exemplo
de uma familia infinita de matréides minimalmente 3-conexas que atingem a cota da
conjectura, o qual é feito no capitulo 4. Para tal, precisamos de um lema sobre

3-separagoes provado no capitulo 2.

Para uma matréide 3-conexa M, definiremos o conjunto removivel de elementos de M

cOomo

Ry(M)={e€ E(M): M\e ¢ 3-conexa}.

Note que uma matréide M é minimalmente 3-conexa se, e somente se, Ry(M) = &.
Uma questao a ser levantada é a seguinte: o que acontece com o nimero de elementos
pertencentes a triades de uma matréide 3-conexa M tal que |Ro(M)| é pequeno? Essa

resposta serda dada no teorema a seguir cuja demonstragao sera feita no capitulo 5:

Teorema 0.1.1. Seja M uwma matroide 3-conexa com pelo menos 5 elementos. Entao, o
numero de elementos que intersectam algum cocircuito de tamanho 3 é pelo menos

|E(M)| + 10

T [R(M)].

Observe que a conjectura proposta por Leo nao é uma consequéncia deste teorema. No
capitulo 5, descreveremos uma familia infinita de matréides que atingem a cota deste
teorema. E, para finalizar, no capitulo 6 usaremos a decomposicao definida no capitulo 3

para demosntrar os principais resultados de Lemos[3] e Leo[7].



Capitulo 1

Matroéides: Definicoes e Conceitos

Basicos

1.1 Matroides

Por um motivo de comodidade, vamos definir matréide através da sua funcao posto 7.
Para um conjunto finito E, dizemos que M = (F,r) é uma matrdide sobre F, se a

funcao r : 2F — Z satisfaz:

(R1) 0 <r(X) < |X|, para todo X C E;
(R2) r(X) <r(Y), para todo X CY C FE, isto é, r é crescente;

(R3) 7(X)+7r(Y)>r(XUY)+r(Y NX), para todo X,Y C E. Esta tdltima

propriedade é chamada submodularidade.

Diremos que E ¢é o conjunto dos elementos de uma matréide M e o denotamos por
E(M). Dizemos que X C E(M) é um independente de M se r(X) = |X|, e se X é
independente de M tal que r(X) é maximo , X é chamado de base de M. Se
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X C E(M) é tal que r(X) < |X|, dizemos que X ¢é dependente de M. E se X é tal que
r(X)=|X|—1eparatodoe e X, r(X —e) =r(X), dizemos que X é um circuito de
M. Um circuito de tamanho um é chamado de lago.

Veremos agora duas propriedades comumente usadas sobre independentes e circuitos:

(I) Se I é independente de M, entao para todo J C I temos que J é independente de M.

Usando (R3) para I — J e J, temos r(&) +r(I) < r(I —J)+r(J). Logo por (R2), segue
r() = <r(I = J)+r(J) < [T = J+[J] = 1]

Entao r(J) = |J| er({ — J) = |I — J|. Portanto, J e I — J s@o independentes de M.

Desta mesma prova, nota-se que ao se retirar ou adicionar um elemento a um conjunto,
tem-se que, respectivamente, o posto deste conjunto diminui ou aumenta de no maximo

1.

(C) Nao existe um circuito propriamente contido em outro.

Se C' é um circuito, temos que r(C' —e) =r(C) = |C| — 1 =|C — el para todo e € C.

Logo, todo subconjunto proprio de um circuito é um independente.

Existem mais outras propriedades basicas que nao serao utilizadas neste trabalho,

portanto, iremos omiti-las.

1.2 Fechados

Seja M uma matréide. Para X C E(M), seja Fx ={Y CE(M): X CY e
r(X)=r(Y)}. A unido dos elementos de Fx é chamada fecho de X em M e denotada
por cly(X), isto é,

du(X)= |J v

YeTFx

Agora vamos ver algumas propriedades basicas do fecho de X.

11



Lema 1.2.1. Seja M uma matrdide. Se X C E(M), entao:

(i1) (X)) = r(cly(X)).
(111) cly(Y) C clp(X), quando Y C X.

(1v) clp(cly (X)) = el (X).

Demonstracao. Note que (1) vale, pois X € Fx. Para mostrar (ii), basta que Fy seja
fechado com respeito a uniao, e assim, cly(X) € Fy.

Suponha Z, W € Fx. Por submodularidade, temos:
2r(X)=r(Z)+rW)>r(ZUW) +r(ZNnW). (1.1)
Como X C ZNW e por (R2), temos que
r(X)<r(ZnW)<r(ZUWw). (1.2)

Desta forma, as desigualdades (1.1) e (1.2) tém que ser igualdades. Dai, ZUW € Fx.
Entao cly (X) € Fx e (ii) estd provado. Para mostrar (iii), basta que para todo Z € Fy

tenhamos Z U X € Fx. Novamente, por submodularidade, temos que:
r(X)+r(Y)=rY)+r(2) >r(XUZ)+r(ZNX). (1.3)
Como Y C X N Z e por (R2), segue que
r(XuZ)>r(X)er(ZnX)>rY). (1.4)

Assim, as desigualdades (1.3) e (1.4) tém que ser igualdades. Logo, X U Z € Fx e (iii)
segue. Note que para (iv) ser verdade, basta que Fy,,(x) € FTx. Tome Z € Fy,,(x). Por
definicao, clp (X) C Z e r(cly (X)) =r(Z). Por (i) e (ii), segue que X C Z e

r(X) =r(Z). Logo, Z € Fx. Assim, (iv) vale. O

12



Agora, veremos uma proposicao que caracteriza os elementos da matréide pertencentes

ao fecho de um dado conjunto.

Proposicao 1.2.1. Seja e um elemento de uma matréide M. Se X C E(M) — e, entao

as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

(i) e € cly(X).
(1)) r(X Ue) = r(X).

(i) e € C C X Ue, para algum circuito C' de M.

Demonstragao. Veremos inicialmente que () implica (i7). Como e € cly(X), existe

Z € Fx tal que e € Z. Por (R2), temos r(X) < r(X Ue) < r(Z). Por definigao,

r(Z) =r(X). Logo as desigualdades acima sao na realidade igualdades. Dai,
r(X)=r(XUe) e (i) segue.

Mostraremos agora que (ii) implica (ii7). Seja I um independente maximal contido em
X. Pela defini¢ao do posto, r(X) = |I]. Como r(X Ue) =r(X) < |I Ue|, temos que I é
um independente maximal contido em X Ue. Logo, I Ue é dependente de M, assim
existe um circuito C' de M tal que C C I Ue C X Ue. Observe que e € C, pois I é

independente. Logo (7ii) segue.
Finalmente, provaremos que (7i:) implica (z). Por (R3), temos

r(X)+r(C)>r(XUC)+r(XNnC).
Note que X UC =X Uee XNC =C —e. Logo,

r(X)+r(C)>r(XUe)+r(C —e).
Como C' é circuito de M, segue que r(C) =r(C —e) = |C| — 1. Logo

r(X) >r(XUe).
E, por (R2), temos (X Ue) = r(X). Entdo X Ue € Fx e (i) segue. O

13



Lema 1.2.2. A intersecao de conjuntos fechados de uma matroide M € um conjunto

fechado de M.

Demonstracao. Basta mostrar que se X e Y sao fechados de M, entao X NY e fechado
de M. Suponha, por contradi¢ao, que X N'Y nao é fechado em M.

Logo, existe e € cly (X NY) — (X NY). E, pela proposi¢ao 1.2.1 (iii), temos que

ee C C(XNY)Ue, para algum circuito C' de M.

Note que e ¢ X ou e ¢ Y, digamos e ¢ X. Como C C X U e, obtemos, pela proposigao

1.2.1 (1), que e € clp(X) = X; uma contradigao e o lema segue. O

Vamos terminar este capitulo dando mais uma definicao, que sera usada varias vezes
durante o restante do trabalho. Seja X C E(M), dizemos que X é hiperplano de M, se
X é fechado e r(X) =r(M) — 1.

1.3 Dualidade

Neste capitulo, vamos definir um conceito importantissimo, que é o de matréide dual de

uma matréide M. Antes disso, veremos um teorema que da consisténcia a esta defini¢ao.

Teorema 1.3.1. Seja r a funcio posto de uma matrdide M. Entio r* : 2F(M) — 7
definida por v*(X) = | X| + ry(E(M) — X) —r(M), para X C E(M), € a fungdo posto

de uma matrdide sobre E(M).

Demonstragao. Note que (R1) segue, pois ry (E(M) — X) <r(M) e r(X) < |X| dai
0<r(X)+r(EM)—-X)—r(M) <r*(X)=|X|+ru(E(M) - X) —r(M) <|X]|.

Logo 0 < r*(X) < |X|. Agora, mostraremos (R2). Seja X CY C E(M). Esejaa o

inteiro nao-negativo tal que |Y| = | X| + a. Assim, |[E(M) - X|=|E(M)—-Y|+ae

14



entao,

Portanto,

(V) = Yl+ru(E(M)=Y) —r(M)
> (X[+a)+ (r(E(M) = X) —a) = r(M)
= X[+ ru(E(M) = X) —r(M) = r"(X),

e (R2) segue. Finalmente, mostraremos (R3).

Para isto, basta observar que | X |+ [Y|=|XUY|+|XNY]|e
ru(E(M) — X)) +ry(E(M) =Y)>ry(E(M) — (XUY))+ry(E(M) — (X NY)),

esta tltima desigualdade é obtida usando (R3) em M para E(M) — X,
E(M)—-Y C E(M) e também o fato de

(E(M)-X)U(E(M)-Y)=E(M)—(XNY)e (E(M)-X)NEM)-Y)=E(M)—(XUY).
Com isto, temos

(X)) +r(Y) = (X[+[Y]) + (ru(E(M) = X) +r(E(M) = Y)) = 2r(M)
> r"(XUY)+ri(XnY)

e assim (R3) segue, e o teorema esta provado. O]

Esta tal matréide sobre E(M) cuja fungao posto é r* é chamada de matréide dual de M
e é denotada por M*. Uma base, circuito, independente, laco, etc de M* sao chamados
respectivamente de cobase, cocircuito, coindependente, colago, etc de M. Agora, vamos

descrever a familia de circuitos de M*.

Lema 1.3.1. Seja M uma matréide. Entao, C* é um cocircuito de M se, e somente se,

E(M) — C* é um hiperplano de M.

15



Demonstragao. Suponha C* cocircuito de M, entao r*(C*) = |C*| — 1 e
r(C* —e) = r(C*) para todo e € C*. Assim,
r(C*) =|C* =1 =|C*| +ry(E(M) — C*) — (M), logo

rar(E(M) — C*) = r(M) — 1.

*

Agora para concluir que E(M) — C* é um hiperplano, basta mostrar que E(M) — C* é
fechado em M. Para isto, suponha que existe e ¢ E(M) — C* tal que

ry((E(M) —C*)Ue) =ry(E(M)—C").
Assim,

r(C7) = |C* +ru(E(M) —C) —r(M)
= 1+(C* -1 +ry(E(M)—-C*)Ue) —r(M)

= 1+7r(C" —e),

donde temos uma contradigdo. Reciprocamente, suponha que E(M) — C* é hiperplano

de M. Entao
r(BE(M)-C*)=r(M)—1ery(E(M)—-C*)Ue) =r(E(M) - C")+ 1,
para todo e ¢ E(M) — C*. Assim,

r(C7) =+ r(BE(M) = C7) = (M) = [C7| + (r(M) = 1) = r(M) = |C*] =1

e
r(C*—e) = |C"—e|+ry((E(M)—-C*)Ue) —r(M)
= (IC7] = 1) + (r(E(M) = C*) + 1) = (M)
= (=) +(r(M) = 1) +1) =r(M) = [C"| =1 = [C" —¢]
Logo C* é cocircuito de M, e o lema esta provado. O
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Agora veremos uma importante propriedade em forma de proposicao conhecida como

ortogonalidade:

Proposicao 1.3.1. Se C' e C* sao respectivamente um circuito e um cocircuito de uma

matrdide M, entao |C N C*| # 1.

Demonstragao. Suponha que |C'N C*| = 1, digamos C' N C* = {e}, entao, pelo lema
(1.3.1), existe um hiperplano H tal que H = E(M) — C*.

Em particular, cl(H) = H. Note que C' — {e} C H e dai e € C C H Ue. Portanto, pela
proposigao (1.2.1), e € cl(H) = H; um absurdo, pois e € C* e HNC* = @. ]

1.4 Menores

Nesta se¢ao, vamos apresentar mais um conceito importante sobre matroéides, chamado
de menores. Seja M uma matréide e r sua funcao posto. Observe que ¢/ : 26M)=e . 7
definida por r'(X) = r(X) para todo X € F(M) — e é uma fungao posto de uma
matréide sobre E(M) — e. Diremos que esta tal matréide ¢ obtida de M removendo-se o
elemento e, e a denotaremos por M \e. E também facil de ver que os independentes de

M \e sao os independentes de M que evitam e. A contragao de e em M, que é denotada

por M/e, é definida da seguinte forma: M /e = [M*\e]*

Lema 1.4.1. Se e € um elemento de uma matroide M, entao

ruse(X) =ru(X Ue) —rule), para todo X € E(M) — e.
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Demonstracao. Temos que

rae(X) = ramer(X)
= The(X)
= | X|+rue(EM\e) = X) —r(M"\e)
= | X|+ru-(E(M*) = (X Ue)) —ry=(E(M") —e)

= ry(XUe)—ry(e).

Com este lema ¢é facil ver que se ry({e}) # 0, entdo os independentes de M /e sao os

subconjuntos I C E(M) — e tais que I U e é independente de M.

Da definigao de delecao, é facil de ver que [M\e]\f = [M\ f]\e para todo e, f € E(M).
Desta identidade e da definigdo de contracao, temos que [M/e]/f = [M/f]/e. Esta
ultima identidade pode ser verificada através da funcao posto. De fato, para

X CE(M) —{e, f} temos:

rinypfe(X) = ruyp(XUe) = rayp({e})
= [ruXU{e, f}) —ra({fH)] = ru{e, 1) —rae({ f1)]
= ru(XU{e f}) —ru({e f})

Analogamente temos /e = (X U {e, f}) —ru({e, f}).

Utilizando a féormula do posto da delecao e da contracao, é facil de ver que

[M/e]\f = [M\f]/e. Logo, quando A e B sao subconjuntos disjuntos de E (M), a ordem
em que os elmentos de A sao deletados e os de B sao contraidos é irrelevante. E a

matroéide obtida ao final dessas operagoes é dita um menor de M, sendo denotada por

M\A/B.

Lema 1.4.2. Seja M uma matrdide. Se A e B sao subconjuntos disjuntos de E(M),
entdo para X C E(M) — (AU B), temos que
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ranass(X) = ru(X U B) —ry(B).

Demonstragdo. Basta mostrar que ry/p(X) = ry (X U B) — ry(B) para todo
X C E(M) — B, ja que o posto de um subconjunto de E(M) — (AU B) é o mesmo em
M\A/B e em M/B.

Vamos mostrar este fato por inducdo em |B|. Se |B| = 0, entao o resultado segue.
Assuma |B| > 1. Escolha e € B. Por indugao, o resultado vale para B — e, ou seja, se

Y C E(M)— (B —e), temos

rv)B-e)(Y) =rp(Y U (B —e)) —ry(B —e).
Como M/B = [M/(B — e)]/e, temos que

TM/B<X) = T[M/(B—e)]/e(X> = TM/(B—e)(X U 6) - TM/(B—e)({@}); para X g E(M) - B.

Substituindo a peniltima igualdade na tltima, para Y = X Ue e Y = {e} temos

rayp(X) = [ru((XUe)U (B —e¢)) —=ru(B —e)] = [ru({e} U(B —¢)) —ru(B —e)]

== ’T‘M(X U B) — ’I"M(B),
e o resultado segue. O

Deste lema é facil ver que, se B é independente de M, os independentes de M\ A/B sao
os I C E(M)— (AU B) tais que X U B ¢ independente de M.

1.5 Representacao Geométrica

Esta secao tem a finalidade de representar algumas matréides de forma mais simples, a
saber sua representacao geométrica. Por motivo de objetividade, nao vamos dar uma
definicao formal desta representacao. Basicamente, os principais entes usados no

trabalho sao pontos, linhas e planos, onde:
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e Cada ponto representa um elemento da matréide que nao é um lago (ja que nossas

matroéides sdo 3-conexas, logo nao tém lagos).

e Cada linha L é um subconjunto fechado da matréide M, tal que (L) = 2. Se

x € L, temos ry(x) =1 ese X C L com |X| > 2, temos que r(X) = 2.

e Cada plano P é um subconjunto fechado de M tal que 7y (P) = 3. Se X C P com
| X| =1 ou |X| =2, temos que ry/(X) =1 ou ry(X) = 2 respectivamente, e se

X C P com |X| >3 e X nao estd contido numa linha, temos que ry(X) = 3

Daremos exemplos de planos com linhas no decorrer da dissertacao. Para que a

representacao geométrica fique consistente, as seguintes condigoes devem ser satisfeitas:

Quaisquer duas linhas distintas se intersectam no maximo em um ponto;

Quaisquer dois planos que se intersectam em mais de dois pontos, se intersectam

numa linha;

Quaisquer duas linhas que se intersectam num ponto, estao contidas no mesmo

plano;

Toda linha que nao esta contida num plano intersecta o mesmo no maximo em um

ponto.

1.6 Conexao Paralela Generalizada

O 1ltimo pré-requisito para o entendimento do trabalho é o de conexao paralela
generalizada. Mais uma vez, por motivo de objetividade, nao daremos uma defini¢ao

formal para este conceito.

Sejam M; e M, duas matrdides cujos conjuntos base sao F; e Es e cujas fungoes posto

sao 11 e ry respectvamente. E seja N uma restricao comum a M; e M. Seja
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E = E; U Ey. Vamos assumir que M;|L = Ms|L = N, onde L = E; N E,. A fungao
posto na restricao comum a M; e My serd denotada por r. Se M é uma matroide sobre
E tal que M|E; = My e M|Ey = Ms, entao M é chamada de amalgama de M; e Ms. Na
dissertacao, as restricoes comuns entre as matroides serao linhas. Dizemos que M é a
conexao paralela generalizada de M; e My se o conjunto Fy; dos fechados de M é
Fuy={FiUF,: FNL=F,N L} onde F; é fechado de M; e F; é fechado de M. Uma
condicao necessaria para se fazer esta operacgao é que a linha L de intersecao de M; e M,

seja modular, isto é,

(L) +ryu(F) =ru(LUF) +ry (LN F) para todo F' € Fyy.
Mas se a linha nao for modular, acrescentando elementos na linha podemos torna-la

modular.

No trabalho, nao iremos nos preocupar com isto. No decorrer da dissertacao, veremos
alguns exemplos de conexao paralela generalizada. Mais uma observacgao a ser feita é

que, ao ”colarmos”um plano em uma matroéide, o posto da mesma aumenta de 1.
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Capitulo 2

Um Lema Sobre 3-Separacoes

Definigao 2.0.1. Dizemos que uma particio {X,Y} do conjunto base de uma matrdide

M ¢ uma k-separacao, para um inteiro positivo k, se
r(X)+rY)—r(M) <k <min{|X|,|Y|}.
Além disso, quando
r(X)+rY)—r(M)=Fk—-1

dizemos que esta k-separacdo € exata.
Uma matroide M € dita k-conexa se M nao admite uma k'-separacao, para todo inteiro

k' tal que 0 < k' < k.

Vamos definir ainda a funcao conectividade de M como

En(X,Y) =ry(X) +ry(Y) —r(M), onde {X,Y} é particao de E(M).

Antes de demonstrar o lema principal deste capitulo, vamos mostrar alguns lemas

introdutoérios que serao usados tanto no lema principal como no decorrer da dissertacao.

Lema 2.0.1. Seja M uma matroide e r sua fungdo posto. Entao

Ev(X,Y) =r(X)+r*(X) — |X| para todo X C E(M). Mais ainda, se M é 3-coneza,
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M* também é.
Demonstracao. Por definicao,
Eu(X,)Y)=r(X)+rY)—r(M) er*(X) = |X|+r(Y) —r(M).
Agora, substituindo a segunda igualdade na primeira, temos
Eu(X,Y) = r(X) +r7(X) — | X].
Logo, &p(X,Y) = &y (X, Y). Assim, se M é 3-conexa, M* também é. O

Lema 2.0.2. Seja M uma matréide 3-conexa com pelo menos 4 elementos. Entao, M €

simples e cosimples.

Demonstracao. e M nao tem lagos, pois se e € E(M) é um lago, r(e) = 0. E, como
r(E(M)—e) <r(M), temos que r(e) +r(E(M)—e) —r(M) = 0. Assim, {e} é um

conjunto 1-separador de M; absurdo.

e )M nao tem elementos em paralelo, pois se tivesse, teriamos um circuito C' com

|C| =2. Como r(E(M)—C)<r(M)er(C)=|C|—1=1, temos que
r(C)+r(E(M)—-C)—r(M) <1.
Assim, C' seria 2-separador de M; um absurdo.

e Como M é 3-conexa, temos que M* também é. Assim, pelos itens anteriores, M é

cosimples.

Lema 2.0.3. Seja M uma matrdide 3-coneza e e € E(M). Seja {Z, W} uma
2-separacao de M/e. Entio {ae(Z,W) = Eu(Z U e, W) — 1. Além disso, ambos Z e W

geram e em M.
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Demonstracao. Por definicao,
é-M/e(Zy W) = rM/e(Z) + TM/B(W) - T‘(M/B) <1l

Entao

[ra(ZUe) +ry(e)] + [re(WUe) —rye)] — [r(M) —ra(e)] < 1.

Logo
ry(ZUe)+ry(WUe) —r(M) <2.

Note que W gera e em M senao teriamos
ry(ZUe)+ry(W)—r(M) < 1.

Assim, {W, Z U e} seria um 2-separacao de M; um absurdo.

Portanto,

Em(ZUeW)=ry(ZUe) +ry(W) —r(M) < 2.

Assim,

Evje(ZW) =Eu(ZUe, W) — 1.

Lema 2.0.4. Se X ¢é um conjunto 3-separador de uma matroide M 3-conexa tal que

| X| =3, entao X € uma triade ou um triangulo de M.

Demonstracao. Como
Eu(X,E(M) — X) =ry(X) +ru(X) — | X| =2,

temos

ra(X) 4+ ray+(X) = 5.

Se X nao fosse triade nem triangulo de M, terfamos 7 (X) = 3 e rp+(X) = 3; um

absurdo com a equacao acima.
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Lema 2.0.5. Sejam M uma matréide 3-coneza e X C E(M). Se M|X = Uy 4, entdo

M\e ¢é 3-coneza, para todo e € X.

Demonstrag¢do. Note que X é uma linha com 4 elementos. Assim, ry/(X) = rype(X —e)
e (M) = r(M\e). Logo, &(X, B(M) = X) = &no(X — e, B(M\e) — (X —¢) ¢ 0

resultado segue. O

Lema 2.0.6. Seja M uma matrdide 3-conexa e e € E(M). Seja {X,Y} uma
2-separagao de M/e com |X| = 2. Entio X Ue € triangulo de M.

Demonstragao. Como X é conjunto 2-separador de M /e com | X| = 2, segue, pelo lema
2.0.3, que X U e é conjunto 3-sepadro de M. Logo, X Ue é uma triade ou um triangulo

de M. Se X U e fosse uma triade de M, teriamos
ra=(XUe)+ry(Y) —r(M*) =2.

Logo,
e (X) + raume(Y) — r(M*\e) = 2.
e assim, {X, Y} nao seria 2-separacao de M/e = (M*\e)*. Dai, X Ue é tridngulo de
M. [l

Agora, demonstraremos o lema principal deste capitulo.

Lema 2.0.7. Seja {X,Y} uma 3-separagio de uma matrdide 3-conexa M. See € X e
M/e nao é 3-conexa, entao:

(i) Eziste uma 2-separacio {Z, W} de M/e, tal que Z C X; ou

(i1) Para toda 2-separagio {Z, W} de M/e, min{|Z|,|W|} =2 e ambos Z e W
intersectam ambos X e Y ou

(i1i) Para toda 2-separagio {Z,W} de M/e, |ZNX|=|WNX|=1eX éuma triade
de M.
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Demonstracao. Assuma que (i) nao vale, e seja {Z, W} uma 2-separagao de M /e.

Entao, pelo lema (2.0.3), temos
ry(ZUe)+ry(W) —r(M) < 2.
Como, {X,Y} é 3-separacao de M, temos que
ry(X)+ry(Y)—r(M) <2.
Juntando (2.1) e (2.2), temos que
r(X)+rY)=—r(M)]|+[r(ZUue)+r(W)—r(M)] = 4.

Por submodularidade, temos:
(a)
r(X)+r(ZUe)—r(M) > r(XU(ZUe))+r(XN(ZUe))—1r(M)
= r(XUZ)+r(XNnZ)Ue) —r(M),
pois e € X;

) r(Y)+r(W)—r(M) >r(YUW)+r(Y NW) —r(M).

Donde, organizando os termos e somando (a) com (b), temos:

r(XUZ)+r(Y nW)—r(M)]|+[r(XNZ)Ue)+r(YUW) —r(M)] <A4.

Em seguida, provaremos que
YNW|<loul|XNZ <1

Suponha que (2.4) ndo vale, i.e, [Y NW|>2e | X NZ| > 2.
Agora, note que {X U Z,Y N W} é uma partigao de M e se

r(XUZ)+r(YNnW)—r(M)<1,
terfamos uma 2-separacao para M que ¢é 3-conexa, um absurdo.
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Logo,
r(XUuZ)+r(YNnW)—r(M)>2

e de forma analoga temos que
r(Xn2Z)Ue)+r(YUW) —r(M) > 2.
Por (2.3), temos a igualdade. Em particular,
r(XnzZ)yde)+r(YUW) —r(M) = 2.

Como W e, portanto, Y U W geram e em M, segue que {X N Z, Y UW} é 2-separagao
de M/e, visto que:

e min{|XNZ[,[Y UW|} >2, pois |[XNZ|>2e|[Y UW|>2.

e I, pelo lema 2.0.3, temos ra7/e(X N Z) 4+ rppe(Y UW) —1(M/e) =1

Sendo assim, (i) vale, pois X N Z C X, contradi¢ao. Logo, (2.4) segue.

Similarmente, trocando W por Z, temos
YNZ <lou|XNnW|<1. (2.5)

Combinando (2.4) com (2.5), temos uma das quatro possibilidades:

XNZ <le|lXNW|<1, (2.6)
YNZ <lelYNW|<1, (2.7)
YNZ <lelXNnZ <1, (2.8)
YNnW|<lel|lXNnW| <L (2.9)

Assuma que (2.6) ocorre.
Como | X| > 3, temos que |[ X N Z| = | X NW| =1, pois se X N W = &, terfamos

| X N Z| > 2, contradi¢do com (2.6) e o andlogo é valido para X N Z. Agora, como
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XNZ|=XnW|=1,ZNnW=g,ecXe¢ Z,e¢g W, ZUW = E(M) — e, temos
| X| = 3. Entao, pelo lema 2.0.4, X é uma triade ou um triangulo de M.
Se X é um triangulo de M, entdao X — e é um conjunto 2-separador de M /e, pois X — e

é um par de elementos em paralelo de M/e e |E(M)| > 6

Como X —e C X e X — e é um conjunto 2-separador de M /e, entdo (i) vale, absurdo.
Logo, X é um triade. Nesse caso, (iii) segue. Vamos supor que (2.6) ndo ocorre para
toda 2-separacao {Z, W} de M/e.

Note que (2.7) nao ocorre, pois |Y| >3 ee ¢ Y. Entao, (2.8) ou (2.9) ocorre. Dai,
YNZl=1le|lXNZl=1ou|lYNW|=1e|XNW|=1.Se|lYNZ|=1e|XNZ| =1,
temos |Z| = 2 e Z intersepta ambos X e Y, e como | X| > 3 e |Y| > 3 segue que
XNW#@,YNW#@e|W|>2. Como |Z] =2e¢ |W|>2, segue que

min{|Z|, |W|} = 2, e o andlogo vale se [Y NW|=1e |[XNW|=1. Assim, (ii) segue. [
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Capitulo 3

Uma Decomposicao

Neste capitulo, vamos decompor uma matréide cominimalmente 3-conexa em duas
matréides cominimalmente 3-conexas de tamanho menor.
Seja L uma linha de M. Para um elemento e tal que e ¢ E(M ), considere a seguinte

funcao r : 28(MVYe 7 definida por:
(

rvy(Z),seeé¢ Z

r(Z)=ryu(Z—e),seec ZeL Ccly(Z—e) (3.1)

ru(Z —e)+1,seee ZeL ¢ cly(Z—e).

\

Vamos mostrar que r é a fungao posto de uma matroide:
(i) r(Z) < |Z|, pois
esced Z,r(Z)=ry(Z) <|Z|
escecZelLCcy(Z—e),r(Z)=ruZ—e)<|Z—¢| <|Z|
escecZeLlZcy(Z—e)r(Z)=ru(Z—e)+1<|Z—e¢|+1=|Z
(ii)) Se X CY C E(M) Ue, entao r(X) < r(Y), pois: Para X C E(M) Ue, temos que
r(X) = ru(X —e) +n(X),
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com n(X) =0 (se X gera L) oun(X) =1 (se X ndo gera L). Suponha que exista
X CY tal que r(X) > r(Y), entao

T’M(X — 6) +T](X) > ’f’M(Y— 6) +7](Y)

Observe que

0>ru(X —e) —ru(Y —e) >nY) —n(X) > ~1,

pois X —e CY —e. Logo, n(Y) =0en(X)=1. Mais ainda, ry (X —e) =ry(Y —e);
um absurdo, pois L C ¢l (X — e) se, e somente se, L C clp (Y —e). (iii)

Submodularidade
(r(X)+rY)>r(XUY)+r(XNY), para todo X,Y C E(M) Ue), pois:

Suponha que existam X e Y subconjuntos de E(M) U e tais que
r(X)+rY)<r(XUY)+r(XNY).
Portanto,
ra(X—e)+n(X)+ryu(Y—e)+n(Y) < ry((XUY)—e)+n(XUY )+ry ((XNY)—e)+n(XNY).
Por submodularidade para M, temos
ru(X —e)+ry(Y —e) >ry(XUY)—e)+ry((XNY)—e)
e dai

ra(X—e)+ry(Y—e)=[ru(XUY)—e)+ry((XNY)—e)] < n(XNY)+n(XUY)—n(X)—n(Y).
(3.2)

Logo, n(X UY)=1oun(XNY)=1. Observe que se n(X UY) =1, temos n(X) =1e

n(Y) =1, pois se X UY nao gera L, entdo nem X nem Y gera; um absurdo com (3.2).

Entao n(X NY)=1en(XUY)=0. Agora, como
NXNY) +n(XUY) =n(X) =n(Y) =1
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segue que n(X) =n(Y) =0. Assim, X e Y geram L em M. Logo, X NY gera L em M;
um absurdo com n(X NY) = 1.

Dizemos que esta tal matréide sobre E(M)Ue é obtida de M por adigao de e livremente

em L e a denotamos por N.

No6s dizemos que X C E(M) é um conjunto k-separador de M (ou k-separador exato) se
{X,E(M)— X} é uma k-separacao de M ( ou k-separagao exata de M).

Suponha que X é um conjunto 3-separador exato de uma matréide M tal que r(X) > 3.
Neste pardgrafo vamos definir um fator de M com respeito a X. Se By e B, sao bases de

M|X e M\X respectivamente, entao,
| Bi| + |Ba| = r(X) +r(E(M) = X) =r(M) + 2,

pois X é um conjunto 3-separador exato de M.

Entao existem elementos a e b de By tais que (B; U Bs) — {a, b} é uma base de M. Isto
acontece pois |By| + |Ba| = r(M)+2e 3 < |By| < r(M), dai |By| > 2. Entao By é base e
{a,b} é independente de M/(By — {a,b}), pois By U (By —{a,b}) = (B1 U By) — {a,b} é
base de M e {a,b} U (By — {a,b}) = By é base de M\ X, logo independente de M.

Em particular, [M/(Bs — {a,b})]|X = M|X. Como By gera E(M) — X em M, segue
que {a, b} gera E(M) — [X U (By —{a,b})] em M/(By —{a,b}). Entéo a linha L' de
M/(By —{a,b}) que contém {a,b} também contém FE(M) — [X U (By — {a,b})].

Assim, E(M/(By — {a,b})) = X U L. Observe que

XNL Cely(X)Nely(E(M)—X) C L' Seja A um conjunto minimal tal que
ANEM)=2 e L=AU]cly(X)Ncly(E(M)— X)] tenha no minimo 3 elementos.
Seja N a matréide obtida de M /(B — {a,b}) por adigdo dos elementos de A livremente
na linha L'. Nés dizemos que N = N’\(L' — L) é um fator de M com respeito a X tendo

L como linha especial.

Lema 3.0.8. Suponha que X é um conjunto 3-separador exato de M tal que r(X) > 3.
Seja N um fator de M com respeito a X tendo L como linha especial. Se'Y C clp(X) e
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Y NL| <1, entao Y € linha de M se, e somente se, Y € linha de N.

Demonstracao. Primeiramente, note que

Mlelay(X) = [M/(By = {a,b})]lelar(X) = N'lelas(X) = N]els(X) = N\A.

Dal, se Y C clp(X), entdo ry(Y) = ry(Y). Suponha Y linha de M. Ja que

ru(Y) =ry(Y) = 2, basta mostrar que Y é fechado em N. Se Y néo fosse fechado em
N, existiria y € cln(Y) — Y e deverfamos ter que y ¢ clp(Y'), sendo Y nao seria fechado
em M, logoy € A. Comoy € Aery(Y Uy)=ry(Y), temos que clrr/(B,—{ap})(Y) 2 L'
e como Y tem posto 2, temos que Y C L'. Dai, Y C clp(X) Nely(E(M) — X) C L.
Logo, |Y N L| > 2, o que geraria um absurdo. Suponha agora Y linha de N. J4 temos
rv(Y) =ry(Y) = 2. Basta mostrar que Y é fechado em M. Se Y nao fosse fechado em
M,Y gerariay € E(M)—Y em M. Como y € clpy(Y) C clpy(X) e

Mclp (X) = Nlelp(X), temos que Y gera y € E(N) —Y em N; contradigao. O

Lema 3.0.9. Suponha que X é um conjunto 3-separador exato de M tal que r(X) > 3.
Seja N um fator de M com respeito a X tendo L como linha especial. Entao:

(i) Quando L CY C E(N) e A= L — E(M), temos
ru([Y — AJU[E(M) — X]) = ry(Y) +ry(E(M) — X) — 2.
(ii) Quando Y C X — L, temos
Ev(Y.E(N) =Y) =&u(Y, E(M) -Y).

(71i) Quando Y C X — L, temos que Y € cocircuito de M se, e somente se, Y €

cocircuito de N.

Demonstracao. Sejam By, By, a, b, L', A e N’ como definimos anteriormente.

Provaremos primeiro (i):
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Em N’, a,b estdao no fecho de L. Logo, Y gera a e b em N’. Dali, segue que

rv(Y) = ry(Y) =ry(Y U{a,b}). Pela definicao de N’ temos a igualdade abaixo
= ry([Y — AJU{a,b}). Pelo mesmo motivo, temos
= Tm/(Bs—{ap}) ([Y — AU {a,b}). Pela férmula do posto da contracao, temos
= ru(([Y — AU By) — ry(Ba — {a,b}). Como By gera E(M) — X em M, temos
= ru(([Y — AJUBy) — [ry(E(M) — X) — 2.
Como [Y — AJU By gera E(M) — X em M, pois By o gera, segue que:

ruy(([Y —AJUEM) — X)) =ry(([Y — AU By) =ry(Y) +ry(E(M) — X) — 2

e (i) esta provado.

Agora vamos mostrar (ii). Por (i) aplicado a E(N) — Y, temos

ru([(E(N) =Y) = AJU[EWM) = X]) = ru([E(N) = (Y UA)]U[EM) - X])
= rn(E(N)=Y)+ru(BE(M) - X) -2,

porque L C E(N)—Y C E(N). Note que [E(N)— (YUA)|U[E(M)—X]=E(N)-Y,
pois E(N) = clpy(X) U A.
Agora, somando r),(Y’) em ambos os lados e substituindo

[E(N)— (YUA)|U[E(M)— X] por E(M)—Y, obtemos:
TM(Y) + T’M<E<M) - Y) = TM(Y) + T’N(E(N) - Y) + TM(E(M) - X) — 2.

Como L CY C E(N), temos que Y C E(N) — L C clp(X). Dai, ry(Y) = ry(Y). Note
ainda que 7(N) = ry(X), pois

r(N) = rn(E(N)) = ry (el (X)UA) = ry (el (X)UA) = a1/, gaby) (i (X)) = 72 (X).
Como 7(N) =ry(X) e ry (V) = ry(Y), temos
rn(Y) +rn(E(M) =Y) = (Y, E(N) =Y) +r(N) = En(Y, E(N) =) + ru(X).
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Com isto, segue que

ru(Y)+ryu(E(M)=Y) = ruy(Y)+ry(E(N)=Y)+ry(E(M) — X) —2
= TN(Y) —|—7’N(E(N) —Y)+TM<E<M) —X) -2
= Y, E(N) =Y) +ru(X)) +ru(E(M) - X) - 2.
Observe que (ii) segue, pois 7y (X) + ry(E(M) — X) —2 =r(M) (X é um conjunto
3-separador exato de M).

Agora, provaremos (iii):

Aplicando (i) a E(N) —Y e [E(N) —Y]Ue¢, com ¢ € Y, temos respectivamente:
ru(E(M)—=Y)=ry(E(N)=Y)+ry(E(M)—X)—2,pois LC E(N)—-Y C E(N)

ery([E(M)—=Y]Uc)=rn([E(N)=Y]Uc)+ry(E(M)—X) — 2, pois
LC(E(N)-Y)UcC E(N).
Como r(N) =ry(X) ery(E(M) — X)—2=r(M) —ry(X), segue que

r(M)—ry([E(M)=Y]Uc)=7(N)—ry([E(N)—=Y]Uc).

Note de (3.3) que ry (E(M) —Y)=r(M) — 1 se , e somente se,
rn(E(N) —Y) =r(N)—1. Note também que se E(M) —Y gera ¢ em M, temos
r(M)—ry([E(M)—=Y]Uc) = r(M)—ry(E(M)-Y)
= r(N)—rn(E(N)-Y)
= r(N) —rx([E(N) =Y]Uo),
logo E(N) —Y gera c em N. Analogamente, se E(N) —Y gera c em N, entao
E(M)—Y gera ¢ em M. Como isso, temos que F(M) — Y ¢é hiperplano de M se, e

somente se, F(N) —Y é hiperplano de N. E como os cocircuitos sao os complementares

dos hiperplanos e vice-versa, (iii) segue. ]
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Uma matréide M é dita minimalmente 3-conexa se M é 3-conexa e, para todo
e € E(M), M\e nao é 3-conexa. Nés dizemos que M é cominimalmente 3-conexa se M*
¢ minimalmente 3-conexa. Para um elemento e € E(M), denotamos por si(M/e) a

simplificagdo de M /e e por co(M\e) a cosimplificacao de M \e.

Lema 3.0.10. Suponha que X € um conjunto 3-separador de uma matroide 3-conexa M
tal que r(X) > 3. Se N é um fator de M com respeito a X tendo L como linha especial,
entao:

(i) N € 3-conexa.

(ii) Se r(N) =3, e€ E(N)— L e si(M/e) nao € 3-coneza, entio cly/(X) € a unido de
duas linhas que contém e.

(i1i) Para e € E(N)NE(M), se M/e nao é 3-conexa, entdo:

(a) N/e nao é 3-conexa; ou

(b) clpy(X) € uma triade de M.

(iv) Para e € E(N)NE(M), se M/e é 3-conexa, entao N/e é 3-conexa.

(v) Se M ¢é cominimalmente 3-conexa, entao N é cominimalmente 3-conexa.

Demonstracao. Sejam By, By, a, b, L', A e N’ como definimos anteriormente. Para
provar (i), suponha que N nao é 3-conexa e seja {Z, W} uma 1- ou 2-separagao de V.
Primeiro mostraremos que

min{|Z|, W]} > 3. (3.4)

Note que ao estabelecermos (3.4) toda 1-separacao também serd uma 2-separacao.

Suponha que |Z| < 2. Note que Z contém um cocircuito C* de N, pois:

e NN é simples, pois M é simples;
e Como {n(Z, W) =rn(Z) +rn(W) —r(N) <1, temos pelo lema 2.0.1 que

rn(Z)+ry(2) <|Z)+1 < 3.
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Donde ry(Z) <1 oury(Z) <1, mas ry(Z) < 1 ndo pode acontecer, pois N é

simples. Entao, 73,(Z) <1 e Z é cocircuito de N.

Como Z = C* é cocircuito de N, |L| > 3 e L é linha de N, por ortogonalidade temos
C* C L ou C*N L = &, mas nao podemos ter C* C L, pois F(N) — L gera L, o que
contraria a orogonalidade. Entao, C* N L = @, isto é, C* C X — L e pelo lema 3.0.9 (iii),
C* é um cocircuito de M; uma contradi¢do, pois M é 3-conexa. Entao (3.4) segue.
Escolha uma 2-separagao {Z, W} de N tal que |L N Z| seja méxima. Como |L| > 3,
segue que |L N Z| > 2, pois se fosse |[L N Z| < 1, terfamos |L N W| > 2 e trocarfamos Z
por W. See € WNL, entdao Z gera e em N, pois |[LNZ| >2ery(L) =2. E entao
{ZUe, W — e} é uma 1- ou 2-separagao de N, pois:

e Como min{|Z|,|W|} > 3, temos que min{|Z Ue|,|W —e|} > 2.

rn(ZUe)+ry(W —e) —r(N)=rn(Z) +ry(W) —r(N), se r¢n(W —e) =ry(W)

rn(ZUe)+ry(W—e)—r(N) =ry(Z)+ry(W)—1-r(N), se ry(W—e) = ry(W)—1,

e Como {Z, W} é uma 2-separagaode NV, temos que

rv(ZUe)+ry(W —e)—r(N) <1

O que gera uma contradigao com a escolha de {Z, W}, pois |[LN(ZUe)| > |LN Z|.
Entao, L C Z. Agora, W C X — L e, pelo lema 3.0.9 (ii), {W, E(M) — W} é uma
2-separacao de M, pois En (W, E(N) — W) = &y (W, E(M) — W), donde obtemos uma

contradi¢ao com a 3-conexidade de M. Logo {Z, W} nao existe e N é 3-conexa.

Agora vamos demonstrar (ii). Para isto, vamos escolher elementos de si(M/e) de
maneira que cly (X) Nely(E(M) — X) C si(M/e). Note que podemos fazer esta
escolha, pois M é simples, e € E(N) — L e L =AU (cly(X) Nely(E(M) — X)).

36



Observe ainda que Ly = clp (X) N E(si(M/e)) = clyye(X —e) N E(si(M/e)) é uma linha
de si(M/e), ja que Ly é fechado em M /e e

rmselln] = ragelclie(X —e) N E(si(M/e))] = ryje(X —e) =ru(X)—1=7(N)—-1=2,

pois por hipétese, r(N) = 3. Seja N; uma matréide obtida de si(M/e) por adigao
livremente em L; dos elementos de A’, onde A’ é minimal no sentido de

Ly =A"Ulclpy(X) Nelpy (E(M) — X)] ter no minimo 3 elementos. Desta forma,

Ni\(L; — Ly) é um fator de M com respeito a F(M) — X e entdao Ni\(L; — Lo) é
3-conexa, por i). Entdo, N; é 3-conexa, ja que N é simples. Como si(M/e) = Nj\ A
nao é 3-conexa (por hipdtese), segue que |L;| = 2, visto que L; U A’ é linha de N;.
Entao, clp/.(X — e) é unido de duas classes paralelas de M/e. Entao, cly/(X) é a unido

de duas linhas de M que contem e, e assim (ii) esta provado.

Agora vamos provar (iii). Para isso, assuma (a) e (b) falsos. Em particular, N/e é
3-conexa e entao e € X — L, pois L é uma linha de 3 pontos de N, e se e € L, teriamos
um par de elementos em paralelo em N/e, e assim N/e nao seria 3-conexa. Pelo Lema

2.0.7 aplicado a 3-separacao {X — L, cly (E(M) — X)} de M, concluimos que:

1. Existe uma 2-separacao {Z, W} de M/e tal que Z C X — L; ou

2. Para toda 2-separagao {Z, W} de M/e, min{|Z|,|W|} =2 e ambos Z e W
intersectam ambos X — L e cly(E(M) — X); ou

3. X — L é uma triade de M.

Primeiro provaremos que

r(N) > 4. (3.5)

Suponha 7(N) = 3. Como toda linha de N que contem e tem dois elementos, ja que N/e
¢ 3-conexa, segue pelo lema 3.0.8, que toda linha M que contem e tem dois elementos e

entdo si(M/e) = M/e. Por (ii), clp(X) é a unido de duas linhas de M que contem e.

37



Como todas estas linhas tem dois elementos, segue que ¢l (X) tem 3 elementos, e entao
cly(X) é uma triade de M, pois

rare (el (X)) = |elpy (X)| + ra(BE(M) — elpy (X)) —r(M) = |cly (X)) +2 —r(X) = 2.
Entéao, o caso (iii b) ocorre ; uma contradi¢ao. Entao (3.5) vale. Em particular, (3) nao
ocorre, pois r(N) = ry (X — L) > 4. Logo | X — L| > 4. Assuma (2) valido. Sejam

L, ..., L, as linhas de M que tem no minimo 3 elementos e que contenham e. Entao,
n>1,|Li|=..=|L, =3e paratodoi € {1,...,n}, L, = {e,x;,y;}, onde

;€ X —(LUe)ey; €cly(E(M)— X), pois todo 2-separacao {Z, W} de M/e
intersecta ambos X — L e cly (E(M) — X) e L; — e é conjunto 2-separador de M /e.
Como L; — y; gera y; em M, segue que y; € cly(X), para todo i € {1,...,n}, j4 que

e € X — L e, entao y; € L. Pelo lema 3.0.8, para todo i € {1,...,n}, L; é uma linha de N
e, entdo, (a) vale; uma contradigdo. Assuma (1) verdadeiro. Como r(X) = r(N) > 4,
temos que 7/ (X —e) =ry(X) —1> 3. Como r(X) +r(EM)—-X)—r(M)=2e
E(M) — X nao gera e em M (pois e € X — L), temos

Pafe(X = L) + ragge(B(M/e) — (X Ue)) — r(M/e) = r(X) + r(E(M) = X) — r(M) = 2.

Assim X — e é 3-separador de M/e. Desta forma, N/e é um fator de M /e em relagao a
X — e tendo L como linha especial. Como Z C X — L, {Z, W} é 2-separacao de M/e e
N/e é fator de M /e, segue pelo lema 3.0.9 (ii) que Z é 2-separador de N/e e (a) segue;

uma contradi¢ao. E entao (iii) segue.

Neste pardgrafo, mostraremos (iv). Como ja vimos, se M /e é 3-conexa, entao e ¢ L.
Mais ainda, toda linha de M que contem e tem apenas dois elementos e, pelo lema 3.0.8,
toda linha de N que contem e tem exatamente dois elementos. Se (V) = 3, entdo N/e
é 3-conexa. Entao, podemos supor 7(NN) = rp(X) > 4. Como N/e é um fator de M/e
com respeito a X — e, tendo L como linha especial, segue, por (i), que N/e é 3-conexa e,

entao (iv) segue.
Agora, provaremos (v). Para isto, vamos usar o dual do lema do triangulo de Tutte (que
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nao serd provado) que diz o seguinte: Seja M uma matréide 3-conexa com |E(M)| > 4,
suponha que {e, f, g} seja um triangulo de M e que nem M\e nem M\ f seja 3-conexa.
Entao M tem uma triade que contem e e exatamente ou f ou g. Suponha que M é
cominimalmente 3-conexa. Para concluir que N é cominimalmente 3-conexa, para todo
e € E(N), temos que provar que N/e nao é 3-conexa. Observe que (v) segue de (iii), a
nao ser que cly(X) seja uma triade de M. Mas, neste caso, pelo lema do triangulo de
Tutte, todo elemento de cly;(X) pertence a um triangulo de M e, entdao de N, pelo
Lema 3.0.8. Entao, (v) também vale neste caso, pois ao contrairmos um elemento a de
cly (X) criamos um par de elementos paralelos em M/a e em N/a, assim N/a nao é

3-conexa. O
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Capitulo 4

Provando A Conjectura De Leo

Para uma matréide M, denotamos por T'(M) o conjunto dos elementos de M
pertencentes a algum tridngulo de M. Denotamos t(M) = |T(M)| e e(M) = |E(M))|.
Quando M é 3-conexa, denotamos por Ry (M) = {e € E(M) : co(M\e) é 3 — conexa}.

Teorema 4.0.1. Seja M uma matrdide cominimalmente 3-conexa. Se |[E(M)| > 8,

entao

9t(M) > 5e(M) + 30.

Antes da demonstragao deste resultado, vamos dar um exemplo onde o limite é atingido.

Para um inteiro positivo n, sejam My, M, ..., M,, matrdides isomorfas a Us ¢ tal que

0 ,se |i—j]>2
|E(M;) 0 E(M;)| = o
2 ,se |i—jl=1
Para i € {1,2,....n — 1}, vamos definir A; = E(M,;) — [E(M;—1) U E(M;41)]. Sejam A_,,
Ag e A, A,1 conjuntos de 2 elementos que particionam, respectivamente,
E(My) — E(M,) e E(M,) — E(M,_1). Sejam C_4, Cy, C1, ..., Cp, Cpiq,
E(My) U E(M;)U...U E(M,) uma familia de conjuntos dois a dois disjuntos. Para todo

i€{-1,0,1,2,...,n,n+ 1}, suponha |C;| = 5 e que N; seja uma matréide sobre
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(C; U 4;) de posto 3 tal que C; seja unido de duas linhas de 3 pontos e os elementos de
A; sejam livremente colocados em N;. Observe que a conexao paralela generalizada de
My, My, ..., M, N_1, Nog, N1, ..., Ny, N,i1 é uma matréide M cominimalmente
3-conexa tal que T'(M)=C_; UCyUC,U...UC, UC, ;. Entdo, t(M) = bn + 15, pois
os Unicos elementos que pertencem a triangulos de M sao os elementos dos n + 3 C)s os
quais tém 5 elementos cada e, e(M) = (6n + 6) — 2n + (5n + 15) = 9n + 21, onde 6n + 6
¢ referente aos elementos de Us g, 2n ¢é referente aos elementos da intersegao entre os

planos Us g, € bn + 15 ¢ referente aos elementos dos C}s. Entao,

59n+21) +30 _ 5e(M) + 30

t(M) =5n+15 =
(M) = 5n + 9 5

Observe que M ¢ 3-conexa, pois Us g e N; sao. Temos também que M ¢é cominimalmente
3-conexa, pois ao contrairmos um elemento e dos C!s criamos um par de elementos em
paralelo e assim M /e nao é 3-conexa, para todo e € C;. Se contrairmos um elemento e
das linhas de conexao entre os planos, tendo em vista que existe uma 3-separacao exata
{X,E(M)— X} de M tal que X e F(M) — X gerem e, temos que M /e ndo é 3-conexa
ja que {X —e, E(M/e) — (X —e)} é uma 2-separagao de M/e.

De fato, sem perda de generalidade, que e ¢ X, e dai

Fafe(X =€) Frasse(B(M/e)— (X =€) =r(M/e) = rar(X)+ra (B(M)—=X) =r(M)—1 = 1,

ja que X é 3-separador de M. Esta 3-separacao ¢ obtida tomando

X = (B~ U (| B0 U (B 0 E0G)).

Vamos ver que X é 3-separador exato de M. Para isso, suponha e € A;, para
i€{0,...,n},entaor(X)=4+2i, r(E(M)—-X)=2n—i+2)er(M)=8+2(n—1)
1

dai E (X, E(M) — X)=2. See€ E(M) — [(O A;) U (D C;)], entao tomamos

i=—1

X = (L = e) U (B(M) = Ly) U ((J BG) U (L BV,



para j € {0,...,n — 1}, onde L; é a j-ésima linha a qual e pertence. Dai temos
r(X)=5+2j,rn(E(M)—-X)=5+2(n—j—1)er(M)=8+2(n—1). Assim,
r(X)+r(E(M)—X)—r(M)=2. E com isso, provamos a existencia do X.

A figura abaixo mostra a representagao geométrica da matréide M acima:

Demonstracao. Sunhonha o resultado falso e escolha um contra-exemplo M tal que
(r(M),e(M),t(M)) seja minimo na ordem lexogréfica. Para simplificar a notagao, faca

a=32ef =2 Set(M)=e(M), entdo e(M) < ae(M) + 3, logo
(1 )8 < (1 - a)e(M) < 6 (4.1)

uma contradi¢do. Entao, E(M) —T(M) # @. Escolha e € E(M) — T(M). Pelo fato de
M ser cominimalmente 3-conexa, temos que M*\e = (M/e)* nao é 3-conexa, logo M/e
nao é 3-conexa. Entao, seja {X,Y} uma 2-separacao de M/e. Observe que
min{ry(X),ry(Y)} > 3, pois: (a) X e Y geram e em M, (b) e nao pertence a triangulo
de M e dai ra/e(X) > 2 e rp/e(Y) > 2. Além disso, X e Y sao conjuntos 3-separadores
de M. Para Z € {X,Y}, seja Mz um fator de M com respeito a Z tendo Lz como linha
especial. Pelo lema 3.0.10 (v), Mz é uma matrdide cominimalmente 3-conexa. Como
visto acima, e é gerado por Z e por E(M) — Z, e com isto, segue que
e€cy(Z)Nely(E(M)—2) C Ly, logo e € Ly, para Z € {X,Y}. Entao, e € Lx N Ly.
Se |Ly; N E(M)| > 3, entdo Lx = Ly, pois nao vamos acrescentar em Ly elementos nao

pertencentes a F(M). Assim, Lx = Ly é uma linha de M que contem e, uma

42



contradigao, pois e ¢ T(M). Entao 1 <|Lz N E(M)| < 2, pois e € Lz. Em particular,
|Lx| = |Ly| = 3. Como podemos adicionar os mesmos elementos nao pertencentes a

E(M) em Lx e Ly, assumiremos que Ly = Ly = L.
Agora, provaremos que existe X, € {X — LY — L} tal que:
(X1) e € L., onde L, = cly(Xe) — Xe.
(X2) [L| < 2.
(X3) X. C Ry(M*).
(X4) L. =cly(E(M) — X.) Nelpy(Xe).
(X5) Existem linhas de 3-pontos Li. e Lo, de M tal que
X U[L.NT(M)] = L1 U Ly € Lie N Loe = {},

para algum z. € X, U [L. NT(M)].

Para provar a existéncia de X,, dividiremos em dois casos.
Caso 1: [LNEM)|NT(M) # .
Comoee L,e¢T(M)el <|LNE(M)| <2, segue que

LN E(M)=/e, f}, para algum f € T(M).
Como {E(Mx)— L,E(My)— L, LN E(M)} é uma particao de E (M), segue que:

e(M) = |E(Mx)—L|+ |E(My)— L|+|LNE(M)|
= (B(Mx) — 3) + (€<My) — 3) + 2
= G(Mx) + e(My) —4

pois para Z € {X,Y}, temos que L C E(My), |L| =3 e |LNE(M)| = 2. Logo,
e(M) =e(Mx) +e(My) — 4. (4.2)
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Note que, pelo lema 3.0.8, toda linha de My diferente de L ¢é linha de M, pois intersecta
L em num méximo um elemento. Donde temos que um elemento de Z — L pertence a
um triangulo de My se, e somente se, este elemento pertence a um triangulo de M.

Como f pertence a um triangulo de M, segue que:

tM) = (H(Mx) =3) + (H(My) = 3) + [{f}]
= (t(Mx)—3)+ (t(My)—3)+1

= t(Mx)+t(My)— 5,
pois L ¢ triangulo de Mx e My . Logo,
t(M) =t(Mx) + t(My) — 5. (4.3)

Vamos assumir o resultado vélido para My e My . Entao

t(Mz) > ae(Myz) + 5, para Z € {X,Y}.

Somando as desigualdades temos:

t(Mx) + t(My) Z Oé[@(Mx) + 6(My)] + 2ﬁ

Substituindo (4.2) e (4.3), temos:

t(M)+5 > ale(M) + 4] + 2.
Esta desigualdade pode ser reescrita como
t(M)—ae(M)—5>4a+ -5 (4.4)
Donde obtemos uma contradicao, pois « e 3 satisfazem
da+p—-5>0 (4.5)

44



e estamos assumindo o resultado do teorema falso para M.

Entao, o resultado nao vale para Mx ou My, digamos My . Como r(My) < r(M) e M é
contra-exemplo minimal, segue que My nao satisfaz as hipdteses do teorema. Logo,
e(My) <7 eassim, |Y — L| <4. Agora, vamos provar que r(My) = 3. Se r(My) > 3,
entdo r(My) =ry(Y) =ry(Y — L) = 4. Logo, T =Y — (L Uc¢) é uma triade de My

para todo ¢ € Y — L. Este fato se d4, pois neste caso e(My) =7,

"y (Y = (LUe) = Y = (LU )+ 71 (E(My) = (Y = (LU¢))) = r(My)

Ty (E(My) — (Y — (LUc¢))) =ry, (LUc) = 3.

Entao, My |(Y — L) = Uy 4. Logo, pelo lema 2.0.5, M5 \c¢ é 3-conexa, para todo

¢ €Y — L; um absurdo com cominimalidade de My, ja que My /c = (M;\c)*. Entao,
r(My) = 3. Como r(My) = 3 e My é cominimalmente 3-conexa, temos que a contracao
de um elemento a de My nos dd um par de elementos em paralelo em My /a, desta
forma todo elemento de My pertence a uma linha com pelo menos 3 elementos. Sejam
Ly, Lo, ..., L, as linhas de My distintas de L que tenham pelo menos 3 elementos.
Observe que L; C E(My) — (L — f), pois os elementos pertencentes a L — E(M) sdo
livremente colocados em L, e e, por hipdtese, nao pertence a nenhum triangulo de M, e
pelo lema 3.0.8, e nao pertence a nenhum triangulo de My . Entao,
LiULyU..UL,€e{Y —L,(YUf)—(L— f)}. Observe que L; — f estd propriamente

contido em Y — L, pois se L; — f =Y — L, teriamos
(Y — L)+ ry(BE(M) — (Y — L)) —r(M) = ry(Li — f) + (el (X)) — (M),

mas ry(L; — f) =2 e ry(cly (X)) = r(M) — 1. Assim L; — f e, portanto, Y — L seria
um conjunto 2-separador de M, que é 3-conexa; um absurdo. Logo, n > 2. Entao, n = 2
e |L1| = |Ls| = 3, pois, caso cotrario, terfamos e(My) > 8. Observe que Ly ou Ly contem

f, sendo e(My) > 8. Assim, as possiveis representagoes geométricas para My sao
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ou

—eo—o — o —o

Neste caso, tomemos X, =Y — L. Claramente, Y — L satisfaz (X1), (X2) e (X4),
observando que L., = {e, f} e que L —{e, f} ¢ cly(Xe). Xe =Y — L também satisfaz
(X5) tomando z, = f. Como para todo a € E(My) — L =Y — L, temos que clp/(Y) nao
¢ a unido de duas linhas que contem a. Com isto, e como r(My) =3, M é 3-conexa e Y
é um conjunto 3-separador de M, segue, pelo lema 3.0.10 (ii), que si(M/a) é 3-conexa

para todo a € Y — L, assim X, C Ry (M*), ja que

Ri(M*) = {a€ E(M):co(M*\a) é 3 — conexa}
= {a€ E(M):co((M/a)") é 3 — conexa}
= {a€ E(M):si(M/a) é 3 — conexa}.

Logo (X3) segue.
Caso 2: [LNEM)|NT(M) =
Para Z € {X,Y}, seja Hz uma matréide (ver representagdo geométrica na proxima

figura) tal que:

i) L=FE(Hx)NE(Hy);

ii) E(Hx) — L, E(Hy) — L e E(M) sao dois a dois disjuntos;
iii) |E(Hx)| =[E(Hy)| =8;
iv) r(Hx) =r(Hy)=3;¢

v) Para Z € {X,Y'}, H; tem apenas trés linhas L, Ly, Loz tendo 3 pontos cada e
L1y ULy, = E(Hy) — L.
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Pelo Lema 3.0.10 (v), para Z € {X,Y}, My é cominimalmente 3-conexa. Seja K  a

conexao paralela generalizada de Mz e Hz sobre L. Observe que Kz é cominimalmente

3-conexa, pois:

e K, é 3-conexa, pois My e Hz sao.

e Como Kyz|E(Myz) = My, se a € E(My), temos que Mz/a nao é 3-conexa (M é

cominimalmente 3-conexa). Logo, K também nao é.

o Como Kyz|E(H,) = Hyz, se a € E(Hz), temos que Hz/a forma um circuito C' de
tamanho 2, ja que todos os seus elementos estao em linhas de 3 pontos, e

C C E(Kz/a) e assim Kz/a nao é 3-conexa.

Escolha ¢ € L — E(M). Agora, vamos provar que Ny = Kz\c é 3-conexa. Se W é um
conjunto 2-separador de Ny, entao |WW| > 2, senao pelo dual do lema 2.0.6 temos que
T* =W Uc é uma triade de Kz. Mas isto contraria a ortogonalidade, pois como
ceT*NLtemos [T*NL|>2 eT*NL;z; # & para algum i € {1,2}, e entdo

|T* N Liz| > 2, donde L N L;z # &; um absurdo. Entdao W — d é um conjunto

2-separador de K \c/d, para d € L1z N Loy, pois
() TrAc/a(W = d) + ripca(E(Kz\c/d) — (W — d)) — r(Kz\c/d)

= (rn,(WUd) = 1) + (rn, (E(Nz) = W) = 1) = (r(Nz) = 1),

neste caso estamos supondo, sem perda de generalidade, que d ¢ W. Como
rn, (WUd) =7rn,(W)+1oury,(W)eW é2-separador de N, temos que (x) =0 ou

1. Assim, W — d é conjunto 2-separador de Kz\c/d. Mas, os inicos conjuntos
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2-separadores de Kz\c/d sdo Liz —d, Laz — d e seus complementos, para ver isto, basta
contrair d em Ny, observar os dois circuitos de tamanho 2 que irao se formar em
Kz\c/d e notar que em E(Ny) — E(Hyz) nao tem conjuntos 2-separadores. Note que
Lq7 e Lyz nao sao conjuntos 2-separdores de Nz, ja que

(rn, (Liz) + v, (E(Nz) — Liz) = r(Nz) = (ri, (Liz) + 1, (E(Kz) — (Liz Uc)) —r(Kz),
rk,(Liz) =2 erk,(E(Kz) — (LizUc)) =r(Kz). Donde temos uma contradi¢do, pois
W é 2-separador de Nz. Entao Ny é 3-conexa. Como Kz é cominimalmente 3-conexa e
¢ pertence a exatamente uma linha de Kz com pelo menos 3 pontos (pois, para fazer a
conexao paralela generalizada pode haver a necessidade de adicionar alguns pontos a
linha afim de tornd-la modular) chamada L, segue que N, é cominimalmente 3-conexa,
pois Nz /g nao é 3-conexa, para todo g € L — ¢. Veja que de fato N /g nao é 3-conexa
para g € L — ¢: Seja X um conjunto 3-separador de Ny tal que X e E(Nz) — X gerem
g € L —cem Ny Vamos mostrar que X — g é um conjunto 2-separador de Nz/g. Isto

ocorre, pois {E(Myz) — L, E(Hyz)} é 3-separacao exata de K visto que
TKz(E(Mz) - L) —I—TKz(E(Hz)) - T(Kz) = ’I"(Mz) -+ 3 — (T(Mz) + ].) = 2.

Assim, {E(Myz) — L, E(Hz) — g} é 2-separagao exata de Kz /g e ambos os conjuntos
geram g. Assim, Nz/g nao é 3-conexa para g € L — c.
Como {E(Nx) — E(Hx),E(Ny) — E(Hy), LN E(M)} é uma parti¢do de E(M), segue

que

e(M) = |E(Nx)— E(Hx)|+ |E(Ny)— E(Hy)|+|LNE(M)|

= e(Nx)+e(Ny)+|LNEM)| —14
pois |E(Nz) — E(Hyz)| = e(Nz) — 7 para Z € {X,Y}. Logo,
e(M)=e(Nx)+e(Ny)+ |LNEM)| — 14. (4.6)
Pelo Lema 3.0.8, para Z € {X,Y'}, um elemento de cly(Z) = Z U (LN E(M)) pertence
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a um triangulo de Ny se, e somente se, pertence a um triangulo de M. Entao,
t(M) = (t(Nx)—5)+ (t(Ny) — 5) = t(Nx) + t(Ny) — 10,

onde esta diferenca de 5 se deve aos elementos de Lz U Loy 0s quais pertencem a

triangulos de Nz e [LN E(M)|NT(M) = @ (por hipétese). Logo,

t(M) = t(Nx) + t(Ny) — 10. (4.7)

Assuma o resultdo valido para Ny e Ny. Entao

t(NZ> > a€<NZ) + B?
para Z € {X,Y}. Somando essas desigualdades para Z € {X, Y}, obtemos:

t(Nx) + t(Ny) > afe(Nx) + e(Ny)] + 2.
Substituindo (4.6) e (4.7), temos:

t(M)+10 > ale(M) + 14 — |[LN E(M)|] + 28.
Reorganizando a desigualdade, temos:

t(M) —ae(M) - >[14—|LNE(M)|Ja+ g — 10. (4.8)
Donde obtemos uma contradigao, pois 1 < |[L N E(M)| < 2 e a e (3 satisfazem

1204+ 8 —10 >0 (4.9)

Entao o resultado é falso para Nx ou Ny, digamos Nx.

Pela escolha de M, e pelo fato de |E(Nx)| > 8, segue que r(Nx) > r(M). Agora, como
r(Nx)=r(Mx)+1=r(X)+1ler(M)=r(X)+rY)—2, temos
r(X)+1>r(X)+rY)—2, logor(Y) <3=r(Hy),donde r(Y) =3 jaquer(Y) >3 e
entdo r(M) = r(Nx). Ainda pela escolha de M, temos e(Nx) > e(M). Como

e(Nx)=|X—-L|+ (L -1)+5=|X—-L|+Te

e(M)=|Y —L|+|X —L|+|E(M)NL|, temos |Y — L| <7— |LNE(M)|. Se fosse
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Y — L| =6 terfamos |[LNE(M)| =1e e(M) = e(Nx). E novamente pela escolha de M,
temos t(Nx) > t(M). Por (4.7), temos t(M) = t(Nx) + t(Ny) — 10, logo t(Ny) < 10;
um absurdo (pois ¢(Ny) > 11, ja que r(My) = r(Y) = 3 e My ¢é cominimalmente
3-conexa, logo Y — L C T(Ny), mas ainda tem os cinco elementos de Hy os quais
pertencem a triangulos de Ny.). Assim |Y — L| <5 e |LNE(M)| = 2.

Como r(My) =r(Y) =3 e My é cominimalmente 3-conexa, segue que todo elemento de
My pertence a uma linha tendo no minimo 3 elementos. Sejam L, ..., L,, as linhas de
My distintas de L que tenham pelo menos 3 elementos. Observe que L; C E(My) — L,
pois a) os elementos de L — E(M) sao livremente colocados em L; b) os elementos de
LN E(M) nao pertencem a triangulos de M (por hipdtese), e pelo lema 3.0.8, nao
pertencem a triangulos de My . Entao, L1 U...U L, =Y — L. Como L; esta
propriamente contida em Y — L, pois 2 = r(L;) < r(Y — L) =r(Y) = 3, segue que

n > 2. Entao n = 2, pois |Y — L| < 5. Logo, |Li| = |La| = 3. Neste caso, tomamos

X. =Y — L. Vamos ver que, de fato, X, =Y — L satisfaz (X1), (X2), (X3), (X4), (X5).
X, =Y — L satisfaz (X1), poise € clyy (Y — L) ee ¢ (Y — L), logo

e€ Le=cly(X.) —Xe=cly(Y —L)— (Y —L).

Satistaz (X2), pois Lo = cly (Y — L) — (Y — L) C el (V) N el (B(M) — Y) = LN E(M)
el <|LNE(M)| <2, logo |L.| <2. X, =Y — L saitisfaz (X3), pois para todo

a € E(My)—L=Y — L, temos que cly/(Y) nao é a unido de duas linhas que contém a,
r(My) =3, M é 3-conexa, Y é 3-separador de M, assim pelo lema 3.0.10 (ii), temos que
si(M/a) é 3-conexa, para todo a € Y — L e assim (X3) esta provado, ja que

Xe=Y —-LC{ae€ E(M);si((M/a) é3— conexa} = Ry (M*). X, =Y — L satisfaz
(X4), pois Lo = cly(Y — L) — (Y — L) = el (Y — L) N (BE(M) — (Y — L) C

cdy(Y —L)Nely(E(M)— (Y — L) = LN E(M). Para ver que X, =Y — L satisfaz
(X5), basta observar que L. N T (M) = @, pois L. C LN E(M) e

)
(

[LNE(M)NT(M)= o (por hipdtese), e agora tomamos Lj. e Ly, como Ly e Ly, dai
X U[L.NTM)|]=X.e=Y —L=LULy= Ly U Ly,.
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Em seguida provaremos que
X, = XsouX.NXy=, onde {e, f} é um 2-subconjunto de E(M) — T(M). (4.10)

Além disso, quando o primeiro caso ocorre, temos L. = Ly = {e, f}. Suponha que (4.10)

nao vale para algum e e f. Em particular,
X NXy #@. (4.11)

Como E(M) — X, nao gera nenhum elemento de X, por (X1) e (X4), e
XfU[LyNT(M)] = L1y U Loy, por (X5), segue que:

|Lif — X.| # 2, para i € {1,2} (4.12)
Em seguida, provaremos que
(XfULys) N (XeU L) ndo contem uma base de XU Ly. (4.13)
Se (XyULys)N(X.UL) contem uma base de X;U Ly, entao X.U L, gera X;U L. Logo,
X;UL Cely(X.UL) = X, UL,

pois L. U X, = clp(X.) é fechado em M. Como X, C Ry (M*) por (X3) e f ¢ Ry (M*)
(pois f € L e co(M*\ f) ndo é 3-conexa para f € L), segue f € L, e assim L, = {e, f}
por (X1) e (X2). Entao, X, = Xy e L. = Ly, por (X2) e (X5), (|Le| < 2,

L. CLNEM), [LNEM)NT(M)= @ visto que 1 < |L N E(M)| < 2); uma
contradigdo. Entao, (X;U L) N (X, U L.) nao contem uma base de Xy U Ly e (4.13)
vale. Entao, por (4.11), (4.12) e (4.13), segue que L, = {e,zs} e L;y — xy = X. N Xy,
para algum ¢ € {1,2}. Digamos i =1 e Lof — 2y = Xy — (X. N L.). Entdo, L1y é uam
linha de trés pontos contida em X, U[L. N T(M)]. Entao, Li; = Lj., para algum

J € 41,2}, digamos j = 1. Similarmente, Ly = {f,z.} e x. € L1y = L1.. Como

{xe, x5} C Lie € |L1e N Xc| > 2, segue por (X3) e (X5) que z. = 5. Como X, e Xy sdo

conjuntos 3-separadores de M tais que X, N Xy = L. — z., segue por submodularidade
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que X, U Xy é um conjunto 3-separador de M. Observe que e, f e z. sao elementos de
M que nao pertencem a X, U X;. Como {e, f,z.} C cly (X U Xy), segue que {e, f,z.}

estd contido numa linha de M; uma contradigao. Assim, (4.10) segue.

Existem elementos e, ..., e, pertencentes a E(M) — T(M) tal que
Lo, —T(M),..., L., — T(M) é uma particao de E(M) — T (M).
Entao,

|E(M) — T(M)| =n +, (4.14)

onde r é o nimero de indices i € {1,...,n} tais que |L,, — T'(M)| = 2. Como X,,, ..., X,

sao disjuntos dois a dois por (4.10) e X, U [L,, N T(M)] C T (M) segue que
t(M) >4dn+r =X, |+ ... + | Xe, |-

E entao

t(M) = 4n+r+7, (4.15)

para algum inteiro v ndo-negativo. Observe que os elementos de T'(M) N [Le, U ... U L, |

sao contados em . Como t(M) < ae(M) + 3, segue que:
dn 41+ < aldbn+2r +v) + B.
Esta desigualdade pode ser reescrita como
Y1 —a) <nbBa—4)+r2a—1)+ 4.

Substituindo os valores de a e (3, temos:

5 25 10 30
donde
0<4y < —-1In+r+30 (4.16)

Como 0 < r < n, temos uma contradi¢ao, a nao ser que n < 2.
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Para concluir a demonstracao, vamos dividir em alguns casos.

Sen=1er=1,entao X, e E(M) — (X, U L,,) tem ambos pelo menos cinco
elementos(se |E(M) — (X, U L,)| < 4, entao podemos trocar E(M) — (X, U L., ) por
X,, no caso 2 e obtermos assim uma contradigdo). Entdo, v > 5 donde temos uma
contradigdo com (4.16).

Sen=1er=0,entao X, e E(M) — (X, U L,,) tem ambos pelo menos quatro
elementos (se |[E(M) — (X, U L,,)| < 3, entao podemos trocar E(M) — (X,, U L., ) por
Xe, no caso 1 e obtermos assim uma contradi¢ao). Entao, v > 5 donde temos novamente
uma contradi¢ao com (4.16). Entao n =2. Se c € T(M) — [X,, U X,,], entdo existe um
triangulo T" de M tal que c € T. Por (X1) e (X4), TN X,, =@ ou |T' N X,,| =2, para
ie{l,2}. SeTnNX, =TNX,, =0, entdo v > 3, ja que X,,, X,, CT(M) e
t(M)=4n+r+~v=10+~y e t(M) > 13, pois | X,,| = |Xe,| =5 e |T| =3,logoy >3 e
assim obtemos uma contradi¢ao com (4.16). Entao, |TN X..| =2 e ¢ € L., para algum
i € {1,2}. Entao, E(M) = X,, UX., UL, UL,

Seja M; um fator de M com respeito a X., U L., U L., tendo L; como linha especial.
Note que L., C Ly, pois Ly D clp(Xe,) Nelp(Xe U Le, U L, ) = Le,, por (X4). Pelo
Lema 3.0.10 (i), M; é 3-conexa. Como X., é um conjunto 3-separador de M, pelo Lema
3.0.9 (ii), segue que X, é 3-separador de M;. Seja My um fator de M; com respeito a
Le, U Le,. Pelo Lema 3.0.10 (i), My é 3-conexa, mas E(My) = Ly U Ly e |Ly| = |Lo| = 3,
uma contradi¢do, pois {L1, Ly — L1} é 2-separagao de M,, ja que

T(L1)+T(L2—L1)—T<M):2+2—3:1 ]

23



Capitulo 5

Demonstracao do Teorema 0.1.1

Para uma matréide 3-conexa M, seja ro(M) = |Ro(M)|, onde
Ry(M) ={ee€ E(M) : E(M)\e é 3-conexa}.
Nesta secao, vamos provar a dual do Teorema 0.1.1, chamemos:

Teorema 5.0.2. Seja M uma matrdide 3-conexa. Se |E(M)| > 5, entdo

3(t(M) + ro(M*)) > e(M) + 10.

Antes da demonstragao deste resultado, vamos dar um exemplo onde o limite é atingido.
Para um inteiro positivo n, sejam Ag, By, A1, By, Ao, B3, As, ..., A,_1, B,, A,, conjuntos
disjuntos dois a dois tais que , para todo i € {0, 1,2, ...,n}, |A;| = 2 e, para todo
j€41,2,3,...,n}, |Bj| = 1. Para todo i € {1,2,...,n}, seja M; uma matréide isomorfa a
Uss sobre A;_; U B; U A;. Seja M a conexao paralela generalizada de My, M, ...M,,.

Note que M ¢ 3-conexa, pois Us 5 é 3-conexa.

Afirmacao 1. M/e nao é 3-conexa se, e somente se, e € Ay U A, U...UA, ;.

n
Demonstragao. Para mostrar que M /e é 3-conexa para e € U B; U Ay U A, basta ver
j=1
que para qualquer parti¢ao {X, E(M/e) — X} de M/e, vale
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arse(X) + rarse(BE(M/e) — X) — r(M/e) > 2. De fato,
agse(X) +rarse(E(M/e) — X) —r(Mfe) = ry(X Ue) +ry(E(M) — X)Ue) —r(M) — 1.
Se |X| € {1,2}, temos que apenas E(M) — X gera e em M e, portanto,

rase(X) + e (B(M/e) — X) —r(M/e) > 2.

Se | X| >2esdo X geraeem M (neste caso, o X tem que ter pelo menos 3 elementos

no mesmo plano de e e, assim, E(M) — X nao gera e), dai
rmye(X) +rage(BE(M/e) — X) —r(Mfe) > 2.
Se | X| > 2 e e é gerado por ambos X e F(M) — X em M, temos que
ru(X) +ru(E(M) = X) —r(M) =3

rmye(X) +rage(E(M/e) — X) —r(Mfe) > 2.

n—1
Agora vamos mostrar que M /e nao é 3-conexa se e € U A;, para isso vamos tomar um
conjunto 3-separador exato X de M, tal que X e F (]\51— X gerem e em M. Este tal
conjunto X pode ser tomado como X =eUB;UB; 1U..UB UA;,_ 1UA; 5U..U A,
para i € {1,....,n —1}. Logo, r(X) =2+, r(E(M)—-X)=2—i+n,r(M) =n+2.

Dai r(X) +r(E(M) — X) —r(M) = 2 e assim,

ra/e(X) +rae(E(M/e) — X) —r(Mfe) =
=ru(XUe)+ry((E(M)—X)Ue) —r(M) -1
=ru(X) +r(E(M) - X)—r(M)-1=1.

n—1
Logo, M /e nao é 3-conexa se, e somente se, e € U A;. O

=1
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Agora, como M nao tem nenhum triangulo, segue que:

t(M) + To(M*) —n44= (3n+§)+10 _ e(M?))-i-lO’

onde n + 4 representa os elementos de U B;UAyUA, e
j=1
e(M) =5n— (2n — 2) = 3n + 2, onde Hn representa os elementos das n Uss € 2n — 2

representa os elementos das n — 1 intersecoes entre os planos.

Abaixo veremos a representacao geométrica da matréide M definida acima:

Demonstracao. Vamos definir

5(M) 1 se M tem diferentes triangulos com intersecao nao vazia,

0 caso contrario

Em vez de mostrar o teorema 5.0.2, vamos mostrar que
3(t(M) +ro(M*) —6(M)) > e(M)+ 10 se |[E(M)| > 7. (5.1)

O teorema 5.0.2 é uma conseqiiéncia de (5.1) a nao ser que |E(M)| € {5,6}. Mas neste
caso, E(M) C T(M)U Ry(M*) e o teorema 5.0.2 segue. Para ver isto, podemos observar
as possiveis representacoes geométricas para M e conferir. Suponha (5.1) falso e escolha
um contra-exemplo M tal que (r(M),e(M),t(M),ro(M*)) seja minimo na ordem
lexografica. Se t(M) + ro(M*) = e(M), entao 3e(M) < e(M) + 35(M) + 10, logo

e(M) < £; contradi¢ao. Entao,
E(M) - [T(M) U Ro(M")] # 2.

Escolha e € E(M) — [T(M) U Ry(M*)]. Como e ¢ Ry(M*), temos que M /e nao é
3-conexa, entao seja {X, Y} uma 2-separagao de M/e. Como |X|>2,e ¢ T(M) e M é
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simples, temos que 7p/¢(X) = ra(X Ue) — ry(e) > 2, analogamente, temos
rmse(Y) > 2. Assim,
min{ras/e(X), rae(Y)} > 2.

Como {X,Y} é 2-separacao de M /e, temos, pelo lema 2.0.3, que X e Y geram e em M.
Com isto, temos que 73/(X) = ry (X Ue) = rp/e(X) 4+ r(e) > 3, analogamente,
ra(Y) > 3. Logo,

min{ry (X),rap(Y)} > 3.

Além disso, X e Y sdo conjuntos 3-separadores de M. Para Z € {X,Y}, seja My um
fator de M com respeito a Z tendo Lz como linha especial. Como visto acima, e é
gerado por Z e E(M) — Z,logoe € Ly = AU (cly(Z) Nely(E(M) — Z)). Entao,

e€ L,NLy.Se|L;NE(M)|> 3, entdo Ly = Ly é uma linha de M que contem e; uma
contradic¢ao, pois e ¢ T(M). Entao, 1 < |Lz N E(M)| < 2. Em particular,

|Lx| = |Ly| = 3. Vamos assumir Ly = Ly, e denotar L = Ly, para fazer isto basta
colocar o mesmo elemento que nao pertence & F(M) em Lx e em Ly. Observe que
cly(Z) nao é triade de M, pois se fosse teriamos |cly (Z)| = 3 e cly(Z) = Z, ja que

|Z] > 3. Como Z é conjunto 3-separador de M e Z é fechado em M, segue, pelo lema
2.0.4, que Z é um triangulo de M, logo nao pode ser uma triade. Pelo lema 3.0.10 (iii) e

(iv), M/ f é 3-conexa se, e somente se, My /f é 3-conexa para todo f € cly(Z). Entao,
Ro(M") = Ro(Mx) U Ro(My). (5.2)
Vamos provar que existe X, € {X — L,Y — L} tal que

(X1) X, é triade de M;

(X2) X.Ue éum circuito de M;

(X3) e € L, onde L, = cly(Xe) — X¢;

(X4) L. = cly(Xe) Nelpy (E(M) — X,) tenha pelo menos 2 elementos; e
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(X5) X. C T(M) U Ry(M).

Para provar a existéncia do X., vamos dividir em dois casos.

Caso 1: Existe f € [LNE(M)]NT(M) tal que, para todo Z € {X, Y}, existe uma linha
L, tal que f € L'y Ccly(Z) e || > 3.
Entao LNE(M) ={e, f},jAquee e LNE(M),e¢ T(M)el1l<|LNE(M|<2. Como
{E(Mx)— L,E(My)— L, LN E(M)} é uma parti¢ao de E(M), segue que
e(M) = |E(Mx)—L|+ |E(My)—L|+|LNE(M)|

= (e(Mx)—3)+ (e(My)—3)+2

= e(Myx)+e(My) — 4.
Logo,

e(M) =e(Mx) + e(My) — 4. (5.3)

Note que, pelo lema 3.0.8, toda linha de My diferente de L ¢é linha de M, pois intersecta
L em no maximo um elemento. Donde temos que um elemento de Z — L pertence a um

triangulo de My se, e somente se, este elemento pertence a um triangulo de M. Como, f

pertence a um triangulo de M, segue que
t(M) = (t(Mx)—3)+ (t(My)—=3)+1
= t(Mx)+1(My) =5,
pois L é triangulo de Mx e My . Logo,
t(M) =t(Mx) +t(My) — 5. (5.4)

Note que Ry(M%) N Ry(M;) = @, pois se a € Ry(M%) N Ry(M5 ), temos que
a€ E(Mx)NE(My), logo a € cly(Z) Ny (E(M) — Z), para Z € {X,Y}, mas nestas
condigdes Mz /a nao é 3-conexa, pois a € L e L é triangulo de My, para Z € {X,Y'}.

Com isto e por (5.2), temos que
ro(M”) = |Ro(MX)| + [Ro(My )| — [Ro(My) N Ro(My )| = ro(Mx) + ro(My). (5.5
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Vamos assumir o resultado valido para Mx e My . Entao,

3[t(Mz) + ro(M3) — 6(Mz)] > e(Mz) + 10,
para Z € {X,Y}. Somando as desigualdades, temos:

[t(Mx) + t(My)] + 3[ro(Mx) + ro(My)] = 3[6(Mx) + 6(My)] = [e(Mx) + e(My)] + 20.
Sustituindo (5.3), (5.4) e (5.5), temos:

3[t(M) + 5] + 3[ro(M*)] — 3[6(Mx) + 6(My)] > [e(M) + 4] + 20.

Esta desigualdade pode ser reordenada como
[t(M) 4+ ro(M*) — 6(M)] > [e(M) + 10] 4+ 3[0(Mx) + 06(My) — 6(M)] — 1. (5.6)

Para Z € {X,Y}, 6(Mz) =1, pois Lz e L, sao linhas distintas de Mz que tém pelo

menos 3 pontos e f € Lz N L', donde por (5.6) temos

B[E(M) +ro(M*) —6(M)] > [e(M)+10] +6 —35(M) — 1
= e(M)+15—36(M)
> e(M)+ 10,

uma contradi¢ao, pois estamos supondo o resultado falso para M. Entao o resultado nao
é vélido para Mx ou My, digamos My . Como r(My) < r(M) e pela escolha de M,
segue que e(My) <6 e entao |Y — L| < 3. Dai r(My) = ry(Y — L) < 3, logo

r(My) = 3. Entao ro(My) + t(My) = e(My). Como o resultado é falso para My, temos

3[t(My) + ro(My) — §(My)] > [e(My) + 10], e como t(My ) + ro(M;5 ) = e(My) segue

104+35(My)

que e(My) < 5—~, 0 que ¢ uma contradicao a nao ser que 6(My) =1 e e(My) = 6.

Observe que X, =Y — L satisfaz (X1), pois

rat-(X0) = |Y = L+ rag (B(M) = (Y = L)) = 1(M), rag (E(M) = (Y = L)) = rs(X),
ru(BE(M) —X)=ry(Y)=3er(X)—r(M)=2—ry(E(M)— X), dai segue que
rar-(Xe) = 2 e assim, X, =Y — L é uma triade de M. Para ver que X, =Y — L satisfaz
(X3), basta observar que L, = clp (X)) — Xe = cly (Y — L) — (Y — L) ={e, f}.

X. =Y — L satisfaz (X4), pois cly (X)) =cly (Y — L) =cly(Y) e
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cy(BE(M) = X.)=cy(E(M)— (Y = L)) =cpy(X) =cy(E(M)—Y). Logo

cly(Xe) Nely(E(M) — X)) =cly(Y)Nely(E(M) —Y) = {e, f} e assim, (X4) esta
verificada. Note que (X2) é satisfeita, pois X, gera e em M, logo existe um circuito C
de M tal quee € C C X Ue. Como | X, Ue|=4eeec T (M), segue que C' = X, Ue. Se
My é uniao de duas linhas que contem e para todo e € X, =Y — L, entdao X, C T(M).
Se My nao é uniao de duas linhas que contem e para todo e € X, =Y — L, entao, pela
contrapositiva do lema 3.0.10 (ii), temos que si(M/e) é 3-conexa para todo

e€ X, =Y — L eassim, X, C Ry(M*) e (X5) segue. Com isso, provamos a existéncia

de X..
Caso 2: Se f € [LNE(M)|NT(M), entao existe Z € {X,Y} tal que f nao pertence a
nenhum triangulo de M contido em cly; (7).

Para Z € {X,Y'}, seja Hz uma matréide isomorfa a FPs tal que L ¢é linha de Hy e
Hx — L, Hy — L, E(M) sejam conjuntos dois a dois disjuntos (obs.: A matréide FPs tem
{1,2,3,4,5,6} como conjunto base e {X C {1,2,3,4,5,6}: |X|=3e X #{1,2,3}}

como conjunto das bases.). Ver representacao geométrica:

*—o—o

L

Seja Kz a conexao paralela generalizada de Mz e Hz sobre L. Escolha ¢ € L — E(M).
Como na demosntragao do teorema 4.0.1, Ny = Kz\c é 3-conexa. Como os elementos de
E(Hz) — L nao pertence a triangulos, segue que Ro(N}) = Ro(M}) U [E(Hz) — L.
Entao, por (5.2),

ro(M”) = ro(Mx) +ro(My) = (ro(Nx) = 3) + (ro(Ny) = 3) = ro(Nx) +70(Ny) =6 (5.7)

onde cada —3 ¢é referente aos elementos de H; — L para Z € {X,Y}.
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Como {E(Nx) — E(Hx),E(Ny) — E(Hy), LN E(M)} é uma partigao de E(M), segue
que
e(M) = |E(Nx)— E(Hx)|+ |E(Ny)— E(Hy)|+|LNE(M)|

= €(NX) + €(Ny) + ‘L N E(M)| — 10,
pois ¢ ¢ E(Nyz) e |E(Hz) —c¢| =5 para Z € {X,Y}. Logo,
e(M) =e(Nx) +e(Ny) + |L N E(M)| — 10. (5.8)

Pelo lema 3.0.8, para Z € {X, Y}, um elemento de ¢l (Z) = Z U [L N E(M)] pertence a
um triangulo de Nz se, e somente se, pertence a um triangulo de M|cly(Z). Por
hipétese, nenhum elemento de L N E(M) pertence a triangulos de N para Z € {X,Y'}.
Entao,

t(M) =t(Nx)+t(Ny). (5.9)
Assuma (5.1) vélido para Nx e Ny. Entao

3[t(Nz) +19(N%) —0(Nz)] > e(Nz) + 10, para Z € {X,Y}. Somando as desigualdades,

obtemos:

Sustituindo (5.7), (5.8) e (5.9), temos:

3[t(M)] + 3[ro(M*) 4+ 6] — 3[0(Nx) + 6(Ny)] > [e(M) + 10 — |L N E(M)]|] + 20.

Esta desigualdade pode ser reordenada como

[t(M) +ro(M*) —5(M)] > [e(M) +10] + [2 — |LN E(M)|] + 3[6(Nx) + 6(Ny) — §(M)].

Donde temos uma contradi¢ao, a nao ser que

2—|LNE(M)|]+3[6(Nx) + §(Ny) — §(M)] < 0.
Como LN E(M)| < 2, segue que

61



Entao 6(Nx) = d(Ny) = 0. Logo, 6(M) = 1. Como nenhum elemento de L pertence a
Y), temos que (M) = max {§(Nx),d(Ny)},
Nx)=9(Ny)=0ed(M)=1. Entao (5.1) nao

triangulos contidos em ¢l (X) e el (
donde temos uma contradigdo com ¢ (

vale para Nx ou Ny, digamos Nx.

Como e(Nx) > 7 e pela escolha de M, temos que r(Nx) > r(M). Mas,
r(Nx)=r(Mx)+1ler(M)=r(X)+rY)—2 logor(Mx)+1>r(X)+rY)—2e
entao, r(Y) < 3. Como r(Y) > 3, segue que r(Y') = 3 e entao, r(M) = r(Nx). Ainda
pela escolha de M, temos que e(Nx) > e(M). Como
e(Nx)=|X—-L|+(|L|-1)+3=|X—-L|+5e¢

e(M)=|Y —L|+|X —-L|+|E(M)NL|, temos 5 — |[E(M)N L| > |Y — L|. Se fosse
Y — L| =4, terfamos |[LN E(M)| =1 e e(M) = e(Nx). E, novamente pela escolha de
M, temos t(Nx) > t(M). Por (5.9), temos t(M) = t(Nx) + t(Ny) e entdo, t(Ny) = 0.
Dai, t(M) = t(Nx). Mais uma vez pela escolha de M, temos que ro(N%) > ro(M™).
Agora, por (5.7), temos que 79(Ny) < 6, mas ro(Ny) = 6. Logo, ro(M*) = ro(N%) e
assim, M e Ny sao isomorfas. Neste caso, podemos tomar X, =Y — L. Agora, se

Y — L| <3e|E(M)NL| =2, podemos tomar X, =Y — L, como no caso anterior.

Agora, vamos provar que

X. = Xy ou X, N X; =@, para todo 2-subconjunto {e, f} de E(M) — [T'(M) U Ry(M™)]
(5.10)
Suponha (5.10) falso. Em particular, X. N X; # &. Como X, e X s@o triades de M,

por (X1), e X, Ue e XU f sao circuitos de M por (X2), por ortogonalidade, segue que
3> XeN(XpUf)]>2e3> XN (X Ue)| > 2,

e assim [X. N X¢|=2ouee Xse fe X, Por(X5), X, Xy CT(M)U Ry(M*), assim
fé¢Xceed Xy, jaque{e f} CEM)—[T(M)U Ry(M*)], e entdo | X. N Xy| = 2. Por
submodularidade, X, U X; é um conjunto 3-separador de M, pois

|E(M) — (XU Xy)| > 3. Como X.U Xy geraee fem M, por (X2), segue que
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cly(XeUXy) =X UXpU-{e, f}, pois {e, f} nao esta contido em um triangulo de M.
Além disso, pelo lema 2.0.3, X, U X; é um conjunto 2-separador de M /e. Entao,
T*=E(M)—[X.UX;U{e, f} é triade de M, visto que podemos substituir X, por um
conjunto pertencente a {X, U Xy, T*}, mas X, é uma triade de M por (X1) e entdo,

X. =T*. Em particular, e(M) = 9. Como X, U Xy estd contido em um colinha de M,
segue que X, U Xy C Ry(M*). Observe que M nao tem um triangulo, caso contrario ele
estaria contido em E(M) — [X. U Xy U {e, f}]. Entao, por (X5), T* C Ry(M*). Donde
temos uma contradigao, pois

[t(M) + ro(M*) —6(M)] =21 >19 = |E(M)| + 10.

Entao (5.10) vale.

Existem elementos ey, ..., e, pertencentes a E(M) — [T (M) U Ry(M™*)] tais que

Le1 - [T(M> U RO(M*)]a “'7Le - [T(M) U RO(M*)]

seja uma particao de E(M) — [T(M) U Ry(M*)]. Entao
|E(M) — [T(M)U Ry(M")]|=n+r, (5.11)

onde 7 é o nimero de indices i € {1,...,n} tal que | L., — [T'(M) U Ry(M*)]| = 2. Por
(5.10), Xey, ..., Xe, sao conjuntos dois a dois disjuntos, dai

|T(M)U Ro(M*)| > 3n = | X, |+ ... + | X.,| (isto se da devido ao fato de

T(M) U Ro(M*) conter os X, que tem 3 elementos cada) e entao

IT(M) U Ro(M*)| = 3n + (5.12)

para algum inteiro nao negativo . Note que os elementos de

[T(M)U Ro(M*)] N [Le, U ... U L, | sdo contados em . Como
3[t(M) + ro(M*) — 6(M)] < e(M) + 10,

segue que

3Bn+y—d8(M)] <4n+r+v+10
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pois, T'(M) N Ro(M*) = @. Esta desigualdade pode ser reescrita como
0< 2y <10+7+36(M) — 5n. (5.13)

Como 0 < r < n, temos uma contradicao a nao ser que n < 3.

Sen =3, entao vy =0, r =3 e (M) = 1. Em particular,

T(M)U Ro(M*) = Xey UXea U Xez e E(M)—[T(M)U Ro(M*)] = Ley U Lea U Les.
Como §(M) =1, segue que M tem um triangulo 7. Entao, T'N Xe; # &, para algum

i €{1,2,3}. Por (X1) e ortogonalidade, temos |T'N Xe;| = 2 (ndo podemos ter

TN Xe;| =3, pois r*(T) =|T|+r(E(M)—=T) —r(M) > |T|+2—r(T), dal temos

2 >3+ 2—2, absurdo). Donde temos uma contradigao, pois T' C clp(Xe,) = X, U Le, €
L., NT = @. Entao n < 2.

Sen =1, entao |E(M) — (X, UL, )| > 3 e entao v > 3. Por (5.13), (M) = 1. Sejam
Ty e T, triangulos de M. Por ortogonalidade, 7; N X, = @ ou T; C X, U L,,, para

i € {1,2}. Como todo triangulo de M que estd contido em X., U L, contem um
elemento pertencente a L., — ey, nao podemos ter 77,75 C X, U L., senao terfamos

Ty N T3] > 2, entdao Ty = Ts. Entao T; N X, = &, para algum i € {1,2}, digamos i = 1.
Como M é 3-conexa, segue que |E(M) — (X, UL, UTy)| > 1. Entao v > 4. Por (5.13),
v=4er=1. Em particular, e(M) =9 e, como r = 1, M nao tem triangulos, uma
contradicao. Entao n = 2. Agora, vamos mostrar que todo triangulo 7" de M esta
contido em X,, U L., para algum i € {1,2}. Se T nao estd contido em X, U L, para
todo ¢ € {1,2}, entdo, por ortogonalidade, TN X, =T N X,, = &. Assim, como

Xeyy Xey ST(M)U Ry(M*) e |T(M) U Ry(M*)| =6+, temos v > 3, uma contradi¢ao
com (5.13). Em seguida provaremos que (M) = 0. Suponha 6(M) = 1. Como X, U L.,
contem ao menos um triangulo, para i € {1,2}, segue que X,, U L., contem um triangulo
T; de M, para todo i € {1,2}. Entao T; N Le; = {f;}, logo r = 0 e v > 2. Donde temos
uma contradi¢do. Entao 6(M) =0 e, por (5.13), vy =0er > 1. Como v = 0, segue que
E(M) =X, UX,, UL UL, Seja M; um fator de M com respeito & X, U L., U L,

tendo L; como linha especial. Note que L., C L; Pelo Lema 3.0.10 (i), M; é 3-conexa.
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Pelo Lema 3.0.9 (ii), X, é um conjunto 3-separador de M;. Seja M, um fator de M;
com respeito a L., U Ly tendo Ly como linha especial. Note que L., C Ly Pelo Lema
3.0.10 (i), My é 3-conexa. Mas E(Ms) é a uniao de duas linhas de 3 elementos chamadas
Ly e Ly, donde temos uma contradicao, ja que desta forma M nao pode ser 3-conexa.
Entao o teorema 5.0.2 segue. (Obs.: Os detalhes deste tltimo paragrafo sao idénticos

aos do Teorema 4.0.1, por isso foram omitidos). O
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Capitulo 6

Teoremas de Lemos e Leo

Neste capitulo, vamos provar os resultados principais de Lemos e Leo. Primeiramente,
vamos estudar os cocircuitos de uma matréide 3-conexa que intersectam ambos os
conjuntos de uma 3-separacao vertical, isto é, min{r(X),r(E(M) — X)} > 3, para todo

conjunto 3-separador X de uma matréide 3-conexa M.

Lema 6.0.11. Suponha que X € um conjunto 3-separador de uma matroide 3-conexa M
tal que min{r(X),r(E(M) — X)} > 3. Seja N um fator de M com respeito a X tendo L
como linha especial. Se L — E(M) # @ e C* € um cocircuito de M tal que C* intersecta
ambos X UL e [E(M)— X|UL, entao existe Y C L tal que |Y|<1e

(X —L)NC*U(L-Y) é um cocircuito de N.

Demonstragao. Faca M; = N. Seja My um fator de M com respeito a E(M) — X tendo
Ly como linha especial. Podemos rotular os elementos de Ly tal que Ly = L. Seja
H=FE(M)—C* Paraie {1,2}, sejam C = E(M;) N C* e H; = E(M;) N H. Como
E(M,)=XUL, E(M;) =[E(M)— X]UL e, por hipétese, C* intersepta ambos X U L
e [E(M)— X]UL, temos que C # @&. Note também que

I, (H;) Cely(Hi)) U (L —E(M)) e [cly(H) U(L—E(M))]NnC* =@, logo H; ndo gera

Q
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M;. Dai, r(H;) = r(M;) — 1 — §;, para algum ¢; > 0. Entao

T(Hl) + T(Hg) = ’I"(M1> +’I“(M2) -2 - 51 - 52

= T’(M) —(51 —(52.
Como r(Hy) +r(Hy) =r(H) + 6 =r(M) — 1+ 0, para algum ¢ > 0, segue que
O+ +6 =1 (6.1)

Em particular, {9, 91,92} C {0,1}. Se §; = 0, entao cly;, (H;) é um hiperplano de M;.
Agora, vamos provar que L & cly, (H;). Se L C cly,(H;), entao Cf — L contem um
cocircuito D* de M;, ja que D* = E(M;) — cly;, (H;) é cocircuito de M; e

D* = E(M;) — cly,(H;) € C; — L. Como D* C Cf — L C E(M;) — L, segue pelo Lema
3.0.9 (iii) que D* é cocircuito de M; contradigao, pois D* C CF — L C C* (C*N L # o).
Entao L € cly;,(H;). Logo, |cla, (H;) N L] < 1. Tomando Y = cly,(H;) N L e observando
que CF U L ou Cf U (L —t) é cocircuito de M, o resultado segue neste caso, ja que

X —L)NCU(L-Y)= CiuL se Y=0
Cru(L—t) ,se Y ={t}

Entao, vamos assumir que d; = 1. Logo, d, = § = 0, por (6.1). Como 6 = 0, temos
r(H) = r(Hy)+r(H)
= r(HN(XUL)+r(HN[(E(M)—- X)UL])
= r(HNX)U(HNL)+r(HN(EM)—-X))U(HNL)),
mas, por outro lado,
r(H) = r(Hy)+r(H)
= r(HN(XUL)+r(HN[(E(M)—- X)UL))
= r(HNX)+r(HN(EM)- X)),

ja que X e E(M) — X geram L em M. Assim, HNL = & e entdao LN E(M) C C*.
Tome e € Cf — L (este e existe, pois r(X — L) = r(X U L), daf
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1<r(CH=r(XUL)NC*) =r((X — L)NC*), logo existe e € (X — L)NCY). Se

Hy Ue gera L em M, temos que clyy, (Hy Ue) é hiperplano de Hy, ja que

r(Hy) =r(My) — 2 e Hy nao gera e. Assim, E(M) — cly, (Hy Ue) C CF — L é cocircuito
de My, e segue pelo Lema 3.0.9 (iii) que é um cocircuito de M contido propriamente em
C*; uma contradicao. Entao, H; U e nao gera L em M;. Entao H; U e nao gera nenhum
elemento de A = L — E(M), e entao, quando ¢ € A, H; U ¢ nao gera nenhum elemento
de Cf — L. Como C} — L nao pode ser um cocircuito de M, segue pelo lema 3.0.9(iii)
que Cf — L nao é um cocircuito de M; e entao H; U ¢ nao gera nenhum elemento de

L — c. Entao, (Cf — L) U (L — ¢) é um cocircuito de M;. Entao o resultado também

segue nesse caso, tomando Y = {c}. O

Agora, vamos provar uma extensao do resultado principal de Lemos.

Teorema 6.0.3. Suponha que C* € cocircuito de uma matroide M 3-conexa tal que
r(M) > 3. Se M/e nao é 3-conexa, para todo e € C*, entao C* intersecta diferentes

linhas de M, todas com pelo menos 3 elementos.

O Teorema de Lemos diz unicamente que C* intersecta dois triangulos de M, mas pode

ser que esses triangulos estejam contidos na mesma linha.

Demonstracao. Suponha este resultado falso e escolha um contra-exemplo M tal que
r(M) é minimo. Primeiro, mostraremos que existe e € C* tal que e ¢ T'(M). Suponha
que para e € C* existe uma linha L, de M tal que e € L, e |L.| > 3. Pela escolha de M,
C™ intersecta no maximo uma linha de M com pelo menos 3 elementos, assim, L, = Ly
para todo 2-subconjunto {e, f} de C*. Entao C* C L., para todo e € C*. Entao
E(CHEM)—C*) =r(C*) +r*(C*) = |C*| =2+ (|C*| = 1) = |C*] = 1.

Assim, |E(M) — C*| < 1, senao C* seria 2-separador de M. E como C* C L., temos que
r(M) = r(C*) = 2; uma contradigdo. Entao existe e € C* tal que e ¢ T'(M). Seja
{X,Y} uma 2-separagdo de M/e. Como e ¢ T'(M), temos que
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rme(X) =ru(X Ue) —r(e) > 2 e, analogamente, 7y/.(Y) > 2, assim
min{7az/e(X), rase(Y)} > 2.

Para Z € {X,Y}, seja Mz um fator de M com respeito & Z tendo Ly como linha
especial. N6s podemos escolher os elementos de Lx e Ly tais que Lx = Ly, digamos

L = Lx. Como ja vimos X e Y geram e em M, logo e € L, e se L — E(M) = &, temos
|L| > 3 e entdo e € T'(M); absurdo. Assim, L — E(M) # @. Como L — E(M) # o,

e € C* N L, segue, pelo Lema 6.0.11, que C}, = [(Z — L) N C*] U Az é um cocircuito de
My para algum Ay C L tal que |[L — Ayz| < 1. Pelo Lema 3.0.10 (ii), M7/ f nao é
3-conexa para todo f € C, — L C C* — L e entdo M/ f nao é 3-conexa para todo

f € C%, pois Mz/f nao é 3-conexa para todo f € L, ja que L é triangulo de M. Pela
escolha de M, segue que C} intersecta uma linha L', de My tal que L, # Lz e |L})| >3
(pois r(Mz) < r(M) , logo C% tem que interseptar no minimo duas linhas de My com
no minimo 3 elementos cada). Note que L, C ¢l (Z) e entdo L'y # Li,. Pelo Lema
3.0.8, L'y e L sao diferentes linhas de M que intersectam C7, logo intersectam C*, pois

C% N C* # @ ; uma contradicao, e o resultado segue. O

Teorema 6.0.4. Suponha que C* € um cocircuito de uma matrdide 3-conexa M com
|E(M)| > 4. Seja f um elemento de C*. Se M/e ndo é 3-conexa, para todo e € C* — f,

entdao C* intesecta pelo menos um triangulo de M.

Demonstragao. Suponha falso o resultado e seja M um contra-exemplo tal que (M) é
minimo. Entao C* nao intersecta nenhum triangulo de M. Pela contrapositiva do
teorema 6.0.3, M/ f é conexa. Escolha e € C* — f. Seja {X,Y} uma 2-separagao de
M/e tal que f € Y. Seja N um fator de M com respeito a X, tendo L como linha
especial. Note que f ¢ L, pois:

Se f € L, temos que f € clp(X) Nely(Y). Ja vimos que se {X, Y} é uma 2-separagao

de M/e, entao X e Y sdo 3-separadores de M, assim

TM/f<<Y U 6) - f) + TM/f(X) — T(M/f) =
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= (ru(YU{e, f}) =D+ (ru(X U f) = 1) = (r(M) = 1)
=[ruYUe)+ry(X)—r(M)]-1=2-1=1,

logo M/ f nao é 3-conexa; um absurdo. E assim, f ¢ L.

Se e € T(M), temos um absurdo com a escolha de M. Entao e ¢ T'(M) e assim

L — E(M) # @. Entao, pelo Lema 6.0.11, C% = [(X — L) N C*] U A é um cocircuito de
N para algum A C L tal que |L — A| < 1. Pelo Lema 3.0.10 (iii), N/a nao é 3-conexa
para todo a € Cy, — L C C* — L (Observe que f ¢ Cy ja que f € Y) e entdo N/a nao é
3-conexa, para todo a € C}, pois se a € L, N/a ndo é 3-conexa, ja que L é triangulo de
N. Como r(N) < r(M) e pela escolha de M, temos que C} intersecta uma linha

L' Ceclpy(X) de N, com L' # L e |L'| > 3. Entao, pelo Lema 3.0.8, L' é uma linha de M

que intersecta C*, ja que C'y, € C* — A; um absurdo. O
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