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RESUMO

Neste trabalho, usamos técnicas de teoria de campos escalares e argumentos de grupo
de renormalizacao para determinarmos a razao entre as amplitudes criticas do calor
especifico para sistemas competitivos arbitrarios. Os resultados sao obtidos pela pri-
meira vez na literatura em primeira ordem na expansao em loops. Utilizamos um campo
(parametro de ordem) de N componentes com simetria O(/N). Calculamos as amplitudes
criticas primeiramente para os casos anisotropicos e isotrépicos para os comportamentos
criticos do tipo Lifshitz m-axial. Posteriormente, computamos as amplitudes criticas para
o sistema competitivo de Lifshitz mais geral, que corresponde a criticalidade de Lifshitz
de carater genérico, para os casos anisotrépicos e isotrépicos. Os valores obtidos sao
consistentes com a hipdtese de universalidade.

Palavras-chave: Ponto de Lifshitz, sistemas em competicao, calor especifico, razao de
amplitudes.
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ABSTRACT

In this work we utilize a scalar field-theoretic setting along with renormalization group
arguments in the determination of the specific heat critical amplitude ratios for arbitrary
competing systems. The results are obtained for the first time in the literature at first
order in the loop expansion. We employed a field (order parameter) with O(N) symmetry.
We computed the critical amplitude ratios for the anisotropic as well as isotropic cases for
m~axial Lifshitz critical behaviors. In addition, we determined the critical amplitudes for
generic competing systems of the Lifshitz type, also known as arbitrary higher character
Lifshitz criticalities, for anisotropic and isotropic situations. Our findings are consistent
with the universality hypothesis.

Keywords: Lifshitz point, competing systems, specific heat, amplitude ratios.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

O estudo das transicoes de fase tem grande importancia em varias areas da Fisica.
Em particular, estas transicoes podem ocorrer em varios contextos, desde a formacao
do universo, passando pela estrutura microscopica das interagoes fundamentais, e mais
importante, na descricao de sistemas em fisica da matéria condensada. A importancia
da tultima é que partindo deste conhecimento, seria possivel em principio construir novos
materiais, cuja utilidade em novos artefatos tecnologicos podem levar a um melhor bem-
estar da humanidade.

As investigagoes dos fenomenos criticos iniciaram-se com o cientista francés Barao
Caignard de La Tour em 1822 pela descoberta do que hoje chamamos de ponto critico em
sistemas de liquido-vapor de diversas substancias, inclusive dgua, alcool, éter e bissulfeto
de carbono [1]. Ele notou que a existéncia de uma temperatura limite acima da qual um
liquido se vaporizava independentemente da pressao aplicada, era um fenomeno geral.
Nos dias de hoje, os fenomenos criticos deixaram de ser uma curiosidade exética e vivem
sua plena maturidade, formando um dos pilares da fisica de sistemas complexos e muitos
COrpos.

As transicoes de fase podem ser classificadas quanto a sua ordem. A transicao de
fase de primeira ordem, a exemplo da transicao liquido-gas, é caracterizada pela descon-
tinuidade na derivada primeira da energia livre. Na temperatura de transicao tem-se a
coexisténcia das duas fases e o tamanho tipico das bolhas de gas no liquido sao de ta-
manho finito na ebulicao. Ao passo que as transicoes de fase de segunda ordem, a exemplo
do ferromagnetismo de Curie, caracterizam-se pela descontinuidade na segunda derivada
(ou de ordem mais alta) da energia livre, e quando se aproxima do ponto critico as fases
transformam-se continuamente. As formagoes ferromagnéticas (ou dominios magnéticos)
mergulhadas na fase paramagnética e vice-versa ocorrem em todas as escalas de distancia,
conforme aumentamos ou diminuimos a temperatura em torno da temperatura critica.

Na fase ferromagnética, a interacao entre os spins é mais forte que os efeitos térmicos
e os deixam alinhados com uma ordenacao uniforme no espaco. Ao passo que na fase
paramagnética, os efeitos térmicos vencem a interacao entre os spins e os desalinham

desordenadamente.



INTRODUCAO 2

(a) <_\ \ (b)

Figura 1.1 Representagdo esquemética dos spins em (a) na fase paramagnética, (b) na fase
ferromagnética.

Para as transicoes de segunda ordem, a exemplo da transicao ferro-paramagnética,
estendemos aos demais sistemas na criticalidade, o conceito de parametro de ordem repre-
sentado pela magnetizagao M(x) da linguagem de sistemas magnéticos, a quantidade que
assume um valor espontaneo nao nulo na fase abaixo da temperatura critica, e decresce
continuamente até anular-se na fase acima da temperatura critica.

Em outras transicoes, o parametro de ordem é identificado por uma grandeza es-
pecifica. A exemplo da diferenca de densidade das fases na transicao liquido-vapor, da
amplitude de probabilidade na teoria BCS, do valor esperado da funcao de onda para a
superfluidez, etc.

No limite termodinamico, alguns potenciais termodinamicos apresentam divergencias
quando o sistema sob investigacao estd préximo da temperatura critica. Essas divergéncias
sao explicitadas como leis de poténcia na varidvel t = (T —T.) /T, caracterizadas por seus
respectivos expoentes criticos. Por exemplo, o calor especifico proximo a temperatura
critica diverge da seguinte maneira

A
Tt set > 0;
Q

C= (1.1)
A_ o
U(—t) @ set < 0.

Aqui a e o/ sao os expoentes criticos! para os estados acima e abaixo da temperatura
critica T,. Também, A, e A_ sao as amplitudes do calor especifico acima e abaixo de T..
Da linguagem de sistemas magnéticos, o calor especifico é a soma das funcoes de
correlagao energia-energia sobre todo o espago por C' = 3% [ (§E(x).0E(0)), onde 6 E(z) =

E(z) — (E(x)). O simbolo (---) mede a média termo-estatistica de uma quantidade.

E rica a variedade de sistemas que exibem transicoes de fase de segunda ordem. A
descricao é comum em sistemas magnéticos, estruturas cristalinas, supercondutividade,

superfluidez, polimeros, etc. Essas transigoes estao associadas a uma mudanca de um

NWerifica-se das propriedades de escala sobre os potenciais termodinamicos que os expoentes acima, e
abaixo da temperatura critica T, sdo iguais, ou seja, o = .
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estado desordenado de alta temperatura para um estado ordenado de baixa temperatura.
O comportamento critico do calor especifico obtido experimentalmente é mostrado para

a transicao “He na figura abaixo.
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Figura 1.2 Calor especifico proximo da transicao superfluida em 7Ty ~ 2, 18 K com experimento
em microgravidade [2].

A correlacao spin-spin entre pontos distantes tem o seguinte comportamento:

(8s(2).05(0)) ~exp (—x/¢), paraz — oo. (1.2)

Aqui,§ é o comprimento de correlacao do sistema, que caracteriza a escala do al-
cance das correlagoes. Préximo ao ponto critico, o comprimento de correlagao diverge na

variavel ¢ da seguinte maneira:

fit™" set >0,
{= , (1.3)

fo(=t)™ set<O.
Acima da temperatura critica, a fase paramagnética (ou fase desordenada) possui uma
magnetizacao nula (M = 0). Abaixo da temperatura critica, a fase ferromagnética (ou

fase ordenada) é caracterizada por uma magnetizacao que pode ser escrita como:

M = B(—t)". (1.4)

Essa relacao bem como as anteriores, sao definidas a campo externo (ou, campo conju-

gado) nulo (h = 0). Para sistemas magnéticos, o campo conjugado pode ser identificado
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com o campo magnético externo. Ele acopla com a magnetizagao (parametro de ordem),
sendo a interagdo entre eles corresponde a energia de Zeeman [ d%z M(z).h(z).

Na isoterma critica (T' = T,), a magnetizacao é descrita por:

M = Dh'/?. (1.5)

Os expoentes criticos e bem como algumas outras quantidades fisicas nao dependem
dos detalhes microscopicos do sistema critico descrito. Coloquialmente, tais grandezas
sao chamadas universais. Diferentes sistemas fisicos que apresentam fenémenos criticos
podem apresentar os mesmos conjuntos de exponentes criticos. Isso significa que tais gran-
dezas nao dependem dos detalhes microscopicos dos sistemas, mas apenas dos parametros
geométricos das simetrias envolvidas como o niimero de dimensoes espaciais, do niimero
de componentes do parametro de ordem e da interacao.

Além dos expoentes criticos, certas razoes entre amplitudes de potenciais termo-
dinamicos sao exemplos de grandezas universais. Af se verifica, por exemplo, em fenémenos
criticos, a universalidade dos expoentes criticos e das razoes de amplitudes acima e abaixo
da temperatura critica de grandezas termodinamicas como o do comprimento de cor-
relagdo f,/f_ e do calor especifico Ay /A_, além de outras razoes mistas que envolvem
também as amplitudes B da curva de coexisténcia e D da magnetizacao na isoterma
critica [3].

Entre os modelos estatisticos classicos para a descricao de sistemas magnéticos, vale
destacar o modelo para as interagoes entre os primeiros sitios vizinhos com vetores de spin
com simetria O(N). A média termo-estatistica do vetor de spin corresponde ao parametro
de ordem (ou magnetizagao) de N componentes do sistema. Exibem uma fase ordenada
ferromagnética a baixas temperatura (com M # 0) e uma fase paramagnética em altas
temperaturas com (M = 0). Escrevemos a energia deste sistema para um modelo de rede

de spins com espacamento a entre os vizinhos através de:

E{SZ} = —% J Z 5;.S; -+ Zhi.si, (16)

<ij> i

onde s; = (s},--+, sV

i ~) é o spin N-vetorial sobre o i-ésimo sitio definido sobre a esfera
de raio unitario Sy. Em que (1.6), J é a constante de acoplamento entre os vetores
de spins do i-ésimo e j-ésimo sitios. O acoplamento ferromagnético (J > 0) favorece
o paralelismo dos spins, e o acoplamento antiferromagnético entre os spins (J < 0)
favorece o antiparalelismo dos spins. h; é o campo externo sobre o i-ésimo sitio. Para

N =1 obtemos o modelo de Ising, em que os spins podem assumir os valores s; = +1,
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Figura 1.3 Representagao das interagdes no modelo ANNNI.

descrevem sistemas com anisotropia unidimensional. Para N > 1 obtemos os modelos
XY para N = 2 e Heinsenberg para N = 3.

Um cendrio de competicao em sistemas magnéticos pode ser introduzido através da
interagao simultanea entre primeiros e segundos vizinhos de sitios de spins. Em mecanica
estatistica, um modelo simples de interacoes competitivas axiais entre spins de alcance
finito [4] é denominado por ANNNI (Axial-Next-Nearest-Neighbor Ising). A competigao
ocorre ao longo de uma tnica direcao com interacoes entre primeiros vizinhos com aco-
plamento J;, e entre os segundos vizinhos com acoplamento J,. E nas d — 1 diregoes
restantes as interacoes ocorrem somente entre os primeiros sitios vizinhos de spin com
acoplamento ferromagnético J; > 0. A versao tridimensional do modelo ANNNI é repre-
sentada esquematicamente por uma rede com espacamento a entre os sitios vizinhos na
figura 1.3.

Supondo J; > 0 e Jy < 0, observaremos a competicao das estruturas ferromagnética
e anti-ferromagnética. Interagoes competitivas sao também observadas para J; < 0 e
Jo < 0, onde dois tipos diferentes de ordenamentos antiferromagnéticas sao favorecidas,
mas nao serao investigadas neste trabalho.

O diagrama de fase do modelo ANNNI apresenta uma fase desordenada (paramagnéti-
ca), uma fase ordenada uniformemente (ferromagnética), e uma regiao de fase modulada.
Em cristais, a fase modulada no modelo ANNNI descreve uma organizacao quasi-periédica
unidimensional desenvolvida ao longo da direcao da magnetizacao. Nesta fase o spin é
representado por s(x) = cos(kgz), onde kg = 2w /X é o vetor de onda da modulagao. A
fase incomensurada tem a razao \/a irracional, em que a é o espacamento da rede. O

diagrama de fase do modelo é representado na figura 1.4.
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A confluéncia das fases do modelo ANNNI caracteriza o ponto multicritico do tipo Lif-
shitz (PL). A investigagao de pontos multicriticos e dos diagramas de fase com transicoes
de fase de segunda ordem envolvidas tiveram os estudos de suas propriedades criticas
desenvolvidas com o ponto multicritico de Lifshitz, ou simplesmente ponto de Lifshitz
(PL) formulado por Hornreich, Luban e Shtrikman [5].

10

Faramagnética

= Ferromagnética

,,«’J Modulada

P

Figura 1.4 Diagrama de fases do modelo ANNNI. A linha tracejada indica a transicao de
primeira ordem entre as duas fase ordenadas. A linha continua corresponde a transicdo de
segunda ordem entre as fases desordenada e ordenadas. A interseccao das linhas das transigoes
¢ o denominado de ponto multicritico de Lifshitz (PL). O parametro p é definido por p = Jy/J;.

De acordo com a anisotropia do sistema, a magnetizacao pode ter uma estrutura veto-
rial de N componentes, que pertencem a descricao de modelos estendidos de competicao
axial. Os modelos ANNNXY (Axial-Next-Nearest-Neighbor XY) e ANNNH (Axial-Next-
Nearest-Neighbor Heisenberg) exibem o mesmo cenario de competigdo do ANNNI através
de um parametro de ordem com N = 2 e N = 3, respectivamente. Esses modelos pos-
suem diagramas de fase similares. Nestes tltimos a fase modulada apresenta vetores de

spin que precessionam em torno do eixo de modulacao (ver figura 1.5).

(8)

(h)

Figura 1.5 Representagdo esquemadtica dos spins na fase modulada em (g) para o modelo
ANNNXY e (h) para o modelo ANNNH. Ambas sao chamadas de fases hélicas.
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Os modelos do tipo-ANNN em d dimensoes podem ser estendidos para m diregoes
axiais competitivas e d —m diregoes restantes sem competicao para descrever o comporta-
mento critico do tipo Lifshitz m-axial através de uma representacao de campos continuos
com simetria O(N). A formulagdo deste modelo com m = 1 (uma tnica diregao axial
competitiva e d — 1 diregdes nado-competitivas) naturalmente reproduz os modelos do
tipo-ANNN nas vizinhangas do PL.

Inicialmente, o PL aparece com a introducao de interacoes competitivas de curto al-
cance em sistemas magnéticos, e de cuja linguagem continuaremos a fazer uso. Atualmen-
te, as aplicacoes em sistemas fisicos se diversificaram desde cristais liquidos ferroelétricos,
supercondutores de alta temperatura [6, 7, 8|, ferroelétricos uniaxiais [9, 10, 11], alguns
tipos de polimeros [12, 13, 14, 15], materiais magnéticos [16, 17, 18, 19], e recentemente
até fora da drea de matéria condensada, em gravidade quantica [20, 21].

Os pontos de Lifshitz m-axiais sao caracterizados por um novo conjunto de relagoes
de escala, que sao obtidos por técnicas de teoria de campos e grupo de renormalizacao
via expansao €5,. Estes sistemas sao caracterizados por dois comprimentos de correlacao
independentes &4 ~ |74 e {10 ~ |t]|7V%2 ao longo do subespago competitivo R™ e
nao-competitivo R*"™, respectivamente [22]. Sempre temos que m < d, e quando m # d
o comportamento de Lifshitz corresponde ao caso anisotrépico, que possui uma classe de
universalidade caracterizada por (N, d, m). No comportamento critico isotrépico quando
m = d é manifestado apenas um tnico comprimento de correlacao £r4 em todo espaco
R™. A classe de universalidade do caso isotrépico é expressa através de (N, m).

Podemos, por exemplo, incluir um acoplamento ferromagnético entre terceiros vi-
zinhos (J3 > 0) ao longo de uma unica dire¢do, e assim o presente sistema possui um
ponto de Lifshitz de terceiro carater para um conjunto de determinados valores para as
razoes Jo/Jy e J3/J1, e a uma correspondente temperatura de critica de Lifshitz [23, 24].
Quando estendemos este tipo de competicao ao longo de ms direcoes espaciais, apresenta-
mos o ponto de Lifshitz de terceiro cardter de ms-fold [25]. Por outro lado, se interagoes
competitivas acontecem simultaneamente e independentemente entre segundo vizinhos
ao longo de my direcoes espaciais e entre terceiros vizinhos ao longo de mg direcoes espa-
ciais, e entao o sistema apresenta um ponto critico de Lifshitz mgs-fold de terceiro carater
genérico [25]. A classe de universalidade correspondente ao terceiro cardter genérico é
definida através de (N, d, mg, m3), enquanto que o comportamento critico isotrépico de
terceiro carater tem a classe de universalidade expressa através de (N, d, m).

Podemos estender o cenario das competicoes quando consideramos acoplamentos Ji,

Jo, ..., Jr_1, Jp de sinais alternados até o L-ésimo vizinho ao longo de uma diregao
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axial e definimos o ponto de Lifshitz de L-ésimo carater de my-fold para um determinado
conjunto de valores das razoes J/Jy, J;_1/J1, ..., Jo/J1 e a uma temperatura critica de
Lifshitz T7, [26, 27, 28]. Contudo, uma situagao mais ampla das competigoes anisotrépicas
¢é realizada quando consideramos diversos subespacos competitivos simultaneamente e
independentes em que as interacoes competitivas ocorrem até os segundos vizinhos ao
longo de my diregoes, até os terceiros vizinhos ao longo ms direcoes, e sucessivamente
até o L-ésimo vizinho ao longo de mj direcoes, de tal maneira que todos os eixos sao
ortogonais entre si [25]. Assim, o entdo chamado comportamento critico de Lifshitz de
L-ésimo cardter genérico tem a sua classe de universalidade dependente do nimero de
componentes N do parametro de ordem, da dimensao espacial d, das dimensoes dos
subespacos competitivos e de seus respectivos alcances de interacao. O comportamento
isotropico é realizado quando as interagoes competitivas até o L-ésimo vizinho ocorrem
em todas as diregoes (d = myp). A classe de universalidade do caso isotrépico depende do
niamero N de componentes do parametro de ordem, da dimensao espacial d = m e do
maior alcance L das interagoes envolvidas. Esta classe é representada através de (N, d, L)
ou (N,d =my) [25].

Na figura (1.6) é exibido o diagrama de fases do comportamento critico de Lifshitz de
terceiro carater genérico. Existem interacoes competitivas ferro para os terceiros vizinhos,
antiferro para os segundos vizinhos e ferro para os primeiros vizinhos ao longo de uma
dire¢do (m3 = 1) espacial. Ao longo de uma diregdo perpendicular a esta, permitimos
acoplamentos J; > 0 e Jo < 0. Finalmente ao longo de (d — 2) diregoes sé acoplamentos
ferromagnéticos ocorrem entre primeiros vizinhos. Agora, além das fases para e ferro-
magnética, ha duas fases moduladas Hélicay e Hélicas. O comportamento genérico é
acompanhado de um diagrama de fases com uma diversidade de fases moduladas.

Note que podemos obter a descricao do comportamento critico de Lifshitz m-axial por
uma reducdo da classe de universalidade do comportamento critico de Lifshitz genérico de
L-ésimo carater quando fazemos mg = my = --- =my = 0 e my = m, e assim consegui-
mos a classe (N, d, m) ja apresentada anteriormente. Em seguida, podemos obter a classe
de universalidade do modelo N-vetorial livre de competicoes do tltimo comportamento
quando realizamos m = 0, e portanto (N, d).

O objetivo deste trabalho é calcular pela primeira vez os valores da razao entre am-
plitudes do calor especifico acima e abaixo da temperatura critica para os sistemas com-
petitivos que foram apresentados neste capitulo.

No capitulo 2, apresentamos uma revisao dos métodos funcionais da teoria de campos

em fenomenos criticos. Através do formalismo de integral de trajetéria realizamos o
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Figura 1.6 Diagrama de fases do comportamento critico de Lifshitz genérico de terceiro cardter
do caso unixial. Além das fases paramagnética e ferromagnética, hd duas fases moduladas onde
a linha que as separa é de primeira ordem.

tratamento de renormalizacio da teoria A¢p? para os sistemas ausentes de interacoes
competitivas e em seguida, para os sistemas que apresentam competicao.

No capitulo 3 através dos resultados alcancados no capitulo anterior iremos calcular
as amplitudes do calor especifico acima e abaixo da temperatura critica para o com-
portamento critico do tipo Lifshitz m-axial. Assim, obteremos as razoes universais de
amplitudes A, /A_ para os casos anisotrépicos e isotrépicos dos cendrios de competigao,
separadamente.

No capitulo 4, similarmente ao capitulo anterior, calculamos as amplitudes do calor
especifico para o comportamento critico do tipo Lifshitz de carater genérico arbitrario.
Logo, obtemos as razoes universais de amplitudes A, /A_ para um cendrio de competicoes
generalizadas e arbitrarias para os casos anisotrépicos e isotropicos.

Nos apéndice A, apresentamos a tranformacao de Hubbard-Stratonovich para o mo-
delo N-vetorial. No apéndice B, resolvemos algumas identidades e integrais utilizadas

nos capitulos anteriores.



CAPITULO 2

METODOS FUNCIONAIS EM FENOMENOS
CRITICOS

Métodos funcionais sao de grande aplicacao nas areas da fisica formuladas por teorias
de campo. O desenvolvimento das técnicas de teoria quantica de campos (TQC) e de
outras dreas vem contribuindo também para a mecanica estatistica (ME), e particular-
mente na descricao dos fenémenos criticos de sistemas que sofrem transicoes de fase a
uma temperatura absoluta nao-nula 7.

De fato, usando teorias de campos, é possivel descrever as propriedades criticas uni-
versais de tais sistemas utilizando a teoria de pertubagao diagramatica em conjunto com
argumentos de grupo de renormalizacao. Neste capitulo, descreveremos de forma sucinta
os principais resultados desenvolvidos nos tltimos anos que serao tteis para o calculo da
razao entre amplitudes acima e abaixo da temperatura critica. Nao tentaremos dar uma
descrigao detalhada, mas o leitor interessado pode consultar as referéncias [29, 30, 31, 32]
para uma discussao autocontida dos tépicos discutidos neste capitulo para sistemas livres
de competicao. Sistemas com competicao sao discutidos em [4, 22, 25] e deixamos para
o leitor encontrar os detalhes em tal referéncia. O objetivo deste capitulo é preparar o
terreno para uma melhor compreensao dos resultados mais importantes deste trabalho,

que serao discutidos nos capitulos subseqiientes.

2.1 TEORIA DE CAMPOS EM MECANICA ESTATISTICA

Poderemos relacionar a TQC em (d,1) dimensoes espago-temporais com a ME em
d + 1 dimensoes espaciais. Consideremos a amplitude de transicao de estados vacuo-
vacuo da TQC para campos escalares [¢],—1,. n no espago de Minkowski M1 denotada

pelo gerador funcional das fungoes de Green da teoria:

Z[J] :/D¢ exp [i/ddxdt[,(qb,J)], (2.1)

em que h = 1 = ¢ no sistema natural de medidas.

O elemento de distancia de M1 é definido da seguinte maneira:

10
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ds? = datdz, = (dt)? — (d2)2. (2.2)

Podemos levar a TQC no espaco minkowskiano M@ para a ME no espaco euclidiano
R operando a rotacdo de Wick t — ix4y,. Recuperamos o elemento de distancia
euclidiana e transformamos o elemento de volume como id%rdt — —d%*!z.

Assim, escrevemos o funcional gerador para o espaco euclidiano através de

21)= [ D¢ exp { -/ dd“xaqb,J)] = [ Do wis), (2.3)

que corresponderd & fungao partigao! da ME com o peso estatistico de Boltzmann W {¢}
no parametro de ordem ¢ para uma correspondente lagrangiana £(¢) construida.
Podemos considerar o modelo N-vetorial para as interacoes entre spins vetoriais até os
primeiros sitios vizinhos, o qual corresponde ao modelo de Ising para o sistema de spins
escalares s; = 1. A energia para esse modelo sujeito a um campo externo microscopico

h; é dada por

1
E{si} = 5 Z Jwsi-se + Z hy - sp. (2.4)

<Ll> 1
No Apéndice A mostramos que esta descricao em termos de variaveis de spin pode ser
eficientemente substituida por uma formulagao em termos de campos continuos escalares
através da transformacao de Hubbard-Stratonovich acompanhado de um procedimento
heuristico. Em termos destes campos, a funcao de particao termodinamica pode ser

escrita como

Z[H] = Trexp [— BE{SZ}] =A /quexp {— /ddxﬁ(cb(x),H(a:)) , (2.5)

onde L(¢,J) é a energia livre de Ginzburg-Landau, e a escrevemos como

2@ H-g. 20

que vai corresponder a lagrangiana £(¢, H) do gerador funcional euclidiano de (2.3), em

2
£(6) = 51T+ 67 +

que fazemos d +1 — d . H(x) é o campo externo, ou fonte? da teoria.

A funcao partigao é escrita como uma integral funcional sobre o campo escalar ¢p. O

LOu melhor, funcional particao.
?Denotaremos daqui em diante, a fonte por J da notacdo tradicional da literatura de TQC.
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campo ¢ vai corresponder ao parametro de ordem da teoria, ou na linguagem de sistemas

magnéticos, a magnetizacao M do sistema.

. : - A : .
Na auséncia do termo de interagao L (¢p) = E(¢2)2’ o funcional gerador euclidiano

para os campos livres é escrito:

2l = A [ Dexy {— [ i@+ ¢>} —op| -5 (.G)] (27)

Determinamos a constante Ay pela condigdo de normalizagao Z,[0] = 1. Denotamos
1 1
a lagrangiana livre da teoria como Ly(¢p) = §¢ -Gylo = §¢' (=V2% + u?)o.

Escrevemos o propagador livre euclidiano no espago das coordenadas como:

G((fgb(a:, 2') = 64 0%z — ') Go (), (2.8)

onde,
Go(z) = (=V2+p*)7! (2.9)

Verificamos que Go(z) é uma expressao de operadores diferenciais.
E possivel mostrar que o funcional gerador euclidiano das fungoes de Green para

campos interagentes com a lagrangiana L(¢) = Lo(@) + Lint(¢p) — J - ¢ é expresso por

Z|J] :N_lexp{ — /ddxﬁim(%@))}Zo[J]. (2.10)

Em que o fator N é ajustado pela condigao de normalizagao Z[0] = 1, que elimina
divergéncias provenientes dos diagramas de vacuo. Um diagrama de vacuo é caracterizado
pela ausencia de linhas externas ou insercoes de operadores compostos.

A interagao que estamos interessados é do tipo

N

N e A D2 A
Lunld) = (8" = [ 26k ) = Suersutrints (2.12)
onde,
1
Sabcd = _(6ab50d + 5ac5bd + 5ad5bc)> (2‘12)

3
que também é conhecida como interagao do caso simétrico O(N). Acima vale a notagao

de soma de Einstein para os indices repetidos, isto é, z, 2, = >, %4 Z4-
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Portanto, o gerador funcional para esta interacao segue de (2.10)

i 1 A 4 o n
2 =N ;m(_zsabai/dx(SJa(:U)(5Jb(x)6Jc(:U)(5Jd(x)) ZolJ]- (213)

Entao podemos desenvolver a expansao do funcional gerador das fungoes de Green de

N pontos em poténcias da fonte J,(z)

=1
217 = 1+Zﬁ/d%1.../ddmn Ju(@) o Jan @) GO (21, y)  (2.14)
n=1

onde, as funcoes de Green de n pontos podem ser escritas como

g
N 6<]a1 (ZEl) T 5Jan (‘In)

G(n) (.Tl,...,.fﬂn)

ai...an

Ja=0

=N‘1/D¢ Bar (21) - - Pa () exp{ —/ddxﬁ(q_’),J)}

Ja=0
= <¢a1 (1’1) e ¢an(xn)>
(2.15)

Elas correspondem as funcoes de correlagao de n pontos em ME. Em TQC, o valor
esperado das fungoes de Green fornece a amplitude dos processos de espalhamento das
particulas. Em ME, apesar de nao corresponder a nenhum processo de espalhamento, as
funcoes de Green tem uma analogia direta com as fungoes de correlagao spin-spin. Esta
analogia nos permite extrair resultados analiticos como sera observado no decorrer deste
trabalho.

Para uma eficiéncia analitica dos nossos calculos, é estratégico efetuarmos a transfor-
mada de Fourier nos campos, e trabalharmos no espaco dos momentos. As expressoes de
operadores diferenciais dao lugar a expressoes algébricas, que sao mais faceis de serem
tratadas. Isso se da inclusive no estudo do Grupo de Renormaliza¢dao (GR), que tratare-
mos mais adiante. O tratamento do GR no espago dos momentos introduzido por Wilson
(33, 34, 35, 36] facilita o tratamento analitico, ao passo que o GR no espago das coordena-
das desenvolvido por Kadanoff [37] pode ser realizado por processos de dizimagao na rede

com resultados satisfatérios quando implementados via simulacoes numéricas. Iremos nos
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concentrar no primeiro, em vista do nosso interesse em tratar o problema analiticamente.

Realizamos a transformada de Fourier nos campos e nas fontes usando as expressoes

d
Jo() = / (;’;d e * (k). (2.17)

Escrevemos as fungoes de Green no espaco dos momentos:

G(n) (klu"'akn) :/ddxl"'/dd$n€i(k1'$l+"'k"'$") G(N) (1_17.”7xn)

aj...an aj...an

— N[ D6 ) -, ()exo { = [ oz (9.9))

Ja=0

= <¢a1(k1) “ Qay (kn»
(2.18)

Podemos escrever o propagador livre euclidiano no espago dos momentos na forma

G (k. K) = 0y 6k + K Gy (K), (2.19)
onde,
—(2) 1
GO (l{?) = m . (2.20)

. —(2) p ~ 41
Verificamos que G, ' (k) é uma expressao algébrica no espago dos momentos.
A acao é entao escrita com os campos e fontes no espaco dos momentos através da

expressao:

d% [1

S[¢a J] = /dd$£<¢, J) = / (27T)d |i§¢a(_k) [5ab(k2 + ,UZ)}¢IJ(]€> - Ja(_k)¢a(k>
—‘—/W"‘/W{Esabcd (277') 5 (ka+kb+kc+kd) ¢a(ka)"'¢d(kd)' (2.21)
A expansao perturbativa das funcoes de Green pode ser representada pelos diagra-

mas de Feynman. Estas envolvem construcoes diagramaticas conexas e desconexas. Sao

diagramas desconexos aqueles que sao representados pelo produto disjunto de outros dia-

gramas como verificamos na figura 2.1. Ja os diagramas conexos nao sao representados
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Figura 2.1 Exemplos de diagramas desconexos.

)X

Figura 2.2 Exemplares de diagramas conexos.

pelo produto disjuntos de outros diagramas conforme vimos na figura 2.2.
Consideremos os diagramas no espago dos momentos, e aqui apenas construiremos
para a teoria (¢*)2. Um diagrama é formado por linhas e vértices. Cada linha de
extremidades a e b e um momento propagante k corresponde ao propagador &4, (k*+p?) 7,
e essas podem ser em nimero F de linhas externas e de I linhas internas. Cada vértice

do qual emanam quatro extremidades de rétulos a, b, ¢ e d com momentos k,, ky, k. e

kq, respectivamente, corresponde a :L—')\ Saped (2m)E 6% (kg + ky + ke + kg), se desenvolvem
em um ndmero igual a n-ésima ordem de perturbacdo. Por fim, integramos em todos os
momentos internos propagantes, e multiplicamos pelo fator de simetria do diagrama que
contempla o nimero de diagramas topologicamente equivalentes, acompanhados de um
fator = decorrente da expansao em (2.13). A expansao perturbativa da fun¢ao de Green
de E pontos envolverd os diagramas com F extremidades livres, e com n vértices para a
n-ésima ordem de perturbacao da funcao.

Alguns diagramas conexos, a excessao do préprio propagador livre, possuem a formacao
de loops (lagos) em sua estrutura. Os diagramas em que todas as linhas internas partici-
pam da construcao de algum loop sao chamados de 1-PI, ou irredutiveis a uma particula.
Por outro lado, diagramas redutiveis a uma particula sao aqueles que podem ser separados
em duas partes pelo corte de apenas uma linha interna.

Apesar de operarmos uma expansao na constante de acoplamento perturbativa, os
loops presentes nos diagramas sao essencialmente divergentes. Para o programa de re-
gularizacao da teoria deveremos definir a nocao de grau de divergéncia superficial D do
diagrama, o qual diverge com AP, onde A — 0o é o cutoff da integral ou limite superior

da mesma. Este tipo de comportamento caracteriza as divergéncias ultravioletas para
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D > 0. Para um diagrama 1-PI com [ linhas internas e n vértices, D é dado por

D=d[I-(n—-1)] -2 =dl—-2I, (2.22)

onde, [ = I —n + 1 é o nimero de loops do diagrama 1-PI.
Na teoria ¢*, cada vértice emana quatro linhas, e as linhas internas conectam dois

vértices distintos. Entao contamos

dn = E+21. (2.23)

Substituindo (2.23) em (2.22), expressamos o grau de divergéncia de um diagrama de

E pernas externas e n vértices por

D=d- <g—1)E+n(d—4). (2.24)

A teoria serd renormalizavel se um ntmero finito de funcoes de Green G¥) forem
divergentes (D > 0). Para d > 4 o grau de divergéncia D é crescente com a ordem
de perturbacdo n, e a teoria ¢ tornar-se-4 nao-renormalizdvel. Na dimensdo critica
d = d. = 4, o grau de divergéncia D = 4 — E serd positivo para um ntmero restrito de
funcoes de Green, e a teoria tornar-se- renormalizdvel. Sdo G® e G® as funcoes de
Green que possuem diagramas primitivamente divergentes na teoria ¢* com divergéncias
quadrética (D = 2) e logaritmica (D = 0), respectivamente.

Além do termo de fonte —J(x) - ¢p(z) podemos adicionar o termo a lagrangiana pre-
sente em (2.6), o termo para a geragao das inser¢oes do operador composto do tipo o’

através de

/ A £ 421, ) = / ddx%t(x)q_’)Q(x). (2.25)

Definimos a funcao de Green para operadores compostos pela expressao

§E+LZ[J, t]
G(E’L) ey s . -
ar g (P15 TE YL - Y1) 0Jar (1) -~ 0Jap (@) St (3n) -~ 0tyr) | _ (2.26)
L
- <%> <¢a1 (1'1) U d)aN (xN)d)Q(yl) T ¢2(yL) >

A transformada de fourier na fonte ¢(z) do operador composto é dada por
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d
t(z) = / (gﬂljd e R T 1(k). (2.27)

Com a transformada de Fourier do campo ¢,(z) de (2.16) e da fonte do operador

composto (2.27), reescrevemos (2.25) no espago dos momentos como

d d d
[ @t get = [ (%d/ (%ad/ (C;:)bd B‘*b@”)déd("” ot o)
Xt(_k)¢a(ka)¢b(kb)' (2'28)

A expressao entre colchetes da equacao (2.28) corresponde aos vértices de insergao de
operador composto representado nas regras de Feynman. Na representacao diagramatica,
o momento —k ¢é inserido nos vértices dos diagramas. No limite em que a fonte do operador
composto é uniforme, a escrevemos através de t(k) ~ t (2m)? 6%(k), e portanto, a insercao
de momento nos vértices se realiza a momento k nulo.

Um diagrama primitivamente divergente da funcao de Green G corresponde a
L insercoes sobre um diagrama da funcio G¥). Cada insercdo de momento em um
diagrama, lhe acresce de um propagador na forma de (2.20), que se comporta no limite
ultravioleta por A=2. Portanto, ap6s L insercoes, subtraimos o grau de divergéncia de 2L
em (2.24) para o diagrama primitivamente divergente de GEL) e o escrevemos como

D:d—(g—1)E—2L+n(d—4)”—64>D:4—2L—E. (2.29)

Portanto, além das funcoes G e G¥ sem insercdo de operadores compostos, as
funcoes GV e G2 possuem diagramas primitivamente divergentes com divergéncias
logaritmicas (D = 0). As regras de Feynman podem ser sumarizadas através da seguinte

representacao esquematica:

1
: Oab —5—
a —k>_ b b2 T 2
d
a ]{;d
—A d ¢d
]Ca kc : Sabcd I (2’/T) ) (ka + ]Cb + kc + kd)
Ky
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1
ka kb : 6ab 5 (27T)d (Sd(ka + kb - k)

Consideremos a teoria de campo com uma lagrangiana a~'£. O gerador funcional

(2.10) é reescrito

Z|J] :N_lexp{ —a_l/ddxﬁint<6jj(x))}/D¢exp [— %(¢,a‘1G51¢)+(J,¢)]

v e { ot [t (50 few [~ j0a60)]

(2.30)

Para cada vértice de interacao, o diagrama aparecera multiplicado por a~! e para cada
propagador interno por a. Cada diagrama com [ linhas internas e n vértices de interacao
aparecerd multiplicado por /™ = @/, em que [ é o ntimero de loops do diagrama. A
expansao em poténcias da constante a, correspondera a expansao no numero de loops
[=0,1,2,.... Em TQC, a constante a corresponde a constante de Planck A, e assim, a
expansao vai consistir de correcoes sobre a teoria classica.

E importante frisar que a expansao de diferentes fungoes para um mesmo ntmero de

loops, nao é necessariamente realizada na mesma ordem de interagao.

2.2 POTENCIAL EFETIVO E A EXPANSAO EM 1-LOOP

Como mencionamos na secao anterior, os diagramas de Feynman sao formados por
diagramas conectados e desconectados. Os diagramas conectados podem ser obtidos do

gerador funcional

FlJ]=WZ[J] = In { /p¢ exp ( — S[¢] + (J, ) ) } (2.31)

que gera as funcoes de Green conectadas de N-pontos através da expressao
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SEF[J]
3T (1) 0Jay (E)

G®H (1,...,E)=

caj--ag

(2.32)
Ja=0
Ainda assim, a estrutura dos diagramas das fungoes de Green conectadas G podem
ser formados por outros subdiagramas. Esses subdiagramas sao chamados de partes
de vértices irredutiveis a uma particula ( ou diagramas “1PI” do inglés “one-particle
irreducible” ).

Introduzimos o gerador funcional dos diagramas 1PI utilizando a equagao

*S[¢)]
—k)ogy(—K')

que ¢ a transformada de Legendre sobre o gerador funcional dos diagramas conectados.

(2.33)

T(9] = (1.¢) = FLT] = S[6)+ 5 Trun i o 5

As relacoes entre a fonte J, e o campo ¢, sao expressas por

L OF[J]
d)a(l) - 6(]&(1-)7 (234)
ou,
. o' [¢]
Jou(1) = ——=. 2.
(@) =5 ou) (2-35)
Podemos escrever a parte de vértice 1PI de N-pontos como
I"T[¢]
e (1,...,E)= , 2.36
al aE( ) 5¢a1(1)'6¢aE(E) = ( 3 )
¢a*¢a
em que ¢, é definido para o valor o qual .J, — 0 em (2.35), ou seja,
ol'[¢]
= 0. 2.37

Na presenca do termo de fonte de (2.25), escrevemos as partes de vértice na forma

L) 0" (g, 1]

o (T1 BB YL L) = S S otyr) - (2:38)

¢a =$a t=0

Para o momento, por motivo de simplicidade, fagamos L = 0. Entretanto, permiti-

remos L # 0 quando retornarmos a nossa discussao sobre a renormalizagao do funcional

el
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A expansao funcional do gerador das partes de vértice 1PI pode ser escrita como

0o 1 ddkl . ddkE )
=351 [ o [ Tt )
% [ Gun (1) = B0y ()] - [ G () = B, () ). (2.39)

A equagao de (2.37) possui duas solugoes: i) a solugao trivial ¢ = 0 que corresponde
ao estado que chamaremos de simétrico, no qual a simetria O(NN) é preservada; ii) e
a solucdo degenerada ¢® # 0 que corresponde a um estado em que a simetria O(N) é
quebrada para O(N —1).

Para uma distribuigao uniforme ¢,(z) = ®, ou ¢,(k) = (27)4 §4(k) ®,, reescrevemos

(2.39) como

=1
Tlp] = i L) (0,...,0) Dy, -+ Dy, (2.40)
E=1"""

Da invariancia por translagoes no espaco das coordenadas nas partes de vértice, po-
demos escreve-las no espaco dos momentos através de

D (k.. kg) = (27)? 64(SEk,) T

ai1--ap

o aE(kl,...,k;E). (2.41)

Usando (2.41) em (2.40), escrevemos

T[] = (2m)* 5%(0) Z % T (0,,0) By, o By = (21)164(0) Us(®).  (2.42)

Entao, U.g(®) é denominado potencial efetivo da teoria. Aqui iremos obté-lo expan-
dindo até a ordem de 1-loop, seguindo a expansao da agao S|, J| = [d%wL(¢p) — (J, @)

pelo método do ponto-de-sela. Entao obtemos:

Slé, J] = S[¢°, J] + %/(gﬁﬁd/(d k; [ Galk) — &5 (k) | [ (k) — &5 (K) ]

. slg)
6¢a(_k)5¢b(_

) . + (). (243)

Na expressao acima, expandimos em torno da trajetéria classica ¢° da condicao de
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extremizagao da acao, como

05[]

6¢a(_k) #°

Fazendo ¢p(k) — ¢(k) + ¢°(k), escrevemos o gerador funcional Z[¢] de maneira que

= 0. (2.44)

) 1 ) s (2.45)
= ¢ 519%J] /D¢exp [— §(¢,A¢)] =Sl ’J](det A)_ )
Escrevemos a matriz hessiana A como
. , 525(¢°
[A(¢%) ], (k,K) = '] (2.46)

095(—k) 6¢5(—K')
em que consideramos que A nao seja singular, ou seja, det A # 0.

Escrevemos o funcional gerador dos diagramas conectados

FIJ] = In Z[J] = —S[¢°, J] - % In det A(¢")

(2.47)
— (1. - [ d'aL(@) - TrnA")

em que usamos acima det A = ¢4 Aqui denotamos o traco sobre os indices internos
e as variaveis de momento, ou seja, Tr = Trq p; . 1)
Tomando ¢° — ¢ acima, escrevemos o funcional gerador das partes de vértices 1PI

na forma

Ig] = (1.6) = FIJ = [ deL(é) + 5 Tl A(g)
525[¢] (2-48)
~R)36u(—F)’

1
= S ¢ + — TI' ab; k,k' 111
(] + 5 Trasin 5ou
Observamos no segundo membro de (2.48), a acao S[¢| seguida da corregao de 1-loop.
Para a acio da teoria A ¢* em (2.21) no caso de uma distribuicao uniforme do campo
como ¢,(x) = ®, = cte, ou no espaco dos momentos ¢,(k) = (27)46%(k) ®,, escrevemos

(2.48) como:
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F((I)) = (27T)d5d(0) Ueff(q)) = (Qw)déd(o) [ULandau(q)) + Ul—looz)(q))] (2-49)
O primeiro termo é a contribui¢ao de Landau para a energia livre, que é dada por:

1w A
ULandau(q)) - 7(1)2 + Z(CDQ)Qa (2-50)
que corresponde ao termo em 0-loop do potencial efetivo. Minimizando esta energia livre,

as configuracoes de campo ser de dois tipos, isto é,

) 0 se p? > 0;
o° = 6142 (2.51)

- 2<0.
N sen

Dependendo do sinal de p? ~ T — Ty, as configuracoes de campo correspondem a dois
estados: acima ou abaixo da temperatura de transicao Ty. Acima da temperatura de
transicao, temos o estado simétrico com o vacuo® trivial ®? = 0 que apresenta a simetria
O(N) preservada. E abaixo da temperatura de transi¢ao, o estado de simetria quebrada
para um vacuo degenerado ®? # 0 que d4 origem a uma nova simetria escondida expresso
pelo subgrupo O(N —1).

Abaixo da dimensao critica d. = 4, a teoria de Landau é corrigida com a contribuicao
em 1-loop do potencial efetivo. Da discussao do topo desta pagina escrevemos a corre¢ao

da energia em 1-loop a menos de uma constante por meio de
Ustony (®) = - Tr /dd—k{ln[(lﬁ%r,u?)é 2 @2+2q>c1>)}—1nk2} (2.52)
1-loop 9 (a,b) (27T)d ab 6 ab a*xb . .

Para simplificar o célculo do traco em (2.52), rotacionamos o sistema de eixos do

espago interno dos campos a fim de escrevermos ®, na seguinte forma

q>a = (q)a 07 cee 70)7 (253)
N-1
onde, continuamos preservando a norma do campo, isto é, ®,P, = P2 E similar a

maneira que se escreve, em relatividade restrita, o momento quadrimensional %k, no re-

ferencial de repouso da particula através de k, = (m,0,0,0), o que satisfaz a relacao

relativistica k, k" = m?.

3Entendemos por vacuo, as solucdes que minimizam a energia livre.
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Usando (2.53), desenvolvemos o trago? de (2.52) e obtemos

1 d?k ,U2+ APp2 ,U2+ APp2
Ul—loop(q)) = 5\/ (27T)d { In |:1+k;722:| +(N—]_)1H |:1+T26:| } (254)

O potencial efetivo Ueg(®P) ainda se apresenta nao renormalizado. Deveremos redefinir
0s campos, a massa e a constante de acoplamento a fim de que as partes de vértice sejam
finitas com a remogao de suas divergéncias ultravioletas, pelo menos na ordem de 1-loop.

Apbés definirmos os funcionais geradores dos diversos tipos de diagramas de Feynman,

podemos escrever a analogia dos elementos da TQC com a ME utilizando a tabela abaixo:

Teoria Quantica de Campos Mecanica Estatistica ‘
Funcional Gerador Z[J] Funcao Partigao Z|h]
F. Gerador de diagramas conectados | Energia Livre de Helmholtz
F[J]=InZ|[J] Alh| = —% In Z[h]
F. Gerador de diagramas irredutiveis Energia livre de Gibbs
Ilg] = (J,¢) — F[J] G[M] = (M, H) — A[H]

Tabela 2.1 Tabela comparativa entre os funcionais geradores de TQC e os potenciais termo-
dinamicos da ME.

E importante frisar que I'[¢] é o objeto central para a discussao da transigao de fase

e o grupo de renormalizacao.

2.3 RENORMALIZACAO DA TEORIA \*

Podemos obter o grau de divergéncia superficial das integrais que ocorrem na expansao
diagramatica das partes de vértices 1PI utilizando as defini¢oes das dimensoes canonicas
destes objetos.

No sistema de unidades naturais, a constante de Planck, a velocidade da luz e a
constante de Boltzmann sao adimensionais e valem i = ¢ = kg = 1. A analise dimen-
sional expressard qualquer grandeza na dimensao de comprimento L ou de momento A
(que é o inverso de L). Assim, a dimensao canoénica x de um objeto X é apresentado por
[X] = A*. A agao S[®] tem a dimensdo de h, e esta é adimensional. Da agao da teoria

A®% em (2.21) a parte livre

4Representamos o traco por Tra,p = fob:l Sab
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d
5 | Gt (R A+ ) o). (255)

pode ser utilizada para determinar as dimensoes canonicas para o campo e para a massa

que sao dadas em termos da unidade de momento A como

[Ga(k)] = A2 e [yl = A (2.56)

Da tltima igualdade a dimensao canonica também é chamada de dimensao de massa.
Como cada termo da agao deve ser adimensional, o termo de interacao presente em (2.21)

define a dimensao canonica para a constante de acoplamento, isto é,

A = A (2.57)

A dimensao critica da teoria é definida como aquela que torna a constante de acopla-
mento adimensional. Wilson descobriu que podemos desenvolver a teoria perturbativa
através da expansao no parametro pequeno e =d. —d =4 —d > 0.

Da discussao desenvolvida na primeira secao I' ﬁ), r a%)cd, Fg’l) e T2 s3o as partes
de vértices que apresentam as divergéncias primitivas para a teoria A ®*. Estas funcoes
dependem da massa p?, da constante de acoplamento A e do cutoff A (onde o limite A —
oo deve ser tomado no limite superior das integrais de Feynman) das integrais das partes
de vértices 1PI que divergem com AP, onde D é o grau de divergéncia ultravioleta em
(2.29). Removeremos essas divergéncias ultravioletas redefinindo a massa e a constante de
acoplamento renormalizadas e encontrando os fatores multiplicativos de renormalizacao
Zg e Zg pela fixacao das condigoes de normalizagao nas partes de vértices 1P

Renormalizamos as partes de vértices que podem ser renormalizados multiplicativa-

mente usando a seguinte expressao [29]:

F(E7L) (kh‘“7kE7p17"'7pL;m27g) - Zf/Q Z£2 F((l?’L) (kiaph:uZ?AvA)v (258)

Raj-ag an

em que, para d < 4, FS,%E’L) sao finitos com A — oo para todo® E e L, em todas as

ordens da pertubacao em g. Note que, m? e g sdo a massa e a constante de acoplamento
renormalizadas.
As condigoes de normaliza¢do de uma teoria critica (sem massa) sdo definidas pelo

conjunto de equacoes dadas por

5Todo I'Z:1) exceto T'(*1) ¢ I'(0:2) | Conforme veremos, esta tltima exigird uma renormalizacao aditiva.
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2 (1. -0
Iz (k3 9) o 0; (2.59)
9 @
%Fg%)ab(k;g) ‘kQ:;{Q = Oab ; (2.60)
Il (ki g) ‘ = g Sabed ; (2.61)
R abed gp )
@y ki koo ‘ = O 6
Rab( 1, M2, D5 g) 5P b (2 2)
T (p; g) picns =0 (2.63)

onde k é a escala dos momentos em que fixamos a normalizagdo. As condigdes (2.59),
(2.60), (2.61) e (2.62) definem o parametro de massa, Z,, a constante de acoplamento e
Zy2, respectivamente. A condigao (2.63) serd satisfeita através de uma renormalizagio
aditiva e serd importante no calculo das amplitudes do calor especifico. Os pontos de sime-
tria SP e SP (pontos de renormalizacdo, em inglés “symmetry point”) tornam idénticas
as integrais dos diagramas que diferem entre si apenas por uma permutacao dos mo-
mentos externos. A vantagem do ponto de simetria em momentos externos diferentes de
zero em uma teoria sem massa é que nos livramos das divergéncias infravermelhas que
necessariamente apareceriam se os momentos externos anulassem.
Definimos o SP e o SP através de

2

¢ 3 1
SP: ki = Zf@Q e ki ko= —ZHQ coopt = (b + k) = K2 (2.65)
Com a interagao do tipo (2.11), podemos escrever as partes de vértice 1PI simétricas
bare como

2 4
U (k) = T (k) 8w, Tia|

= F(4) l Sabcd e Fﬁ’l) ‘ = F(Q’l) ‘7(5@; (266)
SP SP

SP

e as renormalizadas através de
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4
F(Rg)ab(k) = Fg) (k) 6ab ) Fg%)abcd

_ @ ‘ Sne @] pey ‘ S
R | gpabed € TRab|gp R gp
(2.67)

A partir dos resultados (2.66) e (2.67) em (2.58), reescrevemos as partes de vértice

SP

1“PI” renormalizadas através de

TP (k= 0;9) = Zs T (k = 0y 42, \) = 0; (2.68)
0 (2) 0 2 2
ol e (k9) | = ZemsTP (ke )| =1 (2.69)
k2=k?2 k2=k2
T (k)| =2Z2TO%k 2N | =g; (2.70)
SP SP
Do (krapsg) | =Zo ZW TlkiopipZ, N) | =1; (2.71)
SP SP

A expansao diagramatica das partes de vértices que manifestam as divergéncias pri-

mitivas da teoria ®* podem ser representadas da seguinte forma

ro ) = (—»—)_1 + ——>—Q—>— + O(2-loops)

k k k
(2.72)
N +2
=k + 1° + T+ Di(p?,A) + O(2-loops) ;
0 \", (: + \,O\/ + O(2-loops)
sp -~ o 2 N lsp
(2.73)
N +38
=\—\ + Isp(p®, A) + O(2 — loops) ;
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ey _ ___g__ + __é- + O(2-loops)
<5 5P (2.74)
N +2
=1+ T+ Is5(p?, \) + O(2-loops) ;
12 (p) = MOW + O(2-loops)
p2=x2 p2=k2 (2-75)
N
=3 Isp(p?, A) + O(2-loops) .
onde escrevemos
S |
2
Dy (p*, A) :/ W [k (2.76)

dek 1
2m)® (K2 + p2) [ (k + K)2 + 42 |

A
Tsnlpt.8) = It ) = [ - (2.77)

K2=x2

Substituindo o resultado (2.72) na condigao (2.68), obtemos perturbativamente

N+2 [t d% 1
2 202 _ )
e =it = 0) = —g= = [ iz + 0@~ loops) (2.78)
onde usamos A = g + O(1 — loop).
A partir de (2.78) e (2.72) na condicao (2.69), temos
1= Z¢% k> 4+ 0(2 — loops)}kQ:K? = Zy =1+ 0O(2 — loops) (2.79)

Dos resultados de (2.78), (2.79) e (2.73) na condi¢do (2.70) obtemos

N +38 N +38

g=XA=\? Isp(p2, A)+O(2—loops) = X\ = g+g° Isp+0(2—1loops) (2.80)

onde usamos (2.78) e escrevemos
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A 3d
d’k 1
[SP = ISP / (2.81)

(2m)? k2(k + K)?

K2=x2

E dos tltimos resultados (2.78)-(2.81) e (2.74) na condigao (2.71), escrevemos

N +2 N+2

1 :Z¢Z¢z[1—/\ ]5p+0(2—loops)] —=Zp=1+yg Isp + O(2 — loops)
(2.82)

As equagoes (2.78) até (2.82) reinem as renormalizag¢bes da massa e da constante

de acoplamento e determinam as constantes multiplicativas de renormalizacao em 1-loop.

Mas, a funcao I'(*?)

exige adicionalmente uma renormalizagao aditiva pois, desde a ordem
zero da expansao perturbativa na constante de acoplamento, ela possui uma divergéncia

logaritmica desenvolvida no termo de 1-loop. Definimos a renormalizacao por

02
T8 (p: g, k) = 2% [TOD (p; 2, A, A) =T | (2.83)

onde, T(O’Q) é determinada pela condigao de normalizacao (2.63) e obtemos

— N
" = T2 (p:0, A, A) l L L= —51513 + O(2 — loops). (2.84)
p2=kK

Préximo ao ponto critico, deveremos desenvolver a renormalizagao para as partes de
vértices 1PI fora da temperatura critica. Podemos expandir as partes de vértice 1PI de
uma teoria com massa em termos das partes de vértices 1PI de uma teoria sem massa

utilizando a expressao

ddl Al N dlg tdlg
TEL (L o A A) = / / ! L. / J
by (i i 1, Z il ) (27)d (27T)d( ) (2m)¢

1,J=0
¢aE+1 (ll) U ¢aE+I (ZI) t(q1) e t(QJ) Fgﬁgﬁ;ﬂ...amﬂ(h, li>pi> di; ,U?a )‘7 A)> (285)

onde #(g;) é a fonte do operador composto ¢*(—¢;). Renormalizando o lado direito de
(2.85) com as condigoes de normalizacao das partes de vértices 1PI da teoria sem massa,
aplicamos as mesmas condicoes na parte de vértice 1PI da teoria massiva e no limite

uniforme dos campos e da fonte, isto é,

Ga(li) = @o (2m)%6% (L) e, (2.86)
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t(g:) =t (2m)"6%(q). (2.87)

Desta forma, obtemos

Fgf(;f)aE(kzapzv m27g7 K) = Zf/2ZL2 Ft(li’.fi)aE(ki,pi% M27 )‘7 A)
[ee]
1 BA1,L+J
= Y rgiMos Mgy, (t0) TR0 (ki = 0.pi g = 0:g.). (288)
I,J=0""""

onde, definimos o campo e a fonte do operador composto renormalizados, respectiva-

mente, através das formulas

M, = 2;1/2 o, e, (2.89)
tp = Z(;Ql t. (2.90)

Usando as constantes multiplicativas Z, e Z4 obtidas de (2.79) e (2.82) em (2.89) e

(2.90), temos que

o, = M, + O(2 — loops) e, (2.91)

N +2
t=tr+tg

tr lsp + O(2 — loops) . (2.92)
Introduzimos uma massa bare (ndo-renormalizada) para a descrigao em torno do ponto

critico, através de
p? =2+ (p® = p?) = p2 +op® onde, =t —0 (2.93)

Substituindo as expressoes de (2.78) e (2.92) em (2.93), obtemos:

N +2 Aadk 1
2 2
o :t—f—/LC = tR+gT (tRISP —/ (27T)d ﬁ) + 0(2 - lOOpS). (294)

Usando as renormalizacoes da constante de acoplamento (2.80), do campo (2.91) e
da massa (2.94) no potencial efetivo Ueg(P) em 1-loop encontrado na segdo anterior,

escrevemos

Tr(M,tg) = Ua(®(M), Xg), 1 (tr, 9)) (2.95)
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Ou seja,
1 1 1N dk t+ o t+ 25
Ir(M,tg) = =tpg M?>+—gM*'+- | —=<{In|1 2 N—1)In |1 6
r(M,tR) 2tR +tn9 +2/ (%)d{n{Jr 12 ]+( )n[+ 2 ]
IN+2 1 2IN+2) ., N +8 9o
- ——"gM —Igp | =—LgM?*t ——(gM 02 -1 .
e s | 2 g o+ X R ary2] 4 02 - toops)

(2.96)

E o potencial efetivo renormalizado em 1-loop da teoria A®*. Para contemplar a

renormalizacdo aditiva da parte de vértice I'®?) de (2.84), podemos realizar:

nov t% —0,2) N
Tr(M,tg) — TV (M, tg) = Tp(M, tg) — 51T =Ta(M.tp) + th - Isp.  (207)
Em razao das dimensoes canonicas das diferentes quantidades envolvidas na descrigao
da teoria A®*, podemos adimensionaliz-las por uma escala na varidvel de dimensao

canonica unitaria x, através das transformacoes:

ki — K ki, (2.98)

A — KUy, (2.99)

g — Ku, (2.100)

tr — K1, (2.101)

M — k12 M, (2.102)
Tr(M,tg) — k* “Tr(M,1), (2.103)

em que, € =4 —d.
Por conveniéncia, podemos reescrever o potencial efetivo renormalizado nas varidveis

renormalizadas t e

y = uM?. (2.104)

Explicitando I'g(y,t) através dos resultados (2.96) a (2.104) achamos o seguinte re-

sultado
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1 v\ , ¥ 1 v\, 2 y
kQ[N(t—i-fs)+3]}+4ISP{N<15+6) +3y(t+3)}+0(2 loops).

(2.105)
N1
2l
irrelevante no potencial T'r(y = uM?, t) definido por um polinémio do segundo grau (ou,

Por conveniéncia adicionamos na integral acima, o termo linear em ¢ — que é
superior) na varidvel ¢ para a descrigao das transi¢oes de segunda ordem. Esta expressao
confere com a encontrada na referéncia [38] e da qual obteremos os nossos resultados para
a razao das amplitudes criticas em ordem e.

Podemos reunir as partes de vértices 1-PI renormalizadas da teoria sem-massa (ou

seja, no ponto critico) através de

—(0,2
9 (ki pisu, ) = 228 | DD (ki A A) — G002, T (pis A, A) ‘ , 2} - (2.106)
p?=kK
em que j& contemplamos a renormalizacido aditiva da funcio I'02).
As fungoes renormalizadas FEQE’L) sao dependentes do parametro arbitrario . Mas
funcoes bare I'PL) ndo dependem explicitamente de & e portanto sao invariantes sobre a
transformacao

Kk — e’k onde, s € (—o0,00). (2.107)

Estas transformagoes formam o grupo de renormaliza¢ao (GR). Introduzindo o ope-

rador diferencial® adimensional x(d/dk)y s, nds temos

(mi) TED (ki ps A, A) = 0. (2.108)
dr /o

Substituindo (2.106) em (2.108), obtemos a equagao do grupo de renormaliza¢ao por

0 0 FE .
m& + B(u)% — 5%(11) + L%z(u)} Fgf’L)(pi, Gi;uy k) = 8o 0o, kK B(u), (2.109)

6Este operador é invariante pela transformacio (2.107)
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em que,
—c > 9 02
K Bu) = —Zpk=—T"(p; \,A) ; (2.110)
Ok p2=k2
¢ o termo inomogéneo para equacao do GR de Fg’m.
E também, escrevemos as funcoes de Wilson na forma:
ou Olnugy 1
Bu) = <m%>)\ = —e( 5 ) ; (2.111)
. 8 In Z¢ . 8 In Z¢ o .
Vo(u) = /<;< o >)\ = 6(u) Su = n(u); (2.112)
3 In Z¢2 8 In Z¢2 . 1

Y2 (u) = —/<;< o )/\ = —[(u) =T v (2.113)

A evolugao da solugao de (2.111) leva a constante de acoplamento (k) no ponto fixo

u* estavel na regiao do infravermelho da escala dos momentos. De outra maneira,
Blu) “=5 Blur) = 0. (2114)

No ponto fixo obtemos os expoentes universais n e v através de (2.112) e (2.113),
respectivamente. E obtemos os demais expoentes da descricao dos fenomenos criticos
através de outras relacoes, as quais chamamos de leis de escala obtidas por propriedades
de escala nos potenciais termodinamicos [29)].

Para a descricao do calor especifico em torno da temperatura critica, deveremos obter
a equacao do GR para a parte de vértice I 3272’ fora do ponto critico. Fazendo £ =0 e

L =2 em (2.88) e usando (2.109), podemos verificar o seguinte resultado:

0 1 0 0 0,2) . _,.—€
[Iﬁ& +B(u) 5= = 57(w) Mba—]\/[b + 7¢2(U)<2 tig )}FR (p; My, t,u, 1) = K (B(“)>)
2.115

que ¢é a equacao do GR da parte de vértice Fgg’Q) fora do ponto critico (acima ou abaixo
da temperatura critica T,).

)

- 0,2 ~ N
Por uma transformacao de escala em I' 33 , a escrevemos como uma funcao homogeénea

de grau d — 4 (que corresponde a sua dimensao candnica), através de
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TP (ppt, M,u, w) = p" T2 (p;t/p>, M/p"=" 5/ p, u)
rM (2.116
= k¥4 I’gm) <@ ; u) )

y T 99 d—2
K R? kS

Entao verificamos que (2.116) satisfaz a seguinte EDP

0 0 0 d—2 0 0.2)

42t (5 ) Mg — (d—4) | TR (op: Myt ) = 0. (2.
{K3/<L+p8p+ 8t+ 2 boM, ( )] i (pp; My,t,u, k) =0. (2.117)
A equagao (2.117) decorre da propriedade de escala que é verificada nas partes de

vértice 1-PI. Subtraindo (2.117) da (2.115) obtemos

0 0
(n(u)—i—d—Z)Mba—M— ﬁt_t

+ (2 — %) } Fg’m(p;p,t, My, u, k) = k™ B(u). (2.118)

Pelo método das fungdes caracteristicas, obtemos abaixo a solugao de (2.118) por meio
de

K TR (p = 050t Moy, 1) = F(p) D™ () Mo(p), u(p), 1) = 5 e ioss B(u(o))
(2.119)
Verificamos as segintes relagoes,
Flp) =" X2(w,p),  f(1)=1. (2.120)
My(p) = Myp~ 5" Y (u, p),  My(1) = M, (2.121)
tp)=tp” X(u,p), t(1)=t, (2.122)
P28 — 5(u(p). (2123)

em que, as funcoes X e Y sao dadas por

1 [Pdzx

X (u, p) :eXp{ —5/1 —[77(“(37)) —n] } (2.124)
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Y (u, p) = exp{ _ /lpd—x [ ) v } (2.125)

T

Note que quando u se aproxima do ponto fixo u*, escrevemos as fungoes n(u) — n e
v(u) — v, que levam em dois expoentes criticos universais e independentes. No limite
que p — 0, e portanto u — u*, as funcoes X e Y sao dependentes dos valores iniciais de
u, e conseqiientemente as duas amplitudes (acima e abaixo de T,) nao sdo universais.

Para estudar o efeito de X e Y, escolhemos escrever o valor arbitrario de p em funcao

de t a partir de (2.122) pela condigao

tp) =1=p=(X1t)". (2.126)

Caminhando para o ponto critico quando p — 0 ou t — 0, reescrevemos (2.119) junto

as equagoes (2.120) a (2.126) por

14
e (0= 0:t, My, r) = ¢ XVTR? (p= 0.1, Y M(X)° ulp) — 5——— Blu(p))

(2.127)
Sem perda de generalidade, tomamos a liberdade de fixar Kk = 1. A dependéncia de k

¢é facilmente reconstruida por andlise dimensional.

Suficientemente proximo do ponto critico podemos escrever o calor especifico através

de

v
B *
2—dv (u)

— 7= [X (4,0)] " TR (p = 0, 1, Y M(Xt) 8, u*) (2.128)
- tia Ai

C(t) = T (p = 0;¢, M,u*) —

Note que (2.128) naturalmente define a lei de escala para o expoente critico do calor
especifico @« = 2 — dv. Acima da temperatura critica, ou seja, na fase simétrica no limite

M, — 0 escrevemos a amplitude A, na forma

Ay = —[X(u,0)] dqu’Q)(O; 1,0,u"). (2.129)

A amplitude abaixo da temperatura critica, ou seja, na fase de simetria quebrada, a
magnetizacao possui um valor ndo-nulo na curva de existéncia (M — z) pode ser escrita

como
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Ao =—[X(u,0)] dVFES’Q)(O; 1, z,u"). (2.130)

Como dissemos anteriormente, de fato as amplitudes nao sao universais. Mas a razao

Ay TRP(1,0,u)
A ng)(;laZ?u*)

, (2.131)

é universal.

2.4 RENORMALIZAGCAO PARA SISTEMAS COMPETITIVOS

Nesta secao abordaremos a renormalizacao em sistemas competitivos que apresentam
o comportamento critico do tipo Lifshitz. Na se¢ao anterior, expusemos com um pouco de
detalhes a renormalizacdo do modelo N-vetorial da teoria Agp?, que descreve os sistemas
livres de competicao. A renormalizacao em sistemas competitivos é realizada de uma
maneira similar a descrita na iltima se¢ao, e aqui destacaremos os principais resultados

do GR aplicados no cenario com interagoes competitivas.

2.4.1 Ponto de Lifshitz m-axial

O diagrama de fases dos modelos com interacoes competitivas entre primeiros e se-
gundos sitios vizinhos de spins apresenta o ponto de interseccao das fases denominado
de ponto de Lifshitz. A representacao deste modelo em varidveis continuas é expressa
através de uma modificacao da teoria A¢* quando incluimos termos de derivadas de ordem
superior ao longo de m direcoes competitivas. A densidade de energia livre de Ginzburg-
Landau para um sistema com competi¢bes anisotropicas (d # m) com um campo de

parametro de ordem N-vetorial ¢ ¢é escrita como

1 1 ) 2 A
L(g) = 5 |V(d7m)¢‘2+§|V%m)¢‘2+§0‘v(m)¢|2+?¢2 + E(¢2)2' (2.132)
Em que, usamos acima a seguinte notacao:

o o
Vi =2+ o+

oot %, onde, D=d—m,m (2.133)

Vipy®l’= Vip)d" Vip¢* (2.134)

A regiao critica do PL é definida em torno da temperatura critica Ty, e a um determi-
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nado valor da razao Jy/Ji, o qual anula dy. Portanto, expressamos a agao funcional para

o comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial por meio de

Sle] = /ddmm A"y L) = /ddmp d"k % d(—p, —k) - [p* + (K*)* + 1? | (p, k)

" / Con(d). (2135)

em que [ Lin(¢) representa o setor de interagao da agao.
Consideramos x| definida no espaco R ausente de competicoes e x| definido no

subespaco competitivo R™. Sao definidas as dimensoes das coordenadas por meio de

[2)] = [21]? = AY2. Neste caso, o elemento de integracao desenvolve a dimensao
[de™z d™z, | = A=@"™/2) Como a acdo é mantida adimensional no sistema natural
de medidas, a dimensao candnica da varidavel de campo é [¢] = A2@=5)-1 por

conseguinte, a dimensao canonica da constante de acoplamento é entao definida através

de

[A] = A*FE-d = pderd (2.136)

A dimensao que torna a constante de acoplamento adimensional é chamada de di-
mensao critica d. da teoria. Dai introduzimos o parametro de regularizagao dimensional

como
m
eL:dc—d:4+§—d (2.137)
O propagador livre da teoria no espago dos momentos é entao expresso por meio de

1

(2.138)

Em que k é o momento definido ao longo das m direcdes competitivas ([k] = AY2) e p
¢ o momento ao longo das d — m dire¢oes ndo competitivas ([p] =A).

Para sistemas competitivos, o tratamento do GR é semelhante aquele usado para
sistemas sem competicao. As integrais de Feynman para o caso das competicoes ani-
sotropicas envolvem duas escalas para os momentos externos. A defini¢ao de dois conjun-
tos de condigoes de normalizagao [22] sao aplicados separadamente nos subespagos nao-
competitivo R¥™™ e competitivo R™ semelhantemente ao desenvolvido em (2.63,2.68 -

2.71) através de
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I (p=0;g1) = 0; (2.139)
0
WFS? (p; g1) =1; (2.140)
p P2
'Y (i 91) = 01; (2.141)
SP
LY pepig) | =1 (2.142)
SP
%% (p, g1) =0 (2.143)
p?=k2

Em que as condi¢oes de normalizacao acima estao definidos no subespago nao-com-
petitivo com os momentos externos fixados nos pontos de simetria SP : p;-p; =
(k3/4)(46;; — 1) e SP : p*>= (p1 +p2)*> = k}. A escala r; dos momentos no subespaco
RY=™ ¢ fixada em k? = 1.

Definimos o conjunto complementar das condi¢oes de normalizacao para o subespaco

competitivo por meio de

Fg)(k = 0;92) = 0; (2.144)
J e
a(kﬂ)ﬂ%)(k;gz) =1; (2.145)
(k2)2=x1
Fg)(ki; 92) =92; (2.146)
SP
Fg’l)(/ﬁ, ka, k; g2) = 1; (2.147)
SP
Fg’m(/{:, g2) =0 (2.148)
(k?)2=r3

As condicoes de normalizacao expressas acima estao definidas no subespaco com-
petitivo com os momentos externos fixados nos pontos de simetria SP : k;-k; =
(k2/4)(46;; —1) e SP : k*= (k; + k2)? = k2. E portanto, a escala ks dos momentos

externos no subespaco R™ é fixada em ko = 1.
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Assim entao, o sistema apresenta dois comprimentos de correlacao independentes
Ero ~ | t]"2 e £pq ~ |t ]"%* em cada subespago (ndo-competitivo e competitivo, respecti-
vamente) [22]. Similarmente ao que obtemos em (2.115), escrevemos a equacao do GR

para a parte de vértice ng)) como

0 o 1 0 0 0,2) _

T T\Ur) 575 ) (ur) My 2 (7 T<2 t_>:|]~_‘(7 = TGLBT T)s
[F& o PP g = e un) Mugpm + 96 (un) 2485 ) | TRy = A7 (ur)
(2.149)

que é definida acima ou abaixo da temperatura critica T,.

—Te€ 2 9 (0,2)
K. Br(ur) = =Zg (ke D07 (3 Ary Ar) . (2.150)
oK p2=Kr27T

~
O rétulo 7 = 1ou?2 nas varidveis diz respeito aos subespacos R?~™ ou R™, respecti-
vamente, em que é tratado as quantidades.

Denotamos as funcoes de Wilson especificadas no subespaco 7 através de

ou, Olnwug,\ 1
Br(u) = <l£787)>\ = —T€L<7au ’ )/\ ; (2.151)
0lnZ,, olnZy,
Yo (1) (UT) - KT(TQS))\ - /BT(UT)WM = 7]7'(“7’); (2‘152)
8an 2 (r aan 2 (r 1
Vo2 (T)(UT) = _'%7'(87’%?()))\7 = _5T(UT>TU?() =2- VT(UT)' (2153)

A partir das fungoes de Wilson é possivel obter os expoentes criticos no ponto fixo v,
e 1. Das propriedades de escala nas partes de vértices, verificamos o conjunto das leis
de escala, e a partir das mesmas, o restante dos expoentes criticos.

Seguindo os mesmos passos da se¢ao anterior e equivalentemente & expressao (2.128),

podemos mostrar o calor especifico como

C(t) = T2 (05t M,uZ) — = B, (uf), Vr (2.154)

O
em que o expoente critico do calor especifico é expresso por meio da lei de escala o, =
2-1v, (d-2).
Ao passo que o comportamento critico isotropico acontece quando a competicao entre
primeiros e segundos vizinhos ocorre em todas as diregoes do espaco, ou seja, d = m.

A densidade de energia livre de Ginzburg-Landau para este caso com um parametro de
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ordem N-vetorial ¢ é expressa por meio de

ok (2155)

O ponto de Lifshitz é definido para uma temperatura critica 77, e quando oy = 0 na

r _ | - 2 9o 2 N2 2
(@) = §’V(m)¢‘ +§’V(m)¢\ +7¢ +

equagao (2.155). A acao é, entao, definida como

Sl = [ @y £66) = [ @3S0 (027 + 160 + [ Luld).  (2150)

em que [ Ly () é setor de interacao do tipo PV

Definimos a dimensao canonica das coordenadas através de [z)] = A~'2 e o elemento
de volume como [d™z)] = A~%2. Desde que a aciio acima seja adimensional, calculamos a
dimensdo canénica por [¢] = AY4~! e por conseguinte a dimensdo canonica da constante

de acoplamento é definida por meio de

[\ = A*9/2 = p5(demd) (2.157)

E assim definimos a dimensao critica como d. = 8, a qual torna a A adimensional.

Logo, introduzimos o parametro da regularizacao dimensional como

ep=d.—d=8—d (2.158)
E escrevemos o propagador livre para o caso isotropico através de

1

Goab = Oab m (2-159)

No caso isotropico, apenas um conjunto de condigoes de normalizacao é definido para
todo o espaco [22]. E portanto, o sistema exibe um tinico comprimento de correlagao
comum a todas as direcoes. As condicoes de normalizacao para o caso isotropico sao as
mesmas definidas no subespaco competitivo do caso anisotrépico descrito anteriormente
em (2.144-2.148), onde reescrevemos as quantidades rotuladas por go — g3 € ko — K3
que distiguem o subespago competitivo no comportamento anisotrépico (7 = 2) do espago
das competigdes isotrépicas (7 = 3). Desta maneira, o sistema apresenta um tnico
comprimento de correlacao {14 ~ | |"24 ao longo de todas as diregdes do espago.

A equacao do GR para a parte de vértice Fgg’(?) é entao expressa como [22]:
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0 0 1 0 0 0,2) _
o o 1 M ) <2 t_)i|r(v — L B ’
K3 D1 + Ba(us) s 2%5 3 (u3) b—aMb + 72 (3)(us) | 2+ 5 R(3) = H3 3(us)
(2.160)
em que o segundo membro de 2.160 é expresso como
e 0
Rs L Bg(Ug) = _Z;Q (3)1433— F(0’2) (p, A3, Ag) ‘ ) (2.161)

3/@,

As fungoes de Wilson correspondem as expressoes (2.152) e (2.153) rotuladas com

p2:"'€3

7 = 3 e também a equagao abaixo

Bs(u) = ( 8u3)k3 = —€L<M)l' (2.162)

K37
3%3 3U3 A3 ’
Da mesma maneira que na descricao do caso anisotrépico, definimos o calor especifico
pela expressao (2.154) com 7 = 3. O expoente do calor especifico ary é entdo definido

pela relagao de escala apy = 2 — myyy [22].

2.4.2 Ponto de Lifshitz de Carater Genérico

A extensao do cendrio das competigoes é realizada pelo modelo CECI N-vetorial (do
inglés “competing exchange coupling Ising”)[25]. Neste modelo com interagoes competi-
tivas arbitrarias, ha varios subespacos ortogonais entre si, que definem diferentes tipos
de eixos de competicao caracterizados pelo niimero de vizinhos acoplados via interagoes
competitivas. O diagrama de fases para esse cendrio envolve uma variedade de fases
moduladas. O ponto de coexisténcia dessas fases é denominado um ponto de Lifshitz
(PL) de caréter generalizado (ou arbitrario).

A representacao deste modelo em varidveis continuas é expressa através de uma mo-
dificacdo da teoria A¢? quando incluimos termos de derivadas de ordem superior ao
longo de todas das msg, mg, ..., my, direcoes competitivas. A densidade de energia livre
de Ginzburg-Landau para um sistema de competicoes anisotropicas com um campo de

parametro de ordem N-vetorial ¢ ¢é escrita como
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L L
1 , 1 i 1
L(p) = 5’ Vst my®| + 3 Z IV Gy @ 2+ 3 Z 0n| Vimn @ |?
n=2 n=2

L—1 n—1
' 1 A
+ DD T Vi@ 15 1207 + 7(97)° (2.163)
n=3 p'=2 '
A regiao critica do PL de carater arbitrario é definida em torno da temperatura
critica 77, e a um determinado conjunto de valores das razoes Jo/Jy, Js3/Jy, etc, Jr/Jy 0s
quais anulam os coeficientes &y, € 7, [25]. Entao expressamos a acdo funcional para o

comportamento critico do tipo Lifshitz de cardter generalizado anisotropico por meio de

L

S(e] = / Da, Dz L(¢) = / DpDk%cb(—p, —k)- [p2 +> (k)" +u2]¢(p, k)

n

+/&M@ (2.164)

onde as medidas de integragao foram usadas: Dz Dz = dd-Ern=zmny, N ngz d™xp) e
Dp Dk = d?Xr=2mnp TTE_, d™ ki

. . _\L .~
Consideramos x| definida no espaco RI2n=2"n aqusente de competicoes e T(p) defi-
nido no subespago R™" com competigdes até o n-ésimo vizinho (comn = 2,... L). Entao
encontramos as dimensoes candnicas das coordenadas por meio de [z, ] = A"t e [z ] =
~1/n : : < C o s [Jd-SE_,mn L am,
A . Neste caso, a medida de integragao possui a dimensao [ d =My [Ty d™ 2y ]
L 1 . . -, .
= A~ Xn=20-3)mn - No sistema natural de medidas, a acao é adimensional, e portanto a

_1)mn
177.

d L
dimensao canonica da varidvel de campo é [¢p]| = A2 2= ( 2" 1 E logo, obtemos

a dimensao massiva da constante de acoplamento por meio de

[A] = AR (1) 0 = g, (2.165)

A dimensao que torna a constante de acoplamento adimensional é chamada de di-
mensao critica d. da teoria. Dai definimos o parametro de regularizacao dimensional

como

L
en:dc—d:4+2(1—%)—d. (2.166)
n=2
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Encontramos o propagador livre da teoria no espago dos momentos através de

1
Goab = Oap i3 (2.167)
p2 + anQ(k(Zn))n + ,LL2
Aqui o momento ki, ([kum] = AY™) é o momento definido ao longo das m,, direcdes
com interagdes competitivas até o n-ésimo vizinho (com n = 2,...,L). O momento p

([p]) = A) é definido no subespaco nio competitivo ao longo das d — Y°%_, m,, diregoes.

O tratamento do GR para sistemas competitivos de carater arbitrario, é semelhante
aquele usado para sistemas com competicao apresentada na subsecao anterior. As in-
tegrais de Feynman envolvidas possuem L escalas de momentos externos. A definicao
de L conjuntos de condigdes de normalizagao [25] sao aplicados separadamente nos su-
bespagos. No subespaco nao-competitivo RI-Yr-2™n 30 definidas as mesmas condicoes
de normalizagdo (2.139 - 2.143) j& utilizadas no comportamento critico de Lifshitz m-
axial, ao passo que nos subespagos competitivos R"*’s (com 2 < n < L) as condigdes de

normalizagao sao

TR (K = 0;gs) = 0; (2.168)
0
— =T (K ga) =1; (2.169)
IKG,)
(n) (K2)n=g2n
4
FS‘%)(KZ (n)s gn) =0n; (2.170)
SPn
Fg’l)(Kl (n)» Ko (n)» K(n); gn) =1; (2.171)
SPn
Fg)’Q)(K(n), gn) =0 (2.172)

(K(Qn))n:“%n

em que aqui definimos os pontos de simetria por meio de SP,, : Kj(n) - Kjn) = (k2 /4)(40;;—
1) e SP, : K (Qn
n#n).

O sistema apresenta L comprimentos de correlacao & ~ [¢|", & ~ | €| até & ~

) = (Kig) + Ko@) )2 = /i%n) (e subsidiariamente: K,y = 0 quando

|t |"2 em cada subespago correspondente.
Tomando os mesmos resultados descritos em (2.149 - 2.154) e alterando a notagao

do rétulo através de 7 — n, escrevemos a equacao do GR e as correspondentes fungoes
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de Wilson, e bem como a expressao do calor especifico valido para todo n. Por lei de

escala denotamos o expoente critico do calor especifico por meio de o, = 2 — n(d —

S ”,nﬂmn/ )I/n Vn [25].

n =2

O comportamento critico do tipo Lifshitz de cardter generalizado isotrépico é realizado
quando ocorre competicao até o n-enésimo vizinho em todas as direcoes , ou seja, d = m,,.

A densidade de energia de Ginzburg-Landau para esse caso é expressa como

1 1 1 A
L(¢) = B IV (i) @ >+ B S0n| Vimn @ |+ 5 pre* + @(¢2)2 (2.173)

O ponto de Lifshitz é entao definido sobre a temperatura critica 7T, e quando os

coeficientes dg,, sao anulados. Ou seja, escrevemos a acao através de

Sle] = / ") L(¢) = / dm"k:%cb(—k)- (k)™ + * (k) — / Lin(®)-  (2174)

Definimos a dimensao candnica das coordenadas como [z] = A~/" ¢ assim, o elemento
de volume por [d" x| = A=%" A dimensdo canénica do campo é expressa através de
[¢]%/?"~! da anélise do termo de interacdo obtemos a dimensdo canonica da constante de
acoplamento como

de—d

Al = A = A% (2.175)

Encontramos, assim, a dimensao critica através de d. = 4n, que adimensionaliza a
constante de acoplamento quando d = d.. Por conseguinte, definimos o parametro da

regularizacao dimensional como
€n =d. —d=4n —d. (2.176)
Escrevemos o propagador livre para o caso isotropico por meio de

1
(k(Qn))n + p?

Um tnico conjunto de condicoes de normalizacao sao definidos para todo o espaco no

C;10ab - 6ab (2177)

caso isotrépico R? [25]. O mesmo conjunto de equagoes
O conjunto das equagoes (2.168 - 2.172) para um n fixo sdo as condigbes de norma-

lizacao para o caso das competicoes isotropicas generalizadas, onde o rétulo n é fixo.
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Também aqui podemos seguir a mesma sequéncia de (2.160 - 2.162) com a alteragao
de rétulos (7 = 3 — n = fixo), obtemos desde a equagdo do GR até o calor especifico.
A lei de escala que define o expoente do calor especifico para este caso é expresso por

a, =2 — myu, [25].



CAPITULO 3

AMPLITUDES PARA O PONTO DE LIFSHITZ
m-AXIAIS

No capitulo anterior, revimos a descrigao dos métodos funcionais em fenomenos criticos.
Vimos também que na teoria A®* podemos introduzir uma modificacdo no termo cinético
de sua densidade lagrangiana para descrevermos o comportamento critico do tipo Lif-
shitz m-axial. Esse comportamento em sistemas magnéticos corresponde a competicao
das interagoes ferro e antiferro entre os primeiros e segundos sitios vizinhos (de spins),
respectivamente.

O célculo dos expoentes e razoes de amplitudes universais podem ser realizados via
grupo de renormalizacao. A razao de amplitudes do calor especifico A, /A_ apresenta o
mesmo valor para diversos sistemas independente dos detalhes microscépicos, desde que
os sistemas pertencam a uma mesma classe de universalidade (N,d,m).

O comportamento critico do tipo Lifshitz uniaxial (m = 1) pode ser realizado em
sistemas magnéticos, cujo representante mais estudado é o MnP (N = 1). O MnP
apresenta muitos resultados experimentais medidos [18, 19, 39], o que permite uma com-
paragao com os resultados tedricos. Em [40] é calculada a razao A, /A_ para o MnP,
que apresenta uma classe de universalidade (N =1,d =3, m =1).

O estudo do caso m-axial estimula o interesse em novos materiais com suas proprie-
dades previstas teoricamente. Os calculos realizados podem ser usados para a comparacao
com resultados experimentais disponiveis, e mais, podem servir de fonte de inspiracao
para a fabricagao de novos materiais que realizam, em principio, as classes de universali-
dade abordadas teoricamente.

Neste capitulo iremos obter razoes de amplitudes do calor especifico para o comporta-
mento critico do tipo Lifshitz para os casos anisotréopico e isotropico, separadamente. No
caso anisotrépico, o numero de eixos de competicao é menor que a dimensao d do espaco
(m < d). No caso isotrépico a competicao acontece em todas as diregoes do espago, ou
seja, m = d. Mantendo fixo o niimero de componentes do parametro de ordem, realiza-
mos a expansao em €7, = d.—d que exigira um tratamento diferenciado para os dois casos.
Com o auxilio da aproximacao ortogonal [22] consiguiremos realizar os dois casos. Mas,

o caso isotrépico pode ser calculado exatamente e ser comparado com a aproximacao.

45
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3.1 CASO ANISOTROPICO

No capitulo anterior conhecemos a agao e o potencial efetivo renormalizado em 1-
loop da teoria A®* obtidos no espaco dos momentos e expressos em (2.21) e (2.105),
respectivamente.

Comparando as expressoes das acoes do modelo N-vetorial da teoria A®* e do com-
portamento critico do tipo Lifshitz m-axial enunciada em (2.164), podemos construir o

conjunto de transformacoes abaixo que levam a primeira ac¢ao na segunda, por meio de

k= p* + (k%) (3.1)
(k+ K)> = (p+P)*+ [(k+ K)?] (3.2)

/ Ak —= / dmp d™k (3.3)

Efetuamos essas transformagoes nos momentos dos propagadores e nas medidas de
integracao dos vértices nas regras de Feynman para o caso das competigoes anisotropicas.
Aplicando as transformagoes acima no potencial efetivo renormalizado do modelo N-
vetorial da teoria A®? em (2.105) expresso em (2.105), obtemos o potencial correspondente

para o comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial do caso anisotrépico por meio de

Caly = whrt ) = 5 (1 + 2 +1/ddmpdmz< (N -1 e
) 2u* 12 2 p2—|—(/{;2)2

t+ 2 1 Y Yy 1 y\2 2 Yy
In |1 2 — N t+= = —Ispi | N t+= —y| t+=
+n{+p2+(k2)2] p2+(k2)2[ <+6)+3]}+45p(>[ <+6)+3y< +3)]

+ O(er). (3.4)

onde, definimos o parametro perturbativo da regularizagao através de e, =4+ m/2 — d.

A integral Igp () é resolvida em (B.38), e a explicitamos abaixo

1
Ispiny = [ dpd™k 2 .
0= T P T

O rétulo 7 na integral acima diz respeito &s normalizacoes nos subespacos R~

(3-5)

ausente de competigdo (7 = 1) ou R™ onde ocorre a competi¢do (7 = 2) nos quais
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realizamos a condi¢ao de normalizagao através do ponto simétrico SF,) através de

SP.y @ PP=1, (K??=0 (3-6)
SP(TZQ) . P2 =0 s (K2)2 =1 (37)

A minimizacao da energia livre fornece o valor de M que descreve os vacuos com
simetria O(N) da fase desordenada (M = 0) e o vacuo da fase ordenada (M # 0)
descrevendo a quebra espontanea da simetria O(N) . Ao invés de M, podemos usar a

variavel y. A minimizacao em termos da variavel y pode ser escrita como

(AL WY VECLY N VY B

Y

Temos entao, dois tipos de solucao: o véacuo trivial M = 0 e o vadcuo degenerado

y = g(t). Determinamos o tltimo através de

ol'r
0= =2
dy

1 AR e N-1 1 1
= L+ = — [ d“""pd™k -
2u*< +6)+2/ b { 6 {p2+(/€2)2+t+@/6 p2+(k2)2]

v

1 1 1 1 N -1 ] ]
- . “Ispn| ——(t+2 t+=
+2[p2+(k2)2+t+@/2 p2+(k2)2H+4 SP(){ 3 < +6)+< +2>}

1 7y N-1 7 e 1
:2u*<t+%>_T<t+%>{/d pd k[p2+(k:2)2][p2+(k:2)+t+y/6]

1 d—m,. 1m 1
_ISP“)] _Z<t+%>“d PO eI )+ a2 _[SP(”]

+ O(GL).
(3:9)

Através da férmula de Feynman (B.24) e do resultado (B.22), resolvemos a seguinte

integral abaixo
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dem. . 1m 1
/d pd k[pQ_‘_(kQ)Q} [p2+(k2)2+m2}

1
= ISP(T) — 5(1 +lnm2) + O(EL). (3.10)

onde usamos a expressao da integral Igp ;) expressa em (B.38).

Portanto, usando (3.10) em (3.9) através de m? =t +y/2 e m* =t + y/6, obtemos

<t+%>+uz* { %(H%) [1+ln <t+%>]+<t+g) [1+ln <t+g>] }+O(ei) — 0.

(3-11)
O primeiro termo do lado direito de (3.10) corresponde a contribuigao da energia livre

de Landau j& encontrado em (2.51) para o modelo N-vetorial de sistemas sem competigao.
E é seguido da correcao de 1-loop na magnetizacao.
Obtemos a solucao da equacao acima perturbativamente, que pode ser escrita na

forma

y(t) = u*M?(t) = —6t + 3t( 1+ In(—2¢) Ju* + O(u*?), (3.12)

onde a constante de acoplamento no ponto fixo para o comportamento critico de Lifshitz

m-axial no caso anisotrépico pode ser calculada em [22] através de

IN + 42

{1 + €L< — [d2]m + m) + 0(6%)]7 (3-13)

- 66L
- N+8

*

u

onde definimos [is], =1+ 1[¢(1) — ¢(2 — 2) ] e o parametro e, =4 + 2 —d.
Correspondemos M = 0 a fase desordenada (paramagnética) a qual é definida acima
da temperatura critica (T > T,), e o resultado F(t) = u* M?*(t) # 0 a fase ordenada
(ferromagnética ou modulada) definida abaixo da temperatura critica (7' < T,).
De acordo com a discussao desenvolvida na secao 2.4, podemos calcular o calor es-

pecifico C.(t) acima ou abaixo da temperatura critica por meio de

vLr "
Co = —TRP () = =B () V7, (3.14)

onde escrevemos o termo decorrente da contribuicao inomogénea do GR

BT ) =— T(ﬂ) - T 5 I T .
(u*) K . - o Terisp (3-15)
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em que a parte de vértice nao renormalizada é expressa por meio de

N
0,2 _
Fl()are) = _EK'T "t spr. (316)
Na referéncia [22] os expoentes criticos do comprimento de correlacao &, foram calcu-

lados. Eles sao dados por

T

1(1 N +2

_1 - 1/1  N4+2 2
v, = ;VL = 5 + 4(N+8)6L +O(6L)), (3.17)

e usando lei de escala, o expoente do calor especifico resulta em

4—N (N +2)(N2 4+ 30N + 56) |,

2N +8)F AN +8)p €1 +O(e}). (3.18)

apr = Qg =

Usando os resultados de (3.15), (3.17) e (3.18), obtemos a constante aditiva de renor-

malizagdo presente na expressao calor especifico em (3.14) através de

v
- 1B W)= —«—
Q. (w) 2(4 — N)eg,

N(N +38) N +2 (N +2)(N?+30N +56) .
{1 L[Q(N+8)+ 2(N + 8)%(4 — N) H’Q]m]

+ O(e%)} V1. (3.19)

Em termos da constante de acoplamento no ponto fixo anunciado em (3.13), a ultima

expressao pode ser escrita como

v, 3N ON(N + 8)
—o, B = A—N)w T d—N)

V. (3.20)

Calor Especifico para T > T},

Na fase paramagnética (ou acima da temperatura critica T},) a magnetizagao no mate-
rial é nula. Escrevemos a energia livre ', para o estado simétrico a partir da expressao

(3.4) com y = u*M? = 0 por meio de

! — ! —i—EtQI (3.21)
2+ (k2)2 P+ (k2)2 A spr- 3

N
Fry(t) = E/ddmpdmk{ In [1 +
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Usando (3.20) e (3.21) em (3.14) podemos entao calcular o calor especifico acima da

temperatura critica e obtemos:

__N ~ demy qm 1 3N IN(N +8)
Cr(t) = = {Isp(ﬂ /d pd k(p2+(k2)2+t)2 TaoNe T ao v
(3.22)

Usando (B.40) na integral expressa acima, escrevemos o calor especifico C'; como uma

lei de poténcia na variavel ¢ através de:

A
Cy(t) = ==t or. (3-23)
arg,
, , . , 4— N
Note que o expoente do calor especifico é expandido até O(ey) como oy = mq.
E A, é a amplitude do calor especifico acima da temperatura critica, e a expressamos
como
N 4
A = 1 {1 + €L (m + A(N,m)) + 0(6%)} (3-24)

em que a constante

A _ iy _ON+42 4-N (N +2)(N?+ 30N +56)
(Nom) = B2Im TN 82 T N+ 8 2(4 — N)(N +8)?

(3-25)

é responsavel pela nao-universalidade das amplitudes do calor especifico e é cancelada no

calculo da razao entre elas.
Calor Especifico para T' < T,

Em qualquer uma das fases ordenadas (ou abaixo da temperatura critica 77) o ma-
terial assume espontaneamente uma magnetizacao nao nula, correspondente ao vacuo
degenerado encontrado em (3.12). A correcao em 1 — loop da magnetizacao espontanea
mostra-se nao relevante nos calculos das amplitudes do calor especifico em O(er). Ex-
pressamos a energia livre I'r _(t) para o estado de simetria quebrada a partir de (3.4)

com y = u*M? = —6t + O(1 — loop) através da equagio

3 5 1 dem. . 1m —2t —2t 9
FR_(t) = —2u*t +§/d pd k‘{ In |:1+p2 n (k2)2 :| —p2 n (k2)2 }+t Isp,. (3.26)
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Usando (3.20) e (3.26) em (3.14) calculamos o calor especifico abaixo da temperatura

critica por meio de

2 [ i 1 IN(N+8)
R P T Q[ISP /d P e — ) T A (3.27)

Efetuando ¢ — —2t no resultado de (B.40) substituimos na integral expressa acima, e

entao escrevemos o calor especifico C_ atrvés de uma lei de poténcia na variavel ¢ como

A_
C_(t) = — (=)™ (3-28)
ag,
o L 4-N
em que o expoente do calor especifico é expandido até O(er) como af = mq.
Aqui A_ é a amplitude do calor especifico abaixo da temperatura critica, e a expressamos
como
N 4—N
A_=1 — In 2 m O(€?), .
+6L(4_N 2(N—|—8) n +A(N7 ))+ (6L> (329)

observe que a constante Ay, é expressa em (3.25) quando jé aparece na amplitude Ay

calculada em (3.24).
Razao das Amplitudes do Calor Especifico

A exemplo do que foi discutido na se¢ao 2.3, as amplitudes criticas do calor especifico
nao sao universais, ao contrario dos expoentes criticos que sao comuns a sistemas que
estejam em uma mesma classe de universalidade. No entanto, na mesma secao mostramos
que as razoes das amplitudes criticas integram o conjunto das grandezas universais na
descri¢ao dos fenomenos criticos.

A razao entre as amplitudes do calor especifico A, em (3.24) e A_ em (3.29) acima e

abaixo da temperatura critica, respectivamente, é entao expressa através de

A N
A—J: — Z2‘“(1 +er) | (3.30)
O expoente do calor especifico na expressao acima ¢é utilizado em O(ey, isto é, aj, =
4— N L 0(@)
€L ——— €7).
Po(N +38) L

A razdo universal A, /A_ é, entdao determinada dentro de uma classe de universali-
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dade (N, d, m) para a descricao de sistemas que exibem o comportamento critico do tipo
Lifshitz m-axial para o caso anisotrépico (m < d) . Os valores de N correspondem ao
nimero de componentes do parametro de ordem, e que podemos tomar, por exemplo,
como N = 1, 2, e 3. As varidveis d e m sao, respectivamente, as dimensoes do espaco
e do subespago competitivo. Das condicoes de que ¢, > 0 e m < d, as variaveis d e m
assumem valores dentro da faixa m < d <4+ m/2 < 8.

Imediatamente, a realizacao fisica em d = 3 se revela de interesse maior, e conseqiien-
temente podemos tomar os casos: m = 0 (e, = 1), em que reproduzimos os resultados do
modelo N-vetorial para sistemas sem competicio; e m =1 (e, = 1,5) e m = 2 (e, = 2)
que revelam competicoes uni e biaxiais. Podemos colecionar os seguintes valores de razoes
AL JA_ em 1-loop em d = 3.

m=0|m=1|m=2
0,53 0,67 0,81
1,03 1,30 1,57
1,52 1,91 2,30

===
I
W DN =

Tabela 3.1 Tabela das razées de amplitudes Ay /A_ para o comportamento critico de Lifshitz
m-axial do caso anisotrépico em d = 3.

Os resultados da primeira coluna (m = 0) conferem com a literatura para sistemas
livres de competicao e sao consistentes com os experimentos envolvidos. Para uma re-
visao destes resultados, conferir [30] e referéncias citadas. A substancia MnP apresenta
competicao uniaxial descrita através do modelo ANNNI e uma classe de universalidade
(N =1,m = 1,d = 3) com resultado experimental A, /A_ = 0,65 + 0,05 [39] e estd
muito préximo com a nossa predigao tedrica de A, /A = 0,67 com um desvio de apenas
3,1%. Apesar que o expoente o, medido em experiéncia [39] entre 0,4 e 0,5 difere signi-
ficamente do resultado tedrico de —0,05 com o célculo em dois loops [22] para a classe
de universalidade do modelo ANNNI.

Outras substancias que possuem fases moduladas podem também apresentar o PL,
a exemplos dos materiais CeSb [41], SnaPy(Se,S1-.)¢ [42]. A substancia NbO, [43, 44]
é descrita com N = 2 e m = 1. Experimentos indicam que o perovsquita RbC'aFj
[45, 46] possuem um PL. O elemento Tb e outras terras raras com a mesma classe de
universalidade do Dy e Ho [47] sdo apontados por [48] serem candidatos em apresentar o

PL. Uma revisao a respeito de sistemas e estruturas modulados pode ser consultada em
[4, 49, 50].
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3.2 CASO ISOTROPICO

No caso isotropico, a competicao é estendida a todas as direcoes axiais. Até o mo-
mento, o caso isotropico do comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial nao tem
muitas aplicagoes fenomenolégicas para d = m préximo de sua dimensao critica d. = 8.
Por outro lado, os casos em d = 3 tem aplicagoes concretas. O formalismo apresen-
tado nesta tese nao consegue explicar os comportamentos isotropicos em d = m = 3, no
entanto espera-se que no futuro estes comportamentos possam ser explicados.

O tratamento deste caso é inteiramente similar ao do caso anisotrépico e por isso,
vamos ser o mais economicos que pudermos. Mas, efetuamos a renormalizacao através da
expansao no novo parametro perturbativo ¢, = 8 — d > 0 e, calculamos novas integrais,
as quais classificamos de isotrépicas.

Similarmente & maneira que procedemos na secao anterior, podemos comparar as agoes
do comportamento critico de Lifshitz m-axial isotrépico (2.156) e do modelo N-vetorial

de sistemas sem competicao (2.21) e obtemos o seguinte mapa

K= (k) (3-31)
(k+K)? = [(k+K)2]2. (3.32)

Essas transformacoes podem ser aplicadas diretamente nos propagadores das regras
de Feynman para o caso de competicoes isotrépicas.

Aplicando as transformagoes acima no potencial efetivo renormalizado do modelo N-
vetorial da teoria A®* expresso em (2.105), obtemos o potencial correspondente para o

comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial do caso isotrépico por meio de

2

Taly, t) = Qi*<ty+%)+%/dmk{(]\f—1)ln{1+i;)%} —l—ln{l—i—ié;é}

e () 4 }+ilsp“za{N(”%)Qﬂgng) |+ 0w
(3-33)

A integral Igp(;—3) ¢ resolvida em (B.57) através da aproximacao ortogonal e em

(B.50) pelo célculo exato, e a explicitamos abaixo
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m 1
fspir=y = / RTE T | a3

SPT1=3

O rétulo 7 = 3 na integral acima diz respeito a normalizagao para o comportamento
competitivo isotrépico que ocorre em todo R através do ponto de simetria SP: (K?) = 1.
Aqui vale a condicao de isotropia d = m.

Além da solugao do vacuo trivial paramagnético M = 0, a energia livre ['p apresenta

o vacuo degenerado obtido por meio da condicao

o

3y =0 = y(t) = u*M? = —6t + O(1 — loop) (3.35)

y(t)

Aqui também a correcao em 1-loop na magnetizacao espontanea nao é relevante nos

calculos do calor especifico.
Na fase desordenada, a magnetizacao no sistema ¢é nula. Escrevemos a energia livre

['r para o vacuo trivial y = u*M? = 0 na forma de:

N
Cao(t) =5 /dmk{ In
2

No estado de simetria quebrada (T' < T}), com uma magnetizagao espontanea u*M?* =

t t N,
L+ (k2)2 - (kQ)z + Zt Isp (r=3) (3-36)

y(t) = —6t + O(1 — loop) no sistema, denotamos a energia livre ' _ através de

3 1 —2t —2t
Tp(t)=—s=t*+5 [d"kq In|1 —~ *Isp (o= :
r-(1) 2u* * 2/ { i { + (k2)2] (k2)? } T 5P (r=3) (3-37)

O calor especifico acima ou abaixo da temperatura critica T, para o comportamento

de Lifshitz m-axial isotrépico vale

V *
Cu(t) = TR (t) — 2 Bluy,). (3-38)
(3}

Em que, vr4 e a4 sao os expoentes criticos do comprimento de correlacao e do calor
especifico no espago competitivo isotrépico. Denotamos o termo inomogéneo do GR para

o comportamento isotropico por meio de
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T2 0 N
Blres) (U 4) = —F(rez) =22 = —Kpr=)y 5| — =KL Lsp(r=3)
Ok (r=3) W2 -1 OFi(r=3) 2 =) W2 =1
(r=3)= ((7:3) )
3-39

Na préxima subsecao calcularemos a razao entre as amplitudes utilizando a aproximacao
ortogonal. Entretanto, o caso isotrépico tem a flexibilidade suficiente para que as inte-

grais de Feynman sejam resolvidos exatamente, topico que abordaremos mais adiante.

3.2.1 Calculo com a Aproximacao Ortogonal

Nesta se¢ao iremos obter as amplitudes criticas do calor especifico com o emprego da
aproximagao ortogonal desenvolvida em [22], é apresentada aqui no célculo de algumas
integrais no apeéndice B. Na préxima subsecao, discutiremos o calculo exato até 1-loop
das amplitudes criticas.

Os expoentes criticos vp4 e apy para o caso isotrépico com a aproximacao ortogonal

[22] sao apresentadas por meio de

1 N+42
— 47 O (€2 )
AN (N +2)(N? + 30N +56) \
_ _ o). .
TGN T 8)F 16(N +8)° €, +0(e) (3-41)

Através do resultado da integral Igp(-—3) em (B.57), obtemos

02 _ N _ N 1 €L )
Dhare = Y K2z Isp (r=3) = —5h Lg (1 + 1 + O(GL)) (3.42)
Consequentemente escrevemos (3.39) na forma
* N €r
Bului) =5 (1+ % +0(@) ) (343

Expressamos a constante aditiva de renormalizacao do calor especifico através de
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€L
B ) = O )y
o Pl = 50— P { +

3N N(N +8)
A= Nyuj,  @-N2

V14 N(N +38)
N +38 (4 — N)(N +8)2 L

N+2 (N+2)(N2+30N+56)] 0(62)}

(3-44)

em que usamos a constante de acoplamento no ponto fixo para o caso isotrépico é calcu-

lada por meio da aproximagao ortogonal em [22] como

o Ger, {1 _ eﬁ(l _ M) + o(ei)]. (3-45)

M= N8 4 (N + 8)?2

Calor Especifico para T > T,

Substituindo (3.36) e (3.44) em (3.38) calculamos o calor especifico na fase em que a

magnetizagao é nula por

N 1 ) - 3N N(N +8) (3.46)

CE@:—E(“”ﬁ@‘/“%“wy+ﬂ2 ~Njui, | A= NP

Substituindo o resultado de (B.59) em (3.46), expressamos o calor especifico como
uma lei de poténcia em t através de
A,
Cy(t) = — 17, (3-47)
g
onde o expoente a4 é da ordem O(ey) expresso em (3.41), e A, é a amplitude do calor

especifico acima da temperatura critica, que é expressa como

N 1 1

A, =—|1 — —— 2 1. .

+ 8{ +5L2(4_N+B(N))+O(€L)} (3-48)
Expressamos a constante presente na amplitude através da identificagao
1 9N+42 4-N (N +2)(N?+ 30N + 56)
2 (N+8)? N+8 2(4— N)(N +8)2

By = (3-49)

Se comparamos a constante acima com Ay, enunciada em (3.25), constatamos
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Calor Especifico para T < T},

Substituindo (3.44) e (3.37) em (3.38), escrevemos o calor especifico na fase de ma-

gnetizacao espontanea na forma

12 1 ) N(N +8) (2.50)

C_ = 7(4 =Ny, — 2(fspL4 — /dmk ((k2)2 - 2t)2 G-ne

Substituindo (B.59) em (3.50) identificamos o calor especifico pela seguinte lei de

poténcia

_ A

Qg

C_ (—t)~rs, (3-51)

A quantidade A_ é a amplitude do calor especifico acima da temperatura critica, que é

expressa Ccommo

o YN A-N
- “Lo\4—N 2N +98)

5 5 In2 + B ) + O(e%)] (3.52)

note que B(yy é expressa em (3.49).

Razao das Amplitudes do Calor Especifico

A razao universal das amplitudes do calor especifico usando (3.48) e (3.52) torna-se

Ay N €r,
=S (142) .
T =1 +5 (3-53)
4—N
em que g = €, m + 0(6%) .

Note que esta expressao é muito similar ao resultado encontrado para o comporta-
mento anisotrépico em (3.30). O expoente a4 e 0 parametro perturbativo €, sao dife-
rentes para os dois casos. Na proxima subsecao iremos calcular a razao das amplitudes

exatamente.
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3.2.2 Calculo Exato

Os expoentes criticos e a constante de acoplamento no ponto fixo calculados em [22]
para o comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial através da aproximacao ortogonal
e o cdlculo exato sdo iguais em 1-loop e passam a diferir-se apenas em O(e3). Parti-
cularmente, o calculo das amplitudes criticas do calor especifico em 1-loop depende de
ary e da constante de acoplamento uj, em 2-loops, e desta ultima crucialmente. Por
isso, é importante calcular a razao entre estas amplitudes exatamente, e comparar com a
aproximacao. A comparacao pela primeira vez na literatura entre os dois resultados tem
aspectos importantes.

Os expoentes criticos para o caso isotrépico vry e arys do comprimento de correlacao

e do calor especifico, respectivamente, sao calculados exatamente em [25] por meio de

1 N +2
=4 = O(é? :
A-N (N +2)(—15N? + 62N + 952) ,
- @ :
ar4 AN+ 8) €L 240(N + 8)° er, + O(er) (3-55)
Através do resultado da integral Igp(r—3) em (B.59) obtemos
A 1
Dot = =5 (1= 50+ 0(h) (356)
E portanto, reescrevemos (3.39) por meio de
N 1
Buului) =~ (1= g5+ 0 ) (3:57)

A constante aditiva de renormalizacao do calor especifico é expresso através de

B * = v @ 7
a4 L4(UL4) 2(4 — N)EL

N(N+8){1 eL{N—l—Q (N +2)(~15N2 4 62N + 952) 1}
3

4| N+8 15(4 — N)(N + 8)?

3N N(N +8)

(- N)up, 304N

(3-58)

observe que usamos a constante de acoplamento no ponto fixo para o caso isotrépico
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calculado em [25] expressa por

6e, 1/ 41N +202 1
. e Dy o |
Y14 N+8{ “L3\10(N +8)2 1 +O(€L)} (3-59)

Calor Especifico para T > T,

Substituindo (3.36) e (3.58) em (3.38) calculamos o calor especifico na fase de magne-

tizacao M = 0 através de

N o 1 3N N(N+8) )
o=~ 5rmn /dk((k2)2+t)2)+(4—N)UE4 s %)

Obtemos o calor especifico através de uma lei de poténcia em ¢, quando substituimos

(B.59) em (3.60) através de

A —a
Cy(t) = Lo, (3.61)

rq
aqui o expoente ap, é expresso até O(er) em (3.55). Em 3.61, utilizamos a seguinte

expressao para a amplitude do calor especifico

a= S 1-a( i +om ) + o) (3.62)

A constante D(y) presente na amplitude acima como

1 4IN+202 (N +2)(—15N2+62N+952) 4—N

Dy = — — -
™M~ 12 7 30(N +8)? 60(4 — N)(N +8)2 e T8

Calor Especifico para T' < T,

Substituindo (3.58) e (3.37) em (3.38), o calor especifico na fase de magnetizacao

espontanea é dado por
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12

1 N(N +38)
C_(t :7*—2(15134—/dmk—) - (3.64)
TSI : ((2p—2) ) 3a—Np
Usando (B.59) na equacdo acima, obtemos o calor especifico como
A —a
C_ = —(=t)™ (3.65)
Arq

onde o expoente a4 é da O(er) na expressao de (3.55). A amplitude A_ do calor

especifico abaixo da temperatura critica, le-se

A = %{1 —eL(6(4]jN) + 4€ljv_+N8) 1n2+D(N)) + O(ei)], (3.66)

onde, D) é expresso em (3.63).
Razao das Amplitudes do Calor Especifico

A razao universal das amplitudes do calor especifico das expressoes (3.62) e (3.66)

A+ N EL
—:—2%4(1——) , 6
1 =1 5 (3.67)
4— N 9 . .
perceba que denotamos apy = eLm + O(€7) e o parametro perturbativo como

€, — 8 —d.

Observamos aqui uma diferenga em O(ey) das razoes de amplitudes criticas calculadas
através das duas abordagens utilizadas nesta secao, isto é, da aproximacao ortogonal e
do célculo exato. As razoes entre as amplitudes de outros potenciais termodinamicos
em 1-loop, a exemplo da susceptibilidade [51], s@o escritos inteiramente em termos dos
expoentes criticos em 1-loop, onde os mesmos se apresentam iguais nas duas abordagens
em O(er). No entanto, o calor especifico apresenta um termo multiplicativo, o qual difere
nas duas abordagens. O desvio relativo entre as razoes A, /A_ nas duas abordagens é
de 2/3 quando efetuamos o parametro perturbativo igual a unidade (¢, =1 ou d = 7).
Ao passo que, a razao entre as amplitudes do calor especifico no caso anisotropico do
comportamento critico de Lifshitz m-axial oferece 6timos resultados quando comparamos
com valores experimentais [40].

Voltaremos no préximo capitulo a refletir um pouco mais sobre a comparacao das

duas abordagens no comportamento competitivo isotrépico.



CAPITULO 4

AMPLITUDES PARA O PONTO DE LIFSHITZ DE
CARATER GENERICO

A competicao generalizada de carater arbitrario foi apresentada no capitulo 2 por meio
do modelo CECI que apresenta uma classe de universalidade do tipo (N, d, ma, -+, mL).

A realizacao de pontos de Lifshitz de até quinta ordem sao observadas em sistemas
de alguns tipos de polimeros [52]. No entanto, ndo ha na literatura resultados tedricos
ou experimentais para a amplitudes do calor especifico para sistemas com alto carater de
competicao. Por isso, e pelos resultados alcangados no capitulo anterior, motivamo-nos
a obter as razoes para as amplitudes do calor especifico para o comportamento critico
do tipo Lifshitz generalizado de cardter arbitrdrio. Os expoentes criticos em O(€2) sdo
calculados em [25], a partir deles desenvolveremos os resultados deste capitulo.

Na primeira secao descreveremos o caso anisotrépico deste comportamento e desta-
caremos os resultados para as interagoes uni e biaxiais em d = 3. Na segunda secao
abordaremos o caso isotrépico com classe de universalidade (V,d, my) com o emprego da

AOG e do célculo exato, e os compararemos.

4.1 CASO ANISOTROPICO

De uma maneira similar ao que foi procedido no capitulo anterior, comparamos as
acoes do modelo N-vetorial da teoria A¢* e do comportamento critico de tipo Lifshitz
de carater genérico anisotropico e podemos construir um conjunto de tranformacgoes que

levam uma descricao na outra através de

L
R gt S (k)" (41)

n=2

Mr«

(k+ K= (p+P)+Y ((kw +Kw)*)", (4.2)

||
N

n

/ddk — /DpDk. (4.3)

Onde, Dp = R o e Dk = Hizz d™ k).

61
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Essas transformacoes sao uma maneira simples e eficiente de traduzirmos a linguagem
descrita no capitulo 2 dos sistemas criticos que nao apresentam competicao para o cenario
de competicoes generalizadas.

Obtemos a energia livre do comportamento critico do tipo Lifshitz de carater gené-
rico quando aplicamos o conjunto das transformacoes acima na energia livre do modelo

N-vetorial da teoria A®? expressa em (2.105). Neste caso,

2

F(_*Mt)_1<t+y_)+l/1) DE{ (N — 1) |1+ L
R\Y = U, M, 1) = Qu* Yy 12 2 p N p2 + Zizl(k?n))n

t4 4 1
T o] B (e ) +2])
p2 + Zn:l(k?n))n p2 + Zn:l(k?n))n 6 3

lsre [ V(4 D) + 2y (e+ D) 4 0@ (aa)

Note que definimos o parametro perturbativo e;, = 4 + 2522 ( 1— % )mn — d para o caso

anisotrépico.

Definimos a integral Igp,, explicitada abaixo e resolvida em (B.3g) através de:

) 1
Isp (n / Dp Dk 2+ S {0+ P+ S0 [k + Kw)*] '}

(45)
SPn

O subscrito n diz respeito ao subespaco no qual o ponto de simetria é definido, a

saber:

Sp(l) : P?=1 s (K(Qn))n =0 (46)
SP, = P*=0, (K(Qn/))”/ =0pn para n=2,...,L. (4.7)

Similarmente ao capitulo anterior, a energia livre (4.4) apresenta o vécuo trivial M = 0
e o vécuo degenerado F(t) = u; M* = —6t + 3t( 1 + In(—2t) Ju;, = —6t + O(1 — loop).

Onde esta ultima é encontrada através da condicao
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ol'r
Oy

y(t)

Usando o resultado:

/Dp Dk 7 L 5
22+ S| [ 92+ S+ m?

1
= [SP(n)_ﬁ( 1+Inm?* )+ O(ey),

(4.9)
que é verificada através da férmula de Feynman (B.24) e do resultado de (B.21), podemos
obter o vacuo degenerado usando (4.4), (4.8) e (4.9).

A transicao de segunda ordem existe entre a fase paramagnética (M = 0) que acontece
acima da temperatura critica T;, e a pletora de fases ordenadas (M # 0) que existem
abaixo da temperatura critica. Calculamos o calor especifico C'y. para acima e abaixo da

temperatura critica Ty, através de

Vp, %
Co = =TI (1) = ZB(u) Vn. (4.10)

an
Em que, escrevemos o termo decorrente da contribuicao inomogénea do GR através
de

or%? N
B (u :—nn<ﬂ> = ——nerlspm. 4.11
() (uy) O\ By L 5 "erlsp) (4.11)

(n)

onde, a parte de vértice nao renormalizada é expressa por meio de

N
0,2 —ne
éare) = _gﬁ(n) " ISP(n)‘ (4‘12)

O expoente critico do comprimento de correlagao &, é calculado no artigo [25] através

de

1 11 N+42 ,
vy = v = (2+4(N+8)€L+ O(eL)) (4.13)

e o expoente do calor especifico por meio de

4— N (N +2)(N?+ 30N +56) ,

o(N+8) LT AN+ 8)8 e, + O(er) (4.14)

ay = o, =

Substituindo os resultados de (4.11), (4.13) e (4.14) na constante aditiva de renorma-



4.1 CASO ANISOTROPICO 64

lizagao presente na expressao calor especifico de (4.10) através de

Un

.. 3N 2N (N +8)

Vn (4.15)

onde, a constante de acoplamento no ponto fixo é calculada em [25] e expressa por meio
de

ON + 42

{1 + €L< =y, + m) + O(e%)] (4.16)

. 6€L
"N +8

u

Calor Especifico para T > T,

A energia livre I'g, () para o estado simétrico na qual a magnetizacao no material é

nula (M = 0) é obtida a partir de (4.4) e pode ser escrita na forma

Fri(t) = g/DpDk{ln
(4.17)

Para calcular o calor especifico C'; acima da temperatura critica, usamos (4.17) e

" 1 t n Nt2 7
— _ SPn-
P+ 25:1(1{5(271))" P*+ Zﬁzl(k?n))n 4

(4.15) em (4.10) e, entdo obtemos

N ! 3N IN(N +8)
O+(t)Z_gllﬁ‘Pn_/DpDk(szrzi2(k2)n+t)2 +(4—N)u?1+ (4-N)*
(4-18)

Usando o resultado (B.39) na integral expressa acima, escrevemos a lei de poténcia

em t para o calor especifico C'; por meio de

CL(t) = At oo (4.19)

arg,
onde o expoente ay, é até da O(er) na expressao de (4.14). Novamente, A, é a amplitude

critica do calor especifico abaixo da temperatura critica, que é expressa por meio de

N 4
A+ = Z |i1 + EL(m +8(N7m)) + O(E%):| (4.20)

em que definimos a constante
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9N +42 4-N (N +2)(N?+ 30N +56)
L (N+8)?2 N+38 2(4 — N)(N +8)2

ENm) = hm (4.21)

que é comum nas duas amplitudes do calor especifico e sera cancelada no céalculo da razao.

Calor Especifico para T' < T,

Em qualquer uma da pletora de fases ordenadas do modelo CECI, o material assume
espontaneamente uma magnetizacao M # 0. A exemplo do capitulo anterior, nao preci-
samos da corregdo em 1 — [oop da magnetizagao no célculo do calor especifico em O(er).
Substituindo y = u*M? = —6t + O(1 — loop) em (4.4), obtemos a energia livre I'r _(t)

para T' < T}, como

1+

—2t ] —2t } i
L - L SPr-
p2 + anl(kr%)n p2 + anl(k%)n
(4.22)
Usando (4.22) em (4.10) obtemos a expressao do calor especifico para abaixo da tem-

1
Tr_(t) = —22* t2+§ /DpDk{ In

n

peratura critica por meio de

12 B 1 2N (N +8) .
C.=— zlfspn /DpDk: TS )n)] + 4N (4.23)

Usando o resultado de (B.39) na expressao entre chaves na equagao acima, escrevemos
C_(t) através de:

A

Qg

C_(t) (—t)~r (4.24)

perceba que o expoente g, é da O(€,) na expressao (4.14). E A_ é a amplitude critica
do calor especifico para abaixo da temperatura critica. Consequentemente, a amplitude

tem o valor

N 4—N
1-N 2(N+8)

A =1+ €L< In2+ 5(N7m)) + O(e7), (4.25)

note que a constante £y, ) ¢ expressa em (4.21).
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Razao de Amplitudes do Calor Especifico

A razao universal das amplitudes do calor especifico para o comportamento critico do
tipo Lifshitz de cardter genérico é calculada a partir das amplitudes expressas em (4.20)

e (4.25) por meio de

A N
SE= (e | (4.26)
Mai t O(eyr), isto & 1-N + O(€1)
alS uma vez, usamos O expoente em € 1STO €, « = €] ——/————— € e 0
) p L) ’ L L2 (N T 8) L

1
parametro perturbativo da regularizacao dimensional como €7, = 4+Z7LZ:2 < 1—— >mn—d.
n

Os resultados deste trabalho a respeito das razoes de amplitudes do calor especifico em
sistemas competitivos genéricos de cardter arbitrario sao os primeiros obtidos até entao.

Sistemas de naturezas diferentes na criticalidade podem apresentar uma mesma razao
de amplitudes A, /A_ e demais quantidades universais se estiverem numa mesma classe
de universalidade do tipo (N, d, ms, ..., my). Os parametros envolvidos na universalidade
estao definidos na faixa 2522 m, <d <4+ ZLQ (1= LYm, = d..

E de maior interesse fisico encontrarmos realizagoes em d = 3. Podemos tratar, es-
pecialmente, das competigoes ao longo de uma ou de duas diregoes (uni ou biaxial) com

interagoes até o L-ésimo vizinho.
i) Subcaso: Uniaxial em d =3

O subcaso uniaxial ¢ realizado através de m,, = 6, (com n =2,..., L) que corres-
ponde tomarmos a classe de universalidade (N,d = 3,0,...,0,m; = 1). Podemos, entao,
colecionar uma tabela com valores da razao A, /A_ para L € [1;10] e N € [1;3] em

d = 3 e um parametro perturbativo e, = 2 — % por meio de

L=1|L=2|L=3|L=4|L=5|L=6|L=7|L=8|L=9|L=10

0,53 | 0,67 | 0,71 | 0,74 | 0,75 | 0,76 | 0,77 | 0,77 | 0,78 0,78

103 | 130 | 139 | 143 | 146 | 148 | 149 | 150 | 151 | 1,52

===
|
w| | =

152 | 1,01 | 2,04 | 2,10 | 2,14 | 2,17 | 2,19 | 220 | 2,21 | 2,22

Tabela 4.1 Tabela com valores das razoes de amplitudes Ay /A_ para o comportamento critico
do tipo Lifshitz genérico de L-ésimo carater uniaxial em d = 3.
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L — oo
N=1]| 0,81
N =2 1,57
N=3] 2,30

Tabela 4.2 Tabela com valores das razoes de amplitudes Ay /A_ para o comportamento critico
do tipo Lifshitz genérico de carater infinito uniaxial em d = 3.

Em d = 3, para o caso uniaxial quando o alcance generalizado é infinito (L — o0),

1 L—=oo ~
obtemos €7 = 2 — + —— 2 e expressamos as razoes como

% Lo, % 1+ 73(4]\[ _ivg) In2|. (4.27)

Os valores da tabela 4.1 sao limites superiores em 1-loop das razoes de amplitudes do
calor especifico para sistemas uniaxiais quando variamos o alcance L das interagoes.

Podemos ainda representar os resultados do caso uniaxial pelos gréaficos A, /A_ versus

L para N =1,2e3

2.4
2.2t =
2, -
1.8t . N=1
L (N=1)
18 . N2
<
<, 14 . L (N=2)
<
1.2f 4 |7—N=3
L (N=3)
1, -
0.8f .
0.6/, |
04 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 4.1 Gréficos de Ay /A_ para a competi¢ao do tipo anisotrépica uniaxial

Acima tomamos a variavel L continua em R. Notamos que as curvas dos graficos

assumem valores limites conforme os relatados na tabela 4.1.
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ii) Subcaso: Biaxial em d =3

Também podemos colecionar alguns resultados da razao A, /A_ para o subcaso biaxial
em d = 3 para um alcance generalizado L. Obtemos por meio de m, = 24,  (com
n =2,...,L) que corresponde a classe de universalidade (N,d = 3,0,---,0,m;, =2), e
escrevemos €, = 3 — 2. Para L € [1;10] e N € [1;3] em d = 3, construimos a tabela
4.1, como

L=1L=2|L=3|L=4|L=5|L=6|L=7|L=8|L=9|L=10

0,53 | 0,81 0,90 | 0,95 | 0,97 | 0,99 1,01 1,02 1,02 1,03

1,03 | 1,57 | 1,75 1,84 | 1,89 | 1,93 | 1,95 1,97 | 1,99 2,00

===
I
WIN|

1,62 | 2,30 | 2,56 | 2,68 | 2,76 | 2,81 | 2,85 | 2,88 | 2,90 2,92

Tabela 4.3 Tabela com valores das razoes de amplitudes Ay /A_ para o comportamento critico
do tipo Lifshitz genérico de L-ésimo carater biaxial em d = 3.

Em d = 3 quando o alcance generalizado é infinito (L — 00), o parametro perturbativo

, L—o0 .. . ~
¢é dado por €, = 3 — % —— 3 para o caso biaxial, e assim obtemos as razoes de

amplitudes A, /A_ como

A_|_ L — o0 3(4—N)

Os valores da tabela 4.1 sdo os limites superiores da razao de amplitudes A, /A_ para

0 caso biaxial de L-ésimo carater.

L — oo
N=1 1,09
N=2] 2,10
N=3| 3,07

Tabela 4.4 Tabela com valores das razoes de amplitudes Ay /A_ para o comportamento critico
do tipo Lifshitz genérico de carater infinito biaxial em d = 3.

Avaliamos que os valores limites das razoes A, /A_ do caso biaxial sdo superiores que
os correspondentes (para o mesmo valor de N) do caso uniaxial.
Os valores das razoes A, /A_ para L = 1 nas tabelas 4.1 e 4.1 correspondentes para

0s casos uni e biaxiais, respectivamente, recuperam os valores presentes na literatura
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3+ -
2.5F b
—N=1
L,_(N=1)
Lo2r —N=2
<, L_(N=2)
< —N=3
150 ] L_(N=3)
| /’ i
0.57 I I I I I I I I ]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
L

Figura 4.2 Gréficos de Ay /A_ para a competicao do tipo anisotrépica biaxial

dos sistemas nao-competitivos para o modelo de Ising, XY e Heinsenbeg ausentes de

interagoes competitivas ao longo das 3 diregoes.

4.2 CASO ISOTROPICO

Similarmente a outras se¢oes, comparando as acoes do modelo N-vetorial da teoria
A®* em (2.21) e a do comportamento critico do tipo Lifshitz de cardter generalizado do
caso isotrépico em (2.174), podemos entao operar o conjunto das tranformagoes que leva

a primeira acao na segunda, através de

k= (k)" (4.29)
(k+K)? = [(k+K)*]" (4.30)

Essas regras conseguem implementar as regras de Feynman para o caso das com-
peticoes isotropicas de carater generalizado, um aspecto de grande simplicidade, ao com-
pararmos a nossa descri¢ao do sistema nao-competitivo com o deste caso.

A partir do potencial renormalizado da teoria A®*, aplicamos as transformacoes acima
e construimos a energia livre correspondente ao comportamento critico do tipo Lifshitz

isotropico de carater generalizado por meio de
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t+
(k)"

t+

(K?)

(SN
N

FR(y> t) =

1+ +In |1+

3

1 y? 1
Y Vo2 [amrd (v— 1)1
2u;(ty+12)+2/d k{( ) In
1 y\ v 1 y\° 2y y
_ N(t+¥) 4+ Y Slep [N(t+ Y Yy ¥
(kQ)n[ <+6)+3H+4m[ (+6)+3 +2

em que definimos o parametro de regularizagao através de €, = 4n — d.

+ O(e2), (4-31)

A integral Isp, se encontrada resolvida por meio da AOG em (B.49), e exatamente

em (B.56). Explicitamos a referida integral através de

B m, 1
for. = / ‘ k(kQ)" [CRESEN

(4.32)

SPn

O subscrito n na integral acima corresponde a normalizacao para o comportamento
competitivo isotrépico generalizado que ocorre em todo R? através do ponto de simetria
SP, : (K*)"=1. E claro que ¢ valida a condicao de isotropia generalizada d = m,,.

A energia livre I'g . apresenta o vacuo trivial M = 0, além do degenerado por meio

da condi¢cao de minimizacao:

aFR(y7 t)

5 =0 = 7(t) = u: M* = —6t + O(1 — loop) (4.33)
Y

y(t)

E também aqui, nao é relevante nos calculos do calor especifico, a correcao em 1-loop na
magnetizagao expontanea M # 0.
Na fase simétrica, a magnetizacao no sistema ¢é nula acima da temperatura critica.

Escrevemos a energia livre I'p ( (t) para o vdcuo trivial y = u M? = 0, por meio de:

N t t N
Npi(t)=— [ d™k< In|1 — — t*Igpn .
No estado de simetria quebrada abaixo da temperatura critica, a uma magnetizagao

expontanea expressa por meio de u}, M? = y(t) = —6t+ O(1—loop) no sistema, denotamos

a energia livre I'g _(t) como
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3 5, 1 —2t —2t )
24 [ d™E{ In|1 - Ispn .
i 2/ { n { + (kQ)n] Gk } +t'Isp (4-35)

n

FR,(t) - —

O calor especifico acima e abaixo da temperatura critica para o comportamento de

Lifshitz isotropico generalizado vale

Cu(t) = TR (1) = = B, (u}). (4:36)

n
Em que, v, e «a, sao os expoentes criticos do comprimento de correlacao e do calor
especifico para a competicao isotrépica generalizada. Escrevemos o termo inomogéneo do

GR para o comportamento isotrépico de carater generalizado por meio de

orgy o ( N
By (u}) = — iy —22e = —fng—| — 5 kn " Ispn (4-37)
Ok, i Ok, 2 i
em que F&i) ¢é a parte de vértice nao-renormalizada para o calculo do calor especifico.

O método de aproximagao utilizado na descricao do caso anisotrépico, também sera
aplicado no caso isotropico. No entanto, este ultimo permite ser resolvido exatamente, e

aproveitaremos para efetuar as comparagoes com o método anterior.

4.2.1 Calculo com a Aproximacao Ortogonal Generalizada

Nesta segao obteremos as amplitudes criticas do calor especifico através da aproxi-
magcao ortogonal generalizada (AOG) desenvolvida em [25] é apresentada no apéndice B
no calculo de algumas integrais. E na secao seguinte, apresentaremos o calculo exato das
amplitudes criticas em 1-loop.

Os expoentes criticos v, do comprimento de correlacao e «,, do calor especifico para
o a competicao isotrépica generalizada obtidos por meio da AOG [25] sdo apresentados
como

1 N +2 9

n=—+ ——————, + O , .38
v 2n+4n2(]\7—i-8)6 + 0(e) ¢ (4:38)

__4-N (N +2)(N? + 30N +56) , ;
(N +8) " 12 (N 1 8)° e, + 0(€,) (4-39)

Qn

A partir do resultado da integral Isp,, em (B.49) com o emprego da AOG, escrevemos

entao
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N N 1 1
0,2 —€n —€n
F}gare) DY Ky " Ispp = —5/% ; (1 + omn €n + O(Ei))- (4.40)
Substituindo (4.40) em (4.37), obtemos
N 1

A constante aditiva de renormalizacao do calor especifico presente na equagao (4.36)

pode entao ser escrita na forma:

N(N +38) 1 N+2 (N+2)(N?+ 30N + 56) )
u)=——"-4¢14¢,— | 1+ +O(e,)
Qo 2(4— N)e, 2n N+8 (4— N)(N +8)?
(4-42)
A constante de acoplamento no ponto fixo para o comportamento isotrépico genera-

lizado por meio da AOG foi calculada em [25], e é dada por

b€, 1 2(9N + 42)
S l—6,—(1— ———- O(é .
TN ts| T o ( (N +8)2 ) +0) (4-43)
Entao, reescrevemos o resultado (4.42) por meio da (4.43) como
Up 3N 2N (N +38)
—— B,(u)) = .
o ) = a e Y as e (4-44)

Calor Especifico para T > T,

Obtemos a expressao do calor especifico na fase paramagnética substituindo as ex-
pressoes (4.34) da energia livre I'g () e da constante aditiva (4.44) em (4.36) através
de

N o 1 3N IN(N +8)
vty =y (fomn = [ @b s ) Ny e (49

n

Usando o resultado de (B.58) na expressao entre parénteses na equagao (4.45), obte-

mos o calor especifico através da seguinte lei de poténcia
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A
Ci(t) ==Lt Vn (4.46)
Qp
observe que o expoente a,, ¢ da O(e,) na expressao (4.39). A, é a amplitude do calor

especifico acima da temperatura critica expressa por meio de

N 1 1
A, =—|1 — —— 7 .

+ 471{ +€nn(4_N+P(N))+O(6L):|> (447)
em que, definimos a constante

1 9N+42 4-N (N +2)(N>+30N +56)
2 (N+8)2 N+8 24— N)(N +8)2 '

Py = (4.48)

que é comum nas amplitudes acima e abaixo da temperatura critica, e que desaparece
no calculo da razao de amplitudes. Observamos que Pn) = E(N,m =0), onde En m, ) €

expressa em (4.21).
Calor Especifico para T' < T,

Substituindo as expressoes (4.35) da energia livre I'g _(¢) e da constante aditiva (4.44)

em (4.36), obtemos o calor especifico C_(t) através da expressao

12 . 1 IN(N +8)
“CO=a-ma Q(ISP“ /4 k((kQ)"—2t)2)+n(4—N)2 (4.49)

Usando o resultado (B.58) na integral expressa na equagao acima, escrevemos a lei de

poténcia em —t para o calor especifico abaixo da temperatura critica

A

Qn

C_(t) = == (=)™ V¥n (4.50)

em que o expoente «, é da O(e,) na expressao (4.39). E A_ é a amplitude do calor

especifico abaixo da temperatura critica expressa por meio de

1 1 N 4 —N 2
A = 5{14_6”5(4_]\[ — 2N T8 1112—1—77(]\/)) + O(Gn)} (4.51)

onde, P(yy é expresso em (4.48).
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Razao de Amplitudes do Calor Especifico

A razao universal das amplitudes do calor especifico usando (4.47) e (4.51) pode ser

facilmente calculada, resultando na expressao

A, N €n
—:—2%(1 —) .
A_ 4 +n (4.52)
} L1 ; 4—-N 0(e2)
aqui expressamos em 1-loop o expoente «,, = €, ————— + O(€7).
d P p P 2n (N +8) "

Note que a expressao dessa razao € similar a correspondente para o caso anisotrépico
de cardter generalizado encontrado em (4.26). Mas, o expoente e o parametro €, sao
diferentes da expressao encontrada no caso anisotrépico

A competicao isotrépica de n-ésimo carater possui a dimensao critica d, = 4n =
8,12,16, ... para n > 2 (o valor de n=1 recupera o cenéario livre de competigoes) que se
afasta rapidamente de d = 3, o que limita, por exemplo, a aplicacao da expansao em ¢,
para valores de €, = 5,8,13,....

Na proxima se¢ao iremos obter a razao A, /A_ para a competi¢ao isotrépica genera-
lizada através do calculo exato e iremos comparar com o resultado obtido por meio da

AOG.

4.2.2 Calculo Exato

O célculo exato da razao A, /A_ para o comportamento critico do tipo Lifshitz de
carater arbitrario do caso isotrépico em 1-loop necessita do expoente do calor especifico
oy, e da constante de acoplamento u) em 2-loops. O calculo exato dos expoentes criticos
passam a diferir da AOG na aproximagao de 2 — loops [25]. Entédo, é importante verifi-
carmos o efeito dessas diferencas na razao de amplitudes do calor especifico. E também,
essa analise é inédita na literatura e seus resultados tem aspectos importantes.

Os expoentes criticos do comprimento de correlagao v, e do calor especifico «,, para
o caso isotrépico generalizado com o célculo exato [25] sdo expressos por meio de

1 N +2 ,

n — S 9/ AT T o\ n O ) .
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4—N N+2

56| (=1)

LAnT?(2n)(N — 4)
Ay = ———— € — —5———= €.,
2n (N +38) 4n2 (N +8)

I'(n+1)['(3n)

+ (N —4)(N +8)

+4n D(n)(14N + 40) | + O(€2) (4.54)

onde D(n) = $9(2n) — ¢(n) + 3¢(1), e a funcdo especial digama pode ser escrita em
d
termos da fungao gama I' como ¢ (n) = I InT(n).
n
A partir do cdlculo exato da integral Igp, em (B.49), obtemos
0,2) _

N N 1
PR = =k spn = " —( 1+ D(n) e + O(e2) ) (4:55)

Portanto (4.37) pode ser escrita como

Buus) =~ (14 Dn) et O()) (4:56)

Expressamos a constante aditiva de renormalizacao do calor especifico presente na

equagao (4.36) na forma

" N N(N +28) 2N + 4 n F2(2n)
— a_n Bn(ur) = m{ l+e€, | D(n)— m ( (1) I'(n+ 1)I'(3n)
- D(M%) + 0(c) } (4-57)

A constante de acoplamento no ponto fixo para o comportamento isotropico genera-

lizado foi calculada exatamente em [25], e vale

e {1_%{(_1)%( I’(2n) 2N +4 +D(n)<w 1)}+o(eg)}

"~ N8 n+ )I'(3n) (N + 8)2 (N+8)2
(4-58)
Usando (4.58), podemos reescrever (4.57) como
ve L 3N AN(N +8
2 B fu) = + D) D (159

ap (4— N)u
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Calor Especifico para T > T,

Obtemos a expressao do calor especifico na fase paramagnética substituindo as ex-
pressoes (4.34) da energia livre I'g () e da constante aditiva (4.58) em (4.36) por meio
de

N mn 1 —PnN) ———5— 0
et == (B [ i ) e P e 60

Usando o resultado de (B.58) na integral entre parénteses na equagao (4.60), obtemos

a lei de poténcia em ¢ para o calor especifico através de

A
Ci(t)="—"t" Vn (4.61)
A
o expoente a, é da O(€,) na expressao (4.54). A amplitude do calor especifico acima da

temperatura critica é expressa como

A= 1= (D) 1+ Qu ) + ()| (4.62)

onde, em que, definimos a seguinte constante

4(N+2)  T2(2n) 1-N 20N+88\ N-1
Q(N,n): n

(N +38) F(n+1)F(3n)_D(n) (1+N+8_ REE (N 1 8) (4.63)

que é comum nas amplitudes acima e abaixo da temperatura critica, e serd cancelada no

calculo da razao de amplitudes.
Calor Especifico para T < T},
Substituindo as expressoes (4.35) da energia livre ' _(¢) e da constante aditiva de

(4-59) em (4.36) obtemos o calor especifico C_(t) em qualquer uma das fases ordenadas

por meio de
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Escrevemos a lei de poténcia em —t para o calor especifico abaixo da temperatura
critica, usando o resultado (B.58) na integral entre parénteses na equagao acima por

meio de

A

Qp

C_(t) (=)™ Vn (4.65)

onde, o expoente «, é da O(e,) na expressao (4.54). E A_ é a amplitude do calor

especifico abaixo da temperatura critica expressa como

1 ON A-N
A= {1_6”<D(")(4—N) oV

onde, a constante Q(y, ) ¢ expressa em (4.63).

G2+ Qu ) + 0], 460
Razao de Amplitudes do Calor Especifico

Dividindo (4.62) por (4.66), obtemos a razao universal das amplitudes do calor es-

pecifico para a competicao isotrépica generalizada na forma

Ay

= gzan ( 142 D(n) en) (4-67)

4—N
2n (N + 8)
de regularizagio através de €, = 4n — d. Note que, 2 D(n) = 1)(2n) — 21¢(n) + 1(1).

A razdo exata (4.67) coincide com a razao aproximada (4.52) quando fazemos n = 1.

onde o expoente do calor especifico em 1-loop «,, = €, + O(€%) e o parametro

E assim, recuperamos os resultados para os modelos N-vetoriais sem competicao através
de (6, ve=4—dea, = )
A, N

=T 2(1+e) (4.68)

Obtemos os resultados para classe de universalidade (N,d = 3) dos sistemas sem com-
peticoes por meio de € = 1.

A partir do que foi antecipado na pagina 74, a inspecao dos valores numéricos da
razdo Ay /A_ em d = 3,7,11,15,... s@o os valores apropriados em todos estes valores
com €, = 1. Outros métodos de regularizacao podem ser utilizados para estimar tais

resultados no futuro.
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Obtemos o desvio relativo A\ qative dos dois métodos por meio de

(A+/A-)aoc
(AJr /A, )exato

Substituindo (4.52) e (4.68) na expressao acima, explicitamos o desvio relativo por

=1+ Arela‘civo (469>

meio de

1
Arelativo = €n <E - 2D(TL)> + 0(6721) (470)

Quando realizamos €, = 1 em (4.70), escrevemos

n—1

1 1
Dsaaivo = — = ($(20) —0(1) ) +2 (v(m) —¥(1) ) =n > ———  (a71)
n — i(n+1)
na ultima igualdade, usamos a seguinte identidade matematica
n—1 1
= (1 - d S .
G VT oude, (472
Através da férmula assintética para ¥ (n), com n >> 1 [53]
1 2
Y(n) =lnn — -+ O(1/n") (4-73)
expressamos o desvio relativo para valores altos de n por meio de
1 2 n — 0o
D elativo = 1NN — ( In2+ ¢(1)) —— 4+ 0(1/n°) ~Inn —= 0 (4.74)

4dn

Vemos que o desvio relativo diverge para os valores altos do carater das interagoes
competitivas isotrépicas. No entanto, os desvios relativos para os expoentes criticos que
se manifestam a partir da O(e?) sdo pequenos [25] e vao a zero no limite n — oc.
Representamos os graficos de A /A_ wversus n pelos dois métodos para compara-los,
para N = 1,2, 3 nas figuras 4.3, 4.4 e 4.5.

Observamos que as duas curvas dos graficos da figura 4.3 partem de A, JA_ (n=1) =
0,53 e divergem rapidamente para n > 1. No limite n — oo, a curva calculada por meio
da AOG assintota para 0,25. Ao passo que, a curva do calculo exato diverge em valores
negativos da razao.

Aqui, as duas curvas dos graficos 4.4 partem de A, /A_(n =1) = 1,03 e logo diver-

gem para n > 1. Vemos que o calculo por meio da AOG tende ao valor 0,5 para valores
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Figura 4.4 Gréfico de Ay /A_ para a competicao isotrépica para N = 2

n — 0o. E similarmente ao grafico anterior, o calculo exato diverge logaritmicamente em

n.

As duas curvas dos graficos na figura 4.5 iniciam-se juntas em A, /A (n=1) =1,52
e distanciam-se a partir de n > 1. A curva calculada através da AOG tende para o valor
0,75. E a curva calculada exatamente intercepta o eixo da abscissa.

As curvas correspondentes ao emprego da AOG assintotam em N/4, que também é o
valor para o qual as razoes assumem se estivermos calculando sobre a dimensao critica
(d = d. = 4n). Ao passo que, as curvas calculadas exatamente intercepta o eixo horizontal

e passa a fornecer valores negativos para a razao A, /A_.
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— AOG ]
— Exato

Figura 4.5 Gréfico de Ay /A_ para a competicao isotrépica para N = 3

As razoes de amplitudes de outras grandezas termodinamicas em 1-loop como a sus-
ceptibilidade [51] sao calculadas em termos dos expoentes criticos em O(e,), os quais sdo
os mesmos em ambos os métodos. Quando fixamos ¢, e efetuamos n — oo, essas ampli-
tudes e o conjunto dos expoentes criticos em O(e2) [25] recuperam os valores de campo
médio. No entanto, o mesmo nao ocorre com a razao de amplitudes do calor especifico
calculada exatamente, que diverge (AJr JA_ — —oo) quando fazemos €, =1 e n — oc.

O célculo da razao A, /A_, que se inicia desde a ordem de 1-loop, exige, particular-
mente, a constante de acoplamento no ponto fixo em 2-loops, cuja ordem ocorre o desvio
entre os dois métodos.

Decorrente disso, observammos que a razao A, /A_ em 1-loop calculada exatamente
assume valores negativos para n > n = 4, quando fazemos ¢, = 1. A inversao de sinal
dessa razao em ordens superiores em [oops pode permanecer, indicando uma limitacao

na dimensao critica do sistema.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

Neste trabalho encontramos as razoes de amplitudes criticas do calor especifico para
alguns tipos de sistemas competitivos através da abordagem do grupo de renormalizacao
no espaco dos momentos. Verificamos que a abordagem dos comportamentos competitivos
dos casos anisotrépicos e isotropicos tém que ser tratadas separadamente. Nesta tese,
todos os nossos resultados sao inéditos e consistentes com outros trabalhos publicados
nos tltimos anos dentro deste tema.

O caso isotrépico foi estudado pela primeira vez neste nosso trabalho, de modo que
sistemas fisicos ainda podem ser propostos como representantes desses comportamen-
tos criticos e esperamos que o nosso trabalho sirva de inspiragao para uma possivel ex-
plicacao destes efeitos em novos materiais. A seguir descrevemos um breve suméario do
nosso esforco em determinar as amplitudes do calor especifico para sistemas competitivos
genéricos.

No terceiro capitulo, abordamos o comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial
e obtivemos as expressoes das razoes de amplitudes do caso anisotrépico (por meio da
aproximacao ortogonal) descritas pela classe de universalidade do tipo (N,d,m) e des-
tacamos os valores numéricos dessas razoes em d = 3 para o numero N = 1, 2 e 3 de
componentes do parametro ordem e uma dimensionalidade m = 0, 1e2 do subespacgo
competitivo de interacoes até segundos vizinhos. Os valores de m = 0 recuperam os va-
lores correspondentes aos sistemas livres de competigao ja encontrados na literatura (ver
referéncia [30]) para os modelos de Ising, XY e Heisenberg. Quando realizamos N = 1,
d =3 em =1 arazao de amplitudes do calor especifico recai na classe de universalidade
tratada na referéncia [40], que apresenta um um desvio relativo de 3,1% se comparado
com o valor experimental do composto MnP [39] que possui as suas propriedades criticas
descritas pelo modelo ANNNI em torno do PL [18].

Na literatura, outras substancias sao apontadas por realizarem o ponto de Lifshiz, no
entanto, nao sao acompanhadas de valores experimentais para as razoes de amplitudes.
Os nossos resultados estao de acordo com o exemplar do modelo ANNNI e predizemos
os resultados para as outras classes de universalidade.

A razao de amplitudes no caso isotrépico do comportamento critico do tipo Lifshitz

m-axial, que é apresentado com uma classe de universalidade (N,d = m), é calculado

81
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por meio da aproximagao ortogonal a exemplo do caso anisotrépico e também é simples o
suficiente para ser calculado exatamente. O desvio apreciavel entre as duas abordagens em
1-loop decorrem da contribuigao em O(€%) da constante de acoplamento, que indica uma
limitacao do método aproximativo no calculo das razoes A, /A_ para o caso isotrépico.
Ao passo que os expoentes criticos [25] e a razao da susceptibilidade [51] apresentam boa
concordancia entre os dois métodos de calculo.

No quarto capitulo, obtemos as razoes de amplitudes do calor especifico para o
comportamento critico do tipo Lifshitz de cardter genérico para os casos anisotrépico
e isotropico tratados separadamente via argumentos de grupo de renormalizacao no
espaco dos momentos. O caso anisotrépico possui uma classe de universalidade do tipo
(N,d,ms,...,my) para a qual apresentamos (por meio da aproximagao ortogonal ge-
neralizada) a expressao da razao A, /A_ para um cardter de L-ésima ordem e N qual-
quer. Destacamos a realizacao em d = 3 com resultados para as competicoes uniaxiais
(ou seja, m,, = 0, ) e biaxiais (isto é,m, = 20, ) com N = 1, 2 ¢ 3. Por uma redugao
da classe de universalidade por meio de mg = my = - - - = 0 obtemos os resultados corres-
pondentes ao comportamento critico do tipo Lifshitz m-axial. E também fazendo ms = 0
recuperamos os resultados para sistemas livres de competigoes.

A razao de amplitudes A, /A_ do caso isotrépico das interagoes competitivas de n-
ésimo carater sao calculadas por meio da aproximacao ortogonal generalizada como foi
analisado o caso anterior. Mas, o caso isotrépico com uma classe de universalidade
(N, d = m,,) possui uma flexibilidade algébrica que permitiu realizar os resultados exatos
para as razoes de amplitudes do calor especifico. Quando comparamos os dois métodos,
observamos um desvio crescente em n, o que indica claramente uma limitacao no uso da
AOG nas razoes de amplitudes do calor especifico do caso isotorépico, ao passo que nos
expoentes criticos e em outras razoes de amplitudes o mesmo nao acontece.

Graficamente observamos que a razao de amplitudes do calor especifico A, /A_ para
0 caso isotropico de n-ésimo carater assume valores negativos para n > m = 4 quando
fazemos €, = 1, sinalizando uma instabilidade termodinamica nesse limite.

Para valores de n >> 1 e ¢, = 1 os expoentes criticos do caso isotropico generalizado
[25] em ambos os métodos recuperam os valores em campo médio assintoticamente, ao
passo que a razao de amplitudes do calor especifico exato diverge com

A+ N n — 0o

I ~ —Zlnn — —OQ. (51)

A investigacao em loops maiores podem ser realizadas para a verificagao da mudanca

de sinal da razdo A, /A_ para o caso isotrépico de n-ésimo cardter, o que poderia indi-
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car a indepedéncia desse efeito para ordens superiores de perturbacao no parametro de
regularizacao.
Uma das perspectivas desse trabalho é a obtencao das razoes de amplitudes em 2-loops,

0 que exigiria para o calor especifico uma constante de acoplamento em 3-loops.



APENDICE A

TRANSFORMACAO DE HUBBARD-STRATONOVICH

Agora iremos encontrar a acao funcional S[¢]| ou energia livre de Ginzburg-Landau
do modelo N-vetorial. Consideremos a energia para as interagoes entre os primeiros sitios

vizinhos de spin s; € Sy

1
E{si} = 5 Z Jivsi-sy — Z hy sy (A1)

<ll'> l
No limite que o espacamento a da rede é desprezivel (a — 0), obtemos uma descrigao

para a distribuicao continua dos spins no espago operando

Z —a? / diz e Uy = J(x,2) = I(x) a0z — ). (A.2)
I

d

Os fatores de a=? e a? acima foram introduzidos por andlise dimensional.

Entao, a energia do modelo N-vetorial para as interagdes entre spins vetoriais s(z) se

expressa por?

B{s(a)} = —5(s,J5) — (s,h). (A.3)

Agora podemos escrever a funcao particao para o modelo em descrigao

Z[H] = Tr w{s} = Trexp [ — BE{s(z)}] = Trexp [% (s,Ks) + (s,H) (A.4)

Acima, fazemos K(x) = 8J(x) e ph(z) = H(x). A expressdo Tr w{s} soma o peso de

Boltzmman w{s} sobre todas as configuragoes de spin efetuando

T w{s}:rl[%w{s}:exp[Zln(zw{s})}

l {Sl}

— exp {ad/ddx In ( /SN dQNw{s})] (A.5)

'Representamos o produto interno de s(x) por s'(z) como (s,s’) = ij:l [d?s%(z) s (z).

84
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Para escrever a funcao particao em termos da representacao da integral de trajetoria,
devemos considerar a identidade gaussiana generalizada no espaco de dimensao infinita

expressa por meio de

/ Db exp [ . % (6, K™'p) + (s, ¢)} — (det K)/2 exp [(s, Ks) ] (A.6)

Usando a identidade (A.6) em (A.4), podemos escrever

Z[H] = (det K)*l/2 Tr /D¢ exp [ — %(qﬁ, K'g) + (s, ¢ + H) } (A7)

O resultado obtido acima corresponde a transformacao de Hubbard-Stratonovich para
a representacao da funcao de particao em termos de campos continuos. A variavel de
campo ¢(z) é identificada com o campo, ou parametro ordem do modelo. Realizando a

translagao ¢(r) — ¢(r) — H(z) na expressao acima, obtemos

((¢ —H), K™ (¢ — H) )] Tr e9), (A.8)

N | —

Z[H] = (det K)‘l/Q/ng exp { —

O trago da expressdo acima pode ser desenvolvido usando (A.5) da seguinte forma

Tr e&®) = exp {ad/ddx In ( / dQy e(s’¢)) }
SN
= exp {ad/ddx (L{(q_’)) + 111/ dQN)], (A.g)
SN

onde U(¢) é denominado de densidade de potencial do campo ¢. Desenvolvendo a

expressao

(@) / dQy = / dQy e®?) = / dQy el®lees? = / dQn
SN SN SN SN

= 1
+ Z I /SN dQy cos”9> lo|". (A.10)

n=1

/

onde o angulo azimutal 6 € [0, 7] é formado entre o spin s e o campo ¢ na diregao axial

do sistema de coordenadas hiperesféricas.
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Consideremos as seguintes identidades matematicas

2 N/2
/SN dQy = F(?V/Q) = Sy (4rea da hipersuperficie N-dimensional) (A.11)
1 r'(%)
— dQ "0=Sy(1+(-1)" 2 A.
ol A cos v (1+(=1) )2n+11“(%+1)r(%) (A.12)
onde a ultima se anula para os valores impares de n.
Retomamos a (A.10), escrevendo
> INES 1 -1
u =1 1 2 2\n _ = 2 - 2\2 L.
(¢) n( +;22nr(n+1)r(%+n) (¢%) ) 2N¢ * 4AN?(N +2) (&) +
(A.13)

que se desenvolve numa expansio em poténcias de ¢? e sio invariantes de O(N).

Operando ¢(x) — (K¢)(z) ~ Ko <1 - %ZVQ )q_’)(x) e D¢ — (det K) D, reescrevemos

a funcao particao através de

ZH = A /D¢ exp { — % (¢, Kop) + a_d/ddx U(Ke) + (H, ¢)}
—a [Dpew| - [atec@@n| @

em que, denotamos a constante multiplicativa por meio de

A = Sy (det K)¥? exp [— (H,K™'H) + ad/dda:}. (A.1p)

Portanto, conseguimos escrever a agao por meio de

S[qb]:—ad/ddx{%¢(x)-Ko{<1—%>+<%—%)a2v2}¢(:ﬁ)

(Ko)*

TN 2

(¢*(x))" — H(z)- p() } (A.16)
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Acima, fizemos ( (K¢)? )2 ~ (Ko)*( ¢ )2 e ignoramos os demais termos de poténcia
superior.

Estudando o comportamento proximo a

K
1— WO =0, Ko=~8Jy (y<<1) .. Ty=Nyl. (A7)
. . . s 2T =Ty oT
definimos o parametro massivo u* = — X —, escrevemos
a> T T
K Ko 1 1
1_N0 = 12+ O((6T)%), Wo_i =5+ 0(T) e Ky=N+O0(T). (A1)

E com o par das transformagoes abaixo

o(x) — % a2 ! o(x) e H(z) — \/g al=% H(x) (A.19)

d
L'~3 respec-

vla.
L
(¢]
=z
I

os campos ¢(x) e H(x) adquirem dimensoes candnicas [¢] = L
tivamente.

Reescrevemos a lagrangiana pela energia livre de Ginzburg-Landau através de

1 1 A
L(¢) = 5IVoI*+56°+ ;;(¢°) —H-¢. (A.20)
4!
E )= N2 a~“=49 & a constante de acoplamento perturbativa da teoria, que possui
a dimensao canonica [A\] = L% O valor de d para a qual A torna-se adimensional é

chamado de dimensdo critica da teoria d, = 4. O parametro massivo p? tem dimensao

candnica [p?] = L2

Finalmente, escrevemos a funcao partigao termodinamica Z[H| a menos de um fator

multiplicativo A

Z[H] = A/quexp [ — S[o, H]] - A/quexp {— /ddxﬁ(qb(x),H(x)) (A.21)

Que corresponde a construgao de um gerador funcional de uma teoria quantica de

campos Fuclidiana.



APENDICE B

CALCULO DE ALGUMAS INTEGRAIS

Calcularemos para o comportamento critico do tipo Lifshitz m axial e o modelo CECI
nos casos anisotropico e isotropico, que serao desenvolvidos na segunda e terceira segoes
deste apéndice. Mas, na primeira se¢ao iremos resolver duas identidades matematicas que

foram exigidas no apéndice anterior, e outra que serda importante nas secoes subseqiientes.

B.1 IDENTIDADES MATEMATICAS

Nesta secao iremos agora obter as identidades matemadticas (A.11) e (A.12), que exi-

gem uma integracao explicita nas coordenadas hiperesféricas.

i) Agora consideremos o seguinte modelo de integral, que serd de grande importancia

nos calculos subseqiientes
1
(k)" +m2)°

Fazendo k; — (m?)Y*"k;  ou seja, dPk — (m?)P/?dPk e (K*)" — m?(k*)",

reescremos a integral acima por

I(m* D,n,B) = /de (B.1)

1 o] kD—l
10m% D, ) = () / A7k (k2 +1)° = (mH SD/o ah (k2 +1)°
(B.2)

onde, fizemos dPk = dQ)p dk kP~

1
Operando em (B.2) a mudanca de variavel k" = ¢ e dkkP~! = = dgq¢”/"~!. Obtemos
n

) oD/ 1 0o qD/nfl
I Do, 6) = ()P 5 [ g T (B.3)
n Jo (q2 +1 )
Conseguimos expressar o denominador do integrando acima na poténcia quadratica da

1
varidvel de integracao. E agora efetuando a seguinte mudanca de varidvel 1 + ¢* = n

(com 0 <t < 1) em (B.3), escrevemos

38
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1 1
I(m? D,n, ) = (m*)"/>"=" SDQ—/ e (B.4)
nJo

Fazendo z = f— D/2n e £ = D/2n na representagao integral da fungao beta expressa

abaixo

Blz,€) = / dtt-1(1 — pye-t = LELE) (B.5)

0 F(Z"‘g)’

Entao substituimos na equacao B.4 e conseguimos

1 1
I(mQ;D,n,B):/de =Sp—
((k?)n+m2)6 Pon

T(D/2n)T(8 — D/2n)
I'(B)

(m2)(D/2n—ﬂ)‘

(B.6)
Observe que (B.6) converge para os valores de D < 2nf8 quando m? # 0. Este resul-

tado sera utilizada nas integrais de Feynman das proximas secoes.

ii) Neste final de secao, consideremos a integral seguinte que serd exigida nos calculos

das integrais de Feynman com momentos externos

1

dPk : (B.7)
/ [ (K2)" + 2a(k?)"/? + m? ]’B
Completando o quadrado no denominador da integral acima, isto é

()" 4 2a(E*)V? + m? = [ (*)"? + a]2 + (m? —a?). (B.8)

Entao escrevemos a integral de (B.7) por meio de

1 o 1
/de 5 = SD/ dk kP - 5
[(k2)n+2a(k2)n/2+m2} 0 [(kn+a) + (m? — a? )]
E em seguida, efetuamos as transformacoes

a\n-!
s k" —a oo dkKPTD 5 dk kP! (1 - /?n) . (B.10)
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Entao reescrevemos (B.g) através de

/de L — 9 /OO dkkD*1<1 _ i)%_1 L
n n B - oD k‘n 2n 2 2 B
[ (k)™ + 2a(k?)"/? + m? ] al/n [ k2 + (m? — a?)]

% 1
:SD/ dk EP~1 5
0 [k:Q”—l—(mQ—a?)}

_1] —SD/Oa dkk;D_1<1—l%>} [k%—i—(n;—cﬁ)]ﬁ

+ correcgoes.

(B.11)

A linha que encerra a equacao (B.11) expressa um termo lider seguido da corregao.

Nela usamos a identidade (B.6), e obtemos

b 1 o L1 T(D/2n)(B— D/2n)
/d ' [(k2)" + 2a(k2)/2 +m2 )" e r'(3)

(m2 o a2)(D/2n—6)‘

(B.12)
A expressao acima tem o sinal de aproximagcao substituido pela igualdade quando

a* = 0, e assim verificamos (B.6).

B.2 INTEGRAIS ANISOTROPICAS

Nesta secao iremos obter algumas integrais utilizadas no célculo do calor especifico
no caso anisotropico que surgem naturalmente no comportamento critico de Lifshitz e
no modelo CECI. Elas sao integradas em variaveis de momento de varios subespacos
simultaneamente.

i) Considere a seguinte integral

J(t,b;ml,...,mL):/dmlkl.../dmLkL[ 5
k

onde, my + ---+mg =d.
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Usando (B.6), podemos escrever (B.13) da seguinte maneira

ﬂt&mh“wmﬂ:i/&mh”l/&“*hﬂl@ﬁ+“m+%iJL1+tmbLJ)

o LTEHTO-5F) [ o - 1
—SmLﬁ F(b) /d ]{Zl/d L kL_l[k%+---—|—(k%1)L1+t}bML/2L
| D(2)T (b — 2
:SmLi (2L)F((b) 2L) J(t,b—mL/QL;ml,...,mL_l). (B.14)

Obtemos em (B.14) uma regra de recorréncia entre as integrais J's.

Desenvolvendo a recorréncia de (B.14), obtemos

RN

J(ta b;mla"'7mL) :SmLﬁ 2L F(b) ) ‘](tab %;mb amLfl)
A G L G DU €1 D Ak Gl vl ) o
—SmL QLF(b) mr_1 2(L—1)F( _%) ‘](tvb_g_f_M7mla"'7mL—2)
- mrL~mr—1 mi oL, p_ L _ mL:l o m :

T(b)t 2L 201 2
(B.15)
onde, acima usamos
mry, mr—1 mo . . mi ]‘
(0= 5 — gy~ Tm”iﬁth+N?£ﬁ$mT
s - 1 p(m)p(b_m_”%_:l..._m_m)
- [<t7m1’b 2LL Q(LL:U T 42) B SmlF( mL2 mr—1 = 27(752 )?b_%_ff_l)”i%_m
Ay R e -1 2
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De maneira condensada, escrever o resultado de (B.15), através de

L
1
J(t,b;my,...,mp) = ( /dnk(n))

R (0
[Tt oEnE)

Efetuando b =2em; = d— 25:2 m,, em (B.17), escrevemos a integral da seguinte forma

1
J(t,2;d—m2—---—mL,mg,...,mL):/DpDk 5 =
[p2 + 3o k2 + t]
L L L
1 d m m d I\m
B L 2] | ER ) [ S S
[2LL!Sd—Z£2mn 2 ; 2 gs "\ 2n 2 +n:2 n/ 2
_o4d L _1 ) mn
Xt e ZLn=2 <1 ”) *, (B.ag)
em que, Dp = S s "y e Dk = HLQ d™ k.
Usando a expansao
dInT
['(a+ be,) =T(a)[ 1+ beyip(a) + O(e) ] onde, o(a) = I;im). (B.19)
a

1

n

Efetuamos a expansao em ¢, = d, —d = 4 + 276:2 <1
(B.18) através de

L L
/Dp > [zﬂ +3 1(16(2 )+ t]2 : [2L—11L!Sd2ﬁ=z%r<2_z m_;) I1 SmnF<%)]
n=2 n

)mn — d — 0 na integral de

1
X_
€L

1-2 <¢(2 - XL: ) - w(1>> +0(e})

O primeiro fator em colchetes no membro direito da equacao acima aparece a cada loop

da expansao em ¢, para o calculo das integrais do caso anisotrépico. Podemos absorveé-lo

na constante de acoplamento a cada loop realizado, e entao obtemos
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1

1 1
/DpDk s = {1 —i—eL(th 1 51nt>] + O(er), (B.21)
p2 + Zi:Z(k(zn))n + ti| ‘L

onde, hy,, =1+ 3 [w(l) - w<2 -k, ?—;;)] E também e, = 4+ 37, <1 — %)mn —d.

Essa integral é utilizada no célculo do calor especifico para o comportamento critico de
competicao anisotrépica generalizada descrita pelo modelo CECI. Quando a anisotropia é
reduzida a dois subespagos, um nao-competitivo (7 = 1) e outro competitivo (7 = L = 2),

obtemos o resultado correspondente ao comportamento critico de Lifshitz. Obtemos,

/ddmpdmk [p2+(k12)2+t}2 = é{l—i—q([ig]m —-1- %lnt)} + O(er), (B.22)

em que [ig]m=1+% [1#(1)—1/)(2—%)]. Note que e, =4+ % —d.

ii) Nesta etapa desta segao, resolveremos a integral de carater arbitrério Isp, para
o caso anisotrépico. Na referéncia [25] esta mesma integral é resolvida pelo método dos
parametros de Schwinger. Aqui, aproveitaremos a oportunidade para resolve-la através
do método dos parametros de Feynman.

Expressamos a referida integral por meio de

1
[+ a2 {0+ P12+ S [k + K)] )

]Spn:/DpDk
SPn

(B.23)
Os denominadores do integrando sao combinados através da férmula de Feynman

! 1
ab /0 G A= ap

(B.24)

cuja verificacao € imediata.

n
Identificamos a = (p + P)> + 3%, [(k(n) + K(n))Q] e b=p"+ 2522(16(2”))” na
identidade acima. Desta maneira, desenvolvemos (B.23) através de
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1
1

[Spn:/DpDk/ dz

0 [(p+zP)2+m2]2

onde, escrevemos o termo independente presente no denominador por meio de

SPn

L

m? = m(z.) = 2(1 = )P+ 3 {= [k + Ko)*] + (1= 2)02)"}

3
!
N

SRERLEDY {2 + 22(k2,) )22 + 2(K2,)" | (B.26)
=3 [ttty ] s - 74 3]

n=2

Aplicamos acima a aproximacao ortogonal generalizada (AOG) desenvolvida em [25],

que é expressa através de
21m ~ n
[ (o + K)?] 2 ()" + 208,252 )2 + () (B.27)
Conseguimos com a AOG tornar as integrais envolvidas livres de produtos internos
do tipo k() - Kn). A AOG preserva a propriedade de homogeneidade das integrais por

uma escala nos momentos externos de competicao arbitraria.

Operando a translagdo p; — p; — zP; em (B.25) e usando a identidade (B.6) para

resolver a integral em p, escrevemos
L
1 d My,
= S 1527

d— Zn
o= e o f 5 n
d m L 1
r2——+§—”/d/Dk -
< 2 n=2 2 ) 0 : [m2(27k)]2—%+25=27"

Para simplificar a exposi¢ao dos céalculos, iremos desenvolver separadamente a integral

(B.28)

SPn

nos momentos de competigao presente em (B.28).
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Usando (B.26) no denominador da integral de (B.28), obtemos

1
Dk
/ [m2(z, k)]Q*%JrZﬁ:z%

_ / Dk 2 ! S
{ Tha [ + 2,7 4+ 2(1 = ) [ P+ Lhy(K2,)"] |

Realizando a tranformagao (k?n))”/ 2 (k%n))”/ 2 z(Kfn))”/ 2 na integral acima, e

similarmente o que foi procedido em (B.11), obtemos

1
Dk
/ [mQ(Z7 k)]Q*ngZﬁ:z%

m m L
:/d 2I€(2)/d Lk(L) }}2-34‘27[;:2”;”‘

{2 +20=2) [P+ Th (K2,

(B.30)

Podemos usar a integral anisotrdpica calculada em (B.17), e expressar o resultado de

(B.30) por meio de

VRS

o )
2n
n=2
-k, (1-1)

r(2-4+ %0, %) [z(l —2)(p2 +Zﬁ:2(K?n)>”ﬂ :

1 1
/Dk [m2(z, k)| FH o [2L Il HSWF

Inserindo o resultado de (B.31) na expressao (B.28), escrevemos

1 d <& My, L my, L 1\ m,
b= | S mtm (3~ 2 5 T swr () 2= 3435 (- 1)
x/0le [2(1—2)<P2+§(K(n) ")]_”5_252 (1-3) = B (B.32)
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Antes de resolver a integral em 2z na expressao acima, efetuamos a expansao em
L . ~ ~ .
e, =4+>,, <1 — %)mn — d. Utilizando a expansao da funcao gama enunciada em

(B.19) na equagao (B.32), escrevemos

torn = | st (2= 5 T (52 2
X {1—% 1/)(2—2% 7:—;)—1/)(1)%—/0 dzIn (z(l—z))

Realizamos o ponto simétrico S P, através de

Sp(l) . P2 =1 s (K(Qn))n = 0 (B.34)
SP, = P*=0, (K(Qn/))”/ =0pn para n=2,...,L. (B.35)

E portanto,

=1, Vn (B.36)
SPn

L —EL/2
2 2 n’
(P +> (K )
n/=2

A exemplo da integral (B.20), o primeiro fator em colchetes da equagao (B.33) pode
ser absorvido na constante de acoplamento a cada loop realizado.

Resolvendo a integral elementar na varidvel z e usando o resultado de (B.36), obtemos
1

Ispn = e_(l + €rhm, ) + Ofer), (B.37)
L

onde h,,, =1 —l—%[w(l) — (2 _22:2 %)]

A integral Isp,, é utilizada na descricao do comportamento critico competitivo gene-
ralizado descrito pelo modelo CECI. Derivamos o resultado desta integral para um tnico
subespaco competitivo com interagoes até os segundos vizinhos, que é descrito através do

comportamento critico de Lifshitz, fazendo L = 2 em (B.37). Ou seja,

Isp, — é( 1+ enfisn ) + Oler) (B.38)
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onde, [iz) =1+ 3| (1) — v (2= %) |.

Finalmente, subtraindo (B.21) de (B.37), escrevemos

1 1
Isp, — /DpDk s =1+ -Int+ O(ep) (B.39)

em que e, =4+ 5, (1 — %)mn —d.

Os pdlos em ¢, sao subtraidos nas integrais acima. O resultado (B.39) é utilizado nos
calculos do calor especifico no modelo CECI.
Subtraindo (B.22) de (B.38), obtemos
1

[p2+(k2)”+t]

1
Isp, — /dd_mpdmk: 5 =1+ 5 Int+ O(er) (B.40)

em que €, =4+ 7 —d.

Para o célculo do calor especifico abaixo da temperatura critica, é suficiente fazer t — —2t

nas integrais (B.39) e (B.40).

B.3 INTEGRAIS ISOTROPICAS

Nesta tultima secao iremos obter algumas integrais utilizadas para calcular o calor
especifico no caso isotrépico do comportamento critico de Lifshitz e do modelo CECI.
As integrais isotrépicas sao desenvolvidas em uma s6 variavel de momento k definido no

dominio de um 1nico espago competitivo.

i) Consideremos a seguinte integral de interesse para a descrigdo da competigao

isotropica generalizada.

/d k((k2)n+t)2’ (B.41)

Usando diretamente (B.6), resolvemos a integral acima através da férmula:

/dmnk((k% Sy r<@)r<2 - %)t—(Q—%). (B.42)

n+t)2 "on" \2n 2n
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Através da expansao da fun¢ao gama expressa em (B.19), efetuamos a expansiao em

e, = d. —d=4n — m,, da integral em (B.42) por meio de

1 1 1
A"k =S, — (1 — —€, + O(€)) tmen/2n, (B.43)
( (k)" + t) € 2n

O fator 5,,, pode ser absorvido em uma redefinicao da constante de acoplamento a

cada loop realizado. Entao, expressamos a referida integral através de

1 1 €

d"mk——mm— = —{1——" 1+Int ] + O(ey). (B.44)
/ ((kQ)n+t)2 €n 277,( ) "

ii)Agora consideremos a seguinte integral com momento externo,

. 1
ISP”:/d k(k2)n[(k+K)2]”

Esta integral se encontra resolvida em [25] por uso dos parametros de Schwinger. Aqui

(B.45)

(K2)n=1

aproveitaremos para resolvé-la através do método dos parametros de Feynman. Para re-
solvé-la podemos fazer uso AOG, como fora aplicado nas integrais anisotrépicas da secao
anterior. Mas, temos também a oportunidade de calculé-la exatamente. Por qualquer
das duas maneiras, verificaremos que o polo em ¢, é removido na subtracao da solucao

de (B.45) com a (B.44).

ii.1) Para resolver a integral (B.45) através da AOG, consideremos a férmula de
Feynman expressa em (B.24). Escolhendo a = [(k+ K )*]" e b = (k*)" em (B.24),

escrevemos (B.45) por meio de

(K2)n=1

_ mn ' z 1
]SP”_/d k/o ‘ {[(k+K)2]"z+(k2)n(1—z)}2

= / e / dmk ! .
o () 4+ 2522 (k)72 + ()

(K2)n=1

onde aplicamos a AOG enunciada em (B.27).

Usando o resultado de (B.12) na integral (B.46), obtemos
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T = S r(gr(2-50) /01 de[ (1 — 2) (k2] (258)

—I(— B.
"2n 2n 2n (B.47)

(K2)n=1

Realizando a expansao em ¢, = 4n — m,, na equacao acima e usando a expansao da

fungao gama de (B.19), obtemos

Ispn = Smni (1 - ien + O(ei)) /1 dz]z(1 — z)]fG"/Zn. (B.48)
€n 2n 0

Absorvendo o fator S, na constante de acoplamento do loop realizado e efetuando a

integral elementar na varidvel z na (B.48), escrevemos
Ispn= (14 2) + Ofew) (B.19)

€n 2n
onde ¢, = 4n — m,. Essa integral é utilizada na descricao da competicao isotrépica
generalizada.

Obtemos a integral correspondente para o comportamento critico de Lifshitz, reali-

zando n=2 em Igp,, através de

1 1
Igpp—o = g<1 + ZEL) + O(er) (B.50)

onde, €, =8 —m. Em que, d = m.

ii.2) Agora, iremos resolver exatamente a integral Igp, apresentada em (B.45).

Se nos dois membros da férmula de Feynman, expressa em (B.24), operamos

(_1)a+,8 aa+,872

[(a) T(B) da=~T b7 (B51)
E possivel verificar
1 . F(Oz—l—ﬁ) 1 2% (1_2)5
@b ~ T(@)I(5) | o [0z + b(1 — 2) ]+ (B:52)

Efetuando o = 1 = 3, recuperamos (B.24).
Identificando a = (k + K)?>, b= K? e o« = n = /3, usamos a férmula de Feynmam

apresentada em (B.52) nos denominadores da integral (B.45) por meio de
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['(2n) ! 21— )t
] /0 dz[ (B.53)

Ispn = /dmnki .
L(n)L'(n k24 22k K + 2K2]

Realizando a translacdo k& — k — 2K em (B.53) e usando em seguida a identidade

(K2)n=1

(B.6), podemos escrever

(2 ! 1
Isp, = g n)/ dz[z(l—z)]”l/dm”k 5
I2(n) Jo [k2+22k-K+zK2]

r(2n) r<mn2/§>2 (rn<)2n — ma/2) / dz[=(1—2)] T 7 (K2 B

= Smn

(K2)n=1
(B.54)

Efetuando a expansao em €, = 4n — m,, em (B.54) e usando a expansao da fungao

gama expressa am (B.19), obtemos

Ispn = Sm, l;g?Z)) é [1 - %(¢(2n) - ¢(1)) + O(ei)} /o dz[z(l —2) ]nil*enm
— S, €i (142 (020) — 20() +0(1)) + O(E) ]

(B.55)

Na equagao (B.55) absorvemos o fator S,,, na constante de acoplamento a cada loop

realizado, e escrevemos Igp, através de

Isppn = 1 (1+D(n)e, ) + O(e). (B.56)

671
onde, D(n) = 1¢(2n) — ¢(n) + 24 (1). E também €, = 4n — m,,, (com m,, = d). Essa
integral é utilizada na descricao de competicao isotropica generalizada realizada pelo
modelo CECI para o cdlculo do calor especifico.
Obtemos a integral correspondente a competicao isotropica descrita pelo comporta-

mento critico de Lifshitz fazendo n = 2 em Igp,, através de

1 1
Ispp—2 = g (1 - E €L> + O(En)- (B-57)

Em que, ¢, =8 —d.
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iii) Combinando as integrais (B.49) e (B.56) com (B.44), obtemos

1 1
—+ —1Int+O(e,), através da AOG;
1 n  2n

1
% + D(N) + % Int + O(Gn), exato.

em que, €, = 4n — d.

Verificamos acima a subtracao dos pélos em ¢, nos dois processos de calculo. A
expressao de (B.58) serd exigida no cdlculo do calor especifico para o modelo de Lifshitz
isotropico generalizado do capitulo 5.

Combinando as integrais (B.50) e (B.57) com (B.44), obtemos as expressoes para o

calculo do calor especifico para o modelo de Lifshitz isotrépico do capitulo 4, por meio
de

1 1
5 + 1 Int+ O(ep), através da AOG;
1

]SPT3_/d kw = X (B59)
6 +7 Int + O(er), exato.

Em que, ¢, =8 —d.
Para o cédlculo do calor especifico abaixo da temperatura critica é suficiente fazer
t — —2t nas integrais de (B.58) e (B.59).
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