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Some twenty years ago | saw, or though | saw, a synchronal or
simultaneous flashing of fireflies. | could hardly believe ggsefor such a
thing to occur among insects is certainly contrary to alluvad laws.

—PHILIP LAURENT (Science, 1917)



Resumo

Por muitos anos, o estudo da sincronizacao se restringinsadadores autbnomos, com énfase
(devido aos trabalhos de Winfree e Kuramoto) nos osciladandormes acoplados. Recente-
mente, houve um interesse crescente nas oscilagfes giebelsmentos excitaveis acoplados.
Esses trabalhos em geral se dedicam a células cuja dinartecad é deterministica e apenas
0 acoplamento entre elementos € ruidoso. Estudamos aqigitmsale um periodo refratario
probabilistico no comportamento coletivo de elementostéxeis de tempo discreto (autb-
mato celular tipo SIRS). Usando analise de campo médio e agdes, mostramos que uma
fase sincronizada com oscilacdes coletivas estaveigerssmo com periodos refratarios nao-
deterministicos. Além disso, aumentando a intensidadeajf@amento obtemos uma transicéo
reentrante, onde a fase sincronizada perde estabilidadentregime intermediario, também
observamos biestabilidade (e consequentemente histergse uma fase sincronizada e uma
fase ativa porém incoerente (sem oscilacdes). O surgintast@scilacdes aparece nas equa-
¢bes de campo médio como uma bifurcacéo de Neimark-Saci@natureza (isto é, super- ou
subcritica) é determinada pelo primeiro coeficiente de lWypap e € relacionada com a conti-
nuidade da transicdo. Com isto, determinamos as fronteasasedioes oscilante e biestavel. A
previsdo de campo médio reproduz quantitativamente oftades obtidos nas simulac¢des do
grafo completo, e para o grafo aleatdrio prevé qualitatesie a estrutura geral do diagrama
de fases. Este ultimo pode ser encontrado nas simulacagéstta definicdo de um parametro
de ordemq, apropriado para capturar oscilagdes coletivas em elem@xcitaveis. Revisa-
mos brevemente outros parametros de ordem normalmentaddis e mostramos (através de
colapso de dados) qupsatisfaz as relacdes de escala de tamanho finito esperaatampP
expomos problemas em aberto que podem ser explorados e e&ivolos.

Palavras-chave: sincronizacao, elementos excitaveis, autbmato celudadnpetro de ordem
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Abstract

For many years, the works on synchronization have beenatestto autonomous oscillators,
emphasizing (due to the works of Winfree and Kuramoto) unifg coupled oscillators. Re-
cently, there has been an increased interest in globalatsmils of coupled excitable elements.
Here we study the effects of a probabilistic refractory @eiin the collective behavior of cou-
pled discrete-time excitable cells (SIRS-like cellularaméata). Using mean-field analysis and
simulations, we show that a synchronized phase with stailective oscillations exists even
with non-deterministic refractory periods. Moreover,thar increasing the coupling strength
leads to a reentrant transition, where the synchronizedeploges stability. In an intermediate
regime, we also observe bistability (and consequentlyengsts) between a synchronized phase
and an active but incoherent phase without oscillationse ditset of the oscillations appears
in the mean-field equations as a Neimark-Sacker bifurcatf@nature of which (i.e. super-
or subcritical) is determined by the first Lyapunov coeffitiand is related to the continuity of
the phase transition. This allows us to determine the berakthe oscillating and of the bis-
table regions. The mean-field prediction thus obtainedesggeiantitatively with simulations
of complete graphs and, for random graphs, qualitativeddiots the overall structure of the
phase diagram. The latter can be obtained from simulatigrgefining an order parametqr
suited for detecting collective oscillations of excitablements. We briefly review other com-
monly used order parameters and show (via data collapse)) thetisfies the expected finite
size scaling relations. Finally, we present some open problwhich could be explored in new
studies.

Keywords: synchronization, excitable units, cellular automatagoghrameter
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CapPiTuLo 1

Introducéao

A sincronizacao foi descoberta por Huygens em 1665 e degéle se mostrou um problema
desafiador. Com aplicacdes na fisica, quimica, biologia eos@&ncia (entre outras), foi ob-
jeto de estudo de muitos pesquisadores. Neste capitulmwesrae histéria da sincronizacao
em osciladores uniformes, com alguns de seus principaiglogdPor fim, falaremos do fené-
meno das oscilagdes coletivas em elementos excitaveis) samelhante a sincronizagéo, com
énfase nos trabalhos recentemente desenvolvidos paraaogcelulares.

1.1 Sincronizagao

No século 17, o relégio de péndulo desenvolvido por Christlﬂluygen@ aparecia como pos-
sivel solucdo para o problema da longittig®ois era muito mais preciso que 0s outros reldgios
da época. Um dia, deitado, adoentado, Huygens observavamante dois de seus reldgios
fixados a uma mesma viga de madeira. Notou um fendmeno cuaosoos tiquetagueavam
simultaneamente. Oscilavam com a mesma frequéncia, erebosentidos opostos. Tentou
perturbar um deles. Agora oscilavam distintamente, masgyetuy percebia que a cada pe-
riodo eles se aproximavam mais. Apos 30 minutos, estavaml@etiuetagueando ao mesmo
tempo. Era, em 1665, a primeira observacao do que mais tardechamado de sincronizacéo
(para uma reproducéo moderna do experimento; ver [Benradtf 2002]).

Muito comum no mundo natural, a sincronizacédo pode ser ¢ranem fendmenos tao
diversos quanto o piscar dos vaga-lunmies [Buck & Buck, 1976pMir& Strogatz, 1990],
células marca-passo cardiacas [Jalife, 1984; Mirollo &&itz, 1990], no ritmo circadiano
(relégio biolégico) [Enright, 1980], em osciladores cads [Rosenblum & Pikovsky, 2003]
e até mesmo no aplauso de plateias [Néda et al.,| 2000]. Evplmssnte um dos fendmenos
ndo-lineares mais antigos ja estudados [Rosenblum & Pikp26K3].

IFisico holandés, criador do relégio de péndulo, cujas itargdes a cinematica e dinAmica sdo descritas
em [Yoder, 1988].

°Havia a necessidade de se conhecer com preciséo as horaa dielade de referéncia, dentro de uma embar-
cacdo. Comparando com a hora solar, um navegador podegiasoloingitude do local em que estava [Huygens,
1669].



1.1 SINCRONIZACAO 2

1.1.1 Osciladores acoplados

Podemos ver os péndulos de Huygens como dois osciladonglados pelo movimento quase
imperceptivel [Bennett et al., 2002] da viga de madeira. Qoarsciladores sao (fracamente)
acoplados, pode haver um regime de travamento de fabage locking. Isto faz com que
oscilem na mesma frequéncia, mantendo constante uma cépate fasep entre eles. De
acordo com esta diferenca de fase, podemos classificataoiesto como: em fase (oscilam no
mesmo sentidop = 0), antifase (oscilam em sentidos opostps; 1) e fora de fase (mantém
uma separacao arbitrarig# 0, 11). Os diferentes tipos de sincronizagdo podem ser obsesvado
na figural1.ll. Alguns autores reservam o termo sincronizap&oas para as oscilacdes em
fase [Izhikevich, 2006].

em fase antifase fora-de-fase

S % &N N

Figura 1.1 Diferentes tipos de sincronizacao (para dois osciladores), da dsqueza a direita: em fase
(diferenca de fas@ = 0), antifase ¢ = ) e fora de fase¢ # 11,0). Obtido de([Izhikevich, 2006].

—_—

Os péndulos dos reldgios sdo osciladores autbnomos: scidezdes sao descritas pela
dindmica interna, ndo exigindo conducéo por forcas exsgiiRasenblum & Pikovsky, 2003].
Podemos descrever a dindmica destes osciladores atraypésickes variaveis. No caso dos
péndulos, por exemplo, temos que o angulo com a normal e eidatte angular séo as coor-
denadas necessarias para descrever o estado que o sistemecargea. Ao espaco de estados
formado por estas variaveis, damos 0 nome de espaco de fase.

A trajetdria descrita por um oscilador no espaco de fasaddevperiodicidade, serd fe-
chada. Isto pode ser melhor visto na figura 1.2. Também caleheamo ciclo-limite [Strogatz,
1997], esta curva fechada é atratora. Pequenas pertughei@enas podem modificar a am-
plitude do oscilador, mas logo decaem, levando o oscilagleptta ao ciclo-limite. Uma apro-
ximacdao é parametrizar a posicdo do oscilador ao longo desta com uma nova variavel
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(a)
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Figura 1.2 (a) Péndulo de Huygens forma um angal@wom a normal. (b) A evolucdo temporal faz
com que sua trajetéria no espaco de fas@| seja atraida para o ciclo-limite. (c) Série temporal mostra
a evolucao para diferentes condic¢des iniciais. Obtido de [Rosenblumaskiy, 2003].

representando a fase do oscilador, de tal forma que

dé

dp - @oo (1.1)

ondewy é a frequéncia natural das oscilacdes [Wilson, 1999; Rosen&lPikovsky, 2003].

As perturbacdes na fase podem ser vistas como translagdpsrags, néo interferindo na
dindmica interna do oscilador. Assim, ao contrario da aonbdi, que é estavel, perturbacées
na fase ndo decaem nem crescem ao longo do tempo. Isto pgusii@fluéncias externas
(acoplamentos fracos com outros osciladores ou condugidsrmngas externas, por exemplo)
modifiguem consideravelmente a fase do oscilador, pemoittuasincronizagddRosenblum
& Pikovsky, 2003].

Nesta aproximagéo, fornecendo um modelo simples, podeesz®dsiderar o formato das
oscilagbes (suas amplitudes e formas de onda) e nos ateasapdase. Por exemplo, dois
osciladores de fasdh e 6,, acoplados, podem ser descritos por

de
dtl = w1 +F1(6— 1), (1.2)
de

dt2 =w2+ R (61— 67), (1.3)

ondeF; (@) e (—g), considerando a diferenca de fage- 8, — 61, definem o tipo de acopla-
mento e precisam ser periddicas com perioddWilson, 1999]. Tipicamente, sdo escolhidas
na forma

F (@) =aser(gp+Db), (1.4)

ondea; representa a intensidade do acoplamentouen atraso na fasé [Cohen et al., 1982;
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Wilson, 1999]. Finalmente, a equacao que governa o movindmtim dos osciladores é

dé
d_tl — w1 +aysen@+bh). (1.5)

Nesta equacdo percebemos que a velocidade angular sdetlajpslo acoplamento, acele-
rando ou desacelerando o oscilador de acordo com a difedenfeae e o valor da intensidade
de acoplamente; [Wilson, 1999].

Este modelo encontra as mais diversas aplicagdes. E mogiadCohen et al. que o
movimento natatorio de lampreias pode ser explicado pa&plamento entre osciladores nos
segmentos de seu corpo. A interacao ocorre de forma a geeadifenenca de fase constante
entre os segmentos, produzindo ondas de ativagédo que causanwmento ritmico associado a
natacao [Cohen et al., 1982; Wilson, 1999]. Acredita-sdiexms animais estruturas especiais
chamadas CPG ¢éntral pattern generatofsou geradores de padrdo centrais), responsaveis
por gerar movimentos oscilatorios.

Estas estruturas especializadas evitam que o animal dedigqucdo a tarefas comuns e
ritmicas como caminhar, correr ou até mesmo digerir alioeenHa um certo consenso de
que o acoplamento entre osciladores é um dos ingredientdarfientais dos CPGs [Wilson,
1999], ja que seria a forma mais eficiente de gerar difergratdedes com poucos elementos.
Ao caminharmos, nossas pernas precisam oscilar em anifas® os péndulos de Huygens)
para que mantenhamos nosso equilibrio. Um CPG identificaddte estudado esta presente
no ganglio estomatogastrico de crustaceos, sendo resygbpedo controle da digestao [Bal
et al., 1988].

Além deste interesse mecanico, existe na neurociénciaseddeue a sincroniza¢ao (mais
especificamente, as oscilagdes coletivas de neurdnios) eeramos a seguir) pode explicar
fendbmenos como o “binding problem” (problema da ligacam) gele propriedades distintas de
um objeto, usualmente identificadas em areas diferenteérébro como forma e cor, podem
ser percebidas simultaneamente [Singer, 1999]. Mais texcemte, o foco foi direcionado para
processos de atencédo e consciéncia [Uhlhaas et alJ, 2009].

Podemos agora nos perguntar o que ocorre quando uma papaiag¢a grande de oscila-
dores é acoplada. O caso mais simples é considerar que cadal@sesta acoplado a todos
0S outros, um acoplamento global.
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1.1.2 Acoplamento global e 0 modelo de Kuramoto

Um dos primeiros estudos bem-sucedidos de sincronizagéavuatos osciladores foi reali-
zado por Winfree, em 1967, quando ainda era estudante varatade um modelo muito geral,
com acoplamento por pulso. Diferentemente do que foi viatsetdo anterior (chamado de
acoplamento por fase), o acoplamento por pulso ocorre guasidsciladores influenciam os
outros apenas apés um certo limiar ser ultrapassado [WirEB67; Mirollo & Strogatz, 1990].
Vaga-lumes apenas enxergam (e portanto influenciam) ureuia@s quando piscam, emitindo
luz (pulso) [Buck & Buck, 1976].

Os modelos com acoplamento por pulso, em geral, sdo maisidifie se tratar matemati-
camente pela ndo-lineariedade do pulso [Mirollo & Strogad®90]. Considerando simulacdes
e algumas aproximacgdes (como os osciladores serem at@ddama influéncia média, e es-
tarem fracamente acoplados), Winfree observou [Winfr@é/Lque havia a necessidade da
distribuicéo de frequéncias préprias dos osciladoress$egit para que os osciladores sincro-
nizassem. Também identificou a existéncia de uma intensitid@ima de acoplamento, abaixo
da qual a sincronizacdo ndo ocorreria: uma espécie de¢éande fase temporal, ao invés de
espacial [Strogatz, 2000]. Embora inspirador, 0 modelo d¥réé era complexo demais para
ser resolvido completamente. Isto incentivou os pesgareada buscarem outras formas de
atacar o problema da sincronizacéo.

Em 1975, um modelo proposto por Kuramoto considerou um otmjde osciladores de
fase, acoplados pelo seno de suas diferencas de fase [Korai84; Strogatz, 2000] (seme-
Ihante a eq(115)): .

%:wﬁr%glser(ej—e.), i=1---,N (1.6)
na esperanca de obter um modelo mais simples que aindayaeseos fendbmenos observados
por Winfree [Acebron et al., 2005]. Diferentemente da ed)(lagora considera-se todos os
osciladores com a mesma intensidade de acoplamantoK, Vi=1,... N.

Na figurd 1.8 podemos observar um conjunto de osciladoreglifenentes frequéncias,
representando o comportamento para o caso desacopladalffi@(a-c)], onde os osciladores
se afastam uns dos outros, e o caso acoplado [figura 1.3(d¢] s diferentes osciladores
se aproximam. Podemos supor que os osciladores estdo soloiaulo unitario no plano
complexo. Com esta ideia, Kuramoto propds o parametro derombenplexo [Kuramoto,
1984, Strogatz, 2000]:

w1 N g
rev=—735 € (1.7)
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Rehls

Figura 1.3 Conjunto de osciladores com frequéncias distintas comecam com fadsémgs em (a),
mas se separam devido as diferencas de velocidade (b,c). Por fimoplamaento que adiante os lentos
e retarde 0s mais rapidos pode aproxima-los (d). Obtidd de [Strogatz &Sia®93].

que pode ser visualizado como um centro de massa das fasesciladores, ondgt) mede a
coeréncia a)(t) representa a fase média dos osciladdres [Strogatz| 200@pd8s os oscila-
dores estiverem se movendo de forma incoerente). Se todos estiverem com a mesma fase
(sincronizados), ~ 1. Isto sera visto com mais detalhes na sécdo 2.3.

Kuramoto também percebeu que seu parametro de ordem pedetidilizado para sim-
plificar a eq. [(T.B). Multiplicando poe—'® os dois lados da equacdo (1.7) [Strogatz, 2000],
encontramos

S d(6i-8) (1.8)

% Ser(ej o GI) ) (19)

gue pode ser finalmente substituido naeql (1.6):

%:erKrser(w—G.).i:l,m,N (1.10)

Com este resultado, uma das aproximacdes de Winfree fdigasia: os osciladores séo na
realidade acoplados apenas com a fase mgdliaAlém disso, devido ao crescimento de
podemos observar que a intensidade de acoplankemsumentara quanto mais osciladores
estiverem proximos da fase média

Kuramoto, considerando uma distribuicao de frequéE(g(m), mostrou que haverd uma

3A distribuicdog(w) precisa ser simétricay(w) = g(—w). Essa restricio em geral pode ser satisfeita ao se
considerar um referencial que gire com a frequéncia médiistidbuicdo [Strogatz, 2000].
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intensidade minimi; = % [Kuramoto, 1984, Strogatz, 2000] abaixo da qual os oscikeslo
nao sincronizam, como também havia previsto Winfree. Pgrdicomportamento de para
K > K¢ é dado|[Kuramoto, 1984] por

r:,/l—%. (1.11)

Préximo a transigéo (no limité — KZ), temos
ri(K—KoY2. (K=K (1.12)

Séries temporais e 0 comportamento assintoticoade funcéo da intensidade de acoplamento
K encontram-se esquematizadas na figura 1.4.

t K, K

Figura 1.4 (a) Série temporal tipica do modelo de Kuramoto para diferentes valokes(dg Compor-
tamento assintotico dgt) em funcéo da intensidade de acoplaméfit@btido de|[Strogatz, 2000].

Uma analise mais detalhada do modelo de Kuramoto, com d&owsobre a estabilidade
de suas solucdes, a determinacadgeu mesmo aplicagcdes do modelo, pode ser encontrada
em [Strogatz, 2000; Acebron et al., 2005].

O modelo de Kuramoto solucionou em grande parte o problemastiiadoresacoplados,
justificando as simplificacdes do modelo de Winfree, alémxgdicar as observacées de uma
intensidade minima de acoplamento e a dependéncia com mémba. Entretanto, podemos
encontrar fendmenos semelhantes em elementos que naerdgpmrescilacdes autbnomas,
como oslementos excitaveis

1.2 Sincronizacdo em elementos excitaveis

A excitabilidade é uma propriedade comum na natureza, sarskyvada em neurbnios [Koch,
1999; Izhikevich, 2000], tecidos cardiacos [Kaplan etl&88], reacbes quimicas [Vanag et al.,



1.2 SINCRONIZACAO EM ELEMENTOS EXCITAVEIS 8

2000], entre outros. Em comum entre esses esta o fato deingossstados de repouso (qui-
escéncia), atividade (excitacdo ou disparo) e refratadieqrecuperacao), caracteristicas prin-
cipais de elementos excitaveis [Lindner et al., 2004].

Quando um elemento excitavel encontra-se em repouso, addeg um estimulo externo
pode fazé-lo ir para o estado excitado. Apos algum tempdasiaio sistema entra no estado
refratario onde néo responde mais a estimulos externosf@de forma reduzida). Passado
um certo tempo refratario, ha o retorno para o repouso.

dinamica excitavel ]
entrada saida

S

Figura 1.5 Esquematizacdo de um sistema excitavel. Impulsos (entradas, colunaudeda¥grovo-
cam no sistema (coluna do meio) diferentes tipos de resposta (saidas, daldireita). (a) Estimulo
abaixo do limiar (linha tracejada) ndo provoca resposta, havendosapeneetorno ao ponto fixo es-
tavel (ponto preto). (b) Caso o estimulo ultrapasse o limiar, o0 sistema cengagsar do ponto fixo
instavel (ponto cinza, separatriz) e responde com uma excursdpagoase fase (disparo). (c) Ampli-
tudes maiores ndo causam mudancas perceptiveis no formato do disp@bois(impulsos suficiente-
mente afastados provocam respostas separadas no sistema. (&) Quasdundo estimulo chega apés
um intervalo curto, € suprimido devido a refratariedade, podendo gerarresposta menor. Obtido
de [Lindner et al., 2004].

A visdo dinamica de um sistema excitavel esta representadmural1.5. Enquanto o
ponto fixo estavel (ponto preto) atrai o sistema para o estadepouso, um ponto fixo instavel
(ponto cinza) serve de limiar (separatriz) para a ocoreédeium disparospikg. Um impulso
pequeno (abaixo do limiar) faz com que o sistema se afastewlo fixo estavel, mas logo
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retorne [figura_ 1J5(a)]. Quando o estimulo é suficiente pasagr o ponto fixo instavel, o sis-
tema excursiona o espaco de fase, gerando o disparo [fid@{g]1 A amplitude do estimulo
em geral ndo importa: sendo suficiente para ultrapassariarlincurva do disparo é pouco
influenciada [figura_115(c)]. Dois estimulos suficientereeasifastados geram dois spikes [fi-
gural1.5(d)]. Quando os estimulos sdo muito proximos, orgkgndo provoca uma resposta
tdo intensa quanto o primeiro devido a refratariedade Fidub(e)] [Lindner et al., 2004].

Podemos ver que o estado de repouso é o Unico estavel na cindmsistema. Isto faz
com que o estimulo externo (um outro elemento excitavel,noa conducao externa) precise
ser mantido para que haja a continuacdo do disparo.

Nos ultimos anos houve um interesse crescente no estudsdés;des coletivas de ele-
mentos excitaveis, onde varios destes elementos dispardosj Revisitaremos agora alguns
dos principais modelos e resultados, com algumas obs@avag@erimentais ao final.

1.2.1 Modelo SIRS de tempo discreto

O modelo SIRS (suscetivel-infectado-recuperado-sustpivum dos mais simples para ele-
mentos excitaveis. Consiste de 3 estados discretos, rafaade a quiescéncia (“suscetivel”),
atividade (“infectado”) e refratariedade (“recuperadiindner et al., 2004].

Em sua versagrobabilistica considera-se que cada sitio suscetivel (S) possa se tornar
infectado (I) com probabilidadp, paracadavizinho infectado. Um sitio infectado, por sua
vez, pode passar ao estado recuperado (refratario) com napahilidade constantgs. Um
sitio recuperado estara suscetivel (em repouso) no pr@asso de tempo com probabilidade
py [Assis & Copelli, 2008]. De forma resumida, as probabilidade transi¢éo de um sitio séo
portanto

P(S—=1)=1—(1—p, )k (1.13)
Pl = R)=ps, (1.14)
P(R—S) =py, (1.15)

ondeki,¢ € a quantidade de sitios infectados em sua vizinI@anga

Podemos ver que quangy = 0 (células desacopladas), ndo havera novas infeccdes pois
P(S— 1) =0. Todos os sitios apds um certo tempo estardo no estaddigesc€omo um
elemento excitavel ndo sai espontaneamente do repousmabzque esta é uma faslesor-

40 modelo SIRS pode ser definido em diferentes topologias,ana@sjuacdes para um sitio permanecem as
mesmas. Assim, consideraremos (por enquanto) uma viziatgralquer.
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ventedo comportamento coletivo do sistema. Pode-se observaagoe de um certo valor
de probabilidade de transmissfg, o sistema apresentard uma faswa, onde uma fracao
nao-nula de sitios infectados permanece ativa indefinideeAssis & Copelli, 2008].

Embora a solucao coletiva do sistema apresente esta tiargi¢re uma fase absorvente e
uma fase ativa, ndo ha evidéncias de que este modelo agresemnégime oscilatério estavel.
Como veremos na secBo 112.3, aparentemente ndo € posséaehpanodelo de trés estados
deste tipo exibir oscilacbes coletivas estaveis.

Veremos agora alguns trabalhos que consideraram varidgdeedelo SIRS, onde a célula
passa um numero fixo de passos de tempo em um estado. Modsdedige sdo chamados de
SIRSdeterministicos

1.2.2 Modelo Kuperman-Abramson

Kuperman e Abramson estudaram os efeitos da topologia neosinacdo de elementos ex-
citaveis, e descrevemos aqui seu modelo [Kuperman & Abrapn#01]. Consideraram uma
rede mundo-pequenp [Watts & Strogatz, 1998], onde as casexidtre odN elementos for-
mam inicialmente uma cadeia unidimensional de alc&nheesdo religadas com probabilidade
p, como na figura 1]6.

Regular Mundo-pequeno Aleatoéria

=0 > =1
P Aumento da desordem > P

Figura 1.6 Rede mundo-pequenarfiall-world de alcancek = 2. Ao aumentar a probabilidade de
religac@op, aumenta-se a aleatoriedade interpolando entre uma rede regular e erml@atdria. Obtido
de [Watts & Strogatz, 1998].

O modelo utilizado se baseia no modelo SIRS de tempo disaretdempos fixos (também
chamado de Greenberg-Hastings [Greenberg & Hastings])195® €, cada célula pode estar
suscetivel (S), infectado (I) ou recuperado (R). Um elemsuasoetivel s6 se tornara infectado
caso algum de seus vizinhos Ihe transmita a infeccdo. Ap@assos de tempo, o0s sitios
infectados passam para o estado recuperado. Os recupestmiosem ao estado suscetivel
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apostR passos de tempo. Kuperman e Abramson consideram que a isaéerde infeccéo
ocorre proporcional a fracéo de vizinhos infectakigs/k (ondeki, € 0 nimero de vizinhos
infectados & o numero de vizinhos da célula).

Com excecdo da infeccao, a transicdo nos outros estadog aeoformadeterministica
Cada sitioj =1,...,N possuium estadis; =0,1,2,..., 11— 1,1, +1,..., T + Tr= Tp des-
crevendo a evolugéo temporal da doenca (suscesivel0; infectado: 0< s < 1y; recuperado:
Tj < §j < Tp).

Eles observaram que para valores suficientemente grangesidgem oscilagdes coletivas.
Na figurd 1.V (a), podemos observar o comportamento da foegéitios infectados ao longo do
tempo para diferentes valores gemostrando que paga= 0.9 o regime oscilante ja é estavel.
Para caracteriza-las, utilizam um parametro de ordemasimd da eq[(117):

F(t) = , (1.16)

N
2 e
=1

Zl=

onde € utilizada a fasg (t) = 2mn(sj — 1) /19. Além disso, decidem excluir os elementos com
sj = 0 da soma, considerando apenas a parte deterministicactius ci

Como no caso de Kuramoto (se¢do 1.1.2), o parametro de argepefueno quando o
sistema ndo esta sincronizado e cresce a medida que o sisgeior@a mais sincronizado. A
sincronizacgéo perfeita ocorreria ém:"1, mas logo todos os sitios voltariam ao repouso (estado
absorvente) ao mesmo tempo, e a atividade cessaria.

Utilizando o parametro de ordem, Kuperman e Abramson argtaneque a transicao para
o estado oscilatério ocorre epg = 0.4 [como pode ser observado na figura 1.7(b)], portanto
ja distante do regime de mundo-pequeno [Watts & Stroga@8;18ewman & Watts, 1999].
Isto indica que a correlacdo entre os sitios (alta no regienendndo-pequeno) prejudica a
sincronizagao.

Em um trabalho recente, Gade e Sirlha [Gade & Sinha | 200&Jutim o mesmo parametro
de ordem de Kuperman e Abramson e mostraram que ao seremtadogeas tempog e TR,
observa-se um decrescimento jgoem que ocorre a transicao para um estado coerente, como
pode ser visto na figufa1.8.

Este efeito emp. com o aumento dos tempos demonstra que apenas a topolog@a nao
suficiente para explicar o fendbmeno da sincronizagéo, eadaede tempo (ou seja, 0 numero
de estados no modelo) também precisa ser considerada.

SPara 0 modelo SIRS padréo, teriansps= 0,1,2. O namero de estados de um sitio pode ser diferente do
numero de estados epidémicos (S,I,R). Isto é, diferenteslas podem representar 0 mesmo comportamento
epidémico.
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Figura 1.7 (a) Fragéo de sitios infectados ao longo do tempo para diferentes vdéoretigacaop

(N = 10%. (b) Sincronizagéo do sistema em funcédo da religggamedido através do parametro de
ordem da eq[(1.16). Para as duas figukas; 3, 1; = 4, Tr = 9. Obtido de [Kuperman & Abramson,
2001]. No originalyé representado pela letra

&
oo

0.6

0.4

Parametro de ordem

02

Figura 1.8 Parametro de ordem da efl. (1.16) em funca@gmraN = 10*. (a) Tr = 144, 1) = 64
(to=208); (b)T1r=72,71 =32 (Tp = 104); (c)Tr =36, T} = 16 (T =52); (d) TR = 18, T) = 8 (Tg = 26);
(e)t1r=9, 171 =4 (10 = 13). Obtido de[[Gade & Sinha, 2005].
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1.2.3 Modelo Girvan et al.

Consideraremos agora um modelo similar ao de Kuperman-Amajmas que se propde a
estudar apenas a dependéncia da sincronizagdo com o nigrestados (periodo) do modelo.
Desta forma, emprega-se uma topologia mais favoravel agl@stnalitico (rede aleatoria),
conforme sera mostrado a seguir. Veremos com algum detadhdlse, pois sera util para
compreensao do que sera realizado na decéo 3.2.

O numero maior de estados, ou seja, 0 tempo do retorno dooestadperado (R) para
o estado suscetivel (S) no modelo SIRS foi justificado poraairt al. [Girvan et al., 2002]
através de um modelo simples de patdégeno, sujeito a mutagdesgo do tempo. Apos um
acumulo de mutacdes, o patdégeno seria suficientementetdid cepa original para nao ser
mais reconhecido pelo sistema imune. Isto promoveria uno estado suscetivel nos sitios
sujeitos ao novo agente infeccioso.

Para estudar o comportamento deste modelo de patégenan@iral. utilizam um modelo
SIRS de tempo discreto, semelhante ao visto na se¢ao ant@uando um do8! sitios sofre
infeccéo, fica por um passo de tempo no estado infectade & passos de tempo no estado
imune. Estara de volta no repouso ap@sassos.

Eles definenp;. 1 como a probabilidade de um dos sitios estar infectado nantett+ 1,

Pl =%% (1.17)

ondex; € a probabilidade do sitio ter sido exposto a uma infeccéastantd e s a probabili-
dade do sitio estar suscetivel (ou a fragdo de sitios immagglele mesmo instante. Supondo
gue a cada passo de tempo um Ngs sitios infectados possa infectar outesstios escolhidos
aleatoriamen@ temosN p .z infeccBes na rede. Uma vez escolhido o sitio, a infeccaa®cor
deterministicamente. A chance de que um elemeétseja alvo de nenhuma dessas infeccoes
é simplesmentél — 1/N)NPZ tornando a chance de exposi¢éo

1 Npz
e=1-(1-5) (1.18)

Considerando ainda que a dinadmica do modelo € completametdgerinistica (apds a
infeccdo), a fracdo de sitios imunes no instargera formada justamente por aqueles que ndo

6Também conhecido como desordannealedou recozida, ver secfo 4.2.
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foram infectados nos ultimas— 1 passos de tempo. Isto €,

-1
s=1-— Z Ptk - (1.19)
K=0

O que finalmente nos permite escrever

1 Npz -1
1o (12 1-5 px) . 1.20
P [ (1-3) ]( P k> (1.20)

podendo ser simplificado para

-1
—(1—e ) [1— My 1.21
py1=(1—e )( k;pt k> (1.21)

se considerarmos o limite termodinamido—> co.

Este conjunto de equacgdes fornece um mapa [Strogatz, 199@imensional do modelo.
Ao iterar este mapa, obtém-se uma ideia da dinamica do sist&tmaixo de um certo valor
de z, o sistema possui um ponto fixo estavel [figurd 1.9(a)] e nédeoara une levemente
maior, oscilacdes de baixa amplitude surgem [figurh 1.9@0)nz ainda maiores, a amplitude
¢ alta [figura_ 1.9(c)-(d)]. Esta amplitude maior se relagioom o minimo da curva, pois menos
elementos excitaveis estarao disponiveis para dispaf@omono passo de tempo caso muitos
tenham disparado. Parasuficientemente grande, as oscilagdes sofrem uma “extiiog@e
mica”, ou seja, assumem um valor menor qybl1Além disso, eles notam que n&o ocorrem
oscilagbes para < 2.

Os pontos fixop* = lim¢_, 1« p; [Strogatz, 1997] da ed. (1.21) séo dados por

p*=(1—e2P)(1—1p*). (1.22)

Ao substituirg: = p; — p* na eq. [(1.21) e linearizando em torno pie obtemos [Girvan
et al., 2002]
-1
Gr1= |z€ P (1—1p")+e2F — 1] G+ (€72 —1) > k- (1.23)
K=1

Considerando uma autossolucgéo do tipe- goA', encontramos um polindmio caracteris-
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Figura 1.9 Fracgédo de sitios infectados ao longo do tempo pateb e diferentes valores de (a) Em

Z= 2 o sistema relaxa para o ponto fixo estavel. (b) Para valores maiomdelacdes de baixa
amplitude surgem. (c) Em= 11, o sistema apresenta comportamento de periodo 15. (d) Para z = 13,
as oscilacdes apresentam maior amplitude e séo quasiperiddicas. Obf@lovda Et al., 2002].

tico cujas raizes sdo os autovalores do mapa:
AT+aAT 4 BAT 24+ . +BA+B =0, (1.24)

ondea =1-€ 2P (14 z—zrtp*)ef=1—-e 2P,
Quando todos os autovalores estéo dentro do circulo unitério no plano cergp(A;| < 1,
Vi), o ponto fixo do sistema é dito estavel [Strogatz, 1997].
A solucéo trivialp® = 0 faz com quex = ze 3 = 0. Assim, a equacgéo dos autovalores se

torna simplesmente
AT YA -2 =0. (1.25)

Como os primeirog — 1 autovalores sédo nulos, a solucdo de interesse é

A=z, (1.26)
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0 que mostra que o ponto fixo trivigh{ = 0, representando o estado absorvente) s6 é estavel
paraz < 1. Isto é razoavel. Para este valor, cada sitio infectadaratem média menos de um
vizinho. A tendéncia da epidemia seria, portanto, se exting

O ponto fixop* # 0 precisa ser obtido numericamente, mas pode igualmenteasado
pela analise de estabilidade linear. Girvan et al. mostraenede se torna estavel para 1,
junto com a perda de estabilidade do ponto fixo trivial. Aléasd, mostram que para> 3 e
z suficientemente grande, este ponto fixo ndo-nulo perde rentansua estabilidade. Isto pode
ser visto como uma bifurcacédo de Neimark-Sacker (para nedddhes, ver secdo B.3). Nesta
bifurcacado, o ponto fixo ndo-nulo troca de estabilidadesridp com que o sistema seja atraido
para um ciclo-limite estavel [Strogatz, 1997].

Os resultados sao resumidos na figurall.10, onde as curidassakdicam transi¢des obti-
das analiticamente. Paza> 1, a doenca persiste. Quande 3 ez é suficientemente grande, a
curva da bifurcacdo de Neimark-Sacker indica uma trangeé® um regime onde a epidemia
persiste com oscilagdes. Para valores muito maioreshdea ocorréncia da extingdo dinamica
como observado anteriormente para as séries temporalso{ssj

15 S a=aes ; - :
ono ON=10
N SS=RY ON=10"
Qe ON=10"
D<o =
WEIOC O ¢ Hopf 4
OO H g © S patogeno desaparece
k e 0 &  (extingdo dinamica) 1
O O <
5+t O O -
SRS | ) O o
(3 estados)| \ patogeno persiste com oscilagdes ]
ndo persiste patdgeno persis‘ﬁe sem oscilagoes
0 - J
0 10 20 30

V4

Figura 1.10 Diferentes fases no modelo de Girvan et al., onde curvas soélidas indEdmngeiras

obtidas da analise de estabilidade linear e simbolos obtidos numericamente. ga@xtinepidemia
ocorre quando o minimo da oscilagéo esté abaixo /@& 10btido de [[Girvan et al., 2002]. A linha
tracejada indica a localizacdo do modelo SIRS deterministico de trés estad@3.

Assim, Girvan et al. foram capazes de ndo apenas observacdacoes de elementos
estocasticos do tipo SIRS, como também obtiveram analigoggras curvas da transicédo para
o regime oscilatorio. Demonstraram a necessidade dex@ para a ocorréncia das oscilagbes
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e observaram o fendmeno da extincdo dinamica. EnquantosoodeaKuperman-Abramson

a desordem é congelada (isto €, escolhida uma vez e mantidagmwda simulagéo), nesse

modelo a desordemannealedu recozida, com os vizinhos escolhidos a cada passo de tempo
Perceba que com os resultados apresentados aqui, pode@odezo motivo do modelo

SIRS probabilistico ndo apresentar oscilagcfes coletivasni que todas as probabilidades do

modelo o tornassem deterministico (ijgs,= py = 1), ele teria apenas 3 estados. No modelo

de Girvan et al., isto equivale a consideratr 2, que nédo sincroniza [figufa 1]10].

1.2.4 Modelo Kinouchi-Copelli

Vimos o modelo de Kuperman-Abramson, onde a rede possuidkaaongelada e as infec-
¢Oes sao ruidosas (ou seja, possuem uma probabilidade @eoiecerem). Por outro lado,
o0 modelo de Girvan et al. considera uma rede com desoathe@aled sorteando a cada passo
de tempo os vizinhos, com infeccfes deterministicas: umgwe um sitio saudavel seja esco-
Ihido por um infectado, a transmissao ocorre. Em comum a aresid a presenca de regimes
oscilatorios estaveis.

Antes de iniciar a revisdo deste modelo, iremos transfgargéio epidémico utilizado até
agora para o jargao neurocientifico. Enquanto o modelo SIR8mjo diz que uma célula (ou
sitio) pode estar suscetivel-infectado-recuperadoesivet, dizemos que um neurbnio pode
estar em repouso-ativo-refratario-repouso. Um neurémioepouso pode sativadopor um
vizinho ativo. Os neurdnios ativos se tornam refratarios n@uronios refratarios retornam ao
repouso apos umperiodo refratario

Cada elemento excitavel= 1,...,N possui um estadg = 0,...,n— 1. Um sitio com
s = 0 esta em repouss;= 1 encontra-se ativado;2s < n—1 esta em seu periodo refratario.
Podemos notar que— 1 = 1 do modelo de Girvan et al.

O modelo de Kinouchi-Copell| [Kinouchi & Copelli, 2006] utita grafos aleatérios, dis-
tribuindoNK /2 ligag6es entre pares de sitios escolhidos aleatoriarfesrtsecéd 411). Cada
sitio possui em mediK vizinhos. Além disso, a probabilidade de que o estimuleifztde)
seja transmitido do sitio ativppara oi € dado porpjj, uma variavel aleatoria com distribui¢éo
uniforme entre 0 @max (esta sendo a principal diferenca entre este modelo e damente
proposto por [Haldeman & Beggs, 2005]). Sorteando-se uma eenjunto de probabilidades
pij € arealizagdo da rede, ambos sdo mantidos ao longo de unda daiaimulagéo (desordem
congelada).

Eles definem daxa de ramificagédo locatomo gj = Zin Pij, uma estimativa do nimero
médio de infec¢des geradas do sitiao préximo passo de tempgo [Kinouchi & Copelli, 2006].
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Figura 1.11 Caracterizac&o darede e dinamica dos sitios ativos. Simulacdeés edit sitios,K = 10

en =10 estados. (a) Distribuicdo de probabilidade para a taxa de ramificagde lconectividade (no
detalhe). (b) Densidade instantanea de sitios ativos (em trés rodaataswi§) para distintos valores de
0. (c,d) Densidade instantanea para todos os sitios (painel superist@realat para um conjunto de30
sitios escolhidos aleatoriamente (painel inferior). Observe o surgimemtscdacdes autossustentadas
em (d). Obtido de [Kinouchi & Copelli, 2006].

A distribuicéo das ramificacOes loce{oj) [mostrada na figura_1.11(a)] € gaussiana com
médiac = (oj). Esta taxa de ramificacdo médiaé utilizada como parametro de controle:
nas simulacdes, escolhe{ggax= 20/K como < K/2.

Parac < 1, qualquer atividade é rapidamente dissipada na redeupossitio gerara em
média menos de uma excitacdo. Quaodn 1, a atividade sobrevive indefinidamente, como
pode ser visto pela densidade de sitios atmasa figurd 1.11(b). Este comportamento indica
gue a taxa de ramificacam € similar ao numero meédio de vizinhos infectadate Girvan et
al (secad 1.2]3).

E acrescentada a possibilidade de os sitios em repouso a@vaaos por estimulos ex-
ternos (modelados por um processo de Poisson d@ taxer [Kinouchi & Copelli, 2006]).
Assim, considerando um estado inicial em repouso, um pesstdmulo externo € aplicado ao
sistema. Na figura_1.11(c), vemos que este pulso gera unidaakd/oscilante transiente, mas
uma vez cessado o estimulo, a atividade é dissipada.cPamapouco maior [figura 1.11(d)],

"Note que esta taxa ndo deve ser confundida com o parametrdete de Kuramoto, sec&o 1.11.2.
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0 sistema apresenta a mesma atividade oscilatoria com o. pDissta vez as oscilagdes séo
autossustentadas, persistindo ao término do pulso.

Note como o fenbmeno das oscilacdes globais é robusto: mesnsiderando desordem
congelada em todos os parametros de conexdo, este moaeRIRS ainda apresenta oscila-
cOes estaveis para algum> gpgc > 1!

1.2.5 Modelos de tempo continuo

O modelo SIRS em tempo continuo pode ser deterministico (eompds de transicdo fixos)
ou estocastico (taxas de transicao fixas). O primeiro cassupgomportamento semelhante
ao observado nos sistemas de tempo discreto mostradoscoas sateriores.

No segundo caso, um sitio em repouso (S) possui uma taxandegfa para o estado ativo
() proporcional a fragcao de vizinhos ativog/K (onden; € o niumero de sitios infectado¥Ke
€ 0 numero de vizinhos). Um sitio ativo (I) se torna refratéiri>R) com uma tax@®. Por fim,
um sitio refratario (R) retorna ao repouso (S) com uma ouka jtdJoo & Lebowitz, 2004;
Assis & Copelli, 2008]. Podemos ver as taxas de transicdinggcas como o inverso dos
tempos do caso deterministico (cf. selcdo 1.82},1/1 ey = 1/1r [Goncalves et al., 2009].
Ha fortes indicios de que esse modelo estocastico simptee m@apaz de exibir oscilacdes
globais [Rozhnova & Nunes, 2009b; Rozhnova & Nunes, 2009c; Rozh& Nunes, 2009a]
nem mesmo quando o acoplamento é fortemente ndo-lineas[&<3opelli, 2009].

Considerando uma distribuicdo de tempos de infeccdo (opeeagdo)R (1), podemos
ver o caso dos tempos fixos (isto é, quando o modelo é detstio@)icomo uma delta de
Dirac,R (1) = &(1 — 11), enquanto o modelo com taxas fixas (estocastico) seguiradistri-
buicdo exponencial de tempBg 1) [Gongalves et al., 2009]. Foi mostrado por Gongalves et
al. que seria possivel interpolar entre esses dois regpoegxemplo, para o tempo do estado
infectado) através de uma distribuicdo gamma

ara—lo—ar/T
PA(T) = a;,a(a—il)'/ - (1.27)

Esta distribuicdo apresenta valor médigara qualquer valor de (uma constante). Pode-se
interpolar esta distribuicdo entre uma exponen@ak (1) e uma deltag — «). Com isto,
mostra-se que para qualquer valorade 1 o sistema € capaz de sincronizar [Goncalves et al.,
2009] como no SIRS de tempo discreto, embora as contas e sieglaejam mais complexas.
Esta modificagdo faz com que o sistema, por agora dependigitexpente do tempo, seja
ndo-Markoviano. Esta dependéncia promove ameandria E curioso notar que a distribuic&o
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exponencial, a inica que ndo sincroniza, é justamente aaquagamesenta dependéncia explicita
d
do temp.

1.3 Observacgoes experimentais

Embora a observagédo de sincronizacdo seja comum na newiaecj@hlhaas et al., 2009],
nem sempre 0s elementos considerados sdo excitaveis. €érmsigraquiasmatico (SCHy-
prachiasmatic nucleygunciona como uma central reguladora do ritmo circadiaaglando
inclusive as outras células do corpo [Buhr et al., 2010]. Coetse que neurdnios deste nu-
cleo oscilam de forma autbnoma. Embora os periodos dos miearindividuais ndo sejam
muito bem definidos, havendo grande variabilidade de seaméncias ao longo do tempo,
0 acoplamento permite que mantenham bastante precisdoaefrequéncia média [Enright,
1980].

Sabe-se que uma mutagdo em camundongos prejudica o cicdalieino [Bunger et al.,
2000]. Percebeu-se recentemente que esta mutacao afetailagdes autbnomas dos neurd-
nios do SCN|[Ko et al., 2010], tornando-os apeassitaveis Foi identificado por [Ko et al.,
2010] que a presenca de ruido (devido a transcricao de pasteul outros fendémenos celula-
res) no acoplamento entre esses neurbnios (agora) exsigreeluz ritmos quasicircadianos,
ou seja, oscilagdes coletivas.

Um pouco antes, foram estudadas tanto a atividade espargénato estimulada em fatias
cerebrais submetidas a farmacos que in%(aﬁPS/DNQX) ou facilitar@ (PTX) a transmis-
séo do estimulo entre neurdnios [Shew et al., 2009]. Em ummparacdo com o modelo da
secad 1.214, pode-se dizer que o efeito das drogas dimimibe}iou aumenta (facilita) a pro-
babilidade de transmisséo.

Na figural1.1P(a), observamos o aparato experimentaladiizpara medir a atividade (e
estimular, no ponto amarelo) a fatia. A figlira 1.12(d) regmés a atividade na redeaéter
plot). As ordenadas representam o indice do eletrodo e seusatispalongo do tempo séo
indicados por simbolos (circulos). Na cultura com fagibia 0 grande, painel inferior), a
ocorréncia do primeiro estimulo promove um disparo caletivas a atividade logo cessa. Isto
indica se tratar de um sistema excitavel. Ao receber o segesidmulo, o sistema apresenta
um disparo ritmico, possivelmente um regime oscilatériopr@ximo estimulo promove o

8A distribuicio exponencial € dita sem-memoria e satisfamaldadeP(t >t +s|T > t) = P(1 > s) [Meyer,
1983].
9Através do bloqueio do Glutamato, um neurotransmissotadeio.
10BJoqueando a recepgéo de GABA, um neurotransmissor inibitd
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Figura 1.12 Medidas experimentais da atividade in-vitro. As diferentes drogas inid&s/DNQX)

e facilitam (PTX) as sinapses; “no drug” representa a ausénciamedas. (a) Aparato experimental
observado por microscopia 6ptica. (b) Diferenca de potencial no meacelular em funcdo do nimero
de spikes registrado. (c) Atividade espontanea da fatia. (d) Atividatimulada através de pulsos.
Observe a presenca de uma possivel biestabilidade na rede excitagxt@}e Obtido de [Shew et al.,
2009]. Modificado com setas para indicar os estimulos (abaixo) e degiacma regiao com oscilacdes
coletivas (circulo verde).
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desaparecimento das oscilagdes coletivas, ndo nos petn#aber se o sistema se encontra em
um estado ativo autossustentado ou simplesmente em unetreengara um estado absorvente.
Esta alternéancia de regimes indica uma possivel biestatigi.

1.4 Motivacao do problema a ser abordado

Os experimentos mostram como os modelos de elementosweisifarnecem conceitos
Uteis para o entendimento de fendbmenos, por exemplo, nagiéncia. Em particular, os mo-
delos de tempo discreto sdo interessantes por apreserdainmmiacao eficiente e abordagem
analitica simples em alguns casos. Diversos trabalhaésantim essa simplicidade para obter
resultados sobre a faixa dinamica (capacidade de disaifarentes intensidades de sinais)
de meios excitaveis sujeitos a um estimulo de Poisson [Gd&pElinouchi, 2005; Furtado &
Copelli, 2006; Kinouchi & Copelli, 2006], inclusive em topgias complexas |[Wu et al., 2007;
Copelli & Campos, 2007].

Neste capitulo vimos que o modelo SIRS probabilistico pued3(dstados) em tempo dis-
creto ndo sincroniza. Entretanto, quando modificado patanas tempos fixos nos diferentes
estados (SIRS deterministico), apresenta oscilacdesvesletm diferentes modelos (ver ta-

bela[1.1).
Observamos também que o SIRS de tempo continuo estocagiitotdgas constantes)

Tabela 1.1 Resumo dos modelos de elementos excitaveis apresentados.
Modelo Secéo Dinamiéa Acoplamento  Sincroniza?

Tempo discreto
SIRS (3estados) [1.2.1  probabilistica  probabilistico né&o
Kuperman-Abramson [1.2.2  deterministica  probabili§tico sim
Girvan et al. [1.213 deterministica probabilisico sim
Kinouchi-Copelli [T.Z# deterministica  probabilisico  sim
Tempo continuo
SIRS (3 estados) [ 1.2.5 estocastica estocastico nao
Gongalvesetal. [1.2.5 estocasfica  estocastico sim

aDinamica interna

bRede mundo-pequeno com desordem congelada.

CGrafo aleat6rio com desordem recozidarfealed comtransmisséo deterministica

dGrafo aleat6rio com desordem congelada, probabilidadésdsmisséo ndo s&o uniformes.

€Com memdria: dindmica ndo-Markoviana.
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nao apresenta evidéncias de oscilagdes globais estavessés do trabalho de Gongalves et
al. [Gongalves et al., 2009], observamos que a adi¢cao de urémita ndo-Markoviana (isto

€, dependente explicitamente do tempo) acrescenta meawsiatema, e apenas nestes casos
ocorre a sincronizagdo em tempo continuo.

Voltando ao tempo discreto, podemos considerar que os Btemexcitaveisleterministi-
cospossuem memorigerfeitasobre seus Ultimos passos de tempo. No SIRS probabilistico,
embora o tempo médio em que cada célula passa em um deteorastadel seja bem-definido,
a dinamica néo depende explicitamente do tempo: ndo possmioria Curiosamente, em
tempo discreto é justamente no modelo SIRS probabilistiemga hasincronizagao.

Até agora, todos os trabalhos onde se obtiveram oscilagfets/as em elementos de tempo
discreto apresentavam ruido apenas no acoplamento eiuse(gér secdels 1.2.2[e 1.P.4). O
trabalho de Gongalves et al. mostrou que podemos obtepsizagédo em elementos de tempo
continuo com dinamica interna ruidosa ao considerarmosstéagia de memoria. Seria pos-
sivel acrescentar ruido a dinamica interna e ainda obtédag8es coletivas em modelos de
tempo discreto? Podemos imaginar que ao acrescentar ggetéoministicos, aumentariamos
a quantidade de memodria que o sistema possui de seu passaudjnulo a sincronizagao.
Quao robusta a ruidos é a sincronizacéo de elementos esitéa tempo discreto? Espera-
Mos responder essas e outras perguntas com esse trabalho.

Esse trabalho encontra-se dividido da seguinte formaodaoiziremos no capituld 2 nosso
modelo com dindmica interna ruidosa; mostraremos residtdeste modelo em diferentes
topologias nos capitul@$ 3 & 4. Por fim, discutiremos no aleyfitos resultados e os problemas
a serem abordados em trabalhos futuros.



CAPiTULO 2

Modelo

Descreveremos nesse capitulo um modelo tipo SIRS de temp@tdiscom dindmica néo-

deterministica, diferentemente dos vistos na revisédoteeaiura do capitulo anterior. Apos
uma breve revisdo dos parametros de ordem existentesnadurgg definiremos um parametro
de ordem apropriado para o estudo das oscila¢des cole@gés modelo.

2.1 Autdmato celular excitavel

Um modelo minimo de elemento excitavel possui trés es@adepresentando repouso (es-
tado 0), ativacao (estado 1) e refratariedade (estado 2{lfier et al., 2004]. Como mostrado
por [Girvan et al., 2002], este modelo de autémato cicliderdenistico de trés estados nao
€ capaz de exibir oscilagfes coletivas autossustentadesBe possamos observar as oscila-
cOes, € necessario haver no minimo 2 estados refratariosfGat al., 2002]. Considerando um
numero arbitrario de estados, temos que cadajs#id, --,N possui um estadg) = 0,1, --,T.
Destesr + 1 estados, os ultimos— 1 sao refratarios, como pode ser visto na figura 2.1.

Be 11 1

NN
(o f3f2f]T]

R

Figura 2.1 Dinadmica de um sitiopihs € a probabilidade do sitio ser ativado+{01) pelos vizinhosp,
€ a probabilidade de transitar do estado refratario relativpdra o estado de repouso (0). Estado ativo
em vermelho. Todos os estados em cinza séo refratérios.

O modelo SIRS probabilistico em tempo discreto (por vezesnada de autémato de
Greenberg-Hastings [Greenberg & Hastings, 1978] profsticib) corresponde neste modelo a
fixarmosTt = 2 e as transig¢des intrinsecas+12 e 2— 0 ocorrerem com probabilidades cons-
tantes. Por sua vez, a transi¢cades0L ocorrerd com uma probabilidade que em geral cresce
linearmente com o numero de vizinhos infectados [Assis & Qio@O08] (para um exemplo

1Um protétipo é o modelo SIRS.

24
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de acoplamento néo-linear, veja [Assis & Copelli, 2009]). ¢és0 estudado por Girvan et
al., todas as transi¢@es intrinsecgis;> sj+ 1 mod(7 + 1),s; # 0, séo deterministicas. To-

dos os sitios sao atualizados (conforme suas regras de&cé@neo mesmo passo de tempo
(atualizacédo sincrona).

Conforme mostrado na sec@oll.2, o modelo SIRS probabilistiesrio em tempo dis-
creto) nao apresenta oscilacdes globais [Assis & Copell9REntretanto, nos sistemas com
dindmica intrinseca deterministica e tempo discreto [Kumpa & Abramson, 2001; Girvan
et al., 2002; Kinouchi & Copelli, 2006], ha um regime osci@aestavel. Propomos nesta dis-
sertacdo um caso intermediario onde todas as transic@gsetas sdo deterministicas com
excecao da ultimar(— 0), que ocorre com probabilidagg (conforme figura 2]1). Pretende-
mos assim estudar um modelo minimo com dinamica nao-detistina, embora com limite
deterministico bem definido. A escolha do tltimo estado cprababilistico é natural e possui
inspiracdo na neurociéncia: é conhecido que os canai®gmesponsaveis pela dinamica dos
neurdnios, sdo estocasticos [Koch, 1999; Carelli et al.5R00bgo, € plausivel que um dado
neurdnio possa ou nao disparar proximdiande seu periodo refratario (em outras palavras,
seu periodo refratario relativo) [Koch, 1999].

2.2 Acoplamento

Com as transic¢6es intrinsecas definidas na secao anteeicisgmos definir o processo de ati-
vagdo 0— 1. Assumimos que cada sitjoesta simetricamente conectadkjaizinhos. Cada
sitio ativo possui uma probabilidade/K de ativa@ um vizinho em repouso, ondeé um pa-
rametro de contrd%'epresentando a intensidade de acoplameKte-gk; ) é a conectividade
média. A fracao de sitios ativos

1 N
R(1) =g _2151,sj () (2.1)
i=

é utilizada para medir a atividade da rede no instantem o = 1, o modelo apresenta uma
transicdo de um estado absorvemél) = 0) para um estado ative}(1) > 0), mas sem oscila-
cOes coletivas autossustentadas [Kinouchi & Copelli, 2006 elementos deterministicos, o
sistema apresenta uma transi¢éo para um estado oscilamte-emy(py = 1) > 1 que persiste
mesmo para valores maioresdgGirvan et al., 2002; Kinouchi & Copelli, 2006].

2Em outras palavras, a probabilidade de que uma dada ligat@osétios (sinapse) funcione para transmitir a
excitacao./[Kinouchi & Copelli, 2006]

3Note queo corresponde & taxa de ramificagioapiching ratig do sistemal[Harris, 1963; Kinouchi & Co-
pelli, 2006], ou sejag = P(ativar) x K.
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Como motivacao para o estudo a ser desenvolvido no capitafir&entamos na figuraR.2
exemplos de séries temporais com um grafo completd ge5 x 10° sitios, py = 0.85 e di-
ferentes valores do acoplamerdgo Para elementos probabilisticos, observamos a transi¢céao
de um estado absorvente para um estado ativo ndo-oscilande-e1 [Figural2.2(a)-(b)] e a
segunda transi¢do para um estado ativo oscilante par@sat@iores de [FiguralZ.2(b)-(c)].
Enquanto no modelo deterministiqe,= 1, [Girvan et al., 2002]) o estado oscilante permanece
estavel indefinidamente ao intensificar o acoplamento, mefogrobabilistico esta segunda
transicdo @eentrantecom relacédo a intensidade de acoplamemta@omo pode ser visto ha
figural2.2(c)-(d).

06 T T T T
— 0=0.95 (&
<0.3¢ ]
o
) J— ' ' '
o ' ' ' o=12 (b)
<.0.3f ]
o
o o8 ' ' ' '
o | ' ' ' o=6 (0
0.3
o
0 1 1 ! !
0.6
£0.3
o
O ! ! ! !
0 50 100 150 200 250
t (passos)

Figura 2.2 Série temporal parp, = 0.85 e diferentes valores de em um grafo completo coiN =
5 x 1P sitios. De cima para baixo: (a) estado absorvente (n&o-ativo), (lnjoestizo sem oscilagdes,
(c) com oscilag¢des e (d) novamente ativo sem oscila¢g®é8) = 0.95, (1) = 0.05. 7 = 3.

A natureza desta transi¢do reentrante sera esclarecidapitolo[3. Para analisarmos o
sistema adequadamente, entretanto, precisaremos defirpardmetro de ordem apropriado
para a deteccao de oscilagdes coletivas em elementosvexsita
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2.3 Parametro de ordem

O parametro de ordem de Kuramoto é um dos mais utilizados ggaestudar sincroniza-
cao [Kuramoto, 1984; Strogatz, 2000] e corresponde a tommammeédia ao longo do tempo
da norma do vetor complexo

Z(t) iéeﬂ” , (2.2)

1
N
onde@; = 2msj /(1 + 1) € a fase do sitig. Perceba qu& corresponde ao centro de massa
das fases dos osciladores. Este parametro de ordem fumnuigtabem para osciladoresi-
formesacoplados, pois a simetria rotacional garante (na auséeaigcilacdes coletivas) que
0 parametro de ordem se anule no limite termodinamico. Nadig@B podemos observar o
comportamento d& para um sistema de osciladores uniformes, onde seu modsgoeccom

0 aumento de sincronizacao.

(@) (b) (c)

Sincronizacao

Figura 2.3 llustragdo do comportamento do veib(representado por um nimero no plano complexo)
para osciladores uniformes (circulos pretos) nos regimes (a) intedsam sincronizacao), (b) e (c)
sincronizados.

Considere agora o caso dos elementos excitaveis. No estsdivaiite ¢ = 0,Y]), que €
sempre solucdo da dindmica coletiva, teremos um vaidimopara o parametro de ordem de
Kuramoto. E facil perceber a razdo: todos os elementos gstdfeitamente sincronizados”
guando o sistema esta no estado absorvente. Logicameaté,isgd que desejamos detectar.
O problema persiste mesmo para a regido emaue 1 (ainda abaixo do surgimento das
oscilagBes coletivas), onde uma fracdo de sitios enceatfam média) ativa, enquanto a maior
parte do sistema estd em repouso. Neste caso, 0 sistemardgnas viés com seu centro de
massa deslocado em direcéo ao estado absorvente, cong@ssitan torno deste novo centro
de massa. Podemos visualizar isso na figura 2.4.

As oscilacdes coletivas, correspondendo a rotacd6&s dem sempre sao bem detectadas
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estado absorvente

periodo refratario
(relativo)

s 4

Tempo

Figura 2.4 llustragdo do comportamento do veib(representado por um nimero no plano complexo)
para elementos excitaveis (circulos pretos) em diferentes instantes de(8nep(d). A presenca de
um estado absorvente e um estado refratario probabilistico faz convetierd oscile em torno de um
novo centro de massa do sistema.

devido a esse vetor constante apontando para o estadoefitsoiversas possibilidades exis-
tem para remover esta influéncia do estado absorvente. Uratégg utilizada por [Kuperman

& Abramson, 2001; Gade & Sinha, 2005], por exemplo, consisteonsiderar apenas os sitios
coms;j # 0 na soma eni (2.2) antes do procedimento de media (ver[s€;ap Dutra estratégia

€ usar o desvio padréo (ao longo do tempolRde) para detectar as oscilacdes [Garcia-Ojalvo
et al., 2004]. Mas nenhuma das duas estratégias é facilmestetiedida para sistemas com fases
continuas ou namero arbitrario de fases preferidas.

Para se levar em conta sistemas de fase continua ou mesmoonaiigrario de esta-
dos absorventes, poderiamos utilizar o momento angudarXadY — Yo X, ondeZ = X +
iY [Kuramoto et al., 1992, Ohta & Sasa, 2008]. Em um autématolaelentretanto, isso
exigiria discretizar a derivada temporal, introduzind@smuméricos desnecessarios.

Como o vetoZ(t) oscila em torno de sua media), (causada pela existéncia de um estado
absorvente e um periodo refratério probabilistico), a aorepte oscilante dele pode ser obtida
por Zosc= Z(t) — (Z); [veja a figurd 2.4]. Medindo a média do modulo Zig. ao longo do
tempo,

G=(1Z— (2]}, (2.3)

obtemos um parametro de ordem que foi proposto por Shinoentaramoto para o estudo
de rotores ativos [Shinomoto & Kuramoto, 1986]. Computagioente, este parametro é ine-
ficiente pois precisamos guardar a série temporal inteiiaalges de iniciarmos as medidas.
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Assim, utilizando uma ideia similar (porém mais eficientenpatacionalmente), propomos o
parametro de ordem

a=1/{1Z— @20 = /(2P — 2, (2.4)

que pode ser visto como um desvio padréo generalizaddtdleDiferentemente dg, dbterq

€ barato computacionalmente pois as médias ao longo do @ggpa estdo separadas e podem
ser calculadas ao longo da simulacédo. Na skecdo 4.3 mostrsugraqg satisfaz as relacdes de
escala esperadas para um parametro de ordem proximo a unsigdrade fase.

Pode-se obter uma intuicdo sobre o comportamentn aleservando as diferentes séries
temporais da figuria 2.2 (pagihal 26). SBjao valor estacionario lim,e. (R(1));, um parame-
tro de ordem apropriado para medir a atividade na rede [Kimo& Copelli, 2006], isto &,
gue mede a densidade média de sitios ativos, independerieedehaver ou nao oscilacdes
crescentes. Nas figuras2.2(a) e (b), embora o sistema va @stado absorvent®;( = 0)
para um ponto fixo ativo estave?(# 0), ambas possueq= 0 pois nédo ha oscilagdes apos o
transiente. Na figufa d.2(c), temBs # 0 eq > 0 pois o0 regime oscilatdrio do sistema se torna
estavel apds aumentar. Finalmente, na figura_d.2(d), as oscilagdes séo instavgig, 0 e
q=0.

O parametro de ordenrealizara um importante papel nas analises a seguir.



CAPITULO 3

Grafo completo

Acredita-se que o grafo completo, onde cada sitio esté tam®a todos os outros, é a topo-
logia mais favoravel ao surgimento de oscilagdes coleauixsssustentac%sNesta topologia
nao existe correlacdo espacial entre seus elementos eseatédétampo médio € exata (permi-
tindo a comparacao entre simulacées e resultados ans)itiEorazoavel, portanto, ser nosso
ponto de partida. Além disso, como estamos interessadomspa influéncia da dinamica
probabilistica [py), fixaremosr = 3 a partir de agora, exceto onde se indicar o contrario.

3.1 Simulacbes

Implementamos grafos completdg & K = N — 1) com tamanhos variando dé= 10° até

N = 10° sitios. No grafo completo, como todas as células estdoadap)| o sistema s6 depende
do numero total de sitios em um estado. Devido a regra deaanepto da sec@o 2.2, a transicao
0 — 1 é governada apenas pelo numero thidt) de sitios ativosg = 1). Considerando que
uma célula em repouso pode ser ativada por cada um dessegaoabifidadec /N, temos
qgue a chance de né&o receber a excitagdmpohumdeles &1 — G/N)Nl(t), e portando a de
recebem@o menos uma

(0 1) =Rmr() =1 (1- 2™ 3.1)

0 que torna a simulacao simples mesmo para os grandes tasrd@mhede considerados aqui.
As condicdes iniciais devem ser escolhidas para evitarasdgs amplitudes observadas no
transiente, o que poderia levar o sistema ao seu estadovabsofGirvan et al., 2002]. Fora
isso, os efeitos observados séo robustos quanto a escatibadiedes iniciais e fixamos arbi-
trariamente(0) = 0.8, Py(1) = 0.2 ePy(s) = 0.0 (1 <s<1).

Para ilustrar a transicao reentrante observada na figufarid2 o estado oscilante desapa-
rece para valores maiores de acoplamento) mostramos nal8dl(a) o parametro de ordem

g em funcédo do acoplament. Comegando com uma intensidade de acoplameip para

LEm parte devido ao seu acoplamento global (“campo médio8)stema, similar ao observado na sécdoll.1.2.

30
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cada valor dev deixamos o sistema evoluir por um tentpghs apos o qual iniciaremos a me-
dicdo do parametro de ordegraté o instanté = tyhax Terminada a medidancrementamos

o valor dec em um valor constantdo e repetimos a simulacédo, com a condi¢ao inicial do
sistema sendo o estado final do valor de acoplamento ant&sigonstantes séo escolhidas tais
quedo /tmax<< 1. ApGs atingir um maximomay 0 procedimento é invertidodecrementamos

o pelo mesmo valodo até que se atinja uma intensidaggn.
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Figura 3.1 Ciclos de histerese para o grafo compldto= 10°, 2.5 x 10° e 1() parap, = 0.95, Q9,

0.8 e Q75. tmax= 1 x 10° passost{ans = 500) edo = 0.05. Média (simbolos) e erro padréo (barras)
calculados sobre 10 rodadas para o grafo completo. O resultado psapaode campo médio (a ser
apresentado na seddol3.2) é representado pelos circulos opacdstale temos uma ampliacédo da
regido interessante4 g < 10. Perceba que as flutua¢des no detalhe de (d) decrescem conmadme
tamanho de rede onde a aproximacao de campo médio (setdo 3.2) prévéo limite termodinamico
(ver também secdo 4.3).
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Como mostrado na figura 3.1, a reentrancia da transi¢éo palagdes coletivas é retratada
pelo comportamento ndo-monotonico gler). A partir de um determinado = o¢(py) 0
parametro de ordemse afasta do zero, retornando apenas em um wglgy,) onde a solugéo
oscilante ndo é mais estavel. Enquanto a primeira trandefase (para um regime oscilante) é
sempre continua, a segunda transi¢cao pode ser descomtiassinatura desta descontinuidade
€ a histerese observada no parametro de ordem: acirag(@e), o Unico atrator estavel do
sistema é um ponto fixo, possuinBi@l) # 0, portanto sem oscila¢des-£ 0).

Ao diminuirmoso, observamos que as oscilagdes em geral néo retornaas @m), mas
sim em um valomenoroz(py). Desta forma, existe uma regiéo de biestabilidade|o7, 03]
no espaco de parametros onde o regime de oscilacdes calgtivad) e o regime ativo inco-
erente = 0) coexistem. Como pode ser visto na figurd 3.1(a), para 0.95, existe uma
dependéncia da largura da regido de biestabilidade comantaorda rede. Sistemas menores
tendem a ser perturbados para longe da solugao oscilantiefoacdes maiores, fazendo com
gue a largura do ciclo de histerese diminua.

Ao se reduzirp,, a média e variancia dos periodos refratarios das célutagrstam, tor-
nando o sistema mais ruidoso e fazendo com que se torne cadaai® dificil de se obter
oscilacBes autossustentadas. Isto pode explicar o r@sulisto na figura 311(b), onde ha uma
diminuicao da regido com oscilagcoesx 0). A largura do ciclo de histerese também se reduz,
com oy e o5 diminuindo. Além dissogs (junto com a largura de histerese) se torna menos
sensivel ao tamanho do sistema, o que talvez possa seraekptiom a variancia do periodo
refratario se sobrepondo aos efeitos das flutuacdes nemsistde menor tamanho. Embora o
efeito seja sutilg; também aumenta lentamente ao decrepgeromo sera visto na figura 3.3.

Para valores ainda menorespjgveja figurd 3.11(c)], a regido de biestabilidade desaparece
embora ainda haja a transicéo de fase reentrante para unerdgioscilacdes coletivas. Final-
mente, pargy suficientemente pequeno, néo ha mais a transi¢céo para utho egtaronizado
[figural3.1(d)].

Na secao a seguir, mostraremos que estas transi¢coes paderevégtas quantitativamente
por uma analise de campo médio de baixa dimensionalidadec&apararmos com as simula-
¢Oes,o. e o foram definidos heuristicamente como os valores geom média enm rodadas)
em queq esta acima do limiagmin 0 1/+/N pela primeira vez para crescente e decrescente,
respectivamente. Por outro ladw; foi definido como o primeiro valor de crescente para o
gualg desce abaixo d@min.
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3.2 Campo médio

Aplicamos a aproximacao de campo médio (CM) usual [Marro &Bian, 1999] nas equacdes
gue governam o sistema. Seguimos 0s passos das refer@icias|et al., 2002; Furtado &
Copelli, 2006; Kinouchi & Copelli, 2006] onde cada sitio pagswizinhos e uma fraca@g (1)
deles encontra-se ativa no instant8e uma célula estad em repouso (com probabilidad@?),
nos temos que a probabilidade de ela ser excitada por ao mende seus vizinhos ativos é

K
Pnt(t) =1— (1— %(1» : (3.2)

A dindmica do sistema pode ser descrita pelo conjunto fectiaegquacdes:

R+1(0) = pyR(1)+ (1-PRni(t)) R(O) (3.3)
R+1(1) = Rnr(HR(0) (3.4)
Ri1(s) = R(s—1) (2<s<1-1) (3.5)
Rii(1) = R(T-1)+(1-pyR(1), (3.6)

ondeR (k) é a densidade de sitios no estadsimilar a eq.[(2.11)) e a condi¢&o de normalizagao
R(O)=1- S R(9) (3.7)

torna [3.B8) redundante e reduz o sistema a um magienensional/[Furtado & Copelli, 2006].
Assim, aumentar a duracao do periodo refratario significeaumento na complexidade da
analise de campo médio. Note que o ultimo estado probadiliséo permite a obtencao direta
do polinémio caracteristico como feito em [Girvan et al.02)(ver se¢édd 1.2.3), exigindo o
calculo explicito de um determinante ap0s linearizar @gist (veja abaixo).

Para o grafo completo, temos gkie= N — 1 e o campo medio é exato. No limite termodi-
namico, [3.2) é dada por

lim B =1-e 71, (3.8)

que ao ser substituida junto com a €q.1(3.7) nalegd. (3.4) nos da

Ri1(1) = (1-e °RW) [1— iH(S)] : (3.9)

Em outras palavras, na andlise de campo médio o sistema detamente descrito por



3.3 ANALISE DE ESTABILIDADE LINEAR 34

—

R = (R(1),R(2),...,R(1))", com sua evolucio temporal descrita Bian = F (R). Note que
F, é a Ginica componente nao-linearkigconforme [3.9)].

Da (3.5) temos que o ponto fixo para qualquet < 1 — 1 é simplesmentE; = P.(s) =
Po(s—1) =--- =P}, cuja substituicdo enh (3.6) nos forndge= Py /p,. Finalmente, em seu
estado estacionarit { «), a eq.[(3.D) se torna

Pf = (1—e M) {1— (r—1+ i) Pf] , (3.10)
Py
que pode ser resolvida numericamente. Expandindo em t@® & O (note queP; =0 €
sempre solucgéo), facilmente se obtém a transigéo de unoesadrvente para um ativo (n&o-
oscilante) enu = 1 [Kinouchi & Copelli, 2006]. As oscilagbes coletivas apamcquando o
estado ativo se torna instavel para um valoode o, > 1.

3.3 Analise de estabilidade linear

Considerando uma pequena pertubagés) tal queR (s) = Pi + nt(s), podemos escrever a
dindmica linearizada conm 1 = Ar}; ondeA;; = dF /0R(j)|s. € a matriz jacobiana calculada
no ponto fixo:

g(o.Py) (e9Fi—1) ... (e%Pi-1) (e P —1)
1 0 0 0
A: ° ' 0 0 , (3.11)
0 0 1 1-p,)
com
9(o,P}) =e P —14+0e %Pi[1— (1-1+1/p,)P] . (3.12)

Os autovaloreqyj}i_; de A determinam quand&* ¢ estavel (mayXy;j| < 1) ou instavel
(max; |uj| > 1) (para reduzir a notagéo da analise a seguir, utilizargmaspy, ondek =
argmax|y;|). Esperamos identificar a transicdo de fase como uma biféieccede Neimark-
Sacker nas equacdes de campo médio.
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3.3.1 Bifurcacdo de Neimark-Sacker

A bifurcacao de Neimark-Sacker (NS) € o analogo em tempoetise bifurcacdo de Andronov-
Hopf (AH) para o tempo continud [Kuznetsov, 1998]. Destarfaypara um dadpy, teremos

\u| =1 com Im() # 0 emo = oNS (ou seja,u = €%). A relagéo entreo™S e os valores
criticos da simulagaodg, oy e 05) sera esclarecida mais adiante. Assim como a bifurcagéo
AH, a bifurcacdo NS possui duas variantes. No caso supeostiima curva invariante fechada
(CIF — 0 analogo em tempo discreto de um ciclo-limite) surgeséi¥e cresce continuamente

a partir da amplitude zero. No caso subcritico, uma CIF ie$gwge antes de™NSe engloba

o ponto fixoP* em oNS, normalmente fazendo com que o sistema seja atraido por ufa Cl
estavel preexistente. Como o parametro de orgenesce proporcionalmente a amplitude das
oscilagbes (que grosseiramente falando, é da ordejim g uma bifurcagdo NS supercritica
(subcritica) nas equac¢des de campo médio sugere uma &adsidase continua (descontinua)
no sistema (um exemplo pode ser visto ém [Assis & Copelli, POOStravés dos extremos
(méximo e minimo) da série temporal 1), podemos representar as trajetorias estaveis
(ponto fixo e CIF) para cada. A curva de bifurcagéo resultante encontra-se esquerdatiza
na figurd 3.D.

07F MapaCM, py:O.9

c o 09
r~ 0 o

o
w

max/min P(1)

o
N

o
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Figura 3.2 Curva de bifurcagéo do mapa de campo médio jpara 0.9. A curva vermelha indica os
extremos das oscilagfes B¢l). Linhas tracejadas indicam os pontos criticos definidos na Eedéo 3.1.
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O primeiro coeficiente de Lyapundy [Kuznetsov, 1998] indica se a bifurcacdo NS é su-
percritica [; < 0) ou subcritical¢ > 0). Seu calculo é direto, embora trabalhoso, e encontra-se
resumido no apéndice A, com resultados para grafos comsmedteatorios. Finalmente temos
as ferramentas necessarias para desvendarmos o diagréesasie

3.4 Diagrama de fases

Simulamos grafos completos co= 10° elementos excitaveis e empregamos o protocolo
descrito na sec¢do 3.1 comax = 10° passos para detectarmos os limites de estabilidade das
fases ativas ndo-oscilante e oscilante, através do ciclistierese. Testando valores maiores
detmnax NA0 observamos mudancgas significativas nos resultadtes diagrama de fases é re-
presentado pelos simbolos na figurd 3.3 (as linhas cinzadmais mostram os valores g¢
utilizados na figura_3l1). Obtivemos a curva da Neimark-8aphkra as equacdes de campo

1

ativa sem osc.

D? - i
oy = 7.9837
(£/-\
o8t N\~ S :
0.7¢ 10 20 o 30 40 50

Figura 3.3 Diagrama de fases para o grafo completo (triangulos)eatl® (média sobre 50 rodadas,
tmax= 10° etyrans = 5 x 10°). A linha sélida vermelha (azul) é a bifurcacio Neimark-Sacker stifieecr
(subcritica) prevista pela analise de estabilidade local. A linha preta marca o dienéstabilidade
(transicao descontinua) da fase oscilante (conforme previsto por caétpo). Note que as linhas preta
e azul se aproximam antes de se uniremagmNo detalhe: primeiro coeficiente de Lyapureio) ao
longo da curva critica.
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médio através da funcéo de t&ml\lS(O'; Py) = Mmen(1— HUnlm), que troca de sinal na bi-
furcacdo. |[[Kuznetsov, 1998]. Como o coeficiente de Lyapupaletermina se a bifurcacao

€ super- ou subcritica, seu valor ao longo da curva de biféicc@ode ser visto no detalhe
da figurd 3.B (trocando de sinal emq). As linhas soélidas na figufa 3.3 mostram as curvas das
bifurcacBes supercritica (vermelho) e subcritica (azutlesbys(a™N®) = 0.

Comparando os simbolos com as linhas sélidas da figura 3. &\walnsos que a andlise de
estabilidade linear foi capaz de prever a transpgia a fase ativa oscilante. Ou seja, obtivemos
corretamente as curvag(py) e oy(py) onde o estado ativo ndo-oscilante perde estabilidade.

Entretanto, a transi¢&o eaf(p,) ndo pode ser prevista pela anélise local. Neste caso, € a
propria CIF estavel que perde sua estabilidade (enquantpardo fixoP* permanece intacta).
Isto sugere a existéncia de uma bifurcacéo global, a qua peddetectada numericamente
nas equacdes de campo médio pela iteracdo do mapa definidQsg8.5),[(316) € (3.9). Para
permitir a comparacédo do mapadimensional com o sistema simulado, reescrevemos o vetor
complexoZ, utilizando as eqs| (2.2) E(3.7), como

T
Z(t) =1+ Y R(9(€*-1), (3.13)
s=1

onde@ = 2ms/(1+1). Desta forma, podemos calculgrpara o mapa de campo médio e
sujeita-lo ao mesmo procedimento de andlise utilizado gelienitar a regido de coexisténcia
nas simulagdes. A linha preta da figlra 3.3 mostra a co§yp,) obtida através da iteracéo do
mapa, mostrando boa concordéancia com as simulacdes (sisihbol

Observe que na parte inferior da regido oscilapte 0.8) o parametro de ordem detecta
oscilacfes presentes na simulacdo que ndo séo previstaanadise de campo médio. Este
fendbmeno pode ser explicado pela ocorrénciasiglacdes estocasticasomo recentemente
explicado por Risau-Gusman e Abramspn [Risau-Gusman & Alman#)07]: o ponto fixo
na regido discrepante € de fastavel mas seus autovalores possuem uma parte imaginaria
nao-nula. Quando flutuagdes inevitaveis jogam o sistenslpage do ponto fixo, este retorna
em trajetérias semelhantes a espirais, tornando o valoy ro-nulo mesmo para sistemas
muito grandes|[Risau-Gusman & Abramson, 2007; Assis & Cqp20D9]. Podemos ver
na figurad 3.4 séries temporais para diferentes tamanhostdensN, na regido onde o campo
meédio néo prevé oscilacdes. Observe que as oscilacbeaggtas possuemaior amplitude
guantomenoro tamanho do sistema.

Parap, = 1, recuperamos uma variante com desordem congelada doondelébirvan

2Funcdes especiais que trocam de sinal na ocorréncia dadifis, permitindo a aplicacdo de métodos numé-
ricos para se obter o ponto criticb. [Kuznetsov, 1998]
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Figura 3.4 Séries temporais do grafo completo para diferentes tamanhos de sidtemacg, 10*
e 1) em uma regido onde o campo médio n&o prevé oscilagbes &, p, = 0.77). Note que as
flutuacOes (oscilacdes) sdo maiores para tamanhos menores do sistema.

et al. [Girvan et al., 2002]. Neste regime onde as transiglieimsecas sao deterministicas,
aumentar o acoplamento apenas reforca as oscilagoesasket ponto fix®; nunca recupera

sua estabilidade (isto &y — «). Isto sugere que mesmo pequenos ruidos na dinamica interna
de elementos excitaveis provocam comportamentos quaitante diferentes no regime de
acoplamento forte.

3.5 Periodos refratarios maiores

Como estamos considerando apenas3, um breve comentério sobre o efeito do aumento de
periodo refratario se faz necessario. Como pode ser vistoosoritlos de histerese obtidos
pela solucao de campo médio na figurd 3.5, o incrementofdeilita a ocorréncia da sincro-
nizacao, causando a diminuicdo de Este resultado é semelhante ao obtido por Girvan et
al. [Girvan et al., 2002], onde o aumento no nimero de estaelosite 0 surgimento de um
regime oscilatério para valores menores da intensidadeajgamento (ver figura 1.10).
Perceba que ha sincronizacdo mesmo em regifesmoadendo apresenta oscilagdes glo-
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Figura 3.5 Ciclos de histerese da solucdo de campo médio para diferentes periedhss e 6 com
py = 0.5. Note que a sincronizagao é facilitada pelo aumente.d®utros parametrostmax= 10%,
ttranS: 7 X 103 950' — 01

bais (ver figura 313), pois neste cgsp= 0.5 [figural3.5]. Uma explicacéo para este efeito pode
estar na memoria: um maior niumero de estados determirsiséiz@om que o sistema seja ro-
busto a um ruido maiom, menor). Em outras palavras, uma menor variancia no perateb t
(pelo maior nimero de estados deterministicos), correlparuma menor variabilidade nos
periodos dos elementos excitaveis, facilitando a ocoié@te sincronizagéo [Winfree, 1967].
Para umpy, fixo, aumentar também promove um crescimento da regido de biestabilidade.

Para valores maiores de(com p, ~ 1), o procedimento de histerese € prejudicado pela
facilidade com que o sistema € levado ao estado absorvessie.otorre devido ao aumento
das amplitudes de oscilacéo [Girvan et al., 2002], fazedo gue as flutuacdes joguem mais
facilmente o sistema em seu estado de repase(, Vi). Isto é semelhante ao observado para
a regido com extincdo dinamica no modelo de Girvan et al.pqoode ser visto no quadrante
superior direito da figura_1.10. Estudos mais detalhadogmogjudar a compreender esse
comportamento com o incremento de



CaPiTULO 4

Grafo aleatorio

Para entender os efeitos da topologia na sincronizacaegaremos com 0 modelo mais sim-
ples (mas néo trivial): o grafo aleatorio. Através da descride campo médio e simulagdes,
estudaremos os casos com desordem congetpotanchedl e recozida gnnealed. Por fim,
mostraremos através de colapso de dados que o parametrdede @psatisfaz relacdes de
escala usualmente associadas a parametros de ordem p@iraosicoes de fase.

4.1 Simulagdes e campo medio

Utilizamos um grafo aleatério similar a uma rede aleatéaeEdds-Rényi [Erds & Rényi,
1960] ondeNK/2 ligagOes conectam pares de sitios escolhidos aleatoriarfténouchi &
Copelli, 2006] e permanecem fixas (“congeladas”) por todalada de simulacao (e para cada
rodada, uma nova realizacéo da rede é criada). A maior dfangara o grafo completo (GC) é
gue o grafo aleatorio (GA) apresenta uma limitagdo suppa@ a intensidade de acoplamento:
o < K [veja (3.2)]. No entanto, o calculo da aproximacdo de campdimpode ser feito
de forma semelhante ao do grafo completo, considerandobalpicmlade de transmisséo da
eq. [3.2) ao invés deé (3.8). Assim, aplicamos ao grafo alieat® mesmos procedimentos
para analisar a estabilidade das solucdes, a naturezaudeelg@io NS e as fronteiras das fases
oscilante e ndo-oscilante (como descrito no capitulo 3).

Como o grafo aleatério conecta pares de forma descorrebmtiom possui distancia média
entre sitios pequena, se esperaria uma boa aproximacasaesuttados de campo médio. De
fato, na transicao da fase absorvente para a ativa end, ha uma concordancia excepcional
entre as simulacdes e a analise numérica [Kinouchi & Copad06]. Na figurd 4]1(a)-(b)
vemos que a aproximacgao de campo medio funciona para estitmamsicagara uma fase
sincronizada quando os valoreskisao grandes. Entretanto, note que as simulagdes discordam
da previsdo de campo medio no canto direito da regido deabiedade (onde a CIF deixa de
ser estavel), se afastando ainda mais quahéaiminuido. Como mostrado na figural4.1(c),
para valores ainda menoresk& biestabilidade nas simula¢c6es ndo € nem mesmo detectada,
além de apresentar uma regido oscilante no espaco de pardmeztuzida (em comparacéo

40
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Figura 4.1 Diagrama de fases para grafos aleatérios (congelados) cokh£a300, (b)K = 150 e
(c) K = 30. Alinha sélida vermelha (azul) é a bifurcacdo de Neimark-Sackeraifiea (subcritica)
prevista pela andlise local. A linha preta marca o limite de estabilidade (transigséondinua) da fase
oscilante (conforme previsto por campo médio). Simbolos sédo obtidos attav@sulacdo (média
sobre 5 rodadas) COMfhax= 3 X 10, tyans = 2 x 10° e N = 10°. Erros padrdo sdo menores que 0
tamanho do simbolo. A linha tracejada roxa é um guia para os olhos e marca o éneistathilidade
das simulacoes.

com a previsao de campo médio).

4.2 Grafos aleatoriosannealed

Poderiam as correlagces (assumidas como inexistentesmamapcao de campo médio) serem
as responsaveis pelos efeitos observados na figura 4.1 2Raraer o papel das correlacbes
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associadas a existéncia de uma rede congelada, estudaraogmuante “recozida” (ou, no
jargdo em inglésannealed onde oK vizinhos de cada sitio séo escolhidos aleatoriamente a
cada passo de tempo [Girvan et al., 2002; Sinha et al.,| 2003]resultados sdo mostrados
na figurd 4.2, onde exibimos apenas valores menor&s disto que o caso recozido apresenta
resultados indistinguiveis do congelado para valores nesiteK .

: N = 1.0x10°
- (recozida)
S
L ra B
T 2
Ao
K=30 (a)
0.7 ‘
1 1 2
K| < %
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1
e %& N
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e
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Figura 4.2 Diagrama de fases para grafos aleatérios (congelados) coh=30, (b)K = 20 e (c)

K = 10. A linha sélida vermelha (azul) € a bifurcacdo de Neimark-Sackersifpea (subcritica)
prevista pela analise local. A linha preta marca o limite de estabilidade (transiséondinua) da fase
oscilante. Simbolos s&o obtidos através da simulagio (média sobre 5 jotatdgay = 3 x 103,

tirans = 2 x 10° e N = 10°. Erros padrédo sdo menores que o tamanho do simbolo. As areas pintadas de
cinza indicam a regiéo proibida onde> K. No detalhe:or para diferentes valores #& mostrando a
existéncia de urK. = o7 (K¢) = 7.80741) abaixo do qual ndo h4 mais a regido de coexisténcia.

Para redes com valores Hepequenos, trés coisas se tornam notaveis. Primeiro, arconco
dancia com os resultados de campo médio € recuperada (cegiexda regido onde ocorrem
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as oscilacbes estocasticas, como nos casos anterioreg)cdsfirma a ideia de que as cor-
relacdes associadas a rede congelada prejudicam o apanézidas oscilagdes coletivas, o
gue nao é surpreendente, considerando a dificuldade enabeleser oscilacdes coletivas de
elementos excitaveis em redes hipercubicas [Kuperman &mbon, 2001; Assis & Copelli,
2009].

Segundo, a restricdo < K empobrece consideravelmente o repertorio de fendémenos ob-
servaveis para valores menoreskdfote as regides cinza na figlral4.2(b) e (c)]. Perceba que
a regiao de coexisténcia encolhe ao diminuirido®e fato, comagr varia muito lentamente
comK [veja o detalhe da figufa 4.2(c)], h4 um valor minimokdgsatisfazendd; = o7 (K¢)]
abaixo do qual o sistema ndo apresenta mais biestabilidadse{a, ndo ha mudanca no sinal
delq). Estimamos numericamenig = 7.80741).

Por ultimo, note que a fase oscilante se estende para val@msres dg, aodiminuirmos
K. Este resultado é contra-intuitivo: em geral, quanto midiomais facil ocorreria a sincro-
nizacao, pois no limit& — N estariamos mais proximos de um grafo completo. O resultado
obtido pelo campo médio significa que, para are py fixos, poderiamos obter uma transi¢éo
para uma fase ativa oscilante apedasinuindo K Entretanto, isto parece ser uma particu-
laridade do grafo aleatdrio recozido (capturado também geinpo médio). Observamos que
na figurd 4.1l o comportamento oposto (e esperado) ocorrepgrafos aleatorios congelados.
Resta estudar se o refinamento da aproximacao (por exempla;aroelagéo entre primeiros-
vizinhos [Furtado & Copelli, 2006; Rozhnova & Nunes, 2009&})a& capaz de reproduzir os
resultados da simulacéo do grafo aleatorio congelado.

4.3 Teoria de escala de tamanho finito

Os diagramas de fases exibidos anteriormente utilizanatigsd parametro de ordeqmNa fi-
gurd 4.8, vemos que o0 seu comportamento proximgécada vez mais abrupto com o aumento
do tamanhd\N do sistema. Para confirmar qg@ossui as propriedades basicas de um parame-
tro de ordem “bem comportado”, mostramos que na bifurcag@ewpercritica (uma transicéo
de fase de segunda ordem, continua) ele satisfaz as retdg@ssala que seriam esperadas da
teoria de escala de tamanho finito (TETF).

DefinindoA = 0 — ¢, a TETF prediz

qOL B/ (ALl/ VL) (4.1)

para uma rede regular com tamanho lineMarro & Dickman, 1999] e dimensaa, onde os
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Figura 4.3 Parametro de ordem para diferentes tamanhos deNdgg = 0.9, K = 150; g; = 5.16).
Média sobre 15 rodadas, com erros padrdao menores que o tamanhuobidos Outros parametros
foramtma)(: 104, ttrans - 7 X 103 e 50- - 5 X lU3

expoentes criticos sdo definidos como

qOo|af, (4.2)
E0|A, (4.3)

no limite |A| < 1 eN =LY — o (ondeé é o comprimento de correlag&o).

Um problema para a aplicacdo desta teoria em redes comglexasséncia de um tamanho
linear caracteristick.. Embora possamos generalizar a definicdo utilizangeN/9, nao
sabemos qual a dimenséaorreta (ou até mesmo se ela é finita) para redes complexas com
o grafo aleatdrio ou completo. A dificuldade de aplicar alédl)(persiste mesmo em algumas
redes regulares com dimenséao conhecida. Para dimetha@@sa da dimensao critica superior
dc, esperamos que o sistema apresente expoentes de campdMueidn& Dickman, 1999].
Neste casod > d.), a eq.[(4.11) ndo é mais verdadeira, do contrario seria isipelssatisfazer
a relacao de hiperescala [Marro & Dickman, 1999]

y=dv, ~2B. (4.4)

ondey é outro expoente crl’ti@o

IDefinido pela divergéncia da variancia escalgda N (<q2> - (q)z) O |A]7Y [Marro & Dickman, 1999].
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Figura 4.4 Dependéncia do pardmetro de ordgeom o tamanho da red¢, na regido subcriticao( <

oc = 5.16) parap, = 0.9 eK = 150. Médias (simbolos) calculadas sobre 15 rodadas com erro®padréa
(barras). Retas sao ajustes lineares aos pontos. Perceba quatsnfierge longe do ponto critico o
parametro de ordem N~Y/2. Qutros parametros s&gax= 10%, tyans= 7 x 10° e 50 = 5x 1073,

A solucao para este impasse foi dada por [Brézin, 1982], atran@gie para > d; deve-
mos considerar na ed.(4.1) a substituitde N/%, obtendo

qON-B/dev. ¢ <AN1/d°"i> : (4.5)

Esta relacao de escala modificada foi confirmada em diferéop@logias, como redes infini-
tamente coordenadas [Botet et al., 1982] (grafo completds regulares (hipercubicas) com
d > d; [Jones & Young, 2005] e outras redes complekas [Hong etGD7]2

Para argumentos grandeés> 0), a funcdo de escala na €q. (4.5) obedece

fx)OxF, x>1 (4.6)

para satisfazer a relagdo (4.2) [Marro & Dickman, 1999].
Sabemos| [Strogatz, 2000] (ver figufas| 3.1(d) é 4.4) que asafides fazem com que o
parametro de ordem n&o se anule nas regides néo-oscilantes,

g~ O(N?). 4.7)
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Da eq[(4.b) temos portanto que no regime subcritica Q) a funcdo de escala segue
f (ANY/%evy [ N~ Y/2NB/dev (4.8)
Para que isso seja verdadeiro, obrigatoriamente teremos

dch

f(x)OxP—2 | (4.9)

quandox < 0 e|x| > 1.

A figura[4.5 mostra um colapso excelente dos dados para gafagdrios (congelados)
para diferentes tamanhos de sistema. Leis de poténciaasbdadas pelas relacdes(4.6) €(4.9),
séo obtidas com os expoentes de campo médio (como esperadgratms aleatorios) =
1/2 [Strogatz, 2000] (ver ed. (1.12)), = 1/2 ed; = 4 [Marro & Dickman, 1999].

- K = 150, p,=0.9
10 N= ]
[ N=
N= -
- N= 7
N=
z N=
A
Z
o 1lp: ve ko EtEel 1
P - dev/2 %‘%
10° 10* 102 103

ANY VD)

Figura 4.5 Colapso dos pontos da simula¢éo em um regime probabiliggice 0.9) comK = 150 e

0. = 5.16. Foram utilizado@ = 1/2, v, =1/2, d. = 4. Média sobre 15 rodadas, com erros padrao
menores que o tamanho do simbolo. Outros parametros figfgre:= 10%, tyans = 7 x 10° e 6o =

5x 1073



CAPITULO 5

Conclusfes, comentarios e perspectivas

Estudamos os efeitos de um periodo refratario probabisto comportamento coletivo de
autdmatos celulares excitaveis acoplados. Obtivemosug&wlde campo médio do modelo
e a comparamos com as simulagdes tanto para os grafos cosngletnto para os aleatorios.
Observamos uma transi¢cao continua para um estado sinadoniepresentada nas equacoes
de campo meédio por uma bifurcacdo Neimark-Sacker supeecrit

Este cenario é similar ao que fora obtido anteriormente @avan et al., 2002] em um
modelo de autdmato celular excitavel deterministigo= 1 em nosso modelo, ver se¢&o 1.2.3).
Os efeitos de assumiy, < 1, entretanto, séo notaveis: para um acoplamersioficientemente
forte, observamos que as oscilagdes desaparecem. Issmtddie [Girvan et al., 2002], onde
0 sistema vai ao esta@dbsorventgara acoplamentos intensos. Enquanto no modelo deles as
amplitudes muito grandes levam o sistema ao repdasb) (= 0), em nosso modelo o sistema
é jogado para um esta@tivo e desordenado, sem oscilagdgsX) # 0,q = 0).

Alem disso, apenas quando os elementos excitaveis erametéoninisticosyfy, < 1) foi
possivel observar biestabilidade, com uma fase oscilanteaefase ativa (mas n&o oscilante)
coexistindo. Analisamos os ciclos de histerese, cuja targwostrou-se poder depender do
tamanho do sistema (principalmente para o caso do grafoletonguandop, ~ 1). Para
grafos aleatorios, a largura do ciclo de histerese se reslmzacdiminui¢cdo da conectividade
meédiaK, eventualmente desaparecendo.

Embora tenhamos nos restringida & 3, mostramos (ver figufa 3.5 da se€ad 3.5) que os
comportamentos sdo semelhantes para valores maioreseledo mantidos qualitativamente,
especialmente para a primeira transicado®mA observacao de biestabilidade e histerese para
T > 3 é prejudicada devido a efeitos de tamanho-finito ainda nesioEstes resultados séo
similares aos apresentados por Girvan et al.: par&uUmito e acoplamento suficientemente
intenso, a amplitude da CIF cresce e se aproxima do estadovabt® para onde o sistema €
jogado por flutuacdes [Girvan et al., 2002]. Distinguir ergssa transicdo e a biestabilidade
apontada aqui ndo é 6bvio, merecendo um estudo mais apaafond

E interessante notar como um modelo simples permite a gfticdireta de diversos mé-
todos de dinamica néo-linear ao estudo das transi¢cdes @laji@s poderiam ser dificeis de se
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atacar de outra forma. Em particular, € notavel que no limjte 1 o autbmato possui memo-

ria perfeita sobre seus ultimopassos de tempo ao fim do periodo refratario. Em um sistema
de tempo continuo, incorporar esta memodria significa agsuma dindmica nao-Markoviana,
como no caso do modelo SIRS de tempo continuo com tempos fixngedeéo.

Recentemente foi proposto por Gongalves et al. [Goncalvak, &009] (ver secda 1.2.5)
um modelo cuja interpolacdo entre a memoria perfeita (tenfigos, ndo-Markoviano) e au-
séncia de memoaria (taxas de transicdo, Markoviano) ocatrgaimente. De forma curiosa, o
modelo deles também apresenta uma fase oscilante comamaaircujo tamanho se reduz a
medida que o tempo de memdria diminui. Em nosso modelo,pocar a “perda de memoéria”
equivale a reduzirmop,, com um resultado semelhante no comportamento coletivodaAi
precisa ser investigado se a biestabilidade também ocorrmedelos ndo-Markovianos de
tempo continuo.

Observe que a simplicidade de nosso modelo permitiu umasardtalhada de campo
médio, identificando as diferentes fases (ativa oscilanfioeoscilante) e suas regides de esta-
bilidade no espaco de parametros. Mostrando que as trassiedase ocorriam através de uma
bifurcacdo Neimark-Sacker, conseguimos classifica-lasgrarcritica (continua) ou subcritica
(descontinua) utilizando o primeiro coeficiente de Lyapuilombora seja uma boa aproxima-
¢cao para o grafo completo, o campo medio nao foi capaz dergie@s 0s comportamentos
dos grafos aleatdrios congeladgsiénchedl Isso indica que a correlacdo entre vizinhos, des-
considerada pela aproximacdo de campo médio, possui inftfuéa sincronizacdo. Novos
estudos poderiam utilizar a aproximacéo de pares, onde@agiio entre primeiros-vizinhos
€ considerada [Furtado & Copelli, 2006; Rozhnova & Nunes, ap09

Mostramos que o parametro de ordgreatisfaz as relacées de escala usuais da teoria de
escala de tamanho finito [Marro & Dickman, 1999], permitirrdabtencéo de um colapso com
0s expoentes criticos de campo médio (sé€cdo 4.3). Além, adigesiderando que as flutuacdes
no regime nao-oscilante (subcritico) promovgril N—1/2 [Strogatz, 2000], fomos capazes
de estimar (e confirmar) a lei de poténcia esperada para osabwitico (secéo inferior) do
colapso.

Entretanto, precisamos ser cuidadosos com os resultadescdk da figura 4.5. Embora
tenhamos empregado uma dimensao critica supéyier4, isto ndo implica que uma dimen-
sao critica inferi(ﬁexista. Em especial, ndo conhecemos modelos de elemenitis/eis em
redes hipercubicas que apresentam oscilacdes coletivi®(a elas possam aparecer quando
o sistema é forcado com um estimulo de Poisson [Lewis & Rir2f#)()]). Resta investigar

IDimens&o minima para que o sistema apresente a transicasederh uma rede regular [Marro & Dickman,
1999].
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se os resultados deste modelo se mantém para redes munigmp¢@/atts & Strogatz, 1998;
Newman & Watts, 1999; Kuperman & Abramson, 2001; Gade & Si@085%] ou outras topo-
logias complexas, que sao extremamente interessantespli@acoes na neurociéncia.

Resumidamente, mostramos que as oscila¢des coletivasaentts excitaveis sdo robus-
tas a certos niveis de estocasticidade em sua dindmicaanteéixando a intensidade de acopla-
mento, ha unpy, critico abaixo do qual as oscilagdes néo séo mais estaveiso @diminui¢éo
de py implica no aumento da variancia dos periodos das célulestesiltado pode ser similar
ao observado por Winfree para a dispersao da frequénciacitadmres (ver secao 1.11.2). Por
outro lado, fixandg, e aumentando observamos fenémenos novos e curiosos como biesta-
bilidade e transic6es descontinuas. Nossos resultadesesugjue dinamicas internas (mesmo
fracamente ruidosas) podem mudar qualitativamente o cderpento oscilatério coletivo. Es-
tudos futuros podem tratar de periodos refrataripsnaiores, diferentes topologias ou mesmo
modelos mais detalhados (modelados por equacdes difei®astocasticas, por exemplo). Os
resultados principais dessa dissertacao encontram-$ieguds noJournal of Statistical Me-
chanicssob o titulo ‘Collective oscillations of excitable elements: order paedens, bistability
and the role of stochasticityRozenblit & Copelli, 2011].



APENDICE A

Coeficiente de Lyapunov

Sejamu e V respectivamente os autovetores a direita e esquerda {@dglanmatriz Jacobiana
A= 9E

= %
Al = €%aq, (A.1)
ATV = g 0oy, (A.2)

com ambos normalizadogv,U) = 1 = (U, U) (onde(e,e) denota o produto interno complexo
usual). Sejam tambéma(x,y) eC(X,V,Z) funcdes multilineares proporcionais aos primeiros
termos da expanséo de Tayloremo = oS isto &,

o < OF(EaN
BJ(KV)—KZ:l IE.0E E:”Xkyl, (A.3)
| _ < PR
CJ(Y,V,_Z')—KI’mZ1 GEIE IE g:ﬁxky|zm. (A.4)
Se agora definirmos
ro= (I-A)BU0), (A.5)
s = (2% —A B0, (A.6)

ondel é a matriz identidade x T e U é 0 conjugado dé, o coeficientd; é finalmente dado
por [Kuznetsov, 1998]

I = %Re{eieo Kv,é(u, 0, cT)> + 2<v, B(g, r)> + <v, B(@, §)>} } . (A7)
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A.1 Grafo completo

No caso do grafo completo, consideramos a funcéo de atgadiza

. - Pnf (1) [1—&1—&2— &3]
&2+ (1—py)és

ondePy¢ (Pp;0) = 1—e %™, similar & equacad (3.8).
Como apenas o elemerfg possui termos nao-lineares, da definicdo nas legs. (AL3¥2 (A.
observamos que as fungdes multilined8&% y) e C(X,y,7) serdo dadas por

é(x,y):(sl(z,y) 0 o)T, (A.9)

E(x,,2) = ( Ci(Xy,2) 0 O )T . (A.10)

onde todos os elementos sdo nulos com excec¢ao de

. 1
By(X.}) = —oe 7" {0 [1— <2+ p—) Pi‘] X1y1+ X1 (Y1 + Y2 +¥3)
y

+VY1 (X1+X2+X3) } , (A.ll)

’ 1
Ci(%.Y,2) = 0% " {U [1— <2+ p_> Pf} X1Y121 +X1Y1 (21 + 22+ 23)
y

+z1X1 (Y1 + Y2 +Y3) + V121 (X1 +X2+X3)} : (A.12)

A.2 Grafo aleatoério

Para o grafo aleat6rio, o procedimento € similar ao readipada o grafo completo (sedao A.1),
com a diferenca de que agora da €q.l(3.2) temos

K
Pni(P;0)=1— <1— %Pl) : (A.13)
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Utilizando novamente as defini¢des das €gs.|(A.B) € (A.4gmbs as fungdes multilineares
. T
Bxy) = (Bxy) 0 0) . (A.14)

€%y =(Ca(%y2 0 0 )T . (A.15)

onde mais uma vez todos os elementos sdo nulos com excecéo de

= 8 2o o)

*

+ (1— GKPl ) Xa(y1+Y2+Y3) +Y1(X1+ X2+ X3)] } , (A.16)

20 o\ K—3 B
CL(%.5,2) :w (1— 0&) {G(KTZ) [1— <2+p1y) Pf] X1y1Z1

oP;
+ (1— K1> [xly1(21+22+23)

+x121(Y1+Y2+VY3) +Y121(X1+X2+X3)} } : (A.17)
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