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Resumo

Neste trabalho o diagrama de fase e as propriedades criticas do modelo
de Potts de ¢ estados ¢é investigado dentro de uma estrutura do grupo de
renormalizacao do espago real. O modelo é definido na rede hierarquica
diamante de dimensao fractal arbitraria d e fator de escala b = 2.

A transicao de fase da fase paramagnética para a fase condensada foi
observada para um certo conjunto de valores de (g, d).

Para cada caso, a temperatura critica é estimada através do método dos
reservatorios, que num espaco de parametros apropriado, permite analisar o
fluxo da distribuicao renormalizada. Sao consideradas quatro distribuigoes
iniciais: Gaussiana, delta-bimodal, exponencial e uniforme. E observado
que para ¢ > 3, o fluxo que evolui para o ponto-fixo da fase condensada,
dentro deste espago de parametros, é confinado (atrator) em uma regiao de
temperatura muito baixa mas finita. A natureza deste atrator e a simetria da
fase condensada correspondente nao esclarecidas e deixada para ser estudada
a posteriori.

Contudo, para um valor fixo de niimero de estados de Potts ¢, a dimensao
critica inferior, acima da qual a transicao é observada, é também calculada
dentro desta metodologia. Os resultados indicam a existéncia de um valor
de saturacao para a dimensao critica inferior quando ¢ tende ao infinito.

A magnetizacao local e a funcao dos pares de correlacao do modelo sao
calculados usando uma metodologia, que engloba o esquema do grupo de
renormalizacao no espago real de Migdal-Kadanoff e um procedimento re-
cursivo exato. Estes resultados permitem investigar a temperatura e o com-
portamento de escala do parametro de ordem e estimar os expoentes criticos
associados com o parametro de ordem e com o comprimento de correlacao
para o modelo com ¢ =3 e d = 5.

Um comportamento nao universal com respeito a distribuicao de pro-
babilidade inicial é observado, como ocorrido para o caso vidro-de-spins de
Ising (¢ = 2), indicando que a renormalizac¢ao da distribuigao evoluiria a uma
distribuicao de ponto-fixo definindo um genuino ponto de sela governando a
transicao com expoentes universais com respeito as funcoes de distribuicao
iniciais.
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ABSTRACT

In this work the phase diagram and the critical properties of g-state Potts
glass model are investigated within the framework of real space renormali-
zation group. The model is defined on the diamond hierarchical lattices of
arbitrary fractal dimension d and scale-factor b = 2. The phase-transition
from the paramagnetic phase to the condensed one was observed within a
given set of the (¢, d) parameters. For each case, the critical temperature is
estimated by means of the reservoir method, which allows the analysis the
flow of the renormalized distribution in appropriated parameter space. Four
initial symmetric probability distribution functions were considered, namely
the Gaussian, the delta-bimodal, the uniform and the exponential ones. It
is observed that for ¢ > 3 the flow towards the condensed-phase fixed-point,
within the parameter space, evolves erratically to a bound region (attractor)
at very low but finite temperature. The nature of this attractor and the
symmetry of the corresponding condensed phase remain unclear and leaved
for further studies. However, for a fixed value of the number of Potts states
q, the lower critical dimension, above which the phase-transition is observed,
is also calculated within this methodology. The results indicate the exis-
tence of an upper bound for the lower critical dimension when ¢ goes to infi-
nity. The local magnetization and the pair-correlation function of the model
are calculated using a methodology, which encompass the Migdal-Kadanoff
real space renormalization group scheme and an exact recursion procedure.
These results allow to investigate the temperature and the scaling behavior
of order-parameter and estimate the critical exponents associated with the
order-parameter and with the correlation length are estimated for the model
with ¢ = 3 and d = 5. A non-universal behavior with respect to the initial
probability distribution is observed, as it occurs for the spin-glass Ising case
(¢ = 2), indicating that the renormalization distribution should evolves to
a fixed-point distribution defining a genuine critical saddle-point governing
the transition with universal exponents with respect to the initial distribution
functions.
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Capitulo 1

Introducao

Desde a descoberta dos primeiros materiais magnéticos, o campo de es-
tudo do eletromagnetismo tem despertado grande interesse dos fisicos. Es-
tudos cada vez mais sofisticados vém sendo desenvolvidos mostrando-se um
assunto que continua sendo sempre atual.

Com o advento da Fisica Estatistica pode ser efetuada a conexao das pro-
priedades termodinamicas com os aspectos microscépicos da matéria, e este
foi um dos passos mais importantes da ciéncia. De posse dessa ferramenta,
o estudo do comportamento magnético comecgou a ser investigado com mais
profundidade e tomar novos rumos, um dos quais é o estudo do comporta-
mento critico do sistema, onde se pode obter relacoes as quais descrevem a
forma como o material passa a exibir propriedades magnéticas e qual tempe-
ratura em que esta possa ocorrer, nos fornecendo uma idéia bastante sélida de
como ¢é governada a transi¢ao de uma fase desordenada (paramagnetismo)
para uma fase ordenada (estado condensado), ou vice-versa.

O estudo dos materiais magnéticos também exigia um melhor entendi-
mento de como os atomos se arranjam, entao tornou-se necessario observar
como era a forma geométrica desses arranjos, bem como estes interagiam.
Entao, primeiramente nos modelos propostos, usou-se as redes de Bravais
e com elas obteve-se resultados bastante interessantes, como é bem descrito
em [1]. Porém os modelos com interagdes com spins tornam-se extremamente
complicados, e o numero daqueles que apresentam solugoes exatas ¢ ainda
muito pequeno. Podemos tomar como um exemplo o artigo onde o modelo
de Ising numa rede com duas dimensoes é apresentada a solucao exata pro-
posta por Onsager[32], e uma abordagem mais detalhada desta solucao é
mostrada por Lieb[2]. As dificuldades em se obter relagoes exatas geraram



varios métodos de aproximacao, os quais sdo tratados em [3] e [4].

Um método bastante importante, o qual é utilizado neste trabalho, é o
do grupo de renormalizacao introduzido por Wilson, onde esta metodologia
¢ melhor apresentada de inicio em [5]. Esta técnica tenta simplificar as
interagoes entre os spins numa rede. O que as vezes ocorre € que mesmo com
esta simplificacao, nao se consegue resolver o problema completamente sem
utilizar outras aproximagoes.

Outra discussao bastante importante é decrever como os spins interagem
em um material magnético. Um dos modelos bem conhecidos e usados é
modelo de Ising no qual os spins interagem via um acoplamento J conside-
rando que estes mesmos spins possuem dois estados possiveis. No modelo
de Ising ferromagnético quando dois vizinhos estdo no mesmo estado( ou
estados opostos) a energia associada ao acoplamento é -J(J). Outro modelo
estudado é o dePotts.Neste modelo os spins possuem q estados, e estes inte-
ragem via um acoplamento J. Este modelo inicialmente foi considerado um
sistema de interesse tedrico que exibia transicao de ordem-desordem. Con-
tudo diversos resultados experimentais sao relatados [10], relacionando-os
em casos particulares para ¢ = 2,3,4 e sistemas em 0 < ¢ < 1. Como um
exemplo particular que pode ser considerado, temos em campo magnético
diagonal, um ferromagneto ctibico com trés eixos simples, podem ser consi-
derados como um modelo de Potts para q = 3. Estudos experimentais em
tais ferromagnetos ctbicos, DyAl,, tem sido realizados e o encontro de uma
transicao de primeira ordem é consistente com o entendimento corrente.

Diversos estudos recentes acerca do modelo de Potts vem sendo realizados,
onde diversas técnicas sao utilizadas. Como um bom exemplo relatado em [§]
¢ utilizado simulagoes de Monte Carlo em dois diferentes vidros de Potts com
10 estados, e interagoes aleatoérias entre os primeiros vizinhos numa simples
rede cuibica. Um segundo exemplo que podemos é um trabalho proposto em
9], onde ¢é investigado o modelo de Potts em duas dimensées sob métoidos
pertubativos e numéricos, com a finalidade de estudar a classe de universali-
dade do modelo de Potts desordenado.

1.1 O Modelo de Potts

O problema inicialmente foi sugerido por Domb como uma generaliza¢ao
do modelo de Ising, e este foi um trabalho proposto para tese de Potts. O
modelo ¢ definido numa rede plana, a qual estao confinados um conjunto de



spins, cada um dos quais estao apontando em uma das q direcoes espagados
igualmente pelos angulos 6, conforme é visto nas figuras 1.1 e 1.2:

Figura 1.1: Rede bidimensional quadrada com N spins

0
n
e oo 00O0O0CO o @O0 O o o o

Figura 1.2: Direcao dos spins na rede quadrada

Como indicado na figura 1.2 as interagoes entre os spins vizinhos mais
proximos dependem do angulo entre os spins, sendo assim pode ser definido
o hamiltoniano de interacao:

H=- Y J(6,). (1.1)
<ij>
Onde ©;; = 04 — O, ¢ o angulo da diferenca entre os spins no estado q,
para os sitios vizinhos i e j.

O hamiltoniano em (1.1) foi proposto inicialmente por Domb, o qual
sugeriu que a interacao J(O) tomasse a forma:

J(®) = —¢1 cos(O), (1.2)

8



q=2 q=3 q=4

Figura 1.3: Exemplos dos estados associados ao modelo de Potts

sendo €; uma constante.

Porém esta escolha mostrava a ocorréncia de transicao de fases numa rede
quadrada para ¢ = 2,3,4. Entao Potts sugeriu que a interacao J(©,;) fosse
da forma:

J(@ij) = _625‘%‘1&’ (13)

sendo:

5 . 1, s€ o0y = 0j
qi,q5 —
R 0, se  o; 7é 0j

Com esta interagao é possivel obter o ponto critico para todos os valores
de q.

Na figura acima fazemos um esboco de alguns exemplos dos g-estados
possiveis para o modelo de Potts.

A equagao (1.2) é conhecido como modelo de Potts planar e a equagao
(1.3) é conhecida como modelo de Potts padrao ou simplesmente modelo de
Potts.

O modelo pode ser estendido para incluir para incluir interagoes multis-
pins e as acao de campos externos:



—ﬁH - LZ§Ui70 + K Z §Ui70j + K3 Z 5Ui7‘7j70k + o (14)

<ij> <ijjk>
Se considerarmos apenas interagoes entre os primeiros vizinhos, entao o

hamiltoniano do sistema na auséncia de um campo externo aplicado, toma a
seguinte forma:

H=— > Jijlo.0 (1.5)

<i,j>

onde dg, ,; ¢ a fungao delta de Kronecker, isto ¢,

1, s€ o0; = 05

MACA 0, se o; 7é 0

Se aplicarmos um campo externo, que favorega o sistema num dado es-
tado, digamos ¢ = 1, entao o hamiltoniano para o sistema toma a forma:

H=— > Jijoo — hZéahl, (1.6)

<ij>

sendo h o campo magnético externo aplicado.

Como um exemplo vamos aplicar a solu¢ao de campo médio [11] com o
campo externo nulo, fazendo uso da equagao (1.6), como é visto por Wu [10],
mostrando que este modelo apresenta transicao de fase de primeira ordem,
para o caso ferromagnético. Na teoria de campo médio estariamos analisando
o problema de um dado sitio da rede, no qual todas as interagoes dos sitios
vizinhos sao substituidas por um campo que atuaria nesse sitio:

- _ﬁ Z(SUWJ.. (17)

A equagao acima representa o hamiltoniano de campo médio, e v repre-
senta o numero de coordenacao da rede. Definindo n,, o nimero de spins no
estado o; e x,, a fracao de spins que estd no estado o;, entao teremos:

N

No =Y 00,0 (1.8)

j=1

10



Xg, = 2t (1.9)

Com o auxilio das equagoes (1.7), (1.8) e (1.9) podemos obter a funcao
de particao para o sistema, inicialmente temos:

J N N
ZZ o105 (1.10)
i=1j=1
Sendo:
Z - Trfexp(OH)] , B (1.11)
- p ) - kBT7 .
entao:

q q N N
vﬁJ
S eSS )
oi=1 on=1 =1 j=1
Fazendo uso das equagoes (1.8), (1.9) e apds algumas manipulagoes, chega-
se & expressao:

Da equagao acima podemos usar o produto de exponenciais, e obter assim
a funcao de particao canonica:

qa
Zexp 7ﬂxg N (1.12)

Tomando o valor médio do hamﬂtomano poderemos obter a expressao
para a energia livre. Inicialmente, recorremos a exressao para a energia livre:

F=U-TS (1.13)

Considerando:
U=E=H) (1.14)

11



Entao poderemos escrever:

ey 2, Hexp(—gH)
B=(H) = >, exp(—FH)

Substituindo a equagao (1.7) na equagao (1.15):

(1.15)

Yo %] i\il Z;'v:l 6(0i,05) exp(—BH)
Za eXp(_ﬁH)

Rearrumando a expressao acima:

B =

B DIR Zi\; ;V:1 w exp (—(H)
2 Zo‘ eXp(_ﬁH)

Fazendo uso das equagoes (1.8) e (1.9), entdo:

E— 2 SN 2, exp(—3H)

2 Zo‘ eXp(_ﬁH)
Fazendo uso da definicao de média termodinamica na expressao anterior,
chega-se a equacao:

B=-1 <ix> =S ) (1.16)

i=1

Para um sistema translacionalmente invariante temos:

(o) = (x;) Vi (1.17)
Substituindo a equagao (1.17) em (1.16), constrdi-se a seguinte equagao:
E— —¥ (x,) (1.18)
Pode-se calcular a fracdo média de spins no estado o, pela definicao:
q
<Xy >= Y x,P(0), (1.19)
o=1

onde P(o), representa a probabilidade de encontrar spins no estado o.
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Pela definicao pode-se ter:

namero de spins no estado ¢  n,
P(o) = - = — 1.20
(o) namero total de spins N ( )

Substituindo a equacgao (1.9) na equagao (1.20), e em seguida substituindo
o resultado na equagao (1.18), entao se obtem a energia por spin:

—=—— X, (1.21)

De acordo com a equagao (1.13), torna-se necessario obter uma expressao

para a entropia S.

S
< = ka[ln(Z)+ 5 < E >] (1.22)

A energia média pode ser obtida usando a relacao:
(E) = Y E,P(0) (1.23)

Temos ainda:

P(o) = % (1.24)
Manipulando a equacao (1.24) é obtida a equacao:
E, - —%[ln(Z) +In(P(0)] (1.25)

Substituindo as equagbes (1.12) e (1.25) na equagao (1.22), e usando a
condicao de normalizagao,

zq: P(o) =1 (1.26)

o=1
sendo utilizadas as equagoes (1.20) e (1.9), a expressao para a entropia por
spin é obtida:

S=—-kp zq: X, In(x,) (1.27)

o=1
Substituindo as equagoes (1.21) e (1.27) na equagao (1.13), entao tem-se,
a energia livre por spin:
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/7']- q—1 q—1
F=-—" > x,2+kgT D x,In(x,) (1.28)
o=0 o=0
Rearrumando a equagao (1.28), e fazendo (= k]%T e K= kBLT, obtém-se
a expressao para a energia livre por spin:
q-1 ’YK
BF =[x, In(x,) — 7x02] (1.29)
o=0

Para interagoes ferromagnéticas, ou seja J > 0, serao utilizadas solucoes
do tipo:

x0:$[1+(q—1>m] L e=0 (1.30)

1
Xo=—(1-m) , o0=1,2,...,q— 1. (1.31)
q

Sendo m o parametro de ordem.

Substituindo as equagoes (1.30) e (1.31) em (1.29), em seguida rearru-
mando as expressoes, entao chega-se a expressao:

pE = %[1+(q—1)m]ln[l—l—(q—1)m]+(q_l)(l_m)

In(1 —m)
~In(q) - %q Cm? - % (1.32)

Reagrupando os termos na equacao (1.32) e tomando como definigdo para

BF(0):

YK
2q
Tem se a expressao para a energia livre por spin:

AF(0) = —In(q) - (1.33)
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BIF(m) — F(0)] = 3[1+<q—1>m]1n[1+<q—1>m1

+(q— 1)(1 —m)
q

(q—1)m? (1.34)

In(1 — m)

vK
2q

Expandindo a equagao (1.34) em série de para m pequeno, pode-se veri-
ficar o tipo de transicao que ocorre. Inicialmente ¢é feito:

In[1+4 (¢ —1)m] = (¢ —1)m — %(q —1)*m?® + %(q —1)°m® + ...

1 1
In(1 —m) :—m—§m2—§m3+...
Aplicando estes resultados a equagao (1.34), logo apds agrupar alguns

termos e cancelar outros, chega-se a equacao:

sF(m) - F(O) = g m? - Sla-1)a - 2w’
—i—%(q— 1)3(q+2)m* + ... (1.35)

A existéncia de um coeficiente negativo no termo cubico para ¢ > 2,
significa que ha uma transicao de primeira ordem para o sistema.

Em ¢ = 2, o ponto critico é obtido derivando a equagao (1.35), tomando-
se a expansao somente até o termo de terceira ordem:

VK =2 (1.36)

Para ¢ > 2 o ponto critico é encontrado fazendo juntamente com a de-
rivada da energia livre em relacao ao parametro de ordem m, em m., sendo
esta derivada nula, ¢ F\(m.) = F(0) [10]. Tendo isto, obtém-se:

2(q—-1)
Kc=————In(q—1) (1.37)
° (a-2)

Associado a este ponto critico, existem varias grandezas termodinamicas

que possuem um comportamento especial neste ponto em estudo.
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1.2 Modelo de Spin em Redes Hierarquicas

No estudo dos materiais magnéticos leva-se em consideragao como os
momentos magnéticos estao dispostos em sua estrutura microscépica. Inici-
almente estudou-se de varios modelos de spins em redes de Bravais, ou seja
redes baseadas em uma célula unitaria e com simetria translacional, como
é bem descrito em [1].Este estudo gerou véarios resultados bastante impor-
tantes, para a compreensao das propriedades magnéticas dos materiais. Mas
o numero de modelos que apresentam solugoes exatas sao poucos. Uma al-
ternativa viavel para se obter modelos com solucao exata foi considera-los
definidos em redes fractais que possuem simetria por transformacao de es-
cala, embora nao tenham simetria de translagao. Tais redes sao obtidas pelo
processo de iteracao a partir de um elemento primitivo, denominado célula
primitiva ou bésica [16], tendo-se assim uma rede hierarquica.

O interessante desse tipo de rede é que modelos que nao possuem solucao
exata em rede de Bravais, possuem solugao exata em rede hierdrquicas apro-
priadas. Torna-se importante salientar que esta hipdtese de aproximar re-
sultados da rede de Bravais por aqueles da rede hierarquica pode conduzir a
resultados quantitativamente enganosos. Contudo para aqueles modelos cuja
solugao ¢é possivel, tém-se uma descricao qualitativa do comportamento do
modelo na rede de Bravais [17].

Existem varios exemplos de redes hierarquicas. Um exemplo bastante
importante é o da rede diamante [17], o qual é tema de estudo desse tra-
balho. Varios modelos de spin tém sido estudados nesta rede hierarquica e
reportados na literatura [16, 17, 18, 19, 31].

Para construir uma rede hierdrquica diamante, inicialmente parte-se de
dois pontos conectados o qual é associado a hierarquia, ou geracao zero, con-
forme mostrado na figura 1.4(a). No préximo passo a conexao é substituida
por dois ramos em paralelo cada um com duas ligacoes em série como mos-
trado na figura 1.4(b), formando a célula unitaria da rede de diamante, e
que se constitui na primeira hierarquia. Na segunda iteragao cada ligacao
da célula unitaria é substituida por ela prépria gerando a segunda hierarquia
como mostrado na figura 1.4(c). O processo é entdo repetido sucessivas ve-
zes. Nos vértices ou sitios da rede formada sao alocados spins, sendo assim
a conexoes vistas como os acoplamentos entre os spins. O processo realizado
desta forma, compondo a rede, é conhecido como processo de decoracao [20]
[21]. Se o processo ¢ realizado no sentido inverso ao utilizado aqui, ou seja,
decompondo a rede, este é conhecido como processo de dizimacao, conforme
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é citado em [20] e [21].
®

(a) (®) (0)

Figura 1.4: Construgao da rede hierarquica do tipo diamante com dimensao
fractal d = 2. (a) hierarquia zero, e sao os sitios raizes, (b) primeira hierarquia
ou célula bésica, (c) segunda hierarquia.

No caso geral da rede diamante com p conexoes, com q sitios internos
ou b = q + 1 ligagoes em série, sua dimensao fractal definida pela razao no
limite de infinitas hierarquias entre o logaritmo do volume ( ntimero de sitios
ou ligagoes) pelo logaritmo do tamanho caracteristico ( nimero minimo de
conexoes entre os sitios raizes ) [6, 7, 14, 15] é dada por,

In (p)
drp =1 . 1.
F + n (b) ( 38)
Para uma rede com N hierarquias o ntimero total de sitios é:
(b—1)p |(bp)™ — 1]
Ng =2 1.39
e o numero de ligacoes,
N
Ng = (bp) . (1.40)

No caso da rede mostrada na figura 1.4, p =2 e b = 2, logo resulta dg = 2.

17



1.3 Grupo de Renormalizacao de Migdal-Kadanoff
e as Redes Hierarquicas

Durante um bom tempo as maneira de se obter os expoentes criticos
de modelos de spin era através da solucao exata dos modelos fazendo uma
avaliacao das propriedades termodinamicas no regime critico, ou fazendo si-
mulagoes numéricas, ou fazendo extrapolagao de solugoes aproximadas [3],[4]
e [11]. Entretanto, Wilson [5] fez uma proposta, para uma nova maneira de
analisar a regiao de criticalidade. Mas mesmo assim, este trabalho nao teve
muita repercusao, até que Kadanoff sugeriu uma série de simplificagoes no
regime critico dando uma maior crenca as técnicas do chamado grupo de re-
normalizagao. Existem dois principais ramos dessas técnicas: uma aplicada
a teoria de campos conhecida como técnicas do espaco-k e uma que segue
as idéias propostas por Kadanoff, conhecida técnicas de renormalizacao no
espaco real. As técnicas que utilizaremos neste trabalho serao as do grupo
de renormalizacao no espaco real.

O método é apropriado para modelos definidos em redes que apresentem
uma simetria de escala discreta. A rede é subdividida em blocos ou grupos
de sitios, que possam ser substituidos por um tnico sitio representando todos
os sitios do bloco e suas interagoes, conforme ¢ ilustrado na figura 1.5.

o o o o o o
® @ o

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @
E— ® @ o

@ @ @ @ @ @

@ @ @ @ @ @
@ @ o

oo o o 0 o

Figura 1.5: Ilustracao do processo de renormalizacao numa rede quadrada.

Com este processo temos uma nova rede reduzida com um fator de escala,
com um numero menor de spins e um nuimero menor de interagoes. Um
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novo hamiltoniano associado a nova rede, com menor nimeros de graus de
liberdade, tal que pode-se definir a transformacao do grupo de renormalizagao
3], como sendo:

H =R(H), (1.41)

onde H representa o hamiltoniano adimensional H = kBiT
O operador do grupo de renormalizacao R reduz o nimero de graus de
liberdade do sistema. Tal reducao é efetivada por um fator, denominado de

fator de escala [3], definido por:

N

N’
Sendo N’ o nimero de spins da rede renormalizada e N o niimero de spins
da rede original.

A condicao essencial que deve ser satisfeita por qualquer transformacao
do grupo de renormalizacao, é que a funcao de particao seja invariante sob a
transformacao, ou seja:

b4 (1.42)

Zn(H') = Z(H) (1.43)

Desta maneira a energia livre total permanece a mesma e sendo a ener-

gia livre uma quantidade extensiva, entao a energia livre por spin reduzida,
citada em [3] transforma-se como:

f(H') = b (H). (1.44)
Onde f = k,%T

A equagao (1.44), conduz a uma forma de escala para a energia livre.

Foi visto de forma qualitativa, até agora a teoria do grupo de renorma-
lizagao aplicada a uma rede quadrada de maneira ilustrativa. A seguir esta
técnica serd aplicada numa rede hierarquica do tipo diamante considerando
o modelo de Potts com interacgoes ferromagnéticas. O hamiltoniano de in-
teracao pode ser escrito na forma:

H=—-qJ ) o0 (1.45)

<ij>
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a partir da equacdo (1.5), e com o nimero g de estados convenientemente
colocado.

A rede que serd utilizada serd aquela mostrada na figura 1.4.

E bastante conveniente definir a varfavel:

J
K=—— 1.46
onde o K representa o acoplamento reduzido entre os spins, e kg é a cons-
tante de Boltzmann.

Substituindo-se a equagao (1.46) em (1.45), obtém-se o hamiltoniano de
interacao adimensional no n-ésimo nivel:

H, = —qK, Z Oo1,04 (1.47)
<ij>
Sendo assim pode-se obter a funcao de particao canonica para o n-ésimo
nivel de iteragao:

Z, = Zexp[qKn Z . (1.48)
o <ij>
Precisa-se agora fazer uma pequena distingao entre os sitios da célula
basica, conforme é visto na figura 1.6, para facilitar os calculos na obtencao
da funcao de particao.
A funcao de particao candnica pode ser reescrita fazendo uso da figura
1.6 e a equagao (1.47):

-, ;
Z=> ) exp |dK> (s + 0opp)] - (1.49)

Wiy L= ]
A funcao de particao restrita pode ser definida na forma:

i . -
Zw => exp |[aK D> (0o, + 0oy )| (1.50)
{o} L=l .
e que pode ser reescrita na forma:
2
Zw =Y 1 exp (001 + 0oy ] - (1.51)

{c} i=1
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Figura 1.6: Célula bésica da rede diamante com dr = 2 possuindo acopla-
mentos ferromagnéticos

Efetuando algumas simples manipulacoes, entao chega-se ao resultado:

Z,, = {; exp [gK (5, + 507“/)]}2 . (1.52)

Agora sera feito duas consideragoes:

Lop=y

2
Z,,= [Z exp (2qK5(W)] (1.53)
Lembrando que:

1, s€ o0; = 0y

0, se 0 7é 04, (154>

s(on) - |

e aplicando esta condi¢ao acima a equagao (1.53), chega-se a equagao:

Zyu = [(a—1) + exp(2qK)]* (1.55)
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Aplicando-se a condicao (1.54) a equacao (1.52), tendo-se ainda as se-
guintes condigoes:

c=p=0,=1 ¢ o#u
o=y =00,=1 ¢ o#u
07&:“,7:“:>50,u20

oF =0, =0

Com o uso destas condicoes chega-se a equagao:

Zy = [(a — 2) + 2exp(qK)]? (1.56)

Realizando-se o processo inverso de renormalizacao, ao visto na figura 1.4,
processo este conhecido como dizimagao da rede que corresponde a tomar o
trago sobre as variaveis internas, entao constréi-se o hamiltoniano efetivo,

Her = —Hee = qK'0,, v + constante (1.57)

Sendo K’ o acoplamento da rede renormalizada, figura 1.4(a).

Fazendo uso deste hamiltoniano efetivo visto na equagao (1.57), serd cal-
culada a funcao de particao canonica efetiva:

Zet = Y exp(Hee) = > exp(qK'd,,s + constante) (1.58)
L'} L'}

Podendo ainda ser escrita como:

Les = Z Aexp(qK,(Su,u’) (1.59)

{wp'}

Temos agora dois casos a considerar:
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Lop=y
Teém-se: 0, = 1.

Entao a fungao de particao candnica toma a forma:

Zes (1, 1) = A exp(gK’) (1.60)

2. p# W
Tém-se: 0, = 0.

Agora a funcao partigdo canodnica sera escrita:

Zo (11, 1) = A (1.61)

Com estes dois resultados pode-se agora obter finalmente a equacao de
renormalizacao.

Lembrando-se da equagao (1.43) e comparando as equagoes (1.60) e (1.55),
consegue-se obter:

Aexp (gK') = [(q — 1) + exp(2gK))]* (1.62)
Da mesma maneira, se efetuar a condi¢ao imposta pela equacao (1.43), e
comparando as equagoes (1.56) e (1.61), entao se obtem:
A = [(q - 2) + 2exp(gK)]* (1.63)
E fazendo uso da equagao (1.62) em (1.63), entdo obtem-se a equagao de
renormalizacao:

(q — 1) + exp(2qK)
(a —2) + 2exp(qK)

K = 2 (1.64)
q

A seguir obteremos a equagao de renormalizacao para uma nova variavel,
conhecida por transmissividade térmica [22], a qual pode ser definida tomando-
se uma ligacao para um dado sitio i, com uma determinada configuracao.
Considerando p{, a probabilidade de um sitio estar correlacionado ao sitio i
e p¢ a probabilidade do sitio estar descorrelacionado com relacao ao sitio i.
Entao define-se a transmissividade térmica, como sendo:
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)
ad;
1+ (q—1)exp (—kBT)
De maneira mais simples esta grandeza mede a probabilidade de um sitio
estar ou nao correlacionado a outro sitio.

Por questao de simplicidade reescreveremos a equacao (1.64) na forma
seguinte:

~ 1-—exp(—dK,)
" 1+ (qa-1)exp(—agKy)
Onde t,, representa a transmissividade do n-ésimo nivel da rede conectando
dois sitios e K,, é o acoplamento do n-ésimo nivel.

(1.66)

Serd feito uma simples manipulagao da equacao (1.65), afim de obter uma
relacao entre o acoplamento e a transmissividade térmica.
1+ (q—1)t,

1-—t,

Reescrevendo a equagao (1.63) na forma:

exp(qK,) = (1.67)

qKn1\ (¢ —1)+exp(2¢K,)
P ( 2 ) ~ (q—2) + 2exp(gK,)’

Substituindo-a na equacao (1.67), e apds algumas manipulagoes chega-se
a equagao [16]:

_ 263+ (g —2)ty
T 14 (g 1)tk

A seguir faremos o cédlculo da temperatura critica, em funcao da trans-
missividade térmica. Iterando-se a equacao (1.68) obtem-se os pontos fixos
quando:

t (1.68)

tp1 =ty =t (1.69)

Substituindo-se a equagao (1.69) na equagao (1.68), tém-se:

t[1+ (q— Dt = 2t + (q - 2)t*, (1.70)
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A qual pode ser reescrita como:

t{(q—1t*—(q-2)t° -2t +1] =0 (1.71)

A equagao (1.71), tem uma solucao trivial ¢ = 0, que corresponde a fase
paramagnética (T = oo) e a solugdo t = 1 que corresponde a fase ferro-
magnética ou condensada (T = 0). Desta forma foi obtido dois dos pontos
fixos do sistema.

Desta forma a equagao (1.71), podera ser fatorada como:

tt—1)[(q- D>+ 2+t -1 =0 (1.72)

Podemos justificar fisicamente a solucao t = 1, como sendo 7' — 0, ou
seja:

1—exp (=%

lim t = lim (kBT)

T—0  T-01 4 exp (;BL%)

=1 (1.73)

O fator do terceiro grau visto em (1.72) produz duas raizes complexas e
uma real, sendo a raiz real correspondendo ao ponto-fixo instavel associado
a transmissividade térmica no ponto critico, ou seja, t..

Rescrevendo a equagao do terceiro grau em (1.72) na forma:

(- Dt2+t2=1—t, (1.74)

Em seguida rearranjando a equagao (1.67), usando a equacao (1.74), e
efetuando algumas manipulacoes, chega-se a expressao:
1—t, 1
exp(qK,.) = ——7 = — 1.75
p(q C) tg(]_ _ tc) tcz ( )
Rearranjando a equacao (1.75) e fazendo uso da equagao (1.46), chega-se
a seguinte temperatura critica em funcao da transmissividade térmica:
—qJ
T.= ———— 1.76
¢ 2kB ln(tc) ( )
O propodsito agora, é a obtencao do expoente critico associado ao com-
primento de correlacao, v. Inicialmente é necessario obter o autovalor da
matriz de transformagao [4], que para o caso ferromagnético possui apenas
um autovalor, gerado pela equacao de renormalizacao. Portanto:

25



atn—l
A g
Otn

Substituindo a equagao (1.68) na equagao (1.77), chega-se a equagao:

(1.77)

te

| 4te + (g — 2)t3 — 4t]
[1+ (q - 1)t
Tendo-se ainda que no ponto critico . satisfaz a equacao (1.74), podemos
escrever:

(1.78)

(q—-1)t3=1—t,—t2 (1.79)
2

c)

Multiplicando ambos os membros da equagao (1.79) por t2, e aplicando

na equagao (1.78), chega-se a expressao:
4t — 4t% + 4(q — 1)t3 + 4t
1+t —t2 —t3)?

Utilizando novamente a expressao (1.78), chega-se a expressao:

A:

(1.80)

4 — 8t2 + 4t
A= < 5 (1.81)
(t3+t2—t.—1)
Aplicando mais uma vez a equagao (1.74) de forma rearranjada na equagao
(1.80), e fazendo algumas manipulacoes, chega-se a expressao conveniente

para A:
B 2 (1 — t2) 2
A= {tc (a-22 ¢ 21} (182)

Considerando a defini¢do para o expoente v [4]:

1
)
In()\)
Aplicando a equagao (1.82) em (1.83), e lembrando que o fator de escala
utilizado foi b = 2, entdao obtemos o expoente critico, v:

(1.83)

L In(2)

- 2(1-t2) ’
2In {2505 5 )

(1.84)

reproduzindo o resultado obtido em [16].
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Esta secao simplesmente mostra alguns resultados importantes obtidos,
que servirao de base para estudos mais profundos. Estudos estes que serao
importantes para compreender o estudo de fenomenos magnéticos desorde-
nados.

1.4 Vidro-de-Spins

Materiais magnéticos, como algumas ligas metalicas, com elementos mag-
néticos diluidos em metais nao magnéticos, sao de grande interesse e foram
bastante estudados [23] e [24].

Alguns desses materiais possuem um comportamento peculiar quando na
sua preparacao a temperatura é resfriada de forma rapida. Neste processo
dito temperado os atomos magnéticos, colocados como impurezas, localizam-
se de forma aleatéria, nao estabelecendo uma quebra de simetria global,
gerando interacoes desordenadas, ou seja, interacoes competitivas em detri-
mento da ordem tal como existiria num material puro. Materiais desordena-
dos frustrados magnéticos ou nao magnéticos aparecem em varios ramos da
Fisica da Matéria Condensada.

No caso de ligas magnéticas fracamente diluidas com frustracao e desor-
dem, o comportamento ferromagnético ou antiferromagnético nao consegue
ser estabelecido. Contudo, alguns deles conseguem exibir uma “transicao de
resfriamento” para um novo estado condensado dito “vidro de spins” [24,25]
em que os momentos magnéticos se orientam em diregoes aleatorias con-
geladas. Neste estado, a magnetizacao global do sistema ¢é nula, embora
localmente seja nao nula. Entao torna-se necessario definir um parametro de
ordem que caracterize esta transi¢ao [24] e [25], este parametro é conhecido
por parametro de ordem de Edwards-Anderson definido por:

aea = < S; >2 (1.85)

onde S; é a variavel de spin e < S; > representa a média térmica, enquanto
que a barra representa a média configuracional sobre a desordem em questao.

O estudo da fase vidro-de-spins tem sido tema de varias pesquisas, e
tal comportamento desta fase vem sendo bastante discutido devido as suas
peculiaridades [27]. Varios modelos foram propostos para explicar as propri-
edades dos materiais com comportamento “vidro-de-spins”. Dentre os mais
populares estdo o modelo de Edwards-Anderson (EA) [35] e sua versdo mais
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simplificada, o modelo de Sherington-Kirkpatrick (SK) [36], este ultimo defi-
nido por varidaveis de Ising e com interagoes de alcance infinito. A solugao do
modelo (SK), que corresponde a solu¢ao de campo médio, mostra que a ener-
gia livre da fase condensada vidro-de-spins seria descrita por uma paisagem
de energia formada por muitos estados puros (vales) separados por barrei-
ras de energia infinitas. A questao se essa descricao corresponde aquela dos
sistemas fisicos reais, onde os acoplamentos sao de alcance finito, permanece
ainda nao esclarecida. Por isso, esforcos tém sido feitos para para estudar os
modelos de vidro-de-spins com interacoes de alcance finito. Em particular, o
modelo vidro-de-spins de Ising tem sido bastante estudado por métodos de
simulagao numérica [37].

Outra abordagem alternativa, tem sido o estudo deste modelo em redes
hierdrquicas onde uma solugao exata (numérica) pode ser alcangada [18, 19,
38, 39, 40].

Outro modelo magnético desordenado com frustragao que, embora mais
rico, tem sido menos estudado é o modelo de Potts vitreo com g-estados, isto
é, com interacoes aleatérias competitivas com uma configuracao desordenada
fixa, seguindo uma certa distribuicao de probabilidades. A solucao de campo
médio desse modelo com g > 4 exibe tanto uma transicao de fase estatica
em 7T quanto uma transicao dinamica em Tp > Tjy. A transicao estatica
exibe descontinuidades no parametro de ordem. Singularidades tipo cuspide
na energia interna e entropia mas nao apresenta calor latente [9]. Portanto,
torna-se relevante questionar se tais singularidades ou mesmo a transicao de
fase sobrevive para sistemas (ou modelos) com interagoes de alcance finito.

No que segue, nesta dissertacao, estudaremos o modelo de Potts com
interagoes aleatorias com g-estados definido na rede hierarquica diamante
com fator de escala b = 2, considerando quatro distribuicoes de probabilidade
para as interacoes.
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Capitulo 2

Diagrama de Fase do Modelo
de Potts com Interacoes
Aleatorias

Nesta dissertacao de mestrado, é usado o modelo de Potts com interacgoes
aleatorias na rede hierarquica do tipo diamante, rede esta discutida no pri-
meiro capitulo deste trabalho, conforme é visto na figura 1.4. Entretanto, a
célula basica da rede mostrada na figura 1.4 representa o caso particular da
rede com dimensao, d = 2. Nesta dissertacao sera considerado em principio a
rede com dimensao d e nimero de estados q de Potts arbitrario, e estudados
alguns casos particulares de dimensao e ntmero de estados.E efetuado um
estudo do modelo de Potts na rede de diamante no diagrama de fluxo em um
espaco de parametros apropriado definido pela variancia da transmissividade
térmica em funcao da temperatura, ou seja, A x T. Neste espaco fica evi-
denciada a transicao de fase do sistema, e determinada a temperatura critica
T. do sistema.
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2.1 Grupo de Renormalizacao de M-K para
o Modelo de Potts na Rede Hierarquica
Diamante

Como visto no primeiro capitulo o esquema de grupo de renormalizacao
de Migdal-Kadanoff (ou simplesmente M-K) em redes hierarquicas pode ser
aplicado independentemente a cada célula basica do tipo diamante da rede
com d-dimensoes, conforme mostrada na figura 2.1:

u,
1 P
h

Figura 2.1: Célula basica da rede hierarquica de diamante d-dimensional,
com fator de escala b = 2 e p = 297! conexoes.

O objetivo do grupo de renormalizacao de M-K, é obter uma equacao de
renormalizacao [4],

K' =f({K}) (2.1)

_>
que relaciona os acoplamentos do modelo {K ! } quando se faz uma trans-

formagao (redugao) de escala (dizimagao) do modelo {?}
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A seguir, mostraremos como serd obtida a equacao de renormalizacao
para rede diamante para o modelo Potts com interacoes aleatorias.

Como ja é sabido as redes hierarquicas sao autosimilares, ou seja, em
cada passo da construcao da rede, esta serd semelhante a rede anterior por
um fator de escala, conforme mostrado na figura 1.4. Entao, inicialmente
considera-se a figura 2.2:

L
(b)

Figura 2.2: Processo de dizimagao da rede diamante d-dimensional

Considere uma rede diamante com N hierarquias onde cada sitio possui
uma variavel de spin de Potts, que pode assumir q estados, ou seja 0 =
1,2,3,...,q. Em cada célula bésica introduzida na N-ésima hierarquia cada
spin interno interage com spins raizes u’ e p via as interagoes K; e L;. Para
cada célula da rede com N hierarquias serd fixado os valores das varidveis
de spin dos sitios raizes u' e p, e feita a dizimacao das variaveis de spin
dos sitios internos de cada célula basica, introduzida na N-ésima geracao.
Desta maneira pode-se escrever o hamiltoniano de interacao, de acordo com
a equagao (1.5):

Serd fixado os sitios raizes p’ e pu, e serd trabalhado os sitios internos da
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célula basica.
H= —q Z Jij(sahgj, (22)
<ij>
onde ¢ é colocado na equagao (2.2) com a finalidade de normalizar a
energia com respeito ao ntimero de estados.
Reescrevendo o hamiltoniano adimensional com o auxilio da equacao

(2.3):

H = —ﬁH =q Z Kij&,hgj, (23)
<ij>
onde K;; é descrito na equacao (1.46).
A funcao de particao pode ser escrita:

{o} <ij>
Para se obter a equacao de renormalizacao do modelo, é necesséario apenas
o processo de dizimagao apenas em uma célula basica como mostrado na se¢ao
1.2 para o caso do modelo puro (ferromagnético).
Considerando uma célula basica e usando a notacgao introduzida na figura
2.2 onde as interacoes ocorrem através de K; e L;, pode-se reescrever a funcao
de particao para a célula bésica:

Z = Zexp [q Z Kijégi,gj] (2.4)

Z =353 [T exp {a[Kido,w + Lido ]} (2.5)

uoop o1 Op i=1

A funcao de particao restrita para os valores fixos de p e p’ é dada por:

P
Zy, = Z .. Z H exp {q [Kids, v + Lids, ] } (2.6)
g1 op i=1
Sendo:
Z = Z Zy
K
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Fazendo

7 u= Zexp {q [K15al,;/ + L15al,u]}
g1

.. Zexp {q [Kpd,p,u/ + Lpéa'p,/.l,:|} ;

chega-se a equacao:

1
Zu’,u = H Z exp {q [Kiéoi,u’ + Liédi,u]} (2'7)

i=1 o
Da mesma maneira como foi realizado para o caso ferromagnético, na
secao 1.3, sera efetuado uma andlise para os casos p' = e p' # p.

/

L pw=p
A equacao (2.7), resulta:

= f[ Z exp {q [K;do, w0y, u]} (2.8)

onde

5 — 1, se o, =pu
Tk 07 s€ UZ#M

Para este caso a funcao de particao restrita resulta:

e

Zyy=[[{(a=1)+explq(Ki+ L} (2.9)

i=1

2. W #p
Teém-se agora as possibibilidades:

Sy =1, ov=p e o #p (2.10)

wp=1oi=p e ogFu (2.11)



Soip =0, oi#pn e oy# W (2.12)

Aplicando as equagoes (2.10), (2.11) e (2.12) na equagao (2.7), e
realizando algumas manipulagoes tém-se a funcao de particao restrita
para este caso:

P

Ly = H [(a —2) +exp (qK;) + exp (qLy)] (2.13)

i=1

Aplicando o processo de dizimacao da rede que seria o processo inverso
daquele mostrado na figura 2.2, obtem-se para cada célula basica apenas os
dois sitios raizes ' e u, com uma interacao K’. Desta maneira o hamiltoniano
deste nivel é da forma:

H' = qK'6,s, + constante, (2.14)
cuja particao para o sistema renormalizado:
Z=>"7, =) exp[qK'd,, + constante] (2.15)
p! Hop
onde

’

Z,,=Aexp[qK'o, ], (2.16)

onde A é uma constante a determinar.
Analisando as duas possiblidades para u' e p, é possivel calcular K’ e A.

Loy =p

Z,,= Aexp (qK’) (2.17)

’

7, =A (2.18)

wop

considerando que a funcao de particao no sistema nao renormalizado deve
ser igual a do sistema renormalizado, teremos:
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Loy =p

Fazendo-se uso das equagoes (2.9) e (2.17), tem-se:

Aexp (qK) H{ —1) +explq (K; + Lj)]} (2.19)

2. W #p
Utilizando das equagoes (2.13) e (2.18), chega-se:

I_E[ [((q — 2) + exp (qK;) + exp (qL;)] (2.20)

Usando a equagdo (2.20) em (2.19), obtem-se:

xp (qK) — ] @1+ expla (i + L))
i1 [(a—2) + exp (qK;) + exp (qLs)]
Rearrumando a equagao (2.21), e lembrando-se que logaritmo do produto

¢ igual a soma dos logaritmos, entao chega-se a equacao de renormalizacao

para rede diamante d-dimensional, com interagoes aleatérias:

/_lp ) (q—1)+exp[q(K;+ L;)]
K' = q izzll { (q —2) + exp (qK;) + exp (qLs;) } (2.22)

(2.21)

Vé-se que diferentemente da rede Bravais, a solugao para a equacao de
renormalizacao na rede hierarquica, é exata.

O intuito agora é obter uma equacao de renormalizacao para a trans-
missividade térmica, variavel citada no primeiro capitulo deste trabalho em
(1.64), onde ¢é medida a correlagao entre pares de spins.

Inicialmente tem-se:

1 —exp (—qKj)
1+ (q—1)exp(—qK;)’

tx, = (2.23)

1 —exp (—qly)
1+ (q—1)exp(—qL;)

Rearrumando as equagoes (2.23) e (2.24), na forma:

(2.24)

ty, =
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e K;) = L 2.25
xp (k) =~ (225)
1 — 1)ty
exp (qLs) = — a1t (2.26)
1—ty,
e aplicando-as na equagao (2.21), obtem-se:
1+(q_1)tKi 1+(q—1)t]_,i
1+ (q o 1) t/ - ﬁ (q - 1) + 1-tk, 1-tg, :| (2 27)
Y o 1+(q—1)tk; 1+(q—1)ty, :
1-t =1 (a4 2) T
Efetuando as operacoes indicadas, chega-se a expressao:
1+(q—1)t’ P 1+(q—1)tKitLi
Y = H (2.28)

i=1 1 —tg,ty,

Resolvendo a equagao (2.28) para t’, chega-se a equagao de renormalizacao
para a transmissividade térmica:

t — ?:1 [1 + (q - 1) tKitLi] + Hipzl (1 B tKitLi) (2 29)
?:1 [1 + (q - 1) tKitLi] + (q - 1) ?:1 (1 - tKitLi)

Pode-se escrever o acoplamento renormalizado em fungao da transmissi-
vidade térmica renormalizada, basta considerar:

1-— —qK’
- oxp (~aK) (2.30)
1+ (q—1)exp(—qK’)
Fazendo apenas algumas manipulagoes, chega-se a expressao:
1 1 -1t
N L C Y (2.31)
q 11—t

De posse destes resultados como sera mostrado na secao 2.2, a seguir,
pode-se estudar as possiveis transicoes de fase do modelo num espaco de
parametros apropriado.
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2.2 Determinacao da Temperatura Critica: Método
dos Reservatorios.

Como as interacoes K; e L; sao variaveis aleatérias que obedecem a uma
funcao de distrbuicao de probabilidades a determinacao das possiveis tran-
sicoes de fase, ditadas pelas equagoes (2.22) e (2.29), devem ser feitas por
métodos estocasticos.

O passo inicial ¢ descrever a métodologia numérica utilizada, para iterar
a equacao (2.22). O método utilizado foi o método dos reservatérios, método
este descrito em [28].

O método consiste em escolher uma distribuicao inicial conhecida, as
quais sao citadas em [29], que nesta dissertacao serd uma das quatro mostra-
das nas equacgoes abaixo:

1. Distribuicao Delta-bimodal

1
P(Jiy) =510y —1) +0(Ji5 +1)] (2.32)
2. Distribuicao Exponencial
1
P (Ji5) = —=exp (—v2 | Ji; ) (2.33)

V2

3. Distribuicao Gaussiana

1 1
4. Distribuicao Uniforme
ﬁ> se —V/3<J;;<V3

p (Ji,j)Z{

Tais distribuigoes possuem média nula e variancia unitaria.

. (2.35)
0, caso contrario

A partir da distribuicao de probabilidades inicial sao escolhidos de maneira
aleatoria os acoplamentos K; e L;, os quais serao aplicados na equagao de
renormalizacao (2.22) e gerar um acoplamento renormalizado. Este processo
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¢é realizado um numero suficiente de vezes até que se construa um banco de
acoplamentos renormalizados para garantir que o processo estocastico seja
estatiscamente descorrelacionado, o tamanho do banco de acoplamentos deve
ser muitas vezes maior que o numero de ligacoes da rede considerada. Este
procedimento pode ser esquematizado na figura 2.3, abaixo:

Acoplamentos Iniciais

Equacao
de

Renormalizagao

K7l K3 o o o KN

Figura 2.3: Tlustracao do método dos reservatérios

No segundo passo da renormalizacao a distribuicao inicial é substituida
pelo banco dos acoplamentos renormalizados, e a partir dele o processo de
escolha aleatdria dos acoplamentos é novamente efetuado até ser gerado um
novo banco que serd novamente o reservatério para o novo passo do processo
de renormalizacao. Desta maneira o processo é efetivado sucessivas vezes, o
quanto for necessario.

Para se estudar as possiveis transicoes de fase do modelo, investiga-se a
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evolucao, sob renormalizacao, da variancia das distribuicoes renormalizadas
de acoplamentos e da transmissividade.

A temperatura renormalizada é obtida tomando-se o inverso do desvio
padrao dos acoplamentos renormalizados, isto é,

1
kpT = ————, (2.36)

K -K

onde ¢ tomada a média configuracional de K? e o quadrado da média
configuracional de K.

E a variancia da transmissividade é obtida fazendo-se:

A=tF -t (2.37)

O objetivo é construir um espaco de parametros apropriado que é jus-
tamente composto pela variancia da transmissividade térmica em funcao da
temperatura renormalizada. Neste espaco de parametros a partir de um dado
valor de temperatura inicial o processo de renormalizacao faz com que a tem-
peratura flua para uma das bacias de atracao dos pontos fixos estaveis das
fases paramagnética e condensada.

Desta maneira, é possivel construir um diagrama de fluxo a partir das
quatro distribuicoes iniciais escolhidas, conforme é visto na figura 2.4 para o
caso do modelo com q = 3 e dp = 5.

Nos diagramas de fluxo apresentados na figura 2.4, para cada distribuicao
inicial (equagoes (2.32)-(2.35)), foram escolhidas duas temperaturas iniciais
proximas, mas distintas em relagao a direcao do fluxo de renormalizacao.
Para o valor menor o fluxo evolui para o ponto-fixo da fase condensada, en-
quanto para o valor maior evolui para a fase paramagnética. A transicao de
fases existe para o modelo quando este comportamento é observado. O valor
da temperatura critica é obtido numericamente, quando se observa a mu-
danca de comportamento do fluxo. Na figura 2.5, apresentamos a ampliacao
da regiao critica do diagrama da figura 2.4. Observa-se claramente que o
espaco de parametros A x T estd dividido em duas regides correspondentes
as bacias de atracao dos respectivos pontos-fixos, estando o ponto critico
(ponto-fixo instdvel) localizado na fronteira entre as duas bacias de atragao.

Na tabela 2.1, apresentaremos os intervalos da temperatura que contem
a temperatura critica da transi¢do de fases (quando houver) para o modelo
com que q = 2 (Ising), 3 e 4 e varias dimensoes (inteiras) da rede hierdrquica
diamante com fator de escala b = 2.
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T T T T T T T T I T I T
i — delta-bimodal ]
0251 — expon.enmal n

—— gaussiana

L —— uniforme R
02— _
<0.15— _
0.1 —
0.05 K n

O 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T

Figura 2.4: Diagrama de fluxo mostrando a variancia da transmissividade
térmica em funcao da temperatura renormalizada, para q = 3 e d = 5,
tomando-se as quatro distribuigoes iniciais, delta-bimodal, exponencial, gaus-
siana e uniforme.
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T T I T I T
i o—e delta-bimodal ]
=—a exponencial
0.12 . —
A—4 gaussiana
B *— uniforme |
0.1 |
<
0.08 |~ —
0.06 —
0.04 —
C 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 ]

Figura 2.5: Ampliacao da regiao onde ocorre o ponto critico para q = 3, d =
5, para as quatro distribuigoes iniciais, delta-bimodal, exponencial, gaussiana
e uniforme.
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Os resultados para o caso q = 2, que corresponde ao modelo de Ising
estao de acordo com prévios reportados na literatura [18].

O caso q = 3, também reproduz os resultados prévios obtidos em [31],
usando a mesma metodologia, como mostrado na figura 2.6, abaixo.

0.5 T T T T T T T T T T

i %

|
0.3 B

ol ]

|
L . |
0.1 |
L —_ |
TTeee—
0 I | I | I | I | I | I | I | I | 1 | 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T

Figura 2.6: Variancia da transmissividade térmica versus temperatura, 100
iteragoes; 1000000 amostras; q = 3; d = 5;

Observando, ainda, na figura 2.6 que, para baixas temperaturas o fluxo
em direcao ao atrator da fase ordenada ocorre através de grandes flutuacoes
até ficar em um “atrator”, como sera discutido mais adiante. Este compor-
tamento foi observado por Banavar e Bray [30] porém com um nimero de
interacoes pequeno e em outro espaco de parametros que nao apresenta o
atrator observado neste trabalho [33].

Ampliando o intervalo o intervalo de parametros do modelo investigado,
na tabela I em [30] consideramos o caso ¢ = 4 ¢ Dr = 6 mostrando que a
transigao de fases ocorre, como mostrado na figura 2.7 [33], com as mesmas
caracteristicas.
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Com isto tornou-se possivel acrescentar mais um resultado a uma tabela
descrita em [31], a qual mostra os valores de temperatura critica obtidos pelo
processo mesmo processo que foi utilizado neste trabalho, como mostrado na
tabela 2.1.

Nos diagramas de fluxo mostrados nas figuras 2.6 e 2.7, fica evidente
pelo comportamento do fluxo a distingao entre as fases condensada e pa-
ramagnética, assim como intervalo de temperatura em que se encontra a
transicao de fase.

Neste trabalho o processo de renormalizacao foi iterado cerca de 100000
vezes. Estudo semelhante para se investigar o fluxo foi efetivado por Camelo
Neto e algumas propriedades foram observadas, diferentes daquelas observa-
das no trabalho de Banavar e Bray [30] , que serao discutidas mais adiante.
Em [31] foram consideradas tés distribui¢oes de probabilidade para os acopla-
mentos. Neste trabalho, acrescentamos a distribuicao e ampliamos o estudo
do fluxo para outras dimensoes da rede e valores de q.

Em particular, investigamos qual seria limite inferior, isto é, a dimensao
critica inferior, em que ocorre a transicao de fases para ¢ =3 e ¢ = 4.

Por inspec¢ao do comportamento do fluxo, como pode ser visto nas figuras
2.8 a2.11 paraocaso q =4 e dr = 5,08746, a dimensao critica inferior para o
modelo com q = 2, 3, 4, 5 e 6 pode ser analisada através da figura 2.12 onde
apresentamos valores de dp onde a transicao é observada e valores onde nao
foi observada, para cada valor de q. Assinalamos também os valores inteiros
de dr onde a transicao foi observada e a temperatura critica estimada e
mostrada na tabela 2.1. Na tabela 2.2 , mostramos os intervalos onde deve-
se situar a dimensao critica inferior do modelo, bem como o valor do ntiimero
de conexoes da rede correspondente:

O resultado desse estudo indica a um valor de saturacao o que seria
bastante interessante, pois levaria a crer na existéncia de uma dimensao,
acima da qual haveria transicao para qualquer nimero de estados q.
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0.5 T T T T T T T T T T

Figura 2.7: Variancia da transmissividade térmica versus temperatura, 10
iteragoes; 100000 amostras; q = 4; d = 6;
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Temperaturas Criticas
q=2 g=3 g=4
) d=31]113-1.15 - -
Bimodal d=4229—232 - -
d=5|3.63—3.66|3.34—3.37 -
d=6|540—5.43 | 5.24 —5.27 | 5.40 — 5.44
Ganssiana d=3|0.87-0.90 - -
d=41207-2.10 - -
d=5|347—-3.50 | 3.10 — 3.13 -
d=06|528—-5.311]508—5.13|5.27—5.31
Uniforme d=310.98—1.02 - -
d=41219—-2.22 - -
d=5|357T—-3.60|3.23—3.26 -
d=06|536—-5.39 | 517—5.22| 536 —5.39
Distribuicao d=3| 0.8-09 - -
Exponencial d=4| 2.0-2.1 - -
d=5| 34—35 |286—2.89 -
d=61|525—-5.351] 495—-5.0 4.6 — 4.7

Tabela 2.1: Valores de temperatura critica para diversos valores de q e d,
para as distribuicoes: Delta-bimodal, Gaussiana, Exponencial e Uniforme.

q 2 (Ising) 3 4 5 6
dp | 2.51 % —2.585 | 4.459 — 4.585 | 5 — 5.08746 | 5.523 — 5.459 | 5.7 — 5.754
p 2-3 11 - 12 16 — 17 22 - 23 26 — 27

Tabela 2.2: Intervalo de valores contendo a dimensao critica inferior para
o modelo de Potts vitreo com g-estados. Na linha dr o valor inferior cor-
responde a dimensao onde a transicao nao foi observada enquanto o valor
superior corresponde a dimensao onde a transicao foi observada. A linha
p indica o niimero de conexoes da rede hierdrquica diamante com fator de
escala b = 2 correspondente. (x) ver [19]
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Figura 2.8: Variancia da transmissividade versus temperatura renormali-
zada.Distribuicao delta-bimodal, para q = 4, d = 5.08746.

0.4

0.1 —

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 2.9: Variancia da transmissividade versus temperatura renormalizada.
Distribuicao exponencial, para q = 4, d = 5.08746.
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Figura 2.10: Variancia da transmissividade versus temperatura renormali-
zada. Distribuicao gaussiana, para q = 4, d = 5.08746.
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Figura 2.11: Variancia da transmissividade versus temperatura renormali-
zada. Distribuicao uniforme, para q = 4, d = 5.08746.
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Estados de Potts g

Figura 2.12: Dimensao critica versus ntimero de estados
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E interessante ainda mostrar o comportamento das distribuicoes iniciais
quando a temperatura ¢é suficientemente baixa, ou seja sera estudado o limite
em que 7" — 0.

Foi efetuado os calculos para distribui¢ao delta-bimodal, tal distribuicao
¢ citada na equagao (2.32). Inicialmente tem-se:

= / dJ;;t,P (J;) (2.38)

— / dJt2P (Jy) (2.39)

Aplicando-se agora a equacao (1.64) na equagao (2.38), tém-se:

1—exp( q‘J) 1
1+ (q—1)exp (5 qu)] 20y —1)+0(Jy+1)] (2.40)

Usando a propriedade da funcao delta,

/_ O:O dxf (x) 3 (x — a) = f (a), (2.41)

na equagao (2.40), entao chega-se a equagao:

Cool) | tenlat) ],

+
1+ (q—1)exp (=% 1+ (q—1)exp (2=
q P kgT q p kgT

— 1

Agora tomando-se o quadrado da equagao (2.42), tem-se:

., 1] 1—exp(—T) 1 1 1—exp( T) ?

T = + =
4_1+(q = ) 4114+ (q—1)ex ( )
1 [ 1—exp (—T) 1—€XP( ) ] (2.43)
2_1+(q—1 exp( ) 1+(q—1) exp( )

Agora aplicando-se a equagao (1.64) na equacao (2.39), obtem-se
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1—exp( q‘J) 21
1+(q—1)exp( qu)] 5[5(Jij_1)+5(']ij+1>] (2.44)

. /1 aJ;;
ij 1 1

Usando a definigao (2.41) na equagao (2.44), chega-se a equagao:

1—exp( T) 2

1+ (q xp (35)

Aplicando-se as equagoes (2.43) e (2.45) a equacao (2.37), chega-se a
equacao:

z_1
lJ 2

(2.45)

1—exp(k;—?l?) )}2+;

1+(q—1)exp(k;—‘i‘F

N
-
_|_
N
o
|
=
@
i
i)
/
4

N
[
_I_
N
=)
|
=
®
%
T
/
d
Ne}
H
SN—

(2.46)

Tomando-se o limite em 7' — 0, na equagao (2.46), tem-se:

1 — 2exp (T) + exp (kBT) ]
1+2(q—1)exp (i) +(q—1)? exp(—T)

1 — cosh (k T) }
B . (2.47)
011+2(q— l)cosh(kB—T) +(q—1)

Para calcular o limite de T' — 0, foi bastante simples. Para os dois outros
membros da equagao (2.47), aplicando a regra de L’Hospital,

ﬂu ! 1+ L (2.48)
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Fazendo-se um teste para ¢ = 2, tem-se; A = 1, como obtido em [35] e
para q = 3, obtem-se:

A = 0.5625. (2.49)

Este resultado é também verificado quando efetuada uma simulacao numé-
rica para as outras distribuigoes iniciais, no limite de T" — 0, conforme é
mostrado no grafico da figura 2.13.

Nesta secao foi desenvolvida a metodologia para a obtencao da tempe-
ratura critica do modelo de Potts vitreo com ¢ estados, partindo de quatro
distribuicoes iniciais escolhidas a priori. Também foi pesquisado a dimensao
critica d. inferior dimensao limite em que ocorre transicao de fases, para os
valores de ¢, verificando que hé indicios da existéncia de um valor superior
para d. (¢q) acima do qual haverd transigao para qualquer valor de q.

Os valores de temperatura critica encontrados serao bastante importantes
na obtencao dos expoentes criticos que caracterizarao a transicao de fases, o
qual serao discutidos no préximo capitulo.

I
— delta-bimodal ]
05 — expoqenmal |
gaussiana
= — uniforme
04
<03
02
0.1
| | | |
0
0 1 2 3 4 5

Figura 2.13: Comportamento da variancia das distribuigoes iniciais versus
temperatura em q = 3.
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2.3 A Fase Condensada

Nesta secao sera efetuada uma abordagem qualitativa da fase condensada.
Como ja havia discutido na segao anterior, este trabalho foi tratado em [31],
onde observou-se que o fluxo, no espaco A x T, em direcao ao ponto-fixo
da fase condensada apresenta um comportamento aleatorio, partindo-se das
distribuicoes de probabilidade iniciais consideradas.

Neste trabalho confirmamos que a partir da distribuicao exponencial este
comportamento também é observado, como pode ser visto na figura 2.14.

distribuicao exponencial |

<03

02—

0.1 —

0 Il | Il | Il | Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4

T

Figura 2.14: Transmissividade térmica versus temperatura renormalizada,
1000 amostras; 100000 iteracoes; q = 3; d = 5;
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O comportamento oscilatério do fluxo em direcao ao ponto-fixo da fase
condensada foi observado por Banavar e Bray [30], porém em outro espago
de parametros sem observar este comportamento na figura 2.14.

Nesta figura faz-se uma ampliacao da regiao onde o fluxo fica confinado
oscilando até formar a figura que se assemelha a um “atrator estranho” tal
como ocorre nos mapas dinamicos que apresentam caos.

Em [30] foram realizadas cerca de 10000 iteragoes, usando a distribui¢ao
gaussiana como distribuigao inicial. Segundo esses autores tal fenomeno ¢é de-
corrente da competicao entre a entropia e a energia das interagoes aleatoérias
[30].
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Capitulo 3

Comportamento Critico do
Parametro de Ordem

Este capitulo sera dedicado a obtencao dos expoentes criticos que carac-
terizam a transicao de fases do modelo de Potts vitreo com g-estados definido
nas redes hierdrquicas diamante. As grandezas termodinamicas, tais como
susceptibilidade, calor especifico, magnetizacao etc, apresentam divergencias,
ou exibem singularidades no ponto critico,as quais podem ser caracterizadas
por lei de poténcia quando se aproxima do ponto critico.

Por exemplo em um sistema ferromagnético, a magnetizacao em funcao
da temperatura, de acordo com [4], pode ser escrita como:

T-T,/

Te

partindo-se de uma temperatura abaixo de 7., a campo nulo, onde 7 repre-
senta a temperatura critica.

Da mesma maneira pode ser mostrado [4] que o comportamento do com-
primento de correlacao em funcao da temperatura nas proximidades do ponto
critico, pode ser escrito como,

, (3.1)

m x|

(3.2)

Usando-se a equagao (3.1) em (3.2), chega-se a uma importante relagao:

moc £ (3.3)
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Para o caso do modelo de vidro-de-spins de Ising [18] uma anélise cor-
respondente para o parametro de ordem de Edward-Anderson, definido na
equagao (1.85) ¢ realizado. Neste caso,tem-se:

T, - T/

T,
onde T é a temperatura medida abaixo de T..

No ponto critico, para um sistema com um tamanho finito (porém grande)
o comprimento de correlagao £ alcanga todo sistema, isto ¢,

QA X ‘ i (34)

¢~ L (3.5)

Utilizando-se a equacao (3.2) em (3.4), e considerando um sistema de
tamanho finito, no ponto critico pode ser feito uso da equacao (3.5), resul-
tando:

qua ~ L7, (3.6)

que mostra que o parametro de ordem de Edwards-Anderson no ponto

critico obedece a uma lei de escala (com o tamanho da rede) segundo um

expoente (—g)

Existe, ainda, um conjunto de relagoes que conectam os expoentes criticos,
uns aos outros. Estas relagoes sao conhecidas na literatura como relagoes de
escala, pois somente dois expoentes sao independentes, os outros expoentes
podem ser determinados a partir destes dois.

Nesta dissertacao, investigaremos o comportamento critico do parametro
de ordem do modelo em funcao da temperatura para determinar o expoente
critico B associado. Em seguida, analisa-se o comportamento de escala no

onto critico para determinar B e consequentemente estimar o valor de v.
v )

3.1 Calculo da magnetizacao local. Método
exato.

Nesta secao sera exposto o calculo das relagoes de recorréncia para o
calculo da magnetizagao local do modelo de Potts desordenado, na rede

hierarquica do tipo diamante, método este desenvolvido por Ladario et al
em [16]. De posse dessa magnetizagao serd possivel obter relagbes com o
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parametro de ordem de Edwards-Anderson com o objetivo de conseguir os
expoentes criticos que neste trabalho serao os expoentes 3 e v, os demais ex-
poentes podem ser obtidos pelas leis de escala bem conhecidas na literatura,
considerando, por hipotese, que sao validas para o modelo em questao.
Inicialmente serd considerada uma célula basica da rede hierarquica do
tipo diamante com d dimensoes e fator de escala b = 2, parte de uma rede
maior, ou seja, uma rede de alta hierarquia. Entao conforme é visto na figura
3.1 os sitios raizes, p' e i, serdo submetidos a agao dos campos h, e h, estes
campos simularao os efeitos do restante da rede sobre esta célula basica,
assim como o efeito de interacao efetiva entre os sitios raizes via o restante

da rede através da interagao .
e
u

P

Figura 3.1: Efeitos da rede hierarquica diamante sob a sua célula bésica.

De posse destas consideragoes pode-se construir o hamiltoniano de in-
teragao, do modelo equivalente:

P
—fH = qZ (K0 v + Lidoy ) + Ay + 60 + 0o (3.7)

i=1

Na equagao (3.7) é considerada a existéncia de um estado privilegiado
devido aos campos h, e hy,.
Considerando a funcao de particao canonica.
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Z =3 exp|—fH (H{,0})]
{m,0}

(3.8)
Usando a expressao de H dada pela equagao (3.7) na equagao (3.8)
obtido:

= Y exp (A ,)exp (hyd,0)exp (h,d,0) X
{n}

1
x> exp |q)_ (Kidy, v + Lids, )
o) i=1

(3.9)

Lembrando a fungao de parti¢ao restrita definida em (2.6), entao a equagao
(3.9) pode ser escrita:

Z =7 exp(\y,)exp (hyduo)exp (h,0,0) Zy
{u}

COo1:

(3.10)

Ly = Zexp Z (Kibo, + Lio, )
{c} i=1

A funcao de partigao restrita, foi calculada anteriormente (vide equagoes
(2.9) e (2.12)), com as devidas condi¢bes apropriadas. Definindo

¢ = (q—1) +exp[q(K; + L) (3.11)

¢, = (q — 2) + exp (qK;) + exp (qL;)
e usando nas equagoes (2.9)

(3.12)
(2.12), obtem-se as fungbes de partigao
restrita para os dois casos:
Lop=p
p
w=1lo (3.13)
i=1
2. W#p

p .
Z M:H¢12
i=1

(3.14)

o7



Utilizando as equagoes (3.13) e (3.14) na equagao (3.10) tem-se:

-1 qg-1

p .
Z Z exXp )\5;/7“ + h“/ w0 + hH(SMO) H ¢11+
w'=0 u=0 i=1
q—1 g-1
+ZZexp )\5uu+h/5/0+h 5M0 H¢2 (315)
©'=0 u=0 i=1
Sendo:
5 1 se =p
MR 0 se pl Fp
Entao tem-se:
_ p
Z = Z A) exp [(hu’ + hu)] 0,0 H P+
u /=0 i=1
q-1 q— P
+ > Z exp (h,/0,s0) exp (hyd,0) [] 05 (3.16)
wuw'=0 :0 i=1
' #p

Lembrando que h, e h, denotam apenas os campos atuando nos sitios
raizes i’ e p, entdo quando p = 0 tem-se a contribuicao:

exp (hy)

e nas outras (¢ — 1) possibilidades tem-se exp(0) = 1. Desta maneira
obtém-se:

p
Z = exp(/\)Hgbll exp(h,+h,)+1+...+1|+
= (g—1)fatores

q—1 gq-1 p

+ Y Y exp(hydo)exp (h,d,o) [] o5 (3.17)
w'=0 pu=0 i=1
w'#p
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No segundo membro da equacao (3.17), quando i/ = 0 tem-se a seguinte
expressao:

Z = [(q—1)+exp(hy+h,)exp (A Hfbl
—1q-1 P
+ |exp (h Z 1+ Z > exp(huduo)| [[oz  (3.18)
w=0 p=1 i=1
w#p

Efetuando as somas e usando as equagoes (3.19) e (3.20), definidas abaixo:

®; =[] o1 (3.19)
i=1

@, =[] 0% (3.20)
i=1

Chega-se a expressao para a funcao de particao:

Z = [(q—1)+exp(h,+h,)|exp(\) P+
+(a—1)[exp (hy) +exp(h,)+(q-2)]P2  (321)

Defininmos a magnetizacao local para o modelo de Potts, como sendo

. q <5Si,0> -1
= o1
onde escolhemos o estado s; = 0, para representar a quebra de simetria do
sistema.

Desta maneira para calcular a magnetizacao do i-ésimo sitio da rede
precisa-se calcular a média termodinamica (ds, o) dada por:

: (3.22)

i

1 0Z
(00) = Zoh, (3.23)
e?
1 0Z
{Owo) =7 o, (3.24)



Fazendo uso da equagao (3.21), e substituindo-a em (3.23) e (3.24), tém-
se:

Z (00) = ®rexp (A) exp (b + hy) + (g — 1) @2exp (b)) (3.25)

Z (oy0) = Prexp (A) exp (hy +hy) +(q— 1) Prexp (hy)  (3.26)

O problema agora é calcular a magnetizacao dos sitios internos da célula
béasica. Neste ponto serd necessario usar o peso de Boltzmann para calcular
as médias termodinamicas necessarias, ou seja:

exp (—(H)

P
Z

(3.27)

Que desta forma, obtém-se:

1
(£ ({n.o})) = 7 2. £ ({m o)) exp [-FH ({n, 1)) (3.28)
{0}
Fazendo uso da equagao (3.28), serd possivel calcular a média termo-
dindmica <5(,j70>. Desta maneira usando-se a equagao (3.9) em (3.28), tem-
se:

1
(6o0) = % 22 bo00ap [hbuo + by + Adye ot
{0}

p
+ q Z (Ki50i,u/ + Liaai,u)‘| . (329)

i=1

Definindo:

1

Vi (1, 1) =D g5 06XP [q

1Y
(Kily, 0 + Liagi,“)l , (3.30)
{o} =1

e substituindo na equagao (3.29), chega-se a expressao:

1 /
(00;0) = 7 2P (18,0 + Wb + A5,,) 5 (' 1) (3.31)
{u}
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Efetuando algumas manipulagoes na expressao (3.30):

S S 3 Z%oHew (Kidospr + Lido,p)]

o1=0 0;=0 op=0

encontra-se a equagao:

q—1

¢J (:ulu M) = Z 60'j,0€xp |:q (Kj(scrj,,u’ + Lj(scrj,lu,)} X
;=0
P q-1
x [ D exp [a (Kido, v + Lido, 1)) - (3.32)
i=1 g=0

i#]

Sabe-se que no primeiro membro do lado direito da equagao (3.32), so-
mente serd diferente de zero em o, = 0, portanto:

P
s (' ) = exp [a (Koo ur +Ldo)] [T ¢ (1, 10)- (3.33)
(i)
Substituindo a equagao (3.33) em (3.31), obtém-se:

Z <60'j70> = Z exp (hﬂ(sﬂ,o + h“/ w0 + )\5“/’#) X
{u}

x exp [q (Kjdo v + Ljdo )] ngﬁ W) (3.34)

l#.l

Realizando algumas simples manipulagoes em (3.34):

x 1T o' (W', ) (335)

Definindo:

h; = h, + qK; (3.36)



h; = h, + qL; (3.37)

e fazendo:

H?:1 Qbi (Nla :u)

o (1 1) (3:3%)

P .
II ¢ (' p) =
()
ou seja, antes tinha-se um produtério com a restricao ¢ # j. Agora tem-se
um produtério Vi.

Utilizando as equagoes (3.36), (3.37) e (3.38) na equagao (3.35), chega-se
a equacao:

2 (5uy0) = S exp (o + by + i) L2 (1)

O lado direito da equagao (3.39) é similar a fungao de partigdo mostrada
em (3.10), tendo como solugao a equagao (3.21), entao a expressao descrita
em (3.39) pode ser escrita como:

¢,

Z <6(,j70> = [(q —1)+exp (h; + hj)] exp () m—l—
(q—1) [exp (h;) +exp (h;) + (q — 2)} % (3.40)
Definindo:
~ Q)l
b= (3.41)
~ Q)z
] (3.42)

e substituindo-as em (3.40) resulta:

Z <5Uj,0> = [(q —1) +exp (h; + hj):| exp (\) &+
(a—1) [exp (b)) +exp (by) + (q— 2)] B2 (3.43)
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Torna-se necessario também calcular as correlacoes entre os sitios, defi-
nido por:

Asi,sJ- =q <6si,06sj,0> - <6si,sj> (344)

Para determinar as correlagoes torna-se necessario calcular as médias ter-
modinamicas vistas em (3.44). Inicialmente temos:

1 0%°Z
0,0040) = 5= 4
< u',0 %0) Z 8h“/3h“ (3 5)
Fazendo uso da equacao (3.23) em (3.45), portanto:
10Z(0,.0)
(ool = 7o (3.46)

Substituindo-se (3.25) em (3.46) e efetuando a derivada, chega-se & ex-
pressao:

Z (0,0.00,,0) = Prexp (A) exp (h,y +h,) (3.47)
Para calcular a média (d,/ ), usamos:
10Z
Z (O ) = 7 N (3.48)

Usando a equagao (3.21) em (3.48), e efetuando a derivada, a expressao
¢ obtida:
Z {0y ) = Prexp (A) [(a — 1) + exp (h,y +h,)] (3.49)

Fazendo uso das equagoes (3.47) e (3.49) em (3.44), obtém-se a seguinte
expressao:

Aﬂ/vl/« = %q)lexp ()\ + h/l/ —+ hﬂ) —

Z®iexp (V) (@ 1) +exp(hy +h)]  (350)

Até o momento foi obtido um conjunto de relagoes as quais estao relatadas
ao longo desta segao. Serd feito um conjunto de manipulagoes com estas
relagoes, com a finalidade de eliminar os campos e a interagao desconhecidos.
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Inicialmente substituindo-se a equagao (3.47) em (3.49), tem-se:

Z 0y ) = P1(a—1)exp(A) +Z (0 ,0040) (3.51)
Rearranjando os termos da equagao (3.51), chega-se & expressao:

Z
m ((5;/,#) - <5u/,05u,0>> (3.52)

que relaciona o campo A e os sitios raizes.
Tomando a equagao (3.47) e aplicando em (3.25), tem-se a expressao:

exp () =

Z (u0) = Z(00.00u0) + (4 — 1) P2exp (hy,) (3.53)

Manipulando adequadamente a equagao (3.53), a seguinte expressao ¢é
obtida:

exp (h,) = ( 2 ((du,0) — (0,r,001,0)) (3.54)

q—l)q’z

Da mesma maneira, toma-se a equacao (3.47) e substituindo em (3.26),
obtém-se:

Z <5M’70> =7 <5u’,0> + <5u’,0§u,0> (355)
e por conseguinte,
v/
exp (h,) = A1), ((6,0) — (0v,00,1.0)) - (3.56)

De posse destes resultados a expressao vista em (3.43), poderd ser mani-
pulada substituindo os campos nesta equacao pelas propriedades dos sitios
raizes.

Inicialmente a equagao (3.43) serd reescrita na forma:

Z (650) = (q—l)exp(k)%-l“r
D,
A

+exp[q(Kj+ Lj)]exp (h,y +h, + A) —+

+(a—1) %exp (h, ) exp (gK;) +
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+(q — 1) exp (h,) exp (qL;) (L-ZJr

¢3
+@-1)(q-2) (Lf (3.57)
@3
Definindo:
A;j = exp (gK;) (3.58)
€
B;j = exp (qly) , (3.59)

impondo estas definigdes a equacao (3.57) e também aplicando a equagao
(3.47) em (3.57), a seguinte equagao ¢é obtida:

®
Z (050) = (q—l)exp(k)qb—jlhr

Z P
AJBJ¢T (6u,00,0) + (q — 1) ¢—feXP (hy) Aj+
1 2

(q— 1) exp (h,) B%j a—1)(q-2) Z# (3.60)

Substituindo-se (3.49), (3.54) e (3.56) em (3.40), chega-se & expressao:

Z = 7 <5u’7u> +Z <5u’,0> —Z <5u’705u,0> +
Z (0,0) — Z (0,0 00,0) +(a—1)(q—2) Ps. (3.61)

Agrupando os termos semelhantes, chega-se entao a expressao:

(@-1)(a—=2)P2=2Z(1~ (0u ) — (Ou0) — (Op0) + 2 (0w 00.0) (3.62)

Usando (3.62) em (3.60), a seguinte equacao é obtida:

1 1
<5gj,0> - E <5u’,u> - ¢—J1 <5u',05u,0> +
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A;B:; A; A;
o <5//,05u,0> e <5//,0> - = <5//,05u,0> +

+—= 4+
o o, &,
B; B 1 1
+¢—j2 <5u,0> - ¢_32 <5u’,05u,0> + ¢_32 — ¢—J2 <5u’,u> _
1 1 2 1
+¢—j (Or.0) — (b_J (0p0) + ¢—J (0,00,0) + ¢_J (3.63)
2 2 2 :

Reagrupando os termos da equagao (3.63), entao tem-se:

AB;—1 (A;+B;-2
R O

& — ¢ Aj-1
+ ;‘iquzl <5u’7u> + 32 <5//,0> +
Bj —1 1
- 19 + — 3.64
¢J2 < u,0> Q% ( )

Reescrevendo as expressoes para ¢! e ¢}, descritas em (3.11) e (3.12),
com as definigdes assumidas em (3.58) e (3.59), tem-se:

91 = (a—1) + A;B; (3.65)
& = (a—2) + A; + B; (3.66)
Substituindo estas equagoes em (3.64), resulta:
#h-a (-4
O = — — . 8,.00,0) +
(%s0) o A | om0l
¢ — cbjl)
+ — O ) +
< g ) oo
oy A= 1) 000) + (B~ ) (0,0) +1) (367
2

Rearranjando os termos da equagao (3.67), resulta:
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4-d) (42
00 — 5#'7 5% + — 0 1)
(9s0) Gk ) ool T\ T )

1
) [(Aj = 1) (O 0) + (B = 1) {00) + 1] (3.68)
2
Agrupando os termos semelhantes em (3.68) tem-se
¢j . ¢j
(d0s0) = (;&2<mwwwwwmwn
192
1
3 (A5 = 1) (O 0) + (Bj = 1) O0) + 1] (3.69)
2
Lembrando da fungao de correlagdo mostrada em (3.44) e substituindo
em (3.69) chega-se a:
G-
Vo) = \Copgg ) Bt
1
) [(Aj = 1) (O 0) + (Bj = 1) {00) + 1] (3.70)
2

Fazendo algumas manipulacoes obtem-se:

g—1\ (2(00) =1 1\ [(¢l-¢)
(q )( K +q_1)_< ..)A,/,ﬁ

$19%

o) P )

q—1

+ 5 < q1>q<q q—l qil)“] o7

Fazendo uso da equagao (3.22)

, em (3.71), obtém-se:
¢—1 R S R ¢{_¢§>A
( q )(m]+q—1> ( ooy ) T
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+ij [(Aj —1) <Q> (m,ﬂ + L) +
o5 q q—
o5 e o

Fazendo uso das equagoes (3.65) e (3.66) é obtida a expressao:

¢ —¢h=(A;—1)(B;j—1). (3.73)

Substituindo a equagao (3.73) em (3.72) e fazendo algumas manipulagoes:

1 1
mj = __](AJ — 1)mu/+—j(Bj —1)1’11“‘}‘
¢z ¢z
A;—-1)(B;—1
< q )( j j)(jJ )Au’,u+
q-1 107
; 1
%gﬁz - (3.74)
(a—1)¢% q-1
Agrupando os termos semelhantes tem-se:
1 1
m; = —(Aj-1)my + < (Bj—1)m,+
P2 P2
A;—-1)(B;—1
< q ) ( J j)(j J >Au”u (375)
q-1 107

A expressao obtida em (3.75) representa a magnetizagao do j-ésimo sitio

em funcao dos sitios raizes. Tendo-se uma equacao de recorréncia para mag-
netizagao. A fungao de correlacao A, , ¢ calculada no apéndice, onde ¢ visto
a funcgao de correlacao entre os sitios raizes e o sitio interno da célula bésica,
onde ¢ analisado estas interagoes por partes, ou seja, a interacao © — o; e a
i’ — oj, conforme é visto no apeéndice.

Com estas expressoes de recorréncia acopladas serd possivel efetuar uma

simulacao numérica, que permite obter o comportamento do parametro de
ordem em funcao da temperatura e assim fazer uma estimativa razoavel dos
expoentes criticos.
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3.2 Propriedades criticas do parametro de or-
dem.

Nesta secao sera mostrado os resultados obtidos pela simulacao numérica
das relagoes de recorréncia obtidos na seg¢ao anterior.

A principio serd analisado o comportamento do parametro de ordem de
Edwards-Anderson definido em (1.85) frente as variagoes de temperatura
para um dado tamanho de rede, bem como este parametro se comporta
frente a variacoes do tamanho da rede no ponto critico. Com este tipo de
estudo torna-se possivel estimar os expoentes criticos, efetuando um estudo
do comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson local e
fazendo-se o uso da equagoes (3.4) e (3.6), serao obtidos os expoentes (3 (g, d)
e v(q,d).

A metodologia consiste inicialmente em iterar a equagao (3.75). Este
processo é realizado de maneira exata, em que os acoplamentos utilizados,
bem como as magnetizacoes, sao armazenados na memoria do computador
a cada passo da iteracao. Em cada processo iterativo o nimero de ligagoes
e sitios da rede cresce exponencialmente, tornando dificel obter um sistema
com hierarquia mais alta devido as limitagoes de meméria do computador.
Sera obtido agora expressoes que comprovam este fato.

Inicialmente denota-se o nimero de ligagoes em cada iteracao N;. Fa-
zendo uso da figura 2.2, pode-se escrever o procedimento o qual sera tomado,
utilizando-se a decoracao da rede:

N;(0) =1 — hierarquia zero

N;(1) = 2p — primeira hierarquia

Ny(h) = (2p)" — h-ésima hierarquia

Portanto, tomando o niimero total de ligacoes, que devem ser armazena-
dos é dado pela seguinte equacao

N = zhj (2p)". (3.76)

n=0
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Expandindo-se:

N=1+2p)+2p)+...+ (2",

multiplicando a expansao de N por (2p) e, em seguida, somando as expressoes
obtidas, obtém-se:

B 1— (2p>h+1
N=1 (2p)

Novamente observando a figura 2.2, podemos levantar dados para obter
o numero de sitios de cada hierarquia, portanto:

(3.77)

Ns(0) = 2 — hierarquia zero

Ns(1) = Ng(0) + pN;(0) — primeira hierarquia

Ng(h) = Ns(h — 1) + pN;(h — 1) — h-ésima hierarquia

Relembrando que N;(p,h) = (2p)h e aplicando na expressao logo acima
para h-ésima hierarquia, entao:
Ns(h) = Ng(h —1)+p (2p)" " (3.78)

Utilizando-se a recursividade da equacao (3.78), tal que:

Ns(h) =Ns(0) +p+p(2p) +p(2p)* +...+p(2p)" . (3.79)
Rearrumando a expressao (3.79), e lembrando que na hierarquia zero se
tem apenas dois sitios, entao:
h-1

Ns(h)=2+p)_ (2p)" (3.80)

n=0
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Sendo:

2_:0 (2p)" = 1__(2(2)1)) (3.81)
Entao:
ng;‘o (2p)" — %. (3.82)

Substituindo em (3.80), obtém-se a expressao para o numero total de
sitios para uma dada hierarquia h, ou seja:

(2p)" - 11
(2p) -1

Neste préximo passo serd tomado as associacoes:

Ng(h) =2+ p [ (3.83)

e Mg — memoria para os sitios

e M; — memoéria para as ligacoes

e Mp — memoria total

De posse destas definigoes e das equagdes (3.77) e (3.83) as expressoes sao
obtidas:

Mg = 23 {2 +p [((221;));__11] } (3.84)
M;, — 2° l(z(";;;l_—ll] (3.85)

O fator 23 representa a transformacao dos dados para bytes.
Desta maneira tem-se:

MT:MS+ML:23{4P_2+[(2P) ~ 1+ 2p) _1}, (3.86)

2p—1
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que rearranjando, obtém-se:

(2p)* =M1 +3-3p (3.87)

Tomando logaritmo dos dois lados da equacao resulta:

(2p—-1)
8

h log |3 + Mrt — 3p (3.88)

~ log (2p)

Com a equagao (3.88), pode determinar o nimero de hierarquias maximo
hmaz = int (h) que se consegue construir em fungdo do nimero de conexdes
entre os sitios e principalmente a quantidade de memoéria disponivel do com-
putador que pode ser usada.

Para, por exemplo, p = 16 e Mt = 1 Gigabytes de memoéria RAM. O
resultado obtido é hyax = 5.

Nas figuras 3.2 a 3.5 é mostrado o comportamento do logaritmo do
parametro de ordem de Edwards-Anderson global do modelo com q = 3
ed =5 (p=16) em funcao do logaritmo da temperatura, para as quatro
distribuicoes de probabilidade consideradas.

Como pode ser visto pelas figuras, com este nimero de iteragoes fica um
pouco delicado obter os expoentes criticos, pois a regiao linear nao é tao
visivel para que se possa achar o coeficiente angular desta reta. Os efeitos
de tamanho finito sao bastante visiveis. Em torno de ¢ = 0.6, torna-se
dificil de encontrar uma linearidade. Por outro lado, o efeito de saturagao da
magnetizagao devido ao ponto nulo deve ser evitado.

Uma andlise numa regiao muito pequena onde pode ser visto uma espécie
de linearidade, entre ¢ = 0.7 e € = 0.9, excluindo os efeitos de tamanho finito
e de saturacao da magnetizacao, pode ser realizada conforme é mostrado nas
figuras 3.6 a 3.9. Pelo gréfico das figuras podemos ver que com um pouco
mais de memoéria RAM seria possivel aumentar a regiao de linearidade ,
conforme foi obtido em trabalho semelhante feito para o modelo Ising [18]
por exemplo, e desta forma ter uma estimativa melhor para o expoente critico
[ em questao.

Definida a regiao de linearidade, foi efetuado o melhor ajuste linear, de
acordo com as figuras mostradas em 3.6 a 3.9 e obtido o coeficiente angu-
lar desta reta, pois com este coeficiente obtém-se o expoente (3, de acordo
com a equacao (3.4). Este tipo de ajuste é feito em cada tamanho de rede
desde h = 2 até h = 5, obtendo-se o diagrama visto na figura 3.10, onde
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Figura 3.2: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson global em
funcao da temperatura para varias hierarquias. Distribuicao delta-bimodal
emq=3ed=>5.
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Figura 3.3: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson global em
funcao da temperatura para varias hiearquias. Distribuicao exponencial em

q=3ed=5
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Figura 3.4: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson global em
funcao da temperatura para varias hierarquias. Distribuicao gaussiana em q
=3ed=>5.
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Figura 3.5: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson global em
funcao da temperatura para hierarqias. Distribuicao uniforme em q = 3 e d
= 5.
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observamos claramente que o valor dos expoentes devem alcancar um valor
de saturacao no limite de T— oo, para cada distribuicao inicial escolhida.
Os resultados numéricos deste ajuste estao mostrados na tabela 3.1. Os re-
sultados nao indicam um comportamento universal para os expoentes com
respeito a escolha da distribuiao inicial como seria de esperar.

No caso do modelo de vidros-de-spins de Ising tal comportamento nao-
universal também foi verificado [18,41] e posteriormente esclarecido [42].
Neste caso foi mostrado, no espacgo de parametros da renormalizacao, a cada
passo, a funcao distribuicao de probabilidade evolui para uma funcao de dis-
tribuicao de “ponto-fixo”, cuja trajetéria intercepta com fonteiras entre as
bacias de atragdo num genuino ponto-fixo instével (ponto de sela) que go-
verna o comportamento critico do sistema. No caso de vidros-de-spins de
Ising os expoentes foram calculados revelando um comportamento universal
[42].

A mesma andlise é feita para ¢ = 4 e d = 6 (p = 32), mas neste caso
nao foi possivel obter um resultado razodvel para os expoente critico 3, em
face do tamanho de rede insuficiente. Para 1 Gigabytes de memoéria RAM
obtem-se h,,qx = 4.

Uma regiao linear nao foi observada em nenhuma dos casos, em um in-
tervalo de valores significativo. Nas figuras 3.11 a 3.14 exibimos o compor-
tamento de gg4 na regiao critica.
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Figura 3.6: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson
global em funcao da temperatura para varias hierarquias. Ampliacao da
regiao onde é efetuado a andlise de linearidade usando a distribuicao delta-
bimodal em q =3 ed = 5.

Expoentes Criticos
Distribuigoes B3(3,5) v(3,5)
Bimodal 2.08£0.02 | 2.67+0.02
Exponencial | 2.70 +0.04 | 3.58 + 0.01
Gaussiana 2.31+0.02 | 3.16 £0.05
Uniforme 2.14+0.01 | 2.66 & 0.01

Tabela 3.1: Valores estimados para os expoentes criticos com suas respectivas
precisoes, obtidos apartir de uma das distribuigoes iniciais escolhida.
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Figura 3.7: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson

global em funcao da temperatura para varias hierarquias.

Ampliacao da

regiao onde é efetuado a andlise de linearidade usando a distribuicao expo-

nencial em q = 3 ed = 5.
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Figura 3.8: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson

global em funcao da temperatura para varias hierarquias.

Ampliacao da

regiao onde é efetuado a andlise de linearidade usando a distribuicao gaussi-

anaem q=3ed=5.
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Figura 3.9: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson
global em funcao da temperatura para varias hierarquias. Ampliacao da
regiao onde é efetuado a anélise de linearidade usando a distribuicao uniforme
emq=3ed=>5.
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Figura 3.10: Expoente critico 3 versus L (tamanho da rede), para as distri-
buigoes: delta-bimodal, exponencial, gaussiana e uniforme. Todas em q = 3
ed=>5.
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Figura 3.11: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson
global em funcao da temperatura para varias hierarquias. Distribuicao delta-

bimodal em q =4 e d = 6.
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Figura 3.12: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson

global em funcao da temperatura para vérias hierarquias. Distribuicao ex-
ponencial em q =4 e d = 6.
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Figura 3.13: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson

global em func¢ao da temperatura para varias hierarquias. Distribuicao gaus-
siana em q =4 e d = 6.
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Figura 3.14: Comportamento do parametro de ordem de Edwards-Anderson

global em funcao da temperatura para varias hierarquias. Distribuicao uni-
forme em q =4 ed = 6.

86



O propdsito a seguir é obter o expoente critico v associado ao compri-
mento de correlagao.

A analise é feita analisando-se o comportamento de gg4 em funcao do
tamanho da rede L, quando T' = T,. Este tamanho cresce com poténcias de
h(ntimero de hierarquias) cuja base é o fator de escala. Dentro deste contexto
¢é obtido os seguintes resultados, levando-se em conta as quatro distribuicoes
iniciais, j& mencionadas ao longo deste trabalho.

Os graficos das figuras 3.14 a 3.17 mostram como o parametro de ordem
de Edwards-Anderson se comporta com o o aumento do tamanho da rede.
Vé-se que nestes diagramas o parametro de ordem tende a ir a zero quando se
aumenta o tamanho da rede, isto é razoavel, pois parametro de ordem deve
ir a zero em T, no limite termodinamico . Este tipo de estudo para obtencao
dos expoentes criticos é bem conhecido na literatura, tal qual obtido para o
modelo vidro-de-spins Ising, é visto em [18,42].

Foi utilizado o gréfico do tipo log-log com a finalidade de obter uma
relacao linear, o coeficiente angular desta reta dara justamente a razao:

&

v
Que combinando com os resultados obtidos na tabela 3.1, para o expoente
0, pode-se estimar expoente v associado ao comprimento de correlagao, com

suas respectivas barras de erro, as quais sao também mostradas na tabela
3.1.
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Figura 3.15: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson no ponto
critico em fungdo do tamanho da rede (hierarquias). Distribuicao delta-
bimodal em q =3 ed = 5.
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Figura 3.16: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson no ponto
critico em fungao do tamanho da rede (hierarquias). Distribuigao exponencial
emq=3ed=0>5.
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Figura 3.17: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson no ponto
critico em fungao do tamanho da rede (hierarquias). Distribuigdo gaussiana
emq=3ed=>5.
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Figura 3.18: Comportamento do parametro de Edwards-Anderson no ponto
critico em fun¢ao do tamanho da rede (hierarquias). Distribuigdo uniforme
emq=3ed=>5.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertagao foram investigadas as propriedades criticas do modelo
de Potts de g-estados desordenado com interagoes aleatorias fixas, segundo
uma distribuicao de probabilidades simétrica. Foram consideradas quatro
distribuicoes de probabilidade: Delta-bimodal, Gaussiana, Exponencial e
Uniforme. O modelo foi definido em uma rede hierarquica diamante de fator
de escala b = 2 e dimensao fractal arbitraria.

Para tal foi utilizada uma metodologia que engloba o esquema de Migdal-
Kadanoff para o grupo de renormalizacao no espaco real e um procedimento
recurssivo exato para calcular a magnetizacao local em funcao da tempera-
tura.

O método dos reservatoérios foi utilizado para obter a temperatura critica
do sistema partindo de uma das distribuicoes iniciais escolhidas.

Os valores observados em um diagrama de fluxo num espago de parametros
apropriado mostravam um ponto critico bem definido, que dependendo do
ponto inicial tomado, o fluxo evoluia ou para fase condensada ou para fase pa-
ramagnética. Para cada escolha da distribuicao inicial a temperatura critica
foi determinada nos casos em que foi observada para valores de ¢ = 2,3 e 4
e dr = 2 ~ 6. Dentro deste contexto foi construido uma representagao das
quatro distribuigoes iniciais, mostrando como a partir de cada distribuigao a
temperatura flui, revelando a regiao onde ocorre o ponto de sela, onde estara
o ponto critico real que governa a criticalidade do modelo. Esta temperatura
critica podera ser futuramente obtida obtendo-se a distribuicao de ponto-fixo.

Com o auxilio desta andlise a dimensao critica inferior do modelo para
alguns casos particulares foi estimada. Nestes casos foi encontrado o intervalo
limite entre a dimensao minima onde pode ocorrer a transicao de fases e
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maxima dimensao onde ela nao é observada. Realizando-se este estudo foi
possivel verificar que aparece um valor para dimensao critica em que para
qualquer ntimero de estados ¢ > 2 ocorre a transicao, visto na figura 2.12.

De posse da temperatura critica torna-se possivel determinar os expoentes
criticos, fazendo-se uso do parametro de ordem de Edwards-Anderson. Es-
tes expoentes foram obtidos calculando-se de maneira exata a magnetizacao
local e, por conseguinte, o parametro de ordem através de relacoes de re-
corréncia numéricas obtidas no capitulo 3. Mas os expoentes encontrados
estao associados a cada distribuicao inicial escolhida, nao revelando a uni-
versalidade esperada. Esta universalidade deve ser comprovada buscando-se
a distribuicao de ponto fixo, para qual a distribuicao inicial flui apés um certo
nimero de passos, até se chegar num ponto que seja o ponto critico genuino.
Este ponto critico é bem visto no diagrama de fases mostrado na figura 2.5,
ve-se que para qualquer distribuicao inicial escolhida, a temperatura cami-
nha um certo nimero de iteragoes e passa proxima deste ponto, observamos
que apos quatro iteragoes cada trajetoria aproxima-se do ponto critico.

Como uma perspectiva para este trabalho apontamos para a determinacao
numérica da distribuicao de probabilidades do ponto-fixo e a determinacao
da sua temperatura critica e dos expoentes criticos associados.

Outro ponto bastante interessante deste estudo é a fase condensada do
modelo. Desde o trabalho de Camelo Neto [31], foi encontrado para as dis-
tribuigoes, Delta-bimodal, Gaussiana e Uniforme e aqui também observado
para a distribuicao exponencial, que o fluxo das distribuigoes renormaliza-
das na bacia de atracao da fase ordenada evolui, no espaco de parametros
considerado, de forma cadtica estando confinado em uma regiao de tempera-
tura finita, embora muito baixa . Torna-se necessario determinar a natureza
cadtica desta regiao ou atrator, e, mais importante, que tipo de fase serda
esta. Este sera um tema de continuagao deste trabalho. O que é que suge-
rido em [30] é que este objeto é o resultado da competicao entre a entropia e
os acoplamentos, visto que para a situagao em que ele é encontrado o sistema
nao possui uma escolha de um estado preferencial para minimizar a energia.

Outra proposta a ser desenvolvida é verificar a aplicacao do modelo de
Potts em outros tipos de redes hierarquicas para verificar se comportamento
semelhante ocorrido na fase condensada ocorrerda em outros tipos de rede,
bem como determinar os valores para a dimensao critica inferior, tempera-
turas e expoentes criticos, e comparar com resultados obtidos com o modelo
de Potts aplicado na rede diamante.
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Apeéendice A

Relacoes de Recorréncia para a
Funcao de Correlacao

Neste apéndice estara descrito o célculo da funcao de correlagao usado
na expressao para magnetizagao local descrita em (3.75).

No céalculo da magnetizacao estava-se vendo o calculo da funcao de cor-
relagao entre os sitios raizes i’ e u. Precisa-se desdobrar esta interagao entre
os sitios internos da rede, ou seja, a interagdo o; — ' e a interacdo o; — L,
entao sera calculado agora estas fungoes de correlacao.

Inicialmente relembrando da equagao (3.44), levando-se em consideragao

a interacao entre o; e u:

Ay =a(05000) = (Goy ) (A.1)

Fazendo uso da equagao:

1
(00;.0000) = 7 > 0z, 00,0exp (~H) (A.2)
{o}

Aplicando o hamiltoniano de interagao descrito em (3.7) em (A.2), e ar-
rumando a expressao consegue-se a expressao:
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(0000u0) = Z(Fuoexp(h 800 + D80 + Ay

{u}
p
> do0exp | D (aKidy o + qLidyo,) (A.3)
{os} =t

A qual pode ainda ser escrita como:

)
(9s.00u0) = 5= D exp (00 + hudyro + Ady)

K {u}
p
Z 50j,OeXp lz (in5M/7Ui + qLiéﬂvai)] (A4)
{n} i=1

Que fazendo uso da equagdo (3.23), e aplicando-a em (A.4), chega-se a ex-
pressao:

Z (05,000) = 8181 (20,,.0) (A.5)

Fazendo uso da equacao (3.60) em (A.5), tem-se:

0 )] A
Z (6530000) = B l(q — exp(N) ¢_i1 A By 25 (0w 00o) +
L)) 6]
(¢—1) ggexp(hw)flj + (¢ — 1) exp (hy) B; ¢—f +
0}
(4-1)(q—2) —] (A.6)
2

Efetuando a derivada é obtido a expressao:

0
6h

Z

Z<5aj,05u,0> = [AB ¢ <5u’,05u,0>+
1

(q-1) B%exp (h,) (A7)

2
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Substituindo a equagao (3.47) em (A.7), chega-se a equagao:

®
Z (65,0011,0) = Aij¢—;exp (hy +h, + )+
1

(a—1)B;2Zexp (h,) (A8)

Aplicando-se as equagoes (3.47) e (3.54) em (A.8), consegue-se:

Z

Z <5‘7j705#70> - Aij¢T {0,001 ,0) +
1
B;
7 (000) ~ Guobuo) (A.9)
2

Agrupando-se os termos semelhantes, entao:

(80300.0) = By K% - gbiJ) {0.000.0) + (ﬁ,i <5u,o>] (A.10)

Da mesma maneira pode serd calculado <5W,j>, entao:

(B} = 5 3 bypexp (— OH) (A11)
Z {o}

Aplicando o hamiltoniano de interagao definido em (3.7) em (A.11), tem-
Se a expressao:

1
<6/J'70'j> = Z {2; {2:} 5“"0] eXp I:h)u'(s/»‘vo + hul 5“'/70—1_
Ky 0

p
)\5H/7H + Z (in(S,u,cri —+ qLiéH'vUi) (A12)

i=1
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Que pode ser escrita como:

0
9 (qK;)

Z Z exp [h,d,0+h, 0,0 +
{1} {0}

p
)\5/1/#/ + Z q (Kié‘ﬂvai + Li&ﬂ/yai) (A13)

i=1

N| =

()

Que fazendo uso de (3.9) em (A.13), pode-se escrever:

1 9
(Bp0y) = Zmz (A.14)

Utilizando-se da equagao (3.59), conjuntamente com a regra da cadeia
em (A.14), entao:

(Op0y) = %g—gj (A.15)

Recorrendo a equagao (3.21) e diferenciando-a:

az . 8<I>1 a¢1
0B, (q—1) IB; exp () +exp (b, +h, + \) 7B, +
6<I>2 a¢2
(@ —1)exp (hy) B, (@ —1)exp (h,) B, "
0P,
-1 ) Al
[@-1)(a-2 55 (A16)
Utilizando (3.19) e (3.20), consegue-se as equagoes:
o®, ¢ B .
=1 ! AT

(i#)
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0B,  Op, B .
= . Al
75 o5 1 % (A.18)

(i)

Fazendo uso das equagoes (3.65) e (3.66) respectivamente, tem-se:

0P, ~

oB; AP, (A.19)
ob, -
8—]3j = 02 (A.20)

Utilizando os resultados obtidos em (A.19) e (A.20), e aplicando-os em
(A.16), em seguida agrupando os termos semelhantes, conseqiientemente:

o7Z 5
— [(q—1)exp () + exp (h, +h, + \)] A;&,+

OB,
(a—1)[exp (h,) +exp (h,) + (q — 2)] D, (A.21)

Aplicando a equagao (A.21) em (A.15), em seguida substituindo os cam-
pos mostrados em (3.52), (3.54) e (3.56), também realizando algumas operagoes,

chega-se em:

(A.22)

Substituindo (3.62) em (A.22), rearranjando alguns termos e efetuando

alguns cancelamentos, consegue-se:
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& @ P
<5u,0j> = B; [(Ajé - é) (O ) + gj (A.23)

Utilizando-se das definigoes em (3.19), (3.20), (3.41) e (3.42), o seguinte
resultado é obtido:

P, 1

P21 (A.25)
®: ¢
Tomando (A.24) e (A.25) em (A.23), conseqiientemente obtem-se:
A 1 1
<5u,aj> = B; [(gb_Jl - @) (O ) + gb_Jz] (A.26)

Com base nos resultados obtidos pode-se agora obter a funcao de cor-
relacao para a interacao u — o;. Entao substituindo as expressoes obtidas
em (A.10) e (A.26) em (A.1), obtem-se:

A 1
Amaj - B l(q <5”’05’u,’ 0) — <5//,u>) <_JJ o _J> +
" P2

1
- (@li.0) - 1>] (A.27)

A equagao (A.27) pode ser reescrita fazendo uso das defini¢oes em (3.22)
e (3.44), obtendo-se assim a funcgao de correlagao A,

A; 1 -1
Aoy = B; K_J - T) A + Mmu (A.28)
¢ ¢3
O propdsito agora é obter uma relacao para a funcao de correlagao para
a interacdo pu — o5, semelhante aquela obtida logo acima, em (A.28).
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Neste contexto precisa-se calcular as médias termodinamicas <5,/,050j> e

<5M/7Uj>' O processo de obter essas médias ¢ similar aos efetivados na pri-
meira parte deste apéndice.

A principio serd usado:

1
<5N/706‘7j70> = Z % 5u17050j7oexp (—ﬁH) (A29)
Usando-se o hamiltoniano de intera¢do definido em (3.9) aplicado em
(A.29), a seguinte equacao ¢ obtida:

1 0
<5Ul706‘7j70> = Zah / Z exp (hN5N70 + hul(su/p + )\61/7/1)

H{u}

P
> 0oy.0€XP [Z q(Kidy o, + Liéw,i)] (A.30)
oy

Que fazendo uso da equagao (3.24), na equagao (A.30), obtem-se:

(808r30) = g7 (2 (00)) (A31)

Derivando (3.60) em relacao a h,/, a expressao seguinte é obtida:

o (2 {0an)) = AR (2 o)+

(a-1) Aj%exp () (A.32)

2

Aplicando em (A.32) a equagao (3.47), obtem:
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1 P
<5u',05aj,0> = 7 [AJBJ¢—;exp (h, +h, + X))+
1

(q—1) Aj%exp (h“/)] (A.33)

Recorrendo as equagoes (3.47) e (3.56), colocando-as em (A.33), gera-se
a expressao:

(51 000y0) = A [(% - ¢i) (ool + <6,/,o>] (A.34)

Agora serd tomado o segundo passo para o calculo da funcao de cor-
relacao, o calculo da média (6, ;).

A principio usa-se:
1
(Butoy) = 7 {2; 0y0,6xp (—FH) (A.35)

Que aplicando o hamiltoniano de interacao definido em (3.9), tem por
conseqiiencia:

<6ﬂ’,0j> = Z exp (hyd,0 + hydu o+ Adyw)

{u}

p
Y 0.0 €Xp [Z q (Kidy o + Lid, o) (A.36)

{oi} i=1

Podendo ser reescrita como:
1 0

Opto5) = 77 z A.37
(s) = 25K (A-37)

Usando a definigdo (3.58) e a regra da cadeia em (A.37), entao:
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(Opoy) = %g—i (A.38)

Derivando a relagao (3.21), entao:

0Z 0P,
oA, l(q —1)+exp (hy +h,)exp (N JA, +
0P,
(a4 —1)[exp (hy) +exp (h,) + (a—2)] 55=  (A.39)
J
Utilizando-se as definigoes (3.19) e (3.20), tem-se:
% — Bj(};jl (A.40)
j 1
e7
gi? = % (A.41)
j 2
Entao:
0Z P,
oA, [(@—1) +exp (hy +hy,)]exp (A) BJ?IJF
P
(= 1)fexp () +exp () + (0= 2] 7 (A2
2

Com este resultado obtido em (A.42), utilizando a equagao (3.62), e
aplicando-os em (A.38), entdo obtem-se:

<5M/,Uj> = Aj [(% - gbiJ) (0 ) + é] (A.43)

Com esta equacao (A.43) e (A.34), entao tem-se expressoes suficientyes
para o calculo da funcao de correlagao. Desta maneira substituindo-os em
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(3.44), levando-se em consideragao a interagao p' — o;:

AMUUJ A, [q (% - é) (04,00,.0) + ijz (O 0) —
(@601 (A.44)

Fazendo uso das defini¢oes (3.22) e (3.44) em (A.44), entdo encontra-se
a relacao de recorréncia para a fungao de correlacao, levando-se em consi-
- ) -,
deragao a interacao p' — o;

B' 1 m,,/
Ay = Ay KEIJ - @) A+ _:] (A.45)
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