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Resumo

Neste trabalho apresentamos um conjunto de equacoes algébricas nao-lineares
acopladas baseadas na distribuicao do ntcleo de Poisson que descreve as proprie-
dades estatisticas de uma cavidade cadtica conectada a dois guias com barreiras de
transparéncias arbitrarias (ou ponto quantico balistico). As equagoes sdo calcula-
das a partir da técnica diagramatica [P. W. Brouwer e C. W. Beenakker, J. Math.
Phys. 37, 4904 (1996)] realizando uma média sobre o grupo unitario no limite se-
miclassico. A teoria de circuitos de Nazarov nao permite uma comparacao direta
com a andalise diagramatica no caso de barreiras com transparéncia arbitraria, devido
a dificuldade de se determinar a relagao caracteristica pseudo-corrente-voltagem de
um conector arbitrario do circuito. Este problema foi recentemente resolvido por
um novo tratamento da teoria de circuito [A. M. S. Macédo, Phys. Rev. B 66,
033306 (2002)] que combina esta teoria com o modelo-o nao-linear supersimétrico.
O novo tratamento gera uma equacao polinomial quartica que coincide com os resul-
tados do método diagramatico para os quatro primeiros cumulantes da estatistica de
contagem como também para a densidade média de autovalores de transmissao nos
casos de barreiras simétricas e juncao de tunelamento. Isto fornece fortes evidéncias
para a equivaléncia matematica entre o sistema de equacoes algébricas da técnica
diagramatica com a equagao polinomial da teoria de circuitos. A completa equi-
valéncia desses métodos seria um resultado nao trivial, devido ao fato do principio
de concatenacao semiclassico, que é usado para calcular a equagao polinomial na
teoria de circuitos, nao ter representacao direta na formulagao diagramatica. Espe-
ramos que nosso resultado ajude a estabelecer uma maior conexao entre os recentes
desenvolvimentos independentes de ambos os métodos em areas como spintronica e
dispositivos supercondutores hibridos.



Abstract

In this work we derive a set of coupled non-linear algebraic equations for the
asymptotics of the Poisson kernel distribution, describing the statistical properties
of a two-terminal double-barrier chaotic billiar (or ballistic quantum dot). The
equations are calculated from a diagrammatic technique [P. W. Brouwer e C. W.
Beenakker, J. Math. Phys. 37, 4904 (1996)] for performing averages over the
unitary group. Nazarov’s circuit theory does not allow for a direct comparison
with the diagrammatic approach for arbitrary values of the barries’s transparencies,
because of the intrisicic difficulty to determine the averge pseudo-current-voltage
characteristics of an arbitrary circuit element. This difficulty was recently removed
by a novel systematic treatment presented in [A. M. S. Macédo, Phys. Rev. B
66, 033306 (2002)], in which circuit theory is combined with the supersymmetric
non-linear o-model. The problem was reduced to a comparison between a pair of
coupled non-linear algebraic equations (diagramatic technique) and a polynomial
equation of fourth order (circuit theory. Exact agreement was found for a variety
of quantities, such as the first four cumulants of the full counting statistics and the
average trasmission eigenvalue density for symmetric barriers and tunnel junctions.
The complete equivalence of these approaches is a non-trivial result, because the
semiclassical concatenation priciple, used to derive circuit theory equations, has
no obvious counterpart in the diagrammatic method. We expect our result to help
establishing a direct connection between several recent independent developments of
both approaches, such as those in magnetoelectronics end normal-superconducting
hybrid systems.



Sumario

1 Introducao 1
1.1 Teoria de Espalhamento . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 5)
1.1.1 Matriz de Espalhamento . . . . . .. .. ... ... ... ... 7

1.1.2  Conservagao do Fluxo de Corrente . . . . . . ... ... ... 8

1.1.3 Matriz de Transferéncia . . . . . .. .. ... ... ...... 9

1.2 Férmula de Landauer . . . . . . . . . ... ... ... ... 10
1.2.1 Dedugao da Férmula de Landaver . . . . . . . .. .. ... .. 10

1.2.2  Estatistica Linear . . . . . . . . . . ... ... .. .. ..... 13

1.2.3 Ruidode Disparo . . . . . .. .. ... ..o 14

1.3 Teoria Estatistica de Niveis de Energia e Autovalores de Transmissao 15
1.3.1 Ensemble de Wigner-Dyson . . . . . ... ... ... .. ... 15

1.3.2 Ensemble Circular . . . . . ... . ... ... ... ... ... 17

1.4 Nucleode Poisson . . . . . .. . .. ... 18
1.5 Estatistica de Contagem . . . . . . . .. .. .. ... ... ... 19

2 Técnica Diagramatica 22
2.1 Média sobre um Polinomio da Matriz Unitaria . . . . . . .. ... .. 23
2.2 Média sobre um Polinomio da Matriz Simétrica Unitaria . . . . . . . 25
2.3 Técnica Diagramatica . . . . . . . . . . . ... 26
2.4 Sumario das Regras Diagramdéticas . . . . . . .. ... .. ... ... 29
2.5 Limite Semiclassico (N > 1) . . . . . .. ... ... 30
2.6 Aplicacdo em Cavidades Cadticas . . . . . . . . . ... .. .. .... 32
2.6.1 Média da Condutancia para Contatos Ideais . . . . . . .. .. 32

2.6.2 Média da Condutancia para Contatos nao Ideais . . . . . . . . 33

3 Densidade dos Autovalores de Transmissao 37
3.1 Cavidade Cadtica com Guias Ideais . . . . . ... ... .. ... ... 38
3.2 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias Arbitrarias . 42



SUMARIO

i

3.2.1 Cavidade Cadtica com Barreiras Simétricas . . . . . . . . . .. 45
3.2.2 Cavidade Cadtica com Duas Jungoes de Tunelamento . . . . . 46
3.2.3 Interpretagao Semiclassica: Cavidade Cadtica com Duas Juncoes

de Tunelamento . . . . . . . . . . .. ... ... .. .. .... 49
4 Teoria de Circuitos 57
4.1 Conceitos Basicos da Teoria de Circuitos . . . . . . . .. .. ... .. 58
4.1.1 Cavidade Caotica com Contatos Ideais . . . . . ... .. ... 63
4.2 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias Arbitrarias . 64
4.2.1 Cavidade Caotica com Barreiras Simétricas . . . . . . . . . .. 66
4.2.2 Cavidade Cadtica com Duas Jungoes de Tunelamento . . . . . 67

4.2.3 Cavidade Caodtica com um Contato Ideal e uma Barreira de
Transparéncia Arbitraria . . . . . . . ... ... ... ..... 68
5 Técnica Diagramatica e Teoria de Circuitos 71
5.1 Cavidade Cadtica com Contatos Ideais . . . . . . .. ... ... ... 71
5.2 Cavidade Cadtica com Contatos nao Ideais . . . . . . . .. . ... .. 73
5.2.1 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras Simétricas . . . . . . . 74
5.2.2 Cavidade Caotica com Duas Jungoes de Tunelamento . . . . . 75

5.2.3 Cavidade Cadtica com um Contato Ideal e uma Barreira de
Transparéncia Arbitraria . . . . . . . ... ... ... ..... 75

5.2.4 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias Ar-
bitrarias . . . . . ... 76

5.2.5 Interpretagao Semiclassica de uma Cavidade Cadtica com Dois
Contatos de Transparéncias Arbitrarias . . . . . . .. .. ... 78
6 Conclusoes e Perspectivas 85

A Resultado dos Coeficientes V,, ... .

e W, ... paran <3 dos EUC e

k

EOC 88
B Valor do Quarto Cumulante 90
Bibliografia 91

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

2.1

Escala de comprimentos caracteristicos para transporte coerente em
baixas temperaturas. O regime localizado estd entre Ly e £ (£ é o
comprimento de localizagao), o difusivo entre £ e [, e o balistico entre
le e )\F ..................................
Esquema ilustrativo de um condutor difusivo (esquerda) e balistico
(direita). . . . . . . o
Flutuacao da condutancia em funcao do campo magnético perpen-
dicular. A amostra é um fio de Au com 310nm de comprimento de
25nm de largura. A flutuagio é 0.3¢2/h, bem préximo do valor tedrico

que é de y/<z€?/h. A figura foi tirada da ref. [1]. . .. ... ... ..

Cavidade 2D com dois guias. As setas dentro dos guias representam
ondas entrando e saindo da cavidade. . . . . . ... ... L.
Duas amostras mesoscépicas em série. Elas sao conectadas por guias
ideais e cada uma tem sua matriz de espalhamento bem definida S;
(esquerda) e Sy (direita). . . . . . ...
Condutancia quantizada em unidades de e¢*/h (curva 1) e a poténcia
do ruido de disparo a freqiiéncia nula em unidades de e3/4h (curva
2) versos & = 2m(ep — Vp)/hw, onde ep é a energia de Fermi de um
ponto quantico bidimensional com w, = 4w,. O grafico foi tirada da
ref. [2]. . .
Amostra mesoscopica conectada a dois reservatérios com potenciais
eletroquimicos fi1 € fio. . . . . ..o
Bilhar mesoscopico na forma de um estadio retirado da ref. [1]. Os
elétrons se movem na regiao escura. . . . . . ... ... ...

Cavidade cadtica conectadas a dois guias contendo barreiras de tune-
lamento. . . . . . ..

il

12



LISTA DE FIGURAS iv

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

3.1
3.2
3.3

3.4
3.5

3.6

Uab € U, 5 sao representados por blocos onde os pontos pretos caracte-
rizam os indices a e o e 0s pontos brancos os indices b e 5. A matriz
de projecao A;; indica o somatério sobre os indices ao conectar um
ponto a outro sempre no sentido antihorario até fechar o circuito, veja

B 230 o o 27
Funcoes f(U) = Tr(AUBUT) e g(U) = Tr(AUBUCUTDUT) repre-
sentadas. . . . ... 28
Média das fungoes f(U) = Tr(AUBU') e g(U) = Tr(AUBUCUTDUT)
representadas na fig. 2.3. . . . . .. ... oL 29
Analise diagramatica para (f(U)) com f(U) = Tr(AUBUT), onde a
matriz U € unitaria simétrica. . . . . . . .. .. ... 29

Representacao diagramética da funcao f,(U) (acima). Diagrama es-
cada com o maior nimero de ciclos-U e T possiveis para a (f,(U))

Acima, diagrama maximamente cruzado que contribui para a loca-
lizacao fraca da condutancia média, a direita e a esquerda temos uma
estrutura escada. Abaixo, estrutura maximamente cruzada em forma
de diagrama escada. . . . . .. .. ..o Lo 35
Acima, diagrama maximamente cruzado que contribui para a loca-
lizagao fraca da condutancia média, a direita e a esquerda temos uma
estrutura escada. Abaixo, estrutura maximamente cruzada em forma
de diagrama escada. . . . . ... ..o 36

Representacao diagramética da fungdes de Green, eq. (3.4) e (3.5). . 39
Representacao diagramética da equacao de Dyson para Fy, eq. (3.11). 40
Distribuicao de probabilidade de transmissao através de juncoes de

tunelamento com I'y = 0,02 e I'; = 0,03. A figura foi tirada da ref. [3]. 47

Elétron sendo transmitido através de uma barreira com I' < 1. . . . . 50
(a) Corresponde a auséncia de particula entre as barreiras; (b) Cor-
responde a presenca de uma particula entre as barreiras. . . . . . . . 51
(a) Particula sendo transmitida pelas duas barreiras; (b) A particula
em t = 0 j& havia sido transmitida através da primeira barreira. . . . 52

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



LISTA DE FIGURAS

v
4.1 Circuito geral como i conectores (nds e terminais). R; representa o

valor da resisténcia chmica do i-ésimo elemento difusivo e 6; repre-

senta o valor do potencial complexo no i-ésimo conector. Cada ponto

ao longo do circuito representa um né e o valor de 6; deve ser cal-

culado pela teoria de circuitos, usando os principio de conservacao

de corrente. A funcao ®; para i = 1,2 representa os potenciais nos

terminais do circuito. . . . . . . ... 58
4.2 Circuito com um elemento difusivo R e doisnés 6, e fy. . . . . . . .. 59
4.3 Circuito equivalente ao da fig 4.2 com a resisténcia localizada na ex-

tremidade. . . . . ... 60
4.4  Circuito auxiliar geral no limite R — 0, ou seja, eliminacao completa

da parte difusiva. . . . . .. ..o L 61
4.5 Circuito auxiliar com um no, #, e contatos ideais. . . . . . . .. . .. 62
4.6 Circuito auxiliar com um né, 6, e contatos com barreiras arbitrarias,

Fl (S Fz ................................... 64
5.1 A figura ilustra uma cavidade cadtica acoplada via barreiras de trans-

paréncias I'y e I'y aos reservatorios de elétrons. . . . . . . . ... ... 78

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



Lista de Tabelas

1.1

Al
A2
A3

A4

Resumo da classificagao de Dyson. A matriz hermitiana H e a matriz
unitaria de autovetores U sao classificadas pelo indice § dependendo
da presenca ou auséncia de simetria de reversao temporal (SRT) e
simetria de rotagao de spin (SRS). . . . . ... ... L. 17

Denominadores A,, dos coeficeientes V,, ... ., paran =c; + -+ ¢, < 3. 88
Denominadores B,, dos coeficeientes W, ... ., paran =c;+---+c¢p < 3. 89
Numeradores A,V,, ... o, dos coeficeientes V., ... ., paran =c; +---+

¢ < 3. Os denominadores A,, sao dados na tabela A.1. . . . . . . .. 89
Numeradores B, W,, ... o, dos coeficeientes W, ... ., paran = c¢;+-- -+
¢, < 3. Os denominadores B,, sao dados na tabela A.2. . . . . .. .. &9

vi



Capitulo 1

Introducao

Nas duas ultimas décadas a area de sistemas eletronicos mesoscopicos tem
sido alvo de intenso estudo. Sistemas mesoscopicos abrangem um dominio que se
estende desde sistemas macroscopicos até microscopicos. Seu tamanho é suficien-
temente pequeno para que a coeréncia de fase seja mantida pelos elétrons, sendo
necessario um tratamento quantico completo para descrever suas propriedades de
transporte. Porém, é grande o bastante para nao podermos descrevé-lo de forma
pratica através de uma abordagem microscopica, visto que uma pequena mudanca
nos detalhes microscépicos (localiza¢ao da impureza e contorno da amostra) mudaria
completamente os resultados. O que fazemos entao é uma andlise estatistica: con-
sideramos a média sobre um ensemble de amostras macroscopicamente equivalentes
mas com estruturas microscopicas diferentes.

A faixa de escalas que caracteriza a fisica mesoscépica vai do comprimento
de coeréncia de fase L (este é o comprimento caracteristico para a interferéncia de
fungoes de ondas eletronicas e é a maior escala de comprimento), até o comprimento
de onda de Fermi A\p. Outra escala importante na fisica mesoscépica é o caminho
livre médio [.. Ele é o comprimento médio entre dois espalhamentos elasticos conse-
cutivos e estd relacionado ao tempo de espalhamento eldstico 7, por I, = vpT, (v é
a velocidade de Fermi). Temos que Ly > I > Ap, veja fig. 1.1. Entre essas escalas
podemos distinguir trés regimes: balistico, difusivo e localizado.

Espalhamentos elasticos conservam nao sé o momento e a energia mas também
inserem uma fase fixa na funcao de onda da particula, mantendo a coeréncia de
fase. Quando o sistema se encontra no regime balistico o comprimento da amostra
mesoscopica (L) é menor que o caminho livre médio (I. > L), entdo os elétrons
praticamente nao sofrem nenhum tipo de colis@o. Ja no regime difusivo o compri-
mento do condutor mesoscépico é bem maior que o caminho livre médio (L > I.),



produzindo diversas colisoes eldsticas antes de perder a coeréncia de fase, tornando
o sistema difusivo. O comprimento de relaxacao de fase para amostras difusivas é
dado por Ly = /D7y, onde D ¢é a constante de difusao e 7, € o tempo de relaxagao
de fase. Veja fig. 1.2.

As propriedades de transporte que surgem na fisica mesoscépica diferem bas-
tante da descricao classica. Exemplos bem conhecidos sao a universalidade da flu-
tuacao da condutancia, a localizacao fraca e o ruido de disparo. Esses fenomenos sao
independentes do tamanho e do grau de desordem da amostra mas dependem intei-
ramente de simetrias intrinsecas do sistema (simetria de reversao temporal, simetria
de rotagao de spin).

Flutuagoes na condutancia podem ser observadas em uma unica amostra
como fungao do campo magnético, veja fig. 1.3. As flutuacoes sao padroes es-
tocasticos independentes do tempo que desaparecem lentamente com o aumento da
temperatura. Os padroes dependem, no entanto, da distribuicao de impurezas e
variam de amostra para amostra. A localizacao fraca é uma ligeira diminuicao da
condutancia para particulas sem spin na auséncia de campo magnético. Esse efeito
ocorre devido a maior probabilidade de reflexao das particulas devido a interférencias
construtivas entre trajetorias revertidas no tempo. O ruido de disparo surge da na-
tureza discreta da carga dos elétrons que causa uma flutuacao dependente do tempo
na corrente que persiste a baixas temperaturas. Essas flutuagoes sao chamadas de
“ruido de disparo” para diferencia-las das flutuacoes térmicas que ocorrem para tem-
peraturas nao nulas. Outra diferenca entre os dois tipos de flutuagoes é que o ruido
de disparo é proporcional a voltagem, enquanto o ruido térmico ocorre a V =0. O
ruido de disparo pode ser usado em sistemas quanticos como ferramenta para revelar

Mes0Scopi co

Figura 1.1: Escala de comprimentos caracteristicos para transporte coerente em
baixas temperaturas. O regime localizado esté entre Ly e £ (£ é o comprimento de
localizagao), o difusivo entre £ e [, e o balistico entre [, e Ap.
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informagoes sobre a correlacdo entre as cargas [2].

Wigner e Dyson [4, 5] introduziram originalmente a teoria de matrizes aleatdrias
(TMA) para descrever as propriedades estatisticas do espectro resonante de nicleos
complexos. Hoje ela tem sido uma ferramenta muito usada em fisica mesoscépica
devido a dois fatores: (1) Validade do ensemble de Wigner-Dyson na descrigao de
sistemas quanticos cadticos; (2) Possibilidade de relacionar as propriedades univer-
sais de matrizes aleatorias diagonais por blocos e a universalidade da flutuacao da
condutancia em condutores desordenados. Estes fatos levaram ao desenvolvimento
da TMA para transporte quantico em cavidades fechadas e abertas descritas pelo
hamiltoniano e pela matriz de espalhamento respectivamente, assim como para fios
quanticos [1, 6] .

Altshuler [7], Lee e Stone [8] apresentaram a primeira explicac¢ao tedrica da
universalidade na flutuacao da condutancia. Ha dois aspectos relevantes nesta uni-
versalidade: (1) a variancia da condutancia, VarG, é da ordem (e?/h)?, independente
do tamanho da amostra ou da desordem; (2) VarG decresce por um fator de dois
se a simetria a reversao temporal é quebrada por um campo magnético. A teoria
de Altshuler-Lee-Stone é baseada na técnica diagramadtica perturbativa para metais
desordenados. Na presenca de simetria de reversao temporal, duas classes de dia-
gramas contribuem igualmente para a variancia: diffusons e cooperons. Na presenca
de campo magnético os diagramas cooperons sao suprimidos.

A universalidade observada nas propriedades estatisticas da matriz de espa-
lhamento sugere a possibilidade de uma abordagem alternativa, na qual a fungao dis-
tribuicao dos elementos da matriz espalhamento é derivada de um principio genérico,
sem qualquer referéncia a um hamiltoniano especifico. Esse programa foi implemen-
tado por Mello e colaboradores [9], que demonstraram que, usando a hipétese de

)
)
Difusivo Balistico

Figura 1.2: Esquema ilustrativo de um condutor difusivo (esquerda) e balistico
(direita).
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Figura 1.3: Flutuacao da condutancia em funcao do campo magnético perpendicular.
A amostra ¢ um fio de Au com 310nm de comprimento de 25nm de largura. A

flutuagao é 0.3¢?/h, bem préximo do valor tedrico que é de 1/1—1562 /h. A figura foi
tirada da ref. [1].

minima informagao, causalidade, analiticidade e certas simetrias, a funcao distri-
buigao da matriz espalhamento fica proporcional ao nicleo de Poisson [10).

Neste contexto, Brouwer e Beenakker [11] desenvolveram uma ferramenta
para se calcular cumulantes, denominada de técnica diagramdtica para ensembles
de matrizes unitarias. O objetivo deste método ¢é integrar uma fungao racional
arbitraria de uma matriz unitdria aleatéria. A matriz unitaria em questao é em
fisica mesoscopica a matriz de espalhamento.

Levitov e Lesovik [12] deram uma importante contribuigao a fisica mesoscépica
ao formularem o problema da estatistica de contagem (full counting statistics (FCS))
em um sistema com dois ou mais terminais. Essa teoria representa uma importante
unificagao conceitual e produz um método pratico para se calcular observaveis de
transporte na forma de cumulantes. Inspirado neste formalismo Nazarov [13] propos
uma teoria de circuitos para determinar a estatistica de contagem em sistemas me-
soscopicos de topologia arbitraria.

O sistema mesoscopico enfatizado nesta tese se refere a uma cavidade cadtica
conectada a dois guias com ou sem barreiras, fig. 2.1. Tratamos em fisica me-
soscopica como cavidade cadtica toda amostra cujo seu analogo classico tem com-
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1.1 Teoria de Espalhamento 5

portamento cadtico. Caos é essencialmente um fendémeno cléssico e é conseqiiéncia
da alta sensibilidade das trajetorias do sistema a pequenas variagoes nas condigoes
iniciais. Exemplos interessantes sao os bilhares que podem ser considerados cadticos
ou nao dependendo da sua forma.

Neste capitulo faremos uma revisao sobre teoria de espalhamento numa ca-
vidade balistica e introduziremos o conceito de matriz espalhamento, secao 1.1. Na
secao 1.2 apresentaremos a formula de Landauer, seguida de uma revisao sobre TMA
(se¢@o 1.3). Por dltimo, na se¢ao 1.5, apresentamos uma discussao sobre estatistica
de contagem.

1.1 Teoria de Espalhamento

Nesta secao faremos uma breve apresentacao da teoria de espalhamento em
condutores eletronicos. A partir deste andlise chegaremos a defini¢do de matriz de
espalhamento, sua definicao sera constantemente usada nesta tese.

Landauer [14, 15], Imry [16] e Biittiker [17] foram os precursores da teoria
de espalhamento. Esta teoria adquiriu importancia no cenario cientifico devido a
capacidade de descrever completamente sistemas de transporte quantico a baixas
freqiiéncias, temperatura e voltagem, desde que a interacao elétron-elétron possa
ser desprezada.

Estamos interessados em um sistema mesoscépico bidimensional composta
de uma cavidade caotica conectada a dois guias no regime balistico de largura W,
fig. 1.4. Para podermos chegar a definicao da matriz de espalhamento devemos
primeiro introduzir a equacao de Schrodinger

.

Figura 1.4: Cavidade 2D com dois guias. As setas dentro dos guias representam
ondas entrando e saindo da cavidade.
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[L (—mﬁ + fﬁ(f))z + V(F)} W(7) = By (), (1.1)
2m c

onde V(7) é o potencial devido as impurezas, A(7) ¢ o potencial vetor de um campo
magnético externo e 7 é o vetor posigdo no plano xy (z e y se referem as diregoes
longitudinais e transversais respectivamente), veja fig. 1.4. Impomos neste problema
condigoes de contorno nas quais as funcoes de onda se anulam nas paredes dos guias,
ou seja, o potencial V(7) dentro dos guias é nulo assim como o campo magnético.
Nestas condigoes a solucao da eq. (1.1) é dada por

() o u(y)e™™ " onde @, (y) = \/% sin(ky.ny). (1.2)

Analisando a eq. (1.2) verificamos que existem dois tipos de fungoes de onda, o sinal
positivo no termo exponencial representa ondas planas se propagando para a regiao
externa da cavidade cadtica enquanto que o sinal negativo representa ondas planas
se propagando para a regiao interna.

Aplicando as condigoes de contorno ¢(x,y = 0) = 0 e ¢¥(z,y = W) = 0 na

eq. (1.2), obtemos .

kym = W, n = 1,2,.... (13)
Concluimos entao que o momento transversal k, ¢ quantizado, ou seja, cada valor
de n representa nos guias um modo ou canal. Podemos relacionar as autoenergias

associados aos momentos transversais e longitudinais pela seguinte expressao

h2k?

_ I

€zt Eyn =E€F = v (1.4)
i ) . . B2k2 k7 .,

onde e ¢ a energia de Fermi do sistema e e, = 5 = e g, = —2*.

E importante fazermos uma anélise das autoenergias ¢, ,, € €,, na eq. (1.4).
Comegamos primeiro verificando a condigao de que ¢,, < cp, isso implica que
o valor de g, > 0, ou seja, k, é real e o termo exponencial na eq. (1.2) deve ser
interpretado como ondas propagantes nos guias, essas ondas também sao conhecidas
na literatura como modos propagantes ou canais abertos. Outra hipdtese é fazer
€yn > €F, Obrigatoriamente €, < 0, ou seja, k, ¢ imagindrio levando a conclusao de
que o termo exponencial representa ondas que decaem exponencialmente nos guias,
também chamados de modos evanescentes ou canais fechados.

A solucao completa da equagao de Schrodinger nos guias pode ser decomposta
em ondas propagantes e evanescentes que representam os canais abertos e fechados
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1.1 Teoria de Espalhamento 7

nos guias respectivamente. Quando aplicamos o limite x — oo somente os canais
abertos continuam contribuindo para a solucao do problema, pois as funcoes de
onda evanescentes que representam os canais fechados desaparecem devido ao termo
exponencial. A forma assintética da funcao de onda em qualquer um dos guias é
entao dada por

N
—_ m 1k nx
Gl y) =) [ +ao] onde wit = [o——pn(y)ettot, (L)
—1 T,n

o indice [ representa o guia a esquerdo (e) ou a direita (d), veja fig. 1.4.

1.1.1 Matriz de Espalhamento

As fungoes de onda que incidem (i) e saem (s) da cavidade cadtica podem
ser representadas pelas seguintes matrizes de coeficientes

Blz(pll,pé,--wpﬁvl)T . Qi:(qlpqé?”'a(ﬁ\h)T' (1.6)

Podemos definir duas matrizes que representam as fungoes de onda que en-
tram e que saem da cavidade por ambos o guias

P=(Pr PO e Qo=(Q Q). (1.7)

Entao a matriz de espalhamento, definida como S, conecta essas duas amplitudes
da seguinte forma

Qs rr
onde a matriz S tem dimensao (N, + Ng) X (N + N,4). Essa matriz pode ser escrita

numa estrutura de blocos )
r t
S = ( P >, (1.10)

onde r e 1 sdo as matrizes de reflexdo N; x N, enquanto t e t' sdo as matrizes de
transmissao N, x Ny.

Uma interpretacao para os blocos da matriz S poder ser obtida considerando
a matriz de reflexao r como um bloco matricial que descreve as ondas refletidas

ou melhor
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1.1 Teoria de Espalhamento 8

através do guia a esquerda e a matriz de transmissao ¢ como o bloco que descreve as
ondas transmitidas para o guia a direita, isto quando as ondas incidentes na cavidade
vieram do guia a esquerda. A mesma interpretacao pode ser dada para as matrizes
reflexdo r' e transmissao ¢ quando a ondas incidem na amostra mesoscépica pelo
guia a direita.

1.1.2 Conservacao do Fluxo de Corrente

Um fator importante que devemos levar em conta neste problema é a con-
servacao do fluxo de corrente através do sistema mesoscopico em questao. Segundo
as refs. [18, 19] a densidade de corrente pode ser escrita em func¢ao dos coeficientes
como

N

d=>_ (g1 = phI?) (1.11)

n=1

e a conservacao do fluxo de corrente implica que
Je +Ja = 0. (1.12)
Usando a definigao dos vetores P; e Qs podemos escrever (1.12) numa forma matricial
Q'Q, = P/ P, (1.13)

Devido a definigao da matriz de espalhamento, eq. (1.9), chegamos a seguinte con-

clusao
SST =819 =1, (1.14)

ou seja, a matriz S é unitaria devido a conservacgao do fluxo de corrente.

Substituindo a estrutura de blocos da matriz de espalhamento na eq. (1.14)
verificamos que a unitariedade define quatro matrizes hermitianas t¢f, t' ¢, 1 — rrt
el —r'r't que tém o mesmo conjunto de autovalores transmissiao pela cavidade
caotica, representados por 7q, 7o, -+ , TN

Quando o potencial devido as impurezas é real e o potencial vetor é nulo a
fungao de onda revertida no tempo, ¢*(x,y,t — —t), também passa a ser solu¢ao
da equacao de Schrodinger. As ondas agora se propagam no sentido contrario devido
a reversao temporal. Usando este resultado, a estrutura da eq. (1.9) modifica-se

para . )
(%) :s(gd) (1.15)
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1.1 Teoria de Espalhamento 9

A eq. (1.15) mostra que a matriz de espalhamento S, com simetria de reversao
temporal, obedece a relacao SS* = 1. Usando em seguida a lei de conservagao do
fluxo de corrente, eq. (1.12), temos

S =57 (1.16)

ou seja, a matriz de espalhamento ¢é simétrica.

1.1.3 Matriz de Transferéncia

Um sistema bastante interessante é quando temos varias cavidades cadticas
conectadas em serie por guias ideias.

Como exemplo apresentamos o caso de duas amostras mesoscépicas, fig. 1.5.
Desde que as matrizes de espalhamento S; e S5 de cada cavidade cadtica sejam co-
nhecidas, podemos encontrar os blocos da nova matriz espalhamento S, que descreve
todo o sistema, em funcao dos blocos das matrizes S7 e S3. As matrizes de reflexao
e transmissao da estrutura em blocos da nova matriz S sao dadas por

ro= 7+ (1 =) oty
= (1 — i) My,
t = (1 —rorh) M,
o= 4 t(1 — o)) T, (1.17)

Podemos evitar as inversoes matriciais da eq. 1.17 na regra de composi¢ao
atrvés do conceito da matriz de transferéncia M, que relaciona os coeficientes que

S, S»

Figura 1.5: Duas amostras mesoscopicas em série. Elas sao conectadas por guias
ideais e cada uma tem sua matriz de espalhamento bem definida S; (esquerda) e Sy
(direita).
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1.2 Férmula de Landauer 10

representam as ondas entrando e saindo da cavidade pelo guia a esquerda, Q¢ e Pf,
com os coeficientes que representam as ondas entrando e saindo pelo guia a direita,

Q% e P?. Entao
e R d
(5)-4(%)

e a regra de composicao fica simplesmente o produto matricial das componentes
M = MyM,. (1.19)

A simplicidade da regra de composi¢ao torna a matriz de transferéncia particular-
mente conveniente para o estudo de transporte em fios quanticos.

Nesta se¢ao discutimos a teoria de espalhamento de uma amostra mesoscépica
conectada a dois guia ideais, para um tratamento mais completo, ou seja, amostra
conectada a multiplos guias sugerimos as refs. [18, 19, 20, 21].

1.2 Foérmula de Landauer

Landauer [14, 15] revolucionou a teoria de transportes eletronicos ao inverter
o antigo ponto de vista que tratava o campo de transporte como causa e o fluxo de
corrente como uma conseqiiéncia da aplicacao do campo. No formalismo de Lan-
dauer campos de transporte nao homogéneos aparecem como resultado da injegao
de portadores na amostra. Um dos resultados mais conhecidos de seu formalismo ¢é a
formula de Landauer para a condutancia de uma amostra quantica. A simplicidade
da teoria de Landauer é conseqiiéncia direta dela se basear inteiramente na fisica de
uma particula [22, 23].

1.2.1 Deducao da Férmula de Landauer

Condutores macroscépicos sao caracterizados pela lei de Ohm, a qual esta-
belece que a condutancia G de uma dada amostra é diretamente proporcional a sua
area transversal A e inversamente proporcional a seu comprimento L, isto é

oA\
G=" (1.20)

onde o é a condutividade da amostra.
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1.2 Férmula de Landauer 11

Figura 1.6: Condutancia quantizada em unidades de €?/h (curva 1) e a poténcia
do rufdo de disparo a freqiiéncia nula em unidades de e3/4h (curva 2) versos £ =
2m(ep — Vo) /hw, onde ef ¢é a energia de Fermi de um ponto quantico bidimensional
com wy, = 4w,. O gréfico foi tirada da ref. [2].

Mas se consideramos uma amostra mesoscopica teremos de fazer duas correcoes
nesta lei: (1) existe uma condutancia de contato (que corresponde a conduténcia
de um guia balistico de N modos propagantes) independente de L, dada por G. =
(2¢?/h)N, veja fig. 1.6; (2) a dependéncia com A ndo ¢ linear e continua, mas
discreta [24].

Vamos considerar uma amostra mesoscopica em equilibrio térmico, conectada
a dois reservatorios por dois guias, veja fig. 1.7. Os reservatorios sao caracterizados
pelos potenciais eletroquimicos p; e po que implica numa diferenca de potencial
V = —e(pu1—p9) através da amostra. Os guias sao por hipdtese condutores balisticos,
cada um com N modos transversais. 1" é a probabilidade média de transmissao que
um elétron injetado no guia 1 tem de ser transmitido para o guia 2 [25], ou melhor:

T = —Tr(tth), (1.21)

1
N
onde tt' é uma matriz hermitiana com autovalores de transmissao y,7s, - , Tn,
veja secao 1.1.

Um condutor mesoscopico é formado por uma regiao desordenada com coeréncia
de fase conectada a dois reservatérios de elétrons por dois guias ideais, ou seja, sem
barreiras de potencial, fig. 1.7. Os espalhamentos na regiao de coeréncia de fase
sao admitidos serem elasticos. Espalhamentos inelasticos ocorrem somente nos reser-
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1.2 Férmula de Landauer 12

vatérios. Os reservatérios, além de funcionarem como fonte dos portadores, também
atuam como sumidouros perfeitos, ou seja, os elétrons passam dos guias para os re-
servatdrios com probabilidade de reflexao nula [18].

Os estados de momentos transversais, &, ,, no guia 1 sao ocupados somente
por elétrons vindos do reservatorio a esquerda e tém energia E < py. Similarmente
para o guia 2, onde os estados ocupados tém energia E < po.

Admitindo que estamos a temperatura zero, a corrente que é injetada de um
reservatorio nos guias é 2e/h, por modo propagante e por unidade de energia. O
fluxo de elétrons injetados no guia 1 é dado por

2e
It = —EN(M — Ha)- (1.22)
Ja o fluxo que sai no guia 2 é simplesmente o fluxo de entrada do guia 1 vezes a

probabilidade média de transmissao 1"

2e
Iy = —WNT(M — ). (1.23)
O resto do fluxo é refletido pelo condutor para o reservatorio 1:
_ 2e
Iy = =2 N1 =T)(m — pa). (1.24)

Entao a corrente I no sistema ¢é dada por:

2
I=I-I =1 = —fNT(ul — fia). (1.25)
|
—
|-11 Uz
— —

O

Figura 1.7: Amostra mesoscopica conectada a dois reservatorios com potenciais
eletroquimicos p; e pis.
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1.2 Férmula de Landauer 13

Como py — g = —eV e a condutancia é G = limy_ I/V, no limite de resposta
linear, temos:
; 2e?
G = G()Tl'(tt ) com GO = T (126)
No caso de particulas sem spin Gy = % A eq. (1.26) ¢ a famosa férmula de

Landauer, que foi escrita nesta forma pela primeira vez por Fisher e Lee [26]. Para
(1.26) ser valida é importante ter os reservatérios em equilibrio e com os potenciais
eletroquimicos bem definidos. Os reservatoérios somente entram na discussao como
um conjunto de condi¢oes de contorno, absorvendo boa parte da complexidade do
problema [22].

A eq. (1.26) pode ser escrita em termos dos autovalores de transmissao como

N
G=Goy 7 (1.27)
=1

Fisicamente a condutancia, eq. (1.27), mede o niimero médio de elétrons transmiti-
dos por unidade de tempo.

1.2.2 Estatistica Linear

Expressoes como (1.27) sdo denominadas de estatistica linear [24] e podem
ser genericamente representadas por

A= Za(@-). (1.28)

A palavra linear indica que A nao contém produtos de diferentes autovalores, porém
a funcdo a(7) pode depender nao linearmente dos autovalores de transmissao 7. A

média sobre um ensemble de realizacoes das varidveis aleatorias 7,7, -+ , 7y para
estatisticas lineares pode ser descrita pela funcao densidade
p(r) = (Trs(r — tth)), (1.29)

de modo que X
(A) = /0 dra(T)p(T). (1.30)

A obtengao desta func¢ao p(7) serd objeto central dos métodos apresentados nesta
tese. A condutancia, eq. (1.26), é especial porque sua estatistica linear depende
linearmente de 7.
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1.2.3 Ruido de Disparo

Outra grandeza que se expressa como estatistica linear é o ruido de disparo.
A baixas temperaturas, estas flutuagoes de corrente sao devidas a natureza discreta
da carga do elétron. Sua poténcia a freqiiéncia nula é dada por

P=PTe(tti(1—tth) = B> 7(1— 1)), (1.31)

onde Py = 2e3|V|/h, veja fig. 1.6. A eq. (1.31), devido a Biittiker [27], é uma
generaliza¢ao da formula de um unico canal de Lesovik [28]. Ruido de disparo é
um fenomeno intrinsecamente de nao-equilibrio e fornece informacoes sobre a cor-
relacao entre as cargas devido ao principio de Pauli. Este ruido de nao-equilibrio
nao é determinado pela condutancia. Em vez disso ele é determinado pela soma
dos produtos da probabilidade de transmissao e reflexdao dos autocanais. Apenas no
limite de baixa transmissao, 7; < 1, em todos os autocanais, a poténcia do ruido de
disparo é dado por

Proisson = Py Y _ 75 = 2¢l, (1.32)
J
que é a férmula da poténcia do ruido de um processo Poisson onde os elétrons sao
estatisticamente independentes e [ é a corrente média. Uma medida conveniente de
ruido sub-poissonico é devido ao fator Fano, que é a razao entre a poténcia do ruido
de disparo e o do ruido poissonico. Para transmissoes independentes da energia e
no regime linear o fator Fano é dado por [2]

>l —15)
Zj Tj ’

assumindo valores entre zero (todos os canais transparentes) e um (caso poissonico).
Em particular, para um canal temos F' = 1 — 7. Fisicamente, a eq. (1.33) da a razao
entre variancia e o numero médio de elétrons transmitidos.

A poténcia do ruido de disparo a freqiiéncia nula, P, pode ter o seu valor
classico, onde o transporte de elétrons é nao coerente, reduzido. Esta reducao é
devido a transmissao de elétrons correlacionados imposta pelo principio de Pauli.
Com isso, foi demonstrado que em uma juncao de barreiras duplas a poténcia do
ruido é P < %Ppm‘sson, dependendo dos autovalores das barreiras. Para um condutor
difusivo, tem-se que P = %Ppoisson. A reducao de um terco na poténcia do ruido de
disparo foi considerado primeiramente ter origem quanto-mecanica [29], mas algum

F = (1.33)
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Figura 1.8: Bilhar mesoscopico na forma de um estddio retirado da ref. [1]. Os
elétrons se movem na regiao escura.

tempo depois também foi obtida através de uma andlise semiclassica [3]. Em uma
cavidade cadtica o valor da poténcia do ruido de disparo é P = iPpoisson [30].

1.3 Teoria Estatistica de Niveis de Energia e Au-
tovalores de Transmissao

Nesta secao faremos uma breve discussao sobre o ensemble de Wigner-Dyson
onde um ponto quantico fechado é caracterizado pelos niveis de energia e autofungoes
do hamiltoniano. Em seguida introduziremos os conceitos estatisticos do ensemble
circular onde um ponto quantico aberto conectado a guias é descrito pela matriz de
espalhamento S.

1.3.1 Ensemble de Wigner-Dyson

O ensemble de Wigner-Dyson estabelece a estatistica de niveis de energia de
um ponto quantico fechado através da matriz hermitiana H que contém toda a in-
formacao relevante sobre o hamiltoniano microscépico H do sistema. A distribuicao
de probabilidade deste ensemble é escolhida da seguinte forma

P(H) x exp(—0GTrV (H)), (1.34)
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onde V' é uma funcgao arbitraria da matriz hermitiana H. Escolher uma distribuigao
gaussiana TrV (H) = TrH? = 37, |H,;|* tem como vantagem que os elementos in-
dependentes do hamiltoniano sao varidveis aleatorias independentes. Aplicando o
limite N — oo as correlagoes espectrais tornam-se, sob certas condigoes, indepen-
dentes de V. Este fato é conhecido como universalidade das correlacoes espectrais.

O indice § na eq. (1.34) caracteriza a simetria do sistema e contém o nimero
de graus de liberdade dos elementos da matriz hermitiana H. Na literatura sao
conhecidas trés classes de simetrias para os ensembles de matrizes aleatérias con-
vencionais ' onde 3 pode assumir os valores 1,2 e 4 se os elementos sao reais,
complexos ou quatérnion respectivamente?, veja a tabela 1.3.1. Transformacoes do
tipo H — UHU™!, onde a matriz U pode ser ortogonal (3 = 1), unitéria (8 = 2)
ou simplética (f = 4), deixam a distribui¢ao de probabilidade P(H) invariante. Po-
demos diagonalizar ‘H através de uma matriz unitaria U, onde U é composta pelos
autovetores de H. E possivel encontrar uma relagao entre o elemento de volume
infinitesimal d’H e a medida invariante de Haar dU para o grupo ortogonal, unitario
ou simplético. Ela é dada por

N N
dH = J({e}) [[ de;dU onde J({e}) =[] lei — &5l° (1.35)
j=1 i<j
os elementos €1, -+ ,ex sdo os autovalores da matriz hermitiana H (N x N).

A partir da eq. (1.35) podemos calcular a distribuigao de autovalores, ob-
tendo

P({e}) = exp 5Zm|gi—gj|—ﬁZV(gj> . (1.36)

A eq. (1.36) tem a forma de uma distribuicdo de Gibbs da mecanica estatistica
classica, onde 3 faz o papel do inverso da temperatura e o termo logaritmico é
analogo ao potencial repulsivo entre cargas num problema eletrostatico bidimensio-
nal [32]. Podemos mapear entao o problema num gés de Coulomb, onde as energias
¢; fazem o papel das posicoes das cargas mantidas por um potencial de confinamento
V.

No total existem 10 classes: 3 convencionais (tabela 1.3.1), 3 quirais [18] e 4 Bogoluibov-de
Gennes [31].

2Sistemas na presenca de simetria de reversdo temporal sdo descritos por matrizes reais. Sis-
temas que apresentam reversao temporal quebrada por um campo magnético sao descritos por
matrizes complexas. Quando hé particulas com spin 1/2 onde a simetria de rotacdo do spin é
quebrada pela interacéo spin-6rbita as matrizes de quatérnions que sao usadas [5].
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B | SRT SRS Hom U

1| sim sim real ortogonal
2 | nao | irrelevante complexo unitaria
4 | sim nao quatérnion real | simplética

Tabela 1.1: Resumo da classificagao de Dyson. A matriz hermitiana H e a matriz
unitaria de autovetores U sao classificadas pelo indice 3 dependendo da presenca
ou auséncia de simetria de reversao temporal (SRT) e simetria de rotacao de spin
(SRS).

1.3.2 Ensemble Circular

O ensemble circular descreve a estatistica de um ponto quantico aberto co-
nectado a guias a partir da matriz de espalhamento S. Este ensemble tem como
ponto de partida a hipétese de que a matriz de espalhamento, S, deve ser distribuida
uniformemente sobre o grupo unitario U, ou seja, qualquer matriz S deve ter igual
probabilidade. A distribuicao de probabilidade deste ensemble é dada pela expressao

P(S) = constante, (1.37)

sendo a matriz S restringida apenas pelas simetrias discutidas na secao anterior. A
hipotese sobre a qual é construido este ensemble implica que a média da matriz S
seja anulo, ou seja, (S) =S = 0.

Foi verificado pelas refs. [33, 34] que a matriz de espalhamento pode ser

parametrizada como

(3 O () e

onde u;, com i =1,--- 4, sao matrizes unitarias N x N e T é uma matriz diagonal.
Quando o indice de simetria é § = 2, u; sao matrizes unitarias arbitrarias. Na
presenca de simetria de reversao temporal, § = 1, temos que us = ul e vy = vi.
Os elementos diagonais 7; (i = 1,---,N) de T sdo autovalores de tt', ou seja, os
autovalores de transmissao, veja eq. (1.26).

Quando queremos obter a distribui¢ao de autovalores de transmissao de um
pontos quanticos abertos, a representacao polar (1.38) se mostra mais eficiente com-

parada com a estrutura em blocos eq. (1.10). Assim a medida de Haar nestas
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coordenadas é dada por

dS = J{rH [[ 77 tar; [[dw: onde J({7}) =[] |n — 71" (1.39)

j=1 i=1 1<j

Devido a similaridade entre as egs. (1.35) e (1.39) encontra-se uma distribuicao de
autovalores de transmissdo P({7}) que é equivalente a distribuicao dos autovalores
de energia P({c}), eq.(1.36), da matriz aleatéria hermitiana. Dada a equivaléncia
entre a estatistica de niveis de energia e autovalores de transmissao, estamos habi-
litados a usufruir dos recursos desenvolvidos na elaboracao do ensemble de Wigner-
Dyson em problemas que envolvam autovalores de transmissao.

A diferenca marcante entre os ensembles de Wigner-Dyson e circular é que o
primeiro estd fundamentado no limite de grandes matrizes aleatéria hermitianas H
(N — o0) enquanto o segundo pode ser aplicado em qualquer dimensao N da matriz
de espalhamento. A possibilidade de se trabalhar em dimensoes finitas faz com que
a o ensemble circular seja mais adequado para o desenvolvimento desta tese.

1.4 Nucleo de Poisson

Mello, Pereyra e Seligman [9] generalizaram o ensemble circular, usando o
principio de méxima entropia, permitindo que S seja nao nulo, ou seja, a matriz
S nao é mais distribuida uniformemente sobre o grupo unitario. Este ensemble é
conhecido como nicleo de Poisson

P(S) x | det(1 — §1§)|~(BM+2-0), (1.40)

onde 3 € {1,2,4} se refere ao indice de simetria da matriz de espalhamento. A
matriz S é chamada subunitaria, ou seja, os autovalores de SST sdo < 1. Vemos
que se S = 0 entdo P(S) = constante, ou seja, o ensemble circular, eq. (1.37), é um
caso particular da eq. (1.40).

O ensemble circular é apropriado para descrever um ponto quantico cadtico
conectado a guias por contatos ideais. Um caso mais geral que podemos estudar é o
de contatos nao ideais, contendo barreiras de tunelamento (veja fig. 2.1). Para isso
assumimos dois fatos: (1) o segmento do guia entre as barreiras de tunelamento e a
cavidade é longo; (2) as matrizes de espalhameto S; e Sy que descrevem as barreiras
1 e 2 mais a matriz Sy da cavidade sdo bem definidas. Podemos entao obter a matriz
S que descreve todo sistema multiplicando as trés matrizes de transferéncia, MO, M,
e M, correspondentes a Sy, S; e S, veja secdo 1.1. Brouwer [21] mostrou que se Sy
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1.5 Estatistica de Contagem 19

é distribuida de acordo com o ensemble circular entao S é distribuida pelo ntcleo
de Poisson. A média da matriz espalhamento [1, 11] é entao dada por:

_ r 0
S = < 0 F® )7 (1.41)

onde ™ e r? g3o as matrizes de reflexdo das barreiras 1 e 2. Os autovalores de
1 — SSt sdo as probabilidades de tunelamento I',, através das barreiras.

1.5 Estatistica de Contagem

A drea de ruidos quanticos [22] em sistemas mesoscopicos tem se mostrado
muito ativa nos ultimos anos. Medidas de ruidos em juncoes de tamanho atomico
[35], ponto quantico cadtico [30] e supercondutores [36] sdo exemplos importan-
tes. Uma grande contribuicao para este campo veio da ética quantica através da
estatistica de contagem, que fornece uma maneira eficiente de investigar as cor-
relagoes de corrente em sistemas mesoscopicos. Dado que ela foi baseada na teoria
de espalhamento para transportes quanticos, abriu-se as portas para o estudo desta
estatistica em problemas de transporte através de condutores metalicos desordena-
dos e em cavidades cadticas com dois ou mais guias.

A estatistica de contagem proposta na ref. [12] para sistemas com dois ter-
minais é baseada na matriz de espalhamento. O método correspondente, denotado
FCS (full counting statistic), concentra-se na obtencao da fungao distribuigao de
probabilidade P, de n elétrons serem transferidos através da amostra durante um
intervalo de tempo ty. P, pode ser expresso a partir de uma funcdo geratriz y ()
associada a um processo de medicao estendida no tempo. Essa funcao contém toda
a informacao sobre os cumulantes irredutiveis da transferéncia de carga através do
sistema [37], bem como sobre a flutuacao da corrente. A relacao entre P, e x(\) é

(\) = i e"P, e P,= /7r dA (A~ (1.42)
X N o " " . 27TX ' '

A analise quanto-mecanica de Levitov e Lesovik demonstra que as tentativas
de transmissao dos elétrons sao peridédicas no tempo, dando uma distribuicao bino-
mial dos elétrons transmitidos. Eles calcularam entao P, para um condutor com um
canal a baixas temperatura e voltagem V e depois generalizaram o resultado para

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



1.5 Estatistica de Contagem 20

um condutor com miltiplos canais [12, 38]. A fungao geratriz é dada pela formula

N

X =[]+ m(e? = 1)), (1.43)

J=1

onde My = eVty/h > 1 é o nimero de tentativas para transmitir elétrons durante
um tempo tg e V é a voltagem. A eq. (1.43) representa N processos binomiais
independentes. E conveniente definir a fungao caracteristica dos cumulantes [10]

O(A) = —In(x(\) = =My Y _In(1+ 7(e™ — 1)). (1.44)

j=1

Observaveis fisicos podem ser obtidos através da expansao em série

2. (iINF
DA == (k!) G (1.45)
k=1
onde
dk

, (1.46)
A=0

Qe = —W@(A)

sao os cumulantes irredutiveis da FCS. O dois primeiros cumulantes sao bem conhe-
cidos, condutancia e poténcia do ruido de disparo adimensionais, dados respectiva-
mente por

q1 +
= — ="Trtt 1.47
9=qp =Tt (1.47)
que ¢ igual a (1.26) onde g = G/Gy e
_ P _ f f
p=—=Tr(tt"(1 —tt")), (1.48)
Mo

onde p = P/P,. O fator Fano, eq. (1.33), pode entao ser escrito como

F="L (1.49)

g
O terceiro cumulante tem recebido alguma atencao devido a recentes ob-
servagoes experimentais em pontos quantico [39]. Ele é dado por

ds3
K=ar = Tr(ttf(1 — 1) (1 — 2t1)). (1.50)

0
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A literatura, ref. [40], também apresenta resultados para o quarto cumulante, dado
por

b= B (et (1 — #h)(1 — 6t + 6(t1)2)). (1.51)

My

As expressoes dos cumulantes calculadas a partir da FCS sao especificas para uma
dada amostra. Isto significa que para descrever as flutuacoes de corrente através de
uma cavidade cadtica a média sobre a distribuigdo do nticleo Poisson, eq. (1.40) é
necessaria para fazermos uma comparacao com os dados experimentais.

Dois métodos bem conhecidos para calcular esta média no regime semicléssicos
sao a analise diagramatica [11] que faz referéncia direta ao niicleo de Poisson e a teo-
ria de circuito [13], baseada na formulagao cinética de Keldysh no limite semicléssico.
Em sua construcao original a teoria de circuitos nao permite uma comparacgao di-
reta com a técnica diagramatica. Esta dificuldade foi recentemente resolvida pela
extensao da teoria de circuitos apresentada por Macédo[41].

Nessa dissertacao apresentamos uma comparagao entre a técnica diagramatica
e a teoria de circuitos estendida para o caso de barreiras com transparéncias ar-
bitrarias. Para isso tivemos de encontrar uma nova solucao para a equacao de Dyson
da teoria diagramética de Brouwer e Beenakker. Nossos resultados complementam
a andlise apresentada na ref. [11] para o caso de barreiras simétricas.
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Capitulo 2

Técnica Diagramatica

Para obtermos os observaveis fisicos em pontos quanticos devemos calcular a
média de uma funcao polinomial composta pelos elementos de uma matriz unitaria
sobre sua distribuicao de probabilidade. No caso de pontos quanticos cadticos co-
nectados a dois guias (veja fig. 2.1), a matriz unitaria é definida pela matriz de
espalhamento S, distribuida de acordo com o nicleo de Poisson (contato com bar-
reira) ou ensemble circular (contato ideal). Creutz [42] apresentou um algoritmo
diagramdtico para integrar matrizes simétricas unitdrias SU(N), mas este nao se
aplica ao grupo unitério U (N). Brouwer e Beenakker [11] produziram uma nova
técnica diagramatica que resolveu esse problema e ainda inclui contribuicoes nao
gaussianas de todas as ordens.

A técnica diagramatica é dispensavel se a dimensao da matriz unitaria é pe-
quena, pois a média pode ser feita exatamente como veremos na secao 2.1. Mas
quando trabalhamos no regime de dimensoes muito altas, a manipulagao dos coefi-
cientes e a ordenacao de matrizes pré-definidas se torna cada vez mais complicada
e sua solucao exata passa a ser irrelevante. Podemos entao considerar os elemen-
tos da matriz unitaria como variaveis gaussianas independentes e usar a teoria de
perturbacgao diagraméatica do ensemble gaussiano.

A teoria diagramatica perturbativa representa um elegante método anélitico
para calcular médias no ensemble de matrizes unitérias. Na ref. [11] os autores
desfrutaram desta formulacao para gerar um algoritmo bastante eficiente. A técnica
conserva em principio todos os aspectos quanticos do problema até ser aplicado o
limite semiclassico, N > 1, onde sobrevivem como vestigio dos efeitos quanticos
somente os fenomenos de tunelamento nas vizinhancas das barreiras quando existi-
rem.

22
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Figura 2.1: Cavidade cadtica conectadas a dois guias contendo barreiras de tunela-
mento.

Neste capitulo vamos apresentar as ideais basicas da técnica diagramatica
desenvolvida na refs. [11, 21]. A nossa contribuigao relevante para esta técnica vai
ser apresentada apenas no préximo capitulo. Para uma melhor compreensao dos
fundamentos desta técnica recomendamos a leitura do artigo original.

2.1 Meédia sobre um Polinomio da Matriz Unitaria

Esta secao tem como intuito introduzir as ideias bésicas apresentadas pelas
refs. [42, 43, 44] que geram um algoritmo capaz de realizar a média sobre a fungao
polinomial U, p, - - Ua,, U5 5, - - - Ul 5 composta pelos elementos da matriz U (N x
N) pertencente ao grupo unitério U(N). Os indices a; ...y, sao definidos como
uma permutacao P dos indices a;...a, e (1 ..., como uma permutacao P’ dos
by...by.

O ensemble que corresponde a média sobre a funcao polinomial da matriz
unitdria é chamado de ensemble unitério circular (EUC), ou seja, 8 = 2 [5]. A

média é dada pela seguinte equacao

<Ua1b1 e Uanan;:lgl e ;m5m> - 5nm Z VP,P’ H 5ajap(]-)5b]ﬂpl(j)7 (21)
j=1

PP

que s6 nao é nula se n = m. O somatério é sobre todas as permutacgoes P e P’
possiveis em um conjunto de nimeros inteiros dado por 1,--- , n.

Samuel [43] mostrou que os coeficientes Vp pr da eq. (2.1) dependem exclusi-
vamente da estrutura ciclica contida na permutacao P~'P’, ou seja, os coeficientes
dependem unicamente dos comprimentos ¢y, - - - , ¢; dos ciclos da fatoracao tinico de
P~'P' sendo o valor de n = Z§:1 ¢, com k =1,--- ,n. Desta maneira os coefici-
entes Vp pr podem ser rotulados de forma unica usando os comprimentos dos ciclos,
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2.1 Média sobre um Polinomio da Matriz Unitdria 24

ou seja, Vppr — Vi, .. ... Além disso a ref. [43] apresenta uma relagao recursiva
que facilita o célculo dos coeficientes V, ... ., dada por *

k
N‘/CL"',Ck + § : vp»q,@,"'»% + § :Cj‘/:?1+0j102,"'7Cj—1,Cj+1,"',Ck = 5011‘/02,'",%7 (2‘2>

ptg=c1 Jj=2

onde Vj = 1. Mello [44] mostra que a solugao da eq. (2.2), V,, ... ., ndo depende da
ordem dos indices ¢y, - - - , ¢k, ou seja, por exemplo V; 19 =Via1 = Vo 11.

Para exemplos préticos da funcionalidade da eq. (2.1), vamos considerar os
casos n = m = 1 en = m = 2. Para o primeiro caso, o somatério sobre P e P’
compreende apenas a permutagao identidade id = [(1) — (1)]. Entao de (2.1)

<Ualb1 ;151> = V;d5a10415b1ﬁ1~ (23)

Queremos determinar P~'P’. Neste caso P = P’ = id, entdao a permutacao é igual a
identidade: P~'P" =id = [(1) — (1)]. Sua tnica permutacao ciclica é id = (1 — 1),
ou seja Vig = V1. A eq. (2.3) fica

<Ua1b1 ;1131> = ‘/15(110(16131,31' (24)

J& no segundo caso o somatorio sobre P e P’ se estende sobre as permutacoes
identidade id = [(1,2) — (1,2)] e troca tr = [(1,2) — (2,1)]. De (2.1) temos

<Ualb1 Uazb2 otlﬁl U22ﬂ2> = ‘/;dyid(salaléblﬁl 5a26¥2 6bzﬁ2 + Vtm'déalcm 6b1ﬁ1 5a26¥1 6b252 (25)
+Vid,t7“5&1a1 61)152 5112012 (517251 + ‘/;57“7151“5@1 Qo (Sblﬁz 5(12041 5b2ﬁ1 .

Em (2.5) encontramos quatro casos para a permutagao P~ P’

e P = P’ = id, correspondente ao primeiro termo da direita em (2.5), neste
caso a permutagao ¢ igual a identidade P7'P’" = id = [(1,2) — (1,2)], que
se fatora em duas permutagoes ciclicas id = (1 — 1)(2 — 2), tal que as duas
permutagoes sao de comprimento 1 de modo que P~1P’ é equivalente a (1, 1),
ou seja Vigiqa = Vii;

o P~ =tre P’ =id, corresponde ao segundo termo. Temos que P~'P' = tr =
[(1,2) — (2,1)], fatorando em um tnico ciclo de comprimento 2, tr = (1 —
2 — 1), entdo a estrutura ciclica de P~1P’ ¢ (2) ou melhor V;, ;g = Va;

1Os momentos Ve - sao listados no apéndice A para n < 3.

“HCk
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e P! =id e P' = tr, corresponde ao terceiro termo, P~'P' = tr = [(2,1) —
(1,2)], fatorando em um tnico ciclo de comprimento 2, tr = (2 — 1 — 2),
temos que a estrutura ciclica de P~1P" é (2) e Vji0 = Va;

e P71 = P/ = tr, corresponde ao quarto termo, P~'P" = id = [(2,1) — (2,1)],
fatorando em duas permutagoes ciclicas id = (2 — 2)(1 — 1), entao a estru-
tura ciclica de P™*P" é (1,1) e Viyr = Vi 1.

Apoés analisarmos os quatro casos acima podemos escrever a eq. (2.5) da seguinte
forma

<Ua1b1 Ua2b2 glﬁl ;2B2> = V1,15a1a15b1ﬁ15a2a25b252 + ‘/25a1a2551ﬂ15a2a15b252 (26)
+‘/26a10415b1/325a20¢2 51)251 + ‘/1,15a1012 5b1ﬁ2 5a2041 517261'

Quando os coeficientes contém apenas rétulos que correspondem a ciclos de com-
primentos iguais a 1, V; ... 1, eles estao ligados a permutacgoes do tipo P = P’ que
correspondem diretamente a contracoes gaussianas das matrizes U e U*. J4 quando
os coeficientes Vi, ... ., apresentam algum caso em que ¢; # 1 suas contribuicoes sao
nao gaussianas. A presenca de elementos nao gaussianos é uma diferenca marcante
desta técnica.

2.2 Meédia sobre um Polinémio da Matriz Simétrica
Unitaria

Como vimos na secao 1.1 quando ha simetria de reversao temporal a matriz de
espalhamento S é unitdria e ao mesmo tempo simétrica e é descrita pelo ensemble
ortogonal circular (EOC), ou seja, § = 1 [5]. Neste caso as regras apresentadas
até agora devem ser adaptadas para as novas caracteristicas do problema. Devido
a simetria da matriz U seus elementos respeitam a relacao Uy, = Uy, fato que
nao ocorre no EUC. Entao, a média da funcao polinomio dos elementos da matriz
simétrica U deve ser calculada através de uma nova relagao dada por

2n
<Uala2 Va1, Ugyo U:l2m—la2m> = Onm Z Ve H 6ajaP<j)’ (2.7)
P j=1

o somatorio é sobre todas as possiveis P permutacoes de um conjunto de ntimeros
inteiros dados por 1,---,2n e os coeficientes Vp podem ser representados, segundo
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a ref. [45], por Vp — V,, .. ... Como no EUC, os coeficientes V' sao calculados
através da nova relacao recursiva !

k
(N+e)Verao T Y Vigenon 72 GVerbes oy ricrinon = Ocxt Vesom e
ptHg=c1 Jj=2
(2.8)

com Vo = 1.

As relagoes recursivas (2.2) e (2.8) permitem obtermos o resultado exato para
a média de qualquer funcao polinomial da matriz U unitaria 8 = 2 ou simétrica 3 =
1. Mas a medida que a dimensao das matrizes U e U* aumenta, manter o controle
sobre a ordem dos indices e das deltas de Kronecker torna-se muito complicado.
Entao, introduzir uma técnica capaz de controlar a manipulacao dos argumentos de
uma modo controlado é altamente necessario. Na proxima se¢ao apresentaremos os
conceitos bésicos para o entendimento da técnica diagramatica proposta nas refs.
[11, 21] para solucionar este problema.

2.3 Técnica Diagramatica

A técnica diagramaética proposta por Brouwer e Beenakker consiste basica-
mente em montar os blocos apresentados na fig. 2.2, que representam os elementos
matriciais Uy, e Uy 5. Dois exemplos simples de como fazer a montagem dessa estru-
tura é apresentada na fig. 2.3, ela apresenta diagramaticamente as fung¢oes polino-
miais f(U) = Tr(AUBUT) e g(U) = Tr(AU BUCUTDUY) sendo a matriz U unitdria
6=2.

De acordo com a eq. (2.1), calcular a média das fungoes polinomiais é somar
sobre todas as permutacoes P e P’ possiveis. Estas permutacoes sao realizadas
diagramaticamente ligando através de linhas os pontos pretos de U,, aos pontos
pretos de U e o mesma para os pontos brancos. Em relagao a eq. (2.1) essas

linhas representam as deltas de Kronecker, veja fig. 2.2. E importante notar que
devido a unitariedade da matriz U somente devemos ligar pontos brancos de Uy, a
pontos brancos de U5, 0 mesmo vale para pontos pretos. Na fig. 2.4 apresentamos
diagramaticamente a média das fungoes (f(U)) e (g(U)).

E interessante analisar a fig. 2.4 e notar que toda a informacao contida na
eq. (2.6) também estd contida nos diagramas. A pergunta é, como retirar toda
essa informacao somente através dos diagramas? Para isso devemos determinar

10s momentos V,, ... ., sdo listados no apéndice A para n < 3.

k
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-
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Figura 2.2: Uy, e U, 5 sao representados por blocos onde os pontos pretos caracteri-
zam os indices a e « e os pontos brancos os indices b e 3. A matriz de projecao A;;
indica o somatorio sobre os indices ao conectar um ponto a outro sempre no sentido
antihorario até fechar o circuito, veja fig 2.3.

quem sao as estruturas ciclicas, nos diagramas, origindrias das permutacoes P~'P’ e
somar sobre os indices das matrizes de projecao A. Listamos a baixo as duas regras

bésicas que definem como devemos retirar a informacao contida nos diagramas .

(i) Ciclos com permutagoes P~'P’ sao representados por circuitos fechados nos
diagramas. Estes sao compostos por linhas finas e pontilhadas que se alter-
nam. Os valores dos comprimentos ¢, dos ciclos deve ser a metade do niimero
de linhas pontilhadas contidas no circuito. Os ciclos de cada circuito sao co-
nhecidos como ciclo-U de comprimento c.

(ii) A aplicagao do traco sobre a matriz de projecao A é realizado analisando os
circuitos fechados que contém linhas finas e grossas alternademente. Estes cir-
cuitos sao conhecidos como ciclos-T'. Ciclos-T" que sao compostos pelas matri-
zes de projecao AN, A ... A®) geram como resultado Tr(AMA®) ... AK),
Quando a linha que representa uma matriz de projecao é atravessada no sen-
tido horario ela deve ser substituida pela sua transposta.

Mostraremos como usar as regras para obter a expressao algébrica da média
da fungoes polinomial (g(U)) a partir dos diagramas mostrados na fig. 2.4:

L As regras que apresentamos foram propostas na ref. [11] e contém os conceitos basicos da
técnica.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Técnica Diagramatica 28

(V) = {)

D
Am-Loe—e -1

gU) =
___QB_:,_.___ C

Figura 2.3: Fungoes f(U) = Tr(AUBUTY) e g(U) = Tr(AUBUCUTDUT) representa-
das.

e Primeiro diagrama contém dois ciclos-U de comprimento 1 e trés ciclos-T',
obtém-se entao, Vi 1 Tr(A)Tr(BD)Tr(C);

e Segundo diagrama contém dois ciclos-U de comprimento 1 e um ciclo-T" dando
Vi1 Tr(ADCB);

e Terceiro diagramas contém um ciclo-U de comprimento 2 e dois ciclos-T', que
resultam em Vo Tr(A)Tr(BDC);

e Quarto diagrama contém um ciclo-U de comprimento 2 e dois ciclos-T', que
resultam em VoTr(ADB)Tr(C).

A expressao final para o a media de (g(U)) fica !

(g(U)) = V11(Tr(A)Te(BD)Tr(C) 4+ Tr(ADCB)) (2.9)
+Vo(Tr(A)Tr(BDC) + Tr(ADB)Tr(C)).

E importante também apresentarmos o caso diagramatico em que a matriz
U é simétrica § = 1, secao 2.2. Nesta situacao a simetria da matriz leva a seguinte
relacao entre os seu elementos: U,, = U,,. Este fato acarreta que os pontos brancos
e pretos dos blocos que constituem os diagramas podem ser conectados entre si.
Entao a média da funcdo polinomial f(U), fig. 2.3, quando h4 simetria de reversao
temporal deve ser representada diagramaticamente como na fig. 2.5. Usando as
regras (i) e (ii) para analisar os diagramas, podemos escrever a seguinte expressao

1Os valores de Vi1 e Va estao tabelados no apéndice A.
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<f(U)>

<g(U)>

Figura 2.4: Média das fungoes f(U) = Tr(AUBUY) e g(U) = Tr(AUBUCUTDUT)
representadas na fig. 2.3.

<f(U)> @ D

Figura 2.5: Andlise diagramatica para ( com f(U) = Tr(AUBUT), onde a
matriz U é unitaria simétrica.

para (f(U)) ?
(F(U)) = Vi (Tr(A)Te(B) + Tr(AB")).

Nesta secao introduzimos os conceitos basicos da técnica diagramatica e apre-
sentamos exemplos de como abstrair as informacgoes dos diagramas para os dois tipos
de ensembles EUC e EOC.

2.4 Sumario das Regras Diagramaticas

20 valor de V; esta tabelado no apéndice A.
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Na secao 2.3 apresentamos as ideias bésicas da técnica diagramatica. Agora
vamos apresentar as quatro regras elaboradas por Brouwer e Beenakker [11] para a
correta aplicacao do algoritmo. Para matrizes unitarias, secao 2.1, as regras ficam:

1. Desenhar os diagramas montando os blocos da fig. (2.2) corretamente;

2. Tracgar as linhas referentes aos deltas de Kronecker realizando assim as per-
mutacoes ao conectar os pontos brancos associados a U aos pontos brancos
referentes a U*. O mesmo procedimento para os pontos pretos.

3. Um circuito que represente um ciclo-T" é representado pelo trago das matri-
zes de projecao A na expressao algébrica. Quando a linha que representa as
matrizes de projecao sao atravessadas no sentido horario a matriz deve ser
representada pela sua transposta AT,

4. Um Circuito qualquer, que represente um ciclo-U, corresponde a um compri-
mento ¢ igual a metade das linhas pontilhadas que o gera. Todos os ciclos-U

em um diagrama devem definir o coeficiente V,, ... ..

Quando a matriz U é simétrica, se¢ao 2.2, vimos que os pontos brancos e pretos
devem ser conectados. Este fato implica que somente a regra 2, dos quatro itens
acima, deve ser alterada. A nova segunda regra para EOC é:

o Emparelhar os pontos associados a U e U* conectando-os através de linhas
referentes aos deltas de Kronecker realizando assim as permutacoes.

Todas essas regras diagramaticas sao exatas, na proxima secao introduzire-
mos a idéia de limite semiclassico que sera necessario quando formos aplicar a teoria
em problemas fisicos como pontos quanticos e fios desordenados onde a matrizes de
espalhamento do sistemas tém grandes dimensoes.

2.5 Limite Semiclassico (N > 1)

Brouwer notou que os coeficientes V' poderiam ser expandidos em série poli-
nomial de N ao se aplicar o limite semiclassico obtendo como resultado

k
Verrorow = | [ Ve, + O(NF72172). (2.10)

j=1
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Quando estamas trabalhando com o EUC, secao 2.1, temos que

1 _
V.= —N'"2(—1)=! ( 202 ) +O(N"72), (2.11)
c c—1
Ja para o EOC, secao 2.2, a expansao muda para
1 _
V, = -N'2(—1)"! ( 206 12 ) — N 2(=4) 1+ O(N7172), (2.12)
c _

Comparando as eqs. (2.11) e (2.12) percebemos um termo extra de ordem N ~2¢
no EOC que nao existe no EUC. Este termo aparece devido a simetria adicional
presente na matriz U do EOC.

Foi percebido também que os célculos diagramaticos perturbativos ganha-
riam em eficiéncia se atribuirmos um “peso”a cada ciclo-U individualmente quando
aplicado o limite semicldssico, ou seja, representar os coeficientes V,, .. ., que de-

terminam os momentos de U através dos cumulantes representados por We, .. .
1

k
. Como acontece com os momentos V¢, ... .., os cumulantes W, ... ., também sao

determinados por uma relacao recursiva e podem ser expandidos em serie quando
aplicamos o limite semiclassico

k
ok AT—2n—k+2 ik (2n+ k= 3)! (2¢; — 1)! —2n—k
Wiy o = 28N (-1) )] H1 B + O(N~2F) (2.13)
j:

A eq. (2.13) sé é valida para o EUC. Para o EOC a expansao dos cumulantes
Wey oo €

sCk

k
_ o2k—1 pn7—2n—k+2 ntk (2n+k—3)! (203‘ —1)! —2n—k+1
Wy, = 221N (1) ol H1 EEn O(N ).

(2.14)

E interessante notar que os valores de W, ... ., , eqs. (2.13) e (2.14), decrescem

com o aumento do nimero de ciclos k, enquanto que V,, .. .., egs. (2.11) e (2.12),

crescem. Este fato implica que no limite semiclassico os coeficientes V' podem ser
representados por

k
Voo = [ [We, (2.15)
p=1

onde os coeficientes W, sdao os termos que tém um “peso’maior na expansao de V'
nos cumulantes W. A expressao 2.15 contém toda a informacao pertinente para o
calculo das médias no limite semiclassico.

LA relagio é Vo, = Wey, Vi oy = We, We, + We, ., € ete [37].
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2.6 Aplicacao em Cavidades Cadticas

Nesta secao iremos aplicar a técnica diagramatica perturbativa para encon-
trar a média da condutancia do sistema apresentado na fig. 2.1 que consiste de uma
cavidade caodtica conectada a dois guias com ou sem barreiras de tunelamento nos
contatos. A matriz unitaria ou simétrica que iremos usar €é a matriz de espalhamento
S, que como vimos no capitulo 1, descreve por completo o sistema mesoscopico que
estamos trabalhando.

2.6.1 Meédia da Condutancia para Contatos Ideais

Como vimos na secao 1.3 a matriz de espalhamento que descreve uma ca-
vidade conectada a dois guias por contatos ideais é descrita pelo ensemble circular
e pode ser escrita no formato de blocos, eq. (1.10). A condutancia adimensional
g = G/Gy é dada pela formula de Landauer (1.26) e pode ser escrita na seguinte
forma

g = Trt't'" = TrC,SC, ST (2.16)

As duas matrizes de projecao C; e (5 sao definidas por

(0 0 _(1n, O
a-(90) a-(p0) 217

onde 1y, é a matriz identidade (NV; x N;). Usando as regras apresentadas na secio
2.4 para os ensembles EUC e EOC na eq. (2.16) podemos encontrar a média da
condutancia em fungao do indice de simetria § = 1,2 e chegar no seguinte resultado

N1 N,

= ) 2.18
W =N TN, 12-3 (2.18)
Expandindo a eq. (2.18) no limite de Ny, No > 1 temos
N1 N, 2 1
= 2 (12— ] 2.19
9) Ny + Ny [ ( 5> Ny + N, } (219)

Quando 3 = 2 a média da condutancia na eq. (2.19) é dada pela condutancia
classica. Para § = 1 o segundo termo sobrevive e é conhecido como localizagao fraca.
Este fator reduz a condutancia do sistema com simetria de reversao temporal em
relacao ao valor da condutancia classica. Os termos de menor ordem na expansao
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sao negligenciados. Este problema é um exemplo relativamente simples em que
podemos aplicar a técnica diagramatica. Em seguida apresentaremos um exemplo
mais interessante, onde os contatos sao nao ideais.

2.6.2 Meédia da Condutancia para Contatos nao Ideais

Como descrito na secao 1.4, quando existem barreiras de tunelamento nos
contatos entre os guias e a cavidade, a matriz de espalhamento S é distribuida de
acordo com o nicleo de Poisson (1.40). Neste caso a matriz S pode ser decomposta
numa parte flutuante mais a média da matriz de espalhamento, ou seja, S = §S +S.
Substituindo essa decomposicao na eq. (2.16) e levando em conta que S, C; e Cy
comutam e C7C5 = 0, encontramos a seguinte relacao

(g) = (Tr (C205C1657)) . (2.20)

O problema a se resolver agora é como introduzir as barreiras de tunelamento exa-
tamente nos contatos entre a cavidade e os guias. Brouwer, resolveu esse problema
propondo que a parte flutuante 05 da matriz de espalhamento pode ser decomposta
na seguinte forma

B 1 = (S L
0S=L(1—-UR) " UT onde H(T R>' (2.21)

A interpretacdo fisica da eq. (2.21) é que a matriz U é descrita pelo ensemble
circular correspondendo a matriz de espalhamento da cavidade sem as barreiras e
com 0s guias, ja a matriz = corresponde a matriz de espalhamento das barreiras de
tunelamento sem a cavidade. A idéia entao foi sobrepor dois problemas distintos
com o intuito de resolver o problema que estamos apresentando.

A eq. (2.21) é um dos pontos principais do trabalho de Brouwer, pois a partir
desta decomposigao ¢é possivel introduzir as barreiras de tunelamento na fronteira
da amostra, exatamente na juncao entre a cavidade e os guias, veja fig. 2.1. Além
disso ela facilita os calculos para integrar U sobre o grupo unitario, diminuindo os
problemas de se calcular a média de S com o nicleo de Poisson.

Continuaremos nosso problema substituindo a flutuacao da matriz de espa-
lhamento, eq. (2.21), na média da condutancia, eq. (2.20). A estrutura polinomial
que se encontra pode ser expandida em serie (g) = >~ (f,(U)), onde f,(U) é
uma funcao polinomial dependente do indice exponencial n. Queremos trabalhar no
limite semiclassico, que discutimos na secao 2.5, pois devemos selecionar os diagra-
mas de maior “peso”. Neste limite a fungao polinomial f,(U) é representada pelo

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



2.6 Aplicacao em Cavidades Cadticas 34

R R
{ m == - o -1 T
fn(U)—Cz< |
| O= == -O0—>—0— — = O0O—>—@ — = =0 o - -
R o R
[ a2 R _o R oo g T
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L - — - — o o omm( )t d - —
R R

Figura 2.6: Representagao diagramaética da fungao f,,(U) (acima). Diagrama escada
com o maior numero de ciclos-U e T possiveis para a (f,(U)) (abaixo).

diagrama da fig. 2.6. Ao realizarmos a média sobre a funcao (f,,(U)) encontramos
os diagramas conhecidos na literatura como diagramas escada que contém o maior
numero de ciclos-U e ciclos-T" possiveis, veja fig. 2.6.

Quando trabalhamos com a matriz S unitaria ou EUC (8 = 2), somente os
diagramas das médias das fungdes polinomiais (f,,(U)) colaboram com a média da
condutancia. Isso implica que os diagramas de ordem O(1) tém uma contribui¢ao
irrelevante no limite semiclassico. Usando corretamente a regras apresentadas na
secao 2.4 sobre os diagramas da média da fungao polinomial na fig. 2.6 encontramos
a média da condutancia para matrizes unitarias, dada por

ki
(o) = -+ o) 2.22)
onde k; = Zgil I,ey = ZfiHNQ I, com M = N; + Ny, Ny 2 é nimero de canais
no guia 1 ou 2 e I',, sao os autovalores de transmissao pelas barreiras. Quando
fazemos I',, = 1 na eq. (2.22) obtemos exatamente a eq. (2.19) quando § = 2.

Mas como vimos na secao 2.2 a matriz de espalhemato S pode ser unitéria e
simétrica (8 = 1), neste caso as caracteristicas do problema mudam. Os diagramas
escada, fig. 2.6, contribuem igualmente para a média da condutancia no EOC a
diferenca é que agora aparecem duas novas contribuicao, que nao estao presentes no
EUC, conhecidas na literatura com localizacao fraca. A contribuicao da localizagao
fraca para a média da condutancia resulta de uma corre¢ao em primeira ordem O(1)
[46]. Esta corregao, na técnica diagramatica, tem duas origens:

e Termos de O(M~2) no “peso”W; = M~ + O(M?);
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Figura 2.7: Acima, diagrama maximamente cruzado que contribui para a localizagao
fraca da condutancia média, a direita e a esquerda temos uma estrutura escada.
Abaixo, estrutura maximamente cruzada em forma de diagrama escada.

e Diagramas de ordem O(1).

Quando a simetria de reversdo temporal nao estd presente (§ = 2) ambas
contribuicdes para a localizacao fraca nao aparecem, ou seja, em W; = M~! nao
ha termo de ordem O(M~2), veja eq. (2.13) e niao hd diagramas de ordem O(1).
Neste sistema, 5 = 2, nao existe localizacao fraca, ela é suprimida devido a quebra
da simetria de reversdo temporal. Mas se ha simetria de reversao temporal (5 = 1)
0 “peso” Wy = Mt — M2+ .- contém o termo O(M~?) e os diagramas de ordem
O(1) aparecem.

A primeira corregao para a obtencao da localizagao fraca em um sistema com
simetria de reversdao temporal é dada pelo termo O(M~?) que aparece na eq. (2.12).
J& a segunda correcao é devida aos diagramas que tém a parte central mazimamente
cruzada e o final tanto do lado esquerdo quanto direito ligados a diagramas escada.
Os diagramas maximamente cruzados podem ser representados com diagramas es-
cada revertendo a ordem da contragao em uma parte dos diagramas, veja figs. 2.7 e
2.8. Na auséncia de simetria de reversao temporal esse diagramas nao existem, pois
pontos brancos nao podem se conectar a pontos pretos.

Apds a obtencao da correcao em primeira ordem, a localizacao fraca, e usando
corretamente as regras da secao 2.4 para EOC encontramos que a média da con-
dutancia para este problema é dada por

o) ki kive + ik

— +O(M™Y, 2.23
D= gy O (2.23)
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Figura 2.8: Acima, diagrama maximamente cruzado que contribui para a localizagao
fraca da condutancia média, a direita e a esquerda temos uma estrutura escada.
Abaixo, estrutura maximamente cruzada em forma de diagrama escada.

onde ky = >°02 T2 e 49 = >0l T2, A localizagio fraca diminui a o valor da
condutancia em rela¢do ao valor obtido para EUC, eq. (2.22), isto ocorre pois existe
uma maior probabilidade de reflexao das particulas na cavidade caética devido a
interferéncias construtivas entre trajetérias revertidas no tempo. A eq. (2.22) se
transforma na eq. (2.19) quando fazemos I', =1 e § = 1.

A técnica diagramatica proposta por Brouwer e Beenakker ainda é capaz
de calcular a média da condutancia para matrizes unitarias de quatérnios, ou seja,
para o ensemble simplético circular (ESC) (5 = 4). Também podemos a partir da
técnica diagramatica calcular a variancia da condutancia para contatos ideais ou
nao. Eles ainda aplicaram a técnica diagramatica para obter a média e a variancia
da condutancia em uma junc¢ao supercondutor-metal-normal que coincidem com os
resultados apresentados pela ref. [47].

Neste capitulo apresentamos a técnica diagraméatica de uma forma mais su-
cinta. Para um tratamento mais detalhado recomendamos as refs. [11, 21]. Nos
préoximos capitulos iremos apresentar a nossa contribuicao para o desenvolvimento
da teoria e compara-la com a teoria de circuitos estendida.
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Capitulo 3

Densidade dos Autovalores de
Transmissao

No dltimo capitulo calculamos diagramaticamente o valor médio da con-
dutancia. Observamos que para sistemas sem simetria de reversao temporal a maior
contribuigao veio dos diagramas escada.

A condutancia adimensional é dada pela férmula de Landauer

gzzrj. (3.1)

Genericamente, podemos estudar observaveis de transporte na forma de uma es-
tatistica linear

A= Za(Tj), (3.2)

onde a(7;) é uma funcao arbitraria, mas bem comportada, de 7.

Para calcular o valor médio, (A) = fol dra(T)p(T), temos de conhecer a den-
sidade dos autovalores de transmissdo p(7) (veja segdo 1.2.3). A descrigao das
propriedades de transporte de sistemas mesoscopicos no regime semiclassico esta
inteiramente contida em p(7) que por sua vez exerce um papel fundamental na
obtencao dos cumulantes da estatistica de contagem. Muitos esforcos vém sendo
empregados para o cdlculo de p(7) através de uma variedade de métodos como,
por exemplo a teoria de circuitos [48], o modelo-o nao-linear supersimétrico [41] e
métodos diagramaticos [47]. Seu célculo geralmente traz complicagoes algébricas
que nem sempre sao superados analiticamente.
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Brouwer e Beenakker, motivados pelo sucesso obtido por Nazarov [13], via
teoria de circuitos, em obter a densidade de autovalores de transmissao para uma
cavidade cadtica com duas jungoes de tunelamento desenvolveram uma técnica di-
agramatica para o calculo desta grandeza. Eles obtiveram sucesso somente para
o caso de uma cavidade cadtica conectada a duas barreiras simétricas com canais
inequivalentes. Este resultado foi suficiente para chamar a atencao da comunidade
cientifica sobre esta técnica baseada em teoria de espalhamento e o ntcleo de Pois-
son.

A motivacao desta tese partiu do recente trabalho apresentado por Macédo
e Souza [10] baseado na teoria de circuitos estendida [41]. Eles obtiveram uma
equacao polinomial de ordem 4 e os dois primeiros cumulantes da estatistica de con-
tagem referente a uma cavidade cadtica conectada a duas barreiras de tunelamento
arbitrdarias, esse resultado serd apresentado no capitulo 4.

O objetivo desse capitulo é resolver o problema referente a uma cavidade
cadtica conectada a duas barreiras arbitrarias (fig. 2.1) através da técnica dia-
gramatica. Na secao 3.2, similar a teoria de circuitos estendida, obtemos um con-
junto de equagoes algébricas nao-lineares acopladas para este sistema mesoscépico.
Estas equacoes algébricas sugerem uma possivel equivaléncia entre a analise dia-
gramatica e a teoria de circuitos estendida. Analisaremos essa hipétese no capitulo
5.

Nesse capitulo também mostraremos que a densidade média de autovalores
de transmissao ¢ dada por uma grande classe de diagramas chamados de diagramas
planares. Os diagramas escada sao apenas um subconjunto dos planares. Os efeitos
de localizacao fraca serao desprezados.

3.1 Cavidade Cadtica com Guias Ideais

Os autovalores de transmissao, 7, € [0, 1], sdo os Ny autovalores do produto
matricial 312312. Sem perda de generalidade admitimos que Ny < N;. O produto
matricial 321531 entao tem os mesmos N, autovalores que 512312, mais N; — Ny
autovalores iguais a zero. Os N, autovalores aparecem como elementos diagonais da
matriz T na decomposicao polar de S

=z )Gy

S21  S29 0 w

z'IJO_TT (%’ 5/)7 (3.3)
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_Q_ — Z_l_ + Z_Z_O_ Q @9—@—- — O—

-3
+ 2 —o-%-o—o-—-o—o-%-o—o-—-o—
c, st c, s c; st c, s cy

+ .........
-1 -2
_Q_ = Z _+Z_.__.0_0_%.._
-3
+ 2 —o-—-o—o-—E-o—o——-o—o-—E-o—
+ .........

Figura 3.1: Representagao diagramatica da funcoes de Green, eq. (3.4) e (3.5).

sendo v e v’ (w e w’) matrizes unitarias No X No (N7 X Nq) e 1 é a matriz identidade
de dimensao Ny — No. Se Ny = Ns, (3.3) simplifica para (1.38).
No trabalho original, [21], os autores introduziram as fung¢oes de Green [49]

Fi(z) = (Ci(z — STC’QSCl)’1> , (3.4)

FQ(Z’) = <02<Z — SClSTCQ)_1> s (35)

onde S, dado por (1.41), é a matriz de espalhamento (M x M), distribuida de acordo
com o ensemble circular, de modo que a média é feita integrando-se sobre o grupo
unitario. A densidade dos autovalores de transmissao é

p(T) = —%Im(fl(T +107)) = —%Im(fg(T +10™)), (3.6)

com f;(z) =Tr(Fi(z)),i=1,2.

Podemos escrever (3.4) e (3.5) como uma expansao em poténcias de 1/z,

R() = 3 (GS GsC) (5.7
Fy(z) = i (Co(SC1STCo)™) Z:H. (3.8)
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A N S - A

F,(2 2 2 >»@ ° RO

2

@ = zwl@+

>,(2) F (2

b ostwy, LA e L,

z Fl (Z) - F2 (Z) z Fl (Z)

Figura 3.2: Representagao diagramatica da equagao de Dyson para Fy, eq. (3.11).

Introduzindo (1.41) e (2.17) nestas equagdes obtemos,

oo

R =Y o ( 0 ey > , (3.9)

n=0

o0

1 fyn
Fs) =3 = ( (tt()) 8 ) . (3.10)
n=0

As duas fungoes de Green Fy(z) e Fy(z) sao representadas através diagramas
na fig. 3.1. As contribui¢oes diagramaticas relevantes sao as que tém o nimero
maximo de ciclos-U e T'. Este é o caso do diagrama planar, ou seja, as linhas finas
nao se cruzam. Somar sobre todos estes diagramas resulta numa equacao de Dyson
para Fj(z), o qual resolve nosso problema. Para integrar sobre a matriz unitaria U,
todos os ciclos-U de comprimento arbitrario tém que ser levados em conta, veja fig.
3.2. A equacgao de Dyson correspondente ¢ [21]
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Fi(z) =27 'Ci + 27 'Ci%i(2)Fi(2),  Si(2) = Y Walzf)"(f)"

Fy(z) = 271 Co+ 27 X (2) Fa(2),  Ba(2) =Y Wa(zf)"(f2)" . (3.11)

4z + M2 — M) , (3.12)

onde W, é dado pela eq. (2.13). Aplicando o trago e usando a fungao geratriz na
eq. (3.11), obtemos

z2fi(z) = L1(2) fi(z) = N1, E1(2) = ((2f1f2)2fe
2fa(2) — La(2) fo(2) = Nay  o(2) = ((2faf1)2f1- (3.13)

Para obter (3.13) usa-se as igualdade Tr(C;F;(2)) = Tr(F;(z)) = fi(z) onde i = 1,2
e pode ser escrita como

2ff 4+ 2fi(Na — Ny — f) = NiNy = 0
22f22 + Zf2<N1 — N2 — fl) — N1N2 =0.

A solucao do sistema é

(3.14)

_ A/ M2z—(Ny—Ny)2
fg(Z) = N22zN1 + 22\/2—21 1

_ \/ M?2z—(N1—N3)2
{ f1(2> B N122N2 + 2z\/z:1 :

Substituindo este resultado na densidade de autovalores, eq. (3.6), obtemos

_ M VT~ Tmin (N = No)* (3.15)

p<T>_27T7’ /—1_7_7 Tmin = M2 )

onde T < 7 < 1. Esse resultado foi obtido anteriormente por [33, 34, 50].
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As médias da condutancia e da poténcia do ruido de disparo adimensionais
sao dadas respectivamente por

<g>:/o drp(T)r, e <p>:/o drp(T)T(1 — 7). (3.16)

onde p(7) é dado pela eq. (3.15). Obtemos entao

N1 Ny
= —. 3.17
(o) = (3.17)
que é igual a eq. (2.18) quando 3 = 2 e o fator Fano é
N1 N-
(p) _ 14V2 (3.18)

(9)  (Ni+ Np)?

Para dois pontos de contatos idénticos, N; = N», o fator Fano é igual a um quarto
que corresponde a supresao do ruido de disparo em relacao ao ruido de Poisson, ou
seja, P = § Ppoisson [3, 30].

3.2 Cavidade Caotica com Duas Barreiras de Trans-
paréncias Arbitrarias

Vamos considerar a situacao mais geral na qual existem barreiras de trans-
paréncia arbitraria nas interfaces da cavidade cadtica com os guias. Admitiremos
por simplicidade o caso de canais equivalentes, ou seja, Ny = No = N e M = 2N.
Considere as matrizes (2M x 2M)

S:(i g*) é:(& %1) (3.19)
F(z):(F;()Z> Fléz)), T:(g %) (3.20)

- L 0 - R 0

Andlogo a (2.21), decompomos S =05+ 5’, onde S = <S’> e
U
0

.. O I 0
6S:L<1—UR> U7, U:( UT>’ (3.22)
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¢ representado em termos de uma matriz U que é distribuida de acordo com o
ensemble circular. Lembrando que S, € e Cy comutam e C1C; = 0, podemos
substituir S por 65 em (3.4) e (3.5). A funcao de Green matricial F'(z) fica

A

F(z) = <é(z - 5Séa§é)—1> . (3.23)

Substituindo (3.22) em (3.23), podemos expandir em série de poténcias. Organi-
zando os termos encontramos que

Ple) = i (Fe2) + (). (3.24)
onde
Fo(s) = <c +oCL (10 (R +07Cia)) (?Téa>
— 4 oCL (G, - GY) TCa, (3.25)
ou seja

-1 R A
) $,TCa, (3.26)

~ ~ ~oa\ 1 A N A aa
onde G, = <G2 (1 — UG‘;) >, GO = R+0TCLaea =272 A funcdo de Green

G, pode ser calculada pela expansao em diagramas planares. A equacao de Dyson
resultante é similar a eq. (3.11),

G, =G +G°%,G, = G + G,5,G°,
onde
. > N\ 2n—1 . .
£, =Y W, (PU> = P,C(P), (3.27)
n=1

¢ a matriz energia livre. O operador de projegao P, é definido por

A 0 TrGL2
P, - ( nen o > © 1, (3.28)
onde G? e G*' sao os blocos nao diagonais da fungao de Green matricial
A Gl G2
Go— == ( G21 G22 ) . (329)
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Usando (3.12) podemos escrever (3.27) na forma
S, P3Y, + MY, = P,. (3.30)

Para facilitar a resolucao do problema, introduzimos as variaveis

1
910 = NTI'(G}}) = 0'91,

1
[ NTr(Gf,l) = 00, (3.31)

implicando na seguinte férmula para matriz P,

p=no( " D)o, (3.32)
6, 0
Usando o ansatz 5
- 0 B
S, =0 < 5 0 ) ® 1, (3.33)
em (3.30), obtemos o seguinte sistema acoplado
Bi0s + 261 = 6, (3.34)

Neste estdgio necessitamos especificar melhor a natureza dos contatos entre
a cavidade e os guias. Assumimos, como ja mencionado, a presenca de barreiras
assimétricas com N canais de transmissao equivalentes. A escolha adequada para
as matrizes T, L e R deve satisfazer a unitariedade da matrix =, eq. (2.21). Usamos

o seguintes valores
. (/Y 0 -

L ([ VI=T; 0 .

onde I'; e I'y representam os coeficientes de transmissao dos canais na barreira 1 e
2 respectivamente. Combinando essas expressoes juntamente com o ansatz (3.33) e
a eq. (3.30) obtemos,

_ aly + (1 =T)6 (1-T1)b
1 —afoly — B162(1 —T9) 1 —afily — B15(1 —T4)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE

01

(3.38)




3.2 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias Arbitrarias 45

_ al';1 + (1 —T1)5, N (1—T5)B
1 —afl'y = 16(1-T1)  1—af2ly — 15(1 —Ty)

Combinando (3.38), (3.39) e (3.35) geramos o seguinte sistema algébrico nao-linear

02

(3.39)

(1-T1)apiB5a+ [(@’Tily 4+ (20 — 1) Ty = Tq) i — (1 + 1) Taa] B3+
[(Fl — 2F1F2) 04/61 -+ 042F1F2 —+ Fl -+ F2:| ﬁg — OéFl = O, (340)

(1 — Fg) Flﬁzﬁfﬁ + [(OzzFng + <2F2 — 1) Fl — Fg) ﬁg — (1 + FQ) Fla/} ﬁ%—l—
(T2 — 2I4Dy) afs + T4y + Ty + Ty B — al's = 0. (3.41)

Finalmente, inserindo o ansatz (3.33) na eq. (3.24) encontramos

_ 2 . al'ss -
hilg) =o' {1 1= (1-17) 5152} (3.42)
¢ r B
9 _ al 101
fa(z) =N [1 g Fl)ﬁlﬁ21 . (3.43)

As egs. (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43) s@o o resultado central desta secdo.
Juntamente com a eq. (3.6) representam a solu¢do completa das propriedades es-
tatisticas do sistema com barreiras de transparéncias arbitrarias. A solucao deste
problema so foi possivel devido a obtengao da eq. (3.30) que tem como solugao o
ansatz da eq. (3.33). Este resultado é a extensao dos calculos de Brouwer e Bee-
nakker para o caso de barreiras assimétricas. Antes de apresentarmos uma analise
completa da situacao geral, discutiremos alguns importantes casos particulares.

3.2.1 Cavidade Cadtica com Barreiras Simétricas

O caso de barreiras simétricas é descrito por I'y =Ty, =1"e ; = 3 = ( nas
eqs. (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43), entao:

(aB* =28+ a)(1-T)3*+al'f—-1)=0 (3.44)

al'B !

fil5) = hls) =N 1=

(3.45)
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A raiz fisica de (3.44) ¢é dada por 3 = (1 — V1 —a?)/a = /z — vz — 1, sendo
fi(z) = f(2) = fa(z), onde

2(z =z —=1)(1-T) + r/m.

=N 3.46
/) 2:(Vz—vz_1)(1-T)+ Iz (3.46)
Podemos escrever essa equacao de uma forma mais adequada
4z/1 —2(1-T1)+il'z(2-T
f(z) =N ( Z VE( ) (3.47)
21— 2(T2 — 4 + 42)
Inserindo f(z) em (3.6) encontramos a densidade média
N re-r
oy =N (2-T) 7 (3.48)
T (2 =47 +471)/7(1 — 7)
que estd de acordo com a ref. [41]. Se I' — 1 em (3.48), temos
N 1
T) — ——, 3.49
R (3.49

reproduzindo perfeitamente (3.15) quando Ny = Ny = N = M/2.
A solucao obtida por Brouwer e Beenakker [11] é uma generalizacao da eq.
(3.48) para canais inequivalentes. Isto é

O T.(2-T,)
plr) = ; m([2 — 4T, 7 +47)y/7(1 —7)’ (3.50)

a qual, é claro, reproduz (3.48) quando I',, = T'.

3.2.2 Cavidade Caética com Duas Jungoes de Tunelamento

Esta situagdo é descrita aplicando a condigao I'1, Ty < 1 nas eqgs. (3.40),
(3.41), (3.42) e (3.43). Obtemos

Byaly — Bo(Ty + o) +aly = 0
612041“1 — ﬁl(Fl + Fg) + OéFQ = O, (351)
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0.5M .
p/
N

0.0 I —
00 02 04 06 08 10

Figura 3.3: Distribuicao de probabilidade de transmissao através de juncoes de
tunelamento com I'; = 0,02 e I';, = 0,03. A figura foi tirada da ref. [3].

juntamente com

al’y 3y -
fi(2) = o*N [1 1T g4 5?&} (3.52)
© 1
9 ol B |
fa(z) =N {1 “1_84 61621 : (3.53)

As raizes da eq. (3.51) s@o

/61 _ Fl + F2 (1 + /1 _ &27-0> (354)

20&F1

gy =t 1 (1 +4/1- aQTg) , (3.55)

204F2

onde 7y = 41Ty /(T'; + '5)?. Com essas raizes concluimos que fi(z) = f(z) = fa(2),
onde

N (T + Ty)/2(2 — 7o)
1) = 7 (D) + Do)y /2(z —70) — 1T | (3:56)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.2 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias Arbitrarias 48

ou seja
N nr
fz)=—|1+ —2 , (3.57)
z (Fl + Fg) Z(Z — 7'0)
Substituindo esta equagao em (3.6), obtemos
NI T 1
=2 0<7 <. (3.58)

p(1) = m(T1 + 1) Tg/zma

que esté de acordo com as refs. [10, 13, 3]. A eq. (3.58) é uma distribuigao binomial,
no sentido que a probabilidade de transmissao é minima, 7 ~ 0, ou maxima, 7 ~ Ty,
veja fig. 3.4.

Usando (3.16) e (3.58) podemos calcular o valor médio da condutéancia e da
poténcia do ruido de disparo (veja segao (1.5)). Entao encontramos !

(G)n) = Iy
Iirr = P Iy,

(3.59)

para a condutancia média. Fisicamente, esta média corresponde a uma aplicacao

da lei de Ohm para adicio de resisténcias de contato Ry = =~ e R; = = [24]. De
4 NFl NF2

modo que

1
RTJ == <g> = Rl -+ Rg. (360)
TJ
Obtemos também
<<ﬂ>) _ i (3.61)
(9) T (Ty +T9)%’ .

para o fator Fano. Ele da a magnitude relativa da flutuacao de corrente. Para
o caso de barreiras simétricas, I'y = 'y, o fator Fano é igual a meio, ou seja, a
poténcia do ruido de disparo é reduzida a metade da poténcia do ruido de Poisson,
P= %Ppoisson. A supressao é uma conseqiiéncia da distribuicao assintotica bimodal
dos autovalores de transmissao, fig. 3.4. A média do terceiro cumulante é definida
por

1
(k) = / drp(r)r(1 —7)(1 - 27), (3.62)
0
onde p(7) e dado pela eq. (3.58), dela obtém-se que

(@) T4 2T§Ty + 6373 — 2,73 + T
) ) 1, (T +T)2(TF +T3) 7

1O subescrito T'J vem de Juncio de Tunelamento.

(3.63)
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para a razao entre o terceiro cumulante e o ruido de disparo. As egs. (3.59), (3.61) e
(3.63) sao bem conhecidas na literatura [51]. Temos que ressaltar que estas equagoes
e a prépria densidade de autovalores de transmissao, eq. (3.58), nao tinham sido
obtidas pela analise diagramatica até entao.

3.2.3 Interpretagao Semiclassica: Cavidade Cadtica com Duas
Juncoes de Tunelamento

Jong [51] usou um método semicldssico para calcular a fungio caracteristica
dos cumulantes da estatistica de contagem de uma cavidade cadtica com duas jungoes
de tunelamento. Para compreender a interpretacao classica deste problema vamos
dividi-lo em dois tépicos: (i) jungdo com uma barreira; (ii) jungao com duas barrei-
ras.

(i) Jungdo com uma Barreira

Para entender este problema ¢é interessante primeiro analisar a jungao com
uma barreira, I' < 1, e um canal de transmissdo. A corrente média através da
barreira é [ = e*VT'/h = e7, com v = eVT'/h. A probabilidade P,(t) de n elétrons,
nao correlacionados, serem transmitidos num tempo ¢ obedece a seguinte equagao
mestre

DO — p) (3.64)
d%t@ = A(Pu(t) — Py (8), se n> 1, (3.65)

onde Y > P,(t) =1 e a condicao inicial é Py(0) = 4,0, veja fig. 3.4. A solucao da
eq. (3.64) é Py(t) = exp(—~t). Definindo

dPy(t
U(t) = - C‘;t( ) ve ! (3.66)
como sendo a densidade de probabilidade de um elétron ser transmitido imediata-
mente apés um tempo de espera t, veja fig. 3.4. Sendo G, (t) a probabilidade de
n ou mais elétrons serem transmitidos durante um tempo ¢, pode-se obteé-l4 pela

seguinte convolugao

Gn(t):/o dtl/t dtg.--/t (b ) (s — 1) V(tn —tnr),  (3.67)
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Figura 3.4: Elétron sendo transmitido através de uma barreira com I' < 1.

visto que os eventos de tunelamento sao nao correlacionados. A transformada de
Laplace de (3.67) é dada por

(W ()" (3.68)

w | =

Gn(s) = /OO dte™'G,(t) =

0

1 (s) corresponde a uma particula sendo transmitida na barreira, entdao G, (s) cor-
responde a n eventos de tunelamento, veja fig. 3.4. A transformada de Laplace da
eq. (3.66) é

TR
bls) = — - (3.69)

Substituindo (3.69) em (3.68) obtemos

én(s):1< i )n (3.70)

S \s+7v

Podemos escrever P,(t) em funcao das probabilidades G, (t) e G41(t)
Po(t) = Gu(t) — Grya (1), (3.71)

e portanto R R R
Po(s) = Gu(s) — Gpya(9). (3.72)
Entao de (3.70) e (3.72) obtemos

n

7 Y
B,(s) = G (3.73)
cuja transformada de Laplace inversa é
t n
Pu(t) = %wt. (3.74)
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(a)

(b)
r 1 I_2

Figura 3.5: (a) Corresponde a auséncia de particula entre as barreiras; (b) Corres-
ponde a presenca de uma particula entre as barreiras.

Concluimos que para o caso de jun¢ao com uma barreira, I' < 1, P,(t) é dado pela
distribuicao de Poisson, eq. (3.74). A funcao geratriz encontrada, apés a hipdtese de
que a transmissao dos canais é independente, é a mesma quando fazemos I' = 7 < 1
e to =t na eq. (1.43), ou seja

YA = (1 +T(e? = 1)V ~ exp[ytN (e — 1)]. (3.75)
(ii) Jungdo com duas Barreiras

No caso de juncoes com duas barreiras, ['1,['s < 1, o principio de Pauli
restringe o nimero de elétrons entre as barreiras a serem 0 ou 1. Lembramos que a
hipdtese de independéncia dos canais é levada em conta, implicando que o principio
de exclusao ¢ aplicado a cada canal separadamente. Fisicamente, esta situagao
corresponde a auséncia de espalhamento entre canais.

Devemos considerar duas condigoes distintas para o problema, a primeira
corresponde a auséncia de particula entre as barreiras, fig. 3.5-a, e a segunda cor-
responde a presenca de uma particula entre as barreiras, fig. 3.5-b. A funcao distri-
buigao de probabilidade, P,(t), para uma jungao com duas barreiras pode ser obtida
através de uma mistura de dois processos de Poisson independentes correspondendo
a cada uma das duas condicoes iniciais.

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.2 Cavidade Caodtica com Duas Barreiras de Transparéncias Arbitrarias 52

(a)

(b)

Figura 3.6: (a) Particula sendo transmitida pelas duas barreiras; (b) A particula em
t = 0 ja havia sido transmitida através da primeira barreira.

I'y 1 Iy 0

P,(t) = =——P,(t) + —=F, (1), 3.76
(1) = s PO + PR (370
onde % e 1“11::1“2 sao as probabilidades de termos 0 e 1 elétrons entre as barreiras
respectivamente. P?(t) inicia com j = 0,1 elétrons dentro da jungao em ¢t = 0.
Seguindo a mesma estrutura do problema de uma barreira, pode-se escrever

P)(s) = Gi,(s) = Glhaa(s) (3.77)

e definimos

7 i .
i(s) = , com ¢=12 3.78
i(s) = T (3.78)

1;(s) descreve um evento de tunelamento através da barreira i. Para G (s) nao existe
particulas entre as barreiras em ¢t = 0, com n = 0 nao ha eventos de tunelamento
e quando n = 1 a particula tem que realizar dois tunelamentos independentes para
ser transmitida através das duas barreiras. Concluimos que G9(s) corresponde &
transmissao de n particulas nao correlacionadas cada uma realizando dois eventos
independentes, veja fig. 3.6-a. Entao tem-se que
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GA5) = S ()9 = (3.79)

Substituindo (3.79) em (3.77) obtém-se

(7172)" (5 + 71+ 72)

—
Pl(s) = (5 7105 - 7a) ™ para n > 0. (3.80)
Fazendo n = 0 em (3.80) obtém-se
< + 71 +72)
B(s) = . 3.81
0 (%) (s +71)(s +2) (381)

Tomado a transformada de Laplace inversa em (3.81) tem-se

e_’YQt _ e'YIt
P(?(t) - 72 ,  para 71 # Y. (3.82)
Y1 — )2

Para barreiras simétricas, fazemos 7, = v = 7, em (3.81), obtém-se
P)(t) = (1 +~t)e . (3.83)

Se 7 =1 em (3.72), entao existe uma particula entre as barreiras em ¢ = 0, ou seja,
houve um tunelamento pela primeira barreira antes do comeco da observacao dos
eventos, veja fig. 3.6-b. As outras n — 1 particulas ainda terao de realizar os dois
tunelamentos independentes. Entao, é}l(s) pode ser escrito como

GA(5) = STals) (W (s)a(s)"™ = S

para n>1. (3.84)

Substituindo (3.84) em (3.77) chega-se a

W5+ + )

Pl(s) = (5 E 1) (s + 1)L para n > 1. (3.85)

E interessante notar que paran = 0, devemos ter 1501 (s) = 1/(s+72), que corresponde
ao problema de uma barreira, analisado anteriormente, fazendo-se v = ~,. Veja fig.
3.6-b. Portanto

Py (1)
dt

= _72P01 (t) (386)
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cuja solucao é

Py (t) = exp(—7at). (3.87)
Substituindo (3.82) e (3.87) em (3.76) para n = 0 obtém-se
2 2
Py(t) = F%TII% et F%TEJW para Y1 # Ya. (3.88)
Para barreiras simétricas, y; = 7 = 72, substituimos (3.83) e (3.87) em (3.76) dando
Polt) = (14 3 ) exp(~1). (3.89)

que contém um termo de correcao, %t, em relagao ao obtida no caso de uma barreira.

Pode-se tomar a transformada de Laplace da eq. (3.76):
ry -~ Iy -,

=—P ——P .
F1+F2 TL(S>+FI+I\2 n<8)7 (3 90)

Introduzindo (3.80) e (3.85) em (3.90) encontra-se

pn(s)

n 2
P,(s) = (n72)"(s + 1 + ) para n > 1. (3.91)

(71 +72) (s + 7)) (s + 72)
Para o caso n = 0, substituimos (3.81) e (3.87) em (3.90), obtendo

~ 2 2
Pos) = M+ e)s+7+79%+m (3.92)

(71 +72)(s +71) (5 +72)

A transformada de Laplace da funcao geratriz para a estatistica de contagem, eq.
(1.42), ¢

XA 5) =D e™Py(s) (3.93)
n=0
Introduzindo (3.91) e (3.92) em (3.93) obtém-se
1 2
T 8) = { stntm) 1} , (3.94)
M A7 (s +7)(s +72) — e

cuja transformada de Laplace inversa é
N
X(A) = exp (—5(% + 72)t> X

o () (221 2 ) e (90 o
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onde B(A) = /(71 +72)? + 47172(e* — 1). O valor N, que corresponde ao nimero
de canais abertos, pode ser introduzido na expressao devido a hipdtese de que a
transmissao dos canais é independente. Estamos interessados somente em tempos
muitos longos, t > 1, onde o nimero médio de particulas transmitidas é muito
grande, entao (3.95) simplifica para

X = exp (G0~ =) |1+

"N+ 271726“]
B +72)

A funcao caracteristica dos cumulantes, veja secao 1.5, é dada por

2

Y+ 93 4 271726
5()\)(’71 + ’72)

Como t > 1 podemos desprezar o segundo termo e obter

O(N) =—Inx(N) = ﬁ(”yl + 72 — B(A)t —In {1 +

. } . (3.96)

Nt

D(N) ~ 7(% +92 — V(n +72)? + dya(e? — 1)). (3.97)

Substituindo ®(A) na eq. (1.46) encontramos os trés primeiros cumulantes. O
primeiro cumulante é dado por

G =N

Ry (3.98)
Y1+ Y2

onde 7; = eVT;/h. Para o fator Fano encontramos

@ _ L+l (3.99)
g (T +T9)?% '
E na razao entre o terceiro e segundo cumulantes obtém-se
qs _ T — 2090 4 61515 — 21415 + ng (3.100)

7 (Fy+T2)?(PF +1%)

Eles estao em perfeito acordo com os resultados encontrados pela analise diagramatica
para jungoes com duas barreiras.
O célculo semiclassico assume eventos de tunelamento independentes e por
esse motivo so vale para pequenas probabilidades de tunelamento, I'1, 'y < 1.
Analises semicldssicas tém como interesse central a busca de uma formulagao
consistente e completa que permita o calculo de cumulantes de todas as ordem, sem
qualquer necessidade de conceitos quanto-mecanicos. O tunico efeito quantico nao
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desprezado é o principio de exclusao de Pauli. A hipdtese de existéncia de uma
formulagao totalmente semiclassica no lugar de teorias fundamentadas na mecanica
quantica, esta relacionada com a busca da simplicidade e intuicao encontradas em
sistemas classicos.

A anélise diagramaética, que é baseada numa descricao quanto-mecanica, gera
esfor¢gos matematicos consideraveis, mas a solidez dos conceitos fisicos envolvidos e
a aplicabilidade sao indiscutiveis. Esta técnica ja foi aplicada diversas vezes com
grande sucesso e novamente, neste capitulo, mostra sua eficiéncia em resolver pro-
blemas nao triviais em fisica mesoscopica.
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Capitulo 4

Teoria de Circuitos

Transporte de elétrons, numa visao moderna, é tratado como um problema de
espalhamento quantico eléstico, como foi sugerido por Landauer [15]. Isto é possivel
para condutores coerentes, onde a regiao resistiva é pequena o suficiente para que
nao ocorra espalhamento ineldstico.

Nazarov [13] criou a teoria de circuitos baseada no formalismo quanto-mecanico.
Dela calculam-se os cumulantes da estatistica de contagem no regime semicléssico,
isto é, sistemas com secoes transversais muito maiores que o comprimento de onda
de Fermi. A média de observaveis de transporte no ensemble é calculada admitindo-
se um numero de canais abertos muito grandes, ou seja, a correcao de localizagao
fraca é negligenciada. Nesta teoria pode-se construir um circuito de dois terminais
combinando em série elementos coerentes denominados conectores (nds e terminais)
e elementos difusivos, veja fig. 4.1. A descricao das propriedades de transporte esté
toda contida na densidade de autovalores de transmissao que por isto exerce um
papel fundamental na teoria. Nesta formulagao sao considerados conectores com
transparéncias arbitrarias, o ponto de contato ideal e a jungao de tunelamento.

Mais recentemente foi demonstrado que a estatistica de contagem (FCS) de
elétrons nao interagentes, no caso de sistemas mesoscopicos com multi-terminais, é
uma teoria de circuitos matricial 2 x 2 associada com a funcao de Green Keldysh
[52]. Este trabalho foi motivado pela dificuldade pratica de se descrever redes de fios
difusivos que tém um grande nimero de nés e terminais através da féormula usual
da FCS.

Macédo [41] apresentou uma versao estendida da teoria de circuitos de Na-
zarov para o caso de dois terminais e condi¢oes de contorno mais gerais. Ela traz
necessariamente em sua esséncia a estrutura de ponto de sela do modelo-o nao-linear

27



4.1 Conceitos Béasicos da Teoria de Circuitos 58

6, 6 6 61 6

Figura 4.1: Circuito geral como i conectores (nds e terminais). R; representa o
valor da resisténcia ohmica do i-ésimo elemento difusivo e 6#; representa o valor do
potencial complexo no ¢-ésimo conector. Cada ponto ao longo do circuito representa
um no e o valor de 6; deve ser calculado pela teoria de circuitos, usando os principio
de conservacao de corrente. A funcao ®; para i = 1,2 representa os potenciais nos
terminais do circuito.

supersimétrico e nicleo de Poisson. Este novo método introduz as barreiras de tu-
nelamento no contorno da amostra, diferentemente do proposto por Nazarov em que
as barreiras estao dentro da amostra. Com a nova analise pode-se desconsiderar a
contribui¢ao do condutor difusivo, como veremos neste capitulo.

Nas préximas segoes detalharemos a teoria de circuito estendida [41], para
uma cavidade cadtica com barreiras de transparéncias arbitrarias, veja fig. 2.1.

4.1 Conceitos Basicos da Teoria de Circuitos

A teoria de circuito é uma ferramenta pratica para se calcular médias num
ensemble de sistemas quanticos no regime semiclédssico. A idéia bésica consiste em
particionar o sistema em elementos finitos denominados conectores (ndés e termi-
nais), que correspondem ao caminho da corrente através da rede na qual as leis
de conservacao podem ser implementadas de forma simples. Graficamente a rede
é composta por linhas representando os conectores (i,j) que conectam os nés aos
terminais, fig. 4.1.

Devido a coeréncia da funcao de onda eletronica a teoria de circuito nao
poderia ser formulada em termos do potencial eletrostatico real responsavel pela
diferenca de voltagem no sistema uma vez que este potencial nao pode ser definido
localmente ao longo do circuito. Por isso ela é formulada em termos de um poten-
cial complexo @ (pseudo-potencial) cujo valor é fixo em ambos os terminais, ®; e
®,, e desconhecido nos nés, veja fig 4.1. Este fato ocasiona uma corrente ficticia
denominada corrente espectral (pseudo-corrente) que percorre a rede. Os principios
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Figura 4.2: Circuito com um elemento difusivo R e dois nds 6; e 65.

bésicos da teoria de circuitos sao:

1. Uma lei geral para a funcao caracteristica pseudo-corrente-voltagem (I — V)
do conector (i, j) submetido ao pseudo-potencial Ad;;

1 sen(AD;;)7pi;(7)
]ij(A@ij) — /0 dTl — 7‘sen2(A<I>ij/2)’ (4.1)

onde I(;;(A®;;) é a pseudo-corrente e p;;(7) = <Tr((5(T — tijtjj))> é a densi-

dade de autovalores de transmissao do conector.

2. Uma lei de Kirchhoff generalizada para a conservacao da pseudo-corrente em
cada no: Se 61,05, --- ,0; sao os pseudo-potenciais em cada né da rede entao
Iijy(A®;;) descreve uma pseudo (I — V') relacionada aos conectores (i, j), veja
fig. 4.1. Entao a conservagao da corrente espectral é

I(¢) = Li(¢ — 01) = I, (0h — O2) = -~ = L;(0;). (4.2)

Na presenca de elementos difusivos no circuito podemos usar o seguinte teorema:

1. Teorema: Seja Iy(¢) a corrente espectral através de um circuito auxiliar obtido
negligenciando a queda de potencial ao longo dos elementos difusivos; entao a
corrente espectral do circuito original (fig. 4.2) satisfaz

I(¢, R) = Io(¢ — RI(¢, R)), (4.3)

onde R é a resisténcia ohmica adimensional dos diversos elementos difusivos
do circuito.
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0, 0

J N

Figura 4.3: Circuito equivalente ao da fig 4.2 com a resisténcia localizada na extre-

midade.

2. Prova: Vamos considerar o circuito com um conector difusivo como mostrado
na fig. 4.2. A equacao de conservacao de corrente para este circuito é dado

pela eq. (4.2)
0y — 0,

I(¢):[1(91): R

Isolando o valor de 85 temos

= I>(¢ — 02),

0 = 0, + RI,(61).
Substituindo (4.5) em (4.10) obtemos
1(¢) = (6h) = Io(¢ — 61 — RL1(61)).
Introduzindo a variavel auxiliar # dada por
0 =¢— RI(0),

e substituindo-a na eq. (4.6) obtemos

1(¢) = Li(6h) = I(0 — 61) = ¢—Z_%9

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

Podemos observar que esta equacao de conservacao de corrente é prépria do
circuito mostrado na fig. 4.3. Por definicao a corrente espectral no circuito

auxiliar é dada por

[0 = [1(91) = 12(0 — 01)

Finalmente substituindo (4.9) em (4.8) encontramos

(4.9)

(4.10)
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Figura 4.4: Circuito auxiliar geral no limite R — 0, ou seja, eliminacao completa
da parte difusiva.

como 0 = ¢ — RI(¢) chegamos a

1(¢,R) = Io(é — RI(6, R)), (4.11)
provando o teoremal.

Usando este teorema vemos que o limite R — 0 na eq. (4.3), que corres-
ponde a eliminacao completa da parte difusiva, existe e pode ser usado para obter
as equagoes de conservacao de corrente em uma cavidade cadtica com barreiras. O
circuito auxiliar é mostrado na fig. 4.4 e satisfaz a seguinte lei de conservacao de
corrente [41]

I6(0) = L(0 — 0)) = Lo(6) — 0) = - - = [,(6;). (4.12)

E importante ressaltar que na teoria de circuito de Nazarov o limite R — 0 nao
pode ser justificado. No modelo-o nao-linear este limite é bem definido e corresponde
ao nucleo de Poisson.

A potencialidade deste método depende crucialmente da escolha apropriada
dos conectores, a qual depende exclusivamente da nossa habilidade de calcular a
correspondente caracteristica I — V. Isso quer dizer que temos de ser capazes de
calcul”ar a densidade de autovalores de transmissao para podermos usar a eq. (4.1).
Este é um dos pontos onde essa andlise se diferencia da formulagao original de
Nazarov.

Em analogia com a secao 3.2 estudaremos uma cavidade cadtica com guias
de transparéncias arbitrarias. A informacao sobre as barreiras na interface entre
a cavidade e os guias entra na densidade total, p(7), somente através do conjunto
de coeficientes de transmissao I',,, onde n = 1,--- ,N; e N; é o numero de canais
abertos num dado guia, 7 =1, 2.

'Para uma demonstragao completa veja ref. [19].
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Figura 4.5: Circuito auxiliar com um no, @, e contatos ideais.

A expressao exata para a distribuicao p;(7) de cada barreira foi calculada por
Macédo || diretamente do modelo-o nao-linear supersimétrico. A vantagem deste
processo é a possibilidade de incluir automaticamente efeitos quanticos na descri¢ao
das barreiras entre a cavidade e os guias, sem a necessidade de introduzir hipéteses
adicionais para realizar a média sobre o ensemble. A partir deste resultado, (4.1)
pode ser escrita como

L6 = Y T (4.13)

n=1
ou seja, esta é a caracteristica I — V da barreira j, interpretada como um conector.
O diagrama para esse problema é composto por um né e dois conectores, veja fig.
4.5. Segundo (4.12) a lei de conservacao de corrente é dada por

I(¢) :I1(¢_9) 212(9)7 (4-14)

onde 0 é o valor do pseudo-potencial no né.
Podemos encontrar uma expressao para a densidade de autovalores de trans-
missao, definindo a seguinte funcdo h(1/z)

h(l)z) = <Tr <ZZ_“;T>> = /01 dTZZTi(:). (4.15)

Podemos relacionar (4.1) e (4.15) por

1(9) = h(sen®(9/2))sen(9). (4.16)

Substituindo z = 7 4 in onde n — 0T na fungdo h(1/z) encontramos:
1 1 ! /
h ( , > - / g TP (4.17)
T+n 0 T—T7 %
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Subtraindo essas duas expressoes e aplicando a identidade

1 1
=P (T — 7' 4.18
T—T1 +in T—T’:Fm (r=7), ( )

encontramos

h (T _1 m) —h (T +1 m) - /0 1 dr't'rp(r))[2imd(r — 7). (4.19)

Resolvendo a integral encontramos a seguinte férmula para a densidade de autova-
lores de transmissao

p(7) = 27r12'72 {h (T - in) -h (r j m)] ’ (4.20)

ou de forma mais compacta

p(r) = ———Tm (h(1/2))

T2

(4.21)

z=7+i0t

Apés apresentarmos os conceitos bésicos, concluimos que as eqs. (4.13) e
(4.14) definem a teoria de circuitos para uma cavidade cadtica acoplada a dois guias
com barreiras arbitrarias. Este é o resultado central desta secao.

4.1.1 Cavidade Cadtica com Contatos Ideais

Nesta secao vamos estudar um sistema com contatos ideais, veja fig. 4.5.
Este caso é obtido quando I'; = 1 em (4.13) ficando

N;sen(¢)
Ii(¢) = —1—" . 4.22
](gb) 1— SeH2(¢/2) ( )
Pela lei de conservagao de corrente, eq. (4.14), encontramos que
o—0 0
[1(¢ - 9) = 2N1 tan T = 2N2 tan 5 = [2(9) (423)

Definindo £ = tan(6/2) e v = Ny /N; obtemos a seguinte equagao de segundo grau

vtan(/2)€% + (1 + tan(6/2))¢ — v = 0, (4.24)
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Figura 4.6: Circuito auxiliar com um no, #, e contatos com barreiras arbitrarias, I'y
(§] FQ

cuja solugdo é elementar. Sabemos de (4.14) que a corrente espectral é I(¢) =
I,(0) = 26N, entdo

AN, N.
1(¢) = M cot(¢/2) <\/ e 01:12(;/2) 1), onde M =Ny +N,. (4.25)

Usando (4.16) encontramos que

h(1/z) = ]\gz (\/1 + 4]]\\%\[2 - i - - 1) . (4.26)

Substituindo (4.26) em (4.21) encontramos
( ) M \/ — Tmin (Nl - N2)2
T Tmln = Y
R M?

onde 7,,;, < 7 < 1. Esta expressao coincide com a eq. (3.15) obtida na se¢ao 3.1
usando andlise diagramatica.

(4.27)

4.2 Cavidade Caotica com Duas Barreiras de Trans-
paréncias Arbitrarias

Agora abordaremos o caso de barreiras com transparéncias arbitrarias, veja
fig. 4.6. Para facilitar a manipulacao matematica, introduziremos uma nova pseudo-
corrente [10, 53] definida por

al senh(2x ? ,
K(z) = ; <cosh(2x) +(cos)h(2xj)> - 5[(—2@@, (4.28)
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na qual as novas varidveis aleatorias, x;, sao relacionadas aos autovalores de trans-
miss&o por 7; = 1/ cosh®(z;). Introduzido a densidade média v(z) = <Z;V Tr[6(z — x])]>
podemos escrever (4.28) como

> v(y)senh(2x)
Kz) = /0 dycosh(Qx) + cosh(2y) (429)

Donde concluimos que
2
v(z) = =Im (K(z +ir/2 — i07)). (4.30)
T
A densidade de autovalores de transmissao (4.21) pode ser escrita em fungao de v(z)

através da relacao X
v(cosh™ (1/4/T
211 — 7

Das relagoes (4.13) e (4.29) obtemos a seguinte relagdo para a pseudo-corrente
através de uma barreira com coeficientes de transmissio Iy, = sech®(a,,/2)

Np

K, (z) = Z senh(2x) (432)

£~ cosh(2z) — cosh(ay,)’

De (4.14) e (4.28) podemos escrever a lei de conservagdo de corrente para a nova
pseudo-corrente
K (@) = Ki(z - y) = Ka(y), (4.33)

onde y é a nova variavel do pseudo-potencial para o né do circuito.
Aqui estamos interessados no caso de canais equivalentes, ou seja, I',, =
sech®(a,n/2) € N; = Ny = N. Usando (4.32) obtemos

K, (x) = % {tanh (a: + %%) + tanh (x - %%H | (4.34)

Substituindo K,(z) na lei de conservacao de corrente (4.33) e usando a identidade

trigonométrica
tanh(x) — tanh(y)

tanh(zx — y) = 4.35
anh(z —y) 1 — tanh(z) tanh(y)’ (4:35)
encontramos que
1 1
tanh (x —y+ Eal) + tanh (x -y — §a1) =
1 1
tanh vy + 7% + tanh |y — 302 | (4.36)
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que pode ser escrita como a seguinte equagao polinomial para a varidvel £ = tanh(y)
[Fl (1 — FQ) tanh(x)] 54 - [3F1F2 tanh(x)] §2+ (437)
([0 + Iy — Ty) tanh®(z) 4+ 2T 0y — Ty — Tp] €+
(T4 + 'y — T'y) tanh®(z) + I'y 4+ I'y] € — Ty tanh(z) = 0.
Esta equacao deve ser complementada com a seguinte relacao

B NT'9¢
1 — (1 —Ty)e

K(z) (4.38)
As eqgs. (4.37) e (4.38) foram primeiro apresentadas por Macédo e Souza [10] e
descrevem uma cavidade cadtica com duas barreiras arbitrarias na teoria de circuito.

Numa rapida comparacao, a técnica diagramatica leva a equacoes algébricas
nao-lineares acopladas (3.40) e (3.41) (veja segao (3.2)) enquanto a teoria de circuito
gera uma equagao polinomial de quarta ordem (4.37) para o mesmo problema. Esse
fato ocasiona a seguinte questao: Os dois métodos contém a mesma informacdao em
todo dominio dos parametros I'y e I'y?

Motivados por essa pergunta vamos estudar alguns sistemas particulares
como fizemos no capitulo anterior.

4.2.1 Cavidade Cadtica com Barreiras Simétricas
Este sistema pode ser descrito escrevendo I'y = I'y = I' nas relagoes (4.37) e

(4.38). Obtemos entao
(tanh(z)&* — 2¢ + tanh(2))((1 — T)€* + T'tanh(z)é — 1) = 0 (4.39)
NT¢

T 1-(1-D)E
A raiz fisica da eq. (4.39) ¢ dada por

£ = tan; @ (1 — /1 - tanhQ(x)) : (4.41)

e a pseudo corrente fica

K(z) (4.40)

~ NTI'senh(z)
~ 2—T +Tcosh(x)

K(z) (4.42)
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Substituindo esse resultado em (4.30) encontramos

2N T'(2—T)cosh(x)

= — . 4.43
v(z) 7 4(1 —T') +I'2 cosh?(x) (4.43)
Introduzindo v(z) na expressao (4.31) temos finalmente
N re-r
or) =2 2-I) (1.44)

T (T2 —4AD7 +47)/7(1 = 7)’

que estda em completo acordo com (3.48). Aqui mostramos a perfeita equivaléncia
entre as duas técnicas para este caso.

4.2.2 Cavidade Caética com Duas Jungoes de Tunelamento

Este caso ¢ descrito usando a condigao I'1,I'y < 1 em (4.37) e (4.38), resul-
tando em

[y tanh(z)] €' + [(To — I'y) tanh®(z) — Iy — y] £+ (4.45)
[(Ty — T2) tanh?(z) 4+ I'y + I'p] € — Iy tanh(z) = 0,

que pode ser fatorada da forma

(&% — 1) (tanh(z)01&* + (O — I'y) tanh®(2) — [y — Iy) € + tanh(z)T') = 0.

(4.46)

Além disso NTyt

2
K(z) = e (4.47)
A raiz fisica da eq. (4.46) é dada por
I +1s 9
= 1 1 —n2)(1 —nin? 4.4

ST {( +no77)+\/( 7?) (1= ngn?)| (4.48)

onde n = tanh(x) e ny = tanh(xy) = |I'y — I'e|/(I'1 + I'2). Substituindo (4.48) em
(4.47) encontramos a seguinte expressao para a pseudo-corrente

NTT'ysenh(2x)

K(x) = .
(@) 24/T'% + '3 + 2T, Ty cosh(2z)

(4.49)
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Inserindo a pseudo-corrente K (x) na eq. (4.30) encontramos

2NTL T h
v(r) = 2 senh(z) , X < . (4.50)

(4T \/tanhQ(x) — tanh?(z)

Finalmente substituimos (4.50) em (4.31) obtemos
(7) NI\ Ty 1

T) = :

P AT+ T 32 — 7)

onde 7g = 1 —tanh®(zy) = 411y /(I'y + T')?. Este resultado estd em perfeito acordo
com a eq. (3.58). Uma importante diferenca entre as eqs. (4.44) e (4.51) é a auséncia
da singularidade na raiz quadrada quando I'y # I's.

(4.51)

4.2.3 Cavidade Caodtica com um Contato Ideal e uma Bar-
reira de Transparéncia Arbitraria

Para finalizar nossa andlise preliminar da eq. (4.37) vamos admitir que:
I't=1eI'y=T. Obtemos entao

(1 —1)& + ((2I' — 1) tanh(z))€? — (1 + )€ + tanh(z) = 0 (4.52)
K(z) = % (4.53)

Devida a complexidade de extrair as raizes da eq. (4.52), vamos resolver o problema
expandindo a raiz e os coeficientes em série de poténcias de x. Usando as seguintes
expansoes

¢ =ax+br?+ e+ - (4.54)
e
L 3
tanh(z) = x — 37 + - (4.55)

em (4.52) e usando (4.53) obtemos a seguinte expansao para a pseudo-corrente

[z 2*T(I% 430 - 2) ) (4.56)

K(w) = N(H—F T3 11Dy
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A partir desta expansao podemos obter a média de alguns observaveis de transporte
calculando os cumulantes de FCS. Para isso definimos a seguinte formula [10]

_1\kok FH(x
o = 32 () = S

J

(4.57)
onde H(x) = 2K(x)/senh(2z). De (4.57) podemos escrever os trés primeiros ob-
servaveis fisicos com (veja segao (1.5))

(9) =M (p) = h1 — ho, (k) = h1 — 3hy + 2hs. (4.58)

Usando as eq. (4.56), (4.57) e (4.58) obtemos

NT

(9) = 5T (4.59)

para a condutancia,

(p) 14172

— = 4.60
o) (T+Tp o)

para o fator Fano, e

1-T)(1 -2 46I? —2I% 41

() (1-T)(1-20+6 +T4) o

(p) (14 T)3(1 +I?2)

para a razao entre a média do terceiro cumulante, (x), e a média do ruido de disparo,
(p).

Na ref. [10] este problema foi resolvido exatamente. Encontrou-se uma
transigao de fase quantica de segunda ordem ao analisar-se a densidade média v(x)
quando x = 0. Foi mostrado que

umyz{@N“)QF_l s<I'<1

. (4.62)
0 0<I <1

A transicao quantica em I' = % estd associada com a singularidade de raiz quadrada

inversa, i.e. um expoente —1/2, presente em p(7) quando 7 = 1. Esta singularidade’
¢ mais clara quando analisamos as eqs. (4.43) e (4.50), tal que v(z) ¢ finita para

'E importante resaltar que os casos de barreira simetrica e juncdes de tunelamento nio apre-
sentam transigoes de fase, ele sao citados apenas como exemplos de singularidade de raiz quadrada
inversa.
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x = 0 se p(7) tem uma singularidade na raiz quadrada inversa quando 7 = 1, onde
7 = sech?(z). No caso de barreiras simétricas, tem-se que

2NT
= — 4.
1) = =, (4.6
para todo valor I'. Para juncoes de tunelamento
o NF/?T Fl = PQ =T
v(0) = { 0 Ty AT, (4.64)

Isto corresponde a formagao de modos de Fabry-Perot (FP) entre as duas barreiras,
implicando que v(0) pode ser interpretado como uma densidade de ressonancias de
FP. Para mais detalhes vejas as refs. [10, 19].
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Capitulo 5

Técnica Diagramatica e Teoria de
Circuitos

Neste capitulo comparamos as predicoes da analise diagramatica com as da
teoria de circuitos estendida. Como ja vimos nos capitulos 3 e 4 uma exata con-
cordancia foi encontrada na obtencao da densidade de autovalores de transmissao nos
casos de barreiras simétricas (veja segoes (3.2.1) e (4.2.1)) e jungao de tunelamento
(veja segoes (3.2.2) e (4.2.2)). Isto fornece fortes evidéncias para a equivaléncia ma-
temdtica completa entre o sistema de equagoes algébricas ((3.40) e (3.41)) da técnica
diagramaética e a equagao polinomial (4.37) da teoria de circuitos.

A completa equivaléncia desses metodos seria um resultado extremamente
nao trivial, devido ao fato do principio de concatenacao semiclassico, que é usado
para calcular a equacao polinomial na teoria de circuitos, nao ter representacao
direta na formulacao diagramatica. Além disso o esforco matemaético exigido para
realizar o calculo diagramatico é muito maior que o similar na teoria de circuitos.

Nossa abordagem é baseada numa comparacgao detalhada entre as duas técnicas
semicldssicas, onde encontramos uma relagao basica entre as fungoes f;(z) = Tr(F;(2)),
eq. (3.6), da técnica diagramética e h(1/z), eq. (4.15), da teoria de circuitos. Este
resultado é de grande aplicacao pratica, como veremos, devido a flexibilidade de
prever e confirmar resultados de uma teoria por meio da outra.

5.1 Cavidade Cadtica com Contatos Ideais

Para comecar nossa andlise vamos trabalhar com o sistema mais simples:
cavidade com contatos ideais. Iniciamos aplicando o trago nas eqs. (3.9) e (3.10),
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depois comparando com (4.15), podemos escrever as seguintes relagdes

S ful(z) — Ny = <Tr (;_ﬂttu>> — h(1/2)

it
o) = N = (1 (1) ) = /) 5.1)
ou melhor
filz) = 22 4 5h(1/2)
Fale) = 2+ gh(1/2). (5:2)

Substituindo essas equagoes em (3.13) obtemos

(1/2)

z

fi(2)Sh(z) =

h(l/z). (5.3)

z

f2(2)%s(2) =

Pelas definigoes de ¥;1(2) e Xa(z) (veja (3.13)) podemos escrever estas expressoes
como

D RECEHE f() = M2, (5.4)

z

onde ((z) = (1/2z2) (V4z + M2 — M) e M = Ny + N. Introduzindo o valor de ¢(z)
na eq. (5.4) temos
h*(1/2) + zMh(1/2) = 2> f1(2) fa(2). (5.5)

Multiplicando ambas equagoes de (5.3) encontramos

2f1(2) falz) = (h(lz/z) + N1> (h(lz/z) + NQ) : (5.6)
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substituindo em (5.5) obtemos

N1N222

R*(1/2) 4+ zMh(1/z) — P

~0. (5.7)

Mas como sabemos do capitulo 4, I(¢) = h(sen?(¢/2))sen(¢), entao fazendo z =
1/sen*(¢/2) em (5.7) obtemos

I2(¢) + 2M cot(¢/2)1(¢) — AN, Ny = 0, (5.8)

cujo solucao fisica é

1) = arestof (14 i 1), 59)

que esta em perfeito acordo com (4.25). Este é um exemplo simples de como transitar
de uma teoria para a outra e extrair informacao util. Vamos, a seguir, estudar casos
mais complicados.

5.2 Cavidade Cadtica com Contatos nao Ideais

Na teoria de circuitos (capitulo 4) ao estudarmos sistemas com contatos nao
ideais introduzimos a pseudo-corrente K (z), eq. (4.28), como uma forma de contor-
nar dificuldades matematicas. Seria entao de grande utilidade encontrarmos uma
relagao entre f;(z) = Tr(F;(2)), eq. (3.6) e K(x). A partir de agora vamos traba-
lhar com guias simétricos ou seja N; = Ny = N, isso ocasiona em (5.2) a relacdo

fi(2) = fa(z) = f(2), entao

f(z) = Ny Mz (5.10)

z 22

Podemos escrever (4.16) da seguinte forma

z
h(l/z) = ———=1(¢) : (5.11)
V=1 " n2)=1/vz
Substituindo em (5.10) temos
1 1(¢)
f(z)=- (N + —) . (5.12)
z 2vz =1/ sen/a=1/vz
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Mas como sabemos K(x) = (i/2)I(—2ix) (4.28), ou melhor I(¢) = —2iK(i¢/2),
onde x = i¢/2. Podemos escrever a seguinte expressao usando (5.11

z
h(l/z) = — K(z) . (5.13)
vV1—=z senh(z)=1/v==
Substituindo esta equagao em (5.10) chegamos a relacao que querfamos
f(z) = [senh?(z) (tanh(z) K (z) — N)] . (5.14)
senh(z)=1/v=2

De posse da eq. (5.14) podemos agora prever resultados na técnica dia-
gramética a partir da teoria de circuitos. Como exemplos claros vamos resolver dois
casos: barreiras simétricas e juncao tunelamento.

5.2.1 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras Simétricas

Da teoria de circuitos, eq. (4.42), sabemos que

NTsenh(z)

K(z) = 5.15
(z) 2 —T +T'cosh(x)’ (5.15)
substituindo em (5.14) temos
I'senh?(z)
f(2) = Nsenh®(z) < — 1) (5.16)
2T Ceosh(@)eosh(®) ) |senhyyy=s
2-T h r
— — Nsenh?(z) ( ( ) cosh(z) + ) ,  (5.17)
@ =T+ T cosh(2)) cosh(@) ) |senhioros/ s

ou melhor

f@):ﬂ( @-Dvi{z-D/jztT ) (5.18)
s \VE-DEC-T+TE-D/2))

_ N 2-T)yz—1+T

=7 (m(z_mwm))' (5.19)

Este resultado ainda pode ser escrito como
f(z):NQ(\/_—\/z—1)(1—1“)—1—1“/\/2—1 (5.20)

2:(yz— V211 -T)+Tyz ’

que esta em perfeito acordo com (3.46) encontrada através da técnica diagramética.
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5.2.2 Cavidade Caodtica com Duas Juncgoes de Tunelamento

Utilizando (4.49) obtida na teoria de circuitos
NTT'gsenh(2x)

K(z) = 5.21
e substituindo-a na expressao (5.14) obtemos
[''['y tanh h(2
£(2) = Nsenh?(z) [y tanh(w)senh(2e) . (5.22)
2\/F% + F% + 2I' 1T COSh(2[L‘) senh(x):1/\/—7

que resulta em

N I
1) == (,z\/(r1 TT,)2 _4AliDs/2 1) ' (5.23)

Numa forma mais simplificado temos

N, I,y
z (

Como vemos esta expressao esta também em perfeito acordo com a técnica dia-
gramatica, eq. (3.57).

Nos proximos dois tépicos que apresentares vamos fazer o inverso, obteremos
resultados da teoria de circuitos a partir da técnica diagramatica.

5.2.3 Cavidade Caodtica com um Contato Ideal e uma Bar-
reira de Transparéncia Arbitraria

Iniciamos o problema invertendo (5.14) para podermos obter K (z) em funcao
de f(2),

K(z) = coth(z) (N — f(z)) (5.25)

Para descrever esse sistema via técnica diagramatica vamos supor que 'y = I

e 'y =1 em (3.40), (3.41), (3.42) e (3.43):

(1-D)3Bs + (Bial =1 —=T)Bs+al'=0  (5.26)
(T —1+al)f, —2al]f7 + [(1 — 2T)aBy + 1+ T + a’T3 — a =0,

z=—sinh~2(x)
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fiz) =a’N [1 -1 <1afﬁlf) ﬁlﬁg}l (5.27)
e fa(z) = a®N [1 _105&1 : (5.28)

A solugao anélitica dessas equacoes algébricas nao-lineares acopladas é muito com-
plicada. Entao faremos como na secao (4.2.3), expandiremos (5.27) em série de de
poténcias de . Usamos a seguinte expansao

Brg = aais +bai y 4 c100” 4+ -+ - . (5.29)

Obtemos entao a seguinte série de poténcias para fi(z)

(1 1 T 1 T(3+TI%+20) )

e e s S R RS T (530

Para fazer conexao com teoria de circuitos, substituimos (5.30) em (5.25) e expan-
dimos em poténcias x

1 1
sinh(z) =z + 6x3 +--- cosh(z) =2+ §x2 + - (5.31)

de modo que

'z 2*T(I% 430 - 2) ) (5.32)

K(x)=N —
(=) <1+F 3 (1+D)
Vemos que (5.32) é idéntica a (4.56), obtida pela teoria de circuitos.

5.2.4 Cavidade Cadtica com Duas Barreiras de Transparéncias
Arbitrarias

Este ¢é o caso mais geral para guias simétricos, as egs. (3.40), (3.41), (3.42) e
(3.43) que foram calculadas na se¢ao (4.2) descrevem totalmente esse sistema, onde
I'y # I's. Essa foi nossa principal contribuicao para a técnica diagramatica.

Com o intuito de obter os cumulantes da estatistica de contagem, eq. (4.57)
reescrevemos (5.25) como:

, (5.33)

z=—sinh~?(x)

H(z) = z(zf(z) - N)
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sendo H(z) = 2K (z)/senh(2x) (veja secao (4.2.3)). Usando as mesmas expansoes
usadas na se¢ao (5.2.5) obtemos

f(z) =N

1 1 I4r 1 DIT3[2(0) + ) + T2 + 173
1,1 0y | IOTYRE +Ty) 1Y +15) ) (5.34)
z 2T +4Ty 23 (I'1 +I'y)

Substituindo em (5.25) encontramos

Flrgl’ Ig F1F2(3F§)F2 + 3F1F§ - 2]?? — 2F§)
K(z)=N - — e 5.35
(@) (rl T, 3 Ty + Ty)! * (5.35)

Fazendo I'y = T" e 'y = 1 reobtemos a eq. (5.32). Utilizando (5.34), (5.33), (4.57) e
(4.58), encontramos os trés primeiros cumulantes:

iy
=N = 5.36
para a condutancia,
r+oy—I4T
poip _Litl 12(<ﬁ> (5.37)
g) INE 9) )y
para o fator Fano, e
@:FI—l—B—ZFlFQ (@) (5.38)
(p) Iy + T )/ 1,

para a razao entre a média do terceiro cumulante, (x), e a média do ruido de disparo,
(p). Os dois célculos também coincidem na obtengao do quarto cumulante, definida
na eq. (B.1), veja apéndice (B).

Note que para jungoes de tunelamento, I'y, 'y < 1, as eqs. (5.36), (5.37) e
(5.38) se reduzem a (3.59), (3.61) e (3.63). O mesmo acontece se fizermos I'; = 1 e
[’y =T, retornando nas eqs. (4.59), (4.60) e (4.61).

Neste capitulo demonstramos que a técnica diagramatica e a teoria de circui-
tos estendida contém a mesma informacao em todo dominio dos parametros I'y e I's,
respondendo assim a questao levantada no capitulo 4. Isto fornece fortes evidéncias
para a equivaléncia matematica total entre o sistema de equagoes algébricas da
técnica diagramética e a equacao polinomial da teoria de circuitos, na descri¢ao
semiclassica do ntcleo de Poisson.
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Figura 5.1: A figura ilustra uma cavidade cadtica acoplada via barreiras de trans-
paréncias I'; e I'y aos reservatorios de elétrons.

5.2.5 Interpretacao Semiclassica de uma Cavidade Cadtica
com Dois Contatos de Transparéncias Arbitrarias

Uma proposta de uma teoria semiclassica para calcular cumulantes de qual-
quer ordem para cavidades caodticas foi apresentada por Blanter, Schomerus e Be-
enakker [54]. Eles usaram o principio de correlacdo minima (minimal correlation
priciple) [55]. Este principio estabelece que as flutuagoes da fungao de distribuigao
semiclassica, f(€), dos elétrons na cavidade e as flutuagoes de corrente estao rela-
cionadas somente através da conservagao do ntimero de elétrons, sendo equivalente
a um mecanismo de quebra de coeréncia de fase na mecéanica quantica [24]. Sur-
preendentemente, o uso da abordagem de correlacao minima no calculo do quarto
cumulante levou a uma discrepancia com o resultado quanto-mecanico [55].

O problema foi resolvido por Nagaev, Samuelsson e Pilgram [40] usando um
novo principio que postula a existéncia de corregoes em cascata (cascade approach).
A razao da discrepancia é que a cavidade nao é exatamente um reservatorio com
funcao distribuicdo de nado equilibrio. A fungao distribui¢do f(e) também exibe
flutuagoes numa escala de tempo da ordem do tempo de permanéncia do elétron
na cavidade. Estas por serem muito lentas na escala de tempo de correlacao das
flutuagoes de corrente, nao afetam diretamete seus cumulantes. No entanto existe
um efeito residual, devido a uma memoria finita, que induz correlacoes adicionais:
cumulantes de menor ordem afetam os de maior ordem através das flutuagoes da
funcao distribuicao levando a corregoes em cascata.
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O Modelo

O sistema consiste de uma cavidade com dois contatos de transparéncias
arbitrarias I'y # I's e N; canais em cada contato, veja fig. 5.1. Devido ao grande
numero de espalhamentos elasticos na cavidade, os elétrons que entram tém suas
fases aleatorizadas, mas conservam suas energias. Portanto, apesar da natureza
quantica dos contatos, a cavidade é um objeto semiclassico, ou seja, os elétrons
podem ser descritos por uma fungao distribuigao semiclassica, f(e), que depende
somente da energia dos elétrons.

Os contatos sao geradores independentes das flutuacoes de corrente descritas
pela funcao caracteristica quanto-mecanica de Levitov e Lesovik

w0 =exp {52 [deln (14 (- U - )
e~ DO = £(e)] } (5.30)

onde f;(€), para j = 1,2, é uma fungao distribui¢do de equilibrio de Fermi-Dirac e
f(€) é uma distribui¢do de nao-equilibrio, isotrépica e homogénea. A temperatura
zero as distribuigoes de Fermi-Dirac satisfazem [56]

file) =0(u; — ), fi(e) = f(e), (5.40)

onde /1, e a energia de Fermi do reservatério j. O valor médio da fungao distribuicao
f(e) é dado pela mistura estatisitica [57]

G+ G

Go

f(€) MYCEeR

fi(e) fa(e), (5.41)

onde G; = N;I';. Os cumulantes da estatistica de contagem (segdo 1.5) dos elétrons
transmitidos através do contato j sao obtidos pela expressao

dk
d(i\)* 5\ 1)

, onde ®;(\ 1) =—1Iny;(A 1), (5.42)

A=0

() = —

substituindo (5.39) em (5.42) encontramos para k = 1

n(t) =5 [ delf(©) - £(0) (5.43)
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Definindo a média do ruido de corrente como
<j> _ har(8) G-/de(f(e) ~ fi(e) (5.44)
i)= Ty j i(€)), )
observamos que
<_f]> = /de <jj>e7 onde <_fj>€ =G(f(e) = fi(e)), (5.45)

é a densidade de corrente por unidade de energia. De (5.40) e (5.41) encontra-se
que

(5.46)

Substituindo (5.46) em (5.44) encontramos expressoes similares a formula de Lan-

dauer
(i) = 222 [ et - o) = - (L).

Consideramos agora as flutuagoes. Fazendo k = 2 em (5.42) obtemos

w0 =L (@) -H(@-G)). oo

onde
((B)) =G50 — @)+ FO0~ [0) - Ty~ F@F). (549

De modo que a transformada de Fourier da funcoes de correlacao da corrente a
freqiiéncia nula pode ser escrita como

()= el o

Estamos interessados somente em baixas freqiiéncias, ou tempos longos, onde
o numero médio de particulas transmitidas é muito grande, consequentemente nao
ocorre actimulo de elétrons na cavidade. As correntes I; e I sdo, por hipétese
do modelo, totalmente independentes, o que ocasionaria uma violacao da lei de
conservacao se somente elas contribuissem para as flutuacoes da corrente fisica.
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Para assegurar que havera conservacao de corrente a baixas freqiiéncia, flutuagoes
na fungao distribuicao, df(¢), da cavidade tém que ser levadas em conta [57], entao
temos

§I; = I; + G;Af, onde Af= /deéf(e). (5.50)
A lei de conservacao de corrente implica que
01, + 91, = 0. (5.51)

Das eqgs. (5.50) e (5.51) encontramos a relagao

f1 + j2
Af = ————. 5.92
f G+ Gy (5.52)
Substituindo esta expressao em (5.50) obtemos
Goly — Gily Gl — Goly
0y = ————F—— 0y = ———F—~1—, 5.53
oG PTG (5.33)

cujas médias podem ser escritas como

{ (0h) = 5 <j1> ~aia <j2> (5.54)
(

o) = gie (k) ~ ate L>'
Devido a (5.44), podemos escrever (5.54) como uma férmula de Landauer [24]
61) = 72 [ de(al) - £10) =g [ delra(@) - fu(e)
e
G1G, /
0l)=———7F"+ [ d — =—(01). 5.55
o) = 52 [ aelhte) - £le) = — (o1) (5.5
Entao a condutancia adimensional, g, é dada por
G1Gy
= — 5.56
g G1 + G ( )

Para guias idénticos temos que Ny = N = N, portanto G; = NI'y e Gy = NTs.

Temos portanto
'y

S S

g (5.57)
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que é equivalente a eq. (5.36) obtida via técnica diagramatica. Comparando (5.47)
e (5.55) concluimos que <[~]> = (01;), como se esperava.
Queremos agora calcular o segundo cumulante que é definido como

((612)) = (0I7) — (61;)* . (5.58)

De (5.54) pode-se obter (617)
(512) = m (B + ez () 266 (1) (B)] = (513). (5.50)

no qual usamos a independéncia de fj como fonte de ruido, isto é, <f1f2> =

<f1> <f2> Substituindo (5.54) e (5.59) em (5.58), para j = 1, obtém-se

oy ) () -

(G1 + Gy)?

Para calcular o segundo cumulante, eq. (5.58), a temperatura nula devemos usar as
eqs. (5.48) e (5.40). Primeiro usamos (5.40) e encontramos que

1 — fi(e) = 0(e — py),
(f2(€) = fi(€))* = fa(€)(1 — fi(€)) + fu(e)(1 — fa(e))

L= £ = = e — ) + Bl — o)

:G1+G2

G+ G

destas trés igualdades encontramos as seguintes relagoes relevantes

A = F6)) = g 00m — ole — o),
R = 1)) = 00 — 0le — ),
FO0 = 1) = 002 — ole — ),

FOL = £20) = g bps = IOl — o)
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e
(1) = 0P = 2 (1ae) - Fi(e)?
R (CAER PR 1
GQ
= (G1+—2G2)2 [0(12 — €)0(e — p1) + 0(p1 — €)6(e — p2)] - (5.61)

Definindo

A(e) = 0(p2 — €)0(e — 1) + 0(p1 — €)0(e — p2), (5.62)
vemos que

oo o>
/ Ale) = / de = pi> — pic,  para  pi> = max{u, fia}, p> = min{uy, pio}.

o H<

Introduzindo (5.61) em (5.48) geramos as seguintes expressoes

Ale)

(1), - HEAG e

Ale).

(). - e ar

Substituindo (5.64) em (5.60) obtém-se

((orzyy = CrC Gl L AO =T LA D), y)

onde

GGy (s — )
Gy + G, M= T <)

[(011) | =

Entao fator Fano é dado por

F =

| (011) (G1+Gy)?
Para Ny = N = Ny, ou seja, G; = NI'; e Gy = NT'y o fator Fano fica

2 +1%
F = (I’;_F—F;)i"(rl +1I'y — F1F2)

((017))  G1G2(G1 4 G2) + GI(1 —Ty) + G3(1 —T'y)
= .

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)
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que estd em completo acordo com a eq. (5.37) obtida via técnica diagramética.
Para calcular o terceiro cumulante fazemos k& = 3 na eq. (5.42), entao

= () = £ ((3)-9() () 2(0). oo

A transformada de Fourier a freqiiéncia nula do terceiro cumulante é dada por

()= faeli), o

((I2)) = Gy~ 1) T1=3T,LF () (1= Fy(e)+ £ (1= F(D+2T2(F()— £5(0))*},
(5.71)

O valor da correlagao minima (cm), devido a conservacao de corrente, é dado por

((OIF)) = a({n))-ct((B) (5.72)

(G1 4 Gy)? ’

mas este resultado nao contém todas as correcoes quanticas pertinentes. Existe
uma corregao em cascata (cc) devido as flutuagdes lentas na funcao distribuicao da
cavidade acopladas a cumulantes de menor ordem e que nao pode ser desprezadas
do terceiro cumulante em diante. Essa correcao é dada pela dependéncia funcional
de ((0I%)) (6f) e resulta na expressao

(513Y) =3 / deé((;if—fp (GF(e)5T,) . (5.73)

Consequentemente o terceiro cumulante é dado pela soma da correcao em cascata e
da correlacao minima, ou seja

(1)) = ((o1D)),,, + (1)), (5.74)

Detalhes sobre os calculos do terceiro e quarto cumulantes sao encontrados na ref.
[40].

O método semiclassico em cascata encontra os mesmos resultados para o
terceiro e quarto cumulantes que os obtidos pelas analises quanto-mecanicas usadas
nesta tese (técnica diagramadtica e teoria de circuito estendida), referentes a uma
cavidade cadtica com contatos de transparéncias arbitrarias. Esta andlise pode ser
aplicada em uma ampla classe de sistemas que inclua elementos semiclassicos e
quanto-mecanicos. A principal vantagem deste método é sua interpretacao fisica
relativamente simples quando comparada com a andlise quanto-mecanica.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Espalhamentos quanticos em cavidades cadticas é um rico e fascinante tema
com miltiplas facetas. Suas caracteristicas universais chamam atencao, fazendo
com que esta area seja atualmente alvo de intensa pesquisa. O objetivo da fisica
tedrica, neste contexto, é o desenvolvimento de modelos e métodos de calculo que
reproduzam ou predigam corretamente dados experimentais. Entao, é de extrema
importancia que ao chegarmos a novos resultados tedricos, eles sejam confirma-
dos por outras andlises independentes, algébricas ou numéricas, gerando assim uma
maior credibilidade perante a comunidade cientifica.

A teoria de circuitos estendida, que tém em sua esséncia a estrutura do ponto
de sela do modelo-o nao-linear supersimétrico e correlagoes quanticas do ntucleo de
Poisson, permite eliminar completamente das equacoes de transporte a parte difusiva
do problema. O sistema resultante (um bilhar cadtico) é entao descrito por um
circuito auxiliar que vé a cavidade balistica com um ponto quantico. Esse método
absorve as caracteristicas quanto-mecanicas residuais no limite semicléssico, ou seja,
a presenca de barreiras de tunelamento na interface entre a cavidade e os guias,
através de um conjunto fixo de parametros, denominados coeficientes de transmissao
I',,. Por essa razao a teoria de circuitos estendida gera um algoritmo simples e
eficiente para se calcular cumulantes da estatistica de contagem referentes a uma
cavidade cadtica com dois contatos de transparéncias arbitrarias. Demonstramos
que a descricao completa do sistema em questao se reduz a uma equagao polinomial
quértica, eq. (4.37), mais a eq. (4.38).

A técnica diagramatica contém toda a informagao quanto-mecanica do pro-
blema, até aplicarmos o limite semiclassico, onde sobrevivem como vestigio dos
efeitos quanticos somente os fenomenos de tunelamento nas vizinhangas das bar-
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reiras. Mas para podermos fazer uma comparacao direta com a teoria de circuitos
estendida generalizamos os cdlculos de Brouwer e Beenakker para o caso de bar-
reiras de transparéncias arbitrarias. Chegamos a conclusao de que duas equagoes
algébricas nao-lineares acopladas, egs. (3.40) e (3.41), mais as eqs (3.42) e (3.43), ba-
seadas na distribuicao do nicleo de Poisson, descrevem as propriedades estatisticas
do problema. Simplificacoes destas equacoes levaram a resultados ja bem conhe-
cidos, como a densidade de autovalores para os casos de juncao de tunelamento e
barreiras simétricas e ainda obtivemos os trés primeiros cumulantes da estatistica de
contagem da juncao de tunelamento. A maioria destes resultados ainda nao tinham
sido demonstrados pela técnica diagramatica.

Nesta tese mostramos que as equacgoes algébricas nao-lineares acopladas do
método diagramatico e a equacao polinomial de quarta ordem da teria de circui-
tos sao equivalentes na obtencao dos quatro primeiros cumulantes da estatistica de
contagem e na obtencao da densidade de autovalores de transmissao para barreiras
simétrica e juncao de tunelamento. Ou melhor, demonstramos que a técnica dia-
gramatica e a teoria de circuitos estendida contém a mesma informagao em todo
dominio dos parametros I'y e I';. Além disso, encontramos uma relacao entre as
fungoes geratrizes de cada teoria, eq. (5.25). Isto implica que podemos migrar de
uma técnica para a outra sem nenhuma perda de informacao, a equivaléncia aqui
nao ¢ meramente uma comparac¢ao entre os cumulantes.

A equivaléncia completa desses métodos seria um resultado nao trivial, de-
vido ao fato do principio de concatenacao semiclassico, que é usado para calcular
a equacao polinomial na teoria de circuitos, nao ter representacao direta na for-
mulacao diagramaética e pelo fato de levar a uma simplificacao algébrica substancial
do problema. A demonstracao rigorasa desta equivaléncia implicaria na deducao de
uma relacao direta entre as variaveis das equagoes algébricas nao-lineares acopladas
(Bre ﬁz) e a da equagao polinomial da teoria de circuitos ().

E importante observar que teoria de circuito tem em sua estrutura uma des-
cri¢ao irredutivel que intuitivamente satisfaz o principio da “navalha de Occam” da
simplicidade descritiva [58]. Isto quer dizer que, entre as diversas formulagoes usadas
para descrever um certo problema obtendo os mesmos resultados, aquela que tiver
a estrutura com menor complexidade, ou seja, uma descri¢ao simples, devera ser a
escolhida. A equivaléncia entre as duas teorias levou a uma substancial simplificagao
algébrica do problema, favorecendo a teoria de circuitos estendida como a estrutura
analitica mais simples. Esta simplicidade descritiva também tem sido procurada por
outro meios. Alguns exemplos sao apresentados nessa tese. As interpretagoes se-
micléssicas feitas por Jong (segao 3.2.3) e Nagaev (segao 5.2.5) buscam teorias livres
de elementos quanto-mecanicos, mas estas podem estar sujeitas a equivocos, como
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demonstraram Blanter, Schomerus e Beenakker [54] no caso da teoria de correlagao
minima. Efeitos quanticos relevantes podem aparecer na forma de correlagoes sutis,
que levam a efeitos de memoéria como aparecem na teoria de corregoes em cascata.
A teoria de circuitos tem a vantagem de ser simples e, apesar de ser semiclassica,
mantém todos os efeitos quanticos relevantes na escala de tempo considerada.

Perspectivas importantes do nosso trabalho seriam a extensao da técnica di-
agramatica para o caso de contatos com o nimero de canais nao equivalentes e
para um numero arbitrario de terminais. No caso da teoria da circuitos estendida,
importantes desenvolvimentos seriam a introducgao de corregoes quanticas, ou seja,
localizacao fraca, e a extensao para transporte dependente do tempo e da tempe-
ratura. B importante ressaltar que a técnica diagramatica ja calcula a localizagao
fraca e mais recentemente foi estendida para transporte com dependéncia temporal
[59].

Esperamos que nosso resultado ajude a estabelecer uma maior conexao entre
os recentes desenvolvimentos independentes de ambos os métodos em areas como
magnetoeletronica ou spintronica [60] e dispositivos supercondutores hibridos [61].
Os resultados mais relevantes desta tese foram recentemente aceitos para publicacao,
veja ref. [62].
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Apeéendice A

Resultado dos Coeficientes V¢, ... .
e We .. o, paran < 3 dos EUC e

k

Nas tabelas A.1-A.4 listamos os coeficientes V., ... e W ... para n =
c1+- -+ < 3dos EUC e EOC. Os coefientes sao fungoes racionais de dimengao N
da matriz unitaria. O demominador A,, e B,, de V,, ... ., € W¢, ... (., respectivemante,
dependem somente de n. Eles sao apresentados na tabela A.1 e A.2, enquanto os

numeradores A, Vg, ... ., € B,W,, ... ., sao exibidos nas tabelas A.3 e A.4.
n A, (EUC) AL (EOC)
1 N N+1
2 N(N?—-1) N(N +1)(N +3)
3| N(N?—=1)(N*—4) | (N—=1)N(N +1)(N + 3)(N +5)

Tabela A.1: Denominadores A,, dos coeficeientes V., ... ., paran =c; +---+¢, < 3.
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n B,(EUC) B,(EOC)

1 N N +1

2 NZ(NZ—1) N(N +1)%(N +3)
3NV 1)(N?—4) | (N = DN(N + 1)*(N + 3)(N +5)

Tabela A.2: Denominadores B,, dos coeficeientes W, ... ., paran =c;+---+¢, < 3.

i+t <3| AV, . .. (EUC) [ AV, .. . (EOC)
1 1 1
1,1 N N +2
2 -1 -1
1,1,1 N2 -2 N? +5N +2
2,1 —-N —N -3
3 2 2

Tabela A.3: Numeradores A4,,V,, ... ., dos coeficeientes V,, ... ., paran = c;+---+¢p <
3. Os denominadores A,, sao dados na tabela A.1.

o+t <3 AW, ... (BUC) [ A, W, .. .. (EOC)
1 1 1
1,1 1 2
2 —-N —-N -1
1,11 8 32
2,1 —4N —8N — 8
3 2N? 2N? + 4N +2

Tabela A.4: Numeradores B, W, ... ., dos coeficeientes W¢, ... ., paran =c; + -+
¢, < 3. Os denominadores B,, sao dados na tabela A.2.
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Apeéendice B

Valor do Quarto Cumulante

No caso de contatos com transmissao arbitraria o quarto cumulante é dado
pela expressao

% = —(['1 Ty — Ty — Ty)(6T3% — 60,1 + 'Y — 36T51 + 30T507

—60,I7 + 15006T5 — 1140ST3 + 16T°5T3 — 192055 + 42151

+14T5T5 4+ 1501108 + 420175 — 18013 — 361515 — 1141519

+14T3T5 + 6I315 + 300315 + 161215 — 60,5 — 61,15 + 15)/
(Dy 4+ 1y)°. (B.1)

A eq. (B.1) estd em perfeito acordo com a teoria de corregoes em cascata [40].
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