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Love, love, love, love, love, love, love, love, love.
There’s nothing you can do that can’'t be done.

Nothing you can sing that can't be sung.

Nothing you can say but you can learn how to play the game
It's easy.

There’s nothing you can make that can’t be made

No one you can save that can’t be saved.

Nothing you can do but you can learn how to be in time
It's easy.

All you need is love, all you need is love,

All you need is love, love, love is all you need.

—THE BEATLES (All You Need is Love)



RESUMO

Estudamos o comportamento do modelo do voto da maioria com ruido em grafos aleatérios
de Erdos e Rényi através de simulagoes Monte Carlo. Um grafo aleatorio consiste em
um conjunto de N vértices (sitios) ligados dois a dois com uma probabilidade p. No
limite termodinamico (N — o0) a distribuicao de probabilidade de ligagoes obedece a
distribui¢ao de Poisson P (k) = e‘<k>%, onde (k) = p(N — 1) = pN é a conectividade
média do grafo aleatério. No modelo do voto da maioria com ruido, um dado sitio toma
o estado oposto a maioria de seus vizinhos com probabilidade ¢ e o estado da maioria de
seus vizinhos com probabilidade (1 — ¢), onde g é o parametro de ruido. Realizamos si-
mulagdes para diversos valores da conectividade média (k) e diferentes tamanhos do grafo
N. Calculamos a magnetizacao, a susceptibilidade e o cumulante de quarta ordem de
Binder como funcoes de q. Observamos que o sistema apresenta uma transicao de fase do
tipo ordem-desordem em um valor critico do parametro de ruido ¢., o qual é uma funcao
crescente da conectividade média do grafo aleatorio. Os valores do ruido critico obtidos
nas simulagoes apresentam boa concordancia com os valores que obtivemos através da
aproximacao de campo médio, para valores de (k) > 8. Através de uma andlise de escala
com o tamanho do sistema estimamos os expoentes criticos 3/v, v/v e 1/v para diversos
valores de (k). Da relagao de hiper-escala, obtivemos que a dimensionalidade efetiva do
sistema é igual a um para todos os valores de (k). Analisando a evolugao temporal da
magnetizacao no ponto critico estimamos o valor do expoente critico dinamico z. Por
fim, concluimos que o modelo do voto da maioria em grafos aleatérios pertence a uma
nova classe de universalidade, diferente das classes de universalidade do modelo em redes

regulares e em redes de mundo pequeno.
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ABSTRACT

The majority-vote model with noise on Erdos-Rényi’s random graphs has been studied
through Monte Carlo simulations. A random graph is a set of N vertices, where the

probability that two of them are connected is equal to p. In the thermodynamic limit

k) kSR

(N — o) the degree distribution is given by the Poisson distribution P(k) = e~® £,

where (k) = p(N — 1) &~ pN is the average connectivity of the random graph. In the
majority-vote model with noise a given site assumes the opposite state of the majority
of its neighbors with probability ¢ and the state of the majority of its neighbors with
probability (1 — ¢), where ¢ is the noise parameter. We performed simulations for several
values of the mean connectivity (k) and system sizes N. We calculated the magnetization,
the susceptibility and the Binder’s fourth-order cumulant as functions of q. We observed
that the system presents an order-disorder phase transition at a critical value of the
noise ¢., which is an increasing function of the average connectivity. The critical values
for the noise obtained from numerical simulations agree with the ones estimated from
mean field approximation, for (k) > 8. Using finite-size scaling techniques we estimated
the critical exponents 3/v, v/v e 1/v for several values of (k). From the hyper-scaling
relation we obtained that the effective dimensionality of the system equals one for all
values of (k). The dynamical critical exponent z was calculated from the relaxation of
the magnetization at the critical point. From the results we conclude that the majority-
vote model with noise on random graphs, on small world networks and on regular lattices,

belong to different universality classes.
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CAPITULO 1

REDES COMPLEXAS

1.1 INTRODUCAO

Redes complexas descrevem uma grande variedade de sistemas de bastante interesse
cientifico, tecnologico e intelectual no mundo atual. Por exemplo, a internet é uma rede
complexa formada por computadores conectados entre si [1]; redes de interagao social
sao formadas por individuos ligados uns aos outros através de relacoes de trabalho ou
lazer, entre outras [2, 3]; a World Wide Web é uma rede virtual de paginas conectadas
por hyperlinks [4, 5]; moléculas de dgua formam uma rede, onde estao ligadas por pontes
de hidrogénio [6]. Esses sdo apenas alguns dos muitos exemplos existentes na natureza
e no mundo atual que chamaram a atencao da comunidade cientifica para o estudo dos
mecanismos que determinam a topologia e a dinamica de crescimento das redes complexas.

A Figura 1.1 representa uma rede formada por estudantes de uma escola secundaria
nos Estados Unidos (um high school), os vértices de cor azul representam estudantes do
sexo masculino e os de cor vermelha representam estudantes do sexo feminino. Dois es-
tudantes estao conectados se mantiveram algum tipo de relacionamento afetivo (namoro)
durante o periodo de tempo em que estudavam na escola. Na figura podemos observar
uma caracteristica marcante das redes complexas: cada vértice possui um ntimero proprio
de ligacoes. Essa é talvez a maior diferenca entre redes complexas e redes regulares, uma
vez que nas redes regulares todos os vértices possuem exatamente o mesmo numero de
ligagoes. A figura representando a rede foi feita por Mark E. J. Newman [7], utilizando
os dados obtidos no estudo elaborado por Peter S. Bearman, James Moody e Katherine
Stovel [8].

O estudo de redes complexas teve inicio com métodos da Teoria dos Grafos. Ini-
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Figura 1.1. Rede de relacionamentos afetivos em uma escola secunddria norte americana.
Vértices azuis representam garotos e vermelhos representam garotas. A figura é de autoria de
Mark E. J. Newman, utilizando dados obtidos por Peter S. Bearman, James Moody e Katherine
Stovel

cialmente, a teoria dos grafos era largamente utilizada no estudo de grafos regulares.
Apdbs 1950, redes grandes e aparentemente sem um principio organizacional bem definido
passaram a ser tratadas como grafos aleatérios, que sao os exemplos mais simples de
redes complexas. O estudo dos grafos aleatérios teve inicio com o trabalho pioneiro dos
matemadticos Paul Erdos e Alfréd Rényi [9, 10], depois que Erdds mostrou que métodos
probabilisticos podiam ser utilizados para resolver problemas de teoria de grafos. Du-
rante décadas, desde que foi proposto por Erdos e Rényi, o modelo de grafo aleatério
foi o modelo padrao para descrever redes complexas. O crescente interesse por sistemas
complexos levou os cientistas a questionar se este modelo era, de fato, o mais apropri-
ado para descrever as redes reais que caracterizam os sistemas complexos presentes na
natureza e no mundo atual. Todo sistema complexo apresenta algum tipo de principio

organizacional que, em geral, influencia sua topologia. Estudos recentes indicaram que
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1.1 Introducao 3

a topologia das redes reais difere daquela de um grafo aleatério, levando a comunidade
cientifica a propor novos modelos para descrever, ao menos qualitativamente, a topologia
das redes reais.

Recentes desenvolvimentos tecnoldgicos causaram grande avanco no estudo de redes
complexas. A informatizacao dos processos de aquisicao de dados permitiu a construcao
de grandes bancos de dados com informagoes sobre a topologia de varias redes reais. O
aumento da capacidade de calculo dos computadores viabilizou o estudo de redes formadas
por milhoes de sitios, que alguns anos atras seriam praticamente intrataveis devido ao
enorme tempo de calculo exigido. Outro aspecto relevante nesse processo foi a crescente
interagao entre pesquisadores de diferentes dreas, permitindo que os mesmos tivessem
acesso a dados sobre redes de diversas naturezas.

Impulsionado por esses fatores, varios conceitos e métodos de medicao foram propostos
e investigados nos ultimos anos. Em particular, trés conceitos destacam-se no tratamento
e estudo de redes complexas.

O conceito de mundo pequeno (small-world) refere-se ao fato de que a distincia média
entre os sitios da rede é pequena, ou seja, dois sitios quaisquer estao separados por
distancias relativamente pequenas, apesar do grande tamanho das redes. A distancia
entre dois sitios de uma rede, ou, mais especificamente, a menor distancia (shortest dis-
tance) é definida como o menor nimero de sitios entre eles. O caso mais notério do
conceito de mundo pequeno é o trabalho do psicélogo social Stanley Milgram [11]. Mil-
gram entregou uma mensagem a varias pessoas escolhidas aleatoriamente nos Estados
Unidos e determinou que cada mensagem chegasse ao destinatario, o alvo, também es-
colhido aleatoriamente. As pessoas deviam entregar a mensagem a um conhecido que
tivesse mais chances de fazé-la chegar ao alvo. Neste trabalho Milgram concluiu que a
distancia média entre duas pessoas nos Estados Unidos era de seis pessoas, ou seja, em
média a mensagem passava por seis pessoas entre a pessoa inicial e o alvo.

Um outro conceito importante é o de agrupamento (clustering). O agrupamento é
uma propriedade comum em redes sociais, representado por circulos de amigos ou conhe-

cidos onde cada um dos membros de um circulo conhece todos os outros membros. Essa
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1.1 Introducao 4

tendéncia natural de agrupamento pode ser quantificada pelo calculo do coeficiente de
agrupamento [2]. Digamos que um dado sitio da rede, o sitio ¢, tenha k; ligagoes com
outros sitios da rede. Se todos os k; vizinhos do sitio ¢, além do préprio sitio, formassem
um circulo fechado existiriam [k;(k; — 1)/2] ligacoes entre eles. O coeficiente de agrupa-
mento do sitio ¢ é definido como a razao entre o nimero de ligacoes que de fato existem
entre seus vizinhos, F;, e o nimero de ligacoes existentes se eles formassem um circulo
fechado, [k;(k; — 1)/2]. O coeficiente de agrupamento da rede é definido como a média
dos coeficientes de todos os sitios da rede, ou seja

C= k= 27EZ (1.1)
N &= ki(k; — 1)

1=

Em geral, cada sitio da rede possui um ntmero préprio de ligagoes, i.e., de vizinhos.
O ntmero de vizinhos de um dado sitio é definido como sendo a conectividade do sitio
k;. A conectividade dos sitios da rede satisfaz uma distribuicao, usualmente denominada
a distribuicao de ligagoes, P(k). Dessa forma, a probabilidade de que um sitio qualquer
da rede possua k ligagoes é dada por P(k).

O estudo de redes reais, tal como a World Wide Web, a internet, a rede de colaboracao
entre atores de cinema, a rede de contatos sexuais entre seres humanos e muitas outras,
levou ao surgimento de novos modelos para descrever redes complexas. Atualmente,
trées modelos sao os mais utilizados no estudo de redes complexas. Os grafos aleatérios,
derivados do modelo de Erdos e Rényi, ainda sao muito utilizados em diversas areas.
O modelo small-world representa uma classe de redes caracterizadas pelo alto valor do
coeficiente de agrupamento e pela pequena distancia entre sitios. Esse modelo simula
uma situacao intermediaria entre as redes regulares, altamente agrupadas, e os grafos
aleatérios, que apresentam uma pequena distancia entre sitios. Finalmente, devido a
descoberta de que muitas redes complexas possuem uma distribuicao de ligacoes do tipo
lei de poténcia, foram propostos véarios modelos livres de escala (scale-free). Estes modelos
sao particularmente utilizados no estudo da dinamica de redes, com o objetivo de oferecer

uma teoria universal para a evolucao de redes.
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Nas secoes subseqiientes apresentamos os trés modelos principais e suas caracteristicas.

1.2 GRAFOS ALEATORIOS

Em termos matematicos uma rede é representada por um grafo, que é um conjunto
de N vértices (sitios ou nodos) e n ligagoes (linhas) conectando dois vértices. Uma
representacao usual para um grafo é um conjunto de pontos, representando os vértices, e
linhas representando as ligacoes entre dois vértices.

A Teoria dos Grafos tem suas origens no século XVIII com o trabalho de Leonhard
Euler no estudo de grafos pequenos (pequeno nimero de vértices) e com alto grau de
regularidade. Euler utilizou, em 1736, a teoria dos grafos para resolver o problema das
sete pontes de Konigsberg. No século XX, o estudo da teoria dos grafos passou a fazer
uso de métodos estatisticos. Um grafo aleatério ¢ um grafo onde as ligagoes entre pares
de vértices estao distribuidas aleatoriamente. Redes de topologia complexa e com um
principio organizacional desconhecido freqiientemente parecem aleatérias, assim, a teoria
dos grafos aleatérios é usada regularmente no estudo de redes complexas.

A teoria dos grafos aleatorios foi desenvolvida inicialmente por Paul Erdos e Alfréd
Rényi, depois que Erdos mostrou que métodos probabilisticos podiam ser bastante tuteis

no tratamento de problemas de teoria de grafos.

1.2.1 O Modelo de Erdos e Rényi

No artigo original de 1959 [9], Erdés e Rényi definem um grafo aleatério como um
conjunto de N nodos numerados, conectados por n ligacoes escolhidas aleatoriamente
entre as [N(N—1)/2] possiveis liga¢oes entre pares de nodos. No total, existem Clviv_1)2)
grafos com N vértices e n ligacoes, formando um espaco de probabilidades no qual todos
os grafos sao equiprovaveis.

Uma definicao equivalente para um grafo aleatério vem do modelo binomial. Comecando
com N vértices, ligamos cada par de vértices com probabilidade p. Desta forma o ntimero

total de ligagoes é uma varidvel aleatéria com valor esperado igual a p|N(N —1)/2]. Em
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particular, a forma que utilizamos para gerar grafos aleatorios neste trabalho é uma pe-
quena variacao desta definicao. Comegamos com N vértices e, em cada etapa do processo,
sorteamos um par de sitios. Se o par de sitios nao esta ligado passa a estar, se ja estd
sorteamos outro par que nao esteja ligado. O processo continua até que o grafo tenha
p[N(N — 1)/2] ligacbes. Utilizamos esse método em nossas simulagoes porque ele exige
menos tempo computacional uma vez que nao precisamos verificar todas as [N(N —1)/2]
possiveis ligacoes do grafo.

Num grafo aleatério cada vértice ¢ possui um determinado ntmero de ligagoes k;. O
nimero médio de ligagoes por sitio, ou a conectividade média (k) do grafo, é dado por

(k) = %;k‘z = %2% =p(N —1) = pN, (1.2)

onde a aproximacao final é valida para N muito grande, ou seja, N — oo. De fato,

tomaremos como verdadeira, no restante deste trabalho, a igualdade p(N — 1) = pN.

1.2.2 Diametro e Distancia entre Vértices

O diametro de um grafo é a distancia maxima entre um par de vértices do grafo.
Muitos estudos j& foram feitos sobre o diametro dos grafos aleatérios (veja, por exemplo,
a Referéncia [12]). A conclusao geral desses estudos é que, para quase todos os valores da
probabilidade p, todos os grafos aleatérios com os mesmos valores de N e de p possuem

o mesmo diametro, dado por

~ In(N)  In(N) .
= GpN) () (13

A distancia média entre dois vértices quaisquer de um grafo aleatério também é uma
fungao do nimero de vértices N e da conectividade média (k) do grafo aleatério. De
fato, a distancia média entre vértices escala com essas quantidades da mesma forma que

o diametro do grafo

(1.4)
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1.2.3 Coeficiente de Agrupamento

O numero de ligagoes que de fato existem entre os k; vizinhos de um vértice i é
dado pelo produto plk;(k; — 1)]/2. Assim, de acordo com a defini¢ao do coeficiente de

agrupamento (1.1), temos que o coeficiente de agrupamento de um grafo aleatério é

1 K plki(ki — 1)]/2
“=%5 Zizl kalk; — 1)]/2 (-5)
(k)

De fato, a probabilidade de que dois vizinhos de um vértice estejam ligados entre si é

igual a probabilidade de que dois vértices quaisquer do grafo estejam ligados entre si.

1.2.4 Distribuicao de Ligacoes

O estudo da conectividade maxima e minima de um grafo aleatério foi feito por Erdos
e Rényi em 1959 [9], e a distribuigdo de probabilidade de ligagdes foi obtida por completo
alguns anos mais tarde por Bollobds [13].

A probabilidade de que um vértice qualquer de um grafo aleatério tenha k ligagoes (e

também vizinhos) é dada pela distribui¢ao binomial

P(k) = Ck_ip*(1 — p)N17H, (1.7)

Esta probabilidade representa o nimero de arranjos em que k ligacoes podem ser feitas a

partir de um dado vértice: a probabilidade de que ele tenha k ligacoes é p*, a probabilidade

N=1=k ¢ existem CX,_, possiveis formas de

de que nao existam outras ligagoes é (1 — p)
fazer as k ligagoes.

Para pequenos valores de p (p << 1) e grandes valores de N (N >> k), a distribuicao
binomial pode ser aproximada por uma distribuicao de Poisson. Utilizando a férmula
de Stirling (InN! ~ NIn N — N) podemos mostrar que Ck_, ~ N*/k! e mais, utili-

)N—l—k

zando a aproximacao In(1 — p) &~ —p, obtemos (1 — p ~ e PN Substituindo estas
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aproximagoes em (1.7) temos

P(k) = %pke_p]v, (1.8)
P(k) ~ (p]k\? e PN, (1.9)
P(k) ~ %e‘<k>, (1.10)

o que mostra que P(k) é aproximadamente uma distribuicao de Poisson com média

A =pN = (k).

0.15

0.12- e Distribui¢dio Binomial |
— Distribui¢do de Poisson

0.09

P (k)

0.06

0.03

20 25 30

Figura 1.2. Comparagao entre a solugao exata para a distribuicao de ligacoes de um grafo
aleatorio, dada pela distribuicao binomial, e a solucao aproximada, dada pela distribuicao de
Poisson. Grafos gerados com N = 170 vértices e conectividade média (k) = 10.

Na Figura 1.2, apresentamos uma comparacao entre a solucao exata para a distri-
buicao de ligacoes de um grafo aleatorio, dada pela distribuicao binomial, e a solucao
aproximada, obtida da distribuicao de Poisson. A pequena diferenca entre as duas
solugoes, observada na figura, é uma conseqiiéncia do pequeno nimero de vértices nos
grafos (N = 170), uma vez que P(k) pode ser aproximada pela distribuigdo de Poisson
apenas para grandes valores de N e pequenos valores de p. Os grafos gerados nas si-

mulagoes realizadas durante o desenvolvimento deste trabalho possuiam no minimo 1000
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vértices, logo, dentro do limite de validade da aproximacao para a distribuicao de ligacoes.

1.2.5 O Componente Gigante

Tomando N vértices e conectando dois a dois com probabilidade p comecamos a gerar
ilhas (subgrafos, clusters) desconexos entre si. Os exemplos mais simples de subgrafos
sao ciclos, darvores e subgrafos completos. Um ciclo de ordem k ocorre quando k vértices
estao ligados entre si de forma que dois vértices consecutivos estao ligados apenas entre
si, i.e., nao possuem outras ligagoes. Por exemplo, os vértices de um triangulo formam
um ciclo de ordem trés e os de um quadrado de ordem quatro. Uma arvore de ordem k ¢é
um conjunto de k vértices, conectados entre si por (k — 1) ligacoes, de forma que nenhum
de seus subgrafos é um ciclo. Um subgrafo completo de ordem £ contém k vértices e
todas as possiveis [k(k —1)/2] ligagdes, ou seja, é um conjunto de vértices completamente

conectado. Na Figura 1.3 estao ilustrados trés tipos de subgrafos de ordem k = 4.

Ciclo de ordem k =4 Arvore de ordem k=4 Subgrafo completo de ordem k = 4

Figura 1.3. Subgrafos de ordem k = 4.

Em um grafo aleatério com 0 < (k) < 1, todas as ilhas sdo arvores ou contém exata-
mente um ciclo. A maior ilha contida no grafo é uma arvore de tamanho proporcional a
In N.

Existe um valor critico para a conectividade média do grafo, (k) = (k). = 1, onde a
estrutura do grafo se altera abruptamente. Neste valor de (k) a maior ilha do grafo (a
ilha ou componente gigante) deixa de ser uma drvore e passa a ser uma grande estrutura
complexa. Para (k) > 1 a ilha gigante contém a maioria dos vértices do grafo, e os

que nao pertencem a esta estrutura formam pequenas arvores desconexas entre si. A
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medida que (k) aumenta ainda mais, afastando-se do valor critico, as pequenas arvores
sao absorvidas pela ilha gigante, de forma que todos os vértices do grafo passam a fazer
parte do componente gigante.

O tamanho da maior ilha pode ser calculado analiticamente como uma funcao da
conectividade média do grafo no limite N — oo [10, 14, 15]. A fracdo de vértices na

maior ilha é dada por,

n—1

1 = n —(k)\n
GUK) =1 7 D " (ke (1.11)

|
1 n:

A equagao (1.11) pode ser invertida [14], ficando na forma

(@) = —éln(l —a), (1.12)

da qual podemos calcular o valor de (k) que resultard em um grafo cuja ilha gigante

contenha GN vértices do grafo. Em particular o limite G — 0 na equagao (1.12) resulta

em (k) = (k.) = 1.

1.3 REDES DE MUNDO PEQUENO

A anélise de dados obtidos do estudo de redes reais demonstrou que muitas dessas
redes possuem uma topologia intermediaria entre configuracoes totalmente regulares e
totalmente aleatorias. Para modelar tais redes D. J. Watts e S. H. Strogatz propuseram
um modelo de redes de mundo pequeno (small-world networks) [2, 16].

O processo de criagao de uma rede small-world (rewiring ou religa¢ao) proposto por

Watts e Strogatz (modelo WS) é o seguinte:
e Tome uma rede regular com N vértices e k ligagoes por vértice,
e Escolha aleatéoriamente um dos vértices e uma de suas ligagoes,

e Com probabilidade p a ligagao sorteada é tranferida para um outro vértice escolhido

aleatoriamente.
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O parametro p é a probabilidade de religacao.

Regular Small-world Random

Figura 1.4. Processo de religacao proposto por Watts e Strogatz. A rede passa de uma es-
trutura regular para uma estrutura aleatéria com o aumento da probabilidade de religacao p.
Entre os extremos temos as redes de mundo pequeno. A figura é do artigo de Watts e Strogatz
de 1998.

No artigo original [2], Watts e Strogatz ilustram o proceso para uma cadeia linear com
N = 20 vértices, onde cada vértice possui k = 4 ligacoes. Se o valor da probabilidade de
reconexao for zero, p = 0, a rede nao ganha nenhuma ligagao de longo alcance e permanece
como uma rede regular. Se p = 1, todas as ligacoes de curto alcance sao substituidas por
ligacoes de longo alcance e a rede aproxima-se ao maximo de um grafo aleatério. Quando
0 < p < 1, tem-se uma fragao p de ligagoes de longo alcance e a topologia da rede é
um meio termo entre uma rede regular e um grafo aleatério. A Figura 1.4 representa o
processo de religacao e a transicao de uma rede regular para uma rede aleatoria, passando
pelo regime small-world. O processo de criagao de uma rede small-world a partir de uma
rede regular proposto por Watts e Strogatz nao altera o niimero total de ligagoes, nem a
conectividade média da rede, uma vez que o processo de religacao altera apenas o sitio
final da ligacao.

Existem variacoes do modelo WS, entre elas, uma das mais estudadas foi proposta por
Newman e Watts [17, 18], na qual ligagdes entre vértices escolhidos aleatoriamente sao
adicionadas a rede regular sem que ligagoes existentes sejam retiradas. Neste caso, nem
o numero total de ligacoes, nem o nimero de ligagoes por vértice, permanece o mesmo
da rede regular original. A andlise do modelo de Newman e Watts é um pouco mais

simples, visto que nao causa o aparecimento de ilhas isoladas como o modelo WS. Para
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valores sucifientemente pequenos de p e grandes de N o modelo de Newman e Watts é
equivalente ao modelo WS.

A distancia média entre vértices e o coeficiente de agrupamento sao funcoes da pro-
babilidade de religagao da rede p, ou seja, [(p) e C(p). Watts e Strogatz observaram que
o comportamento destas funcoes é bastante robusto, apresentando variagoes semelhantes

para diversos tipos de redes regulares. No limite p — 0, temos

[(0)~N/k e C(0)=3/4, (1.13)

enquanto no limite p — 1

[(1) ~In(N)/In(k) e C(1) ~ k/N. (1.14)

Quando a probabilidade de religacao ¢ muito pequena a rede comporta-se como uma
rede regular, com a distancia média aumentando com o ntimero de vértices N e um
alto coeficiente de agrupamento. Na situacao em que a rede se aproxima de um grafo
aleatorio, a distancia entre os vértices escala com o logaritimo de N, como é esperado
para um grafo aleatério, e a rede torna-se muito menos agrupada. Dos casos limites p — 0
e p — 1 vemos que em algum valor de p ocorre uma transigao e as grandezas [(p) e C(p)
mudam do comportamento caracteristico de uma rede regular para o de grafo aleatorio.
Na verdade estudos posteriores indicam que o valor de p onde essas grandezas mudam de
comportamento é uma funcao do tamanho da rede N.

A Figura 1.5 apresenta as alteragoes nos valores da distancia média entre sitios e
do coeficiente de agrupamento quando aumentamos a probabilidade de religacao. A
distancia média entre vértices diminui rapidamente com o aumento do valor de p devido
a introducao de ligagoes diretas entre vértices anteriormente distantes. No entanto o coe-
ficiente de agrupamento permanece quase que inalterado por praticamente duas décadas
de valores de p, aproximando-se do valor para grafos aleatérios apenas para grandes
valores de p.

No modelo WS com p = 0 temos uma rede regular onde cada vértice da rede tem
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Figura 1.5. Comportamento da distancia média entre vértices [(p) e do coeficiente de agrupa-
mento C'(p) no modelo de Watts e Strogatz. Observe a escala logaritimica para a variavel p. A
figura é do artigo de Watts e Strogatz de 1998.

k = (k) ligagbes. Logo, a distribuigao de ligagoes é uma funcao delta centrada em (k),
P(k) = §(k — (k)). Para valores nao nulos de p o processo de religacao retira ligagoes
de alguns vértices adicionando-as a outros, provocando um alargamento da distribuicao
P(k) em torno de (k). A forma da distribuicao de ligagdes de uma rede small-world
¢ semelhante a de um grafo aleatério, possuindo um méximo em k = (k) e decaindo
exponencialmente para valores de k maiores que (k), como mostrado na Figura 1.6. A

linha continua é a distribuigao de Poisson, com média A = (k) = 4 [Equagao (1.10)].

1.4 REDES LIVRES DE ESCALA

A anélise de redes reais mostrou que varias delas sao do tipo livre de escala (scale-free
networks), ou seja, possuem uma distribuicao de ligagoes do tipo lei de poténcia. Albert-
Laszlé Barabasi ¢ Réka Albert [4] foram os primeiros a estudar as origens deste tipo de
distribuicao de ligacoes para redes complexas reais e propor possiveis explicagoes para
este comportamento. A primeira causa provavel seria que os modelos de redes discutidos
até agora assumem que a rede inicia e permanece com o numero fixo de vértices N que

sao conectados aleatoriamente ou religados. Na verdade, a maioria das redes reais sao sis-
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P(k)

6
k

Figura 1.6. Comparagao entre a distribuicao de ligagoes de redes small-world, geradas de redes
quadradas, e a distribuicao de Poisson para A = (k) = 4.

temas abertos, onde novos vértices sao adicionados a cada instante de tempo. A segunda
causa provavel seria que, nos modelos anteriores, a probabilidade de que dois vértices es-
tejam ligados é independendente do niimero de ligagoes que cada um deles possui. Grande
parte das redes reais possui a propriedade de ligacdo preferencial, o que significa que a
probabilidade de que um novo vértice se conecte a outro ja existente depende do ntimero
de ligagoes que este vértice possui. Um exemplo bastante claro dessa ligagao preferencial
em uma rede real é o caso da rede de citagoes de artigos cientificos. A probabilidade de
que um novo artigo cite um artigo ja muito conhecido, e conseqiiéntemente muito citado,
é muito maior do que a probabilidade de que ele cite um artigo menos conhecido (menos
citado).

Com base nessas duas caracteristicas principais, foi proposto o modelo Barabasi-
Albert para redes com distribuicao de ligagdes do tipo lei de poténcia. O algoritimo do

modelo Barabdsi-Albert é o seguinte:
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e Crescimento: Comecando com my vértices, adicione a cada instante um novo vértice
com m (< myg) ligagdes conectando o novo vértice com m vértices diferentes pre-

sentes na rede.

e Ligacao Preferencial: Para determinar com quais vértices o novo vértice ird se
conectar, consideramos que a probabilidade de que ele se conecte com o vértice i é
dada por

(k) = —Zkik‘, (1.15)
3

onde k; é o numero de ligacoes do vértice i e o somatorio é igual ao ntimero total

de ligacoes distintas que existe na rede.

Apés t instantes de tempo esse algoritimo gera um rede com N = t + myg vértices e mt
ligagoes.

Resultados de simulgoes numéricas mostram que a distancia média [ entre vértices
em uma rede de Barabasi-Albert é menor do que em um grafo aleatério com os mesmos
valores de N e (k) [19]. Resultados analiticos recentes [20] mostram que [ escala com N

de acordo com
In(N)

L V)

(1.16)

Resultados numéricos [19] mostram que uma rede de Barabési-Albert possui um coe-
ficiente de agrupamento aproximadamente cinco vezes maior que o de um grafo aleatorio
com os mesmos N e (k), e que C ~ N0 na rede Barabdsi-Albert, enquanto em um
grafo aleatério C' ~ N~! e em uma rede small-world C' é independente de N.

Por fim, resultados analiticos [4, 19] mostram que a distribuigao de ligagdes de uma
rede Barabdsi-Albert é da forma

Pk) ~ k™. (1.17)

Em particular, para o algoritimo descrito acima temos v = 3, independente do valor de

m que é o unico parametro do modelo.
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CAPITULO 2

PROCESSOS ESTOCASTICOS E A EQUACAQ
MESTRA

Neste capitulo seguimos de perto o desenvolvimento feito por Tomé e Oliveira ao longo
de diversos capitulos de Dindmica Estocdstica e Irreversibilidade [21]. Nosso objetivo é
a obtencao da equagao mestra que serd utilizada, no contexto da aproximacao de campo

médio, para determinar a magnetizacao do modelo do voto da maioria.

2.1 VARIAVEIS ALEATORIAS

Se uma moeda ¢ atirada para cima e é deixada cair no chao, ao fim de algum tempo um
dos lados da moeda estara voltado para cima resultando em ”cara”ou ”coroa”. Sabemos
que um dos lados estard para cima, mas nao podemos afirmar com certeza qual deles
sera. Se repetimos este experimento muitas vezes, seja jogando a mesma moeda varias
vezes ou jogando véarias moedas ao mesmo tempo, iremos verificar que aproximadamente
metade dos experimentos resulta em ”cara’e o restante em ”coroa”. O resultado de um
desses lancamentos da moeda é uma varidvel aleatoria. Uma variavel aleatoria discreta
¢ uma variavel que pode assumir qualquer valor de um conjunto de valores discretos
previamente determinados, mas que nao sabemos a principio qual deles.

Seja x uma variavel aleatéria discreta e P, a distribuicao de probabilidades da variavel

aleatoria x. A condi¢ao de normalizagao é expressa por

ZPM =1, (2.1)

onde a soma inclui o conjunto de valores inteiros x1, xs, ..., x,, da variavel x.
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2.2 Processos Estocésticos 17

Um exemplo particular de varidvel aleatéria que utilizamos neste trabalho é o niimero
de vizinhos de um dado sitio de um grafo aleatério. No limite termodinamico, i.e., quando
o numero de sitios do grafo aleatério é muito grande ( N — oo ), a probabilidade de que

um determinado sitio esteja conectado a k outros sitios é dada por
1\ E
P, = e—<k>u (2.2)

onde (k) é o nimero médio de vizinhos no grafo aleatério. E possivel verificar que a

distribui¢ao de Poisson (2.2) obedece a condi¢ao de normalizacao

N — B
ZPk:e 27: Je®) = 1, (2.3)
k=0

k=0

onde a soma inclui todos os possiveis valores inteiros da variavel aleatoria k.

2.2 PROCESSOS ESTOCASTICOS

Digamos que uma determinada variavel aleatéria x dependa de um parametro t. Se
esse parametro ¢ representa um dado instante de tempo, entao a variavel aleatéria z(t)
¢ chamada de varidvel estocdstica e seu processo evolutivo de processo estocdstico. Para
analisar um processo estocastico geral, vamos supor que a varidvel pode assumir apenas
valores inteiros, e o tempo, valores inteiros positivos ou zero. Um processo estocéstico é

definido até o instante [ pela distribuicao de probabilidades conjunta

B(«ro,l'l,l'g,...,l'l) (24)

de que z tome o valor x(y no instante ¢ = 0, o valor x; no instante t =1, ..., e o valor x;
no instante ¢t = [.
A probabilidade de que a varidvel estocastica x assuma o valor x;,; no instante t =

[+ 1, tendo assumido o valor zy no instante t = 0, o valor x; no instante t =1, ..., e 0
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2.2 Processos Estocésticos 18

valor z; no instante ¢t = [ é dada pela probabilidade condicional

P (zi41|20, 21, 29, ...y 1) (2.5)

Se esta probabilidade ¢é igual a probabilidade condicional de que a variavel estocastica x
assuma o valor x;,; no instante t = [ 4+ 1 tendo assumido o valor x; no instante ¢t = [,

independente dos valores xg, 1, ..., ;_1; ou seja

Pz+1($l+1\93o, L1, X2y ey ZEl) = Pl+1(931+1\931) (2-6)

entao o processo estocastico de evolugao da variavel x é um processo markoviano. Esta
denominacao é em homenagem ao matemaético russo Andrey Andreyevich Markov, que
apresentou os primeiros resultados do estudo deste tipo de processo estocastico em 1906
[22, 23]. Um processo markoviano é um processo estocdstico em que a probabilidade
condicional da varidvel tomar um determinado valor num dado instante, digamos x;,1,
depende somente do seu valor z; no instante anterior. A igualdade entre as probabilidades
(2.6) é conhecida como propriedade de Markov.

Utilizando a propriedade de Markov podemos escrever a probabilidade conjunta (2.4)

na seguinte forma:
Pl(xo,fﬂl,[l?g, ...,.Tl) = Pl(xl|xl_1)...P1(x1|x0)P0(x0). (27)

Assim, o processo markoviano é completamente definido pelas probabilidades condicionais
(2.6) e pela probabilidade inicial Py(zo).
A probabilidade de que varidavel estocastica x assuma o valor xz; no instante t = [,

independentemente dos valores que ela tenha assumido anteriormente é dada por:

P(z)= > Plxo, 21,72, ... 1), (2.8)

X0, 150 T1—1

onde a soma estende-se sobre todos os valores possiveis de xg,x1,...,2;_1. Usando a
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2.3 Matriz Estocéstica 19

equagao (2.6) obtemos a seguinte relagao de recorréncia para Pj(x;)

P(a) = Pz 1) P (@), (2.9)
Ti—1
onde a soma extende-se sobre todos os possiveis caminhos entre x;_; e ;.

A probabilidade condicional Py (x;11]|7;) é interpretada fisicamente como sendo a
probabilidade de transicao do estado x; para o estado z;.1. Observe que, em principio,
a probabilidade de transicao entre dois estados quaisquer pode variar com o instante
de tempo considerado. Vamos nos deter a discutir apenas processos markovianos cujas

probabilidades de transi¢ao nao variam com o tempo. Logo, vamos escrever:
Pri(wpal) = Plopala) = T(2g, 1) (2.10)

Assim, a Equagao (2.9) fica escrita na forma:

P(ZL’l) = ZT(xl,xl_l)P(xl_l). (2.11)

Tp—1

2.3 MATRIZ ESTOCASTICA

Na se¢ao anterior, vimos que um processo estocastico markoviano fica completamente
definido uma vez que conhecamos a probabilidade de transicao entre os estados e a pro-

babilidade inicial. Podemos escrever a Equacao (2.11) de uma forma mais simplificada
P(n) =Y _T(n,m)P(m), (2.12)

onde T'(n,m) é um elemento de uma matriz T, a matriz estocdstica. Cada elemento desta
matriz representa a probabilidade de transicao do estado m para o estado n.

Como consequéncia de sua definicao, os elementos da matriz estocastica T' devem ser
positivos ou nulos,

T(n,m) >0, (2.13)
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2.4 A Equagao Mestra 20

e mais, a probabilidade de transicao de um estado m para qualquer outro estado n deve

ser normalizada, logo

ZT(n,m) = 1. (2.14)

Definindo a matriz coluna P, cujos elementos sao P;(n), podemos escrever a Equagao

(2.12) na forma de uma equagao matricial
B =TP. (215)

Assim, conhecendo a matriz coluna Py num dado instante podemos obter P, apds [

passos,

P =T'PR,. (2.16)

Portanto, para determinar P;(n) precisamos apenas calcular a [-ésima poténcia da matriz

estocastica T. Podemos ainda escrever esta equacao na forma
Pin) = 30T (n,m) Pofom), (2.17)

onde o elemento de matriz T'(n, m) é a probabilidade de transicio do estado m para o

estado n, em [ passos.

2.4 A EQUACAO MESTRA

Suponha que um determinado processo estocastico markoviano seja definido pela ma-
triz T. Suponha ainda, que as transicoes entre dois estados quaisquer ocorram em um

dado intervalo de tempo 7 e que os elementos da matriz estocastica sejam dados por
T(m,n) =1W(m,n), m#n, (2.18)

T(n,n)=1—71Q(n). (2.19)
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2.4 A Equagao Mestra 21

Lembrando que os elementos de matriz T'(m, n) representam a probabilidade de transi¢ao

do estado n para o estado m, temos

> T(m,n) =1, (2.20)

m

onde o somatorio é sobre todos os valores possiveis de m. Substituindo as Equagoes (2.18)

e (2.19), na expressao acima, temos

Z TW(m,n) +[1 —1Q(n)] =1, (2.21)

m#n

= Z W(m,n). (2.22)

m#n
A probabilidade do sistema estar no estado n no instante de tempo t + 7 é dada pela
probabilidade dele ir de um estado m para o estado n mais a probabilidade dele estar no

estado n e permanecer no mesmo, assim

P(n,t+ ) Z T'(n,m)P(m,t) +T(n,n)P(n,t), (2.23)

queremos agora estudar a evolucao temporal desta probabilidade. Usando

T(n,m)=71W(n,m), n#m, (2.24)
T(n,n)=1-—71Q(n), (2.25)
obtemos
P(n,t+7) =Y _ 7W(n,m)P(m,t) + P(n,t) — 7Q(n)P(n,t). (2.26)
m#n

Podemos rearranjar os termos e escrever

P(n, t+TT =Y W(n,m)P(m,t) — Q(n)P(n,1). (2.27)
m#n
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No limite 7 — 0, o lado esquerdo da equacao é a derivada temporal da probabilidade

P(n,t), ou seja, ficamos com

—P (n,t) =Y _ W(n,m)P(m,t) — Qn)P(n,t). (2.28)

m#n

Finalmente, usando a Equagdo (2.22), obtemos

—P (n.t) =Y _{W(n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t)}, (2.29)
m#n
que é a Equagao Mestra. Observe que de acordo com a defini¢ao (2.18), W(n,m) é a
probabilidade de transicao do estado m para o estado n por unidade de tempo, isto é, a
taxa de transigdo de m para n. As probabilidades W (n,m) sdo os elementos da matriz
de evolugao do sistema.

Vamos considerar um sistema com N particulas constituintes (sitios), onde a cada
constituinte esta associada uma variavel estocastica que pode assumir apenas dois valores
distintos (por exemplo +1 e —1). Nesse caso a matriz de evolugao, W, possui dimensao
2V x 2V O estado de um sitio 7 é denotado por o;, e o estado de todo o sistema é
representado por o = (01,09, ...,0N_1,0N).

A equacao mestra para esse sistema fica entao escrita na forma
—P (0,t) = > {W(o,0")P(o',t) = W (o', 0)P(o, 1)} (2.30)
1750.

Os elementos da diagonal da matriz de evolugao nao aparecem na equacgao mestra,
podemos entao defini-los de acordo com nossa conveniéncia. Definimos os elementos da

diagonal de forma que

ZW(U, o) =0. (2.31)

Assim, os elementos fora da diagonal da matriz de evolugao W (o, o’) e os elementos da
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diagonal W (e, o) estao relacionados por

- Z W(o,d'). (2.32)

o'#o

Substituindo na Equacao (2.30), ficamos com
—P (0,t) ZW 0,0 )P(d',t), (2.33)

onde, agora, a soma em o’ é irrestrita.
Para simplificar, trataremos somente casos em que as transicoes se dao entre estados

que diferem entre si apenas pelo estado de um tnico sitio, de maneira que escrevemos
25 01,01)6(0%,02)...6(07, —07)...0(0y, o )wi(0), (2.34)

onde 6(i,7) é o delta de Kronecker. O termo w;(0) é a taxa de inversao do estado do

1-ésimo sitio de o; para —o;. Finalmente, a equacao mestra se escreve
Plo.1) Z{wz 0) — o) Plo, 1), (2.35)
onde o estado o* é obtido do estado o trocando o estado do i-ésimo sitio, o; por —o;.

2.5 VALORES MEDIOS

A evolucao temporal da média de uma fungao de estado f(o) é definida como

=" H(0)P(o.1). (2.36)
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Multiplicando por f(o) os dois lados da equacdo mestra (2.35) e somando em todos os

estados do sistema o, obtemos
L 10)) = Y (70" ~ F(o) (o). (2.37)

i=1

Em particular, a evolugao temporal do valor médio do estado de um sitio (o;) é dada por

%<O'i> = —2(ow;(0)). (2:38)

A Equacao (2.38) serd utilizada na aproximagao de campo médio apresentada no

Capitulo 3, na Secao 3.4.
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CAPITULO 3

O MODELO DO vOTO DA MAIORIA

3.1 INTRODUCAO

Ao longo dos anos, tém sido propostos e estudados diversos modelos estatisticos para
sistemas magnéticos. Talvez o mais conhecido seja o modelo de Ising, seguido de varios
outros como o modelo de Heisenberg, o modelo XY e o modelo de Potts. Existem ainda
modelos que podem, também, ser utilizados no tratamento de sistemas sociais como o
modelo do votante e sua variagao, o modelo do votante majoritario.

Estes modelos estatisticos podem ser divididos em duas categorias distintas: os mi-
croscopicamente reversiveis e os microscopicamente irreversiveis. Nos modelos reversiveis
a dinamica é controlada por um hamiltoniano que modela a interacao entre os consti-
tuintes do sistema, ou seja, a transicao entre dois estados depende da energia envolvida
neste processo e da energia que o sistema possui. Ao contrédrio, os modelos irreversiveis
nao admitem uma descricao em termos de um hamiltoniano e a evolucao dinamica ¢
determinada por uma probabilidade de transicao entre os possiveis estados do sistema.

Para sistemas reversiveis os estados estacionarios sao estados de equilibrio termodi-
namico. Assim, a probabilidade do sistema percorrer uma determinada sequéncia de
estados microscopicos na ordem direta é igual a probabilidade do sistema percorrer a
mesma sequencia na ordem inversa. Uma vez que essas probabilidades sao iguais, diz-
se que os sistemas reversiveis obedecem a condi¢cao do balanceamento detalhado. Nos
sistemas irreversiveis, a probabilidade do sistema percorrer uma sequéncia de estados mi-
croscopicos na ordem direta é diferente da probabilidade do mesmo percorrer a sequéncia
na ordem inversa. Sistemas irreversiveis sao aqueles que nao obedecem a condicao do ba-

lancemanento detalhado, além disso, os estados estacionarios de um sistema irreversivel
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3.2 O Modelo 26

nao sao estados de equilibrio termodinamico.

3.2 O MODELO

O modelo do voto da maioria, ou modelo do votante majoritario, ¢ um dos modelos
estocdasticos irreversiveis mais simples que apresenta um ponto critico, isto é, sofre uma
transigdo de fase. O modelo ¢é definido em uma rede, onde a cada sitio (vértice) da
rede estd associada uma varidvel estocéstica (spin) que pode assumir apenas os valores
o; = +1.

Imagine um grupo de individuos no qual cada individuo possui uma opiniao propria
sobre um determinado assunto: favordvel ou contrdrio ao tépico. Com o passar do tempo,
devido & interagdo com individuos préximos (vizinhos), os individuos vao mudando de
opiniao. Um individuo passa a ser a favor ou contra se a maioria dos seus vizinhos for
favoravel ou contrario ao tépico, respectivamente. No entanto, existem individuos que as
vezes agem contrariamente a opiniao da maioria dos individuos de sua vizinhanca. Para
representar essa situacao de um individuo ser contrario a maioria dos seus vizinhos, foi
introduzido [24, 21] um parametro positivo ¢ que corresponde a probabilidade de um sitio
assumir um estado contrario ao da maioria de seus vizinhos. O parametro ¢ é usualmente
chamado de parametro de ruido.

A dindmica do modelo do voto da maioria é governada pela equagao mestra (2.35),

com a taxa de inversao de um sitio ¢ dada por

k.
1 T
wi(o) = 5 1—(1—-2q)0;S ZO’g : (3.1)
5=1
onde S(z) = —1,0,1se z < 0, x = 0 e x > 0, respectivamente, e a soma se estende sobre

todos os k; primeiros vizinhos do sitio i. Observe que a equagao (3.1) é invariante sob a
inversao de todos os sitios da rede, isto é, a tranformacao o; — —o;. De fato, o modelo
possui simetria de inversao, se alteramos o estado de todos os sitios da rede temos um
estado completamente equivalente ao anterior.

Considere o modelo do voto da maioria definido em uma rede. Comecando em um
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estado desordenado, onde aproximadamente metade dos sitios aponta em uma direcao
e a outra metade na direcao contraria, escolhnemos um sitio aleatoriamente e invertemos
seu estado com a probabilidade (3.1). Apds a repeticao deste procedimento vérias vezes,

o sistema estara em um dos dois possiveis estados, dependendo do valor de ¢:

i) Para ¢ = 0, todos os sitios estdo no mesmo estado, +1 ou —1. Para 0 < ¢ < ¢, a
maioria dos sitios estd num dos estados +1 ou —1, o restante no estado contrario.
Quando o sistema encontra-se no estado onde ha uma predominancia de spins em

um dos estados ( +1 ou —1), dizemos que o sistema esta na fase ferromagnética.

ii) Para ¢ > ¢., metade dos sitios estd em um estado e a outra metade no estado

contrario. O sistema encontra-se na fase paramagnética.

O modelo do voto da maioria é um andlogo irreversivel do modelo de Ising ferro-
magnético na auséncia de campo magnético externo, com o parametro de ruido ¢ fazendo
o papel da temperatura de equilibrio do sistema T'. Logo, o valor critico do parametro
de ruido g. corresponde a temperatura critica T, (temperatura de Curie) de um material
ferromagnético.

Para analisar o comportamento do sistema como um todo vamos calcular algumas
quantidades que dependem do estado do sistema e, portanto, do parametro ¢g. A primeira
quantidade de interesse é o parametro de ordem do sistema. Fazendo uso da analogia com

o modelo de Ising, a magnetizacdo do modelo do voto da maioria é definida como

M= (m) =+ Z:;U : (3-2)

onde (...) representa a média em um ensenble de estados do sistema. Consideramos o
modulo do somatoério dos spins, uma vez que o modelo possui simetria de inversao, e os
estados com magnetizagoes de sinais contrarios ocorrem com a mesma probabilidade.

A segunda grandeza calculada é a variancia do parametro de ordem do sistema, que

também fornece informagoes importantes a respeito do estado do sistema. Seguindo a

Luiz F. C. Pereira - Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Expoentes Criticos e Efeito de Tamanho Finito 28

analogia, a susceptibilidade do modelo do voto da maioria é

X = N({m — (m)}?) = N{(m?) — (m)*}. (3-3)

Por fim, calculamos também o cumulante de quarta ordem de Binder [25], definido

como
(m*)

U A

5 (3-4)

Como vimos anteriormente, na fase ferromagnética (¢ < ¢.) o nimero de spins no
estado 0 = +1 é diferente do ntimero de spins no estado ¢ = —1, de forma que o
parametro de ordem do sistema, a magnetizagao, possui um valor nao nulo M = M(q).
Na fase paramagnética (¢ > ¢.), o niimero de spins em cada estado é, em média, o mesmo,
logo a magnetizacao do sistema ¢é nula.

Esta mudanca no valor do parametro de ordem do sistema caracteriza uma transicao
de fase do tipo ordem-desordem. O sistema vai do estado ferromagnético (ordenado)
para o estado paramagnético (desordenado), devido ao aumento do valor do parametro

de ruido gq.

3.3 EXPOENTES CRITICOS E EFEITO DE TAMANHO FINITO

Os expoentes criticos foram definidos para estudar o comportamento singular das
fungoes termodinamicas na transigao de fase (veja por exemplo [26, 27]). A maior im-
portancia dos expoentes criticos vem do fato de que sistemas aparentemente muito dife-
rentes possuem os mesmos expoentes criticos. Uma classe de universalidade é definida
por um conjunto de valores de expoentes criticos, de forma que, sistemas que apresentam
0s mesmos expoentes criticos pertecem a uma mesma classe de universalidade.

No caso do modelo do voto da maioria com ruido, podemos definir um parametro

adimensional

E=q—qe, (3-5)

que ¢ uma medida da distancia ao ponto critico. Assim, o expoente critico associado a

Luiz F. C. Pereira - Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Expoentes Criticos e Efeito de Tamanho Finito 29

uma funcao termodinamica f(e) é definido como

A = lim 7111 | f(e)]

e=0 Inje| ’

(3.6)

assumindo que o limite existe. A forma mais usual de explicitar a relacao da fungao com

o expoente critico associado é

fle) ~l e, (3-7)

lembrando que esta relagao sé é vélida no limite | € |— 0, ou seja, quando o sistema
encontra-se suficientemente préximo do ponto critico.

Dessa forma, o comportamento do parametro de ordem (magnetizagdo) ¢ dado por
M~lel?. (3-8)
Enquanto a susceptibilidade no ponto critico diverge de acordo com

x~lel. (3-9)

O comprimento de correlacao do sistema, que também diverge na transicao de fase, é

dado por
E~e]™. (3-10)

Para sistemas finitos, as func¢oes termodinamicas apresentam uma dependéncia com
o tamanho do sistema. Esta dependéncia é uma consequéncia da divergéncia do com-
primento de correlacao estar limitada pelo tamanho finito do sistema. Logo, na regiao
critica

E~N~e|™, (3.11)

de forma que

||~ N7V, (3.12)

Explicitando a dependéncia de | € | com N para a magnetizacao (Equacao (3.8) ) e para
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a susceptibilidade [Equacdo (3.9)], obtemos as relagoes:
My ~ N7, (3-13)

Xy ~ N (3.14)

As razoes 3/v e v/v determinam a depéndencia da magnetizacdo e da susceptibilidade
com o tamanho do sistema proximo ao ponto critico. Determinando o valor da mag-
netizacao e da susceptibilidade no ponto critico para sistemas de diferentes tamanhos,
podemos utilizar as Equagoes (3.13) e (3.14) para estimar os expoentes /v e v/v.

O cumulante de quarta ordem de Binder é definido de forma que o expoente critico
associado é igual a zero [25], U ~ N° Assim, em | € | = 0 o valor do cumulante é

independente do tamanho do sistema tratado

Un(g=14q.)=Ulg=q.)=U". (3-15)

Utilizamos esta propriedade do cumulante de Binder na obtencao do valor do parametro
critico no limite termodinamico (N — o0), ou seja, para um sistema de tamanho infinito.
O valor de g. ¢ o valor de q onde as curvas Uy se encontram.

De forma mais rigorosa, pode ser mostrado que no limite | ¢ |[— 0 [24]

My(q) = N™P"M(NYve), (3.16)
xn(q) = NYYX(NYe), (3.17)
Un(q) = U(N"e), (3.18)

onde M (z), X(z) e U(z) sdo funces universais de escala. Das relacdes acima, ¢ possivel

obter uma relagao entre os expoentes criticos 3/v e /v,

e
14

+—-=D .
y ) (3-19)
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onde D ¢ a dimensao efetiva do sistema. A Equagao (3.19) é conhecida como relagao de
hiper-escala.

Existe ainda um expoente associado ao tempo de relaxacao do sistema no ponto
critico, isto é, o tempo que o sistema leva para ir de um estado completamente ordenado

ao estado completamente desordenado. Em ¢ = ¢. temos a relacao de escala
T~E ~ N7, (3.20)

onde o expoente z é chamado expoente critico dinamico. A dependéncia temporal da

magnetizacao no ponto critico é dada por
My ~t7¢, (3.21)
onde, usando as Equagoes (3.16) e (3.20), obtemos para o expoente ( a relacao

(=—. (3-22)

Para sitemas de tamanho finito a susceptibilidade nao diverge , mas em um certo
valor do parametro de ruido, seu valor atinge um méaximo. Este valor maximo da sus-
ceptibilidade, xn,,,,, também exibe uma dependéncia com o tamanho do sistema, e o

expoente associado é o mesmo de xn(q),

XNarax ~ N7V (3.23)

As Equagoes (3.17) e (3.23) fornecem duas formas independentes de calcular o ex-
poente critico v/v, logo, a utilizagdo das duas relagdes permite uma verificagao da con-
sisténcia dos valores estimados para 7/v.

O valor do parametro de ruido onde a susceptibilidade atinge seu valor méximo, g.(NV),

¢ uma funcao do tamanho do sistema e do valor do ruido critico no limite termodinamico

G(N) = g .+ bN~", (3-24)
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onde b é uma constante.
Utilizamos ainda uma forma de obter o expoente 1/v independentemente dos outros
expoentes e do valor de ¢g.. Calculando a derivada do cumulante de Binder [Equagao

(3.18)] em relacdo ao ruido na regiao critica temos

(3-25)

Logo, em ¢ = g. (€ =0 ) o valor da derivada do cumulante em relagdo ao parametro de

ruido escala com o tamanho do sistema, de acordo com
Uy (q:) = NY"T'(0). (3-26)

Conhecendo ¢.(N) e 1/v podemos utilizar a Equagao (3.24) para obter uma outra esti-

mativa para os valores de ¢. no limite termodinamico.

3.4 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

E possivel obter uma solucao aproximadada para o parametro de ordem em funcao do
ruido para o modelo do voto da maioria em grafos aleatérios, utilizando a aproximacao
de campo médio. Da expressao para o parametro de ordem, podemos estimar o valor
critico do parametro de ruido em uma rede com conectividade média igual a (k).

Utilizando a equacao para a evolucao temporal do valor médio do spin de um sitio

(2.38)
d

£<Ui> = —2(oiwi(0)), (3-27)

e a probabilidade de inversao de um sitio (3.1)

wile) = % {1 — (1 - 29):S <Z 0—5) } | (3.28)

podemos escrever

%@; — (o) + (6S(o1 + ... + o)), (3-29)
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onde utilizamos ¢? = 1, definimos ¢ = 1 — 2¢, e os termos oy, ..., 0}, representam os
estados dos vizinhos do sitio i.
Podemos escrever a funcao S(>_;0s5) como uma expansao de produtos de o5 da se-

guinte forma

S(o1+...+0x) = a(or+...+0x) +a(o100+ ...+ Op,_,0k,) +
CL3(0’10’20’3 4+ ...+ O—ki—20—ki710—ki) +

ay(01090304 + ...+ Ok, 30k, 20k 1 Ok;) + - - (3.30)

Escolhendo valores para o estado de cada um dos sitios, ou seja, fazendo o; =
+1,...,04, = 1, e calculando o valor correspondente de S(}; 05) para cada conjunto de
valores escolhido, obtemos um sistema de equacoes lineares que pode ser resolvido para
fornecer os valores dos coeficientes a; da expansao. Devido a simetria de inversao do
modelo do voto da maioria, os coeficientes de ordem par, as, a4, ag, . . ., sao nulos, logo a

expansao fica escrita como

S(o1+...+0x,) = a(o1+...+0%) +as(o10203 + ... + 0k, _,0k,_,0k;) +

a5(0109030405 + ...+ Ok, _,Ok; 40k; 20k; Ok;) + ... (3.31)

Substituindo a expansao para S(D_; 0s) na Equacao (3.29), temos

o)) = —(oi) +¢{ar({or) + ...+ (o)) +
CL3(<O'10'20'3> +o+ <0ki_20ki—1aki>> +

a5((0102030405) + ... 4+ (O, Ok, 30k 20ki 1 0k:)) + -} (3-32)

Lembrando que a aproximacao de campo médio nao depende da geometria da rede
[26], mas apenas do nimero de ligagoes de cada sitio, vamos considerar que todos os sitios
da rede possuem o mesmo numero de vizinhos, igual ao ntimero médio de vizinhos do
grafo aleatdrio, ou seja, k; = (k). Na verdade, essa consideragao reduz o grafo aleatério

a uma rede com coordenagao igual a (k).
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Na aproximagao de campo médio, a equacao para a evolucao temporal do parametro

de ordem se reduz a

d
Pl + ¢{a10<1k>m + ang’Mmg’ + a5C<5k>m5 + ...} (3.33)
d
%m = —(1 — qﬁalcgk))m + ¢a30§’k>m3 + ¢a50<5k>m5 + .. .}, (334)
onde
; (k)!
N
o= T =0t (3-35)

Aqui usamos a aproximacao

(0109 ...0n) = (o1){09) ... {0n), (3.36)

e o principio de invariancia translacional, de modo que (o;) = m, para todos os sitios da
rede.

3

Desprezando termos de ordem maior que m® na Equagao (3.34) e escrevendo

e=1-— ¢a1C’<1k>, obtemos

d
Zm = —em + qbagC’f’mm?’. (3-37)

Multiplicando os dois lados da equacao por m, ficamos com
——m? = —em?® + qbag,C’f’k)m‘l, (3.38)

que é uma equacao diferencial de primeira ordem para a varidavel y = m?2. Para resolvé-la,

escrevemeos a equa(;éo como

dy
2y(e — yoasC,)

= —dt. (3-39)

Integrando ambos os lados da equacao e utilizando as condigoes iniciais ¢ = 0 e
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y(0) = yo = m?(0) = m3, obtemos

y/Yo
(e — ¢a3cgk>y)/(e - ¢a3c?k>y0)

In

= —2¢t. (3.40)

Fazendo a substituigao inversa y = m?, yo = m2 e reagrupando os termos, obtemos

m? = moe (3.41)
(€ = pazClhymg)e* + mghasCl,

Estamos interessados nas solugoes no regime estacionario, isto é, no limite t — oo.

Existem entao duas solugoes possiveis, dependendo do valor de €. Para € > 0 a solucao ¢é

m =0, (3-42)

que corresponde a fase paramagnética (desordenada) do modelo.

m = i (3-43)
$a3Cly

a qual corresponde a fase ferromagnética (ordenada) do modelo. Finalmente, podemos

A solugao para e < 0 é

agora obter uma expressao para o valor do ruido ¢. onde a magnetizacao se anula, fazendo

m =0 em (3.43)
m=0=|¢|=0, (3-44)

lembrando que e = 1 — ¢alC<1k>, onde ¢ =1 — 2¢q; e que C’<1k> = (k), obtemos

G = % (1 - alik‘>) : (3-45)

Calculamos o valor de ¢. no intervalo 2 < (k) < 20. Observamos que os coeficientes
ay, obtidos da solugao de (3.31), sao da mesma ordem de grandeza, 107}, enquanto a
conectividade média variou de uma ordem de grandeza. Desta forma, concluimos que q.

é uma funcao crescente da conectividade média e possui um limitante superior, uma vez
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que para (k) — oo, obtemos

1
Ge =5 (3.46)

desde que o coeficiente a; seja finito. Este é o valor maximo para ¢ permitido pela
definicao do modelo [24].

Os valores do parametro de ruido critico obtidos através da Equagao (3.45) serdo
apresentados no Capitulo 4, Secao 4.4, onde fazemos uma comparacao com os valores

obtidos através de simulagoes Monte Carlo.

3.5 RESULTADOS ANTERIORES NO MODELO DO VOTO DA MAIORIA

O primeiro estudo do modelo do voto da maioria com ruido foi realizado por de Oliveira
[24]. Neste trabalho, sdo apresentados os resultados obtidos através de simulacoes Monte
Carlo para o modelo definido em uma rede regular bidimensional (rede quadrada). O valor
critico do parametro de ruido obtido por de Oliveira é g. = 0.075 4+ 0.001, e os valores
estimados para os expoentes criticos sao §/v = 0.125 4+ 0.005, v/v =1.73+0.05e 1/v =
1.01£0.05. Os valores exatos para o modelo de Ising em duas dimensoes foram calculados
por Onsager [28], e sao /v = 1/8, v/v = 7/8 e 1/v = 1. Do trabalho de Oliveira
podemos concluir que o modelo do voto da maioria com ruido, definido em uma rede
quadrada pertence a mesma classe de universalidade do modelo de Ising bidimensional.
Este resultado esta de acordo com a conjectura proposta por Grinstein, Jayaparakash e
He [29], ou seja, que modelos de nao equilibrio com simetria de inversdao pertencem &a
mesma classe de universalidade do modelo de Ising, ambos definidos em redes regulares.

Santos e Teixeira [30] estudaram o efeito de uma anisotropia na probabilidade de
inversao, sobre o comportamento critico do modelo do voto da maioria. Com uma proba-
bilidade x, a probabilidade de inversao de um spin depende de apenas dois de seus vizinhos
(versao unidimensional), e com probabilidade (1 — z), tem-se a versao bidimensional do
modelo. Os resultados de Santos e Teixeira mostram que a introducao da anisotropia nao
altera a classe de universalidade do modelo.

O efeito de ligagoes de longo alcance sobre o comportamento critico do modelo de
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Ising foi estudado por diversos autores [31, 32, 33, 34], que consideraram o modelo em
redes small-world geradas a partir de redes regulares unidimensionais, bidimensionais e
tridimendionais. Os resultados desses trabalhos mostram que a temperatura critica T, é
uma funcao crescente da probabilidade de religacao p, até mesmo para redes unidimensi-
onais. Gitterman [31], Pekalski [33] e Herrero [34] mostram que o comportamento critico
do sistema muda da classe de universalidade do respectivo modelo de Ising (bidimensio-
nal ou tridimensional), em p = 0, para a classe de universalidade de campo médio, para
qualquer valor de p > 0.

Tabela 3.1. Expoentes criticos estaticos do modelo do voto da maioria com ruido, do modelo
de Ising e previstos pela teoria de campo médio.

B/v v/v 1/v D Referéncia
Voto da Maioria | 0.125 £+ 0.005 1.73 &+ 0.05 1.01 £0.05 2 de Oliveira [24]
0.125 £ 0.005 - 1 2 | Silva e Moreira [35]
Ising 0.125 1.75 1 2 Onsager [28]
Campo Médio 1 2 2 4

O modelo do voto da maioria em redes small-world foi estudado por Campos e co-
autores [36]. As redes small-world foram geradas fazendo a religagao da rede quadrada
de acordo com o modelo de Watts e Strogatz [2]. O valor critico do parametro de ruido
obtido nas simulagoes é uma funcao crescente da probabilidade de religagao p. Os resul-
tados indicam que a inclusao de ligacoes de longo alcance altera o comportamento critico
do sistema. Para p = 0 os expoentes 3/v e /v sdo os mesmos do modelo em uma rede
quadrada, enquanto que para 0 < p < 1 o sistema apresenta um comportamento critico
cuja classe de universalidade difere da classe de universalidade do modelo de Ising e de
campo médio. Utilizando a relacao de hiper-escala, os autores estimam que a dimensio-
nalidade efetiva da rede é D = 2, que ¢é igual a dimensao da rede regular a partir da qual
a rede small-world foi gerada.

Também foram realizados estudos de espalhamento de dano no modelo do voto da
maioria com ruido na rede quadrada e em redes small-world. O comportamento do

dano em funcao do parametro de ruido apresenta uma transicao entre as fases cadtica
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e congelada em um valor critico do ruido. No estudo na rede regular, Silva e Moreira
[35] concluiram que os expoentes estéaticos sao os mesmos do modelo de Ising, enquanto
que o expoente dinamico z é muito menor do que os obtidos usando as dinamicas usuais
de Metropolis [37], de Glauber e do banho térmico [38, 39]. Medeiros e co-autores [40]
realizaram um estudo de espalhamento de dano no modelo do voto da maioria em redes
small-world geradas a partir da rede quadrada. O diagrama de fases resultante indica
que o valor critico do ruido é uma funcao crescente da probabilidade de religacao p. Para
qualquer valor de p > 0, 1/v = 2, enquanto que os expoentes 3/v e z variam com p.
Recentemente publicamos um artigo [41] sobre o modelo do voto da maioria com
ruido em grafos aleatérios. Um estudo mais detalhado deste trabalho sera apresentado

no capitulo seguinte.
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CAPITULO 4

RESULTADOS

4.1 A SIMULACAO

Com o objetivo de verificar a existéncia de uma transicao de fase no modelo do voto
da maioria com ruido em grafos aleatdrios, desenvolvemos simulagoes Monte Carlo e
calculamos os valores médios do parametro de ordem (magnetizagdo), da variancia do
parametro de ordem (susceptibilidade) e do cumulante de quarta ordem de Binder. Para
cada valor da conectividade média (k) utilizamos cinco tamanhos de rede e calculamos
os valores médios destas grandezas em um intervalo de valores do parametro de ruido gq.

As simulacoes sao iniciadas com o sistema no estado completamente ordenado, ou
seja, todos os spins no estado ¢ = +1. Para um dado valor de ¢, iniciamos a simulacao,
esperamos um determinado nimero de passos Monte Carlo (Monte Carlo Steps, MCS)
para que o sistema atinja o estado estacionério (tempo de relaxagao) e entao calculamos
os valores médios das grandezas de interesse. Em nossas simulagoes, um MCS ¢é definido
como N tentativas de inversao de spin. Repetimos o procedimento para o mesmo grafo
um determinado nimero de vezes (ntimero de amostras) e depois calculamos o valor médio
das grandezas nos estados estacionarios. Por fim, geramos novos grafos e calculamos as
médias para os diferentes grafos.

Os valores médios das grandezas calculadas podem ser expressos na forma

M(a) = { fmhre = <<%

wv(a) = N [( ) rd —  omyr)a). (42)
Unte) = 1- e, (43
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onde (...)r denota médias temporais no estado estaciondrio e (...)¢ representa médias
em diferentes grafos. Em nossas simulagoes utilizamos 10 amostras para cada grafo e
10 grafos diferentes para cada conjunto de valores de ¢, N e (k). Para sistemas de
tamanho N = 1000, 1750 e 2500 desprezamos os primeiros 8000 MCS e as médias foram
calculadas nos 4000 MCS seguintes. Em sistemas com N = 5000 e 10000, esperamos
10000 MCS para o sistema atingir o estado estacionario e calculamos as médias nos 4000
MCS seguintes.

Como apresentado no Capitulo 1, para pequenos valores de (k), o grafo é formado por
uma ilha gigante e algumas ilhas isoladas. As ilhas isoladas sao excluidas da dinamica do
sistema, uma vez que sua evolucao temporal é independente da evolucao do componente
gigante. A identificacao das ilhas foi feita utilizando o algoritimo de rotulacao de ilhas
proposto por Hoshen e Kopelmann [42], utilizado inicialmente para aplicagoes em pro-
blemas de percolacao, e que permite uma grande minimizacao do tempo necessario para

rotular toda a rede, isto é, saber a que ilha cada sitio da rede pertence.

4.2 GERACAO DE GRAFOS ALEATORIOS

O primeiro procedimento na realizacao das simulacoes é gerar no computador um
grafo aleatorio que possua as mesmas caracteristicas de um grafo aleatorio de Erdds e
Rényi. Os parametros para a geracao dos grafos aleatorios sao o niimero de vértices N e
a conectividade média (k). Os grafos gerados devem possuir uma distribuicao de ligagoes
muito préoxima da distribuicao de Poisson.

O procedimento que utilizamos para a geracao de grafos aleatérios é uma pequena
variacao do proposto por Erdos e Rényi, conforme apresentamos na Secao 1.2.1. Com
o objetivo de diminuir o tempo de geragao dos grafos, introduzimos aleatoriamente as
pN(N —1)/2 ligagoes existentes sem a necessidade de verificar todas as possiveis N(N —
1)/2 ligagbes entre sitios.

A Figura 4.1 apresenta uma comparacao entre os valores analiticos e numéricos para
a distribuicao de ligacoes. Os dados numéricos foram obtidos considerando-se os valores

médios entre 10 grafos aleatérios distintos, de tamanho N = 5000, onde utilizamos trés
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valores distintos para a conectividade média do grafo, (k) = 6,10 e 16. A figura indica que
os grafos aleatdrios gerados em nossas simulacoes possuem uma distribuicao de ligagoes

muito proxima da distribuicao de Poisson.

® <k>=6
0.15+ B <k>=10 _
® <k>=16

<k>

— Pk =~ <k> /K

0.1

P(K)

0.05

10 15 20 25 30 35
k

Figura 4.1. Distribuigao de ligagoes para os grafos gerados nas simulagoes. Os simbolos indicam
resultados numéricos e as linhas apresentam os valores analiticos, dados pela distribuicao de
Poisson para o correspondente valor de (k). As barras de erros sao menores que os simbolos.

Para cada grafo gerado em nossas simulagoes podemos também calcular o niimero de
vértices na maior ilha, comparando-o com o valor dado pela equacao (1.12). Na Figura
4.2, a linha representa o valor analitico para a fracao de sitios na maior ilha de um grafo
aleatério, a funcao G((k)), e os pontos sdo os valores calculados nos grafos aleatdrios
gerados em nossas simulagoes. Cada ponto foi calculado como o valor médio em 20 grafos
distintos de tamanho N = 5000. Para (k) = 6, aproximadamente 99,8% dos sitios

pertencem ao componente gigante do grafo.
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Conectividade Média

Figura 4.2. Fracdo de sitios na ilha gigante em funcdo da conectividade média. A linha
representa a funcdo apresentada no Capitulo 1, enquanto os pontos foram calculados como uma
média entre varios grafos gerados em nossas simulagoes. As barras de erros dos pontos sao
menores que os simbolos.

4.3 COMPORTAMENTO DAS GRANDEZAS CALCULADAS
4.3.1 O Parametro de Ordem

Através da anélise do parametro de ordem, as curvas de My(q) para um dado valor
de (k), podemos determinar a existéncia de uma transi¢ao de fase no modelo. Na Figura
4.3 é possivel observar que, de fato, o sistema apresenta uma transicao de fase de segunda
ordem, uma vez que o parametro de ordem nao tem descontinuidade na transicao. As
curvas foram obtidas com (k) = 6 e os cinco valores de N indicados. Antes da transi¢ao as
curvas estao praticamente superpostas, passando a apresentar uma pequena dependéncia
com N na regiao critica e apds a mesma, como pode ser observado no detalhe da figura.

Analisamos também a dependéncia do parametro de ordem com a conectividade média
dos grafos. Na Figura 4.4 apresentamos as curvas My(q) para grafos com N = 10000
e diversos valores de (k). Do comportamento das curvas, podemos inferir que o valor

critico do parametro de ruido aumenta com (k), ou seja, quanto maior a conectividade
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0.4
0.8
i M,
0.2
0.6/
M, t
0.4+
I — N=1000 l
— N=1750
— N =2500
02 | —N=5000 7
I — N = 10000 |
0 | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

q

Figura 4.3. Magnetizacao em funcao do ruido para (k) = 6. As curvas indicam que o sistema
apresenta uma transicao de fase de segunda ordem. No detalhe a dependéncia com o tamanho
do sistema na regiao critica.

1 T
- — <k>=2 1
— <k>=4
0.87 —<k>:6 _
— <k>=8
" — <k>=10 i
— <k>=20
0.6 — <k>=50 _
MN L i
0.4 -
0.2 -
0 | | | T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 4.4. Magnetizacao em funcao do ruido para N = 10000. Da esquerda para a direita
temos (k) = 2, 4, 6, 8, 10, 20 e 50. As curvas indicam que o valor critico do parametro de ruido
aumenta com a conectividade média (k).

Luiz F. C. Pereira - Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.3 Comportamento das Grandezas Calculadas 44

do sistema maior é o valor do ruido que leva o sistema do estado ordenado para o estado

desordenado, como esperado.

4.3.2 A Susceptibilidade

A Figura 4.5 apresenta o comportamento da susceptibilidade, xn(q), para (k) = 6
e cinco diferentes tamanhos de sistema. As curvas para a susceptibilidade sao carac-
teristicas de sistemas que apresentam uma transicao de fase de segunda ordem, exibindo
um maximo no valor critico do parametro de ruido. O valor de g onde a susceptibilidade é
maxima, ¢.(N), é uma fungao do tamanho do sistema (ver Equacao (3.24) ). Verificamos
também que o valor maximo da susceptibilidade, xn,,,y, apresenta uma dependéncia

com N, de acordo com a Equagao (3.23).

30+ —
— N =1000
L — N=1750
— N =2500
— N =5000
20k — N =10000 _
Xn
10 —
0 | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 4.5. Susceptibilidade em fungao do ruido para (k) = 6 e diferentes valores de N.
As curvas sdo caracteristicas de um sistema que apresenta uma transicdo de fase de segunda
ordem. O valor de ¢ onde xy é maximo é uma fungao de IV, assim como o valor maximo da
susceptibilidade xn,, .-

Na Figura 4.6 apresentamos o comportamento da susceptibilidade para N = 10000
e diferentes valores de (k). Observamos claramente que o valor do ruido critico é uma

fungao crescente de (k), enquanto que a amplitude méxima é menor para grafos com
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Figura 4.6. Susceptibilidade em funcao do ruido para N = 10000. Da esquerda para a direita
temos (k) = 2, 4, 6, 8, 10, 20 e 50. As curvas indicam que o valor critico do pardmetro de ruido
aumenta com a conectividade média do grafo.

maiores valores de (k).

4.3.3 O Cumulante de Quarta Ordem de Binder

Calculamos o cumulante de quarta ordem de Binder com o objetivo de obter os valores
criticos do pardmetro de ruido ¢.. Devido a forma como é definido na Equagao (3.4), o
valor do cumulante no ponto critico é independente do tamanho do sistema. Para grafos
aleatérios com um dado valor de (k), as curvas de Uy(q) interceptam-se em q = ¢..
Na Figura 4.7 sao apresentadas as curvas Un(q) para grafos aleatérios com (k) = 8. O
detalhe da figura apresenta apenas a regiao critica, onde podemos identificar com maior
clareza a intersecao das curvas para os cinco valores de N usados nas simulagoes.

Uma outra propriedade importante do cumulante de quarta ordem de Binder é que,
na regiao critica, Uy(q) é uma fungao linear de gq. Para obter maior precisao na estimativa
de q., fazemos um ajuste linear dos valores calculados para Uy(q), na regiao critica, e

estimamos ¢. como sendo o valor da abscissa onde as retas ajustadas interceptam-se.
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Figura 4.7. Cumulante de quarta ordem de Binder em fungao do ruido para grafos com (k) = 8.
No detalhe apresentamos apenas a regiao proxima ao ponto critico, e indicamos o valor do ruido
onde ocorre a interseccao das curvas.

® N=1000

0.5 ® N=1750 -
¢ N=2500
A N =5000 |
v N =10000

0.3 _

0.2 N

\
0.265 0.27 0.275 0.28

Figura 4.8. Ajuste linear para o cumulante de quarta ordem de Binder na regiao critica para
grafos com (k) = 8. Os pontos foram obtidos nas simulagdes Monte Carlo. O valor critico do
ruido, onde as linhas se encontram, é ¢. = 0.2753 4+ 0.0003.

Luiz F. C. Pereira - Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.4 Diagrama de Fases 47

A Figura 4.8 mostra o resultado dos ajustes para grafos com (k) = 8. Neste caso em

particular, estimamos ¢. = 0.2753 + 0.0003.

4.4 DIAGRAMA DE FASES

Através da analise do cumulante de quarta ordem de Binder na regiao critica, estima-
mos com boa precisao o valor do ruido critico para grafos com conectividade no intervalo
1 < (k) < 1000. Verificamos que o valor critico do parametro de ruido é uma fungao
crescente da conectividade do grafo, como previsto pela solugao obtida da aproximagao

de campo médio (Segao 3.4).

Tabela 4.1. Valores criticos do parametro de ruido obtidos através da aproximacgao de campo
médio (CM) e de simulagoes Monte Carlo (MC), para diferentes valores da conectividade média
do grafo aleatério.

(k) ¢ q.'¢ (k) ™ g
R 0.0 8 0.2714 0.2753 £ 0.0003
15— 0.025+0001 | 10 02968 0.2998 & 0.0004
2 0.0  0.066+0001 | 12 03153 0.3170 = 0.0007
25  —  0.1037 £ 0.0006 | 14  0.3295 0.3309 = 0.0004
3~ 0.1349 £ 0.0006 | 16  0.3409 -

35 - 0.160 £ 0002 | 18  0.3502 -

4 01667 0.181 40001 | 20 0.3581 0.3586 = 0.0002
5 - 0215840002 | 50 -  0.4110 % 0.0002
6 02333 0.2403 & 0.0005 | 100  —  0.4368 % 0.0003
7T~ 02595+ 0.0002 | 1000 -~  0.476 % 0.001

Utilizando a Equagao (3.45), resultante da aproximagdo de campo médio, obtemos
uma estimativa independente para os valores criticos do parametro de ruido, que podem
ser comparados com os resultados numéricos da andlise do cumulante de Binder. A
Tabela 4.1 apresenta essa comparagao para grafos com (k) < 20. Para pequenos valores da
conectividade média do grafo os valores de ¢. sao bastante distintos. Este comportamento
é justificado uma vez que a aproximacao de campo médio fica mais precisa a medida que
aumenta o numero de interagoes entre sitios. Em particular, para valores de (k) > 8

as solucoes sao bastante proximas, indicando que os valores criticos calculados para o
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parametro de ruido sao consistentes.

O diagrama de fase do sistema, representado no plano ¢. vs (k), é apresentado na
Figura 4.9. Para um grafo com dado valor de (k), o sistema esta na fase ordenada (ferro-
magnética) para ¢ < ¢. e na fase desordenada (paramagnética) para ¢ > g.. Vemos que o
limite inferior (k) = 1 para a existéncia de ordenamento previsto pelas simulagbes Monte
Carlo estéd de acordo com o valor minimo de (k) para a existéncia de uma aglomerado gi-
gante (veja Figura 4.2). Isso deve ser comparado com o valor minimo para ordenamento,
(k) = 2, previsto por aproximagao de campo médio. Para pequenos valores de (k) o
aumento do valor critico de ruido é mais pronunciado, tornando-se mais suave a medida
que a conectividade média do grafo aumenta. O valor maximo ¢. = 0.5, previsto por

campo médio, é observado em nossas simulagoes para valores de (k) e N muito grandes.
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Figura 4.9. Diagrama de Fase do modelo do voto da maioria com ruido em grafos aleatérios.
No limite de validade da aproximacao de campo médio os valores de ¢, coincidem com os valores
obtidos através de simulagoes Monte Carlo.
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4.5 EXPOENTES CRITICOS

Conforme afirmado no Capitulo 3, utilizamos a dependéncia da magnetizacao com o
tamanho do sistema para calcular o expoente 3/v. Tomando o logaritimo da Equacao
(3.16) ficamos com

In{M(40)] =~ n[N] + W3 (0)] (44
Assim, um gréfico de In[My(q.)] versus In[/N] é uma reta com coeficiente linear igual ao
logaritimo da funcao universal M (0) e coeficiente angular igual ao expoente 3/v. Na
Figura 4.10 apresentamos os resultados obtidos nas simulagoes, assim como os melhores
ajustes lineares, para diversos valores da conectividade média dos grafos aleatorios. Para
cada valor de (k), o expoente /v e a sua incerteza sao obtidos do ajuste linear das curvas.
As retas para diferentes valores da conectividade média sao aproximadamente paralelas,
indicando que o expoente é aproximadamente o mesmo para todos os valores de (k).
De fato, a partir dos valores numéricos obtidos para (3/v observamos que este expoente
apresenta apenas uma leve tendéncia de crescimento com a conectividade média. Para fins
de comparagao, §/v = 0.242+0.006 para (k) = 4, enquanto obtemos 3/v = 0.267+0.004
para (k) = 100.

A obtencao do expoente 7 /v para cada valor de (k) é feita de duas formas indepen-
dentes, conforme discussao apresentada no Capitulo 3. O procedimento para as duas
estimativas é analogo ao descrito acima para o expoente da magnetizacao. Tomando o

logaritimo das Equacoes (3.17) e (3.23), obtemos respectivamente

Infxy(g.)] = - In[N] + In[(0)] (4.5)

In[vyay] = 2 I[N] + A, (4:6)

onde A é uma constante. Observe que a determinagao dos expoentes /v e /v, a partir
das Equacoes (4.4) e (4.5), assume explicitamente o conhecimento prévio do valor de g.

no limite termodinamico.
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Figura 4.10. Ajustes lineares para In[My(q.)] versus In[N] para diferentes valores de (k).
O expoente /v, obtido do coeficiente angular das retas, apresenta uma leve tendéncia de
crescimento com (k).

A Figura 4.11 apresenta os resultados para In[xy(g.)] em fungao de In[N], para os
mesmos valores de (k) e de N da Figura 4.10. Na figura também sao apresentados os
melhores ajustes lineares para os pontos. Os expoentes /v e as respectivas incertezas
associadas, sao calculados como os coeficientes angulares das retas ajustadas. Novamente
observamos que as retas possuem aproximadamente o mesmo coeficiente angular. Assim
como o expoente (3/v, o expoente 7/v apresenta uma pequena dependéncia com a co-
nectividade média. Entretanto, enquanto /v apresenta um pequeno crescimento com a
conectividade, /v possui uma leve tendéncia de decrescimento com (k). Para (k) = 4
obtemos /v = 0.54 + 0.01 e para (k) = 100 estimamos v/v = 0.467 £ 0.007.

Na Figura 4.12 apresentamos a dependéncia de In[xn(¢.)] e de In[xn,,,«] com In[N]
para (k) = 3 e (k) = 20. As linhas s@o os melhores ajustes lineares para os pontos
obtidos das simulagoes, e, de acordo com as Equacoes (4.5) e (4.6), devem possuir o
mesmo coeficiente angular para um dado valor de (k). Os valores obtidos para (k) = 3
sao v/v = 0.529 & 0.002, usando xn(qc), € v/v = 0.529 = 0.007, usando xn,, .- Para
(k) = 20 os resultados sao, respectivamente, v/v = 0.501 & 0.006 e v/v = 0.503 £ 0.002.
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Figura 4.11. Dependéncia de In[xn(g.)] com In[N] para diversos valores de (k), e respecti-
vos ajustes lineares. Diferentemente de /v, o expoente /v tem uma pequena tendéncia de

decrescimento com (k).

41+
3.5+
3l <k>=3
- L
X251
= i
2,
1.57 o NMAX
L <k>=20 RN
1z \ \ \ \ \
7 7.5 8.5 9

Figura 4.12. Ajustes lineares para In[xn(q.)] e In[xn,, 4] versus In[N].

8
In[ N ]

Os simbolos vazios

sao para (k) = 3 e os cheios para (k) = 20. As retas possuem o mesmo coeficiente angular para

cada valor de (k).
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Verificamos que, para quase todos os valores de (k), as duas estimativas independentes
para /v sdo iguais dentro da faixa de incerteza. Nos casos em que os valores dos
expoentes nao coincidem, acreditamos que seja devido a uma subestimacao da incerteza
associada, uma vez que a mesma é calculada apenas do ajuste linear, sem levar em
consideracao erros numéricos inerentes as simulagoes.

Para calcular o expoente 1/v, exploramos a dependéncia com o tamanho do sistema
da derivada do cumulante de Binder em relagao ao ruido, no ponto critico. Tomando o

logaritimo da Equagcdo (3.26), ficamos com
/ 1 !
In |Ux(ge)l ] = - I[N} +W[U(0)], (4.7)

onde precisamos tomar o valor absoluto de Uy (g.) uma vez que esta derivada é negativa.

4
3.5 -
E
P Z B
=)
=
3 | |
| | | | |
25— 75 g 8.5 9
I[N

Figura 4.13. Dependéncia de In[ |Uj(gc)| | com In[N] para (k) = 3 e (k) = 7. Os coeficientes
angulares dos ajustes lineares sdo os expoentes 1/v. Diferentemente de 3/v e /v, o expoente
1/v nao apresenta uma tendéncia de crescimento ou decrescimento com (k).

A Figura 4.13 apresenta os pontos calculados através das simulagoes e os melhores
ajustes lineares para os mesmos. Para um mesmo valor de (k), a inclinacdo da reta é

igual ao expoente 1/v. Os valores obtidos para (k) = 3 e (k) = 7 sdo, respectivamente,
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Tabela 4.2. Expoentes criticos e dimensao efetiva para o modelo do voto da maioria em grafos
aleatdrios. Os expoentes /v na terceira e quarta coluna foram obtidos usando x n(¢c) € XNy ax

respectivamente. D foi calculado usando os valores de /v da terceira coluna.

(k) Blv V/v V/v 1/v D

2 024+0.02 051£0.03  05240.02  0.48+0.04 0.99£0.07
3 0.233£0.002 0.529+0.002 0.52940.007  0.4940.02  1.00-£0.01
4 0.242+0.006 0.544+0.01  0.515+0.006 0.5140.03  1.0240.02
5 0.28+0.01  0.4840.01 0.514+0.007 0.41£0.01  1.0440.03
6 0.24540.007 0.514£0.004 0.507+0.004  0.4540.03  1.00=0.02
7 0.236£0.006 0.510+0.005 0.5254+0.007 0.48940.005 0.98-0.02
8 0.24240.005 0.510+0.009 0.51040.003 0.50120.004 0.99+0.02
10 0.259+0.001 0.4834+0.005 0.50240.005  0.46£0.01  1.00+0.01
12 0.247+0.007 0.5054+0.006 0.50840.001  0.49+£0.02  1.0040.02
14 0.256+0.002 0.49240.005 0.50840.006  0.47+£0.02  1.00+0.01
20 0.2550.004 0.501£0.006 0.5034+0.002  0.5040.02  1.01=£0.01
50 0.271£0.004 0.465+0.006 0.4854+0.004  0.4840.01  1.01=£0.01
100 0.267+0.004 0.4674+0.007 0.47940.004 0.495:£0.008 1.0040.02

1/v =049+0.02 ¢ 1/v = 0.489 £ 0.005. Ao contrario do que ocorre com (/v e v/v,
o expoente 1/v nao apresenta uma tendéncia de crescimento ou decrescimento com a
conectividade média. Os valores estimados para 1/v estao distribuidos em torno de um
valor médio igual a 0.48 + 0.02.

Utilizando a rela¢ao de hiper-escala (Equacao (3.19)) e os valores calculados dos ex-
poentes /v e /v, podemos obter uma estimativa para a dimensao efetiva dos grafos
aleatérios. Para todos os valores de (k), levando-se em consideragao as incertezas asso-
ciadas, a relacao de hiper-escala é satisfeita com D = 1.0. E importante observar que,
apesar das variagoes nos expoentes, o valor de D ¢ o mesmo, inclusive utilizando as duas
estimativas do expoente 7 /v.

Na Tabela 4.2 resumimos os nossos resultados para os expoentes 1/v, /v, v/v (in-
cluindo as duas estimativas) e a dimensao efetiva do grafo para diversos valores de (k).

O célculo do expoente critico dinamico z ¢é feito através da andlise da dependéncia
temporal da magnetiza¢do no ponto critico. Tomando o logaritimo da Equacao (3.21),
ficamos com

In[M] = —(In[t] + B, (4.8)
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10000 |

In[ MN:
)
T

Figura 4.14. Relaxagao da magnetizagdo no ponto critico para N = 10000. Do coeficiente
angular dos ajustes obtemos o expoente (. Cada ponto é a média em 1000 grafos distintos.

onde B é uma constante e, da relagao (3.22), podemos escrever

_ Bl
z = c (4.9)

A Figura 4.14 apresenta o comportamento da magnetiz¢ao em funcao do tempo, no
ponto critico, para N = 10000 e os valores de (k) indicados. O expoente ¢ é o coeficiente
angular dos ajustes mostrados na figura. Para 3 < (k) < 5 obtivemos z = 0.64 + 0.02,
que é um valor muito préximo do obtido na rede quadrada z = 0.65 £ 0.05 [35]. No

intervalo 6 < (k) < 100 obtivemos valores distribuidos em torno de z = 0.55 = 0.02.

4.6 UMA ABORDAGEM ALTERNATIVA

E possivel submeter os resultados apresentados na secao anterior para os expoentes
criticos e os valores criticos do parametro de ruido a exames mais rigorosos, de autocon-
sisténcia. Com essa finalidade consideramos nesta segao verificacoes conjuntas, isto é,

verificacoes envolvendo mais de um resultado.

Luiz F. C. Pereira - Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



4.6 Uma Abordagem Alternativa 55

0.4 ‘ ‘ ‘ ‘

q, = 0.3579 £ 0.0006 B <k>=20

0.36 v

0.32 N
z |
UU
028 g_=0.2604 £ 0.0009 .
0.24 .
| | |
0 0.01 0.02 0.03

Figura 4.15. Ajustes lineares para q.(N) em funcao de N —1/v O coeficiente linear das retas

ajustadas fornece uma nova estimativa para q., igual a obtida da analise do cumulante de Binder
levando em consideracao as incertezas associadas.

A primeira verificagao é feita utilizando a Equagao (3.24)
¢.(N) = ge + ON7V7, (4.10)

apresentada no Capitulo 3. Assim, para um dado valor de (k), o valor do ruido onde
a susceptibilidade é maxima para um certo tamanho do sistema é uma funcao linear
de N='¥, com coeficiente linear igual ao valor critico do parametro de ruido no limite
termodinamico (N — o0). Na Figura 4.15, mostramos a dependéncia de ¢.(/N) com
N~'¥ para dois valores de (k). Os dados para q.(N) foram obtidos das curvas da
susceptibilidade (ver Figura 4.5) e os expoentes 1/v foram obtidos da dependéncia da
derivada do cumulante de Binder no ponto critico (ver Figura 4.13). Dessa forma, os
coeficientes lineares dos ajustes fornecem estimativas independentes do valor de ¢. para
um dado (k). Os valores de ¢, obtidos destes ajustes coincidem com os resultados obtidos
da anélise do cumulante de Binder para todos os valores de (k), indicando a consisténcia

dos resultados para g. e 1/v.
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Conforme discutido no Capitulo 3, na regiao critica a magnetizacao e a susceptibili-

dade podem ser escritas em termos das respectivas fungoes de escala
My (q) = N‘WVM(NI/’%), (4.11)

xw(g) = NVX(Ne). (4-12)
Das Equacoes (4.11) e (4.12), obtemos para as fungdes universais M (u) e x(u)

—~

M (u) = My (q)N"", (4.13)

X(u) = xn(g)N 7, (4.14)

onde u = NYeee=q—q,.

Desta forma, as curvas de M (u) e X(u), para diferentes valores de N, devem colapsar
formando uma unica curva. Quanto melhor forem as estimativas para os expoentes e
para o ruido critico, melhor serda o colapso das curvas. Este procedimento é conhecido
como colapso de dados (ou data collapse).

A Figura 4.16 apresenta o colapso das curvas My (q)N?/¥ para (k) = 14. Os valores
usados sao g. = 0.3309 £0.0004, 5/v = 0.256 £ 0.002 e 1/v = 0.47 £0.02, de acordo com
as Tabelas 4.1 e 4.2. A figura mostra que o colapso dos dados é muito bom, por apro-
ximadamente quatro décadas, indicando novamente a consisténcia de nossos resultados
para q. e para os expoentes /v e 1/v.

Utilizando o mesmo procedimento para a susceptibilidade, obtemos a Figura 4.17,
que apresenta o colapso das curvas xn(q)N~?/", também para (k) = 14. Utilizamos o
expoente v/v = 0.492 £+ 0.005 (Tabela 4.2) e os valores correspondentes para ¢. ¢ 1/v.
Mais uma vez observamos na figura um bom colapso das curvas para diferentes valores

de N, corroborando as estimativas para ¢. e para os expoentes v/v e 1/v.
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Figura 4.16. Funcdo universal M (N'/"|e|) = My (q)N®/” para (k) = 14. O colapso das curvas
corrobora os valores calculados para q., §/v e 1/v.
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Figura 4.17. Colapso das curvas xy(¢) N~ = Y(N'/?¢) para (k) = 14. Indicando a con-
siténcia dos valores estimados para ¢., v/v e 1/v.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

Descrevemos um procedimento para gerar grafos aleatérios que apresentam as mesmas
propriedades do modelo proposto por Erdos e Rényi. Verificamos que a distribuigao de
ligacoes e o tamanho da maior ilha dos grafos gerados satisfazem as previsoes tedricas.

O comportamento do parametro de ordem e de sua variancia mostram que o modelo
do voto da maioria com ruido em grafos aleatérios apresenta uma transicao de fase de
segunda ordem, assim como mostrado por estudos anteriores em redes regulares e redes
small world. Obtivemos o diagrama de fase do modelo através de simulacoes Monte Carlo
e aproximacao de campo médio. Observamos que o valor critico do parametro de ruido ¢.
é uma funcao crescente da conectividade média dos grafos, e apresenta um limite superior,
que corresponde ao valor maximo de variagdo do parametro ¢ [24]. Estudos anteriores
nos modelos do voto da maioria e de Ising em redes small world indicam que o valor do
ruido critico, ou da temperatura critica, sao funcoes crescentes da fracao de ligacoes de
longo alcance (probabilidade de religacao) p.

Através de uma andlise de escala com o tamanho do sistema, calculamos os expoentes
criticos associados a magnetizacao, a susceptibilidade e ao comprimento de correlacao
para diversos valores da conectividade média (k). Observamos apenas pequenas variagoes
nos expoentes [3/v e /v, enquanto que o expoente 1/v nao apresenta dependéncia com
(k). Os expoentes que obtivemos sao diferentes dos expoentes em redes regulares e em
redes small-world, indicando que o modelo em grafos aleatérios nao pertence a mesma
classe de universalidade do modelo em redes regulares nem a classe do modelo em redes
small-world.

Utilizando a relacdo de hiper-escala e os expoentes 3/v e /v, obtivemos para a

dimensao efetiva dos grafos aleatérios o valor D = 1, independentemente do valor de (k).
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Muito embora a dimensao nao seja uma propriedade bem definida em grafos aleatorios,
acreditamos que este resultado indica que, na pratica, grafos aleatérios comportam-se
como redes de topologia unidimensional. O modelo do voto da maioria, assim como o mo-
delo de Ising, nao apresenta transicao de fase em redes regulares unidimensionais. Porém,
a transicao de fase observada no modelo do votante majoritario em grafos aleatérios
pode ser induzida pela existéncia de interagoes de longo alcance entre vértices. De fato
a existéncia deste tipo de ligacao em redes small-world, obtidas a partir de uma cadeia
linear, faz com que o modelo de Ising apresente uma transigao de fase [31, 32, 33].

Acreditamos ainda, que outros modelos de spin definidos em grafos aleatorios devem
apresentar o mesmo resultado para a dimensao, calculada a partir da relacao de hiper-
escala e dos expoentes criticos correspondentes.

O estudo de outros modelos reversiveis ou irreversiveis em grafos aleatérios, que
também apresentem simetria de inversao, pode estender também para grafos aleatérios a
validade da conjectura [29] de que os expoentes criticos sao os mesmos. Esta conjectura
tem sido observada em modelos de spin definidos em redes regulares. Contudo, a com-
paragao entre os resultados obtidos nas Referéncias [34] e [36] mostra que esta conjectura

nao ¢é valida para modelos definidos em redes small-world.
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The majority-vote model with noise on Erdds-Rényi's random graphs has been studied. Monte Carlo simu-
lations were performed to characterize the order-disorder phase transition appearing in the system. We found
that the value of the critical noise parametgris an increasing function of the mean connectivitpf the
random graph. The critical exponeng& v, y/v, and 1/ were calculated for several values nfand our
analysis yielded critical exponents satisfying the hyperscaling relation with effective dimensionality equal to
unity.
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I. INTRODUCTION This paper is organized in the following way: In Sec. Il

Since Erdés and Rényi's work more than 40 years agd'e describe the isotropic maj_o_rity-vote model With noi_se and
[1,2], intense theoretical research on random graphs has bedjroduce the relevant quantities used in our simulations. In
taking place[3,4]. In particular, models of networks with Sec. Ill we present our results along with a d|scqssmn. And
more complex connectivities than the traditional uncorrefinally, in the last section we present our conclusions.
lated random graphs have been introdug6] and used to
describe many systems in nature and sodigsgl.

Arandom graph is a set &f vertices(siteg connected by Il. THE MODEL AND COMPUTATIONAL METHOD
B links (bonds. The probabilityp that a given pair of sitesis  The isotropic majority-vote model with noise is defined
connected by a bond {s=2B/N(N~-1). The connectivity of  py 5 set of spin variable§r;}, where each spin is associated
a site is defined as the total number of bonds connected to iith one vertex of the random graph and can have the values
that iski=2c;, wherec;=1 if there is a link between the 1 The system dynamics is as follows: For each spin we
sitesi andj andc;=0 otherwise. Random graphs are com- yotermine ‘the sign of the majority of its neighboring spins,
Pletely characterized by_tr_\e mean number of_bqnds Per Sitgyat is, all the spins that are linked to it. With probabiliy
or th? average connectlw_uy_:_ p(l\_l—1). In the limit I_\l_m ._the spin takes the opposite sign of the majority of its neigh-
the distribution of connectivities is given by the Poisson d's'bors, and it takes the same sign with probability-g). The

tribution. de :
probability g is known as the noise parameter.
For values ofz<1 the random graph does not have a The probability of a single spin flip is given by

percolating clustef2,10]. There are a few disconnected clus-
ters and there is no long-range order on such systems. For 1 ki

1<z=<4 there is a percolating cluster, but there are a few Woy) == 1-(1-29)0iS| X aius] | (1)
small islands disconnected from the giant cluster. These 2 &1

small islands do not contribute to the system dynamics an%hereS(x):sgr(x) if x#0 andS(0)=0, and the summation
so they are excluded from our simulations. For valueg of is over all thek; spins connected to the spin at site
1

>4 almost all the sites belong to the giant cluster, so no sites 1, study the critical behavior of the model we consider

need to be excluded from the dynamics. the magnetizatioM, the susceptibilityyy, and the Binder’s

Our goal in this work is to identify the critical character of ,h_order cumulanty,. These quantities are defined by
the majority-vote model with noise on random graphs. Pre-

vious works on the majority-vote model consider the spins N

either on regulad-dimensional lattice§11,12 or on small- Mn(@) = ((M)p)c = N > o : 2
world networkg 13,14 interpolating between regular lattices 1 T/ C

and random graphs. We use Monte CaiMdC) simulations

and standard finite-size scaling techniques to determine the (@) = N[(MP)r)e = ((m)p)E], 3
critical noise parametey., as well as the exponengs v, y/ v

and 1/v for several values of the mean connectivitpf the UMM

graph. We also use mean-field approximation to obtain the Un(g)=1 —m. 4

phase diagram in thg.—z space and make a comparison
with the corresponding phase diagram that follows from oumvhereN is the number of vertices of the random graph with
simulations. fixed z, (...)r denotes time averages taken in the stationary
regime, and...)c stands for configurational averages.
These quantities are functions of the noise parameter
*Electronic address: luizfc@df.ufpe.br and, in the critical region, satisfy the following finite-size
"Electronic address: brady@df.ufpe.br scaling relation$11]:
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FIG. 1. Magnetization and susceptibility as a function of the
noise parameteq, for N=10 000 sites. From left to right we have

FIG. 2. Binder’s fourth-order cumulant as a functiongfind
z=2, 4, 6, 8, 10, 20, and 50.

five values of system sizM. In part(a) we havez=8 and in part

(b) z=20.
Mn(@) = NZ"M(NY7e), (5) y
nodes and several values of the average connectivity
(@) = NV"’S((Nl"’s), 6) part (a) each curve foMy, for a given value ofN and z,

clearly indicates that there exists a phase transition from an

ordered state to a disordered state. We also notice that the

transition occurs at a value of the critical noise parameter

which is an increasing function of the mean connectizitf

the random graph. In pakb) we show the corresponding

behavior of susceptibilitiegy. The value ofg where yy has

a maximum is here identified ag(N). In Fig. 2 we plot the

Binder’s fourth-order cumulant)y for different values olN

and two distinct values . The critical noise parametey,

(8)  for a given value ofz, is estimated as the point where the
curves for different system sizéé intercept each other. In

where the constartt is close to unity. The above relation is ipig way we have obtained the phase diagram shown in
used to determine the exponentvldnd also to provide a Fig. 3

check for the values of, obtained from the analysis of the = “The phase diagram of the majority-vote model on random

Binder’'s cumulant[Eqg. (7)]. Finally,_ we have checl_<ed graphs shows that for a given gragfixed z) the system
whether the calculated exponents satisfy the hyperscaling hYjecomes ordered fay<q., whereas it has zero magnetiza-

Un(g) = UNYg), @)

wheree=g—q.. From the size dependence Mf, and yy we
obtained the exponenf¥ v and y/ v, respectively. The maxi-
mum value of the susceptibility also scalesN¥’. More-
over, the value ofj for which yy has a maximumg(N), is
expected to scale with the system size as

0e(N) = g+ bN,

pothesis tion for g=q.. We notice that the increase of, is more
2B/v+ ylv =Dy (9) pronounced for small values af The error bz_irs irq9 (_see
Table |) are smaller than the symbols. In Fig. 3, it is also
in order to get the effective dimensionali9;, for several
values ofz. 04
We have performed Monte Carlo simulations on random R
graphs with various values of mean connectivityFor a 5, Mot Carlo P
givenz, we used systems of sidé=1000, 1750, 2500, 5000, 03l ,.—" i
and 10 000. We waited 8000 Monte Carlo stépECS) to e
make the system reach the steady state, and the time aver- g«"
ages were estimated from the next 4000 MCS. In our simu- 902 4 |
lations, one MCS is accomplished after all tNespins are ’ é
updated. The simulations were performed using the standard &
C random number generator. For all sets of parameters, we !
have generated ten distinct random networks, and we have 01 ° i
simulated ten independent runs for each distinct graph. ¢
-]
0S¢ 17 16 20

Ill. RESULTS AND DISCUSSION

In Fig. 1 we show t'h.e dependence _of the magnetization FIG. 3. The phase diagram, showing the dependence of the criti-
My and the susceptibilityyy on the noise parameter, ob- cal noise parametey, on the average connectivity obtained from
tained from simulations on random graphs wi=10 000  MC simulations and from MF approximation.

016123-2
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TABLE |. The critical noiseq,, the critical exponents, and the effective dimensiondly;, for random

networks with mean connectivity

PHYSICAL REVIEW E/1, 016123(2009

z (o} Blv vl vl P 1/v Deif
2 0.0661) 0.242) 0.51(3) 0.522) 0.485) 0.997)
3 0.13496) 0.2332) 0.5292) 0.5297) 0.379) 1.001)
4 0.1811) 0.2426) 0.54(1) 0.5156) 0.597) 1.022)
6 0.24035) 0.2457) 0.5144) 0.50714) 0.446) 1.002)
8 0.27533) 0.2425) 0.51Q9) 0.5103) 0.563) 0.992)
10 0.29984) 0.2591) 0.4835) 0.5025) 0.51(3) 1.001)
20 0.35862) 0.2554) 0.5016) 0.5032) 0.494) 1.01(1)
50 0.41102) 0.2714) 0.4656) 0.4854) 0.395) 1.01(1)
100 0.43683) 0.2674) 0.4677) 0.4794) 0.473) 1.002)

dObtained usingyy(q.). See Eq(6).
PObtained usingy(max.
“Estimated usingy/ v from yn(d).

shown the values ofj, obtained from mean-fieldMF) ap- In Fig. 5@ we display the scalings for the susceptibility
proximation. For small connectivities the MF estimate of at q=q., xn(dc), and for its maximum amplitudeyy(max).
the critical noise parameter is very inaccurate. In particulaiThe exponent ratioy/ v is obtained from the slopes of the
MF theory givesq,=0 for z< 2, whereas our MC phase dia- straight lines. For almost all the values nfthe exponents
gram exhibits an ordered state for all values of the meany/v of the two estimates agree within error dble I). An
connectivity greater than 1. This is in agreement with theincreased means a slight tendency to decrease the exponent
limiting value ofz=1 for the existence of a percolating clus- ratio y/v.
ter and, therefore, the onset of long-range order in the sys- In a similar way, for fixedz the critical exponent 1/ was
tem. However, ag increases the two_estimates get closer.obtained from a plot of Ifig.(N)—q.] versus InN [see Eq.
Thls_|s expected because.MF approximation pecomes morg)]. We used the corresponding valuesggfN) that follow
precise as the number Qf interacting nodes is mcreased._V\{?om the maximum of the susceptibility and the limiting
have also performed simulations for random graphs withajye ofq, which has been obtained from Binder’s cumulant.
higher values of, such asz=50, z=100, andz=1000. The ¢ g5ne of the resulting straight line equals the exponent
corresponding values of the critical noigeot shown in the 4/, The results quoted in Table | indicate thatli$ not a
figure) are smaller than 0.50, which is the limiting prediction monotonic function of the mean connectivity
value as provided by mean-field theory wher-. Figure §b) illustrates the scaling relation fa.(N) given

In F|_g. 4 we plot the_dependence_ of the magnetization a Eqg. (8). The constanb equals the slope of the straight
q=0 W!th the_syst_em size. The straight lines, obtame_d .fromline, whereas the extrapolation of the fitting provides an al-
simulations with different values of the mean connectivity ternative way of determining the critical parametgr We

confirm the scaling of the magnetization according to Eq'have obtained a quite satisfactory agreement between the

(5). The slopes of curves correspond to the exponent ratig : ; ; :
. . ; . alues ofq, determined in this way and the correspondin
Bl v. Our results show that the increasegsfv with zis quite . Ge ! ! IS way ponding

small. 4T T T
[ |® @)
-1.5 ,_z3.5 [ | m xy(max)
2
o £ 3 iy
2. -
2k i 5 | (a)
7 7.5 8.5 9
_ In[N]
gy T T T T ]
=25} - 0.135 ®)
= z 013} -
pcy L
3r 7 0.1251 .
" 1 " 1 " 1 "
0 0.02 0.04 0.06 0.08
N
35 1 L 1 . | . | . |

7 75 8.5 9

FIG. 5. (a) Plot of In xn(9.)] and If yny(max ] vs InN. (b) The
dependence of the noise parameig(iN) on system size. The ex-
trapolation gives an independent estimationdgrThe data are for
the case of mean connectivipz 3.

8
In[N]

FIG. 4. IfMy(go)] vs InN. From top to bottomz=2, 4, 6, 10,
20, 50, 100.
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interest to mention earlier simulations of the majority-vote
model on other kinds of networks. Campetsal.[13] inves-
tigated the phase diagram and critical behavior of the
majority-vote model on small-world network§] by rewir-
ing the two-dimensional square lattice. Using a similar pro-
cedure to ours they found critical exponents depending on
the fraction of long-range interactions and satisfying the hy-
perscaling relation wittD.¢=2 (the dimensionality of the
regular latticg. On the other hand, the model which has been
defined on a regular lattice has critical exponents that fall
] into the same class of universality as the corresponding equi-
B 4 librium Ising model[11,12. The results of the present simu-
o 0o A #0009 ] lations show that the majority-vote models defined on a regu-
YT R Y E— . lar lattice, on small-world networks, and on Erdds-Rényi’s
lag N rand_om graphs, belong to different universality glasses.
Finally, we remark that our MC results are quite different
FIG. 6. Data collapsing for five different values b with z ~ 1Om the mean-field estimate®/v=1, y/»=2, and 14=2,
-10. which result inD=4 for the upper critical dimensionality.
This is a reasonable result since for all networks simulated
we are far away from the mean-field picture where every
spin interacts with all the remaining—1 spins.

6 o N=1000
L o N=1750
© N=2500

* N=10000

'S
—T—

M (@N>

|

ones that follow from the analysis of Binder’s cumulant.

In Fig. 6 we show the data-collapse plot for (u)
=My(g)N?", which is a universal function of the combined IV. CONCLUSION

variable u=N""(q-q.). We have also obtained quite good  \We have obtained the phase diagram and critical expo-
data collapse fo(u)=xn(q)N"*. The collapsing of curves nents of the majority-vote model with noise on random
for five different system sizes corroborates the quoted valuegraphs. The second-order phase transition which occurs in
for g, B/v, ylv, and 1h. the model with mean connectivig=>1 has exponents that
Table | resumes the valug¢along with errory of q., the  show a slight variation along the critical line. Nevertheless,
three critical exponentSy/ v was obtained by using two dif- our Monte Carlo simulations have demonstrated that the ef-
ferent scalings and the effective dimensionality of the sys- fective dimensionalityD.¢ equals unity, for all values of.
tem. It is worth to mention that, for afi, the valueD.=1,  This interesting result may suggest that other spin models
which has been obtained from the hyperscaling hypothesidefined on random graphs have exponents which satisfy the
[Eq. (9)], is satisfied when we use both estimate procedurebyperscaling relation witlDg¢=1.
for the exponent ratioy/ v.
There are no previous works studying the majority-vote
model on Erdos-Rényi’s graphs, to allow a direct comparison Luiz F. C. Pereira is supported by CAPES. We acknowl-
of the present results. Yet, for completeness, it would be oédge partial support from CNPq, FINEP, and FACEPE.
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Todas as simulacoes desenvolvidas para a realizacao deste trabalho foram escritas nas lin-
guagens de programacao C e C++. O compilador utilizado foi o GNU GCC - gcc/g++
(www.gnu.org/software/gcc).

As simulagoes foram realizadas nos sistemas operacionais de cédigo aberto FreeBSD (www.freebsd.org),
Red Hat Linur (www.redhat.com) e SUSE Linuz (www.suse.com).

Todos os graficos contendo resultados de simulacoes foram feitos no software de cédigo aberto

Grace (http://plasma-gate. weizmann.ac.il/Grace/).

Este texto foi tipografado em IXTEX na classe UFPEThesis (www.cin.ufpe.br/~paguso/ufpethesis).
A fonte do corpo do texto é a Computer Modern Roman 12pt.



	Dissertacao-de-Mestrado.pdf
	Parecer da Banca.pdf
	tese-felipe.pdf



