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Resumo

A fungdo de resposta de neurdnios disparantes sensoriais individuais (taxa de disparo versus
intensidade de estimulo) tem uma faixa dinamica pequena. Por exemplo, em neurdnios sen-
soriais do olfato, somente ~ 10 dB de intensidade de estimulo podem ser razoavelmente co-
dificados, se a saturagdo e o ruido de baixo estimulo forem desprezados. Isso estd em com-
pleto contraste com a grande faixa dindmica observada no proximo passo sindptico: a resposta
dos glomérulos e das células mitrais do olfato pode ter faixa dindmica duas vezes maior. Ha
evidéncia experimental de que o acoplamento elétrico entre neurdnios (via juncdes de aber-
tura ou interacdes efdticas) pode ser responsavel por essa melhora da faixa dindmica. Para
calcular o efeito do acoplamento elétrico na resposta coletiva de neur6nios disparantes, estu-
damos o modelo epidémico SIRS estocéstico na rede hipercibica e reinterpretamos os estados
suscetivel-infectado-recuperado-suscetivel, como polarizado-disparando-refratario-polarizado,
respectivamente. Estendemos o modelo recentemente estudado por Jaewook Joo e Joel L.
Lebowitz [1], introduzindo um estimulo sensorial externo (que, no contexto epidemioldgico,
acrescenta uma taxa de infeccao espontanea). Fizemos os cédlculos analiticos da aproximagao
de campo médio simples e da aproximacdo de pares, bem como simula¢des numéricas. Mos-
tramos que, devido a amplificacdo via ondas excitdveis, a faixa dindmica cresce com o acopla-
mento elétrico até um valor critico, acima do qual a rede apresenta atividade auto-sustentada.
Acima da criticalidade, a faixa dindmica diminui com o acoplamento elétrico, porque a ati-
vidade auto-sustentada mascara o baixo estimulo. A maior faixa dindmica é, entdo, obtida
precisamente na transicao de fase de nao-equilibrio, fornecendo um exemplo bem definido de
processamento 6timo na criticalidade. Além disso, o valor méximo da faixa dindmica para a

rede hipercubica d-dimensional diminui com d.

Palavras-chave: faixa dindmica, acoplamento elétrico, modelo epidémico, criticalidade, Neu-

rociéncia
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Abstract

The response function of individual sensory spiking neurons (firing rate vs. stimulus intensity)
has a small dynamic range. For example, in olfactory sensory neurons, only ~ 10 dB of stimu-
lus intensity can be reasonably coded, if saturation and low-stimulus noise were to be avoided.
This is in stark contrast with the large dynamic range observed in the next synaptic step: the
response of olfactory glomeruli and mitral cells can have dynamic ranges twice as large. There
is experimental evidence that electrical coupling among neurons (either via gap junctions or
ephaptic interactions) could be responsible for this enhancement of dynamic range. In order to
evaluate the effect of electric coupling in the collective response of spiking neurons, we study
the stochastic SIRS epidemic model on the hypercubic lattice and reinterpret the Susceptible-
Infected-Recovered-Susceptible states as Quiescent-Firing-Refractory-Quiescent, respectively.
We extend the model recently studied by Jaewook Joo and Joel L. Lebowitz [1] by introducing
an external sensory stimulus (which, in the epidemiological context, amounts to a spontaneous
infection rate). We perform mean field calculations at the single-site and pair levels, as well
as simulations. We show that, due to amplification via excitable waves, the dynamic range
grows with the electrical coupling up to a critical value, above which the network presents
self-sustained activity. Above criticality, the dynamic range decreases with the electrical cou-
pling because self-sustained activity masks low-intensity stimulus. The largest dynamic range
is therefore obtained precisely at the nonequibrium phase transition, providing a clearcut exam-
ple of optimal processing at criticality. Furthermore, the maximum value of the dynamic range

for the d-dimensional hypercubic lattice decreases with d.

Keywords: dynamic range, electric coupling, epidemic model, criticality, Neuroscience
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Neurociéncia Teorica

A fim de que se possa entender a abordagem utilizada neste trabalho, para tentar explicar
o comportamento de uma populacdo de neurdnios disparantes acoplados eletricamente, vamos

dar, nesta se¢do, algum esclarecimento superficial sobre fundamentos de Neurociéncia Tedrica.

1.1.1 Potencial de membrana

O fluxo de informacdes entre os neurdnios é conduzido por sinais elétricos e quimicos.
A sinalizacdo elétrica € particularmente importante para transferir informacdes rapidamente.
Sinais elétricos—por exemplo: potenciais de a¢io'—sao produzidos por mudangas transientes
na distribui¢do de cargas dentro e fora da célula que alteram o potencial elétrico através da
membrana celular, conhecido como potencial de membrana [2].

Os neurdnios mantém uma diferenga de potencial elétrico constante através da membrana
plasmatica, enquanto o neurdnio ndo receber estimulo. Essa diferenca de potencial € definida
como potencial de repouso da membrana, que resulta da distribuicao desigual dos ions nos dois
lados da membrana e da permeabilidade seletiva aos fons de sddio, potdssio e cloreto. Esses
dois fatores atuam em conjunto para que o interior da célula fique com carga negativa com

relacdo ao meio externo [2].

1.1.2 Canais ionicos

Canais i0nicos sao proteinas que se estendem transversalmente de um lado a outro da mem-
brana celular e que permitem aos ions viajar de um lado para o outro da membrana. Os canais
106nicos atuam como elementos binarios, tendo condutincia nula, no estado fechado, e condu-

tancia fixa diferente de zero, no estado aberto. Em geral, os canais i0nicos sao passivos, além

"Veja subsecio 1.1.3.



1.1 NEUROCIENCIA TEORICA 2

de serem seletivos a alguns ions especificos. Canais passivos sdo aqueles que estdo sempre no
estado aberto, enquanto os ativos sdo aqueles que, sob alguma influéncia externa (neurotrans-
missores ou voltagem suficientemente mais alta que o potencial de repouso), tém uma certa
probabilidade de mudar de estado (de acordo com o estado em que se encontram e com a in-
fluéncia externa). Os canais i0nicos passivos sdo primordialmente importante na manuten¢ao
do potencial de repouso da membrana—o potencial elétrico através da membrana na ausén-
cia de sinalizacdo. A maioria dos canais ativos estdo fechados, quando a membrana estd em

repouso. Existem, também, canais idnicos que, além de passivos, ndo sao seletivos? [2].

1.1.3 O potencial de acao de um neuronio

Neste trabalho, concentraremo-nos somente nos neurdnios disparantes. Um neuronio desse
tipo, quando devidamente estimulado, sofre uma grande e rdpida variagdo em seu potencial de
membrana, conhecida como disparo [3] ou potencial de a¢do. O potencial de acdo é condu-
zido, praticamente sem distorcao, ao longo do axdnio, que € a principal estrutura condutora do
neurdnio, pois o impulso € regenerado continuamente, quando se propaga no axonio. A infor-
macao levada pelo potencial de acdo nao € determinada pela amplitude do potencial [2]. Uma
vez que todos os disparos sao similares, a forma do potencial de a¢do ndo carrega informacao.
Particularmente, € a quantidade e a duracdo dos disparos que importam. O potencial de acdo é
a unidade elementar de transmissao de sinal [4].

Os potenciais de acdo representam mudangas transientes no potencial da membrana dos
neuronios. Uma maneira de provocar um potencial de acdo € injetar corrente elétrica através
da membrana do neurdnio. Em circunstancias normais, essa corrente seria gerada pela acio

de neurotransmissores liberados por outros neurdnios?

ou pela conversdao de um estimulo ex-
terno em regides especializadas dos neurdnios sensoriais (receptores sensoriais na pele, por
exemplo). No laboratdrio, entretanto, uma corrente elétrica apropriada para iniciar um poten-
cial de acdo pode ser prontamente produzida, introduzindo-se um microeletrodo dentro de um
neurdnio, conectando-se 0 mesmo eletrodo a uma bateria e o segundo eletrodo ao outro ter-
minal da bateria e ao espaco extracelular. Se a corrente empregada dessa maneira € tal que
faz o potencial de membrana mais negativo (hiperpolarizacao), o potencial de membrana muda
simplesmente em proporcao ao valor da corrente injetada. Tais respostas hiperpolarizantes ndo

requerem nenhuma propriedade exclusiva dos neurdnios, sendo chamadas, conseqiientemente,

2Veja subsegdo 1.1.4.
3Veja subsegdo 1.1.4.
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de respostas elétricas passivas. Um fendmeno muito mais interessante € visto, se uma corrente
com polaridade oposta for introduzida, de modo que o potencial da membrana da célula nervosa
se torne mais positivo do que o potencial de repouso (despolarizacdo). Nesse caso, a partir de
um determinado nivel do potencial de membrana, chamado de potencial limiar, um potencial
de acdo ocorre [5].

Os potenciais de acdo em uma seqiiéncia de disparos estdo usualmente bem separados.
Mesmo com estimulo muito forte, durante ou imediatamente apds um disparo, € impossivel
acontecer um outro. O tempo minimo entre dois disparos define o periodo refratario absoluto
do neurdnio. O periodo refratario absoluto € seguido por uma fase de refratariedade relativa,
onde € dificil, mas ndo impossivel, acontecer um potencial de acao [4].

Os mecanismos fundamentais da geragao do potencial de a¢do foram modelados por Alan
Lloyd Hodgkin e Andrew Fielding Huxley* [6], em 1952. Infelizmente, o modelo deles é
bastante complicado, pois suas equacdes formam um sistema ndo-linear quadridimensional de
equagoes diferenciais acopladas. O comportamento de sistemas nao-lineares de alta dimensio-
nalidade de equacdes diferenciais ¢é dificil de se visualizar—e ainda mais dificil de se analisar.
Sistemas de equagdes diferenciais bidimensionais, contudo, podem ser estudados de uma ma-
neira transparente, por meio de andlise do plano de fase [4].

FitzHugh [7], em 1960, e, independentemente, Nagumo, Arimoto e Yoshizawa, em 1962,
foram provavelmente os primeiros a propor que, para uma discussdo sobre a geracdo do po-
tencial de agdo, as quatro equacdes de Hodgkin e Huxley podem ser trocadas por duas [3, 4].
Morris e Lecar (1981) [8] propuseram uma descri¢do bidimensional da dindmica do disparo
do neurdnio um pouco mais complicada que a de FitzHugh e Nagumo ef al. Com esses dois
modelos, consegue-se reproduzir potenciais de acdo parecidos com os de Hodgkin e Huxley.
Este trabalho é baseado numa simplificacdo ainda maior, sintetizando os trés estados possi-
veis de um neurdnio (polarizado, disparando ou refratario) através do modelo epidémico SIRS

estocastico na rede.

1.1.4 Comunicac¢ao entre os neuronios

Geralmente, os neurdnios se comunicam entre si por meio das sinapses. A célula que trans-
mite o sinal é chamada de célula pré-sindptica e a célula que o recebe, célula pos-sindptica. As

sinapses podem ser elétricas ou quimicas. Ainda que a maioria das sinapses utilizem transmis-

“Devido a esse trabalho, eles foram laureados com o prémio Nobel de Fisiologia em 1963.
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sores quimicos, algumas delas funcionam por meios elétricos, como muitas das sinapses dos
orgaos sensoriais, por exemplo [2].

Na sinapse quimica ndo ha continuidade estrutural entre os neurdnios pré- e pos-sindpticos.
O que existe € uma separacdo conhecida como fenda sindptica. Os terminais pré-sindpticos
tém colecdes de vesiculas sindpticas que cont€ém milhares de moléculas de neurotransmissores
quimicos, de modo que, quando o neur6nio pré-sindptico dispara, ele libera esses neurotrans-
missores na fenda sindptica. Assim, varios neurotransmissores se ligam a receptores da célula
pOs-sindptica, concluindo a comunicacao. A sinapse quimica € mais lenta que a sinapse elétrica
e € unidirecional [2], veja-se figura 1.3.

Embora elas existam em menor nimero que as sinapses quimicas, as sinapses elétricas
(veja-se figura 1.1) sdo encontradas em vdrias partes do sistema nervoso. As membranas de dois
neurdnios comunicantes estdo extremamente proximas na sinapse elétrica, e estdo realmente
conectadas por uma estrutura especializada chamada de juncdo de abertura® (“gap junction”),
que contém canais unidos precisamente alinhados nas membranas dos neurdnios pré- e pds-

sindptico, de modo que cada par de canais forma um tubo [5].

Citeplasma

Citoplasma

Canais formados Espago extracelular
por pores em
cada membrana

Figura 1.1 Sinapse elétrica Figura 1.2 Juncdo de abertura (“gap junction™)

O tubo de um canal de juncdo de abertura é muito mais largo que os poros dos canais
ionicos dependentes de voltagem. Devido a isso, uma grande variedade de substancias pode

simplesmente difundir-se entres os citoplasmas dos neurdnios pré- e pos-sindpticos [S]. Assim,

Veja-se figura 1.2.
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nesse tipo de sinapse, a condu¢@o do potencial de acdo resulta do fluxo passivo de corrente
entre as células pré- e pdés-sindptica. Dado que essas sinapses permitem um fluxo direto de
corrente entre os neurdnios, a mudanga no potencial pds-sindptico € virtualmente instantanea
depois da excitacdo pré-sindptica. Esse tipo de sinapse €, diferentemente da sinapse quimica,
geralmente, bidirecional, ou seja, as células pré- e pds-sindptica “trocam de papel” de acordo
com a situagao [2].

Além das sinapses, outra forma de comunicag@o entre os neuronios sdo as interacoes efa-
ticas (veja-se figura 1.4). O acoplamento efético refere-se as interacdes entre neurdnios por
meio de fluxo de corrente através do espaco extracelular. Geralmente, interacdes eféticas entre
axonios sao consideradas despreziveis, por causa do espaco extracelular relativamente grande e
das bainhas de mielina (veja-se figura 1.3) que separam a maioria dos axonios. Entretanto, axo-
nios do nervo olfativo sdo desmielinizados e arranjados em “pacotes firmemente embalados”,
caracteristicas que podem aumentar o acoplamento elétrico. Hemant Bokil et al. [9] testaram
a hipétese de que interacdes efaticas ocorrem no nervo olfativo dos mamiferos com o uso de
uma abordagem computacional. Eles sugerem que interag¢des efdticas podem ser importantes

para a decodificacdo do olfato.

Diregao normal de propagacgao
de um sinal elétrico

Figura 1.3 Neurdnio “real” tipico Figura 1.4 Interacio efatica
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1.2 O problema da faixa dinimica

1.2.1 Funcao de resposta

Dada uma intensidade de estimulo r apropriadamente definida (por exemplo: intensidade
luminosa, ou concentra¢do de odorante no ar), definimos fungo de resposta F (r) como a mé-
dia no tempo da densidade de neurdnios disparando em um 6rgao sensorial devido a esse es-

timulo. Mostramos abaixo algumas curvas de resposta experimentais. Primeiramente, vamos

Células mitrais

MNeurtinio receptor

— Epitélin olfatorio

Figura 1.5 Neurdnios receptores, glomérulos e células mitrais do olfato

mostrar uma curva de resposta de um tnico neurdnio receptor olfativo (veja-se figura 1.5) de
um sapo [10]. As duas linhas na figura 1.6 sdo ajustes tedricos para que se possa calcular a

freqiiéncia maxima de disparo Fj;, o logaritmo da concentragdo limiar (“threshold”) C;, o lo-
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Figura 1.6 Freqiiéncia de disparo versus logaritmo da concentra¢do de odorante no neurdnio receptor

do olfato, figura idéntica a original do artigo de Jean-Pierre Rospars et al. [10]

garitmo da concentragio de saturag¢io® C e a faixa dinAmica AC [10]. Nessa curva de resposta,
temos AC ~ 1 unidade logaritmica (10 dB), que € aproximadamente o mesmo para um neuro-
nio receptor olfativo da salamandra tigre [11]. Agora, vamos mostrar seis curvas de resposta de
glomérulos olfatdrios (veja-se figura 1.5) de um peixe-zebra. Observe-se que a faixa dinamica
de um glomérulo do olfato (veja-se figura 1.7) € maior que o de um Unico neurdnio receptor

olfativo (veja-se figura 1.6).

5No artigo de Jean-Pierre Rospars et al. [10], hd uma definicdo matemética de C; e de Cy para cada curva de
ajuste. O importante é que se entenda que C; é um valor minimo de C para que seja considerado “detectado” e C; é
um valor de C demasiadamente perto da saturagdo. A defini¢do matemadtica de faixa dindmica que usaremos neste

trabalho serd dada na subse¢do 1.2.2
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Figura 1.7 Cada curva de resposta mostra a atividade de um mddulo glomerular individual diferente em
funcdo do mesmo estimulo olfativo. Essa figura € idéntica a original do artigo de Rainer W. Friedrich e

Sigrun I. Korsching [12].

1.2.2 Definicio de faixa dinimica

Agora, vamos dar a defini¢do matematica de faixa dindmica A que usaremos neste trabalho.
Dada a definicdo de fun¢do de resposta explicada no primeiro pardgrafo da subsecdo 1.2.1,

podemos definir r, como o valor de estimulo que satisfaz a seguinte equagado [13]:
F(ry) = Fy +xAF, (1.1)

onde Fy = F(0) (ou seja, Fy é o valor da fungio de resposta na auséncia de estimulo’)
e AF = F,;, — Fy. Assim, definimos faixa dinamica A [10, 11, 13, 14, 15] como:

A = 10log,, (ro’g) . (1.2)

10,1

)

"Esse conceito é aparentemente supérfluo, pois poderiamos pensar que necessariamente Fy = 0, mas, teorica-

mente, como veremos nos préximos capitulos, poderiamos ter Fp maior que zero [13].
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Em outras palavras, A mede aproximadamente o nimero de décadas em que o estimulo pode ser
corretamente discriminado®, descartando-se o estimulo pequeno demais para ser considerado
“detectado” (r < rp 1) ou o demasiadamente perto da saturagio (r > r( 9). Para uma visualiza¢io

gréifica desse conceito, veja-se a figura 1.8.

Faixa dinamica: A=10log((rg o/fp 1)

FO + O,gAF

0.03 ¢ Fo + 0,1AF |

O
o
—_
B>
o'l'l

Figura 1.8 Diagrama da faixa dindmica

1.2.3 Psicofisica: a lei de Stevens e a lei Weber-Fechner

A Psicofisica é uma subdisciplina da Psicologia que trata da relagdo entre os estimulos
fisicos e a sua percepcao. Gustav Theodor Fechner (1801-1887) criou a Psicofisica, em 1860,
quando publicou o “Elemente der Psychophysik™. Ele abordou uma pesquisa que relacionava

os estimulos fisicos com o0 modo como sdo percebidos, e estabeleceu os fundamentos filoséficos

8<Uma defini¢do alternativa emprega 5% e 95% do valor de AF para calcular A. Isto é naturalmente apenas

uma questdo de escolha. Nossos resultados permanecem qualitativamente os mesmos em um ou outro caso.” [14]
“Elementos de Psicofisica
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da drea. Fechner queria desenvolver uma teoria que pudesse relacionar a mente com a matéria,
para descrever a relacdo entre o mundo e o0 modo como é percebido. O trabalho de Fechner
formou a base da Psicofisica como uma ciéncia. A Psicofisica usualmente estuda estimulos que
podem ser objetivamente medidos, como a intensidade da luz ou do som. No entanto, todos os
sentidos foram estudados, incluindo-se a visdo, a audi¢do, o tato (como a pele e a percep¢ao
entérica), o paladar, o olfato e o sentido do tempo. O uso mais comum da Psicofisica é produzir
escalas para a percepcao humana para varias classes de estimulos fisicos [16].

Através da lei de Weber-Fechner tenta-se descrever a relacdo entre as magnitudes do es-
timulo fisico e a intensidade percebida dos estimulos. Ernst Heinrich Weber (1795-1878) foi
uma dos primeiros cientistas a fazer um estudo aproximado da resposta humana a um estimulo
fisico em uma forma quantitativa. Fechner ofereceu mais tarde uma elaborada interpretacao
tedrica dos achados de Weber, que chamou simplesmente de lei de Weber, embora seus admi-
radores tenham feito uma hifenizacao no nome da lei. Na lei de Weber-Fechner, a relacdo entre
o estimulo e a percepcdo é logaritmica: F = Klog(r) [17], onde F ¢ a intensidade de sensaco,
K € uma constante e r € a magnitude do estimulo fisico.

A lei de poténcia de Stevens é geralmente considerada melhor para fornecer uma descri¢ao
mais exata e/ou mais geral, embora a lei de Weber-Fechner e a lei de poténcia de Stevens
envolvam as suposi¢des implicitas a respeito da medida da intensidade percebida dos estimulos.
A lei de poténcia de Stevens € uma outra relacdo proposta entre o valor de um estimulo fisico e
sua intensidade ou forca percebida. Embora a idéia de uma lei de poténcia tenha sido sugerida
por pesquisadores do século XIX, Stanley Smith Stevens € creditado por reviver a lei e publicar

dados psicofisicos para dar suporte a ela em 1957 [18, 19, 20, 21, 22]. A forma geral da lei é:
F =Kr",

onde F € a intensidade de sensacdo, K é uma constante, r € a magnitude do estimulo fisico
e m é um expoente, conhecido como expoente de Stevens. O valor de m € dependente do
tipo de estimulo. Embora estejamos usando, nesta se¢do, a mesma nomenclatura que usa-
remos para apresentar o modelo usado neste trabalho e os resultados, as grandezas F e r
que definimos aqui ndo possuem necessariamente o mesmo significado conceitual das gran-
dezas de mesmo nome que usaremos posteriormente. Porém os seus conceitos sdo, pelo me-
nos, andlogos e pressupdem que os estimulos sdo codificados através da freqiiéncia média
de disparos dos neur6nios, de acordo com os trabalhos de Edgar Douglas Adrian e Yngve
Zotterman [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. Seguem abaixo duas figuras com dados experimentais
psicofisicos obtidos por S. S. Stevens [18].
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Figura 1.9 Magnitude estimada versus nivel de Figura 1.10 Magnitude estimada versus luminosi-
pressdo sonora em decibéis (m = 0,6) dade em decibéis (m = 0,5)

Mais tarde, outras fung¢des foram propostas para ajustar dados, com faixa de entrada mais
prolongada e para estimar a saturagdo sensorial, em particular, a funcdo de Hill
F(r) = Fuaxt™/(r" +1('), onde Fqy € a resposta!® de saturacdo e r( é o valor de r para uma
resposta igual a metade da maxima. Note-se que, tanto a func@o de Hill quanto a de Stevens
tém um regime de lei de poténcia, sendo, assim, natural representar os expoentes pelo mesmo
simbolo m [13, 15]. Veremos mais adiante que o expoente m estd relacionado com um expo-

ente critico.

1.2.4 Um possivel papel para os acoplamentos elétricos

Resultados experimentais mostram que neurdnios receptores individuais tém uma faixa di-
namica estreita!! [10, 11, 14]. Em células receptoras olfativas da salamandra tigre [11] e do
sapo [10], A ~ 1 unidade logaritmica (10 dB). Entretanto, a literatura psicofisica mostra que

nossa habilidade de discriminar sinais externos de diferentes tipos cobre uma ampla faixa di-

10Veja subsegdo 1.2.1.
"Veja figura 1.6.



1.3 O MODELO EPIDEMICO SIRS ESTOCASTICO NA REDE 12

namica [14, 18]. Ou seja, diferentemente dos neurdnios sensoriais individuais, 0s organismos
fazem a compressao do sinal, podendo processar os estimulos ambientais cujas intensidades
medem geralmente diversas ordens de grandeza. Isso se reflete nas leis fenomenoldgicas psi-
cofisicas usadas para ajustar dados mencionadas na subsecdo anterior. Note-se que A serd tanto
maior quanto menor for m. A maioria das tentativas de se explicarem essas leis da Psicofisica
consistem basicamente em aproximagdes que tentam mostrar que elas poderiam ser derivadas
de algum critério de otimizagao para o processamento de informagao [17, 30, 31].

Acoplamentos elétricos via jungdes de abertura ou interagdes efdticas estdo presentes na
periferia de diferentes sistemas sensoriais!? [30, 32, 33]. No entanto, o papel funcional desses
acoplamentos elétricos nao € conhecido com certeza. Mauro Copelli, Antdonio C. Roque, Ro-
drigo F. Oliveira, Osame Kinouchi e Lucas S. Furtado [13, 14, 15, 30] usaram uma abordagem
de mecanica estatistica em um modelo de rede para mostrar como esses acoplamentos elétricos
podem estar relacionados com as leis da Psicofisica. Neste trabalho, usamos a mesma conjec-
tura que a deles com uma abordagem um pouco diferente, porém completamente andloga.

Um indicio a favor de nossa conjectura é o fato de que a resposta dos glomérulos e das
células mitrais do olfato pode ter faixa dindmica duas vezes maior que a de neurdnios receptores
individuais (veja-se figura 1.7). Além disso, quando o acoplamento elétrico € removido, a
funcdo de resposta dos neurdnios desacoplados tipicamente apresenta uma diminui¢do na faixa

dindmica e na sensibilidade [15, 34].

1.3 O modelo epidémico SIRS estocastico na rede

1.3.1 Definicao

Primeiramente, vamos explicar em que consiste o modelo epidémico suscetivel-infectado-
recuperado-suscetivel (SIRS) estocéstico na rede. Um sitio x qualquer da rede pode ser ocupado
por um individuo em um estado de S (saudavel e suscetivel), I (infectado) ou R (recuperado, ou

seja, saudavel e imune). O sistema envolve as seguintes taxas de transi¢ao:

S— 1 ataxaAn(x),
I —R ataxad,

R— S ataxavy, (1.3)

12Veja subsegio 1.1.4.
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onde n(x) é o nimero de vizinhos (mais préximos) infectados de x, A € a taxa de infec¢do, &
¢ a taxa de recuperacdo e y € a taxa em que a imunizagao cessa. O limite Y — oo corresponde
ao caso em que um sitio recuperado passa instantaneamente através do estado R. Esse é o
modelo SIS, também conhecido como processo de contato [35, 36, 37, 38]. Jaewook Joo e Joel
L. Lebowitz [1] escolheram a unidade de tempo em que 8 = 1, e, assim, o faremos, pois essa
escolha € totalmente arbitraria.

A evolucao temporal das probabilidades de cada sitio, nesse processo estocastico, pode ser

escrita, de acordo com (1.3), na seguinte forma:

PS) Y B(SaL) £ TR(R,), (1.4)
dt yer (x)

e D M NS 75} 1.5
f yer (x)

% — B(L)-YP(Ry), (1.6)

onde ./ (x) é a vizinhanga do sitio x, P,( o) é a probabilidade de ter um estado & no sitio x no
tempo 7, e P, (¢, By) é a probabilidade conjunta de ter um estado o no sitio x e um estado 8 no
sitio y, no tempo ¢. Sempre temos que P;(Sy) + P (L) + P(Ry) = 1.

Jaewook Joo e Joel L. Lebowitz [1] estudaram detalhadamente o modelo de epidemia SIRS
estocdstico na rede hipercubica. Eles obtiveram o comportamento do modelo estocéstico atra-
vés de simulagdes computacionais e fizeram os calculos analiticos da aproximagao de campo
médio simples e da aproximagdo de pares para o estado estaciondrio e os cdlculos numéricos
para o caso dependente do tempo.

Assim como no processo de contato [35, 36, 37, 38], este modelo passa por uma transicao
de fase de ndo-equilibrio, quando a taxa de infec¢do A, para um dado 7, atinge um valor maior
que uma certa taxa definida como taxa de infec¢@o critica A.(7y). J. Joo e J. L. Lebowitz [1]
descobriram a expressao analitica de A.(y) na aproximacdo de campo médio simples e na apro-
ximagdo de pares e o seu valor numérico para vdrios valores de ¥ nas simulacdes computa-
cionais para uma e duas dimensdes. Além disso, eles descobriram as solug¢des estaciondrias
em fungdo de A para vdrios valores de y. Esses resultados e, principalmente, os métodos de

obté-los descritos na referéncia [1] serviram de base para o desenvolvimento deste trabalho.
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1.3.2 A aplicacao a Neurociéncia

Neste trabalho, ndo demos importancia a forma do potencial de acdo do neurdnio, porque
estamos interessados em estudar apenas os fendmenos coletivos de uma populagao de neurdnios
disparantes acoplados eletricamente. Consideramos apenas trés estados possiveis em que o
neurdnio pode estar: polarizado, disparando ou no periodo de refratariedade relativa (veja-se
figura 1.11). Nao modelamos o periodo refratdrio absoluto, porque, neste modelo, € impossivel
reproduzir-se um fendmeno deterministico, exceto os instantaneos. Assim, até mesmo o tempo
de disparo no nosso € aleatério. M. Copelli, A. C. Roque, R. F. Oliveira, O. Kinouchi e L. S.
Furtado [13, 14, 15, 30] também discretizaram o potencial de acdo, com a diferenca de que eles
usaram o automato celular de James M. Greenberg e Stuart P. Hastings [39], enquanto usamos o
processo epidémico SIRS estocastico na rede. Eles nao modelaram o periodo de refratariedade
relativa. Acreditamos que ndo € relevante para os resultados que estamos procurando, se vamos
modelar o periodo refratdrio absoluto ou o periodo de refratariedade relativa. O importante é
que seja modelado pelo menos uma das duas formas de periodo refratdrio. Entretanto, o fato de
o modelo usado em nosso trabalho ser completamente estocdstico facilita muito a realizacao dos
célculos analiticos das aproximagdes de campo médio simples e de pares. O das referéncias [13,
14, 15, 30], apesar de sua relativa simplicidade, rendeu resultados qualitativamente similares
a de outros biofisicamente mais realistas: rede de mapas acoplados ndo-lineares [40, 41, 42]
e rede de neur6nios modelados pelas equagdes de Hodgkin-Huxley [30]. Esperamos que este
trabalho também renda resultados qualitativamente similares, pois ele € baseado em um modelo
andlogo ao das referéncias [13, 14, 15, 30]. E importante salientar que o das referéncias [13,
14, 15, 30] e o deste trabalho sdo um tanto quanto abstratos, podendo serem vistos como um
modelo de rede de elementos excitdveis.

Este modelo consiste em uma adaptacao (para uma rede de neurdnios disparantes acoplados
eletricamente) do processo epidémico SIRS estocéstico na rede hipercibica estudado por J. Joo
e J. L. Lebowitz [1]. Cada neurdnio, neste, corresponde a uma pessoa no citado acima, onde
um neurdnio polarizado corresponde a uma pessoa suscetivel, um neurdnio disparando, a uma
pessoa infectada e um neurdnio refratario, a uma pessoa recuperada. Estendemos o trabalho de
Joo-Lebowitz, introduzindo um estimulo sensorial externo, ou seja, uma infec¢do espontanea

nas pessoas suscetiveis, a taxa r, em adicdo 2 infeccio por contato!3.

13No livro de Joaquin Marro e Ronald Dickman [35], o que chamamos de r, eles chamam de / (“campo ex-

terno”).
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Vv

m S -> polarizado ou estado de repouso
| -> disparando
R -> periodo refratario

Figura 1.11 Figura que representa a discretizacdo que fizemos no potencial de agéo

Assim, 0 nosso sistema envolve as seguintes taxas de transi¢ao:

S—1 ataxaAn(x)+r,
I—R ataxad =1,
R—S ataxavy, (1.7)

onde n(x) é o nimero de vizinhos (mais préximos) disparando de x, A € a taxa de transmissao,
0 € o inverso do tempo caracteristico de disparo, ¥ € o inverso do periodo caracteristico refra-
tario e r é uma taxa diretamente proporcional ao estimulo externo (veja-se figura 1.12). Como
o periodo refratdrio de um neur6nio €, geralmente, maior que o tempo de disparo, entdo sé é
biofisicamente relevante realizar os célculos das aproximacdes de campo médio simples e de
pares, bem como as simulagdes numéricas para y < 1.

A evolucao temporal das probabilidades de cada sitio, neste processo estocdstico, pode ser



1.3 O MODELO EPIDEMICO SIRS ESTOCASTICO NA REDE 16

Figura 1.12 Figura que ilustra as mudangas de estado de um neurdnio de acordo com as taxas de

transicdo que aparecem em (1.7)

escrita, de acordo com (1.7), na seguinte forma:

dPp;(Sx)

= -1 Pi(Sx,Iy) +YP.(Ry) — rB(Sy), (1.8)
dt ye;@ ’ —
WP 5 Y B(Suk) —B(L) +B(Sy), (1.9)
dt e (x) —
dp’éfe” = B(L) — YP(R,). (1.10)

As equacdes (1.8)-(1.10) ndo sd@o, como € usual para equagcdes de momento, um sistema
fechado. Pode-se estendé-las, incluindo-se as equagdes para a evolugdo temporal de P;(Sy,1y),
que envolvem, por sua vez, momentos de ordem mais elevada das correlagdes espaciais. Isso
leva a uma hierarquia infinita. Para se resolver tal hierarquia, recorre-se usualmente a algum

esquema de aproximagdo que expressa os momentos de ordem mais elevada em termos dos
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momentos de ordem mais baixa e trunca as equacdes em algum ponto. Isso é conhecido como o
método de fechamento de momento. A aproximagao de campo médio simples e a aproximacao
de pares sdo tais esquemas [1, 13, 15, 35, 36, 38].

Os resultados essenciais que devemos extrair para este trabalho sdo a evolucio temporal
de P,(I) para y, A e r fixos, os valores de A.(Y) (que sdo, por defini¢ao, os mesmos encontrados
por J. Joo e J. L. Lebowitz [1]) e, principalmente, as curvas P(I) = P;(r), que correspondem as
nossas curvas de resposta.

Agora, vamos deduzir, de uma maneira geral e independente de qualquer aproximacao, a
expressao de F,,, em funcdo de y. A resposta f de um tGnico neurdnio, ou seja, a freqiiéncia es-
taciondria de disparo, satura no valor f;,,, para valores suficientemente grandes de r. A resposta
maxima fy,;,c de um tnico neurdnio depende somente do seu tempo caracteristico de disparo
e do seu periodo caracteristico refratdrio, da seguinte forma: fy,,x = 1/(7;+ Tg), onde T7 é o
tempo caracteristico de disparo e T € o periodo caracteristico refratdrio. A probabilidade esta-
cionéria P(I) de encontrarmos um neurdnio disparando num sitio qualquer em cada instante de
tempo (ou seja, a resposta F'(r) da populagdo de neurdnios) é igual a (f) Ty, onde (f) é a média
de f na populacdo de neur6nios. Entdo a resposta mixima F;,,, da populacdo de neurdnios é
igual a fiuax 17, POIS (f),0c = Sinax» portanto Fqe = T7 /(T + Tg). Como, neste modelo, 7; e T
sdo dados por (1.7), ou seja, Tj = 1/8 e Tr = 1/, entio Fe = ¥/(y+8). Como'* § =1,
entao:

Fnax=7/(y+1). (1.11)

14Veja subsegdo 1.3.1.



CAPITULO 2

A aproximacao de campo médio simples

2.1 Solucao exata para sitios isolados

Apesar de sua grande simplicidade e de sua aparente falta de importancia (uma vez que
este caso € uma excecdo), estudamos, em grande detalhe, o caso em que 0s neurdnios estao
desacoplados, pois o fato de termos a solucdo exata j4 justifica que ele seja estudado. Além
disso, a faixa dinamica para este caso serve como padrao de comparagao.

Para A = 0 temos que as equacdes (1.8)-(1.10) tornam-se:

dBc;fX) = yP(Ry) — rB(S)), 2.1)
dP;(tIx) = —P(L)+rP(Sy), (22)
dPtcgf S AR} -

qualquer que seja o sitio x.
Como as equagdes acima envolvem somente o sitio x, Vx, entdo podemos reescrevé-las da

seguinte forma:

TS yp(k)—reis). @4

AL~ R0+ rE(S), 2.5)

AR _ b1y - ya(r). 2.6)
Como P,(S)+ P, (I)+ P(R) = 1, entdo:

B(R)=1-B(S)~ B(1), @)

portanto ha uma reducdo de dimensionalidade do sistema dindmico devido a essa normali-

zacdo. O sistema acima € tridimensional autdnomo, e, pela aplicacdo dessa normalizacao,

18
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“transforma-se” no sistema bidimensional ndo-autdnomo abaixo:

d}ZES) = 7= (y+r)P(S)— A1), (2.8)
A rpis) - pa). 29)

Para encontrar o ponto fixo desse sistema, vamos substituir o lado esquerdo das equa-

coes (2.8) e (2.9) por zero [1, 36, 43]. Assim, o ponto fixo é dado por:

v v,
)= e A= T (2.10)
— ——+r
y+1 7+1

Observe-se que, para r ~ 0, temos que P(I) ~ r e para r — oo, o valor de P(I) satura para' y/(y+
1). Como temos a expressdo de P(I) = P;(r) = F(r), entdo ja podemos encontrar a faixa di-
namica para A = 0. Usando as equagdes (1.1) e (1.2), descobrimos facilmente que o valor da
faixa dindmica para A = 0 é A = 10log;((81) ~ 19 dB. Veremos na se¢do 2.4 que, no pico
da faixa dinamica na aproximacao de campo médio simples, temos um valor exatamente 50%
maior que esse.

Para ilustrar como a evolu¢do temporal do sistema também pode ser obtida de maneira
exata, vamos fazer a seguinte simplificagdo na notagdo P, (S) = x e P(I) =y, tendo, assim, que

as equacoes (2.8) e (2.9) tornam-se:

X o= y=(y+rjx—u, (2.11)
y = rx—y. (2.12)

O sistema acima € um sistema de equacdes diferenciais acopladas linear nao-homogéneo bidi-

mensional da forma:

Xx=Ax+B, onde x= * , A= —(r+n =y e B= I .
y r —1 0

Como esse sistema € nao-homogéneo, devemos encontrar a solugao geral do sistema homogeé-
neo e uma solucgdo particular do sistema ndo-homogéneo, depois, somando as duas solugdes,

teremos a solugdo geral desse sistema [44]. O sistema homogéneo €, entdo:

XH = AXH,

Veja subsecio 1.3.2.
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cuja solugdo geral é dada por:
X (1) = Cre® xy +C_e>x_, (2.13)

onde & sdo os autovalores de A, e X+ sdo os autovetores de A correspondentes a ..

Primeiramente, vamos encontrar os autovalores de A, fazendo:

—(y+r) =&  —v

—0=E7 —TEL+A=0,
r —1-&+

onde
T=—y—1—-r e A=v+r+yn (2.14)

que sio, respectivamente, o traco e o determinante” de A. Entio

2 —
5i:f:I: ; 4A' (2.15)

Agora, antes de continuarmos a resolucdo da evolugdo temporal do sistema, é importante co-
mentarmos algo sobre os autovalores de A. Como ¥ e r nunca sdo negativos, ento a parte real
de & é sempre negativa, portanto o ponto fixo é sempre estdvel. Ndo podemos garantir que & é
sempre real. Se a parte imagindria de & for ndo nula, teremos uma espiral estdvel como a que
aparece na figura (2.1).

Vamos escrever a equagdo (2.13) de um modo mais explicito:

xp(t) = Cpe¥'xi+C_e5'x_, (2.16)
ya(t) = Cpe®y +C ey, 2.17)

onde x € y+ sdo as coordenadas x e y dos autovetores de A correspondentes a &.. Entdo:

) () ()
— &, _
r -1 V+ V+

Logo:
I+ v xx
r yHr+8s yr
Assim, vamos escolher x+ e y+ como sendo:
1
Xy = to yi=1. (2.18)
r

ZNdo confundir esse A com faixa dindmica.
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Agora, vamos encontrar uma solugdo particular do sistema nao-homogéneo. E 6bvio que o

ponto fixo € uma solucdo particular do sistema nao-homogéneo. Assim, temos que:
xp=x"=P(S) e yp=y"=P(), (2.19)

onde P(S) e P(I) sdo dados pela equagio (2.10).
Pelas equagdes (2.16), (2.17) e (2.19), temos que a solucdo geral do sistema de equagdes

diferenciais formado pelas equagdes (2.11) e (2.12) é dada por:

x(1) = Cre5'xy +C e 'x_ +x7, (2.20)
Y(t) = Cresy, +C ey 4y (2.21)

Agora, vamos encontrar C para uma condi¢go inicial x(0) = xo e y(0) = yg. Fazendo

u(t) =xg (1), v(t) =y (t), u(0) = ug e v(0) = vp, temos que:

up = xo—x =Cyxy +C_x_, (2.22)
vo=yo—y =Ciys++Coy_. (2.23)

Substituindo (2.18) em (2.22) e (2.23), temos que:

_rug—vo(1+&5)

Cy = ) (2.24)
&+ — &
Vamos fazer:

o= —¢& . (2.25)

Substituindo (2.15) em (2.25), temos que:
o=/ 12 —4A. (2.26)

Substituindo (2.26) em (2.15), temos que:

T+

L= 5 (2.27)

Substituindo (2.25) e (2.27) em (2.24), temos que:

2(ru0 — Vo) —Tv9 Vo
Ci==£ —. 2.28
+ a + > (2.28)
Vamos fazer:
2 —vn) —
B — (rup —vo) ™o (2.29)

(04
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Substituindo (2.29) em (2.28), temos que:

Ci= VO;EB . (2.30)
Finalmente, substituindo (2.18), (2.27) e (2.30) em (2.20) e (2.21), temos que:
X)) = %exp (%t) {2+7) [vocosh (%) + Bsenh (%t)} +
 [Beosh (%t) +vosenh (%’)”H 2.31)
W) = exp (%) [vocosh (%t) + Bsenh (%t)] 4y (2.32)

onde 7, vy, @, B, x* e y* sdo definidos pelas equagdes (2.14), (2.23), (2.26), (2.29) e (2.19),
respectivamente, e x(t) = P(S) e y(t) = B(I).

(b) 06 ————F——F———

05 F 4
0.4 v »(P(S).P(1)) .
=03

|
|

02 ; 4
|

01 F |

Figura 2.1 (a) Espaco de fase, (b) plano de fase e (c) evolugdo temporal de P;(I) para y =1, r = 2,
P()(S) =1le P()(I) =0

A figura 2.1 (a) nos mostra geometricamente a conservacao da probabilidade. A figura 2.1 (b)

¢ a projecdo da figura 2.1 (a) no plano (P (S), P(I)) e nos mostra uma espiral estdvel com uma
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“velocidade de decaimento” muito maior que a “velocidade de rotacdo”. Observe-se que na

figura 2.1 (c) ndo vemos qualquer oscilagéo na evolugdo temporal de P, ([).

2.2 Neuronios acoplados

A aproximacao de campo médio simples (ACMS) fornece algum entendimento sobre o di-
agrama de fase e nos d4 um resultado qualitativamente correto, mas (ndo surpreendentemente)
quantitativamente leva a um erro nos expoentes e no valor critico (A.). O erro estd em tratar
diferentes sitios como independentes. Na verdade, eles estdo altamente correlacionados [35].
Além disso, ndo € possivel reproduzirem-se as diferencas qualitativas entre o comportamento
dos sistemas unidimensionais € os de dimensdo mais alta [1, 45, 46, 47, 48]. Entretanto, a
ACMS tem boa concordancia qualitativa com um modelo estudado por O. Kinouchi e M. Co-
pelli [13] numa rede aleatdria, que ndo tem estrutura espacial.

Depois de resolvermos o problema analiticamente para o estado estaciondrio, verificamos se
o expoente> 1 /6, é 0 mesmo calculado na ACMS para o processo de contato [35]. O expoente
1 /0y, calculado na ACMS para o processo de contato é o mesmo encontrado nas simulagdes em
alguns trabalhos tedricos sobre neurdnios disparantes acoplados eletricamente [13, 15].

Nesta se¢do, vamos usar a ACMS para um caso mais geral em que A > 0. A ACMS ¢

definida por:
Fi(ou, By) ~ Pi(o) P (By)-

Como, na ACMS, estamos eliminando toda dependéncia espacial das probabilidades, entao as

equagoes (1.8)-(1.10) tornam-se:

dPCflgS) = —GPR(S)R(I) +YP(R) — B (S), (2.33)
WL~ R (SR~ B +rB(S). @34
AR — ) - yhR). (235

onde* 6 = zA e z é o0 niimero de coordenagio da rede (ou seja, o nimero de primeiros vizinhos

3A defini¢io do expoente 1/, que usamos aqui é a mesma que encontramos no livro de J. Marro e R. Dick-
man [35]. No ponto critico, A = A, temos p o< 7'/ quando r — 0.

4Observe que as equagdes (2.33)-(2.35) nido dependem diretamente de A ou de z. A tnica dependéncia em A
ou z ¢ através do produto zA. Assim, ndo é possivel extrair informagdes sobre a mudanca qualitativa de compor-

tamento do sistema com a mudancga de dimensao [1, 45, 46, 47, 48].
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de um sitio numa rede regular: no caso da rede hipercubica d-dimensional, z = 2d).

De (2.7), temos que o sistema acima torna-se:

dPZzES) = Y= (Y +nE(S) = vR() = oR(S)R(), (2.36)
dlzgl) = rP(S) —P(I) + oP(S)P(I). (2.37)

Para encontrarmos o ponto fixo do sistema acima, vamos substituir o lado esquerdo das

equagoes (2.36) e (2.37) por zero [1, 36, 43]. Assim, os pontos fixos sdo dados por:

e
%{ +1—6}2+46r<}/—; )} , (238)

(}/IIH (Hl)“_ d 2

s ([ (5) -]

1/2
tdor (%) } . (2.39)

D D
q\* q\*

Vamos descobrir qual dos dois pontos fixos € o estdvel. Para isso, vamos encontrar a matriz
jacobiana no ponto fixo. O sistema formado pelas equagdes (2.36) e (2.37) é um sistema da

forma:
X = f(x,y),
y=g(x,y),

onde x = P;(S) e y = P(S). A matriz:

o o
o dx dy
dx dy (x*.y%)

é chamada de matriz jacobiana no ponto fixo (x*,y*) (neste caso: x* = P(I) e y* = P(S)).
Assim, temos que:
i ( —y-r—oP(l)  —y-oP(s) )
r+oP(I) —14+0P(S)
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Agora, vamos encontrar os autovalores de J.

—y—r—oP(I)— —y—0oP(S
’ r+613((1)> N —1+Y613(S)(—)§jE =0=§&1 -18. +A=0,
onde:
— y—1—r—a(B(I)—B(S)), (2.40)
A = y+r+yr+ol(y+1)P(I) - yP(S)]. (241
Entio:
5i:$. (2.42)

Para que um ponto fixo seja estdvel, € necessdrio que a parte real de cada autovalor de J seja
negativa (neste caso Re(éi) < 0), entdo, no ponto fixo estavel, temos que T <0 e A > (0. Como

Y e r sdo sempre positivos, entdo, com (2.38)-(2.41), temos que o ponto fixo estavel é dado por:

s = (1) e

20

1 1 2 )"
- { [r (ﬂ) - c} +dor (ﬂ) } , (2.43)
20 Y Y

o = () -]
SN

12
+dor <ﬂyl) } : (2.44)

Reescrevendo Ps(r,0) e P(r,0) na forma

%, onde f(0)=g(0)=0,
e aplicando o teorema de L’Hospital quando o — 0, temos que as equacdes (2.43) e (2.44) se
reduzem a equacgdo (2.10), como ndo poderia deixar de ser.
Para encontrarmos o A, na ACMS, devemos fazer r = 0 nas equacdes acima. Neste caso,
elas tornam-se:

_ 1 1
Ps(r=0,0) = 1+%(1—G)—%|1—0—|» (2.45)

5 (1 — SR N N G TR I G AR N
P(r=0,0) = 20(}/-1—1)(1 G)+26<Y+1)|1 ol (2.46)
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E evidente que, para ¢ < 1, temos que P;(r =0,0) = 0, entdo A, = 1/z.

Expandindo P (r,0) para r muito pequeno, temos que:

P(ro) 2 1_16r, para A < A, (2.47)

_ A —1

Pi(r,0) =0 GT <YTY1) , para A > A, (2.48)
» v 12

P(r,o) = (ﬁ) r/2 para A=A (2.49)

De (2.49), temos que o expoente 1/8, é igual a 1/2 que é, realmente, o mesmo calculado na
ACMS para o processo de contato [35], como esperado. O expoente 1/5, é, também, 0 mesmo
encontrado nos trabalhos tedricos de L. S. Furtado, O. Kinouchi e M. Copelli sobre neurdnios
disparantes acoplados eletricamente com a diferenca fundamental de que nesses trabalhos o
expoente é de fato 1/8, = 1/2 [13, 15].

A resposta maxima da rede de neurdnios® na ACMS neste modelo é Fyqy = ¥/(y+ 1), um
resultado que € facilmente obtido, calculando-se o limite de F' quando r — oo, usando-se a
equacao (2.44). Observe-se que o valor de F;,,,, independe de o. Isso acontece porque, quando

o estimulo externo é muito alto, a transmissao entre os neurdnios torna-se pouco relevante.

2.3 Curvas de resposta

Nesta secdo, vamos fazer algumas observagdes sobre as curvas de resposta obtidas na
ACMS. Daqui até o fim deste capitulo, vamos fazer P(I) = P;(r) = F, onde F é a resposta
da rede de neurdnios [13, 14, 15].

Observe-se que, nas figuras 2.2 e 2.3, todas as curvas de resposta convergem para 0 mesmo
valor F,,,, sobre o qual acabamos de comentar na se¢do anterior. No detalhe da figura 2.2,
temos a atividade estaciondria espontanea (r = 0) da rede de neurdnios versus a razao de ra-
mificacdo. Essa figura foi inserida com o objetivo de se mostrar, de maneira clara, a transicao
de fase de nao-equilibrio e a dependéncia da resposta da rede em ¢ na auséncia de estimulo
externo (r = 0) depois que ela ocorre. Sem a figura inserida, isso jd poderia ser visto de uma
maneira nio tdo clara pelos valores das respostas em r = 10™> ~ 0, uma vez que esses valores
sdo aproximadamente os valores de Fp e sd3o muito préximos de zero para ¢ < 1 = o, e clara-

mente maiores que zero para o > O,. Pela figura 2.3, vemos que o expoente de Stevens-Hill m

>Veja subsecio 1.3.2.
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Figura 2.2 Curvas de resposta (taxa média de disparo versus taxa de estimulo) para y=1de o =0
até 2 (em intervalos de 0,2) com escala horizontal logaritmica e escala vertical linear (detalhe: atividade

estaciondria espontanea (r = 0) da rede de neurdnios versus razdo de ramificagao)

subcritico € igual a 1 e o critico é 1/2 (ou seja, 1/8, = 1/2), que sdo os expoentes calculados
nas equagdes (2.47) e (2.49).

Pela figura 2.4, temos que, assim como no trabalho de L. S. Furtado e M. Copelli [15],
0 comportamento estaciondrio desse modelo na ACMS tem uma concordancia razoavel com
resultados experimentais. As curvas de resposta experimentais® foram obtidas para um rato
normal (“wild type” - WT) e para um rato em que a expressao da proteina conexina-36 (respon-
savel pelos canais intercelulares de juncao de abertura) foi geneticamente eliminada (“‘conne-
xin36 knocked out” - Cx36-KO). A diferenca nas curvas de resposta pode ser vista na figura 2.4.
Elas exibem um aumento na faixa dindmica na presenca de acoplamento elétrico.

Os valores de r para as nossas curvas foram deslocados em trés ordens de grandeza para

®Forte suporte experimental para nossa conjectura na regra de interacdes elétricas estd na retina dos mamiferos.

Deans et al. [34] mediram a taxa de disparos de células ganglionares centrais para intensidade luminosa variando.



2.3 CURVAS DE RESPOSTA 28

Figura 2.3 O mesmo que a figura 2.2, com escalas horizontal e vertical logaritmicas

a direita, para se ajustar com as curvas experimentais. Infelizmente, assim como no trabalho
de L. S. Furtado e M. Copelli [15], a concordincia experimental ndo saiu naturalmente, pois
n6s usamos valores diferentes de y (ou seja, periodos refratdrios diferentes) para o casos desa-
coplado e acoplado. Além disso, a curva para o caso acoplado ndo € uma curva critica e sim
uma sub-critica. Conforme veremos a seguir, seria razodvel esperar-se que a rede bioldgica se
encontrasse no regime critico [13, 49]. No entanto, o expoente m da curva de resposta do rato

normal’ é de ~ 0,58 > 1/2, possivelmente um efeito de tamanho finito dessa rede.

"Esse expoente é encontrado graficamente (veja-se detalhe da figura 2.4).
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Figura 2.4 Curvas de resposta experimentais [34] normalizadas (taxa de disparo versus intensidade
luminosa) de células ganglionares centrais da retina de rato. Os circulos preenchidos (abertos) sdo para
rato WT (Cx36-KO). A curva continua (pontilhada) é a ACMS para 6 = 0,8 e y=0,012 (c =0¢
Y = 0,4). Experiéncia feita in vitro. Detalhe: Curva de resposta experimental normalizada (taxa de
disparo versus intensidade luminosa) de células ganglionares centrais da retina de rato WT (circulos) e

funcdo de r da forma Kr™ (curva), onde m = 0,58 (esse expoente é obtido graficamente).

2.4 Faixa dinamica

Agora, vamos calcular a expressao da faixa dindmica A em funcdo de o para a ACMS
com base na defini¢io que aparece na Introducdo®. Primeiramente, devemos zerar o primeiro
membro das equagdes (2.36) e (2.37) para descobrirmos o valor de r em fungio de P(I) = F e,
assim, calcular as expressoes de r( | € rg 9 (usando (1.1)) em fun¢do de y e 6 em cada um dos

casos abaixo.

8Veja subsegdo 1.2.
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Para o < o, temos que:

1
5(%)(1—0,96) parax=0,1,
Iy = (2.50)
Y
—— ] (1-0,1 = .
9(’}/+1)( 0,10) para x = 0,9
Assim, temos que:
r0.9 1—0, lo
— =81 —]. 2.51
10,1 (1 —0,96) ( )

29—
28
27
26

_.25

S 24

<23
22
21
20
19

Figura 2.5 Faixa dindmica versus razao de ramificacdo para a ACMS

Para 0 > o, temos que:

(L) (6 —-0,9) parax=0,1,

O | —

(2.52)

+1
o 1 (c—0,1) para x =0,9.
—I—l Y )
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Assim, temos que:

109 _ ¢4 <7G_O’l), (2.53)

ro,1 o — O, 9
Entdo, a expressdo de A(o) é dada por:

[ 1-0,1c
IS S < 0.
10log _81 (1 _0796)] para o < O,

Ao) = (2.54)

[ c—0,1
- > 0.
10log _81 <6—0,9):| para ¢ > O

Observe-se que A(0) é continua, mas apresenta uma descontinuidade na derivada em .. Além
disso, na ACMS, A ndo depende de y. O fato mais importante é que a faixa dindmica é maxima
em ¢ = o,. E muito ficil ver que o valor de A(c,) é exatamente 50% maior que A(0), ou seja,
tem um valor® de 151log;,(81) ~ 28,5 dB.

Agora, vamos comparar A(c) que calculamos para a ACMS com o encontrado recente-
mente via ACMS e simulacdes por O. Kinouchi e M. Copelli [13] numa rede aleatdria. Pela
figura 2.6, vemos que hd uma 6tima concordincia qualitativa entre a curva A(o) que calcu-
lamos via ACMS com a que eles encontraram via ACMS e simula¢des. O motivo por que
ocorreu a concordancia qualitativa estd relacionado com o fato de que eles usaram uma rede
aleatoria [50], que ndo tem estrutura espacial. A rede aleatéria que eles usaram tem N elemen-
tos com NK /2 ligacoes, sendo designadas para pares de elementos escolhidos aleatoriamente.
Isso produz uma conectividade média K, onde cada elemento i (i = 1,...,N) € conectado ale-
atoriamente a K; vizinhos. A distribui¢do P(K;) de vizinhos é uma distribui¢cio binomial com
média K. A probabilidade de que um vizinho ativo j excite um elemento i € dada por p;j,
uma varidvel aleatdria com distribui¢do uniforme no intervalo [0, p,,.,]. Os pesos sdo simétricos
(pij = pji) € sdo mantidos fixos em todas as simulacoes (“desordem congelada™). A razdo local
de ramificacdo o; = Zf{" pij corresponde a média do nimero de excitagdes criadas no proximo
passo de tempo pelo j-ésimo elemento [51]. A distribui¢do P(o;) das razdes locais de ramifi-
cacdo € uma distribuicao unimodal com média ¢ = <Gj>. A média da razao de ramificagdo ¢
€ o parametro de controle relevante. Nas simulacdes, eles controlam o valor de o, escolhendo
Pmx = 20 /K e mantendo o < K/2. Observe-se que o ¢ deles é andlogo ao nosso. Como no
modelo deles os pardmetros relevantes sdo médias (K e o) de grandezas locais (k; € p;;), sendo,

entdo, a ACMS uma boa aproximacao no modelo citado para valores suficientemente grandes

Veja secdo 2.1.
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9———————— ' ACMS (SIRS)
28 ACMS (Kinouchi e Copelli 2006) --------
Simulacoes (Kinouchi e Copelli 2006) ©
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Figura 2.6 Comparagdo da nossa faixa dindmica na ACMS com os resultados de O. Kinouchi e M.
Copelli [13]

de conectividade média'?, por isso a ACMS da referéncia [13] concordou tao bem com as suas
simulagdes.

Apesar da 6tima concordancia qualitativa da faixa dindmica que calculamos via ACMS
com a deles, hd uma nada desprezivel discordancia numérica. O motivo por que ocorreu a
discordancia numérica estd relacionado com o fato de que eles usaram um automato celular,
que tem tempo discreto [15, 35, 38, 39], enquanto aqui usamos um modelo com tempo con-
tinuo [35, 38, 53, 54]. Devido a esse fato, usamos taxas de transi¢do, que variam de zero a
infinito, enquanto os autores referidos usam probabilidades que variam de zero a um. Como o

estimulo externo agindo na rede de neur6nios (que no contexto bioldgico, pode ser relacionado,

10A ACMS também pode ser uma boa aproximagio para redes hiperciibicas, “mais precisamente, os expoentes
de campo médio sdo incorretos para dimensdes espaciais d < d. = 4 (Obukhov 1980) [52]. d. denota a dimensdo
super-critica, sobre as quais flutuagdes sdo fracas demais para mudar os expoentes criticos de seus valores de

campo médio.” [35]



2.4 FAIXA DINAMICA 33

por exemplo, com a concentracdo de um dado odorante presente em um epitélio olfativo [10],
ou a intensidade luminosa estimulando uma retina [34]) pode variar de zero a infinito, entao, no
autdmato celular, deve ser usada uma funcao que relacione uma grandeza que varie de zero a in-
finito com uma que varie de zero a um. No modelo estudado por O. Kinouchi e M. Copelli [13]
(bem como em outros modelos de neurdnios disparantes acoplados eletricamente [14, 15]), eles
usaram um processo de Poisson (p, = 1 —exp(—rAt)) para fazer essa relagdo. Isso faz com que
este modelo estudado aqui ndo concorde quantitativamente com o deles para alto estimulo,
pois, no limite quando r — o no modelo SIRS, temos que P(S) = 0, enquanto que no autdmato

celular P(S) atinge um valor minimo maior que zero'!.

""H4 uma 6bvia adaptacio de notagdo aqui, pois no artigo de O. Kinouchi e M. Copelli [13] nio existe essa
notagdo P(S). Entretanto, assim como no nosso modelo, no modelo deles, P(S) seria a probabilidade de encontrar

um sitio no estado de repouso.



CAPITULO 3

A aproximacao de pares

Como nido € possivel a extracdo de informacgdes sobre a dependéncia qualitativa do com-

! na aproximacdo de campo médio simples? [1, 45, 46,

portamento do sistema com a dimensao
47, 48], entdo vamos fazer a aproximagao de pares para estudarmos a influéncia da dimensao
sobre A. Para isso, complementamos as equagdes (1.8)-(1.10) com as equacdes para as proba-
bilidades conjuntas P (i, By) para o conjunto dos primeiros vizinhos de x e y baseadas na regra

de transi¢ao que descrevemos em (1.7) [1]. Estas sao:

dP(Sy, 1

% = ’}/PI(RX?I}’)_(a‘+1+r)PF(SX7Iy)+rPF<SX75)’)
+ Y AR(SHS L) — Y, APR(Lw, Sk 1), (3.1)
weN*(y) weNY(x)

P (S¢,R

PR RS0l 4 1R RR) — (r+ DB R)
- Z A’B(IMMSX)R}/)) (32)
WENY(x)

P.(R,,1

POD)  (yt DRRB) 4Rl b) 4 rR(RS)
+ Y AR(R. Sy L), (3.3)
WENX(y)

onde .#*(y) é o conjunto de sitios vizinhos mais préximos de y, excluindo-se o sitio x. O
valor de P, (¢, By, Xw) € a probabilidade conjunta de ter estado ¢ no sitio x, estado 8 no sitio y
e estado ¥ no sitio w no tempo 7. A equagdo (3.1) € encontrada, considerando-se todas as

transi¢des que saem ou que entram na configuragio do par (Sy,1y), as quais listamos a seguir:
* Um par (R,,];) muda para um par (Sy,/,) com uma taxa y.

* Um par (S,,1,) muda para um par (I,1,) com uma taxa A (nesse caso, o sitio x muda do
estado S para o estado I, devido ao sitio y, com uma taxa A), que também muda para um

par (Sy,Ry) com uma taxa 1 e ainda muda para um par (Iy,/,) com uma taxa r.

'Niimero de vizinhos
2Mais precisamente, na aproximacio de campo médio simples, nio é possivel reproduzirem-se as diferencas

qualitativas entre o comportamento dos sistemas unidimensionais e os de dimensdo mais alta [1, 45, 46, 47, 48].

34
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* Um par (S, Sy) muda para um par (Sy,/,) com uma taxa r.

* A configuragdo da trinca (Sy,Sy,/,,) muda para uma trinca (Sy,1,1,,) com uma taxa A4
(nesse caso, o sitio y muda do estado S para o estado /, devido ao sitio w, com uma

taxa A) tal que uma configuracdo (S,,S,) ¢ mudada para (Sy,1y).

* Uma trinca (I, Sx,/,) muda para uma trinca (/,,,/y,/,) com uma taxa A (nesse caso, o

sitio x muda do estado S para o estado 1, devido ao sitio w, com uma taxa A).

As equagdes para P;(Sx,Ry) € P(Ry,1,) sdo obtidas de uma maneira andloga [1]. Observe-se
que estamos considerando dindmicas tais que, a cada instante de tempo, s6 um sitio pode ser
atualizado [38].

Para fechar os sistemas formados pelas equacdes (1.8)-(1.10) e (3.1)-(3.3) e para derivar
um conjunto de equagdes autdnomas para P; (o) e B (0, By), aproximamos a probabilidade
conjunta de trinca P, (¢, By, Xw), sendo x e w vizinhos mais préximos de y, pelo produto de duas
probabilidades de par P; (o, By) e B (By, xw) dividido pela probabilidade P;(B,) [1, 35, 36, 38],

ou seja, fazemos:
B (axa ﬁy)Pt (ﬁw XW)

B (By)

Note-se que fizemos uso aqui da estrutura da rede hiperctiibica. Em tais redes, trés sitios

P (0te, By, xow) = G4

adjacentes—ux,y,w—nao podem formar um tridngulo, mas somente cadeias abertas. Isso ndo
acontece em outras redes, como a rede triangular, onde outras configuragdes também precisam
ser consideradas [1]. Para deduzirmos a equacdo (3.4), usamos a defini¢cdo de probabilidade
condicional [38]:

B, By, 2w) = Pr(0| By, Xow) P (Bys Xow)

Pt(“)ﬁﬁy) = B(“Jcmy)Pt(By)v
e fazemos a seguinte aproximagio F; (0|By, Xw) ~ B (0x|By), que consiste em levar em consi-
deracdo somente as correlagdes entre os primeiros vizinhos, dai a grande importancia do fato
de trés sitios adjacentes—x,y,w—formarem somente cadeias abertas.

Para fazer os cédlculos com a aproximacgdo de pares, assumiremos, de agora em diante, que

0 nosso sistema € espacialmente uniforme. O sitio x, nas equagdes (1.8)-(1.10) e (3.1)-(3.3),
pode ser escolhido para ser a origem [1, 35, 38]. Assim, podemos usar as seguintes defini¢des:

1

BT = = Y R(SuL), (3.5)
Syer )
1
Pt(“»ﬁJC) = Z_—l Z Pt(a)ﬁﬁ)HXW)a (36)

WEN*(y)
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onde z = 2d é o nimero de primeiros vizinhos de um sitio na rede hiperctbica d-dimensional.
Substituindo (3.5) em (1.8)-(1.10), temos que:

d’;’lgs) — —ZAR(S,1)+YR(R) — rR(S), 3.7)
‘“ZE’) = ZAR(S,1)—P(I) +rP(S), (3.8)
B — by - yR). (3.9)
E substituindo (3.5) e (3.6) em (3.1)-(3.3), temos que:

dB;f’I) — VBRI — (A+141)B(S,1) + (S, S)

PSR _ B(s.1) + 1B RB) ~ (£ DBSR)

WL (- ORRD 4 BLD +rB(R.S)

(

+(z—1)AP(R,S,I). (3.12)

Aplicando a condi¢@o de normalizagdo (2.7), podemos “eliminar” a equacgdo (3.9) do sis-

tema (3.7)-(3.9) e reescrever as equagdes (3.7) e (3.8) da seguinte forma:

WSyt nRIS) PR - AR(SD), (3.13)
‘“ZEI) — B(S)— PI) + ZAP(S,1). (3.14)

Como o nosso sistema € isotrdpico, ou seja, P, (o, B) = P,(f, o), entdo nos restam apenas seis
probabilidades de pares independentes: P;(S,I), P.(S,R), P;(R,I), P.(S,S), P,(I,I) e P,(R,R).
Como P (a) = P(a,S)+ P(a,I) + P(o,R), entdo P(S,S), P,(I,I) e P,(R,R) dependem de
P.(S), P(I), P(S,I), P(S,R) e P,(R,I), portanto podemos reescrever as equagdes (3.10)-(3.12)
em funcao exclusivamente de P;(S), P.(I), P.(S,I), B:(S,R) e P;(R,I):

% = rP(S) — (A +1+2r)B(S,I) — rP,(S,R) + YP:(R,I)
- 1>AP}>(?§§) [Pi(S) = 2B(8,1) ~ B(S.R)] ©-15)
@ — y—YP(S) — YP.(I) + Pi(S,1) — (27+ )P (S,R) — YP.(R, 1)

Fi(S,1)F(S,R)

S AT

(3.16)



CAPITULO 3 A APROXIMACAO DE PARES 37

dP(R,1)
dt

= B(I) = B(S,1) +rP(S,R) = 2+ 1)P(R,T) +

Pi(S,1)F(S,R)

(z—1)A B(5)

(3.17)

O sistema formado pelas equagdes (3.13)-(3.17) € um conjunto fechado de cinco equagdes
diferenciais acopladas. Agora, vamos encontrar as solucdes estaciondrias para esse sistema.

Para isso, vamos zerar o primeiro membro de todas as equacdes [1, 36, 43]. Fazendo x = 13(1 )s

temos que:
— (y+7)P(S) —yx—zAP(S,I) = 0, (3.18)
rP(S) —x+zAP(S,I) = 0, (3.19)
rP(S) — (A +1+2r)P(S,I) — rP(S,R) + yP(R,I) +

- ;(SS))[ (S)—2B(S.1)— P(S,R)] = 0. (3.20)

Y—YP(S) = yx+P(S,1) — (2y+r)P(S,R) —
YP(R,I)— (z—1)A P(S, Q(g B _ 0, (3.21)

— P(S,1)+rP(S,R) — (2+7)P(R,I) +
(z—l)l% = 0, (3.22)

onde P(a, 3) é a probabilidade aproximada de haver estados @ e 8 em sitios vizinhos.
Somando (3.18) e (3.19), temos que:

p(s)= T H O;f b, (3.23)
Substituindo (3.23) em (3.19), temos que:
s,y = X rlr= (1A, (3.24)

Ay
E substituindo (3.23) e (3.24) em (3.20)-(3.22), temos que:
rly=(r+Dx  (A+1+2r){yx—rly—(y+ ]}

Y Ay
—rP(S,R) +YP(R,I) +

z—1 {?’x—r[?’—(Hl)X]}{Y—(?’H)X_

z y—(y+1)x Y
2{yx—rly—(y+1)x]} S -
7 —P(S,R)} = 0, (3.25)
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yx—rly—(y+1)x]

x4+ — (2y+r)P(S,R) — yP(R,I)
Ay
z—1 yx—r[v—(Hl)x]}—
— P(S,R) = 0, 3.26
oo Bl =D s Ry (24 ) BRI
Ay
z—1 yx—r[v—(Hl)x]}—
P(S,R) = 0. 3.27
+ Z { —(r+ 1 (S,R) (3.27)
Somando (3.26) e (3.27), temos que:
_ x—YP(S,R)
PR, )= ———=. 3.28
Substituindo (3.28) em (3.26), temos que:
pworly—(r+ D | x
= Ay Y+ 1 3.9
P(S,R) = . .
= (1+ i )+z—1{yx—rw—(7+l)xl} 529
\ChyE) T y—(r+
Substituindo (3.29) em (3.28), temos que:
1 y{yx—r[vz(wl)xu il}
PRI = —{x— d 4 (3.30)
y+1 ( 1 ) z—l{'yx—r[}/—(’y—i-l)x]}
r+vy| 1+ +
Y+1 z y—(y+1)x

Substituindo (3.29) e (3.30) em (3.25) e fazendo muitas simplificacdes, descobrimos que x

satisfaz a equacgdo cubica abaixo:
AL + Axx® +Asx+ A4 =0, (3.31)
onde:

A = P{P[P(z— DA =g+ P[22 — 22— DA — 2z — 1] +¥[22(z* —z— 1)A —
20— 1]+2(2—z— DA —1]} -
r{r2(7+1)4+
P24 7 (A +42+3) + 7 (424 + T2+ 9) + V(624 + Tz +9) +
Y(4zA +4z+3)+ A+ 7] +
Y (PA+22) + P 232+ 2)A + 624 3] + 272z (22+3)A + 42+ 3] +
3Y(2(z+2)A + 22+ 1] +2[(z+2)A +2)]}}, (3.32)
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Ay = Y{ZYZ{YZ[—ZZ(Z— DA+z4+1)+9[—(B —4z— 1A +2+3]— (222 =3z—1)A +
z+1}+
r{3r2(y+ 1)+

37247 (324 + 112+ 6) + Y (924 + 162+ 12) + 7(9z4 + 11z +6) +
3z +3z) +

HY BPA +2(z+4)] + Pl4z(2z+ DA +
2z2(z+6) + 3]+ 7[z(92+8)A +2z(z+6) + 3] +
Z[A(z+ 1A +z+4]}}}, (3.33)

As = f{zzf{mz— DA—1]+(-2)A—1}—
r{3r2(}/—|— 1)% +
37’24+ 7> (324 + 102+ 3) 4 y(6zA + 102+ 3) + 324 4 3z] +
P BA+2(z+ D] +7(Tz+2)A+3(z+2)] + (5z+2)A +

2(:+1)} (.34
Ay = rP{P(v+ D) +rZ[ P+ YA +3) + A + 1]+ 2Y[y(A + 1) + 24 + 1]} (3.35)

Para encontrarmos o A.(y) na aproximagdo de pares, devemos fazer r = 0 nas equagdes
(3.31)-(3.35). Neste caso, elas tornam-se [1]:

x(a1x2+a2x—|—a3) =0, (3.36)
onde:

ay = PlArz-DA—z+ P22 —2z— 1A 22— 1]+ 72z2(z> —z— DA —2z— 1] +

(2 —z—1)A—1], (3.37)
a = {P[22z—DA+z+1]+7[-BP —4z— DA +z+3] — (22 =3z— DA+

z+1}, (3.38)
as = Z2P{Y(z—DA—1]+(z—2)A —1}. (3.39)

Uma das raizes do fator quadratico da equagao (3.36) esta sempre acima do valor de satura-
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Figura 3.1 (a) Raizes de (3.36) em funcéo de A, (b) evolugédo temporal de P;(I) para A = 1 (subcritico)
e (c) evolugdo temporal de P;(I) para A = 3 (supercritico). Os trés gréficos foram feitos para uma

dimensdo (d = 1), y=1e r =0. Observe-se que, de (3.40), para esses valores de d e y temos que

Ae=2.

¢ido® Pj(r=0,A — o) = y/(y+1) (veja-se figura 3.1), portanto nunca tem significado fisico
para este modelo. A outra raiz do fator quadrético é negativa, para a3z < 0, entdo, para a3z < 0,
s6 a raiz zero tem significado fisico. Para a3 > 0, temos duas rafzes com significado fisico*.
Assim, a expressdo de A.(7y) é encontrada fazendo a3 = 0 [1], entdo:

Y+1

)“C(Y):zd—u(zd—ny’ d=1,2,3,..., (3.40)

3A saturagdo para r = 0 acontece quando A é tio grande que qualquer sitio no estado S passa instantanea-
mente para o estado / (veja-se defini¢do (1.7)), assim, € f4cil encontrar P;(r = 0,A — o) fazendo P(S) = 0 na
equagdo (3.23), lembrando que x = P(I). Observe-se que esse é o mesmo valor de saturagdo para r — o, pois a

equacdo (3.23) independe de A ou .
4Observe-se que, de (3.39), temos que a3 é monotonicamente crescente com A, portanto a3 é negativo para

A < Ac e positivo para A > A.
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lembrando que na rede hipercibica z = 2d. A expressdo de A.(y), bem como as equagdes
(3.36)-(3.39) s@ao, como nao poderiam deixar de ser, as mesmas encontradas no artigo de J. Joo
e J. L. Lebowitz [1]. Fazendo o limite d — oo, na equagao acima, obtemos 2dA. = zA. = o. =1,
o mesmo resultado da ACMS, como esperado.

Para estudar a estabilidade do estado estaciondrio na aproximacdo de pares para r = 0, J.
Joo e J. L. Lebowitz [1] linearizaram o sistema de equagdes diferenciais acopladas que eles

encontraram5

nos valores do estado estaciondrio. Entdo, eles descobriram o sinal da parte real
de cada autovalor da matriz jacobiana do sistema linearizado. Como esperado, a solucao do
estado estaciondrio positiva que tem significado fisico é estdvel para A > A.. A solugdo zero do
estado estaciondrio € estavel para A < A, e instdavel para A > A.. Resolvemos numericamente o
sistema (3.13)-(3.17) para r = 0 para o caso dependente do tempo, usando o método de Runge-
Kutta de quarta ordem e ilustramos, na figura 3.1, um caso particular do sistema, evoluindo
para o estado estaciondrio estdvel previsto para os casos subcritico e supercritico.

Agora, vamos retornar para o caso geral em que r > 0. Infelizmente, ndo € possivel fatorar-
se a equacdo (3.31), sem se conhecer as suas raizes, razdao pela qual, para resolvé-la vamos
precisar usar o algoritmo de Cardano. Assim, temos a solu¢do analitica do sistema (3.13)-
(3.17) para o estado estaciondrio (veja apéndice A).

Ao fazermos o grafico das raizes de (3.31) em fun¢do de r em escala logaritmica na horizon-
tal e linear na vertical (veja figura 3.2 (a)), percebemos uma peculiaridade muito interessante.
Hé uma linha que tem a forma tipica de uma curva de resposta [13, 15, 30] formada pelas rai-
zes x3 € xp. Observe-se que a raiz x; (que ndo participa para qualquer valor de r da curva de
resposta) estd sempre acima do valor de saturacio® P;(r — o) = y/(y+ 1), portanto nio tem
significado fisico para este problema. Para A; > 0 (veja-se detalhe da figura 3.2 (a)), temos que
x» € negativo, o que também nao tem significado fisico para o problema. Entdo, nesse caso, s6
nos resta a raiz x3, que pertence a curva de resposta nesse intervalo. Para A| < 0 (veja-se deta-
lhe da figura 3.2 (a)), temos que x3 estd acima do valor de saturacdo, que € mais um caso que
nao tem significado fisico para o problema, sé restando-nos, nesse caso, a raiz x,, que pertence
a curva de resposta nesse intervalo.

Nas figuras 3.2 (b)-(c) vemos, para um caso particular que, como nao poderia deixar de
ser, as solucdes estdveis sdo as que t€m significado fisico para o problema em cada intervalo.

Assim como nas figuras 3.1 (b)-(c), esses graficos da evolugdo temporal de P, (1) da figura 3.2

>Se fizermos r = 0 no sistema (3.13)-(3.17) encontramos um sistema que, apesar de nio estar escrito exata-

mente da mesma forma que o encontrado por eles, é completamente equivalente ao deles.
%Veja equagio (3.49).
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Figura 3.2 (a) Raizes de (3.31) em fun¢do de r, em escala logaritmica na horizontal e linear na vertical,
(b) evolugio temporal de P,(I) para r = 1072 e (c) evolugdo temporal de P;(I) para r = 10°. Os gréficos

dessa figura foram feitos para uma dimenséo (d = 1), y=1e A =2.

foram obtidos por meio da solu¢do numérica do sistema (3.13)-(3.17), usando-se o método de
Runge-Kutta, de quarta ordem.

Neste trabalho, ndo fizemos o estudo da estabilidade do estado estaciondrio na aproximagao
de pares, por isso, ndo podemos garantir que, para todo caso, as raizes que t€m significado fisico
para o problema em cada intervalo sdo sempre estdveis. E possivel que, como em outro trabalho
tedrico sobre neurdnios disparantes acoplados eletricamente [13], haja oscilagdes permanentes
e periddicas em torno do estado estaciondrio que tem realidade fisica. Para isso, basta que
alguma das solugdes com significado fisico seja instdvel em algum caso, entdo, provavelmente,
teremos ciclo limite e, conseqiientemente, oscilagdes permanentes e periddicas nesse caso.
Entretanto, € importante salientar que nunca verificamos, até agora, um caso neste modelo em

que essas oscilagdes aparecam na aproximacgao de pares nem nas simulacoes.
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O nosso préximo passo serd descobrir os expoentes de Stevens-Hill m subcritico e critico.
Esperamos que o valor de m subcritico seja sempre 1, tanto nas aproximacdes quanto nas
simulacdes. Como a aproximacao de pares também é uma aproximagdo de campo médio,
entdo é de se esperar que o valor de m critico (que podemos chamar de 1/9y,) seja 1/2, ou seja,
0 mesmo valor encontrado na aproximacdo de campo médio simples.

Com (3.32)-(3.35) e (3.37)-(3.39), temos que a equagao (3.31) pode ser reescrita da seguinte
forma:

[Cay 4 7 (r)]x* 4 [Caa + 25 (r)|x* + [Caz + 25 (r)|x + 4 (r)x =0, (3.41)

onde C = y?, o(r) = r(bjr* +cir +d;) e ay, ay e a3 sio dados pelas equagdes (3.37)-(3.39)
e b;, c; e d; sao dados pelas equacdes (3.31)-(3.35).

Primeiramente, vamos encontrar o expoente m subcritico, ou seja, o expoente para A < A..
Para isso, vamos supor que para r ~ 0 teremos x ~ Kr", onde m > 0. Para r = 0, temos
que <% (r) = d;r. Novamente, para r ~ 0 temos que Ca| > < (r), Cay >> <5 (r) e Caz > #(r),
entdo Ca; + o (r) = Cay, Cay + 95 (r) =~ Cay e Casz + <#;(r) ~ Caz. Assim, a equagdo (3.41),
torna-se:

r(CalK3r3m_1 +Car K" 4 CazKr™ ! + dy) =0.

Como r > 0, entdo:
CaK>rP" ' 4 CarkK*r*™ ! + CazKr™ ™ +dy = 0. (3.42)
Agora, vamos descobrir qual € o menor expoente niao nulo de » na equagao acima:

m>0 = 3m>2m = 3m—1>2m—1
m>0 = 2m>m = 2m—1>m—1.

Assim, temos que o menor expoente nao nulo de r na equacdo (3.42) € m — 1, entdo essa
equagdo torna-se:
Caz;Kr" ' = —dy.

Como C, a3, K e d4 ndo dependem de r, para que a igualdade acima seja satisfeita para todo r
maior que zero, devemos ter:
m—1=0=>m=1. (3.43)

Agora, vamos encontrar o expoente 1/9;, ou seja, o expoente m para A = A.. Para isso,
—1 o
vamos supor que para r =~ 0 teremos x ~ Kr% , onde 0 < 0, ' <1. Para A = A, temos que

az = 0. Analogamente ao caso anterior, temos que a equacao (3.41), torna-se:

CaiK3P3% 1 L Cark® 12 4 dskr% ' +dy = 0. (3.44)
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Agora, vamos descobrir qual € o menor expoente niao nulo de r na equagdo acima:
§'<1 = §'-1<0 = 25'-1<¢"!
§'>0 = 35 '>25"' = 35'-1>25"-1
Assim, temos que o menor expoente nio nulo de r na equagdo (3.44) € 26, ' 1, entdo essa
equagdo torna-se:
Car K%'~V = _d. (3.45)
Como C, a», K e d4 ndao dependem de r, para que a igualdade acima seja satisfeita para todo r

maior que zero, devemos ter:

28, ' —1=0=1/8,=1/2. (3.46)

1000

Figura 3.3 K(d) versus d para Y = 1, com escala horizontal logaritmica e escala vertical linear

Como o expoente critico 1/, na aproximagio de pares é sempre 1/2 independentemente
da dimensdo, entdo, para descobrir a dependéncia da func¢do de resposta P(I) = P;(r) com a
dimenséo no baixo estimulo (r ~ 0), devemos calcular K (d). Usando as defini¢des de ds e C a
partir de (3.31)-(3.35) e (3.41) e substituindo (3.38) e (3.46) em (3.45), temos que:

- 4d2y(y+1)
K= \/(Zd— DY (2d—1)+7*(6d —4) +y(6d —5)+2d — 1]

(3.47)
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Fazendo o limite d — oo, obtemos K = /y/(y+ 1), o mesmo resultado encontrado na ACMS
(veja equacdo (2.49)), como esperado. Para interpretar a dependéncia do valor mdximo da faixa
dindmica A com a dimens@o, é importante descobrir se K(d) é crescente ou decrescente. Para

isso, calculamos a sua fungdo derivada K'(d):
4dy(y+ 1)2[d(y+1)3 + (d = 1) (PP + 4P+ 57+ 1)]
{2d—1)[P(2d— 1)+ y2(6d —4) + y(6d —5) + 2d — 1]}2

4dPy(y+1)? e
{ (d— 1) (2d— 1) + 72(6d — &)+ 7(6d — 5) + 2d — 1] } |

K'(d) = -

(3.48)

Como ¥ > 0, entdo para d > 1, temos que K'(d) < 0, ou seja, K(d) diminui com a dimen-
sdo (veja figura 3.3).

Vamos verificar se a expressdo do valor de saturacdo de P(I) = P(r) em fungdo de y para
r — oo (ou seja, o valor de Fj,(7Y)) é a mesma que a encontrada no caso dos neurdnios desaco-
plados e na ACMS. Para r — oo, temos que .27 (r) = b;r>. Novamente, para r — oo, temos que
7i(r) > Ca;, entdo Ca; + (r) ~ <f;(r). Assim, a equacdo (3.41) torna-se:

b1x> 4+ byx® + byx+ by = 0.

Usando a definicao de b; e as equagdes (3.32)-(3.35) na equacao acima e apds poucas simplifi-

cacdes, temos que:
e
y+1

que é, realmente, a mesma expressdo do valor de saturagio F,.(7y) calculada no caso dos

(y+1x—9P =0=x= (3.49)

neuronios desacoplados e na ACMS. Como ja foi observado antes, o valor de F},,,, ndo depende

de A nem da dimenséo da rede’.

3.1 Curvas de resposta

Assim como foi feito na se¢do 2.3 para a ACMS, vamos fazer algumas observacdes sobre
as curvas de resposta obtidas na aproximagdo de pares. Por uma questdo de interpretacdo
bioldgica, daqui até o fim deste capitulo, vamos chamar sempre P(I) = P;(r) de F, onde F é a
resposta da rede de neur6nios [13, 14, 15].

Observe-se que, como ndo poderia deixar de ser, nas figuras 3.4 e 3.5, todas as curvas de

resposta convergem para o mesmo valor F,,, calculado em (3.49). Nos detalhes da figura 3.4

"Veja secio 2.2.
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Figura 3.4 Curvas de resposta (taxa média de disparo versus taxa de estimulo) para y=1de A =0 até
2. (em intervalos de 0,24,) com escala horizontal logaritmica e escala vertical linear para uma e duas

dimensdes (detalhes: atividade estacionéria espontinea (r = 0) da rede de neur6nios versus A)

temos a atividade estaciondria espontinea (r = 0) da rede de neurdnios versus A. Essas figu-
ras foram inseridas com o objetivo de mostrar, de maneira clara, a transicao de fase de ndo-
equilibrio e a dependéncia da resposta da rede em A, na auséncia de estimulo externo (r = 0),
depois que ela ocorre. Como ja foi dito na secdo 2.3, sem as figuras inseridas, isso ja poderia ser
visto de uma maneira ndo tdo clara pelos valores das respostas em » = 107> & 0, uma vez que
esses valores sdo aproximadamente os valores de Fj e sdo muito préximos de zero para A < A
e claramente maiores que zero para A > A.. Na figura 3.5, vemos graficamente que o expoente
m é igual a 1 abaixo da criticalidade e o expoente 1/J;, é 1/2, que sdo os expoentes calculados
nas equagdes (3.43) e (3.46).

Vimos neste capitulo que, na criticalidade, o baixo estimulo € mais amplificado quanto mais
baixa for a dimensao (vejam-se equacgdes (3.47) e (3.48) e figura 3.3). Isso leva a fungdes de

resposta que, na criticalidade, vao a zero mais lentamente com a diminui¢ao do estimulo nas
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Figura 3.5 O mesmo que a figura 3.4, com escalas horizontal e vertical logaritmicas

dimensdes mais baixas. Podemos ver isso graficamente na figura 3.6. Observe-se que, como
era de se esperar, pela figura 3.3, a curva de resposta na criticalidade para uma dimensao é
razoavelmente afastada das curvas de resposta para uma e duas dimensdes e para a ACMS.
Essas trés ultimas estdo proximas umas das outras. Isso se reflete na razodvel diferenca entre
a curva de faixa dindmica A(A/A.) para uma dimens@o e as curvas A(A/A.) para dimensdes
mais altas que veremos na figura 3.7.

Olhando novamente as equagdes (3.40) e (3.48), podemos ver que era de se esperar que o
caso unidimensional fosse razoavelmente diferente dos casos de dimensdo mais alta. Encontra-
mos uma expressao 2d — 2 somando no denominador do segundo membro de (3.40), que leva
a um valor consideravelmente maior de A, para d = 1 do que para dimensdes mais altas. Além
disso, encontramos um fator d — 1, numa expressao somando no numerador do primeiro fator
de (3.48), levando a um valor notavelmente maior em médulo de K'(d) para uma dimensdo que
para outras dimensdes e, conseqiientemente, a um valor razoavelmente maior de K(d) para o

caso unidimensional que para dimensdes mais altas.
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Figura 3.6 (a) Curvas de resposta na criticalidade, com escala horizontal logaritmica e escala vertical

linear para y = 1, (b) o mesmo que (a) com escala vertical logaritmica

3.2 Faixa dinamica

Apesar de termos a expressdo analitica de F(r), ndo foi possivel obtermos a expressdo
analitica da faixa dindmica versus A /A, na aproximacdo de pares, pois ndo conseguimos en-
contrar analiticamente a fungdo inversa de F(r). Para encontrarmos os valores de rg 1 € 199,
para cada curva de resposta, resolvemos a equacao (1.1) pelo método da bisseccdo. Foi assim
que obtivemos os graficos da figura 3.7.

Como esperado, assim como na ACMS, a faixa dindmica é maxima na criticalidade na
aproximagcdo de pares. Observe-se que as curvas A(A /A.) para duas e trés dimensdes sdo qua-
litativamente muito parecidas. Para dimensdes muito altas, elas convergem para a curva de
campo médio simples, como esperado. A curva para uma dimensao tem a peculiaridade de ter
uma leve concavidade para baixo para valores de A /A, menores que 0,5 e, depois, passa a ter

uma concavidade para cima como as outras curvas e, além disso, enquanto as curvas para duas
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e trés dimensdes e para ACMS estdo bem préximas entre si, a curva para uma dimensao estd
razoavelmente afastada das outras. Como ja tinhamos dito antes, o valor maximo da faixa di-
niamica diminui com a dimensao até o valor encontrado na ACMS. Além disso, o valor da faixa
dindmica para A = 0 é, como ndo poderia deixar de ser, sempre8 ~ 19 dB, independentemente

da aproximag¢do que estamos usando.

Figura 3.7 Comparagdo de A versus A /A, na aproximacdo de pares para uma, duas e trés dimensdes

com a ACMS para y=1

Como o valor de F,,;, nao depende da dimensdo da rede (vejam-se equacdo (3.49) e fi-
gura 3.6), entdo, para um valor fixo de ¥, A é dominado por r¢ 1, portanto o valor mdximo da
faixa dindmica (A(A = A.)) € monotonicamente crescente com K(d), logo A(A = A.) diminui

com a dimensdo até o valor encontrado na ACMS. Vemos isso graficamente na figura 3.7.

8Esse valor foi calculado exatamente na secio 2.1.



CAPITULO 4

Simulacoes

Em nossas simula¢des numéricas, optamos por um método completamente anidlogo ao
usado por J. Joo e J. L. Lebowitz [1]. Usamos redes com condi¢des de contorno periodi-
cas, ou seja, anéis em uma dimensao e tordides em duas dimensdes. A diferenca fundamental
entre nosso método de simulacdo e o deles é que ndo tivemos de nos preocupar com o estado
absorvente, pois o estimulo externo (ou seja, a infeccao espontanea nos sitios saos, a taxa r, em
adicdo a infec¢@o por contato) obviamente elimina o estado absorvente. O estimulo externo re-
move a transi¢ao de fase de ndo-equilibrio, da mesma forma que um campo magnético externo
no modelo de Ising [35, 55, 56].

Uma configuracio inicial em que todos os sitios estdo polarizados (suscetiveis)!' é desen-
volvida de acordo com as taxas de transi¢ao descritas na definicao (1.7). Na pratica, um sitio
€ escolhido aleatoriamente e um nimero aleatério no intervalo aberto entre 0 e 1 € também
escolhido. Se esse nimero for menor que uma dada probabilidade de transi¢do para esse sitio,
que € igual a taxax At, o estado dele ¢ alterado, sendo o estado dele permanece o mesmo. Es-
colhemos Ar tdo pequeno para a probabilidade de transi¢dao nunca exceder a unidade, dados A,
Y, z e r [1, 57]. Assim, definimos Az como sendo 1/(1+zA +y+r). O tempo é incremen-
tado em Ar depois de cada N passos, bem sucedidos ou ndao, onde N € o nimero de sitios da
rede [35].

Para obter o estado estaciondrio deste processo, fazemos o sistema evoluir até um certo
tempo tyqy X At, sendo t,,,, = max(T,7/r), escolhendo 7, de modo que 7i/ry;; = 10T, com T
fixado em cada simulagio?3. Obtemos a curva p(¢), que é a densidade instantanea de sitios no
estado disparando (ou seja, o nimero de sitios no estado disparando dividido pelo niimero total

de sitios da rede). Descobrimos em qual instante i X A¢, onde i é um inteiro, o sistema entrou

Como, devido ao estimulo externo, sé hd um estado estaciondrio para cada conjunto de parimetros, a escolha
da densidade inicial de sitios no estado disparando (infectado) pg € totalmente arbitraria. Escolhemos py = 0 para

facilitar as simula¢des no baixo estimulo r = 0.
ZEsse artificio na escolha do tempo de evolucio do sistema foi usado para que se pudesse ter uma precisio

aceitdvel nos valores de (p), no baixo estimulo r &~ 0. Veja defini¢do de p(¢) no texto a seguir.
30 valor de i, é 0 menor valor de r que usamos em uma simulagio para encontrar uma curva de resposta.

50
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Figura 4.1 Densidade instantanea de sitios disparando para uma dimensio (d = 1), L=5000, y=1,A =
7,73 Ae, T = 10° e i =0, 1. Em todas as simulagdes usamos 5 x 10~ como sendo a inclinacio exigida
da reta de ajuste para que o sistema esteja no estado estaciondrio. No lado esquerdo da figura, vemos o
primeiro ajuste linear com a = 9,347 x 10~ e b=9,219 x 1072, que j4 satisfaz a condicio a < 5x 1077,
portanto a média foi tirada em todos os pontos da curva p(t), que foi dada por (p), = 7,587 x 102, No
lado direito, na primeira tentativa, temos ag = 2,391 x 10 %eby= 2,295 x 1072. Apés vdrias tentativas,
descobrimos que o primeiro ponto do estado estaciondrio estd em ¢ = 13256 X At e os parametros da reta
de ajuste, comecando desse ponto, sdo a = 4,99965 x 10~7 e b = 8,885 x 10~2. Nesse caso, o valor
de (p), foi de 1,090 x 1071

no estado estaciondrio e calculamos a média temporal (p), de p(r) nesse estado. Repetimos
esse procedimento algumas vezes para os mesmos valores de A, ¥, r e pg, na mesma rede, €
encontramos a média nas execucdes (amostras) de (p), [1, 35], que chamaremos de F(r) [13,
14, 15, 30].

O algoritmo que usamos para descobrir em qual instante i X At o sistema entrou no estado

estaciondrio foi fazer um ajuste linear com 0S f,,4,/2 primeiros pontos da curva p(t), veri-
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Figura 4.2 O mesmo que 4.1 para duas dimensdes (d = 2), L =100, y=1, A = 0,567 ~ A, T = 10*
e i =0,1. No lado esquerdo da figura, vemos o primeiro ajuste linear com a = —2,135 x 1077 ¢
b = 1,323 x 1072 e obtivemos um valor de (p), igual a 7,973 x 1073, No lado direito, apds vdrias
tentativas descobrimos que o primeiro ponto do estado estaciondrio estd em ¢ = 29 x Az e os paradmetros
da reta de ajuste, comecando desse ponto, sdo a = 4,967 x 1077 e b = 1,635 x 10~2. Nesse caso, o valor
de (p), foi de 1,694 x 102,

ficando se 0 médulo da inclinagdo da reta de ajuste € menor que uma determinada inclinagao
exigida, que é, obviamente, arbitrdria. Se for maior ou igual, faz-se um ajuste linear com #,,,, /2
pontos consecutivos, comeg¢ando do segundo ponto da curva p(t), repetindo a verificagdo. Se,
novamente, for maior ou igual, faz-se o ajuste comegando do terceiro ponto da curva p(t), e
assim por diante. Esse procedimento se repete até que o modulo da inclinagdo da reta de ajuste
seja menor que a inclinagdo exigida ou até chegar aos Gltimos f,,,c/2 pontos. Quando isso
ocorrer, o primeiro ponto usado para se fazer o ajuste linear serd considerado o primeiro ponto
do estado estaciondrio.

De agora em diante, vamos usar a seguinte nomenclatura: N € o nimero de sitios da rede, L
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é o comprimento e d é a dimensao, tal que N = L¢. Nas figuras 4.1 e 4.2, ilustramos o algoritmo
descrito acima para descobrir em qual instante i X At o sistema entrou no estado estaciondrio e
a dependéncia de #,,,, em r. Escolhemos deliberadamente valores de A proximos dos valores
de A., para mostrar as flutuagdes violentas que acontecem nesse caso [35]. Também vemos
claramente nas figuras 4.1 e 4.2 que realmente € necessario um tempo de evolucdo cerca de dez
vezes maior para uma taxa r = 10~/ que para r = 10~ para d = 1 (0 mesmo ocorrendo para
r=10"%e r =107 parad = 2), pois p (1) apresenta flutuagdes cada vez mais violentas quanto
mais baixa for a taxa r. Ao sair da regido de baixo estimulo, podemos utilizar um tempo de
evolugdo cerca de dez vezes menor na rede bidimensional que na rede unidimensional.

Para obtermos o A., ndo usamos a teoria de escala de tamanho finito [1, 35, 58], pois con-
sideramos o fato de que o modelo epidémico SIRS estocéstico na rede estd na mesma classe
de universalidade do processo de contato [35, 36, 37, 38], isto é, possui 0S mesmos expoentes
criticos. Assim, usamos um método heuristico para obter o A.. Como o expoente 1/, é co-
nhecido com alta precisdo (1/8, =0.111emd =1e 1/, = 0.285 em d = 2) [35, 59], entdo,
depois de obter vdrias curvas de resposta para um mesmo Y (geralmente, comegamos encon-
trando dez curvas para valores de A no intervalo em que sabemos que estd o A [1]), escolhemos
as duas curvas mais proximas de ter o expoente critico conhecido (uma subcritica € uma su-
percritica) para fazer uma busca um pouco mais refinada. Calculamos a média aritmética entre
os dois valores de A e encontramos a curva de resposta para esse valor. Pelo comportamento
no baixo estimulo, descobrimos se essa nova curva de resposta € subcritica ou supercritica e
excluimos a curva do mesmo tipo (subcritica ou supercritica), ficando, novamente, com apenas
duas curvas (uma subcritica e uma supercritica). Repetimos esse procedimento até obtermos
uma curva de resposta tdo préxima do expoente critico quanto a nossa precisao permita, ou seja,
até encontrarmos uma curva de resposta que nao conseguimos mais distinguir se € subcritica
ou supercritica. Assim, obtemos uma aproximagao grosseira do valor de A, que, para nossos
objetivos, € uma aproximag¢do mais que suficiente.

O método que usamos para identificar rapidamente se uma curva € subcritica ou supercritica
€ observar sua dependéncia em r no baixo estimulo (ou seja, quando r ~ 0). Em um grafico da
funcdo de resposta versus taxa de estimulo externo em escalas horizontal e vertical logaritmicas,
verificamos se a resposta cresce linearmente com 7 (ou seja, se tem expoente de Stevens-Hill* m
igual a 1)—caso em que a curva é subcritica— ou se € constante em r—nesse caso, a curva é

supercritica [13].

“Veja subsecio 1.2.3.
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O erro no valor aproximado de A, é a diferenca minima necessaria no valor de A perto da
criticalidade para que se possa perceber uma mudanca relevante na dependéncia da funcdo de
resposta em r no baixo estimulo, ou seja, para que ndo se confunda uma curva subcritica com

uma critica ou uma supercritica com uma critica. Assim, os valores encontrados de A, para

Y =1 foram:
7,73 + 0,08, parad =1,

0,567 + 0,002, parad = 2,

que parecem corroborar os resultados de J. Joo e J. L. Lebowitz [1], como esperado.

4.1 Curvas de resposta

Neste capitulo, as figuras que contém os graficos das curvas de resposta t€ém uma utilidade

extra. Elas sdo tteis para ilustrar o método explicado acima para encontrar o valor aproximado

de A..
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Figura 4.3 (a) Curvas de resposta (média da densidade estaciondria de neurdnios disparando versus

taxa de estimulo externo) em escalas horizontal e vertical logaritmicas de A = 0 até 15 (em intervalos

de 1,25) para uma dimensdo (d = 1), L=15000, y=1,T = 105, 7= 0,1 e 5 execugdes (as outras curvas

sdo indicadas pela legenda), (b) o mesmo que (a) de A = 0 até 1,1 (em intervalos de 0,1) para duas
dimensdes (d =2), L=100e T = 10*

Observe-se, nas figuras 4.3 e 4.4, que o erro no valor da resposta no baixo estimulo cresce,

quando o valor de A se aproxima do valor de A.. Esse foi mais um critério que usamos para

saber se o valor de A estd préximo do valor de A, [35].

(a) 0.5

0.45 1

0.4
0.35

0.3 #

u 0.25

0.2 1

0.15
0.1
0.05
0

vty

redeidiisisssieased
sitisdniiiaiiiiiind
Snmnannnaine

o
v 7 "
A A A
¥ T

(b) 0.5

0.45 1
0.4
0.35

0.3

w 0.25 4
0.2 1
0.15
0.1
0.05

10710810 10

B A -
4

r

102102107 10° 10" 10?

0

S
P Rl
A e
L :v' At
pRasEEd

10 10° 10

Figura 4.4 O mesmo que 4.3, com escala vertical linear

10° 102 107
r

1



4.2 FAIXA DINAMICA 56

Observe-se que, como ndo poderia deixar de ser, nas figuras 4.3 e 4.4, todas as curvas de

resposta convergem para o mesmo valor Fj,,, calculado em (1.11).

4.2 Faixa dinamica

Para obtermos a faixa dinamica, calculamos analiticamente Fj,,, pela equacdo (1.11), des-
cobrimos o valor de Fp para cada curva de resposta obtida, encontramos r¢ | € rp9 de acordo
com a definicdo (1.1) e, finalmente, aplicamos a defini¢do (1.2). Para encontrarmos o valor
de Fyp para cada curva de resposta, usamos um método um pouco mais complicado para uma
dimensao (d = 1) que para duas dimensdes (d = 2). Para duas dimensdes, fazemos simples-

mente Fy = F(r = 1()_6), uma vez que essa € uma boa aproximacdo, nesse caso. Para uma

(@) 0.55 -
0.5 o =3
0.45 §  Fo+0,9(Fpay - Fo)
0.4
0.35
0.3 3

I-LO.25 E Fo + 0,1 (Fmax - Fo)

B e e

0.15 3

0.1 3

0.05

NE I 0.1 e U - B

1e-07 1e-06 1e-05 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100
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(b) 0.252 (c) 0.48
0.248 0.476
0.244 3 Fo + 0,1(F iy - Fo) 0.472
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0.236 0.464

0.232 A T T 0.46 A T T

2+10™ 3*10™ o1 510%6*10™ 2 3 0,9 5 6
r r
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Figura 4.5 (a) Curva de resposta para para uma dimensio (d = 1), L = 5000, y=1,A1 = 8,75, T = 10,
n=0,1e 5 execugdes e parametros relevantes para calcular a faixa dindmica, (b) ampliacdo de (a) em

torno do ponto (ro,1,F(ro,1)) e (c) ampliagdo de (a) em torno do ponto (ro9,F (ro9))
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dimensio, fazemos Fy = F(r = 1077), para A < A. e, Fy = F(r = 1079), para A > A, pois
ha uma imprecisdo que nao pode ser desprezada nas curvas de resposta supercriticas quando a
taxa de estimulo externo é baixa demais®. Para encontrarmos 10,1 € 9 9 de acordo com a defini-

¢do (1.1) para cada curva de resposta, fazemos um ajuste logaritmico®

com os dois pontos logo
abaixo e acima do valor de F(r,) (parax =0,1 e x = 0,9, respectivamente) e descobrimos o
valor da coordenada r no ponto onde a curva de ajuste antige o valor F(ry), como mostramos

na figura 4.5. Assim, temos os seguintes resultados mostrados nas figuras 4.6 € 4.7.

65
60
55
50

Figura 4.6 Faixa dinimica versus A /A, nas simulagdes numéricas para uma (d = 1) e duas (d = 2)

dimensdes, y= 1,7 =0,1 e 5 execugdes

Na figura 4.6, vemos que, assim como na aproximacao de pares, o valor méximo da faixa

dindmica diminui com a dimensdo. Na aproximac¢do de pares a influéncia de d sobre A estava

Veja-se figura 4.4 (a).
®Estamos supondo que a lei de Weber-Fechner (veja subsegdo 1.2.3) é vilida em boa aproximagio no inter-

valo [ro.1,70,9]. Observe que essa suposigdo parece ser razodvel de acordo com as figuras 4.4 e 4.5.
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contida em K(d). Aqui estd no expoente, uma vez que o expoente de Stevens-Hill na critica-
lidade (1/8y) cresce com a dimensao [35, 59]. Devido a esse fato, o valor méximo da faixa
dindmica para o mesmo conjunto de parametros (inclusive a dimensao) € muito maior nas si-
mulacdes que na aproximacdo de pares. No entanto, as curvas A(A/A.) para as simulagdes
e para a aproximacao de pares sdo qualitativamente muito parecidas, como mostramos na fi-
gura 4.7. Assim como na aproximacgao de pares, a curva para d = 1 tem a peculiaridade de
apresentar uma leve concavidade para baixo para valores de A /A. menores que 0,5 e depois
passa a ter uma concavidade para cima. Além disso, o valor da faixa dindmica para A = 0
é, como ndo poderia deixar de ser, sempre’ ~ 19 dB, independentemente da dimensio. Em-
bora a aproximagdo de pares erre os expoentes 1/0y, e, conseqiientemente, subestime A, prevé

qualitativamente a forma de A(A/A.) e a diminuigdo do pico com d.

(a) 65 ? (c) 42
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Figura 4.7 (a) Faixa dindmica versus A /A, nas simula¢des numéricas para uma dimenséo (d = 1) e
Y=1, (b) o mesmo que (a) na aproximagdo de pares, (c) 0 mesmo que (a) para duas dimensdes (d = 2)

e (d) o mesmo que (c) na aproximacio de pares

"Esse valor foi calculado exatamente na seciio 2.1.



CAPITULO 5

Conclusoes e perspectivas

Nesta Dissertacdo, estudamos o comportamento da populagdo de neurdnios disparantes
acoplados eletricamente através do modelo epidémico SIRS estocéstico na rede hipercubica,
que, como ja foi dito, pode ser visto como um modelo estocastico simples de um meio excitavel.

O valor da faixa dindmica A depende da taxa de transmissdo A (o acoplamento) e da dimen-
sdo d da rede (a estrutura espacial), que t€ém papel decisivo para a forma da curva de resposta
no baixo estimulo (r ~ 0). Assim como no artigo de O. Kinouchi e M. Copelli [13], tanto nas
aproximagdes de campo médio simples e de pares como nas simulacdes, a maior faixa dina-
mica é obtida precisamente na criticalidade. O valor mdximo da fun¢do de resposta depende
somente do periodo caracteristico refratdrio 1/, mas esse parAimetro ndo tem, na aproximagao
de campo médio simples!, qualquer influéncia no valor de A.

A aproximacao de campo médio simples feita teve uma boa concordancia qualitativa com os
resultados de Kinouchi-Copelli [13], como esperado. Aparentemente, conseguimos encontrar
valores de A, nas simulagdes proximos aos encontrados por J. Joo e J. L. Lebowitz [1] para y =1
em uma (d = 1) e duas (d = 2) dimensdes com pouca, porém, suficiente precisdo para nossos
objetivos.

O valor do expoente de Stevens-Hill critico que encontramos nas aproximagdes de campo
médio simples e de pares foi 1/, = 1/2, como esperado. Entretanto, embora a aproximagdo de
pares erre o expoente 1/J;, e, conseqiientemente, subestime A, prevé qualitativamente a forma
de A(A/A;) e a diminui¢do do valor mdximo de A com d.

Propomos que o principal papel funcional das sinapses elétricas e das interagdes efaticas
seja aumentar a faixa dindmica, conseqiientemente, permitindo a codificacdo da informacgdo
que mede diversas ordens de grandeza. Elas podem fornecer a base neural microscopica para
as leis da Psicofisica.

Pretendemos fazer um estudo da dependéncia de A com Y nas simulacdes numéricas. Para

'Nzo testamos se isso é verdade na aproximagio de pares ou nas simulagdes numéricas, pois nio conseguimos
resultados com uma precisdo aceitdvel nas simulagdes em uma dimensdo (d = 1) para y < 1, lembrando que Y < 1

¢ a regido biofisicamente relevante.
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isso, devemos obter resultados com uma precisdo aceitdvel nas simulagdes em uma dimensao
(d = 1) para y < 1. Também pretendemos realizar as simulagdes para trés e quatro dimensoes,
e linearizar o sistema de equagdes diferenciais acopladas para a aproximacgao de pares. Em
trabalhos futuros, desejamos realizar os cdlculos das aproximacdes de pares e as simulacdes

em topologias possivelmente mais realistas.



APENDICE A

Solucao analitica da equacao cabica

A solugdo analitica da equagio A1x’ 4+ Asx? +A3x + A4 = 0 é encontrada usando-se o algo-

ritmo de Cardano [60], como mostramos abaixo. Primeiramente, definimos:

A
B == A.l
L= (A.1)
Az
By, = — A2
2 A] ’ ( )
Ay
By = —. A3
3T (A.3)
Agora, definimos:
3B, — B?
p= 3 L (A.4)
2B} —9BB; +27B3
— . A.5
q 7 (A.5)
1.
Fazemos": (]2 p3
A=+ —. A.6
1 + 57 (A.6)
Definimos:
A= —g+\/& (A7)
B= —g—\/& (A.8)
Novamente, definimos:
Y = A+B, (A.9)
—(A+B)++v—-3(A—B
Y, = A+ )+2 ( ), (A.10)
—(A+B)—+v—-3(A—B
Y; = (A+5) > ( ). (A.11)

IN3o confundir esse A com faixa dindmica.
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As raizes da equagdo sdo, finalmente:

w=r-ok (A.12)
X = Yz—%, (A.13)
N (A.14)
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