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Resumo

Modelos gaussianos de séries temporais ARMA têm sido largamente utilizados na literatura.
Benjamin et al. (2003) estenderam estes modelos para variáveis pertencente a família de distri-
buição exponencial. Nesta mesma linha, Rocha e Cribari-Neto (2009) propuseram um modelo
de série temporal para a classe de distribuições Beta. Nesse sentido, nós propomos o modelo
autorregressivo de médias móveis simétrico (SYMARMA), um modelo dinâmico para variá-
veis aleatórias pertencentes à classe de distribuições simétricas que inclui tanto a dinâmica
autorregressiva e de média móveis, como também permite inserir regressores no modelo. O
modelo SYMARMA é construído a partir da classe de regressão simétrica só que agora, na
especificação da média, temos uma componente adicional com termos autoregressivos e de
médias móveis incluídos aditivamente. A estimação dos parâmetros do modelo SYMARMA é
feita através da maximização do logaritmo da função de verossimilhança condicional usando
um algoritmo de otimização não-linear, em particular utilizamos o algoritmo escore de Fisher.
Estudos de simulação foram realizados para avaliar o desempenho e o comportamento do esti-
mador de máxima verossimilhança condicional para os parâmetros do modelo e, para também
avaliar o efeito da presença de outlier aditivo ou de inovação no ajuste e na previsão de obser-
vações futuras. Discutimos testes de hipóteses para os parâmetros do modelo. Aplicações com
dados reais também serão apresentadas e discutidas.

Palavras-chave: ARMA, distribuição simétrica, máxima verossimilhança condicional, outli-
ers, previsões, séries temporais.
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Abstract

Gaussian ARMA time series have been widely used in the literature. Benjamin et al. (2003)
extended these models to variables belonging to the exponential family distribution. Along
this line, Rocha and Cribari-Neto (2009) proposed a time series model for the class of Beta
distributions. Accordingly, we propose symmetric autoregressive moving average model (SY-
MARMA), a dynamic model for random variables belonging to the class of symmetric distri-
butions which includes both dynamic autoregressive and moving average, but also allows you
to enter the model regressors. The model SYMARMA is built from the class of symmetric re-
gressions only now, in the specification of the mean, we have an additional component in terms
of autoregressive and moving average included additively. The estimation of model parameters
SYMARMA is done by maximizing the logarithm of the conditional likelihood function using
an algorithm for nonlinear optimization, in particular we use the Fisher scoring algorithm. Si-
mulation studies were conducted to evaluate the performance and behavior of the conditional
maximum likelihood estimator for the parameters of the model and we also evaluate the ef-
fect of the presence of additive or innovation outliers in the setting and forecasting of future
observations. We discuss tests for the model parameters. Applications with real data are also
presented and discussed.

Keywords: ARMA, conditional maximum likelihood, forecasts, outliers, symmetric distribu-
tions, time series.
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CAPÍTULO 1

Introdução e Motivação

I cannot oscillate a time series or properly analyse a variance...

—ELY ESSAYS (in Economics Chapter 6 (p. 105))

A suposição de normalidade para os erros em uma análise de regressão constitui uma impor-
tante e muito utilizada técnica na descrição e investigação de fenômenos considerados ale-
atórios. Um exemplo são os modelos de valorização de ativos de capital, CAPM (“Capital
Asset Pricing Model”), desenvolvidos independentemente por Sharpe (1964), Lintner (1965)
e Mossin (1966), que consideram que as rentabilidades das ações seguem uma distribuição
aproximadamente normal. No entanto, em muitas situações a suposição de normalidade dos
erros não é satisfeita e, além disso, muitas vezes nos deparamos com acontecimentos inespe-
rados ou incontroláveis, como, por exemplo, greves, guerras ou mudanças políticas, que dão
origem a observações atípicas que de alguma forma são inconsistentes com o resto da série.
Tais observações, muito comuns em rentabilidades de ações dos mercados latino americanos,
podem comprometer os procedimentos inferenciais usuais de uma análise estatística, podendo,
por exemplo, fornecer estimativas bastante viesadas dos parâmetros do modelo ou, até mesmo,
uma identificação incorreta do modelo. Neste sentido, algumas extensões foram proposta ao
longo dos anos, por exemplo, Galea et al. (2008), Paula e Cysneiros (2009), Maior e Cysneiros
(2009), embora nestes modelos a dependência temporal não foi incorporada.

O trabalho pioneiro sobre séries não-Gaussianas foi desenvolvido por Cox (1981) que estu-
dou a autocorrelação dos dados, caracterizando duas classes de modelos dependentes no tempo:
modelos condicionados a observações passadas e modelos baseados em processos latentes. Ze-
ger (1988) sugeriu um estudo baseado na dependência no tempo através de processo latente por
meio de um modelo linear generalizado (ver, McCullagh e Nelder 1989). West et al. (1985)
abordaram esse problema através de um enfoque bayesiano utilizando o filtro de Kalman para
resposta perante a família exponencial. Zeger e Qaqish (1988) desenvolveram modelos au-
torregressivos na família exponencial que permitem a inclusão de covariáveis, em particular,
modelos autorregressivo Poisson e Gama condicional, estendendo a classe de modelos lineares
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1.1 MOTIVAÇÃO 2

generalizados (MLG), e Li (1994) introduz uma estrutura de médias móveis aos modelos de Ze-
ger e Qaqish (1988). Mais recentemente, Benjamin et al. (2003) e Rocha e Cribari-Neto (2009)
desenvolveram modelos dinâmicos para variáveis aleatórias na família exponencial (GARMA)
e na família de distribuição beta (βARMA), respectivamente.

O objetivo desta dissertação é propor uma classe de modelos que permita o ajuste de séries
temporais pertencentes à classe de distribuições simétricas. A classe de distribuições simétricas
contém distribuições com caudas mais pesadas e mais leves que a distribuição normal. Distri-
buições com caudas mais pesadas, como, por exemplo, a distribuição t de Student, tendem a
acomodar melhor observações atípicas e, desta forma, fornecer estimativas mais estáveis para
os parâmetros do modelo.

Como exemplo de outras distribuições pertencentes à classe de distribuições simétricas po-
demos citar a normal contaminada, t de Student generalizada, logística tipos I e II, logística
generalizada, Kotz, Kotz generalizada, exponencial potência, dentre outras. Uma revisão de di-
ferentes áreas em que as distribuições simétricas são aplicadas é apresentada em Chmielewski
(1981).

Baseado nas características das distribuições simétricas, estendemos os modelos de sé-
ries temporais autorregressivo de médias móveis gaussiano (ARMA) considerando um mo-
delo dinâmico para séries temporais com distribuição simétrica condicional, denominado SY-
MARMA.

1.1 Motivação

Frequentemente, em séries temporais, são encontradas observações que surgem como atípicas
face às restantes em consequência de erros de medição, por influência de intervenções exóge-
nas, de alterações inesperadas em certas condições de um sistema físico, entre outras. Essas
observações atípicas são comumente denominadas de outliers (Fox (1972)).

Dentre os autores que discutem a influência de outliers na estimação e inferência de parâ-
metros em modelos estatísticos podemos citar Martin e Yohai (1985) e Ota (1996).

Para ilustrar a presença de observações atípicas em séries temporais, apresentamos, nas
Figuras 1.1 e 1.2, duas séries com essas características. A primeira série corresponde à arreca-
dação do Imposto sobre Operações Relativas da Circulação de Mercadorias e sobre Prestações
de Serviços (ICMS) no estado de Pernambuco entre os meses de outubro de 2001 e agosto de
2011. Os dados foram deflacionados pelo Índice Geral de Preços - Disponibilidade Interna
(IGP-DI) utilizado como mês de referência agosto de 2011. Deflacionar a série é importante
pois precisamos remover o efeito da inflação nos valores da série temporal. Nota-se claramente



1.2 APRESENTAÇÃO DOS CAPÍTULOS 3

que a série possui cinco grandes quedas no valor da arrecadação, essas quedas correspondem
aos meses de setembro, outubro e novembro de 2008 em que a arrecadação foi, aparentemente,
totalmente transferida para algum outro setor e aos meses de outubro e novembro de 2009 em
que o imposto arrecadado com o ICMS foi, aparentemente, parciamente transferido chegando
assim a uma arrecadação de apenas 617 e 660 mil reais, respectivamente.

Figura 1.1 Série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco - dados deflacionados pelo IGP-DI.

A segunda série refere-se à inflação do Brasil durante o período de janeiro de 1965 a novem-
bro de 2011. A inflação foi medida de acordo com o IGP-DI. Dentre as diversas observações
atípicas presentes nesta série, podemos destacar março de 1986 (plano Cruzado), junho de 1987
(plano Bresser), janeiro de 1989 (plano Verão), abril de 1990 (plano Collor I), fevereiro de 1991
(plano Collor II) e junho de 1994 (plano Real).

Estas séries serão estudadas em mais detalhes no decorrer desta dissertação e, como vere-
mos, a utilização de modelos na classe SYMARMA com distribuição condicional de caudas
mais pesadas pode ser bastante útil para modelagem desses tipos de séries.

1.2 Apresentação dos capítulos

No segundo capítulo desta dissertação iremos propor o modelo autorregressivo de médias mó-
veis simétrico. Condições de estacionariedade para a média e variância marginal da variável
dependente serão checadas. Discutiremos métodos de estimação dos parâmetros do modelo
e apresentaremos expressões para o vetor escore, para a matriz de informação observada de
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Figura 1.2 Série inflação no Brasil de acordo com IGP-DI.

Fisher e para a matriz informação esperada de Fisher condicional. Por fim, discutiremos como
realizar testes de hipóteses para os parâmetros do modelo e previsões.

No capítulo 3 definiremos os chamados outliers aditivos e inovadores, descreveremos o mé-
todo de geração de séries SYMARMA e apresentaremos resultados de estudos de simulação
realizados no modelo SYMARMA com o objetivo de avaliar o desempenho e o comporta-
mento dos estimadores de máxima verossimilhança condicional (EMVC) para os parâmetros
autorregressivos, de médias móveis e de escala do modelo SYMARMA, a adequação do ajuste
e a performance do modelo sob previsões futuras perante observações atípicas de diferentes
tamanhos e em diferentes locais da amostra.

No capítulo 4 utilizaremos dois conjuntos de dados reais para ilustrar a performance do
modelo SYMARMA sob previsões de observações futuras em séries temporais contínuas que
possuem observações atípicas. Nesses exemplos, a adequação do modelo SYMARMA sob dis-
tribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade será comparada com o clássico mo-
delo ARMA. Apresentaremos também detalhes da sintaxe de comandos da rotina elliptical.ts

desenvolvida pelo autor na plataforma R para modelagem de dados de séries temporais com
distribuição simétrica condicional.

Finalmente, o capítulo 5 concluirá esta dissertação com algumas observações.
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1.3 Suporte computacional

Todas as avaliações numéricas apresentadas nesta dissertação foram realizadas através do am-
biente de programação R (versão 2.13.0) para a plataforma operacional Windows. R é um
ambiente integrado que possui grandes facilidades para manipulação de dados, geração de grá-
ficos e modelagem estatística. R pode ser obtido gratuitamente através no endereço eletrô-
nico http://www.r-project.org. Para mais informações sobre o R ver, entre outros,
Cribari-Neto e Zarkos (1999) e Crawley (2007). As apresentações gráficas foram produzidas
no ambiente R (versão 2.13.0) e no Microsoft Office Excel (versão 2007).

A presente dissertação foi redigida utilizado o sistema tipográfico LATEX (Lamport, 1985).
O LATEX consiste em uma série de macros e rotinas baseadas no sistema TEX, criado por Donald
Knuth. Particularmente, este volume foi tipografado na classe UFPEThesis, desenvolvida por
Paulo G. S. da Fonseca e disponível em http://www.cin.ufpe.br/∼paguso/ufpe
thesis.



CAPÍTULO 2

Modelo Autoregressivo de Médias Móveis
Simétrico (SYMARMA)

Apaixone-se sempre pelos seus dados. Nunca pelo seu modelo!

—AUTOR DESCONHECIDO

Neste capítulo, estendemos os modelos de séries temporais autorregressivos de médias móveis
gaussiano (ARMA) para a classe de distribuições simétricas. A classe de distribuições simé-
tricas tem se tornado bastante popular por permitir uma maior flexibilidade na modelagem de
dados que contêm observações atípicas. Propomos o modelo autorregressivo de médias móveis
simétrico (SYMARMA), um modelo dinâmico para séries temporais com distribuição simé-
trica condicional. Nosso enfoque é semelhante ao que é dado em Benjamin et al. (2003) e
Rocha e Cribari-Neto (2009).

Este capítulo está organizado em 4 seções. Na seção 2.1 o modelo é apresentado e algumas
propriedades são descritas. Em seguida, na seção 2.2, são dadas expressões para o vetor escore
e para a matriz informação de Fisher condicional e é desenvolvido um algoritmo para estima-
ção dos parâmetros do modelo proposto. Testes de hipóteses para os parâmetros do modelo são
apresentados na seção 2.3. Por fim, a seção 2.4 trata de como realizar previsões para observa-
ções futuras da série utilizando o modelo SYMARMA.

2.1 Definição do modelo

Suponha que yt , t = 1, . . . ,T, é uma variável aleatória e assuma que condicionalmente ao con-
junto de informações passadas Ft−1 = (yt−1, . . . ,y1,µt−1, . . . ,µ1) yt segue uma distribuição
simétrica. Isto é, a densidade condicional de yt dado Ft−1 é

f (yt |Ft−1) =
1
√

ϕ
g
{
(yt−µt)

2

ϕ

}
, yt ∈ IR, µt ∈ IR e ϕ > 0, (2.1)

6
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em que µt é o parâmetro de locação, ϕ é o parâmetro de escala e g(·) é a função geradora
de densidades, com g(u) > 0, para u > 0, sendo tal que

∫
∞

0 u−
1
2 g(u)du = 1. Quando existem,

a média e a variância de yt , dado o conjunto de observações passadas Ft−1, são expressas,
respectivamente, por

E(yt |Ft−1) = µt e Var(yt |Ft−1) = ξ ϕ, (2.2)

em que ξ > 0 é uma constante que pode ser obtida pela derivada da função característica de
yt |Ft−1 avaliada em zero dada por ξ =−2ρ ′(0), sendo ρ(·) a função característica de yt |Ft−1

e ρ ′(0) = ∂ρ(u)/∂u|u=0 (Fang, Kotz e Ng, 1990, p.43).
Utilizaremos a notação yt |Ft−1 ∼ S(µt ,ϕ,g) para denotar que a variável yt , condicional ao

conjunto de observações passadas Ft−1, segue uma distribuição simétrica com parâmetro de
locação µt , parâmetro de escala ϕ e função geradora de densidades g.

Teorema 1. Se Y ∼ S(µ,ϕ,g) então a+ bY ∼ S(a+ bµ,b2ϕ), em que a,b ∈ IR com b 6= 0,
isto é, a distribuição de qualquer combinação linear de uma variável aleatória com distribuição
simétrica é também simétrica.

Prova do Teorema 1: Seja W = a+bY com Y ∼ S(µ,ϕ,g). Então,

FW (w; µ,ϕ) = P(W ≤ w) = P(a+bY ≤ w) = P
(

Y ≤ w−a
b

)
= FY

(
w−a

b

)
.

Temos que

fW (w; µ,ϕ) = fY

(
w−a

b

)
1
b
=

1
√

ϕ
g

{
(w−a

b −µ)2

ϕ

}
1
b
=

1√
b2ϕ

g
{
(w− (a+bµ))2

b2ϕ

}
.

Logo,
W ∼ S(a+bµ,b2

ϕ).

Aqui, FY e FW são utilizados para denotar a função distribuição de probabilidade das va-
riáveis aleatórias Y e W , respectivamente. E, fY e fW são utilizados para denotar a função
densidade de probabilidade das variáveis aleatórias Y e W , respectivamente.

�

Diferentemente da classe de modelos simétricos de regressão, na especificação da média µt

no modelo SYMARMA temos uma componente dinâmica adicional, τt , com termos autorre-
gressivos e de médias móveis incluídos aditivamente. Definimos µt como

µt = x′tβ + τt , (2.3)
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em que x′t = (xt1,xt2, . . . ,xtk) é o vetor com valores das k variáveis explicativas, k < T , β =

(β1,β2, . . . ,βk)
′ um vetor de parâmetros desconhecidos e τt é um componente ARMA que será

descrito a seguir.
Para motivar a definição da componente ARMA τt , considere γt = yt−x′tβ como sendo um

modelo ARMA(p,q), inicialmente, como função de um termo γt . Da forma como definimos γt

temos que γt−i para i > 0 é mensurado em Ft−1. A componente γt também pode ser expressa
por

γt = α +
p

∑
i=1

φiγt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j + rt , (2.4)

em que φ = (φ1,φ2, . . . ,φp)
′ e θ = (θ1,θ2, . . . ,θq)

′ são parâmetros autorregressivos e de médias
móveis, respectivamente, e α ∈ IR é uma constante. Os termos de médias móveis, r′ts, são
erros aleatórios não-correlacionados que podem ser, por exemplo, erros de medida na escala
original (isto é, yt − µt), ou, resíduos de Pearson, entre outros. Perceba que rt− j para j > 0 é
mensurado em Ft−1 e, deste modo, temos que E(rt− j|Ft−1) = rt− j para j > 0. Assumindo que
E(rt |Ft−1) = 0 e tomando a esperança condicional com respeito ao conjunto de informações
passadas Ft−1 em (2.4) temos que

E(γt |Ft−1) = α +
p

∑
i=1

φiE(γt−i|Ft−1)+
q

∑
j=1

θ jE(rt− j|Ft−1)+E(rt |Ft−1)

= α +
p

∑
i=1

φiγt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j +E(rt |Ft−1)

= α +
p

∑
i=1

φiγt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j

= α +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j.

De (2.2) e (2.3) temos que E(γt |Ft−1) = E(yt−x′tβ |Ft−1) = E(yt |Ft−1)−x′tβ = µt−x′tβ = τt

e, desta forma,

τt = α +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j.

Portanto,

µt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j. (2.5)

O modelo SYMARMA é definido pela componente aleatória dada em (2.1) e pela compo-
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nente dinâmica dada em (2.5).

2.1.1 Modelos relacionados

Modelo ARMA

O modelo clássico ARMA(p,q) é um caso particular do modelo SYMARMA e pode ser
obtido considerando a ausência de variáveis exógenas e a distribuição condicional de yt dado
Ft−1 em (2.1) como sendo normal. Deste modo, temos o modelo dado por

yt = α +
p

∑
i=1

φiyt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j + rt ,

com rt ∼ N(0,σ2) para t = 1, . . . ,T sendo os r′ts não-correlacionados. Neste caso, a função de
densidade condicional para yt fica expressa por

f (yt |Ft−1) =
1√
2πϕ

exp
{
−(yt−µt)

2

2ϕ

}
,

isto é, yt |Ft−1 ∼ N(µt ,ϕ) com µt = α +
p
∑

i=1
φiyt−i +

q
∑
j=1

θ jrt− j.

Modelo ARMAX

Considerando a distribuição condicional de yt dado Ft−1 em (2.1) como sendo normal
obtemos um caso particular do modelo ARMAX.

O modelo ARMAX é um modelo autorregressivo de médias móveis que possui além da
variável endógena dependente, variáveis explicativas exógenas. O modelo ARMAX(p,q) é
definido por

yt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φiyt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j + rt ,

com rt ∼ N(0,σ2) para t = 1, . . . ,T sendo os r′ts não-correlacionados.
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O modelo SYMARMA(p,q) com distribuição normal condicional é dado por:

yt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j + rt

= α +

(
x′tβ −

p

∑
i=1

φix′t−iβ

)
+

p

∑
i=1

ϕiyt−i +
q

∑
j=1

θ jrt− j + rt ,

com yt |Ft−1 ∼ N(µt ,ϕ).

2.1.2 Condições de estacionariedade

Definimos agora as condições de estacionariedade para a média e a variância marginal da va-
riável dependente yt . As seguintes notações serão utilizadas ao decorrer desta subseção: Bkyt =

yt−k é o operador de defasagem, Φ(B) = 1−φ1B−·· ·−φpBp, Θ(B) = 1+θ1B+ · · ·+θqBq e
ψ(B) = Φ(B)−1Θ(B) = 1+ψ1B+ψ2B2 + · · · .

Teorema 2. A média marginal de yt no modelo SYMARMA definido por (2.1) e (2.5) é dada
por

E(yt) = α
∗+x′tβ , (2.6)

desde que Φ(B) seja invertível. A constante α∗ é igual a αΦ(1)−1.

Prova do Teorema 2: De (2.5) temos que

µt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j.

Seja yt = µt + rt em que os r′ts são resíduos tais que E(rt) = 0 e E(rtr j) = 0 para todo t 6= j,
isto é, os resíduos possuem marginalmente média 0 e são não correlacionados. Dado µt como
em (2.5) temos que

yt = µt + rt

yt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j + rt

yt−x′tβ = α +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j + rt .
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Tomando ωt = yt−x′tβ , obtemos

ωt = α +
p

∑
i=1

φiωt−1 +
q

∑
j=1

θ jrt− j + rt

Φ(B)ωt = α +Θ(B)rt

ωt = α
∗+ψ(B)rt , (2.7)

desde que Φ(B) seja invertível. Aqui, α∗ = αΦ(1)−1.
A média marginal de yt , E(yt), é dada por

E(yt) = E(x′tβ +ωt) = x′tβ +E(ωt) = α
∗+xT

t β .

Note que E(ωt) = E(α∗+ψ(B)rt) = α∗+ψ(B)E(rt) = α∗.
�

Teorema 3. A variância marginal de yt no modelo SYMARMA é dada por

Var(yt) = α
∗2 +ψ

(2)(1)ξ ϕ, (2.8)

em que α∗ = αΦ(1)−1 e ψ(2)(B) = 1+ψ2
1 B+ψ2

2 B2 + · · · , assumindo que Φ(B) é invertível.

Prova do Teorema 3: Seja yt = µt +rt onde os r′ts são resíduos tais que E(rt) = 0 e E(rtr j) = 0
para todo t 6= j. Temos que

Var(rt) = E(r2
t ) = E(E(r2

t |Ft−1)) = E(Var(rt |Ft−1)) = E(Var(yt−µt |Ft−1))

= E(Var(yt |Ft−1)) = E(ξ ϕ) = ξ ϕ.

Note que µt dado em (2.5) é Ft−1-mensurável. Portanto, tomando ωt como em (2.7) a variância
marginal de yt , Var(yt), é dada por

Var(yt) = Var(x′tβ +ωt) = Var(ωt) = E(ω2
t )

= E[(α∗+ψ(B)rt)(α
∗+ψ(B)rt)] = E(α∗2 +2ψ(B)rt +ψ(B)rtψ(B)rt)

= α
∗2 +2ψ(B)E(rt)+E(ψ(B)rtψ(B)rt)

= α
∗2 +E[(rt +ψ1rt−1 +ψ2rt−2 + · · ·)(rt +ψ1rt−1 +ψ2rt−2 + · · ·)]

= α
∗2 +

∞

∑
i=0

∞

∑
j=0

ψiψ jE(rt−irt− j)
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= α
∗2 +

∞

∑
i=0

ψ
2
i E(r2

t−i) = α
∗2 +

∞

∑
i=0

ψ
2
i Var(rt−i)

= α
∗2 +

∞

∑
i=0

ψ
2
i ξ ϕ.

�

De acordo com o Teorema 2 temos que a média marginal de yt num modelo SYMARMA é
estacionária desde que Φ(B) seja invertível e tenha-se x′tβ = c para todo t, sendo c uma cons-
tante. Enquanto que, pelo Teorema 3, a condição de estacionariedade para variância marginal
de yt num modelo SYMARMA é apenas que Φ(B) seja invertível.

2.2 Algoritmo de estimação

Da expressão (2.1) temos que o logaritmo da função de verossimilhança para o vetor de parâ-
metros δ = (α,β ′,ϕ,φ ′,θ ′)′ condicional às m primeiras observações, em que m = max{p,q},
denotada aqui por `, é dada por

`=
T

∑
t=m+1

`t(µt ,ϕ) =
T

∑
t=m+1

log f (yt |Ft−1), (2.9)

em que `t(µt ,ϕ) = −log(ϕ)/2+ log(g(ut)) e ut = (yt − µt)
2/ϕ sendo µt definido como em

(2.5). Supõe-se que a função ` é regular (Cox e Hinkley, 1974, Cap. 9) e que é possível deri-
var ` em relação aos parâmetros desconhecidos e calcular alguns momentos dessas derivadas.
Distribuições pertencentes à classe simétrica que não satisfazem às condições de regularidade
e não têm derivadas ou momentos finitos não foram consideradas, por exemplo, a distribuição
de Kotz.

Nesta dissertação, consideramos o método de máxima verossimilhança condicional para es-
timar os parâmetros do modelo SYMARMA. O vetor escore é formado pelas derivadas parciais
de primeira ordem do logaritmo da função de verossimilhança condicional. Da expressão (2.9)
pode-se calcular, pela regra da cadeia, o vetor escore U(δ )= (U(α),U(β )′,U(ϕ),U(φ)′,U(θ)′)′

de dimensão k + p + q + 2 x 1, com U(α) = ∂`/∂α , U(β ) = (U1(β ), . . . ,Uk(β ))
′ em que

Us(β ) = ∂`/∂βs, U(ϕ) = ∂`/∂ϕ , U(φ) = (U1(φ), . . . ,Up(φ))
′ em que Ui(φ) = ∂`/∂φi e

U(θ) = (U1(θ), . . . ,Uq(θ))
′ em que U j(θ) = ∂`/∂θ j.

De acordo com os resultados do Apêndice A e assumindo que a função g(·) é contínua e
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diferenciável, as funções escore para α , β , ϕ , φ e θ ficam dadas, respectivamente, por

Uα(δ ) =
1
ϕ

v′(y−µ),

U
β
(δ ) =

1
ϕ

M′D(v)(y−µ),

Uϕ(δ ) =
1

2ϕ

[
1
ϕ
(y−µ)′D(v)(y−µ)− (T −m)

]
,

Uφ (δ ) =
1
ϕ

P′D(v)(y−µ) e

Uθ (δ ) =
1
ϕ

R′D(v)(y−µ),

em que y = (ym+1, . . . ,yT )
′, µ = (µm+1, . . . ,µT )

′ e v = (vm+1, . . . ,vT )
′ sendo vt = v(ut) =

−2Wg(ut) com Wg(ut) = ∂ log(g(ut))/∂ut . Tem-se também M uma matriz (T −m) x k com o
elemento (i, j) dado por x(i+m) j−∑

p
l=1 φlx(i+m−l) j, D(v) = diag{vm+1, . . . ,vT}, P uma matriz

(T −m) x p com o elemento (i, j) igual a yi+m− j−x′i+m− jβ e R é uma matriz (T −m) x q com
o elemento (i, j) dado por ri+m− j.

Expressões para Wg(ut) e W ′g(ut) = ∂Wg(ut)/∂ut são apresentadas por Cysneiros (2004)
para algumas distribuições simétricas e encontram-se reproduzidas na Tabela 2.1.

Tabela 2.1 Expressões para Wg(u) e W ′g(u) para algumas distribuições simétricas

Distribuição Wg(u) W ′g(u)

Normal -1
2 0

t-Student - (v+1)
2(v+u)

(v+1)
2(v+u)2

t-Student generalizada - (r+1)
2(s+u)

(r+1)
2(s+u)2

Logística-I -tanh
(u

2

)
-sech

(u
2

)
/2

Logística-II - exp(−
√

u)−1
(−2
√

u)[1+exp(−
√

u)]
2exp(−

√
u)
√

u+exp(−2
√

u)−1
−4u3/2[1+exp(−

√
u)]2

Logística generalizada - αm[exp(−α
√

u)−1]
(−2
√

u)[1+exp(−α
√

u)] -αm
4

2αexp(−α
√

u)
√

u+exp(−2α
√

u)−1
u3/2[1+exp(−α

√
u)]2

Exponencial potência - 1
2(1+k)uk/(k+1)

k
2(1+k)2u(2k+1)/(k+1)

O estimador de máxima verossimilhança condicional (EMVC) δ̂ do vetor de parâmetros δ é
obtido igualando-se U(δ ) a zero. Exceto para U(ϕ), o sistema de equações não possui solução
explícita e, desta forma, devemos utilizar um procedimento iterativo tal como Newton-Raphson
para estimar os parâmetros do modelo.
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O método iterativo de Newton-Raphson para a solução de uma equação f (x) = 0 é baseado
na aproximação de Taylor para a função f (x) na vizinhança do ponto x0, ou seja,

f (x) = f (x0)+(x− x0) f ′(x0) = 0,

obtendo-se
x = x0−

f (x0)

f ′(x0)

ou, de uma forma mais geral,

x(i+1) = x(i)− f (x(i))
f ′(x(i))

,

sendo x(i+1) o valor de x no passo (i+ 1), x(i) o valor de x no passo i, f (x(i)) a função f (x)

avaliada em x(i) e f ′(x(i)) a derivada da função f (x) avaliada em x(i).
Considerando que se deseja obter a solução do sistema de equações U=U(δ )= ∂`(δ )/∂δ =

0 e, usando a versão multivariada do método de Newton-Raphson, temos

δ
(i+1) = δ

(i)− (H(i))−1U(i),

sendo δ
(i) e δ

(i+1) os vetores de parâmetros estimados nos passos i e (i+1), respectivamente,
U(i) o vetor escore avaliado no passo i, e (H(i))−1 a inversa da matriz de segundas derivadas de
`(δ ), com elementos ∂ 2`(δ )/∂δr∂δs, avaliada no passo i.

Após algumas manipulações algébricas apresentadas no Apêndice B, a matriz de segundas
derivadas H para o modelo SYMARMA é dada por

H =
∂ 2`(δ )

∂δr∂δs
=



Hαα H
αβ

Hαϕ H
αφ H

αθ

H
β α

H
ββ

H
β ϕ

H
βφ

H
βθ

Hϕα H
ϕβ

Hϕϕ H
ϕφ H

ϕθ

Hφ α
H

φβ
Hφ ϕ

Hφφ Hφθ

Hθ α
H

θβ
Hθ ϕ

Hθφ Hθθ


,

em que:

∂ 2`

∂α2 =− 1
ϕ

1′a,
∂ 2`

∂β∂α
=− 1

ϕ
M′a,

∂ 2`

∂α∂ϕ
=

2
ϕ2 1′b,

∂ 2`

∂φ∂α
=− 1

ϕ
P′a,

∂ 2`

∂β∂β
′ =−

1
ϕ

M′D(a)M,
∂ 2`

∂β∂ϕ
=

2
ϕ2 M′b,
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∂ 2`

∂ϕ2 =
1

ϕ2 tr(D(f)),
∂ 2`

∂φ∂φ
′ =−

1
ϕ

P′D(a)P,

∂ 2`

∂φ∂ϕ
=

2
ϕ2 P′b,

∂ 2`

∂θ∂θ
′ =−

1
ϕ

R′D(a)R,

∂ 2`

∂θ∂ϕ
=

2
ϕ2 R′b,

∂ 2`

∂β∂φ
′ =−

1
ϕ
[M′D(a)P−2W] ,

∂ 2`

∂β∂θ
′ =−

1
ϕ

M′D(a)R,
∂ 2`

∂φ∂θ
′ =−

1
ϕ

P′D(a)R,

e
∂ 2`

∂θ∂α
=− 1

ϕ
R′a,

em que 1 é um vetor (T−m) x 1 de uns, a=(am+1, . . . ,aT )
′ com at =−2

{
Wg(ut)+2W ′g(ut)ut

}
,

b= (bm+1, . . . ,bT )
′ com bt =

{
Wg(ut)+W ′g(ut)ut

}
εt , εt = yt−µt , D(a) = diag{am+1, . . . ,aT},

D(s) = diag{sm+1, . . . ,sT}, D(f) = diag{ fm+1, . . . , fT} com ft = 1
2 +W ′g(ut)u2

t − 1
ϕ

v(ut)ε
2
t .

Considere também W uma matriz k x p em que cada elemento (i, j) é igual a ∑
T
t=m+1 stx(t− j)i

com st =Wg(ut)εt .
Outro método que pode ser utilizado para estimar os parâmetros δ do modelo SYMARMA

é o scoring de Fisher. Esse método envolve a substituição da matriz de derivadas parciais de
segunda ordem pela matriz de valores esperados das derivadas parciais, isto é, a substituição da
matriz de segundas derivadas, H, pela matriz de informação esperada de Fisher, K. No nosso
caso, a substituição é feita pela matriz informação esperada de Fisher condicional. Logo,

δ
(i+1) = δ

(i)+(K(i))−1U(i),

sendo que K tem elementos dados por

Kr,s =−E
[

∂ 2`(δ )

∂δr∂δs
|Ft−1

]
= E

[
∂`(δ )

∂δr

∂`(δ )

∂δs
|Ft−1

]
.

De acordo com os resultado do Apêndice C, a matriz de informação esperada de Fisher
condicional para o modelo SYMARMA é expressa por

K =



Kαα K
αβ

0 K
αφ K

αθ

K
β α

K
ββ

0 K
βφ

K
βθ

0 0 Kϕϕ 0 0
Kφ α

K
φβ

0 Kφφ Kφθ

Kθ α
K

θβ
0 Kθφ Kθθ


,
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em que

Kαα = 4ϕ−1dg(T −m), K
β α

= 4ϕ−1dg1TM, Kφ α
= 4ϕ−1dg1TP,

Kθ α
= 4ϕ−1dg1TR, K

ββ
= 4ϕ−1dgMTM, Kϕϕ = (4ϕ2)−1(T −m)(4 fg−1),

Kφφ = 4ϕ−1dgPTP, Kθθ = 4ϕ−1dgRTR, K
βφ

= 4ϕ−1dgMTP,

Kφθ = 4ϕ−1dgPTR, K
βθ

= 4ϕ−1dgMTR,

em que as matrizes M, P e R são definidas como anteriormente. Além disso, temos que dg =

E
[
W 2

g (ut)ut |Ft−1
]

e fg = E
[
W 2

g (ut)u2
t |Ft−1

]
.

A Tabela 2.2, reproduzida de Cysneiros (2004), mostra valores de dg e fg para algumas
distribuições simétricas.

Tabela 2.2 Valores de dg, fg e ξ para algumas distribuições simétricas

Distribuição dg fg ξ

Normal 1
4

3
4 1

t-Student (v+1)
4(v+3)

3(v+1)
4(v+3)

v
v−2 , v > 2

t-Student generalizada r(r+1)
4s(r+3)

3(r+1)
4(r+3)

s
r−2 , s > 0,r > 2

Logística-I 0,36931 1,00345 0,79569

Logística-II 1
12 0,60749 π2

3

Logística generalizada α2m2

4(2m+1)
2m(2+m2ψ ′(m))

4(2m+1) 2ψ ′(m)

Exponencial potência Γ{(3−k)/2}
4(2k−1)(1+k)2Γ{(k+1)/2}

(k+3)
4(k+1) 2(1+k) Γ{3(k+1)/2}

Γ{(k+1)/2}

O método scoring de Fisher tem sido utilizado por diversos autores para estimar os parâ-
metros dos modelos simétricos de regressão [ver, por exemplo, Cysneiros et al. (2005)]. Nesta
dissertação também escolhemos o método scoring de Fisher para estimar os parâmetros do
modelo SYMARMA. O processo iterativo fica dado por:

δ
∗(i+1) = δ

∗(i)+K(δ ∗(i))−1U(δ ∗(i))

e
ϕ
(i+1) =

1
T −m

(y−µ
(i+1))′D(v)(y−µ

(i+1)).

para i = 0,1,2, . . . , sendo δ
∗ = (α,β ′,φ ′,θ ′)′. Os valores iniciais dos parâmetros δ , δ

∗(0) e
ϕ(0), são dados pelas estimativas obtivas através do ajuste do modelo clássico ARMA.
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Sob as condições de regularidade usuais e para T suficientemente grande, temos que o esti-
mador de máxima verossimilhança condicional converge em distribuição para uma distribuição
normal, isto é, 

α̂

β̂

ϕ̂

φ̂

θ̂

∼ N(k+p+q+2)




α

β

ϕ

φ

θ

 ,K−1

 (2.10)

aproximadamente, em que Nr denota a distribuição normal r-dimensional, e α̂ , β̂ , ϕ̂ , φ̂ , e θ̂ são
os estimadores de máxima verossimilhança condicional de α , β , ϕ , φ , e θ , respectivamente.
Desta forma, K−1 avaliado em δ̂ é um estimador consistente da variância assintótica de δ̂ .

2.3 Testes de hipótese

Hipóteses envolvendo os parâmetros δ = (α,β ′,ϕ,φ ′,θ ′)′ podem ser expressas na forma geral

H0 : Zδ = 0 e H1 : Zδ 6= 0, (2.11)

em que Z é uma matriz r x (k+ p+q+2) de posto completo r (r < k+ p+q+2). A hipótese
nula pode contemplar situações bastante simples, como por exemplo testar H0: β

′ = 0 contra
H1: β

′ 6= 0. A estatística utilizada para testar os modelos obtidos das restrições H0 e H1 em
(2.11) pode ser a razão de verossimilhanças condicional (RLC) dada por

λ = 2
{
`(δ̂ )− `(δ̃ )

}
,

onde `(·) é o logaritmo da função de verossimilhança condicional, δ̃ é o estimador de máxima
verossimilhança condicional (EMVC) restrito de δ (sob a hipótese H0 em (2.11)) e δ̂ é o EMVC
irrestrito de δ (sob a hipótese H1 em (2.11)).

Supondo válidas certas condições de regularidade e sob H0, λ
D→ χ2

r , em que D→ denota
convergência em distribuição, assim o teste pode ser realizado utilizando os valores críticos
aproximados da distribuição χ2

r .
Dada a normalidade assintótica do EMVC de δ , δ̂ , em (2.10), pode-se facilmente construir

intervalos de confiança aproximados para os elementos de δ .
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2.4 Previsões utilizando o modelo SYMARMA

A previsão na origem t e horizonte h será denotada por ŷt(h). Aqui, utilizamos os seguintes
fatos:

ŷt+k = ŷt(k), k > 0,

ŷt+k = yt+k, k ≤ 0,

r̂t+k = 0, k > 0,

r̂t+k = r̂t+k, k ≤ 0.

O fato de r̂t+k = 0 para k > 0 é que admitimos prever de forma correta a observação yt+k.
As estimativas para µt , t = m+1, . . . ,T , denotadas por µ̂t , são obtidas a partir das estima-

tivas de máxima verossimilhança condicional de δ , δ̂ ; temos que

µ̂t = α̂ +x′t β̂ +
p

∑
i=1

φ̂i

{
yt−i−x′t−iβ̂

}
+

q

∑
j=1

θ̂ j r̂t− j.

Utilizando µ̂t podemos obter as estimativas para rt , r̂t , para t = m+1, . . . ,T . Por exemplo, para
rt = yt−µt , isto é, erros de medida na escala original, temos que

r̂t = yt− µ̂t .

Assim, a estimativa para yT+1 é dada por

ŷT+1 = µ̂T+1 + r̂T+1 = µ̂T+1

= α̂ +x′T+1β̂ +
p

∑
i=1

φ̂i

{
yT+1−i−x′T+1−iβ̂

}
+

q

∑
j=1

θ̂ j r̂T+1− j.

Para o tempo T +2, obtemos

ŷT+2 = µ̂T+2 + r̂T+2 = µ̂T+2

= α̂ +x′T+2β̂ +
p

∑
i=1

φ̂i

{
yT+2−i−x′T+2−iβ̂

}
+

q

∑
j=1

θ̂ j r̂T+2− j,

e assim por diante.



CAPÍTULO 3

Estudo de Simulação

No campo da observação, a chance só favorece uma mente preparada.

—LOUIS PASTEUR

Neste capítulo serão apresentados os resultados das simulações realizadas no modelo SY-
MARMA, baseados em amostras de tamanho finito com e sem observações atípicas. O objetivo
destas simulações é avaliar o desempenho e o comportamento dos estimadores de máxima ve-
rossimilhança condicional (EMVC) para os parâmetros autorregressivos (φ ′s), de médias mó-
veis (θ ′s) e de escala (ϕ) do modelo SYMARMA. Avaliaremos também a adequação do ajuste
e a performance do modelo sob previsões futuras perante observações atípicas de diferentes
intensidades de impacto e em diferentes locais na amostra.

Os resultados obtidos mostram que a presença de observações atípicas na amostra pode
afetar bastante as estimativas dos parâmetros do modelo, dependendo do tamanho amostral, do
tipo de outlier presente, da quantidade e da intensidade do impacto do(s) outlier(s). Além disso,
as previsões obtidas pelos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) quando assumimos
distribuição condicional de caudas mais pesadas, na presença de outliers são, em geral, mais
precisas que as previsões obtidas pelos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) quando
assumimos distribuição normal condicional.

Este capítulo começa com a definição dos dois tipos de outliers utilizados nas simulações:
o outliers aditivo (AO) e o outlier inovador (IO). Em seguida, na seção 3.2, será descrito o
algoritmo gerador de séries SYMARMA. O desempenho dos EMVC para os parâmetros dos
modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) com distribuições normal e t de Student condi-
cionais serão estudados na seção 3.3. Resultados para adequação do ajuste e performance do
modelo sob previsões futuras perante obervações atípicas serão apresentados, respectivamente,
nas seções 3.4 e 3.5. Finalmente, na seção 3.6, serão apresentados os resultados das simulações
do desempenho e comportamento dos EMVC para o modelo SYMARMA(1,1).

19
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3.1 Outliers em modelos de séries temporais

Outliers em séries temporais podem ser classificados como aditivos, inovadores, mudança de
nível e mudança temporária de acordo com a sua natureza. Uma discussão mais detalhada sobre
a natureza e motivação dos outliers em séries temporais pode ser encontrada em Fox (1972),
Chang, et al. (1988), Chen e Liu (1993a,b), Ota (1996), entre outros.

Nesta seção apresentaremos o conceito de outlier em séries temporais e os dois tipos de
outliers que serão utilizados nas simulações deste capítulo, outlier aditivo e outlier inovador.

Podemos descrever uma série temporal com outlier através do modelo dado por

yt = xt + f (t), (3.1)

em que xt representa uma série temporal sem outlier e f (t) é uma função representando uma
intervenção exógena no período t, tal como os outliers. A intervenção é assumida ser da forma

f (t) = ω
Γ1(B)
Γ2(B)

ξ
(T )
t ,

em que ω é uma constante representando o impacto inicial da perturbação e a razão Γ1(B)/Γ2(B)

descreve o seu comportamento dinâmico. A função indicadora ξ
(T )
t é tal que

ξ
(T )
t =

{
1 para t = T

0 para t 6= T
,

isto é, ξ
(T )
t é uma variável indicadora do período T em que ocorre a perturbação.

3.1.1 Outlier aditivo (AO)

Um outlier aditivo (AO) caracteriza-se por afetar a série em apenas uma observação. Pode
ocorrer de diversas maneiras como, por exemplo, um erro de digitação ou de medição.

Tomando Γ1(B)/Γ2(B) = 1 em (3.1) obtemos um modelo que descreve uma série temporal
com um outlier aditivo. Este modelo é expressso por

yt = xt +ωξ
(T )
t .
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Assumindo que mais de um outlier ocorra, o modelo fica representado por

yt = xt +
k

∑
i=1

ωiξ
(Ti)
t ,

em que k é o número total de outliers, ωi é a intensidade do impacto do i-ésimo outlier no
tempo Ti e ξ

(Ti)
t é uma função indicadora com ξ

(Ti)
t = 1 para t = Ti e ξ

(Ti)
t = 0 para t 6= Ti.

Para ilustrar o efeito de um outlier aditivo na série, simulamos um processo SYMARMA(1,0)
sujeito a esse tipo de perturbação. Foram geradas 60 observações a partir do modelo

yt = 2+0,6yt−1 + rt (3.2)

com rt ∼ N(0,1). Um AO de impacto ω = 5 foi introduzido na série no tempo t = 30. A série
resultante é apresentada na Figura 3.1. De (2.6), a média marginal de yt fica dada por

E(yt) = α
∗ = αΦ(1)−1 =

2
1−0,6

= 5.

Note que, para o modelo (3.2), temos que Φ(B) = 1−φB e, consequentemente, Φ(1) = 1−0,6.
Na Figura 3.1 percebe-se que os valores das observações mantêm-se inalterados exceto o

da observação t = 30 que teve o seu valor real acrescido de 5 tornando-se assim um observação
atípica.

Figura 3.1 Série simulada do modelo SYMARMA(1,0) sem regressores com α = 2 e φ = 0,6, conta-
minada (traço descontínuo) por um outlier aditivo.
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3.1.2 Outlier inovador (IO)

Diferentemente do outlier aditivo, o outlier inovador (IO) caracteriza-se por ter um efeito que
se propaga para observações subsequentes. Por exemplo, em processos de produção industrial
isto corresponde a uma perturbação no sistema subjacente.

Tomando Γ1(B)/Γ2(B) = Θ(B)/Φ(B), em que Θ(B) = 1 + θ1B + · · ·+ θqBq e Φ(B) =

1−φ1B−·· ·−φpBp, sendo Bkyt = yt−k, o modelo (3.1) fica dado por

yt = xt +ω
Θ(B)
Φ(B)

ξ
(T )
t .

Este modelo é uma representação para séries temporais com um outlier do tipo inovador.
Assumindo que mais de um outlier ocorra, o modelo fica representado por

yt = xt +
k

∑
i=1

ωi
Θ(B)
Φ(B)

ξ
(Ti)
t ,

em que k é o número total de outliers, ωi é a intensidade do i-ésimo outlier no tempo Ti e ξ
(Ti)
t

é uma função indicadora com ξ
(Ti)
t = 1 para t = Ti e ξ

(Ti)
t = 0 para t 6= Ti.

Em particular, para o modelo SYMARMA(1,0) temos que

Θ(B)
Φ(B)

ξ
(T )
t = ξ

(T )
t +φξ

(T )
t−1 +φ

2
ξ
(T )
t−2 + · · · ,

para o modelo SYMARMA(0,1)

Θ(B)
Φ(B)

ξ
(T )
t = ξ

(T )
t +θξ

(T )
t−1

e para o modelo SYMARMA(1,1)

Θ(B)
Φ(B)

ξ
(T )
t = ξ

(T )
t +φ

(
φ +θ

φ

)
ξ
(T )
t−1 +φ

2
(

φ +θ

φ

)
ξ
(T )
t−2 + · · · .

O efeito de um outlier inovador na série apresentada em (3.2) é ilustrado na Figura 3.2.
Aqui, perturbamos a série no período t = 30 com um outlier inovador de magnitude ω = 5.
Pode-se notar que os valores observados dos períodos t = 30 a t = 37 situam-se todos acima
dos correspondentes à série original, o que confirma que os outliers inovadores, diferentemente
dos outliers aditivos, transmitem o seu efeito a observações posteriores.
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Figura 3.2 Série simulada do modelo SYMARMA(1,0) sem regressores com α = 2 e φ = 0,6, conta-
minada (traço descontínuo) por um outlier inovador.

3.2 Algoritmo gerador de séries SYMARMA

Nesta seção apresentamos um algoritmo gerador de séries SYMARMA(p,q). O algoritmo é
baseado nos seguintes passos:

1. Gere T +m observações de uma variável aleatória r tal que r ∼ S(0,1,g). Aqui T é o número de

observações da série a ser gerada e m = max{p,q};

2. Para t variando de m+1 a m+T faça

yt = α +x′tβ +φ1(yt−1−x′t−1β )+ · · ·+φp(yt−p−x′t−pβ )+θ1rt−1 + · · ·+θqrt−q + rt ,

em que xt é o vetor com as observações das variáveis exógenas no tempo t;

3. A serie é composta pelos T valores de y de m+1 a m+T .

Quando variáveis exógenas não estão presentes no modelo o passo 2 fica dado por

2. Para t variando de m+1 a m+T faça

yt = α +φ1yt−1 + · · ·+φpyt−p +θ1rt−1 + · · ·+θqrt−q + rt .
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3.3 Desempenho dos estimadores de máxima verossimilhança
condicional para os parâmetros dos modelos

SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1)

Nesta seção avaliamos, através de estudos de simulação, o desempenho dos estimadores de
máxima verossimilhança condicional (EMVC) para os parâmetros autorregressivo, de média
móvel e de escala dos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1), sem a presença de re-
gressores, para alguns tamanhos amostrais n = 36,72,144 e 288. Observações das séries SY-
MARMA(1,0) e SYMARMA(0,1), expressas por

SYMARMA(1,0) : yt = α +φyt−1 + rt , t = 1,2, . . . ,T

SYMARMA(0,1) : yt = α +θrt−1 + rt , t = 1,2, . . . ,T,

foram geradas com α fixo igual a 0 utilizando o método descrito na seção 3.2 assumindo que
as variáveis aleatórias rt são independentes e identicamente distribuídas como normal e t de
Student com 4 graus de liberdade. O valor para o parâmetro de escala, ϕ , foi mantido fixo
igual a 2 para o modelo SYMARMA com distribuição normal condicional e igual a 1 para
modelo SYMARMA distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade. Desta
forma, obtemos a mesma variabilidade para ambas as séries (normal e t de Student). Note que
a variância marginal de yt , obtida de (2.8), é igual a

Var(yt) = α
∗2 +ψ

(2)(1)ξ ϕ,

e que apenas ξ depende da distribuição de yt . Para distribuição normal ξ = 1 e para distribuição
t de Student com v graus de liberdade ξ = v/(v−2), v > 2 [ver Tabela 2.2]. Obtemos então

Var(yt) =

{
α∗2 +ψ(2)(1)2, para yt |Ft−1 ∼ Normal com ϕ = 2 e
α∗2 +ψ(2)(1)2, para yt |Ft−1 ∼ t de Student com ϕ = 1,

isto é, a mesma variância marginal de yt .
Os coeficientes autorregressivo e de média móvel, φ e θ , respectivamente, tomam valores

0,1, 0,3, 0,5 e 0,7.
O estudo de simulação foi baseado em 10.000 réplicas de Monte Carlo. Os estimadores de

máxima verossimilhança condicional foram obtidos através da maximização do logaritmo da
função de verossimilhança condicional (2.9) utilizando o algoritmo de otimização não-linear
escore de Fisher [detalhes, ver Seção 2.2]. Todas as rotinas computacionais foram desenvol-
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vidas pelo autor e organizadas numa biblioteca denomindada elliptical.ts utilizando o
ambiente de programação R em sua versão 13.0. Detalhes da sintaxe de comandos para ajuste
de um modelo SYMARMA utilizando a biblioteca elliptical.ts serão apresentados na
seção 4.3.

Os critérios abaixo foram utilizados para avaliar e comparar o desempenho dos EMVC dos
parâmetros φ , θ e ϕ . Com intuito de generalizar a notação, consideramos êi como substituto
para φ̂i, θ̂i ou ϕ̂i, isto é, êi é o valor estimado do parâmetro e na i-ésima réplica em que e é
utilizado como substituto para φ , θ ou ϕ .

(a) Média dos valores estimados

ē =

10.000

∑
i=1

êi

10.000
;

(b) Viés de ê

Viés(ê) = ē− e;

(c) Variância estimada de ê

V̂ar(ê) =

10.000

∑
i=1

(êi− ē)2

10.000
;

(d) Erro quadrático médio (EQM) estimado de ê

ÊQM(ê) =

10.000

∑
i=1

(êi− e)2

10.000
.

Modelos SYMARMA(1,0)

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 são apresentadas a média, o viés, a variância e o erro quadrático
médio das estimativas dos parâmetros autorregressivo (φ ) e de escala (ϕ), respectivamente,
obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) gerados de acordo com as configurações citadas
na introdução da seção 3.3.

Podemos notar que a precisão das estimativas está diretamente relacionada com o tamanho
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amostral: quando n→∞ temos que o viés de φ̂ , em média, diminui consideravelmente. Quando
incrementamos o tamanho amostral de n = 36 para n = 288 a redução no viés da estimativa de
φ foi, em média, de pelo menos 85,8% (passou de 0,037 para 0,005 quando φ = 0,1) para
o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional e 89,2% (passou de 0,070
para 0,008 quando φ = 0,7) para o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student
condicional com 4 graus de liberdade. A redução média do viés de ϕ̂ também foi bastante
significativa quando passamos de n = 36 para n = 288; pelo menos 90% (passou de 0,117 para
0,012 quando φ = 0,3) para o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional
e 85,9% (passou de 0,033 para 0,005 considerando φ = 0,1) para o modelo SYMARMA(1,0)
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade.

Em todos os cenários considerados, os parâmetros φ e ϕ foram, em média, subestimados,
isto é, a estimativa fornecida pelo EMVC para φ (ou ϕ) foi menor que o valor verdadeiro do
parâmetro.

Em se tratando da variância das estimativas do parâmetro φ , em ambos modelos a mesma
não foi superior a 0,027. Isto demonstra a acurácia do estimador φ̂ . No que diz respeito à
variância das estimativas do parâmetro ϕ , notamos que a variabilidade das estimativas é bem
maior no modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional. Por fim, verifica-se
que em ambos modelos a variabilidade das estimativas diminui quando n→ ∞.

Conforme mostramos, as estimativas dos parâmetros φ e ϕ obtidas pelo EMVC são bas-
tante precisas. Isso faz com que os resultados obtidos para o EQM sejam equivalentes aos da
variância estimada.

Na Figura 3.3 temos os resultados apresentados em forma de gráficos o que facilita a com-
paração do comportamento dos modelos SYMARMA (sob distribuição normal condicional e t

de Student condicional) no que diz respeito às estimativas obtidas pelo EMVC.
Nota-se que em todos os cenários considerados o modelo SYMARMA(1,0) sob distribui-

ção t de Student condicional com 4 graus de liberdade obteve, em média, menores vieses para
as estimativas dos parâmetros, do que o modelo sob distribuição normal condicional.

Modelos SYMARMA(0,1)

Os valores da média, do viés, da variância e do erro quadrático médio das estimativas do
parâmetro de média móvel (θ ) e do parâmetro escala (ϕ) são apresentados, respectivamente,
nas Tabelas 3.3 e 3.4.

Assim como nos modelos SYMARMA(1,0), as estimativas obtidas pelo EMVC para θ e ϕ
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tornam-se mais precisas à medida que o tamanho amostral aumenta. Aqui, o EMVC para θ (ou
ϕ) também forneceu, em média, estimativas menores que o valor verdadeiro do parâmetro.

A variância e o EQM de θ̂ e ϕ̂ diminuem quando n→ ∞ e são menores para modelos SY-
MARMA(0,1) sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade [ver Figura
3.4]. Nota-se também que estas medidas aparentam ser invariantes a θ .

Em todos os cenários considerados, as estimativas obtidas pelo EMVC para θ no modelo
SYMARMA(0,1) obteveram, em média, viés menor do que as estimativas obtidas pelo EMVC
para φ no modelo SYMARMA(1,0), mas com maior EQM. Em média, os vieses de θ̂ foram
sempre menor que 0,078 e o EQM estimado de θ̂ não ultrapassou 0,035.

Aqui, também verificamos que o modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição t de Student
condicional com 4 graus de liberdade teve uma performance melhor que o modelo sob distri-
buição normal condicional em todos os cenários considerados.
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Tabela 3.1 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro φ nas simulações do modelo
SYMARMA(1,0).
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Tabela 3.2 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro ϕ nas simulações do modelo
SYMARMA(1,0).
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Figura 3.3 Média dos vieses obtidos das estimativas do parâmetro φ e ϕ (gráficos superiores), variân-
cia estimada e EQM estimado das estimativas do parâmetro φ (gráficos centrais) e variância estimada
e EQM estimado das estimativas do parâmetro ϕ (gráficos inferiores) nas simulações do modelo SY-
MARMA(1,0).
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Tabela 3.3 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro θ nas simulações do modelo
SYMARMA(0,1).
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Tabela 3.4 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro ϕ nas simulações do modelo
SYMARMA(0,1).
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Figura 3.4 Média dos vieses obtidos das estimativas do parâmetro θ e ϕ (gráficos superiores), variân-
cia estimada e EQM estimado das estimativas do parâmetro θ (gráficos centrais) e variância estimada
e EQM estimado das estimativas do parâmetro ϕ (gráficos inferiores) nas simulações do modelo SY-
MARMA(0,1).
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3.4 Qualidade do ajuste dos modelos SYMARMA(1,0) e
SYMARMA(0,1)

Nesta seção o interesse é comparar a qualidade do ajuste das séries perante outliers utilizando
os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuições t de Student condicional
com 4 graus de liberdade e normal condicional. Espera-se que a suposição de uma distribuição
com caudas mais pesadas do que a distribuição normal possa fornecer um melhor ajuste para os
dados de séries que possuem observações atípicas. Usaremos a raiz do erro médio quadrático
(RMSE) para avaliar e comparar a adequação do modelo:

RMSE =

√√√√∑
n
t=1

(
yt−ŷt

yt

)2

n
, (3.3)

em que n é o número de observações da série. Nesta seção consideramos n = 36 e 72. Adici-
onalmente, yt representa o valor real no instante t e ŷt representa o valor predito no instante t.
Os resultados apresentados são baseados em um estudo de simulação com 10.000 réplicas. As
séries foram geradas de acordo com o algoritmo apresentado na seção 3.2 tomando rt ∼N(0,2).

O parâmetro autorregressivo (quando o modelo considerado é o SYMARMA(1,0)) e o pa-
râmetro de média móvel (quando o modelos considerado é o SYMARMA(0,1)) tomam valores
0,1, 0,3, 0,5 e 0,7. Outlier(s) aditivo(s) e/ou inovador(es) foram introduzidos na amostra em
diferentes locais como mostra a Tabela 3.5. As intensidades do impacto foram ω = 5xSyt e
ω = 8xSyt , em que Syt denota o desvio padrão da série yt .

Tabela 3.5 Distribuição do(s) outlier(s) nas séries simuladas para qualidade do ajuste dos modelos
SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1).

Os parâmetros do modelo foram estimados através da maximização da função de log-
verossimilhanca condicional (2.9) utilizando o algoritmo de otimização não-linear escore de
Fisher apresentado na seção 2.2.

Para efeito ilustrativo, as lacunas das tabelas foram pintadas nas cores verde e vermelho.
A cor verde indica que o modelo sob distribuição t4 condicional teve uma performance melhor
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que o modelo sob distribuição normal condicional, isto é, obteve menor média das RMSE. Já
a cor vermelha indica o modelo sob distribuição normal condicional obteve menores erros de
ajuste (RMSE), em média.

Os resultados para qualidade do ajuste dos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1)
para amostras com outlier(s) do tipo aditivo ou inovador são apresentados separadamente a se-
guir.

Modelos SYMARMA(1,0)

Nas Tabelas 3.6-3.9 são apresentadas, respectivamente, as médias das RMSE obtidas dos
10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados com um outlier aditivo, dois outliers aditivos, um
outlier inovador e dois outliers inovadores.

Com exceção das simulações realizadas em amostras de tamanho n= 72 com apenas um ou-
tlier aditivo, o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional teve uma performance
melhor que o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional em pelo menos
62,5% dos casos considerados. Os resultados mais destacados foram obtidos nas simulações
com dois outliers aditivos em amostras de tamanho n = 36 (100% dos casos considerados) e
dois outliers inovadores em amostras de tamanho n = 72 - 96,9% dos casos. Os resultados
encontram-se apresentados na Tabela 3.10.

Em se tratando dos locais em que foram perturbadas as amostras, notamos que não apa-
rentam ter nenhum tipo de relação direta com a qualidade do ajuste da série. Mas, em se
tratando do valor do parâmetro autoregressivo, para φ = 0,7, em média, o ajuste do modelo
SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional fornece um erro de predição maior que o nor-
mal para amostras perante outlier(s) aditivo(s).

Modelos SYMARMA(0,1)

Os resultados obtidos das simulações dos modelos SYMARMA(0,1) são apresentados nas
Tabelas 3.11-3.14 que correspondem, respectivamente, às médias das RMSE obtidas das amos-
tras com um outlier aditivo, dois autliers aditivos, um outlier inovador e dois outliers inovado-
res. Na Tabela 3.15 temos um resumo dos resultados obtidos.

Em todos os cenários considerados, a qualidade o ajuste dos modelos SYMARMA(0,1)
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade foi superior ao modelo
SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional em pelo menos 56,3% dos casos. Vale
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destacar que para amostras de tamanho n= 36 e n= 72 com dois outliers adivitos de intensidade
ω = 8xSyt o modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional se sobressaiu em 100%
dos casos. O mesmo ocorreu para amostras de tamanho n = 36 com um outlier inovador de
intensidade ω = 5xSyt .

No geral, para todos os cenários considerados em nossas simulações, os modelos SY-
MARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional apresentaram um melhor ajuste, no sentido de
menor média das RMSE, em 81,3% dos casos e, os modelos SYMARMA(0,1) sob distribuição
t4 condicional em 84,8% dos casos, como pode ser visualizado na Figura 3.5.

Tabela 3.6 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(1,0) em
amostras perante um outlier aditivo.
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Tabela 3.7 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(1,0) em
amostras perante dois outliers aditivos.

Tabela 3.8 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(1,0) em
amostras perante um outlier inovador.
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Tabela 3.9 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(1,0) em
amostras perante dois outliers inovadores.

Tabela 3.10 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student
condicional obteve melhor ajuste que o modelo sob distribuição normal condicional.
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Tabela 3.11 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(0,1) em
amostras perante um outliler aditivo.

Tabela 3.12 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(0,1) em
amostras perante dois outlilers aditivos.
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Tabela 3.13 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(0,1) em
amostras perante um outliler inovador.

Tabela 3.14 Média das RMSE nas simulações da qualidade do ajuste do modelo SYMARMA(0,1) em
amostras perante dois outlilers inovadores.
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Tabela 3.15 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(0,1) sob distribuição t de Student
condicional obteve melhor ajuste que o modelo sob distribuição normal condicional.

Figura 3.5 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribui-
ção t4 condicional foram superior aos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição
normal condicional - todos os cenários considerados.
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3.5 Performance dos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob
previsões futuras perante observações atípicas

Para avaliar a performance dos modelos sob previsões futuras, utilizamos de uma previsão out-

of-sample, que consiste na divisão da amostra em duas partes, a primeira (in sample) utilizada
para estimar os parâmetros do modelo, com o qual irão ser feitas as previsões, e, em seguida,
comparam-se os resultados das previsões com os valores reais que foram separados na segunda
parte da amostra (out of sample).

Neste estudo de simulação, consideramos amostras de tamanhos n = 42 e 78 e, para cada
tamanho amostral, as 6 últimas observações foram selecionadas para compor a segunda parte
da amostra, isto é, as observações que terão seus valores comparados com os valores preditos
pelo modelo estimado com as n = 36 e 72 observações da primeira parte da amostra, respecti-
vamente.

Os modelos SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional e o SYMARMA(0,1)
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade serão utilizados nesse es-
tudo. Outlier(s) aditivo(s) e/ou inovador(es) foram introduzidos na amostra em diferentes locais
considerando 5 grandes cenários:

1. Nenhum outlier na primeira parte da amostra e 1 outlier aditivo na segunda parte da
amostra;

2. 1 outlier aditivo (ou inovador) na primeira parte da amostra e nenhum outlier na segunda
parte da amostra;

3. 2 outliers aditivos (ou inovadores) na primeira parte da amostra e nenhum outlier na
segunda parte da amostra;

4. 1 outlier aditivo (ou inovador) na primeira parte da amostra e 1 outlier aditivo na segunda
parte da amostra;

5. 2 outliers aditivos (ou inovadores) na primeira parte da amostra e 1 outlier aditivo na
segunda parte da amostra.

As Figuras 3.6-3.8 mostram gráficos de séries simuladas do modelo SYMARMA(1,0) sob
distribuição normal condicional tomando α = 0 e φ = 0,5, em que foi introduzido outliers para
se ilustrar os cenários considerados nas simulações subsequentes.

Os locais escolhidos para introdução de outliers na amostra estão descritos na Tabela 3.16.
Para o cenário 1, em que a perturbação é dada apenas na segunda parte da amostra, o local
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escolhido para perturbação foi o período t = 39 e t = 75 para amostras de tamanho n = 42 e
n = 78, respectivamente.

Da mesma forma abordada nas seções anteriores, assumimos que os parâmetros autorre-
gressivo e de média móvel, φ e θ , assumem os valores 0,1, 0,3, 0,5 e 0,7. Para as observações
atípicas consideramos um impacto de magnitudes ω = 5xSyt e ω = 8xSyt ; aqui Syt denota o
desvio padrão da série yt . Previsões foram realizadas como na seção 2.4 do Capítulo 2. A
raiz do erro médio quadrático (RMSE), definida em (3.3), foi a medida de erro utilizada para
comparar a acurácia das previsões dos modelos.

As lacunas das tabelas foram pintadas de cores verde e vermelho para distinguir as situa-
ções em que o modelo SYMARMA sob distribuição t de Student condicional obteve melhor
performance do que modelo sob distribuição normal condicional (cor verde). As performances
dos modelos foram avaliadas pelo RMSE.

Os resultados serão apresentados de acordo com os cenários considerados e, no final, apre-
sentaremos um resumo comparativo.

Figura 3.6 Cenário 1 - Série simulada do modelo SYMARMA(1,0) contaminada (traço descontínuo)
com um outlier aditivo na segunda parte da amostra.
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Figura 3.7 Cenários 2 e 4 - Série simulada do modelo SYMARMA(1,0) contaminada (traço descontí-
nuo) com um(dois) outlier(s) aditivo(s) na primeira parte da amostra.

Figura 3.8 Cenários 3 e 5 - Série simulada do modelo SYMARMA(1,0) contaminada (traço descon-
tínuo) com um(dois) outlier(s) aditivo(s) na primeira parte da amostra e um outlier aditivo na segunda
parte da amostra.
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Tabela 3.16 Distribuição do(s) outlier(s) nas séries simuladas para previsão de observações futuras
utilizando os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1).

Cenário 1 - Nenhum outlier na primeira parte da amostra e 01 outlier aditivo na segunda
parte da amostra

Os resultados são apresentados na Tabela 3.17 e baseiam-se na média das raízes do erro
médio quadrático (RMSE) obtidos da previsão das seis últimas observações em cada uma das
10.000 séries simuladas. De acordo com os resultados, para ambos modelos a intensidade do
impacto da observação atípica na segunda parte da amostra não interferiu na média das RMSE.

Ainda de acordo com a Tabela 3.17, os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob
distribuição normal condicional obtiveram, em média, menores erros de previsão que o modelos
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade em, respectivamente, 75%
e 66,5% dos casos considerados; como era de se esperar pois as séries foram simuladas sob
distribuição normal para os erros aleatórios rt e, sendo assim, as estimativas obtidas para a
primeira parte da amostra considerando os modelos sob distribuição normal condicional são,
em geral, mais precisas.

Cenário 2 - 01 outlier aditivo (ou inovador) na primeira parte da amostra e nenhum ou-
tlier na segunda parte da amostra

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.18 e 3.19 mostram as médias das raízes do erro
médio quadrático (RMSE) obtidas das previsões realizadas com o modelo SYMARMA(1,0)
sob distribuições normal condicional e t de Student condicional nas 10.000 réplicas conside-
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Tabela 3.17 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos simulados de acordo com o
Cenário 1.

radas, para, respectivamente, um outlier aditivo e um outlier inovador na primeira parte da
amostra.

Notamos que o número de casos em que o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t

de Student condicional com 4 graus de liberdade se sobressaiu ao modelo SYMARMA(1,0)
sob distribuição normal condicional aumentou quando a intensidade do impacto passou de
ω = 5xSyt para ω = 8xSyt e/ou quando o tamanho amostral passou de n = 36 para n = 72.
Além disso, verificamos que as previsões obtidas pelos modelos SYMARMA(1,0) sob distri-
buição t de Student condicional são ainda melhores quando um outlier inovador está presente
na primeira parte da amostra.

Dado que o outlier na primeira parte da amostra é do tipo aditivo, para ω = 5xSyt (ω =

8xSyt ) a média dos erros de previsão foram menores nos modelos SYMARMA(1,0) sob distri-
buição t4 condicional em 56,2% (71,9%) dos casos. Quando o outlier é do tipo inovador esses
percentuais passam para 75% e 87,5%. Os resultados encontram-se resumidos na Tabela 3.22.

Nas Tabelas 3.20 e 3.21 estão apresentados os resultados das simulações realizadas no mo-
delo SYMARMA(0,1). Para n = 36 o modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicio-
nal se sobressaiu ao modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional em todos
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os casos considerados. Em geral, quando a intensidade do impacto passa de ω = 5xSyt para
ω = 8xSyt temos um desempenho ainda melhor do modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição
t4 condicional. Para um outlier do tipo aditivo na primeira parte da amostra, os percentuais de
casos em que o modelo sob distribuição t4 condicional se sobressaiu ao modelo normal condi-
cional foram 84,4% e 87,5% para, respectivamente, ω = 5xSyt e ω = 8xSyt e, para um outlier
do tipo inovador na primeira parte da amostra, 84,4% e 93,7% . Os resultados estão resumidos
na Tabela 3.22.

Tabela 3.18 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outlier aditivo de acordo com o Cenário 2.
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Tabela 3.19 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outlier inovador de acordo com o Cenário 2.

Tabela 3.20 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outlier aditivo de acordo com o Cenário 2.
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Tabela 3.21 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outlier inovador de acordo com o Cenário 2.

Tabela 3.22 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distri-
buição t de Student condicional obteveram melhor performance que o modelo sob distribuição normal
condicional nas previsões futuras considerando o Cenário 2.
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Cenário 3 - 02 outliers aditivos (ou inovadores) na primeira parte da amostra e nenhum
outlier na segunda parte da amostra

Neste cenário perturbamos a primeira parte da amostra com dois outliers do tipo aditivo
(ou inovadores) e realizamos previsões para as observações que compõem a segunda parte da
amostra - observações essas que não sofreram nenhum tipo de perturbação. As médias das
raízes do erro médio quadrático (RMSE) obtidas das previsões realizadas com o modelo SY-
MARMA(1,0) sob distribuições normal condicional e t de Student condicional, nas 10.000
réplicas, são apresentadas nas Tabelas 3.23 e 3.24 e, para o modelo SYMARMA(0,1) os re-
sultados são apresentados nas Tabelas 3.25 e 3.26. Um resumo comparativo do percentual de
casos em que o modelo SYMARMA sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de
liberdade obteve uma performance melhor que o modelo sob distribuição normal condicional é
apresentado na Tabela 3.27.

Tabela 3.23 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outliers aditivos de acordo com o Cenário 3.
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Tabela 3.24 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outliers inovadores de acordo com o Cenário 3.

Tabela 3.25 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outliers aditivos de acordo com o Cenário 3.
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Tabela 3.26 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outliers inovadores de acordo com o Cenário 3.

Tabela 3.27 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distri-
buição t de Student condicional obteveram melhor performance que o modelo sob distribuição normal
condicional nas previsões futuras considerando o Cenário 3.
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Na presença de dois outliers do tipo aditivo na primeira parte da amostra, em 84,4% de todos
os casos considerados o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional apresentou
melhor desempenho que o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição normal condicional. Para
o modelo SYMARMA(0,1) esse percentual foi de 100%. Considerando agora dois outliers do
tipo inovador, esses percentuais são de 92,2% para os modelos SYMARMA(1,0) sob distribui-
ção t4 condicional e 100% para modelos SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional.

Nota-se ainda que, os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição t4
condicional tornam-se ainda mais adequados para realizar previsões a medida que o número e
a intensidade dos outliers aumentam.

Cenário 4 - 01 outlier aditivo (ou inovador) na primeira parte da amostra e 01 outlier
aditivo na segunda parte da amostra

Os resultados das simulações nos Cenários 2 e 3 mostraram um melhor desempenho dos
modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional na previsão de
observações futuras sem outliers. A partir de agora, vamos verificar a acurária das previsões
desses modelos na presença de um outlier do tipo aditivo na segunda parte da amostra.

As médias das raízes do erro médio quadrático (RMSE) para os modelos SYMARMA(1,0)
tendo na primeira parte da amostra um outlier do tipo aditivo são apresentadas na Tabela
3.28 e, para um outlier do tipo inovador, na Tabela 3.29. Os resultados para os modelos SY-
MARMA(0,1) são apresentados nas Tabelas 3.30 e 3.31.

Notamos que o número de casos em que o modelo SYMARMA(1,0) ou SYMARMA(0,1)
sob distribuição t4 condicional teve uma performace melhor que o modelo SYMARMA(1,0)
com distribuição normal condicional, aumentou quando a intensidade do impacto passou de
ω = 5xSyt para ω = 8xSyt e/ou quando o tamanho amostral passou de n= 36 para n= 72. Além
disso, verificamos que as previsões obtidas pelos modelos SYMARMA(1,0) sob distribuição t4
condicional são ainda melhores quando um outlier inovador está presente na primeira parte da
amostra.

Dado que o outlier na primeira parte da amostra é do tipo aditivo, para ω = 5xSyt (ω =

8xSyt ) a média dos erros de previsão foi menor nos modelos SYMARMA(1,0) sob distribui-
ção t4 condicional em 51,3% (68,7%) dos casos. Quando o outlier é do tipo inovador esses
percentuais são de 75% e 81,2%. Para n = 36 o modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição t4
condicional se sobressaiu ao modelo SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional em
todos os casos considerados. Os resultados encontram-se resumidos na Tabela 3.32.



3.5 PREVISÕES - MODELOS SYMARMA(1,0) E SYMARMA(0,1) 54

Tabela 3.28 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outlier aditivo de acordo com o Cenário 4.

Tabela 3.29 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outlier inovador de acordo com o Cenário 4.
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Tabela 3.30 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outlier aditivo de acordo com o Cenário 4.

Tabela 3.31 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outlier inovador de acordo com o Cenário 4.
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Tabela 3.32 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob dis-
tribuição t de Student condicional obteve melhor performance que o modelo sob distribuição normal
condicional nas previsões futuras considerando o Cenário 4.

Cenário 5 - 02 outliers aditivos (ou inovadores) na primeira parte da amostra e 01 outlier
aditivo na segunda parte da amostra

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.33-3.36 mostram as médias das raízes do erro
médio quadrático (RMSE) obtidas das previsões realizadas com os 10.000 modelos SYMA-
RAM(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuições t de Student condicional com 4 graus de liber-
dade e normal condicional, simulados de acordo com o cenário 5. Um resumo comparativo do
percentual de casos em que o modelo SYMARMA sob distribuição t de Student condicional
com 4 graus obteve melhor performance que o modelo sob distribuição normal condicional é
apresentado na Tabela 3.37.

Os resultados apontam que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribui-
ção t4 condicional fornecem estimativas mais precisas do que os modelos SYMARMA(1,0)
e SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional para as observações que compõem a
segunda parte da amostra. Lembrando que neste cenário a primeira parte da amostra, em que
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Tabela 3.33 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outliers aditivos de acordo com o Cenário 5.

Tabela 3.34 Média das RMSE das previsões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(1,0) simulados
na presença de outliers inovadores de acordo com o Cenário 5.
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Tabela 3.35 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outliers aditivos de acordo com o Cenário 5.

Tabela 3.36 Média das RMSE das parevisões obtidas dos 10.000 modelos SYMARMA(0,1) simulados
na presença de outliers inovadores de acordo com o Cenário 5.
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Tabela 3.37 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distri-
buição t de Student condicional obteveram melhor performance que o modelo sob distribuição normal
condicional nas previsões futuras considerando o Cenário 5.

o modelo é estimado, contém dois outliers do tipo aditivo ou inovador e a segunda parte da
amostra contém um outlier do tipo aditivo.

A acurácia das previsões realizadas pelos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1)
sob distribuição t4 condicional pode ser comprovada ao verificar que na pior das hipóteses (n =

72, ω = 5xSyt e outliers do tipo aditivo na primeira parte da amostra) os modelos obtiveram,
em média, menores erros de previsão que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob
distribuição normal condicional em 81,2% e 75% dos casos considerados, respectivamente.

A Tabela 3.38 apresenta um resumo dos resultados obtidos das simulações realizadas para
esta seção. Nela constam os percentuais de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e
SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional obtiveram menores médias das raízes do
erro médio quadrático (RMSE), na previsão de observações futuras, do que os modelos SY-
MARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional, para cada um dos cinco
cenários considerados. Nota-se que na presença de outliers na série, a utilização dos modelos
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SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional, em geral, fonece me-
lhores previsões, no sentido de menor RMSE, relativamente aos modelos SYMARMA(1,0) e
SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional. Em 79,4% de todos os cenários con-
siderados o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional se sobressaiu ao normal
condicional; para o modelo SYMARMA(1,0) esse percentual é ainda maior chegando a 89,4%.

Tabela 3.38 Percentual de casos em que os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distri-
buição t4 condicional foram superior aos modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição
normal condicional na previsão de observações futuras - para outliers aditivos e inovadores.

3.6 Modelos SYMARMA(1,1)

Nesta seção serão apresentados resultados do estudo de simulação realizado do modelo SY-
MARMA(1,1). O objetivo destas simulações é avaliar o desempenho dos estimadores de má-
xima verossimilhança condicional (EMVC) para o parâmetro autorregressivo (φ ), de média
móvel (θ ) e de escala (ϕ) do modelo SYMARMA(1,1). Foram realizadas 10.000 réplicas de
Monte Carlo com amostras de tamanho n = 150 considerando α fixo igual a 0. Os valores
considerados para o parâmetro φ foram 0,1, 0,3, 0,5 e 0,7, para o parâmetro θ , 0,1, 0,3 e 0,5
e, por fim, o parâmetro de escala, ϕ , foi mantido fixo igual a 2 para o modelo SYMARMA
sob distribuição normal condicional e igual a 1 para modelo SYMARMA sob distribuição t

de Student condicional com 4 graus de liberdade. As séries foram geradas como na Seção 3.2



3.6 MODELOS SYMARMA(1,1) 61

de acordo a distribuição condicional do modelo, isto é, para o modelo SYMARMA(1,1) sob
distribuição normal condicional consideramos rt ∼ N(0,2) e para o modelo SYMARMA(1,1)
sob distribuição t4 condicional consideramos rt ∼ t4.

Todas as rotinas de simulação e estimação foram desenvolvidas utilizando o software R
em sua versão 13.0. Os estimadores de máxima verossimilhança condicional foram obtidos
através da maximização do logaritmo da função de verossimilhança condicional (2.9) utilizando
o algoritmo de otimização não-linear escore de Fisher [detalhes, ver Seção 2.2].

Para avaliar e comparar o comportamento do EMVC para os diferentes parâmetros, uti-
lizaremos a média dos valores estimados, a média dos vieses, a variância estimada e o erro
quadrático médio (EQM) dos parâmetros, definidos na Seção 3.3.

Os resultados das simulações do modelo SYMARMA(1,1) sob distribuição normal con-
dicional estão apresentados nas Tabelas 3.39 e 3.40. Para o modelo SYMARMA(1,1) sob
distribuição t4 condicional, temos as Tabelas 3.41 e 3.42. Pode-se notar que os EMVC para os
parâmetros do modelo SYMARMA(1,1) foneceram estimativas bastante precisas para o valor
verdadeiro do parâmetro. Sob distribuição normal condicional, o viés médio relativo dos parâ-
metros φ̂ , θ̂ ou ϕ̂ não ultrapassou 21,2% e, sob distribuição t4 condicional, o maior valor do
viés médio relativo foi de 16,1%. Em ambos os modelos o valor máximo do viés médio relativo
foi obtivo para φ = 0,3 e θ = 0,1.

Podemos observar também um leve decaimento da variância e do EQM dos parâmetros φ e
θ à medida que os parâmetros φ e/ou θ aumentam de valor.



3.6 MODELOS SYMARMA(1,1) 62

Tabela 3.39 Média, viés, variância e EQM das estimativas dos parâmetros φ e θ nas simulações do
modelo SYMARMA(1,1) sob distribuição normal condicional.
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Tabela 3.40 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro ϕ nas simulações do modelo
SYMARMA(1,1) sob distribuição normal condicional.
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Tabela 3.41 Média, viés, variância e EQM das estimativas dos parâmetros φ e θ nas simulações do
modelo SYMARMA(1,1) sob distribuição t4 condicional.
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Tabela 3.42 Média, viés, variância e EQM das estimativas do parâmetro ϕ nas simulações do modelo
SYMARMA(1,1) sob distribuição t4 condicional.



CAPÍTULO 4

Aplicações

It always helps to know the answer when you are working toward the

solution of a problem.

—AUTOR DESCONHECIDO

Nesse capítulo utilizamos dois conjuntos de dados reais para ilustrar a performance do mo-
delo SYMARMA no ajuste de séries temporais contínuas na presença de observações atípicas.
O banco de dados utilizado no primeiro exemplo é composto por observações mensais, desde
outubro de 2001 até o mês de agosto de 2011, referentes à arrecadação do Imposto sobre Opera-
ções Relativas da Circulação de Mercadorias e sobre Prestações de Serviços (ICMS) no estado
de Pernambuco, sendo composto por um total de 119 observações. Os valores arrecadados
foram deflacionados através do índice de inflação IGP-DI (Índice Geral de Preços - Disponi-
bilidade Interna). Para o segundo exemplo, utilizamos dados da inflação no Brasil calculada
de acordo com o IGP-DI. Os dados correspondem a 563 observações mensais abrangendo o
período de janeiro de 1965 a novembro de 2011. A fonte dos dados é o Instituto de Pesquisa
Econômica Aplicada (IPEA)1.

Este capítulo está dividido em 2 seções. A primeira seção trata do ajuste da série arreca-
dação do ICMS no estado de Pernambuco por meio de modelos estatísticos. Em seguida, na
Seção 4.2, o comportamento da série inflacionária do Brasil foi estudado e previsões para infla-
ção nos primeiros meses de 2012 foram geradas. Em ambos exemplos, o modelo SYMARMA
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade foi utilizado e os resultados
comparados com o tradicional modelo ARMA.

1As séries utilizadas neste capítulo foram retiradas do sítio do IPEADATA através do endereço eletrônico
http://www.ipeadata.gov.br/ em 19 de dezembro de 2011.
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4.1 Modelagem da arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco

4.1.1 Índices ICMS e IGP-DI

O ICMS (Imposto sobre Circulação de Mercadorias e Prestação de Serviços) é um imposto de
competência estadual que incide (base de cálculo) sobre a circulação de mercadorias, presta-
ções de serviços de transporte interestadual, ou intermunicipal, de comunicações, de energia
elétrica. Também sobre a entrada de mercadorias importadas e serviços prestados no exterior.

O fato gerador é a saída da mercadoria do estabelecimento do contribuinte, fornecimento
de refeições, prestação de serviços de transporte, entre outros.

Cada Estado da Federação tem liberdade para adotar regras próprias relativas à cobrança
desse imposto, respeitados os requisitos mínimos fixados na Constituição Federal e pelo Código
Tributário Nacional.

O estado de Pernambuco em 2010 arrecadou 8.411.014,00 milhões de reais em ICMS. Este
valor correspondeu a uma participação relativa de 3,11% no ano de 2010.

O IGP-DI (Índice Geral de Preços - Disponibilidade Interna), calculado mensalmente pela
Fundação Getúlio Vargas - FGV, foi instituído no ano de 1944 com a finalidade de medir o
comportamento de preços em geral da economia brasileira. É uma média aritmética, ponde-
rada dos seguintes índices:

a) IPA - é o Índice de Preços no Atacado e mede a variação de preços no mercado atacadista.
O IPA ponderada em 60% o IGP-DI;

b) IPC - é o Índice de Preços ao Consumidor e mede a variação de preços entre as famílias que
recebem renda de 1 a 33 salários mínimos nas cidades de São Paulo e Rio de Janeiro. O
IPC pondera em 30% o IGP-DI;

c) INCC - é o Índice Nacional da Construção Civil e mede a variação de preços no setor
da construção civil, considerando no caso tanto materiais como também a mão de obra
empregada no setor. O INCC pondera em 10% o IGP-DI.

DI ou Disponibilidade Interna é a consideração das variações de preços que afetam dire-
tamente as atividades econômicas localizadas no território brasileiro. Não se consideram as
variações de preços dos produtos exportados, que são consideradas somente no caso da varia-
ção no aspecto de Oferta Global.

O que difere o IGP-M (Índice Geral de Preço do Mercado) do IGP-DI é que as variações
de preços consideradas pelo IGP-M se referem ao período do dia vinte e um do mês anterior
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ao dia vinte do mês de referência enquanto no IGP-DI referem-se ao período do dia um ao dia
trinta do mês em referência.

A divulgação ocorre sempre na segunda quinzena do mês seguinte. Portanto, este índice
mede a variação de preços de um determinado mês por completo.

4.1.2 Resultados

Na Figura 4.1 é apresentado o gráfico da série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco
para o período de outubro de 2001 até agosto de 2011. Nota-se claramente que a série pos-
sui cinco grandes quedas no valor da arrecadação; essas quedas correspondem aos meses de
setembro, outubro e novembro de 2008, em que a arrecadação foi, aparentemente, totalmente
transferida para algum outro setor, e aos meses de outubro e novembro de 2009 em que o im-
posto arrecadado com o ICMS foi, aparentemente, parciamente transferido chegando assim a
uma arrecadação de apenas 617 e 660 mil reais, respectivamente.

As observações referentes aos meses de setembro, outubro e novembro de 2008 e outubro e
novembro de 2009 são consideradas observações atípicas por serem inconsistentes com o res-
tante da série. Esta é a primeira vez que esses dados foram analisados sob a ótica de acomodar
observações atípicas utilizando distribuições mais flexíveis.

Figura 4.1 Série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco - dados brutos.

A série deflacionada pelo IGP-DI, tomando como mês de referência agosto de 2011, é apre-
sentada na Figura 4.2. Deflacionar a série é importante pois precisamos remover o efeito da
inflação nos valores da série temporal. Temos que em média a arrecadação foi de R$ 542.798,8
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milhões com desvio-padrão de R$ 168.062,0 milhões. A arrecadação mediana foi R$ 542.791,8
milhões. O valor máximo da série deflacionada, atingido em dezembro de 2010, chegou ao pa-
tamar de R$ 890.825,1 milhões. Já a menor arrecadação, R$ 0,0, ocorre nos meses de setembro,
outubro e dezembro de 2008, devido, aparentemente, à total transferência da arrecadação para
outro setor.

Nota-se também que entre meses consecutivos ocorreu uma taxa média de crescimento
de 0,82% na arrecadação do ICMS, ou seja, em média ocorreu uma aumento de 0,82% na
arrecadação quando passou-se de um mês para o outro de forma ordenada.

Figura 4.2 Série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco - dados deflacionados pelo IGP-DI.

Em nosso estudo, nos meses em que a arrecadação foi de R$ 0,0 somamos R$ 10,0 para
evitar possíveis problemas na divisão de um número inteiro positivo por zero.

Para verificar a estacionariedade da série utilizamos o teste de raiz unitária Dickey-Fuller
(Said e Dickey, 1984) admitindo-se como hipótese nula a não-estacionariedade. Uma raiz
unitária encontrada no polinômio autorregressivo sugere que a série segue um processo não-
estacionário integrado de ordem um. O teste da raiz unitária de Dickey-Fuller apreentou valor
p igual a 0,043, evidenciando, ao nível de 5% de significância, a estacionariedade da série.
Logo, não é necessária alguma transformação para tornar a série estacionária.

O correlograma e o correlograma parcial da série estão apresentados, respectivamente, nas
Figuras 4.3 e 4.4. Eles auxiliam na identificação dos possíveis modelos que descrevem o seu
comportameto dinâmico. Através do correlograma apresentado na Figura 4.3 existem obser-
vações fora do intervalo de confiança representado pelas linhas pontilhadas, o que indica uma
possível existência de parâmetros de médias móveis. Notamos também, através do correlo-
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grama parcial apresentado na Figura 4.4, que existe um observação no lag 9 fora do interalo de
confiança, o que indica a existência de um possível parâmetro autoregressivo de ordem 9.

Figura 4.3 Função de autocorrelação da série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco - dados
deflacionados pelo IGP-DI.

Figura 4.4 Função de autocorrelação parcial da série arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco -
dados deflacionados pelo IGP-DI.

Desta forma, alguns modelos temporais na classe ARMA(p,q) foram propostos a fim de
ajustar os dados, ver Tabela 4.1. Para a escolha dentre os modelos propostos utilizou-se o
critério BIC (Bayesian Information Criterion) [ver, Schwarz (1978)] dado por

BIC =−2logL̂+ klogT,
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em que L é o valor da função de verossimilhança avaliada em δ̂ , k é o número de parâmetros
a serem estimados e T é o número de observações da série, neste exemplo T = 119. O BIC
é um critério consistente, de forma que ele fornece estimativas de p e q que convergem em
probabilidade para os valores verdadeiros à medida que o tamanho da amostra tende a infinito.
De acordo com esse critério, o modelo que melhor descreve a dinâmica dos dados da série é
o ARMA(1,0), pois possui menor BIC e também apresenta baixo valor para o logaritmo da
função de máxima verossimilhança.

Tabela 4.1 Modelos ARMA ajustados a série arrecadação do ICMS em Pernambuco, para diferentes
configurações, e seus respectivos valores do critério BIC e logaritmo da função de máxima verossimi-
lhança

Modelo BIC `(θ̂)
ARMA(0,1) 3.156,26 -1.570,96
ARMA(1,0) 3.141,36 -1.563,51
ARMA(1,1) 3.143,10 -1.561,99
ARMA(1,2) 3.143,02 -1.559,56
ARMA(1,3) 3.144,43 -1.557,88
ARMA(2,3) 3.147,75 -1.557,15

Vamos agora comparar os ajustes dos dados utilizado o modelo ARMA(1,0) e o modelo
com caudas mais pesadas SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student condicional com 4
graus de liberdade. Lange et al. (1989) sugerem que os graus de liberdade devem ser fixados
para amostra pequenas e mencionam que v = 4 tem funcionado bem para diversas aplicações.
A Tabela 4.2 apresenta as estimativas obtidas por ambos modelos.

Tabela 4.2 Estimativas obtidas para os α , φ e ϕ dos modelos ARMA(1,0) e SYMARMA(1,0) sob
distribuição t4 condicional para os dados da arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco.

Modelo Parâmetro Estimativa Erro Padrão BIC RMSE
α 172.400 109.855

ARMA(1,0) φ 0,687 0,0002 3.141,36 5.778,55
ϕ 15.111.303.330 -
α 16.629 68.918

SYMARMA(1,0) φ 0,973 0,0001 2.931,29 5.448,64
ϕ 1.194.293.270 -

Percebe-se que o modelo SYMARMA(1,0) apresentou um menor valor para o critério BIC,
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um menor erro padrão assintótico das estimativas dos parâmetros e também um redução na es-
timativa do parâmetro de dispersão ϕ . Além disso, o modelo SYMARMA(1,0) apresentou me-
nor valor para raiz do erro médio quadrático (RMSE), mostando se ajustar melhor aos dados do
que o modelo ARMA(1,0). As séries ajustadas pelos modelos ARMA(1,0) e SYMARMA(1,0)
são apresentadas juntamente com a série original na Figura 4.5.

Figura 4.5 Séries arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco com dados deflacionados (linha
preta), ajustada pelo modelo ARMA(1,0) (linha vermelha) e ajustada pelo modelo SYMARMA(1,0)
sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade (linha verde).

Para verificar a acurácia dos modelos ARMA(1,0) e SYMARMA(1,0) em prever observa-
ções futuras, retiramos as últimas 6 observações da série e reajustamos os modelos. A previsão
obtida por estes novos modelos para as últimas 6 observações retiradas anteriormente são apre-
sentadas na Figura 4.6.

Os erros de previsão (RMSE) foram iguais a 0,237 para o modelo ARMA(1,0) e 0,067 para
o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade.

Neste exemplo mostramos que a utilização de um distribuição condicional com caudas
mais pesadas que a distribuição normal acomodou melhor as observações atípicas da série
arrecadação do ICMS no estado de Pernambuco, fornecendo assim uma melhor qualidade no
ajuste dos dados e menores erros de previsão para observações futuras.
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Figura 4.6 Valores preditos das últimas 6 observações da série arrecadação do ICMS no estado de
Pernambuco pelos modelos ARMA(1,0) (linha vermelha) e SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condi-
cional (linha verde).

4.2 Inflação no Brasil

A série inflacionária do Brasil, de acordo com o IGP-DI, para dados mensais abrangendo o
período de janeiro de 1965 à novembro de 2011 é apresentada na Figura 4.7. Estes dados
também foram estudados por Cribari-Neto e Cassiano (2005) que propuseram quatro medidas
robustas para checar impacto de choques econômicos no longo prazo. Da Figura 4.7 observa-se
que a partir dos anos 80 a série é caracterizada por crescimentos acentuados, que levaram o país
à hiperinflação em 1989. Conforme relatam Cribari-Neto e Cassiano (2005): “Desde 1979 a
história econômica brasileira foi marcada por muitas intervenções governamentais repentinas
destinadas a controlar a inflação. Porém, alguns destes planos de choque não obtiveram o
efeito esperado, nem mesmo a curto prazo, e por isso não introduziram inliers significativos na
série, uma vez que não conseguiram baixar o nível das taxas inflacionárias. Este foi o caso dos
planos de choque Delfim I, Delfim II, Delfim III, Dornelles, Arroz com Feijão, Éris, Marcílio
e o Programa de Açao Imediata.”

Dentre as diversas observações atípicas presentes na série, podemos destacar março de 1986
(plano Cruzado), junho de 1987 (plano Bresser), janeiro de 1989 (plano Verão), abril de 1990
(plano Collor I), fevereiro de 1991 (plano Collor II) e junho de 1994 (plano Real). No período
considerado, a maior taxa de inflação registrada foi de 81,32% que ocorreu em março de 1990.
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Algumas deflações também podem ser observadas, dentre elas a de setembro de 1995 que
atingiu o patamar de -1,08%.

Figura 4.7 Série inflação no Brasil de acordo com IGP-DI.

A fim de chegar a estacionariedade da série, realizamos o teste da raiz unitária de Dickey-
Fuller. A hipótese nula (H0), de que a série testada possui raiz unitária (é não estacionária), foi
rejeitada ao nível de 5% de significância; valor p obtido pelo teste de Dickey-Fuller foi igual a
0,042.

As Figuras 4.8 e 4.9 apresentam, respectivamente, o correlograma e o correlograma parcial
da série. Apesar do correlograma apresentado na Figura 4.8 exibir correlações não desprezíveis
até o lag 20, intuitivamente é razoável considerar que a inflação no Brasil segue um processo
estacionário: a inflação tende a flutuar em torno de algum patamar ao longo do tempo. Este
fato, somado à evidência apresentada contrária à hipótese de não estacionariedade, permite
considerar que a série inflação no Brasil segue um processo estacionário. O correlograma
parcial apresentado na Figura 4.9 dá indícios de um possível parâmetro autorregressivo no
modelo.

Considerando que a série segue um processo estacionário, variantes do modelo ARMA
foram estimados. O critério de seleção utilizado para selecionar o modelo final, dentre os mo-
delos estimados, será o BIC (Bayesian Information Criterion). Os resultados são apresentados
na Tabela 4.3 e, como podemos notar, dentre os modelos estimados o que melhor descreveu
a dinâmica dos dados foi o modelo ARMA(1,0) pois apresentou menor BIC e também menor
valor para o logaritmo da função de máxima verossimilhança.
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Figura 4.8 Função de autocorrelação da série inflação no Brasil de acordo com o IGP-DI.

Figura 4.9 Função de autocorrelação parcial da série inflação no Brasil de acordo o IGP-DI.

Vamos agora comparar os ajustes dos dados utilizando o modelo ARMA(1,0) e o modelo
SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de liberdade. A Ta-
bela 4.4 fornece as estimativas obtidas. Note que o modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição
t4 condicional apresentou menor valor para o critério BIC e também menor raiz do erro mé-
dio quadrático (RMSE). Além disso, os erros-padrão assintóticos das estimativas de α e φ

foram menores. Outro fato a ser destacado é a estimativa para o parâmetro de dispersão que no
modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional foi de 1,35, bem inferior ao modelo
ARMA(1,0) que estimou o valor de ϕ em 16,71. As séries ajustadas pelos modelos ARMA(1,0)
e SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional, juntamente com a série original, são apre-
sentadas na Figura 4.10.
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Tabela 4.3 Modelos ARMA ajustados a série inflação no Brasil, para diferentes configurações, e seus
respectivos valores do critério BIC e logaritmo da função de máxima verossimilhança

Modelo BIC Logaritmo da função de máx-verossiminhança
ARMA(1,0) 3.193,36 -1.587,18
ARMA(2,1) 3.203,57 -1.585,95
ARMA(1,1) 3.197,61 -1.586,14
ARMA(1,2) 3.201,59 -1.584,96
ARMA(1,3) 3.194,74 -1.578,37
ARMA(2,3) 3.195,19 -1.575,43

Tabela 4.4 Estimativas obtidas para os α , φ e ϕ dos modelos ARMA(1,0) e SYMARMA(1,0) sob
distribuição t4 condicional para os dados da inflação no Brasil.

Modelo Parâmetro Estimativa Erro Padrão BIC RMSE
α 0,489 0,099

ARMA(1,0) φ 0,921 0,008 3.193,36 7,02
ϕ 16,713 -
α 0,038 0,063

SYMARMA(1,0) φ 1,014 0,005 2.302,32 5,89
ϕ 1,350 -

Agora, retiramos as 6 últimas observações da série, que correspondem aos meses de ju-
nho a novembro de 2011, e reajustamos os modelos. Em seguida, utilizando das estimativas
obtidas anteriormente, realizamos previsões para as 6 observações que haviam sido retiradas
no primeiro momento. Os erros de previsão apresentados pelos modelos são apresentados na
Figura 4.11. Como podemos notar, as previsões fornecidas pelo modelo SYMARMA(1,0) sob
distribuição t4 condicional foram mais precisas que as do modelo ARMA(1,0), a raiz do erro
médio quadrático (RMSE) para as previsões do modelo ARMA(1,0) foi igual a 1,846 e para o
modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional, 1,605.

Por fim, de posse do modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional estimado
anteriormente, podemos fornecer previsões para inflação no Brasil nos três primeiros meses do
ano de 2012. Para o mês de janeiro a inflação é estimada em 0,51%, para o mês de fevereiro,
0,55%, e, para o mês de março, 0,60%.
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Figura 4.10 Séries inflação no Brasil (linha preta), ajustada pelo modelo ARMA(1,0) (linha vermelha)
e ajustada pelo modelo SYMARMA(1,0) sob distribuição t de Student condicional com 4 graus de
liberdade (linha verde).

Figura 4.11 Erros de previsão apresentados pelos modelos ARMA(1,0) (linha vermelha) e SY-
MARMA(1,0) sob distribuição t4 condicional (linha verde) na predição das últimas 6 observaçõs da
série inflação no Brasil.



4.3 ROTINA ELLIPTICAL.TS 78

4.3 Rotina elliptical.ts

É importante que toda a teoria desenvolvida nesta dissertação esteja disponível em algum soft-
ware. Com esta preocupação foram desenvolvidos macros no software R (Ihaka e Gentleman,
1996). O R é um ambiente integrado que possui grandes facilidades para a manipulação de da-
dos, a geração de gráficos e a modelagem estatística. Devido ao seu código fonte ser aberto, o
mesmo tem recebido inúmeras contribuições de várias comunidades científicas. O R encontra-
se disponível em http://www.r-project.org, bem como diversos macros, que são im-
plementações das mais variadas áreas de estudo.

Com a ideia de difundir a modelagem estatística para dados temporais, desenvolvemos a
biblioteca elliptical.ts, que consiste em um conjunto de rotinas computacionais que
permitem a definição de distribuições pertencentes a classe simétrica e o ajuste dos parâmetros
autoregressivos, de médias móveis e de escala do modelo SYMARMA pelo método de máxima
verossimilhança condicional. Este conjunto de rotinas encontra-se disponível gratuitamente
para uso acadêmico em http://www.de.ufpe.br/∼cysneiros/elliptical.ts.html.

Vamos agora apresentar a sintaxe do comando para o ajuste de um modelo SYMARMA
sob uma particular distribuição simétrica condicional.

elliptical.ts(formula = formula(data), family = Normal, data =

sys.parent(), dispersion = NULL, weights, subset, na.action =

"na.fail", method = "elliptical.fit", control = glm.control(

epsilon=0.0001, maxit=100, trace=F), model = F, x = F, y = T,

contrasts = NULL, linear = T, offset, np = 0, nq = 0, ...)

Para o uso da library elliptical.ts é necessário chamar inicialmente a library Matrix.
Após o ajuste do modelo utilizando a library elliptical.ts ficará disponível uma lista de
objetos gerados, tais como:

coefficients: coeficientes autorregressivos, de médias móveis e de locação do modelo ajustado;

dispersion: coeficiente de dispersão do modelo ajustado;

residuals: resíduo (y−µ)/
√

φ ;

fitted.values: valores ajustados;
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loglik: o logaritmo da verossimilhança maximizada do modelo ajustado;

Wg: os valores da função Wg(u);

Wgder: os valores da função W ′g(u);

v: os valores da função vi;

iter: número de iterações;

scale: 4dg;

scaledispersion: 4 fg - 1;

scalevariance: ξ ;

DesP: desvio padrão assintótico dos coeficientes autoregressivos, de médias móveis e de loca-
ção do modelo ajustado;

rmse: raiz do erro médio quadrático.

Na opção family, define-se a família de distribuição a ser ajustada. Esta library até o presente
momento está definida para as distribuições abaixo:

Normal: family = Normal();

t de Student: family = Student(v);

t de Student Generalizada: family = Gstudent(c(s,r));

Logística-I: family = LogisI();

Logística-II: family = LogisII();

Logística Generalizada: family = Glogis(c(α ,m));

Exponencial Potência: family = Powerexp(k).

Também é possível usar a library para definir outras distribuições através do comando
make.family.elliptical. Por exemplo, pode-se criar a família Cauchy através dos
comandos abaixo:

Cauchy <- function()
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{

make.family.elliptical("Cauchy")

}

Cauchy.deriv <- structure(.Data=list(

g0 = function(z,...) log((1/pi)*(1+zˆ2)ˆ(-1)),

g1 = function(z,...) -1/(1+zˆ2),

g2 = function(z,...) 1/8,

g3 = function(z,...) 3/8,

g4 = function(z,...) 1, # não definido

g5 = function(z,...) 1/((1+zˆ2)ˆ2),

.Dim = c(6,1),

.Dimnames = list(c("g0","g1","g2","g3","g4","g5"),c("Cauchy")))

Vamos agora utilizar a série de dados inflacionários do Brasil [ver, Seção 4.2] para ilustrar
algumas saídas disponibilizadas pelas funções implementadas. Os comandos utilizados são
apresentados a seguir.

library(Matrix)

inflacao <- scan(what=list(y=0))

4.82

3.12

6.01

·
·
·
0.43

attach(inflacao)

inflacao <- ts(inflacao, start=c(1965,1), end=c(2011,11),

frequency=12)

ajuste <- elliptical.ts(formula=inflacao∼1, family=Student(4),

np=1, nq=0)

ajuste

Call:
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elliptical(formula = inflacao ∼ 1, family = Student(4), np = 1,

nq = 0) # np: número de parâmetros autoregressivos no modelo; nq:

número de parâmetros de médias móveis

Coefficients:

(Intercept) ar1

0.0383187 1.0141667

Scale parameter: 1.34976

Error distribution: Student

-2*Log-Likelihood 2255.65

ajuste$DesP

0.062651948 0.005159947

ajuste$rmse

5.887852



CAPÍTULO 5

Considerações Finais

I know of no way of judging the future but by the past.

—PATICK HENRY (Speech at Second Virginia Convention, March 23,
1775)

Nesta dissertação estendemos a classe de modelos autorregressivos de médias móveis gaussi-
ano (ARMA) para a classe não-gaussiana. Em particular, propomos os modelos SYMARMA,
uma classe de modelos que permite o ajuste de séries temporais pertencentes à classe de dis-
tribuições simétricas. A classe de distribuições simétricas contém distribuições com caudas
mais pesadas que a distribuição normal, como, por exempo, a distribuição t de Student, que
tendem a acomodar melhor observações atípicas. Foram apresentadas características e condi-
ções de estacionariedade para o modelo SYMARMA além dos procedimentos existentes para
estimação do processo e propriedades assintóticas dos estimadores. Além disso, apresenta-
mos procedimentos para realização de testes de hipóteses para os parâmetros do modelo. Uma
breve revisão sobre outliers em séries temporais foi apresentada com destaque para os outliers
aditivos e inovadores, utilizados nas simulações.

Notamos que a presença de observações atípicas na amostra pode afetar bastante as estima-
tivas dos parâmetros do modelo, dependendo do tamanho amostral, do tipo de outlier presente,
da quantidade e da intensidade do impacto do(s) outlier(s). As previsões obtidas pelos mode-
los SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição condicional de caudas mais pesadas,
na presença de outliers são, em geral, mais precisas que as previsões obtidas pelos modelos
SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional. Os resultados das
simulações de Monte Carlo realizadas com os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1)
sob distribuições normal condicional e t de Student condicional com 4 graus de liberdade (t4)
mostraram que o estimador de máxima verossimilhança condicional (EMVC) para os parâ-
metros dos modelos fornece estimativas bastante precisas, para ambas distribuições, principal-
mente para tamanhos amostrais acima de 72 observações. Na presença de observações atípicas,
os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição t4 condicional apresentaram,
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em média, menores erros de ajustes, medidos através da raiz do erros médio quadrático, do que
os modelos SYMARMA(1,0) e SYMARMA(0,1) sob distribuição normal condicional em, res-
pectivemente, 81,3% e 84,8% dos casos considerados. Para previsões de observações futuras,
esses percentuais foram de 79,4% e 89,4%. Os resultados das simulações realizadas no modelo
SYMARMA(1,1) mostraram um bom comportamento do EMVC, no sentido de fornecer esti-
mativas para os parâmetros do modelo bem próximas da realidade e com baixa variabilidade.

Observou-se também que a localização do outlier na série não apresentou nenhuma relação
direta com a qualidade do ajuste. Os cenários em que o modelo SYMARMA sob distribuição t

de Student condicional com 4 graus de liberdade apresentaou resultados ainda mais favoráveis,
no que diz respeito a predição e previsões, foram amostras com pequenos tamanhos amostrais
na presença de outliers do tipo inovador.

Dessa forma, dependendo da quantidade e intensidade das observações atípicas contidas na
série, recomenda-se utilizar distribuições mais robustas, com caudas mais pesadas, tal como
a t de Student. Além disso, através de dois exemplos práticos, notamos que a utilização do
modelo SYMARMA sob distribuição t4 condicional acomodou melhor as observações atípicas
presentes nas séries estudadas, fornecendo assim uma melhor qualidade no ajuste e menores
erros de predição e previsão de observações futuras.



APÊNDICE A

Vetor escore

Este apêndice contém as expressões que compõem o vetor escore do logaritmo da função de
verossimilhança condicional do modelo SYMARMA.

Como foi apresentado no Capítulo 2, o logaritmo da função de verossimilhança condicional
pode ser expresso como

`=
T

∑
t=m+1

`t(µt ,ϕ) =
T

∑
t=m+1

log f (yt |Ft−1), (A.1)

em que m=max{p,q} sendo p e q a ordem dos parâmetros autoregressivos e de médias móveis,
respectivamente, `t(µt ,ϕ) =−log(ϕ)/2+ log(g(ut)) e ut = (yt−µt)

2/ϕ com µt definido como

µt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j.

Os resultados a seguir foram obtidos utilizando a representação (A.1).

(a) Primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao parâmetro α

Tem-se que

U(α) =
∂`

∂α
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt

∂ µt

∂α

=
T

∑
t=m+1

Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
=

1
ϕ

T

∑
t=m+1

v(ut)(yt−µt),

em que v(ut) =−2Wg(ut) e Wg(ut) = ∂ log(g(ut))/∂ut .
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(b) Primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao vetor de parâmetros β

Para βs, s = 1, . . . ,k, temos que

Us(β ) =
∂`

∂βs
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt

∂ µt

∂βs

=
T

∑
t=m+1

Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)(
xts−

p

∑
i=1

φix(t−i)s

)

=
1
ϕ

T

∑
t=m+1

v(ut)(yt−µt)

(
xts−

p

∑
i=1

φix(t−i)s

)
,

em que v(ut) é definido da mesma forma que em (a).

(c) Primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao parâmetro ϕ

Temos que

U(ϕ) =
∂`

∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

− 1
2ϕ

+
∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ϕ

=
T

∑
t=m+1

− 1
2ϕ

+Wg(ut)

(
−(yt−µt)

2

ϕ2

)
=

1
2ϕ

T

∑
t=m+1

(
v(ut)(yt−µt)

2

ϕ
−1
)
,

em que v(ut) é definido da mesma forma que em (a).

(d) Primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao vetor de parâmetros φ

Para i = 1, . . . , p,

Ui(φ) =
∂`

∂φ i
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt

∂ µt

∂φi
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=
T

∑
t=m+1

Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)(
yt−i−xT

t−iβ
)

=
1
ϕ

T

∑
t=m+1

v(ut)(yt−µt)
(
yt−i−xT

t−iβ
)
,

em que v(ut) é definido da mesma forma que em (a).

(e) Primeira derivada do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao vetor de parâmetros θ

Para j = 1, . . . ,q,

U j(θ) =
∂`

∂θ j
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt

∂ µt

∂θ j

=
1
ϕ

T

∑
t=m+1

v(ut)(yt−µt)rt− j,

em que v(ut) é definido da mesma forma que em (a).



APÊNDICE B

Matriz informação observada de Fisher

Este apêndice contém as expressões que compõem a matriz de derivadas parciais de segunda
ordem do logaritmo da função de verossimilhança condicional do modelo SYMARMA.

Como foi apresentado no Capítulo 2, o logaritmo da função de verossimilhança condicional
pode ser expresso como

`=
T

∑
t=m+1

`t(µt ,ϕ) =
T

∑
t=m+1

log f (yt |Ft−1), (B.1)

em que m=max{p,q} sendo p e q a ordem dos parâmetros autoregressivos e de médias móveis,
respectivamente, `t(µt ,ϕ) =−log(ϕ)/2+ log(g(ut)) e ut = (yt−µt)

2/ϕ com µt definido como

µt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j. (B.2)

A representação (B.1) foi utilizada para obtermos os resultados apresentados a seguir. Além
disso, consideramos εt = yt −µt . Note que as derivadas de primeira e segunda ordem do loga-
ritmo da função de verossimilhança condicional `t(µt ,ϕ) com relação a µt podem ser expressas,
respectivamente, por

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt
=

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt
=Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
= − 2

ϕ
Wg(ut)εt

e,

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

=
∂ 2log(g(ut))

∂u2
t

(
∂ut

∂ µt

)2

+
∂ log(g(ut))

∂ut

∂ 2ut

∂ µ2
t

= W ′g(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)2

+Wg(ut)
2
ϕ

=
2
ϕ

(
Wg(ut)+2W ′g(ut)ut

)
,

87
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em que Wg(ut) = ∂ log(g(ut))/∂ut e W ′g(ut) = ∂Wg(ut)/∂ut .
Para simplificar os cálculos, utilizamos λi e ηi como substitutos para βi, φi ou θi.

(a) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em re-
lação ao vetor de parâmetros λ e o vetor de parâmetros η

Temos que

∂ 2`

∂λi∂η j
=

T

∑
t=m+1

∂

∂η j

(
∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ µt

∂λi

)
=

T

∑
t=m+1

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

∂ µt

∂η j

∂ µt

∂λi
+

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ 2µt

∂λi∂η j

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ

(
Wg(ut)+2W ′g(ut)ut

) ∂ µt

∂η j

∂ µt

∂λi
− 2

ϕ
Wg(ut)εt

∂ 2µt

∂λi∂η j

=
T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

{
2st

∂ 2µt

∂λi∂η j
+at

∂ µt

∂η j

∂ µt

∂λi

}
,

em que st =Wg(ut)εt e at =−2
{

Wg(ut)+2W ′g(ut)ut
}

. Utilizando as seguintes expressões

∂ µt

∂βl
= xtl−

p
∑

i=1
φix(t−i)l,

∂ µt

∂φi
= yt−i−x′t−iβ

∂ µt

∂θ j
= rt− j,

∂ 2µt

∂βl∂φi
=−x(t−i)l,

∂ 2µt

∂φi∂θ j
= 0 e

∂ 2µt

∂βl∂θ j
= 0,

obtidas de (B.2), temos que

∂ 2`

∂βλ ∂βη

=
T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)(
xtη −

p

∑
i=1

φix(t−i)η

)
∂ 2`

∂βλ ∂φi
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

{
−2stx(t−i)λ +at

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)(
yt−i−x′t−iβ

)}
∂ 2`

∂βλ ∂θ j
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)
rt− j

∂ 2`

∂φi∂φ j
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at
(
yt−i−x′t−iβ

)(
yt− j−x′t− jβ

)
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∂ 2`

∂φi∂θ j
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at
(
yt−i−x′t−iβ

)
rt− j

∂ 2`

∂θi∂θ j
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

atrt−irt− j.

(b) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao vetor de parâmetros λ e o parâmetro α

Temos que

∂ 2`

∂λi∂α
=

T

∑
t=m+1

∂

∂α

(
∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ µt

∂λi

)
=

T

∑
t=m+1

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

∂ µt

∂α

∂ µt

∂λi
+

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ 2µt

∂λi∂α

=
T

∑
t=m+1

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ

(
Wg(ut)+2W ′g(ut)ut

) ∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at
∂ µt

∂λi
,

em que at =−2
{

Wg(ut)+2W ′g(ut)ut
}

. Desta forma,

∂ 2`

∂βλ ∂α
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)
∂ 2`

∂φi∂α
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at(yt−i−x′t−iβ )

∂ 2`

∂θ j∂α
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

atrt− j.
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(c) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao parâmetro α

Temos que

∂ 2`

∂α2 =
T

∑
t=m+1

∂

∂α

(
∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ µt

∂α

)
=

T

∑
t=m+1

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

∂ µt

∂α
=

T

∑
t=m+1

∂ 2`t(µt ,ϕ)

∂ µ2
t

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ

(
Wg(ut)+2W ′g(ut)ut

)
=

T

∑
t=m+1

− 1
ϕ

at ,

em que at =−2
{

Wg(ut)+2W ′g(ut)ut
}

.

(d) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em re-
lação ao vetor de parâmetros λ e o parâmetro ϕ

Observe que

∂`

∂λi
=

T

∑
t=m+1

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ µt

∂λi
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt

∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
∂ µt

∂λi
.

Portanto,

∂ 2`

∂λi∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

W ′g(ut)
∂ut

∂ϕ

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
∂ µt

∂λi
+Wg(ut)

(
2(yt−µt)

ϕ2

)
∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

[
W ′g(ut)

(
−ut

ϕ

)(
−2(yt−µt)

ϕ

)
+Wg(ut)

(
2(yt−µt)

ϕ2

)]
∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ2

[
W ′g(ut)ut +Wg(ut)

]
εt

∂ µt

∂λi

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ2 bt

∂ µt

∂λi
,
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em que bt =
{

Wg(ut)+W ′g(ut)ut
}

εt com εt = yt−µt . Desta forma,

∂ 2`

∂βλ ∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

2
ϕ2 bt

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)
∂ 2`

∂φi∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

2
ϕ2 bt(yt−i−x′t−iβ )

∂ 2`

∂θ j∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

2
ϕ2 btrt− j.

(e) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em rela-
ção ao parâmetro ϕ

Da derivada de U(ϕ) com relação a ϕ apresentada no Apêndice A, obtemos

∂ 2`

∂ϕ2 =
T

∑
t=m+1

1
2ϕ2 +W ′g(ut)

(
−ut

ϕ

)2

+Wg(ut)
∂ 2ut

∂ϕ2

=
T

∑
t=m+1

1
2ϕ2 +W ′g(ut)

(
u2

t
ϕ2

)
+Wg(ut)

(
2(yt−µt)

2

ϕ3

)
=

T

∑
t=m+1

1
ϕ2

[
1
2
+W ′g(ut)u2

t +
2
ϕ

Wg(ut)ε
2
t

]
=

T

∑
t=m+1

1
ϕ2

[
1
2
+W ′g(ut)u2

t −
1
ϕ

v(ut)ε
2
t

]
,

em que εt = yt−µt e v(ut) =−2Wg(ut).

(f) Derivadas cruzadas do logaritmo da função de verossimilhança condicional em re-
lação a parâmetro α e o parâmetro ϕ

Observe que

∂`

∂α
=

T

∑
t=m+1

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt

∂ µt

∂α
=

T

∑
t=m+1

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt
=

T

∑
t=m+1

Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
.
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Portanto,

∂ 2`

∂α∂ϕ
=

T

∑
t=m+1

W ′g(ut)
∂ut

∂ϕ

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
+Wg(ut)

(
2(yt−µt)

ϕ2

)
=

T

∑
t=m+1

W ′g(ut)

(
−ut

ϕ

)(
−2(yt−µt)

ϕ

)
+Wg(ut)

(
2(yt−µt)

ϕ2

)
=

T

∑
t=m+1

2
ϕ2

[
W ′g(ut)ut +Wg(ut)

]
εt

=
T

∑
t=m+1

2
ϕ2 bt ,

em que bt =
{

Wg(ut)+W ′g(ut)ut
}

εt , com εt = yt−µt .



APÊNDICE C

Matriz informação esperada de Fisher condicional

Este apêndice contém as expressões que compõem a matriz informação esperada de Fisher
condicional, K, do modelo SYMARMA.

Como discutido na Seção 2.2 do Capítulo 2, a matriz K tem elementos dados por

Kr,s =−E
[

∂ 2`(δ )

∂δr∂δs
|Ft−1

]
= E

[
∂`(δ )

∂δr

∂`(δ )

∂δs
|Ft−1

]
,

em que ` é o logaritmo da função de verossimilhança condicional expresso por

`=
T

∑
t=m+1

`t(µt ,ϕ) =
T

∑
t=m+1

log f (yt |Ft−1), (C.1)

com m = max{p,q} sendo p e q a ordem dos parâmetros autoregressivos e de médias móveis,
respectivamente, `t(µt ,ϕ) =−log(ϕ)/2+ log(g(ut)) e ut = (yt−µt)

2/ϕ com µt definido como

µt = α +x′tβ +
p

∑
i=1

φi
{

yt−i−x′t−iβ
}
+

q

∑
j=1

θ jrt− j. (C.2)

A representação (C.1) foi utilizada para obtermos os resultados apresentados a seguir. Além
disso, consideramos εt = yt−µt .

Sob condições de regularidade usuais

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt
|Ft−1

)
= E

(
∂ log f (yt |Ft−1)

∂ µt

)
=
∫

∞

−∞

∂ log f (yt |Ft−1)

∂ µt
f (yt |Ft−1)dµt

=
∫

∞

−∞

(
1

f (yt |Ft−1)

∂ f (yt |Ft−1)

∂ µt

)
f (yt |Ft−1)dµt

=
∫

∞

−∞

∂ f (yt |Ft−1)

∂ µt
dµt =

∂

∂ µt

∫
∞

−∞

f (yt |Ft−1)dµt = 0.

Como

∂`t(µt ,ϕ)

∂ µt
=

∂ log(g(ut))

∂ut

∂ut

∂ µt
=Wg(ut)

(
−2(yt−µt)

ϕ

)
=− 2
√

ϕ
Wg(ut)zt ,

93
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com Wg(ut) = ∂ log(g(ut))/∂ut e zt = (yt−µt)/
√

ϕ , temos que

E(Wg(ut)zt |Ft−1) = 0. (C.3)

Em particular, E(∂`t(µt ,ϕ)/∂ µt) = 0. No que segue, λi e ηi são usados como substitutos para
βi, φi ou θi. Note que as expressões

∂ µt

∂βl
= xtl−

p

∑
i=1

φix(t−i)l,
∂ µt

∂φi
= yt−i−x′t−iβ e

∂ µt

∂θ j
= rt− j, (C.4)

obtidas de (C.2), são Ft−1-mensuráveis.

(a) Elementos da matriz K
λ ,η

Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂λi

∂`t(µt ,ϕ)

∂η j
|Ft−1

)
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ

(yt−µt)√
ϕ

)2
∂ µt

∂λi

∂ µt

∂η j
|Ft−1

]

= E
[(
−2Wg(ut)√

ϕ

∂ µt

∂λi
zt

)(
−2Wg(ut)√

ϕ

∂ µt

∂η j
zt

)
|Ft−1

]
=

4
ϕ

E
[
W 2

g (ut)z2
t

∂ µt

∂λi

∂ µt

∂η j
|Ft−1

]
=

4
ϕ

E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

] ∂ µt

∂λi

∂ µt

∂η j

=
4
ϕ

dg
∂ µt

∂λi

∂ µt

∂η j
,

em que dg = E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

]
e zt = (yt − µt)/

√
ϕ . Note que zt |Ft−1 ∼ S(0,1) e ut =

(yt−µt)
2/ϕ = z2

t . Podemos reescrever dg como dg = E
[
W 2

g (ut)ut |Ft−1
]
.

Utilizando os resultados em (C.4) os elementos de K
β ,β

, K
β ,φ

, K
β ,θ

, Kφ ,φ , Kφ ,θ e
Kθ ,θ são dados, respectivamente, por

Kβλ ,βη
= =

T

∑
t=m+1

[
4
ϕ

dg

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)(
xtη −

p

∑
i=1

φix(t−i)η

)]
,

Kβλ ,φi =
T

∑
t=m+1

[
4
ϕ

dg

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)(
yt−i−x′t−iβ

)]
,
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Kβλ ,θ j =
T

∑
t=m+1

[
4
ϕ

dg

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)
rt− j

]
,

Kφi,φ j =
T

∑
t=m+1

(
4
ϕ

dg
(
yt−i−x′t−iβ

)(
yt− j−x′t− jβ

))
,

Kφi,θ j =
T

∑
t=m+1

(
4
ϕ

dg
(
yt−i−x′t−iβ

)
rt− j

)
e

Kθi,θ j =
T

∑
t=m+1

(
4
ϕ

dgrt−irt− j

)
.

(b) Elementos da matriz Kλ ,α

O parâmetro λi é utilizado aqui como substituto de βi, φi ou θi. Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂λi

∂`t(µt ,ϕ)

∂α
|Ft−1

)
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ

(yt−µt)√
ϕ

∂ µt

∂λi

)(
Wg(ut)

−2(yt−µt)

ϕ

)
|Ft−1

]
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ
zt

∂ µt

∂λi

)(
−2Wg(ut)√

ϕ
zt

)
|Ft−1

]
=

4
ϕ

E
[
W 2

g (ut)z2
t

∂ µt

∂λi
|Ft−1

]
=

4
ϕ

E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

] ∂ µt

∂λi

=
4
ϕ

dg
∂ µt

∂λi
,

em que dg = E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

]
. Desta forma,

Kβλ ,α
=

T

∑
t=m+1

[
4
ϕ

dg

(
xtλ −

p

∑
i=1

φix(t−i)λ

)]

Kφi,α =
T

∑
t=m+1

4
ϕ

dg
(
yt−i−x′t−iβ

)
Kθ j,α =

T

∑
t=m+1

4
ϕ

dgrt− j.
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(c) Elementos da matriz Kα,α

Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂α

∂`t(µt ,ϕ)

∂α
|Ft−1

)
= E

[(
Wg(ut)

−2(yt−µt)

ϕ

)2

|Ft−1

]

= E
[(
−2Wg(ut)√

ϕ
zt

)(
−2Wg(ut)√

ϕ
zt

)
|Ft−1

]
=

4
ϕ

E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

]
=

4
ϕ

dg,

em que dg = E
[
W 2

g (ut)z2
t |Ft−1

]
. Desta forma, o elemento Kα,α é dado por

Kα,α =
T

∑
t=m+1

4
ϕ

dg

=
4
ϕ

dg(T −m).

(d) Elementos da matriz Kλ ,ϕ

O parâmetro λi é utilizado aqui como substituto de βi, φi ou θi. Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂λi

∂`t(µt ,ϕ)

∂ϕ
|Ft−1

)
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ

(yt −µt)√
ϕ

∂ µt

∂λi

)(
− 1

2ϕ
+Wg(ut)

−(yt −µt)
2

ϕ2

)
|Ft−1

]
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ

∂ µt

∂λi
zt

)(
− 1

2ϕ
−

Wg(ut)

ϕ
ut

)
|Ft−1

]
= E

[
Wg(ut)

ϕ
√

ϕ
zt |Ft−1

]
∂ µt

∂λi
+E

[
2W 2

g (ut)

ϕ
√

ϕ
ztut |Ft−1

]
∂ µt

∂λi

=
1

ϕ
√

ϕ
E [Wg(ut)zt |Ft−1]

∂ µt

∂λi
+

2
ϕ
√

ϕ
E
[
W 2

g (ut)ztut |Ft−1
] ∂ µt

∂λi

= 0.

Note que para zt fixo, ∂`/∂λi é uma função par de zt e ∂`/∂ϕ é uma função ímpar de zt .
O resultado E

[
W 2

g (ut)ztut |Ft−1
]
= 0 foi retirado de Fang, Kotz e Ng (1990) e, de (C.3),
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E [Wg(ut)zt |Ft−1] = 0. Desta forma,

Kβλ ,ϕ
= 0, Kφi,ϕ = 0 e Kθ j,ϕ = 0.

(e) Elementos da matriz Kϕ,ϕ

Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂ϕ

∂`t(µt ,ϕ)

∂ϕ
|Ft−1

)
= E

[(
− 1

2ϕ
−

Wg(ut)

ϕ
ut

)(
− 1

2ϕ
−

Wg(ut)

ϕ
ut

)
|Ft−1

]
= E

[
1

4ϕ2 +
Wg(ut)ut

ϕ2 +
W 2

g (ut)u2
t

ϕ2 |Ft−1

]
=

1
4ϕ2 +

1
ϕ2 E [Wg(ut)ut |Ft−1]+

1
ϕ2 E

[
W 2

g (ut)u2
t |Ft−1

]
=

1
4ϕ2 +

1
ϕ2

(
−1

2

)
+

1
ϕ2 fg

=
1

ϕ2 fg−
1

4ϕ2 =
1

4ϕ2 (4 fg−1) ,

em que fg = E
[
W 2

g (ut)u2
t |Ft−1

]
. O resultado E [Wg(ut)ut |Ft−1] =−1/2 foi retirado de Fang,

Kotz e Ng (1990, p. 94).
O elemento Kϕ,ϕ é dado por

Kϕ,ϕ =
T

∑
t=m+1

1
4ϕ2 (4 fg−1) =

1
4ϕ2 (4 fg−1)(T −m).

(f) Elementos da matriz Kα,ϕ

Temos que

E
(

∂`t(µt ,ϕ)

∂α

∂`t(µt ,ϕ)

∂ϕ
|Ft−1

)
= E

[(
Wg(ut)

−2(yt −µt)

ϕ

)(
− 1

2ϕ
+Wg(ut)

−(yt −µt)
2

ϕ2

)
|Ft−1

]
= E

[(
−2Wg(ut)√

ϕ
zt

)(
− 1

2ϕ
−

Wg(ut)

ϕ
ut

)
|Ft−1

]
=

1
ϕ
√

ϕ
E [Wg(ut)zt |Ft−1]+

2
ϕ
√

ϕ
E
[
W 2

g (ut)ztut |Ft−1
]

= 0.
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O resultado E
[
W 2

g (ut)ztut |Ft−1
]
= 0 foi retirado de Fang, Kotz e Ng (1990) e, de (C.3),

E [Wg(ut)zt |Ft−1] = 0. Desta forma,

Kα,ϕ = 0.
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