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ajudado a garantir a segurança dos meus dados.

Ao CNPq, por ter garantido minha sobrevivência durante esses quatro anos de douto-
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RESUMO

Há muitos exemplos na natureza de sincronização em sistemas contendo um grande

número de elementos interagentes. Muito esforço foi feito para tentar descobrir quais são

as condições necessárias e suficientes para a ocorrência desse fenômeno. Hoje em dia já

se conhecem várias propriedades que fazem um modelo apresentar transição de fase para

sincronização. Embora muitos desses modelos não aparentem ser muito realistas devido

à sua grande simplicidade, os mesmos são bastante úteis para que se descubram algumas

caracteŕısticas responsáveis pela sincronização comuns a uma classe de situações reais.

Assim como na investigação de outros fenômenos coletivos, é comum que se usem modelos

estocásticos extremamente simplificados para tornar fact́ıvel o estudo do comportamento

do sistema no limite termodinâmico. A análise matemática do problema da sincronização

de um grande número de osciladores não-lineares acoplados por fase atingiu um alto grau

de simplificação recentemente com o modelo de Wood et al. [Phys. Rev. Lett. 96, 145701

(2006)]. A simplicidade decorre do fato do modelo ser markoviano em tempo cont́ınuo,

onde cada oscilador tem 3 estados (sendo portanto uma simplificação de um oscilador de

fase, que por si só já é uma simplificação) entre os quais transita de maneira ćıclica e

estocástica.

O nosso objetivo principal nesta tese é estudar a sincronização entre elementos

excitáveis estocásticos. Diferentemente de modelos de osciladores, sistemas de elementos

excitáveis têm necessariamente um estado absorvente, o que dificulta a sincronização.

Embora existam modelos na literatura em que ocorre sincronização entre elementos exci-

táveis, eles são não-markovianos ou de tempo discreto. Aqui descrevemos as tenta-

tivas para obter sincronização entre elementos excitáveis em modelos markovianos de

tempo cont́ınuo. Especificamente, estudamos modelos constrúıdos a partir de modi-

ficações no modelo de Wood et al. (ou suas variantes) e/ou no modelo suscet́ıvel-infectado-

recuperado-suscet́ıvel (SIRS). Mostramos que estes modelos podem exibir diversos fenô-

menos coletivos ainda pouco estudados na literatura de modelos de rede de não-equiĺıbrio,

como, por exemplo, a mudança na ordem da transição de fase para um estado ativo em

redes de dimensionalidade maior que 1 sem difusão e transição de fase de peŕıodo infi-

nito (com ou sem quebra espontânea de simetria C3). Além disso, observamos excita-
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RESUMO vii

bilidade coletiva (mesmo quando os elementos não são isoladamente excitáveis) e coe-

xistência de oscilações coletivas com estados ativos não-sincronizados. Uma das variantes

do modelo exibe sincronização entre elementos excitáveis acoplados por fase ou por pulso.

Palavras-chave: Transição de fase, não-equiĺıbrio, sincronização, osciladores, elemen-

tos excitáveis, SIRS



ABSTRACT

There are many examples in nature of synchronization in systems containing a large

number of interacting elements. Much effort was directed at trying to discover what

are the necessary and sufficient conditions for the occurrence of this phenomenon. Today

several properties are known to make a model show a phase transition to synchronization.

Although these models frequently do not seem realistic, because of their simple rules, they

are very useful for discovering some features which describe a class of real situations. Like

the investigation of other collective phenomena, it is common to use greatly simplified

stochastic models to render the study of the behavior of the system in the thermodynamic

limit feasible. The mathematical analysis of the problem of synchronization of a large

number of phase-coupled nonlinear oscillators reached a high degree of simplification

recently with the model of Wood et al. [Phys. Rev. Lett. 96, 145701 (2006)]. The

simplicity stems from the fact that the model is Markovian in continuous time, where

each oscillator has three states (and therefore is a simplification of a phase oscillator,

which in itself is a simplification) among which it moves in a cyclical and stochastic

manner.

Our main objective in this thesis is to study the synchronization of stochastic excitable

elements. Unlike models of oscillators, systems of excitable elements necessarily have an

absorbing state, which makes synchronization more difficult to achieve. Although there

are models in the literature in which synchronization occurs among excitable elements,

they are either non-Markovian or in discrete time. Here we describe attempts to obtain

synchronization among excitable elements in continuous-time Markovian models. Specif-

ically, we study models constructed from modifications in the model of Wood et al. (or

its variants) and/or in the susceptible-infected-recovered-susceptible (SIRS) model. We

show that these models can exhibit several collective phenomena still little studied in the

literature of nonequilibrium lattice models, such as the change of the order of the phase

transition to an active state in lattices of dimensionality greater than one without dif-

fusion and infinite-period phase transitions (with or without spontaneous C3 symmetry

breaking). Moreover, we observe collective excitability (even when the elements are not

individually excitable) and coexistence of collective oscillations with non-synchronized

viii
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active states. A variant of the model exhibits synchronization among phase- or pulse-

coupled excitable elements.

Keywords: Phase transition, nonequilibrium, synchronization, oscillators, excitable

elements, SIRS



SUMÁRIO
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LISTA DE FIGURAS

1.1 Diagrama de fases pressão-temperatura (P,T) para as fases ĺıqüida e ga-

sosa numa substância pura t́ıpica. Obviamente ignoramos a fase sólida

do diagrama de fases por simplicidade. A curva sólida representa a li-

nha de transição de fase de primeira ordem, onde há coexistência de fases

em equiĺıbrio com os dois mı́nimos de energia livre G em função do volu-

me V (de cada uma das fases) iguais (veja detalhe central). As curvas

tracejadas AC e BC delimitam os limites de estabilidade das fases gasosa

e ĺıqüida, respectivamente. O ponto C representa o ponto cŕıtico, ou seja,

o ponto de transição de fase de segunda ordem. Partindo da região do di-

agrama de fases onde há somente a fase gasosa (ĺıqüida), ao cruzar a linha

tracejada BC (AC), uma fase ĺıqüida (gasosa) metaestável aparece com

a fase gasosa (ĺıqüida) ainda estável [veja, no detalhe direito (esquerdo),

o mı́nimo relativo na energia livre]. Ao cruzar a linha sólida, a fase ga-

sosa (ĺıqüida) passa a ser metaestável enquanto a fase ĺıqüida (gasosa)

passa a ser estável [veja, no detalhe esquerdo (direito), o mı́nimo relativo

na energia livre]. Finalmente, ao cruzar a linha tracejada AC (BC), resta

somente a fase ĺıqüida (gasosa). Essa figura é baseada nas notas de aula

do professor Francisco George Brady Moreira. . . . . . . . . . . . . . . . 5
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2.1 Espaço de fase [P (S), P (I)] mostrando as isóclinas Ṗ (I) = 0 (linhas tra-

cejadas em azul) e Ṗ (S) = 0 (linhas pontilhadas-tracejadas em verme-

lho). Os triângulos cinzas correspondem à região fisicamente aceitável 0 ≤
P (I) ≤ 1 − P (S). Em cada linha, a é mantido constante e b cresce da

esquerda para a direita. No painel inferior (b) (a = 0, 5), o estado absor-

vente em P (S) = 1 perde a estabilidade em uma bifurcação transcŕıtica

à medida que b aumenta. No painel superior (a) (a = 2, 25), a isóclina

Ṗ (I) = 0 é dobrada pela não-linearidade exponencial [equação (.)], cri-

ando um estado ativo com P (I) finito em uma bifurcação sela-nó. Śımbolos

fechados (abertos) indicam pontos fixos estáveis (instáveis). Note que a

isóclina Ṗ (I) = 0 inclui sempre a linha P (I) = 0. Quando o estado ab-

sorvente é instável (uma sela), P (I) = 0 corresponde à sua variedade

estável (coluna mais à direta). Exceto para esse caso, as trajetórias (li-

nhas sólidas pretas) representam as variedades estáveis e instáveis das selas. 14

2.2 Diagrama de fases (da versão de campo médio) do modelo. A linha tra-

cejada marca o ińıcio da biestabilidade, com o aparecimento repentino

de uma fase ativa com parâmetro de ordem finito [bifurcação sela-nó nas

equações (.)-(.)]. A linha sólida indica uma transição em que o estado

absorvente perde a estabilidade [bifurcação transcŕıtica nas equações (.)-

(.)]. Śımbolos correspondem às simulações na rede aleatória com γ = 1,

K = 10, N = 104, tmax = 5 × 103, h = 10−5 e a média feita em cinco rea-

lizações independentes. O detalhe inferior (superior) mostra o parâmetro

de ordem P (I)∗ para uma mudança ćıclica no parâmetro de acoplamento b,

mostrando uma transição cont́ınua (descont́ınua) para um valor pequeno

(grande) de a. Triângulos apontados para cima (para baixo) indicam b

crescente (decrescente). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.3 (a) Diagrama de fases (da versão de campo médio) do modelo para γ = 0, 01 (painéis

b–g também mostram simulações de realização única em um grafo com-

pleto com N = 106). As bifurcações são como as da figura 2.2, exceto por

aquelas que ocorrem adicionalmente na região limitada pelo retângulo mar-

cado (detalhe): aumentando b, uma bifurcação sela-nó (linha tracejada) é

seguida por uma bifurcação de Hopf (H) (linha pontilhada), depois da qual

uma bifurcação homocĺınica (HC) ocorre (veja texto). A fase absorvente

corresponde à região cinza. Os rótulos (b)–(d) no detalhe mostram os pon-

tos no espaço de parâmetros que correspondem aos retratos de fase abaixo.

(b) Uma sela e um ponto fixo instável nascem em uma bifurcação sela-nó.

(c) O ponto fixo torna-se estável via uma bifurcação de Hopf e é rode-

ado por um ciclo-limite instável. (d) Após uma bifurcação homocĺınica, o

ciclo-limite desaparece. VIS = variedade instável superior da sela; VES =

variedade estável superior da sela; CLI = ciclo-limite instável; VEI = vari-

edade estável inferior. A escala em (b) também aplica-se (a menos de uma

translação) a (c) e (d). A variedade instável inferior da sela sempre vai

para o ponto fixo do estado absorvente. Os painéis (e), (f) e (g) mostram

as séries temporais para as trajetórias simuladas, respectivamente, mos-

tradas nos painéis (b), (c), e (d), com exemplos de excitabilidade coletiva

e oscilações estocásticas (veja texto para mais detalhes). . . . . . . . . . 17
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2.4 Simulações para d = 3 com N = 253 e h = 2, 5 × 10−5. (a) (a = 4, 5,

média sobre 20 realizações) O comprimento do ciclo de histerese ∆b di-

minui com tmax (∆b representado pela seta horizontal para tmax = 105).

Triângulos apontados para cima (baixo) representam b crescente (decres-

cente). Linhas verticais mostram valores de b empregados nos painéis (c)

e (d). (b) Dependência de ∆b em tmax é qualitativamente diferente para a

acima (ćırculos preenchidos) e abaixo (ćırculos abertos) de ac, respec-

tivamente mostrando um valor assintótico não-nulo ou nulo no limite tmax →
∞.

O gráfico inferior é bem ajustado pela lei de potência com expoente 0, 55.

Note que a precisão em ∆b é limitada pelo incremento em b empregado

no ciclo de histerese (δb = 1, 8 × 10−3 no caso de a = 1, 875). Painéis (c)

e (d) mostram a evolução temporal de P (I) (média sobre 20 realizações)

para a = 4, 5 e diferentes condições iniciais [com NP (I) śıtios no estado I

em t = 0 e o restante no estado S], mostrando biestabilidade de fase para

b = 3, 25 mas não para b = 7. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.5 Simulações para d = 2 com N = 1502 e h = 2, 5 × 10−5. (a) (a = 7,

média sobre 20 realizações) O comprimento do ciclo de histerese ∆b dimi-

nui com tmax (∆b representado pela seta horizontal para tmax = 2 × 105).

Triângulos apontados para cima (baixo) representam b crescente (decres-

cente). Linhas verticais mostram valores de b empregados nos painéis (c)

e (d). (b) Dependência de ∆b em tmax é qualitativamente diferente para a

acima (ćırculos preenchidos) e abaixo (ćırculos abertos) de ac, respectiva-

mente mostrando um valor assintótico não-nulo ou nulo no limite tmax →
∞.

O gráfico inferior é bem ajustado pela lei de potência com expoente 0, 63.

Note que a precisão em ∆b é limitada pelo incremento em b empregado no

ciclo de histerese (δb = 10−2 no caso de a = 4, 5). Painéis (c) e (d) mos-

tram a evolução temporal de P (I) (média sobre 20 realizações) para a = 7

e diferentes condições iniciais [com NP (I) śıtios no estado I em t = 0 e o

restante no estado S], mostrando biestabilidade de fase para b = 4, 4 mas

não para b = 21, 5. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.6 Diagrama de fases do modelo na redes hipercúbicas uni-, bi-, e tridimensi-

onais (quadrados, ćırculos e triângulos, respectivamente). Śımbolos aber-

tos (com linhas tracejadas para guiar os olhos) marcam o ińıcio da biesta-

bilidade de fase, com o aparecimento repentino de uma fase ativa estável

com o parâmetro de ordem finito. Śımbolos preenchidos (com linhas sólidas

para guiar os olhos) representam a transição em que o estado absorvente

perde a estabilidade. A região entre as linhas sólida e tracejada corresponde

ao regime biestável. Linhas sem śımbolos mostram os resultados de campo

médio (CM) para comparação. Todos os outros resultados correspondem

a simulações com γ = 1 e h = 2, 5 × 10−5. Para d = 1, 2 e 3, os tamanhos

lineares dos sistemas são L = 32400, L = 150, e L = 25 (onde N = Ld), os

valores máximos de tmax são 5×105, 2×105, e 105, com médias sobre 10, 10,

e 20 realizações, respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.1 Representação gráfica das taxas de transição do modelo para uma única

unidade isolada. Figura idêntica à original da referência [Wood et al., 2006b]. 31

3.2 Espaço de fase (P1, P2). Os triângulos cinzas correspondem à região fisica-

mente aceitável 0 ≤ P2 ≤ 1 − P1. O parâmetro a cresce da esquerda para a

direita. As linhas tracejadas (sólidas) indicam as isóclinas Ṗ1 = 0 (Ṗ2 = 0)

nos painéis superiores. Os painéis inferiores mostram as trajetórias das

simulações em grafo completo com N = 5000 (linhas grossas) e as soluções

das equações de campo médio (linhas finas com setas). O painel (a) mos-

tra que ~P ∗

1/3 é o único ponto fixo do sistema para a = 1, 6 > ac. (b) O

ponto fixo ~P ∗

1/3 é instável, com trajetórias convergindo para um ciclo-limite

estável, que corresponde a oscilações globais [veja também figura 3.4(a)].

(c) Com a = 3, as isóclinas estão se aproximando uma da outra em

três posições adicionais, dáı criando três fantasmas simétricos de sela-nó.

(d) O ciclo-limite é quase tão grande quanto o peŕımetro da região fisi-

camente aceitável. Note a superlotação de linhas perto dos fantasmas,

com conseqüente não-harmonicidade nas séries temporais [figura 3.4(b)].

(e) Para a = 3, 25 há seis pontos fixos adicionais que nasceram simultane-

amente em três bifurcações sela-nó em a = ac. (f) Neste caso, se o sistema

inicia no ponto fixo instável simétrico ~P ∗

1/3, as flutuações determinam para

qual ponto fixo estável ele vai. Os śımbolos fechados (abertos) indicam os

pontos fixos estáveis (instáveis). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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3.3 Representação de osciladores de fase cont́ınua. Os ćırculos representam

o espaço de fase dos osciladores. Cada bolinha representa a fase em que

cada oscilador está. Figura idêntica à original do artigo de Steven Henry
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ciclo-limite. (e) Retrato de fase para α = 0, 69 e a = 1, 775. Depois de
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sistema no ciclo-limite. As linhas pontilhadas azuis representam os extre-

mos de P1 no ciclo-limite. As constantes ac = 0, 564(4) e ac = 2, 491(4)

são os valores de a onde acontecem as bifurcações trancŕıtica e de Hopf
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CAṔITULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 TRANSIÇÕES DE FASE EM MODELOS EM REDE

Modelos em rede possuem um número ilimitado e crescente de aplicações em F́ısica,

Qúımica, Biologia, Economia, Sociologia e outras áreas do conhecimento. Devido à

natureza ruidosa do fenômeno a ser estudado, à ignorância sobre os seus detalhes, ou

à dificuldade técnica em tratar de forma precisa tais detalhes, uma grande parte dos

modelos em rede estudados são estocásticos. A grande maioria dos sistemas desse tipo

apresenta transição de fase quando algum dos parâmetros de controle é variado, o que

normalmente é o principal interesse no estudo desses processos. É extremamente raro

um exemplo não-trivial de uma transição de fase que possa ser trabalhada com rigor e

exatidão matemática, sendo o modelo de Ising bidimensional o mais famoso desses casos

incomuns [Huang, 1987].

Uma importante abordagem usada para estudar transições de fase em modelos esto-

cásticos em que não temos a solução exata são as simulações de Monte Carlo. Como essa

técnica pode ser muito demorada e ter inevitáveis efeitos de tamanho e tempo finitos,

é essencial termos uma boa idéia do que exatamente estamos procurando antes de nos

aventurarmos a iniciar uma simulação de Monte Carlo. O método mais conhecido para

isso são as aproximações de campo médio. Embora tais aproximações baseiem-se em uma

premissa que é falsa na maior parte das vezes (a de que a correlação entre os śıtios da rede

é de curto alcance mesmo perto da transição de fase), elas são muito úteis para previsões e

entendimento da existência e da natureza qualitativa das transições de fase [Huang, 1987,

Marro e Dickman, 1999]. É claro que às vezes algumas previsões falham, principalmente

em modelos definidos em redes regulares de baixa dimensionalidade (por exemplo, tridi-

mensional [Grassberger, 1982], bidimensional [Mermin e Wagner, 1966, Hohenberg, 1967,

Mermin, 1968, Wilson et al., 1995, Risler et al., 2004, Wood et al., 2006b] e unidimensi-

onal [Ising, 1925, Bidaux et al., 1989, Assis e Copelli, 2009]), pois é onde as premissas

estão mais longe da verdade.

Mesmo as aproximações refinadas de campo médio como, por exemplo, a aproximação

de vários śıtios (aproximações de aglomeração), cedem-nos os mesmos expoentes cŕıticos

1
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da aproximação de campo médio simples (aproximação de único śıtio). No entanto, os

expoentes cŕıticos das redes regulares com dimensão espacial menor que uma dimensão

cŕıtica superior (que depende do tipo de transição de fase) são diferentes dos expoentes

de campo médio. Mesmo acima da dimensão cŕıtica superior, as aproximações de campo

médio continuam nos dando valores errados dos pontos cŕıticos [Wood et al., 2006b,

Wood et al., 2006a, Assis e Copelli, 2008]. Por outro lado, as previsões de campo médio

simples não costumam falhar em algumas topologias não-regulares, como por exemplo em

redes aleatórias [Erdős e Rényi, 1960] (mesmo quantitativamente com relação ao ponto

cŕıtico [Kinouchi e Copelli, 2006, Assis e Copelli, 2009]). De qualquer forma, uma das

grandes utilidades da aproximação de campo médio simples é que, se ela prevê que uma

transição de fase não deve ocorrer, é quase certo que a mesma não acontecerá nas si-

mulações de Monte Carlo em qualquer topologia de rede, não havendo uma única exceção

no nosso conhecimento.

1.1.1 Transições de fase de não-equiĺıbrio

Visto que a ausência de equiĺıbrio termodinâmico, mesmo no estado estacionário é

o que faz um modelo ser assim chamado de não-equiĺıbrio, o conceito de temperatura

propriamente dita baseado na Lei Zero da Termodinâmica não faz sentido, por definição,

nos modelos de não-equiĺıbrio. Portanto a temperatura não pode ser o parâmetro de

controle em transições de fase de não-equiĺıbrio. Além disso, o parâmetro de ordem não

pode ser mais a derivada da energia livre com relação ao parâmetro de controle, pois o

conceito de energia livre também não faz mais sentido aqui. No mais, por incŕıvel que

pareça, quase tudo o que se aprendeu sobre transições de equiĺıbrio pode ser usado no

estudo de transições de fase de não-equiĺıbrio.

1.1.1.1 Transições de fase cont́ınuas. A maior parte das hipóteses de escala que

foram introduzidas na Estat́ıstica de Equiĺıbrio ainda são válidas para as transições de

fase cont́ınuas de não-equiĺıbrio [Ódor, 2008]. Contudo, alguns expoentes cŕıticos defi-

nidos para os sistemas de equiĺıbrio não se aplicam aqui, pois eles estão relacionados a

grandezas que não fazem sentido em sistemas de não-equiĺıbrio. Apesar disso, as relações

de escala e hiperescala que não contêm esses expoentes continuam exatamente iguais.

Assim, podemos reaproveitar quase todo o conhecimento adquirido nas transições de fase

cont́ınuas de equiĺıbrio.

Na proximidade de uma transição de fase cont́ınua, o sistema obedece a certas leis de



1.1 TRANSIÇÕES DE FASE EM MODELOS EM REDE 3

potência que definem os tão famosos expoentes cŕıticos [Ódor, 2008]:

ψ ∝ |µ− µc|β , (.)

Ld
(〈

ψ2
〉

− 〈ψ〉2
)

≡ χ ∝ |µ− µc|−γ , (.)

ξ ∝ |µ− µc|−ν⊥ . (.)

onde ψ é o parâmetro de ordem, χ é variância escalada do parâmetro de ordem, L e d

são respectivamente o tamanho linear e a dimensão da rede, ξ é o comprimento de corre-

lação, µ é o parâmetro de controle e µc é o respectivo ponto cŕıtico. As equações (.), (.)

e (.) definem os expoentes cŕıticos β, γ e ν⊥, respectivamente. Além disso, esses três

expoentes obedecem à seguinte relação de hiperescala:

γ = dν⊥ − 2β. (.)

É comum que vários sistemas diferentes tenham os mesmos expoentes cŕıticos. Um

conjunto de sistemas nessa situação é dito pertencer a uma classe de universalidade, que

geralmente leva o nome do modelo mais antigo pertencente a mesma.

1.1.1.1.1 A classe de universalidade de modelos de osciladores estocásticos acoplados por

fase. T. Risler, J. Prost e F. Jülicher [Risler et al., 2004, Risler et al., 2005] mostraram,

usando grupo de renormalização, que a transição de fase para sincronização nos modelos

em rede de osciladores de fase cont́ınua estocásticos idênticos acoplados localmente está

na classe de universalidade do modelo XY [Gottlob et al., 1993]. Esse foi um resultado

um tanto quanto surpreendente, pois, embora no modelo XY possa se dizer que há uma

fase associada a cada śıtio da rede, a mesma não possui uma analogia óbvia com a fase

de um oscilador por causa da intŕınseca simetria de reflexão dos spins no modelo XY.

Podemos impor uma simetria de reflexão de fase em modelo de osciladores, como feito

por Peter Reimann, Christian Van den Broeck e Ryoichi Kawai [Reimann et al., 1999],

fazendo com que a freqüência natural de cada um deles seja nula. No entanto, a natureza

da transição de fase ainda será completamente diferente daquela do modelo XY, pois a

transição de fase para o estado sincronizado leva a uma quebra de espontânea de simetria

cont́ınua de translação temporal, que é intrinsecamente de não-equiĺıbrio.

Recentemente, Kevin Wood, C. Van den Broeck, R. Kawai e Katja Lindenberg

[Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] publicaram resultados de simulações computaci-

onais que dão suporte à idéia de que a transição de fase para sincronização em um modelo

de osciladores estocásticos que possuem uma fase discreta de apenas três estados também
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está na classe de universalidade do modelo XY. Esse resultado é ainda mais surpreendente

e ainda não há no nosso conhecimento um cálculo de grupo de renormalização corrobo-

rando isso. Uma comparação pode ser feita entre o modelo de Wood et al. e um modelo

de osciladores estocásticos de fase cont́ınua (cuja transição para sincronização Risler et al.

haviam mostrado estar na classe XY) pela seguinte analogia: o modelo de Wood et al. está

para um modelo osciladores estocásticos de fase cont́ınua assim como o modelo de Potts de

três estados está para o modelo XY. Embora o modelo de Potts de três estados não possua

os mesmos expoentes cŕıticos do modelo XY [Janke e Villanova, 1997], a versão antifer-

romagnética do primeiro pertence a classe de universalidade do último [Pelissetto, 2002,

Gottlob e Hasenbusch, 1994, Kolesik e Suzuki, 1995]. Isso parece ser compat́ıvel com os

resultados de Wood et al. Contudo, a transição de fase para sincronização envolve uma

quebra espontânea de simetria de translação temporal cont́ınua que é intrinsecamente

de não-equiĺıbrio, o que torna ainda mais surpreendente o fato que essa transição esteja

mesmo numa classe de universalidade de equiĺıbrio.

1.1.1.1.2 Os modelos com um estado absorvente. Estado absorvente é um microestado

de um sistema de muitos corpos do qual nunca mais se pode sair [Marro e Dickman, 1999,

Takeuchi, 2008]. Assim, a transição de fase para um estado absorvente não pode ter um

análogo de equiĺıbrio, pois tal estado é irreverśıvel por definição, lembrando que a reversi-

bilidade é uma condição necessária para que haja equiĺıbrio termodinâmico [Ódor, 2008].

A grande maioria dos modelos com um único estado absorvente estão na mesma classe

de universalidade. Mais precisamente, a conjectura sugerida por Janssen [Janssen, 1981],

Grassberger [Grassberger, 1982] e Grinstein et al. [Grinstein et al., 1989] é que “todas

as transições de fase cont́ınuas para um único estado absorvente em sistemas de uma

componente (sem simetria extra e/ou inomogeneidade ou desordem) possuindo somente

interações de curto alcance pertencem à classe de universalidade da Percolação Direcio-

nada (PD)”1 [Ódor, 2008].

As classes de universalidade de modelos com um estado absorvente não surgem de

generalizações dinâmicas de sistemas de equiĺıbrio e são assim chamadas de classes de

universalidade “de não-equiĺıbrio genúıno”. Naturalmente nesses modelos não há

Hamiltoniano hermitiano e eles são definidos por taxas que não satisfazem a condição

de balanceamento detalhado. Além disso, esses modelos podem apresentar transição de

fase na rede unidimensional [Ódor, 2008], ao contrário dos sistemas de equiĺıbrio.

1Esse trecho é essencialmente uma tradução livre do original com alguns poucos ajustes.
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Figura 1.1 Diagrama de fases pressão-temperatura (P,T) para as fases ĺıqüida e gasosa numa
substância pura t́ıpica. Obviamente ignoramos a fase sólida do diagrama de fases por simpli-
cidade. A curva sólida representa a linha de transição de fase de primeira ordem, onde há
coexistência de fases em equiĺıbrio com os dois mı́nimos de energia livre G em função do volu-
me V (de cada uma das fases) iguais (veja detalhe central). As curvas tracejadas AC e BC
delimitam os limites de estabilidade das fases gasosa e ĺıqüida, respectivamente. O ponto C
representa o ponto cŕıtico, ou seja, o ponto de transição de fase de segunda ordem. Partindo da
região do diagrama de fases onde há somente a fase gasosa (ĺıqüida), ao cruzar a linha trace-
jada BC (AC), uma fase ĺıqüida (gasosa) metaestável aparece com a fase gasosa (ĺıqüida) ainda
estável [veja, no detalhe direito (esquerdo), o mı́nimo relativo na energia livre]. Ao cruzar a
linha sólida, a fase gasosa (ĺıqüida) passa a ser metaestável enquanto a fase ĺıqüida (gasosa)
passa a ser estável [veja, no detalhe esquerdo (direito), o mı́nimo relativo na energia livre].
Finalmente, ao cruzar a linha tracejada AC (BC), resta somente a fase ĺıqüida (gasosa). Essa
figura é baseada nas notas de aula do professor Francisco George Brady Moreira.

1.1.1.2 Transições de fase descont́ınuas. Em modelos de não-equiĺıbrio também

há transições de fase descont́ınuas com a diferença que não existe mais uma linha de

transição de fase onde há coexistência de fases em equiĺıbrio (linha sólida na figura 1.1).

No caso de não-equiĺıbrio há somente as linhas que delimitam a estabilidade das fases (li-
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nhas tracejadas AC e BC na figura 1.1). Além disso, no lugar da coexistência de fases em

equiĺıbrio, há biestabilidade de fases, ou seja, mesmo nessa região do espaço de parâmetros

o sistema irá apresentar no estado estacionário caracteŕısticas macroscópicas de somente

uma das fases. Nessa situação, o destino do sistema é decidido geralmente apenas pelas

condições iniciais, exceto quando as mesmas são escolhidas muito próximas da fronteira de

separação das bacias de atração das duas fases. Nesse último caso, o rúıdo é fundamental

para a determinação do estado estacionário observado na prática.

Poder-se-ia dizer também que há biestabilidade nas transições de fase de primeira or-

dem em sistemas de equiĺıbrio, mas a fase metaestável, correspondente ao mı́nimo relativo

da energia livre (detalhes esquerdo e direito na figura 1.1), é abandonada se o sistema

for pertubado. No caso de sistemas ferromagnéticos, a fase metaestável só é observada

por uma fração de segundo em experimentos espećıficos [Callen, 1985, Tholence, 1980]

antes do sistema chegar na sua verdadeira fase estável. Por isso as linhas que delimitam a

estabilidade das fases no diagrama de fases geralmente não recebem tanta atenção nesses

sistemas.

Voltando aos modelos de não-equiĺıbrio, quando a bacia de atração de uma das fases é

muito pequena, inevitáveis flutuações devidas ao efeito de tamanho finito levará o sistema

para o atrator da outra fase. Isso nos dá algo remotamente análogo à metaestabilidade

observada em transições de fase de primeira ordem em sistemas de equiĺıbrio.

1.2 TRANSIÇÃO DE FASE PARA SINCRONIZAÇÃO NOS MODELOS EM REDE

1.2.1 Sincronização de muitos osciladores acoplados

Existem muitos casos de sincronização em grupos extremamente grandes de oscilado-

res não-lineares com acoplamento fraco (acoplados por fase [Winfree, 1967]) que são obser-

vados experimentalmente em F́ısica, Qúımica e Biologia [Kuramoto, 1984, Strogatz, 2000,

Winfree, 2001, Pikovsky et al., 2001, Strogatz, 2004, Uhlhaas et al., 2009]. Norbert

Wiener [Wiener, 1958, Wiener, 1961] foi um dos primeiros a estudar matematicamente

esse problema. Posteriormente, Arthur Taylor Winfree [Winfree, 1967] relacionou a

sincronização às transições de fase, fazendo com que tal assunto passasse a ser um novo

ramo da Mecânica Estat́ıstica [Strogatz e Stewart, 1993].

Baseado nos trabalhos de Winfree [Winfree, 1967, Winfree, 2001], Yoshiki Kuramoto

[Kuramoto, 1975] mostrou que qualquer conjunto de osciladores aproximadamente idênti-

cos (de comportamentos análogos, de mesma amplitude e de freqüências próximas) com

acoplamento fraco pode ser aproximado por um sistema de equações de fase de uma
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forma universal. O tão famoso modelo de Kuramoto é um caso particular desse siste-

ma [Kuramoto, 1975]. Risler et al. [Risler et al., 2004, Risler et al., 2005] mostraram,

usando grupo de renormalização, que qualquer modelo em rede de osciladores de fase

cont́ınua estocásticos idênticos acoplados localmente pertence à classe de universalidade

do modelo XY [Gottlob et al., 1993]. Isso foi confirmado, em seguida, por Wood et

al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] em um modelo muito mais simples de osci-

ladores estocásticos discretos.

Devido à simplicidade do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b], eles fizeram,

com relativa facilidade, cálculos de campo médio simples, cujas equações exibem uma

bifurcação de Hopf que corresponde a uma transição cont́ınua para uma fase com osci-

lações globais. Contudo, do mesmo modo que em outros modelos [Grassberger, 1982,

Mermin e Wagner, 1966, Hohenberg, 1967, Mermin, 1968, Wilson et al., 1995], essa previ-

são de campo médio tem as suas limitações. Assim como no modelo de osciladores esto-

cásticos de fase cont́ınua [Risler et al., 2004, Risler et al., 2005, Sakaguchi, 1988], essa

transição de fase não acontece mais nas redes bidimensional e/ou unidimensional por

mais que se aumente o acoplamento entre os osciladores. Guan Jian-Yue, Xu Xin-Jian,

Wu Zhi-Xi e Wang Ying-Hai [Jian-Yue et al., 2006] mostraram que, nas redes de mundo

pequeno [Watts e Strogatz, 1998] de Newman-Watts [Newman e Watts, 1999] em uma e

duas dimensões, o modelo de Kuramoto [Kuramoto, 1975] apresenta transição de fase

para o estado coletivamente sincronizado para qualquer probabilidade de religação não-

nula.

1.2.2 Oscilações globais em grupos de elementos excitáveis interagentes

Entender efeitos coletivos de elementos excitáveis ruidosos é essencial para várias

disciplinas, tais como Neurociência, Epidemiologia e Qúımica, entre outras. Um elemento

excitável isolado é um sistema dinâmico que permanece em estado de repouso até que so-

fra uma perturbação suficientemente forte. Nesse caso, a trajetória dele no espaço de fase

pode ser caracterizada por um estado excitado, que é então seguida por uma refratarie-

dade a mais perturbações antes de retornar ao repouso. Um modelo mı́nimo (discreto) de

um elemento excitável consiste então de um sistema de três estados [Lindner et al., 2004].

Na linguagem de Neurociência (Epidemiologia), cada elemento poderia representar um

neurônio ou parte de membrana ativa (indiv́ıduo) que seqüencialmente torna-se polarizado

(suscet́ıvel), disparando ou despolarizado (infectado), e então refratário (recuperado). A

dinâmica coletiva emerge porque elementos em repouso são tipicamente perturbados por

elementos excitados.
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Um sistema simples que incorpora esses ingredientes em um cenário com rúıdo é

o modelo epidêmico em rede suscet́ıvel-infectado-recuperado-suscet́ıvel (SIRS) estocásti-

co [Joo e Lebowitz, 2004]. Esse é um modelo em tempo cont́ınuo em que um śıtio passa de

suscet́ıvel para infectado a uma taxa que depende linearmente da densidade de vizinhos

infectados (o assim chamado acoplamento difusivo). Em epidemiologia, o modelo (ou

variantes dele) pode ser aplicado para investigar, por exemplo, se uma densidade inicial de

śıtios infectados alcançará um valor de estado estacionário (cujo valor médio é usualmente

escolhido como o parâmetro de ordem) não-nulo ou diminuirá até zero. Se todos os śıtios

vão para o repouso, a dinâmica cessa completamente (sem flutuações!), pois o sistema

estará em um estado absorvente (veja página 4) [Marro e Dickman, 1999, Ódor, 2008].

Crescendo o acoplamento entre os śıtios infectados e suscept́ıveis, o modelo SIRS

sofre uma transição de fase de não-equiĺıbrio de uma fase absorvente para uma fase

ativa caracterizada por uma densidade estacionária não-nula de śıtios infectados. Contu-

do, dados experimentais (de Neurociência [Laurent, 2002, Shew et al., 2009], Epidemi-

ologia [Anderson e May, 1991] e Qúımica [Belousov, 1958, Field e Burger, 1985], entre

outras) podem exibir também oscilações globais. Uma importante questão é a identi-

ficação das condições sob as quais essa classe geral de modelos (com um único esta-

do absorvente) pode exibir oscilações globais sustentáveis. Essa transição adicional

foi observada [Lewis e Rinzel, 2000, Kuperman e Abramson, 2001, Lindner et al., 2004,

Kinouchi e Copelli, 2006] e entendida analiticamente [Girvan et al., 2002] principalmente

em autômatos celulares, onde os śıtios são sincronamente atualizados.

Em modelos em tempo cont́ınuo, a situação é diferente: no modelo SIRS padrão com

acoplamento difusivo [Joo e Lebowitz, 2004], oscilações globais não parecem ser estáveis,

mesmo na condição favorável de acoplamento global ou aleatório [Joo e Lebowitz, 2004,

Rozhnova e Nunes, 2009b, Rozhnova e Nunes, 2009c, Rozhnova e Nunes, 2009a]. Esse

detalhe técnico é aparentemente relevante, visto que oscilações globais em modelos esto-

cásticos de tempo cont́ınuo são menos comuns. Como discutido por Risau-Gusman e

Abramson, elas às vezes aparecem como oscilações estocásticas em execuções únicas do

modelo, mas desaparecem na média das trajetórias da atividade da rede e em descrições

anaĺıticas (usualmente de campo médio) das mesmas [Risau-Gusman e Abramson, 2007].

Oscilações globais previstas pelas aproximações de campo médio foram observadas em

modelos não-Markoviano [Prager et al., 2003] e Markoviano [Wood et al., 2006b] em tem-

po cont́ınuo de osciladores estocásticos de três estados. Esses modelos, contudo, não têm

um estado absorvente.

De um ponto de vista formal, a estrutura ćıclica das unidades excitáveis impede o
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uso de uma descrição de equiĺıbrio (pois não há equiĺıbrio detalhado posśıvel, nesse caso).

Além disso, o sistema dessas unidades interagentes tem um único estado absorvente (todas

as unidades em repouso), o que fornece uma conexão interessante com uma enorme classe

de problemas bem estudados relacionados, a percolação direcionada [Ódor, 2008]. Assim,

no contexto de modelos markovianos em tempo cont́ınuo, é natural que se pergunte: há

sistemas excitáveis com um estado absorvente (ou seja, sem acionador externo) que podem

sustentar as oscilações globais? Responder a essa pergunta é o nosso objetivo principal

nesta tese.

1.3 ORGANIZAÇÃO DESTA TESE

No caṕıtulo 2, estudamos uma versão modificada do modelo estocástico suscet́ıvel-

infectado-recuperado-suscet́ıvel (SIRS) aplicando um reforço não-linear (exponencial) na

taxa de contágio e sem difusão. Realizamos simulações em grafos completos e redes

aleatórias bem como em redes hipercúbicas d-dimensionais (para d = 3, 2, 1). Para não-

linearidade fraca o suficiente, uma transição de fase cont́ınua entre uma fase absorvente

e uma ativa é obtida, tal como no modelo SIRS estocástico usual [Joo e Lebowitz, 2004].

Contudo, para não-linearidade forte, a transição entre essas duas fases pode ser descon-

t́ınua para d > 2. Tal descontinuidade da transição é confirmada por ciclos de histerese

bem caracterizados e biestabilidade. Resultados anaĺıticos de campo médio corretamente

prevêem a estrutura global do diagrama de fases. Além disso, contrariamente ao que

foi observado no modelo de osciladores estocásticos acoplados por fase com uma não-

linearidade similar no acoplamento [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], não encon-

tramos uma transição para um estado sincronizado estável em nossos elementos excitáveis

acoplados não-linearmente por pulso. Para tempos de duração da imunidade suficien-

temente longos e não-linearidade suficientemente alta, contudo, o sistema pode exibir

excitabilidade coletiva e oscilações coletivas instáveis.

No caṕıtulo 3, mostramos que, no modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b], se

aumentarmos o acoplamento após a transição de fase para a sincronização, a freqüência

média das oscilações coletivas diminui até que uma transição de fase de peŕıodo infinito

ocorre, onde as oscilações coletivas cessam. Acima deste segundo ponto cŕıtico, uma

fração macroscópica dos osciladores fica a maior parte do tempo em um dos três estados,

nos dando um exemplo de não-equiĺıbrio (sem um análogo de equiĺıbrio) em que a simetria

rotacional discreta (C3) é quebrada espontaneamente na ausência de estados absorventes.

No caṕıtulo 4, fizemos um ajuste no modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b]

que nos permitiu transformar continuamente os osciladores uniformes do modelo original
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em elementos excitáveis. Verificamos que para não-uniformidade suficientemente alta,

mesmo antes da transformação ser completada, não ocorre mais a transição para a fase

sincronizada e, portanto, não há oscilações globais estáveis nesse caso.

No caṕıtulo 5, finalmente estudamos modelos markovianos em tempo cont́ınuo com

um único estado absorvente que apresentam transição de fase para sincronização. Os dois

se baseiam na segunda versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2007b]. Em um

deles, transformamos os osciladores em elementos excitáveis, analogamente ao que fizemos

no caṕıtulo 4. No outro, modificamos o modelo SIRS para incluir o acoplamento usado

na segunda versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a],

analogamente ao que foi feito no caṕıtulo 2.

Nossas conclusões e perspectivas de trabalhos futuros são apresentadas no caṕıtulo 6.



CAṔITULO 2

O MODELO SIRS ESTOCÁSTICO NA REDE COM UM

ACOPLAMENTO NÃO-LINEAR POR PULSO

Neste caṕıtulo, fizemos nossa primeira tentativa [Assis e Copelli, 2009] de encontrar

um modelo que satisfaça simultaneamente a duas condições: (1ª) tem que ser markoviano

em tempo cont́ınuo com um único estado absorvente; (2ª) deve apresentar uma transição

de fase para um estado estável coletivamente sincronizado. Assim, nos baseamos em dois

modelos: (1º) um que satisfaz a primeira condição, mas não satisfaz a segunda; (2º) e

outro que é markoviano em tempo cont́ınuo, satisfaz a segunda condição, mas não tem

um estado absorvente. De modo que ajustamos o primeiro modelo adicionando uma

caracteŕıstica do segundo, garantindo a existência do estado absorvente.

Mais precisamente, investigamos uma versão modificada do modelo SIRS padrão

[Joo e Lebowitz, 2004] com uma taxa não-linear que pode ser considerada uma versão

excitável com acoplamento por pulso do modelo original de osciladores acoplados por fase

de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Mostraremos que essa exten-

são não-linear (mas markoviana) do modelo SIRS padrão é aparentemente insuficiente

para a geração de oscilações coletivas sustentadas. Por outro lado, o modelo apresenta

transições de fase para um estado absorvente que pode ser cont́ınua (se fracamente não-

linear) ou descont́ınua (se suficientemente não-linear e para d > 2). De modo que dispo-

mos de um modelo de três estados em tempo cont́ınuo que pode sofrer transições de fase

descont́ınuas como aquelas descritas por Bidaux et al. para um autômato celular de dois

estados exceto que a natureza da transição aqui pode ser controlada por um parâmetro

livre (não somente a dimensão espacial) [Bidaux et al., 1989]. Além disso, diferente-

mente da maioria dos modelos que apresentam transições de fase de não-equiĺıbrio descon-

t́ınuas [Ódor et al., 1993, Marro e Dickman, 1999], o parâmetro que controla a natureza

da transição não é a difusão (que é inexistente em nosso modelo). O modelo pode também

exibir um cenário de bifurcação diferente do que é usualmente observado em modelos de

rede de não-equiĺıbrio, mostrando excitabilidade coletiva e oscilações globais instáveis.

11
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2.1 DEFINIÇÃO DO MODELO

Na versão estocástica convencional do modelo epidêmico SIRS na rede [Murray, 1980],

um śıtio suscet́ıvel (S) na posição x (x = 1, . . . , N) torna-se infectado (I) com taxa

λnI(x)/k(x), onde k(x) é o número de vizinhos de x, dos quais nI(x) śıtios estão infec-

tados, e λ é a chamada taxa de infecção (o parâmetro de acoplamento). Depois de

infectado, o śıtio torna-se temporariamente insenśıvel aos seus vizinhos (dáı o termo aco-

plamento por pulso), passando de infectado para recuperado (R) em uma taxa constante

δ, e evoluindo de recuperado para suscet́ıvel a uma taxa γ. Isso é resumido da seguinte

forma:

S −→ I com taxa λnI/k, (.)

I −→ R com taxa δ, (.)

R −→ S com taxa γ. (.)

Como todas as taxas poderiam em prinćıpio ser normalizadas por δ, a seguir fazemos δ = 1

sem perda de generalidade.

Para baixos valores de λ, uma densidade inicial de śıtios infectados anula-se após

um tempo caracteŕıstico e o sistema atinge o seu único estado absorvente (todos os śıtios

suscet́ıveis). Para λmaior que um valor cŕıtico λc, por outro lado, uma densidade não-nula

de śıtios infectados torna-se estável no limite termodinâmico N → ∞ (embora o estado

absorvente seja, obviamente, sempre uma solução). A transição em λc (estudada muito

detalhadamente por Joo e Lebowitz [Joo e Lebowitz, 2004]) acredita-se amplamente ser

cont́ınua e pertencente à classe de universalidade PD [Assis e Copelli, 2008].

Adaptando o acoplamento aplicado por Wood et al. [Wood et al., 2006b] para ele-

mentos excitáveis acoplados por pulso, obtém-se uma generalização do modelo SIRS. Em

vez da equação (.), propomos:

S −→ I com taxa

g (nI/k, nS/k) ≡ b
[

ea(nI−nS)/k − e−anS/k
]

, (.)

onde a e b são os parâmetros de acoplamento, nS é o número de vizinhos suscet́ıveis, e as

equações (.) e (.) permanecem inalteradas. Note que a interação ocorre somente entre

os primeiros vizinhos. O segundo termo na taxa (.) garante a existência de um estado

absorvente: se todos os śıtios estiverem suscet́ıveis (nI = 0 para todos os śıtios), eles

permanecerão suscet́ıveis para sempre. Para pequenos valores de a (a ≪ 1), recupera-
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se o comportamento linear do modelo SIRS original, com λ ≃ ab, em primeira ordem.

Então, para a pequeno, aumentar b leva a uma transição de fase cont́ınua simplesmente

como no modelo SIRS [Joo e Lebowitz, 2004]. Para a suficientemente grande, contudo,

mostraremos que aumentar b leva a uma transição de fase descont́ınua.

Como uma motivação para a taxa (.), notemos que a dinâmica subjacente do dispa-

ro neuronal é altamente não-linear em vários dos seus aspectos: a membrana despola-

riza quando canais (tipicamente de Na+) abrem muito rapidamente, em um comporta-

mento tipo limiar. Esse processo, por sua vez, é acionado por uma soma (não-linear)

de despolarizações menores induzidas nas sinapses pelos neurônios pré-sinápticos. A

própria dinâmica sináptica (incluindo a ligação do neurotransmissor, no caso mais sim-

ples) é não-linear. Portanto, é comum que modelos reduzidos de fenômenos neuronais

coletivos permitam termos não-lineares [Gerstner e Kistler, 2002]. Em nosso caso, a não-

linearidade é controlada pelo parâmetro a.

2.2 ANÁLISE DE CAMPO MÉDIO

A estrutura do diagrama de fases no plano (a, b) pode ser capturada mais facilmente

analisando a versão de campo médio do modelo. Se P (α) é a probabilidade do śıtio estar

no estado α (α ∈ {S, I, R}), obtém-se

Ṗ (S) = −g[P (I), P (S)]P (S) + γP (R), (.)

Ṗ (I) = g[P (I), P (S)]P (S) − P (I), (.)

Ṗ (R) = P (I) − γP (R), (.)

onde fizemos δ = 1 (veja a seção 2.1). Essas equações são exatas para um grafo completo

no limite termodinâmico quando k = N → ∞ e nα → ∞ com nα/k = P (α). No que

segue-se, empregaremos o valor estacionário da densidade de śıtios infectados P (I)∗ como

o parâmetro de ordem.

Aplicando a condição de normalização P (S) + P (I) + P (R) = 1, pode-se elimi-

nar P (R) e estudar o fluxo bidimensional resultante da dinâmica de campo médio no

plano [P (S), P (I)], como mostrado na figura 2.1. Para valores baixos de a (painel infe-

rior da figura 2.1), o estado absorvente P (S) = 1 perde a estabilidade em uma bifurcação

transcŕıtica, dando origem a um estado ativo estável com uma densidade de śıtios infec-

tados que cresce continuamente de P (I) = 0. Para a suficientemente grande, o caráter

descont́ınuo da transição de fase revela-se nas equações de campo médio através de uma

bifurcação sela-nó (painel superior da figura 2.1): um estado ativo aparece com P (I) não-
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nulo, enquanto o estado absorvente permanece estável (veja seção 2.7). Como é usual,

essa biestabilidade é regulada pela variedade estável da sela, que separa as bacias de

atração dos dois pontos fixos estáveis. Aumentando mais o valor de b, uma bifurcação

transcŕıtica ocorre: o estado absorvente perde a estabilidade e o estado ativo torna-se o

único atrator do sistema.

P
(I

)

b=1.75 b=3.3 b=5

P
(I

)

P(S)

b=3

0 1

1

P(S)

b=3.3

P(S)

b=5
(b)
a=0.5

(a)
a=2.25

b crescente

Figura 2.1 Espaço de fase [P (S), P (I)] mostrando as isóclinas Ṗ (I) = 0 (linhas tracejadas em
azul) e Ṗ (S) = 0 (linhas pontilhadas-tracejadas em vermelho). Os triângulos cinzas correspon-
dem à região fisicamente aceitável 0 ≤ P (I) ≤ 1−P (S). Em cada linha, a é mantido constante
e b cresce da esquerda para a direita. No painel inferior (b) (a = 0, 5), o estado absorvente em
P (S) = 1 perde a estabilidade em uma bifurcação transcŕıtica à medida que b aumenta. No
painel superior (a) (a = 2, 25), a isóclina Ṗ (I) = 0 é dobrada pela não-linearidade exponencial
[equação (.)], criando um estado ativo com P (I) finito em uma bifurcação sela-nó. Śımbolos
fechados (abertos) indicam pontos fixos estáveis (instáveis). Note que a isóclina Ṗ (I) = 0 inclui
sempre a linha P (I) = 0. Quando o estado absorvente é instável (uma sela), P (I) = 0 corres-
ponde à sua variedade estável (coluna mais à direta). Exceto para esse caso, as trajetórias (linhas
sólidas pretas) representam as variedades estáveis e instáveis das selas.
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2.3 SIMULAÇÕES NA REDE ALEATÓRIA

A histerese é uma das mais simples evidências de biestabilidade e, neste sistema,

ela pode ser claramente detectada nas simulações em redes aleatórias de Erdős-Rényi

[Erdős e Rényi, 1960, Albert e Barabási, 2002] de conectividade média K, com as quais

as equações de campo médio mostram uma boa concordância. As simulações foram

realizadas para um valor fixo de a. Para cada valor de b, deixamos o sistema evoluir

durante tmax passos de tempo de Monte Carlo. A duração de cada um desses pas-
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Figura 2.2 Diagrama de fases (da versão de campo médio) do modelo. A linha tracejada marca
o ińıcio da biestabilidade, com o aparecimento repentino de uma fase ativa com parâmetro de
ordem finito [bifurcação sela-nó nas equações (.)-(.)]. A linha sólida indica uma transição
em que o estado absorvente perde a estabilidade [bifurcação transcŕıtica nas equações (.)-
(.)]. Śımbolos correspondem às simulações na rede aleatória com γ = 1, K = 10, N = 104,
tmax = 5 × 103, h = 10−5 e a média feita em cinco realizações independentes. O detalhe
inferior (superior) mostra o parâmetro de ordem P (I)∗ para uma mudança ćıclica no parâmetro
de acoplamento b, mostrando uma transição cont́ınua (descont́ınua) para um valor pequeno
(grande) de a. Triângulos apontados para cima (para baixo) indicam b crescente (decrescente).
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sos ∆t (correspondendo a N atualizações aleatórias [Marro e Dickman, 1999]) foi esco-

lhido para ser (δ + γ + bea)−1 para certificar-se de que as probabilidades serão menores

que um. O parâmetro b foi incrementado e decrementado em intervalos constantes δb, e

a condição inicial para cada valor corresponde à condição final do caso precedente. Apli-

camos uma pequena taxa h (h < 1/N) para excitar espontaneamente śıtios em repouso,

evitando assim que o sistema fique preso eternamente no estado absorvente quando esse

for instável [Bidaux et al., 1989, Takeuchi, 2008].

Na figura 2.2 mostramos o diagrama de fases no espaço de parâmetros (a, b), onde se

observa o aparecimento de uma fase ativa. Os detalhes da figura 2.2 mostram que uma

mudança ćıclica em b leva a um ciclo de histerese [observado para a densidade de śıtios

ativos P (I)] para valores de a suficientemente altos (a > ac). Para valores baixos de a, a

transição de fase é cont́ınua. As fronteiras entre as fases no plano (a, b) (gráfico principal

da figura 2.2) podem ser numericamente e analiticamente1 obtidas das equações de campo

médio e facilmente estimadas das simulações em redes aleatórias (ciclos de histerese não

se alteraram significativamente quando tmax foi duplicado; veja também seção 2.5).

Para obter o diagrama de fases mostrado na figura 2.2, empregamos um peŕıodo

refratário médio comparável ao tempo de excitação, γ = 1. Contudo, não encontramos

diferenças qualitativas no diagrama de fases em campo médio no caso limite γ → ∞, o

que sugere que os resultados das simulações que apresentamos até aqui, também, serão

válidos para um sistema de dois estados. O mesmo não podemos afirmar para valores

de a mais altos do que os mostrados até agora, como veremos na próxima seção. Como

esperado, o diagrama de fases deste sistema com γ finito difere cada vez mais do diagrama

de fases do sistema de dois estados, quanto menor for γ.

2.4 AUSÊNCIA DE OSCILAÇÕES GLOBAIS SUSTENTADAS

No processo de varredura do espaço de parâmetros em busca de oscilações coletivas,

encontramos pequenas regiões em que uma bifurcação de Hopf na equações de campo

médio (.)-(.) envolvendo o estado ativo pode de fato ocorrer. Contudo, como mostra-

remos, isso não necessariamente implica na existência de oscilações coletivas sustentadas,

que nós não encontramos neste modelo.

Exemplificamos com os resultados para γ = 0, 01, cujo diagrama de fases é mostrado

na figura 2.3a. Embora qualitativamente similar à figura 2.2, há agora um estreito inter-

valo de valores de b (para altos valores de a) em que a rota para a biestabilidade, em vez do

simples cenário de bifurcação sela-nó mostrado na figura 2.1(a), requer bifurcações inter-

1Veja equação (.).
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Figura 2.3 (a) Diagrama de fases (da versão de campo médio) do modelo
para γ = 0, 01 (painéis b–g também mostram simulações de realização única em um
grafo completo com N = 106). As bifurcações são como as da figura 2.2, exceto por aquelas que
ocorrem adicionalmente na região limitada pelo retângulo marcado (detalhe): aumentando b,
uma bifurcação sela-nó (linha tracejada) é seguida por uma bifurcação de Hopf (H) (linha
pontilhada), depois da qual uma bifurcação homocĺınica (HC) ocorre (veja texto). A fase
absorvente corresponde à região cinza. Os rótulos (b)–(d) no detalhe mostram os pontos
no espaço de parâmetros que correspondem aos retratos de fase abaixo. (b) Uma sela e um
ponto fixo instável nascem em uma bifurcação sela-nó. (c) O ponto fixo torna-se estável via
uma bifurcação de Hopf e é rodeado por um ciclo-limite instável. (d) Após uma bifurcação
homocĺınica, o ciclo-limite desaparece. VIS = variedade instável superior da sela; VES =
variedade estável superior da sela; CLI = ciclo-limite instável; VEI = variedade estável inferior.
A escala em (b) também aplica-se (a menos de uma translação) a (c) e (d). A variedade instável
inferior da sela sempre vai para o ponto fixo do estado absorvente. Os painéis (e), (f) e (g)
mostram as séries temporais para as trajetórias simuladas, respectivamente, mostradas nos
painéis (b), (c), e (d), com exemplos de excitabilidade coletiva e oscilações estocásticas (veja
texto para mais detalhes).
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mediárias adicionais2 [detalhe da figura 2.3(a)]. Todas essas bifurcações extras ocorrem

enquanto o ponto fixo do estado absorvente mantém-se estável.

Começando da fase absorvente e aumentando b, primeiro uma bifurcação sela-nó

ocorre na qual o nó é instável [e rapidamente torna-se uma espiral, figura 2.3(b)]. Neste

estágio, o sistema ainda tem somente um único ponto fixo estável, mas a estrutura do

espaço de fase é tal que o sistema tornou-se coletivamente excitável: se o sistema estiver

abaixo do variedade estável superior (VES) da sela [figura 2.3(b)], ele retornará mono-

tonamente ao estado absorvente, enquanto se estiver em um ponto acima da VES, ele

fará uma longa excursão em torno da variedade instável superior (VIS) antes de ir para

o repouso3 [figura 2.3(b)], exibindo uma série temporal análoga à de um elemento exci-

tável [figura 2.3(e)].

Aumentando b ainda mais, a espiral torna-se estável em uma bifurcação de Hopf e

é agora rodeada por um ciclo-limite instável (CLI) [figura 2.3(c)]. Formalmente, nesta

região do espaço de parâmetros, o sistema é coletivamente biestável, mas note que o esta-

do ativo só será alcançado a partir de condições iniciais na região limitada pelo CLI [que,

devido ao pequeno valor de γ, é também muito pequeno — veja a escala na figura 2.3(b)].

Note também que a superlotação de linhas em volta do CLI sinaliza que ele é fraca-

mente repulsivo. O ponto fixo estável interno (o estado ativo) é correspondentemente

fracamente atrativo (que é a razão por que o fluxo na região limitada pelo CLI não é

mostrado). Isso significa que uma solução de oscilação coletiva existe (o CLI), mas é

tão fracamente instável que pode ser confundido com oscilações sustentadas [mesmo na

integração numérica das equações (.)-(.)]. De simulações de realizações únicas em

um grafo completo com N = 106, obtivemos uma série temporal com oscilações [figu-

ra 2.3(f)] que desaparecem somente quando, devido a flutuações de efeito de tamanho

finito, o sistema alcança o estado absorvente [Marro e Dickman, 1999]. Então, confirma-

mos o cenário predito por Risau-Gusman e Abramson: como os autovalores do ponto

fixo estável tem uma componente imaginária, inevitáveis flutuações gerarão oscilações

estocásticas [Risau-Gusman e Abramson, 2007].

Finalmente, o CLI desaparece em uma bifurcação homocĺınica (HC), após a qual o

ponto fixo do estado ativo é separado do ponto fixo do estado absorvente pelas variedades

estáveis da sela. Note que variedade estável inferior [VEI, veja figura 2.3(d)] não vem mais

da espiral instável nem do CLI, mas, em vez disso, une-se a VES em t → −∞. A VEI

desdobrar-se-á gradualmente com o crescimento de b até que um retrato de fase similar

2Para valores maiores de γ (por exemplo, γ = 1), as mesmas bifurcações intermediárias podem ocorrer,
mas para valores maiores de a e restritas a intervalos mais estreitos de valores b.

3Veja primeiro parágrafo da subseção 1.2.2.
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àquele do gráfico central da figura 2.1(a) seja alcançado (antes que a sela colida – para

valores maiores ainda de b – com o ponto fixo do estado absorvente em uma bifurcação

transcŕıtica). Excitabilidade coletiva e oscilações estocásticas mantêm-se presentes nesse

regime [figuras 2.3(d) e 2.3(g)].

Nosso diagrama de fases emergiu essencialmente da análise de estabilidade local, então,

em prinćıpio, não exclui que uma bifurcação sela-nó de ciclos possa ocorrer nas regiões

ativa ou biestável. Contudo, a integração numérica das equações (.)-(.) para uma

variedade de condições iniciais e combinações de parâmetros não mostra quaisquer sinais

disso.

Embora a análise desta seção seja baseada na aproximação de campo médio simples,

vale ressaltar que melhorias na aproximação de campo médio não necessariamente ajudam

a previsão de oscilações coletivas. Rozhnova e Nunes [Rozhnova e Nunes, 2009b] recente-

mente observaram que as equações obtidas por Joo e Lebowitz [Joo e Lebowitz, 2004]

para a aproximação de pares leva a oscilações sustentadas em uma pequena região

para γ ≪ 1. Contudo, nas simulações em redes aleatórias na mesma região do espaço

de parâmetros, essas oscilações são amortecidas [Rozhnova e Nunes, 2009c]. Além disso,

na referência [Rozhnova e Nunes, 2009a] elas mostraram que a aproximação de trincas

não exibe ciclo-limite estável em várias partes do diagrama de fases em que são previstas

para ter pela aproximação de pares. Se bem que a aproximação de trincas ainda prevê a

existência de ciclo-limite estável mesmo que numa região menor do espaço de parâmetros,

mas essa previsão tampouco é confirmada pelas simulações de Monte Carlo na rede.

2.5 SIMULAÇÕES EM REDES HIPERCÚBICAS

Como as simulações com valores pequenos de γ são muito dif́ıceis de executar-se

[Joo e Lebowitz, 2004], agora, vamos nos concentrar no cenário de bifurcação mais sim-

ples da figura 2.2 e discutiremos os resultados das simulações para γ = 1. Identifi-

car a natureza da transição em redes hipercúbicas não é tão simples como para redes

aleatórias e grafos completos. Como foi recentemente discutido muito detalhadamente por

Takeuchi [Takeuchi, 2008], mesmo um sistema que sofre uma transição de fase cont́ınua

para um estado absorvente (tal como aquela pertencente à classe de universalidade PD)

pode mostrar um ciclo de histerese quando o parâmetro de acoplamento varia ciclica-

mente em torno do valor cŕıtico dele (veja seção 2.6 para mais detalhes). Isso é devido à

divergência dos tempos transientes na criticalidade no limite termodinâmico. Nas simu-

lações, isso é refletido na largura do ciclo de histerese que obedece a uma relação de

escala com a taxa de rampa (definida como o incremento em b por unidade de tempo)
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Figura 2.4 Simulações para d = 3 com N = 253 e h = 2, 5 × 10−5. (a) (a = 4, 5,
média sobre 20 realizações) O comprimento do ciclo de histerese ∆b diminui com tmax (∆b
representado pela seta horizontal para tmax = 105). Triângulos apontados para cima (baixo)
representam b crescente (decrescente). Linhas verticais mostram valores de b empre-
gados nos painéis (c) e (d). (b) Dependência de ∆b em tmax é qualitativamente
diferente para a acima (ćırculos preenchidos) e abaixo (ćırculos abertos) de ac, respec-
tivamente mostrando um valor assintótico não-nulo ou nulo no limite tmax → ∞.
O gráfico inferior é bem ajustado pela lei de potência com expoente 0, 55.
Note que a precisão em ∆b é limitada pelo incremento em b empregado no ciclo de
histerese (δb = 1, 8× 10−3 no caso de a = 1, 875). Painéis (c) e (d) mostram a evolução tempo-
ral de P (I) (média sobre 20 realizações) para a = 4, 5 e diferentes condições iniciais [com NP (I)
śıtios no estado I em t = 0 e o restante no estado S], mostrando biestabilidade de fase para
b = 3, 25 mas não para b = 7.
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Figura 2.5 Simulações para d = 2 com N = 1502 e h = 2, 5 × 10−5. (a) (a = 7,
média sobre 20 realizações) O comprimento do ciclo de histerese ∆b diminui com tmax (∆b
representado pela seta horizontal para tmax = 2 × 105). Triângulos apontados para
cima (baixo) representam b crescente (decrescente). Linhas verticais mostram valores
de b empregados nos painéis (c) e (d). (b) Dependência de ∆b em tmax é qualitativa-
mente diferente para a acima (ćırculos preenchidos) e abaixo (ćırculos abertos) de ac,
respectivamente mostrando um valor assintótico não-nulo ou nulo no limite tmax → ∞.
O gráfico inferior é bem ajustado pela lei de potência com expoente 0, 63.
Note que a precisão em ∆b é limitada pelo incremento em b empregado no ciclo de
histerese (δb = 10−2 no caso de a = 4, 5). Painéis (c) e (d) mostram a evolução temporal
de P (I) (média sobre 20 realizações) para a = 7 e diferentes condições iniciais [com NP (I)
śıtios no estado I em t = 0 e o restante no estado S], mostrando biestabilidade de fase para
b = 4, 4 mas não para b = 21, 5.
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na forma (1/tmax)
1/(β+1), onde β é o expoente cŕıtico governando o parâmetro de or-

dem [Takeuchi, 2008, Marro e Dickman, 1999]. Veja a dedução dessa relação de escala

na seção 2.6.

Considere, por exemplo, os ciclos de histerese mostrados na figura 2.4(a) para d = 3 e

dois valores de tmax diferentes por uma ordem de magnitude (enquanto os incrementos nos

valores de b foram mantidos os mesmos [Takeuchi, 2008]). Se a transição é ou não cont́ınua

dependerá se a largura ∆b do ciclo de histerese diminui até zero no limite tmax → ∞.

Definimos operacionalmente ∆b como se segue: para cada realização, atribúımos à extre-

midade superior do ciclo de histerese o valor de b no qual a densidade média de śıtios

ativos P (I) (com média feita sobre tmax passos de tempo de Monte Carlo) é a primeira

acima de 1/
√
N . Similarmente, a extremidade inferior do ciclo de histerese é definida

como o ponto onde P (I) cai abaixo de 1/
√
N . A largura do ciclo de histerese ∆b é então

obtida fazendo a média sobre as realizações da diferença entre as extremidades superior e

inferior. Traçamos ∆b versus 1/tmax na figura 2.4(b) para dois valores de a. Para a = 4, 5

[que corresponde aos ciclos de histerese mostrados na figura 2.4(a)], uma extrapolação

linear leva a um valor não-nulo de ∆b com tmax → ∞, que é consistente com uma transição

de fase descont́ınua. Para d = 3 e a = 1, 875, por outro lado, ∆b decresce até zero com uma

lei de potência (1/tmax)
0,55, que é consistente com a previsão de Takeuchi [Takeuchi, 2008]

para classe de universalidade PD {β ≃ 0, 805(10) [Jensen, 1992]}.
Pode-se, em prinćıpio, sentir-se desconfortável com o critério descrito acima para deci-

dir-se sobre a descontinuidade da transição porque na prática a extrapolação4 linear pode

não coincidir com limtmax→∞ ∆b se os tempos transientes são longos demais (e esperamos

que eles sejam longos próximo de uma transição cont́ınua5). Esse inconveniente torna-

se mais saliente quando diminúımos a dimensão espacial da rede, como representado

para d = 2 e a = 7 na figura 2.5. Note a suavidade do maior ciclo de histerese na figu-

ra 2.5(a), que é muito similar àquelas observadas por Takeuchi [Takeuchi, 2008] perto de

uma transição cont́ınua. De acordo com o valor extrapolado de ∆b para tmax → ∞, contu-

do, essa transição seria considerada descont́ınua [veja gráfico superior na figura 2.5(b)],

enquanto para uma não-linearidade mais fraca [a = 4, 5, gráfico inferior da figura 2.5(b)]

obtemos novamente uma lei de potência (1/tmax)
0.63 [Takeuchi, 2008] compat́ıvel com PD

em d = 2 {β ≃ 0.583(4) [Jensen, 1992]}.
Para ter a certeza da descontinuidade da transição de fase, é mais simples (e com-

putacionalmente menos dispendioso) investigar diretamente a biestabilidade alegada:

4Esse problema foi claramente exposto por Iwan Jensen [Jensen, 1993] para a extrapolação no tama-
nho de rede.

5Para sermos mais precisos, esperamos que eles divirjam na criticalidade no limite termodinâmico!
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fixamos a e b e verificamos a dependência do estado estacionário nas condições ini-

ciais [Dickman e Maia, 2008, Ódor e Dickman, 2009]. Este teste é mostrado nas figu-

ras 2.4(c), 2.4(d), 2.5(c), e 2.5(d) para d = 3 e d = 2, respectivamente. As figuras 2.4(c)

e 2.5(c) confirmam a biestabilidade visto que, para os valores iniciais mais baixos (al-

tos) de P (I), o sistema converge para o estado absorvente (ativo)6. As figuras 2.4(d)

e 2.5(d) servem como um controle negativo, confirmando (em uma região onde somente o

6Veja a seção 2.7.
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Figura 2.6 Diagrama de fases do modelo na redes hipercúbicas uni-, bi-, e tridimensio-
nais (quadrados, ćırculos e triângulos, respectivamente). Śımbolos abertos (com linhas trace-
jadas para guiar os olhos) marcam o ińıcio da biestabilidade de fase, com o aparecimento repen-
tino de uma fase ativa estável com o parâmetro de ordem finito. Śımbolos preenchidos (com
linhas sólidas para guiar os olhos) representam a transição em que o estado absorvente perde
a estabilidade. A região entre as linhas sólida e tracejada corresponde ao regime biestável.
Linhas sem śımbolos mostram os resultados de campo médio (CM) para comparação. Todos
os outros resultados correspondem a simulações com γ = 1 e h = 2, 5 × 10−5. Para d = 1, 2
e 3, os tamanhos lineares dos sistemas são L = 32400, L = 150, e L = 25 (onde N = Ld), os
valores máximos de tmax são 5 × 105, 2 × 105, e 105, com médias sobre 10, 10, e 20 realizações,
respectivamente.
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estado ativo é estável) que a convergência para o estado absorvente nos casos anteriores

não é devida a flutuações do efeito de tamanho finito. Notamos que todas as amostras

convergem para o mesmo atrator (tanto absorvente como ativo) correspondente à média

delas.

A extrapolação limtmax→∞ ∆b foi empregada para desenhar o diagrama de fases do

modelo para as redes bi- e tridimensionais. Como mostrado na figura 2.6, a estrutura

qualitativa do diagrama de fases é bem reproduzida pelas previsões de campo médio,

embora a concordância quantitativa piore com a diminuição da dimensionalidade, como

esperado. Note que a fase biestável para d = 2 é muito menor que para d = 3.

Para d = 1, as enormes barras de erro na figura 2.6 para valores grandes de a emer-

gem devido a transientes extremamente grandes. Não observamos claramente transições

descont́ınuas para d = 1 até a = 7. Isso está em concordância com os resultados

de Bidaux et al. [Bidaux et al., 1989, Jensen, 1991], bem como com a conjectura de

Hinrichsen que transições descont́ınuas em d = 1 devem ocorrer somente na presença

de difusão [Hinrichsen, 2000a].

2.6 HISTERESE EM TRANSIÇÕES DE FASE CONTÍNUAS

Como foi dito na seção anterior, recentemente Takeuchi [Takeuchi, 2008] mostrou que

modelos com um único estado absorvente podem apresentar fenômeno de histerese em

torno da transição de fase mesmo que essa seja cont́ınua. Isso resolveu um paradoxo

em um resultado experimental publicado em 1990 por Kai et al. [Kai et al., 1990]. Além

disso, como acontece com outras grandezas em transições de fase cont́ınuas, a largura dos

ciclos de histerese obedece a uma lei de escala, cujo expoente obviamente depende dos ou-

tros já conhecidos da literatura [Grassberger e de la Torre, 1979, Marro e Dickman, 1999,

Hinrichsen, 2000b].

Por simplicidade, mas sem perda de generalidade, vamos repetir a dedução de

Takeuchi [Takeuchi, 2008] para o caso do processo de contato [Harris, 1974, Ódor, 2008,

Marro e Dickman, 1999]. Seja r a taxa de rampa, definida como o incremento no parâme-

tro de controle por unidade de tempo. Isso equivale à seguinte equação:

r =
δλ

tmax × ∆t
,

onde λ é o parâmetro de controle, tmax é o número de passos de Monte Carlo (dando-nos

um tempo de tmax × ∆t) em que λ permanece constante antes de ser incrementado em δλ

e ∆t é o tempo avançado entre dois passos de Monte Carlo. Como, numa transição de fase
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cont́ınua, sempre temos um único atrator, os ciclos de histerese desaparecem no limite

de r pequeno. Isso pode resolver as dúvidas se uma transição de fase corresponde a uma

bifurcação supercŕıtica ou a uma bifurcação subcŕıtica (sela-nó antes da transcŕıtica),

como mostrado na seção anterior.

Como, uma vez que todos os śıtios estiverem inativos, o sistema estará em um estado

absorvente, é necessário haver uma pequena taxa h de transição espontânea do estado

inativo para o ativo. Essa taxa deve ser pequena o bastante para que, na fase quase

absorvente, não haja atividade além do esperado para mera flutuações, ou seja, para

que a densidade de śıtios ativos não seja maior que
√
N , onde N é o número de śıtios

da rede. Assim, nas transições cont́ınuas entre uma fase quase absorvente e uma ativa,

os ciclos de histerese se formam do seguinte modo. Primeiro, grandes aglomerados ati-

vos não emergem mesmo para λ > λc, pois a atividade da rede ainda é muito pequena

para sobreviver sem a ativação espontânea dos śıtios inativos. Contudo, uma vez que

surge um aglomerado de śıtios ativos (ASA) suficientemente grande para sobreviver ape-

nas devido à taxa de infecção λ, ele cresce e finalmente se estende pelo sistema inteiro,

pois λ > λc. A densidade de śıtios ativos satura no valor do estado estacionário. Por

outro lado, quando λ é diminúıdo, o número de śıtios ativos decresce gradualmente e

homogeneamente, seguindo aproximadamente a densidade estacionária, de modo desto-

ante ao processo de crescimento. Portanto, a histerese observada em torno da transição

de fase cont́ınua não é uma propriedade estacionária do sistema, como implicaria uma

transição descont́ınua, mas sim um efeito dinâmico devido à varredura do parâmetro de

controle.

Vamos finalmente deduzir a relação de escala de Takeuchi, que nos ajudará a enten-

der por que mesmo nas transições de fase cont́ınuas sempre haverá ciclo de histerese

para qualquer r finito. Para transições de fase de um estado absorvente para um ativo,

seja P∞ a probabilidade de um estado ativo sobreviver eternamente iniciando de um

único śıtio infectado [Marro e Dickman, 1999]. O valor de P∞ cresce algebricamente da

forma P∞(ε) ∼ εβ′

para ε ≡ λ− λc > 0, onde β′ é um dos expoentes cŕıticos caracteri-

zando essas transições. Para a classe de universalidade PD temos que β′ = β

[Grassberger e de la Torre, 1979, Hinrichsen, 2000b], onde β é o expoente cŕıtico corres-

pondente à densidade estacionária de śıtios ativos [Marro e Dickman, 1999]. Suponhamos

que ε é aumentado continuamente e linearmente da forma

ε(t) = rt (.)

(ou seja, em t = 0, temos que λ = λc) e um ASA cresce de maneira robusta no
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tempo t = T . Assumimos que a taxa de rampa r é tão lenta que a probabilidade de

sobrevivência em um tempo finito converge para P∞ antes que o parâmetro de controle

mude significativamente. Temos então a seguinte relação aproximada:

1 ≈
∫ T

0

h′P∞[ε(t)]dt ∼ h′rβ′

T β′+1 , (.)

onde h′ = hN , ou seja, h′dt é probabilidade de surgir espontaneamente um śıtio ativo

durante o intervalo de tempo de duração dt. Vamos usar, para ∆λ, a mesma definição

de ∆b descrita na seção anterior. Como, quando λ é diminúıdo, o número de śıtios ativos

decresce seguindo aproximadamente a densidade estacionária e essa proximidade é maior

quanto menor for o r, então:

∆λ ≈ rT
(.)∼ r × r−β′/(β′+1) = r1/(β′+1) . (.)

Isso dá o expoente de histerese 1/ (β′ + 1). É claro que o crescimento assumido do ASA

é estocástico, de modo que, a rigor, deve-se lidar com a largura média 〈∆λ〉 baseado

na distribuição probabiĺıstica. Esta abordagem mais rigorosa não é muito mais dif́ıcil.

Com P0(t) sendo a probabilidade de não ter aparecido um ASA com crescimento auto-

sustentado até o tempo t, a probabilidade que esse ASA com crescimento estável ocorra

pela primeira vez entre o tempo t e t+ dt é dada por:

{

d[1 − P0(t)]

dt

}

dt = −dP0(t) = P0(t)h
′P∞[ε(t)]dt (.)

= Ch′rβ′

tβ
′

exp

(

−Ch
′rβ′

β′ + 1
tβ

′+1

)

dt , (.)

onde substitúımos a solução da equação diferencial (.) no último membro dela mesma

e C é definido por P∞ = Cεβ′ (.)
= Crβ′

tβ
′

. Isso dá a média da largura de histerese da

forma:

〈∆λ〉
(.)
≈ r

∫

∞

0

t

[

−dP0(t)

dt

]

dt
(.)
= Γ

(

β′ + 2

β′ + 1

) [

(β′ + 1) r

Ch′

]1/(β′+1)

,

que confirma a relação de escala (.).
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2.7 REVISITANDO AS TRANSIÇÕES DE FASE DESCONTÍNUAS PARA UM

ESTADO ABSORVENTE

Como foi dito no ińıcio deste caṕıtulo, nossa intenção era encontrar uma transição

de fase para um estado estável coletivamente sincronizado. No entanto, o que encon-

tramos foram transições de fase descont́ınuas para um estado absorvente. Nesta seção,

decifraremos esse resultado “surpreendente”.

A primeira pergunta que devemos nos fazer é: o que faz uma transição de fase para

um estado absorvente em modelos com parâmetro de ordem escalar ser descont́ınua?

Joaqúın Marro e Ronald Dickman [Marro e Dickman, 1999] nos dão a resposta: “Se

providenciarmos para que estados de baixa densidade sejam intrinsecamente instáveis

enquanto estados de alta densidade são viáveis, então devemos observar uma transição

de primeira ordem no vácuo.”7.

De modo que resta-nos, agora, a seguinte questão: o modelo de que tratamos neste

caṕıtulo satisfaz à condição necessária descrita acima? Como quase sempre, a análise de

campo médio vai ajudar-nos a chegar à resposta. Assim, escrevemos a versão de campo

médio da equação (.):

g [P (I), P (S)] ≡ b
{

ea[P (I)−P (S)] − e−aP (S)
}

. (.)

Primeiramente, vamos calcular quando o estado absorvente perde a estabilidade na versão

de campo médio, ou seja, vamos encontrar a equação da curva da bifurcação transcŕıtica.

O estado absorvente é estável se na proximidade dele Ṗ (I) 6 0. Conseqüentemente, na

bifurcação transcŕıtica devemos ter:

lim
P (S)→1−⇒

⇒P (I)→0+

Ṗ (I) = 0
(.)
=⇒ lim

P (S)→1−⇒

⇒P (I)→0+

g [P (I), P (S)]P (S)

P (I)
= 1

(.)
=⇒ b =

ea

a
. (.)

De modo que para b 6 ea/a, o estado absorvente é estável e, dáı, nessa região do espaço de

parâmetros, “estados de baixa densidade são intrinsecamente instáveis”. Falta verificar

se, nesse caso, existem valores de a e b que satisfazem também a segunda parte da condição

de Marro e Dickman. Pela equação (.), é fácil ver que, se P (I) > P (S) (“estado de

alta densidade”), para qualquer b (mesmo b < ea/a), sempre existe algum a grande o

bastante para que g[P (I), P (S)]P (S)/P (I) > 1 ⇔ Ṗ (I) > 0 e, portanto, tenhamos um

estado ativo (“de alta densidade”) estável.

7Tradução livre do original.
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A bifurcação sela-nó que aparece nos resultados da aproximação de campo médio

é devida exclusivamente ao acoplamento [equação (.)] no regime fortemente não-

linear (valor de a grande o suficiente), que foi adaptado do modelo de Wood et al.

[Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. O que nos leva a perguntar: esse acoplamento

também leva a alguma bifurcação sela-nó, para algum valor de a suficientemente alto, no

modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]? Se sim, essa transição

de fase (além da transição para a sincronização) também acontece em redes regulares?

Essa pergunta será respondida no próximo caṕıtulo.

2.8 CONCLUSÕES

Resumindo, propomos um modelo markoviano em tempo cont́ınuo de rede de elemen-

tos excitáveis acoplados por pulso não-linearmente. O acoplamento depende linearmente

da taxa b e não-linearmente do parâmetro adimensional a. Mostramos que aumentar

a não-linearidade do acoplamento leva a uma mudança na natureza da transição de

fase para o estado ativo. No regime de acoplamento linear (a ≪ 1), onde o modelo

aproxima-se do modelo SIRS estocástico padrão [Joo e Lebowitz, 2004], uma fase ativa

com P (I) > 0 aparece através de uma transição de fase cont́ınua com o aumento de b.

Em um regime suficientemente não-linear (valor de a grande o bastante), aumentar b leva

a uma transição de fase descont́ınua. A natureza da transição pode então ser contro-

lada por um único parâmetro, que não é a difusão. Esses resultados podem ser previstos

por análise de campo médio e são qualitativamente confirmados em simulações em rede

aleatórias e redes hipercúbicas para d > 2. O fato que uma transição descont́ınua não foi

encontrada para d = 1 é consistente com resultados anteriores para sistemas de dois esta-

dos com pouca ou nenhuma difusão [Bidaux et al., 1989, Jensen, 1991, Ódor et al., 1993,

Hinrichsen, 2000a].

Caracterizamos as transições descont́ınuas por dois critérios complementares: primei-

ro, ciclos de histerese são obtidos e a largura deles é estimada por extrapolação para um

número infinito de passos tempo de Monte Carlo; então, a biestabilidade foi explicita-

mente confirmada verificando que a trajetória do sistema exibe dependência nas condições

iniciais. No caso de transições cont́ınuas, a largura dos ciclos de histerese obedecem a

uma relação de escala que envolve a taxa de rampa de acordo com as previsões recentes

de Takeuchi [Takeuchi, 2008].

Finalmente, relembramos que o acoplamento exponencial na equação (.) foi inspi-

rado no modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Enquanto o

sistema de osciladores estocásticos acoplados por fase não-linearmente, proposto por es-
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ses autores, realmente sofre uma transição de fase para um estado sincronizado, não

encontramos oscilações coletivas sustentadas com uma não-linearidade similar entre os

elementos excitáveis acoplados por pulso. Contudo, encontramos (embora em uma peque-

na região do espaço de parâmetros) oscilações globais instáveis e excitabilidade coletiva

nas equações de campo médio. Simulações em grafos completos revelam oscilações esto-

cásticas em realizações únicas quando a fase ativa corresponde a uma espiral estável nas

equações de campo médio. Permanece para ser investigado se a excitabilidade coletiva e

as oscilações estocásticas permanecem em redes regulares ou aparecem na transição para

um regime de mundo pequeno.

Como não encontramos a tão desejada transição de fase para um estado coletiva-

mente sincronizado com este modelo, no caṕıtulo 4 usamos uma estratégia diferente.

Abrimos mão do acoplamento por pulso (que é mais comum e plauśıvel para sistemas

de elementos excitáveis) e passamos a usar o acoplamento por fase para ver se consegui-

mos observar oscilações globais estáveis em um modelo markoviano em tempo cont́ınuo

de rede de elementos excitáveis (com um único estado absorvente). Em vez de modifi-

carmos o modelo SIRS estocástico convencional [Joo e Lebowitz, 2004] para acrescentar

caracteŕısticas do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], fize-

mos, nesse último, o ajuste mı́nimo necessário para que ele possa ter um único estado

absorvente. E, assim, procuramos novamente por tais oscilações coletivas sustentadas.

Mas, primeiro, estudamos em detalhe no próximo caṕıtulo uma segunda transição de

fase no modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] que não tinha

sido observada por eles. Esse estudo será necessário para entendermos certos detalhes do

caṕıtulo 4.

Os resultados deste caṕıtulo 2 foram publicados na referência [Assis e Copelli, 2009].



CAṔITULO 3

QUEBRA ESPONTÂNEA DE SIMETRIA C3 EM UM

MODELO DE NÃO-EQUIĹIBRIO SEM ESTADO

ABSORVENTE

No caṕıtulo anterior, observamos, na aproximação de campo médio, bifurcações sela-

nó no regime suficientemente não-linear devidas ao acoplamento adaptado para o modelo

SIRS do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]1. Lá essas bifur-

cações correspondiam a transições de fase descont́ınuas entre um estado absorvente e

um estado ativo. Aqui constatamos que, de fato, aumentar bastante o parâmetro de

controle (o acoplamento) na versão de campo médio do modelo de Wood et al. leva a três

bifurcações sela-nó simultâneas e simétricas no ciclo-limite surgido da bifurcação de Hopf

previamente relatada nas referências [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Assim,

investigamos a transição de fase correspondente a essa bifurcação adicional.

Neste caṕıtulo, confirmamos o que tinha sido relatado por Wood et al. na refe-

rência [Wood et al., 2007b]. Esses autores observaram que, na primeira versão do modelo

[Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] (que é a estudada neste caṕıtulo),

“... acima do ponto da [primeira] transição, as unidades tornam-se cada vez
mais sincronizadas com o aumento do acoplamento. Nessa fase coletivamente
sincronizada, a taxa média de transição de um aglomerado de osciladores
torna-se fundamentalmente dependente do parâmetro de acoplamento. Mais
especificamente, as taxas de transição e a freqüência de oscilação dos aglome-
rados de osciladores diminuem com o aumento do parâmetro de acoplamento
devido a uma diminuição exponencial na probabilidade de transição. Para
citar um exemplo expĺıcito, considere um pequeno subsistema composto de
unidades que estão todas no mesmo estado (isto é, um aglomerado de unida-
des perfeitamente sincronizadas). A forma do acoplamento produz uma taxa
de transição exponencialmente pequena neste caso e dáı a freqüência desse
aglomerado aproxima-se de zero para altos valores do parâmetro de acopla-
mento.”2

1Veja-se seção 2.7.
2Tradução livre do original com alguns ajustes.
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Aqui, mostramos que, quando o parâmetro de acoplamento se aproxima de um va-

lor cŕıtico superior, a freqüência média das oscilações globais diminui continuamente

realmente até zero, de modo que o peŕıodo das oscilações coletivas diverge no ponto

cŕıtico numa transição de fase de peŕıodo infinito (TFPI). Acima desse segundo ponto

cŕıtico, uma fração macroscópica dos osciladores passa a maior parte do tempo em um dos

três estados, que é, portanto, espontaneamente superpovoado. Isso nos dá um exemplo

protot́ıpico de não-equiĺıbrio (sem uma contrapartida de equiĺıbrio) de um modelo sem

estado absorvente [Tainaka, 1988, Tainaka, 1989, Tainaka e Itoh, 1991, Tainaka, 1994,

Itoh e Tainaka, 1994] cuja simetria rotacional discreta C3 é espontaneamente quebrada.

3.1 DEFINIÇÃO DO MODELO

Figura 3.1 Representação gráfica das taxas de transição do modelo para uma única unidade
isolada. Figura idêntica à original da referência [Wood et al., 2006b].

Neste modelo, cada elemento é um oscilador com o estado caracterizado por uma

fase φx no śıtio x (x = 1, . . . , N) que pode ter um dos três valores: φx = jxπ/3, onde

jx ∈ {1, 2, 3}. Os osciladores são acoplados por fase. As transições permitidas são: 1 → 2,

2 → 3 e 3 → 1. As taxas de transição associadas (de j para j + 1) são:

gj,j+1 = g exp

[

a (Nj+1 −Nj)

z

]

, (.)

onde j + 1 = 1 quando j = 3, g é uma constante (que pode ser definida como a unidade

sem perda de generalidade), a é o parâmetro de acoplamento, Nk é o número de vizinhos

mais próximos no estado k e z é o número total de vizinhos mais próximos. As taxas são

invariantes sob permutação ćıclica dos ı́ndices, ou seja, pertencem ao grupo de simetria C3

de rotações discretas. Observe que somente quando a → ∞ o sistema tem três estados

absorventes simétricos (todos os śıtios parados na mesma fase).
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3.2 RESULTADOS

3.2.1 Análise de campo médio e simulações em grafos completos

P
2

(a) (c) (c)(e)

P
2

P1

a=1,6

0 1

1 (b)

P1

a=3

(d)

P1

a=3,25

(f)

ac ac

Figura 3.2 Espaço de fase (P1, P2). Os triângulos cinzas correspondem à região fisicamente
aceitável 0 ≤ P2 ≤ 1 − P1. O parâmetro a cresce da esquerda para a direita. As linhas traceja-
das (sólidas) indicam as isóclinas Ṗ1 = 0 (Ṗ2 = 0) nos painéis superiores. Os painéis inferiores
mostram as trajetórias das simulações em grafo completo com N = 5000 (linhas grossas) e as
soluções das equações de campo médio (linhas finas com setas). O painel (a) mostra que ~P ∗

1/3

é o único ponto fixo do sistema para a = 1, 6 > ac. (b) O ponto fixo ~P ∗

1/3 é instável, com

trajetórias convergindo para um ciclo-limite estável, que corresponde a oscilações globais [veja
também figura 3.4(a)]. (c) Com a = 3, as isóclinas estão se aproximando uma da outra em
três posições adicionais, dáı criando três fantasmas simétricos de sela-nó. (d) O ciclo-limite
é quase tão grande quanto o peŕımetro da região fisicamente aceitável. Note a superlotação
de linhas perto dos fantasmas, com conseqüente não-harmonicidade nas séries temporais [figu-
ra 3.4(b)]. (e) Para a = 3, 25 há seis pontos fixos adicionais que nasceram simultaneamente em
três bifurcações sela-nó em a = ac. (f) Neste caso, se o sistema inicia no ponto fixo instável
simétrico ~P ∗

1/3, as flutuações determinam para qual ponto fixo estável ele vai. Os śımbolos

fechados (abertos) indicam os pontos fixos estáveis (instáveis).
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A aproximação de campo médio é obtida trocando Nk/z no argumento da exponencial

de (.) pela probabilidade correspondente Pk, levando ao seguinte conjunto de equações:

Ṗj = gj−1,jPj−1 − gj,j+1Pj , (.)

onde agora

gj,j+1 = g exp [a (Pj+1 − Pj)] . (.)

Essas, também, representam as equações para um grafo completo no limite N → ∞:

visto que z = N − 1, podemos trocar Nk/N por Pk no limite de tamanho infinito. A

normalização reduz essas equações a um fluxo bidimensional no plano (P1, P2) (figura 3.2).

Figura 3.3 Representação de osciladores de fase cont́ınua. Os ćırculos representam o espaço
de fase dos osciladores. Cada bolinha representa a fase em que cada oscilador está. Figura
idêntica à original do artigo de Steven Henry Strogatz e Ian Stewart [Strogatz e Stewart, 1993].
No painel (a), os osciladores estão mais sincronizados do que no (b), que, por sua vez, estão mais
sincronizados que no (c). No painel (d), os osciladores estão (pelo menos momentaneamente)
sincronizando-se.

Partindo do parâmetro de ordem complexo

v ≡ 1

N

N
∑

x=1

eiφx , (.)

definimos as quantidades que caracterizam o comportamento coletivo do sistema. Note

que v ∈ C se anula caso os osciladores estiverem uniformemente distribúıdos entre as três

fases posśıveis (veja a figura 3.3). Assim como fizeram Wood et al. [Wood et al., 2006b,

Wood et al., 2006a] empregamos o assim chamado parâmetro de ordem de Kuramoto

[Kuramoto, 1975, Strogatz e Stewart, 1993, Strogatz, 2000]

r ≡ 〈〈|v|〉t〉s (.)



3.2 RESULTADOS 34

como o parâmetro de ordem para sincronização [Pikovsky et al., 2001], onde 〈〉t indica

uma média temporal sobre uma realização única (no estado estacionário), e 〈〉s uma média

sobre as realizações independentes. Note que r > 0 é consistente com, mas não necessa-

riamente implica em, oscilações globalmente sincronizadas. Essas são caracterizadas por

uma fase de v variando periodicamente (veja a figura 3.3).

Na aproximação de campo médio definida pelas equações (.), a transição de fase para

o regime sincronizado é associada a uma bifurcação de Hopf supercŕıtica em a = ac = 1, 5.

Na figura 3.2, apresentamos os resultados para as soluções de campo médio do modelo no

espaço de fase (P1, P2). Nos painéis superiores (a), (c) e (e), mostramos as isóclinas e, nos

inferiores (b), (d) e (f), as trajetórias correspondentes no campo médio e nas simulações

de grafo completo para valores de a = 1, 6, a = 3 e a = 3, 25, respectivamente. O ponto

fixo trivial ~P ∗

1/3 ≡ (P1 = 1/3, P2 = 1/3) perde a estabilidade em a = ac, e um ciclo-limite

cercando esse ponto aparece [figura 3.2(a)-(b)] [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a].

Na figura 3.4, os painéis (a) e (b) mostram a evolução temporal de P1 para a = 1, 6

e a = 3, respectivamente. No painel (c), mostramos a dependência de r e da freqüência

angular ω em a, exibindo duas transições de fase e, no (d), a variância escalada χr versus

a, mostrando os picos nas transições de fase. Para a & ac = 3, 1024, as oscilações susten-

tadas em Pk caracterizam a sincronização entre os osciladores [figura 3.4(a)]. Correspon-

dentemente, r cresce continuamente3

r ∼ (a− ac)
βc , com βc = 1/2 , (.)

na transição [figura 3.4(c)]. Como não poderia deixar de ser, a relação (.) coincide

com a relação do crescimento de um ciclo-limite em função do parâmetro de contro-

le logo após uma bifurcação de Hopf supercŕıtica [Strogatz, 1997]. A variância esca-

lada χr ≡ Ld
[〈

〈|v|〉2t
〉

s
− r2

]

diverge com o tamanho do sistema na criticalidade, como

mostrado para simulações de grafos completos na figura 3.4(d).

Note que a transição de fase para as oscilações globalmente sincronizadas está associa-

da com a quebra de simetria cont́ınua de translação temporal: as séries temporais P1(t),

P2(t) e P3(t) tornam-se periódicas para a & ac, mas são estatisticamente idênticas, exceto

por uma fase. Aumentar a acima de ac melhora a sincronização entre os osciladores, levan-

do ao aumento da amplitude das oscilações coletivas, como mostrado nas figuras 3.2(d)

e 3.4(b).

Wood et al. [Wood et al., 2007b] descobriram que o aumento da amplitude das osci-

3Empregamos βc para denotar o expoente cŕıtico (em vez da notação usual, β) para poder distingúı-lo
do expoente βc na segunda transição de fase relatada.
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Figura 3.4 Os painéis (a) e (b) mostram a evolução temporal de P1 para a = 1, 6 e a = 3,
respectivamente. Os pontos representam as simulações para um grafo completo com N = 10000
enquanto as linhas mostram as soluções de campo médio. (c) Dependência de r e da freqüência
angular ω em a, exibindo duas transições de fase. (d) Variância escalada χr versus a, mostrando
os picos nas transições de fase [tamanhos dos sistemas mostrados em (c)]. Para cada ponto nos
gráficos dos painéis (c) e (d) deixamos o sistema evoluir por um tempo tmax = 5000 descontando
um transiente de 2000 para tirar a média em cada execução. Os valores de ac e ac são 1, 5
e 3, 1024, respectivamente.



3.2 RESULTADOS 36

lações globais é acompanhado por uma diminuição da freqüência angular4 ω das mes-

mas [figura 3.4(c)]. Isso pode ser entendido qualitativamente pela dependência exponen-

cial das taxas (.) nas frações de vizinhos em cada estado: quando um estado é altamente

povoado, a taxa com que os osciladores deixam esse estado torna-se muito pequena. Além

disso, a taxa com que um estado altamente povoado atrai osciladores de seu antecessor é

também muito alta.

Assim, estudamos o efeito de mais um aumento no acoplamento a, além da faixa

de valores investigada em [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Na versão de campo

médio e/ou grafo completo do modelo, quando a atinge um valor cŕıtico superior

ac ≃ 3.1024, três bifurcações sela-nó simétricas ocorrem simultaneamente, e o peŕıodo

das oscilações coletivas diverge. Acima de ac, há três atratores simétricos no sistema, e

a simetria rotacional C3 (isto é, com invariância perante rotações por um ângulo 2π/3)

é quebrada: a figura 3.2(f) ilustra como o destino de três trajetórias diferentes iniciando

das mesmas condições iniciais é determinado por flutuações. Além disso, a transição de

fase pode ser considerada reentrante, no sentido que a simetria cont́ınua de translação

temporal que foi quebrada em ac é restaurada em ac.

Analogamente ao que ocorre em uma condensação ou em uma transição de fase ferro-

magnética [Huang, 1987], o congelamento da ocupação relativa de cada estado não implica

que os osciladores individuais congelaram também. As freqüências dos osciladores indi-

viduais de fato diminuem com o aumento de a, mas anulam-se somente no limite a→ ∞,

quando um dos estados é totalmente ocupado, cujo estado global correspondente (nesse

caso, e somente nesse caso) é um estado absorvente.

Embora χr atinja o ponto máximo em a = ac no grafo completo, estimar o valor (não-

nulo) de r na segunda transição de fase (que chamaremos de rc) é proibitivamente comple-

xo, o que dificulta o uso das técnicas de escala de tamanho finito para identificar a classe de

universalidade dessa transição. Pode-se empregar ω como um parâmetro de ordem, visto

que ele anula-se continuamente em ac. Para o grafo completo (com dimensão d→ ∞ por

definição) é necessário modificar a relação de escala usual ω = L−βc/ν⊥F (|a− ac|L1/ν⊥)

para a ≈ ac e L ≫ 1, onde F (x) é uma função de escala e L seria o tamanho linear

da rede5. Seguindo Brézin [Brézin, 1982], Jones e Young [Jones e Young, 2005], fazemos

as seguintes transformações L→ Ld/dc e aqui Ld → N [Botet et al., 1982]. A escala de

tamanho finito a partir das simulações em grafos completos usando ω como o parâmetro

4Definimos, neste trabalho, a freqüência angular como ω ≡ 2π/T , onde T é o peŕıodo de oscilações
de P1. Por sua vez, definimos o peŕıodo T como o intervalo médio de tempo entre dois picos de P1.

5Como comentado acima, utilizamos βc para denotar o expoente cŕıtico β na transição de fase de
peŕıodo infinito.
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ordem nos dá expoentes compat́ıveis com a aproximação de campo médio, como mostrado

na figura 3.5.
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Figura 3.5 Comportamento de escala de ω e colapso com os expoentes cŕıticos no grafo comple-
to obtidos através da aplicação da teoria de escala de tamanho finito. Nos painéis (a) e (b)
supomos dcν⊥ = 2 e nos painéis (c) e (d) supomos dcν⊥ = 3/2. Para todos os dados dessa figura
deixamos o sistema evoluir por um tempo tmax = 2 × 105 e descontamos um transiente igual
a 2 × 104.

Como a transição de fase estudada aqui é de peŕıodo infinito, os nossos resultados

podem depender fortemente do tempo tmax durante o qual deixamos o sistema evo-

luir. Assim, para produzir os gráficos da figura 3.5, que exigem alta precisão, usa-

mos tmax = 2 × 105 descontando um transiente igual a 2 × 104 para garantir resultados

confiáveis, embora para tmax = 5000 (sem preocupação com o transiente) obtenhamos

essencialmente os mesmos resultados, o que nos leva a crer que não há necessidade de

aumentar tmax ainda mais. Além disso, se excluirmos os resultados para N = 20000,

chegaremos às mesmas conclusões sobre os valores dos expoentes β e dcν⊥, ou seja,

também não deve ser necessário fazer simulações em redes maiores.
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A suposição mais óbvia de que ν⊥ = 1/2 (campo médio de Landau [Huang, 1987] e

percolação direcionada [Marro e Dickman, 1999]) e dc = 4 (dimensão cŕıtica superior dos

modelos XY, de Ising e da percolação direcionada) é claramente incompat́ıvel com os

nossos resultados em grafo completo [veja figuras 3.5(a) e (b)]. No entanto, a suposição

de que dcν⊥ = 3/2 está em grande concordância com a escala de tamanho finito no grafo

completo. Isso é constatado com muita segurança pelos resultados auto-consistentes6 das

figuras 3.5(c) e (d) [Botet et al., 1982].

O valor do expoente βc = 1/2 usado na figura 3.5 se ajusta bem no colapso inde-

pendentemente dos valores de dcν⊥ empregados. Esse expoente pode ser determinado a

partir do comportamento de ω nas equações de campo médio logo antes da bifurcação.

Observe que o βc de campo médio neste caso é o expoente com que o peŕıodo de oscilação

diverge numa bifurcação de peŕıodo infinito

2π/ω ∼ (ac − a)−βc

, onde βc = 1/2 . (.)

Podemos deduzir a equação acima lembrando que a bifurcação de peŕıodo infinito nada

mais é que uma bifurcação sela-nó no ciclo-limite. Considere uma direção x do espaço de

fase tangente ao ciclo-limite no ponto (x = 0) onde acontece a bifurcação sela-nó e seja ∆

a distância no espaço de parâmetros da bifurcação sela-nó. Para 0 < ∆ ≪ 1 podemos

fazer a seguinte aproximação:

ẋ ≈ ∆ + x2.

Como o sistema passa muito mais tempo no gargalo da bifurcação sela-nó do que no resto

do espaço de fase podemos fazer mais esta aproximação:

Tgargalo ≈
∫

∞

−∞

dx

∆ + x2
=

π√
∆
,

onde Tgargalo é o tempo que o sistema passa perto do gargalo (que é o tempo domi-

nante no peŕıodo do ciclo-limite). Trocando Tgargalo por 2π/ω e fazendo ∆ = ac − a,

recuperamos a equação (.) [Strogatz, 1997].

O valor de ν⊥ de campo médio não é óbvio para a TFPI, embora seja razoável espe-

rar que seja mesmo 1/2, pois esse é o valor de ν (de equiĺıbrio) extráıdo da teoria de

Landau [Huang, 1987] e é também o valor de ν⊥ de campo médio na percolação direcio-

nada [Marro e Dickman, 1999]. Entretanto, se ν⊥ for realmente 1/2, a dimensão cŕıtica

superior será dc = 3 [Botet et al., 1982]. Como a transição de fase para a sincronização

6Veja o excelente colapso da figura 3.5(d).
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é necessária para a ocorrência da TFPI, nesse caso não haverá expoentes não-triviais

nessa transição de fase, visto que não há transição de fase para as oscilações globais

para d < 3. Além disso, se substituirmos na relação de hiperescala (γ = dν⊥ − 2βc) (veja

a equação (.) [Marro e Dickman, 1999, Ódor, 2008]) os valores que encontramos pelo

colapso de dados [figuras 3.5(c) e (d)] de βc e dcν⊥, encontraremos que γ = 1/2, que

não coincide com o γ de Landau (γ = 1) [Huang, 1987] nem com o de campo médio

da percolação direcionada (γ = 0) [Marro e Dickman, 1999]. Assim, tentamos encontrar

o valor do expoente γ no grafo completo usando a teoria de escala de tamanho finito

para χω como um teste de auto-consistência, mas não chegamos a resultados conclusivos.

Provavelmente é necessário realizar simulações em redes ainda maiores para isso.

3.2.2 Simulações em redes hipercúbicas quadridimensionais

Uma vez que os resultados das simulações em grafos completos nos sugerem que a

dimensão cŕıtica superior pode ser dc = 3, devemos testar essa hipótese encontrando

os valores dos expoentes cŕıticos da TFPI em três dimensões. Como os nossas primei-

ras simulações em redes regulares não nos deu qualquer sinal de que a TFPI ocorre na

rede tridimensional, resolvemos testar se a mesma ocorre ao menos em quatro dimensões

com os resultados mostrados na figura 3.6. No painel (a), mostramos ω versus a, no

painel (b): q∞ versus a, no painel (c): χq∞ versus a e no (d): a extrapolação em L dos

valores de a correspondentes aos picos de χq∞ . Contudo, os resultados das simulações em

redes hipercúbicas quadridimensionais (assim como os das simulações em redes tridimen-

sionais) exibem um comportamento anômalo no parâmetro de ordem ω [figura 3.6(a)] que

nos trouxe sérias dúvidas sobre a existência da TFPI em redes hipercúbicas. Resultados

preliminares das simulações em redes tridimensionais indicam que, se há TFPI para essa

dimensionalidade da rede, ela deve ocorrer para ac consideravelmente grande. Por isso,

resolvemos testar se ao menos em quatro dimensões essa transição de fase ocorre.

Como podemos ver na figura 3.6(a), o parâmetro de ordem ω cresce ao invés de

diminuir com aumento do tamanho da rede! Além disso, para cada tamanho de rede,

quando o valor de a ultrapassa um certo limiar, ω torna-se identicamente igual a zero por

causa do efeito de tempo finito. Para tentar contornar esses problemas, empregamos um

outro parâmetro de ordem que detectaria a quebra da simetria C3,

q = 〈|〈v〉t|〉s , (.)

e a sua variância escalada χq = Ld
[〈

|〈v〉t|
2〉

s
− q2

]

. A média temporal 〈v〉t se anula
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abaixo de a = ac pelas mesmas razões que r se anula. Visto que as oscilações coletivas

têm séries temporais periódicas, para ac < a < ac esperamos que 〈v〉t continue igual a

zero, enquanto r é não-nulo. Acima de ac, tanto q como r devem ser não-nulos. Note que,

na transição, é de se esperar que q salte de zero para um valor qc ≈ rc (veja a figura 3.3).

Na prática, o parâmetro q já começa a ter valores razoáveis mesmo quando as osci-

lações globais possuem freqüência não-nula bem definida. Como isso acontece por causa

do efeito de tempo finito7, empregamos uma extrapolação nos tempos de modo análogo à

usada no caṕıtulo 2. Mesmo assim, os valores de a onde acontecem as subidas de q∞ [figu-

ra 3.6(b)] parecem ser inconsistentes com os valores de a onde ω vai a zero [figura 3.6(a)].

7Os resultados são visivelmente melhores quanto maior for o tempo empregado nas séries temporais.
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Figura 3.6 Resultados de simulações na rede quadridimensional. (a) ω versus a. Para os
dados desse painel, após um transiente igual a 1, 5 × 104, deixamos o sistema evoluir por um
tempo tmax = 1, 5× 105. (b) q∞ versus a. (c) χq∞ versus a. Para os dados dos painéis (b) e (c)
foram feitas extrapolações análogas às do caṕıtulo 2, onde os tempos usados aqui foram 7, 29×
104, 8, 1 × 104, 9 × 104, 105, 1, 25 × 105 e 1, 5 × 105. (d) Extrapolação em L dos valores de a
correspondentes aos picos de χq∞ .
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Todavia, os valores de a onde acontecem os picos em χq∞ [figura 3.6(c)] são compat́ıveis

com os resultados da figura 3.6(a). Desse modo, fazemos uma extrapolação desses valores

de a com o tamanho da rede [figura 3.6(d)]. Essa última extrapolação nos sugere que existe

um valor finito de a tal que a partir dele não há oscilações globais no limite termodinâmico.

Infelizmente, isso não comprova a existência da TFPI em quatro dimensões, pois não

temos uma teoria bem fundamentada que sustente a nossa extrapolação, ou seja, nada

garante que ao usarmos tempos ainda maiores não teremos ainda mudanças relevantes.

3.3 CONCLUSÕES

Estudamos a primeira versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b] e confir-

mamos o que eles já haviam relatado que a freqüência das oscilações globais é monotoni-

camente decrescente com acoplamento desde o aparecimento delas. Além disso, observa-

mos uma bifurcação de peŕıodo infinito nas equações de campo médio, que prevê que a

freqüência das oscilações globais irá a zero num acoplamento cŕıtico superior. Essa previ-

são é confirmada qualitativamente e quantitativamente nas simulações de grafo completo.

Além de confirmar a correção dos cálculos de campo médio, os resultados das simulações

de grafo completo nos cedem pelo menos um expoente cŕıtico e/ou a dimensão cŕıtica

superior incompat́ıveis com a teoria de Landau [Huang, 1987] e com a percolação dire-

cionada [Marro e Dickman, 1999]. Embora os expoentes encontrados no grafo comple-

to sejam compat́ıveis com dimensão cŕıtica superior igual a três (desde que se aceite

que ν⊥ = 1/2 no campo médio) [Botet et al., 1982], não conseguimos observar a segunda

transição de fase mesmo nas redes quadridimensionais. É importante encontrarmos o γ

no grafo completo e os expoentes cŕıticos em alguma rede hipercúbica para a verificação

da autoconcistência dos expoentes encontrados e para a confirmação direta da dimensão

cŕıtica superior, respectivamente. No próximo caṕıtulo, estudaremos uma generalização

do modelo aqui estudado que nos permite transformar os osciladores em elementos exci-

táveis, voltando assim para o assunto principal desta tese.



CAṔITULO 4

UM MODELO DE OSCILADORES ESTOCÁSTICOS

NÃO-UNIFORMES ACOPLADOS POR FASE

NÃO-LINEARMENTE

Como a nossa primeira tentativa não foi bem sucedida em dar-nos o efeito coletivo

procurado nesta Tese, neste caṕıtulo, fazemos nossa segunda tentativa de encontrar um

modelo markoviano em tempo cont́ınuo com um estado absorvente que apresente transição

de fase para sincronização. Para tentar encontrar um exemplo de tais modelos, fazemos

uma pequena modificação no simples modelo markoviano em tempo cont́ınuo de Wood et

al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], que tem uma fase coletivamente sincroni-

zada. Devido a esse ajuste, podemos transformar continuamente os osciladores uniformes

do modelo original em elementos excitáveis. Verificamos que, mesmo antes que os oscila-

dores tornem-se elementos excitáveis, não há mais transição de fase para sincronização,

ou seja, não há mais oscilações globais estáveis.

4.1 DEFINIÇÃO DO MODELO

Cada unidade x (x = 1, . . . , N) é representada por uma fase φx, que pode estar em

um dos três estados: φx = (ix − 1)π/3, onde ix ∈ {1, 2, 3} (como ilustrado na figura 4.1).

Quando a unidade está isolada, as taxas de transição são:

1 −→ 2 com taxa g(1 − α),

2 −→ 3 com taxa g, (.)

3 −→ 1 com taxa g .

O parâmetro α controla a não-uniformidade (média) dos osciladores desacoplados. Para

α = 0 recuperamos os osciladores uniformes empregados por Wood et al.

[Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Para 0 < α < 1, contudo, cada oscilador tende

a demorar mais tempo no estado 1 do que nos outros estados, o que seria uma versão

estocástica de um oscilador não-uniforme (tal como, por exemplo, um pêndulo supera-

42
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mortecido sob os efeitos da gravidade e de um torque constante aplicado [Strogatz, 1997]).

Para α = 1, uma unidade isolada permanece no estado 1 eternamente (embora ela será ca-

paz de deixar esse estado quando acoplada a outras unidades, veja abaixo). A freqüência

angular média das unidades desacopladas é ω = 2πg (1 − α) / (3 − α), que vai a zero

continuamente em α = 1. Isso é qualitativamente similar ao que é observado no cenário

de bifurcação de modelos de neurônio tipo-I [Koch e Segev, 1998]. Então, quando α = 1

as unidades tornam-se excitáveis.

1

2

3

g g(1-α)

g

Figura 4.1 Representação gráfica das taxas de transição do modelo para uma única unidade
isolada.

O acoplamento entre as unidades é essencialmente o mesmo que o usado por Wood et

al. nas referências [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], exceto pelo parâmetro α que

controla a não-uniformidade na transição do estado 1 para o estado 2:

1 −→ 2 com taxa g1,2

(

N2

k
,
N1

k

)

= g
{

e[a(N2−N1)]/k − αe(−aN1)/k
}

,

2 −→ 3 com taxa g2,3

(

N3

k
,
N2

k

)

= ge[a(N3−N2)]/k, (.)

3 −→ 1 com taxa g3,1

(

N1

k
,
N3

k

)

= ge[a(N1−N3)]/k,

onde a taxa g pode ser definida para ser unitária sem perda de generalidade, a é o

parâmetro de acoplamento, Ni é o número de vizinhos no estado i e k é o número total de
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vizinhos. Assim, para α = 0 o modelo original de Wood et al. é recuperado, enquanto que

para α = 1 o sistema tem um único estado absorvente (todas as unidades no estado 1).

4.2 RESULTADOS

4.2.1 Análise de campo médio

Seja gi,j a taxa de transição do estado i para o estado j, dada por (.), onde i

e j ∈ {1, 2, 3}. Na aproximação de campo médio, esse modelo é descrito pelas seguintes

equações:

Ṗ1 = g3,1(P3, P1)P3 − g1,2(P1, P2)P1, (.)

Ṗ2 = g1,2(P1, P2)P1 − g2,3(P2, P3)P2, (.)

Ṗ3 = g2,3(P2, P3)P2 − g3,1(P3, P1)P3. (.)

Essa descrição também coincide com as equações para um grafo completo no limiteN → ∞
com a suposição inerente de que podemos trocar Ni/N por Pi. A normalização

(P3 = 1 − P1 − P2) reduz essas equações a um fluxo bidimensional no plano (P1, P2).

Começamos analisando o diagrama de bifurcação das equações de campo médio (.)-

(.) no plano de fase (P1, P2), que é restrito ao triângulo 0 6 P1 6 1, 0 6 P2 6 1, e

0 6 P1 + P2 6 1. A figura 4.2 mostra o diagrama de fases no espaço a× α. No painel

superior, temos o diagrama de fases com as fases caracterizadas por retratos de fase. No

painel central, mostramos detalhes perto da linha homocĺınica. No painéis inferiores,

mostramos os retratos de fase para os parâmetros marcados no painel (b).

Como mostrado na figura 4.2, o caso de osciladores uniformes (onde o sistema tem

uma simetria C3 perfeita) mostra, com o aumento de a na linha α = 0, as duas bifurcações

que foram relatadas no caṕıtulo 3. Primeiro [Wood et al., 2006b], em a = ac = 1.5, uma

bifurcação de Hopf supercŕıtica ocorre, acima da qual o ponto fixo simétrico (P ∗

1 , P
∗

2 ) =

(1/3, 1/3) perde estabilidade e oscilações coletivas estáveis emergem [um ciclo-limite no

plano de fase (P1, P2)]. Aumentando mais o acoplamento a, a freqüência dessas oscila-

ções globais decresce continuamente com o crescimento do ciclo-limite. Para grandes

valores de a, a forma do ciclo-limite torna-se menos circular, aproximando-se das bor-

das do triângulo, e oscilações globais tornam-se altamente não-harmônicas, com uma

fração finita dos osciladores coletivamente demorando um longo tempo em cada um dos

três estados antes de ir para o próximo estado em uma escala de tempo muito curta.

Em a = ac ≃ 3.102, três bifurcações sela-nó (SN) ocorrem simultaneamente no ciclo-
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Figura 4.2 (a) Diagrama de fases com fases caracterizadas por retratos de fase. Os triângulos
marcam o contorno da região fisicamente aceitável 0 6 P1 6 1, 0 6 P2 6 1 e 0 6 P1 + P2 6 1.
Abaixo (acima) da linha rosa o ponto fixo estável é uma espiral (nó). As linhas restantes repre-
sentam bifurcações nas equações de campo médio (.)-(.): bifurcação de Hopf (H—vermelha),
bifurcação sela-nó (SN—azul) e bifurcação de peŕıodo infinito (PI—preta). Os quadrados indi-
cam a linha de bifurcação homocĺınica (HC). O triângulo preto indica o ponto (a′, α′) de encon-
tro das linhas HC, H e SN, onde a′ = 1.853579 e α′ = 0.873612. A linha tracejada (verde) no
topo do painel (em α = 1) marca a região do espaço de parâmetros onde há um único estado
absorvente (mas não necessariamente o único atrator, veja texto para mais detalhes). Só há
ciclo-limite na região cinza. (b) Ampliação do painel (a) mostrando detalhes perto da linha
homocĺınica. Painéis (c), (d) e (e) mostram os retratos de fase para os parâmetros marcados no
painel (b), veja também figura 4.4. CLE = ciclo-limite estável.
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limite, correspondendo a uma transição de peŕıodo infinito em que a simetria C3 é

quebrada (visto que três atratores são criados — veja o caṕıtulo 3). Como notado anteri-

ormente [Wood et al., 2007b], essa segunda transição é um tanto quanto artificial da pers-

pectiva de modelos mais realistas, para os quais espera-se (e observa-se) que os osciladores

fiquem numa freqüência independente do acoplamento. Contudo, ela é muito interessante

da perspectiva de transições de fase de não-equiĺıbrio de sistemas de part́ıculas interagen-

tes, visto que fornece uma quebra espontânea de simetria C3 na ausência de estado absor-

vente (de modo destoante dos modelos com três estados absorventes, a exemplo dos jogos

pedra-papel-tesoura [Tainaka, 1988, Tainaka, 1989, Tainaka e Itoh, 1991, Tainaka, 1994,

Itoh e Tainaka, 1994]).

Para α > 0, a simetria C3 não está mais presente. De fato, mesmo para α arbitraria-

mente pequeno, a bifurcação de Hopf é seguida (com o aumento de a) por uma transição

de peŕıodo infinito que ocorre devido a uma única bifurcação SN [de modo destoante

da tripla bifurcação SN para α = 0, veja figura 4.2(a)]. Acima do valor de a onde

essa transição ocorre, as oscilações coletivas desaparecem porque as unidades tendem a

condensar no estado 1, que é favorecido pela não uniformidade do modelo (veja figura 4.1).

Aumentando mais o parâmetro a, uma outra bifurcação SN ocorre [figura 4.2(a)], em que

um valor de P ∗

2 > 1/3 torna-se um segundo ponto fixo estável do modelo (ou seja, o esta-

do 2, que vem logo depois do 1, agora também pode atrair os osciladores). Finalmente,

para valores maiores ainda de a, uma terceira bifurcação SN ocorre e P ∗

3 > 1/3 torna-se

um terceiro atrator. Com três atratores, o espaço de fase é similar ao que foi observado

para α = 0, exceto que as bacias de atração têm tamanhos diferentes: se Bi é o tamanho

da bacia de atração da solução com P ∗

i > 1/3, então B1 > B2 > B3 para α > 0.

Vamos agora abordar os efeitos mais fortes da não-uniformidade do modelo. Ainda

para α pequeno porém não-nulo, considere primeiro a parte mais à esquerda da figu-

ra 4.2(a), ou seja, para valores do acoplamento a que são pequenos demais para gerar

oscilações coletivas sustentadas. Nesse regime, o único atrator é uma espiral estável, que

para α = 0 é simétrica: (P ∗

1 , P
∗

2 ) = (1/3, 1/3). Aumentando α, essa espiral desloca-se em

direção a valores maiores de P ∗

1 . Enfim, a parte imaginária dos autovalores do ponto fixo

anula-se e ele torna-se um nó [linha rosa na figura 4.2(a)]. Somente quando α = 1, o nó

alcança P ∗

1 = 1, que é então (e somente então) um estado absorvente [figura 4.2(a), linha

verde tracejada).

Note que a linha de bifurcação de peŕıodo infinito termina no ińıcio das linhas de

bifurcação SN e de bifurcação homocĺınica [figura 4.2(b)]. Como veremos abaixo, isso

não acontece por mera coincidência, mas sim por haver uma intŕınseca relação de interde-
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pendência entre essas três bifurcações. Uma bifurcação de peŕıodo infinito é devida a uma

bifurcação SN. Por outro lado, a bifurcação homocĺınica é um tipo de bifurcação de peŕıodo

infinito, visto que o peŕıodo do ciclo-limite também diverge nesse caso [Strogatz, 1997].

A diferença entre a bifurcação de peŕıodo infinito propriamente dita e a bifurcação homo-

cĺınica é que, na primeira, uma sela surge (junto com um nó, é claro) no ciclo-limite,

enquanto que, na última, o ciclo-limite cresce até alcançar uma sela (no caso deste

modelo, surgida anteriormente de uma bifurcação SN), transformando-se numa órbita

homocĺınica [Strogatz, 1997].

Agora, o que acontece se nós começarmos a partir de um regime com oscilações cole-

tivas (a > ac ≡ ac(α = 0), α & 0) e aumentarmos a não-uniformidade dos osciladores do

sistema, mantendo a constante? Responder essa pergunta é o nosso principal objetivo

neste caṕıtulo. A resposta depende de qual é o valor de a que vamos fixar, mas, de

qualquer maneira, aumentar essa não-uniformidade sempre levará à destruição do ciclo-

limite em algum α 6 α′ < 1 [figura 4.2(b)]. No entanto, o modo em que o ciclo-limite será

extinto depende mesmo do valor de a em que isso acontecerá. Se fixarmos um valor de a

muito próximo de ac, o tamanho do ciclo-limite diminuirá continuamente com o aumento

de α até anular-se em uma bifurcação de Hopf supercŕıtica. Se o valor fixado de a for

suficientemente próximo de ac ≡ ac(α = 0), o ciclo-limite será destrúıdo pelo aumento

de α através uma bifurcação de peŕıodo infinito.

Existem valores intermediários de a em que o caminho para a aniquilação do ciclo-

limite pelo crescimento da não-uniformidade é mais tortuoso [veja figura 4.2(b)]. Há

um ponto no espaço de parâmetros (a, α) = (ac < a′ < ac, 0 < α′ < 1) onde a linha da

bifurcação de Hopf termina [representado por um triângulo preto nas figuras 4.2(a) e

(b)]. Para qualquer a ∈ (ac, a
′), aumentar α levará à extinção do ciclo-limite através

de uma bifurcação de Hopf [veja figuras 4.2(a) e (b)]. Contudo, para a / a′, antes de

encontrar sua morte final, o ciclo-limite é desfeito por uma bifurcação de peŕıodo infinito,

mas ressurge por meio de uma bifurcação homocĺınica, até desaparecer pela última vez em

uma bifurcação de Hopf [veja figura 4.2(b)]. Existe também uma pequena reentrância na

bifurcação homocĺınica [figura 4.2(b)], de modo que para qualquer valor de a nesse curto

intervalo, o crescimento de α leva a destruição e recriação do ciclo-limite por bifurcações

homocĺınicas. Finalmente, para valores de a um pouco abaixo do intervalo do caso ante-

rior acontece uma bifurcação SN levando ao retrato de fase da figura 4.2(d), antes do

ciclo-limite ser aniquilado por uma bifurcação de Hopf [veja figura 4.2(b)].

Se fixarmos α em um valor maior que α′ e variarmos o parâmetro a começando de valo-

res menores que a′, inicialmente teremos apenas um nó estável com P ∗

1 ≈ 1 (para α = 1
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teremos P ∗

1 = 1, que corresponderá ao estado absorvente). A cada vez que a passar

de um certo valor, acontecerá uma bifurcação SN, sendo que a primeira será com um

nó instável (que após um aumento extremamente pequeno de a transformar-se-á numa

espiral) [figura 4.2(a)]. Após a terceira bifurcação SN, o sistema terá três atratores com

um retrato de fase do mesmo tipo que o da figura 4.3(b). É importante ressaltar que,

além das três bifurcações SN citadas, nenhuma outra bifurcação acontece para α > α′.

4.2.2 Simulações em grafos completos

Como foi dito na subseção 4.2.1, os cálculos de campo médio são exatos por de-

finição para o grafo completo no limite termodinâmico. Por completude, vamos estu-

dar agora os efeitos de flutuações em redes de tamanho finito. Como não há ciclo-

limite estável no regime em que as unidades são elementos excitáveis (na verdade, basta

que α > α′) mesmo nas equações de campo médio, então não deve existir esperança de

que apareça oscilações globais estáveis nas simulações nesse regime. Portanto, é justo

que se pergunte por que ainda insistimos em realizar simulações de Monte Carlo. A

resposta não é dif́ıcil de compreender: dependendo da solução estacionária de campo

médio, devem haver oscilações estocásticas (como as encontradas por Risau-Gusman e

Abramson [Risau-Gusman e Abramson, 2007]) em qualquer rede finita. Além disso, há

um efeito devido à multiestabilidade que só aparece na presença de flutuação. Mais espe-

cificamente, quando há multiestabilidade, algumas soluções previstas para serem estáveis

na aproximação de campo médio mostram-se instáveis nas simulações de Monte Carlo

para qualquer rede finita (até onde observamos, é claro), mesmo no grafo completo.

Primeiro, vamos tratar dos efeitos das flutuações em redes de tamanho finito em um

cenário onde há multiestabilidade, iniciando o sistema perto de uma solução estacionária

instável. Iniciamos o sistema com valores dos parâmetros de controle onde há triesta-

bilidade com a condição inicial na interseção das bacias de atração das três soluções

estáveis [figura 4.3(b)] para várias realizações independentes. Mostramos na figura 4.3(b)

três amostras t́ıpicas que convergem para cada um dos atratores. É importante salientar

que não fomos nós que determinamos para qual atrator cada amostra convergiu, mas

sim as flutuações. A única coisa que escolhemos foram quais amostras iŕıamos exibir. A

seguir, o comportamento qualitativo do sistema mostrado na figura 4.3 não dependerá

mais das flutuações.

Segundo, depois que cada amostra já estava no seu respectivo estado estacionário,

aumentamos α descontinuamente sem interrupção nas simulações para extinguir um dos

atratores. Conseqüentemente, a amostra que estava em torno do atrator recém extinto
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Figura 4.3 Retratos de fase e resultados de simulações para um grafo completo com N = 500.
A cada 50 unidades de tempo, os parâmetros do modelo são alterados de modo a eliminar
uma solução estável. (a) Diagrama de fase com rótulos para indicar os lugares no espaço de
parâmetros correspondente aos retratos de fase (b)-(e) e setas para mostrar a ordem dos saltos
nos valores dos parâmetros de controle. (b) Retrato de fase para α = 0, 2 e a = 4. As três
amostras das simulações começam no ponto fixo instável perto do centro do triângulo, então cada
uma converge para um atrator diferente devido às flutuações. (c) Retrato de fase para α = 0, 9
e a = 4. Durante as simulações, alteramos o parâmetro α para o valor deste retrato de fase.
Assim, um dos atratores desaparece, então a amostra que estava em torno desse converge para o
ponto fixo estável da bacia de atração onde essa amostra está agora. Obviamente, as outras duas
amostras continuam em torno dos respectivos atratores delas. (d) Retrato de fase para α = 0, 9
e a = 2, 5. Mais um atrator desaparece, então novamente acontece o que foi mostrado no caso
do painel (c). Assim, a amostra que estava isolada converge para o atrator restante. (e) Retrato
de fase para α = 0, 2 e a = 2, 25. Finalmente, o ponto fixo estável restante desaparece, então
as três amostras oscilam quase juntas (a menos de flutuações). O painel (f) mostra as séries
temporais para as trajetórias simuladas mostradas nos painéis (b), (c), (d), e (e), nessa ordem
no tempo.

converge para a solução estável da bacia de atração onde essa amostra passa a se encon-

trar. Isso acontece enquanto as outras duas amostras acompanham o pequeno desloca-
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mento dos seus respectivos atratores [figura 4.3(c)].

Terceiro, de maneira análoga ao caso anterior, diminúımos a descontinuamente para

suprimir o atrator da amostra isolada, de modo que essa vai para o último (e único) atrator

restante, que novamente sofreu um pequeno deslocamento. Assim, todas as amostras

passam a ter o mesmo comportamento a menos de flutuações [figura 4.3(d)].

Finalmente, ainda de forma análoga aos casos anteriores, diminúımos a e α desconti-

nuamente e simultaneamente para eliminar o ponto fixo estável remanescente. Portanto,

as três amostras convergem aproximadamente ao mesmo tempo para uma solução estável

em que oscilam quase juntas (a menos de flutuações) [figura 4.3(e) e (f)].

Vale ressaltar que o processo ilustrado na figura 4.3 não fecha um ciclo, ou seja, se

mudarmos os parâmetros de controle para seus valores iniciais, o sistema jamais irá para

a mesma situação estacionária da figura 4.3(b). Além disso, esse processo é completa-

mente irreverśıvel, isto é, se aplicarmos o processo inverso de mudança nos parâmetros

de controle, também não se repetirá a situação estacionária da figura 4.3(b).

Agora, considere o diagrama de fase da figura 4.2(b). Na parte mais à esquerda (meno-

res valores de a) há apenas um nó estável. Aumentando o acoplamento a, acontece uma

bifurcação SN em que o nó recém surgido transforma-se em espiral após um incremento

extremamente pequeno em a. Assim, ficamos com o retrato de fase da figura 4.2(c), cujos

resultados de simulações para grafo completo aparecem nas figuras 4.4(a) e (b). Embora

os cálculos de campo médio digam que a espiral que aparece nas figuras 4.2(c) e 4.4(a) é

estável, mesmo para grafos completos consideravelmente grandes (como o de N = 20000

com os resultados de simulações mostrado na figura 4.4) as flutuações devidas a efeitos

de tamanho finito sempre levam o sistema para o outro atrator. Contudo, antes que

isso aconteça, essas flutuações levam a oscilações estocásticas, que podem ser vistas mais

claramente no detalhe da figura 4.4(b) (olhe aonde aponta a seta).

Aumentando o parâmetro a um pouco mais, a espiral perde a estabilidade numa

bifurcação de Hopf, dando origem a um ciclo-limite estável (CLE). Desse modo, temos

o retrato de fase mostrado na figura 4.2(d), cujos resultados de simulações para grafo

completo são mostrados nas figuras 4.4(c) e (d). Novamente, embora os cálculos de campo

médio digam que o ciclo-limite que aparece nas figuras 4.2(d) e 4.4(c) é estável , mesmo

para grafos completos bastante grandes, as flutuações devidas a efeitos de tamanho finito

levam o sistema para o outro atrator em um tempo consideravelmente menor do que no

caso anterior [figuras 4.2(c), 4.4(a) e (b)].

Logo após a bifurcação de Hopf, incrementar o valor de a leva a um aumento no

tamanho do CLE, até que ele é destrúıdo por uma bifurcação homocĺınica [figura 4.2(b)].
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Figura 4.4 Retratos de fase e resultados de simulações para um grafo completo com N = 20000,
veja figura 4.2. (a) Retrato de fase para α = 0, 69 e a = 1, 675. Há dois atratores: um nó e
uma espiral. Obviamente, eles estão separados por uma sela. (c) Retrato de fase para α = 0, 69
e a = 1, 725. A espiral tornou-se instável via uma bifurcação de Hopf e é rodeada por um ciclo-
limite. (e) Retrato de fase para α = 0, 69 e a = 1, 775. Depois de uma bifurcação homocĺınica, o
ciclo-limite desapareceu. Os painéis (b), (d) e (f) mostram as séries temporais para as trajetórias
simuladas mostradas nos painéis (a), (c) e (e), respectivamente, com exemplos de excitabilidade
coletiva e oscilações estocásticas.
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Dessa forma, chegamos ao retrato de fase da figura 4.2(e), com os resultados de simulações

de grafo completo mostrados nas figuras 4.4(e) e (f). Agora sim, realmente só há um único

atrator. Como esperado, se iniciarmos os sistema na espiral instável, haverá oscilações

de amplitude crescente até o sistema alcançar o estado estacionário estável. Além disso,

desde que ocorreu a bifurcação SN que levou ao retrato de fase da figura 4.2(c), o sistema

tornou-se coletivamente excitável e assim permaneceu após as bifurcações de Hopf e

homocĺınica (compare as linhas azuis e linhas rosas na figura 4.4).

4.3 CONCLUSÕES

No regime em que as unidades são elementos excitáveis, não encontramos oscilações

globais estáveis nem mesmo no grafo completo. Essa topologia é aquela em que uma

solução sincronizada seria mais favorável, como mostrado em vários trabalhos ante-

riores [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a, Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a,

Risau-Gusman e Abramson, 2007]. Em retrospectiva, isso justifica por que não tentamos

executar simulações do modelo em redes de topologia hipercúbica (nem mesmo de mundo

pequeno).

Visto que não encontramos sincronização na situação procurada (no caso deste caṕıtu-

lo, quando α = 1) nem efeitos que já não tivéssemos observado nos caṕıtulos 2 e 3, é

natural que se pergunte o que se aprendeu com esses resultados. No caso particular

do modelo estudado aqui, mostramos que a não-uniformidade dos osciladores dificulta a

sincronização, enquanto que a não-uniformidade suficientemente alta (α > α′) e, conse-

qüentemente, a transformação das unidades oscilatórias em elementos excitáveis (α = 1)

impossibilita o aparecimento do estado sincronizado estável. Todavia, isso obviamente

não comprova a inexistência de sincronização em modelos markovianos em tempo cont́ınuo

com um único estado absorvente.

Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] conceberam o acoplamento no

modelo deles para facilitar ao máximo que a maioria dos osciladores ficassem na mesma

fase em média. Por outro lado, esses autores não se preocuparam inicialmente com cer-

tos detalhes das oscilações. Contudo, esses detalhes se mostraram importantes, como foi

explicado nos seus trabalhos seguintes [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] em que

foi usado um acoplamento ligeiramente diferente. Nesses últimos [Wood et al., 2007b,

Wood et al., 2007a], é necessário um valor maior do acoplamento para que aconteça a

transição de fase para a sincronização, mas, uma vez que ela ocorre, as oscilações cole-

tivas não sofrem outras transformações além do aumento da amplitude por mais que se

incremente o acoplamento. Se transformarmos os osciladores em elementos excitáveis
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no modelo das referências [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a], talvez finalmente

aconteça a transição de fase para a sincronização coletiva depois da transição para o

estado ativo. Isso será estudado no próximo caṕıtulo.



CAṔITULO 5

SINCRONIZAÇÃO EM MODELOS DE REDE

ESTOCÁSTICOS COM UM ÚNICO ESTADO

ABSORVENTE

Nos caṕıtulos anteriores, fizemos duas tentativas de encontrar um modelo markoviano

em tempo cont́ınuo com um único estado absorvente que apresente transição de fase para

um estado coletivamente sincronizado. Nessas tentativas, usamos o acoplamento da pri-

meira versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a]. Na pri-

meira (caṕıtulo 2), modificamos o modelo SIRS estocástico padrão [Joo e Lebowitz, 2004],

inserindo o acoplamento de Wood et al. no lugar do original. No entanto, não encon-

tramos oscilações globais estáveis nem mesmo na aproximação de campo médio. Na

segunda (caṕıtulo 4), modificamos o próprio modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b,

Wood et al., 2006a] de modo a tornar os osciladores do modelo original cada vez mais

não-uniformes até transformá-los em elementos excitáveis dando origem a um estado

absorvente. Contudo, para não-uniformidade suficiente alta dos osciladores, mesmo an-

tes do surgimento do estado absorvente, as oscilações globais estáveis já na aproximação

de campo médio desaparecem. Aqui fazemos as nossas últimas tentativas nesta tese.

As duas tentativas deste caṕıtulo são baseadas na versão do modelo de Wood et

al. usada nas referências [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a]. A versão anterior

[Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] apresenta um efeito espúrio de diminuição da

freqüência das oscilações coletivas com o acoplamento (estudado muito detalhadamente

no caṕıtulo 3) que pode ser altamente inconveniente. Esse efeito não-realista foi apa-

rentemente tolerado pelos autores para facilitar a transição de fase, ou seja, para que o

valor cŕıtico do parâmetro de acoplamento fosse o menor posśıvel. Isso torna as simu-

lações muito mais rápidas na região de interesse por causa das fórmulas das taxas e do

método comumente usado nas simulações de Monte Carlo em modelos markovianos em

tempo cont́ınuo [Wood et al., 2007b] (veja o primeiro parágrafo do apêndice A). Entre-

tanto, nos seus trabalhos seguintes [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] esse resul-

tado não realista tornou-se gravemente indesejável. Na referência [Wood et al., 2007a],

Wood et al. dizem que apesar de a versão do modelo das referências [Wood et al., 2006b,

54
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Wood et al., 2006a] poder ser útil para explorar o comportamento da transição de fase

perto do limiar, ela não fornece caracteŕısticas fisicamente relevantes muito acima do

limiar (embora talvez sejam matematicamente interessantes1). Isso justifica as nos-

sas tentativas com a segunda versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2007b,

Wood et al., 2007a] que mostramos abaixo.

5.1 DEFINIÇÕES DOS MODELOS

5.1.1 Acoplamento por fase

Cada unidade x (x = 1, . . . , N) é representada por uma fase φx, que pode estar em

um dos três estados: φx = ixπ/3, onde ix ∈ {0, 1, 2} (de modo análogo2 ao ilustrado na

figura 4.1). Quando a unidade está isolada, as taxas de transição são:

0 −→ 1 com taxa zero,

1 −→ 2 com taxa g, (.)

2 −→ 0 com taxa g .

O acoplamento entre as unidades é essencialmente o mesmo que o usado por Wood et

al. nas referências [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a], exceto que agora existe um

estado absorvente (todos os śıtios no estado 0):

0 −→ 1 com taxa g0,1

(

N1

k
,
N2

k

)

= g
{

e[a(N1−N2)]/k − e(−aN2)/k
}

,

1 −→ 2 com taxa g1,2

(

N2

k
,
N0

k

)

= ge[a(N2−N0)]/k, (.)

2 −→ 0 com taxa g2,0

(

N0

k
,
N1

k

)

= ge[a(N0−N1)]/k,

onde a taxa g pode ser definida para ser unitária sem perda de generalidade, a é o

parâmetro de acoplamento, Ni é o número de vizinhos no estado i e k é o número total

de vizinhos. Observe que diferentemente do modelo estudado no caṕıtulo 4, um oscilador

no estado i é senśıvel somente aos vizinhos nos estados i+1 e i−1, ignorando os vizinhos

no seu próprio estado.

1Veja o caṕıtulo 3.
2Trocamos aqui a notação dos estados dos śıtios de {1, 2, 3} para {0, 1, 2} a fim de facilitar a intuição

com relação ao estado absorvente (todos os śıtios em 0, ou seja, a ausência de atividade na rede).
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5.1.2 Acoplamento por pulso

Assim como foi feito no caṕıtulo 2, partimos do modelo epidêmico SIRS estocástico.

Aqui, em vez da taxa (.) do modelo SIRS convencional e da taxa (.) usada no

caṕıtulo 2, empregamos:

S −→ I com taxa g (nI/k, nR/k) ≡ b
[

ea(nI−nR)/k − e−anR/k
]

, (.)

onde nR é o número de vizinhos recuperados (refratários). As equações (.) e (.)

continuam válidas na definição deste modelo. Novamente, o segundo termo na taxa (.)

garante a existência de um estado absorvente. A aproximação para pequenos valores

de a (a ≪ 1) também recupera o comportamento linear do modelo SIRS original do

mesmo modo que no caṕıtulo 2.

5.2 ANÁLISE DE CAMPO MÉDIO E SIMULAÇÕES EM GRAFOS COMPLETOS

5.2.1 Acoplamento por fase

Obviamente, vamos seguir um caminho análogo ao da subseção 4.2.1. Seja gi,j a

taxa de transição do estado i para o estado j, dada por (.), onde i e j ∈ {0, 1, 2}. Na

aproximação de campo médio, isso leva às seguintes equações:

Ṗ0 = g2,0(P0, P1)P3 − g0,1(P1, P2)P1, (.)

Ṗ1 = g0,1(P1, P2)P1 − g1,2(P2, P0)P2, (.)

Ṗ2 = g1,2(P2, P0)P2 − g2,0(P0, P1)P3. (.)

Como não poderia deixar de ser, a normalização (P2 = 1 − P0 − P1) reduz essas equações

a um fluxo bidimensional no plano (P0, P1).

Como para P1 = 0 o sistema fatalmente chegará ao estado absorvente, a escolha

de P ∗

1 como parâmetro de ordem da transição de fase do estado absorvente para o esta-

do ativo é mais ou menos óbvia. Além disso, é um tanto quanto conveninente olhar

para o comportamento de P1 para estudar a transição de fase para a sincronização e as

caracteŕısticas quantitativas das oscilações globais (amplitude e freqüência) como mostra-

do na figura 5.1. Nessa, temos o diagrama de bifurcação mostrando uma bifurcação

transcŕıtica envolvendo os pontos fixos correspondentes ao estados absorvente e ativo,

sucedida por uma bifurcação de Hopf envolvendo o ponto fixo correspondente ao estado

ativo. A transição para a fase ativa é prevista (na aproximação de campo médio) por
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Figura 5.1 Diagrama de bifurcação mostrando uma bifurcação transcŕıtica envolvendo os pon-
tos fixos correspondentes ao estados absorvente e ativo, sucedida por uma bifurcação de Hopf
envolvendo o ponto fixo correspondente ao estado ativo. As linhas pretas representam as coor-
denadas P ∗

1 dos pontos fixos, onde as sólidas representam os pontos fixos estáveis e as trace-
jadas, os instáveis. A linha sólida rosa representa a freqüência das oscilações do sistema no
ciclo-limite. As linhas pontilhadas azuis representam os extremos de P1 no ciclo-limite. As
constantes ac = 0, 564(4) e ac = 2, 491(4) são os valores de a onde acontecem as bifurcações
trancŕıtica e de Hopf supercŕıtica, respectivamente. A seta aponta para o valor de a para o qual
foi realizada a simulação mostrada na figura 5.3.

uma bifurcação transcŕıtica em ac (como a descrita na figura 2.1), enquanto a transição

para a fase sincronizada é prevista por uma bifurcação de Hopf supercŕıtica em ac (veja

a figura 5.1).

Na figura 5.2, mostramos alguns retratos de fase na coluna esquerda com as séries

temporais correspondentes na coluna direita. Para ac < a < ac, se o sistema iniciar em

qualquer condição inicial diferente do estado absorvente [embora possa ser muito próxima

dele, veja as figuras 5.2(a) e (b)], ele irá para um estado estacionário ativo que apresentará

flutuações devidas ao efeito de tamanho finito nas simulações de Monte Carlo [veja a
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Figura 5.2 Retratos de fase na coluna esquerda com as séries temporais correspondentes na
coluna direita. As linhas sólidas vermelhas e pretas representam os resultados de campo médio
e as pontilhadas azuis, os resultados das simulações em um grafo completo com N = 2×105. Os
ćırculos preenchidos representam os pontos fixos estáveis e os abertos, os instáveis. Assim como
nos caṕıtulos anteriores, os triângulos representam os limites da região fisicamente aceitável.
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figura 5.2(b)]. Para a > ac o sistema apresenta oscilações globais estáveis cuja amplitude

é monotonicamente crescente com a [veja as linhas azuis pontilhadas na figura 5.1 e as

figuras 5.2(c)-(f)]. Como esperado, logo após a bifurcação de Hopf, o transiente é muito

longo [veja o detalhe da figura 5.2(d)] pois, além da espiral ainda ser fracamente instável,

o ciclo-limite ainda é fracamente estável [veja a variedade instável da sela na figura 5.2(c)].

A concordância com as simulações de um grafo completo de N = 2 × 105 é excelente,

exceto por pequenas flutuações causadas pelo efeito de tamanho finito. É interessante

notar que, embora o valor mı́nimo de P1 diminua muito rapidamente com a, mesmo para

valores de a consideravelmente altos, como a = 3, 5, onde o extremo inferior de P1 já é

razoavelmente pequeno (veja a linha pontilha azul inferior na figura 5.1), as oscilações

são mais ou menos estáveis até para redes pequenas.

Na figura 5.3, mostramos uma série temporal de uma simulação no grafo completo

de N = 200 para a = 3, 5 (realização única). Para observarmos os efeitos de tamanho

finito da rede jogando o sistema no estado absorvente em um tempo não tão longo, reali-

zamos simulações numa rede pequena para um valor de a que gere um valor mı́nimo (nas

oscilações globais) de P1 (previsto por aproximação de campo médio simples) baixo e

mesmo assim o sistema completou vários ciclos de oscilações globais antes de cair no

estado absorvente (veja a figura 5.3). Obviamente, o valor mı́nimo que P1 atinge nos

dar o número mı́nimo de śıtios que a rede tem que ter para que as oscilações globais

possam ser sustentadas, pois P1 = N1/N não pode ser menor que 1/N , como relatado

previamente por Girvan et al. [Girvan et al., 2002].

A partir de a ≈ 3, 5 a freqüência das oscilações do sistema diminui lentamente com a,

pois o crescimento do ciclo-limite faz o mesmo se aproximar da sela correspondente ao

estado absorvente. Para algum valor de a suficientemente grande o ciclo-limite deve

alcançar finalmente a sela, numa bifurcação homocĺınica na qual o ciclo transformar-se-ia

numa órbita homocĺınica somente no ponto exato do espaço de parâmetros onde essa

bifurcação ocorre.

A órbita homocĺınica quase nunca é observada na prática na grande maioria dos

sistemas dinâmicos, pois, logo após a bifurcação homocĺınica em um sistema qualquer,

o mesmo normalmente vai para o infinito ou para o atrator cuja bacia de atração era

separada da bacia de atração do ciclo-limite pelas variedades estáveis da sela, como

relatamos nos caṕıtulos 2 e 4. No caso do modelo estudado neste caṕıtulo, o sistema não

pode sair da região do espaço de fase limitada pelas restrições 0 6 P0 6 1, 0 6 P1 6 1

e P0 + P1 6 1, então o único comportamento que observamos a partir da bifurcação é a

órbita homocĺınica.
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Numa bifurcação homocĺınica espera-se que o peŕıodo do ciclo-limite divirja com

|ln(a− ac)| [Strogatz, 1997, Gaspard, 1990]. Portanto, a freqüência deve ir a zero conti-

nuamente. Contudo, o que observamos é uma clara descontinuidade na freqüência em

a ' 6, 5, veja a linha sólida rosa na figura 5.1. Isso acontece provavelmente devido ao

método que usamos para integrar as equações (.)-(.), o método de Runge–Kutta de

quarta ordem. Mais precisamente, é posśıvel que, quando a trajetória se aproxima muito

da sela, as derivadas estejam tornando-se tão pequenas que o passo de tempo usado passa

a ser grande demais para que elas possam ser calculadas corretamente. Assim, talvez o

controle adaptativo do tamanho do passo para o método de Runge-Kutta resolva esse

paradoxo.
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Figura 5.3 Série temporal de uma simulação no grafo completo de N = 200 para a = 3, 5
(realização única).

5.2.2 Acoplamento por pulso

Aqui, vamos seguir um caminho análogo ao da seção 2.2. Se P (α) é a probabilidade

de o śıtio estar no estado α (α ∈ {S, I, R}), obtém-se, na aproximação de campo médio,

Ṗ (S) = −g[P (I), P (R)]P (S) + γP (R), (.)

Ṗ (I) = g[P (I), P (R)]P (S) − P (I), (.)

Ṗ (R) = P (I) − γP (R), (.)
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onde fizemos δ = 1 (veja a seção 2.1). Assim como fizemos no caṕıtulo 2, no que se

segue, empregaremos o valor estacionário da densidade de śıtios infectados P (I)∗ como o

parâmetro de ordem.

Na figura 5.4, mostramos o diagrama de fases da versão de campo médio do mode-

lo com acoplamento por pulso. Diferentemente da subseção anterior, agora há dois

parâmetros de acoplamento a e b, então o diagrama de fases é mostrado no plano (a, b),

veja a figura 5.4(c). Há também um outro parâmetro de controle livre, a taxa γ. Usa-

mos γ = 1 na figura 5.4. Como não poderia deixar de ser, se iniciarmos em b = 0, para

qualquer valor de a, quando o parâmetro b atingir um certo valor bc ≡ bc(a), acontecerá

uma bifurcação transcŕıtica envolvendo o ponto fixo do estado absorvente.

Destoando do caṕıtulo 2, aqui não há mais bifurcação sela-nó por maior que seja o

valor de a. Podemos deduzir o motivo da ausência da bifurcação sela-nó e encontrar a

expressão anaĺıtica da curva de bifurcação transcŕıtica bc(a) adaptando os argumentos

utilizados na seção 2.7. Se houver bifurcação sela-nó envolvendo o estado ativo enquanto

o ponto fixo do estado absorvente continua estável, deve haver alguma região no espaço

de parâmetros onde há biestabilidade (estados absorvente e ativo estáveis). Nesse caso,

haveria dependência nas condições iniciais. Para entender-se por que aqui não pode

existir essa dependência, é mais fácil relembrar por que no caṕıtulo 2 existia. Então,

vamos reescrever a equação (.):

g [P (I), P (S)] = b
{

ea[P (I)−P (S)] − e−aP (S)
}

.

Nesse caso, é óbvio que se P (I) > P (S), então g [P (I), P (S)] é função crescente de a.

Analogamente, se P (I) < P (S), então g [P (I), P (S)] é função decrescente de a. Além

disso, g [P (I), P (S)] cresce monotonicamente com o aumento da diferença P (I) − P (S).

Assim, para qualquer b não-nulo sempre haverá um valor de a alto o bastante tal que

o acoplamento seja suficientemente forte para sustentar um estado estacionário ativo

quando P (I) > P (S), mas insuficiente para a sobrevivência da atividade na rede (levan-

do o sistema para o estado absorvente) quando P (I) < P (S). Não podemos mais usar o

mesmo argumento neste caṕıtulo para a versão de campo médio da equação (.):

g [P (I), P (R)] ≡ b
{

ea[P (I)−P (R)] − e−aP (R)
}

, (.)
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Figura 5.4 No painel (c), temos o diagrama de fases, onde a linha preta representa as bifur-
cações transcŕıticas e a vermelha, as de Hopf. Os outros painéis representam os retratos de
fase com as setas indicando os pontos no espaço de parâmetros onde eles se realizam, onde
as linhas sólidas vermelhas representam os resultados da aproximação de campo médio e as
pontilhadas azuis, os resultados das simulações num grafo completo de N = 106. Os ćırculos
abertos e os preenchidos representam os pontos fixos instáveis e estáveis, respectivamente. A
linha pontilhada rosa no painel (a) representa o ciclo limite instável. Empregamos γ = 1 nessa
figura. Assim como na figura 5.2, os triângulos representam os limites da região fisicamente
aceitável.
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pois a solução estacionária de P (I) e P (R) obedece a seguinte restrição3:

P (I)∗ = γP (R)∗. (.)

Portanto, para γ > 1 (γ < 1), sempre teremos P (I)∗ > P (R)∗ [P (I)∗ < P (R)∗], o que faz

que o argumento que usamos para o caso do caṕıtulo 2 não possa ser usado aqui, de modo

que a solução estacionária estável tem que ser única, ou seja, não pode haver biestabi-

lidade. Uma maneira bastante intuitiva de entender isso é olhar para a equação (.)

e ver que se P (I) < γP (R) [P (I) > γP (R)], então Ṗ (R) < 0 [Ṗ (R) > 0], de modo que

qualquer tentativa de manipular as condições iniciais para obter o mesmo efeito de bies-

tabilidade observado no caṕıtulo 2 levará o sistema para a situação da equação (.).

Portanto, não deve haver bifurcação sela-nó nas equações de campo médio (.)-(.).

Agora, vamos encontrar a equação da curva de bifurcação transcŕıtica bc(a). O estado

absorvente é estável se na proximidade dele Ṗ (I) 6 0. Conseqüentemente, na bifurcação

transcŕıtica devemos ter:

lim
P (I)→0+

P (R)→0+

Ṗ (I) = 0
(.)
=⇒ lim

P (I)→0+

P (R)→0+

g [P (I), P (R)]P (S)

P (I)
= 1

(.)
=⇒ b =

1

a
, (.)

que é a curva preta mostrada na figura 5.4(c). As figuras 5.4(d) e (e) mostram retratos de

fase t́ıpicos da fase absorvente (d) e da fase ativa sem oscilações globais sustentadas (e).

Além das bifurcações transcŕıticas, encontramos (para valores relativamente4 grandes

de a) as bifurcações de Hopf no ponto fixo do estado ativo que estávamos procurando

no caṕıtulo 2. Como podemos ver na figura 5.4(c), a bifurcação de Hopf é reentrante,

sendo que a primeira é subcŕıtica e a segunda é supercŕıtica. Na figura 5.4(a) vemos um

retrato de fase entre as bifurcações sela-nó de ciclos e de Hopf subcŕıtica, enquanto que

na figura 5.4(b) temos um retrato de fase entre as duas bifurcações de Hopf.

Vamos fazer um breve esclarecimento sobre a dependência do diagrama de fases com a

taxa γ, lembrando que os resultados mostrados na figura 5.4 são para γ = 1. Como espe-

rado, para valores maiores de γ o ciclo-limite nas equações de campo médio (.)-(.)

aparece para valores maiores de a numa região mais estreita do espaço de parâmetros.

Para valores de γ < 1 o ciclo-limite nas equações de campo médio (.)-(.) existe numa

região mais larga do espaço de parâmetros, embora os valores de a necessários para que

aconteçam as bifurcações de Hopf não diminuam muito a partir de γ = 1 para baixo.

3Veja a equação (.).
4Devemos nos lembrar aqui que g [P (I), P (R)] cresce [para P (I) > P (R)] ou diminui [para

P (I) < P (R)] exponencialmente com a.
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Assim, confirmamos o que já havia sido observado em outros modelos [Girvan et al., 2002,

Rozhnova e Nunes, 2009b, Rozhnova e Nunes, 2009a, Assis e Copelli, 2009]: peŕıodos

refratários longos facilitam a sincronização.

Vamos fazer um breve resumo sobre como acontecem as bifurcações de Hopf neste

modelo. Se fixarmos um valor de a suficientemente alto para que aconteçam as bifurcações

de Hopf, iniciando de um valor de b & bc(a), aumentando o bastante o parâmetro b acon-

tecerá uma bifurcação sela-nó de ciclos. Assim, o sistema passa a ter coexistência de duas

soluções estáveis com o ciclo-limite instável separando as bacias de atração do ciclo-limite

estável e da espiral. Aumentando b um pouco mais, os dois ciclos-limite diminuem de

amplitude, sendo que a do ciclo limite instável diminui muito mais rapidamente, até que

esse engole a espiral estável numa bifurcação de Hopf subcŕıtica. Continuando a aumen-

tar b mais ainda, o ciclo-limite estável manter-se-á com a sua amplitude sendo continua-

mente diminúıda até engolir o espiral instável numa bifurcação de Hopf supercŕıtica.

5.3 CONCLUSÕES

Embora tenhamos constatado nos caṕıtulos anteriores que a existência de um estado

absorvente realmente dificulta a ocorrência da transição de fase para sincronização em

modelos markovianos em tempo cont́ınuo, aqui mostramos dois casos semelhantes (um

com acoplamento por fase e outro com acoplamento por pulso) em que essa transição

acontece. As tentativas dos caṕıtulos anteriores se basearam na primeira versão do mode-

lo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], que apresenta condensação

dos osciladores em um estado quando o acoplamento é razoavelmente forte. Isso limita

a região do espaço de parâmetros onde há sincronização mesmo quando as unidades

individuais são osciladores uniformes e, portanto, não há estado absorvente no sistema

e os estados de seus elementos são igualmente prováveis a priori (veja o caṕıtulo 3).

Como mostramos no caṕıtulo 4, a inclusão de um estado absorvente no modelo das refe-

rências [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] impossibilita o aparecimento de osci-

lações globais estáveis, o que explica por que também não há oscilações coletivas susten-

tadas no modelo (com acoplamento por pulso) estudado no caṕıtulo 2. Na segunda versão

do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] não há mais conden-

sação dos osciladores, então não há limite superior na região do espaço de parâmetros

onde há sincronização. Confirmamos neste caṕıtulo que isso é o bastante para que os

modelos com um único estado absorvente, baseados nesse último, exibam transição de

fase para sincronização.

O modelo com acoplamento por fase que definimos neste caṕıtulo nada mais é que a
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segunda versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] com

um pequeno ajuste para que exista um único estado absorvente. Como esperado, há uma

bifurcação transcŕıtica envolvendo o ponto fixo do estado absorvente dando origem a um

ponto fixo estável correspondente a um estado estacionário ativo. Aumentando ainda

mais o acoplamento, acontece uma bifurcação de Hopf supercŕıtica, surpreendentemente,

para um valor cŕıtico (≈ 2, 49) menor do que o valor cŕıtico (= 3) em que ocorre a mesma

bifurcação no modelo original [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] sem estado absor-

vente! Visto que a partir da bifurcação transcŕıtica há uma sela correspondente ao esta-

do absorvente no retrato de fase, é de se esperar que (para algum valor suficientemente

grande do parâmetro de controle) o ciclo-limite cresça até alcançá-la numa bifurcação

homocĺınica. Aparentemente, observamos tal bifurcação, embora não tenhamos conse-

guido determinar com segurança o valor do parâmetro de controle em que tal bifurcação

acontece, provavelmente por causa do método usado para a integração numérica.

O modelo com acoplamento por pulso é um pouco mais realista. Essa é a razão

pela qual o estudamos também, embora nesse caso a bifurcação de Hopf aconteça para

valores razoavelmente maiores (do que no caso anterior com acoplamento por fase) do

parâmetro de controle responsável pela não-linearidade (exponencial) do acoplamento.

Além disso, a bifurcação de Hopf é reentrante, diminuindo ainda mais a região do espaço

de parâmetros onde há ciclo-limite estável nas equações de campo médio. É interessante

notar que as bifurcações de Hopf que encontramos nesse modelo podem ser subcŕıticas

ou supercŕıticas. Ainda falta determinar a linha de bifurcação sela-nó de ciclos nos casos

em que as bifurcações de Hopf são subcŕıticas.

Os resultados das simulações em grafos completos que realizamos são muito prelimi-

nares ainda e só serviram para testar a acurácia dos cálculos de campo médio. Como

não poderia deixar de ser, há uma excelente concordância entre os resultados de campo

médio e as simulações em grafos completos grandes.



CAṔITULO 6

CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Nesta tese, constrúımos e estudamos alguns modelos a partir das duas versões do

modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a] e/ou

do SIRS sempre tendo em vista a obtenção de uma transição de fase para a sincro-

nização em modelos markovianos em tempo cont́ınuo de rede de elementos excitáveis

(MMTCREE). Nessa busca, encontramos várias outras transições de fase (e outras

mudanças de regime coletivo) de naturezas diferentes, previstas, na aproximação de

campo médio, através de todas as bifurcações mais conhecidas para fluxos bidimensi-

onais. Além disso, estudamos uma quebra espontânea de simetria C3 na primeira versão

do modelo de Wood et al.

Na nossa primeira tentativa (caṕıtulo 2), onde adaptamos o acoplamento da primei-

ra versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] no modelo

SIRS estocástico, não encontramos nem mesmo uma previsão de oscilações globais estáveis

na aproximação de campo médio simples (CMS). Entretanto, encontramos transições de

fase descont́ınuas entre o estado absorvente e o ativo na redes aleatória e em redes hiper-

cúbicas (para d > 2) na ausência de difusão, onde um parâmetro livre adimensional (a

não-linearidade do acoplamento) controla a continuidade da transição. Para peŕıodos

refratários longos e não-linearidades altas no acoplamento há regiões no diagrama de fase

com oscilações estocásticas e excitabilidade coletiva no grafo completo. Deve-se testar no

futuro se esses últimos comportamentos coletivos persistem em redes regulares ou pelo

menos em redes aleatórias.

Embora o modelo estudado no caṕıtulo 2 não tenha sido constrúıdo para apresen-

tar transições de fase descont́ınuas, mostramos, na seção 2.7 e depois de uma maneira

mais direta na subseção 5.2.2, que, baseado no critério relatado por Marro e Dickman na

referência [Marro e Dickman, 1999], esse modelo deveria mesmo apresentar transições de

fase descont́ınuas para o estado absorvente. Pela nossa argumentação, a descontinuidade

da transição viria da natureza do acoplamento inspirado na primeira versão do modelo

de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a], que é responsável pelo apareci-

mento das bifurcações sela-nó nas equações de CMS. Assim, no caṕıtulo 3, constatamos

que no próprio modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] aconte-
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cem três bifurcações sela-nó simultâneas e simétricas, dessa vez, no ciclo limite (surgido

da bifurcação de Hopf originalmente relatada [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a])

numa bifurcação de peŕıodo infinito. Como não poderia deixar de ser, a transição de fase

correspondente a essa bifurcação adicional realmente acontece no grafo completo, pois a

aproximação de CMS é exata para essa topologia no limite termodinâmico, por definição.

Os resultados de escala de tamanho finito no grafo completo nos levam a concluir que

a dimensão cŕıtica superior da transição de fase estudada no caṕıtulo 3 deve ser dc = 3,

embora essa conclusão seja baseada na suposição (cuja veracidade não garantimos, ainda

que seja uma suposição bastante razoável) de que ν⊥ = 1/2 em campo médio. Contudo,

não conseguimos ver claramente essa transição de fase de peŕıodo infinito nem mesmo na

rede quadridimensional1, ainda que a freqüência das oscilações globais se aproximem cada

vez mais de zero quando aumentamos muito o parâmetro acoplamento a. Como conse-

guimos medir dcν⊥ = 3/2 com muita precisão, podemos futuramente tentar resolver esse

paradoxo, calculando ν⊥ de campo médio analiticamente para descobrirmos a dimensão

cŕıtica superior com segurança. Além disso, como sabemos com certeza que βc = 1/2 no

campo médio2, devemos verificar se realmente γ = 1/2 para fazer um teste de autocon-

sistência através da relação de hiperescala no campo médio, γ = dcν⊥ − 2βc.

Esse efeito espúrio de diminuição da freqüência das oscilações globais com o aumento

de a na primeira versão do modelo de Wood et al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a],

além de não-realista, limita a região do diagrama de fase onde há sincronização. Na

nossa segunda tentativa (caṕıtulo 4), adicionamos um parâmetro α (que controla a não-

uniformidade) a esse a modelo que nos permite transformar continuamente os osciladores

uniformes do modelo original (α = 0) em elementos excitáveis (α = 1). De modo que,

na aproximação de CMS, ao aumentarmos α, a faixa de valores de a onde há sincro-

nização (que já era limitada no modelo de Wood et al.) diminui cada vez mais, até que a

partir de um certo α = α′ < 1 (ou seja, antes mesmo dos osciladores serem transforma-

dos em elementos excitáveis) não há mais sincronização para qualquer valor de a. Ainda

restam algumas perguntas para serem respondidas com relação a esse modelo. Para

0 < α < α′ (ou seja, na ausência de qualquer simetria de rotação) até que valor de α

ainda há transição de fase para sincronização em redes regulares? Os expoentes cŕıticos

dessa transição dependem de α? De que forma?

Os modelos estudados no caṕıtulo 5, que são baseados na segunda versão do modelo de

Wood et al. [Wood et al., 2007b, Wood et al., 2007a], apresentam, tanto na versão com

1Pelos resultados de extrapolações mostrados na subseção 3.2.2, ainda não podemos descartar comple-
tamente a possibilidade de que a transição de fase de peŕıodo infinito ocorra em quatro dimensões.

2Mantivemos aqui a notação βc usada no caṕıtulo 3 para evitar confusão.



CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 68

acoplamento por fase como com acoplamento por pulso, bifurcação de Hopf nas equações

de CMS. Concordância quantitativa dos resultados de simulações em grafos completos

confirmam a correção dos cálculos de CMS. Devemos no futuro usar a teoria de escala

de tamanho finito no grafo completo para descobrir algo sobre a dimensão cŕıtica supe-

rior. Assim, devemos testar se as transições de fase para sincronização, previstas pelos

resultados de CMS através das bifurcações de Hopf, se realizam em redes regulares. Caso

elas realmente ocorram, é muito importante verificar se essas transições estão em alguma

classe de universalidade conhecida ou em uma nova, verificando assim se a simetria C3

ou alguma outra simetria de rotação é necessária para que a transição para sincronização

esteja na classe XY. Se houver fortes evidências de que, em um desses modelos estudados

no caṕıtulo 5, transições de fase não ocorre em redes regulares, seria interessante conferir

se elas acontecem ao menos em redes aleatórias.

Pelos estudos feitos nesta tese, constatamos que a sincronização entre elementos exci-

táveis ocorre com muito mais dificuldade do que entre osciladores. Aparentemente é

muito dif́ıcil ocorrer transição de fase para sincronização em MMTCREE. No entanto,

mostramos que existem pelo menos dois modelos desse tipo que apresentam sincronização

nos resultados de CMS e nas simulações de grafo completo. Embora o estudo nesses dois

modelos ainda esteja muito preliminar, o pouco que descobrimos já é bastante interes-

sante, pois, para o nosso conhecimento, nem mesmo previsão de transição de fase para

sincronização através de bifurcação de Hopf em cálculos de CMS havia sido relatada

em MMTCREE. Devemos lembrar que essa previsão já havia sido feita no modelo SIRS

estocástico [Joo e Lebowitz, 2004] pela aproximação de pares [Rozhnova e Nunes, 2009b],

mas essa previsão é aparentemente espúria, pois ela não se confirma nem mesmo na rede

aleatória [Rozhnova e Nunes, 2009c].



APÊNDICE A

SIMULAÇÃO CONDUZIDA POR EVENTOS

Nas simulações de Monte Carlo devemos ter as probabilidades ptrans de transição. No

entanto, nos modelos markovianos em tempo cont́ınuo, normalmente temos somente as

taxas r, sendo que comumente a unidade de tempo pode ser definida para que uma das

taxas seja igual a um, sem perda de generalidade. Assim, nas simulações convencionais,

devemos encontrar as probabilidades de transição em função dessas taxas para cada passo

de Monte Carlo que corresponde a um passo de tempo ∆t < 1. Essas probabilidades de

transição são dadas por ptrans = r∆t. Portanto o valor de ∆t deve ser escolhido de

modo que ptrans nunca seja maior do que 1. Então, se alguma das taxas for muito

maior que a unidade, o valor de ∆t terá que ser muito pequeno e, conseqüentemente,

serão necessários muitos passos de Monte Carlo para que haja um avanço razoável no

tempo. Além disso, se alguma das taxas for muito menor que a unidade, teremos que

a probabilidade ptrans correspondente a essa taxa será muito pequena. Portanto haverá

muitas chamadas ao gerador de números aleatórios sem qualquer mudança no sistema, o

que é um desperd́ıcio de tempo de processamento computacional. Nesse caso, existe uma

alternativa extremamente eficaz (com um ganho de tempo de várias ordens de grandeza!)

que é a simulação conduzida por eventos [Dickman, 2010].

Primeiramente, vamos tratar do caso em que o número de vizinhos não depende do

tamanho da rede, como é o caso das redes regulares, aleatórias e de mundo pequeno. Para

facilitar o entendimento, vamos explicar com todos os mı́nimos detalhes técnicos como

as simulações foram feitas na prática para o modelo estudado no caṕıtulo 3. Quando

necessário, esclareceremos o que é válido para qualquer modelo estocástico em tempo

cont́ınuo.

Os śıtios da rede devem ser divididos em n conjuntos, de acordo com a taxa de

transição a que cada um estiver submetido no momento. No caso do modelo de Wood et

al. [Wood et al., 2006b, Wood et al., 2006a] estudado no caṕıtulo 3, a taxa de um śıtio

depende do número de vizinhos nos estados iguais e posteriores ao estado dele. Assim, é

fácil deduzir quanto é n em função do número máximo de vizinhos de um śıtio. Seja kmax

o número máximo de vizinhos de um śıtio. A diferença máxima e mı́nima entre o número

de vizinhos nos estados posterior e igual ao estado dele é kmax e −kmax. Portanto te-
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mos 2kmax+1 taxas posśıveis, que é o número n de conjuntos. No caso das redes regulares

o número de vizinhos de um śıtio (que não esteja na borda da rede1) é uma constante

chamada de número de coordenação da rede z e, dáı, teremos n = 2z + 1.

A partir de agora, a nossa descrição do método só necessita da independência do

número de vizinhos com o tamanho da rede. Além disso, não depende mais do modelo.

Sejam nj o número de śıtios no grupo j,

R =
n

∑

j=1

njrj

a taxa total de transições e

pj = njrj/R

a probabilidade de que o próximo evento envolva um śıtio no grupo j. Os valores de rj

correspondentes a cada conjunto são fixos, pois não dependem da configuração do sistema,

mas somente das regras do modelo. O que muda é em qual conjunto está cada śıtio.

Seja Pm a probabilidade acumulada de qualquer conjunto j 6 m ser sorteado:

Pm =
m

∑

j=1

pj .

Obviamente P0 = 0, m 6 n e Pn = 1. Geramos um número aleatório x uniformemente

distribúıdo no intervalo [0, 1) e escolhemos o grupo para o próximo evento:

j = m , caso Pm−1 6 x < Pm .

Escolhido o grupo j, escolhemos um dos nj śıtios desse grupo aleatoriamente, e fazemos

a atualização desse śıtio de acordo com a regra do modelo. O incremento de tempo

é ∆t = 1/R. Após a transição, é preciso atualizar a lista de śıtios (o śıtio que mudou e

seus primeiros vizinhos podem mudar de grupo).

No caso do grafo completo, a simulação torna-se um pouco mais simples. Seja N

o número de śıtios da rede. Se N ≫ 1, podemos considerar que cada śıtio é vizinho

dele mesmo sem qualquer alteração relevante nos resultados. Desse modo, todos os

śıtios da rede compartilham da mesma vizinhança (que é a própria rede). Nesse caso, a

taxa rj de mudar é a mesma para todo śıtio no mesmo estado. Portanto o número taxas

1Quase sempre utilizam-se condições periódicas de contorno, o que faz com que essa ressalva seja
desnecessária. Mesmo que esse artif́ıcio não seja usado, o nosso racioćınio continua válido, pois o número
de vizinhos de um śıtio na borda será menor do que o dos outros śıtios.
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posśıveis (número de conjuntos n) é igual ao número de estados posśıveis de um śıtio.

Agora os valores de rj correspondentes a cada conjunto mudam de acordo com a densidade

de śıtios em cada estado. O resto do procedimento será análogo [Dickman, 2010].
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