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Resumo

Este trabalho divide-se em duas partes distintas, ambas dedicadas a Geometria
Diferencial.

Na primeira parte, introduzimos um novo invariante geométrico, criado por
R.R.Montes e J.A.Verderesi!, para estudar superficies imersas em esferas de di-
mensao impar. Nos detemos exclusivamente a esfera tridimencional, apresentando
uma caracterizacao do Toro de Clifford como a tinica superficie minima em S* com
“Angulo de Contato” constante.

A segunda parte inicia-se com uma rapida revisao das defini¢oes e propri-
edades basicas da Geometria de Finsler. Na seqiiéncia analisamos um modelo
geométrico para a propagacao da luz em meios anisotropicos, que era tido como
finsleriano. Mostramos que, ao menos no caso originalmente considerado de um
cristal liquido, a geometria efetiva é sempre riemanniana.

H&4 uma modesta tentativa de conectar os dois assuntos. Comentamos como a
estrutura de contato presente no fibrado projetivisado de uma variedade finsleriana
pode ter sido o ponto de partida dos estudos de S.S.Chern em Geometria finsleriana.

palavras-chave: Fisica-Matemdtica; Geometria Diferencial; éptica

Geométrica

'R.R.Montes, J.A.Verderesi, Contact Angle for Immersed Surfaces in S°, a ser publicado no
“Differential Geometry and Its Applications”.



Abstract

This work may be viewed as divided into two distinct parts although in the same
subject, the Differential Geometry. In the first one is introduced a new geometric
invariant to study immersed surfaces in odd dimensional spheres, which was created
by R.R.Montes and J.A.Verderesi’?. We restricted ourselves to the 3-dimensional
case. A caraterization of the Clifford Torus as the only minimal surface in S* with
constant “contact angle” is presented.

The second part begins with a brief revision of definitions and basic proper-
ties of Finsler Geometry. In the following, we analyse a geometrical model for the
propagation of rays in an anisotropic inhomogeneous medium. The effective geome-
try was thought to be finslerian, but we show that, at least in the case of a liquid
crystal originally considered, the geometry is always riemannian.

A modest attempt in linking the two parts was made. We comment how the
contact structure of the projetivisized tangent bundle of a Finsler manifold could be
the starting point of S.S.Chern in his works in Finsler Geometry.

keywords: Mathematical Physics; Differential Geometry; Geome-

tric Optics

2R.R.Montes, J.A.Verderesi, Contact Angle for Immersed Surfaces in S°, to appear in Differen-
tial Geometry and Its Applications.



Adverténcia:

Alguns dos rodapés ao longo do texto expressam a opiniao do

autor, e portanto devem ser encarados com este valor.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo destina-se a apresentar as definicoes e explicar os con-
ceitos envolvidos! nas duas partes deste trabalho. Trataremos apenas

do minimo necessario.

1.1 Variedades de Contato

Definicao 1.1.1

nfelizmente, tais definicoes nio serdo totalmente acessiveis caso o leitor ndo tenha ao menos

nogoes de variedades, campos e formas diferenciais, geometria riemanniana, fibrados e o método

do referencial mével.



Uma variedade C* (2n + 1)-dimensional M € dita possuir uma
estrutura de contato se existe wma 1-forma n globalmente definida
tal que n A (dn)" # 0 sobre M.

)

Observagao 1.1.1

H4a uma discordancia na literatura sobre o que chamar de varie-
dade de contato. Em “R. Abraham, J.E. Marsden, Foudations of Me-
chanics, Addison-Wesley Publishing Company” esta definicao é cha-
mada de estrutura de contato exata. Seguimos aqui a nomenclatura

usada pelos geometras.

)

Definicao 1.1.2

n € chamada de forma de contato.

Definigao 1.1.3

Uma variedade que possui uma estrutura de contato é chamada

de varitedade de contato.



Para termos uma intuicao sobre tais objetos, é necessario que
interpretemos geometricamente a forma de contato. Vamos, momen-
taneamente, nos restringir a R3, que é uma variedade de contato com
uma quantidade infinita de possiveis estruturas de contato.

Como pensar sobre n? Considere a equacao pfaffiana n = 0.
Resolver esta equacao significa encontrar campos vetoriais nao-nulos

X tais que n(X) = 0. Ou seja, queremos descrever o niicleo da 1-forma

Uk
ker(n) = { X |n(X)=0} CTR’
Em geral, temos a

Definigao 1.1.4

Chamamos A = ker(n), de distribuicao de contato associada

a forma de contato 7.

)

Temos que

XeAenX)=0



Em R?, fixado n teriamos Mg woce) = ago)dx 4+ aéo)dy 4 aéO)dZ,
(0)

onde af) = a;(zo,y0,20) € R, i = 1,2,3. Seja X = z1(2,y,2)2 +

[ 0, i.e.,

xo(x,y, Z)a% + x3(x, vy, z)% um campo tal que n(X)

0 0 0
a§ )5131(%, Yo, 20) + aé )xz(ivo, Yo, 20) + aé )$3($0, Y0, 20) =0

A equacao acima nos diz que X “anula” 1 no ponto (g, 3o, 20)

se, e somente se, X (0 0.20) esta no plano perpendicular ao vetor

(agO)v a’g))a ai(SO)) déf 5(5607 Yo, ZO)

que é o dual da 1-forma n. Variando o ponto, imaginamos um “campo
de hiperplanos”, i.e., o conjunto de pares compostos por: ponto de R?
e plano por este ponto. Um elemento deste conjunto é chamado um
elemento de contato.

Uma outra possibilidade é usar uma correspondéncia biunivoca
que ha entre os elementos de contato e retas que passam pelo ponto
e tém a direcao do vetor dual £&. Note que isso nao tem nenhuma
dependéncia com a métrica. Portanto, ao tratarmos com 7, podemos
alternativamente pensar num conjunto de pares: ponto e reta pelo
ponto.

Focalizando a atencao ao ponto, vemos que o conjunto de todas
as possveis formas de contato podem ser parametrizadas pelo con-
junto de todas as retas passando por aquele ponto, ou seja, pelo plano

projetivo “centrado no ponto”.



Mais abstratamente, este pensamento nos conduz a considerar
o fibrado tangente projetivizado PT M da variedade M. Entao, um
campo de hiperplanos pode ser pensado como uma seccao do fibrado
PTM - M cujas fibras PTM,,, m € M é o espaco projetivo
RPImM=1 "4 espaco de linhas em T,,M. A dimensdo de PTM é
2dimM — 1.2

Definicao 1.1.5

Uma subvariedade N r-dimensional é dita uma subvariedade

integral de A se, e somente se, VX € TN, X € A.

)

Definicao 1.1.6

A € maximal se nao for um subconjunto proprio de alguma

outra subvariedade integral de dimensao r.

)

Como ¢ de praxe em Matematica, apds definirmos uma estrutura

qualquer, procuramos por situagoes em que ha invariancia desta.

Definigao 1.1.7

2Na parte II adiante, utilizaremos estas idéias em ordem reversa.

10



Um difeomorfismo f : M — M ¢é dito uma transformacgao de

contato de M se, e so se, f*n = 1n, para alguma 7 : M — (R, —0),
T € C®.

)

A colecao de todas as transformacoes de contato constituem um
pseudogrupo. Isso foi utilizado por S. Lie no estudo de EDP’s. O
estudos das transformacoes de contato é, na verdade, o que da origem
a todas as definicoes anteriores. Elas aparecem em varios contex-
tos como EDP, mecanica e geometria diferencial. Foram estudadas

também por Hamilton, Huygens, Sasaki, entre outros.

1.2 Propriedades

Uma variedade de contato M é sempre orientavel, e admite um campo

vetorial ¢ tal que

n€)=1 e dn(X)=0YXeTM

Definicao 1.2.1

11



Tal campo vetorial £ € chamado de campo de Reeb de A.

Os dois teoremas a seguir foram extraidos de um mesmo ar-
tigo®. Prové-los aqui significaria transcrever toda publicacdo, sendo

preferivel, portanto, que o leitor leia o trabalho original.
Teorema 1.2.1 (Sasaki)

Seja M uma variedade de contato e dimM = 2n + 1. Entao, a

mator dimensao de uma subvariedade integral é n.

)

Definicao 1.2.2

Tais subvariedades sao chamadas legendrianas.

O proximo teorema da uma caracterizacao geométrica das trans-

formagoes de contato.

Teorema 1.2.2 (Sasaki)

3Sasaki, S.,A caracterization of contact transformations, Tohoku Math. J. 16 (1964) 285-290.
40 qual estd didaticamente escrito.

12



Um difeomorfismo f: M — M transforma subvariedades legen-
drianas em subvariedades legendrianas se, e somente se, f for uma

transformacao de contato.

)

Embora nao seja necessario ao longo deste trabalho, é interes-
sante citar que a classificacao topoldgica das variedades de contato
tem sido de grande interesse nas tltimas décadas. O teorema abaixo®

afirma que localmente, todas as variedades de contato sao difeomorfas.
Teorema 1.2.3 (Darboux)

Seja n uma I1-forma sobre M**1. Suponha que n A (dn)™ # 0.

Entao, na vizinhanca de cada ponto existem coordenadas

(:Ul,...,xn,yl,...,y”,z)

n
tal que n = dz — ZyzdycZ
i=1

)

5Veja uma demonstracdo direta em “Sternberg, S.,Lectures on Differential Geometry, Prentice-
Hall”.

13



1.3 Estrutura Canonica de Contato

O teorema abaixo® garante a existéncia da estrutura de contato de S3.
Teorema 1.3.1 (Gray)

Seja i : M*1 — R?"*2 yma hipersuperficie imersa em R*"+?

tal que
T.M N {0} = @,¥Ym € M*"*!

Entdo, M?"* € uma variedade de contato.

Dem.:

Sejam (z!,...,2?"™!) coordenadas locais sobre R*"™ e considere a

1-forma

n = zlde? — g2zl + ... 4 a2 g2 _ g2yl

Sejam 7, . .., Us,11 2n+ 1 vetores linearmente independentes no ponto
To = (g, ..., 23""?) e defina um vetor @ em ) por
w = (*dl’ (Ula < 7U2n+1)7 SR *dx (Uh ce UQTH—I))

6Gray, J., Some global properties of contact structures, Ann. of Math., 69 (1959), 421-450.

14



onde * é o operador estrela de Hodge da métrica euclidiana sobre
R?"*+2. Temos que @ é normal ao hiperplano gerado por i, . . . , Va1

Vendo 7, como um vetor, veé-se facilmente que

n A (dn)"(vh, ..., Vans1) = (20, W)

Logo, se nenhum espaco tangente de M contém a origem, entao

o “pullback” de n por ¢ é uma forma de contato sobre M.

)

Definigao 1.3.1

A 1-forma” n = ztda? — 2?dxt + . . 4 2?2 — 22yt
(da demonstra¢do acima) é chamada de forma de contato candénica

e a estrutura proveniente desta € a estrutura candnica de contato.

)

Teorema 1.3.2
S2tl o RP20H sq0 variedades de contato.

Dem.:

"Que seja entendido que estamos considerando o “pullback” desta.

15



O caso S**! ¢é ébvio. Para RP?'*! basta notar que a 1-forma n é

invariante por reflexoes pela origem.

)

16
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Capitulo 2

Angulo de Contato e o Toro de
Clifford

2.1 Introducao

Este capitulo descreve um resultado obtido a partir da estrutura de
contato presente em esferas de dimensao impar, servindo como ilus-
tracao de uma situacao geral em que importantes descobertas sao de-
senvolvidas explorando-se, as vezes tacitamente, a estrutura de con-
tato presente no espaco ambiente.

As nocoes de “angulo de contato” definido abaixo e “angulo
de holomorfia” foram introduzidas por R.R. Montes e J.A. Verderesi,
atualmente professores da UFPB e USP, respectivamente, no artigo

Contact Angle for Immersed Surfaces in S°, a ser publicado no “Dif-

18



ferential Geometry and Its Applications”. A existéncia do presente
capitulo foi possivel gracas as sugestoes e discussoes com o professor
Rodrigo Ristow Montes que conhecemos por ocasiao da disciplina
de Variedades Diferenciaveis proferida por ele no Departamento de

Matematica da UFPB. Por motivos “burocraticos”!

, 0 professor Ro-
drigo nao pode figurar como co-orientador deste trabalho.

O “angulo de holomorfia” é andlogo ao “angulo Kahler” inven-
tado por S.S. Chern e seu ex-aluno J.G. Wolfson em Minimal Surfaces
by Moving Frames, Amer.J. of Math. 105 (1983), sendo este um in-
variante fundamental para superficies minimas imersas em variedades
complexas. Usando a técnica do referencial mével de Cartan, Wolf-
son’? obteve equacoes para o laplaciano e curvatura gaussiana para
superficies minimas imersas no espaco projetivo complexo e em uma
variedade kahleriana de curvatura seccional constante. Desde entao,
superficies minimas com curvatura gaussiana e angulo Kéhler cons-

tante vém sendo estudadas® atualmente?.

ILeia-se isto como um protesto contra a referida decisao da COMPG do DF-UFPE.
2J.G. Wolfson, Minimal Surfaces in Complex Manifolds, Ph.D. Thesis, University of California,

Berkeley 1982
3T. Ogata, Curvature Pinching Theorem for Minimal Surfaces with Constant Kdihler Angle in

Complex Projective Spaces, Tohoku Math. J. 43 (1991), 361-374, e
L. Zhenqui, Counterezemples to the Conjecture on Minimal S? into CP™ with constant Kdhler

angle, Manuscripta Math. 88 (1995), 417-431.
4A escala de tempo é bastante diferente entre mateméticos e fisicos. Enquanto qualquer artigo

mais antigo que 10 anos é considerado “velho” pelos fisicos, para matematicos, dependendo da sub-
rea, este seria relativamente “atual”. Haja vista a conjectura de Poincaré, em que uma (possivel)

demonstracao ja foi publicada ha mais de 2 anos e até hoje nao é tida como provada, dada a

19



Superficies minimas em esferas foram estudadas por Kenmotsu?®,
que classificou toros minimos em esferas de dimensao impar, e Bryant?,
que provou a nao-existeéncia de imersoes minimas de curvatura gaus-
siana constante negativa.

O fato de o Toro de Clifford ser a tinica superficie minima com
curvatura gaussiana nula em S? é um resultado conhecido em geo-
metria das imersdes e que serd usado abaixo (sem demontragao)’.
Uma pergunta natural é se seria possivel classificar todas as superficies
minimas deste espaco. Esta pergunta tem importancia fundamental
em varios contextos que estao muito além do escopo deste trabalho.
Uma conjectura, conhecida como “conjectura de Lawson”, afirma que
o Toro de Clifford é a dnica superficie minima em S3. Este é um
problema em aberto ha mais de 70 anos.

Nas préoximas seccoes mostraremos como o angulo de contato
produz uma nova caracterizacao do Toro de Clifford, constituindo-se

num invariante geométrico capaz de trazer resultados inesperados em

complexidade das técnicas envolvidas. Esta diferenca, na opiniao do autor, tem origem no fato de

a fronteira do conhecimento em Fisica ser de muito mais facil acesso em véarias de suas sub-areas.
’K. Kenmotsu, On compact minimal surfaces with non-negative gaussian curvature in a space

of constant curvature, I, Tohoku Math. J. 25 (1973).

K. Kenmotsu, On compact minimal surfaces with non-negative gaussian curvature in a space of
constant curvature, II, Tohoku Math. J. 27 (1975).

K. Kenmotsu, On a parametrization of minimal immersions of R? into S®, Tohoku Math. J. 27

(1975)
SR. Bryant, Minimal Surfaces of Constant Curvature in S™, Trans. Amer. Math. Soc. 290

(1985).
"Veja, por exemplo, o livro Método do Referencial Mdével de M.P. do Carmo

20



varias areas diferentes, ou até mesmo na busca de uma demonstracao
ou contra-exemplo para a conjectura de Lawson.
Dada a atualidade deste tema, pouco foi feito nesta direcao, e

absolutamente nada foi feito fora do ambito da geometria diferencial.

2.2 Base para TS® Adaptada & Distribuicao de
Contato

Um referencial real, ortonormal e positivamente orientado de T'S? pode
ser escolhido arbitrariamente. Tomaremos { fl, f;, fg} com a exigencia
de que fg seja igual ao campo de Reeb da estrutura de contato canonica
de S?. Nestas condigoes, { f:, f;} ¢ uma base ortonormal positiva da
distribuicao canonica de contato A, sem nenhuma particularidade adi-
cional. Uma tal base é chamada adaptada a distribuicao.
Considerado como subconjunto de C?, A tem uma estrutura

complexa. Tiramos vantagem disso escrevendo
f=ifi & fi=-if (2.1)
A este referencial corresponde uma base dual de co-vetores
{0', 6%, ¢’} € TS’

21



na qual ¢* é precisamente a forma de contato candnica de S?. Deno-
taremos por d a diferencial exterior e por D a derivada covariante em
S?’

As formas de conexao @ sao as 1-formas que desempenham o

papel de coeficientes das derivadas covariantes do campo com relacao
a mesma base. Ou seja, @‘g = <Dﬁ~, f;> e

3
Df. =Y f;®] (2.2)
j=1

Derivando < i, f3> = 0, vemos que @g + q)é- = 0 (anti-simetria).
Da particular escolha de f;;,p = £ (p) = iz e da unicidade das
formas de conexao, encontraremos algumas relagoes.

Como dz = Id, temos
afs =i (Fio' + fo* + 30"
= dfy =i’ + fop' — 2¢°

na qual foi usado 2.1.
Sendo z perpendicular a S?, e D f;; a projecao de d f;; em T'S3,
segue que
Dfs = —fi¢* + f2¢'
De 2.2 e da anti-simetria, temos
Dfs = i%5+ [0

22



Comparando as duas expressoes anteriores obtemos da unicidade
de D
ol = —¢?
5 ¢ (2.3)
B o

Analisaremos agora as equacoes de estrutura de S?:

4

3
dg'  + ZCI);-/\W = 0 (primeiras)
j=1
3 i=1,2,3 (2.4)

J

3
Ao’ + Z@};/\@? = Q. (segundas)
k=1

\

onde % = ¢' A ¢/ sao as formas de curvatura riemanniana de S38.

Substituindo 2.3 nas primeiras equacoes de estrutura, obtemos
At + (P53 + ¢°) N> =0
de® + (1 — ¢*) A o' =0
dg® — 20" N> =0

Substituindo 2.3 nas segundas equacoes de estrutura, chegamos

dds — 20" N p? =0
do' + (@3 +¢*) A > =0
de® + (7 — ¢*) A" =0

8veja, e.g., M.P. do Carmo, O Método do Referencial Mdvel, IMPA.

23



Eliminando as repeticoes, a conclusao é que as equacoes

’

dot +
dp? —
de® —
| dP) —

(@3 + ¢°) A ¢
(5 + ¢°) A o'
20" A ¢
20" N ¢

(2.5)

exprimem as restrigoes impostas sobre a escolha da base {f1, fo, f3}.

Note a troca ®? = —®1.

2.3 Angulo de Contato para S C S®

Seja S uma superficie imersa em S®. Num ponto de S, a interseccao

entre o plano tangente a superficie e um hiperplano da distribuicao de

contato é uma linha ou o préprio hiperplano®.

Uma distribuicao de contato é totalmente nao-integravel. Por

isso nenhuma superficie imersa em S pode ser tangente aos hiperpla-

nos da distribuicao A, exceto em pontos isolados. Caso contrario, A

seria integravel numa vizinhanca do ponto de tangéncia.

9A curva que é tangente & distribuicao de contato é chamada um né legendriano. O estudo

de tais objetos constitui grande parte do progresso feito recentemente em Variedades de Con-

tato. Este é um tema interessantissimo, mas que envolve conhecimentos profundos de Topologia

Combinatdria.

24



Seja
U={pesS | dm(A,NT,S)=1}

Pela discussao acima, U é um conjunto aberto e denso em S,
uma vez que dim (A, NT,5) = 2 implicaria a coincidéncia de um
hiperplano de Delta com um plano tangente a S. Portanto, em cada
ponto p de S podemos escolher um vetor unitario €; na interseccao
A, NT,S de modo continuo. Nos pontos ¢ ¢ U a escolha se da por

continuidade, i.e.,

€1(q) T lim é1(p)

p—q

Definido €], tomamos €3 como sendo o vetor normal a S em
p, e = e3x e € TS de modo que {€1, €3, €3} seja um referencial
ortonormal positivamente orientado em S® adaptado a S. Estendendo
esta construcao a todos os pontos de S, obtemos um referencial de
Darboux para uma curva, um né legendriano contido em S, uma vez
que €7 é tangente a curva. Note que €] esta unicamente determinado
a menos de um sinal.

Queremos estabelecer um vinculo entre o referencial construido
acima e o referencial { fi, ﬁ, f;:,} da seccao anterior. Como ﬁ e A

nao foi fixado, tomaremos

= def —

i = ea
Portanto, a definicao abaixo torna-se perfeitamente natural:

Definicao 2.3.1 (R.R.Montes/J.A.Verderesi)
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O angulo de contato ¢ para uma superficie € o angulo com-

plementar entre a distribuicao de contato e o plano tangente da su-

perficie.
[ )
Ou seja,
cos(p) = <§_: e§> = <f;;,,e_§>
Assim,
& = fi
€ = sin(p) fa + cos(p) fs (2.6)
¢ = —cos(p)fa+sin(p) fs
Invertendo,
fi = €
fo = sin(p)é& — cos(p)é; (2.7)

fy = cos(p)éz + sin(p)e;
Seja {61,62,63} a base dual de {é€i,é3,€3}, entdo, as relagoes

duais daquelas acima sao

4=
e = sin(p)p* + cos(p)¢? (28)
e = —cos(p)g?® + sin(p)¢>
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¢1 — 61
»* = sin(p)e? — cos(p)e (2.9)
¢ = cos(p)e? + sin(p)e
Obtivemos a relacao entre os dois referenciais e co-referenciais.
Na verdade uma rotagao no “eixo” ¢€j e angulo (§ — ) de um para o

outro.

2.4 Formas de Conexao de S C S

Agora que definimos {7, €3,€3} e {61,62,63}, queremos calcular as
formas de conexao Eji., confrontando as equacoes de estrutura deste
referencial adaptado a S com aquelas do referencial { fi, fé, f;,} e
{¢1, gb2,3} adaptado a A. A importancia das E;’s reside no fato de
suas diferenciais estarem relacionadas com a curvatura de S.

Sobre S, € = 0. Substituindo em 2.9 chegamos a

¢1 — 61
# = sin(p)e (210
¢* = cos(p)e’
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Calculando a diferencial de’ a partir de 2.8 e usando 2.5 junta-

mente com 2.10 obtemos

de* — sin(p) [P35 — cos(p)e?] Nel =0
de* + dp A e* —cos(p)Pi A€ + [1+sin’(p)| et Ae2 =0

(2.11)
Comparando a segunda equacao com
2 2 5 1 2 3 _
de+ Ef Ne + E5 N f =0
encontramos (note a troca E? = —F1)
E; = sin(p) [CID% — cos(p)eﬂ (2.12)

Para encontrarmos Ej e FE32, procederemos calculando Dé3, a
derivada covariante de S, e comparando o resultado com Deé3 = €1 Fa+
ésE3. De 2.6 segue

Dé; = —fi [cos(p)®3 + sin(p)¢?] + fosin(p) (dp + ¢') +

—|—f§, cos(g) (dp + ¢1)
Substituindo 2.10 acima e escrevendo na base {¢é1, €3, €3} através

de 2.7, encontramos

Dé; = —€; [cos(p)®) + sin®(p)e’] + € (dp + €')
logo,

{E§ = —cos(p) @5 — sin(p)¢’ (2.13)

E? = dp+ ¢
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Vamos agora escrever ®} em funcao de p e €. Desde que de? = 0

sobre S, avaliando a terceira equacao de 2.11 em (€3, €3),

0 = [dp® ¢ — ¢ Rdp—cos(p) (PR e — €' @ DY)+
+ (1+sin’(p) (€' @ — @€'

i)

i) = - dp(cfs)(;)Sin2(@ (2.14)

Para calcularmos ®}(€7) necessitamos do fato de ser S uma su-

perficie minima, i.e.,

EINE — B3Nt =2H N2 =0

— cos(p)Py A e +dp Ael =0
Avaliando em (€3, €5), encontramos
dp(e3)

cos(p)
Lembremos dos fundamentos da teoria das formas diferenciais:

Py(ei) =

(2.15)

calculando qualquer funcional em uma base determinamos este funci-

onal. Como € = 0 sobre S, temos

<I>% = @%(6_1)61 + @%(63)62
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dp(é3) 1 1+dp(é) +sin(p) ,

— (b]‘ =
2 cos(g) cos(gp)

(2.16)

Observacao 2.4.1

S poderia ser parametrizada por (z!, 2?), de modo que dz! = €!

2

e dx’ = €, entdo,
a 8 — —
dp = a—fldxl + a—;dﬁ = dp(e)e' + dp(ez)é?
L. Op Ly _ 9p
= Wl)=gr o W=7

Ou seja, dp(e1) e dp(és) sao derivadas parciais.

)

Tendo em vista a observagao acima, é interessante reunir 2.16,

2.12 e 2.13, escritos em termos de dp(e1) e dp(é):

Ey = tan(p) [pae' — (01 +2)€?]
By = —poe' + (14 p1)€? (2.17)
E} = (14 p1)e' + poe’

onde usamos as abreviagoes ; = dp(€;).
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2.5 Nova Caracterizacao do Toro de Clifford

Com as formas de conexao acima podemos calcular a curvatura de S

em funcao do angulo de contato. Utilizamos a equacao de Gauss:
dE? = ~ K N = N+ B} NE;
Usando 2.17 chegamos a
ENEFENE = —[(p1)* + 20100 + (92)°]€! A €
logo, (reescrevendo o coeficiente acima em termos do gradiente de p)
K = 1-|Ve+6? (2.18)
Temos ainda as equacoes de Codazzi

dE} + E3NE? = 0
dES + E3ANE} = 0
A segunda equacao é prontamente verificada na substituicao por

2.17. Por outro lado, a primeira nos fornece uma férmula para o

laplaciano

dpae' —(1491) €]+ [— (14p1)e' —pae’] A{— tan(p) [p2€e' —(p142)€”)]} = 0
— Vi = —tan(p) ||V + 26| (2.19)

As equagoes 2.18 e 2.19 sao o resultado principal deste capitulo.

Em 2.18, temos a curvatura gaussiana de uma superficie minima imersa
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em S? em funcao do angulo de contato. Em 2.19, uma equacao diferen-

cial parcial, nao-linear, que deve ser satisfeita pelo angulo de contato.

Suponha que p # 3 e que p ¢ constante, entao, por 2.18 K =0
sobre S3. A unica superficie minima em S? com curvatura identica-

mente nula é o Toro de Clifford. Isto prova o seguinte teorema
Teorema 2.5.1 (R.R.Montes/J.A.Verderesi)

O Toro de Clifford ¢ a tinica superficie minima imersa em S?

com angulo de contato constante.

)

Suponha que g esteja limitado ao intervalo 0 < p < 5. Neste
intervalo tan(p) > 0 e por 2.19, V?p < 0. Como S é compacta, pelo
Lema de Hopf 3.1.2, o deve ser constante. Portanto, K =0e S é o
Toro de Clifford. Isto prova o

Teorema 2.5.2 (R.R.Montes/J.A.Verderesi)

O Toro de Clifford € a tnica superficie minima compacta em S?

com angulo de contato p restrito ao intervalo 0 < p < 3.

)
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Se p estd limitado a § < p <, temos a mesma conclusao.
Teorema 2.5.3 (R.R.Montes/J.A.Verderesi)

O Toro de Clifford é a tinica superficie minima compacta em S?

com angulo de contato @ restrito ao intervalo 5 < o < .

)

Note que a EDP 2.19 tem uma singularidade em o = 7, que
ocorre justamente quando o plano tangente a S coincide com a dis-
tribuicao de contato Delta num certo ponto. E um problema em
aberto resolvé-la. Suponha que K # 0. Se conseguissemos inver 2.18,
substituindo em 2.19 obteriamos uma EDP capaz de (possivelmente)
resolver a conjectura de Lawson. Se conseguissemos provar que tal
EDP nao tem solucao, estariamos provando a inexisténcia de uma su-
perficie minima imersa em S? com K # 0. Se conseguissemos uma
solucao, teriamos meios de construir um contra-exemplo a conjectura.

A idéia apresentada neste capitulo, foi utilizada por seus criado-
res, R. R. Montes e J.A.Verderesi, para investigar superficies minimas
em S°. Um dos resultados obtidos foi uma prova muito mais simples
do seguinte teorema de classificacao:

O Toro de Clifford e a Esfera Totalmente Geodésica sao as
linicas superficies minimas legendrianas em S° com curvatura gaus-

siana constante.
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Capitulo 3

Apéndice

3.1 O Lema de Hopf

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional com elemento de
volume dv € A"(T*M). Em contextos gerais, a divergéncia de um
campo X é definida como sendo a funcao tal que Lxdv = (V - X)dv
sendo o operador Lx : N"(T*M) — N\"(T*M) a derivada de Lie com
relacdo a X; o gradiente de uma fungao real é o (tinico) campo vetorial
definido pela relacao (Vf,Y) = df(Y) = Y(f), para todo campo Y.

Em coordenadas temos:




1

"0
V'X:Za—fwondexzw,.--,é”)
=1

Lembremos o classico teorema abaixo (na verdade um corolario

do teorema de Stokes)?:
Teorema 3.1.1 (Green)

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional compacta e
sem fronteira com uma forma-volume dv. Para todo campo vetorial
X sobre M temos

/V-de: X—=dv=0
M oM

onde — significa a contracao da n-forma dv com o campo X.

)

Entre o laplaciano, gradiente e divergente, verificam-se as se-

guintes relagoes:

Vif=V-(V)f (por definicao)

V- (fX)=X(H+[V X (3.1)

Ipara maiores detalhes veja, e.g., S. Kobayashi, K. Nomizu, Foundations of Differential Geo-

metry, vol. 1, John Wiley & Sons inc.
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V(fg) = fVf+9gVg+2(Vf Vg) (3:2)

Uma funcao h é dita harmonica se V2h = 0 sobre M. Funcoes
harmonicas tém amplas aplicacoes em Analise Complexa, Fisica e etc.
A importancia do teorema abaixo esta, entre outras coisas, no fato
dele afirmar que a menos das fungoes constantes, M (nas condigoes

abaixo) nao possui nenhuma func¢ao harmonica.
Teorema 3.1.2 (Lema de Hopf)

Seja M uma variedade riemanniana n-dimensional compacta
sem fronteira. Se f é uma funcdo real diferencidvel, tal que V*f > 0

sobre M, entao f € constante.
Dem.:

Seja X = V f. Pela definicao de laplaciano e pelo teorema 3.1.1,

/VQfdv:/ V- Xdv=0
M M

Por hipétese, V2f > 0 sobre M. Segue da igualdade acima que nees-
sariamente V2f = 0.
. , . f2
Usando agora a propriedade 3.2 e o pardgrafo anterior para <
obtemos

_ 2 f_2) _ 2 2
O—/MV <2 dv—/MfZBidv—F/M|Vf| dv

logo, Vf = 0 e portanto f é constante.
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Observagao 3.1.1

Temos a mesma conclusio se trocarmos V2 f >0 por \V& <0

no teorema acima.

()
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Capitulo 4

Geometria Finsleriana

4.1 Definicoes e Propriedades

Sejam M uma variedade diferenciavel e T'M seu fibrado tangente.

Definicao 4.1.1

Uma funcdo F : (IT'M —0) — R ¢é dita uma métrica Finsler
se € uma funcao tal que, para cada x € M, a restricao F, de F' a fibra

T.M ¢é um funcional de Minkowsk:.

()

Definigao 4.1.2

Um funcional de Minkowski ¢ uma funcio F, : (T,M —

{0}) — R, que apresenta as sequintes caracteristicas:
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(F1) (Regularidade:) F, € de classe C™;

(F2) (Homogeneidade positiva:) Fy(AX) = |\ F,(X), VA#£0, X €
T.M:

(F3) (Convexidade forte:) o tensor gij Lt %a@jﬁgﬁgj, chamado de

tensor fundamental, ¢ definido positivo ¥(z, X) € TM — {0}.

Uma variedade é finsleriana se existe um funcional de Min-
kowski em cada espaco tangente, que varia suavemente em toda secao

nao nula do fibrado tangente.

Definicao 4.1.3

Seja T : [a,b] — TM, T'(t) = (u(t); fl—f(t)) uma curva suave na varie-

dade finsleriana M, entao,

b _
e d
comprimento de T’ = s < / F <u; _u) dt (4.1)
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1 9%(F?)
20Xi10X3°

pensada como uma métrica riemanniana generalizada, uma vez que

de onde seguiria g;; = Entao, a métrica de Finsler pode ser
depende também da direcao X. Mostraremos ainda nesta seccao que
4.1 esta bem definida.

De um outro ponto de vista, podemos encarar a definicao 4.1
como um problema em Caélculo Variacional. A principal aplicacao dos
espacos de Finsler encontram-se, na verdade, em problemas de analise
funcional.

Vamos justificar e/ou comentar cada uma das restrigoes sobre
F', indicando suas origens.

(F1) é esperado ja que queremos tratar com variedades dife-
renciaveis.

(F2) é uma condi¢ao necesséria e suficiente para que a integral
4.1 seja independente da escolha do parametro ¢, i.e., para termos
um comprimento de arco invariante sob reparametrizagoes. (Afinal, é
desejavel que o comprimento de uma curva nao diminua se a percor-
rermos mais ou menos rapidamente.)

Algumas conseqiiéncias de (F2) surgem a partir do teorema

abaixo, o qual desempenhara um papel central.
Teorema 4.1.1 (Euler)

Seja ¢ uma funcgao real sobre R"™, diferencidavel para todo X = 0.

As sequintes condicoes sao equivalentes:
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o ¢(cX)=c"¢(X), Ve #0 (homogeneidade de grau r)

° ZXiaa)?i =71

Dem.:

A implicagdo de cima para baixo com 7 = 1 (que é o caso de

interesse) segue facilmente de uma derivagao com respeito a c.

[ )

Segue-se, portanto,

;X = F (4.2)

Derivando esta expressao em relacao a X’ obtemos

. OF
2 X xiaxi ~° (4.3)

Sendo 4.3 vélida V.X = 0, deduzimos a identidade

o’F —

Derivando duas vezes ambos os membros da equacao que define

(F2) em relagao a X', deduzimos
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oF o or

8Xi(x’/\X):(9Xi(x’X)’>\>0 (4.5)
O*F L1 0°F ,
axiaxi &AM = Y gxigng X) A0 (4.6)

A condicdo (F2) afrma que g;; tem o mesmo valor ao longo uma
linha \X € T,M , 0 que motiva o seguinte: considere que o grupo R*
age sobre T'M por uma dilatacao em cada fibra. Restrita a TM — 0
esta acao é livre e regular. Passando ao quociente, obtemos o PT' M, o
fibrado tangente projetivisado, que tém esse nome porque as fibras de
PTM -5 M sao espacos projetivos de dimensio m — 1 (m = dimM)
(logo, dimPTM = 2m — 1), e cada trivializacao local ¢; : 7~ 1(U;) —
U; x R™ corresponde a uma trivializacao ggz cp Y(U;) — Uy x RP™ L,

Cada elemento de PT'M pode ser pensado como um vetor que
definiria a linha ou como o seu complemento ortogonal deste (um
(n — 1)-hiperplano). Podemos identificar PTM com o conjunto dos
elementos de contato de M.

Mudando a perspectiva para T'M propriamente dito, lembre-
se que uma métrica riemanniana sobre M associa (suavemente) um

produto interno a cada espaco tangente T,.M. Por outro lado, uma

43



métrica finsleriana atribui uma familia de produtos internos

Z gij(x, X)dz' ® da’

i,]
a cada T, M, pois o que (F2) significa é que temos um produto interno
para cada direcao. A reciproca é verdadeira. Se for dada uma familia
de produtos internos, dependendo suavemente de x e nao nulo em

59ij
0X*k

simétrica em i, j e k, entao construimos uma métrica finsleriana por

T'M — 0, invariante sob dilatacao de X e tal que é totalmente

F(z,X)= ) gijla, X\)X'X (4.7)
isj
Vé-se facilmente que esta defini¢do é coerente com (F1-F3). A
equacao 4.11 que deduziremos abaixo comprovara que esta relacao é
completamente natural.
Se u', 1 < i < m sdo coordenadas locais sobre M, um vetor
tangente nao nulo pode ser expresso como

m

X = ZXi%, com algum X" # 0
i=1

Os u', X"’s sao coordenadas locais sobre T'M, que podem ser extendi-

das a coordenadas locais sobre PTM se identificarmos AX" ~ X*. 4.5

mostra que % ¢ uma funcao homogénea de grau zero em X"'’s, sendo

funcooes sobre PT'M.
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A condicao (F3) tem como conseqiiencias a existéncia da trans-
formacao de Legendre e que a desigualdade de Schwarz é valida para
F2. De fato, sejam &, 77 € T,M e X € R, entdo,

0*(F?)
- 0X'0XJ

P(F?) o,

i X +
]

62(F2) .

1,]

(2, X) (€ + M) (€ + Np) =

i

0%(F?) S
+2>\Z (z, X)Em + N\ n’

0Xi0X7

Esta expressao nao possui nenhum zero real a menos que & + A\ = 0.

Impondo que o discriminante seja maior ou igual a zero, chegamos a

IX'DX)
0*(F?) i P(E?) i
L ox0X ’X)w] | [ axiax) o X
(4.8)

Simplesmente derivando F2, obtemos

L) _OF OF . OF
20X0X7 ~ 0X19X] ' 0X9Xi

Usando a defini¢ao de g;;, deduz-se portanto a expressao 4.7,

(4.9)

gracas ao teorema de Euler.

Multiplicando por X7 e somando, segue de 4.2 e 4.3 que
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2( 12
0°(F?) F@F

aXzaXJ oXi (4.10)

Multiplicando agora por X’ e somando, usamos novamente 4.2

para obtermos

2 2
> g XX =< ;XgX) X'X7 = F? (4.11)

(compare com 4.7).

Através de 4.10, reescremos 4.9 como

LR 1 (< B0 L (5 B0 Y
20Xi10XI  4F? - 0XioX"h - O0X10XF

’F
r 2t
0X'0X
(4.12)
32
XT0X7)
(TM — 0) e avaliamos a forma quadratica acima nas varidveis £'’s,

Resolvemos esta equagao para zys+7, fixamo-nos no ponto (z, X) €

a?F . o 1 82(F2) . o
- - e — 000 R S e
L[y O e
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Agora aplicamos a desigualdade de Schwarz 4.8 com 7' = X' e

4.11 para deduzirmos que

O*F

o 1 O*F?
- - ic] >

X 2 axigxs L X)Ee 20
(4.13)

onde o sinal de igualdade ocorre se e somente se { = \X.
A parte relativa a igualdade na frase anterior é o que nos inte-
ressa agora, pois ela mostra que a matriz hessiana de F' tem um ntcleo

unidimensional (composto pelos multiplos de X ), logo,

_’F
OX70X7 (2,X)

tem poston — 1 (4.14)
Aplicamos entao um conhecido teorema sobre funcoes convexas
para justificarmos o titulo de (F3): F(z, X) ¢é uma funcio conveza
nas varidveis X', i.e,
X+Y. 1 . .
) <5 [P %)+ P, )]

Decorre facilmente disto (e da homogeneidade) a desigualdade trian-

F(z,

gular para F"

F(z, X +Y) < F(2,X)+ F(2,Y)
O que mostra que F' é de fato uma “métrica”:
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Definicao 4.1.4

Uma métrica num espaco topologico M ¢ uma funcao d : M X
M — R satisfazendo:

(d1) d(p,q) = 0, ed(p,q) =0 p=gq, Vp,q € M;
(d2) d(p,q) < d(p,r)+d(r,q), Vp,q,7 € M (desigualdade triangular)

()

4.2 Forma de Hilbert

Seja (v,Y) um outro sistema de coordenadas sobre PT'M. Entdo,
temos

m .
ov'

Yi = X

j=1
logo,

OF = OF o
oXk — JY" ou”

_ oyt
axk
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Portanto, a 1-forma

" OF . TOF . et
du' = —dv" = PTM
i=1 oX! ! i=1 o™ ’ v e

¢ independente da escolha de coordenadas locais, estando intrinseca-
mente definida sobre PT'M.

Definigao 4.2.1

A 1-forma o acima € chamada de forma de Hilbert

Queremos definir a derivada exterior. Para tanto, devemos notar
que, sendo o uma forma diferencial sobre PT M, este é um elemento
de T*PT M, o “fibrado cotangente do fibrado tangente projetivizado”.
Este é o palco da geometria de Finsler. Para introduzir coordenadas
neste espaco, representamos uma forma diferencial sobre PT M por

uma forma em 7'M, com as propriedades adicionais:

1. ser invariante por dilatacao das variaveis X', e
m

. ;0
2. a contracao com o campo g X X ser nula.
i=1

Deste modo, a diferenciacao exterior sobre PT'M pode ser obtida

por uma diferenciacao formal em T'M.
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De fato, sejam (u’, X?), i = 1,...,m coordenadas locais de PT' M,

onde os X’ sdo coordenadas homogeneas. Seja

o= Z (fidXi + gidui)
i=1

uma 1-forma sobre T'M tal que seja invariante por multiplicagao es-

calar em X' e

m i P
a (ZX ax@) =0 (4.15)

entao,

m

> (A + 1l D) = D (FOKUO + 1001

logo,
( m
d X = 0
i=1
= 4 fi(AX) = %fi()z% A#0

\ gi(u, AX) = gi(u, X), X£0

onde a primeira equacao é decorrente de 4.15.
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Sem perda de generalidade, suporemos X™ # 0. Entao,
m m—1
) Xk
Zfz‘XZ =0 = fm= _kaﬁ
i=1 k=1
Logo,

m—1

a = Y (frdXF)+ frdX" + ) gidu
=1

O que comprova ser a uma 1-forma definida sobre a projetivizacao do

fibrado tangente.

Definicao 4.2.2

Sejam

=3 A (4.16)



i def

€ = qh.du® (4.17)

k=1
Dizemos que {e1,...,en} € um referencial mdvel ortonormal
sobre o fibrado tangente de PTM, T(PTM), e que {e',... e} € o

co-referencial dual em T*(PTM), se sao satisfeitas as condigoes

(ortonormalidade) (e;, e;) Z plglkpj = 0ij
Lk=1

(dualidade) ¢/(e;) = 527
[

A condicao de dualidade é equivalente a

ZPZQI =4} (4.18)
ou a [ ‘Z} = [qﬂ_l.

Tomamos um referencial 4.16 de modo que

oF . 1.0

7

= ~du' = m = —X'—
€ 2 ity = e e ;F 5

(Observe que em conseqiiencia do teorema de Euler na forma 4.3, de
m

fato verificamos Z plg"m=1)
=1
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Ou seja,

. OF ;X!
W=pxr ¢ =T

o que, usando 4.18 produz

Zq,‘f‘Xk:O,paraazl,...,m—l (4.19)
k=1

oF
Zanpﬁ—O,paraazl,...,m—l (4.20)

Lembre que de acordo com 4.5 e portanto ¢, ¢ homogénea

, BX“
de grau 0 em X.

Vamos agora derivar a forma de Hilbert €” = « sobre PT M,

N O’F 2F
da = de™ = ———du' ANd dX7 A du®
o= et = ) Gt +ZaXaan !
Invertendo 4.17, obtemos du’ = Z p};ek , logo,
k

de™ = Z uzanZp]plej/\E —I—Z (ananprde/\gl>
i k=1 1

(4.21)
A idéia agora é “por em evidéncia” os €'’s na equagao acima.
Baseando-se na expressao que “sobra”, encontramos as formas de co-

nexao w,', cuja expressao devera ser a mais geral possivel capaz de
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satisfazer 4.21. Fazendo isso, e invocando-se a unicidade de tais 1-

formas, somos levados a seguinte

Definicao 4.2.3

dof - O’F -t (OF - O0*F
no= — Z*dXJ -2 - — X‘7+ m
o ;[ Popxioxi T F (aw oxXiow ) €
m—1 m aQF
Q7 b b
+ Y| X (rirdgs ) ¢+ e (1.22)

b=1 Li,j=1

ondea=1,....,m—1.

A

As funcoes indeterminadas A, introduzidas acima deverao ser
simétricas com respeito a troca de indices, esta sendo a unica restrigao,
podendo ser tomadas arbitrariamente.

Impondo que na geometria nao tenhamos torgao e que certas
relagoes de compatibilidade com a métrica sejam satisfeitas, S.S. Chern,
em seu conhecido artigo' “Local Equivalence and Euclidean Connec-
tions in Finsler-Spaces, Science Reports Tsing Hua University, vol.5
(1948), 95-1217. calculou tais A\y’s (além de introduzir as idéias a

cerca de PTM neste contexto), provando sua unicidade sob estas

!Publicado também em Shiing-Shen Chern Selected Papers, vol.II, Springer-Verlag 1989, 194-
212
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condicoes. Mostrou que estas parecem meras generalizacoes das co-
nexoes de Christoffel-Levi-Civita na geometria riemanniana, e resolveu
certos problemas de equivaléncia em geometria finsleriana.

A deducao de tais funcoes nao é tao dificil a partir de onde
estamos (usando as equagoes de estrutura de M), mas foge do objetivo

deste capitulo. A titulo de informacao, daremos sua expressao:

1 P O’F O’F
®= 75 2; [papb (G”m T oxiow ax@am)}

onde

Gijm = Z

ks

PBF )
Il S r XX (aus ZX 8X58u’“>
Ly PBEF .\ X 9F O°F
OX0X'0X] = F 0w 0X10XJ

No seu trabalho, S.S. Chern calculou todas as formas de conexao

w; (que nao usaremos). Em sua homendgem,

Definicao 4.2.4

As I-formas w), com a escolha de Ny acima compéem a co-

nexao de Chern.

)
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4.3 Estrutura de Contato

Teorema 4.3.1

Os conjuntos de 1-formas

{Z(gjkka) | j= 1,...,m}

k=1

m

Z(P{gjkka) | i=1,....m—1
=1

sao linearmente independentes.

Dem.:

Suponha que existam Aq,..., A\, € R, nao todos nulos, tais que

MY (gudXF) 4+ A Y (grrd XF) =0
k=1 k=1
0

Contraindo ambos os membros com o campo 355 chegamos a

/\191j+---—|—>\mgmj=O,Vj=1,...,m

Considere a matriz (g;;) e o produto matricial
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—

A Atgir+ 0+ Angm 0

9ij = 5 =1

Am AMGim + -+ AnGmm 0
Interpretando (g;;) como a matriz de um operador no R", a igual-
dade acima nos diz que o vetor ()\;) # 0 estaria em seu nucleo. Por-
tanto, (g;;) seria uma matriz singular. Mas isto seria uma contradigao
ao fato do tensor fundamental g;; ser definido positivo. Repetindo o

raciocinio anterior para o segundo conjunto, chegaremos a

Pl 9ij : =

Por 4.18, vemos que a matriz produto (pf ) -(gij) € ndo singular.

Logo, 4.23 s6 é possivel se \; =0, Vi =1,...,m.
[

O teorema a seguir ilustra o que talvez tenha sido a inspiracao
de S.S. Chern.

Teorema 4.3.2

= IF
A 1- Hi def .
forma de Hilbert « X

1=1

du’ define uma estrutura de

contato sobre PT M.
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Dem.:

O que temos a mostrar é que a A (do)™ " # 0. Com a definicio

4.22, temos que

doo = de™ = € Awy' (4.24)

logo

m m—1
a A (da)" ' = +(m—1)! /\ei /\ Wl
i=1  a=1
Substituindo (4.22) na iltima expressao, Notamos que qualquer
m

termo que possua algum €' sera concelado no produto com /\ €', segue

i=1
que

m -1 m
m— ; . O’F
Oé/\(dOé) 1:Z|Z(m—1)'/\€ /\ E pédek
=1 a=1 7,k=1

Pela definigao de g;;, e por 4.20, temos

oL 0PF L 1 [ OF OF L
j;lpéanandX - F]; [pj <gfk_anan> dX]
= N OF "\ OF
- 3 )+ (S ) (S )
Jik=1 j= k=1
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entao,

-1

a A (do)" ! = i@ /\ei /\ Z (PgjedX")

i=1  a=1 |jk=1
Lembre que na definicao das formas ¢’ 4.17 nao aparecem dX/’s.

Por isso e pelo lema anterior, o conjunto

m

e Z(pégjkka) | i=1,....m,a=1,... m—1
J,k=1

é linearmente independente, e portanto, a forma volume a A (da)m_1
é £ 0.
[

Uma conseqiiéncia do teorema de Euler, a relacao 4.2, nos per-
mite reescrever o comprimento 4.1 de uma curva I' como a integral da

forma de contato, e portanto um invariante da estrutura de contato
de PT'M:

comprimento de T' = fab F (@; %) dt

b ;OF ( du
— fa[ | X@Xi (u, dt)] dt

2

_ /FO‘
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Teorema 4.3.3

O campo e,, € o campo de Reeb da forma de contato.

Dem.:

Que afey,) =1 e que e, é unitario decorrem das “condigbes de

dualidade e ortonormalidade” (acima de 4.18). Para ver que da(e,,, ) =

m—1
0, basta lembrar que da = de™ = Z e’ Awy' (de 4.24)

a=1

)

A interpretacao de que a geometria se passa em PTM e a de-
finicao do referencial moével 4.16 foram cruciais na teoria desenvolvida
por Chern. Como a projetivizacao do fibrado tangente de qualquer
variedade diferenciavel sempre apresenta uma estrutura de contato,
a escolha do co-referencial tal que €” fosse a forma de contato, e
portanto e, o campo de Reeb, é algo, até certo ponto, ébvia. O
aproveitamento da estrutura de contato em contextos gerais tem sido
usada tacitamente em vdrios contextos. Este é mais um exemplo bem
sucedido.

Num contexto analitico, a forma de Hilbert é conhecida desde
1900 e esta relacionada com o ultimo dos 23 “problemas de Hilbert”.
Além dos teoremas de Chern, esta 1-forma se relaciona com o seguinte:

considere a familia de ideais algébricos
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{a,da}, {a A (da)Q} e {a A (doz)n_l}

gerados pela forma de contato. Um fato que nao estamos considerando
é que PT M em si é uma variedade riemanniana com a métrica natural
induzida pelos g;;’s. Em () mostra-se que, com respeito ao operador
de Laplace-Beltrami sobre PT'M, as formas dos ideais anteriores tém
autovalores (n — 1),2(n — 2) e assim por diante. Ou seja, estdo na-
turalmente “quantizados”. E uma questao em aberto relacionar este
fato com qualquer problema fisico

A teoria de Hodge sobre formas harmonicas é um dos traba-
lhos fundamentais em geometria riemanniana global. Seu resultado
principal diz que “sobre uma variedade riemanniana compacta sem
fronteira, toda classe de cohomologia possui um unico representante
harmonico”. O ingrediente principal desta teoria foi, é claro, a de-
finicao de laplaciano em termos do operador estrela de Hodge e do
co-diferencial. D.Bao e B.Lackay® extenderam a formulacao do opera-
dor de Laplace em variedades com estrutura finsleriana por intermédio
de um detalhado estudo do operador estrela de Hodge sobre PT'M.
A titulo de ilustracao daremos o principal resultado obtido com esse

laplaciano:

2D. Bao, B. Lackay, Special eigenforms on the sphere bundle of a Finsler manifold, Cont. Math.,

vol.196, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1996, pp. 67-78.
3D.Bao, B. Lackay,A Hodge decomposition theorem for Finsler spaces, C.R.Acad.Sci. Paris, 45

49-123 (1997)
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Teorema 4.3.4

Sobre uma variedade finsleriana compacta orientdvel, toda classe
de cohomologia tem uwm unico representante harmonico. A dimensao
do espaco de todas as formas harmonicas de grau p € o p-ésimo niumero

de Betti da variedade.
[

4.4 Geodésicas

Como comentado anteriormente, a origem dos espacos de Finsler esta
associada a problemas analiticos. A determinacgao da equacao de uma
geodésica v(t) = (u'(t),...,u™(t)) percorre o caminho do Célculo
Variacional.

O funcional de Minkowski F(u, ‘Zl—?;) é uma fungao definida so-
bre T'M, logo, podemos encard-la como uma lagrangeana. Esta in-
terpretacao coloca a nossa disposicao todo o ferramental do célculo

variacional. Em particular, temos as equacoes de Euler-Lagrange:

d(OF\ _oF
dt \ ou’ out
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m
Para cada campo vetorial X = Z ¢'e;, existe o seu equivalente
i=1
no espaco co-tangente, dado por

m m
P (L) o (129
k=1 \i=1

Este é o isomorfismo entre TM e T*M induzido pela métrica,
analogo ao caso riemanniano.

A condigao (F3) assegura a existéncia da transformagao de Le-
gendre, que mapeia F': TM — R em uma funcao hamiltoniana cor-
respondente H : T*M — R. Sem maiores detalhes, informamos ape-
nas que H desempenha um papel de uma “métrica dual” no fibrado
co-tangente, totalmente simétrica a F', satisfazendo as propriedades
e condicoes a que F' esta sujeita. Existem artigos nos quais toda a
geomatria finsleriana é apresentada em T*M ao invés de em T'M.

Como em qualquer problema mecanico, temos um “momento”

associado ao “sistema” (M, F') dado por

OF  dY;,  OH

Y — = = 4.2
"o ¢ s ou’ (4:26)
e a seguinte relacao:
OF OH
- = —— 4.27
ou’ ou' (4:27)

Substituindo 4.27 em 4.26 e usando a relacao 4.11, segue-se que
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hok=1
dY; 1 = 0
— Z Ihk oy (4.28)
ds  2F ou’
hok=1
Suporemos que a curva esteja parametrizada por um parametro
duy _
tal que F'(u, %) = 1.

Na geometria riemanniana, tem-se os “simbolos de Christoffel
do primeiro tipo” definidos por

1 (0gin | Ognk  Ogri
Fin = 2 <3uk T ou T ou

No nosso caso em que gp; também depende da direcao, tomamos
a mesma definicao. Como

aer O°(F?) g O*(F?)  Ogu
Ik = X hOXF ouF — OX'OX'OXF  oub
temos que
L Ognr,
Lipp = =———
"k

(4.29)

Agora substituimos tudo (4.25 e 4.29) em 4.28, usando que Y =
‘Cll—? em 4.25. Obtemos
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Zgz‘jﬁj + Z Tt =0 (4.30)
=1 h=1

Portanto, concluimos

i+ Y Tyt =0 (4.31)
hk=1

m
onde I}, = Z Ty, sdo chamados de “simbolos de Christoffel do
i=1
segundo tipo”, e [¢¥] = [g;;].
Este é um resultado analogo ao ao do caso riemanniano, entre-
tanto, g;; = ¢;;(u, %) o que complicara consideravelmente as equacoes

diferenciais envolvidas.
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Capitulo 5

Aplicacao: Luz em Meios

Anisotropicos

A comparacao entre uma funcao real definida sobre campos vetoriais
(ou seja, sobre o espago tangente & variedade) e uma lagrangeana é
mais do que conhecida. Apesar disso, nos dias atuais ainda surgem
novas aplicagbes (ou as vezes mera reinterpretagoes) baseadas nessa
idéia tao antiga.

No caso de sistemas fisicos onde ha isotropia, a interpretacao do
formalismo lagrangeano para obter a equacao descrita por um raio de
luz remonta & Fermat. No caso anisotropico, apenas em 1994 foi publi-
cado! um modelo que extende essa interpretacao ao caso anisotrépico.

Sistemas como cristais liquidos, substancias magnéticas, materiais sob

LA. Joets, R. Ribotta, A geometrical model for the propagation of rays in an anisotropic inho-

mogeneous medium, Optics Communications 107 (1994) 200-204.
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tensao, entre outros, sao exemplos de onde este modelo pode vir a ser
utilizado?.

Analisaremos o modelo, e em seguida o aplicaremos ao caso es-
pecifico de cristais liquidos com a presenca de um defeito topolégico.
Deduziremos os resultados obtidos por C. Satiro e F. Moraes®, comen-
tando e analizando a possibilidade de generalizacoes.

As condigoes que devem ser satisfeitas por um sitema éptico ne-
cessarias a viabilidade da aproximacao da Optica geométrica sao que
os comprimentos tipicos sejam “grandes” comparados ao comprimento
de onda da luz monocromatica, que o meio nao seja ativo nem absor-
vente, e a polarizacao desconsiderada. Os calculos serao realizados
para o caso bidimensional. Para que estas andlises possam ser ex-

tendidas a realidade tridimensional é necessario que o sistema fisico

apresente uma simetria cilindrica.

2Dado o interesse tecnoldgico e comercial dos cristais liquidos, é surpreendente que uma idéia

tao “corriqueira” sé em 1994 tenha sido aplicada a este contexto.
3C. Satiro, F. Moraes, A liquid cristal analogue of the cosmic string, Modern Physics Letters

A, vol.21, No.2 (2006) 1-5
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5.1 O modelo de Joets/Ribotta

O principio de Fermat afirma que o comprimento optico entre dois
pontos dados é o menor possivel. Em um meio caracterizado pelo

indice de refracao N o comprimento 6ptico é dado por

b b dr\” dy 2
o= [ [ (%) (4

No caso em que N depende somente do ponto (z,y), o raio de luz

v(t) = (z(t),y(t)) é prontamente interpretado como uma geodésica.
Vamos analisar o método variacional no caso mais geral em que ha

uma dependéncia também na diregao.

5.1.1 Interpretagao Dinamica

Considerando . = N ’

deverao satisfazer as equacces de Euler-Lagrange correspondentes:

oL d (OL\
%‘E(%)‘
oL d (OL\
3 (3) -
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Introduzindo L e desenvolvendo os calculos chega-se ao seguinte sis-

tema de equacoes acopladas:

( A d’z A d?y
gz T ARG ‘Yomoza T ogos dt
@(@)2+%*N%%y ON
e e =5, =0
(%) + (%)
9 (5.1)
A d’z A d?y 0°N dzx 02N dy
20z T A2q2 Toragdr T ogogdt
B+ EES _ov
+ 4 2 dx 2 _a_ 0
\ (5) +(#) y
em que usamos as abreviagoes
dz ON dx)2
. O?’N N+ 255 (E) N
012 a2 (a2 o 2
@+ (%) @+ (%)
2
PN N 2N (%) N~
Ao + dt 0§ _ _
0 (ay? ()" Toay2, (0]
t dt (%) + (‘i’)
da 9 dy N dr) (dy
A:A:aQNJFE@_y'er_?%_ (t)<t>N
2 2! 00y (@)Z_F (@>2 2 )2 2
at (%) + (7

Gostariamos de isolar as segundas derivadas. Para tal, a maneira
usual é escrever o sistema 5.1 no modo matricial
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<A11 A12> (%) -

An Ap )\ %)

para entao multiplicar a esquerda ambos os membros da equacao

acima pela matriz inversa [Aij]_l obtendo as derivadas fjltg e Cclng em

funcdo das outras funcoes e das primeiras derivadas & ks dt Note que

se N = N(z,y) (somente), o sistema todo simplifica-se bastante.
Fisicamente, um indice de refracao local depende somente da

direcao do raio de luz, e nao do moédulo de sua velocidade. Traduzindo

isso matematicamente, temos

dr dx dx dx
V(a5 ) = (@ G )
e., N deve ser uma funcao homogénea de grau zero. Logo, L =

serd uma funcao homogénea de grau 1, valendo assim o te-

orema 4.1.1 de Euler exposto acima, bem como suas conseqiiéncias.
Dentre as quais esta 4.14, que diz que o determinante da hessiana

desta lagrangeana devera ser nulo. No nosso caso, ¢ facil ver que

Logo, a matriz [A;;] ndo pode ser invertida. Isso ocorre mesmo no caso

isotropico.
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5.1.2 Interpretagao Geométrica de Joets/Ribotta

A idéia agora é associar o elemento de comprimento éptico

= N (o), . ) | . )|

com o elemento de comprimento de arco finsleriano

ds = F ((x,y), (%, £)> dt

Essa identificacao é possivel, pois as condigbes (F1-F3) estao

em correspondéncia com as hipoteses acerca do sistema. Entao asso-
ciaremos um espaco métrico ao sistema fisico em questao, no qual a
métrica em cada espaco tangente provém do indice de refracao local

multiplicado pela norma euclidiana do vetor tangente ao raio de luz.

dr dy dr dy dr dy

—, — 5.2
D 62
A informacao a respeito da velocidade de propagagao no meio

esta, portanto, sendo levada em consideracao pelo modelo. Poderia
falar-se em uma “geometria gerada pelo sistema fisico”.

Reinterpretando o principio de Fermat, obtemos que a luz devera
_10%(F?)

propagar-se por uma trajetoria geodésica. . Usando que g;; = 535557

calcularemos as geodésicas desta geometria: chega-se a
dz\? dy 2| 9N dx ON
— — — +N|(N+4——
() ()] 25w ()
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dz\? dy | 9N dy ON

d_x 2_|_ d_y i 82N_|_2N 8_N_|_8_N
dt dat ) | 9idy Yo TV o

O préximo passo é calcular os simbolos de Christoffel. Impondo

gi2=gn =(1+N)

que a curva esteja parametrizada pelo comprimento de arco, substitui-
mos tudo na equagao das geodésicas. Algumas paginas depois chega-se

ao seguinte sistema de equacgoes:

( dy 12N n2( 82N 82N dz ON  dy ON
2o (NP (1917 (55— 50 ) + o o — 3 5
2 . 12,92 2
at N [N+ (2N + 24
1 [(dz)? 0N | dvdyoN| _
+N |:(dt) ox + dt dt ay:| =0
X o (5.3)
dx 120N 12 9N O“N dy ON dx ON
2y (NP L) [I917 (- 20 )+ 4 g2 - e o) |
42 . 2 2
dt N [N+ (S5 +24)]
2
1| (dy) oN | dedyon| _
+N [(dt) 8y+ t dt JI] =0

2
onde [|¥] = \/(Z—f)? + (%) . Este é o sistema que generaliza as

equacoes da trajetéria de um raio de luz no caso riemanniano.
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5.2 Luz em Nematicos com Defeitos Topolégicos

Por causa de sua forma alongada, cristais liquidos nematicos apresen-
tam propriedades épticas dependentes da temperatura. Nao apresen-
tam nenhuma ordem na posicao relativa de suas moléculas quando em
altas temperaturas. A medida que a temperatura vai diminuindo, o
sistema atinge uma fase em que as moléculas estao ainda desordenadas
mas alinham-se paralelamente umas as outras. Adquirem, portanto,
uma certa simetria orientacional. Durante o processo, falhas nesta es-
trutura sempre ocorrem. Surgem entao os defeitos topolégicos. Dentre
os mais simples de serem tratados analiticamente estao as disclinacoes
e os vortices, os quais sao classificados como defeitos lineares.

Nos vértices, as moléculas estao contornando um eixo de si-
metria, enquanto que nas disclinagoes as moléculas “emanam” deste.
Gracas a esta simetria axial, estes defeitos podem ser estudados bi-
dimensionalmente. Disclinagoes sao modeladas com a utilizagao de
campos vetoriais radiais, e vortices como perpendiculares aos anterio-

res.4

4Note o seguinte: sé estamos interessados na direcdo destes campos. O sentido dos vetores
é irrelevante uma vez que estes representam moléculas “sem cabega”. Cada molécula pode ser
pensada também como um elemento do espaco tangente projetivizado PT M, em que a variedade
M seria o meio tridimemsional em que o cristal liquido esté confinado. No caso especifico do artigo
de Joets/Ribotta, M é tomada simplificadamente como R? ou uma vizinhanga neste. Apesar de ser

esta uma comparagao tao 6bvia, nao foi encontrado na literatura nenhuma mencao a esse respeito.
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Buscamos descrever a trajetéria da luz no meio. Para tal, o
ponto de vista de um observador fixo parece ser mais adequedo. Pela
simetria da disposicao molecular, torna-se mais conveniente a uti-
lizacao de coordenadas polares.

Considere o raio de luz passando pelo ponto (r,6) e um referen-
cial movel paralelo ao do observador neste ponto. Sejam (3 o angulo
entre a direcao do raio e uma molécula, e ¢ o angulo entre um eixo de
referéncia e a molécula.

Se y = y(x) descreve a trajetéria do raio em coordenadas retan-

gulares, o angulo entre o raio e o eixo sera arctan( ?), logo,

areta(0) = 0 4 ¢

Em coordenadas polares, a derivada acima torna-se

dy % S1n9+7“ ; cos 0
dx ‘fl—f ‘j{t’ cosf — Tflf sin 6

Sejam np e ng os indices de refracao ordinario e extraordinério
respectivamente. Born/Wolf em seu livro “Principles of Optics, Per-

gamon Press” mostram que

N = \/nQO cos? B+ nZ sin? 3 (5.4)
Agora temos de escrever cos (3 e sin § em funcao de r, 0,7 e 9, 0

que é um bom exercicio de trigonometria. Para simplificar, definimos
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uma constante auxiliar

d
(0 def arctan 22

x
entao,

d
tng = =2 e B=¢+¢

Usando as seguintes identidades trigonométricas:

, tan 7 sin 6 + 76 cos 0
siny = = :
/1 4+ tan? v 1]
1 cosf — rfsin 6
cos ) = =

1+ tan?v a 1]
sin 3 = sin cos ¢ — sin ¢ cos ¥

cos 3 = cos ) cos ¢ + sin ) sin ¢

onde ||7]| = V72 4 1202, chegamos a

1 : :
sin § = IE [(r sinf 4 160 cos 0) cos ¢ — (7 cos — rfsin 6) singb}
gl
1 : :
cos § = T [(ﬁcos@ — r0sinf) cos ¢ + (7sin @ + rf cos 6) singb}
Y

Neste ponto entra a informacao sobre o defeito topolégico. To-

marernos
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¢ = 0 para disclinagoes, e ¢ = 0 + § para vortices

Apos a substituicao em 5.2 e 5.4 e mais calculos, seguem o0s

resultados surpreendentemente simples:
F? = n2r? + n%r?0* para a disclinagao
F? = nZr?0 + nir? para o vértice

Com os quais conclui-se, entao que a métrica é riemanniana nos dois

casos:
2
_[(no O o
(gij) = 5 o para a disclinacao
0 nyr
n2E7“2 0 o
(gij) = 5 para o vortice
0 np

5.3 O Tensor de Cartan

Esse comportamento nao finsleriano foi atribuido, por Satiro/Moraes,
ao “alto grau de simetria do defeito estudado”. Entretanto, esse re-

sultado, nos motivou a indagar:
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e Para quais configuracoes moleculares a geometria seria nao-riemanniana?

Uma idéia obvia é a seguinte: Uma vez que, no caso rieman-
niano ¢;; sé6 dependeria da posicao (r,§), uma derivada com respeito
a 7 ou 0 daria uma “medida” de quanto a métrica se afastaria de
ser riemanniana. Entretanto, a realidade é um pouco mais sofisti-
cada... Em contextos muito mais gerais, tem-se (com a notagao da

primeira secgao) a seguinte

Definigao 5.3.1

Sejam
g B PP
R L 9XI9XI0XF

Entao,

A= Z Aijkdui ® du’ @ du®
i,J,k=1

¢ chamado de tensor de Cartan .

)

Note que A;j;, = %g)gg{c, logo, g;; depende apenas da posicao T se,

e somente se, todas as componentes A;;;, anulam-se, i.e., a geometria
¢ riemanniana se, e somente se, o tensor de Cartan é nulo. Mais uma

vez, o teorema de Euler 4.1.1 sera o centro das atencoes:

Teorema 5.3.1

7



As componentes do tensor de Cartan satisfazem a relacao

Zm:X’fAijk =0
k=1

Dem.:

Da condigao de homogeneidade (F2), temos que
F2(#,2X) = N F?(z, X)

Derivando sucessivamente em relacao a X' e X7, segue facilmente
def 2 2 ’ ~ ~
que o tensor fundamental g;; = %% é uma funcao homogénea

de grau zero em X. Basta agora derivar em relacao a A a equacao

i (Z, )\X) = ¢;;(Z, X) para obtermos

Zxk (a)\gw (7, \ X' Zng)géyk ZXkAwk
[ )

Teorema 5.3.2

Em dimensao 2, a geometria € riemanniana se, e somente se,

PF?
acxrp = U

Dem.:
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Pela simetria de A;;, em relacao aos indices, temos

{AQH = A121 = A112

(5.5)
A221 - A212 - A122

Do teorema anterior, seguem as seguintes relacoes, validas para

todo X1, X2 € R:

X'A1p1 + X?Ap = 0 (5.6)
XA + X%Asn = 0

Suponha que Aj1; = 0, usando 5.5 e 5.6 conclui-se que as outras

componentes anulam-se.

Refprocamente, se g;; depende apenas de (z', z?), temos Ay =

7t =0,
[
Portanto, a resposta a nossa questao devera vir com a analise
3 F2 . . c 7 s
de 2 8(7;3 ) Abaixo apresentaremos alguns passos intermediarios
Usando
(2 = N2
= N1l
i) _ gdr
\ or o 2dt
oz (n2 —n2)sin(26)%
\ Or - E ) or




encontramos

O(F? y
(87“ ) = (n2 — nO) Sln(25)— || H + 2d7tnN2
e
L RFEY e (08 N?
2L —nZ) aF (ofl (—) cos(28) + R

| 325 54 ap
( (1920

(5.7)
e finalmente,
1 P 86 dr&ﬁ
,O38  dro’8 0 98\’
{—| 4 3d—ia—§+a—ﬁ- [3—2|v|2 (8—5) ”sm@m
(5.8)

Até este ponto, nao foi levado em consideracao nenhum fato par-
ticular a respeito da funcao 3. Apesar de complicada, esta equacao nos
revela uma surpresa ao substituirmos o “3” modelado no problema,

para o qual temos
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(08 _ _ v d0 _ 9

or wﬁdt or
} 28 _ o odoar 9%

or? M”‘*dtdt Or2

%6 2r dO ||1.2112 dr\ 2 0]
[ 77 = rd {HVH —4 (%) ] —o

Lembre que no problema em questao, ¢ representava o angulo
entre o eixo e a molécula de cristal liquido, concentrando toda a in-
formagcao sobre o defeito topolégico. Nao ha nenhuma razao para se
esperar uma dependéncia desta variavel com a taxa de variacao da
distancia ao eixo do defeito. Portanto, o dltimo fator nas expressoes

. . 2 3
acima deve ser desconsiderado, 22 = (0 = a—f = 8—.(5.
> or or or
Apéds mais uma seccao de calculos, encontramos que, usando

(98 _ __r do

o I
¢ 82_5 —  2r _dbdr

or? ||WH4 dt dt

00 = )2 - g (&)’
L 07 = e |17 i

a equacgao 5.8 ¢é identicamente nula, pois os coeficientes das funcoes

trigonométricas anulam-se:
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( 0] 2 92
255 + 131 52 =0
{
1 03 | drd*8 | 2 (08>
| SIRI G 35 5 32l (5) | = o

Entao, no caso especifico de um cristal liquido, que foi o sistema
estudado por Joets/Ribotta, e com hipdteses assumidas, a geome-
tria “gerada” por F = N || é sempre riemanniana, in-
dependentemente da configuracao molecular, contrariando o
artigo, o qual afirma ser finsleriana. Para que o modelo “gere” uma
geometria finsleriana, é necessario que ¢ dependa, ao menos de 7, po-
dendo depender ainda de 6 (isso pode ser determinado calculando-se
os outros A;j).

Vale ressaltar que toda a discussao acima é bidimensional. Esta
em aberto realizar qualquer coisa em dimensoes maiores. Para inves-
tigar o tipo de geometria, a idéia seria a mesma, mudando apenas
a quantidade de componentes A;j;, a considerar e o tamanho das ex-
pressoes envolvidas.

Apesar de tudo, o resultado acima nao invalida totalmente o
mérito do artigo. A reeinterpretacdo de L = N ||| para F = N |||
produziu um sistema de equagoes diferenciais mais simples (compare
5.1 com 5.3, no qual as segundas derivadas ja estao naturalmente
isoladas). Aparentemente, esta diferenca ocorre porque num caso mi-

nimizamos um funcional diretamente, enquanto que, na deducao das
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equacoes das geodésicas, utilizou-se o formalismo hamiltoniano.

Mesmo num ambito bidimensional, ainda cabem as indagacoes:

e Existe algum outro defeito topoldgico ou meio fisico no qual as
hipoteses feitas sobre o raio de luz mantenham-se validas, em que
seria justificavel um dependéncia ¢ = ¢(7)? Neste caso, 5.8 pode
dar condicoes para que a geometria fosse riemanniana. Ou ainda
uma trajetéria particular na qual a geometria “sentida” pelo raio
de luz fosse riemanniana, mesmo que tivéssemos uma geometria

finsleriana.

e Existe outro sistema fisico (fora da 6ptica) no qual pudéssemos

mapear as equagoes acima?
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Conclusoes e Comentarios Finais

Tratamos de assuntos que fogem totalmente do curriculum comum
de qualquer fisico e até matematico. Apesar de simples, os topicos
abordados nao sao de modo algum, de facil acesso. A literatura é
escassa e estd quase sempre mergulhada em contextos muito mais
avancados e gerais.

Se tomarmos a data de publicacao como uma medida do quanto
algo é recente, podemos afirmar que este trabalho atende plenamente
ao critério da “atualidade” ao qual uma dissertacao de mestrado esta
sujeita. Gostariamos de ter feito um texto muito mais amplo, mas o
tempo dedicado a digitagao nao foi suficiente.

Vérios problemas em aberto nas areas de Geometria e Topologia
podem ser relacionados com o “angulo de contato”. Para um fisico é
interessante mencionar que em qualquer contexto fisico, nao ha ainda
uma interpretacao para tal invariante geométrico.

Um aspecto pessoal interessante foi ter descoberto ao longo do
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trabalho que as estruturas de contato sao muito mais ricas que as
simpléticas, apesar destas ultimas serem muito mais famosas. Infeliz-
mente, s6 conseguimos tardiamente material sobre os trabalhos de Lie
sobre transformacoes de contato em EDP®.

A Geometria de Finsler é algo que os fisicos estao descobrindo
agora. A opiniao do autor é que a tendéncia natural é a de surgirem
varios artigos em diferentes areas que tentarao generalizar a geometria

6

envolvida, de riemanniana a finsleriana®. Até que ponto isto trard

progresso cientifico real é uma incégnita. Potencial para tal existe. *

Ter estudado tais temas foi acostumar-se com a solidao...

5Fica a sugestdo para alguma futura dissertacio de mestrado que queira abordar as origem do
modelo de Huygens ! Serd mais facilmente feita e interessante que esta. Nao deixe de abordar
as transformacoes de Béacklund e talvez o método do espalhamento inverso em véarios contextos
fisicos.

6Fenémeno parecido ocorreu com a “dlgebra geométrica” ou “algebra de Clifford”...

"Devo admitir que esta parte final era inicialmente apenas um exemplo, que s6 foi abordado pela
necessidade de ter-se um “exemplo de utilizagao na Fisica”. Entretanto, cresceu tanto que, mesmo

resumido, dividiu-se em dois capitulos e me poupou de tratar de assuntos muito mais dificeis.
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