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Resumo

Padrdes complexos séo frequentemente observados em diferentagfiesdisicos, tais como, o
movimento de uma interface entre dois fluidos ndo misciveis, eletrodeposigamaddc dinamica da
interface € controlada pelo gradiente de uma fungéo potencial, a quEzatesjuagéo de Laplace. Re-
centemente, uma ferramenta importante da analise complexa, a equacéo der|_teew sido utilizada
para estudar problemas de crescimento laplaciano em duas dimensdesudas gedavras, a equacao
de Loewner ¢ uma equacao diferencial de primeira ordem para a evaemforal da transformacéo
conforme que leva o “dominio fisico”, onde se da o crescimento, em um “domiatematico” que
se asemelha ao dominio fisico inicial (ou seja, aquele existente antes de cornpegaesso de cres-
cimento). Nesta tese, primeiramente apresentamos uma deducao alternativmgcioede Loewner
para dois casos considerados recentemente na literatura em quesinmpas crescem no semiplano
superior ou na geometria do canal. Nosso método de obtencéo da ededgd®wvner é baseado na
transformacao de Schwarz-Christoffel entre os planos matematicos emddaiges de tempo infinite-
simalmente préximos. Em seguida, estendemos o formalismo da equacao detparrestudar uma
clase mais geral de problemas de crescimento, em que agora tem-se @agwamga interface envol-
vendo uma regido de area crescente. Em nosso modelo de crescimentfaegmessui certos pontos
especiais, chamados de cristas e vales, onde o fator de crescimento &inmo m&m minimo local,
respectivamente. A regra de crescimento do modelo € definida em termogasdeccevas poligonais
que crescem no plano matematico. Para as duas geometrias de interessplans superior e o canal,
deduzimos a correspondente equacdo de Loewner que governarecding interface. Varios exem-
plos de evolugdo temporal de interfaces séo discutidos, tanto no caso eeteuewsna Unica interface,
seja com uma ou varias cristas, quanto no caso de mdltiplas interfaces deesiteultaneamente. Em
particular, o conhecido efeito de blindagem, onde uma das crista avangadismue as outras, € nor-
malmente observado para o caso de interfaces ndo simétricas. Uma linparagho qualitativa é feita
entre nossos resultados e alguns padrdes observados em experimento

Palavras-chave: Equagéo de Loewner, crescimento laplaciano, dindmica de interfacescio de
padrées.



Abstract

Complex patterns are often observed in different physical phenomediaas the evolving inter-
face between two immiscible fluids, electrodeposition, etc, where the interfaeanics is driven by
the gradient of a potential function, which in turn satisfies Laplace equatiecerRly, a powerful tool
from complex analysis, the Loewner equation, has been used to study Lapdgoi@th problems in
two dimensions. Briefly said, the Loewner equation is a first order diffelegization for the confor-
mal mapping that maps the “physical domain,” where the growth is taking plaae;' mathematical
domain” that resembles the initial physical domain (i.e., before growth hachpelyuthis dissertation,
we first present an alternative method, based on the Schwarz-Clelistahsformation between the
mathematical planes in two instants of time infinitesimally close, to derive the Lo@goetion for the
problem, recently considered in the literature, of slit-like fingers growingoth the upper half-plane
and in the channel geometry. We then extend the Loewner-equation forntalsody a more general
class of interface growth problems. In our growth models, the interfacegn&srcspecial points, called
tips and troughs, where the growth rate is a local maximum and a local minimurectiesfy, and the
growth rule is defined in terms of a polygonal growing curve in the mathemati@aé. We derive the
corresponding Loewner equation for both the upper half-plane and iohéwenel geometry. Several
examples are discussed, such as a single interface with one or more tips as mveltiple interfaces.
In particular, the so-called “screening effect”, where one of the tipsesuatpead of the other ones, is
typically observed in the case of nhon-symmetric interfaces. A comparison éetowe findings and
results on fingering experiments is briefly made.

Keywords: Loewner equation, Laplacian growth, Interface dynamics, Pattern formation



CapPiTuLo 1

Introducéao

Fendbmenos de crescimento estdo presentes em diversogiéipm®cessos fisicos, por
exemplo: formacgéo de cristais, eletrodeposicédo quimaraydcao de dedos viscosos, etc. A
ubiquidade e a complexidade dos padrdes formados nesasagi&s, tem motivado muitos es-
tudos que procuram entender 0s processos que acontecemmagdio dessas estruturas. Esses
processos, de ndo equilibrio, tem motivado o desenvoltmramferramentas matematicas no-
vas, ou a aplicacdo das existentes com o propdsito de entaedleor como se formam essas
estruturas, e fazer modelos que descrevam da forma maio§igivel os padrdes observados
na natureza.

Uma descri¢ao de varios tipos de padrées pode ser feita emgate uma superficie que
se desloca devido a um processo de transporte externo kilidsides na superficie. Em mui-
tos casos, esse processo de transporte pode ser descrito pampo escalar que satisfaz a
equacdao de Laplace dando origem ao chamado crescimerdoitap. A rapidez com que se
desloca essa superficie esta relacionada ao gradientsplctieo campo escalar, como des-
creveremos a seguir. Exemplos de crescimento laplaciamito estudados na literatura e que
descreveremos a seguir, incluem a formacéo de dedos viseasoma celula de Hele-Shaw
[1] e o fenGmeno de agregacao limitada por difuséo [2].

1.1 Dedos Viscosos na Célula de Hele-Shaw

A formacéo de dedos viscosos € um tipo de crescimento laplacjue se refere ao apareci-
mento e a evolucgéo de instabilidades que ocorrem no destmtare dois fluidos viscosos em
um meio poroso. Essa instabilidade, na maioria dos cas@stedationada com variacdes de
viscosidade entre as fases. O cenario mais convenient® eatado de dedos viscosos é dado
pela célula de Hele-Shaw [1], a qual consiste de duas placagith paralelas com uma pe-
guena separacao entre elas, de larpueantre as quais os fluidos acontece o escoamento como
mostrado na Fig. 1.1. Essa montagem é usualmente utilizadagstudar as caracteristicas
bidimensionais do escoamento. A formac¢ao de dedos vise@soélula de Hele-Shaw se da
guando um fluido mais viscoso (e.g. 6leo) € empurrado pooduido de viscosidade menor

3



1.1 DEDOS VISCOSOS NA CELULA DE HELE-SHAW 4

Figura 1.1 Formacdo de dedos viscosos em uma célula de Hele-Shaw.

(e.g. ar), que é injetado por uma das extremidades da cétuta ilustrado na Fig. 1.1. No re-
gime de fluxo laminar (fluidos com nimero de Reynolds pequeee 1), as forcas inerciais
sdo despreziveis em relacdo a forca de viscosidade. Nesseacaquacao de Navier-Stokes
pode ser reduzida a seguinte expressao

HO?V(x,y,2) — Op(x,y,zt) =0, (1.1)

ondep € a viscosidade p(x,Y,zt) é corresponde a pressédo entre os fluida$xgy, z) corres-
ponde ao campo de velocidades. Considerando fluidos incesipess, ou seja

O-v(x,y,z) =0 (1.2)
a Eq.[(1.1) se reduz ao laplaciano da pressao
O2p(x,y,zt) = 0. (1.3)

Entéo, a pressdo no dominio do ar € constante e é fixada coohm zen por convengao. As-
sim, na regi&o do 6leo, a pressao satisfaz a equacéo de €aBlp(x, y, z t) = 0. Desprezando-
se a tensdao superficial, a presdo € nula na interface Oleteanos entdo um crescimento Ipla-
ciano. Consideramos as coordenadas como mostrado na Eigssih o escoamento sera
paralelo as placas, no plaryg, e a largura da célula fica na direcd@om os fluidos confina-
dosentrez=0ez=bh. As Egs.|(1.2) € (1/3) séo validas em trés dimensdes, podessm
ser feitas umas consideracdes adicionais para aplicalgearaetria quase-dois-dimensional
da célula de Hela-Shaw. Assumindo que a velocidade dos $liédrero nas placas, isto €
vz(0) = 0 ev,(b) = 0, e fazendo uma média da equacéo de incompressibilidé)eailongo
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da separacéao entre as placas, temos

/ 0.vdz _%+% Ve(b) —V2(0) _ 9% | 9y (1.4)

oy T b x oy
ondeVy e Vy sdo as médias entre as placas, das componetes das velsaidaddirecdes e
y respectivamente. Note que EQ. (1.4) mostra que a condi¢cémcdmpressibilidade valida
a Eq. (1.3) para a aproximacao da célula de Hele-Shaw. Adibitente, assumimos que as
componentes das velocidadggx, Y, z) e vw(X,Y,z) possuem uma dependéncia parabolica na
direcaoz
Vi(X,¥,2) = —viz(z—b), i=xyY, (1.5)

ondev; denota a resisténcia média ao escoamento entre as placsn@®utilizar a depen-
déncia parabdlica das velocidades para determinar a médiadd componente da velocidade
entre as placas:

b2
Vi = b/ Vi(X,y,2z) dz= b viz(z—b) dz= ViE' (1.6)

A seguinte consideragéo%‘g %—Z‘g paraj =Xy, tal que a Eq. (1.1) se reduz a

9%

Substituindo Eqg. (1.5) em Eq. (1.7), e finalmente utilizafdp (1.6) encontramos a Lei de
Darcy para o escoamento na célula de Hele-Shaw:

X
<

y

Figura 1.2 Escoamento entre duas placas paralelas separadas a uma dist@mice@elas. As setas
indicam o campo de velocidadeés
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Figura 1.3 Estrutura DLA gerada por uma solucéo de sulfato de cobre em uma céklgtmeleposicdo

1.2 Agregacao limitada por difuséo (DLA)

Outro exemplo de crescimento laplaciano é o fenbmeno degagé® Limitada por Difu-
sdo (DLA, do inglés “diffusion-limited aggregation”). O [BLé um processo no qual particulas
submetidas a um passeio aleatorio formam agregados. gsstetagregados foi estudado por
Witten e Forrest [3], observando o aglomeramento produaadesfriar um vapor metalico. O
modelo proposto em 1981 por Witten e Sander [2], considecaimente uma particula lo-
calizada na origem de uma rede. Posteriormente uma segarétzufa € liberada a partir de
um local arbitrario, a uma grande distancia da origem. Emtihiqula avanca aleatoriamente até
atingir uma posicao adjacente da particula inicial. Quanplarticula atinge uma posicéo adja-
cente da que esta localizada na origem, ela entdo passa pdazedo agregado de particulas.
Posteriormente, outra particula € liberada a partir deaqadsicao arbitraria até que a mesma
faca parte do aglomerado, e assim por diante. Um crescirdesse tipo gera estruturas rami-
ficadas como a que se mostra na Figl 1.3. O modelo propostoiften\& Sander é aplicavel a
agregacao de qualquer sistema onde a difuséo é o meio gridgtiansporte. Em uma apro-
ximacdao discreta, pode-se pensar que as particulas sdenosgguadrados que se deslocam
em uma rede quadrada cuja constante de rede ¢é igual as aesfaadrado, tal que as parti-
culas preenchem a rede quando se colam entre elas. O cempactitala faz uma caminhada
aleatdria na rede. A probabilida@¥x), de que uma particula visite uma posi¢édo determinada
da redex (na regiéo exterior do agregado) satisfaz uma versao disteetquacao de Laplace
AQ(x) = 0 (comA = [0%). Essa probabilidade é zero no contorno do dominio formadiasp
particulas, ou sej® = 0, porqué a probabilidade para uma particula visitar um@adatrede
ja ocupado € nulo, ou seja, um ponto que faca parte do agldmgtee cresce, é zero. A velo-
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cidade local a qual o dominio cresce é proporcional a prtétdatle para um lugar péximo da
interface, mas do lado externo, seja visitado. Essa pridade € proporcional ao gradiente
normal discreto d€)(x), j& que a probabilidade é zero na interface. Assim, a vedoledocal
éVvn = Q. Durante o processo de formacao do agregado, este se ragnificarias escalas. A
probabilidade para uma particula fazer parte do agregadaid@ ma ponta dos ramos que no
espacgo que se forma entre eles, essa propriedade presetuddasnas escalas, é responsavel
pela natureza fractal dos DLA. A formacao de padrées queesupela difusdo de caminhan-
tes aleatorios pode ser observada em diversas situacdesmad eletrodeposicao e depositos
minerais. Hastings e Levitov [4] mostraram que os padréessggem nos aglomerados limi-
tados por difusdo podem ser obtidos teoricamente iteramg@snconformes estocasticos. Ou
seja, o0 crescimento é representado como uma sequéncia ds nwagormes. Posteriomente,
a utilizacdo de mapas conformes foi empregada em [5, 6] pass&ran que os padroes de DLA
podem ser obtidos simplesmante iterando transformacddsrores sem utilizar elementos
aleatorios.

1.3 Crescimento Laplaciano

Os fenbmenos mencionados acima pertencem a classe denpaslidenhecidos como cres-
cimento laplaciano em que o crescimento de um dominio, dalilm por uma interface, é
governado por um campo escadd, y, X;t) que satisfaz a equacao de Laplace

2(x, Y, xt) =0, (1.9)

sujeito a condi¢gBes de contorno apropriadas. A naturezaftki campo escalg depende
do problema especifico, por exemplo, no contexto da hidémiicea 0 campo escalgrcorres-
ponde a pressao, ao passo que em problemas de crescimertiolinpor um campo elétrico
a funcaog corresponde ao potencial elétrico. A evolucdo temporaitiface é definida
determinando-se a velocidade normal aos pontos da intertece o gradiente de elevado a
alguma poténcig

Vo~ |Oo(x,y;t)[™. (1.10)
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1.4 Modelos de Crescimento e a Equacao de Loewner

Reduzir o problema de crescimento a duas dimensdes fornecendmo mais favoravel
para o tratamento tedrico, porque isso permite utilizaeagaimentas matematicas das funcdes
analiticas. Nesse contexto surge o formalismo da equacBoedener, que utilizaremos nesta
tese e descreveremos detalhadamente no capitulo 2. Narsuddgdo mais basica, a equacao
de Loewner é uma equacdao diferencial de primeira ordem pgeaasformacao conforng(z)
que leva uma regido do plano fisizpara o semiplano superior de um plano matematick
importante mencionar, contudo, que a equacao de Loewmgnairnente surgiu, em 1923, em
um contexto de matematica pura, mais especificamente emabtepra de teoria de funcbes
univalentes conhecido como a conjectura de Bieberbach ¢7ina&s recentemente, a partir de
2000, com o desenvolvimento por Schramm [8] do formalismedglegacdo de Loewner esto-
castica, que se mostrou descrever varios problemas em iteedtatistica e teoria de campos
conformes, o0 método da equacéao de Loewner despertou osiseedes fisicos. Desde entdo
houve uma explosao de trabalhos nessa area, como podeieademelos varios artigos de
revisao recentes [9, 10, 11, 12, 13, 14].

A titulo de introducao histérica ao tema, faremos a seguia bneve exploracao do for-
malismo da equacgéo de Loewner, comec¢ando pelo contexto eralgsurgiu (conjectura de
Bieberbach), até chegar na equacado de Loewner e suas apicacd

1.5 Transformacdes Conformes e a Conjectura de Bieberbach

Na teoria de fun¢Bes analiticas de uma variavel complexayedeé um dominio como um
subconjunto conexo (ou seja, que pode ser comprimido a uto)da plano complexd.
Uma transformacéof, é dita conforme se esta leva um domibigz C, em outro dominio
D’ # C e além disso é uma transformacéo univalente (um para um) @serpa angulos.
Mais especificamente, $g € y» sao duas curvas no domirilbque se interceptam fazendo um
certo angulo entre elas, entdo, suas imadéps e f(y1) deverdo se interceptar com o mesmo
angulo no dominid’. Na pratica, isso quer dizer que a transformagdd — D’ é uma
transformacgé&o analitica e injectiva @nque tem derivada diferente de zero em todo ponto do
dominioD. O mapaf tem inversaf ~ que também é conforme [15].

O principal teorema sobre as transformacdes conformes@enta de Riemman, que nos
diz que o interior de qualquer domirlosimplesmente conexo, pode ser levado em um dominio
de referéncia, seja o disco unitailoou o semiplano complexé. Vale notar que o teorema
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nao diz nada sobre o comportamento do mapa no contorBo Mo obstante, neste trabalho
consideramos unicamente mapas cuja definicdo pode sedidsta contorno do dominid,
ou em otras palavras, dominios com contornos que séo clkdaEas.

Consideramos agora uma classe particular de mapas confdem&r® do disco unitario.
Sejaf a transformacéo que leva o domimo(uma regido no interior do disco unitario) em
qualquer outro dominio, tal que a transforma¢a&normalizada pof (0) =0e f’'(0) =1. A
classe de funcdesé a colegdo de fungddsdefinidas dentro do disco unitédra: |z| < 1} que
podem ser expandidas da forma

f(2) =2+ a2+ a3+ +an?". (1.11)

Para as funcdes da clasSeexiste desde 1916 uma conhecida conjectura, chamada jge-con
tura de Bieberbach, e se refere aos coeficiemtem expansao, que é exprimida como [7, 16]
Conjectura de Bieberbach

Os coeficientes da expansao (1.11) de qualquer fuh¢as satisfazem

lan| <n, Vn>2 (1.12)

Essa conjectura foi demonstrada por de Branges em 1985 sapuiuitos resultados parciais,
e passou a ser conhecida como o teorema de Bieberbach-de Bréanhgesis relevante dos
resultados parciais, no contexto desta tese, foi que Loewtreduziu em 1923 sua equagao
para provar queg < 3 [7]. Além disso, a equacdo de Loewner também foi importaate
demonstragao da conjectura de Bieberbach por de Branges [17].

1.6 Equacéao de Loewner

Vamos introduzir algumas definicdes que fazem parte do fiema de Loewner, que sera
desenvolvido com mais detalhe no Capitulo 2. Considere o gmablde uma curvl; que
cresce a partir da origem no semiplano superior do plano lexmp. Sejaw = g;(z) a trans-
formacé&o conforme que leva o dominio de interesse no @ancemiplano superior do plano
w, sendo a curva; levada em um segmento do eixo real, como mostra a Fig. 1.4.
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A extremidade livre da curva, denotada [p¢tr), a partir da qual o crescimento prossegue, é
mapeada no ponit) no eixo real do planw. Para determinar a evolugao temporal da funcao
0t(z), deve-se considerar o crescimento da curva durante ummpeqtervalo infinitesimal de
tempot. Sejadlt = g (M4 \t), que é levado no eixo real pgr;. Se 0 ponto extremo da
curva é levado ema(t + 1), entdog+r = grt o G- Ja que o resultado de aplicar o mapa; € o
mesmo de aplicar sucessivamente 0os mapasg); 1 podemos escrever a seguinte lei de mapas
iterados

G+t = 9rt[G(2)]- (1.13)

A partir da Eq. (1.13) pode ser mostrado que a tranformgg8atifaz uma equacéo diferencial
de primeira ordem dada por
(1.14)

Uma equacao analoga foi introduzida pela primeira vez pewnloer em 1923 para o caso
de curvas que cresciam a partir do circulo unitario, a qualfceer conhecida como a equacao
de Loewner radial. Por essa razdo, a Eq. (1.14) passou aseadh de equacao de Loewner
cordal, que descreve o crescimento de curvas no semipl@eoicu(o termo cordal refere-se
ao fato de que a curva pode ser vista como uma ‘corda’ corsxt@dmis pontos da fronteira
em um dominio simplesmente conexo, que no caso do semiptarespondem a origem e
0 ponto no infinito). Frequentemente, contudo, vamos nasiref Eq. (1.14) simplesmente
como a equacao de Loewner. A Eq. (1.14) é a forma mais corthdaei@quacao de Loewner
para a transformacap que leva uma curva no semiplano do plano compigxo

Em principio, qualquer curvB; que cresce no semiplano tem associada uma funcao real
a(t) que tenha continuidade Holder, cam= 1/2 tal que
at —s) —a(t)|

lim
s—0

<C (1.15)

como mostrado em [18].

z-plane w-plane

y(t)
n( %@

a(t)

Figura 1.4 Aplicacdo do mapa; para uma curva crescendo no semiplano.
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Para ver a relacéo da transformagii@om o crescimento laplaciano define-se a funcéo
potencialp(x,y;t), tal que ela satisfaz a equacéo de Laplade(x,y;t) = 0, na regi&o definida
pelo semiplano superior sem a cufya(ou sejaH\I't), e é constante digama@s= 0 ao longo
do eixo real e da curvB;. No instante, a transformacgég; leva y(t) emaft), e no instante
t+ 7 g leva a extremidade da curvdt + 7) no segment@(t) +ih no plano mateméaticuov.
Com a transformacég; definida como dito acima, a funcagx,y;t) corresponde ao eixo
imaginario no plano matematico. Se denotarmos o potenmmptexow = y +i¢@, ondey € a
fun¢@o harmonica conjugada gevemos que a transformacgdz) corresponde ao potencial
complexow, ver Fig! 1.6. Note ainda que o fato de o crescimento da curydamow da-se de
acordo com o segmento vertical implica que no plano fisickti@emidade da curva cresce ao
longo das linhas de gradiente do potengiét,y;t). Isso nos permite utilizar a transformagéo
definida pela funcég; para estudar problemas de crescimento laplaciano em duassbes,
como veremos mais detalhadamente neste trabalho.

O formalismo da equacao de Loewner pode ser usado para\d&sprecessos de cresci-
mento mais gerais, ndo se limitando ao caso das curvastdemurna. Na Fig. 1.8 vemos um
dominio limitado { representa a parametrizacao do referido domkgjpque cresce a partir
do eixo real no semiplano superifir do plano complexa denominado de plano fisico. O
dominioDy, correspondendo a regido do semiplano supéfiexcluindo-se o conjuntk; (ou
sejaD; = H\K;) ondeD; € chamado de dominio fisico. Como vimos acima, define-se no for
malismo de Loewner uma transform¢éo conforgn@) que leva o dominio fisic®; em H,

e leva o contorn®; no eixo real; vide Fig. 1.7. No instanter T, uma pequena regiad;

foi acrescida ao contornk, tal queKi;; = Kt UK;. Sob a acao dg;(z) o dominioK;,; €
levado em um pequeno domirkd no planow; vide Fig.'1.8. Por outro lado, por definicéo,
a transformacag; ¢ (z) levaK;;; no semiplano superior. Isso implica, como visto, que pode-
mos aplicar sucessivamente a transformagée entdo podemos escrev®rr = grt[0t(2)].
Fazendar — 0, como mostraremos no Capitulo 2, pode ser deduzida umadmd#erencial

gt+r
I ( 9 Ol s L

a) a(t+1)

Figura 1.5 Aplicagdes do mapg; para uma curva crescendo no semiplano superior.



1.6 EQUACAO DE LOEWNER 12

z-plane U w-plane
J(t+1)
y() W=we
¢=0_ Ir, w=G(29 |
\ - ‘h
0 a(t) Y

Figura 1.6 A transformacaagy; corresponde ao potencial complexe=  +i¢, tal que o crescimento
de uma curva no semiplano acontece ao longo das linhas de gradiented@agotenciatp.

para a funcdagy(z). De forma mais geral, a equagéo de Loewner no semiplano podétda
de [9]

.1 rp(wdw
ondep:(w)dw é a medida no eixo real que pode depender do tengp@® € o parametro que
controla o crescimento.

Fazendo
pr(w) =2mdw—a(t)], (1.17)

a Eq. (1.16) pode ser reduzida para o caso em que 0 cresciaeitece somente em um
ponto, ou seja qu&; € uma curva (ver Capituld 2). O crescimento acontece no @hto
sobre essa curva, vide Fig.1.5. Isso implica que a densjd@dg esta concentrada eatt),
como mostramos no inicio da secao.

Kt ¢ 1vd]

—_—

N\ ° -~

Figura 1.7 Aplicacdo do mapa; para um conjunto de pontos delimitados pelo contdtno

O+t
Kt o K2 Yt
Kt /\

Figura 1.8 AplicacBes sucessivas da transformagapara um conjunto de pontos delimitados pelo
contornokK;.
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1.7 Equacao de Loewner Estocastica

Oded Schramm estendeu o uso da equagéo de Loewner, intrdduzna funcaa(t) es-
tocastica na equacao (1.14) [8]. Como foi mostrado acimayapa(t) € uma funcao conti-
nua do tipo Hoder 12, obtem-se uma trajetoria continy@d) no planoz. Schramm percebeu
que sea(t) fosse uma fungcdo com incrementds = a(t + ot) — a(t),v ot > 0, aleatérios
independentes e indenticamente distribuidos, entdoetdra seria uma curva aleatéria sem
autointersecdes. O processo que satisfaz essa condicaceimento Browniano em uma
dimenséo

a(t) = vkB(t) (1.18)

onde(B(t)) =0, ([B(t + t) — B(t)]?) = |6t| e k € uma constante real. A equagéo (1.14) con-
sideranda(t) estocastico, é conhecido como evolugéo de Loewner estastevolucéo de
Schramm-Loewner (SLE). A SLE descreve curvas aleatoriassgjam invariantes sob trans-
formagdes conformes em duas dimensdes. A SLE permite ocedassas curvas diretamente
no continuo, mas usualmente, a partir de modelos discretoargas aleatérias em uma rede.
Dessa forma, a SLE apresenta as curvas aleatdrias comoasalietrescimento, ou seja, a
SLE da uma forma de acumular incrementos infinitesimaig@ieaente e gerar curvas que
corresponderdo aos aglomerados que surgem em diferentkedomiale rede bidimensionais,
gue dependendo do valor dgpodem ser:

* K = 6: contorno de aglomerados de percolacao [13, 19];

» Kk = 3: contorno de aglomerados de spins Ising [11, 20];

Kk = 4: explorador harmonico [11, 21];

Kk = 8/3: caminhadas auto-excludentes [11, 22].

Em outras palavras, as evolu¢cdes SLE podem ser utilizadasegtudar o limite conti-
nuo de interfaces em sistemas estatisticos na criticaidatd duas dimensées [11]. O caso
mais simples deste tipo de Evolucdes de Schramm-Loewnenk&ecmo como SLE cordal
(ou cadeias de Loewner). As cadeias de Loewner descrevesasogue unem dois pontos de
um dominio planar [23]. Contudo, nesta tese consideramosaapenaso deterministico da
equacéao de Loewner.



1.8 ORGANIZACAO DA TESE 14

1.8 Organizacao da Tese

No Capitulo 2 mostraremos algumas definicdes que sdo ndesssara deduzir a equa-
cao de Loewner na forma mais conhecida. Para isso, utilizerelnis métodos: i) através da
forma explicita do mape; i) via expanséo da férmula integral da transformacgéo devach
Christoffel para esse mapa. Mostramos que as solucdes dedeqima Loewner dependem de
uma fungéaa(t) chamada de fungéo forgante (do inglés “forcing”), cujappeuslades deter-
minam a dinamica de crescimento. Também ilustramos saugdméricas da equacgao para
dedos de largura infinitesimal crescendo no semiplano guper

No Capitulo 3, encontraremos a equacao de Loewnenpdedos e mostraremos solucdes
numericas e analiticas da equacdo de Loewner para dois demiés de largura infinitesi-
mal crescendo no semiplano superior. Das solugbes obsesvgque os dedos possuem um
comportamento asintético - «) que leva o crescimento dos dedos ao longo de linhas retas.
Mostraremos também solugdes numéricas para casos noD@@in extrema/(t) da curva,
nao cresce ao longo de linhas de gradiente.

No Capitula 4 estendemos o formalismo para deduzir uma equic&oewner genera-
lizada para uma interface no semiplano. Nesse caso, a régi@atada pela interface pode
ser vista como um dedo de largura finita, isto €, a largura ndwla diferente do caso de
crescimento de curvas. Mostram-se também algumas solngge&ricas para interfaces com
um ou mais pontos maximos locais (cristas), assim como patiglas interfaces que crescem
simultaneamente.

No Capitulo 5 consideramos a equacédo de Loewner para dedasgydeal infinitesimal na
geometria de um canal semi-infinito, e mostramos solu¢cde®nocas da equacado de Loewner
para o caso de um e mutiplos dedos crescendo no canal.

No Capitulo 6 estendemos o formalismo dos Capitulos |4 e 5 ea igora o problema
de crescimento de interfaces na geometria do canal. Nesseobéemos a equagéo de Lo-
ewner correspondente e mostramos varias solucdes desggieqara interfaces com uma ou
multiplas cristas, bem como para o caso de multiplas irdesf@&rescendo na geometria do
canal.

No Capitulo 7 apresentamos nossas principais conclusdes;drao algumas perpectivas
e possiveis desdobramentos para o trabalho iniciado messta t



CAPiTULO 2

A equacao de Loewner no semiplano superior

Neste capitulo utilizamos o formalismo de Loewner para dieduequacao que descreve a
dindmica do mapg; no caso mais simples (curvas que crescem no semiplano@)p&om
iSS0, veremos que € possivel descrever o comportamentoalewa que cresce no semiplano
superior. Mostramos algums casos para os quais podemasos@uanaliticamente a equacao
de Loewner, e também, exemplos onde utilizamos o método neoreescrito em [24], para
encontrar a trajetéria das curvas que crescem no semiplano.

2.1 Equacéao de Loewner para uma curva crescendo no semiplano

Nesta secdo, vamos deduzir a equacao de Loewner para uraacuples (arco de Jordan)
crescendo no semiplano superior [24]. Mais especificameatsidera-se o problema de uma
curva gue cresce a partir do eixo real €m 0 e avanca no semiplano superiéirdo plano
complexoz:

H={z=x+iye C:y>0}. (2.1)

A curva no instanteé é denotada por; e o ponto extremo da curva € chamadoyde, vide
Fig/2.1. A regido onde acontece o crescimento da curva é deadende “dominio fisico”,
sendo denotado pd®;, e corresponde a regido do semiplano superior obtida exidtse a
curvalt, ou seja,

O = H\ T (2.2)

Consideremos agora a transformagg@) que leva o dominio fisicdd;, no semiplano
superiorH de um plano complexo auxiliav, chamado de “plano matematico", ou seja, tem-se
w = g(2), onde

O : H\lN't — H, (2.3)

com a extremidade da curygt) sendo levada no ponta(t) do eixo real no planav; ver

15
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Fig.[2.1. A fungcday(z) também deve satisfazer a condigao inicial
0o(2) =z, (2.4)

ja que inicialmente o semiplano superior esta vazio. Aléssaliimpomos no infinito a cha-
mada condi¢ao de normalizag&o hidrodinamica

0t (2) =Z+O(’—;>, Z— oo, (2.5)
Depois de um tempo infinitessima) o pontoy(t) ocuparé a posicag(t + 1), que cor-
responde ao pontB na Fig. 2.1. A por¢do acrescida da curva durante o tem{egmento
ABC na Fig/ 2.1) sera levada pgi(z) em um corte vertical no dominig. A alturah do corte
esta relacionada ao parametro infinitesimatomo sera visto a seguir. Por conveniéncia de
notacdo, vamos representar o plano matematico no ingtaritecomo o plano complexd,
para distingui-lo do planw que representa o plano matematico no instanftemos entéo que
{ = gi+1r(2). A nova extremidade da curydt + 1), representada pelo ponBna Fig. 2.1 é
levada poig:+¢(2) no pontoa(t + 1) no planoZ, enquanto que os pontdse C sdo levados nos
pontosa(t+ 1) — v ea(t+ 1) + v, respectivamente. Seja agava= F({) a transformacéo que
transforma o semiplano superi®mno plano matematicar, como indicado na Fig. 2.1. Pode-se
escrever entdo a func@p, ;(z) em termos da seguinte regra de mapas iterados

Qe =F tog, (2.6)

ondeF ! é ainversa d&({) e o simbolo %” denota composig&o funcional.

Y (t+1)
AW B z-plane

A
C
I K y(t)

g g
w-plane t/ \ a —plane
P B F(Q) P

h
A‘ C A B C
a(t) a(t+t)-v  a(t+1) a(t+1)v

Figura 2.1 Planos fisico (plan@) e matematicos (plame e plano() para o crescimento de um dedo
(curva simples) no semiplano superior.
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A equacdo (2/6) define a evolugéo temporal do ntp(m, e a partir dela pode-se encontrar
a equacao de Loewner pagacomo sera mostrado a seguir.
Inicialmente vamos inverter a Eq. (2.6), obterggle- F o g, r, ou mais explicitamente

O = F(Gt+1)- (2.7)

A proxima etapa € determinar a funch¢l). Para isso, notemos qi€ () leva o semiplano
superior do plano complexd no semiplano superior do plano complexocom um corte
vertical. Por outro lado, o dominio no plamopode ser visto como um poligono degenerado,
de modo qué ({) é encontrada facilmente aplicando-se a formula de Sch@haristoffel [25]
dada no Apéndice A. Nesse caso obtemos

_ ¢ {—alt+1)
F(e)= K/a(t+r)_v VI —altt+T1)2—v2

dZ +a(t), (2.8)

onde a constanté é escolhida de modo a satisfagee= g ; no limite g;. ; — o que resulta
da condicéo hidrodinamica (2.5), e que em face de (2.7) pedessrita como

lim F()=2. (2.9)

{—00

Tomando agora o limité — o em (2.8), obtemos

{—

lim F(Z) = K/dZ
K{ (2.10)

que comparada com (2.9) resuka= 1, de modo que a transformac¢kd{) dada em|(2.8)
torna-se

G+t {—alt+T1)
=F :/ dd +af(t). 2.11
Ot = F(gt+1) w0y VT At T V2 ¢+a(t) (2.11)
Integrando a equacao acima tem-se
Ot+1
G = F(Gur) = /[T —alt+1)]2—v2 +a(t), (2.12)
alt+1)—v

e avaliando os limites de integracéo obtemos

O = \/[gt+r—a(t+r)]2—v2+a(t). (2.13)
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Note ainda, que como a imagemae € o pontaa(t) + ih, seque que = h.
Resolvendo (2.13) pag. ; temos

gre = /[0 —at) 2+ P at+1), (2.14)
ou ainda
h2
Ot+7 = [gt—a(t)]\/l+m+a(t+r). (2.15)

Vamos agora expandir a express&o acima até primeira ordem: em
h2

+§—gt—a(t) +at+1). (2.16)

O+t = g —a(t)

Por outro lado, as quantidadgs ; e a(t + T) podem ser escritas, em primeira ordem gm
como

O+t = gt+gTT7
at+t1) = alt)+a)r. (2.17)

Substituindo as expressdes acima naEq. (2.16) obtemos

1 h

= Sa—an +at)T. (2.18)

o7
Dividindo por 1 a expresséo acima e tomando o lintites 0, tem-se

_ o d
Ca—at)

O +a(t), (2.19)

onde foi definido o fator de crescimerdt) como

d(t) = lim =—. (2.20)

No limite g¢ — o, 0 mapag; deve satisfazer a condi¢éo hidrodindmica (2.5) em quaigser
tantet, ou sejag; deve satisfazer a seguinte condicao

lim ¢ = 0. (2.21)

gt—o0
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B z—plane w—plane
9,
A]C A B C
do ao

Figura 2.2 A transformacaa; leva o dominio sem o segmerd@C no planoz, no semiplano superior
w, onde o corte vertical € transformado no segm&®Be, no eixo real passando pag.

Assim, para satisfazer a condi¢cdo acima, vemos de (2.19 fuecdoa(t) deve ser tal que
alt) =0, (2.22)

ou sejaa(t) = ap. A funcdoa(t) € chamada de fungéo for¢cante. Usando a condi¢cdo dada na
Eqg. (2.22), obtemos finalmente a equagéo de Loewner para unva simples crescendo no
semiplano:

(2.23)

A equacdo (2.23) deve ser complementada com a condicaal i(ict).

A funcéod(t), determina a rapidez com que a extremidade da curva (“tigga no semi-
plano [26]. Por outro lado, assumindo gaig) [se ndo for constante] € uma funcéo crescente
det, sempre pode-se reescalar a coordenada temporal definindo

1
t:Ldmm (2.24)

tal que se tenhe(t’) = 1 e assim reduzir o problema a um fator de crescimento cdaestan

2.2 Solucdes Exatas e Numéricas da equacéo de Loewner

Nesta secdo estudamos solugdes exatas e numéricas deosdgibo@wner. Entre as situa-
¢Oes estudadas estdo: uma curva crescendo no semiplaniossgguindo linhas de gradiente
(o termo forgantea(t) € constante), e curvas que crescem com dindmicas deteasipath
funcdoa(t) que é prescrita a priori.

Como vimos, o caso de crescimento mais simples da equacaoesnénda-se quando
a funcdoa(t) é constantea(t) = ap, de forma que a curva deve crescer ao longo de uma
linha vertical que parte do eixo real e, como mostrado na Fig. 2.2 pelo coABC. Nesse
caso, podemos deduzir a forma gi€¢z) a partir da solucdo exata da equagdo de Loewner, e
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utilizamosg: para encontrar uma equacao da trajetdris), descrita pela extremidade livre da
curva. Como feito em [27], reescrevemos a equacgio de Loe@ra8) como

(g —ap)dg = 2dt. (2.25)
Integrando temos
gtz O t
g -2 (2.26)
2 Jo=2 t=0
gue resulta
0(2) = ap++/(z—ap)2 + 4. (2.27)

A extremidadey(t) da curva é, por defini¢éo, tal qogy(t)] = a(t) = ap, que substituida na
equacao acima nos da
V(1) = 80+ 2iA, (2.28)

Em outras palavras, o magg(z) adquire uma singularidade do tipo ponto de ramificagcéo
parat > 0 e no pontoz = y(t), de maneira que a trajetéria da singularidade corresponde a
um segmento de reta ao longo do eixo imaginario no plrmmmmo visto na Fig. 2.3, onde
mostramos a trajetoria do pongét) atét =5 coma(0) = 0.

Figura 2.3 Trajetoria da extremidadg(t), da curva para o casit) = a.

Um procedimento numérico para gerar a trajetéria das sinigaldes consiste em integrar
a equacao de Loewner para tras no tempo, partindo da corteigamal g;[y(t)] = a(t), até
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o instantet = 0. Lembrando que a Eq. (2.23) é valida para o pantmantido fixo durante
a integragdo no parametrpe que a Eq! (2.23) satisfaz a condi¢éo inigglz) = z, segue-se
entdo quep|y(t)] = y(t). Entretanto, ndo podemos integrar a Eq. (2.23) a parti dea(t) por
causa da singularidade nesse ponto. A singularidade igieigitada utilizando a aproximacao
de primeira ordem

O =01+ TG, (2.29)

para encontrag;_;. Substituindag, avaliado no instante— 7, na Eq.(2.29) obtemos

Td(t)
=C+— -1 2.30
gt gt T gt_-[ . a(t _ T) ( )
Da expressao acima encontramos um polindémio quadratiay emou seja,
O+ r[alt — 1) —g+1d(t) —at— 1)g = O. (2.31)

Substituindog; = a(t) em (2.31) encontramos as raizes do polindmio acima, que rsd@o u
aproximacéo do valor dg no instantd, a partir do qual integramos (2.23) para tras até obter
Qo [27]. Embora o caso em qut) = ap admita uma solugéo exata, vide (2.28), a Fig. 2.3 foi
obtida pela integracdo numérica da Eq. (2.23) como formaatidar o método numérico de
integracao.

Em principio, qualquer funcéo suaeé ), vista localmente, & constante. Entdo, poderia
esperar-se que uma funcaf) suficientemente suave gerasse curvas simples que cres¢cam a
partir do eixo real. A condigdo de suavidade pa(tg € dada pela continuidade Hoélder, com
expoenten = 1/2 que pode se expressa pela seguinte relagéo

lim jat —2— a(t)|

<C, (2.32)

para todos os valores e alguma constante.

Para o caso em que a fungdi®) ndo satisfaz a condigdo (2.22), a solugdo da equagao de
Loewner gera trajetérias que nao crescem ao longo de lirdhgadiente. Nas Figuras 2.5 e 2.6
mostramos duas solugdes numéricas de/Eq. |(2.23) utilizanfancdes(t) =t ea(t) = Vi.
Contudo, para esses dois casos a equacao de Loewner tambémsadngdo exata. Compa-
rando o comportamento das solu¢cées numeéricas, com as eslagatas mostradas em [27],
validamos o método numérico que vamos utilizar neste tnabphra resolver a equacao de
Loewner.

Assim, podemos aplicar o método descrito acima para intagrquacao de Loewner (2:23)
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nos casos em que ela ndo admite solucéo exata. Dois desses@&@asnostrados nas Figuras
2.6 e 2.7, onde utilizamos as fun¢@és) = sin(8mt) ea(t) =tsin(8mt), cujas solu¢des também

sao mostradas em [27].

I I I I
0 20 40 60 80

Figura 2.4 Tajetoria das singularidades utili-
zando a fungd@a(t) =t na equacgao de Loew-
ner.

15—

0,5

Figura 2.6 Tajetoria das singularidades utili-
zando a funcéa(t) = sin(8mt) na equacao de
Loewner.

‘1 15 ‘ 2

X

Figura 2.5 Tajetoria das singularidades utili-
zando a funcéda(t) = v/t na equacéo de Lo-
ewner.

910‘—8‘-6‘—4‘—2‘ 2‘4‘6‘8‘10
Figura 2.7 Tajetoria das singularidades utili-
zando a funcday(t) = tsin(rnt) na equacao de
Loewner.



CApPiTULO 3
Equacao de Loewner: Uma abordagem atraves da
Transformacao de Schwarz-Christoffel

Neste capitulo, vamos rededuzir a equacdo de Loewner otiizama nova abordagem
baseada na transformacao de Schwarz-Christoffel. Verermeguar, que utilizando a referida
transformacgao podemos encontrar uma equacao difereacabpnapa;, e simultaneamente,
as equag0es diferenciais que determinam a dinAmica dadeasidgdesy; (t).

3.1 A equacédo de Loewner para uma curva

Por conveniéncia, repetimos na Fig. 3.1 o diagrama quealasiinamica de Loewner para
0 caso de uma Unica curva crescendo no semiplano superior.

Y (t+1)
L B z-plane

A
C
I K y(t)

g g
w-plane t/ \ t” —plane
P B F(2) P

h
A‘ C A B C
a(t) a(t+t)-v  a(t+1) a(t+1)v

Figura 3.1 Planos fisico (plan@) e matematicos (plame e plano() para o crescimento de um dedo
(curva simples) no semiplano superior.

Como visto anteriormente na Eg. (2.8), a transformacao estptanos matematicese {
€ dada pela seguinte transformacao de Schwarz-Christoffel:

gt:F(QHr):/gHT (-atty)

at+1)+v \/[Z —at+1))2— ngz +a(t), (3.1)

23
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Na sec¢do 2.1, mostramos que a integral acima pode ser cid@iatamente. Entretanto, aqui
vamos adotar um procedimento alternativo, a saber: exppniieiro o integrando em potén-
cias dev e depois resolver as respectivas integrais. Ao final, ckegas a mesma equacao de
Loewner obtida na sec¢ao 2.1; a vantagem é que nossa aborgaderser estendida a situacdes
mais gerais como veremos adiante. Ent&o, colocando emneiddé termo[ — a(t + 1)), a
integral (3.1) fica da forma

Ot+1 Z
—/HT = +a(t). (3.2)
- (t+r)]

Em seguida, expandimos o integrando acima em poténcia$ piera obter

N /gm {1+} V2 .3 vé .5 Ve
%7 Jawon U 20 —at+nR T8I —atr0f T 167 —at+ 1)
35 v8
+128[Z At TP + dd +a(t). (3.3)
Integrando a equacao acima tem-se
S O S G SR A N AN
* = 27—at+1) 8[{—at+n)P 16—att+1)p
R T e (3.4)
— 4o +a(t). .
128[¢ —a(t+ 1))’ .

Avaliando os limites de integracao, a expressao acimateesuoi

B v2 1 v4 1 v
* - g‘“% 2Gr-alt+1) 8lagr—attDP 16[ggr—at+ P
5 v +}
- 128[gir —at+ 1))’
1 vZ 1 vt 1 v 5 8
- [_"_ 2(-v) 8(-v¥ 16(_v5) 128(_v7)
+ alt)—alt+r1). (3.5)

Vamos mostrar adiante que os termos de ordem supevonéo contribuem termos relevantes
no limite T — 0. Por essa razao, vamos omitir tais termos desde ja, de maleagmos
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reescrever Eq. (3.5) na forma

— —L—{—V 1_1'_1'_i_i+
& = Gt Aty 2 8 16 128
+ at)—at+1)+0((vh. (3.6)

Note agora que termo entre colchetes na Eqg. (3.6) corresgorapansao em série de Taylor
da funcéo,/1— x, calculada enx =1, ou seja, usando

1 1 1 5
V2 1 Ty I T3 T A
(1—x) 1-ox— o — X 128x4 : (3.7)

a série entre colchetes pode ser escrita como

BT S S BN IO ST
1578 16 128 } = (=07 =0 (3:8)
Assim, a Eq./(3.6) reduz-se a
Cg- 12— a+m+ o) 39)
gt _gt-H' gt+T—a(t+T) . .

Expandinday, ; ea(t + 1) até primeira ordem em, vide Eq (2.17), dividindo por e rearru-
mando 0s termos, encontramos

v2/21

G (2) —a(t) T 349

&(2) =
Tomando agora o limite — 0, vemos que? deve ir a zero linearmente com Vamos definir

o fator de crescimento X

d(t) = liﬂ’o;_r’ (3.11)

de modo que no limite — 0 a Eq. (3.10) resulta na equacao de Loewner
(3.12)
onde foi utilizada a condig&o hidrodindmica (2.21) na EdL{Bpara gerar a equagéo da dina-

mica das singularidades
at) = 0. (3.13)
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Note que ap® a divisdo por em (3.10), os termos de ordewfi e superior v&o gerar termos
de ordent ou superior, que vao a zero no limite— 0. Isso mostra, como antecipado, que 0s
termos de ordem superiond podem ser desprezados em (3.6).

Como visto, as expansdes utilizadas na integral de Schwaigt@ifel mostrada na Eq. (3.1),
conduzem a equacao de Loewner (3.12), e a0 mesmo tempotgrarericontrar a equacgao que
descreve a dindmica das singularidadg$, Eq. (3.13), junto com a taxa de crescimed(b),

Eq. (3.11), para curvas simples que crescem no semiplamsisup reproduzindo assim os
resultados obtidos na se¢ao 2.1. A vantagem do nosso pnoeeidi € que 0 mesmo pode ser
generalizado para casos em que o nfafi ;) ndo pode ser obtido em forma fechada, como
por exemplo o caso de multiplas curvas considerado a seguir.

3.2 Equacéao de Loewner para maltiplas curvas

J& mostramos na sec¢do anterior que, fazendo as expansoesiaas na férmula de
Schwarz-Christoffel, podemos encontrar uma equacéo diferepara 0 mapa;(z), no caso
de uma curva no semiplano superior, cujo crescimento se tingo de linhas de gradiente.
Vamos agora estender nosso formalismo para tratar umg&ituaais geral, onde em lugar
de somente uma curva crescendo no semiplano temos umaafamiturvas i, i = 1,...,n,
crescendo a partir do eixo real para o interior do semiplapersor H, como ilustrado na
Fig.'3.2.

3.2.1 Deducéo da Equacao de Loewner para Mdltiplas Curvas

Para mutiplas curvas crescendo no semiplano superior, méwnfisico, D, definido como
o semiplano superidtl sem as curvag,;, deve ser redefinido. Assif; fica como

D =H\[Fturiu-..urd). (3.14)

Novamente, vamos construir o maggz), que leva o domini®; no semiplano superidil do
planow, ou seja
o D¢ — H. (3.15)

Na Fig. 3.2, mostra-se como atua 0 mapa).
A funcdog(z) leva o ponto extremay(t), da i-ésima curva para o pordg(t) no eixo real
do planow. Depois de um tempo infinitesima) a extremidade da curva avanca para o ponto
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Zz-plane o E w —plane
Afc DYF 84 B E

rl oo ['n /—\ h1 . h2

AlC D|F

a,(t) a,(t)
{—plane

gt+T F(Z)
A B C Xy D E =

v N v V2

al(t+}§[)—vl al(t+T) al(t+T)+V]_ n (t+T)_Vn an (t+T) ﬂn(t+-[)+\)n

Figura 3.2 Transformacéo conforme utilizado na transformacéo do piacmm n curvas de largura
infinitesimal, no semiplano complex®, onde os incrementos das cunaBC. --DEF correspondem
aos segmentos de red®8C- - - DEF.

yi(t + 7) no planoz, sendo que o mapa levaray(t + 1), no pontoa(t) + ih; de forma que

o efeito de aplicar o mapg(z) é transformar os incrementoABC, - -- ,DEF) do planoz em
segmentos verticai®\BC, - - - ,DEF) no planow; ver Fig. 3.2. O modelo de crescimento assim
definido pela a¢céo do mag(z) determina que as curvds cresgam ao longo das linhas de
gradiente do potencia. Como visto na Fig. 3.2, o magmp, ; leva os incrementos infinitesi-
mais ABC,--- ,DEF) das curva$; em segmentos sobre o eixo redBC, - - - ,DEF) no plano

(.

J& que no planw, o dominio relevante corresponde a um poligono degenepademos
utilizar mais uma vez a transformagéo de Schwarz-Christafte F ({), que leva o semiplano
superior do pland, no semiplano superior do plamocom os cortes verticakBC, - -- ,DEF.
Vale notar que no limitg — 0, podemos definir os degmem®C, - - - , DEF simetricamente
com respecto do pon&(t 4+ 1), como mostrado na Fig. 3.2. Da definicdo da transformagéo
F({), vide Figl 3.2, segue que

O = F(Qt+1)- (3.16)

Explicitamente, a transformac&dqg; ;) é da forma

dZ+aj(t), j=1---,n (3.17)

B _ Ot+r n Z al(t+T)
G = F(G+r) /aj(t—i-T)—Vi ﬂ \/[z —ag(t+1))2—v?

onde o numero de termos no integrando € igual a quantidaderdg&sc e o indicg especifica
gue o limite inferior de integracdo correspondg@sima curva. Colocando em evidéncia os
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termos[{ — a;(t + 7)]? podemos escrever

Ot+r n 1
o= dd +a;(t), (3.18)
aj(t+1)+vj = 1_ V2

(e

Note que no limite inferior da integral acima escolhemos umtpa;(t + 1) + v; para uma
curva arbitrariaj. Como veremos adiante isso permitird obter a dindmica daHésa(t),
comi=1---,n. Aintegral acima ndo pode ser feita exatamente paebitrario. Entdo, a
fim de obter a equacédo de Loewner para este caso precisamos,demmonstrado anterior-
mente, primeiro expandir o integrando em poténcias dos marasinfinitesimais); e depois
proceder com a integracdo. Vale notar, entretanto, queteada em/(3.18) € da mesma forma
que o termo que aparece no integrando da expressao (3.2jprdErenque vamos seguir um
procedimento similar ao utilizado no caso de uma curva.

Expandindo cada termo da produtéria no integrando da EtB)8mos

o [ n 1 V2 3 vl
* o AMHPWU{1+§V—a“+UP+§K—a@+ﬂw

5 ve 35 ve |
167 —at+np 128 —a(t+ )P } dd+a(t). (3.19)

Fazendo o produtério e desconsiderando todos os termosiogida tipoviznv]?m, comi # j,
temos

v

~ /9‘” {1+ 01 V2 .3
% = o T 220 a0 T8 —at i TP
5 ve 35 v8

T16[7—a(t+ 1 128 _ai('tﬂ)]s +eor 1 dg+a(t). (3.20)

A expansséao acima é semelhante a encontrada para o caso decarouiiva, a diferenca é que
temos um somatério de termos, como o encontrado na Eq. [Bt8yrando a Eq. (3.20) temos

O = S(Gt+1) — (@t + 1) —vj) +3aj(t) (3.21)
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ondeg({) é dado por
n 1 Vi2 1 Vi4
" Z_i;{z[z—ai(tﬁ)] T8 -atr P
1 ve 5 ve
+1—6[Z—ai(t+r)]5+128[Z—ai(t+r)]7+'"}' (3.22)

Veremos com mais cuidado o que acontece com a expressaoq@amdo é avaliada no limite

inferior. Escrevend@;(t + ) = & nos denominadores por economia de notacdo, temos

11 1 5
— 14 St

S(@jt+1)—Vv)) = ajt+1)+V; >T8 v 16" 128

1 v? 1 v Ve
2 s T 5
2(aj—a) 8(aj—a)® 16(a—a)

(3.23)

T128(a—a)

O termo entre colchetes na equacédo anterior zera da mesma €ure no caso de um dedo,
Visto na sec¢éao anterior, ou seja

1 1 1 5 B 1/2
1- (2+8+16+E8+ ) = 1- [1—(1—X) ]

=0

x=1
(3.24)

Assim, em segunda ordem am obtemos

V2 v2
= ai(t)—a;(t .
G Gt Z\ZQHT i(t+1) zZaJ a,(t+r)Jr i) —(t+1)
i#]

Expandindog;; € a(t + 1) em primeira ordem emn na expresséo acima, dividindo pore
fazendo o limiter — 0, encontramos

n

= ZQT ) +a,-(t), (3.25)
751

.LM
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onde
2

) — fim
di(t) = l@o T (3.26)
Utilizando a condig¢éo de normalizagéo hidrodinamica (2.24 Eq.(3.25), ou seja, igualando a
zero 0s termos que nao dependengdea Eq.(3.25), temos que a dinamica das singularidades,

a(t), pode ser determinada pelo seguinte sistema de equacéesndifis ordinarias:
. N d(t)
at) =y ——- . (3.27)
V=2 30-a0
J

Note que, se fixarmos os fatores de crescimento de todasvas camo constant(t) = do =
1, o sistema da equacdes! (3.27) corresponde ao sistema mirticulas que se deslocam em
uma direcéo (eixo real), com o potencial de interac&¢.1Este sistema é conhecido como
o sistema da Calogero [28], que posteriormente Moser m@ssar completamente integra-
vel [29].

Com a solucgéo de Eq. (3.27) podemos resolver a equacgéo de éogam multiplas curvas,
que é dada por

. D di(t)
G = i;—gt —al (3.28)
Se os fatores de crescimerddt) sdo todos os mesmos, podemos re-escalar a variavel
temporal tal quel; = 1. Em particular, no caso de dois dedos simétricos (e do = 1), a
equacao (3.28) pode ser integrada exatamente para obteraogf@p do qual o formato dos

dedos pode ser calculado analiticamente [26], como verenseguir. Encontramos também
uma nova solugdo exata para o caso de trés dedos simétrioosyeoemos adiante.

3.2.2 Solucdes exatas da equacéo de Loewner para dois dedosésiicos

Nesta secdo estudamos solucgdes exatas da equacao de Lparenéois dedos, conside-
rando diferentes dindmicas para as fun@@és eay(t), como visto nas referéncias [27] e [26].
No primeiro modelo considera-se a evolucao de Loewner era dugmica das singularidades
ay(t) eay(t) é determinada pela Eq. (3/27), enquanto que no segundo@asidera-se que as
fungbesay (t) eay(t) séo constantes, ou mais especificamepte = —ay(t) = 1.

Para duas curvas que crescem a partir de posicoes inicra@frgias, o sistema de equacdes
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dado em((3.28) fica da forma

d>

ai(t) —ap(t)’
sty = — 9 (3.29)
a(t) —ay(t)

é.l(t) =

Consideramos que os dedos crescem a parti @B = —ap e ax(0) = ap, € que os dois dedos
possuem o mesmo fator de crescimemnto= d, = 1. Nesse caso a simetria é preservada para
todos os tempos, de modo que terap) = —ay (t) = a(t). Substituindo essas condi¢des no
sistema de equagdes para as singularidaggs), obtemos

1
no(t) = ———. 3.30
ap 2(t) a0 (1) (3.30)
Integrando, podemos escrever
ai2(t) = Fa(t), (3.31)

a(t) = \/a3+t. Considerandag = 1 tem-sea(t) = v/1+t e substituindo (3.31) na Eq. (3.27),

temos
1 1

= + , 3.32
%= g a g ran 852
ou seja,
. 20
== 3.33
Para resolver a equag&o de Loewner introduzimos uma noiévelf = g?/a?. Derivandof
em relagéo ao tempo temos
df 2 /& »a
= (Z 2. .34
dt az(g[ gta) (3.34)
Utilizandoa(t) = 1/2a(t) e substituinda@;, temos
df 2/ 2¢¢ 1¢f
dt =@ (ﬂ T2a (3:33)
ou em termos dé,
af _ 1 /4t
dt  a2\f-1
_f2
_ 1 5f — f (3.36)

a2 f—1°
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Fazendo separacao de variaveis temos

(f-1) 4 dt

= 37
f(f-5) 1+t (3.37)
e utilizando fracBes parciais, podemos escrever
1/1 4 dt
Integrando, a equacéo anterior fica da forma
In il +4In f=5) _ —5In(1+t), (3.39)
fo fo—5
ou ainda
n| (=5 s n |t
fo\fo—5 a (1 —l—t)S
f /f-5\" 1
_ = — . 3.40
fo <f0—5) (1—|—t)5 ( )
Lembrando que = g2/a?, e fo = g3 = z2, podemos expressar a equacao anterior como
of N
¢ (x-S} _ 1 (3.41)
(1+t)22\ 22-5 (1+t)> '

Para obter as trajetorigs(t) descritas pelas extremidades das curvas observe que aotest
t

Glyr2(t)] =a(t) (3.42)
de maneira que

Flyat) _ ()
14t 1+t

=1,

assim, podemos escrever
(-4)* 1

Vio(¥io—5)  (1+1)>

ou
Via(VEa—5)* = 28(1+1)°. (3.43)
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Logo obtemos para as trajetérias das singularidades
V12(t) (2 (t) —5)? = £16(1+1)%2, (3.44)

onde sdo consideradas somente as raizes sobre o semilanorsgue satisfazem a condi¢cao
inicial y172(0) = 31’2(0) =Fl.

Uma solucao tipica € mostrada na Fig. 3.3, onde foi utilizadéempo de integracao longo,
t = 200. No limite asintoticot — o, 0s dois dedos convergem para duas retas que se afastam
uma da outra, fazendo um anguiacconstante com a horizontal. Para encontrar o valor desses
angulos fazemos o limite— o na expressao (3.44), obtendo

Vio(t) = £16:%2, (3.45)

Fazendaoy o(t) = €912, temos para o argumento ge

2
e para o0 argumento da reta da esqueida
2 3m
g2 3.46
pr=n-T = (3.46)

resultando no angul§ entre as retag e y».

Na Fig. 3.4, mostramos o comportamento de dois dedos, @asido diferentes fatores
de crescimentog; = 0,8 edy = 0,5, para cada dedo. Nessa figura, vemos que a curva da
direita avanca mais lentamente em relacéo a curva da esqulesse comportamento é similar
ao que se encontra na literatura, conhecido como efeitoimigaiglem [26], e é tal que o dedo
com o maior fator de crescimento evolue com maior rapidegua&mo que o dedo mais lento
vai ficando para tras. A blindagem nesse caso € parcial, tinleele que a razdo das veloci-
dades dos dois dedos se aproxima de um valor constantes(déedte 1). O comportamento
assintodtico do modelo de crescimento de multiplas curvaenoplano superior descrito pelas
Eqgs. (3.27) € (3.28) foi estudado por Selander em sua teseuterddo [30]. Em particular,
ele mostrou que as curvas convergem, no limite 0, para retas cujos angulos sdo dados em
termos das raizes de certos polindbmios associados de ld¢&djt Esses angulos assintbticos
sd0 0s mesmos (para um dado nanrede curvas) independentemente dos fatores de cresci-
mento. Entretanto, se os fatores de crescimento sdo idémtgcurvas crescem com a mesma
velocidade, no passo que ao contrario estardo em propoosa@spectivos fatores de cresci-
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mento. Esse comportamento pode ser visto nas [Figs.[3.3 & 3glevante mencionar ainda
gue a solucdo exata para duas curvas descrita acima foaqieid primeira vez por obtida
pela primeia vez por Gubiec e Szymczak [26]. Na préxima seb&&remos também uma nova
solucdo exata para o caso de trés curvas.

25 T T T T T T T T T

20 N

15 N

10 -

! | !

| |
-10 -5 0 5 10
X

Figura 3.3 Dois dedos simétricos crescendo no semiplano com iguaisdaxasl, = 1, com posi¢cdes
iniciais emay (0) = —ay(0) = 1 [26].

25 T T T T T T T T T

20

15~

10

1 | 1

|
-10 -5

KO-
(6]
=
o

Figura 3.4 Dois dedos com os fatores de crescimeiite- 0,8 ed, = 0,5, e condigdes iniciaig; (0) =
—a(0) = 1[26].



3.2 EQUACAO DE LOEWNER PARA MULTIPLAS CURVAS 35

Para produzir as Figuras 3.3 €/3.4, utilizamos o procedioneuminérico correspondendo a
generalizacdo do método descrito na secao 2.2 para um dedwesdpecificamente, utilizando
a Eq.[(2.29), podemos escrever

dy d>
=0_r+T + , 3.47
W= G G-r—a(t—1) Gr—a(t—1) (3:47)
de onde encontramos um polinbmio cubico @y
O +bg +cgr+0=0. (3.48)

A forma explicita dos coeficientes é dada no Apéndice B.1. Fazgn= a;(t) em (3.48)
encontramos trés raizes, sendo uma real e duas compleaganas. Tomando entdo uma
das raizes complexas para integrar a equacao de Loewn@) |f&u2 tras no tempo até= 0,
encontrando assimy, a partir do qual obtemos a posicéo da extremidade da curwvestamte
t, dada powy(t) = go.

E possivel obter outra solucéo exata para dois dedos siogtto caso particular em que
tomamos as funcdes (t) e ax(t) constantes, a sabes(t) = —ai(t) = 1. [24]. Além disso,
vamos supor qué; + d, = 1, de modo que a equacgédo de Loewner (3.28) reduz-se a

& = gtzzg_‘ . (3.49)
Integrando temos
[%2 —In gt} R 2t’t (3.50)
2 go=2 0
gue resulta
gt;—Ingt:2t+§—lnz. (3.51)

A equacdao acima representa dois dedos evoluindo respeetita desde o eixo real ema- +1
e crescendo indefinidamente no semiplano. As trajetgrils podem ser encontradas fazendo
0t igual a uma das fungOes(t). Parag: = ay(t), temos

VA (t) — 2In[y(t)] = 1—4t. (3.52)

Uma expresséo explicita da trajetéria pode ser encontigiziside substituiy(t) = r;é?% na
eguacao acima, ou seja
r2e?'% —2Inry — 2igy = 1— 4, (3.53)
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utilizando a forma polag?? = cog2¢;) +isin(2¢;), podemos separar a expressdo anterior em
suas partes real e imaginaria

rZcog2¢;) —2Inry = 1—4t, (3.54)

r2sin(2¢;) — 2¢¢ = 0. (3.55)

Resolvendo parg na segunda expressdo, encontramos a magnitugé)d=mo funcéo dey

_ |2
= W, (356)

onde¢; € obtido substituindo Eq. (3.56) em Eqg. (3.54). Substitoincem y(t), encontramos
que atrajetéria para os dois dedos que crescem a partir dpasig8es simétricas é da seguinte

forma
V)= | Gy o0 +isin(o0). (3.57)

Da Eqg. (3.57) pode-se encontrar o valor asintotico/d¢ quandot tende para infinito, este
deve ser puramente imaginario, tal que o argumentgtjed;, € um multiplo inteiro dej, ou
seja

argy(t)] = ¢t = n7—2T, n=0,12--- (3.58)

assim,¢p = 0, emt =0, e quanda — o, ¢, = 11/2. Na Fig! 3.5 mostramos soluc¢des para o
caso em qud; = dy = 0.5. Como podemos ver nessa figura, as duas curvas se aproximam um
da outra com o passar do tempo. O tempo de integracéie-fbD. Vale notar, que os dedos nao
crescem ao longo das linhas de gradiente, devido ao fatoeda dunamica das singularidades

€ dada por uma regra diferente da definida pela Eqg. (3.27)bteese que neste caso fizemos
ap(t) = —ay(t) = 1. Solucionando agora a Eg. (3.57) com os valdies 0,8 ed, = 0,2 para

os dedos da esquerda e da direita, respectivamente, esisidasamportamento de dois dedos
simétricos enay (t) = —1 eay(t) = 1, e com o tempo de integracéie- 10 como mostrado na
Fig./3.6. Dessa figura, vemos que a curva da direita,@om0, 2, cresce mais lentamente, por
isso fica atrasada em relacdo a curva da esquerda, que avappalico mais longe.

3.2.3 Solucao exata da equacao de Loewner para trés dedos

Uma solucdo exata da equacao de Loewner também pode setradeqrara uma situacao
simétrica com trés dedos, onde o dedo do meio cresce varéog ao longo do eixg e os de-
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Figura 3.5 Evolucao de dois dedos simétricos, com fatores de crescirdental, = 0,5, as “funcdes
forcantes” séo simétricas e constantgt) = —ap(t) = 1 [24].

Figura 3.6 Evolucdo de dois dedos com fatores de crescimeérte0,8 ed, = 0,2, e “fun¢bes forcan-
tes” simétricos e constantes;(t) = —ap(t) = 1 [24].

dos laterais estéo localizados simetricamente com respeiixoy. Nesse caso, consideramos
gue os trés dedos tem as mesmas taxas de crescimento,

dy = dp = d3 = do, (3.59)
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e condi¢Oes iniciais simétricag(0) = —ay (0) = ap, eax(0) = 0. Como veremos, essa simetria
inicial & preservada pela dindmica, assim temgs) =0 e

ag(t) = —au(t) = a(t), (3.60)

parat > 0. O sistema de equagfes (3.27) para trés dedos fica da forma

do n dsz

a(t) —ap(t) a(t)—as(t)’
d1 n ds

az(t) —al(t) ag(t) —ag(t)7

. d d>
&0 = S an =0 -a0" (3.61)

at) =

) =

Usando agora as condicdes (3.59) e (3.60), as equacOesradinzam-se a

. do d 3dy 1

at) =/ag+3t, (3.63)

e considerandeg = 1, tem-sea(t) = 1+ 3t.
A dinamica das singularidades deve ser substituida nal E28)(3assim, a equacgédo de
Loewner para trés dedos simétricos fica na forma

(3.62)

Resolvendo para(t) obtemos

1 1 1
+ +—
Gd—a Gt+ta G
20 1
_ L= 3.64
77ty (3.64)

g =

Podemos reescrever a expresséo acima como

2

or/a
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- ~ - - Ve 2
Construimos uma equacéao diferencial para a nova varfaﬁe%:

. —3(3f-f>-2/3
a2 f-1 '

Fatorando o numerador da ultima expressao e separanddagigrtemos

f—1 3

—
(O o
onde
9++/57
fio= 5

Depois de separar em fragdes parciais a/Eq. (3.68) podemes@&sc

C1 C2 . 3
(f_h+f_b)df_ St

1 /| 3
C]_’2 == E <1Z|: 1—9> .

Substituindaa(t) = /1+ 3t, e integrando a equacao eémtemos

f—f1 f—f\
clln(fo_fl>+czln<fo_f2) = —In(1+3)

o C1 . C2
(= f—1f, (1)
fo—f1 fo— fo 1+ 3t

onde

39

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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gue finalmente resulta pafa

f—f \ /-1 °2_ 1
(fo—f]_) (fo—fz) - 1+3t. (3.72)
Lembramos agora que
_ghvt)] _
f= 22(0) =1 (3.73)

devido a quey[y(t)] = a(t). Além dissogo/a(0) = z, ja quegg = zea(0) = 1, ou sejafo = 2.
Com as variaveis originais, a Eq. (3.72) fica da forma

1-f\2/1-1\*® 1
(22—f1> (22—f2> 143t (3.74)

Reescrevendo, teremos para a trajetdria das singularidadedos dedos laterais

(Vis— T (s — f2)2 = (1+3)(1~ f1) (1~ f2) (3.75)

A Eq. (3.75) corresponde a trajetéria dos dedos lateraistaigger instanté. Desta equacéao
podemos encontrar o angulo que os dedos simétricos dosdlm=m com o eixa no limite
asintoticot — . Nesse limite, temog 3 > fq, y13> fo e 3> 1, assim

yi(C1+Cz) =3t (1— f1)%(1— fp), (3.76)

onde pode ser verificado qug+ ¢, = 1. Podemos observar também que a quantidade
f1)¢* gera um termo complexo, ou seja

(1-f)% = (=1)%L1-f?
_ (_1)1/2(1-1— 3/19)|1_f1|cl

i(1V3/19)1 _ % (3.77)

Desta maneira podemos reescrever a Eq. (3.76), com os teampdexos do lado esquerdo, e

assim encontrar o angulo que fazem as trajetdgiags entre si. Definindo o nimero complexo
Vs

TV temos

7=

Inz = 2Iny13—(14++/3/19)Ini
Inz+inm = 2In|y173|+2iarg(y173)—i7—2T(2m+1)(1+\/3/19), (3.78)
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onden=m=0,£1,+2.-.. Igualando as fases na Eq. (3.78), e resolvendo pafgaig
temos

arg(yLs) = %T+g(2m+ 1)(1+/3/19). (3.79)

Para a fase do dedo da direita no lintite> o0, fazemos = 0, assim

argy1) = 1+ v 3/19). (3.80)

O angulo deys, arg ys), € encontrado por simetria, fazendo (g9 = m— arg(ys), ou fa-
zendon=2 em= —1, assim encontra-se

arg(ys) = 3 v/3/19). (3.81)

Na Fig. 3.7 ilustramos a solug&o com condicdes ini@g{®) = —a;(0) = 1 eay(0) =0,

e com os fatores de crescimertio= 1. Da figura pode ser visto que os dedos laterais sao
repelidos pelo dedo do meio (que cresce ao longo do eixaabrtisso implica, como vimos
acima, que no limité — o os dedos dos flancos crescem ao longo de linhas retas, que faze
um angulo def(1—,/3/19) entre elas.

Se os fatores de crescimento sdo iguais, mas as condi¢cdi@ssiméo sdo mais simeétricas,
entdo, o dedo do meio inicialmente serd mais repelido pelo deds préximo, convergindo
para uma situacao simétrica no limite~ o, onde a posicao (vertical) assintotica do dedo do
meédio depende da condicao inicial. De outro modo, se ossfati® crescimento ndo sao iguais,
entdo o dedo com a maior fatdrcrescera mais rapido e causara uma espécie de “blindagem”
dos demais, que passardo a crescer mais lentamente. Caatldwagem € parcial, no sen-
tido de que a razéo entre as velocidades do dedo mais rapidae dedo mais lento tende
para uma constante positiva (diferente de um). Note, ami@t que os valores dos angulos
formados pelas respectivas retas assintdticas € 0 mesnmo @aso em que os fatores de cres-
cimento sao idénticos, como mostrado para solucdes exatasite assintdtico no trabalho de
Selander [30].
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Xo

Figura 3.7 Trés dedos crescendo no semiplano superior. As taxas de cresciragliedibs séo iguais,
di = 1. A configuragéo dos dedos é simétrica com condig8es iniaiady = —a;(0) = 1 eay(0) =
0 [30, 31].

IS
T
|

)
T
|

Figura 3.8 Trés dedos crescendo no semiplano superior. As taxas de cresciroguliedibs séd; = 1,
d, =5, d3 = 0,9 A configuragéo inical dos dedos tem as condic¢des inicgi8) = —a3(0) =1 e
a(0) = —0,4; o tempo de integragdc= 1,5[30, 31].

Para gerar as solu¢cdes com trés dedos mostradas acinzanitis 0 mesmo procedimento
seguido nos casos de um e dois dedos. Ou seja, para evitayudasitiades na equacgéo de
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Loewner utilizamos as Egs. (2.29) e (3.28) com 3, assim podemos escrever

di dz ds
=0 rt+T + + , 3.82
H= G G-r—alt—1) g r—at-1) G r—agt—1) ( )
de onde podemos encontrar um polinémio de quarta ordengpara
4 3 2 _
O_r+bo_;+cg ;+00—_r+e=0. (3.83)

Os coeficientes do polinbmio acima sédo dados explicitamemt&péndice 1. No polindbmio

da Eq. 3.83, substituimas = & (t) e encontramos as raizes (sendo na maioria dos casos, duas
reais e duas complexas conjugadas), sendo que utilizamasamraizes complexas como
condicéo inicial de integracédo na Eq. (3.28), apartir da opi@gramos para tras no tempo até

t = 0, para encontrar a posi¢cao da extremidade da curva-egp.

Vale notar que as curvas mostradas na Fig. 3.8 sdo semealhpata tempos curtos, aos
padrdes encontrados em experimentos de combustéo vis{B2Eapesar de que os resultados
acima serem validos no semiplano (e as taxas de crescimgeta sonstantes), enquanto que
0s experimentos em [32] foram feitos na geometria do canal.



CapPiTULO 4

A equacao de Loewner para uma interface
crescendo no semiplano

Neste capitulo, estenderemos o método da transformacahda&-Christoffel para estu-
dar a evolugdo de uma ou multiplas interfaces crescendomipls@éo superior. Deduziremos
a equacao de Loewner para esse caso, assim como as equacdesaavem a dindmica das
singularidades da fun¢a@p(z).

4.1 Interface crescendo no semiplano superior

z-plane w-plane
T[(lid 2) T[(l—G4 )
F\‘\T[(l_as)(:\"\
'r+I / GV
l'.t & ml-a, ) sl M| m(1-as)
E S>¥A B c,L O E'c~
-1 1 at)  a(t)  at) a) o all)
9\ / F@©) ¢-plane
A B C D E
a(t+1) B(t+1) A(t+1)  a(t+1) a(t+1)

Figura 4.1 Planos fisico e matematico para uma interface crescendo no semiplano. @;rej@eaa
interfacel’; para um segmento de reta no eixo real, enquanto que a int€¢faoe levada em uma forma
poligonal.

Consideramos aqui o problema de uma interface que crescdiradgaum segmento, ao
longo do eixo real, e avanga no semiplano superior comoaddica Fig. 4/1. No modelo
proposto, definimos um fator de crescimento em certos pesfuesciais da interface, chamados
de cristas e vales, onde o fator de crescimento € maximogp8né D) ou minimo (ponto
C), respectivamente, enquanto que as extremidades daacggonto e E), permanecem

44
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fixas como mostrado na Fig. 4.1. Definindo os fatores de enestd nas cristas e nos vales,
determinamos o crescimento dos outros pontos na interaaeatdo com uma regra especifica
de crescimento que é formulada com uma curva poligonal mmpteatematico, vide Fig. 4.1.
Vamos denotar poF; a interface no instantge e porK; a regido delimitada pela curva
't e 0 eixo real. No que segue, vamos considerar que a €yrgaal que o domini®; =
H\K¢, é simplesmente conexqK; € chamado tecnicamente como “casco”, do ingés “hull”,
correspondendo a regido do semiplano supéfiexcluindo-se a regiak;; ver [11]).
Seguiremos aqui um procedimento similar ao que foi feit@ pacaso de crescimento de
dedos de largura infinitesimal no semiplano. Vamos entasiderar a transformacae =
0t(2), que leva o dominio fisic®; no planoz para o semiplano superitif no planow, ou seja,

o H\K; — H. (4.1)

Como vimos anteriormente, o magdz) deve satisfazer a condi¢cdo de normalizagdo hidrodi-
namica 1
0t (2) :z+O(H>, Z— oo, 4.2)
juntamente com a condicao inicial
%(2) =z (4.3)

A dindmica de crescimento é definida de tal forma que as srstales avancem ao longo
de linhas de gradiente, sendo o fator de crescimento maxashoristas (pontd8 e D), minimo
nos vales (pont&) e nulo nos dois “pontos de contato” com o eixo real (po®asE), de
tal modo que a interface no instarite- 7, sob a acdo do magg, é levada em uma curva
poligonal no planav, como mostrado na Fig. 4.1. Assim, o dominio fis®p.; = H\Kr,
sera transformado em uma regido poligonal no plan@nde o angulo interior do i-ésimo
vértice é denotado par(1— aj), sendax; uma quantidade infinitesimal. Além disso, adotamos
a seguinte convencao: para angulos maioresrgoigparametro corresponderdeé negativo,
caso contrario, € positivo.

Vamos deduzir agora dois resultados envolvendo os par@segifue serdo utilizados mais
adiante. Para obter o primeiro deles, vamos utilizar unetearda geometria plana que diz que
a soma da medida dos angulos internos de um poligono fechtsias a seguinte relacéo

N
_Zle. = (N=2), (4.4)

ondeN é o nimero lados do poligono. Na figura 4.2 mostra-se um paligomN lados.
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0, ml-o) ) N -0y 61

Figura 4.2 Dominio poligonalH\Kt. ¢.

Observe que os lados2 3,4 e 5 sdo prolongag¢des no infinito, de maneira que eles formam 4
angulos deat/2. OsN — 4 angulos restantes sdo formados pelas linhas tracejagaspges-
pondem a curva poligonal, somando os quatro angulos forsraalas prolongacgdes no infinito
temos

4g+én(l—ai) =(N=-2)m (4.5)

onde o limite da soma = N — 4, corresponde agora a soma dos angulos da curva poligonal,
entao

n
2n+(N—4)n—nzlai = Nm—2m, (4.6)
i=

de onde resulta que a soma dos parametrpque definem os angulos na curva poligonal no

planow, é zero, ou seja,
N

_Zmzq (4.7)

ondeN corresponde ao numero de vértices do dominio poligonalmAli&so, outra relacdo
importante pode ser encontrada para as alturas dos vér8eeshamarmos ds, a altura do
i-ésimo vértice medida a partir do eixo real, como indicadd-iy. 4.3, podemos ver qinge,
portanto, os parametrasg, vao para zero no limite — 0. Logo, para tempos infinitesimais
podemos utilizar a aproximacao tan ~ o. A relagdo que estamos interessados em mostrar
pode ser deduzida mediante um caso particular, mostradignd.§, mas que posteriormente
pode ser generalizada.
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Figura 4.3 Dominio poligonal utilizado na deducéo da Eq. (4.21).

Da figurd 4.3 podem ser extraidas as seguintes relacdesmaeametros

ap = —ax—ab (4.8)
a3 = agz+aj (4.9)
ag = —0s5-+05, (4.10)

onde também temas, = a3. Para as alturds, teremos as seguintes relacdes

hs = hy—H, (4.11)
he = hsa—H, (4.12)
hs = hy—hi. (4.13)

Combinando as equacdes phga substituindd, da dltima equacédo acima, temos
hy —h, —hy —hy —h, = 0. (4.14)

As alturash;, por sua vez, podem ser determinadas das tangentes dossaagubpriados,
entdo, no limiter — 0, a equacédo acima torna-se

a1(a2 —ay) — az2(a3 — @) — 6(8 — as) — a5(a — as) +ag(ay —ag) = 0. (4.15)

Das relagOes entre os angulos, substituimps- ag+ o5, af = a3+ a5 e a3 = a, na Ultima
equacgéao, obtendo

a1 (ay —a1) — ap(as—ap) + 03(as — ag) — ds(as — a) — as(as —ag) =0, (4.16)
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que apos utilizarmos a relagcd@m, = a1+ as, torna-se
a1(ay — a) + 02(a — as) + a3(as — ay) + as(as — au) + de(a — &) = 0, (4.17)

gue pode ser reescrita como

6
Z a1 — agj) = (4.18)
|;_é4

Somando-se e subtraindo-se o tepa, podemos reescrever o somatorio acima sem nenhuma

restricao :
6 6
aai—ag ) aj=0. (4.19)
2802

No caso geral d8l vértices, pode-se mostrar que a relagdo (4.19) torna-se

N N
i;aai —aMi;ai =0, (4.20)

ondeM = 1+int(N/2) denota o indice do “vértice central”.
Como o segundo termo na ultima equacéo zera, em virtude datEQ, femos quer; e

a;(t) satisfazem a seguinte relacéo
N

.Zlaia,- =0. (4.21)

A Eq. (4.21) é valida para qualquer dominio poligonal no pJalom um ndmero arbitrarid
de vértices.

Voltando agora para a dindmica do mapé), vale notar que o dominio no plamotem
forma poligonal, como visto na Fig. 4.3. Isso implica que @ana= F ({) pode ser obtido da
transformagéo de Schwarz-Christoffel. Nesse caso, temos

g+r N
6 =F(@)= | ¢ —at+1)dg +F (Zo), (4.22)

onde usamos a condi¢ao hidrodinamica para determinar atpref na frente da integral. A
constantey em (4.22) em principio é arbitraria. Entretanto, fare@pigual a um dos pontos
a(t+71),0usejalp=a(t+71), parai=1,---,N. Nesse casb({p) € a respectivaimagem do
pontoa;(t + 1) no planow, ou seja,

Flai(t+71)] =a(t) +ih;, (4.23)
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Para os pontos extremasg(t) e ay(t) da linha poligonal, tem-se que as respectivas alturas sao
zero,hy = hy =0.

Aintegral na Eq./(4.22) ndo pode ser feita exatamenteqararbitrarios, entdo, para obter
a equacado de Loewner neste caso, expandimos mais uma vegaido na transformacao
de Schwarz-Christoffel nos parametros infinitesimais, neasea;. Assim, cada termo no
produtério pode ser expandido e até primeira ordem, da seguinte forma

[ —a(t+1)] % = e @NC-at+0] ~ 1 o;In[¢ — g(t +1)]. (4.24)

Com a expansdo acima, podemos escrever até primeira ordem para a transformacéo na
Eq. (4.22)

+T N
g~ Zg‘ {1—;0« In(g —ai(t+T)]}dZ+F(Zo)- (4.25)

Integrando a equacédo acima, temos

Ot = Ot+r — {o—G(Gt+1) +G(do) +F (o), (4.26)

onde a fungads({) foi definida como

N
G({) = Ziai(t){[Z—aa(tH)]ln[Z—aa(t+f)] — {3 (4.27)
i=
Entretanto, o Ultimo termo entre colchetes se anula emdértle Eq.[(4.7), de modo que

obtemos N

G(() = zlai(t)[i—aa(tﬂ)]ln[Z—aa(t+T)]. (4.28)

Fazenday.; = g + 1¢, dividindo port e fazendo o limita — 0 na Eq./(4.26), obtem-se

{o—G(4o) —F (o)

N
0 (2) = Zdi (t)[g —a(t)]In[gr —a(t)] + lim (4.29)
e —0 T
onde foram definidos os fatores de crescimento
AT (]
di(t) = l'ino - (4.30)

Utilizando a condicao de contorno ljm... g = 0, na Eq. (4.29), encontramos que 0s termos
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independentes dg devem satisfazer a seguinte condi¢ao

im {o—G(4o) — F (o)

—0 T

—0. (4.31)

Fazendolp = & (t+ 1) e F({o) = ai(t) +ih na Eq. (4.31), obtemos a equagao que governa a
dindmica das funcoes(t)

Zd (& —a;j)In|a —a|. (4.32)
J#I

Desta forma podemos escrever a equacao de Loewner geaésgliara uma interface como

N
2) = _;di(t)[gt—ai(t)]ln[gt_ai(t)]- (4.33)

Note que, utilizando as equacdes (4.7) e (4.21) para os p&@su;, podemos escrever
equacdes similares para os parametkos

.iqzo (4.34)

_iai d=0. (4.35)

A partir das expressoes (4.34) e (4.35) podemos esatgwesdy em termos dos outros fatores
de crescimento, de maneira que o modelo de crescimentoitdeggela equacao de Loew-
ner (4.33) fica definido prescrevendo-se os fatores de omestdd;(t) nas cristas e nos vales
da interface. A seguir, vamos a discutir algumas soluctdpares da Eq. (4.33).

4.1.1 Interface com uma crista

Consideramos inicialmente o caso de uma interface que temrgerama crista (ou “tip”),
ou seja, como mostrado na Fig. 4.4. Neste caso, o nimero tilsegéN = 3, de maneira que
podemos expressar os fatores de crescimento para os printreesA e C, dados pod;(t) e
ds(t), como funcéo do fator de crescimemigt) da crista. Das rela¢des (4.34) e (4.35), para o
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casoN = 3, temos

di+dy+d3=0, (4.36)
di(a; —a) +dz(az—a) =0. (4.37)

Resolvendo pard; e d; em fungéo del,, e definindad(t) = —da(t) = |d2(t)|, obtemos
di(t) = ——<——=d(t),  da(t) = —— SF——=<d(t). (4.38)

Agora, podemos escrever explicitamente a equacdo de Logang uma interface simples
crescendo no semiplano, de (4.33)

G = —d() [2:‘: (o0 —a)in(g —an) + 22— (6 —as)In(g —2)
—(g —az) In(gr —az)] (4.39)

onde, por economia de nota¢édo, omitimos a dependénctadesmfungbes;(t). Por comple-
teza, escrevemos explicitamente o sistema de equacOeemgumiha a dinamica das funcbes
a;(t). Temos entdo da Eq. (4.32)

. a—a;
a = —d)|—(an—ag)Infar—ap[+ (31—83)|n|al—a3|]
az—a;
. ag—ap a—a
a = —d(t)|-— ay—ap)lInlay —ag| — a,—ag)In|ay, —a:
2 (t) al_a3(2 1)Infaz — & al_a3(2 3)In|az 3!]
. az—ay
a3 = —d(t)| —(as—az)Infag—a|+ (as—al)|n|3-3—al|]- (4.40)
az—a;
D _
o Z plane e w—plane

9 o
: Meae = D

,
.
1

n(l—al)/,’/’A Bi (\:\\\‘\r{(l—o@)
-1 1 at) a) at)

Figura 4.4 Dominio poligonal utilizado para uma interface com somente uma crista.
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A forma especifica do fator de crescimedtd) ndo é importante para a evolugéo da interface,
porque este define somente a escala de tempo do problema. ddsstdefinimogy (t)| = 2,
com o que reescalamos a coordenada temporal.

Ja que temos as condi¢des inicais0) = —1 eag(0) = 1, uma vez que 0s pontos extremos
da interface foram fixados em= +1, devemos especificar agora somente a condic¢ao inicial
da cristaaz(0). Dependendo da condigéo inicial dg0), podemos considerar dois casos: i)
interface simétrica e ii) interface asimétrica.

No caso de uma interfac@métricg temosay(0) = 0. Isso implicaax(t) = 0, ou seja, a
crista da interface avanca ao longo do eixo imaginario, & gieletriaaz(t) = —ay (t) = a(t),
para todd. Nesse caso a equacao de Loewner reduz-se a

&(2) = (g +a)]Infg +at)] +[g —a(t)]In[g —a(t)] — 2t In(ar) (4.41)

com a evolucéo temporal dada por
alt) = (2In2a(t), (4.42)

integrando a Eq (4.42) temagt) = 4'.

Na figura 4.5, mostramos algumas solu¢des numéricas da.Bdj) (ara varios valores de
t, a partir de = 0.3, atét = 2.1, com um intervalo tempordt = 0.3 entre interfaces consecu-
tivas. Para gerar as curvas mostradas na Fig. 4.5, utilgamométodo similar ao empregado
para resolver numericamente a equacéo de Loewner para untdéargura infinitesimal. No
caso especifico da Fig. 4.5, comegamos com a condi¢&av, paraw € [—a(t),a(t)], e inte-
gramos a equacédo de Loewner para trds no tempo, utilizandoétodo de Runge-Kutta de
segunda ordem, para obter o vatet gp que corresponde a um ponto da interface. Da Fig. 4.5
podemos ver que inicialmente as interfaces avancam ma&nente, mas depois aceleram e
se expandem de maneira a ocupar todo o semiplano superior.

Para a interfac@ssimétrica consideramos o maximo local inicialmente fora do centro,
ou sejaay(0) # 0, entdo tem-se um crescimento assimétrico. Nesse casasdaesolver a
Eq. (4.40) e o sistema de equagbes (4.41) para encontraémidan das funcdes (t). Um
exemplo desse caso é mostrado na Fig. 4.6. Nela, as cunfisuaanmostram as interfaces
para varios valores dg a partir det = 0.5, atét = 2.0, com uma separacao tempobsl—=
0.3 entre curvas sucessivas, enquanto que a curva traceja@seanta a trajetéria do ponto
de méaximo crescimentg = g; }[a(t)]. Da Fig. 4.6, pode-se ver que para tempos longos o
maximo avanca ao longo de uma linha reta, indicando que me& persiste para todo valor
det.
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Figura 4.5 Evolucdo de Loewner para uma interface simétrica crescendo no sensplp@dor para
|d2(t)| = 2. Inicialmente, a interface correponde ao segmento [-1,1] no eixo realuas correspon-
dem a interfaces separadas por um intérvalo temgoral0, 3 [33].

Figura 4.6 Evolucdo de Loewner para uma interface assimétrica crescendo no sensipfgerior para
|d2(t)| = 2. As curvas continuas mostram a interface para varios valorgsadeartir det = 0,5 até

t = 2,0 com uma separacao tempofdl= 0,3 entre curvas sucessivas. A linha tracejada indica a
trajetéria da crista da interface [31].
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4.1.2 Interface com duas cristas

Agora vamos considerar uma interface com duas cristas e len a@mo mostrado na
Figl4.7. A equacao de Loewner para uma interface com duaaspstle ser escrita a partir da
Eq. (4.33). Assim, fazendd = 5 temos

O = di(g—a1)In(g—a1)+d2(g —az)In(g: — az)
+d3(0t —az) In(gt — az) +da(g —aq) In(gr — a4)
+ds(gr —as) In(g; — as). (4.43)

Os fatores de crescimentlp e ds dos extremos da interface podem ser expressados utilizando
as equacoOes (4.7)le (4.21), em termos dos fatores de crestidhad,; dos dois maximos, e
d3 do minimo local. Nesse caso obtemos

z-plane w-plane
M) na-a,)
F\\T[(l_as)(;\'\

“r+r ,'l G

) - o) L naea)

9 -Q , . -

E A B cl D E'c~

alt)  al)  al) ab  a)

Figura 4.7 Dominio poligonal para uma interface com duas cristas.

d(ap — as) + d3(a3 — as) + da(as — as)

dy = — (4.44)
o — dx(ap —ay) +dz(az —ag) +da(as — &) (4.45)
a; —as

Por completeza, vamos escrever explicitamente, a parfigdé4.32), as equacdes que gover-
nam a dindmica das funcdagt), assim temos

a = Oy(ag—ap)In(ag—ap)+dz(ag—ag)In(jag —ag|)
+da(ay — au)In(jag — ag|) + ds(ay — as) In(|az — as), (4.46)
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a = dl(ag—al)ln(az—al)+d3(a2—a3)ln(|a2—a3])

+da(a2 —as)In(|az — a4|) + ds(az — as) In([az — as|), (4.47)
ag = dl(ag—al)ln(ag—al)-i-dg(ag—az)ln(ag—az)

+ds(az —au) In(|ag — au|) + ds(az — as) In([az — as|), (4.48)

dg = Oi(ag—a1)In(ay—ay)+dz2(as —az)In(as — az)

+d3(ay —ag) In(ag — ag) +ds(as — as) In(jay — ag|), (4.49)
ds = di(as—a)In(as—an)+dz2(as —az)In(as — ay)
+d3(as — az) In(as — ag) + da(as — a4) In(as — as). (4.50)

Vale lembrar ainda que no sistema de equacg8es (4.46)-(450xas de crescimendp e ds
devem ser expressadas como funcadxjés e ds, como mostrado em (4.45).

Como primeiro exemplo vamos discutir o caso de uma interfagétsca com duas cristas.
Na figura 4.8, mostra-se a solucdo da Eq. (4.43) com a din&dakaingularidades dada pelo
sistema de equacgdes (4.46)-(4.50). As curvas continuesspoandem as interfaces crescendo
a partir de = 0,5 atét = 1,7, enquanto que as linhas tracejadas representam asriegjetas
duas cristas e do vale. Na Fig. 4.8 utilizamos os fatores e&citnentad; = 1,0, d, = 0,5
eds; =1,0. Vemos que o vale da interface, cresce ao longo do eixacggrgnquanto que
as cristas, inicialmente emy(0) = ax(0) = 0,5, se afastam entre si de forma simétrica. Note
gue os fatores de crescimento das duas cristas, séo igpaisgds = 1 de maneira que eles
avangcam com a mesma rapidez. Isso fica claro quando obsenapwwlucdo temporal das
singularidades na Fig. 4.9. Nesse caso, as singularidggdese afastam uma da outra, o que
sugere que a interface tendera a ocupar o semiplano completo

Na figura 4.10, mostramos, para comparar, um caso no qual aseridtas avanca mais
rapidamente que a outra. Nesse caso, as duas cristas comaganesmas posicoes adotadas
no caso simétrico, mas agora consideramos os fatores dénceeso diferentes, = 1, d3 =
0,5 eds =0,5. As singularidades;(t) para o caso da Fig. 4.10 séo mostradas na Fig. 4.11.
Pode-se ver que as funcdagt) e as(t) sG&o numericamente iguais apos 1,8, fato esse
gue dificulta a integracdo da equacéo de Loewner para temaiosas. A evolucao vista na
Fig./4.10 pode ser interpretada como um tipo de competictie as cristas, de tal forma que
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Figura 4.9 Evolugéo temporal das singularidadgeg) para uma interface simétrica com duas cristas e
um vale.

a crista com maior fator de crescimento superara a mais. |g@@mbém podemos ver que a
crista com menor fator de crescimemtp= 0,5, e 0 vale cond, = 0,5, tenderéo a juntar-se
e posteriormente desaparecer; ver cuagb) e as(t) na Fig/ 4.11. Isso nos permite concluir
gue no caso da competicao entre as cristas de uma interfaeeniplano superior, prevalecera
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o 0.5 1 15

Figura4.11 Evolucdo temporal das singularidadgd) para a interface assimétrica onde as duas cristas
avancam com diferentes fatores de crescimento.

a crista com o maior fator de crescimento, de forma que parpds longos observaremos um
dedo simétrico com uma Unica crista. Temos nesse caso, uma tte blindagem ‘total’, no
sentido de que a crista mais lenta eventualmente vai pararedeer, sobrando assim apenas
a crista mais rapida; vide Fig.4.11. Por outro lado, se awdatde crescimento das cristas
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Figura 4.12 Dominio fisico e matematico para duas interfaces crescendo no semiplanorsupe

forem diferentes mas suficientemente proximos um do o@rentos o caso de uma blindagem
‘parcial’, no sentido de que a crista com fator de crescimemgnor ndo parara de crescer, ou
seja, as duas cristas vao continuar crescendo no semiplano.

4.1.3 Mdltiplas interfaces crescendo no semiplano

Outro problema que pode ser abordado com a equacdo de Lo@wB8) é o caso de
multiplas interfaces, como mostrado na Fig. 4.12. As cuABE e EFG correspondem as
interfaces ¢ e I'? no instantet, e sdo levadas sob a transformagée g (z) nos segmentos
de retaABC e EFG no planow. As linhas tracejadas na Fig. 4,12 correspondem as interfac
I'tlﬂ e I'tzﬂ no instante + 7. Pode-se ver da Figura 4.12 que o dominio poligonal, no plano
w, nos permite utilizar os resultados mostrados nas equa@bdg) e (4.33), de maneira que
podemos escrever explicitamente a equacao de Loewner gdifdan interfaces como

4(2) -~ 3 (0o -] ng ()] (4.51)

onden agora € o numero total de vértices correspondendo a somangiermime vértices de
cada interface. Da mesma forma, para a dindmica das siidadass;(t) temos

n

ai(t) = dj(t)(a —aj)Infa —aj|. (4.52)
#
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Note ainda que para cada interface valem as relacdes (42¥ (ue implicam

ia. (t)di

0,

(4.53)

onden; € o numero de vértices da i-ésima interface. Para ilustraso de multiplas interfaces,
vamos considerar o caso mais simples em que temos apenastdtfases presentes, cada uma
com uma crista apenas. Nesse caso, utilizando a Eq. (4.58fpda interface, encontramos

d1 eds como funcéo del, para a primeira interface, e tambéipne dg como funcéo dels para

a segunda, ou seja

(t
t

dl (t) (
(t
(

)_
)_
dal(t) ;:

t

Jaa(t
R

t
t
t

da(t)

).

(
(
( (4.54)
( .

Llegae

t

Usando os fatores de crescimento encontrados na Eq. (4.64lacéo de Loewner para duas

interfaces fica explicitamente como

|

az—ay
a; —ag

(0 —a1)In(gr —a1) + (G —az2) In(g — a2)

(4.55)

:i::;gt —a3)In(g —as)]
+ds 2::2(9 —a4)In(g —a4) + (9 —as) In(gr — as)
as—aq
ﬁ(gt —ag)In(ar _36>] :

A partir da Eq.(4.52), e com os valores dedados na Eq. (4.54), podemos escrever o
sistema de equag0es para as singularidadgs da mesma forma que foi feito para o caso de

uma interface com duas cristas na secdo anterior.

Para ilustrar o comportamento das duas interfaces, na Hi§.rostramos solucées nu-
méricas para duas interfaces simétricas com uma cristauradaNa figura, cada interface,

a imagem espelhada da outra com relagé@o ao eixo verticalnt&gaces comegam a crescer
a partir dos intervalo$—3,—1| e [1,3], respectivamente, com as cristas localizadas inicial-
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mente emay(0) = —ap(0) = 2. Cada interface tem o mesmo fator de crescimento, ou seja,
d, = ds = —1. As curvas mostradas na Fig. 4.12, foram calculadas pargotem partir de
t=0,5, atét = 1.4, com um intérvalo tempordt = 0.3. Note que, com o passar do tempo, 0s
lados mais proximos das interfaces aproximam-se um do,datroando um canal estreito en-
tre eles. Para temnos sufficientemente lonaos. a laraurdetmirecanal fica infinitesimalmente

Figura 4.13 Evolucdo de Loewner para duas interfaces simétricas crescendonijas® superior
fazendod(t) = 1, para cada interface. As interfaces iniciam respectivamente 3le-1] e [1,3]. As
linhas tracejadas correspondem as trajetdrias das cristas [31].

pequena, tal que, na pratica, a evolucao resultante comdspa a de somente uma interface
simétrica. Contudo, a equacdo de Loewner é dificil de intggaea tempos maiores que 0
maior tempat = 1.4 mostrado na Fig. 4.13. Nessa situagdo, as funagies e as(t) ficam
guase idénticas, como mostrado na Fig. 4.14.

Vemos agora, na figura 4.15, mostrar a evolucao de duasaioés;fem que inicialmente
elas possuem a mesma largura, tal como na Fig. 4.13 mas oade@gaximo de uma in-
terface avanca mais rapidamente que a crista da outra. Nasseos fatores de crescimento
para as interfaces da esquerda e da direitals&ol eds = 0,5 respectivamente. Neste caso,
vemos um efeito de blindagem similar ao visto para dedosrdara infinitesimal no capitulo
anterior, ou seja, a interface maior impede o crescimentoet®r. Vale notar, que esse efeito
é determinado pelo modelo através dos fatores de cresdmént mas € um efeito que cor-
responde a um comportamento observado em experimentasawhpeticdo de dedos, como
mostrado na referéncia [32]. Note-se que a trajetéria dammagla interface da direita (linha
tracejada) € forcada a se deslocar para o lado direito daagwoximacéao da interface maior.
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Figura 4.14 Evolugdo temporal das singularida@gd) para o caso de duas interfaces com apenas uma
crista cada uma delas. Depoistde 1,4, as funcbess(t) aas(t) sdo numericamente iguais.

»
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Figura 4.15 Evolucao de Loewner para duas interfaces assimétricas. A condicabéacmesma que

na Fig. 4.12, mas coulp(t) = 1 eds(t) = 0,5 para as interfaces da esquerda e da direita respectivamente.
As curvas estdo separadas por um inténfdle- 0,3 e as linhas tracejadas correspondem as trajetérias
das cristas [31].

Outro parametro que pode ser levado em consideracao, eftpentia o crescimento das
interfaces, € a largura das mesmas. Na Fig. 4.16, verificarefesto da largura no crescimento
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|

Figura 4.16 Evolucdo de Loewner para duas interfaces com larguras diferentesonflicdes iniciais
para a curva da esquerda séo as mesmas que na Fig. 4.12, mas paaala dineita temoa,(0) = 1,5,
as5(0) = 2,0 eas(0) = 2,5. Os fatores de crescimento para as duas interfaces séo os niggmagd.
Novamente, as linhas tracejadas correspondem as trajetorias das cristas.

das interfaces quando elas tem 0 mesmo fator de crescin@@mao visto na figura, a interface
da esquerda tem inicialmente uma largura maior que a ioteda direita. Apesar de terem
0 mesmo fator de crescimento, a interface com largura me#nca mais rapido, produzindo
um efeito similar ao de blindagem visto na Fig. 4.15, pararfates inicialmente simétricas,
mas com fatores de crescimento diferentes. As curvas dd Big. foram produzidas para os
mesmos tempos e com 0 mesmo intervalo tempiirdb que os utilizados na Fig. 4.15.

A equacédo de Loewner no semiplano para multiplas curvasgeuypaa interface simétrica
foram publicadas em [31]. Por outro lado, a solucdo exata aarrajetorias de trés curvas
crescendo no semiplano, suas respectivas solu¢des naméricequacado de Loewner genera-
lizada para uma interface com mdltiplas cristas, assim cpana multiplas interfaces e suas
respectivas solucées numéricas, foram publicadas em [31].



CAPIiTULO 5
Equacéo de Loewner para um dedo de largura
Infinitesimal na geometria do canal

Uma extensao natural do problema é feita considerando drmersio dos dedos de largura
infinitesimal e de interfaces, em uma geometria limitada.té&Neapitulo, vamos deduzir (via
transformacao de Schwarz-Christoffel) a equacéo de Loegureigoverna o crescimento de
uma curva que cresce dentro de um canal de paredes infinitasteamos solu¢cdes numeéricas
para vérios dedos crescendo dentro do canal.

5.1 Equacédo de Loewner na geometria do canal

Agora consideramos o problema de um dedo de largura infimiésrescendo a partir do
eixo real em um canal semi-infinito, cujas paredes lates#oeenx = +1, e a parede inferior
emy = 0, como mostrado na Fig. 5.1, de maneira que o dominio do Paredévante no plano
z é descrito por

P={z=x+iyeC:y>0,xe]-11[} (5.1)

Como antes, consideramos a transformag&og; (z) que leva o dominio fisiceno domi-
nio matematico no plana:
o P\l — P, (5.2)

com a extremidade (“tip”) do dedgt) sendo levada no pon#gt) no eixo real do planav; ver
Fig./5.1.g; corresponde inicialmente ao mapa identidade

Jdo=2 (5.3)

e além disso impomos a condicdo de normalizacdo hidrodgggrgue para a geometria do
canal escreve-se na forma

@@ =iCO+2+0( ). mz) e (5.9)

63
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Figura 5.1 Sequéncia de mapas utilizados para mapear um dedo de largura infinitesigeaimetria
do canal.

ondeC(t) é uma funcéo dé que pode ser especificada posteriormente. Vale notar que no
caso da geometria do semiplano superior nos Caps. 3 e 4, padaretC(t) = 0, sem perda

de generalidade. Na geometria do canal, contudo, isso nd® $®r mais feito em face da
condicdo de contorngy = +1 nas paredes laterais, que se prolongam até o infinito.

A dindmica de crescimento do dedo no canal € a mesma que a ddecdsdos no semi-
plano superior, ou seja, a ponta do dedo cresce ao longolaslde gradiente, o que implica
gue a interface no plane cresce ao longo de segmentos de reta verticais; ver o tragcave
no planow mostrado na Fig. 5.1. Lembramos que, por defini¢éo, a fuggd¢z) transforma
o plano fisico no tempb+ 1 no canalP, com a nova ponta do dedo (pofBma Fig! 5.1) sendo
levada ena(t + 1), enquanto que os pont@se A, correspondentes & posicao anterior do dedo,
séo mapeados nos ponfig = a(t + 1) £ v, respectivamente, ondeé uma quantidade infini-
tesimal relacionada com A fim de deduzir a equacao de Loewner para este caso pre@samo
de escreveg; . ; em termos dey. Isto é feito em dois passos.

Primeiramente, aplicamos a seguinte transformacéo

~ i
Ot+r = 5|n§gt+r7 (5.5)
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tal que o plano matematico no instahte T fica mapeado no semiplano superior em um plano
complexo auxiliarw como mostrado em Fig. 5.1. Em particular, nota-se que o phto 1)

no planow néo esta mais localizado simetricamente com respeito agmsados pontog; e

{»>. Em outras palavras, sob a transformagao (5.5) o pa(ute 7) é levado em

at+r1)= singa(t +71), (5.6)

enguanto que os pontds e {1 sdo levados nos pontos e w, respectivamente, dados por
T

Wy 2 :S|n§[a(t+r):pv]. (5.7)

O segundo passo consiste em introduzir a transformacaor (w), que leva o semiplano
superior (planav), no canal (planav) com um segmento de reta vertical; vide [Fig.5.1. Nesse
caso podemos escrever

G = F(G+1)- (5.8)

Como o dominio no planas € um poligono degenerado, a fungé@ ;) pode ser obtida a
partir da transformacéo de Schwarz-Cristoffel. Nesse catmwos
~ G+ w—at+r1)
G = F(G+r) =K dw+a(t), (5.9)
@ V(W 1)(w—w)(w—wp)
ondeK é constante a ser determinada.
O valor deK € encontrado fazendo o limitg, ; — ico no plano{, que implicag;;; — o
no planow, e usando a condicdo de gge~ gi+;. Para avaliar o limite;;; — o fazemos
w — o na integral da Eqg. (5.9), assim temos

Givr 1
o = K/wl ~do, (5.10)

Integrando obtemos
g =Kin w\ga‘)l”. (5.11)

Substituindagy r = sin(5 o) € tomando o limitey ; — i, temos

g = Ilim Kin [Sin (7—2Tgt+r>} . (5.12)

Ot+7—l®
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- . iZ_ iz ~ .
Utilizando sin(z) = © >-—, Na expresséo acima, podemos escrever

_ d(Zar) _ g-i(Fo1)
g = lim Kin . , (5.13)
Ot+1—1% 2
ou seja
g = lim Kin {ei(ggt“)],
Ot+r—l%
T
= —|K§91+r, (5.14)
de onde encontramos 5
K=i-. 5.15
i (5.15)

Para fazer as expansdes necessdrias para encontrar acededgi®ewner, re-escrevemos
os Ultimos dois termos dentro do radical em (5.9) de forma m@nveniente

(w—w)(w— ) = (w— 8% +4e? [dw— 1+ €], (5.16)
onde
£2 — sir? (%’) . (5.17)

Na expressao (5.16) omitimos o argument@(te-T) por economia de notacao, (para a dedu-
cao de((5.16), ver Apéndice C). Usando (5.15) e (5.9), podemso®ver a transformacao de
Schwarz-Christoffel dada na Eq. (5.9) como

2 (Gt —a
O =— : (f) a — dw+a(t), (5.18)
Mo V1- w2/ (w—8)2+4e2[8w— 1+ €7
colocando em evidénciav — )° podemos escrever
2 (G 1
O = —/ : dw+a(t). (5.19)
T J oy 5 4¢2[ 80— 1+€2
1—w 1+ W
Definindo a quantidadecomo
_ 4g?(Aw—1) (5.20)

- (w-8)?
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o integrando em (5.19) pode ser escrito como

1 = ! (5.21)
2628(w—1) — 2 ' '
/(1= w?) 1+€(£+(2)2) VvV (1—w?)v1+X
Uutilizando agora a expansao
1 3 15
71/2: _—— —_ 2—— 3 oo
(14x) 1 SX+tgX —gX (5.22)
a integral em (5.19) fica como
=— —— | 1— =X+ =X — — <+ | dew+a(t). 5.23
O o 1_0)2( XX —eX Tt ) +a(t) (5.23)
A expresséo acima pode ser escrita como
2 ~
gt:%(lo+|1+|2+|3)+a(t), (5.24)
onde 1 3 15
0=Jdo, hi=-3d, l2=gk, 3=~ g% (5.25)
© Gt 1 dw—1 1"
+T aw—
Jy = (4g2)" [ _ } d 5.26
= e VI le—ap 20

As quatro integrais na Ed. (5.24), |1, | e |3, sdo mostradas explicitamente e resolvidas no
Apéndice|(C). Utilizando os resultados payan = 0, 1,2, 3 encontrados no apéndice, podemos
escrever para cada uma das integrais

T T
lo = Egt+r—§a(t+r)+2£, (5.27)

—

cos(50t+1) sin[Ja(t+T1)
sin(Zotr) —Zsin [Za(t+T1)] * 8{1+ cos[%a(t +1)

l;, = —2¢2

s}, (5.28)

—

(5.29)

(5.30)

oo_lm.EIm
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Substituindo os resultados das integrais mostradas ef) (&/B3os para;

2 m T 2 cOY 50t +1)
& = {th+r—2a(t+r)—2£ sin(Zgr¢) —sin[Za(t +1)]

I8
+28_£{1+§in[§a(t+r)} s}—f—f—m}jta(t).

os[Za(t+T1)] 4 8
(5.31)
Colocando em evidéncia os termos efre eme, a equacio acima torna-se
2 coy Xgii1) 1 sinfZa(t + 1)]
= — = (2¢? 2 +-= -2
G Gt = ){ sin(Zgi+¢) —sinza(t+1)]  2cogja(t+1)]
2 1 1

—7—T£<2—1—Z—§—~~>+a(t)—a(t+r), (5.32)

A série entre parénteses € da mesma forma que a encontradbepas de largura infinitesimal
no semiplano, entdo podemos escrever

<2_1_1_1_...> Y =
X=

4 8 1
= 0. (5.33)
Assim, a equacéo (5.32) reduz-se a
42 cos(Zgr1)
% = Gt 11 sin(Zgiyr) —sin[Zat+1)]
22 m
—Ftan[ia(tntr)} —a(t+1)+a(t). (5.34)

Analisando o map& (w) proximo do ponta(t + 1) podemos verificar que a altuhedo corte
vertical no planav esté relacionada ao parametratravés da relacéo

T
e=h (5.35)

de modo que tantb quantoe vao a zero quando— 0. Expandinda (5.34) até primeira ordem
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emTt e fazendo o limita — 0, obtemos

T cos(39:) 2 Tt tan”
G = Zd(t)sin(’—;gt) — sin[Za(0) +a+ 4d(t)tan2a(t), (5.36)
onde
R

Utilizando a condi¢&@o de normalizacado hidrodindmica, Ee)( segue quR€gg:] — 0 quando
g — . Usando essa condigdol e (5.36) encontramos para a dindasicandjularidades(t)
uma equacao da forma

: m i
a= —Zd(t)tanﬁa(t). (5.38)

Isso implica que a equagéo de Loewner para uma curva cresocengeometria do canal fica
dada por
o - Ta) %)
2 " sin(Zg) —sin|Za(t)]
Seguindo 0os mesmos passos feitos acima, pode-se mostraregumacado de Loewner para o
caso de multiplos dedos no canal é da forma

(5.39)

N m o\ & di(t)
== = 5.40
O 2cos<29t>izlsin(ggt) —sin[Ja(t)]’ (5-40)
onden corresponde ao numero de dedos, e as singularidades sagdadas

(5.41)

N oom, m_ T m_ . dl(t)
8j(t) = — 44| tan(gaj) + ECOS[E""J (U] Zl sin[Za;(t)] —sin[Zai(t)]’

i
Uma deducao da Eq. (5.39) foi feita em [26], via mapas itesatfale notar, que esse método
ndo da diretamente a equacao pEta, a qual tem de ser obtida fazendo os limites apropriados
da equacdao de Loewner. A aproximacdo de Schwarz-Christggffesentada acima € mais di-
reta, j& que ela da automaticamente a equacéo da evolucportdmparaa(t) sem necessidade
de consideracdes adicionais.

Uma forma mais conveniente de escrever a equacao de Loewnanal, é dada em termos
das variaveis transformadas

-(t)} , (5.42)
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I
0.5 1
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Figura 5.2 Dedo crescendo dentro da geometria do canal no plano fisico

multiplicando aos dois lados de (5!39) por (g ), e substituindo c8$Zg) = 1— sir’(Zg;)
do lado direito, temos

LT o d(t)
entdo paran curvas teremos
& TT 2 ~2 n d|(t)
=(=) (1— — 5.44
6= (3) -3 55 (5.44)

Para encontrar a evolugéo das singularidades em terng§ fderiultiplicamos aos dois lados
de (5.41) por cdga;(t)], temos entéo

&(t) = _fdiéi +f(1—51'2

. 3 (5.45)

5.2 Solucdes Numericas

Vamos mostrar a seguir solugdes numeéricas da equacao denéopara 0 caso em que
um, ou varios dedos crescem no canal.
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5.2.1 Umdedo

A solugdo numérica da equacéo de Loewner para um dedo cdescercanal é feita utili-
zando o mesmo procedimento descrito no Capitulo 2. Ou sejms/ategrar a equacao (5.39)
para tras (no tempo) a partir da condicdo termmak 4(t). Para evitar a singularidade da
eg. (5.39) na condicao terminal, utilizamos a seguintexapracdo de primeira ordem

Gt = Gt—r + TGt—r, (5.46)

de forma explicita, utilizando (5.39) temos

s~ T\ 2 (1_Gt2—r)
G=0 r+71 (§> d(t)gt_r——é(t—r) (5.47)

de onde encontramos um polinémio quadréaticogem, Tuja raiz relevante é

at—1)+al) + \/[é(t —T)+4a(t)]2+4clat)at — 1) + "721]
2c ’

Ot—1=— (5.48)

onde

c= gdr—l. (5.49)
O valor encontrado na Eq. (5.48) corresponde a condicadrtakote integracdo no instante
Com essa condicdo, a equacdo de Loewner pode ser integradtigsaaté o instante= 0,
obtendo-se assim o valor dg, de onde obtemos a posicao da extremidade do dedo nozplano
y(t) = 2sin *(go).

O comportamento do dedo é de acordo com o visto em [26]. Esfiédo pelas paredes do
canal, de maneira, que se ele inicia sua evolugdo desdeg@iposio simétrica(0) = —0,5, 0
mesmo vai avancar em dire¢do do centro do canal, como vistolmgdo numérica apresentada
na Fig. 5.2. Depois de atingik= 0 o dedo continua avangando verticalmente por conta da
influéncia das paredes do canal.

5.2.2 Dois dedos

No procedimento mostrado a seguir, a raiz apropriada piagrar a equacao de Loewner e
produzir a trajetoria do i-ésimo dedo, é encontrada fazgneaog; (t) no polindmio de terceiro
grau emg;_;. Para obter o valor dg_;, a partir do qual podemos integrar para tras a equacao
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de Loewner no caso de dois dedos, utilizamos (5.40) e (5et6)c= 2, assim temos

~ m\ 2 ~ di(t) do(t)
6=6r+7(5) -8 [@t_r—a1<t—r>+@t_r—az<t—r> - 559

de onde encontramos o seguinte polinbmio cubicaem ~
G ¢ +0(t)& ¢ +c(t)G—r +0(t) =0, (5.51)

os coeficientes do polinbmio sdo dados explicitamente no &pén.. Utilizamos uma das rai-
zes complexas do polindBmio como condicao terminal pargiate equacao de Loewner (5.40)
atét = 0, para obter a posi¢céo da extremidade da cyfta= ,%go.

No caso de dois dedos com fatores de crescimento igyaisd, = 1,0, observamos que
os dedos crescem tendendo para posi¢cdes simétricas dastnoetiades esquerda e direita do
canal. Ou seja, independentemente de suas posi¢coessnasailledos tenderdo para as retas
x= 40,5, como visto nas Figuras 5.3 e 5.4. O efeito de blindagem iqo@swmnos capitulos 2 e
3 para o caso de dedos no semiplano, também pode ser obsguaadio os dedos crescem na
geometria do canal com fatores de crescimento diferengidN 5.5, fizemod; = 1,0 edy =
0,5 para os dedos da esquerda e da direita, respectivamenteidGon efeito de blindagem
nao é tao forte porque as paredes do canal “empurram” o dedoaita, compensando de
alguma forma o fato de que o dedo da esquerda cresgca com gibez.

10

Figura 5.3 Dois dedos crescendo dentro da geometria do canal no planoZtsioo os mesmos fatores
de crescimental(t) = 1,0. As condi¢des iniciais das singularidades correspondapnita = —0,8 e
a(0) =0,8.
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Figura 5.4 Dois dedos crescendo dentro da geometria do canal no planoZtgioo os mesmos fatores
de crescimenta(t) = 1,0. As condig¢8es iniciais das singularidades correspondepita = —0,2 e

az(O) =0,2.

0.5

Ko

Figura 5.5 Dois dedos com fatores de crescimento difereties1,0 ed, = 0,5. As condi¢des iniciais

das singularidades correspondein €0) = —0,2 eay(0) = 0,2. Tempo de integracdo= 3,0

5.2.3 Trés dedos

De forma similar ao caso de dois dedos, a raiz apropriadaip@grar a equacao de Lo-
ewner e produzir a trajetoria do i-ésimo dedo, é encontrazniday; = a(t) no polindbmio de
quarto grau eng;_;. Assim, para resolver numericamente a equacéo de Loewnsaswode
trés dedos, substituimos a Eq. (5.40) (com 3 e avalianda; emt — 1) na Eq. [(5.46) para
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Figura 5.6 Trés dedos crescendo na geometria do canal no plano fisiman os mesmos fatores de
crescimental(t) = 1,0. (a)a;(0) = —0,2,a2(0) = 0,0 eaz(0) = 0,2. (b)a;(0) = —0,8,a2(0) =0,2 e
a3(0) = 0,8. A equagéo de Loewner foi integrada &ité 2,0.

obter explicitamente

dh (t) dt)  da(t)

G = G +r<7—T)2(1—”2 ) +
B S G —at—T)  Gr—(t-1)  G-dt—1)]
(5.52)
de onde é facil encontrar o seguinte polinémio de quarto gnag
gt4fr + b(t)gtsfr + C(UQI{T +0(t)Gi—r +e(t) =0, (5.53)

cujos coeficientes de forma explicita sédo dados no ApéncitleTihicamente, esse polinémio
gera duas raizes reais e duas complexas conjugadas. Utiizama das raizes complexas
como condicdo terminal de integracdo na equacao de Loewseyuemos 0 mesmo procedi-
mento que foi feito anteriormente para encontrar a tragtios dedos. A seguir, mostramos
alguns exemplos para esse caso. Iniciamos com a situac&csimgules: os dedos possuem
condicdes iniciais simétricas e fatores de crescimentaisgli= d = 1,0. Nas Figuras 5.6a
e[5.6b, as condi¢Oes iniciais sag(0) = —0,2, a»(0) = 0,0, a3(0) = 0,2 e a;(0) = —0,8,
ax(0) = 0,2, a3(0) = 0,8 respectivamente. O tempo de integracad fei2,0. Podemos ob-
servar que o dedo do meio, idependentemente de sua posigabaoupara o centro do canal
para tempos longos. O mesmo ocorre com o0s dedos dos flanesgrescerdo ao longo das
linhas assintéticas localizadas em- 0,66, paralelas as paredes do canal, tal que a posicao
das retas assintéticas ndo depende das condic¢des ingsdfisraioes, (t), mas sim dos fatores
da crescimentdi(t) de cada dedo.
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Figura 5.7 a) Trés dedos crescendo na geometria do canal no planoZisicm fatores de crescimento
diferentesd; = 1,0, d> = 1,0 ed3 = 0,5. As condig¢des iniciais das singularidades correspondem a
a1(0) = —0,2, ax(0) = 0,0 eag(0) = 0,2. b) Trés dedos com os mesmos fatores de crescimento da
figura em (a), mas com condic¢des iniciais diferentesagf@) = —0,5, ax(0) = —0,1 eaz(0) =0, 3.

Tambem podemos ver que o efeito de blindagem esta presarid@temos trés dedos no
canal com fatores de crescimento distintos. NalFig. 5.&{#@amosa; (0) = —0,2, ay(0) =
0,0 eaz(0) =0,2 ed; =1,0,d, = 1,0 eds = 0,5. Devido ao fato de que o dedo da direita
tem o menor fator de crescimento, ele fica um pouco recua@otparpos longos em relacao
aos demais. Vale notar que os dedos convergem para linbascejas posicoes determinadas
unicamente pelos fatores de crescimento, ou seja que paisgar condicdes iniciais os dedos
convergiram para as mesmas retas, como mostrado na Fig).5.7(



CAPITULO 6

Crescimento de uma interface no canal

Neste capitulo faremos uma extensdo da equacéo de Loewaezgiadar o crescimento
de interfaces na geometria do canal e deduziremos uma egpag@a evolucao temporal da
funcdog:, de forma similar ao que foi feito para o caso de interfacesamiplano superior.
Veremos que o crescimento das interfaces naturalmenteéndleiénciado pela geometria do
canal.

6.1 Equacdo de Loewner para uma interface no canal

Nesta secdo vamos considerar o problema de uma interfacemananica crista crescendo
na geometria do canal. Nas se¢0es seguintes veremos o casaligado de uma interface com
mais de uma crista, bem como o caso de multiplas interfaceamsd.

6.1.1 Deducédo da equacao de Loewner

Consideramos uma interface que cresce a partir do segnzergg C (—1,1) no eixo real
no planaz, e avanga na regido superior do canal, como ilustrado né BigO dominio definido
pela geometria do canal é dado por

P={z=x+iyeC:y>0,xe]—-1,1}. (6.1)

Supomos que a interface tem um ponto especial, a cristaif@i, ‘@nde a taxa de cresciemto
€ maxima, enquanto que 0s pontos em que a interface faz cauat 0 eixo realz; e 2,
permanecem fixos. A interface descrita acima é da forma ausstna Fig. 6.1. Utilizamos
't para denotar a interface no instaihte K; para a regido delimitada pdr e o eixo real.
Consideramos quig; € tal que o domini®; = P\K; seja simplesmente conexo.

As condicbes de contorno para a interface em termos do pakenséo: ¢ = 0 na parede
de baixo do canal= 0 e ao longo da interfadeg; ‘;—j‘(’ = 0 nas paredes laterais= +1, eg—g‘,’ =1
no infinito, correspondendo ao campo uniforme no infinita;Rig. 6.1. Note que a condi¢ao

76
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§£=1 /gt\‘ ¢
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z — plane w — plane
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Figura 6.1 Condicdes de contorno e acao da transfornggdi@ra uma interface no canal.

de contorno nas paredes do canal pode ser mais conveniemgesserita em termos da fungcao
de correntap, a saberiy = +1 emx = +1, implicando naturalmente que as paredes séo linhas
de corrente. Isso significa que se considerarmos o potesrunaplexow = ¢ + i@, entdo o
dominio de interesse no plamoé exatamente a regid@correspondendo a parte superior do
canal (no planav).
Vamos considerar portanto a transformacdo confomne,g:(z), que leva o dominio do

canal, no plan@, sem a regido entre a curl’ae o eixo real, no dominio do can&lno plano
W, OU seja

O P\l(t) — P. (6.2)

De forma similar ao caso da interface no semiplano, os pontos1 devem permanecer fixos,
ou em termos do mapg fica

lim [g:(2) + 1] = lim[g(z) — 1] = 0. (6.3)
z—-1 z—1
Além disso, considera-se q@e mantém fixo o ponto no infinito, exceto por uma constante
aditiva, ou seja
lim gt(z) =z+iC(t), (6.4)

Z— 0
ondeC; € uma funcéo do tempo a ser determinada posteriormente.ndigzées acima definem
a transform¢ao conforme = g; entre os planosew; vide Fig. 6.2.

A deducéo da equacao de Loewner serd analoga a do caso @&ceteo semiplano. O
plano fisicoz e os planos matematicese { nos instanteset + 1, respectivamente sdo mos-
trados na parte superior da Fig. 6.2. Da Fig. 6.2 vemos quepagadransforma o dominid
no dominiow como segue. Sob a aplicacdogie interface no instante denotada poF; e



6.1 EQUACAO DE LOEWNER PARA UMA INTERFACE NO CANAL 78
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Figura 6.2 Planos fisico e matematico para uma interface crescendo na geometria doActumegéao
0:(2) leva a interfacé’; para um segmento no eixo real, enquanto que a inteffage
€ levada no triangulo (linha tracejada).

representada pela curB&D, € levada no segmento de r&&D sobre o eixo real, no intervalo
[a1(t),as(t)]. Os pontoz = —1 ez= 1 permanecem fixos, ou seja, sdo levadosiem —1
ew = 1, respectivamente. A dinamica de crescimento € definidecégando que a crista da
interface cresca ao longo de linhas de gradiente, enquastogjpontoz = +1 permanecem
fixos. De forma similar, a aplicacéo de.; no instantd + 1 leva a interfacé ;. ;, no planoz,
na curva poligonal (linha tracejada) no plano matematico

Os angulos externos de cada veértice da curva poligonal noplado denotados paer(1—
aj), com a convencgédo de que se o angulo for maior muentdo o correspondente parametro
a; é negativo. Os parametros do poligono satisfazem as mestaa8es (4.7) e (4.21) validas
para curvas poligonais no semiplano, ou seja,

ar+azx+a3=0, (6.5)

aia; + aoap + azaz = 0. (6.6)

Utilizando as equacdes (6.5) e (6.6), podemos, tal como,axXpemir a; e az em termos de

as:
az—a —aq
a1 =— az, ay=—
a3— a1 ag—ai

ar. (6.7)
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Agora, como feito para o caso de dedos de largura infinitestmatanal, aplicamos a
transformacgaov = sin(’—zTZ) para levar o canal, no plano matematcano semiplano superior
do plano complexo auxiliag, tal que os pontos;(t + 7) sdo levados em

aa+ry:wﬂgaa+rﬂ, (6.8)

como mostrado na Fig. 6.2. Neste ponto, é conveniente tarfaz@ma transformacéo do plano
matematicav no semiplano superior, de um plano auxiaratravés da seguinte transfomacao

. (T
GZW%EW% (6.9)
como ilustrado na Fig. 6.2. Com essa transformacéo os peyitpséao levados em

&(t) =sin[Ja ()] (6.10)

e o triangulo é transformado (no limite— 0) em um triangulo no plané, cuja alturah,
infinitesimal € encontrada a partir de

& +ih=sin [g(az(t) + ih)} =sin [I—ZTaz(t)} +igcos[ga2(t)} h, (6.11)
de maneira qub é dado por
h= gcos[gaz(t)} h. (6.12)

Vamos denotar os angulos externos do triangulo no ptapor (1 — &;); ver Fig. 6.2. Os
parametrogy; satisfazem as mesmas relacdes validas para os pararmmetmosplanow, ou
seja,

w

& =0, (6.13)

w

&di = 0. (6.14)

1=

A sequir, consideramos a transformacgées F (w), que leva o semiplano superior do plamo

no semiplano superior do plartbsem a regido delimitada pelo triangulo, como mostrado na
Fig./6.2. Se introduzirmos a seguinte notacédo

G (z) = sin [ggt(z)] , (6.15)
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6+1(2) = sin [ Sair(2)] (6.16)

entdo temos que é possivel relacionar as fungdesj | ; através da transformac&g ou seja,

6 = F(Grr). (6.17)

Ja que o dominio no plan®tem uma forma poligonal, o magaw) pode ser obtido através
da transfomacéo de Schwarz-Christoffel. Nesse caso obtemos

Gi+r 3 ~
6 —F(Gr) =K | [i¢-at+nr®d+c, (6.18)

onde as constant&seC sao determinadas para garantir fe-1) = +1. A integral em|(6.18)
representa a respectiva integral idefinida expressa enosatenvariavety” ;. Se introduzimos
a notacao

3 .
00) = [ [i¢ a0 ¥ ac. .19

para denotar essa integral indefinida temos entéo

G = K¢ (Ge+r) +C, (6.20)
onde as constant&e C sao dadas por

2 o $+o(-Y)

¢(1)—9(-1) ¢(1)—9(-1)
A integral em[(6.19) pode ser calculada explicitamente emde das funcdes hiperge-
ométricas. Entretanto, para nossos propdésitos € mais denterexpandir o integrando na
Eq. (6.19) em poténcias das quantidades infinitesimagsdepois fazer as respectivas integra-
cOes. Para expandir o integrando na Eqg. (6.19) até primalemoemd; fazemos

(6.21)

2 3
.r![z_éi(tJ”)]_ai - _rle‘ai'”[l—éa(tu)]

= .ﬁ{l—ai'”[f—ﬁi(tﬁ)]+O(5rz)}. (6.22)

Fazendo o produtério para os trés termos e substituindo @ne#ip acima na integral (6.19)
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temos

6(0) =/Z {1—2«% |n[Z—ai(t+T)]+O(5’2)} dz. (6.23)

gue depois de integrar torna-se

3
¢@p:15;§&m—ma+rmmz—ma+¢n—z} (6.24)

Utilizando (6.14), vemos que zera o Ultimo termo da expessdre colchetes, resultando

3
¢(Z):Z—_Zlai[f—5!i(t+T)]|n[Z—5Yi(t+T)]' (6.25)
Para encontrar o maga Substituimos as equacdes (6.25) e (6.21) em (6.20), assioste
< 20(G)—[¢(1)+¢(—1)]
R Ty TV (©20
onde 5
#(1) = 1—_Zldi(t)[1—éi(t+r)] In[1—&(t+1)], (6.27)
3
o(—1) = —1+_Zl&i(t)[1+a-(t+r)]In[1+éi(t+r)], (6.28)

sendo que para obter (6.28) utilizamos (6.14) para canoslégrmos imaginarios. Reescre-
vendo (6.26), temos

1

6(04r) = 56 19(1) ~ $(-1]+ 3 [0(1) +9(-1)]. (6.29)

agora, expanding; até primeira ordem emm, & + 16, € mantendo no lado esquerdo
de (6.29) apenas termos em primeira ordem nas quantida€es, obtemos, apés algumas
simplificacdes, a seguinte equacéo de Loewner generalmada geometria do canal

Gi(2) =Y di(®){[a —&t)]In[G — &) — A )G +Bi(t)}, (6.30)

onde as fungfes;(t) e Bj(t) sdo definidas como

NI =

At) = S{[1+a®)]In[1+&(t)] +[1-&1)]In[1-&(t)]}, (6.31)
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B (1) = Z{[1+ &W)]IN[1-+ &)~ [1— &) In[1 - & (1)), (6.32)

e os fatores de crescimento no plano auxfiasdo dados por
di(t) = lim —. (6.33)
T

Para especificar completamente a dinamica de Loewner gnecssdeterminar a evolugao
temporal das fungbes; (f). Para isso, fazemos que os pongp& F 1), sejam levados nos
pontos&(t) sob a acdo do magp = F(§i+1), OuU seja

&(t)=Ko¢&t+T1)]+C. (6.34)

Comparando a equagédo acima com a [Eqg. (6.20), vemos que, deguinesmo procedimento
mostrado acima, as equagfes que governam a dinamica déedai(t) podem ser obtidas
simplesmente fazendo-ge= §;(t) na equacao de Loewner (6.30). Temos entdo

3
& = Zld”j(t){[a- (t) — & (1)]In|&(t) — & (t)] — Aj(H)& +Bj (1)} (6.35)
=

Utilizando a transformacao (6.15) é facil converter a eqoialsi Loewner dada em (6.30),
em termos dey, para a equacado de Loewner em termos da fuggd®e forma similar, da
Eqg. (6.35) obtem-se a evolucdo das funcééls). Entretanto, ndo daremos essas expressoes
aqui, uma vez que, como veremos adiante, é preferivel artegequacdo de Loewner em
termos da funcég; & depois invertermos a transformacao para atey.

Vamos definir agora os fatores de crescimento no plano matenadiiginal w:

di(t) = lim —. (6.36)

Utilizando a forma dé mostrada em (6.12) podemos relacionar os fatores de crestcilfn(t)
e d;(t) da seguinte forma

~ T m a—a
_~ n 37
di > cos( 2a2> o éldl’ (6.37)

~ T m \(&—&)(ax—a)(az—ap)

d» = — cos( ~a d 6.38
2= 75 (2 2) (ag—ay)(dp — 1) (G —dp) = (6:39)

~ I m az—ap
O = = — d 6.39
5= cos( 2a2) %5, (6.39)

onde os fatores de crescimerdp e d3 podem ser expressos em funcadodiea partir da
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Eq. (6.7), resultando

_ &) —a(t)

(D) = - ), () = g

da(t). (6.40)
Vé-se assim que a evolugdo de Loewner descrita por/(6.3038) (6 completamente especi-
ficada dando-se as condi¢des iniciai®) e o fator de crescimentdy(t), da crista. Para uma
interface com somente uma crista, podemos fdz@) = —1 sem perda de generalidade, por-
gue essa quantidade esta relacionada unicamente com walagesnto do tempo sem alterar
de nenhuma maneira sua dindmica. Vale lembrar que de acomimassa convencao os fa-
tores de crescimento das cristas sdo negativos. A seguidagstnos solu¢des da equagéo de
Loewner para algums casos especificos utilizando as Equd6d80) e/ (6.35).

6.1.2 Interface simétrica

Nesta subsecédo consideramos uma interface simétrica epeiteea linha vertical no cen-
tro do canal. Nesse caso, temasét) = 0 eaz(t) = —ay(t) = a(t), com equacdes similares
para as quantidades comu(t) = 0 eds(t) = —&(t) = &(t) = sin[Ja(t)]. Em face dessa si-
metria temos aindd; = d3 = —d,/2. Denotando o fator de crescimento igr) = |da(t)|, a
equacao de Loewner (6.30) fica da forma

d(®){[G —at)]In[G — &(t)] + [G: + &(t)] (G +&(t)] — 26t In G — As(1)G},  (6.41)

NI
Qe

gt:

onde
As(t) = [1+at)]In[1+4a(t)]+[1—&t)]In[1—&(t)], (6.42)

a(t) =d(t)[2In(2)a— Ad. (6.43)
Nesse caso, o parameti@ dado em termos do fatdr= |d| por

dit) = gtan[ga(t)} d(t), (6.44)

como se segue da Eq. (6.38).

Um exemplo de uma interface simétrica no canal € mostradagn@®Ba. Nessa figura,
as curvas mostram as interfaces para varios valorésalpartir det = 0,5 atét = 1,7 com
uma separacdo di&t = 0,3 entre curvas consecutivas. Para gerar as curvas na Figiné.3
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Figura 6.3 (a) Evolucdo de Loewner para uma interface simétrica crescendo natgaatoecanal. As
linhas mostram a interface para varios instantesalpartir det = 0,5 atét = 2,0 com uma separacao
temporalAt = 0, 3 entre interfaces sucessivas. (b) Evolugéo temporal da fuajtfoorrespondendo a
situagédo mostrada em (a).

tegramos a equacao de Loewner (6.41) para tras no tempoiradaacondicaoy = W, para

W e [—a(t),a(t)], a fim de obter os valores iniciagg dos quais determinamos 0s pontpgue
correspondem a interface.= %sin‘l(go). Da figura, vemos que com o passar do tempo a
interface se expande e tende a ocupar o canal completo. Yalesamencionar que a integra-
cdo da equacao de Loewner para além do ultimo instante d® terogtrado na Fig. 6.3(a), é
muito dificil porque a funcéa(t) toma valores muito proximos da unidade como se pode ver
da Fig! 6.3b, criando uma divergéncia no terfa) mostrado em (6.42).

6.1.3 Interface assimétrica

Agora estudamos uma situacdo na qual partimos de uma corwiigiabassimétrica. Nesse
caso fixamosy(0) e az(0) em posi¢Bes simétricas, mas deslocamos a crista da irgettac
centro do canal, ou sef@(0) # 0. Na Fig. 6.4a mostramos um exemplo dessa situagdo com
a3(0) = —a(0) = 0,2 eax(0) = —0,1. Como visto na Fig. 6.4a a crista interface dirige-se
inicialmente para a parede esquerda do canal, dando a iriprdssque a assimetria inicial
persistira para qualquer tempo. Entretanto, para tempd® homgos é de se esperar que a
crista tenda para o eixg resultando em uma interface assintoticamente simétGoatudo,
€ muito dificil prosseguir com a integracdo numérica da efual Loewner para tempos
maiores que os mostrados na Fig. 6.4a, uma vez que para osstdimagis mostrados nessa
figura a funca@y (t) ja se torna muito proxima del, como pode ser visto na Fig. 6.4b. Outra
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0.5

a(®)o
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Figura 6.4 (a) Evolucdo de Loewner para uma interface assimétrica na geometriaalqeasa varios
valores dd, a partir d& = 0,5 atét = 1,7 com um intervalo dét = 0, 3 entre curvas consecutivas. A
linha tracejada corresponde & trajetéria da crista da interface. (b) Bedieigporal das funcoes(t),
ap(t) eas(t) correspondentes a situacdo mostrada em (a).

maneira de gerar uma interface assimétrica € mostrada né.b& onde a posicao inicial da
interface foi deslocada para o lado direito do canal, cpmedendo @;(0) =0,3,a,(0) =0,5
eag(0) = 0,7, de maneira que a crista esta inicialmente em uma posigétrgia com respeito
aa;(0) eaz(0). Observe na Fig. 6.3a a tendéncia da crista a convergir pas@a@entral do
canal, indicando que para tempos longos devemos ter unmtaggeissintoticamente simétrica
como no caso anterior. Contudo, pela mesma razao discutitia &adificil integrar a equacéo

0.5

a(®)o

0.5~
-0.5

_ L | L | L | L
1 B 05 1 i5 2
¢

(b)

Figura 6.5 (a) Evolucdo de Loewner para uma interface assimétrica na geometriaalo Aa curvas
mostram a interface para varios valores,departir de = 0,5 atét = 1,7 com um intervalo dat = 0,3
entre curvas consecutivas. A linha tracejada mostra a trajetéria da cristeedace. (b) Evolucao
temporal das funcOes (t), a(t) e ag(t) correspondentes a situacdo mostrada em (a).
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de Loewner para tempos longos; vide Fig. 6.5b.

6.2 Interface com multiplas cristas

6.2.1 Formulacao do problema

w—plane
ml-a5) -, )
q / ~(? H N
G .
mi-a,) hy hs |hs \Tl-o5)
A Bl g D B,
-1 1 -1 ay(t) a(t) ax(t) ayt) as(t) 1
g Jsin(gw)
m1-a5) N n(l-a,) 6 —plane
(D -G)
R Gl R
mi-a,) » T1-05)
{—plane i S e T
-1 51('[) 5z(t) é‘3('[) 54(t) 55(0 1
(T
sm(?() ’ w—plane
F
A F G H E
-1 ay(tT)  ay(t+T) ag(+T) |y (1) ag(t1) 1 -1 F(BT)  A(BT)  agtt) aytt) ag(tw) 1

Figura 6.6 Planos fisico e matematico para uma interface com multiplas cristas na geometriallo can
ver o texto para detalhes.

O formalismo desenvolvido na secdo anterior para 0 caso @einterface com somente
uma crista, pode ser facilmente estendido para uma situag@geral, na qual a interface
tem mudltiplas cristas, como ilustrado na Fig 6.6. Nesse cassideramos que o fator de
crescimento € um maximo local nas cristas (po®eD na Fig! 6.6), e um minimo local em
certos pontos, chamaduales entre duas cristas consecutivas (veja por exemplo o gdn#o
Fig. 6.6). Como antes, os pontos extremos da intedace-1 permanecem fixos, e as imagens
das cristas sob a transformagéie- g;(z) séo denotadas pay(t), comi =1,2,--- /N, ondeN
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€ 0 numero total de cristas, vales e pontos extremos.

A dindmica de crescimento é especificada requerendo quéstss@ 0s vales cresgam ao
longo de linhas de gradiente, de tal forma que a inteffaceno tempa + 1, para um instante
infinitesimal 1, seja levada sob a acdo d€z) em uma curva poligonal no plang, como
mostrado na Fig. 6.6. Da mesma forma que na se¢do anteriagudodexterno do i-ésimo
vértice da curva poligonal é denotado pudil — a;), com a convencgdo de que para angulos
maiores quert, o correspondente parametrpseja negativo. Ou, de forma mais especifica, os
parametrosr; SA0 negativos para cristas e positivos para os vales.

Os parametros; satisfazem relacdes similares as das Equagbes | (6.13)49, (Bata um
nameroN de vértices, ou seja

i a; =0, (6.45)
ia; a; =0. (6.46)

Relacdes analogas a (6.45) e (6.46) tambem sdo validas ppeadreetros; e & definidos
para o poligono no plano auxili&; vide Fig 6.6.

Além disso, podemos relacionar os parametipsom os parametros originafg através
das seguintes relacdes

o Ria—h g
716 = i—1 |+ i+1 i

(6.47)

~ o)

C&—&1 giy1— &
ondeh; representa a altura dos vértices da curva poligonal no @aas quais sao dadas em
termos das alturas dos vérticesno planow, por

hi = gcos<7—2Ta;> hi, (6.48)

como pode ser verificado da mesma forma que foi feito para #EL2). Por outro lado, as
alturash; estdo relacionadas aos anguppelas seguintes equacdes

i—1
h=my aj@-a-j), 2<i<N-L1 (6.49)
=1

As alturas associadas aos dois pontos extremos da intediace= +1, sdo nulas, ou seja,
h]_ = hN =0.

Seguindo os passos da secao anterior, podemos verificarequueaegdo de Loewner (6.30)
também é valida para uma interface com multiplas cristag)i@a(diferenca esta em que o
somatorio vai até o numeid de vértices da curva poligonal no plandincluindo os pontos
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extremos da interface). A dindmica das funcégs), parai = 1,2,--- N, permanece dada
por Eq. [(6.35), sendo que neste caso o limite superior dotéoim& igual aN. Novamente,
as quantidadeé(t) definidas em (6.33) podem ser expressas em termos dos fdéocessci-
mentod; (t) definidos em (6.36), utilizando as Egs. (6.47)-(6.49). AtBsso, das Egs. (6.45) e
(6.46) segue-se que os fatores de crescimgrgatisfazem as relacbes

N

_;di ~0, (6.50)
N
;a{-di ~0. (6.51)

Relacdes semelhantes a (6.50) e (6.51) séo validas parséosqiesd; e §(t).

Utilizando as relagfes acima podemos expressar os fatereesicimento dd; e dy em
termos dos fatores de crescimento das cristas e dos di@gsDessa forma, nosso modelo
de crescimento é determinado completamente especificandsfuncded;(t) para as cristas
e vales da interface. Nos exemplos discutidos a seguir, dgnaemos apenas casos em que
di(t) = di = cte ainda que os fatorey ndo sejam necessariamente iguais. Seréo ilustrados
alguns padrdes que surgem do nosso modelo de crescimeatoigafaces com duas cristas e
um vale, para os quais tembis= 5. Entao, das equacdes (6.50) e (6.51) podemos escrever, 0s
parametrosl; e ds, em termos dos fatores de crescimetii@ d,, para as cristas, @ para o
vale.

6.2.2 Interfaces simétricas

Vamos considerar inicialmente o caso de uma interface soaé&tom duas cristas. Nesse
caso temoss(t) = —ay(t), ag(t) = 0 eay(t) = —ap(t). Além disso devemos fazdj = d, para
preservar a simetria.

Na Fig. 6.7a, mostramos um exemplo de uma interface siraétd interfaces corres-
pondem as linhas continuas, integradas para tempbs-de5 atét = 1,7, com um intervalo
At = 0,3 entre curvas sucessivas, e as linhas tracejadas cordesp@s trajetorias das cristas
e do vale. Nessa figura, iniciamos com as condi¢des sim&tnossejaas(0) = —a1(0) =0, 3,
ay(0) = —ap(0) = 0,2, eaz(0) = 0, e além disso os fatores de crescimento das cristas preser-
vam a simetria, ou se@ = ds = —2, enquanto que o fator de crescimento do valg € 1,5.
Vale notar, que as trajetorias seguidas pelas cristas eep sab similares as seguidas pelos
dedos de largura infinitesimal na geometria do canal, visbosapitulo anterior. Da Fig. 6.7a
vemos que a interface se espande e tende a ocupar o canaétamglte para tempos longos.
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Figura 6.7 (a) Interface simétrica com duas cristas no canal. Os fatores de craszimiézados foram
d, =ds=—-2ed3=1,5. As curvas solidas representam as interfaces a patti=de5 atét = 1,7, com
At = 0.3 entre curvas sucessivas. As linhas tracejadas mostram as trajetoriaist@dase do vale. (b)
Evolucdo temporal das funcGagt) ordenadas de forma crescente, de baixo para @nfg, - - - ,as(t).

Na Fig. 6.7b mostramos as solu¢8es das fungfes sendo que as fungdes estao dispostas em
ordem crescente, ou sef,t),---as(t). Vemos de 6.7b que as funcdegt) e as(t) atingem

as paredes do canal @ms= 1,7, sendo dificil a integracao da equacéo de Loewner paraegalor
de tempo maiores que esse.

6.2.3 Interfaces Assimétricas

Se quebrarmos a simetria inicial alguma forma, observa-&®m enefeito de blindagem,
visto tanto para dedos de largura infinitesimal quanto paeafaces no semiplano. Na Fig. 6.8
ilustramos um exemplo de uma interface assimétrica. Nessetemos as mesmas condi¢des
iniciais simétricas para as fungfagt) da segéo anterior, mas dessa vez, a crista da direita
tem fator de crescimento diferente daquele da crista deeedga sabeid, = —2,0 eds =
—2,5, sendo mantidds = 1,5 para o vale. Nesse caso, a crista mais rapida avanca na, frent
blindando o crescimento da outra crista, ou seja a outra@istvale ficam para tras. Contudo,

o efeito de blindagem é parcial, no sentido de que a crista lewtia continuara crescendo, mas
com uma velocidade que é uma fracdo da velocidade da criséar@péda. Se por outro lado,

o fator de crescimento de uma das cristas for suficientenggat®le, € possivel que uma das
cristas blinde totalmente o crescimento da outra, ou sa@adutra crista pare totalmente de
crescer. Em tais casos, a crista mais lenta e o vale se foraira um dos pontos extremos da
interface, resultando em uma interface que cresce assart@nte com somente uma crista.
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Figura 6.8 (a) Interface assimétrica com duas cristas onde se observa o efeittindiaglem parcial”
de uma das cristas. Os fatores de crescimento utilizados filyam-2,0,d4 = —2,5ed3 =1,5. As
curvas continuas representam as interfaces a partied@5 atét = 1.7, comAt = 0.3 entre curvas
sucessivas. As linhas tracejadas mostram as trajetorias das cristas e do)\al®lucdo temporal das
funcBesa;(t) ordenadas de forma crescente, de baixo para @ty - - -, as(t).
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Figura 6.9 (a) Interface assimétrica com duas cristas onde se observa o efeittirdaglem total”.
Os fatores de crescimento utilizados fordp= —2,0,d; = —2,5 ed3 = 1,5. As linhas tracejadas
mostram as trajetorias das cristas e do vale. (b) Evolu¢éo temporal dasseiftperdenadas de forma
crescente, de baixo para cingit),---,as(t).

Uma situacdo como essa esta ilustrada na Fig. 6.9a, para asamesndicdes iniciais que
foram utilizadas na Fig. 6.7a mas com os seguintes fatoreedeimentod, = —2,6,d3 =1,5
eds = —0,6 onde observamos que o vale e a crista da direita apresemaruolara tendéncia
de se fundirem com o ponto extremo da direita. Essa tendé&mlaém pode ser observada na
Fig./6.9b onde se vé que as func@def ), a4(t) e as(t) aproximan-se entre si.

Outra forma de quebrar a simetria e induzir a competica® enmistas se consegue deslo-
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cando a posicao inicial da interface e mantendo fatoresedeionento simétricos. Na Fig. 6/10a,
os fatores de crescimento e a largura da interface foram esnosque os utilizados na
Fig./6.7a, mas a posicao inicial da interface foi deslocata p lado direito do canal. Po-
demos ver que a crista mais proxima da parede do canal fisad#r@m relacdo a outra crista,
ou seja, vé-se aqui um efeito de blindagem similar ao vistoHigs. 6.8 € 6.9, sendo que a
blindagem é parcial. Vale notar que a competicdo mostradgigas6.8-6.10 imita o compor-
tamento inicial das protuberancias observadas em alguwuoegsos de formacao de dedos [34].

0.8+

0.4+

0.2~

Figura 6.10 (a) Interface assimétrica no lado direito do canal com duas cristas. @ssfal® cresci-
mento utilizados foram, = —2,0,d4 = 2,5 ed3 = 1,5. As as linhas tracejadas mostram as trajetérias
das cristas e do vale. (b) Evolucdo temporal das fung@esordenadas de forma crescente, de baixo
para cimaay(t),---,as(t).

6.2.4 Mdltiplas Interfaces

A equacdao de Loewner (6.30) também pode descrever o prollemalltiplas interfaces
crescendo no canal. Nesse caso, cada inteffacparai = 1,2,---,n, onden é o nimero
de interfaces, sera levada pela fungg@) para seu correspondente intervalo sobre eixo real
do planow; vide Fig. 6.11. Cada interfadg,; em um tempo posteridr+ T sera transfor-
mada sob a acdo dg(z) em uma curva poligonal no plavg ver Fig. 6.11. Repetindo-se o
procedimento das sec¢des anteriores, € facil verificar querméltiplas interfaces no canal a
transformcaa; (z) e as fungbes; (t) satisfazem equagdes da forma (6.30) e (6.35) respectiva-
mente, sendo que nesse caso 0 somatorio séddetenos, ond&l € o numero total de vértices,
correspondendo a soma do numero de vértices de cada umaetteces. Note ainda que cada
interface tera condi¢Bes analogas a (6.50) e (6.51), madvemdo unicamente os fatores de
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crescimental; da respectiva interface. A seguir, discutiremos algunmpkas para o caso em
gue héa duas interfaces, cada uma com uma crista apenas. Bd Z@&g mostramos solucbes
numeéricas para duas interfaces simétricas, onde podemsisietar que uma das interfaces é a
imagem especular da outra em relacdo ao giXdesse caso, as interfaces comecam a crescer
a partir dos segmentds-0,5, —0,1] e [0,1,0,5], respectivamente, com as posi¢des iniciais
do tip emay(t) = —ap(t) = 0,2. As duas interfaces tem os mesmos fatores de crescimento, o
seja,d, = dy = —1. Vale observar na Fig. 6.12a, que com o passar do tempoasilz@ernos
das interfaces se aproximam um do outro, formando um est&ital entres eles. Para tempos
suficientemente longos, a largura desse canal sera infindbsiente pequena, de maneira que
para efeitos praticos a evolugéo assintética correspandea Unica interface com uma crista
apenas. Uma evidéncia desse fato pode ser vista na Fig.6rid&gas duas cristas (linhas trace-
jadas) se “atraem” mutuamente e eventualmente fundies&@ntudo, a equacao de Loewner
é dificil de integrar para tempos maiores que o Ultimo tempstrado na Fig. 6.12a, porque
as fungBess(t) e a;(t) ficam aproximadamente idénticasd, como mostrado na Fig.6./12b,
tornando dificil a integracdo numérica depois desse ponto.

Se quebrarmos a simetria entre as duas interfaces de alguma, fvé-se entdo um efeito
de competicdo entre as interfaces, ou seja, uma delas a&aracaente da outra. Na Fig. 6.13
mostramos um exemplo de interfaces assimétricas, em queasd de crescimento Sao 0s
mesmos, mas as posic¢des inicias das interfaces ndo sdo méiscs com respeito do eixo
imaginarioy. Nesse caso, deslocamos as duas interfaces para o lado doreanal. Observa-
se na Figl 6.13 que a interface mais proxima da linha centraladal crescera na frente da
outra. Aqui também pode ser observada a formagéo de um cdreit@entre as interfaces que
eventualmente desaparecera, acarretando para efeitcepra fusado das duas interfaces.

Outra forma de quebrar a simetria entre as interfaces é adlastra Fig. 6.14a. Nesse caso,
utilizamos os mesmos fatores de crescimento do caso stmétnas diminuimos a largura da
interface da direita pela metade, ou seja, as interfacesamea partir dos intervalos iniciais

z_plane w_plane
Tl'(l_az) T[(l_as)
ol o
| L | (1~ 0(1) n(1 a)\ | \/
-1 1 -1 ai(t) a(t) as(t) a4(t) a(t) &) 1

Figura 6.11 Planos fisico e matematico para multiplas interfaces crescendo no canal, vepaexto
detalhes.
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Figura 6.12 (a) Evolucdo de Loewner para duas interfaces simétricas crescegeéomatria do canal
comd(t) = 1. As interfaces comegam a crescer a partir dos interJaloss, —0,1] e [0,1,0,5]. As
curvas correspondem a instantes de tempo variandy ee0,3. (b) Evolucdo temporal das fungdes
g(t),i=1,---,6.
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Figura 6.13 (a) Evolucdo de Loewner para duas interfaces assimétricas crescangeometria do
canal parad(t) = 1. As interfaces comegam a crescer apartir dos interjal6s2,0,2] e [0,4,0, 8]
respectivamente. As curvas correspondem a instantes de tempo vatafitle- 0,3. (b) Evolugéo
temporal das funcdes(t) ordenadas de forma crescente, de baixo para @att), - - - , as(t).

[-0,5,—-0,1] e[0,1,0,3]. Novamente, vemos o efeito de blindagem e a formac&o de uah can
entre os dois dedos. Na Fig.6.14b mostramos que a evolup@oteal das funcdess(t) eas(t)
ficam idénticas, rendendo a integracéo dificil para valoedssdperiores de= 1,59.

Na Fig.[6.15, mostramos outro exemplo de crescimento asgimém que aparece mais
uma vez o efeito de blindagem. Utilizamos agora fatoresegconento diferentes para as duas
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Figura 6.14 (a) Evolucdo de Loewner para duas interfaces de larguras difeqgentad(t) = 1. As
interfaces da esquerda e da direita comegam a crescer a partir doalaggrd,5,—0,1] e [0,1,0, 3]

respectivamente. As curvas correspondem a instantes de tempo vatafitle- 0,3. (b) Evolugéo
temporal das funcdes(t) ordenadas de forma crescente, de baixo para @att), - - - , as(t).

interfacesd; = —1 ed, = —0,5 para as interfaces da esquerda e da direita respectivament
Novamente vemos o efeito de blindagem, ou seja, a intertaneoamaior fator de crescimento
parte na frente, blindando o crescimento da outra. Na Figbg.mostramos a evolucao das
funcBesa;(t) em ordem crescente de baixo para cima. Claramente vemos fuecéssa; (t)
mostram o efeito de blindagem, como a aproximagéo entrengddsas(t), as(t) e as(t), que
resultara na ‘fusdo’ da interface menor com a maior, de magoagsintoticamente teremos
uma Unica interface com apenas uma crista.

0.5

ai()o

-0.5

Figura 6.15 (a) Evolucao de Loewner para duas interfaces com fatores démsegso diferentesl; =
—1ed; = —0,5. As curvas correspondem a instantes de tempo variando g¢€0,3. (b) Evolucdo
temporal das funcdes(t) ordenadas de forma crescente, de baixo para @att), - - - , as(t).



CAaPiTULO 7

Conclusdes e Perspectivas

Nesta tese aplicamos o formalismo da equacao de Loewneegtaicar problemas de cres-
cimento laplaciano em duas dimensdes. Inicialmente, apt@sos uma deducéo aternativa
da equacao de Loewner para uma curva no semiplano supelimando a transformacao de
Schwarz-Christoffel. Mostramos que fazendo as expansdepragulas na integral de Schwarz-
Christoffel encontramos o resultado conhecido na liteggbara a equacéo de Loewner cordal.
Como mostrado no Capitulo 3, estendemos nosso formalismoepammtrar a equacao de
Loewner para o caso de multiplos dedos crescendo no semif&@s solucbes numéricas po-
demos afirmar que quando definimos diferentes fatores deimi@sto para cada dedo, o dedo
com o maior fator avanca mais rapido em relagéo ao dedo gbae ten fator de crescimento
menor, de maneira que o dedo mais rapido avancara na frentiafdo o crescimento dos
outros dedos. Essa blindagem pode ser de duas clases, :a saber
a) Blindagem total, quando a razdo das velocidades entreigleldos tende a zero, ou seja,
um dos dedos fica parado em relagdo ao dedo que tem o fatorsgeroeato maior.

b) Blindagem parcial, quando a razéo das velocidades tendeipsr constante diferente de 1,
ou seja, os dois dedos avangam no semiplano, mas sempre uentgado outro. Esse com-
portamento também foi observado em experimentos de c@wfestos por Zik e Moses [32].

Além disso, no Capitulo'5, estendimos nosso formalismo parangrar a equacao de Lo-
ewner que descreve a evolucéo de dedos de largura infindlesincanal e observamos, a partir
das solu¢Bes numéricas, que no caso de varios dedos cresaeadnal, eles tendem asintoti-
camente para retas cuja posicado depende unicamente des fdéocrescimento definidos para
cada dedo, e ndo de suas posi¢des iniciais.

Nos Capitulos /4 k|6, utilizamos a transformacao de SchwaristGliel para deduzir uma
equacao de Loewner generalizada, que descreve a dinamaastémento de interfaces em
duas geometrias especificas, a saber: a geometria do seorgplaerior e do canal. Vale notar
gue no modelo de crescimento considerado nesta tese, aé&toescimento foi definido nos
pontos especiais da interface que denominamos de cristdae Fesses pontos, o crescimento
acontece ao longo da linhas de gradiente da funcdo potemdizdésse modelo se desprendem
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casos particulares como o de uma interface com uma ou dstesce o de multiplas interfaces.
Vimos que para uma interface com duas cristas, o efeito dddgiem é controlado pelo fator

de crescimentd, tal que a crista que tenha o fator de crescimento maiorgavarcom maior
rapidez. Naturalmente, isso implica que a crista com meattor fle crescimento ficara para
trds em relacao a crista catrmaior, mostrando assim o mesmo efeito de blindagem que surge
quando vérios dedos de largura infinitesimal crescem simetmente. Mostramos também
gue o efeito de blindagem para uma interface no semiplamsapta os dois tipos de blindagem
presentes no caso de dedos, a saber: a) blindagem totatlajpeedomina o crescimento de
uma das cristas e b) blingagem parcial, onde as duas cnstagaaam continuamente, sendo a
velocidade da mais lenta uma fracdo da velocidade da madarap

Vale lembrar que nesta tese utilizamos o semiplano supesioo dominio de referéncia
para a construcdo do maga Isso sugere a possibilidade de fazer uma analise similarsa m
trada aqui, mas utilizando como dominio de referéncia codistgtario. Para isso, devemos
encontrar a equacado de Loewner radial, cuja forma espediigande, como mostrado, do
processo de crescimento, seja para dedos de largura isifimtle ou interfaces que crescem
com simetria radial.

Como mencionado na introducao, utilizando como funcéo fdecaa equacédo de Loew-
ner cordal um movimento browniano unidimensional, podeestsdar a equacao de Loewner
estocéstica, cujos desdobramentos podem ser utilizadagpeontrar expoentes criticos, e a
formacado de aglomerados em modelos de rede em duas dimensodes



APENDICE A

Transformacao de Schwarz-Christoffel

Considere um poligono di lados no plano complexa cujos veértices sdo 0s pontos
21,2,23,- -+ ,2Zn (ver figura da esquerda na Fig. A.1). Denotemos§iol, {3, - ,{n, onde
(< (< {3<--- <N, as respectivas imagens dos port,,z3,--- ,Zy N0 eixo real de
um plano{ (figura da direita em Fig. A.1). Denotamos os angulos in®mar a;, onde
i=1,23,---,N, como mostrado na Fig. A.1.

Estamos interessados na transformacgdo confarmé-({), que leva os ponto§; (i =
1,2,3,---,N) nos vérticesz; da regido poligonal. Sendo levados do semiplano superior do
plano{ no interior do poligono no plana A fungéoF ({) que realiza essa transformagéo é
dada pela expressao

3_; =K -) T Y- )TN~ Lg) 7 (T, (A.1)

ondeK é uma constante a ser determinada posteriormente. IntkegfAril) obtemos

14 ay ap a3 aN
F({)=K . (-C)7 -7 M- 7t (—4n) tdl+C. (A2)

FiguraA.1 .

A equacdol (A.2) é a transformacao de Schwarz-Christoffelim@d inferior da integral,
(o, pode ser escolhido arbitrariamente. As constaKtesC sdo determinadas a partir das
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condicdes de contorno do problema. A constansta relacionada com a posi¢ao do poligono
no planoz, enquanto que a constarKefixa a escala e a orientacédo do poligono. Ademais, o
teorema de Riemman nos permite escolher arbitrariamentddsasimeros reai§ em (A.2).

Por exemplo, podemos escolher levar 3 véertices arbitragiosz, € zp, emdm=1,{n = -1

e {p, = ». Geralmente a escolha desses gyéaus de liberdadelependera da geometria do
problema.

A transformacéo de Schwarz-Christoffel permanece validdaano caso de poligonos de-
generados, ou seja, poligonos tais que um dos vérticesegta e0. Além disso, se algum dos
vértices do poligono (e.g., 0 j-€simo) € mapeado no eixad@alanod em{j = +, pode-se
omitir o fator correspondent€ — ¢j) -1 na expressao (A.2), de forma que esta expressao nao
deendera do angule;. Para mais informagdes sobre a transformacéao de Schwaistaifiet
pode-se consultar a referéncia ([25, 35])



APENDICE B

Método Numérico

B.1 Integracdo da Equacéo de Loewner no semiplano

Como vimos no Capitulo 3, a equacao de Loewner para multipkdssdde largura infini-
tesimal que crescem no semiplano é da forma

. e di(t)
97= 2 4@ -an’ &4

Comoag|y(t)] = a(t), a idéia do método numérico para calcular as trajetdsias dos
respectivos dedos é integrar a equacédo de Loewner paraotté@snpo, a partir da condicao
inicial gt = &;(t) até obter o valor dgp emt = 0. Por outro lado, como ern= 0 temos
0o(Z) = z, segue entao qug(t) = go.

Entretanto, ndo é possivel integrar a equacgédo (B.1) a partoddicaay = a(t) em vista
da singularidade nesse ponto. Essa singularidade podeétseleeutilizando a seguinte aproxi-
macao de primeira ordem [24]:

O = Ot—1+ TG—1, (B.2)

com a qual podemos encontrar uma condigéo ternginal proxima dea(t), a partir da que
podemos integrar a Eq. (B.1) para tras no tempb-até. Mostramos a seguir as expressdes dos
coeficientes dos polinbmios, que resultam fara no caso de dois e trés dedos no semiplano.

B.1.1 Dois dedos

Utilizando (B.1) em[(B.2) conm = 2, podemos escrever:

di dy
=0-1+T + . B.3
F O g —at-1)  gr—at—1) (®3)

Fazenday = g;(t), encontramos um polindmio cubico e ¢:
O+ b ¢+ G +0=0, (B.4)
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cujos coeficientes sdo dados por

b = —{1+[a(t—1)+ax(t—1)a(t)}
¢ = at—nat—1)—[a1(t—1)+ax(t—1)]a(t)+1(d1+dp)
0 = —a(t—T1)ax(t—T1)a(t) — t[diap(t — 1) +day (t — 1)] (B.5)

B.1.2 Trés dedos
Utilizando (B.1) em[(B.2) conm = 3, temos

di N dy N d3
G-r—at—1 Gr—a(t-1) Gg-r—aglt—1)]

G =0 +T (B.6)

Fazendo novamentg = &;(t), podemos encontrar um polinémio de quarto grau parg
4 3 2 _
O +b% +cO +00—_r+e=0, (B.7)
cujos coeficientes sdo da forma

3
b = —a)+ 3 by,
=1

3

Y

3
¢ = al) Y b+t
=1

dj + bobs + al(bz + bg)
1

j=

0 = —(ai(t)[b2b3+b1(b2+b3)]+r d1(b2+b3)

3
+d2(b1+ b3) + d3(b1 + bz) + I_l bj] ,
=1
3
¢ = a(t) []bj+1(cababs -+ dpbybg + daboby ), (B.8)
=1

onde as variaveis; representam as fun¢dagt) avaliadas no instante- 1, ou seja

b =a(t—1). (B.9)
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B.2 Integracdo da Equacéo de Loewner na geometria do canal

Lembrando que a equacao de Loewner na geometria do canah @aoiad

6= () a-@y 20 (8.10)

onde as variaveig € 4(t) correspondem a

~ . TT
6 =sin(5a.).
At) = sin[ga- (t)] , (B.11)

podemos ver que a Eq. (B.10) tem singularidades na condigaintdrde integracdo quando
g = & (t). Como discutido na secao anterior, uma aproximacao de peragiem para evitar
essa singularidade é dada por

Gt = Gt—c + TG;—r, (B.12)

onded;_; corresponde & Eq. (B.10) avaliada no instanter. Utilizando essa aproximagcéo,
mostramos a seguir os coeficientes dos polinbmios de tareejuarta ordens, que surgem
a partir da Eq. (B.12) para o caso de dois e trés dedos, respaetite. As raizes desses
polinbmios serao utilizadas como condi¢des terminais tBgracdo da equacéo de Loewner
para tras no tempo.

B.2.1 Dois dedos

Para resolver numericamente a equacdo de Loewner no casmsddedos, utilizamos
(B.12) e (B.10) corn = 2, assim temos

~ o~ TT\ 2 ) dy d>
6 =G +7(3) (1_9‘—T>[g”—él(t—r)+gtT—éz(t—r) . (B.13)

Fazenda = &;(t) encontramos o seguinte polindmio cubico gm;

G+ b1+ ()G +o(t) =0, (B.14)
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onde os coeficientes do polindbmio acima séo dados por

C/[l(t) = —5.1('[ — T) — éz(t — T) + T;[dléz(t — T) + dzél(t — T)] —§ (t),

/

ce(t) = éz(t—r)él(t—r)+r§(dl+d2)+§i(t)[él(t—r)+€12(t—r)],

cot) = [chdap(t — T) + 8y (t — T)] — &t — T)&u(t — T)&(1), (B.15)

_T_
4

sendo 2
= 1—Tz(d1+d2). (B.16)
B.2.2 Trés dedos

Para resolver numericamente a equagao de Loewner na geodwetanal para o caso de
trés dedos utilizamos novamente as Egs. (B.12) e (B.10)rcer8. Explicitamente temos

. 2 . d; d, ds
=C_7t+T|—= 1-— 2, = po + = ~ + = ~ )
=0 (2> (-6 T)[gt_r—al(t—r) G-r—&t-1) G-r—&t—1)
(B.17)
de onde é facil encontrar o seguinte polinémio de quarto gnag _;:
G+ ¢+ c(t)F  +o()Fi—r +e(t) =0, (B.18)

cujos coeficientes séo da forma
db(t) = —[Ey(t—T)+E(t—1)+8s(t—1)]+ rg{dl[az(t 1)+ Es(t—T1)]
A (t — ) + Eg(t — )] + daAa(t — T) + Eolt — 7)) } — &(D),
ce(t) = rg [d1+d2 +d3— d1&(t — 1)dg(t — 1) — 8y (t — T)a3(t — 1)

—d38;(t — 1)&(t — T)} +&(t—1)&t—1)+at—1)[ét—1)

Fag(t — )] + 8y (t— T)[E(t — T) + p(t — T) + Bt — 7)), (B.19)
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cot) = —alt-1)&(t-1)&t-1)-4 (t){ﬁz(t —T)&(t—T)+8(t—1)[&(t—1)
+ag(t - 1)) - Tg{dl[éz(t —T)+dg(t — 7)) + dplEe(t — T) + Es(t — T))]
+dafE(t— T) + 8t — r)]}, (B.20)
Ce(t) = &(t)A(t— T)ap(t— T)as(t— )+ rg [dléz(t 1)t —1)
08 (t — T)8g(t — T) + dafiy (t — T)a(t — r)} , (B.21)

onde a constantg é dada por

d=1— T;(dl—i—dz—f—dg). (B.22)

B.3 Raizes de um polinbmio cubico

A seguir mostramos os algoritmos utilizados para encomsaiaizes dos polinbmios de
terceira e quarta ordens na variaxet g;_ ;.
Para encontrar a raizes de um polinémio cubico da forma

X3+ bx% + ex+0 =0, (B.23)
A substituicAax =t — % elimina o termo quadratico e, a Eq. (B.23) fica da forma
t3+ pt+q=0, (B.24)

onde, explicitamente, os parametms q em Eq.|(B.24) séo

b = b, (B.25)
[12

p = 3. (B.26)
b 2

Introduzindo na Eq! (B.24) as variavei® v, ligadas pela condi¢céo

u+v=t, (B.28)



B.3 RAIZES DE UM POLINOMIO CUBICO 104

temos
w4+ V3 + (3uv+ p)(u+Vv)+q=0, (B.29)

na Eq.[(B.29) Cardano impus a condi¢do/3- p = 0, com isso, o terceiro termo em (B|29)
zera, entded +\3 = —q, e além dissadv® = — &,

Note queu® e v3 sdo nimeros dos quais conhecemos a soma e o produto e este é um
problema classico de equacgéo de 2° grau, a saber

p3

2 _
{2+6¢ — 5= =0, (B.30)

Neste ponto, Cardano ndo conhecia os nimeros complexosyraiaspue 0s zeros do po-
linbmio acima eram reais na sua demonstracdo . No que SeggleN#EN0S que as raizes do
polinémio na Eq. (B.30) podem ser complexas.

Assim, defina-se agora as seguintes quantidades, em teeqasm

4
_ 2Lt
1
i = é(_q—i_\/z)a
1
b = 5@+VD), (8.31)

e ainda as quantidadese 3 como

Vi, 1/3
a = = :
"

Y2 . 11/3
B = vl (B.32)
\Vz\| |

Definindo o nimero complexo

z:——+i§3, (B.33)

X1 = G—B—b/3,

Xo = az—Bzz—g,
X3 = azz—Bz—P. (B.34)
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B.4 Raizes de um polinbmio de quarto grau

A seguir descrevemos o procedimento utilizado para eraastraizes do de um polindbmio
de quarto grau da forma
X3+ o +0x+e=0, (B.35)

definem-se inicialmente os parametros:

3
a = —ébz—i—c,
15 1
B = éb —E[JC"‘D,
3 1 1
y = —=—b*+ —cb?—bo+e (B.36)

256 16 4

com os quais definimos

1 2
P = —1—2a -V,
_ 1 3 1 2
Q = 108" +§ y éﬁ’
1 1 1
_ 024 —p3
R 5Q+1/ 7@+ =P (B.37)
e
U=RYS (B.38)
A partir deU, definimos,
5 P
U#£0 = —Za4+U—-—
#0 =y stV —35
U=0 = y = —ga+U—Ql/3. (B.39)

Com isso pode-se definir

W= \/a+2y, (B.40)
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com o que podemos escrever as raizes do polinbmio de quatt@gmo

X1

X2

X3

-y

3a + 2y + 2E

w)

e

B
30 +2y+252
a+2y+2

)

2w

3a+2y—2E

w)

o

B
3 2y —2—
a+ 2y W

it

(B.41)

(B.42)



APENDICE C
Integrais para o dedo de Largura infinitesimal no
Canal

Como vimos no Capitulo 5 a transform¢éo de Schwarz-Christadfgleometria do canal é
da forma:

Gttt (t_|_ ‘[)
g = / = w2 o dora) (C.1)

Vamos adotar a seguinte notacao para reescrever o integiariq. (C.1)
~ . TT (T
Ottt :S”"(—9t+r)' wzzsm{i[a(t‘i‘ﬂ"‘v]}
~ . (TT
a(t+r)_sm[2 (t+r)} wl_sm{E[a(tJrr)—v]}. (C.2)

Por conveniéncia, no que se segue vamos omitir o0 argumestiudegbesa(t + 1) e &(t + 1).
Entdo, podemos reescrevemaosda seguinte forma

[T
W = S|n[§(a+v)]
= sin(%a) cos(%v) +cos<7—2Ta) sin<7—2Tv>
= écos<gv>+53in<ga>, (C.3)

onde
b= cos(ga). (C.4)

Utilizando a seguinte identidade trigonométrica
T als
cos(zv) —=1-—2sirf (ZV>’ (C.5)
podemos escrever pasa

W = &+ 7y (C.6)
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onde introduzimos a quantidaclg
U, — bsin (7—2Tv> — 2asir? (gv> . (C.7)
Por outro lado, temos si§v) = 2sin(Zv) cog Jv), logo
. ~ (T m YA
¥, = 2bsin (ZV> cos(zv> — 24sir? (Zv> . (C.8)

Substituindo (C.8) em (C.6), obtemos entdo

wp = 8+ 2be/1— €2 — 23g2, (C.9)
onde
T
€= s|n<zv> (C.10)

Fazendo um procedimento similar pasa= sin[5(a— v)] obtemos
w = a— 2be\/1— €2 — 242, (C.11)

De (C.9) e (C.11) segue que
w1+ wp = 28(1 — 2€2) (C.12)

wwy = &(1—26%)?—4b%e?(1-¢€?)
= & —4e%(1-2¢?) (C.13)

onde usamos que

2 2 ai2(T TN

& +b _sm2<2a>+co§<2a>_1. (C.14)
Agora, utilizando[(C.12) e (C.13) temos

(W—)(w—wp) = w?—[28(1-2¢?)] w+8&—4e%(1-2¢?)
= (w—8&)°+4e%(Gw—1+¢€?), (C.15)
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Utilizando (C.16) podemos reescrever o integrando em (C.figmeaa

w—a 1

V- w-o)@-w) V- @), 14 EE D

(C.16)

Usando a série de Taylt+x) /2 =1— 1x+ 3x? — 2x3+ - -, podemos expandir a express&o
acima da seguinte forma

1 1 3, 15
= (1-= NN C.17
1-@2( Xt o ) (C.17)

onde definimos
_ 4%(Bw—1)+4e*  4e%(Aw—1)

(-8 — (0—8?

+0(e%). (C.18)

Utilizando as expans@es acima, a transformacdo dada n€ Hy pode ser escrita como

1 3 5
(1—— + X2 — 8x3+-~-> dw+a(t). (C.19)
Os quatro termos incluidos ddo termos da ordénentdo

gt:%(|o—|—|1+|2+|3)—|—a(t). (C.20)

Vamos ver de maneira explicita cada uma das integrais a€iaralg tem-se

G+ 1
© " o V@™
= [sinfl(x)}ga‘;
= sin (G r) —sin Hawy). (C.21)

Substituindo/(C.11) e as formas explicitagyde; € d definidas em Eq. (C.2), temos pdgano

limite inferior y

———
sin (o) =sin! |a—2(b+4e) | . (C.22)

Para considerar todos os termos que dao uma contribuic@oimtgira ordem eng, expandi-
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mos emy a expressao acima

dsin(y)

.1 . P e . i

sinH(wy) = sin (&) + dy ‘a[ 2¢(b+ &¢)]
1d?sin~(y)
LF I

- Ea_i_#[

2 1-32 2(1—a2)3/2

[—2¢(b+4g)]°+- -

a

a

n a,, ,a 3
_ Tga_2¢_02% & ,
a—2e -2 e"+2.¢ +0(&°)

onde usamos qugl— a2 = b. Substituindo/(C.23) em (C.21) tem-se finalmente

T
lo=0ty7— Ea(t +71)+2e+ 0(83).

Paral1 temos

G+ dw—1
@ V31— (w—3§)2
= [fa(gt+1) — fa(awn)],

I, = —%(432) do,

onde ,
l-w
f = .
1(wr) w—a
No limite superior temos
1- gIZ-H
f = 2% _ ,
1<g[+1') G — a(t + T)

e no limite inferior

Logo paral; obtemos

110

—2¢(b+ &) —1—1-—[—28(6—1-5.8)]2---

(C.23)

(C.24)

(C.25)
(C.26)

(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)
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Paral, podemos escrever

3 oo (G (w—1)?
o = 3z(4e do,
2 = g% o V1-w(w— 8
= [f2(gts7) — f2(wn)], (C.31)
onde
fo(cor) — 66% | 1o’ (3wa® — (w? — 1)8° — 98w+ 4w® + 2) (C.32)
6(82—1)(w—4a)3 -

A funco f, avaliada no limite superior vai dar um termo da ordere?), que pode ser
desconsiderado. Assim temos

y1-of
lo = —fa(en) = £ gy o~y [Bd® — (@] ~1)& — 9wy +4wr +2]  (C.33)

Substituindo (C.11) na expressao entre colchetes, obtemos
[ & — (wf — 1)8% — 98wy + 4w? + 2] = 2b* <1+%e>. (C.34)

Os outros termos que aparecem em (C.33) também devem sdoesmino funcdo de.

Explicitamente temos
\/1—0012 ~ ( +28¢

(A—aw)® ~ (2be)® (1+3§£), (C.35)

Substituindo as expressdes acimalem expandindo até primeira ordem erntemos

£ a a a
2o (1) (1) ()

_ £ d ., d .4 3
= 4(1+268+B£ 358>+O(£)
— S0 (C.36)

4
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Paral3; temos

15 Gt v dw—1)3
I3 = —->(4g?)? - ( )

48 w  V1-w?(w—4&)P°
= [f3(gtrr) — fa(wn)], (C.37)

dw

onde

f3 = —2056{ 1 vi-o? +2(&%+8)(4— w)?

(2a2+13)(a w)3
60 (w—&)° —1)

(&

+184(8%2 — 1) (w— &) + 12(82 — 1)? +

(28%+ 1142 + 32) (4 — w)*
(& -1)2

} (C.38)

Novamente, a fungéds calculada no limite superior produz termos de ordefe?), e estes
nao sdo levados em consideracao. Avaliafiem w, temos

| g6 \/1— X [é(2§2+13)(é—w1)3+2(~2
3 = — 35

S| @D Froa-ar

(2&8%+118% + 32)(&— o )*

52 oz X2 1\2
+184(8% - 1) (wy — &) + 1282 - 1)* + @ 12

(C.39)

Para termos do tiptA — wy ) pode-se escrever
~ ~ a
a— w = 2be (1+ Be) ,

o que implica para os termos dentro do colchete que séo hedtips por fatores déi— ;)
com poténcias maiores do que um, vao ser de ordem 1B&&3, e por iSso esses termos nao
contribuem para a integral. Assim, para o termo entre ctéshitemos

184(8° — 1) (o — &) +12(82— 1) = 18ab%(2be) + 12b*
— 108 (1+3§e). (C.40)

/1- w? - 5(1+2§£> can)

(n-8)° (—2be)® <1+ %s)S

Por outro lado
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Explicitamente parég temos:

b(1+28¢ N 5
|3:%g6 N( b > - 125 <1+3§e> (C.42)
(—2be)> <1+ %‘s) a

expandindo até primeira ordem eml3 fica como

£ 5 &4 &
la = —(14+22+326—5-£+0(&?
3 8( TepETeg pEt ( ))
_ g+o<g3>. (C.43)

As equacles (C.24), (C.30), (C\36) e (C.43), correspondem apasnudanca trivial de
variaveis, as Egs. (5.27-5.30), como desejavamos deraonstr
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Abstract. The problem of Laplacian growth is considered within the Loewner-equation
framework. A new method of deriving the Loewner equation for a large class of growth problems
in the half-plane is presented. The method is based on the Schwarz-Christoffel transformation
between the so-called ‘mathematical planes’ at two infinitesimally separated times. Our method
not only reproduces the correct Loewner evolution for the case of slit-like fingers but also can
be extended to treat more general growth problems. In particular, the Loewner equation for
the case of a bubble growing into the half-plane is presented.

1. Introduction

The Loewner equation [1] is an important result in the theory of univalent functions [2] that
has found important applications in nonlinear dynamics, statistical physics, and conformal field
theory [3, 4]. In its most basic formulation, the Loewner equation is a first-order differential
equation for the conformal mapping g:(z) from a given ‘physical domain,” consisting of a
complex region P minus a curve I'; emanating from its boundary, onto a ‘mathematical domain’
represented by P itself. Usually, P is either the upper half-plane or the exterior of the unit
circle, but recently the Loewner equation for the channel geometry was also considered [5]. The
Loewner equation depends on a driving function, here called a(t), that is the image of the growing
tip under the mapping ¢:(z). An important development on the theory of the Loewner equation
was the discovery by Schramm [6] that when the driving function a(t) is a Brownian motion the
resulting Loewner evolution describes the scaling limit of certain statistical mechanics models.
This result spurred great interest in the so-called stochastic Loewner equation [4].

Recently, the deterministic Loewner equation was also used to study the problem of Laplacian
fingered growth in both the half-plane and radial geometries [7, 8] as well as in the channel
geometry [5]. In this case, the driving function a(t) has to follow a specific time evolution in
order to ensure that the finger tip grows along the gradient lines of the corresponding Laplacian
field. The idea of using iterated conformal maps to generate aggregates was first deployed by
Hastings and Levitov [9] in the context of stochastic growth models, such as diffusion limited
aggregation; see, e.g., [10] for further developments along those lines. A deterministic version
of the Hastings-Levitov model that is closely related to the Loewner-equation approach—albeit
not using explicitly such a formalism—was studied in [11].

In this paper we consider the problem of Laplacian growth within the context of the Loewner
evolution, and present a new method of deriving the corresponding Loewner equation for a broad

(© 2010 IOP Publishing Ltd 1
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class of growth models in the half-plane. Our method is based on the Schwarz-Christoffel (SC)
transformation between the mathematical planes g; and gy, where 7 is an infinitesimal time
interval. More specifically, the method consists of expanding the integrand of the SC formula in
powers of the appropriate infinitesimal quantity (related to 7) and then performing the integrals
up to the leading-order term. Our method correctly yields the Loewner evolution for the case
of slit-like fingers studied before [5, 8]. More importantly, the method is able to handle more
general growth problems, so long as the growth rule can be specified (in the mathematical plane)
in terms of a polygonal curve, in which case the Schwarz-Christoffel transformation can be used.
An example is given for the case of a bubble growing from the real axis into the upper half-plane.

2. Loewner Equation for Slit-like Fingers

2.1. The Case of a Single Finger

In order to set the stage for the remainder of the paper, we wish to begin our discussion by
considering the simplest Loewner evolution, namely, that in which a curve starts from the real
axis at ¢ = 0 and then grows into the upper half-z-plane H, where

H={z=xz+iyecC:y>0}.

The curve at time ¢ is denoted by I'; and its growing tip is labeled by ~(¢). Now let g,(z) be
the conformal mapping that maps the ‘physical domain,” corresponding to the upper half-z-
plane minus the curve I';, onto the upper half-plane of an auxiliary complex w-plane, called the
‘mathematical plane,” i.e., we have w = g;(z), where

gt : H\I'y — H, (1)

with the curve tip v(¢) being mapped to a point a(t) on the real axis in the w-plane; see Fig. 1.
Furthermore, we consider the growth process to be such that the accrued portion of the curve
from ¢ to t + 7, where 7 is an infinitesimal time interval, is mapped under g;(z) to a vertical
slit in the mathematical w-plane; see Fig. 1. The mapping function g;(z) must also satisfy the
initial condition

90(z) = z, (2)

since we start with an empty upper half-plane. We also impose the so-called hydrodynamic
normalization condition at infinity:

9t(2) —z—i—O(é'), z — 00. (3)

These conditions specify uniquely the mapping function g;(z).

From a more physical viewpoint, the problem formulated above belong to the class of
Laplacian growth models where an interface evolves between two phases driven by a scalar
field ¢(x,y;t), representing, for example, temperature, pressure, or concentration, depending on
the physical problem at hand. In one phase, initially occupying the entire upper half-plane, the
scalar field ¢ satisfies the Laplace equation

V3¢ =0, (4)

whereas in the other phase one considers ¢=const., say ¢ = 0, with the curve I'; representing
a finger-like advancing interface between the two phases. (Here the finger is assumed to
be infinitesimally thin.) The complex potential for the problem can then be defined as
w(z,t) = Y(x,y;t) + ig(x,y;t), where ¢ is the function harmonically conjugated to ¢. On
the boundary of the physical domain, consisting here of the real axis together with the curve Ty,
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Y(t+t)

s

4 z—plane
c
r ‘\Y(t)

g / \gt+‘t
w—plane 5 F(©) Cplane

c A B C

A

a(t) a(t+t)-v  a(t+t) a(t+T)+v

Figure 1. The physical z-plane and the mathematical w- and (-planes at times ¢ and t + 7,
respectively, for a single finger in the upper half-plane. The mapping ¢; maps the curve T' (at
time ¢) onto a segment of the real axis on the w-plane, whereas the accrued portion of the
curve (during time interval 7) is mapped to a vertical slit. The mapping g; is obtained as the
composition of g1, and the slit mapping F’; see text.

we impose the condition ¢ = 0, whereas at infinity we assume a uniform gradient field, ﬁqﬁ ~ 1,
or alternatively,
w(z,t) ~ z, z — 00. (5)

From this point of view, the mapping function g;(z) introduced above corresponds precisely to
the complex potential w(z, t) of the problem. In particular, the fact that in the w-plane the curve
grows along a vertical line implies that the finger tip grows along gradient lines in the z-plane.
To specify completely a given physical model, one has also to prescribe the interface velocity,
which is usually taken to be proportional to some power n of the gradient field: v ~ |ﬁ¢|’7. For
most of the problems considered here the specific velocity model is not relevant, in the sense
that the finger shapes will be independent of the exponent 1, which only affects the time scale of
the problem. (However, there are situations, such as the case of competing asymmetrical fingers
[5], where different 7’s may yield different patterns.)

For convenience of notation, we shall represent the mathematical plane at time ¢ 4+ 7 as the
complex (-plane and so we write ( = g:1+(2). Now consider the mapping w = F((), from the
upper half--plane onto the mathematical domain in the w-plane; see Fig. 1. The mapping
function g;1-(z) can then be given in terms of g:(z) as

giir =F 1 og, (6)

where F~! is the inverse of F(¢). The above relation governs the time evolution of the function
g¢(z) and naturally leads to the Loewner equation. A standard way of showing this is to construct
the slit mapping F(¢) explicitly, substitute its inverse in (6), and then take the limit 7 — 0.
One then finds the Loewner equation

d(t)

52 — (D)’ ™

gi(z) =

where d(t) is the so-called growth factor which is related to the tip velocity. One can show [5]
that d(t) = | f/(a(t))]"/?> ', where f;(2) is the inverse of g;(z). Here, however, the specific form
of d(t) is not relevant since we can always rescale the time coordinate in (7) so as to set d(t) = 1.
From symmetry, one also gets

a(t) = 0, (8)
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so that a(t) = ap = const., which implies that the tip v(¢) simply traces out a vertical line in
the z-plane.

In more general situations, such as the case of multiple fingers, the function F(¢) can no
longer be obtained in closed form and so one has to resort to alternative approaches to derive
the Loewner evolution. Previous methods [5, 8] consider a series of compositions of the basic
one-slit mapping. Here, however, we will apply a more direct method based on the Schwarz-
Christoffel transformation to obtain the Loewner equation for slit-like fingers in the half-plane.
In the next section, our method will be extended to treat the case of a growing bubble in the
upper half-plane. To illustrate how the method works, let us first use it to derive the Loewner
equation (7) for a single finger.

We begin by inverting (6) so as to write

gt =Fogir. 9)

The mapping F(¢) from the upper half-¢-plane onto the upper half-w-plane with a vertical slit
(see Fig. 1) is easily found by a direct application of the Schwarz-Christoffel formula [12]. One
then finds

gitr C—alt+7)
o V(C—alt+7))? -2

where (p = a(t + 7) + v. Note from Fig. 1 that the parameter v is related to the (infinitesimal)
height of the slit in the w-plane. The above integral can be performed exactly, as already
mentioned, but here we take an alternative approach, namely, we first expand the integrand in
(10) in powers of v and then compute the relevant integrals afterwards. To do that we first
rewrite (10) in the form

9t = F(gt4r) = d¢ +af(t), (10)

gt+r dC
o V1I-VC—alt+7)2

After expanding the integrand in powers of 2 and performing the relevant integrals, one obtains
that, up to order v?, equation (11) becomes

+a(t). (11)

gt =

v?/2

m +a(t+¢) fa(t). (12)

Gt+r — gt =

Now expanding this equation up to the first order in 7, dividing by 7, and then taking 7 — 0,
one gets

) .
gt = 7(2) — a(®) +a, (13)

where )
d(t) = lim ;_T (14)

Using the boundary condition limg, .o g¢ = 0, which follows from (3), yields precisely the
Loewner equation (7) together with the condition (8).

2.2. The Multifinger Case

Here we consider the case of multiples fingers I';, i = 1, ..., n, growing from the real axis into the
upper half-z-plane, as shown in Fig. 2. As before, the map ¢:(z) maps the physical domain in
the z-plane onto the upper half-w-plane and the tips are required to grow along gradient lines,
so that the accrued portions of the curves I'; during an infinitesimal time 7 are mapped under
g1(z) to vertical slits emanating from the real axis; see Fig 2.
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Figure 2. The physical and mathematical planes for the case of multiple fingers in the upper
half-plane.

The mapping w = F(¢), from the upper half-¢-plane to the upper half-w-plane with n vertical
slits, can again be easily obtained from the Schwarz-Christoffel transformation [12]:

s (—aft+7)
t:F it ) = d a; y 15
9= Flor) = | Em—ai(tm)z—ug ¢+ (1) (15)

where (g = a;(t+7) +v; for a given j. [We remark parenthetically that in writing (15) we have
assumed, for simplicity, that the slits in the w-plane are mapped under F~!(w) onto symmetrical
segments on the real (-axis; see Fig 2. Rigorously speaking, this is valid only in the limit that
the slit heights become vanishingly small, that is, when 7 — 0, which is the relevant limit for us
here.]

The integral in (15) cannot be performed exactly for arbitrary n, hence in order to obtain
the Loewner equation for this case we first need to expand the integrand in powers of the
infinitesimal parameters v; and then proceed with the integration. Note, however, that each
term in (15) is of the same form as that appearing in (10) for the case of a single finger. We
can thus build upon our experience with that case to treat the present situation. In particular,
we notice that the mixed terms involving different v;’s in the expansion of the integrand in (15)
are all of orders higher than 2 and hence need not be considered, for they do not contribute to
the final result in the limit 7 — 0. Thus, to the extent that the mixed terms can be neglected,
we can rewrite (15) as

n Jt+r d¢
S + a;(t). (16)
J ;/Co \/I—V?[C—ai(t—i-T)]Q

Now repeating the exactly same procedure used for the single finger case, see Eqs. (11)-(13),

one readily obtains
e i) - di(t) .
"= a® L am-am O "

=1 gt — Qi i=1
i#j
where
v 18
d;(t) = =+.
()= 5 (18)

After using the condition limg, oo g = 0 in (17), we get the Loewner equation for multiple

curves
n

G=y_ % (19)

—
i=1 gt 7
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Figure 3. The physical and mathematical planes for the case of a growing bubble in the upper
half-plane. Here the new interface at time ¢+ 7 is mapped under g; to a tent-like shape; see text
for details.

with the time evolution of the points a;(t) being given by the following system of ordinary
differential equations

: “ o dj(t
“0=2 75 =0} 20)
i

If the growth factors d;(¢) are all the same, we can again rescale the time variable so as to
set d; = 1. In particular, in the case of two symmetrical fingers (i.e., dj = do = 1), equation
(19) can be integrated exactly to yield the mapping function g¢(z), from which the finger shapes
can be computed analytically [5]. A related exact solution for two fingers was obtained in [13].
An alternative derivation of (19) was given elsewhere [8] using a composition of n single-slit
mappings. Our method, however, is somewhat more direct in the sense that it considers a single
mapping with n slits as shown in Fig 2. In the next section we will extend our method to include
the case of a growing bubble in the half-plane.

3. Loewner Equation for a Bubble in the Half-Plane

Here we consider the problem of an interface starting initially from a segment, say, [—1, 1], along
the real axis and then growing into the upper half-z-plane, as indicated in Fig. 3. As before, we
denote the interface at time ¢ by T'y and consider the mapping ¢:(z) from the physical domain
in the z-plane to the mathematical w-plane:

gt : H\Ft — H.

The mapping function g;(z) must also satisfy the hydrodynamic normalization condition (3).
The growth dynamics is specified by requiring that each point on the interface grow along
gradient lines, but with a growth rate that is maximum at the center (i.e., at the bubble tip)
and zero at both ‘contact points,” z = £1, in such a way that the interface at time t+7 is mapped
under g;(z) to a tent-like shape, as shown in Fig. 3. The height of this tent, or alternatively,
the angle a formed with the real axis, is linearly related to 7 in the limit 7 — 0, as we will see
below. Here we consider only the case of symmetric bubbles, where the contact points, z = 41,
are mapped by g:(z) to the points w = =+a(t), respectively, and the tip (point B in Fig. 3) is
mapped to the origin.

Since the domain in the w-plane has a polygonal shape, the mapping w = F({) can once
again be obtained from the Schwarz-Christoffel transformation. In this case we have

9t = F(git-) = /

a(t4r) [C2 — a®(t + 7)o/

t+T a/m
’ ¢ d¢ + alt), (21)
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15

Figure 4. Loewner evolution for a bubble growing in the upper half-plane for d(¢) = 1. The
bubble starts at t = 0 from the interval [—1, 1] on the real axis. The different curves represent
the interface at time intervals of At = 0.3.

which up to the first order in the parameter @ becomes
gt+r
gtz/ (142 2In¢ (¢ — a(t +7)] }dc + alt), (22)
a(t+7) ™

After performing the integral above and taking the limit 7 — 0, one readily obtains the following
generalized Loewner equation:

9:(2) = d(t) {[g: + a(t)| Inlg; + a(t)] + [9: — a(t)] In[g: — a(t)] — 2g: In g}, (23)
together with the governing equation for the logarithmic singularity a(t)
a(t) = (Ind)d(t)a(t), (24)
where the growth factor d(t) is now given by
@
d(t) = lim —. 2
( ) Tli% T ( 5)

Equation (24) can be solved exactly to yield a(t) = a04f0t At Ag explained before, we can set
d(t) = 1 by rescaling the time coordinate, in which case we have a(t) = ap4’. Recall also that
the Loewner equation (23) must be supplemented with the initial condition go(z) = z.

In Fig. 4 we show numerical solutions of (23) with ap = 1 for various final times ¢, starting
from t = 0.3 up t = 2.1 with a time separation of At = 0.3 between successive curves. To
generate the curves shown in Fig. 4 we used the numerical scheme described in [13]. More
specifically, we start with a ‘terminal condition’ g; = w, for w € [—a(t),a(t)], and integrate
the Loewner equation (23) backwards in time, using a Runge-Kutta method of second order, to
get the corresponding point go on the interface. (See also [14] for a recent review on numerical
integration of the Loewner equation.) From Fig. 4 one sees that the bubble initially grows
somewhat slowly and then rapidly expands and tends to occupy the whole plane for large times.
In fact, one can show that (for d = 1) the tip velocity grows exponentially with time as ¢ — oo.
It is possible to modify the growth factor d(t) so to have the tip velocity related to the gradient
of the field ¢(x,y), as discussed in Sec. 2, but this does not change the interface shapes and only
alters the time scale of the bubble evolution.
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4. Conclusions

We have presented a novel method to derive the Loewner equation for Laplacian growth
problems. The method is based on the Schwarz-Christoffel (SC) transformation and consists
of expanding the integrand of the SC formula in the appropriate infinitesimal parameter,
performing the relevant integrals, and then taking the limit in which the infinitesimal parameter
goes to zero. Our method is able to reproduce the Loewner evolution for the problem of slit-like
fingers in both the half-plane (Sec. 2) and the channel geometry (not shown here). Furthermore,
the method can be extended to treat more complicated growth problems, so long as the growth
dynamics in the complex-potential plane can be specified in terms of a polygonal boundary,
in which case the Schwarz-Christoffel transformation can be used. We note however that the
requirement that the growth rule be formulated in terms of a polygonal curve is not as restrictive
as it seems, for any simple curve can in principle be approximated by a piecewise linear function.
[Such more general growth models are currently under investigation.] In particular, we obtained
the Loewner equation for a novel situation in which a bubble grows from a segment of the
real line into the upper half-plane. Although in this case we refer to the evolving interface as
a growing ‘bubble,” in contrast to the slit-like ‘fingers’ of Sec. 2, this terminology should not
be taken literally. Depending on the physical problem at hand, such growing interface may
represent, say, an expanding front in combustion experiments or in electrochemical deposition
[5]. Of course, further work is necessary to relate more directly the growth models discussed
here to experiments.
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The problem of Laplacian growth in two dimensions is considered within the Loewner-equation framework.
Initially the problem of fingered growth is revisited and an exact solution for a three-finger configuration is
reported. Then a general class of growth models for an interface growing in the upper half-plane is introduced
and the corresponding Loewner equation for the problem is derived. Several examples are given including
interfaces with one or more tips as well as multiple growing interfaces. A generalization of our interface growth
model in terms of “Loewner domains,” where the growth rule is specified by a time evolving measure, is

briefly discussed.

DOI: 10.1103/PhysRevE.82.031601

I. INTRODUCTION

The Loewner equation [1] is an important result in the
theory of univalent functions [2] that has found important
applications in nonlinear dynamics, statistical physics, and
conformal field theory [3—6]. In its most basic formulation,
the Loewner equation is a first-order differential equation for
the conformal mapping g,(z) from a given “physical do-
main,” consisting of a complex region P minus a curve T,
emanating from its boundary, onto a “mathematical domain”
represented by IP itself. Usually, P is either the upper half-
plane or the exterior of the unit circle, but recently the
Loewner equation for the channel geometry was also consid-
ered [7]. The Loewner equation depends on a driving func-
tion, here called a(z), that is the image of the growing tip
under the mapping g,(z). An important development on the
theory of the Loewner equation was the discovery by
Schramm [8] that when the driving function a(z) is a Brown-
ian motion the resulting Loewner evolution describes the
scaling limit of certain statistical mechanics models. This
result spurred great interest in the so-called stochastic
Loewner equation [4—6].

Recently, the deterministic Loewner equation was used to
study the problem of Laplacian fingered growth in both the
half-plane and radial geometries [9,10] as well as in the
channel geometry [7]. In this class of models the growth
takes place only at the tips of slit-like fingers and the driving
function a() has to follow a specific time evolution in order
to ensure that the tip grows along gradient lines of the cor-
responding Laplacian field. In spite of its simplicity, the
model was able to reproduce some of the qualitative behav-
ior seen in experiments on fingered growth [7,11]. Neverthe-
less, treating the fingers as infinitesimally thin is a rather
severe approximation and so this “thin” finger model is ap-
plicable only if the width of the fingers is much smaller than
the separation between fingers. On the other hand, there are
other instances of Laplacian growth where “extended fin-
gers” (i.e., fingers with a finite, non-negligible width) are
observed [12] and for such cases a description in terms of
Loewner evolutions is still lacking.

*giovani @df.ufpe.br
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One of the main motivations of this paper is to seek to
develop a framework based on the Loewner equation in
which one can study more general growth problems in two
dimensions. We start our analysis by first revisiting the prob-
lem of fingered growth discussed in [7] and report an exact
solution for the case of a symmetrical configuration with
three fingers. We then move on to discuss a general class of
growth models where an interface grows into the upper half-
plane starting from a segment on the real axis. In our model,
the growth rate is specified at a certain number of special
points along the interface, referred to as “tips” and “troughs,”
which then determine the growth rate at the other points of
the interface according to a specific growth rule (formulated
in terms of a polygonal curve in the mathematical plane). By
making appropriate use of the Schwarz-Christoffel transfor-
mation, we are then able to derive the Loewner equation for
the problem. Several examples are given in which the inter-
face evolution is numerically computed by a direct integra-
tion of the Loewner equation. We also briefly discuss a more
general formulation of the Loewner equation for interface
growth in the upper half-plane where the growth rule is
given in terms of a time evolving measure. This approach
may open up the possibility for studying other interesting
growth problems, such as the growth of fractal interfaces
[13], within the context of stochastic Loewner evolutions.

The paper is organized as follows. In Sec. II we briefly
review the problem of fingered growth in the upper half-
plane in the context of the chordal Loewner equation and
report a solution for a symmetrical configuration with three
fingers. In Sec. III we discuss a general class of growth mod-
els in which the growing domain is delimited by an interface
in the upper half-plane. Here we derive in Sec. III A a
Loewner equation for the case in which the growth rule is
specified in terms of a polygonal curve in the mathematical
plane. Several examples are given in Sec. III B, including the
cases of interfaces with one or more tips as well as the case
of multiple growing interfaces. We then briefly discuss in
Sec. III C a more general formulation for interface growth in

©2010 The American Physical Society
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FIG. 1. The physical z-plane and the mathematical w- and
{-planes at times ¢ and 7+ 7, respectively, for a single finger in the
upper half-plane. The mapping g, maps the curve I" (at time 7) onto
a segment of the real axis on the w-plane, whereas the accrued
portion of the curve (during time interval 7) is mapped to a vertical
slit. The mapping g, is obtained as the composition of g,, , and the
slit mapping F’; see text.

the upper half-plane in terms of “Loewner domains.” Our
main results and conclusions are summarized in Sec. IV.

II. FINGERED GROWTH AND THE CHORDAL
LOEWNER EQUATION

In order to set the stage for the remainder of the paper and
to establish the relevant notation, we begin our discussion by
briefly reviewing the problem of fingered growth in the con-
text of the chordal Loewner equation. To this end we con-
sider first the simplest Loewner evolution, namely, that in
which a curve starts from the real axis at t=0 and then grows
into the upper half-z-plane H, where

H={z=x+iy e C:y > 0}.

The curve at time ¢ is denoted by I, and its growing tip is
labeled by y(f). Now let g,(z) be the conformal mapping that
maps the “physical domain,” corresponding to the upper
half-z-plane minus the curve I';, onto the upper half-plane of
an auxiliary complex w-plane, called the “mathematical
plane,” i.e., we have w=g,(z), where

g-H\T,—H, (1)

with the curve tip y(¢) being mapped to a point a(f) on the
real axis in the w-plane, as shown in Fig. 1. Furthermore, we
consider the growth process to be such that the accrued por-
tion of the curve from ¢ to t+ 7, where 7 is an infinitesimal
time interval, is mapped under g,(z) to a vertical slit in the
mathematical w-plane; see Fig. 1. The mapping function
g,(z) must also satisfy the initial condition

go(2) =z, (2)

since we start with an empty upper half-plane. We also im-
pose the so-called hydrodynamic normalization condition at
infinity,

1
g,(z)=z+0<m>, 7 — 00, (3)

These conditions specify uniquely the mapping function

8(2).
From a more physical viewpoint, the problem formulated
above belong to the class of Laplacian growth models where
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an interface evolves between two phases driven by a scalar
field ¢(x,y;1), representing, for example, temperature, pres-
sure, or concentration, depending on the physical problem at
hand. In one phase, initially occupying the entire upper half-
plane, the scalar field ¢ satisfies the Laplace equation

V2¢=0, (4)

whereas in the other phase one considers ¢=const., say ¢
=0, with the curve T, representing a finger-like advancing
interface between the two phases. (Here the finger is as-
sumed to be infinitesimally thin.) The complex potential for
the problem can then be defined as w(z,f)=i(x,y;?)
+i(x,y;1), where i is the function harmonically conjugated
to ¢. On the boundary of the physical domain, consisting
here of the real axis together with the curve I',, we impose
the condition ¢»=0, whereas at infinity we assume a uniform

gradient field, ﬁ¢z§, or alternatively,

w(z,t) =z, z— . (5)

From this point of view, the mapping function g,(z) intro-
duced above corresponds precisely to the complex potential
w(z,t) of the problem. In particular, the fact that in the
w-plane the curve grows along a vertical line implies that the
finger tip grows along gradient lines in the z plane. To
specify completely a given physical model, one has also to
prescribe the interface velocity, which is usually taken to be
proportional to some power 7 of the gradient field,

v, ~ |Vl (6)

We anticipate that for a single growing finger the specific
velocity model is not relevant in the sense that the finger
shape will be independent of the exponent 7, which only
affects the time scale of the problem. (For multifingers, how-
ever, different 7’s may yield different patterns [7].)

For convenience of notation, we shall represent the math-
ematical plane at time 7+ 7 as the complex {-plane and so we
write {=g,,(z). Now consider the mapping w=F({), from
the upper half-{-plane onto the mathematical domain in the
w-plane; see Fig. 1. The mapping function g,, ,(z) can then be
given in terms of g,(z) as

gt+r:F_1°gz’ (7)

where F~! is the inverse of F({). The above relation governs
the time evolution of the function g,(z) and naturally leads to
the Loewner equation. A standard way of showing this is to
construct the slit mapping F({) explicitly, substitute its in-
verse in (7), and then take the limit 7— 0. One then finds the
so-called chordal Loewner equation:

d(t)

@ —al) ®)

gt(z) =

together with the condition
a(t) =0, )

so that a(f)=ap=const., which implies that the tip (r)
=g; '[a(r)] simply traces out a vertical line in the 7 plane. The
growth factor d(z) is related to the tip velocity by [7]

031601-2
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FIG. 2. Three fingers growing in the upper half-plane. In (a) we have a symmetrical configuration with d;=d,=d,=1 and initial positions
of the fingers at a3(0)=-a,(0)=1 and a,(0)=0; in (b) we have d,=1, d,=5, d3=0.9, while the initial positions are a3(0)=-a;(0)=1 and

a2(0) =-0.4.

d() =f(a())[77*", (10)

where f,(w) is the inverse of g,(z). As already anticipated, we
can take d(r)=d, (which corresponds to 7=-2) by reparam-
etrizing the time coordinate.

In the case of multiple growing fingers [7], the chordal
Loewner equation becomes

n

di(1)

i=1 g—at)’ (1)

&=
with the time evolution of the singularities a,(r) given by

o d)
a(1) —Z} m. (12)
j#i

We recall that conditions (12) ensure that the fingers grow
along gradient lines, meaning that the path traced by each
finger tip v,(¢) from time ¢ to 7+ 7 is mapped by g,(z) onto a
vertical slit. Notice also that if the growth factors d;(z) are all
the same they can be assumed to be constant, say, d;(r)=1
(which corresponds to 7=-2), since this amounts to a mere
rescaling of the time variable. For two symmetrical fingers,
i.e., di=d,, Eq. (11) can be integrated exactly to yield the
mapping function g,(z), from which the finger shapes can be
computed analytically [7]. A related exact solution for two
fingers was reported in [14].

An exact solution for g,(z) can also be obtained for a
symmetrical configuration with three fingers where the
middle finger grows vertically, say, along the y axis, and the
two flanking fingers are the mirror images of one another
with respect to the y axis. This situation is attained by choos-
ing identical growth factors, d;=d,=d;=d,, and symmetrical
initial conditions, a3(0)=-a;(0)=a, and a,(0)=0. This ini-
tial symmetry is, of course, preserved by the dynamics and
so we have a,(r)=0 and as(t)=-a,(t)=a(r) for all =0,
which implies from Eq. (12) that

a(r) = Vai +3dy. (13)

Using this result one can integrate exactly the Loewner equa-
tion and obtain, after a straightforward calculation, the posi-

tions 7, 5(r) of the tips of the flanking fingers in terms of the
following implicit equation

[y15(0) = B[y 5(0)% = B_]'
= (1= B, (1 - B)'"*(ag + 3dyt)?, (14)

where a=13/19 and B+=(9=* \s"ﬁ)/& In Eq. (14) one con-
siders only the roots that lie in the upper half-plane and sat-
isfy the initial condition 7y, 3=+ a,. In Fig. 2(a) we plot this
solution for ap=1 and dy=1. From this figure one can see
that the side fingers are “repelled” by the middle finger and
tend to straight lines for sufficiently large times. In fact, one
can verify from Eq. (14) that in the asymptotic limit #— o0
the flanking fingers approach the straight lines arg (z)=7(1

il et
+v3/19) and arg (z)=7(3-V3/19).

If the growth factors are kept all equal but the initial con-
dition is no longer symmetric, then the middle finger will
initially be more repelled by the closest finger, thus leading
to a symmetrical configuration in the limit r— o where the
asymptotic (vertical) position of the middle finger now de-
pends on the initial condition. On the other hand, if the
growth factors are not all the same then the finger with great-
est d; will grow faster and screen the others. Here, however,
the screening is partial in the sense that the ratio between the
velocity of a slower finger and that of the fastest finger
reaches a positive constant (different from unity). An ex-
ample of this case is shown in Fig. 2(b) for the early stages
of a three-finger evolution. In order to generate the curves
shown in this figure we used the numerical scheme described
in [14]. More specifically, we start with the “terminal condi-
tion” g,=a,(t) and integrate the Loewner equation backward
in time, using a Runge-Kutta method of second order, to get
the position of the respective tip v,(£)=g,. We dealt with the
pole singularities in Eq. (11) in a manner similar to that used
in [14], which in our case meant finding the appropriate root
of a fourth-degree polynomial that gives the value of g at
time 7—dt, from where the Loewner equation can be inte-
grated backward to yield g,. It is interesting to notice that the
curves in Fig. 2(b) resemble certain fingering patterns seen in
combustion experiments, see, e.g., Fig. 1e of Ref. [11], even
though the solutions above are valid for the upper half-plane,
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FIG. 3. The physical and mathematical planes for a growing
interface. The mapping g,(z) maps the interface I'; to a segment on
the real axis, while the interface I',,, is mapped to a polygonal
curve; see text for details.

whereas the experiments take place in a channel geometry,
and we have used constant growth factors (although with
different values for each finger) rather than Eq. (10).
Before leaving this section we wish to recall here that the
evolution entailed by the chordal Loewner equation, as given
by Egs. (8) or (11), describes a rather general class of “local
growth” processes [5] in which there is one curve or a set of
curves growing from the real axis into the upper half-plane
IH. Indeed, it is a theorem [5,6] that if I'f ] is a simple curve
from the origin to % in the upper half-plane H, then there
exists a function a(z) such that the curve is generated by a
Loewner evolution. Conversely, if a() is a sufficiently well-
behaved function (more specifically, Holder continuous with
exponent >1/2), then y,=g;'(a(r)) is a growing curve in H.
More general growth processes not restricted to growing
curves can be generated by the so- called “Loewner chains”

(5],
p(x)dx

— (15)

gt(Z) = . g,(Z) _x,

where the density of singularities p(x) can be viewed as a
measure of the growth rate at a point z at the boundary of the
growing set that is the preimage of x under g,(z). Since the
shape of the growing domain is fully encoded in the map
g/2), Eq. (15) specifies the growth model once the density
p(x) is known. Although the formalism of Loewner chains is
rather general, its practical usefulness is somewhat limited
by the requirement that the relevant density p(x) must be
specified a priori. In this context, it should be noted that the
only specific Loewner evolution that has been studied in de-
tail concerns the local growth models mentioned above
where the density is a sum of Dirac & functions [5]. In the
next section, we will study a class of interface growth mod-
els where the growth velocity is specified at certain points of
the interface, which then determine the growth rate at all the
other points according to a specific rule.

III. INTERFACE GROWTH IN THE HALF-PLANE
A. Generalized Loewner equation for a growing interface

Here we consider the problem of an interface starting ini-
tially from a segment, say, [—1,1], along the real axis and
growing into the upper half- z-plane, as indicated in Fig. 3.
We suppose that the growing interface has a certain number
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of special points, referred to as tips or troughs, where the
growth rate is a local maximum or a local minimum, respec-
tively, while the interface end points remain fixed, as illus-
trated in Fig. 3 for the case of an interface with two tips
(points B and D) and one trough (point C). Let us now de-
note by I'; the interface at time ¢ and by K, the growing
region delimited by I, and the real axis. Here we assume that
the curve I, is simple so that the domain D,=H\K, is simply
connected. (In more technical terms, K, is a hull [5].) We
then consider the mapping w=g,(z) from the physical do-
main D, in the z-plane to the upper half-plane H in the math-
ematical w-plane:

gD, — H,

where the mapping function g,(z) is required to satisfy the
hydrodynamic normalization condition

gt(z)=z+0(é>, 7— >, (16)

together with the initial condition

go(2)=z. (17)

By definition, the interface I, is mapped under g,(z) to an
interval [a,(t),ay(t)] on the real axis of the w-plane, where
a,(t) and ay(r) are the images of the end points z= = 1, while
the tips and troughs are mapped to the points a;(7), i
=2,...,N—1, with N being the total number of special points
(i.e., tips, troughs and end points) of the interface. For in-
stance, in Fig. 3 we have N=5.

The growth dynamics is specified by requiring that the
tips and troughs of the interface grow along gradient lines,
while the interface end points remain “pinned” at z=*1, in
such a way that the interface I',,  at time 7+ 7, for infinitesi-
mal 7, is mapped under g,(z) to a polygonal curve in the
w-plane, as shown in Fig. 3. The domain D, ,=H\K,, is
mapped under g,(z) to a degenerate polygon whose interior
angle at the ith vertex is denoted by 7(1-q;), with the con-
vention that if the angle is greater than 7 the corresponding
parameter «; is negative. It is easy to verify that the param-
eters «;’s satisfy the following relation:

N
> =0, (18)
i=1

where we recall N is the number of vertices of the polygonal
curve in the w- plane. If we now denote by #; the height of
the ith vertex as measured from the real axis (see Fig. 3), it is
clear that /; and hence the angle parameters «; all go to zero
as 7— 0. In this limit one obtains another relation among the
ai’S,

N
Eaiai=0. (19)
i=1

Let us now derive the Loewner evolution for the growth
process described above. Since the domain in the w-plane
has a polygonal shape, the mapping w=F({) can be obtained
from the Schwarz-Christoffel transformation [15],
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8+ N
g=Fgu)=| 1l[¢-aft+ T+ F(). (20)
L =l
where {, is a point to be chosen appropriately; see below.
The integral in Eq. (20) cannot be performed exactly for
arbitrary a;’s, and so in order to obtain the Loewner equation
for this case we need an alternative approach. First we ex-
pand the integrand in Eq. (20) up to first order in the infini-
tesimal parameters «;’s, thus getting

817
8=
Z i=1

N
1= 2 a; In[{—aj(t+ D] (dL+ F(&),
(21)

which after integration becomes

Lo —G(gun) + G(o) + F(Lp), (22)

8= 847

where

N
G(O) =2 afl-a(t+Dn[{-alt+D]  (23)
i=1

Now expanding Eq. (22) up to first order in 7, taking 7—0,
and using the boundary condition lirnngoc £,=0, which fol-
lows from Eq. (3), one then obtains the following general-
ized Loewner equation

N
$/(2) =2 d(0[g,~ a;()In[g, - a,(1)], (24)
i=1

together with the generic condition

y So—F(&) - G(&)
im =

7—0 T

0, (25)

where the growth factors d;(r) appearing in Eq. (24) are de-
fined by

di(r) = lim = (26)
—0 T

The equations governing the time evolution for the func-
tions a;(f) can now be obtained by considering {y=a;(t+ 7) in
Eq. (25), fori=1,...,N, with F({,) then being the respective
image of a;(t+7) in the w plane,

F(ai(t+ 7)) =a,1) + ih,, (27)

where for the end points we have h;=hy=0. Using Eq. (27)
in Eq. (25) and performing a straightforward calculation, one
finds

N

;= 2, dj(t)(a;— a))lnla;— aj. (28)
j=1
j#i

In view of Eq. (26), Egs. (18) and (19) for the parameters
«; imply equivalent relations for the growth factors d(z),

N
2.d;=0, (29)
i=1
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N
> ad;=0. (30)
i=1

From these equations we can then express the parameter
functions, d,(r) and dy(z), of the end points in terms of the
other functions d,(7), so that the growth model described by
the Loewner evolution Egs. (24) and (28) is completely
specified by prescribing the growth factors d,(r) for the tips
and troughs of the interface. (We remark parenthetically that
although our growth model naturally allows for vertices that
correspond to neither tips nor troughs we shall not consider
such cases here; see however Sec. III C for a discussion
about more general growth rules.) The parameter functions
di(r) could in principle be related to the velocities of the
corresponding points on the interface by equations analogous
to Eq. (10). For instance, in the simplest case 7=-2 we have
di(t)=d,. For general 7, however, the function d;(r) has a
complicated implicit dependence on the function g,(z) in-
volving the second derivative of its inverse, which renders
the numerical integration of the Loewner equation very dif-
ficult (if possible at all). On the same token, the alternative
approach for computing Loewner evolutions based on direct
iteration of slit mappings [7,16] is unlikely to result very
useful in the case of growing interfaces, because the relevant
mapping to be iterated is not known in closed form; see Eq.
(20). For these reasons, we shall consider in the examples
below only the case d;(f)=d;=const. (although not all d;’s
need be the same), for which the Loewner equation can be
easily integrated.

B. Examples

We start by considering the case in which the interface
has only one tip so that the number of vertices is obviously
N=3. We can then solve Egs. (29) and (30) to obtain the
growth factors d,(r) and d;(¢) as a function of d,(7),

as(t) — ay(t)
a;(1) —ay(1)

a,(t) = a,(1)

a=- ax() - a0

dy(1),  dy(1) = dy(1).

(31)

As mentioned above, the growth factor d,(¢) can in principle
be related to the tip velocity but here the specific form of
d,(t) is not relevant for the shape evolution, for it only de-
fines the time parameter, and so we set d,(1)=—1. (Recall that
according to our convention the growth factors for tips are
negative while those for troughs are positive.) As for the
initial conditions, we have a,(0)=—1 and a3(0)=1, corre-
sponding to end points z=* 1, so that we have to specify
only the initial location, a,(0), of the tip. If we start with the
tip at the center, i.e., a,(0)=0, we obtain a symmetrically
growing interface [ 17], since in this case Egs. (28) imply that
a,(t)=0 and a,(t)=—ax(r) for all ¢. If, on the other hand, we
start with the tip off-center, i.e., a,(0)# 0, we then get an
asymmetric growing interface (which can be regarded as an
“extended finger” in the sense that it encloses a nonzero
area). An example of such case for a,(0)=0.5 is shown in
Fig. 4, where the solid curves represent the interface at vari-
ous times ¢ starting from 7=0.5 up to r=2.0 with a time
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FIG. 4. Loewner evolution for a nonsymmetric interface grow-
ing in the upper half-plane. The solid curves show the interface at
various times ¢, starting from #=0.5 up to r=2.0, with a time sepa-
ration of Ar=0.3 between successive curves, whereas the dashed
line indicates the tip trajectory.

separation of Ar=0.3 between successive curves, while the
dashed curve represents the path traced by the tip v,
= g,‘l[az(t)]. As one can see in this figure, for longer times
the tip moves along a straight line in the z plane, indicating
that the initial asymmetry persists for all times. (In this and
subsequent figures the trajectories of the tips and troughs are
computed, for clarity, up to a final time that is slightly greater
than the final time for the complete interfaces.) To generate
the curves shown in Fig. 4 we used a numerical scheme
similar to that described in Sec. II for the case of multifin-
gers, namely, we integrate the Loewner equation backward in
time with terminal conditions g,=w, for w € [a,(),a5(1)], to
get the corresponding points z=g, on the interface.

Next we consider the case in which the interface has two
tips and one trough. In this case we have N=5, and from Egs.
(29) and (30) one can easily write the parameters d; and ds in
terms of the growth factors d, and d, for the tips and d; for
the trough. In Fig. 5 we show an example of a symmetrical
growing interface (solid curves), where the dashed lines rep-
resent the trajectories of the tips and the trough. In this fig-
ure, we started with symmetrical initial conditions, namely,
a5(0)=—al(0)=1, a4(0)=—a2(0)=0.5, and a3(0)=0, and
chose the growth factors of the two tips to be the same, d,
=d,=-1, so as to preserve the initial symmetry, with d;

FIG. 5. Symmetric growing interface with two tips. Here d,
=d4=-1 and d3=0.5. The solid curves represent the interface at
times from 7=0.5 to r=1.7, with Ar=0.3 between successive curves,
whereas the dashed lines indicate the trajectories of the tips and the
trough.
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Y2

FIG. 6. Asymmetric growing interface with two tips. The initial
conditions are the same as in Fig. 5 but here we have d,=-1, d;
=0.8, and d;=-0.5.

=0.5. Note that the paths traced by the two tips and the
trough are somewhat reminiscent of the trajectories observed
in the case of three symmetrical fingers discussed in Sec. II;
see Fig. 2(a). On the other hand, if we start with a symmetric
initial condition but one of the tips has a larger growth factor,
then the fastest tip will move ahead of the other tip thus
breaking the initial symmetry. For r— o the slower tip and
the trough will both tend to merge with the closest end point
resulting in a growing interface with only one tip. An ex-
ample of this case is shown in Fig. 6 where the tendency of
the trough and the second tip to merge is clearly evident. The
behavior seen in this figure mimics somewhat the competi-
tion between initial protuberances in the early stages of the
fingering instability [12]. (In our model the competition is of
course encoded in the choice of the growth factors.)

The generic Loewner equation given in Eq. (24) can also
describe the problem of multiple growing interfaces. In this
case each interface Fﬁ, fori=1,...,n, where n is the number
of distinct interfaces, will be mapped under g,(z) to a corre-
sponding interval on the real axis in the w plane. Similarly,
each advanced interface Fi ., 18 mapped by g,(z) to a polygo-
nal curve in the w-plane. One can then readily convince one-
self that the generic Loewner evolution defined by Eqs. (24)
and (28) applies to this case as well, where N is now the total
number of vertices corresponding to the sum of the number
of vertices of each interface.

In Fig. 7 we show numerical solutions for the case of two
symmetrical interfaces with one tip each. Since each inter-
face has three special points (two end points and one tip) we
then have N=6. Here the interfaces start to grow from the
intervals [-3,-1] and [1,3], respectively, with the corre-
sponding tips starting at symmetrical points a,(0)=-a,(0)
=2 and having the same growth factors. The curves shown in
Fig. 7 were calculated for d,=d,=—1, at times varying from
t=0.5 up r=1.4 with a time interval Ar=0.3 between succes-
sive curves. Notice that, as time goes by, the inner sides of
the two interfaces move toward one another leaving a narrow
channel between them. For sufficiently large time, the width
of such a channel becomes infinitesimally small so that for
all practical purposes the resulting evolution will look like a
single symmetrical growing interface. An evidence of this
fact is clearly seen in Fig. 7 where the two tips (dashed lines)
tend to “attract” each other and will eventually “merge.” It is
worth mentioning, however, that it is hard to integrate the
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FIG. 7. Loewner evolution for two symmetrical growing inter-
faces. The interfaces start respectively at [-3,—1] and [1,3], and the
growth factor is |d|=1 for each tip. The solid curves represent the
interfaces at times varying from ¢=0.5 up r=1.4, with time intervals
of Ar=0.3, whereas the dashed line indicate the trajectories of the
tips.

Loewner equation past the latest time shown in Fig. 7, be-
cause the functions as(z) and a4(r) become essentially iden-
tical (within the computer resolution), rendering the numeri-
cal integration very difficult after this point.

In Fig. 8 we show for comparison the case in which the
two tips have identical growth factors but where the inter-
faces now have different initial widths. We can see from this
figure that the wider interface grows faster than the narrower
one. This competition between the two growing interfaces
resembles the so-called “shadowing effect” in fingering phe-
nomena, whereby the longer fingers grow faster and hinder
the growth of the shorter fingers in their vicinities [7]. (A
similar effect is obtained if we start with interfaces of equal
width but with one of the tips having a larger growth factor
than the other one.) We have thus seen that in spite of its
simplifying assumptions, chiefly among them the unbounded
geometry and the polygonal growth rule, our model exhibits
certain dynamical features such as finger competition and
screening that are qualitatively similar to what is commonly
observed in Laplacian growth processes [12]. We will show
next that it is possible, in principle, to extend the model to
include more general growth rules that may describe more
accurately the dynamics of specific growth processes.

6

FIG. 8. Loewner evolution for two asymmetric growing sur-
faces. Here the growth factors and the initial width of first interface
are the same as in Fig. 7 but the second interface starts to grow
from the narrower interval [1.5,2.5]. The different curves are for the
same times as in Fig. 7.
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C. Loewner domains

Here we consider from a more formal viewpoint the
Loewner evolution of a family of increasing hulls K, in the
upper half-plane H. We denote by I',=K,NH the growing
interface at time ¢ and consider the mapping g,:H\K,—H
that maps I, to the interval [a(z),b(¢)] on the real axis. To
specify the growth rule let us consider the infinitesimal hull
K,,=g(K,.,\K,) in the w plane, where 7 is an infinitesimal
time step. Note that in the growth models of Sec. III A the
hull K ; corresponds to the interior of the polygon defined by
g/(I,,,) and the real axis; see Fig. 3. Here we consider more
general growth problems in which K, is not necessarily
bounded by a piecewise-linear curve in H. To be more pre-
cise, we consider the infinitesimal hull K, ,={w=x+iy,0
<y<7h,(x)} made of the set of points included between the
real axis and the curve y=7h,(x), 7<<I, with x real. We as-
sume that /,(x) is a simple curve that is at least twice differ-
entiable. Let us now denote by a(t)=<a(t) and b(t)=b(t)
the end points of the curve h,(x), that is, h(a’(t))=h,(b.(1))
=0, where lim,_ya (f)=a() and lim,_ b (1)=b(r). Note that
in the general case one has a.(r)#a(r) and b.(1)# b(1),
which allows for the end points z,(7) and z,(7) of the growing
interface I', to move as time goes by. Thus, in contrast with
the model discussed earlier, here the end points are not nec-
essarily kept fixed.

Let us now introduce a partition of the interval
[ai(t),b(1)]: a(t)=a,(r) <ay(r)<---<ap(t)=b.(1), and let
h,(x) the piecewise-linear approximation of 4,(x) defined by
this partition: h,(a;)=h(a;), with h,(x), for x € [a,(t),a;,,(1)],
being given by a straight line. It is clear that the evolution
entailed by the polygonal curve h,(x) is described in terms of
the Loewner equation given in Eq. (24). If we now take the
limit N—, we then get the following evolution equation:

b(1)
8(2) = f Y K(X)[g(z) - x]In[g,(z) —x]dx,  (32)

where
K,(x) = I (x), (33)

with prime denoting derivative with respect to the argument
x. Since the shape of the growing domain is fully encoded in
the map g,(z), Eq. (32) specifies the growth model once the
density «,(x) is known. Note that the class of interface
growth models described in Sec. IIT A corresponds to the
case when the density is a finite sum of Dirac & peaks.

More generally, if we introduce a signed measure u,(x)
satisfying the conditions

J dp,(x) =0, (34)
R

j xdu,(x)=0, (35)
R

which are the analog of Egs. (29) and (30), we can then
define the Loewner evolution generated by this measure by
the following equation:

031601-7



MIGUEL A. DURAN AND GIOVANI L. VASCONCELOS

8d2) = [g:(2) = x]In[g(z) — x]dp,(x). (36)
R

Here the time evolution of the measure u,(x) encodes the
growth rule. We refer to Eq. (36) as “Loewner domains” in
contrast to the “Loewner chains” discussed in Sec. II. Al-
though Loewner domains can be regarded as equivalent to
Loewner chains—indeed, the densities p,(x) and k,(x) are
obviously related to one another—the former description
seems to be more convenient for the study of growing inter-
faces (which encircle domains with nonzero area). From a
more practical viewpoint, however, the difficult task that re-
mains in the case of Loewner domains is to find the appro-
priate measure for physically relevant growth problems. In
this context, an interesting open question concerns the pos-
sibility of generating rough (i.e., fractal) interfaces by means
of a Loewner evolution driven by random measures, in anal-
ogy with the stochastic Loewner equation where random
curves are produced [4,5].

IV. SUMMARY AND CONCLUSIONS

We have considered the problem of two-dimensional La-
placian growth in the context of the Loewner evolutions. We
started by revisiting the problem of fingered growth and re-
ported an exact solution of the chordal Loewner equation for
the case of a symmetrical three-finger configuration. We then
discussed a more general class of growth models in which an
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interface grows from the real axis into the upper half-plane.
Assuming that the growth rule is specified in terms of a
polygonal domain in the complex-potential plane and mak-
ing appropriate use of the Schwarz-Christoffel transforma-
tion, we derived the corresponding Loewner equation for the
problem. Several examples were explicitly discussed, such as
the case of a single “extended finger,” an interface with two
tips, and the case of two competing interfaces. Although our
model does not allow for a direct comparison with experi-
ments, we have argued that its dynamics is reminiscent of
certain typical behaviors seen in Laplacian growth. We have
also briefly discussed a possible extension of our Loewner
equation to include the case in which the growth rule is
specified in terms of a generic (not necessarily polygonal)
curve. More generally, we have introduced the notion of
“Loewner domains” in which the growth rule is described in
terms of a time evolving signed measure. This opens up the
possibility for studying other interesting (and difficult) prob-
lems, such as the growth of fractal interfaces, within the
context of stochastic Loewner evolutions. The extension to
the radial geometry of the class of growth models discussed
here is another interesting open problem.
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