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Resumo

Nesta dissertacao estudamos a estatistica de contagem de carga através do
formalismo de funcoes de Green de Keldysh para pontos quanticos conectados a
guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Este formalismo microscépico serve
de base para a construcao de duas abordagens semicldssicas complementares: a teo-
ria de circuitos matricial [Yu. V. Nazarov, Phys. Rev. Lett. 73, 134 (1994)] e a
teoria de circuitos escalar [A. M. S. Macédo, Phys. Rev. B 66, 033306 (2002)].
Nosso resultado principal consiste da apresentagao de fortes evidéncias em favor da
equivaléncia desta duas teorias de circuitos para cavidades cadticas conectadas a
barreiras de transparéncia arbitraria. Utilizando a estatistica de contagem para a
teoria de circuitos escalar calculamos analiticamente a condutancia de uma jungao
metal-normal-supercondutor (NS) num regime de interesse fisico, no qual o efeito de
proximidade é maximo. Nestas condigoes a condutancia NS, que é uma estatistica
linear dos autovalores de reflexao de Andreev, pode ser escrita em termos dos auto-
valores de transmissao do lado normal. Identificamos uma transicao gradual entre
o regime de tunelamento sem reflexao e o regime de tunelamento usual a partir da
verificagdo de um minimo na resisténcia NS, confirmando os resultados numéricos
obtidos por Apolindrio [S. W. S. Apolindrio, Tese de Mestrado, UFPE (Margo -
2004)]. Concluimos que certos mecanismos presentes em processos de transporte
coerente ressonante estao relacionados ao fenomeno de tunelamento sem reflexao.



Abstract

In this thesis we study charge counting statistics using the Keldysh’s Green
functions approach to quantum dots connected to leads via barriers of arbitrary
transparencies. This microscopic formalism is used to construct two complemen-
tary semiclassical approaches: the matricial circuit theory [Yu. V. Nazarov, Phys.
Rev. Lett. 73, 134 (1994)] and the scalar circuit theory [A. M. S. Macédo, Phys.
Rev. B 66, 033306 (2002)]. Our main result consists of the presentation of strong
evidences in favor of the equivalence of these circuit theories for chaotic cavities con-
nected to barriers of arbitrary transparencies. Using the counting statistics of the
scalar circuit theory we calculate analytically the conductance of the normal-metal-
superconductor (NS) junction in a physical regime of interest when the proximity
effect is maximum. In this regime, the NS conductance, that is a linear statistics
of Andreev reflection eigenvalues, can be written in terms of transmission eigenval-
ues of the normal side. We identify a gradual transition between the reflectionless
tunneling regime and the usual tunneling regime through the observation of an NS
resistance minimum, in agreement with numerical results obtained by Apolinério [S.
W. S. Apolindrio, Tese de Mestrado, UFPE (Marco - 2004)]. We conclude that some
of the mechanisms present in resonant coherent transport processes are related to
the reflectionless tunneling phenomenon.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Fisica Mesoscopica

Em 1970 R. Landauer [1] calculou a resisténcia eletronica de um géas fermionico
numa rede unidimensional completamente desordenada. Neste trabalho Landauer
obtém a média da resistividade para um ensemble de redes unidimensionais comple-
tamente desordenadas. O método usado na ref. [1] surgiu de conceitos explicados
pelo préprio Landauer em 1957 [2], num artigo que tratava do problema da resistivi-
dade metalica residual do ponto de vista no qual o fluxo de corrente é considerado
como o agente causal e o campo elétrico é criado como uma consequéncia de um fluxo
continuo de cargas entre centros espalhadores. Assim a dualidade entre correntes
e campos passa a ter papel importante na teoria de transporte. No tratamento de
Landauer uma corrente constante é injetada na amostra e a questao basica passa a
ser qual seria a distribuicao nao homogénea de campos na amostra como resposta ao
fluxo de elétrons. A amostra passa entao a ser vista como um centro espalhador e a
condutancia pode ser interpretada como uma medida do coeficiente de transmissao.
A fig.(1.1) mostra o “circuito”utilizado por Landauer para o cdlculo da resisténcia.
Os dois reservatorios sao mantidos a diferentes potenciais quimicos e funcionam
como fontes de portadores. Esses reservatorios “alimentam”condutores ideais com
portadores e estes sao acoplados a amostra que tem o papel de centro “espalhador”.
Landauer mostrou que a condutancia de um condutor unidimensional é dada por

e2T L1

 h R’ (L.1)

onde T'=1— R e R sao os coeficientes de transmissao e reflexao respectivamente
do condutor, visto como um unico centro espalhador e com apenas uma direcao de
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A

l—.——-—— Ideal conductors

Figura 1.1: Geometria utilizada por Landauer para o calculo da resisténcia da
amostra. Figura retirada de [3]

spin considerada. Voltaremos a discutir nas proximas secoes este redirecionamento
do problema de conducao em sélidos como um problema de espalhamento que tem
grande importancia pratica no entendimento do transporte quantico em sistemas
mesoscoOpPicos.

1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos

A teoria de transporte eletronico em metais normais macroscopicos é um
assunto que se fundamenta na teoria de transporte de Boltzmann e em aborda-
gens semi-classicas para o cdlculo da funcao distribuicao eletronica no sélido. Nesta
teoria sucessivos espalhamentos sao tratados como independentes e os observaveis
sao obtidos através de médias sobre configuracoes de impurezas. A geometria da
amostra nao tem grande relevancia pois os observaveis de interesse, e.g. a condu-
tividade macroscopica, sao grandezas intensivas. Na década de 1980 observou-se
que alguns efeitos, tais como a localizacao fraca em metais [4], ocorrem na escala
macroscopica mas em condi¢oes de temperaturas tao baixas que nao podiam ser
abordados quantitativamente assumindo a independéncia dos espalhamentos. Ficou
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos 3

claro também que com a descoberta do efeito Aharonov-Bohm em anéis de metal iso-
lados [5] e com a obsevacao de flutuagoes universais e reprodutiveis na condutancia
de amostras mesoscépicas [6], que transporte em condutores na escala do micron
ou menor exibird propriedades que a teoria macroscépica nao da conta. Uma licao
importante que foi aprendida com essa série de experimentos é que esta nova fisica
nao é caracteristica de uma escala de comprimento especifico, pois depende do valor
relativo de outras grandezas tais como a temperatura 7', o comprimento de onda de
Fermi Ar e o grau de desordem do material. Portanto o termo mesosépico é utilizado
para a designacao de um regime de transporte e nao para uma escala de tamanho.
Vamos brevemente discutir os regimes possiveis para o transporte em metais. Para
distinguir os diversos regimes de transporte mesoscépico falaremos de comprimen-
tos caracteristicos [7] da amostra, que dependem de T e do grau de desordem do
sistema. Os comprimentos estao abaixo relacionados:

Comprimento de onda de Fermi (Ap). Estd  relacionado  ao nivel de

Fermi, \p = o Tipicamente, varia de alguns angstroms em metais
mep

a centenas de angstroms em heteroestruturas semicondutoras.

Livre caminho médio elastico (L.). E a distancia média que o elétron viaja até
sofrer uma colisao elastica. Este comprimento varia de alguns angstroms em
ligas amorfas a uma dezena de microns em heteroestruturas semicondutoras.

Comprimento de localizagao eletronica (£). Mede a extensao espacial das fun-
¢oes de onda eletronicas. Para condutores, estas funcoes se estendem sobre
toda a amostra, ao passo que para isolantes elas decaem exponencialmente a
partir do chamado centro de localizagao.

Comprimento de coeréncia de fase (L,). E o comprimento ao longo do qual a
fase da fungao de onda nao relaxa. Esta associado a este comprimento o tempo
de relaxacao de fase 7,. O valor de Ly cresce com a diminui¢ao da temperatura
e é a escala mais importante para o aparecimento de efeitos mesoscopicos.

Em geral para amostras em baixas temperaturas temos, A\p < L. < £ < Lyg.
Neste caso, existem trés regimes de transporte distintos:

regime balistico. Quando L, que é o comprimento da amostra, é menor que o livre
caminho médio elastico (L < L.), o sistema se encontra no regime balistico,
pois o elétron viaja através da estrutura tipicamente sem sofrer colisoes. Neste
regime o comprimento de coeréncia de fase ¢ dado por Ly = vpTy.
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos 4

regime difusivo Para L, < L < £, o sistema estd no regime difusivo, pois o elétron
sofre diversas colisoes elasticas antes de “sair” da amostra. Para este regime
de transporte Ly = /DTy, onde D ¢é a constante de difusao.

regime localizado Quando { < L < Lg, o sistema encontra-se no regime local-
izado. A amostra neste regime se comporta como um isolante.

~+ t } -
7\.F Ly € Ly L

< -

balistico difusivo localizado

Figura 1.2: Diferentes regimes de transporte em sistemas mesoscépico. Figura reti-
rada de [7].

1.2.1 Sistemas Mesoscépicos

A uma temperatura suficientemente baixa, condutores cujas dimensoes sao
intermediarias entre o microscépico e o macroscopico sao chamados de mesoscopicos.
Como vimos anteriormente na segao (1.2) as escalas de comprimento relevantes de
um condutor variam muito de um para outro e sao fortemente afetados pela tem-
peratura, campo magnético etc. Por esta razao, fenomenos mesoscépicos foram
observados em condutores cujas dimensoes variam de poucos nanometros a cente-
nas de microns. Condutores mesoscopicos sao normalmente fabricados através de
condutores planares de dimensdes muito pequenas. A figura (1.3) mostra a foto am-
pliada de um condutor em formato de anel com dimensoes aproximadas de 100nm
produzido através de um filme policristalino de ouro de expessura aproximada de
40nm. Com esta estrutura foi realizado um dos experimentos fundamentais na fisica
mesoscépica [5]. Mostrou-se que a resisténcia deste anel oscilava quando o campo
magnético que o atravessava variava, pois o campo magnético modificava a inter-
feréncia entre as funcoes de onda dos elétrons que atravessavam os dois bragos do
anel.

Embora os experimentos pioneiros nesta area tenham sido realizados usando
condutores metdlicos, os mais recentes trabalhos em fisica mesoscopica vem sendo
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos )

Figura 1.3: Condutor em formato de anel feito apartir de um filme policristalino de
ouro de 38nm de expessura. Figura tirada de [8].

realizados em heterojuncoes de GaAs-AlGaAs onde uma fina lamina bidimensional
¢ formada na interface entre esses dois semicondutores (para uma discussao bem
elementar sobre a formagao desta lamina ver o livro do S. Datta [8]). A densidade
eletronica encontra-se quase completamente confinada na vizinhanca da interface
GaAs-AlGaAs formando assim uma fina camada de condugao que corresponde a um
gas bidimensional de elétrons (2-DEG).

Através deste 2-DEG pode-se criar diversos dispositivos, tais como fios e pon-
tos quanticos. Pontos quanticos sao dispositivos, que consistem de uma regiao con-
dutora espacialmente delimitada por regioes isolantes na qual ocorre transporte coer-
ente de elétrons. As modernas técnicas de litografia permitem a construcao de pontos
quanticos de dimensoes menores do que o livre caminho médio para espalhamento
elastico, que operam como cavidades balisticas para elétrons. Varios fenomenos ob-
servados em pontos quanticos assemelham-se aos observados em dtomos e nicleos,
tais como niveis de energia quantizados devido ao confinamento eletronico, estru-
turas de camadas e caos quantico. De forma simples diz-se que um sistema quantico
é cadtico quando a dinamica classica correspondente é cadtica . O interesse no
estudo de dispositivos cadticos reside no fato de que suas propriedades fisicas sao
universais, dependendo apenas da existéncia ou auséncia de certas simetrias funda-
mentais e de certas relagoes entre as escalas de tempo do dispositivo. A figura (1.4)
mostra um fio de 75nm de largura feito a partir de um heterojungao semicondutora
de GaAs-AlGaAs, o fio encontra-se acoplado a um dispositivo de medicao Hall de
quatro terminais, cada ponta do aparato de medicao estd a aproximadamente 2um
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos 6

Figura 1.4: Um fio de 75nm de largura feito a partir de um heterojungao GaAs-
AlGaAs. Vemos também um aparato de medicao Hall de quatro terminais. Cada
ponta estd a aproximadamente 2um de distancia do fio. Figura retirada de [§].

de distancia do fio.

1.2.2 Fendomenos Mesoscopicos

Agora discutiremos um pouco dos principais efeitos do transporte eletronico
na escala mesoscépica. Faremos uma breve explanacao sobre os fenomenos conheci-
dos como loclizagcao fraca, flutuagoes universais da condutdnica e quantizacdo da
condutancia.

Localizagao fraca. De acordo com a lei de Ohm, a resisténcia de uma sequéncia de
centro espalhadores aumenta linearmente com o comprimento da sequéncia.
Transporte eletronico na presenca de coeréncia de fase pertence ao regime
difusivo quantico. Neste regime, a interferéncia construtiva da funcao de
onda eletronica devido aos diferentes espalhadores, leva a diminuicao da con-

dutancia. Para um condutor com condutancia total muito maior que o quan-
2

N € , . A e, . .
tum de condutancia Gy = — , o decréscimo na condutancia é devido a efeitos
de interferéncia ondulatoria e é da ordem de GGy. Tal condutor é dito estar no
regime de localizagao fraca. O regime de localizagao fraca é caracterizado pela
alta sensitividade ao relaxamento da fase. A condutancia quantica é calculada
combinando matrizes de espalhamento contendo amplitudes de probabilidade
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos 7

de sec¢oes adjacentes, cada se¢ao contendo impurezas em quantidade pequena
suficiente para valer a aproximagao de Born. Ja a condutancia classica, G¢or, é
calculada combinando matrizes de probabilidade assumindo incoeréncia com-
pleta. Em ambos os casos a formula de Landauer pode ser usada. A média da

condutancia quantica é menor que o resultado classico Gy, por um valor da
ordem de Gy:

AG =< GQ > —Geop = —Gy (12)

Esta correcao da condutancia classica é devida a interferéncia construtiva entre
pares de trajetorias conjugadas revertidas no tempo. Esse efeito é suprimido
com a quebra da simetria de reversao temporal causada pela aplicacao de um
campo magnético. Na figura (1.5) vemos um gréfico tipico de um condutor
que esta no regime de localizagao fraca, temos um ponto quantico de aprox-
imadamente 1um de comprimento fabricado através de uma heterojuncao de
GaAs, é medido a condutancia em funcao do campo magnético para dois for-
matos especificos de ponto (curvas pontilhadas) e uma média entre 47 tipos
diferentes de formatos (curva sélida).

106
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Figura 1.5: Condutancia adimensional (normalizado em termos de G) em funcao do
campo magnético aplicado de um ponto quantico de GaAs. O ponto tem livre cam-
inho médio e comprimento de coeréncia de fase que excede suas dimensoes (1um).
As duas curvas tracejadas correspondem a dois formatos particulares do ponto e a
curva solida é a média sobre um ensemble formado por 47 formatos diferentes do
ponto. Notar o minimo para campo nulo devido a simetria de reversao temporal.
Gréfico retirado de [9].
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1.2 Sistemas e Fenomenos Mesoscopicos 8

Flutuagoes Universais da Condutancia (FUC). Observa-se experimentalmen-
te que a condutancia de sistemas mesoscopicos flutua com amplitude universal
de amostra para amostra, em funcao do campo magnético ou da energia de
Fermi. Estas flutuagoes nao sao ruido dependente do tempo, mas sim um
padrao completamente reprodutivel numa mesma amostra. O carater univer-
sal deste efeito consiste no fato da amplitude das oscilagoes ser sempre da
ordem de (G, independente da amostra e do valor médio da condutancia da
mesma [10]. As flutuages da condutancia sdo atenuadas com o aumento da
temperatura.

4.0+

th)

Conductance (normalised to ¢

( v
)OU

T t
S0r 100 2007

Phase shift of lowest transverse mode (k,d)

Figura 1.6: A figura acima mostra o resultado de uma simulacdo numérica que
ilustra tanto o efeito de localizagao fraca quanto o efeito de flutuacao universal
da condutancia. Nesta simulacao as condutancias classica e quantica sao calculadas
para um condutor com 30 modos e 600 impurezas. A média da condutancia quantica

é menor que o valor classico por Gy, as flutuacoes da condutancia também sao dessa
ordem [8].

Quantizagao da condutanica. Em 1988, dois grupos separadamente [11, 12] ob-
servaram a quantizacao da condutancia em sistemas mesoscopicos. Eles cri-
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1.3 O Formalismo de Landauer e Biuttiker 9

aram uma constricao de largura D e utilizaram uma montagem tipo split-gate
na qual uma tensao negativa num par de eletrodos é usada para controlar a
largura D da constricao. Eles observaram que a medida que D diminuia a con-
dutancia também diminuia na forma de degraus com altura igual ao quantum
da condutancia, Gy, como mostra a figura (1.7).

>

Conductance (e=/a1 h)

-2 -1.8 -16 -14 -1.2 -1
Gate voltage (V)

Figura 1.7: Quantizagao da condutancia em termos de 2G|, observada em contatos
pontuais a campo magnético nulo e a temperatura de 0,6 K. Ref. [§]

1.3 O Formalismo de Landauer e Buttiker

Nesta secao, discutiremos do ponto de vista historico um dos primeiros for-
malismos desenvolvidos para explicar alguns dos novos efeitos surgidos com o estudo
dos sistemas mesoscopicos, tais como quantizacao da condutancia, localizacao fraca
e flutuagoes universais da condutancia. Para mais detalhes ver a revisao [3], que
usamos como base para o desenvolvimento desta secao. Em 1980, Anderson et al.
[13] reobtiveram a expressao (1.1) e propuseram uma generalizacado desta férmula
para o caso de multi-canais. O sucesso do método proposto em [13] ficou limitado
ao caso unidimensional. A derivacdo de Landauer [1] da eq. (1.1) apresentada
em [1] ndo é baseada na teoria da resposta linear, mas numa série de argumentos
fenomenolégicos. Era aparente a dificuldade de se formalizar este método via teoria
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1.3 O Formalismo de Landauer e Biuttiker 10

da resposta linear, o que de certa forma motivou varios pesquisadores a tentarem
obter a expressao (1.1) através desta teoria [3]. Fisher e Lee [14] generalizaram a
expressao (1.1) para o caso de N canais, obtendo a relagao

62
g:ﬁﬁmm (1.3)

onde t é a matriz de transmissao que é uma submatriz da matriz de espalhamento S
(para uma discussao da matriz S, veja a segao (1.5)). A matriz t conecta amplitudes
do fluxo incidente nos varios canais do lado esquerdo da regiao desordenada com as
amplitudes do fluxo que sai pelos canais do lado direito. Ainda na equagao (1.3)
temos a matriz hermitiana conjugada representada por ¢t e Tr denota a operacao
de trago. Outros autores propuseram outras generalizagoes da equagao (1.1) para
o caso de multi-canais que em certos limites reduziam a equagao (1.3). Existe uma
aparente inconsisténcia entre as equagoes (1.3) e (1.1) obviamente no caso de um
canal, pois quando a matriz de transmissao tende a identidade a condutancia tende
a NGy e nao infinito como intuitivamente obtemos da equagao (1.1). Para agravar
a situacao a unica aplicagdo quantitativa relevante de uma fémula de Landauer
para multi-canais no problema de transporte quantico foi realizada por Fisher e Lee
[15] utilizando a expressao (1.3). Novamente Anderson volta & cena agora com En-
gquist [16]. Eles reexaminam a equagao (1.1) introduzindo um novo ponto de vista,
onde enfatizam a necessidade de consideracoes fisicas consistentes com o processo de
medicao. Em [16] eles argumentam que devido ao movimento de portadores entre os
reservatérios o potencial quimico nos mesmos nao poderia ser bem definido, o que
os levam a propor um sistema de quatro reservatorios ao invés dos dois propostos
inicialmente. Dois desses seriam a fonte e o dreno da corrente e os dois restantes
definiriam os potenciais quimicos de referéncia para o processo de medicao da volt-
agem. Este aparato de medicao tem como idéia béasica a observacao de que uma
vez que a corrente foi imposta podemos “ligar o voltimetro”, ou seja, uma vez que
deixamos a corrente estabilizar entre os guias e os reservatérios de medicao até que a
corrente liquida em cada reservatério seja zero, entao o potencial quimico nos reser-
vatérios de medigao sera bem definido. Finalmente, a corrente dos guias de correntes
dividido pela diferenca de potencial quimico induzido nos fornece a condutancia da
amostra. O ponto crucial assumido em [16] é que os reservatérios de medi¢ao sao
fracamente acoplados aos guias de correntes. Esta e muitas outras hipdteses ad-
mitidas, que lembram as do trabalho original de Landauer [1], levaram Anderson
e Engquist a reobter a expressao (1.1). Em 1985 Biittiker et al. [17] extenderam
os método de Anderson e Engquist para o caso de multi-terminais. Biittiker et al.
usaram essencialmente o mesmo esquema utilizado em [16], mas enfatizaram que
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a diferenga de potencial quimico local entre as extremidades da amostra nao era
igual a diferenca de potencial quimico dos reservatérios de correntes. Na verdade,
era menor devido a distribuicao de nao equilibrio dos portadores nos guias. Eles
definiram este potencial quimico local como o potencial quimico que corresponderia
a densidade de portadores se eles estivessem em equilibrio e, ainda a luz do trabalho
de Anderson e Engquist, sugeriram que este seria o potencial quimico obsevado nos
reservatorios de medicao. A expressao obtida por Biittiker et al. é a seguinte:

9= (52 T) 220 (1.4)
h i >(l+ Zj Rij — Zj Tij)”i_l

onde Tj; e R;; sao respectivamente as probabilidades de transmissao e reflexao do
canal ¢ para o j e v; é a velocidade longitudinal associada com o canal 7. Vale a
pena notar que (1.4) continua sendo uma férmula de dois terminais, as propriedades
dos reservatérios de medigdo nao aparecem em (1.4). Pouco depois desta dedugao
surgiram uma série de experimentos fundamentais sobre medidas da condutancia
de dispositivos metalicos de dimensoes muito pequenas os quais confrontavam a
validade de (1.4) para a total explicacao dos efeitos observados. Salientamos que
estes experimentos primeiramente foram feitos em configuragoes de multi-terminais.
Em [5, 18] podemos encontrar uma revisao sobre os detalhes desses experimentos
bem como suas motivagoes.

Lee e Stone [10] consideraram o modelo de dois terminais e a eq. (1.3) para
o célculo da flutuacdo universal da condutancia. Em [10] eles mostraram que a
universalidade da variancia da condutancia, var(g), s6 era observado no modelo de
dois terminais, quando o livre caminho médio inelastico L;, era maior ou igual ao
tamanho do dispositivo, o que real¢ca as limitagoes do modelo de dois terminais
as quais nao foram percebidas nos artigos anteriores sobre flutuacoes universais da
condutancia. A maioria dos experimentos ainda sem explicacao eram feitos em
configuragoes de quatro terminais e o comprimento da amostra na teoria de dois
terminais era ingenuamente considerado como o espagamento entre os terminais de
voltagem nas medidas de multi-terminais, o que de fato nos experimentos anteriores
funcionava muito bem na explicacao da magnitude e dos comprimentos de correlacao
das flutuagoes da condutancia [10]. O tnico aspecto experimental ainda nao expli-
cado era a assimetria das flutuagoes da condutancia em relacao ao campo magnético,
que era completamente ignorado por qualquer abordagem tipo a de Fisher e Lee [14]
que leva a (1.3). O que se precisava naquele momento era de um formalismo que
descrevesse flutuagoes de voltagem de dispositivos com multi-terminais, ou seja, os
aparatos de medi¢ao deveriam ser partes integrantes do sistema fisico.

Biittiker [19] propos uma extensao da férmula de Landauer para multi-canais
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equagao (1.4), para dispositivos de multi-terminais. Em [19] Biittiker considera
um dispositivo de quatro terminais conectado a quatro reservatorios de diferentes
potenciais quimicos e assumiu que nao havia diferenca qualitativa entre os terminais

de corrente e de voltagem. Entao a corrente medida entre dois reservatérios com
2

diferenca de potencial quimico Ap = pu; — e é apenas i = %T 12Ap, onde Ty5 é o
coeficiente de transmissao do reservatério 1 para o 2 no caso de um canal. Note que
a diferenca de voltagem que corresponde a corrente calculada acima é a diferenca
de potencial quimico entre os reservatérios e nao um “potencial quimico local” nos
guias. As expressoes abaixo resultam da generalizacao de (1.3) para o caso de multi-
terminais:

62
gmn = _Tr(tm”tln,n% m % n,

Ny, h
L= gunVa (1.5)
— 2
" Inn = %Tr(rmrjm —1).

Biittiker assumiu que esta expressao é valida também na presenca de um campo
magnético onde seu unico efeito seria a supressao da simetria da matriz S devido
a quebra da simetria de reversao temporal. Para uma deducdo de (1.5) via teoria
da resposta linear para campo magnético nulo ver a referéncia [3]. O formalismo
de Landauer-Biittiker(L-B) é uma poderosa descrigdo de transporte mesoscépico,
i. e. quando transporte no condutor é coerente, podendo as fungoes de trans-
missao (Tr(tmntl,,)) serem em pricipio calculadas através da equacio de Schrédinger.
Mesmo considerando transporte incoerente o formalismo é valido desde que nao haja
fluxo vertical (transigao entre diferentes canais de energia do mesmo guia), nesse caso
as funcoes de transmissao sao obtidas via abordagem fenomenoldgicas. Quando os
efeitos de coeréncia podem ser desprezados completamente entao as funcoes de trans-
missao podem ser calculadas utilizando métodos semi-classicos. Mesmo havendo
fluxo vertical, este pode ser desprezado caso as fungoes de transmissao sejam aprox-
imadamente constantes na faixa de energia onde o transporte ocorre.

O formalismo de L-B aplica-se a uma enormidade de efeitos observados em
sistemas mesoscopicos tais como, efeito Hall quantico, fenomenos de localizacao,
transporte no regime de localizagao forte, tunelamento por barreira dupla (neste caso
s6 possivel de ser estudado via L-B com um tratamento préprio do fluxo vertical) etc.
O grande mérito do formalismo de L-B é o de capacitar-nos a estudar um topico
tao complexo quanto transporte quantico em condutores desordenados e cadticos
utilizando apenas mecanica quantica elementar.
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1.4 Sistemas Hibridos Normal-Supercondutor

A teoria BCS é um modelo microcépico introduzido por Bardeen, Cooper
e Schrieffer em 1957 e que tem como seu grande sucesso a explicacao das pro-
priedades dos supercondutores convencionais em termos de um nimero minimo de
parametros experimentais. Nesta teoria mostrou-se que uma interagao atrativa en-
tre elétrons, mesmo fraca, causa uma instabilidade no estado fundamental de um
gas eletronico levando a formacao de pares de elétrons ligados ocupando estados
com momento linear e spins opostos. Esse par de elétrons recebe o nome de par de
Cooper. A constatacao via uma teoria microscopica desta quase-particula de carga
2e , como a portadora de carga no supercondutor confirmou as especulagoes das teo-
rias fenomenoldgicas predecessoras. Para uma discussao bem abrangente da teoria
BCS recomendamos o livro do M. Tinkham [20]. Uma discussdo um pouco mais
sofisticada pode ser encontrada nos livros sobre muitos corpos de Fetter e Walecka
[21] e Mahan [22].

A teoria BCS pode ser extendida para o estudo de transporte através de inter-
faces entre condutores ref. [20]. Neste caso admite-se uma probabilidade diferente de
zero para a transferéncia de carga por tunelamento eletronico entre condutores sep-
arados por uma fina barreira isolante. Esta probabilidade cai exponencialmente com
a distancia de separacao e depende dos detalhes do material isolante que compoe a
barreira. Para uma discussao quantitativa de tunelamento entre condutores normal-
normal (NN), normal-supercondutor (NS) e supercondutor-supercondutor (SS), ver
e. g. ref. [20]. Nesta tese estudaremos transporte quantico em sistemas hibridos
normal-supercondutor. Discutiremos a seguir o principal efeito relacionado a uma
interface NS, que é a reflezao de Andreev.

Na interface entre um metal normal e um supercondutor, temos a conversao
de uma corrente elétrica dissipativa (do lado normal) em supercorrente nao dissipa-
tiva (no supercondutor). O mecanismo responsavel por esta conversao foi descoberto
por A. F. Andreev [23]. Formalmente, a reflexdo de Andreev consiste da reflexao
de uma excitagao eletronica levemente acima do nivel de Fermi no metal normal,
com componente nao nula de momento na direcao normal da interface, como uma
excitagao tipo buraco levemente abaixo do nivel de Fermi, ou vice-versa. O buraco
(ou elétron) refletido tem (aproximadamente) o mesmo momento do elétron (ou
buraco) incidente, sendo exatamente igual apenas na energia de Fermi. Para cada
elétron refletido como buraco, excita-se um par de Cooper no meio supercondutor
que é absorvido pelo condensado. Essa conversao recebe o nome de reflezao de An-
dreev. A reflexao de Andreev conserva a energia, o momento linear total e o spin
total no metal normal, mas introduz um mecanismo de conversao de carga, e — —e,
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quebrando assim a simetria de conservacao de carga no metal normal.

(€51

Figura 1.8: A figura a esquerda mostra o espalhamento de um elétron em uma inter-
face metal-isolante, ja a figura a direita mostra uma visao pictérica do espalhamento
de Andreev numa interface NS. Figura retirada de [24].

No decorrer da década de 1980 varios grupos de pesquisas chegaram a con-
clusao de que a contribuicao do espalhamento de Andreev para a condutancia era
significativa e desenvolveram uma teoria para interfaces limpas normal-isolante-
supercondutor (NIS). Esta teoria mostra que para uma barreira tipo fungao delta, ha
uma discordancia em relacao a formulagao usual de hamiltoniano de tunelamento,
que so desaparece quando a intensidade da barreira aumenta. Esta nova teoria ficou
conhecida como BTK (Blonder-Tinkham-Klapwijk) e é aplicada a sistemas N-I-S
unidimensionais ou, somando sobre todos os vetores de ondas transversais, para sis-
temas de duas ou trés dimensoes que apresentam invariancia translacional no plano
da barreira.

Uma das motivacoes para o estudo das interfaces NS vem do avancgo tec-
nologico na fabricacao de contatos altamente transparentes entre filmes supercon-
dutores e 0o 2-DEG formado na interface de heteroestruturas semicondutoras. Tais
sistemas revelam muito sobre a influéncia mutua entre reflexao de Andreev e os
efeitos ja observados nas heteroestruturas semicondutoras. A coeréncia de fase em
jungoes NS tem papel importantissimo no estudo deste sistema. Considere a re-
sisténcia de um fio feito de metal normal de comprimento L, pela lei de Ohm sua
resisténcia cresce monotonicamente com L. Quando conectamos o fio a um super-
condutor através de uma barreira de tunelamento (com coeficiente de transmissao
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'), a resisténcia por sua vez passa a exibir um minimo quando L ~ % onde L,
é o livre caminho médio elastico do fio. Este minimo é um exemplo do efeito de
proximidade da interface NS e desaparece quando a coeréncia de fase entre elétron e
buraco é quebrada, o que pode ser provocado pelo aumento da voltagem ou quando
aplicamos um campo magnético. Este minimo da resisténcia esta associado com a
transicao entre os regimes I'"! para I'"2 para a dependéncia da resisténcia com a
tranparéncia da barreira. A dependéncia tipo I' "2 é esperada para o tunelamento
num supercondutor, que é um processo de duas particulas. Ja a dependéncia tipo
I'~! é surpreendente. E como se o buraco refletido pelo processo de Andreev atraves-
sasse a barreira sem sofrer reflexdao. Este fendomeno recebeu o nome de tunelamento
sem reflexdo.

A coeréncia de fase em jungoes NS revelam novos paradigmas em trans-
porte quantico, como por exemplo a supressao da condutancia eletronica devido aos
efeitos de proximidade com o supercondutor. Em metais normais, efeitos de local-
izagdo fraca ndo podem ser detectados via curvas (I-V) caracteristicas. A razao é
que a aplicacao de voltagem nao quebra a simetria de reversao temporal. Numa
juncao NS, podemos observar localizagao fraca em curvas (I-V) caracteristicas, ja
que a aplicacao de uma voltagem quebra a coeréncia de fase entre elétrons e buracos.
O resultado é um pequeno declive na curva (0I/0V — V) préximo de V = 0 para
I' ~ 1. Reduzindo I', o declive tranforma-se em um pico devido ao tunelamento
por reflexdo. Na figura (1.9), retirada da ref. [25], mostramos alguns gréficos ex-
perimentais da varia¢do da condutancia diferencial 91/0V de um fio de ouro com
lpum de comprimento em fungao da tensao aplicada para diversas temperaturas.
O fio se encontra conectado a um contato de ouro (lado normal) e a um contato
de niobio (lado supecondutor) esta estrutura NS tem aproximadamente 400nm de
comprimento. Detalhes experimentais deste experimento bem como detalhes sobre
o aparato de medigao pode ser encontrado em [25, 26].

Outro efeito interessante acontece nas flutuagoes universais da condutancia.
No estado normal, a condutancia flutua de amostra para amostra com uma variancia
que independe do tamanho da amostra bem como do grau de desordem da mesma.
Quando aplicamos um campo magnético que quebra a simetria de reversao temporal,
a variancia da condutancia cai precisamente por um fator dois. Em interfaces NS
também sao observadas tais flutuagoes. Na figura (1.10) temos dois graficos obtidos
experimentalmente por Hecker et al. [26] para um amostra NS que consiste em um
fio de ouro em contato com um filme de Niobio na sua fase supercondutora. A figura
(1.10.b) contrasta as amplitudes de oscila¢do da condutancia em fun¢do do campo
magnético aplicado para duas situagoes: quando o campo magnético aplicado é
inferior ao campo critico do niobio (valor onde o niobio deixa de ser supercondutor),
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Figura 1.9: Condutancia diferencial em fungao da voltagem aplicada numa amostra
NS para diferentes teperaturas entre 60mK e 1500mK a campo magnético nulo.
Figura retirada de [25].

mostrando que as amplitudes de oscilagao neste regime NS é bem mais acentuadas
que no caso normal quando o campo magnético ¢ maior que o campo critico de
niobio.

Os fenomenos mencionados acima sao discutidos com maiores detalhes na ref.
[24]. Nesta referéncia o autor descreve uma teoria de espalhamento que relaciona a
condutancia G g da interface NS com a matriz de transmissao ¢ do lado normal,
para disposistivos de dois terminais. Uma revisao mais abrangente sobre este assunto
incluindo mutiplos terminais pode ser encontrada em [27].

1.4.1 Equagoes de Bogoliubov-de Gennes

Os fenomenos tipicos de sistemas hibridos NS mesoscépicos mencionados na
secao anterior, ilustram a necessidade de se usar um formalismo que leve em consid-
eracao os espalhamentos tais como reflexao de Andreev, espalhamento por impurezas
e/ou bordas da amostra. A extensao da teoria BCS que permite descrever estes
efeitos foi desenvolvida por Bogoliubov [28] e foi posteriormente aperfeicoada por
de Gennes [29]. Nesta segao apresentaremos brevemente este formalismo seguindo
as refs. [30] e [29].

Nosso ponto de partida é o hamiltoniano em segunda quantizacao para um
sistema geral de elétrons interagentes

H=HWY 4+v®, (1.6)

onde
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Figura 1.10: (a) Magneto-resisténcia de um fio de ouro conectado a um fio de niobio
em funggao do campo magnético aplicado a uma temperatura de 50 mK. Do lado
direito em cima vemos a geometria da amostra. (b) Flutuac¢oes da condutancia da
amostra NS no caso NS (0.4 < B < 1.97) e no caso normal (3.1 < B < 97T).
Figura retirada de [26].

z/dwm[ R N G R G T

é o termo de uma particula e

Ve = Z/d3 /d?’r’ S U (7o) a(P)0a(),  (18)

aﬁwé

@) = I\ s : . < 4 . ~
onde Uy, 5(F,7") é o potencial de interagao elétron-elétron, 1 (7) e 1o (7) sdo op-
eradores de campos fermionicos que obedecem as seguintes relagoes canonicas:

{ {Ya(7), ¥ (73)} = Oq,0r o(7 — 77) v (1.9)
{©a(), o (')} = 0 = {P1(7), w5 ()} .
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O hamiltoniano descrito por (1.6-1.8) é demasiado geral pois inclui termos que
dependem do spin das particulas. Nossos sistemas nao apresentam tal complexidade
e podemos simplificar:

U () = U(F) bup,
(1.10)

—
/

U L 5(For7) = U (F,17) 8any 055,

eliminando a dependéncia em spin. Assumindo também uma interacao pontual,
temos que:

UD(F ) = =Vo6(F—17). (1.11)

Este conjunto de restrigoes acima ¢é similar ao introduzido na teoria BCS. Fazendo a
aproximacao de Hartree-Fock usual da teoria BCS obtemos o hamiltoniano efetivo

Hys = / (S L) K + U] dal) +

AL (P](F) = ARy (P (7)) (1.12)
onde
A(F) = =Vo (i (P (7)) = Vo (y (7)o (7)) (1.13)
oo g \2
K = e (V- %A) -l (1.14)

Note que os termos que admitem a criacao ou destruicao de um par de elétrons com
spins anti-paralelos com amplitude de probabilidade A(7), denominada amplitude
de emparelhamento, nao conservam o nimero de elétrons no gés justificando a in-
troducao do potencial quimico u. Os efeitos de proximidade que nos referimos no
comeco desta secao estao relacionados com a média sobre desordem desta ampli-
tude (¢ ()¢ (), que permite a destruicdo de dois elétrons (ou a criagao de dois
buracos) no mesmo ponto dentro do metal normal. A criagdo desta amplitude de
emparelhamento local esta relacionada com o mecanismo de reflexdo de Andreev.
Considere que inicialmente temos um elétron que se propaga difusivamente no meio
normal e eventualmente atinge a interface NS sendo refletido através do mecanismo
de reflexao de Andreev como um buraco que agora segue seu proprio caminho no
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meio normal. Contudo, uma situacao particularmente interessante surge quando o
buraco segue a trajetoria descrita pelo elétron com sentido oposto voltando assim
para o ponto de criacao do elétron incidente, sendo assim as fases acumuladas por
ambas quase-particulas durante este processo se cancelam quase que completamente.
Para uma excitacao exatamente em cima do nivel de Fermi este cancelamento das
fases é total de fato.

v
it
o e
.
A,
X

Figura 1.11: Esta figura mostra um tipico par de trajetérias de Feynman que tem
contibuicao nao nula para os efeitos de proximidade. Vale salientar que nao ha
trasmissao de momento linear no lado supercondutor como poderia-se imaginar ol-
hando para o lado S da figura. Esta figura foi retirada da ref. [31].

A contribuigao para esta amplitude (1| (7)1 (7)) quando elétrons e buracos seguem
trajetorias distintas é nula quando é feita a média sobre desordem devido a forte
dependeéncia destas trajetorias com a fase acumulada. Alguns aspectos relacionados
com este potencial de emparelhamento estao discutidos em [31].

Utilizaremos a seguinte transformcao candnica para diagonalizar o hamilto-
niano efetivo (1.12):

$1() = Dl mg = vl Y0 = D @y — el (1119)

() = Y Tun(Pmy +on(Mh el 9] = Y [ (@h )+ oa(Pmgl, (116)

n n

onde {u, (7} e {v,(r)} sdo bases ortonormais de autofungdes complexas e os campos
Yn € 7 obedecem relagoes de anticomutagao de férmions. Substituindo (1.15) e
(1.16) em (1.12) o hamiltoniano efetivo fica:

Heff = EGS + Z Enfy;rlaf)/na s (117)

no
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onde Egg é a energia do estado fundamental e ¢, é a energia de excitagao do n-ésimo
estado do metal normal. Utilizando as regras de anticomutagoes dos operadores 7,
e v podemos calcular os seguintes comutadores

[Herss Mhal = €nha (1.18)

[Heffa 'Vnoz] = —€Vna - (119)

Calculando agora os comutadores de H, ¢ com os operadores de campo 1), (1)
obtemos

[Heps, 1 (7)] = = (K + U () 1 (7) = A@$] (7, (1.20)

[Heps, 1 (7)] = = (K + U(R) ¢, (7) + AP (7). (1.21)
Substituindo (1.15) e (1.16) em (1.20) e utilizando as equagoes (1.18) e (1.19), obte-

mos:

entin (1) = (K + U(7))un(F) + A(F)va(7)
(1.22)
ety (1) = —(K + U(7) vy (F) + A(r)uy (7) -

Tomando o complexo conjugado da segunda equacao de (1.22), temos como resultado
as equacoes de Bogoliubov-de Gennes:

entin(7) = (K + U(7))un(7) + A(F)on(7)
(1.23)
€nUn(7) = —(K* + U(7))v,(7) + A*(Fu,(7) .

Escrevendo as equagoes BdG, (1.23), numa forma matricial obtemos nosso resultado

final
K+ U(F) A(7) un(7) '\ _ U (7)
( AR K- U() ) ((*) ) = ( 0al) ) - 0
1.4.2 Teoria de Espalhamento em Sistemas NS

Apresentaremos agora uma pequena revisao sobre a teoria de espalhamento
para sistemas mesoscopicos NS seguindo as referéncia [24] e [32]. A necessidade
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de uma teoria especifica para sistemas NS surge como consequéncia da existéncia
de coeréncia de fase entre particulas e buracos acoplados pela reflexao de Andreev
nas interfaces NS. Esta coeréncia introduz efeitos de proximidade no transporte de
quase-particulas nestes sistemas. A teoria de espalhamento nos fornece uma maneira
simples de implementar as simetrias de conservagao do fluxo e simetria particula-
buraco no formalismo de transporte pois baseia-se em conceitos basicos da fisica
quantica tais como a funcao de onda em primeira quantizacao e suas condigoes de
contorno nas interfaces.

A geometria do nosso sistema é basicamente uma regiao desordenada adja-
cente a um supercondutor (regiao a direita fig.(1.12)) e ligado a um reservatério
de quase-particulas de potencial quimico p (regiao a esquerda fig.(1.12)) admitimos

Figura 1.12: Sistema NS mesoscopico composto por guias de onda I e IT perfeitos.
O guia I conecta um reservatério de quase-particulas, com potencial quimico p, a
esquerda do guia a regiao metdalica desordenada D. O guia II conecta a regiao D
ao supercondutor S que também tem a funcao de reservatorio de quase-particulas.
Figura retirada da ref. [32].

também uma separagao espacial entre as interfaces NN e NS via regioes metalicas
perfeitas (guias ideais). Esta separagao espacial é utilizada para separarmos espa-
cialmente o espalhamento Andreev do espalhamento normal devido a impurezas da
regiao desordenada.

Os estados de espalhamento com energia E sao autofungoes das equagoes
BdG (1.24):
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(o 57) (42)-2(12). 129

onde definimos H, = K+ U(7) e H, = —H} como os hamiltonianos para a particula
e buraco de Bogoliubov, respectivamente. Utilizaremos uma funcao degrau para
modelar nosso potencial de emparelhamento

A(F) = AoeO(F) . (1.26)

No guia normal a equagao BdG se reduz a equacoes de Schrodinger separadas
para elétron e buracos nas vizinhancas do nivel de Fermi

(5 m) (50)=2(50): (1.2

Nos guias ha forte confinamento nas diregoes transversais (y, z), os n-ésimos modos
de propagagao de elétrons e buracos com energia E sao respectivamente representa-
dos pelas seguintes fungoes de onda

6:|:ikflx

O e(T) = Xu(y, 2) N (1.28)

N e:l:ik,’;m
gpmh(r) = Xn(y7 Z) k‘h ’ (129)
onde
e [2m
o [2m
e €, € a energia associada ao modo confinado na direcao transversal do guia.
As funcoes de onda de elétrons e buracos nos guias sao
of = (1 i)
(1.32)

L1l — (1 10\
o = \P1a o Panan) o
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onde os modos eletronicos sao dados por

1

— 471 + - -
Pre = an,Igpn,e +a’n,]¢n,e7

)

(1.33)

I _ + + - -
Son,e - an,ll(pn,e + an,llgon,e7

-« g’
a p1

Figura 1.13: Ilustracao do n-ésimo modo de propagacgao de elétrons na regiao N do
sistema NS indicados pelos coeficientes de ! 1. Figura retirada da ref. [32].

e os modos de buracos sao

SOrIsz = bg,[@:,h + b:,l%_z,hv
(1.34)

I _ - o+ + -
Pn,h = bn,H‘Pn,h + b, JIPn s

)

Podemos tratar daqui por diante o problema de espalhamento todo em funcao
destes coeficientes de (1.33) e (1.34), usando as matrizes de espalhamento 4N x 4N
que relacionam as amplitudes de fluxo que entram na regiao desordenada com as
que saem da mesma. A matriz de espalhamento que relacionam os coeficientes de
(1.33) ¢ definida como

+ — !
e T

s, (Y )=(“ co S = ) (1.35)
ary arr te T

A matriz S, possui as seguintes propriedades:

St = St
. (1.36)
Se = S@ )
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Figura 1.14: Ilustracao do n-ésimo modo de propagacao de buracos na regiao N do
sistema NS indicados pelos coeficientes de pf' . Figura retirada da ref. [32].

onde as equagoes de (1.36) dizem respeito a conservacao de fluxo e & simetria de
reversao temporal, respectivamente.
Analogamente, definimos a matriz espalhamento que relaciona os coeficientes
de (1.34):
bf b,
Sh £ = ! )
by b1
Tomando o complexo conjugado de (1.34) e de (1.37) e posteriomente fazendo as
seguintes substitui¢bes E — —E e ¢ — ., obtemos de (1.34)

Th t%

Sh - th ’I“;L

(1.37)

Q0£ e (b;71)*g0;76 + (b:,l)*gp;t,e’

)

(1.38)
Soij,e = (br_z,ll)*(p;,e + (br—t,ll>*(p:’z_,e7
comparando (1.33) e (1.38) obtemos a seguinte relacao entre os coeficientes:
+ + \* - - )%
anlz(bnl> anlz(bn1)7
) H " o > % 1.39
a:,n = (b:,n) ap 11 = ( n,H) . ( )
De (1.37) obtemos depois de algumas manipulagoes algébricas:
Sp(E) = S)(—-E). (1.40)
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1.4.3 Espalhamento Andreev na Interface NS

Nesta secao vamos abordar alguns detalhes microscopicos da reflexao de An-
dreev. Vamos considerar que a energia E do elétron incidente na interface NS em
relacao ao nivel de Fermi Er, estd no intervalo 0 < E < A, de modo que nao hé
transmissao de corrente no lado supercondutor, ou seja o par de Cooper é absorvido
pelo condensado em repouso. Na aproximagao de Andreev, temos que o potencial
de emparelhamento é bem menor que a energia de Fermi Er >> /A e portanto o
principal efeito da interface é a reflexao do elétron incidente como um buraco no
lado normal. Na regiao normal a representacao conjunta particula-buraco da funcao

de onda é
e ]_ O L
q):(zh):(O)¢:6+(rﬁ)‘P;h% rhe = ie”" (1.41)

A matriz de espalhamento de Andreev é

+ - A
A a;\_ [ e oA 0 rZ,
s ()=(i) s =(a %) om

E 1til definirmos o vetor 4 N-dimensional:

+ +
a a
cr = ( b; ) Do = ( b}f_{ ) (1.43)

Necessitamos de uma matriz de espalhamento geral, que incorpore a matriz
de espalhamento devido a desordem Sp e a matriz espalhamento de Andreev (1.42).
A matriz da regiao I que governa a reflexdo de quase-particulas em todo dispositivo
é dada por

Scr=c; S:<Tee rgh). (1.44)

A matriz de esplhamento devido as impurezas é

+ — /
cr o cr ) (ot
SD(c;I)‘(cz) , sD_(t ) (1.45)
[ re O . [t 0 . [t 0 S, (0
_<OTh),t_<0t%),t—<0th),r—<oT;L o (1.46)
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Como nao ha reflexao de Andreev na regiao desordenada, a conservacao de carga
nao é violada localmente, ou seja nao ha mecanismo de troca da natureza das quase-
particulas entre as regides I e I, por isso as matrizes em (1.46) sao diagonais. A
relacdo entre a matriz S da eq. (1.44) e as matrizes Sp da eq. (1.45) e S4 da eq.
(1.42) é dada pela expressao abaixo:

S=r+t' 5 (115"t (1.47)

Da eq. (1.47) obtemos os coeficientes da matriz de espalhamento de interesse da
juncao NS através das matrizes de espalhamento da regiao desordenada. Para obter
a relacdo entre os coeficientes das matrizes e os observaveis de transporte (e.g.
condutacia NS), devemos utilizar a teoria de Landauer-Biittiker para sistemas NS
mesososcOpicos.

1.5 Teoria de Landauer-Biittiker para Sistemas
NS

Nesta secao faremos a conexao entre a teoria de espalhamento de sistemas NS
e 0s observaveis destes sistemas via uma extensao da teoria de Landauer e Buttiker.

1.5.1 Matriz Espalhamento para Multi-Terminais
Considere os elementos da matriz-S, S¢? (E), com p,q=1,2, ....,M (M

n,qgm
é o nimero de terminais do sistema), n = 1, p ,}ZVI?(E); n=1,..,NJ(E) (nimero
de modos de quase-particulas de natureza determinada pelo valor de a ou 3), se «
(ou (3) for + estamos tratando de uma particula, se o (ou ) for — entao temos um
buraco. As simetrias desses elementos sdo dadas por (1.36), junto com a simetria
particula-buraco descrita pela equacao abaixo

Sl W(B)=aB[S;2 8 (-E)] . (1.48)

pn,qm pn,gm

De (1.36) temos que

S O (SUESE s (SEN =008 = D (S(E))SE L (STE)
B,q,m B8,q,m

(1.49)
A funcao de transi¢ ao de particulas tipo a em tipo (3, com energia E, partindo do
guia p para o guia g é definida como:
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TP (E Z |58 )2 (1.50)

pn, qm

As relagoes que respresentam as simetrias de conservacao do fluxo, eq. (1.49), e
de conversao particula-buraco, eq. (1.48), podem ser representadas em termos das
fungoes de transmissao, respectivamente por;

ZTW = ZTW (1.51)

TeP(E) = T,2°(-E) = NJ(E)= N,*(-E). (1.52)

p

Na presenca de espalhamento Andreev, que introduz um mecanismo de quebra da
simetria de conservacao de carga no lado normal, transporte de carga e difusao de
quase-particulas nao sao mais equivalentes. H4 uma separacgao entre carga e energia
que modifica as relacoes entre corrente e voltagem no sistema.

Considere M reservatérios com potenciais Vi, Vs, ... V), conectados a uma
regiao desordenada, que por sua vez estd conectada a varias regioes supercondutoras
mantidas a um potencial quimico comum g. No limite de resposta linear a corrente
de quasi-particulas no reservatorio p é dada por

M
=3 Gy (V- V) V:%“,vq:%“q. (1.53)
g=1

Usando o argumento de contagem da teoria de Landauer-Biittiker, obtemos

_26 [e'e] . . X §
I, = — dEY " |0,q NJ(E) f3(E) = > Tl (E) f2(B)| (1.54)
o & 8

onde
 (B) = : 1.55
v (B) = a1 (1.55)

€
f(E) = 71 (1.56)
T ePE 417 :
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sao as distribuigoes de Fermi Dirac. No limite V,, — V' (voltagem nula) os coeficientes
de condutancia sao dados por

o 0f(E _
Gpq = Go / dFE <—%) (N;(E) Opq — T;;*(E) +qu+(E)) , (1.57)
ou equivalentemente

G,y = Go /OodE <—M) (N5 (E) by — Ty (E) + T (E)) . (1.58)

p prq rq
. OF

1.5.2 Sistemas NS de Dois Terminais

A matriz-S para um sistema com dois terminais tem a seguinte estrutura:

S11(E) Si2(E) r(E) t'(E)
sm= (65 i ) = (48 ). (1-59)

onde os elementos de S,,(F) sao representados pelos coeficientes S5 (E)

S = rap(E)s 819 = ths(B); S37 = tap(E);  Syy = rhs(E).  (1.60)

Assim por exemplo:

_( m++(E) re-(E)
r(E) = ( r_ (E) r._(E) ), (1.61)

e a relacao corrente-voltagem é dada por

L\ _ [ Gi1 Grz Vi—-V
(1’2) = <G21 Goo ) \ VoV ) (1.62)
onde os coeficientes G, sdo dados por (1.57). Introduzindo coeficientes de con-
dutancia adimensionais, g,,, temos

9pq = NJ(E)bpg — T (E)+ T, 7 (E). (1.63)

Para p = ¢ = 1, obtemos

g1 = N (E) =T\ (E) + T, 7 (E). (1.64)
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onde

T1+1+(E) = Tr(ry +(E) 7”1+(E)) )

. (1.65)
T (B) = Ti(r-(B)rl ((E)),
Substituindo (1.65) em (1.64) obtemos
g1 = N{(E) = Te(ry o (E)rk (E)) + Tr(r— o (E)rl (E)). (1.66)

Condutancia de uma juncao NS :

Definimos a condutancia de uma juncao NS, correspondendo a um terminal normal
e outro supercondutor como

vs = o [ a5 (<222 ) e

onde,

gvs = gi1 = NY (B) = Te(ry 1 (E) vl (E)) + Te(r_.(E) rl ,(E)) =
T(1— ry o (B)rl o (B) +r_ o (B)rl (E)). (L68)

Definimos 1 como a matriz unidade de dimensido 4N. Da simetria de conservacio
de fluxo, eq. (1.36), temos

SHE)S(E) = 1 = S(E)ST(E) onde S(E) — (Zi@ t:g; ) (1.69)
De (1.69) obtemos,
o (B) e (B) + ol (B)r_i(B) = 1 (1.70)
Substituindo (1.70) em (1.68) resulta em
gns = 2Te(rl (E)r_ ((E)). (1.71)
De (1.47) obtemos (fazendo + =e e — = h),
The = i€ () (147l (r)) e, (1.72)
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com E = 0. Na presenca de reversio temporal temos r., = (r))T e ¢, = ()7,
portanto (1.72) fica,

The = i€ 0 () (147, (P e (1.73)
Substituindo (1.73) em (1.71):

gns = 2Te(ie™ ()] (1 +ry (")) 7 e (=ie® ()L A+ (D7 ). (1.74)
Utilizando a simetria de conservagao de fluxo eq. (1.36),temos

tht, + ()il =1, (1.75)

€€

assim,

teth O\
GNS = GogNS = 2G0TI‘ ( € ) . (176)

2 —t. tl

Definindo 7,, como mn-ésimo autovalor da matriz de transmissao ¢, tl, obtemos a
férmula de Beenakker [24]

N 2
-
Gys = 2Go »  —"—. (1.77)
= 2o

Poténcia do Ruido de Disparo

Utilizando um método andlogo ao desenvolvido acima, no limite de baixas
temperaturas, ' — 0, e na aproximacao de resposta linear [33], podemos obter para
a poténcia do ruido de disparo de uma juncao NS a seguinte féormula

Pys = AP, Tr [rher;e (1 —Ther:w)] , (1.78)

onde, Py = 2eV Gy. Reescrevendo a eq. (1.78) em fungao dos autovalores de
transmissao obtemos

N 21— 1)
Pys = 16P) ) G (1.79)

n=1 _Tn)4 .

Concluimos observando as expressoes, (1.77) e (1.79), que a condutéancia e a poténcia
do ruido de disparo do sistema NS no regime de transporte considerado aqui, podem
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ser obtidos se conhecemos os autovalores de transmissao do meio normal. Isto foi
possivel pois através do formalismo de matriz de espalhamento, desenvolvido acima,
eliminamos todos os graus de liberdade da parte supercondutora.

1.6 Abordagem Quase-Classica

Na década de 1960 Eilenberger [34] introduziu uma nova abordagem para de-
screver supercondutores macroscopicos através de um método que mostrou-se bas-
tante 1util também na andlise de sistemas NS. Esta abordagem, denominada, quase-
classica mostrou ser um procedimento controlavel que simplifica drasticamente a
equagao microcopica de Gorkov para as fungoes de Green de supercondutores. Es-
tas funcoes de Green contém toda a informacao relevante para a descricao do sistema
NS, mas seu calculo na presenca de efeitos de proximidade é em geral muito com-
plicado. Extendendo o trabalho de Eilenberger, Usadel deduziu uma equacao tipo
difusao para as fungoes de Green quase-classicas de metais sujos, que é conhecida
como equacao de Usadel [35]. Inspirados nos trabalhos pioneiros de Eilenberger
e Usadel, varios métodos quase-classicos tém sido formulados para o estudo das
propriedades médias de sistemas NS. Nesta secao discutiremos alguns pontos im-
portantes sobre as diversas abordagens quase-classicas para sistemas NS.

1.6.1 A Equacao de Gorkov

Para introduzir os métodos quase-classicos, convém apresentarmos a fungao
de Green de Gorkov. A equacao de Gorkov é definida como [31]

K (71, ) — V(1) A ) Lo fedis o
3 oA L) Grar, ) = 1647 — ), (1.80
(R0 ki B v )9 = 1006, (0
onde
S Gr.e  Fria
gr’a(rla,FQ) = (FTr,a G.i.'r,a ) 5 (181)
(§]
Ky = p+ex — 50— SA(M))?,
(1.82)

K = p—ex—5(p+ CA(R))?.
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As fungoes G™* e F"* sao respectivamente a fungao de Green normal e andomala,
A(7) é o potencial de emparelhamento e V' é o potencial devido as impurezas.

Esta equacao pode ainda ser escrita em uma forma mais elegante utilizando
as matrizes de Pauli, operando nas duas componentes (particula e buraco) do espago.
A equagao (1.80) fica,

1 . e . < v aro o L.
€r — %(p - EA(TI)Us)z — V(7) + (A(7) + ex)os | G707y, ) = 0% — ),
(1.83)
onde A = gy|Ale=#(™7s |A| é 0 modulo do potencial de emparelhamento e ¢(7) é
a sua fase.

A presenga do potencial V() devido a impurezas torna a solugao da equagao
(1.83) muito trabalhosa. Vamos agora discutir sob que condi¢bes podemos recorrer
a uma aproximacao quase-cldssica para esta equagao.

1.6.2 Aproximacao Quase-classica

Uma simplificagao crucial para a equagao (1.83) acontece quando o compri-
mento de onda dos elétrons é pequeno comparado com as escalas caracteristicas
sobre as quais o potencial de emparelhamento e o potencial vetor variam. O ponto
de partida da aproximacao quase-classica é a observacao de que a funcao de Green
¢ composta por um termo responsavel por rapidas oscilagoes na escala do compri-
mento de onda de Fermi, modulada por um termo que oscila lentamente em escalas
maiores. A abordagem quase-classica dos efeitos de proximidade é baseada numa
média sobre as variacoes rapidas da funcao de Green. A vantagem técnica é uma
simplificacao tremenda da equagoes cinéticas correspondentes. Para uma discussao
mais detalhada das fungoes de Green quase-classicas sugerimos o artigo de revisao
[27].

A fungao de Green quase-cldssica (ou fungao de Green de Eilenberger), é
obtida da funcao de Green de Gorkov através de uma transformada de Wigner
seguida de uma média sobre impurezas e uma integral sobre a energia cinética.

i) = = [dg [ - g e (< (- R). (18)

onde, ¥ = @ ¢ a coordenada do centro de massa, &, = vp(p —pr), 1 = p/pe
pr = mup é o momento de Fermi. A implementacao da aproximacao acima descrita
na equagao de Gorkov (1.83) nos leva a equacao de Eilenberger:
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?

5 <g”’“(?”7’, F)>n , 97, F)} . (1.85)

—\

Up - V,.g"%n, ) = i|os(ex + A(r)) +

A equagao acima é similar a equacao de Boltzmann e é mais simples que a
equacao Gorkov, mas ainda é muito trabalhoso resolve-la em geral. Simplificagoes
desta equagao sao possiveis no limite sujo. O limite sujo acontece quando o mecan-
ismo principal de transporte é o difusivo (L. << &) e as escalas de tempo sdo bem
maiores que o tempo de espalhamento 7. Nestas condi¢oes, podemos expandir a
fungao de Green em torno da sua forma isotrépica

g U, T) = g0 (F) +n-g0 " (F) + ...\ (1.86)

onde, g, “(¥) >> n - g, *(7). Implementando esta expansao na equagao de Eilen-
berger, (1.85), obtemos uma equagao nao-linear de segunda ordem

DYV (g5 “(F)V gl (7)) + i [os(ex + A@) , g *(7)] = 0; (g5 "2 = 1, (187)

conhecida como equagdo de Usadel. Para obtermos a solugao de (1.87) precisamos
especificar as condicoes de contorno apropriadas. Solucoes da equagao de Usadel
com suas respectivas condi¢oes de contorno foram obtidas para vérias geometrias de
interesse.

Inspirado na abordagem de Usadel, Nazarov [36], [37], obteve uma relagao
entre a funcao distribuicao de autovalores de transmissao de condutores difusivos
normais e uma corrente ficticia relacionada a funcao de Green de Keldysh.

_ po(T) . i
p(T) = e Re <I(7T+z arccosh(ﬁ))) : (1.88)

onde a corrente ficticia é definida por

B , tt
I(¢) = GgsingTr (1 iz (¢/2)tTt) . (1.89)

Se determinarmos esta corrente podemos portanto obter a funcao distribuicao de
autovalores de transmissao. Para o célculo desta corrente Nazarov desenvolveu uma
teoria de elemento finito, conhecida como teoria de circuitos. Nesta abordagem
ele separa o condutor em elementos finitos conectados por nés e cada né tem um
certo potencial ficticio. A “corrente” que atravessa cada elemento esta relacionada a
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diferenca de “potencial” no elemento através de uma lei de Ohm generalizada. Uma
lei de conservagao nos nés do circuito nos possibilita o calculo da corrente total. Em
[37] também é discutido a extensao desta abordagem para elementos nao difusivos
onde a relacao entre a corrente e a diferenga de potencial nao é linear, como por
exemplo numa junc¢ao de tunelamento e em pontos de contatos ideais. A teoria de
circuito de Nazarov nao é capaz de estudar flutuagoes quanticas.

1.7 Teoria de Campos para Sistemas NS

Trabalhos experimentais e tedricos recentes (as referéncias deste trabalhos
podem ser obtidas em [38, 31]) tém mostrado que flutuacoes quanticas em sistemas
NS nao somente tendem a ser mais acentuadas que no caso normal como podem
ter origem fisica distintas. Esta tendéncia dos sistemas NS de apresentar flutuacoes
resulta da combinacao dos mecanismos de coeréncia quantica da fisica mesoscépica
da fase normal com os efeitos de proximidade.

Quando comparada com as propriedades médias dos sistemas NS, a fisica
dos fenomenos de flutuagoes nestes sistemas é bem menos conhecida. Isso porque
abordagens quase-cldssicas nao sao uteis no estudo destas flutuacoes. A extensao
da formulacao de espalhamento para transporte de sistemas mesoscopicos normais
para sistemas NS, possibilitou o cédlculo da contribuicao tanto de localizacao fraca
quanto de flutuagoes para vérias propriedades globais de transporte de sistemas NS.
Contudo diferentemente de abordagens quase-classicas o formalismo de matriz de
transferéncia nao é microscopico, sendo assim nao pode ser usado em problemas que
necessitam de uma descri¢ao local verdadeiramente microscépica. Em [31], [38] os
autores propoem uma abordagem tedrica para o estudo de sistemas NS. Este método
é basicamente a unificacao de conceitos quase-classicos com técnicas modernas de
teoria de campos aplicada ao estudo de sistemas mesoscépicos normais. O produto
final desta juncao é uma modelagem de sistemas NS que trata em pé de igualdade
as manifestacoes dos efeitos de proximidade tanto na média como nas flutuagoes.

Mais especificamente esta abordagem tem como ponto de partida a conexao
entre equacoes quase-classicas para as fungoes de Green e o modelo-o nao-linear
supersimétrico. O ponto de partida também é a equacao de Gorkov de uma sistema
NS. Depois é definido um funcional geratriz para a média da desordem do produto
de fungoes de Green avancadas e retardadas. Este funcional é similar a um modelo-
o nao linear. A abordagem quase-classica dos sistemas NS é equivalente ao campo
médio desta teoria de campo.

Uma outra abordagem utilizando também modelo-o nao linear supersimétrico,
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foi proposta por Macédo [39]. Neste trabalho o autor mostrou que avangos substan-
ciais no estudo de sistemas de dois terminais, tanto no caso normal como em sistemas
NS, podem ser feitos obtendo a corrente ficticia via o modelo-o nao linear, derivando
desta forma equacoes de escala para a média da densidade de autovalores de trans-
missdo. A teoria proposta em [39] tem as vantagens de descrever completamente
a transicao gradual do regime balistico para o difusivo e de tratar interfaces de
transparéncia arbitraria.
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Capitulo 2

Estatistica de Contagem

Em 1909 Einstein [40] demonstrou que as flutuagdes da radiacdo eletro-
magnética estao intimamente ligadas a dualidade onda-paricula. Ele mostrou que
quando a energia é transmitida por particula classicas, a amplitude das flutuagoes
escala com a raiz quadrada da energia média, ao passo que ondas classicas levam
a uma dependéncia linear com a energia média. Levando-se em conta a natureza
dual da luz, essas duas contribuicoes devem coexistir, podendo-se ter, todavia, a
predominancia de uma delas para uma determinada faixa de frequéncia. Na década
de 1960 essas flutuacoes foram utilizadas para distinguir a radiagao proveniente de
um laser, da radiacao do corpo negro. Como o elétron também possui natureza
dual, ja era esperado que sua discreteza levasse a um tipo especifico de ruido. O
ruido de disparo foi descrito pela primeira vez por Walter Schottky em experimentos
utilizando tubos de raios catddicos. Ao contrario do ruido térmico que é branco e in-
forma apenas a temperatura, o ruido de disparo tem bastante informagao, podendo
ser usado como ferramenta de estudo de propriedades de transporte dos sistemas
que o exibem. Uma breve introducao sobre flutuacoes em sistema eletronicos pode
ser encontrada em [41].

Um problema muito interessante em sistemas quanticos é o problema de
medi¢ao de observaveis. Como vemos em cursos bésicos de mecanica quantica
uma medi¢ao pode ser interprestada como um processo instantaneo de natureza
estatistica. Essa medicao instantanea é descrita pela reducao do pacote de onda que
descreve o sistema, que por sua vez envolve a projecao deste pacote em um auto-
estado do observavel medido, o qual é representado por um operador hermiteano.
Um modelo de medicao mais realista é a medi¢ao estendida no tempo como ocorre
por exemplo em fotodetectores. Neste processo de medicao pergunta-se quantos
fétons atingem o detector em um intervalo de tempo fixo 7. O objetivo desta es-
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tatistica de contagem de fétons é calcular a probabilidade P,(7) de que n fétons
atinjam o detector no intervalo 7. Para um campo de radiacao com apenas um
modo normal a probabilidade P,(7) é dada pela férmula de Glauber [42]

P, = M(: (ata) e ey (2.1)

n!

onde a® e a sao operadores bosonicos de criagao e aniquilagao de fétons e n é o
parametro de eficiéncia do detetor. A presenca de dois pontos no comego e no final
da expressao : ... : acima corresponde ao ordenamento normal dos operadores na
eq. (2.1) e (...) corresponde a operagao de média sobre um estado quantico descrito
por uma matriz densidade. Fisicamente (2.1) significa que uma vez que o f6ton foi
detectado, esse féton é destruido, ou seja ele é absorvido pelo detetor. Do ponto
de vista matematico é conveniente introduzirmos a funcao geratriz da estatistica de
contagem de fétons

X)) =D Poe?, (2.2)

onde A é o campo de contagem. Substituindo (2.1) em (2.2) obtemos uma expressao
para a funcao geratriz da detecao de fétons num campo de radiagdo com um tnico
modo normal:

x(\) = (Gexpnr(e™ —1)aTa:). (2.3)

Fétons obedecem a estatistica de Bose-Einstein e por isso tendem a se agrupar
no mesmo estado de uma particula, ja os elétrons obedecem a estatistica de Fermi-
Dirac, que ao contrario dos bdsons tendem a evitarem-se ficando apenas um por
estado quantico de uma particula, resultado conhecido como principio da exclusao
de Pauli. A diferenca crucial entre a contagem de fétons e a contagem de elétrons,
é que o numero de elétrons nao muda por causa do processo de medi¢ao, pois o
nimero de elétrons no circuito é sempre conservado.

2.1 Estatistica de Contagem de Carga

Para lidarmos com cargas é mais conveniente trabalharmos com a fungao
P-(Q), que é a probabilidade de uma carga () medida em unidades da carga elétrica
fundamental ser transmitida no intervalo de tempo 7. Desta forma, seja Q(7) uma
variavel estocastica. A cada valor que Q(7) pode assumir associamos uma proba-
bilidade P,. O conjunto {P,} representa a distribuicio de probabilidade de Q(T)
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e satisfaz as condigoes P, > 0 e Zf\il P, = 1. Definimos também uma funcdo
densidade de probabilidade:

P(Q) = ) Ps(Q—Qi). (2.4)

i=1

O m-ésimo momento de Q(7) é definido como:

(@)™ = / Q) PAQQ) . (2.5)

[e.e]

E conveniente definir a func¢do caracteristica :

W = [ @i (2.6)
Os momentos de P.(Q) em funcao de x(A) sdo dados por:
my e am9TX(A)
(@) = tim (i) T (2.7
Os cumulantes sao definidos como:
=L (iN)F
o) =~ = -3 Lo (2.5)
—1
OFD(N)
T ANk
Qr = ;13%( i) ok (2.9)

onde ®(\) é a fungdo caracteristica dos cumulantes. As relagbes entre os quatro
primeiros momentos e os cumulantes de () sao representados abaixo:

Q1 = (Q) (2.10)

Q2 = (@) —(Q)*, (2.11)

Qs = (Q°) = 3(Q)(Q%) +2(Q)°, (2.12)

Qa = (Q") = 3(Q%)" — 4Q)(Q") + 12(Q)*(Q%) — 6(Q)". (2.13)
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2.2 Estatistica de Contagem de Cargas em Cir-
cuitos: Casos Simples

Nesta secao discutiremos casos onde podemos obter a estatistica de contagem
utilizando argumentos fisicos intuitivos e analise combinatoria elementar. Seguire-
mos a descrigao da ref. [43].

2.2.1 Gas de Elétrons a Temperatura Nula

Considere elétrons tunelando uma barreira que esta entre dois reservatérios a
temperatura nula. Temos entao reservatérios sem ruido térmico, consequentemente
as flutuagoes de correntes estao relacionadas aos espalhamentos no condutor que
conecta os dois reservatérios. Por simplicidade admitiremos que este espalhamento
¢ descrito por uma tnica probabilidade de transmissao ', num intervalo de energia
0F = eV acima do nivel de Fermi. A transferéncia de particulas nestas condigoes
obedece a um processo de Bernoulli: seja N = TeV//h o nimero de particulas que
tentam passar a barreira independentemente uma das outras num intervalo de tempo
7 com probabilidade de sucesso I'. O ntimero n de elétrons transmitido para um
dado N tem estatistica binomial com distribuicao

P(Q) = ( N ) -V (2.14)

onde ) = ne. A funcao geratriz dos cumulantes é

®(\) = —NIn[1+T (e —1)]. (2.15)

Se a probabilidade de transmissao for muito pequena I' < 1, a transferéncia

de particulas através da barreira se torna um evento raro, nesse limite a estatistica

quantica das particulas passa a ser irrelevante no processo levando a estatistica de
contagem a seguir uma distribuicao Poissoniana,

P(Q) = <Z—>ne‘<">, (2.16)

onde (n) = NI é o ntmero médio de particulas transferidas. A distribuigao de
Poisson tem a seguinte funcao geratriz de cumulantes

O(A) = —(n) (e —1). (2.17)
Todas essas distribui¢oes tendem a distribuicao Gaussiana no limite N — oo
como consequéncia do teorema central do limite.
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2.2.2 Gas de Elétrons a Temperatura Finita

Neste caso, flutuacoes de correntes oriundas de ambos reservatorios sao “mis-
turadas” via espalhamento na barreira. No limite de jungao de tunelamento (I' < 1)
a estatistica de transferéncia de carga fica um pouco mais simplificada. A temper-
atura finita estados eletronicos em ambos os lados da barreira podem estar parcial-
mente preenchidos e portanto, a tranferéncia de carga neste regime consiste em dois
processos Poissonianos independentes, sendo um dos dois processos responsavel pela
transferéncia de cargas da esquerda para a direita da juncao de tunelamento a uma
taxa rg_p e o outro reponsavel pelo inverso com taxa de tranferéncia rp_ . Neste
caso a fungao geratriz de cumulantes é dada por

®(\) = —7 [rp—p (e = 1) +rp_p (€ = 1)] , (2.18)
onde ¢ = sinal(p; — p9). As taxas de transferéncias sao dadas por
Vv 1 e
rg—p =T <6_) v » 'D—E = 6_%7’E_>D, (2.19)
h 1 —e *T

onde eV = 3 — po.

2.2.3 Generalizagao para Multi-Canais

Numa situagao mais geral teremos transmissao via /N canais no nosso inter-
valo de energia e cada canal terd sua propria probabilidade de transmissao ['; onde
k= 1,2,...N. A generalizacao para multi-terminais da distribuicao binomial a
temperatura nula é a distribuicao multinomial e sua funcao geratriz de cumulantes
é

d(N) = — <6VTT) d I [14Ty (e —1)] (2.20)

Em [44], Levitov et al. generalizam (2.20) para o caso de temperatura finita,
obtendo

d(N) = —72/%111{1 +T [(e™ = 1) fe(l— fo) + (e” = 1) fo(1 — f&)] },

(2.21)
onde fg e fp sdo respectivamente as fungoes distribuigao nos reservatorios a esquerda
e a direita.
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2.3 Processo de Medicao em Sistemas Mesoscopicos

A primeira tentativa de se obter a estatistica de contagem em sistemas
mesoscopicos foi feita por Levitov e Lesovik em 1992 [45]. Neste trabalho eles
obtiveram resultados fisicamente inaceitaveis no calculo dos cumulantes de ordem
maior que dois. A estatistica de contagem de carga neste artigo para um condutor
com elétrons nao interagentes levava a concluir que a carga transferida envolvia por-
tadores com uma certa fracao da carga elementar do elétron. O problema era que
do ponto de vista quantico a corrente elétrica é um operador e portanto correntes
em diferentes tempos nao comutam entre si, ou seja o operador carga transmitida
nao tem sentido algum. Esta inconsisténcia foi sanada quatro anos mais tarde na
ref. [44]. Neste trabalho Levitov, Lee e Lesovik propuseram um modelo de gal-
vanometro, que é baseado na dinamica de um spin-1/2. O funcionamento deste
galvandometro quantico se realiza da seguinte forma: um spin-1/2 precessiona no
campo magnético B criado pela corrente que atravessa o sistema e a frequéncia de
precessao é w = eB/mc, onde m é a massa do elétron e ¢ é a velocidade da luz. Se
este campo magnético é gerado por uma corrente elétrica seu valor é proporcional a
w, que por sua vez é proporcional a corrente I.

Vamos apresentar agora um resumo dos argumentos da ref. [44]. Adi-
cionamos ao hamiltoniano do elétron um potencial vetor devido ao spin:

A = 220,90 (5(7) ~ fo) (2.22)

onde o, é uma matriz de Pauli, &y = hc/e e 0(x) é a fungao degrau. A eq. (2.22)
descreve uma interagao elétron-spin localizada na superficie S definida por f(7) = fo,
ou seja o spin s6 responde a presenca de um elétron quando o mesmo atravessa tal

superficie, o que for¢a o contador de carga a contar apenas valores inteiros de carga.
O hamiltoniano de interac¢ao obtido da eq. (2.22) tem a forma

1 - Y
H;: = ——/dFj.A = ——o.lg, (2.23)
c 2e

onde Iy = fsj dS. O hamiltoniano total é

i - /dF wi(7) % Gv - SE)Q v | . (2.24)

Suponha que a interagao spin-corrente é “ligada” durante um intervalo de tempo
0 <7<t Emt=0 amatriz densidade descreve o regime desacoplado
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P = pe®ps, (2.25)

onde p, é a matriz densidade do elétron e pg é a matriz densidade do spin. A matriz
densidade num tempo t é dada pela féormula de Heisenberg

iHt iHt
R R

p(t) = e pe (2.26)

A matriz densidade do spin, logo apds ser desconectado do sistema pode ser obtida
por

ps(t) = Trep(t) (2.27)

onde Tr, representa o traco parcial sobre os estados eletronicos. Apés efetuar o trago
parcial utilizando o fato de que H é diagonal no espaco de spin, obtemos:

ﬁs(t> _ < X( P X()‘)pTl ) ’ (2.28)

=Npir P

onde

iHyt H_ )\t

X(A) = <e‘ noeTh >e, (2.29)

onde (...), indica a média sobre o estado quantico inicial dos elétrons.
A rotagao da matriz densidade ps por um angulo 6 em torno do eixo 2 é dada

por:
Ro(ps) = €072 pe¥7/2. (2.30)
Inserindo a eq. (2.28) na eq. (2.30) obtemos:

—i6
sy [ Prroo€ TPy
Ro(ps) = (eiep” oL ) : (2.31)

Usando a definicdo x(A) = > P, na eq. (2.28) e usando a eq. (2.31)
obtemos

ps(t) =D PuRo—nr(ps) - (2.32)

Esta formula sugere que P, pode ser interpretado como a probabilidade de
que n elétrons tenham atravessado a interface durante o tempo de observacao.
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2.4 Formalismo de Keldysh para a Estatistica de
Contagem

Mostraremos agora como o formalismo de Keldysh pode ser usado para obter-
mos a funcao geratriz da estatistica de contagem de um sistema mesoscépico através
do galvanémetro de spin-1/2 descrito na se¢do anterior. Uma das primeiras uti-
lizagoes do método de Keldysh para abordar este problema foi apresentado por
Nazarov [46], [47]. Uma revisao bem geral sobre a técnica das fungoes de Green de
Keldysh pode ser encontrada em [48].

Seguiremos aqui uma abordagem, diferente da que Nazarov utiliza, desen-
volvida por Macédo [49]. Neste artigo Macédo formula o problema de transporte
em sistemas mesoscopico interagentes na linguagem de fisica de muitos corpos, de-
screvendo o sistema juntamente com o aparato de medicao. Uma generalizagao da
formula de Levitov e Lesovik para a funcao geratriz da estatistica de contagem de
carga incluindo interagao é obtida [49]. Esta férmula generalizada traz a tona uma
certa dualidade no tratamento do problema de transporte mesoscopico de particulas
nao interagentes que consiste na existéncia de duas abordagens equivalentes: o
método da matriz-S (abordagem externa do problema), no qual estados assintdticos
sao definidos nos guias e os detalhes microscopicos da dinamica dentro da amostra
sao eliminados pela introducao de matrizes de espalhamento com certas propriedades
estocasticas, as quais podem ser justificadas em termos de argumentos de maxima
entropia. O segundo método é a técnica das fungoes de Green (abordagem interna
do problema), que satisfazem equagdes microcopicas de movimento com condigoes
de contorno abertas, derivadas através de uma apropriada eliminacao dos graus de
liberdade dos guias.

Apresentamos aqui o formalismo de Keldysh através de um modelo extrema-
mente simples que consiste de um tnico estado quantico acoplado por um termo de
tunelamento a dois guias unidimensionais em contato com reservatérios de particulas.
Apesar da simplicidade este exercicio ilustra as principais caracteristicas do formal-
ismo. O hamiltoniano do sistema é dado por:

H =3 patt] aina + Eolle +Y (V,m(t) aga + V() a;aé) . (2.33)
ka ko

onde €, € a energia cinética no guia «, dLa e 4y o Sa0 respectivamente os operadores

criacao e aniquilacao de uma particula nos guias, Ej é a energia do estado quantico,
¢t e ¢ sdo respectivamente os operadores criacdo e aniquilacio de uma particula no
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estado de energia Fj e finalmente Vi, (t) e V%, (t) que aprecem no ultimo termo de
(2.33) sao amplitudes de tunelamento entre os guias e o estado quantico.
O operador corrente é definido como

e

—e—Zaka H == (v,m()aa — V() al c) (2.34)

Vamos medir flutuagoes dessa corrente via um galvanémetro de spin-1/2 acoplado
ao sistema. O hamiltoniano do acoplamento é dado por

Hacop = ZA (2.35)

Defina a funcao de correlacao temporal de n-pontos:

Koty ) = (i) 5}\a(t1)fr.b5)\a(tn)<fﬁexp< o dr S Aalr) Ll ))

e (3, dr S a1 )

o (2.36)

onde p.c. significa que estamos tomando a média apenas sobre diagramas conec-

tados, 7, é o contorno temporal de Keldysh e T}, (T},) é o operador de (anti-)
ordenamento temporal.

Pela férmula de Levitov-Lesovik (expressao (11) de ref. [44]), a funcao car-
acteristica para a estatistica de contagem ¢é dada por

XHAY; 7)) = <Twexp< 2hf dr >, Aal )f())x

) (2.37)
T%exp< YNNG ))>
A funcao caracteristica dos cumulantes é
SHA ;) = —Inx({A}: %) (2.38)
Defina a funcao
)
Cal{A}s ) = —ths({)\}; Vi) - (2.39)

Substituindo a eq. (2.37) na eq. (2.38), obtemos:
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~

Call}i 70 = 3 (T (Ta0) ) + 3 (Tos (Ta0)) (2.40)

Substituindo o operador corrente, eq. (2.34), em (2.40) resulta em

e

Cal@}i7) = 22 3 (Veal®) [ (T (@ Dana(®)) + (T (@ (Dara(®)) | ) -

A ~

Ve[ (Tl i) + (ol 000))])
(2.41)

Através de (2.41) definimos as seguintes fungoes de Green ordenadas ao longo
do contorno de Keldysh

»

A

Gholt, ) = =i (T al)F (1)) 5 Gholt, 1)

i (T aral (1))

A

Glo(t, ¥) = =i (T, (Ml () 5 GLu(t,?)

—i (T (@t)afu(#)) -
(2.42)
Definimos agora a funcao auxiliar F,(t,t'):

Fult ) = 37 [Vialt) (Glalt, 1)+ Glolt, 1)) = Vialt) (Gt #) + Gt 1)) |

k
(2.43)
Definindo a matriz de tempo real:

x n o [ Gealt, t)  GE(E, 1)
GCOC(t? t) B ( _Gc>a(t7 t/) _Gt;a(tv t/> ’ (244>

podemos escrever a equagao (2.43) da seguinte forma

Fut,) = > & {Vk*a(t’)Tr (5—3éw(t,t’)) VT (5—3éw(t,t'))} . (2.45)

onde 03 = o, a terceira matriz de Pauli. A expressao (2.41) em termos da matriz
(2.44) fica:

e

Cal{A}; 1) = o7

Fa(t,t) (2.46)
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2.4.1 O Método da Equacao de Movimento

Para calcularmos as fungoes de Green introduzidas acima, utilizaremos o
método da equacao de movimento, que consiste em obter as fungoes de Green através
das equagoes de Heisenberg para operadores de criagao e aniquilacao

A temperatura nula o contorno de Keldysh é o eixo real, entao nossas func¢oes
de Green podem ser escritas da forma usual

Gt (t, 1) = —i6(t —t) <a(t)a;a(t')> i — 1) <a;a(t')a(t)> . (2.47)

A equagao de movimento para (2.47) é

ih% GL(t, ) = —i <T (@(t) [&ka(t/)a HA]>> :

onde H, ¢ o Hamiltoniano do sistema incluindo o termo de acoplamento

~—~

2.48)

Hy = H 4 Hacop - (2.49)
Calculando o comutador de (2.48), obtemos a seguinte expressao:
—z’h3 —era |GLo(t, ) = (14 i—eA VeaGL(E, T) (2.50)
Ot’ ka cal\l) 2h a kalTc\b, 5 .

onde

Gi(t, 1) = —i <T (é(t)e*(t'))> . (2.51)

Para a funcao de Green do sistema nao acoplado, obtemos

0
(—ih% - eka> gi(t,t') = ho(t—t). (2.52)
Considerando a eq. (2.52), G* (¢, t') pode ser escrita como:
t / dty ie t /
G, (t,t) = ?Gc(t, t) 1+ ﬁAa Vieags(t1, t). (2.53)

Similarmente para a funcao de Green anti-ordenada no tempo definida por

GL (t, 1) = —if(t' —t) <é(t)a;a(tf)> Ot —t) <a;a(tf)é(t)> . (2.54)
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Combinando as equagoes de movimento para G% , e G* , podemos escrever uma tnica
equacao matricial

L0 v v e
(—zh% — e;m) Gealt, t') = Ge(t,t) (1 + ﬁ)\aag) Vi s (2.55)
e similarmente para o sistema desacoplado
. a v / g /
(—zh% —e;m) Ga(t,t") = R16(t—1t'), (2.56)
onde
“ Gt 0
- (98 asm
Usando a eq. (2.55) na eq. (2.56) obtemos
~ / dtl =4 N 7;6 o o /
Gca(tv t ) = ?Gc(ta tl) T+ ﬁ)\aa?) Vkaga(tl ) t ) : (258)

Aplicando o método de continuagdo analitica em G* _(t,t) e GL_(t, t'), obtemos
Geo(T, 7'), onde 7 e 7/ sdo tempos complexos:

Goalr ) = [ EGutr o) (15 Godr) ) Vealmdanlri 7). (259
Ye="71Uvy2
onde
X)) T e,
)\a(T) - { _)\a(t)a re Yo, (260)

Relt}

Figura 2.1: A linha acima do eixo real do tempo representa 7; e linha a baixo
representa y,. a uniao de vy; e 5 forma o contorno de Keldysh.
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Apés a extensao para tempos complexos podemos reconsiderar tempos reais
ao longo do contorno de Keldysh, de modo que a funcao de Green de Keldysh para
tempo real pode ser escrita como

. dty - . ) o,
Cealt, V) = | SCult, 1) (1 + %Aa(tl)ag) Viea(t)da(t, 1) . (2.61)

Similarmente, podemos obter expressoes para as demais fungoes de Green de
Keldysh G, .(t, t') e G.(t, ') . Em particular obtemos

. dt dt .
Go(t, ') = ge(t, t) / 1/ ;gct 15t 1) Gelta, '), (2.62)

onde

v v e N o . v te 5
N(ty, ta) = Zﬁ (1 + ﬁ)\a(tl)%) Via(t1)ga(ty, t2)Viia(t2) (1 - ﬁ)\a(tz)%) -
(2.63)
Note que o efeito do campo de contagem pode ser absorvido completamente na
funcao

Gyt ) = (i + ;—;)\a(t)&g) Gl ) (i _ ;—h)\a(t')ég) | (2.64)

Substituindo (2.62) em (2.61) e inserindo posteriormente a nova expressao em (2.45),
obtemos:

Fu(t, ) :/_ d—;i;lTr (agc: (t, 8)S(t, #) — 835 (t, t)Gults, t )). (2.65)

2.4.2 Corrente Média em Regime Estacionario

Vamos agora utilizar a expressao (2.65) para obter a corrente média num regime
estacionario. A média da corrente nesse formalismo é o correlator de um tempo
definido em (2.36) como

(I) = Ky (t) = C({\}, 1) N _ﬁF o(t, 1) o (2.66)
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Considere a transformada de Fourier de F, (¢, t) no espago das energias

Fu(E) = Tr (&3 [éc(E) , ia(E)D (2.67)

Faremos agora uma rotacao das funcoes de Green através da seguinte matriz R

R:%(}_ll). (2.68)

Assim podemos definimos novas fungoes de Green de Keldysh

G.(E) = RG.(E)R', (2.69)

So(E) = REL(E)R'. (2.70)

Em termos destas novas fungoes, F,(F) pode ser reescrito como vemos abaixo:

F, = Tr (05 Au(E)) , (2.71)
onde
Au(E) = [Gu(E), Sa(B)] . (2.72)
A matriz A,(E) tem a seguinte forma padrao
A(E) = (A%E) ﬁg((g ) ; (2.73)
onde
AX(E) = AZ(BE)+ AS(E). (2.74)

Substituindo (2.73) em (2.74) em (2.71) obtemos:

F.(E) = AF = G"2I + GESE + GF e + GESE —yrg® —xEGe.  (2.75)

Em (2.75) suprimimos a dependéncia com a energia nos termos por questao de
conveniéncia. Também suprimimos o indice “c” nas fungoes de Green.
Utilizando algumas identidades de fungoes de Green (ver capitulo 8 do livro

do S. Datta [8]) relacionadas abaixo:
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G — G = G (2, — %) Ge,
o - % = 52 - %5, (2.76)
GK = GrokGe; K =37 uf.

Na eq. (2.75), obtemos:

2
Fu(E) =2) (S5G'S;G* - ¥;G"55G") . (2.77)
B=1

De [8] temos também que

NS = ifo(E)Tu(E), (2.78)
52 = —i(1— fo(E))T(E), (2.79)

«

onde T',(E) descreve o efeito da presenca das barreiras e f,(E) sao fungoes de
distribuicao nos reservatoérios de particulas.
Substituindo as eqs. (2.78) e (2.79) na eq. (2.77) obtemos,

Fo(E) = 2 (falE) = f3(E)) Ta(E)GLE)4(E)G(E) . (2.80)
B=1

Como G%(E) = (G%(E))" podemos reescrever (2.80) da seguinte forma

C

Fu(B) = 23 (fulB) ~ fo(E) Tul EYT(B) ()| (2:81)
B=1

Note que ’GZ(E) pode ser calculada via a teoria de matriz-S. No caso de um unico

nivel obtemos

:

e = — —. (2.82)
(B — Eo)” + (I'(E) + I'2(E))” /4
Finalmente substituindo a eq. (2.82) na eq. (2.81) obtemos a corrente média:
_ e [” (f1(E) — fo(E)) T1(E)l2(E)
i = /_oo dE(E — Ep)” + (Dy(B) + Dy(E))” /4 (283)

que coincide com a férmula de Landauer se identificamos o coeficiente de transmissao
do sistema com

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



2.4 Formalismo de Keldysh para a Estatistica de Contagem 51

[ (E)2(E)

T(E) = 5 .
(£ — Eo)” + (I'(E) + T2(E))" /4

Isto corresponde ao modelo de ressonéancia isolada de Breit-Wigner (uma breve re-

visdo sobre este assunto pode ser encontrada em [61]).

(2.84)

2.4.3 Densidade Espectral do Ruido de Disparo

O correlator de dois tempos da corrente pode ser obtido da eq. (2.36)

1€

W) | = m() E| L @8

Kaﬁ(t y t/) = ih
=0

onde F,, ({A},?), em termos da funcao de Green da eq. (2.69) é dada por

F,({A}, 1) = /_ d%Tr (72Ge(t, T)E(T, t) — 0350 (t, T)Ge(T, 1)) - (2.86)

Substituindo a eq. (2.86) na eq. (2.85) obtemos:

N de oo AT 1OG(E, T) - 0%a (7, 1)
Kop(t, t') = 5 f_oo hTr(ag[ ot YalT, t)+ Ge(t, 7) Aol

686 (t, T) ~ - WOG(T, 1)
—WGC(T, ) —Za(t,t)mb.

(2.87)
Apés calcularmos as derivadas em (2.87), podemos escrever K, g(t, t') da seguinte
forma:

Kop(t, ') = 0aKa(t,t')+ Kp(t,t). (2.88)
onde K4(t, t') é dado por

Kat,t) = (%) [Tr (52Ge(t, )25 (t, 1) + 5250 (t, )T2Ge(t', 1)) —

“hO(t— 1) [ T (Golt, T)Sa(T, t) + Salt, 7)) GC(T,t)].
(2.89)
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Para o regime estaciondrio podemos introduzir a transformada de Fourier de K 4(¢, t')

dt dt/ 1wt iw’
/ / —KAt et = 2m0(w + W) Ka(w),  (2.90)

2n) Y- og
—~2G.(E) Sa(E) )
(2.91)
Analisando o caso de frequéncia nula K4 = K4(0), a eq. (2.91) fica
Ky =2 ( e) / Uy (6, Gu(E) 3 Su(B) — Go(E) Sa(E)) . (2.92)
2h C 27T C (6% C (6%

Substituindo as relagoes (2.76), (2.78) e (2.79) em (2.92) obtemos:

2

%)2 Z/m Z—f (fa(E)(L = f5(E)) + fo(E)(1 — fa(E))) Fa(E)Fg(E)‘GZ(E)‘ .
p=1"70

(2.93)
O calculo de Kp de (2.88) é um pouco mais trabalhoso e resulta em
% 4 _ _ _ _
Kp(t,t) = —5 %Tr (G2 (Ba(t, 73 t)Sa(r, t) = Sult, 7)Bg(r, t; )] .
- (2.94)
onde
_ , dT & ~ /
Ba(T17 T2 t) =0 h gc T, T 2( )GC(T ) 7-2) . (295>

Para o regime estaciondrio a eq. (2.94) fica,
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Kp(t,t) = ——f —Tr[ (Bﬁ(t —t =TS (T —t)—
(2.96)
~So(t—7)Bg(r —t', t' — t))] :
Tomando a transformada de Fourier de (2.96), obtemos
Kp(w, w') = 2m6(w+ ') Kp(w), (2.97)
onde
Kplw) = ——f OO%Tr[@(Bﬁ(EjLw, E)So(E)—
(2.98)
—Yo(E+w)Bs(E +w, E))} :
Para frequéncia nula Kz = Kpg(0), temos
e [ dE - -
Kp = 5/ 5T (Jo(E) Js(E)) , (2.99)
onde
Jo(E) = G.(E) [62, Za(E)] . (2.100)

Escrevendo K4 de (2.92) em funcio de J,(E) inserindo em (2.88) juntamente com
Kpg, obtemos

Kop = 5 Z—ETr{Qéaﬁ G2 Jo(E) — Jo(E) Jﬁ(E)}. (2.101)

Note que em fungdo de J,(FE) a corrente média, eq. (2.83), fica da seguinte forma:
K, = %/ Tr {J.(E)} . (2.102)

Da expressao para J,(E), obtemos os seguintes tragos que serdo importantes nos
calculos seguintes.

— 00

Tr (Ja(E)) = 2 (fs(E) — fa(E)Ta(E)4(E)GLE), (2.103)

B=1
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Tv (02 Ju(E)) = 235, (fa(E)L — f5(E)) + f5(E)(1 — fu(E))) 202
1
Lo (E)s(E)|GLE) .

Daqui por diante vamos assumir que os coeficientes de acoplamento, I',,(F),
nao dependem da energia.

¢ Ruido de equilibrio

Para um sistema em equlibrio térmico temos que

H(E) = [(E) = fo(E), (2.105)
e
Ofeq(E
Fual BN~ fu ) =~y TatE) (2.106)
onde T ¢ a temperatura do sistema. Utilizando (2.106), obtemos
- Ofeq(E
Tr (62 J1(E)) = —4kpT fﬁqé )Fl (I 4+ T9) |GL(E)|?,
(2.107)
_ E
T (1)) = skt D i mype.
Substituindo a eq. (2.107) na eq. (2.101) obtemos
e? o Ofeq(E) .
K, = Wl“ll“ngT/_OOdE <— 0qE )\GC(E)|2 (2.108)
A média da corrente (2.83) é dada por
(1) = 30l [ dE ((E) - R(B) |GLE) (2:109)

Os potenciais eletroquimicos dos resevatérios sao dados por gy = pu—eVy 5 ps =
p — €eVa, logo

B 1 B Ofeq(E)
falE) = BE—) 11 feq(E) + eV OF + ...,

(2.110)
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e portanto,
Ofeq(E
A(E) = fo(E) = e faqé ) (Vi =Va) . (2.111)
Substituindo a eq. (2.111) na eq. (2.109) obtemos
e? o Ofee(E
) = Srirai-v) [~ an (-2l G, (2112)
h = )
Pela definicao do elemento da matriz de condutancia, G, obtemos
d (1) e? > Ofeq(E) 2
= = —IhT dE | — "(E)|*. 2.11
I T s joxpP. @)
Comparando (2.108) e (2.113) concluimos que
2kgT
K11 = ;; G- (2.114)
O ruido de Nyquist-Johnson (ruido térmico) é definido como:
Puop = hKyp, (2.115)
portanto de (2.114) temos que
Pll - 2]€BTG11, (2116)
como esperado pelo teorema flutuacao-dissipagao. Para o caso a # [ temos,
_ - Ofeq(E
Tr (Ji(E)Jo(E)) = —8kgT faqé )F1F2|G£(E)|2. (2.117)
Substituindo (2.117) em (2.101) e resulta em
e’ * Ofeq(E)\ | ey 2
Ky = —WFlFQ kBT/_OO dFE (— 8qE )|GC(E)| : (2.118)
Calculando o coeficiente G5 pela defini¢ao, obtemos
9 (1) ¢’ / > Ofeq(E)
G2 = = ——I dEe [ ——=2 GL(E)?. 2.119
12 8V2 Vie0=Vs h 1+ 2 e 8E ‘ c( >| ( )
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Comparando (2.118) e (2.119) concluimos que

2kgT
Ky = 7{: Gio, (2.120)
que combinado com (2.115) resulta em
P12 - 2kBTG12, (2121)

que mais uma vez concorda com o teorema dissipacao-flutuacao.

e Poténcia do Ruido de Disparo

Para temperatura nula a funcao distribuicao de Fermi-Dirac se torna uma funcao
degrau, de modo que

fo(E) = O (e —FE) ;a0 =1, 2. (2.122)
Inserindo a eq. (2.122) em (2.104) temos

Tr (G2 Ji(E)) = 2[0(E — 111)O(u2 — E) — O(E — 11)0 (11 — E)] T1T|GL(E)[*.
(2.123)

Similarmente

Tr (J(E)?) = 4[0(E — p11)O(uz — E) — O(E — 1) (11 — E)| TIT3|GU(E)[.
(2.124)
Susbtituindo (2.123) e (2.124) em (2.101) obtemos

2 B>
P = hK), = %/ dETDo|GL(E)]? (1 — T Ts|GL(E)]?) | (2.125)
H<

onde p~ (p1<) é o maior (menor) potencial quimico entre y; e ps. Para oo # 3 temos:

2).

|
(2.126)

Substiuindo a eq. (2.126) na eq. (2.101) resulta em

2 >
Py = =P = —%/ dET1Ts|GL(E)[? (1 — T1Ts|GL(E)?) | (2.127)
H<

em conformidade com a lei de conservagao de corrente.
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2.5 Estatistica de Contagem em Regime Estacionario

Seja P (N, T)) a probabilidade de que durante um intervalo de tempo ¢, N
elétrons tenham sido transportados através da amostra. Entao

P(N,T) = / d—Ae—SWﬂ—Z’N% (2.128)
_p 2T
onde
XA 1) = e 500 = N eMAP(N | T) (2.129)
N=0

é a fungao geratriz. A derivada de S(A, t) em relagdo a A é dada por:

OS(A,t) t [~ dE
onde
_ o _
J(E,\) = Tr (G(E, N 75 Za(E. )\)) : (2.131)
(§
SUE, \) = P25 (B)e /2, (2.132)

A funcao de Green G(E, )\) obedece & equacao de Dyson

G(E, ) = g(E) +g(E)S(E, NG(E, N), (2.133)
onde a autoenergia satisfaz a relacao aditiva

S(E, N = (B, \)+3:(E). (2.134)
Calculando a derivada de 3;(E, \), chegamos a importante relacao

OG(E, \) 0% (E, \)

_ A
X GE, N =G(FE, N B\ , (2.135)
que nos permite escrever S(A) de uma forma bem compacta
t [ G(E, N\
A) = = dETr |In | ———= )| . 2.1
sy = [_aeme [ (S (2150
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Com a ajuda das eqs. (2.133) e (2.134), podemos reescrever a eq. (2.136) da seguinte
forma:

t [ (E— Ey)l—X(E, N
S\ = —= dETr1 — 2.137
o=z [ (G ) e
onde usamos a identidade g(E) = (E — Ey)~'1. Usando as expressoes explicitas

para auto-energia X, (FE , ), obtemos:

S(A) = —E/_OO dEIn (1+T(E) [(6M—1)f1(1—fz)—(e_M—l)ﬁ(l—fl)])-

hJ o
(2.138)
Esta expressao coincide com a férmula de Levitov et al. deduzida em [44]. O
coeficiente de transmissao é dado pela lei de Breit-Wigner

Ty _
(B — Eg)? +12/4’

Para temperaturas muito baixas (7" — 0), temos que

fil = fo) = O(E — p2)O(a — E),

T(E) = I =140, (2.139)

2.140
Fal = ) = O(E = jn)O(p ~ B). (2.140)

Considerando (2.140), S(A) fica da seguinte forma:
SA) = =MIn(1+ (= 1)T(ER)); ps —pe = e|V]. (2.141)

onde ¢ = sinal(py — pus) e M = et)Lw ¢ o numero de tentativas independentes de

atravessar a barreira durante um tempo ¢. A expressao (2.141) coincide com a eq.
(2.15).

2.6 Estatistica de Contagem para uma Juncao NS

Em 1994 Muzykantskii e Khmelnitskii [50], calcularam a distribui¢do do ruido
de corrente de um ponto de contato metal normal-supercondutor, através da funcao
geratriz da estatistica de contagem desse sistema. Eles utilizaram o formalismo de
matriz-S para sistemas NS visto no capitulo anterior e as idéias desenvolvidas por
Levitov e Lesovik para o caso NN. Em [51], Levitov e Lesovik mostram que nao ape-
nas o segundo correlator é suprimido, mas toda a func¢ao distribuicao muda no regime
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quantico de poissoniana para binomial. Uma dos primeiros estudos da potencia do
ruido de disparo num sistema NS foi feito por Khlus em 1987 [52]. Beenakker [24]
estende a analise de Khlus para o caso onde ha desordem. Muzykantskii e Khmel-
nitskii [50] resolvem a equagao de Bogoliubov-de Gennes (1.25) para um ponto de
contato NS com um tnico modo propagante caracterizado pelo seu potencial de em-
parelhamento A(x) e seu potencial confinador U(x). Eles desprezaram a influéncia
da supercorrente através do contato e consideraram A(x) real, previnindo assim a
presencga de campo magnético externo. Usando a simetria de conservagao de prob-
abilidade (SST = 1) e a simetria de conjugacao complexa (SS* = 1), eles propoem
para a matriz S do problema da seguinte forma geral

T Ta t tA
/ / /
TA r A t
t tiq T< TA<
tA T,/ TA< 7’;1

S = (2.142)

Para energias £ < A, a matriz S descreve de reflexao de Andreev de elétrons
em buracos e vice-versa na interface NS. Entao, apenas o bloco diagonal superior de
(2.142) nos interessa:

S = (; " ) . (2.143)

Para o cédlculo da funcao caracteristica do sistema NS, eles utilizaram o
mesmo método de Levitov-Lesovik para o caso NN. Obtendo a seguinte funcao

caracteristica
to
S(\) = (ﬁ) /dEln

A eq. (2.144) mostra que o ruido de disparo neste sistema estd associado com a
transferéncia de carga nas unidades e e +2e. Os coeficientes A, no limite de
temperatura muito baixas sao dados pelas seguintes expressoes:

1+ i A, (P — 1)] : (2.144)

n=-—2

A = (1= r]* = [ral?)
Ay = (1 —|r? = |ral?
Ay = ny(1—ny)|ral?,
A_2 = TLQ(]_ — n1)|7’A|2,

), (2.145)

onde

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



2.6 Estatistica de Contagem para uma Juncao NS 60

ny = n(E—eV),

ng =1—-—n(—FE—¢€V), (2.146)

e n(E) é fungao distribuigao de Fermi.

No limite de baixas temperaturas e baixas voltagens eV << A a dependéncia
com a energia das amplitudes de espalhamento pode ser desprezada, facilitando a
integracao de (2.144). Obtemos entao

S(A\) = —e|[V[to/hIn [1 + [ral*(exp (2ieX) — 1)] . (2.147)

A caracteristica principal de (2.147) corresponde a transferéncia de duas cargas no
supercondutor (dois elétrons para V' > 0 e dois buracos para V' < 0). Note também
que o coeficiente de reflexao de Andreev faz a probabilidade de sucesso do processo
de Bernoulli, similar ao coeficiente de transmissao em sistemas normais.
Generalizando este resultado para o caso de miltiplos canais, obtém-se que

S(A) = —e|[VIto/h Y In[l+ ry(exp (2ie)) — 1)] (2.148)
onde i
- m (2.149)

sao os autovalores de rher,Tle, denominados autovalores de autovalores de reflexao de
Andreev e 7,, sdo autovalores de transmissao do lado normal.
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Capitulo 3

Teoria de Circuitos Matricial

Nos ultimos dois capitulos introduziremos um método muito poderoso no es-
tudo de sistemas mesoscépicos, que € a teoria de circuitos, discutiremos duas versoes
desta teoria. Primeiramente discutiremos a teoria de circuitos matricial de Nazarov
[36] e sua conex@o com a estatistica de contagem de carga. Através da estatistica de
contagem para a teoria de circuitos de Nazarov calcularemos os observaveis de alguns
sistemas mesoscopicos, como pontos quanticos conectados a dois guias por barreiras
de transparéncia arbitrarias. Utilizaremos o método desenvolvido por Bulashenko
[53] para guias assimétricos. Posteriormente apresentaremos uma versao escalar da
teoria de circuitos, recentemente proposta por Macédo [39], e sua conexdo com a
estatistica de contagem. Mostraremos que as duas versoes sao completamente equiv-
alentes para pontos quanticos cadticos na presenca de barreiras de transparéncias
de valor arbitrario.

3.1 Formulacao Matricial da Teoria de Circuitos

O método de elemento finito conhecido como teoria de circuitos proposto
por Nazarov tem como objetivo o estudo de condutores mesoscopicos desordenados
de geometria arbitraria no regime semiclassico onde o ntimero de canais N >>
1. Nesta teoria pode-se construir um circuito de multiplos terminais combinando
elementos coerentes denominados conectores com elementos difusivos através de
jungoes denominadas de ndés. A teoria representa uma versao finita da equacao
quase-cléssica de Usadel e consiste em resolver um conjunto de equagoes provenientes
de uma lei de conservacao nos nés do circuito. A solucao destas equagoes leva a
determinacao da corrente matricial que atravessa o circuito através da qual calcula-
se a densidade média dos autovalores de transmissao ou diretamente os observaveis
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3.1 Formulagao Matricial da Teoria de Circuitos 62

de transporte.

Na teoria de circuitos de Nazarov existem trés tipos de elementos: terminais,
nos e conectores. O circuito formado a partir desses elementos interconecta os
reservatorios que podem ser constituidos por metais normais ou supercondutores.
E nos terminais que sao especificadas as condi¢oes de contorno do problema, como
voltagens, correntes ou tensoes aplicadas. Os conectores por sua vez sao os objetos
que ligam dois reservatorios ou dois nés ou ainda um reservatorio e um no.

A extensao da teoria de Nazarov para descrever pontos quanticos cadticos
ou cavidades balisticas nao é imediata. Para comecar, o elemento difusivo, que da
origem a equagao de Usadel estd ausente e portanto nao é 6bvio como justificar
o uso do formalismo neste regime. Apesar de Nazarov ter apresentado argumentos
qualitativos em defesa de alguns aspectos da teoria, até o momento nao ha nenhuma
dedugao microscopica rigorosa dando suporte a tais argumentos.

Nesta tese usaremos o formalismo matricial apenas como preparacao para a
descricao mais rigorosa que faz uso da teoria de matrizes aleatorias e do modelo-o
nao linear supersimétrico. Nesta nova versao a teoria de circuitos é formalizada em
termos de um tnico campo escalar, em contraste com o campo matricial de Nazarov.
Mostraremos que para os problemas abordados nesta tese as duas versoes produzem
exatamente os mesmo resultados analiticos!

Considere um ponto quantico conectado a duas barreiras de transparéncia
arbitraria como mostrado na figura abaixo.

I, 8
e o +9e
G, R

Figura 3.1: Cavidade caética conectada por contatos ideais a guias assimétricos (a es-
querda). Circuito que representa um ponto quantico conectado a guias assimétricos
(a direita). Figura retirada da ref. [53].

Sejam fi e fy as fungoes distribuigao de equilibrio dos reservatérios, f. é uma fungao
distribuicao de nao-equlibrio que descreve o ponto quantico. Na teoria de circuitos
de Nazarov os nds sao descritos por fun¢oes de Green matriciais promediadas sobre a
dinamica cadtica de modo a ficarem completamente isotrépicas. Para cada conector
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tem-se uma corrente matricial associada representando uma relacao generalizada do
tipo tensao-corrente. As funcoes de Green de equilibrio nos reservatoérios sao dadas
por:

. L=2f(e)  =2f(8) N . &2 i
60 = (P 25 on ) G =1 &y

A presenca do campo de contagem, A, modifica G1 (¢) de acordo com a lei de trans-
formagao

v iNGg v iXG3

Gi(e, \) = e 2 Gile)e = | (3.2)
onde &3 é uma matriz de Pauli. A principal hipdtese (ansatz) da teoria de Nazarov

¢ a de que conectores arbitrarios, caracterizados por autovalores de transmissao 717,
sao descritos pela corrente matricial

L NB6iE). 6o 0
’ 4+ﬂ<{éﬂ@,é4@}—2)’ ‘

onde G,.(¢) é a média da fungao de Green no né que descreve a cavidade cadtica. A
equacao de movimento quase-classica é substituida por uma lei de conservagao da
corrente:

L+1,=0. (3.4)

Vale salientar que a validade desta equacao neste regime também necessita de uma
justificativa mais rigorosa. A equagao (3.4) junto com a normalizagao das fungoes
de Green dos nos éj(a)Q — 1 formam as leis bésicas da teoria de circuitos matricial.

A conexao entre a teoria de circuitos e a estatistica de contagem é dada pela
seguinte férmula [46]:

ﬂ»:ﬁ%“:%/@ﬂ@@@ﬁﬁ. (3.5)

Esta ¢é a funcao geratriz de cumulantes, que contém informagcao completa sobre todas
as flutuacoes da corrente numa cavidade.
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3.1.1 Cavidade Caodtica Acoplada a Guias Assimétricos por
Contatos ideais

Nesta sub-secao discutiremos a estatistica de contagem em cavidades cadticas
acopladas a guias assimétricos (N7 # Ny), utilizando um método desenvolvido por
Bulashenko [53]. Para cavidades acopladas a guias simétricos encontramos em [54]
uma série de aplicacoes da teoria de Nazarov incluindo contatos ideais, jungoes de
tunelamento e conectores difusivos.

Para uma cavidade cadtica conectada aos terminais por dois contatos ideais,
a corrente matricial, eq. (3.3), é dada por

v Gi(e). Gulo)]
2+{G;(), Gle)}

Substituindo (3.6) na lei de conservagao de corrente, eq. (3.4):

[él(a, A, éc(@} N [é2(€)’ Guc((g)} 0. (3.7)

oy [Gen, @) 24 {0, Cule)}

Utilizando a propriedade das funcoes de Green matriciais deste problema
terem traco nulo podemos representa-las usando as matrizes de Pauli, de modo que

Gj =v;.0,

(3.8)
G. = v,.0,
onde ¥; e U, s@o vetores unidades e ¢ = (01, 02, 03). Com a utilizagdo desta

parametrizacao os anti-comutadores podem ser escritos como um produto escalar

(3.9)
{él, ég} - 2171.272.
Seguindo a ref. [53] introduzimos as novas varidveis
N,
py = J (3.10)
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éz =DM él —Fpgég. (311)
Podemos reescrever a eq. (3.7) usando as equagoes (3.10) e (3.11) da seguinte forma
p1Gi+p2Go, G} = [ég, G] = 0. (3.12)

Da eq. (3.12) concluimos que

Céc = DM él + pgég . (313)
Substituindo a eq. (3.8) na eq. (3.13) obtemos

CU; = p1U1 + p2Us. (3.14)
Calculando o médulo ao quadrado da eq. (3.14) e utilizando a eq. (3.9) vemos que
¢ = pi+ )+ pip2 {él ; éz} : (3.15)

Tomando o produto interno de ambos os lados da eq. (3.14) com ¥; (e ¥i) obtemos
as seguintes expressoes:

c {él, éc} =2p1+p2 {él, ég} : (3.16)

c {éz, éc} =2p2+m {él, éz} : (3.17)
De (3.10) e (3.15) obtemos:

(3.18)
oL 2 — (p? 4+ p2
Do {G1> Gg} _ (pl p2) ]
b
Substituindo (3.18) em (3.16):
N _
1 1

Agora multiplicando a eq. (3.14) por 9., obtemos:
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Ny —(p1+p2) = c, (3.20)
onde
N; + N.
N, = % (3.21)
Usando (3.20) em (3.19) podemos eliminar a combinacao p; + ps e obter
Ny
2p1 = Ny —c—. 3.22
D1 + CN+ ( )

2py = Ny — c—. (3.23)

O conjunto de equagoes (3.15), (3.22) e (3.23) formam o sistema que devemos re-
solver.

;

& = pi+p5+pipe {él, éz} )
Ny
291 = N, —c—=
N
2 = N, —c—.
\ P2 + N,

ApoOs certa dlgebra obtemos deste sistema uma expressao para c:

¢c=N, (1+vV1=a) ", (3.24)

onde

PRNELIE\C I B A . (3.25)

(N7 + Ny)? 2+{é1’ éQ}

A conexao com a estatistica de contagem se faz através da eq. (3.5):

q(\) = iag()\)\> = ;—(;L/deTr (5’3 Ii(e, A)) :

a

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.1 Formulacao Matricial da Teoria de Circuitos 67

Calculando I; (e, ) obtemos

hie, \) = plcpz [él, @] . (3.26)
Substituindo a eq. (3.26) em (3.5) tem-se que
_ to P12 T
q()\) = 2h/d€ - Tr (0'3 |:G1, Gg]) . (327)

Utilizando as propriedades do traco e dos comutadores, temos:

i (o [61. ) = =i ({5 [ 6] L} ) (3.28)

Da derivada de Gy (e, A) obtemos:

9Ci(e, \) i, «
“on 9 [03, Gi(e, A)] . (3.29)
Substituindo a eq. (3.29) em (3.28) obtemos ¢(\) escrito da seguinte forma:
it D1 D2 0 4
q(\) = o de ; Tr (8>\Q(6, )\)) , (3.30)

onde G(e, \) = {él (e, N, é2(5)}. O céleulo de G(e, A) é um pouco trabalhoso,
mas envolve apenas multiplicacao de matrizes 2 x 2. Apresentamos apenas o resul-
tado:

Gle, \) = 24+4J(, N1 = G(e, M, (3.31)

onde

J(e, ) = file)(1 = fa(e)) (€™ = 1) + fole) (1 = fale))(e™™ = 1). (3.32)

O termo 222 da eq. (3.30) em fungao de G fica
P1P2 I-vl-a
=Ny ——— 3.33
c g —2 7 (3:33)
onde
Gg—-2 N1 N,
=4F (55— F=——7""""/. 3.34
¢ <g+2> ¢ (N1 + Ny)? (3:34)

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.1 Formulacao Matricial da Teoria de Circuitos 68

A variavel F' é denominada de fator Fano.
Finalmente apds alguma dlgebra obtemos a seguinte expressao para a funcao
geratriz dos cumulantes:

it, /dE (VIFTEN - VT+ T -1F)JE )

A) = —N J'(e, \), (3.35
a0 = N, TN ey (e, ), (3.35)
onde
J/( >\) = M (3 36)
&A= —5 :
Para o caso de guias simétricos (N7, = N;) a eq. (3.35) fica
ito (e, \)
q(A :——N/ds , 3.37
» h V31t JE N (T4 /14 I N)) (3:57)

em concordancia com o resultado obtido por Borba [54] utilizando a teoria de cir-
cuitos escalar para guias simétricos.

3.1.2 Cavidades Cadticas Acopladas a Guias Assimétricos
por Juncoes de Tunelamento

Neste caso os coeficientes de transmissao das barreiras satisfazem T3, T, << 1
e a corrente matricial, eq. (3.3), fica dada por

- Nﬂfj G,0). Gue)] (3.39)

Da condi¢ao de normalizacao
¢ = P} +p;+ 1 {é1 ; éz} ;

temos que

16 16

onde G = N;T;. A raiz fisica da eq. (3.39) é a com sinal “+”e portanto podemos
escrever 222 da seguinte forma

2 2 1/2
c=+ (Gl +G GG g) , (3.39)
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Pip2 _ GGy (3.40)
¢ 4/G? + G2+ G, G2, G
Substituindo a eq. (3.40) em (3.30) obtemos:
t J (e, A
q(A) = _ro Gl G / € , (3.41)
\/G1—|—G2 —|—4G1G2J(€, >\)

também em concordancia com o resultado de Borba [54].

3.1.3 Cavidades Acopladas a Guias Assimétricos por Bar-
reiras de Transparéncia Abitraria

Estamos agora interessados em estudar o caso mais geral possivel onde o
acoplamento entre a cavidade cadtica e os guias assinmétricos é feito por barreiras
cujas transparéncias variam de 0 a 1, indo do regime de juncao de tunelamento ao
de contato ideal. Vamos propor aqui uma extensao do método desenvolvido por
Bulashenko, que foi descrito nas tltimas sub-secoes. Para tanto, devemos obter um
conjunto de equagoes similar ao obtido por Bulashenko em [53]. Comegamos com a
equacao de conservacao matricial, eq. (3.4), na sua forma mais geral

N T [Gl(e >\) Gl 5)]

jl —|—j2 - 0 =
4+ T1 ({Gl g, >\ } )
(3.42)
%1 [0, G}
141, ({Gale), Gc(s)} -2)
Definindo similarmente aos casos anteriores, as variaveis
2N T;
b = 1) ) ] = 17 27 (343)

2(2_Tj)+Tj {éj> éC}
obtemos novamente a condi¢ao de normalizagao
> = pi+ps+pips {é1 ; éz} :

Da eq. (3.43) obtemos a seguintes equagoes:

Tese de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



3.1 Formulagao Matricial da Teoria de Circuitos

70
m (2(2 T+ T {él , G}) — 2N, T}, (3.44)
P2 (2(2 T 4T {éz , G}) — 2N, T (3.45)
Temos ainda as relagoes
(6, ¢} =B 22
c
(3.46)
{ég, éc} _oP2 P
c c
Para o caso de temperatura nula, T = 0 (f; = 1 e f, = 0), de modo que G fica:
G =202 —1)1. (3.47)
E conveniente neste momento fazer a seguinte mudanca de varidvel
e = cosh?x. (3.48)
Substituindo a eq. (3.48) em (3.47) obtemos

G = 2cosh2z 1. (3.49)

Multiplicando a eq. (3.44) por Ty e a eq. (3.45) por T} e posteriomente somando e
subtraindo as mesmas, obtemos as seguintes equacoes:

T2(2 — Tl)pl + T1(2 - Tg)pg = (Nl + N2 - C)Tng s (350)

T,T:
T2(2—T1)p1—T1(2—T2)p2—|— 172

2 2

(p1 —p3) = TiTo(Ni — N) . (3.51)
Para podermos comparar os resultados obtidos através deste formalismo com
a teoria de circuitos escalar, é conveniente introduzirmos uma pseudo-corrente es-
calar, que estd relacionada com ¢(\) através da seguinte expressao:

tanh z eVt
K(r) = S0 g0 M= S

eir =cosh? g h (352>
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Para T" = 0 temos,

g(\) = %Tr (5—3 11) , (3.53)

de modo que

MN.T, e
g\ = : <4+T1 <{G1 G} _2)> Tr (0—3 [Gl, GD . (3.54)

Calculando o traco e o anticomutador de él com Gvfc obtemos

{él, G} - %(p1 + (26 — 1)ps) (3.55)

Tr (&3 [él, G]) — 8¢, (3.56)

Substituindo as equagoes (3.55) e (3.56) em (3.54) e posteriormente substituindo na
expressao da pseudo-corrente, eq. (3.52), obtemos

B N1T1ps sinh 2x
~ 2c+Ti(py — ¢+ pycosh2r)

K(z) (3.57)

A equagao (3.57), juntamente com as equagoes que formam o sistema abaixo
sao as equacoes da teoria de cicuitos que devemos resolver.

4

& = pi+p3+pipe {éh é2} )

T2 —T)pr +Ti(2 = To)pa = (N1 + Ny — )1 T, (3.58)
T T1T2 2 2\
| 122 =T)pr = T1(2 = Ta)pa + . (pf —p3) = TiTo(N1 — Ny) .

Resolvendo o conjunto de equagoes (3.58) para py, p2 e ¢, para x << 1, obtemos a
seguinte expansao para K (z):
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Gng — GlGQ(g(G?TQ + Gng) - 2(G:‘15 + G;’))xg + G!1G!2
G1+ Gy 3(G1 + Gy)* 15
[2((}‘;’ FG8) — 18(GhGE 4 GoGD) +15(T1(1 — T1)GS + To(1 — Ty)GS)—
—30(TEGL\GS + T3GLGY) + 40G3GS + 45(Th GG + ThG1GS) —
—60(G3G3Ty + G3G3TY) + 90G§G§T2T1} /(G + Go)T 2% + O(x7)
(3.59)
Este resultado foi obtido via computacao algébrica em colaboracao com Ailton Fer-
nandes estudantes de doutorado do orientador desta dissertacao professor Antonio
Maceédo.

Antes de compararmos este resultado com o da teoria de circuitos escalar
vamos apresentar um método alternativo ao desenvolvido nesta se¢ao, onde obtemos
um sistema de equacao equivalente ao exibido na eq. (3.58). Este novo sistema é
ainda mais simples pois conseguimos reduzir o nimero de parametros de trés para
dois e por consequéncia o numero de equagoes do sistema também serd reduzido.

K(x) =

3.2 Representacao Vetorial

O ponto de partida desta representacao vetorial da teoria de circuitos de
Nazarov é a expansao as funcoes de Green matricias utilizando as matrizes de Pauli.
5 == 5’1 é1+5'2é2+5'3é3. (360)

Escrevendo as fungoes de Green do problema utilizando o vetor de Pauli definido
acima obtemos

Gi(z) = §i(z)- 7. (3.61)
Determinamos ¢ (x) a partir da seguinte expressao para matrizes de trago nulo:
v v 1 e
A=a-d; d=3m (Aa) (3.62)
Usando (3.62) obtemos
51($> = — COSh2 l’(él + Zég) - ég, gl(ﬂf) . §1<£L’> =1. (363)

Similarmente para Go:
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Go = Go- 0, (3.64)
onde
Go = —€1+ié2+eé3; Ga-go=1. (3.65)

Podemos relacionar agora os produtos interno e vetorial dos vetores ¢ (), eq. (3.63),
e g2, eq. (3.65), com o anticomutador e comutador das fungoes de Green Gy(z) e
G5. Obtemos

G1(x) - G» = cosh2z e portanto {G4(z), Go} = 271(2) - G 1. (3.66)

A relagao entre o produto vetorial e o comutador é um pouco menos direto que a
relacao da eq. (3.66). Inicialmente note que
Gi(7) X go = —isinh®xé; + (1 + cosh®z) é; — 2icosh® z é3. (3.67)

Para facilitar nossa comparacao, comecamos definindo a seguinte matriz de traco
nulo auxiliar:

v

A=a-

SIS

= ( —secilz @) _11 ) . (3.68)

Aplicando a eq. (3.62) em (3.68), obtemos o vetor

1
@ = 5 tanh?ré + %(1 + sech?z)é; + & (3.69)

O comutador de G4 () com Gy em funcéo de @ fica,

[él(x) , é2] — 4(cosh®z)d - 7. (3.70)

Comparando a eq. (3.67) com (3.70) concluimos que
[él(x), éQ] — 2i(Fu(x) X o) - & . (3.71)
Podemos portanto escrever a corrente matricial usando as equagoes (3.66) e (3.71):
jn(:c) iTh(G1(x) X Ga) - O _ an(x) . é, (3.72)

T 24 (@) G — 1)
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onde I,,(x) é a corrente vetorial da nova representacao e 7, sao autovalores de trans-
missao. Em resumo

= - ———. (3.73)

L) - &5 = —%Tr (sadu(x)) (3.74)

A pseudo-corrente definida em (3.52) esté relacionada a I,,(z) da seguinte forma

K(r) = i tanha y <fn<x) : é3> , (3.75)

onde (... ) representa a média sobre a distribui¢ao conjunta dos autovalores de trans-
missao do sistema.

3.3 Teoria de Circuitos Vetorial Para Cavidades

Estamos interessados agora em utilizar as expressoes deduzidas na tultima
secao para estudar alguns circuitos formados por uma cavidade cadtica conectadas
a guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Nesta abordagem vetorial os reser-
vatorios sao descritos pelos seguintes “vetores de estado”,

ry = —COShzx(él—i‘iég)—ég; rmn-rm = 17

ng—é1+ié2+é3; Fg'ngl, (376)

7 - T9 = cosh2z .

Os conectores sao descritos por correntes vetoriais:

N N1T1F1 X Fc
Y24 (A T - 1)
(3.77)
- NQTQFQ X Fc
12 ==

24 To(ry -7 — 1)
onde 7, corresponde ao vetor de estado da cavidade. O sistema de equagoes € obtido

a partir da lei de conservacao de correntes vetoriais: L+1L=0 A pseudo-corrente
pode ser obtida através da relagao
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K(z) = —i tanha I - é5. (3.78)

Note que a média que aparece na eq. (3.75) é substituida pelas regras da teoria de
circuitos correspondendo a uma aproximacao semi-classica.

3.3.1 Cavidades Acopladas por Juncoes de Tunelamento

Para o caso de uma cavidade cadtica acoplada a guias por jungoes de tunela-
mento (77, Ty << 1) as correntes vetorias do circuito, eq. (3.77), sdo dadas por:

= N,T}

]1 = 5 ’Fi X Fc,
(3.79)
> NoTp
[2 = T9 X Te.
2
Da lei de conservacao de corrente:
N1T1F1XFC+N2T2F2XFC =0. (380)

Considerando por conveniéncia o caso no qual os guias sao simétricos Ny = Ny =
N, propomos o seguinte ansatz:

Fc == A(Tl Fl —|— T2 FQ) . (381)
Da condicao de normalizacao do vetor 7, obtemos A:

1

= . (3.82)
VT2 + T3 + 2T Ty cosh 2x
O vetor de estado da cavidade é portanto:
Ty + Ty
7, = 1Nt et . (3.83)
VT? + T3 + 2T\ Ty cosh 2z
Substituindo a eq. (3.83) na expressao da corrente vetorial I;, obtemos:
— N o .
[2 = ?A T1T2 ro X Ty, (384)
Py X 7 - 65 = 2i cosh®x .

Substituindo a eq. (3.84) em (3.78) obtemos:
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. NT1 T2 sinh 2x
2\/T? + T2 + 2T, Ty cosh 2z

Esta expressao coincide com o resultado da teoria de circuitos escalar [54].

K(x)

(3.85)

3.3.2 Cavidades Acopladas por Barreiras Simétricas

Para o caso onde a cavidade estd acoplada aos guias por barreiras simétricas
(Ty = Ty, = T), as corrente vetoriais do circuito sdo dadas entao por:

N NT 7?1 X ’I’_’;
Y24 T(R T 1)
(3.86)
= NT 7?2 X ’I’_’;
IQ == = = .
2+T(T2'7’C— 1)
Da lei de conservacao temos:
771 X ’l?c 772 X ’l?c
= 0. 3.87
2 TR 1) 24T 1) (3.87)
Tentamos agora o seguinte ansatz:
Te = A(Ty +173) . (3.88)
Da condicao de normalizacao de 7, obtemos:
Aot (3.89)
~ 2coshz’ '
Temos entao:
s 71+ 75
< 2008hx7 (390)
Ty T, = coshx; 75 X7, -é3 = icoshux.
Finalmente de (3.90) podemos calcular a pseudo-corrente:
NT sinh
K(z) e (3.91)

- 2+ T(coshz — 1)’

que também coincide com o resultado da teoria de circuitos escalar obtido por Borba
[54].
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3.3.3 Cavidades Acopladas por Barreiras de Transparéncia
Arbitraria

Apoés termos atacado casos particulares do nosso problema nas subsegoes an-
teriores, vamos agora abordar problema mais geral que é a cavidade cadtica acoplada
a guias assimétricos por barreiras de transparéncia arbitraria. Nosso ponto de par-
tida como sempre é escrever as correntes vetorias que representam nossos conectores.
A figura (3.2) mostra um esbogo deste circuito

“r e o ) r

G I G I G
1 1 c 2 2

o—{ | @

Figura 3.2: Vemos a representacao da teoria de circuitos matricial para um ponto
quantico acoplado a guias por barreiras de transparéncia arbitraria.

]—' . N1T17?1 X’l?c
YT R - 1)
- NQTQFQX’FC

I, =

24 (R T — 1)

Pela lei de conservacao de corrente no circuito temos que

N{T 7y X T NoTors X T
EELERARE T 1 Zanr Im— (3.92)
24T (M To—1) 24 Ty(ry 7. — 1)
Escrevemos 7. da seguinte forma
T = A7+ Ay 7y . (3.93)
Da normalizagao de (3.93), obtemos
A3+ A3 +2A,Ascosh2r = 1. (3.94)

Calculando produtos internos da equagao (3.93) usando o vinculo 7 - 7 = cosh 2z
obtemos
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-7, = Ay + Ay cosh2x,
{ Fo 7, = Ay + A; cosh2z (3.95)
Substituindo a eq. (3.95) em (3.92) resulta em
NlTlAg _ N2T2A1 (3 96)
2+ T (A1 + Ay cosh2x — 1) 2+ Ty(Ay + Ay cosh2z — 1) '
Apés algumas manipulagoes algébricas em (3.96) obtemos a equagao
T1T2 [(Nl - Ng)AlAQ cosh 2x + NlAg(Ag - 1) + NQAl(Al - 1)] + (3 97>
+2 (NlTlAQ — NQTQAl) = 0. '

Para obter a pseudo-corrente devemos primeiro calcular o seguinte produto misto

Fy X T+ é3 = 20 Ay cosh®x. (3.98)
Temos entdo, usando (3.78)
N2T2A1 sinh 2x
K = .
(z) 2+ T5(As + Aq cosh2x — 1)

Em suma, a equacao (3.99) juntamente com o sistema de equagdes abaixo,
sao as equagoes da teoria de circuitos que devemos resolver.

(3.99)

A+ A3+ 2A1A5cosh2x = 1,

T1T2 [(Nl — NQ)AlAQ cosh 2z + NlAQ(AQ - 1) + NQAl(Al — 1)] +
+2 (NlTlAg - N2T2A1> == 0 .
(3.100)
Resolvendo a eq. (3.100) para x << 1, obtemos a seguinte expansao para K (x)

GGy GiGa(3(GITy + GITy) ~2AGE + GY) , GG
G1 + Gs 3(G; + Go)" 15
{2(@*(; +G8) — 18(G1G3 + GoGS) + 15(T1 (1 — TGS + To(1 — To)GE)—
—30(T2G G5 + T2GoGY) + 40G3GS + 45(Th GG + TYG1GS) —
—60(G3G3Ty + G3G3TY) + 9OG§G§)T2T1} /(G + Go)T2® + O(x7)
(3.101)

K(x) =
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A expansao (3.101) é idéntica a da eq. (3.59). Fizemos uma verificacdo us-
ando computacao algébrica até termos de ordem 18. No préximo capitulo faremos a
comparagao entre os resultados obtidos pelas duas formulagoes da teoria de circuitos
de Nazarov com a teoria de circuitos escalar.

3.4 Teoria de Circuitos Matricial para Sistemas
NS

Nazarov [55] ainda em 1994 estende sua teoria de circuitos para o calculo
da condutancia em uma estrutura hibridas feita de metal-normal em contato com
um ou mais condensados supercondutores através das equacoes quase-classicas de
supercondutividade de nao-equilibrio escritas em termos de fungoes de Green de
Keldysh matriciais. Através da analise destas equagoes em elementos finitos Nazarov
obtém uma série de regras para sua teoria de circuitos estendida para sistemas NS.
Apos a formulagao, Nazarov aplica sua teoria de circuitos em dois casos simples
(vejaref. [55]): o primeiro quando uma juncao de tunelamento estd em série com um
condutor e um segundo caso, quando temos duas jungoes de tunelamento conectadas
em série. Apos esta aplicacao inicial Nazarov discutiu o caso em que um metal
normal encontra-se conectado a dois supercondutores com parametros de ordem de
fases distintas por meio de jungoes de tunelamento. Neste caso, observa-se uma
caracteristica interessante da condutancia NS que é uma forte dependéncia com a
diferenca das fases dos supercondutores. Isto é conseqiiéncia do fato de que o elétron
da regiao normal nao sofre reflexao apenas por um supercondutor mas por ambos
supercondutores. Uma revisao sobre diversas aplicagoes da teoria de circuitos de
Nazarov em sistemas NS pode ser encontrada na ref. [56].

Em 2005 Vanevi¢ e Belzig [57] utilizando um método similar ao desenvolvido
por Bulashenko [53] para sistemas normais, apresentado nesta dissertacao no capitulo
3, calcularam a funcao geratriz dos cumulantes para uma cavidade cadtica normal
acoplada a um reservatorio normal e a um reservatério supercondutor por guias as-
simétricos. O acoplamento entre a a cavidade e os guias é feito através de contatos
ideais. Obtendo um conjunto de equagoes mais gerais do que o obtido por Bu-
lashenko [53], Vanevi¢ e Belzig, conseguiram encontrar analiticamente a expressao
para a fungao geratriz de cumulantes do problema para temperatura finita e estu-
daram a partir desta funcao os trés primeiros cumulantes da estatistica de contagem.
Em particular no limite de baixas temperaturas eles obtém a seguinte expressao para
a condutancia G yg adimensional
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N; + N.
Gns = (N} + N,) (1 — %) : (3.102)
onde
q¢ = V(Ny+ No)2 + 4N, N, . (3.103)

Vamos obter esta mesma expressao no proximo capitulo utilizando a teoria de cir-
cuitos escalar.
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Capitulo 4

Teoria de Circuitos Escalar

Apresentamos neste capitulo uma extensao da teoria de circuitos [39] que tem
como ponto de partida o modelo-o nao linear supersimétrico. A grande vantagem
desta abordagem, denominada teoria de circuitos escalar, em relagao ao formalismo
de Nazarov, é a possibilidade de tratar sistemas quanticos cadticos abertos com
razoavel rigor mateméatico. Em particular a inclusao de barreiras de transparéncia
arbitraria é feita de forma exata através do modelo de Mahaux-Weidenmiiller. Um
resultado recente particularmente relevante foi a demonstragao da equivaléncia entre
os resultados obtidos via teoria de circuitos escalar [58] e o método digramatico
desenvolvido por Beenakker e Brouwer [59], para o estudo de cavidades cadticas
acopladas a guias por barreiras.

Nosso primeiro objetivo neste capitulo é mostrar a equivaléncia entre a teoria
de circuitos fenomenoldgica do capitulo anterior e a teoria de circuitos para cavidades
acopladas a guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Depois utilizaremos a
teoria de circuitos escalar para o calculo da condutancia G yg em um sistema NS.
Nosso objetivo com este cédlculo é observar a transi¢ao gradual entre o regime de
tunelamento sem reflexdo e o regime de tunelamento com reflexao. O regime de
tunelamento sem reflexao foi observado por Beenakker et. al. [60].

4.1 Conceitos Basicos

A teoria de circuitos escalar, da mesma forma que a teoria de Nazarov, con-
siste em dividir a amostra em elementos finitos denominados conectores e nds e
representar os caminhos de conducao de carga eletronica através de uma rede interli-
gada na qual as leis basicas de conservacao podem ser implementadas localmente de
forma muito simples e conveniente. Devido a coeréncia da fungao de onda eletronica
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a teoria de circuitos nao pode ser formulada em termos de um potencial eletrostatico
real responsavel pela diferenca de voltagem no sistema uma vez que estes potenciais
nao podem ser definidos localmente ao longo do circuito. Por isto a teoria de circuito
¢é formulada em termos de um potencial complexo ficticio cujo valor é especificado
nos terminais do circuito e gera uma corrente ficticia denominada corrente espectral,
que tem a seguinte definigao [39]

il Tp, SIN @ .
1(¢) _;<1—Tn sin2¢/2> = sin¢ F(¢), (4.1)
onde 7, sao os autovalores de transmissao correspodentes aos /N canais de propagacao
da amostra e ¢ é o potencial complexo ficticio especificado nos terminais do circuito.
Curiosamente esta forma escalar para a corrente espectral aparece também numa das
versoes da teoria de Nazarov [37]. Naref. [39] esta expressao ¢ deduzida diretamente
do modelo-o nao linear supersimétrico. Seja

N
pr) =Y (6(r—m)) (4.2)
n=1
a densidade média de autovalores de trasnmissao. Podemos relacionar p(7) com
F(¢) da seguinte forma:

_ [ 7 p(7)
F(¢) —/0 dTm- (4.3)

A lei de conservacao de corrente espectral que vamos utilizar é o resultado de um
teorema enunciado e demonstrado na ref. [39]. (Para uma deducao mais detalhada
deste teorema ver refs. [54] e [61]).

Sejam 61, 0y, ..., 03 os potenciais complexos nos nés de uma rede, entao a
corrente espectral I; ;(A#f; ;) descreve a relagio corrente-voltagem entre os conectores
(7, 7). A lei de conservagao de corrente espectral é dada por:

[(8) = Ip1(6—0:) = Lia(0r — 02) = .. = Inparsa (Onr)- (4.4)

Nas préximas segoes usaremos este resultado para determinar p(7) em diversas
situacoes.
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4.2 A Densidade Média de Autovalores de Trans-
missao

Nesta segdo vamos inverter a relagdo (4.3) e obter uma expressao para a
densidade de autovalores de transmissao em termos da corrente espectral. Considere
a seguinte fungao auxiliar:

h(z) = /0 LT T (4.5)

1—z7

Em termos de h(z), F'(¢) pode ser escrita como

F(¢) = h(sin?¢/2). (4.6)

, com n — 0T, temos:

h( ! ):AldT/—(Tiin)p(T/). (4.7)

T T—T7 %1in

Fazendo z = (1 £ in)~!

Usando a seguinte identidade em (4.7):

T— 71 £40* T—T

onde g indica o valor principal de Cauchy, obtemos entao:

L p( ! ) T ind(r — 1), (48)

h (T —1¢o+) _h (T +1¢o+) _ /0 et o 2mis(r — . (4.9)

Resolvendo a integral obtemos uma expressao para a densidade média de
autovalores de transmissao

pr) = 27;'72 {h (7’ —1¢0+) -h (7’ +1z'0+>] ! (4.10)

o) = ——gm{n=)| 1 (111)

40t
Quando o condutor mesoscopico é conectado a um supercondutor, as pro-
priedades eletronicas do condutor sao modificadas devido aos efeitos de proximi-
dade. Os efeitos de proximidade nesta escala sao resultado da reflexao de Andreev

ou ainda,
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na interface NS. Em analogia ao condutor normal, as propriedades de transporte
no regime mais interessante, que corresponde a energias bem abaixo do potencial
de emparelhamento do supercondutor, podem ser representadas de forma simples
em termos dos autovalores de reflexao de Andreev {r,}. Os {r,} s@o autovalores
do produto de matrizes r;erhe, onde 7. é a matriz de reflexdo de Andreev. Para
baixas energias, F << FErpnouess, onde a energia de Thouless ¢é tipicamente o in-
verso do tempo de escape da particula, os autovalores de reflexao de Andreev estao
relacionados com os autovalores de transmissao do lado normal pela expressao [62]:

7_2

Gor) (4.12)

Obtivemos esta férmula através da teoria de matriz-S no primeiro capitulo
desta dissertagdo (ver por exemplo expressoes para a condutancia e poténcia do
ruido de disparo NS, egs. (1.77) e (1.79) respectivamente). A expressao (4.12) nos
fornece uma relacao direta entre a densidade de autovalores de reflexao de Andreev
e a densidade de autovalores de transmissao. Um estudo desse assunto para outras
escalas de energia onde a densidade de autovalores de reflexao de Andreev depende
da energia foi recentemente feito por Nazarov et al. [63]. Nesta dissertacdo vamos
trabalhar no regime onde a férmula de Beenakker, eq. (4.12), é vélida.

Ty =

4.3 Momentos dos Autovalores de Transmissao e
Autovalores de Reflexao de Andreev

Nesta secao definiremos os momentos da distribuigao de autovalores de trans-
missao em funcao da corrente espectral, para o caso normal e momentos dos auto-
valores de reflexao de Andreev para sistemas NS. Estes momentos estao diretamente
relacionados com observaveis conforme veremos adiante.

Caso Normal

Neste caso a forma geral dos momentos dos autovalores de transmissao é:

1
G = / dr 7" p(T) . (4.13)
0
De (4.13), temos

go = N = /0 drp(T), (4.14)
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onde N é o nimero de autovalores de transmissao. Para o primeiro momento temos

o= [ dreotr) = £, (415)

que coincide com a féormula de Landauer para a condutancia adimensional. Para o
segundo momento temos

! 2 OF
g2 = /0 drr’p(T) = (simb@_cb) LS:O. (4.16)

As expressoes de g; e go estao relacionadas com a poténcia do ruido de disparo
adimensional pela relacao:

Esta expressao (4.17), foi deduzida primeiramente na ref. [64] utilizando a teoria de
matriz-S.

Caso NS

Para sistemas hibridos normal-supercondutor, a expressao geral para os momentos
dos autovalores de reflexao de Andreev é dada por:

g = /01 dr ™ p(r) = /01 dr (ﬁ)mp'(f). (4.18)

O primeiro momento, fica

1 2
o T oy _ 10F
s = [ ar gt = 55, (4.19)

Nas refs. [65] e [66] os autores obtem a rela¢ao entre o momento, eq. (4.19),
e a condutancia Gyg:

oF
Gs = 2005 = 5| . 4.20
NS INs 96 lg—= ( )
O segundo momento dos autovalores de reflexao de Andreev é dado por
1 2 2 3
& _ [ g (T gy = L2 ‘ F 421
o= [ (=) #0 = 55 (sams) | F@- a2
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Como vimos no capitulo 1, de Jong e Beenakker [33], utilizando a teoria de matriz-S,
obtiveram uma expressao para a poténcia do ruido de disparo, eq. (1.79), para um
sistema NS em termos dos autovalores de transmissao do lado normal. A expressao
em termos dos momentos dos autovalores de transmissao fica

1/ 1 9\
Pys = A(gys — gns) = 26ns — 3 <ma_¢) L F@). ()

2

4.4 A Pseudocorrente K(z)

Em algumas situagoes sera mais conveniente trabalhar com uma pseudocor-
rente K (x) ao invés da corrente espectral. Efetuando a seguinte mudanca de varidvel,
7, = 1/ cosh® ,,, podemos escrever a corrente espectral, eq. (4.1), da seguinte forma:

= sing Z <smh Ty, + cos? ¢/2> (4.23)

Seja ¢ = m — 2ix, entao

i
= —I(m—2ix) = =sinh?2 : 4.24
I(@) 2 (m = 2iz) sm xz <smh & — sinh? zn> ( )

Definindo a densidade média da variavel z como

N
v(z) = (6(z —x)) (4.25)
n=1
podemos escrever a eq. (4.24) da seguinte forma,
L. * v(z')
J = —sinh 2 dx’ : 4.26
(z) 2 i x/() v sinh? z — sinh? 2/ ( )
e portanto
2 .
v(z) = %Im{J(x —i0™)}. (4.27)
A relacao entre v(z) e p(7) é obtida notando que:
dr 2sinhz
dr = v(x)dz _‘ e 4.2
plr)r = vlapde;  |T7] = 2 (1.29
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e
1 1—
coshx = 7 ; sinha = - T (4.29)
Portanto
v(z)
= ——" ) 4.30
p(T) 271 — 7 lz=cosh= ' 1/y/7 ( )
A pseudocorrente é definida como:
1 . X
K(w) = S1(~2ix) = J (:p - 25) , (4.31)
logo
smh 2 & sinh 2x
K(x) = = H(x). 4.32
(@) nZ::I < cosh 2z + COSh 2z, > 2 (@) (4:32)
Em termos de v(z) temos,
= v(y)
H =2 d . 4.33
(z) /0 ycosh 2x + cosh 2y ( )

A densidade v(x) pode ser obtida diretamente da pseudocorrente através da seguinte
expressao:

U(z) = %Im{K (c+im/2 — i0*)} (4.34)

A pseudocorrente K (x) satisfaz uma lei de conservacao semelhante aquela obedecida
por I(¢):

K(z) = Kou(x —y1) = Kio(y1 —v2) = . = Knyyar(ym) (4.35)

a eq. (4.35) diz que a pseudocorrente criada devido a queda de tensdo nos nés do
circuito em cada conector que conecta um reservatorio e um né do circuito ou dois
nés do circuito é igual em todos os conectores. A figura (4.1) representa a lei de
conservagao (4.35).
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MM+1

Figura 4.1: Conservacao da pseudocorrente K (z) em um circuito arbitrario.

4.5 Conexao com a Estatistica de Contagem de
Carga

No capitulo 2 obtivemos a funcao caracteristica da estatistica de contagem
em termos dos autovalores de transmissao, eq. (2.141). Para temperatura nula
temos

S(A) = =M Y In[l+7,(e™ - 1)] (4.36)

n=1

Podemos reescrever esta equacao em termos da densidade p(7)

1
S(\) = —M/ drp(T)In[l + (e — 1)]. (4.37)
0
Os cumulantes da estatistica de contagem sao definidos por:
L OS(N)
!
e w3
Definindo a funcao:
LO0S(N)
A) = 4.
o =i, (1.39)
e substituindo a eq. (4.37) em (4.39), obtemos:
Lo Tp(r)e
AN =M [ dr————. 4.4
o) = M [T (1.40)

Fazendo as seguintes mudancas de varidveis:
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e = cosh’z, (4.41)
e
1
T = —, 4.42
cosh? 2/ ( )
obtemos:

v(x') cosh® x

x) =M dx’ . 4.43
a(w) /0 cosh? / + sinh? © ( )
Multiplicando a tltima expressao por taﬁx ficamos com
tanh x e v(x')
= sinh 2 dx’ . 4.44
M alw) = sin x/o ¥ cosh 247 + cosh 2z ( )

Comparando a eq. (4.44) com (4.32) obtemos a expressdo que conecta a
teoria de circuitos escalar com a estatistica de contagem de carga desenvolvida no
capitulo 2:

K(a) = g

(4.45)

ei* =cosh? z

4.6 Aplicacoes Simples da Teoria de Circuitos Es-
calar

Nesta secao vamos obter a pseudocorrente de alguns sistemas simples. Apds
este cdlculo utilizaremos K (x) para obter alguns observéveis, como por exemplo a
condutancia normal e NS. A figura (4.2) representa o circuito que corresponde a um
ponto quantico conectado a guias por barreiras de transparéncia arbitraria na teoria
de circuitos escalar.

4.6.1 Ponto Quantico Cadtico Conectado a Guias por Con-
tatos Ideais

As pseudocorrentes em cada conector desse circuito sao dadas por:
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Figura 4.2: Representacao de um ponto quantico ligado a dois guias por barreiras

de transparéncia arbitraria.

inh 2
Ki(z) = N sinh 2z

——————— = N;tanh
Ycosh 2z + 1 Lt %,

Ky(z) = Nytanhx.

Da lei de conservagao da pseudocorrente, eq. (4.35), temos:

K(z) = Ki(vr —y) = Ky(y) = Nytanh(z —y) = Nytanhy.

Utilizando a identidade abaixo:

tanh x — tanh y

tanh (z —y) =
anh (v = y) 1 — tanhz tanhy’

introduzindo novas varidveis:

¢ = tanhy; 0<E<1,
n =tanhz; 0<n<l1,
a = NQ/Nl,

e substituindo as equagoes (4.48) e (4.49) em (4.47) obtemos

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)
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n—=_§

=al=an®— (1+a)+n=0. 4.50
T né E=ang” — (1+a)§+n (4.50)
As raizes de (4.50) sao:
_1+a _ B 4an?
&= S [1 i\/A} A=l-grs (4.51)

Substiuindo a eq. (4.51) em (4.47) obtemos:

Ny + N.

Ki(z) = Noby = 5 2 cothz [1 + \/1 — tanh®(z) tanh?(zo) | ,

. (4.52)
an
(14+a)?"

tanh?(zo) =

O critério para escolher a raiz fisica do problema, consiste em identificar qual das
duas produz a expressao correta para o primeiro cumulante, cuja férmula pode ser
obtida independentemente.

Calculo de Observaveis

Os momentos dos autovalores de transmissao, em termos de v(x), sdo dados

G = /0 Oy (4.53)

cosh?™ z

por

A funcdo H(x), eq. (4.33), para este exemplo é dada por:

N+ N,

Hfz) = 2sinh’ z

{1 + \/ 1 — tanh®(z) tanh®(zo) | . (4.54)

a) Em termos dos momentos dos autovalores de transmissdo a condutancia
normal adimensional é

= vly)dy
¢=a /0 1 4 cosh 2y (4.55)

Escrevendo a expressao acima em termos da funcao H(x), eq. (4.54), temos
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G = H(0) = i

= —. 4.56
Ny + N, (4.56)

Note que podemos adicionar as resisténcia de contato neste regime, ou seja

11
G'= —+—

. 4.
NN (4.57)

A raiz que produziu a expressao correta para a condutancia foi a £_ e portanto
temos H(z) = H_(x).

b) A poténcia do ruido de disparo normal é dado por

1 0
P=g—g=H0+ (Sinh2x%)

H(z). (4.58)

=0

Apés o calculo da derivada da expressao acima obtemos:

N2ZNZ
P=_—_12_ 4.59
(N7 + Ny)3 (4.59)
c) A condutancia NS em termos de H(x) é dada por:

o dy i (OH(x)
€ :2“):2/ vl)dy _ i 4.60
o Ins o cosh’2y 2 Oz o=ir /4 (4.60)

O célculo da expressao nos leva a seguinte férmula:

Ni + N.

Gns = (N1 +Ny) |1— (W + o) : (4.61)
V/N? + N2 + 6N Ny

que concorda com a eq. (3.102) obtida através da teoria de circuitos de
Nazarov.

d) A poténcia do ruido de disparo NS ¢ dado por

H(z). (4.62)

x=in/4

Pxs = 4(gns, — gvs,) = 2Gs + = )
NS = HINSL T INS) T LUNS T o\ 5o o
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Substituindo aeq. (4.61) em (4.62) e calculando as derivadas de H (z) obtemos:

NZNZ(Ny + Ns)?

Png = 16 .
NS (N2 + N2 + 6N N, )5/2

(4.63)

que concorda com o resultado de Vanevi¢ e Belzig na [57].

4.6.2 Ponto Quantico Conectados a Guias Simétricos por
Barreiras Idénticas

Neste caso temos T} = 15, = T e Ny = Ny = N. A pseudocorrente em
qualquer um dos conectores é dada por

sinh 2z N
jl@) =N )

h h(z— 4.64
cosh 2z + cosh 2« [tanh (2 + @) + tanh (z — o] , (4.64)

onde utilizamos a seguinte parametrizacio T = 1/ cosh® . A lei de conservacio de
pseudocorrente para este problema fica entao:

K(z) = Ki(z —y) = Ka(y). (4.65)
Substituindo a eq. (4.64) em (4.65), obtemos

tanh (r — y + «) + tanh (r — y — a) = tanh (z + «) + tanh (z — a) . (4.66)

Utilizando a eq. (4.48) e a eq. (4.49) em (4.66) obtemos:

(€% =26+ ) (P 4+ (1 -CPmeé—1) = 0; ¢* = tanh®a. (4.67)

A raiz fisica sai do primeiro fator da eq. (4.67):

ne2—264+n =0 = & = cothaz+sinh'z. (4.68)

Para decidirmos qual das duas raizes de (4.68), devemos usar a regra de composi¢ao
de resisténcias em série

1 1 2 2
= (4.69)

R=R +Ry = + = :
! >7 NT, ' NT, Nsech?a N(1-¢?)
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Logo, a condutancia normal é dada por:

1 N )
G=%=50-0. (4.70)

Com o resultado acima encontramos a raiz fisica do nosso problema

G =H0) = ¢=¢ =cothe —sinh™'a. (4.71)

Substituindo a raiz (4.71) na expressao da pseudocorrente obtemos:

NT sinh z(coshx — 1)

K = . 4.72
(@) sinh?2 — (1 — T)(coshz — 1)2 (4.72)
Da expressao (4.31) temos que
_ oy 2 [(1 — ¢?)sinhz + (1 + ¢?)]
J(z) = K(z+in/2) = N(1 —(*)coshz 1 (1 ol (4.73)
Substituindo a eq. (4.73) em (4.34) obtemos a densidade
o) = 2N  T(2—-T)coshz (4.74)

7T A1 —T)+T2cosh’z’
Finalmente, substituindo a eq. (4.74) em (4.30) obtemos a densidade autovalores de
transmissao:

N T(2-T)

T /A n2+a1 -1’

Relagao com Observaveis

p(T) (4.75)

Apresentamos abaixo uma breve lista de expressoes para observaveis de trans-
porte comuns.

a) condutancia normal

N
G=H0) =501-¢). (4.76)
b) poténcia do ruido de disparo normal
1 0 N
0=+ (Sinh 2x 81‘) =0 () ] ( ¢) (4.77)
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c) condutancia NS

1-¢)(3+2v2-0) .

— 2+ va)N'

i 8H(m))
Gre = — 4.78
NS 2 ( ox r=im/4 (3+ 2\/§+C2)2 ( )
d) poténcia do ruido de disparo NS
1 19y

FPrs = 2Gns + 3 <2 sinh 2z %) x:m/4H(x)’

N1 —=¢H[(17T+12v2 = (?)? — (8 4 6v/2)%¢?
poo = NL=¢) [T +12V2 - (P — (8 4 6vDCt]. .

2v2 (34 2v2+4 ()

4.7 Teoria de Circuitos Escalar para Barreiras de
Transparéncia Arbitraria

Nesta secao aplicaremos a teoria de circuitos escalar para uma cavidade
balistica caotica acoplada a guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Esta
secao sera dividida em duas partes: na primeira estudaremos o caso normal, onde
mostraremos a completa equivaléncia desta teoria com a que foi apresentada no
capitulo 3 e na tultima parte analisaremos o sistema NS, onde utilizaremos a teoria
de circuitos escalar para calcular a condutancia G'yg. Os resultados serao analizados
através da interpretacao microscopica dos efeitos de proximidade.

4.7.1 Cavidade Acoplada a Guias por Barreiras de Transpa-
réncia Arbitraria: Caso normal

Utilizando a parametrizacio T; = 1/ cosh? a; para a transparéncia das bar-
reiras, onde ¢ € {1, 2}, as pseudocorrentes nos guias sao dadas por:

Ki(z) = %[tanh (2 + n) + tanh (z — ar)]

(4.80)
N.
Ky(z) = {[tanh (x 4+ ag) + tanh (z — ag)] .
Da lei de conservacao da pseudocorrente, temos:
K(z) = Ki(z —y) = Ka(y), (4.81)
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0 que resulta em
Ny
tanh (z —y + a1)+tanh (z —y — aq) = F[tanh (y + ag) +tanh (y — as)] . (4.82)
1
Utilizando a identidade (4.48) na expressdao acima obtemos
tanh (v 4+ o) — tanhy tanh (r — ;) — tanh y
1 —tanh (x + o) tanhy 1 — tanh (x — ;) tanhy
(4.83)
& tanh y + tanh ay tanh y — tanh ay
N |1+ tanhytanhas 1 — tanhytanh as
Introduzindo as novas varidveis
¢ = tanhy; n = tanhx,
(1 = tanhay; ( = tanhasy, (4.84)
a = Ng/Nl,
vemos que
n+G n—=a
tanh (z + @) = ———; tanh(z —ay) = . 4.85
@) = 5ok tanh (- o) = L (1.85)
Substituindo a eq. (4.85) em (4.83), obtemos a seguinte equagao quartica:
Ty(1 = To)ng* 4+ {[aTy + Th(1 = )] n* + To(1 — Ty)aTy (1 — To) } §°—
(4.86)
—T1T2(1 -+ 2(1)77£2 —+ {[Tl —+ CLTQ(l — Tl)] 7]2 -+ T1 —+ CLTQ}g - T17] =0.
A pseudocorrente do sistema em termos das novas variaveis é dada por:
15§
K(z) = Ng—m—————— . 4.87
(o) = Mo, e (457

A equagdo acima para a pseudocorrente K(x) e a equacao qudrtica para
€, eq. (4.86), formam o conjunto de equagoes da teoria de circuitos escalar que
devemos resolver. Formalmente elas correspondem a equacao do ponto de sela do
medelo-o nao-linear supersimétrico. A simplicidade desse conjunto de equagoes deve
ser contrastada com os conjuntos de equacoes acopladas obtidas no capitulo anterior
através da teoria de circuitos de Nazarov (ver conjunto de equagoes (3.58) e (3.100)).

Para © << 1 obtemos a seguinte expressao para K(z):
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N1N2T1T2 1
K(z) = —f2lif2 ——NNTT[—2N3T3 N3T?
(z) N1T1+N2T2x R (NPT + Ny T5)+ (4.88)

F3TVTH(T2N? + TgNg)} J(N\Ty + NoTp)* 2% + O(29).

A expansao (4.88) foi comparada com as expansoes obtidas via teoria de circuito de
Nazarov, egs. (3.59) e (3.101), onde observamos uma completa concordancia entre as
expansoes até ordem x'®. Podemos portanto concluir que existe uma forte evidéncia
para uma completa equivaléncia entre as duas teorias de circuitos apresentadas nesta
dissertagao. A teoria de circuitos escalar tem a vantagem técnica de apresentar
uma estrutura escalar nas equacgoes de circuito, enquanto a de Nazarov possui uma
estrutura matricial (ou vetorial) irredutivel.
Para a fungdo H(x) temos que

K(LU) _ N2T2£
sinhzcoshx  sinhxcoshz(l 4 (Tp — 1)&2)

Inserindo a eq. (4.88) em (4.89) obtemos a seguinte expressao para a condutancia

H(z) = (4.89)

ab

G =H(0) =N 4.90
0) = N2, (1.90)
onde utilizamos a seguinte parametrizacao para as barreiras: T} = 0T e Ty = T.
A potencia do ruido de disparo é dada pela expreesao abaixo:
1/10 abT[(a + b)(a® + b%) — b(a® + b*)T]
P=G+-|-—H = N . (491
T3 (:c ox (1’)) 2=0 ! (a+b)* (4.91)

Para o calculo da densidade de autovalores de transmissao é conveniente
trabalhar diretamente com a lei de conservagao de corrente espectral:

I(¢) = Li(¢—0) = L(0). (4.92)
As correntes nos guias sao dadas por

2NT; tan6/2

I,(0) =

10) = 73 (1—T1)tan26/2"

(4.93)

2NT,tan /2

L (0) L)

T 1+ (1-Ty)tan26/2
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A relagao entre a corrente espectral e a funcao J(z) é dada pela seguinte expressao:

() = %I(@L’:ﬂ_m | (4.94)

De J(x) obtemos v(z) através da relagao
2
v(z) = =Im {J(xz —i0")} (4.95)
T
Para ¢ = m —2iz e 0 = 7 — 2iy temos,
tan¢/2 = —icothx; tanf/2 = —icothy. (4.96)

Substituindo a eq. (4.96) em (4.92) obtemos a seguinte equagao quartica:

Tl(l — Tg)?’]ﬁ4 —|— {[2T2T1 — T2 — Tl] 772 —|— T2 — Tl —|— T1T2} ﬁ3—

(4.97)
=3I +{(1+ L)y +T1 — T + ToTh} f —Tin = 0,
onde n = tanhz. A expressdo para J(x) é
NT,[3
= ) 4.

7@) 1—(1-13)p (4.98)

Para T}, T, << 1 a equagao (4.97) pode ser fatorada da seguinte forma:
(B> =D+ (T =T — (Ta + T3 +nTh] = 0. (4.99)

Do segundo fator da equacao acima, obtemos a raiz desejada. Para T} = T, = T
temos

B =mn+iy/1—n2 = tanhz +icosh 'z (4.100)
Substituindo (4.100) na expressao (4.98) e tomando a parte imaginaria deste resul-
tado obtemos:

NT
v(x) = ——coshzx (4.101)
T
Para T} # T, obtemos:
ONT,T: inh T, —T5\°
v(z) = 172 el ; tanh®zp = < ! 2) . (4.102)
m(T1 + 1) \/tanh® z — tanh® 2, T+ 1
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Substituindo a expressdo acima na eq. (4.11) obtemos a densidade de autovalores
de transmissao

( ) 2NT1T2 1 47—‘17—‘2
T) = DT = e
A R )y " ([T T

(4.103)

4.7.2 Cavidade Acoplada a Guias por Barreiras de Transpa-
réncia Arbitraria: Caso NS

Nosso objetivo nesta secao é calcular via teoria de circuitos escalar a con-
dutancia NS de uma cavidade balistica cadtica conectada a guias por barreiras de
transparéncia arbitraria. Para esse cdlculo é conveniente trabalhar com a corrente
espectral e sua respectiva lei de conservagao. A expressao (4.20) da condutancia em
fungao da funcao F'(¢) é dada por

or
B 8—¢‘¢=g

Implementando a seguinte mudanca de variavel ¢ — ¢+ /2, a expressao para Gyg
fica,

Gns

oF
Grs = 2| . 4.104
NS = 55 e ( )
A lei de conservacao de corrente espectral neste caso fica:
Ip+7/2) =sin(p+7/2—-0)Fi(p+7/2—-0) = (4.105)
= sinfFy(0) = sin (¢ +7/2)F(p+ /2 — 0) ‘
Da eq. (4.105), temos:
NiTysin (¢ +7/2 — 0) NyTysin 6
— = — . (4.106)
1 —Tysin" (¢/2+7w/4—0/2) 1 —T5sin“6/2
Apbés algumas manipulagoes trigonométricas em (4.106), obtemos:
2aT; tan 02 2T tan (¢/2 +7/4—0/2) (4.107)

1+ (1—Tp)tan?0/2 1+ (1—Ty)tan (¢/2 + x/4 — 0/2)

Definindo novas varidveis no problema:
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£ =tanf/2; n = tan(¢/2+ 7/4), (4.108)

podemos escrever

n—¢

tan (¢/2 +7/4—0/2) = TS (4.109)
Substituindo a eq. (4.108) e a eq. (4.109) na eq. (4.107), obtemos:

1+ (1-T) (1492 +0-T)0n—&)?
Da eq. (4.110), obtemos a seguinte equagao algébrica de quarto grau:
Ti(1 = To)n'e* + [(aTy — Ti(1 — To))n? + aTo(1 — Th) + Ty (1 — Ty)]€3 +

—|—(1 + 2&)T1T27’]/€2 -+ [Tl + CLTQ + (G,Tg(l — Tl) — T1)77/2]§ — TlT]/ =0.
(4.111)

Casos Particulares da Eq. (4.111)

e ParaTy = T, = T temos neste caso que a equagao quartica pode ser escrita
da seguinte forma:

¢t + [(a = ) + (14 a)PE + (1 +2a)(1 = C)n'e® +

(4.112)
H(1+a) + (aC® = n"l¢ =7 = 0.
Para guias simétricos (a = 1), temos a forma fatorada
—(€ 426 — ) (= + (= e —1) = 0. (4.113)

e Para T} = 1leT, =T aeq (4.111) neste caso pode ser fatorada da
seguinte forma:

(€ +1)(¢*€* +n'la(l — ¢*) = ¢*Jg? + [a(1 = ¢*) + 1€ —n) = 0. (4.114)
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Vamos agora expandir a eq. (4.111) para ¢ — 0. As varidveis 1’ e £ expandidas em
séries de poténcia de ¢ ficam,

W= 1ot e+ b L oY),
23 (4.115)
£ = A+ Bop+ Cp* + D¢® + O(g4).

Substituindo eq. (4.115) em eq. (4.111), obtemos as seguintes equagoes:

ordem 0: Para o termo independente de ¢ obtemos uma equacao de quarto
grau no coeficiente A da expansao (4.115):

CLTQ(Q - TI)A?’ 4 (1 + 2(Z>T2A2 4 CLTQ(Q - TI)A 1

At _ _
=) -7 T-T) 1-1

0. (4.116)

Multiplicando por 73i(1 — 73) obtemos uma forma vélida também no caso
T = 1.

T (1-Ty) A*+aTo(2—T)) A*+ (14 2a) Ty Ty A* +aTy(2—Ty) A—=T, = 0. (4.117)

ordem 1: Para o termo linear em ¢, obtemos uma equacao linear para o
coeficiente B da expansao (4.115) em termos de A. Isolando B obtemos:

TlA(—Q — CLT2 + ((2 + CL)TQ - 2)A2)

B=— .
4T1(1 — TQ)A3 + ?)CLTQ(Q - Tl)A2 + 2T1T2(1 + 2@)./4 + CLTQ(Q — Tl)
(4.118)
Expandindo F(¢), eq. (4.105), para ¢ pequeno, obtemos:
2N 1— (1 — Ty)A? ,
FO) = rro A o et et 0w )] . (4.119)

Substituindo a eq. (4.119) na eq. (4.104) obtemos a seguinte expressao geral para a
condutancia G yg:
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L-(1-T)4 p (4.120)

Gns = 2N2T2(1 T (1= Ty)AzE

que é o principal reultado desta secao.
No caso particular 7} = 1 = T, obtemos da eq. (4.117)

1 1
oLy, (4.121)

a a

A? 4+

as raizes desta equagao sao

—(1+a)+Va®>+6a+1

AL = . 4.122
* 2a ( )
Da eq. (4.118) obtemos
(aA? —1)
= - > 4.123
20A+a+1"’ ( )
substituindo a eq. (4.123) em (4.120) obtemos
1 1
Grs = MtV [ (149 (4.124)

va?+6a+1

que concorda com a eq. (4.61).

Para o caso geral analisamos as raizes da equacdo qudrtica (4.116) através
do método dos resolventes de Lagrange (ver apéndice), que permite escrevermos as
raizes numa forma elegante em termos das raizes ciibicas de uma equacao de terceiro
grau auxiliar. Desta andlise obtemos que a raiz fisica da eq. (4.116) é dada por (eq.
(A.12) do apéndice):

1
Ar = S(=m VUV V), (4.125)

onde, t', t"” e t" sdo as raizes da seguinte equagao cubica auxiliar:

t3 — (3m? — 8n)t* + (3m* — 16m*n + 16n>+

+16mp — 64q)t — (m® — 4mn + 8p)* = 0, (4.126)

e m, n, p e q sao os coeficientes da equacao quartica (4.116),
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( aT2(2 — Tl)

na-1) U

(1 —I—2a)T2
1-T

1
1-— T2 )

Algumas curvas mostrando a dependéncia da condutancia G yg em fungao da
transparéncia da segunda barreira Ty, para T} fixo sdo mostradas na fig. (4.3). Estes
graficos foram obtidos analiticamente apartir da eq. (4.120). Mostramos também
na fig. (4.4) a resisténcia (Rys = 1/Gng) em funcdo de 1/T; para T3 = 0.1.

q:

G
ME 0.4z
n.:2
o_zs
n_z2
0.35
o_15
0.1
0.z
o.0x
0.1
0.z 0.4 n.G 0. 1
TE

Figura 4.3: Condutancia G g em funcao de 75 para alguns valores fixos de Tj.
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Figura 4.4: Minimo de Ryg para T} = 0.1. Este minimo sinaliza uma transi¢ao

gradual entre dois regimes de transporte.

O minimo de Ryg mostrado na fig. (4.4) sinaliza uma transicao gradual entre
o regime de tunelamento sem reflexao e o regime de tunelamento com reflexao. Na
transmissao sem reflexao uma das quase-particulas tunela a amostra de metal-normal
sem sofrer reflexdo. Entao, um processo de transporte que envolve tipicamente duas
particulas como em juncoes NS passar a ser um processo de apenas uma particula.

Beenakker et. al. [60] observaram pela primeira vez este fendomeno em
jungoes NS conectadas por uma barreira de tunelamento. Eles observaram que
a dependéncia da resisténcia Ryg com a barreira era da ordem de 1/T" e nao 1/I'2
como esperado num processo de transporte involvendo duas particulas que é o caso
de uma sistema hibrido NS. Através de uma teoria de escala Beenakker et. al. ob-
servaram que o aumento da desordem estava relacionado com abertura de canais de
tunelamento de autovalores de transmissao proximos de 1. Esta abertura de canais
de tunelamento induzida por desordem foi descoberta por Nazarov [36]. Estes canais
abertos como Beenakker se refere em [24] sdo responséveis pelo regime de tunela-
mento sem reflexao.

Em cavidades cadticas este regime de tunelamento sem reflexao esta rela-
cionado aos estados ressonantes com autovalores de transmissao préximos de 1 de
longo tempo de vida dentro da cavidade. A formagao de estados ressonantes de
longo tempo de vida estao ligados ao fenomeno denominado de aprisionamento de
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ressonancias. Quando a intensidade do acoplamento da cavidade com o exterior
aumenta, as ressonancias dentro da cavidade comecam a se sobrepor e comecam a
interagir fortemente no plano complexo. Para uma valor critico do acoplamento ha
uma reorganizacgao de todo o espectro da cavidade, dando origem a uma bifurcacao
no tempo de vida dos estados ressonantes. Alguns desses estados tornam-se instaveis
com tempo de vida muito curto, ja os estados restantes sao estaveis e tem tempo de
vida longo.

Outro mecanismo eficiente de transmissao se deve a formacao de modos
Fabry-Perot entre as barreiras conectadas a cavidade cadtica. O aparecimento desses
modos ¢ sinalizado pelo aparecimento de uma singularidade do tipo inverso da raiz
quadrada na densidade de autovalores de transmissao. Note que a formacao de
modos de Fabry-Perot entre as barreiras constitui um fenomeno puramente ondu-
latério nao sendo necessario usar a natureza quantica do elétron. Para uma breve
introdugao a este assunto veja ref. [54] e para uma discussao mais avangada veja ref.
[67]. Ambos os fendmenos, aprisionamento de ressonancias e formagao de modos de
Fabry-Perot, devem contribuir para o aparecimento do regime de tunelamento sem
reflexao na jungao NS.

Em 1994 Melsen e Beenakker [68] estudaram este mesmo problema pela
primeira vez. O objetivo deste trabalho era descrever a transicao gradual entre
o regime balistico e o difusivo entre barreiras de transparéncia arbitraria através
de uma férmula fenomenoldgica do tipo Fabry-Perot para os autovalores de trans-
missao, dada por:

7w = (a+bcose,) ™", (4.127)
onde
2-T,—T,
=14 —27= 4.12
o =1+—m—, (4.128)
(1 _ T1>—1/2(1 _ Tg)_l/Q
b =2 4.12
T , (4.129)

e ¢, é a fase acumulada na viagem de ida e volta entre as barreiras. A expressao
para a condutancia G yg obtida na ref. [68] é

cosh 2arq cosh 2ai
Gns = 2N , 4.130
s (cosh? 2a; + cosh? 2a, — 1)3/2 ( )
onde T; = 1/cosh?q;. Esta formula deve ser contrastada com a equagdo (4.120)
obtida através da teoria de circuitos escalar. A eq. (4.130) permitiu a Melsen e
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Beenakker a observagao do minimo da resisténcia Ryg similar, ao obtido nesta tese
através da teoria de circuitos escalar. Para a densidade de autovalores de transmissao
a expressao obtida por eles foi a seguinte

p(t) = 7T—]\77_(b2 2 —(aT —1)*)7t. (4.131)

Esta equacao foi utilizada em [68] como condigao inicial para obter a densidade
de autovalores de transmissao quando é introduzida desordem no sistema através
da insercao de um fio metélico difusivo. Para obter tal densidade eles utilizam a
equacao de escala DMPK que descreve a evolugao da densidade de autovalores de
transmissao quando um pedago infinitesimal de material desordenado é adicionado
ao sistema. A andlise de Melsen e Beenakker sé tem sentido quando T3, Th, << 1,
que é o regime de validade da eq. (4.127) a despeito do argumento apresentado pelos
autores em favor da validade geral de (4.131). Portanto a densidade de autovalores
de transmissao, eq. (4.131), utilizada para o estudo da transi¢do gradual é incor-
reta para outros valores de transparéncia das barreiras. Utilizando a densidade de
autovalores de transmissao correta, obtida através da corrente espectral deduzida
por Macédo em [39], Apolindrio [61], via andlise numérica da teoria de circuitos
escalar fez uma andlise completa da transicao gradual ponto-fio para barreiras de
transparéncia arbitraria.

Mostramos na figura abaixo as curvas de minimo de Ryg no plano T; x Tj
que indicam a transicao gradual entre o regime de tunelamento sem reflexao e o
de tunelamento com reflexdo, obtido através da teoria de circuitos escalar discu-
tida neste capitulo. Os resultados concordam com os obtidos numericamente por
Apolinério para fios de comprimento nulo.
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Figura 4.5: A curva acima representam os minimos de Ryg quando variamos a
intensidade das barreiras.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese estudamos propriedades de transporte em pontos quanticos conec-
tados a guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Estudamos tanto o caso em
que os guias sao conectados a reservatérios de particulas no estado normal quanto os
sistemas hibridos metal-normal-supercondutor quando substituimos um dos reser-
vatérios no estado normal por um supercondutor.

Comecamos no capitulo 1 com uma breve introdugao sobre fisica mesoscépica,
discutindo regimes e propriedades de sistemas mesoscopicos normais e 0s novos
paradigmas relacionados com os efeitos de proximidade resultantes da reflexao de
Andreev na interface normal-supercondutor. Introduzimos neste capitulo também
o formalismo de Landauer-Biittiker para sistemas NS e sua conexao com o formal-
ismo de matriz-S para sistemas normais. Esta conexao levou Beenakker [24] a obter
a condutancia G g e posteriormente a poténcia do ruido de disparo de um sis-
tema hibrido de dois terminais em termos dos autovalores de reflexdao de Andreev.
Estes autovalores de reflexao por sua vez, no limite onde as energias estao bem a
baixo do potencial de emparelhamento do supercondutor, podem ser expressos de
maneira simples em termos dos autovalores de transmissao do lado normal. Dis-
cutimos também sobre as bases das teorias quase-classicas que descrevem a fisica
mesoscopica, que diferentemente da formulacao de matriz-S possuem um carater mi-
croscépico em sua formulacao. Concluimos este capitulo introdutério com um breve
comentario sobre formulagoes baseadas no modelo-o nao linear supersimétrico.

No capitulo 2 tratamos de um topico crucial para o desenvolvimento desta
dissertacao que é a estatistica de contagem de carga para sistemas mesoscopicos.
Comecamos este capitulo utilizando argumentos fisicos intuitivos e andlise combi-
natéria elementar para obter a funcao geratriz de cumulantes de alguns sistemas
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simples. Utilizando o modelo de galvanoémetro de spin-1/2 proposto por Levitov,
Lee e Lesovik [44] implementamos o formalismo das fun¢oes de Green de Keldysh
através de um modelo extremamente simples para obter a funcao geratriz de cumu-
lantes de uma cavidade caodtica acoplada a guias em contato com reservatérios de
particulas. Obtivemos através deste método a férmula de Levitov-Lesovik [44].

Comecamos no capitulo 3 a utilizar o formalismo microscépico desenvolvido
no capitulo 2 para estudar uma abordagem semi-classica conhecida como teoria de
circuitos matricial [36]. Através de uma extensao do método desenvolvido por Bu-
lashenko [53] para o estudo de uma cavidade cadtica acoplada a guias assimétricos
por barreiras de transparéncia arbitaria, obtivemos as equacoes da teoria de circuitos
matricial. Vale salientar que a utilizacao da teoria de Nazarov para o estudo de pon-
tos quanticos cadticos e cavidades balisticas nao foi ainda justificada através de uma
dedugao microscopica rigorosa, sendo portanto neste regime uma teoria puramente
fenomenolégica. Um método vetorial também foi apresentado como alternativa ao
método matricial gerando um conjunto de equagoes equivalentes. Toda esta dis-
cussao preliminar sobre a teoria de circuitos matricial foi feita com o espirito de
preparacgao para o estudo de uma abordagem semi-classica rigorosa complementar
desenvoldida no capitulo 4.

A teoria de circuitos escalar [39] discutida no capitulo 4 tem como ponto de
partida o modelo-o nao linear supersimétrico. Esta abordagem possibilita o estudo
de sistemas quantico cadticos com rigor matematico muito superior ao formalismo
de Nazarov pois fundamenta-se na teoria de matrizes aleatorias e no modelo de
Mahaux-Weidenmiiller. Mostramos a equivaléncia entre a teoria fenomenoldgica do
capitulo 3 e a teoria de circuitos escalar [39] para cavidades cadticas acopladas a
guias por barreiras de transparéncia arbitraria. Posteriormente, utilizamos a teoria
de circuitos escalar em sistemas hibridos metal-normal-supercondutor. Calculamos a
condutancia GG g de uma cavidade cadtica conectada a dois reservatorios de quase-
particulas. Através do minimo na resisténcia NS observamos a transicao gradual
entre o regime de tunelamento sem reflexao e o regime de tunelamento com reflexao,
confirmando os resultados numéricos obtidos por Apolindrio [61]. Este fenomeno
de tunelamento sem reflexao foi observado primeiramente por Beenakker et. al.
[60] no estudo de uma jungdo metal-normal-isolante-supercondutor. Concluimos
que certos mecanismos presentes em processos de transporte coerente ressonante
estao relacionados ao fendmeno de tunelamento sem reflexao em cavidades cadticas.
Apresentamos um diagrama no plano T x 15 que representa esta transicao gradual
entre os ois regimes de tunelamento.

Uma perspectiva imediata de nossos trabalhos seria o calculo dos proximos
cumulantes da estatistica de contagem num sistema NS, como por exemplo a poténcia
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do ruido de disparo. A extensao destes resultados para temperatura e frequiéncias
finitas também é desejavel. Pretendemos também estudar efeitos de interacao e de-
scoeréncia em sistemas NS embebidos em um ambiente eletromagnético através da
teoria de circuitos escalar.
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Apeéendice A

O Método dos Resolventes de
Lagrange

Na segao (4.7.2) deparamo-nos com uma equagao algébrica de quarto grau,
eq. (4.116). Neste apéndice mostraremos um método desenvolvido por Lagrange
em 1770 para obter as raizes de equacoes algébricas de quarto grau. O método
de Lagrange fundamenta-se na uniao da teoria dos polinomios simétricos, teoria
da permutacao e da teoria dos resolventes. Para uma discussao histérica sobre o
método de Lagrange ver ref. [69)].

Considere a seguinte equacao algébrica de quarto grau

a4 mad +nat +pr+q=0, (A1)
cujas raizes sao
(x—a)(x—=b)(x—c)(x—d) =0, (A.2)
das equagoes (A.1) e (A.2) temos

-m=a+b+c+d,
n = ab+ ac+ bc+ bd + cd ,

“p = abe + abd + acd + bed, (4.:3)
q = abed
Considere o seguinte resolvente
S =a+b—c—d = S =atecteb+ed, (A.4)
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onde ¢ = —1 é uma das rafzes da unidade (¢* = 1). Permutando as raizes a, b, c e
d entre si obtemos seis resolventes distintos

Si=a+b—c—d=«a, Si=-a—-b+c+d=—a,
So=a+c—b—d=0p, S5 =-a—c+b+d= -0, (A.5)
S3=a+d—b—c=7v, Sg=—-a—d+b+c= —7.

Podemos construir uma equacao de sexto grau auxiliar, cujas raizes sao os resolventes

exibidos em (A.5)

(y—a)y+a)y—By+8)y—7)y+v) =0. (A.6)

Expandindo e agrupando obtemos

Y= (@4 + )y + (P B+ P+ By — o’ B = 0. (A.7)

Fazendo a substituicao, y? = ¢, ficamos com a seguinte equacao de terceiro grau

= (@ + B+ (2 + a2y 4+ ANt -’ F = 0. (A.8)

Pode-se obter uma relacao entre os resolventes e os parametros m, n, p, ¢ da eq.

(A.1)

a?+ 32 ++% = 3m? - 8n,
a? B2+ a?~yt 4+ 3242 = 3m* — 16nm? + 16n% + 16m p — 64q, (A.9)
a? 3% = (m® —4mn + 8p)?.

Substituindo a eq. (A.9) em (A.8) obtemos

3 — (3m® — 8n)t* + (3m* — 16nm> + 16n* + 16m p — 64q)t — (m® —4mn +8p)* = 0.
(A.10)
Escrevendo os resolventes em termos das raizes da eq. (A.10) ¢/, t” e ¢ obtemos

a=a+b—c—d=t,
B=a+c—b—d= 1", (A.11)
y=a4+d—b—c=Vt".
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Com a ajuda das equagoes (A.3) e (A.11) obtemos as raizes da equagdo quértica
(A.1) em fungao das raizes da equagao cibica auxiliar (A.10)

a = %(—m+x/?+\/ﬁ+x/ﬁ), (A.12)
b = i(—m+\/z7—x/ﬁ—\/ﬁ), (A.13)
c= i(—m—\/ﬂ\/ﬁ—\/ﬁ), (A.14)

d = J(om —F VT V). (A.15)

Portanto, a solu¢ao da equacdo de quarto grau (A.1) é reduzida a solugao
de uma equacao de terceiro grau. Vamos agora utilizar o método de Lagrange para
resolver a equacao (A.10).

Considere a equagao cubica abaixo

2 m/e? e +p =0, (A.16)

cujas raizes sao a’, b’ e ¢

(z—d)z=V)(xz—-) =0, (A.17)
Das equagoes (A.16) e (A.17) temos
m = —(a’—l—b’+c/),
n =db+dd+0c, (A.18)
p/ — —dbc.

1
Considere € = 5(—1 +4/34) uma das raizes ctibicas da unidade. Defina os

seguintes resolventes

o =d+eb+€ed,
{oZuratay (A19
A equagao de sexto grau auxiliar da equacao cibica (A.16) é dada por
(y—a)y—ed)y—ea)y— )y —ed)y—ep6) =0. (A.20)
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Expandindo a equacao de sexto grau (A.20) obtemos

(y3 _ a/3)(y3 _ ﬁ/S) _ y6 _ (04/3 + ﬁ/3)y3 + a/3/6/3. (A.Ql)
Definindo z = y® a equacao (A.21) torna-se uma equagio quadraitica

22— (P + %z +a?p7 = 0. (A.22)

Escrevendo os resolventes em funcao dos parametros m’, n’ e p’ da equc¢ao cubica
(A.16) obtemos

0/3 + 6/3 — _2m/3 + 9m/ n/ _ 27]9/,
e ey (A.23)
Substituindo a eq. (A.23) em (A.22) obtemos
22— (=2m"? +9m'n' =27 )z + (m'?* = 3n')* = 0. (A.24)
Temos entao
a=da+ebl+ecd = (2)3,
{ B=a+ed +EV = ()3, (4.25)
onde z; e z9 s@0 as raizes da equgao quadratica (A.24).
—(=2m/3 +9m/n' — 27p") £ VA
2172 = ( m + mzn p) \/_7 (A26>
onde
VA = 3/12m/3 p —3m/2 /2 — 5dm/ ' p + 81p/2 + 1203 . (A.27)

Resolvendo o conjunto de equagoes (A.25) e usando a identidade —m’ =a’ + b + ¢

para as raizes da equagao cibica, (A.16), obtemos

1
o = S ) (o)), (A.28)
¥ = 2o+ (o) (o)), (A:29)
e
Jd = %(—m' e (o) 4 €2 (29)13). (A.30)
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Com a solugao da equacao de terceiro grau podemos escrever as raizes da equagao
de quarto grau numa forma fechada fazendo as seguintes identificacoes

=d, t =" =, (A.31)
e
m' = —(3m? — 8n),
n' = 3m* — 16nm? + 16n* + 16mp — 64q, (A.32)

p = —(m3—4mn + 8p)?.

Finalmente podemos escrever as raizes da equacao quartica (A.1) da seguinte
forma

a +
b 1 + 1 ,
| o= | T G Gy
d _
_l_
— 1
| | G ) e (2)) 2 (A.33)
+
S
+1 (g(—m/+6(21)1/3+€2(22)1/3))1/2
_'_
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