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[...] Se um atira, o outro também, mas a resposta nunca vai além da
provocagao. O que nenhum dos dois admite é qualquer movimento fora
da rotina. Fora disso, os adverséarios ficam postados sossegadamente um
perto do outro, vizinhos invisiveis — a espera do momento em que mu-
dam as regras do jogo. E num dia assim o repérter pensa: mas esta guerra
é uma "marmelada’— ou um piquenique de mau-gdsto, com tanta chuva.
Hoje porém, fomos avisados laconicamente: a cobra vai fumar.

Em Barga, Cronicas de Guerra: Com a FEB na Itdlia, Rubem Braga,
1944. 1]

“What we observe is not nature itself, but nature exposed to our method of questioning.”

Werner Heisenberg [2]



RESUMO

Neste trabalho, estudamos a teoria de campos conforme (CFT) bidimensional conhecida
como CFT D1-D5. Trata-se de uma teoria relacionada, via correspondéncia AdS/CFT,
ao sistema D1-D5 em teoria de cordas, em que no limite de supergravidade se comporta
como uma brana negra. Assim, a CFT D1-D5 tem sido uma ferramenta importante no
estudo das propriedades quanticas de buracos negros na teoria de cordas. Apds revisar-
mos alguns aspectos gerais das CFT’s em duas dimensoes, descrevemos as propriedades
béasicas da CFT D1-D5. Além de ser uma teoria conforme supersimétrica (SCFT) com
N = (4,4) supersimetrias, trata-se de um modelo sigma descrito por um orbifold, cujo
espago-alvo é (T4)" /Sy. Discutimos a teoria no ponto livre do orbifold, onde este pode
ser descrito como N copias de uma teoria "semente', cujos campos fundamentais sao bo-
sons e férmions livres, sujeitos a condi¢oes de contorno nao triviais impostas pelo grupo
simétrico de permutagoes Sy. Também discutimos um operador de deformagdo marginal
que desloca a teoria além do ponto livre no espago de moduli, em direcao a uma teo-
ria que corresponde as solugoes da supergravidade. Em seguida, abordamos o calculo de
funcoes de quatro pontos envolvendo campos twistados, com monodromias nao triviais
impostas por Sy. O cédlculo dessas funcgoes exige técnicas especificas, que fazem uso de
superficies de cobertura ramificadas do plano complexo. Discutimos em detalhe o método
de Lunin-Mathur, baseado no calculo da agao de Liouville associada ao mapeamento do
plano para a superficie de cobertura, e o método do tensor energia-momento, baseado em
uma identidade de Ward. Utilizamos essas técnicas para calcular uma classe especifica
de fungdes, envolvendo o operador de deformacgao e estados fundamentais de Ramond
twistados. Usamos esse resultado para mostrar que, na insercao da deformacao, os esta-
dos fundamentais de Ramond sao protegidos até segunda ordem perturbativa. Também
utilizamos da técnica da superficie de cobertura para calcular fung¢oes de quatro pontos
envolvendo descendentes de primarios quirais, sobre os quais atuam modos fracionarios

dos geradores da simetria-R da SCFT.

Palavras-chave: CFT D1-D5; Fungoes de correlagao; Orbifold Simétrico.



ABSTRACT

In this work, we study the two-dimensional conformal field theory (CFT) known as D1-
D5 CFT. It is a theory related by AdS/CFT to the D1-D5 system in string theory,
which in the supergravity limit behaves as a black brane. Thus the D1-D5 CFT has been
an important tool in the study of quantum properties of black holes in string theory.
After making a review of some aspects of general two-dimensional CF'Ts, we describe the
basic properties of the D1-D5 CFT. Besides being a supersymmetric CE'T (SCEFT) with
N = (4,4) supersymmetries, it is an orbifold theory, with target space (T4)"/Sy. We
discuss the theory in the free orbifold point, where it can be described as N copies of
a basic "seed" theory, whose basic fields are free bosons and free fermions, subjected to
non-trivial boundary conditions imposed by the symmetric group of permutations Sy.
We also discuss a marginal deformation operator that move the theory away from free
point in moduli space, and towards a theory that matches the supergravity solutions.
Then we discuss the computation of four-point functions involving twisted fields, with
non-trivial monodromy imposed by Sy. There are specific techniques that are necessary
for the computation of these functions, making use of ramified coverings of the complex
plane. We discuss in detail the Lunin-Mathur method, based on the computation of the
Liouville action for the mapping from the plane to the covering, and the stress-tensor
method, based on a Ward identity. We use these techniques to compute a class of specific
functions, involving the deformation operator and twisted Ramond ground states. We
use this result to show that the Ramond ground states are protected from deformation,
to second order in perturbation theory. We also use the covering surface technique to
compute four-point functions involving descendants of chiral primaries, acted upon by

fractional modes of the generators of R-symmetry of the SCF'T.

Keywords: D1-D5 CFT; Correlation Functions; Symmetric Orbifold.
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1 INTRODUCAO

“We're all stories in the end. Just make it a good one.”

11th Doctor, Doctor Who, SO5EP13.

A caracterizacao de teorias de campos conformes (CFT’SED baseia-se em uma premissa
muito simples, a generalizagdo de uma invariancia de escala valida localmente. Em duas
dimensoes, observa-se uma infinitude de simetrias conformes advindas de transformagdes
locais associadas a fungoes holomérficas arbitrarias z — f(z), o que permite um estudo
extremamente rico das CFT’s, cuja formulagao moderna foi inaugurada com o trabalho
de Belavin-Polyakov-Zamolodchikov (BPZ) [3].

A teoria de campos conformes possui aplicacoes diretas em teorias estatisticas relaci-
onadas a transi¢oes de fase de segunda ordem [4, 5], e em teorias de cordas [0} [7, [§], que
é o contexto de maior relevancia neste trabalho. A teoria de cordas propde que os obje-
tos fundamentais nao sao particulas pontuais, mas sim cordas unidimensionais, de forma
que sua propagagao em uma superficie de mundo (ou worldsheet) descreve uma superficie
bidimensional. As coordenadas que descrevem a posi¢ao da corda no espago-tempo po-
dem ser descritas como uma colecao de campos conformes que se propagam nesse espago
bidimensional [9].

O espectro da teoria de cordas inclui um graviton de maneira consistente, e portanto
a teoria é uma teoria de gravitacao quantica. De fato, em baixas energias observa-se que a
teoria de cordas se comporta como uma teoria classica de supergravitagao (gravitagdo com
supersimetrias) [0l [7]. Objetos chamados de Dp-branas, superficies (p + 1)-dimensionais
onde as cordas abertas terminam, se comportam em baixas energias como solugoes gravi-
tacionais conhecidas como p-branas, que tém propriedades gravitacionais similares as de
buracos negros (sao andlogas a buracos negros nao pontuais, estendidos em p diregoes es-
paciais, ver por exemplo [I0]). Isso permite que se estude propriedades de buracos negros
a luz de uma teoria quantica.

Um dos principais desenvolvimentos da teoria de cordas foi a conjectura holografica
proposta por Maldacena em [I1], que estabelece uma correspondéncia entre a gravitagao
em um espaco AdS D + 1-dimensional e uma CFT D-dimensional que vive na borda

do espago AdS [12, 13]. A realizagdo mais famosa da correspondéncia AdS/CFT, que

1 Utilizamos a sigla em inglés para Conformal Field Theroy.
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relaciona a gravitacao em AdSs x S° com a teoria de calibre de Super-Yang-Mills com
N = 4 supersimetrias, é extremamente bem estudada e passou por muitos testes nao
triviais. Espera-se que a correspondéncia esteja associada a propriedades bem gerais da
gravitagdo quantica, como aquelas relacionadas a termodinamica de buracos negros.

Um outro sistema muito estudado é o chamado sistema D1-D5, formado por N; D1-
e N5 D5-branas compactificadas de maneira especifica, com N;, N5 > 1. Gravitacional-
mente, o sistema tem uma geometria com propriedades similares as de um buraco negro,
com um horizonte de eventos. Mesmo antes dos trabalhos de Maldacena, Strominger e Vafa
[14] utilizaram a teoria de cordas para realizar a contagem de microestados do sistema,
que se mostrou igual & entropia de Bekenstein-Hawking [15] [16] da solugdo gravitacional.

A solugao de supergravitagao do sistema D1-D5 possui um limite de desacoplamento
préximo ao horizonte de eventos, em que o espaco-tempo se torna AdSs x S x T*. Neste
limite, pode-se utilizar a holografia AdS/CFT para descrever o sistema em termos de
uma CFT com duas dimensoes, chamada de CFT D1-D5 |17, [18]. As simetrias herdadas
do espago construido pelo lado gravitacional indicam que a CFT dual é superconforme
(SCFT) com N = (4, 4) supersimetrias. Além disso, é possivel mostrar que o espago-alvo
da CFT dual ¢ o orbifold simétrico (7)™ /Sy, onde N = N;N5 e Sy é o grupo das
permutagoes [19]. A SCFT dual a solugao gravitacional é fortemente acoplada, mas existe
um ponto no espaco de moduli do orbifold correspondente a uma teoria livre. Calculos
exatos podem ser realizados nesta teoria livre, com técnicas especiais para descrever o
orbifold, que envolvem a construcao de uma superficie de cobertura ramificada descrita
por Lunin e Mathur |20, 2I]. Mas é importante analisar também os efeitos de operadores
marginais que deformem a teoria na direcdo do ponto dual a supergravitacao.

Na descricao usual dos buracos negros pela mecanica quantica, a discussao iniciada
por Hawking acerca da radiagao térmica dos buracos negros evidencia a nao-unitariedade
dos processos de evolugao dos mesmos, e ressalta a necessidade de uma melhor compre-
ensao desses objetos [22, 23] 24], 25]. Uma das propostas de solugdo desses problemas,
desenvolvida por Mathur e colaboradores, parte do sistema de branas nas solug¢oes de
supergravidade para construir as "fuzzballs", objetos extensos sem horizontes ou singula-
ridades, constituidos de microestados [26] 27, 28] 29]. Nesse contexto, o paradoxo da in-
formacao ¢é contornado, dado que a auséncia de horizontes torna a informagao novamente
acessivel. Assim, a aplicacao do contexto da "conjectura das fuzzballs" é uma possivel

aplicacdo desse trabalho. Outro contexto onde o estudo da CFT no orbifold (T%)Y /Sy é
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relevante, é na construgao explicita da dualidade AdSs;/CFT; proposta por Gaberdiel e
colaboradores nos ultimos anos [30) 31, 32].

Neste trabalho, estudamos o cédlculo de funcgoes de correlagdo na CFT D1-D5. Os
capitulos da dissertacdo sdo organizados da seguinte maneira:

Capitulo 2: Introduzimos as defini¢bes bésicas da teoria de campos conformes, ex-
plorando as caracteristicas que a definem e a estrutura algébrica de seus geradores. No
caso especifico de duas dimensoes, vemos se tratar de uma teoria com infinitas simetrias.
Definimos a Algebra de Virasoro e suas aplicacoes, as identidades de Ward e as funcoes

de correlagao.

Capitulo 3: Descrevemos o sistema D1-D5, e CFT D1-D5. Descrevemos uma SCFT
livre com N = (4, 4) supersimetrias. Definimos o orbifold simétrico a partir de N cépias
da SCFT livre, sendo estas identificadas a partir da atuacdao do grupo simétrico e reali-
zado pelos operadores de twist. Mostramos que no orbifold simétrico os campos da teoria
tornam-se multivalorados e descrevemos o processo de construgao do espaco de cobertura,
que permite o calculo de fungoes de correlacao dos campos. Por fim, com intuito de inse-
rir uma interacao no sistema, definimos o operador deformacao, construido a partir dos

operadores quirais primérios e que mantém a invariancia conforme.

Capitulo 4: Motivamos o estudo de fungoes de quatro pontos como as primeiras fun-
¢oes de correlagao que nao possuem seu formato funcional fixado pela teoria conforme.
Discutimos a renormalizacao em segunda ordem da dimensdo conforme. Demonstramos
em detalhes a construcdo do método de Lunin-Mathur para calculo de funcoes de corre-
lacao envolvendo operadores twistados e o método do tensor energia momento, derivado
a partir de uma identidade de Ward. Utilizamos o método de Lunin-Mathur (LM) para o
calculo de fungoes de 4 pontos envolvendo o operador deformacao e campos de Ramond
(R). Por fim, formulamos uma expressao geral para o calculo de fungoes de correlagiao
envolvendo modos descendentes fracionarios para a corrente de simetria-R atuando em

uma colecao de operadores exponenciais.

Capitulo 5: As conclusoes da dissertacao sao apresentadas. Discutimos acerca da
nao renormalizagdo em segunda ordem dos campos de Ramond a partir da deformacao

marginal. Discutimos acerca de perspectivas futuras quanto a continuidade da pesquisa.
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2 TEORIA DE CAMPOS CONFORMES EM DUAS DIMENSOES

“Hello There.”

Obi-Wan Kenobi, Star Wars: Revenge of the Sith.

De forma geral, um sistema munido de simetria conforme é um sistema invariante
sob transformagoes globais de escala, em que as distancias z;; = (x; — ;) — Azj; sdo
transformadas globalmente por um fator constante A\. Uma transformacao conforme é uma
extensao deste conceito com a permissao de pardmetros locais A(x), que em suma, altera
as distdncias, mas mantém invariante os angulos entre os vetores [9] [6].

Estamos interessados em transformacoes x# — /* que implicam na invaridncia con-

forme da métrica do espaco-tempo g,,,,

Gy (2"7) = N (2P) gy (27), (2.1)

onde A(x) é definido como um fator de escala local. Incluido no grupo conforme esté
o préprio grupo de Poincaré [33], em que as transformagoes por translacao, rotagoes ou
boosts de Lorentz estao relacionados & A(x) = 1. Além destes, uma dilatacdo por um fator
de escala constante também é uma transformagao conforme, sendo a simetria de escala
um caso particular das transformagoes conformes. Por fim, ainda temos a transformacao

conforme especial, valida localmente e obtida por [

ot — ata?
" — ot = T Py a" constante (2.2)
— 2a,z° + a’x
P

que conclui os tipos de transformagoes que satisfazem ((2.1)).

2.1 GRUPO CONFORME EM DUAS DIMENSOES

Neste trabalho estaremos interessados no caso especifico de duas dimensoes, onde
a teoria conforme adquire um alto grau de previsibilidade devido a infinitas simetrias
associadas. Em duas dimensoes podemos a principio considerar o plano parametrizado

pelas coordenadas z# = (2%, 21) e a partir de uma transformacao invertivel 2 — wH, a

OwH ow”
() (&)

2:

métrica ¢ transformada [34],

L Aqui estamos definindo na notacdo de Einstein x zHz,
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Pela defini¢do de uma transformagao conforme ([2.1)) obtemos condigoes sob os possiveis

mapeamentos que mantém a teoria conforme. Sendo estas,

owl 0w Aw° Ow!
920 9 ¢ 920 921 (2:4)

ou

Ow? 0w’ 0w’ Ow!
920 9zt ¢ 920 9z (2:5)

Essas que representam as conhecidas equagoes de Cauchy-Riemann ((A.1) para funcoes

holomoérficas e anti-holomorficas, respectivamente. Isso motiva entdo o uso de variaveis

0 1

complexas para descrever o plano, em que podemos entao definir z = 2% +izt e z = 20—iz!.
Assim como as derivadas com respeito a essas variaveis, 0 = %(80 —i0)) ed = %(80 +1i0y).

Dessa forma, as condi¢oes para a transformacado conforme se resumem, no primeiro caso

29, a

Ow(z,z) = 0. (2.6)

Ou seja, um mapeamento z* — wh(z) (ou z# — w"(z)) definido a partir de uma funcao
(anti-)holomorfica arbitraria gera uma transformagao conforme localmente. Na Figura
temos uma representacao de uma transformacao conforme a partir de uma inversao,
em que observamos retas sendo mapeadas em circulos, mas ainda assim conservando os

angulos na interseccao das retas.

Figura 1 — Representagdo de um mapeamento conforme

(a) Plano complexo. (b) Plano ap6s inversao.

2.1.1 Transformacoes e Algebra Conforme

Ao realizarmos a transformacao de coordenadas x# — ¥, um campo ®(x) também

muda como ®(x) — P¥'(z’'). Em geral, a partir de uma transformagao infinitesimal em
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primeira ordem das coordenadas,

ozt
o b 2,
T ' +e, 5o (2.7a)
5
— V(&) = O(x) —|—61,(5j:(x). (2.7b)

com &, sendo uma colegao de parametros infinitesimais, e F(®(z)) um funcional do préprio
campo P(x) que representa a modificagao do mesmo a partir da mudanga de coordenadas.
O gerador G" associado a transformacao é definido a partir de como a transformagao afeta

0S campos em um mesmo ponto z,

0:®(z) = () — ®(2) = —ie, G"P(x), (2.8)
logo
iG"P(x) = ga@(g@) - :;Z:(a:) (2.9)

No caso de campos escalares, (') = ®(z). Como vimos anteriormente, uma fungao
holomoérfica parametriza a transformacao conforme. Assim, partindo do pressuposto que
fungoes analiticas tenham uma expansao em série de Laurent [35], para as transformagoes
infinitesimais temos

z =z +e(z), e(z) = i gn2" L, (2.10)

n=—oo

E portanto, considerando a transformacao sobre os campos escalares,

O(z,2) — ¥'(2,2) =e(2)0,P(z, 2) +£(2)0:P(z, 2),

= 0.0(2,2) = = Y [en2" 0. + 5,27710:| 0(3, 2). (2.11)

n

De forma que ficam definidos os geradores das transformacoes holomorficas e anti-holo-
moérficas como

—2"9, e 1, =—2""0.. (2.12)

I, =

Esses geradores demonstram a infinita dimensionalidade do grupo de transformacoes, e

com os mesmos podemos ainda obter a algebra do grupo

Loy L) f(2,2) = (Lnli — Unly) f(2,2) = (n — m) (2, 2). (2.13)

O mesmo se d& para os geradores anti-holomérficos, de forma que a algebra completa é

s ] = (0 — M), (2.14a)
(s | = (0= ), (2.14b)
[l 1] = 0. (2.14c)
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Pelo terceiro comutador observamos a independéncia da parte holomoérfica e anti-holo-
morfica da teoria, que nos permitird em diversos momentos realizar a separacao de tais
componentes e analisa-las individualmente. Essa algebra é comumente conhecida como
a algebra de Witt[5], e posteriormente iremos estudar como a mesma muda a partir da
quantizacao dos campos, levando a Algebra de Virasoro[36].

Até entdo, as transformacgoes aqui descritas sao vélidas localmente, sem restri¢oes
sobre as funcodes holomérficas que definem as simetrias conformes. Uma transformacao

que mantém a simetria conforme globalmente é dada por

az+b
= —bc=1 2.1
f(2) ot d com ad — bc , (2.15)

as chamadas fungoes de Mobius [37]. A partir de uma projegao estereografica, o espago
parametrizado por z pode ser descrito por uma esfera de Riemann [38], que é preservado
pelas transformagoes de Mobius. Em geral, quando fizermos mencao ao espago parame-
trizado por z e z, estamos tratando do espago bidimensional na esfera de Riemann.

Por fim, vale notar que na algebra obtida em , incluido nos geradores das sime-
trias locais estao os geradores das translagoes (I_1), rotagoes e dilatagdes (ly) e transforma-
¢oes conformes (l1). Esses que por si s6 formam a subdlgebra do grupo de transformagoes
globais, que podem ser verificados a partir de escolhas dos parametros da transformacgao

@.15).

2.1.2 Tensor Energia-Momento

Quanto ao tensor energia momento, podemos utilizar das propriedades de conservagao
e traco nulo do mesmo para obter informacoes quanto a propriedades do tensor energia
momento em suas componentes holomoérficas e anti-holomérficas. Com uma transformacao

arbitraria de coordenadas x* — z* + ¢ a variacdo da agao ¢ dada por
58 = / >z T 0,6, (2.16)

com T" definindo o tensor energia momento. Como de praxe, ao realizar uma integracao

por partes, a agao (2.16|) define a corrente conservada

8,T" = 0. (2.17)
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Supondo uma transformagcao de escala infinitesimal, i.e €,(z) = Az, entdo a varia¢ao da
acao fica dada por

08 = /dsz’“’(?Hel, = )\/d2xT‘“’77W

- )\/d%T“M Lo, (2.18)

Assim, a invaridncia da acao implica que o trago do tensor energia momento é identica-
mente nulo, 7", = 0.
0

Utilizando das varidveis complexas definidas por z = 2°+iz! e 2 = 20 —iz! e a métrica

no espago plano parametrizado por z e z, ds* = dzdz, a métrica g,,, é obtida por
0 1/2
G = . (2.19)
1/2 0
Nas novas coordenadas o tensor energia momento permanece simétrico e portanto, 7% =
T,
Podemos estabelecer uma relagao entre as componentes do tensor energia momento
em ambas coordenadas a partir da transformagao do tensor, de forma a obtermos que as

componentes nao diagonais nas novas coordenadas sao nulas
T =T + T =T%* =0, (2.20)
em que utilizamos do traco nulo nas coordenadas 2°, z!. Por outro lado, as componentes
diagonais do tensor energia momento sao relacionadas por
T% = 2T% + 2iT™,
T% = 27" — 2iT". (2.21)

Com a conservagao do tensor energia momento, obtemos

oT* =0,  IT* =0. (2.22)

Ou seja, a componente 7% é anti-holomoérfica e a componente T é holomoérfica. Ou
entdo, utilizando do tensor métrico [5]
0 i/2
Eay = : (2.23)
—i/2 0
e definindo —27T,, = T(2) e —2nT%; = T(2),

oT(z) =0, OT(z) =0. (2.24)
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2.2 FUNCOES DE CORRELACAO

No contexto quantico da teoria conforme é comum abordarmos a quantizagao a partir
das integrais de caminho[39]. A abordagem por meio das integrais de caminho é uma
maneira alternativa a quantizacao canonica, em que na ultima se constréi um espago de
Hilbert a partir de estados. Esse método se mostra vantajoso no quesito da CFT por
tratar em pé de igualdade as coordenadas do espago-tempo, ao contrario da quantizacao
canonica que destaca a coordenada temporal, além de tornar mais simples o calculo das
fungoes de correlagao e identidades da teoria, objetos de suma importancia em CFT.

Podemos definir as fungoes de correlacao entre operadores O; a partir de uma integral

funcional sobre os campos independentes da teoria gb(z)ﬂ tal que,

(01(21)0s(22).. 0 (20)) = ; [1D4101(2)0s(2).. On(z2) x5}, (2.95)

com exp{—S'} representando um peso associado & uma configuragao associada aos campos
em termos da acdo S, e Z = [[D¢]exp{—S} uma normalizacio da funcio. E comum
vermos essa descrigao em teorias estatisticas [40] tal que Z representa a fungao de partigao
do sistema. Em teoria quantica de campos a funcdo de correlacgdo dd uma nocao de
distribuicao de probabilidade a respeito de como os campos na func¢ao de correlagao estao
correlacionados.

De forma geral, temos que um campo quasi-primario é definido de maneira que a partir

de uma transformagao conforme global o mesmo se transforma como
dz\ " (dz\ 7"
' 2= — — z 2.2
0 =(5) (%) e (220

onde h € R é a dimensao conforme do campo ¢ e definiremos A = h + h. Se o campo se
transforma dessa maneira para qualquer transformagao local conforme, entdo o mesmo é
dito primario. Com isso, podemos caracterizar a transformacio de uma funcao de corre-

lacao de campos priméarios por

n d ! _hl d*/ _hz
s D) =TH(5) () @t )
1=1 z2=2] z=z]

(2.27)
Diremos que uma teoria conforme estara completamente resolvida se conhecermos todo

seu espectro além de todas as fungoes de correlagao compostas pelos campos da teoria.

20s campos O na funcéo de correlacio podem ser o préprio campo ¢.
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2.2.1 Funcoes de 2,3 e 4 pontos

Podemos nos perguntar entao como as simetrias conformes afetam o formato das
funcgoes de correlagdo da teoria. Veremos que as fungoes de dois e trés pontos sao comple-
tamente fixadas pelas simetrias conformes, diferente das fung¢oes de quatro pontos.

Antes de construir tais funcoes, podemos discutir o conceito de invariantes conformes,
que como seu nome sugere, sao fungdes que permanecem invariantes a partir das transfor-
magoes conformes definidas anteriormente. Sabemos que pela invariancia sob translagoes
e rotacoes, apenas uma funcao que dependa do modulo da diferenca entre dois pontos é
invariante. Com adigao da simetria de escala, apenas razoes entre as distancias sao permi-
tidos. Por fim, com a invariancia sob simetria conforme especial, obtemos que é necessario

no minimo 4 pontos para formar um invariante conforme e apenas fungoes f = f(u), com

_ (214 — 23)(22 — 21)
(23— 21)(24 — 22)’

(2.28)

sao invariantes conformes em fungoes de correlagdo com mais de quatro pontos nas coor-
denadas complexas.

Consideremos entao uma funcao de correlagdo de dois pontos, tal que, como vimos,
pelas simetrias de translagao e rotacao, a mesma deve ser funcao do modulo da diferenca

entre os dois pontos da funcao,

(01(21)@2(22)) = [ (|21 = 22), (2.29)

para que o espaco seja homogéneo e isotrépico. Com a simetria de dilatacao, z — Az, obte-
mos pela transformagao de campos primarios que (@1 (21)d2(22)) = M1+h2(p1 (A2 ha(A22)).
E portanto, a forma da funcao de dois pontos deve ser

(91(21)¢2(22)) = G (2.30)

T o1 — zg|rthe
Com ('3 sendo uma constante que pode ser escolhida em uma normalizac¢ao da funcao de
dois pontos. Por fim, com a invariancia sob transformagoes especiais conformes, obtemos
que a fungao de dois pontos serd nao nula apenas se hy = hy [5]. Isso fixa completamente
uma func¢ao de dois pontos apenas com as simetrias conformes associadas ao espaco, para
qualquer campo priméario ¢.
Poderiamos realizar o mesmo processo para uma funcao de trés pontos, do qual obte-

riamos
Chas

(D1(21)d2(22)P3(23)) = (1) s (g P Hhs i (g Ytz (2.31)
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A constante (o3 é conhecida como constante de estrutura, e ndo pode ser escolhida como
no caso da funcao de dois pontos, mas sim obtida a partir de rela¢des entre os trés campos
envolvidos na fungao de correlacao.

Por fim, poderiamos tentar aplicar o mesmo processo a fungao de quatro pontos (ver
, que veriamos nao ser completamente fixada pela teoria como nos casos anteriores
mas sim como funcao dos invariantes conformes, de maneira que

(P1(21, 21) P2 (22, 22) P3(23, 23)Pa(24, Z4)) = G (u, 1) th/3 himh zh/d I h, (2.32)

1<j
com h = Y7 | h;, e u sendo o invariante conforme definido em . Um artificio 1til
neste ponto é realizarmos transformagoes sobre os quatro pontos da fun¢ao de correlacao
tal que a mesma tome uma forma mais simplificada, sendo estas permitidas pela simetria
conforme. Seja a transformagao u(z),

_ (a=2) (22 — =)
u(z) = =)o — ) (2.33)

Entao os trés pontos z1,z9 € z4 sao fixados por uma transformaciao de Mdbius de forma
que u(z1) — 00, u(ze) = 1 e u(z4) = 0. E portanto u(z3) = u, mantendo o invariante

conforme. Mais adiante mostraremos como essa escolha afeta as fung¢oes de correlagao.

2.3 IDENTIDADES DE WARD

A fungao de correlacao que envolve o conjunto de campos ¢(x;) com agao descrita por

S[¢] e invariante sob transformagoes locais é definida por

(6(00)--6(0)) = [ (DA (00)-6(0) exp(~ST6)). (234)

Desejamos realizar uma transformacao infinitesimal sobre os campos a partir da forma
(2.8)) em que os pardmetros infinitesimais da transformacao dependem das posigoes €(z).

Assim, com ¢ — ¢ = ¢ + 0¢ a variacao da acao é dada por
Slp+6¢] =S +05=58— / dze()d, ", (2.35)

com j* sendo a densidade de corrente conservada relacionada a transformagao. Definindo

S = ¢(z1)...0(xy),

(@) — ; [pé(@+ o) exp(—5[¢] +/ ddxe(x)ﬁﬂj“) (2.36)
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Em primeira ordem nos parametros infinitesimais, o termo na exponencial pode ser apro-

ximado por

exp(—S[gzﬁ] —i—/ddxe(x)@#j“) ~ e 591 — /ddxe(x)auj“). (2.37)
Além disso, assumindo que a medida de integracao do funcional é invariante sob trans-
formacoes locais, i.e. D¢’ = D¢, entdo,
(D) Z /ng (® 4 6d)e (1 /ddxe

-~ / Doe 51 4 — / Dpsde S _ / DH(® + 5d)e / dlze(x
(2.38)

O primeiro termo é nada mais que a funcao de correlagao para os campos, ja o segundo

¢é a funcao de correlacao entre a variacdo dos mesmos. Para o terceiro, definimos

(j"®) = [D¢]j+Pe 51, (2.39)

7
Assim, desprezando termo de segunda ordem da forma e)®P,
1
(60) = / d'a— / Dédd, j"e S ¥e(x) = / 20, (*®)e(x). (2.40)

A partir da relagao 6® = ¢/(z1)...¢' (x,) — d(x1)...¢(x,) com ([2.8)) temos por exemplo para
n =2,

¢ (21)9 (v2) = [p(21) — de(x1)Gd(21)] [P(2) — i€(w2) G (w2)]
= (1) P(22) — ie(22)p(21)GP(22) — ie(x1)P(2)Gp(21) + O(€7).  (2.41)

E de forma geral,

00 = ¢'(x1)...¢' (x,) — d(x1)...0(x,) = —i Z [D(x1)...Go(x;)...0(x)] €(;), (2.42)

ou entao, introduzindo uma delta de Dirac na integral,
b =— / d'2 > [¢(21)...Go(:)...0()] ()0 D (z — ;). (2.43)
i=1

Assim podemos comparar com o resultado (2.40) e obtém-se a identidade de Ward [3], 41],
42] em sua forma geral que pode ser aplicada para um dado gerador G,

n

= 0, (J'o(11)...0(1,)) = —i Z<¢(x1>G¢($z)¢($n)>5(I — ;). (2.44)

i=1
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Portanto, temos uma identidade que relaciona as fungoes de correlagao dos campos ¢ com
as correntes e geradores das simetrias do sistema.

Anteriormente, demonstramos que os geradores da teoria estdo relacionados as trans-
formagoes conformes . Entao, da equacao podemos obter um conjunto de

equacoes relacionadas a cada corrente conservada. Seja por exemplo a corrente tensor

energia-momento 7", do qual temos o gerador de translagoes P¥ = —i0” [5]. Assim, com
(2.44)),
(T, @) = = (p(x1)...0,0(x;)...0(x)) 0z — ;)
i=1
=— zn: 0 (D)o(x — ). (2.45)
i= O}

Para a simetria de rotacao temos o tensor momento angular total £ como gerador, com

a contribuicao pelo tensor de spin S*”,
gHP =T P — THPx" — L7 = 2" 0P — 2Pd” — 15" . (2.46)

Do qual se resulta,

(D) = 3 (:c o aiy 5ﬂ")< oz — )

n
=1
n

2 K 88 fai;) @)—is’”@)} O — ;). (2.47)

=1

Utilizando da forma explicita de j#*” em termos do tensor energia momento em (|2.46|)

obtemos a segunda identidade de Ward,
(TP = T"")P) = —i Z SO (x — ;). (2.48)

Por fim, para a simetria de dilatacdo, com o gerador de dilatacbes D = —iz”0, — iA,

temos a terceira Identidade de Ward,

0, (T, z" ) = —i e (X)) + A(X) | 0(x — ),

— (T, X) = — znj AdX)o(z — ;). (2.49)
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Assim, obtemos as trés Identidades de Ward [},

0, (", ®) — i aiv< Vo(z — z2), (2.50a)
e (T @) = zisi@))é(:v — ), (2.50Db)
(T",®) = — Zn: A(DP)d(x — x;). (2.50¢)

@
Il
=

A construcao da identidade de Ward anterior é geral com relagao a dimensao do espago.
Considerando o espaco parametrizado por z e z, com a métrica e o tensor anti-simétrico

dados por (2.19)) e (2.23]), é simples demonstrar que podemos definir o delta de Dirac por

5(z) = iagi _ 1L (2.51)

[

Entao, na primeira identidade de Ward ([2.50a)) temos para v = z,

LT (2)) = g0, Toul)8) = =3 S (8)d(x — ),
= 270:(T..®) + 270, (T5.P) = — f: s (Z _1w> 0,0, (D). (2.52)

Na segunda identidade de Ward ([2.50b)),

(L) + (T8 =~ 23k (2 1) (@)

e n (T + 27 (T2 D) — Z 5105 (Z _lw) (), (2.53)
Por fim, na terceira identidade de Ward ,
(T,8) = M (T®) = = 3 Ad@)i(r 1.,
e O (TLe®) + 27 (Toa®) = — i; A (Z_lw) (@), (2.54)

Assim, somando (2.53)) e (2.54) obtemos,
21(T5, @) = g h;05 < > , 2.59

onde definimos s = (h — h). Substituindo este resultado em (2.52), com T'(z) = —21T..,

0: ((T(z)cm - znj [ ( hi(@) a“i@D = 0. (2.56)

l(z—w)? z—w

3Escrevemos o tensor de spin decomposto pelo tensor anti-simétrico, S*; = e"Vs;.
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Sabendo que 0;f(z) = 0 define uma fungao holomoérfica obtemos,

(T(2)®) = znj (thiiy - Or(®) + f(2). (2.57)

i=1

Z — W

com f(z) sendo uma fungao holomorfica regular em z = w;. O mesmo processo pode ser
feito para a parte anti-holomorfica do qual resulta numa expressao com mesmo compor-
tamento para tal setor.

Essa é a expressao final para a identidade de Ward que utilizaremos. Nela podemos
ver que singularidades surgem nas func¢oes de correlacao quando os campos se fundem
no limite z — w. Essa é uma caracteristica diretamente ligada as flutuagoes quanticas
dos campos. Especificamente para o caso do tensor energia momento 7'(z) e um campo

primério, podemos ver que a fusao destes resulta emﬁ

N, 5) 4 — O (w, ). (2.58)

T(z)¢(w,w) ~ GG_w?  w
Por hipétese, o campo ¢(w) é dito primério, enquanto outros campos que surgem na fusao
dos campos T'(z) e ¢(w) sdo classificados como descendentes de ¢. A expressao
pode ser usada como meio de identificacao dos campos da teoria, permitindo a leitura da
dimensao conforme em caso de um campo primario, ou até mesmo a classificacdo de um
campo nao primario se o produto possuir termos distintos. Este é justamente o caso do
tensor energia momento, que apesar de ser um campo que se comporta como um operador
quasi-primario com h = 2 [5], ndo é primadrio.

Mais adiante demonstraremos explicitamente a forma do produto entre dois tensores

energia momento e veremos que estes, apesar de ndo tomar a forma ([2.58]), possuem um

comportamento previsivel,

1

sc 2T (w T (w
e | 2T) | ITW)

(z—w)t (z—w)? z—w

T(2)T(w) ~

(2.59)

Em que identificaremos ¢ como a carga central, que nao é fixada pela simetria conforme
e estd associada a teoria especifica que esta sendo estudada. Termos que contém esta
constante muitas vezes serdo chamados de anémalos. O comportamento quartico de
surge modificando a forma em que o tensor energia momento se transforma [5], dada por

T'(w) = (2‘:) N [T(z) - e z}] , (2.60)

com a operagao {2/, z} definindo a derivada Schwarziana,

ces . 2
w3 /w . dw
{w; Z} =——= () , = —. (2.61)
w 2 dz
4Quando escrevemos o simbolo ~ estamos indicando que a expressdo ¢ uma igualdade a menos de
termos regulares em z = w.
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2.4 EXPANSAO DO PRODUTO DE OPERADORES

A forma para o produto do tensor energia momento com um operador primario dada
em ([2.58)) por uma soma de termos singulares nao é exclusiva destes operadores especificos.
De forma geral, definimos a Expansao do Produto de Operadores (OPE) entre dois campos

priméarios como

bi(zi, Zi) 0 (2, Z5) Z — ) himha (7 — zj)h’fh - [gbk(zj, Z;) + descendentes] .
(2.62)
A organizacao dos termos em uma OPE é essencial para a construcao da teoria, identifi-
cando os campos da mesma assim como suas dimensoes conformes a partir das singulari-
dades. Como ja mencionado anteriormente, as constantes C’fj sao as chamadas constantes
de estrutura, que carregam a informacao da interacao entre os campos e seus produtos,
e cada termo nao nulo dessa soma é identificado como um canal da decomposi¢ao da

interacao.

2.4.1 Campos Livres

Sera ttil para os propositos dos proximos capitulos introduzirmos os campos livres da
teoria, dados pelos bésons X¥(z, z) e férmions spinoriais ¥ = (1, 1), tal que a agao nas

variaveis complexas é
1 1 _ _ o
S = Sboson + Sférmion = @ /dQZ |:26X8X + waw + waw : (263)

A partir da acdo, podemos obter os propagadores, ou func¢oes de dois pontos, dos respec-

tivos campos, que ficam dados por [5] E|,
(X(2,2)X(w,@)) = —In|z — wl|?, (2.64a)

(W(2)Y(w)) = : (2.64b)

Qualquer funcao de dois pontos de campos distintos é nula, e dessa forma podemos afirmar
que a teoria pode ser tratada de forma separada, mesmo com um tensor energia momento
composto por suas partes bosonicas e fermionicas. Em particular, na componente holo-

morfica este toma a forma

T(z) = —; 10X (2)0X (2): —i 2 (2)0Y(2):. (2.65)

5 Aqui escolhemos uma normalizacdo especifica para os campos de forma que a funcio de dois pontos
é fixada.
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E comum em teoria de campos quanticos a introducao de um ordenamento normal dos
campos compostos, para que seja removida a singularidade advinda da OPE. No contexto
de fungoes de correlacao como quantizacao iremos definir o ordenamento dos campos ¢ (z)

e ¢2(w) normal como

i1 (2)da(w): = lim [¢1(2)da(w) — (91(2)P2(w))] (2.66)

em que a fun¢ao de dois pontos remove justamente os termos singulares do produto dos
campos. Daqui em diante assumiremos que campos compostos estdo sempre ordenados.
Ainda assim, é necessario saber como lidar com produtos de campos compostos, como

:p109: ¢3. Para isso utilizaremos do conhecido Teorema de Wick [5] [43]

Q102 3 = !M?ﬁ + 1¢1¢?¢3=. (2.67)

Em que o colchetes é a chamada contracao entre os campos,

1@?3@3 = 1P20a:(P103). (2.68)

Com esses elementos podemos ativamente calcular a OPE do tensor energia momento
com os campos da teoria. Assim, para o campo bosdnico por exemplo,

1

T(2)0X (w) = —; 10X (2)0X(2):0X (w) = —:0X(2)0X (2): 0X (w)
0X(2)

(z—w)*

= —OX(2){0X (2)0X (w)) = (2.69)

Por fim, devemos ter na OPE resultante os campos avaliados em w, e para isso é necessario
a expansao em Taylor da expressao anterior até que todos os termos singulares sejam
obtidos. Realizando tal processo para o campo bosonico, assim como para o fermionico e

para o tensor energia momento,

T(2)0X (w) ~ i (:’)2 0 X(w), (2.70a)
T(:)(w) ~ 2 _(Z; - _“:J) (2.70b)
T(2)T(w) ~ 51+ éi 2T(w) , 9T(w) (2.70¢)

(z—w)t (z—w)? z-w
Da primeira expressao verificamos que 0X se transforma como um campo primario, o que
nao ocorre com o campo bosonico X, e da mesma obtemos que a dimensao conforme de

0X é h = 1. Na segunda expressao, a mesma analise é feita de forma que o campo primario
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¥ possui dimensao conforme h = 1/2. Por fim, na terceira expressdo, ao calcularmos a
OPE do tensor energia momento consigo mesmo, observamos um termo anémalo de ordem
—w)™* d fi a i iedade d i
z—w)~ %, como esperado, o que confirma a nao primariedade do tensor energia momento.
Ainda neste termo, podemos notar uma constante ¢ = (1 + %) que é a carga central
e caracteriza o sistema a partir dos campos que o compoem. Esta é uma quantidade
extensiva, onde a carga central do béson é ¢, = 1 e do férmion ¢; = 1/2, caracterizando
os graus de liberdade do sistema. Este parametro é de extrema importancia no estudo de

CF'T e aparecera constantemente daqui em diante.

2.5 QUANTIZACAO RADIAL

Até entao tinhamos introduzido a quantizacao do sistema a partir de um formalismo
baseado nas integrais de caminho , que descrevem bem o sistema se o intuito é o
calculo das fungoes de correlacao e identidades de Ward. Porém, pode ser mais pratico
propor um espaco de Hilbert com operadores no sentido usual para uma descrigdo do
sistema por meio da algebra. Para esta abordagem ¢ necessario agora caracterizarmos as
coordenadas de forma a propormos um ordenamento temporal entre os campos envolvidos.
Por se tratar de um espago Euclidiano, ha uma arbitrariedade na escolha da coordenada
temporal. Seja a principio uma teoria definida em um cilindro, Figura 2a], de circunferéncia
L, com a coordenada temporal 7 € (—o00,00) e a coordenada espacial compactificada

x € [0, L]. Podemos mapear o cilindro no plano a partir do mapa
7 =L (Tt (2.71)

De forma que expandimos o cilindro identificando o infinito temporal passado na origem do
plano, z(1 = —o0) = 0 e z(T = 00) = 0. Assim, pela Figura [2b| vemos que a coordenada

radial indica a passagem do tempo, enquanto a coordenada angular do espaco.
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Figura 2 — Mapeamento do cilindro no plano

T2

T2 I -
o= - T 1
7'1\_/ T

(a) Cilindro com coordenadas (b) Plano com coordenada tempo-
espaciais compactificadas. ral radial.

Assim como o operador ordenamento temporal 7 usual organiza os operadores de
acordo com o tempo associado a cada um deles, no contexto aqui proposto surge um
ordenamento radial com uma estrutura semelhante[]

1(2)pa(w) se |z w
Rin(2)a(w) — 1P e F= (272)

P2(w)er(z) s |w[ > []
Construimos o processo de quantizagdo a partir de uma conexao entre os campos

A

®(z, z) e um estado no espago de Hilbert |®). Assim,
) = (0,0)|@) (2.73)

com |@) sendo o estado de vacuo. Aqui j& podemos ver uma implica¢do na quantizagao
radial. Sabendo que z = 0 estd associado ao passado 7 = —o0, 0 estado |®) é interpretado
como um 'estado inicial". O estado 'final" é obtido ao tomar o complexo conjugado do

anterior,
(@] = (2] d1(0,0). (2.74)
Por uma construcao baseada na invariancia conforme, a fim de fazer uma conexao com

as fungoes de correlacao, é necessario definir uma operacao de conjugacgao apropriada para

os operadores, sendo esta dependente da dimensao conforme do campo @, [5]

(z,2) = 222 2d(1/2,1/2). (2.75)

Dessa maneira, construimos uma ideia semelhante ao desenvolvido em teorias de espalha-
mento, em que se define um in-state, neste caso na origem, e um out-state no infinito que

remetem a estados assintoticos livres antes e depois da interagao.

6Essa definicdo vale especificamente para campos bosénicos, no caso de campos fermiénicos um sinal
advindo da anti-comutagao deve ser inserido no segundo termo.
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2.5.1 Expansao em Modos

Um campo conforme ®(z,z) de dimensdao conforme (h,h) pode ser expandido em

modos de Fourier na formal

O(z,2) = Y 2z, (2.762)
mneZ
1 m+h—1 1 szn+h—1 >
D= — %dzz —_jédzz d(z,2). (2.76D)
’ 2me 2m

Esses modos atuam como operadores criacao/aniquilagdo gerando o espaco de Hilbert a
partir do estado de vacuo. Veja que pela propria definicao da expansao, por impormos

estados bem comportados na origem, potencias negativas sao proibidas, e portanto,

®,,,|2)=0  para m>-—h, n>—h. (2.77)

Com a definicdo de operagao conjugada (2.75)) obtém-se uma importante condigao

sobre o conjugado dos modos,

O =P s, (2.78)
e portanto, em (2.77)),
(@)@, =(@|P_p_n=0  para m>—h, n> —h. (2.79)

Sendo a dimensao conforme do béson 0X(z) dada por h = 1 (obtida pela OPE com o
tensor energia momento em ([2.70)) podemos expandir este operador em modos,

o (o)

—n—1- . _ . . 7%

0X(2)=> 2", =1) a_,2" 1—1—2——1—22—”. (2.80)
nez n=1 “ n=1

O termo isolado da soma proporcional a z~! torna-se relevante quando integramos a

expressao a fim de se obter a expansao do proprio campo bosdnico X(z, z), onde conside-

ramos também a componente anti-holomérfica,

1 n 777,
X(2,2) = g —iagInzz +4 Y ~ ( et _ffﬂ) . (2.81)
n#on z z

Essa expansao mostra diretamente como o campo bosonico nao é analitico e possui diver-
géncias diferentes de polos, impedindo uma expansao em modos adequada. Essa divergén-
cia se reflete na funcao de dois pontos, onde apresenta seu comportamento logaritmico,
diferente de operadores primarios ou quasi-primérios como o tensor energia momento. No
Capitulo [3] trataremos com mais cuidado o caso da expansao fermionica e as implicagoes

nas condig¢oes de contorno.

"Daqui em diante omitiremos o chapéu nos operadores.
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2.5.2 Algebra de Virasoro

Com a introducao de uma quantizacao a partir dos operadores no espaco de Hilbert
estamos prontos para desenvolver a algebra que descreve a teoria. Para definir uma relagao
de comutacao utilizamos do conceito de ordenamento radial definido em (2.72)). Partimos

da integral de contorno ao redor de z = w de dois campos,

§ d=R{0n(2)62()). (28)

Pela Figura [3| vemos que com uma deformacao da curva C; podemos decompor a
mesma em duas curvas Cs e C3 que estao centradas em z = 0 e 2 = w respectivamente.

Figura 3 — Decomposicao do contorno

Cs
5 - O
Cy

Assim,
;{13 AR{61(2)0a(w)} = ¢ dz1(2)n(0) - ¢ dz62()0 (2). (2.83)

Evidentemente, |z| > |w| na curva C; e |w| > |z| na curva Cy. Definindo as quantidades

®, = f d2s(2), (2.84)

e integrando a equagao ([2.83]) em torno da origem, obtemos uma expressao para o calculo
dos comutadores,
}{) dw 72 dR{G1(2)da(w)} = [B1, By). (2.85)
A partir dessa expressao obtemos importantes resultados com relacao a algebra dos ope-
radores da teoria utilizando apenas da OPE entre os operadores de interesse e calculando
seu residuo.
Assim como fizemos a expansiao do operador 90X (z) podemos também a fazer para o

tensor energia momento, com h = 2, que se decompoe nos conhecidos modos de Virasoro

5], 36],

T(z) =Y 2" Ly, (2.86a)
meZ
dz m—+1
Ly=¢—2""T(2). (2.86b)

211
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Veja que de forma semelhante ao realizado em ([2.77) temos uma condi¢ao para a atuagao
dos modos de Virasoro no estado de vacuo |&) para que o estado resultante seja bem
comportado na origem. Assim, L, |@) = 0 para n > 1.

Com a expressao obtida em ([2.85)) e a OPE dos tensores energia momento fazemosﬁ

dw dz
L, Ly = ¢ ——w"™ ¢ 2T (2)T
(L, Lal 0 27m'w w 2772'2 ()T(w)
dw .0 [ dz . c/2 2T (w)  0T(w)
—_ ZZ ,m : 2.87
%27?2“ 2 (z—w)4+(z—w)2+ Z—w (2.87)
Com o binémio de Newton,
m+lm+1 m+ 1 (m+1)!
2" = (—w4w)™ = (z—w)fwmti=k, = —.
(2.88)

Pelo teorema dos residuos, podemos obter o resultado da integral em z para os trés termos,

dz m+1l [ m 4+ 1

[E=0> (-

21 s 2

c/2 N 2T (w) +0T(w)>

z—w)t  (z—w)? z-w

= WA (w) + w™2(m + 1T (w) + 1—C2wm_2(m + Dm(m —1). (2.89)

Por fim, calculamos a integral em w,

dw

5 (Z Li(=2 = K™ ™ £ 2(m 4 1) 3 L™ St (g 4 1y (m — 1)) .
0 471 k

- 12
(2.90)

Novamente, com o teorema de residuos, resolvemos a integral que agora possui polos em
w = 0. No primeiro e segundo termos vemos que o mesmo sera nao nulo quando k = n+m,
no terceiro quando n + m = 0. Portanto,

[Lons L] = (m — 1) Lysrm + %m(mz — 1)nsmeo. (2.91)

Justamente o termo com a carga central na OPE dos tensores energia momento implica
em um termo a mais no comutador dos modos com relacao a algebra de Witt. Termos
em algebras como esta, que contem a carga central, serao referidos como anémalos. Logi-
camente o que fizemos aqui vale também para a componente anti-holomoérfica do tensor

energia momento, e ambas partes nao se misturam.

8F importante atentar-se aos shifts advindos da dimensdo conforme na expansio de Fourier.
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Na prépria expressao que descreve a relagao dos estados e os operadores (2.73)) podemos
definir o estado que representa especificamente um campo primario de dimensao conforme

h como |h) = ¢5,(0) |@). Com o comutador dos modos de Virasoro e a OPE ([2.58)) obtemos,

(L, on(w)] = 21 dzz" T (2)dn(w) ~ h(n + 1w"d(w) + w" gy (w). (2.92)

T Jw

E portanto o modo de Virasoro Ly possui como autovalor justamente o peso conforme

dos estados primarios,
Lo [h) = Logn(0) |@) = [¢n(0) Lo + hon(0)] |@) = R |h). (2.93)

Note que pela norma positiva definida deste estado temos uma condicao sobre os valores
do peso conforme,

(h| Lo |h) = h (k) > 0 — h > 0. (2.94)

Veja que, com a decomposicao em modos do tensor energia momento e a
condicao sob os modos negativos , obtemos o valor esperado do tensor energia
momento (| 7T(z)|2) = 0. Este resultado se dé especificamente no plano complexo, e
adquire corre¢des importantes ao considerarmos uma superficie com curvatura nao nula
[5, 6]. De fato, a cole¢ao de resultados L_; |@) = Lo |&) = Ly |@) = 0 contém em si a
prépria invariancia do estado de vacuo pela simetria conforme, dado que, como obtido
anteriormente, os geradores de tais simetrias sao justamente L_1,Lg e Ly.

Por fim, observamos com o comutador aliado a condicao , que os estados

priméarios sao aniquilados para qualquer modo positivo,
L,|lh)y=0 n>0. (2.95)

Novamente, todo o resultado obtido ate aqui também vale para a componente anti-
holomérfica dos estados primarios. Ao considerarmos modos negativos atuando em um
estado primario podemos ver quer os modos negativos aumentam a dimensao conforme

dos estados primarios,
LoL_,|h)y = (h+n)|h) = L_,|h) =|h+n), (2.96)

de forma que definimos assim os estados descendentes a partir de uma colecao de atuacoes

dos modos negativos L_j,,

LojL - Lojlh)  1<ji<ja < (2.97)

7]'1 —
Cada atuagao aumenta a dimensao conforme do estado primério e a cole¢cao de todos os

estados nesse conjunto compoe a familia conforme do estado primario.
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2.5.3 Operadores de Vértice

Seja ¢(z,z) um campo bosonico livre. Com a expansao em modos obtida em ([2.81))
observamos uma dependéncia logaritmica, indicando um comportamento nao-local. Po-
rém, podemos construir operadores localmente bem definidos chamados de operadores de
vértice,

Va(z,2) = =) (2.98)

Veja que esse operador é de fato um operador composto, e por isso definimos 0 mesmo com
o ordenamento normal. Devemos mostrar que este, diferente do campo ¢, é um campo

primério. Ainda com os conceitos de OPE e teorema de Wick, temos

06 (2) Vi (w, @) = 2 izl)nﬁgb(z) (w, )"

MG (2.99)
Z— W

E simples ver que a OPE se reduz a uma contagem das possiveis contracoes entre n
campos idénticos ¢(w,w) e o campo J¢(z). E com isso resulta-se apenas na funcao de
correlagdo entre os dois campos, em que utilizamos (¢(z, z)p(w,w)) = —2log |z — wl|. O

mesmo fazemos para a OPE entre o tensor energia momento e o operador de vértice,

(Vi) = =5 > S 0002002 ): 2000
oﬁva( @) 0 Val(w, w)
SR P R (2.100)

E portanto, vemos que este se comporta como um campo priméario a partir da expressao

geral em ([2.58) e com a mesma podemos ler a dimensao conforme do operador como

h=—. 2.101
. (2:101)

Por fim, podemos ainda obter uma expressao para a OPE entre dois operadores de

vértice. Para isso utilizamos da relagdo entre composicoes de campos livres ¢;,

lOP1, L oiBP2, L i(agitBe2), —aB(1d2) (2.102)

Para os operadores de vértice,
Val(z,2)Vs(w, @) = 1/ @@@FA0W), gaBlnlz—wl |, _ )|208 ;piad(z)+5¢(w)),

= WV (w0, @) 4o (2.109)
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Na ultima expressao, como de praxe, expandimos a fun¢do em z = w. Por este resultado
vemos que a funcdo de dois pontos entre dois operadores de vértice s6 é nao nula se
a = —f. Além disso, a OPE de operadores de vértice compostos por campos distintos é
regular em z = w. Para uma func¢ao de correlacao envolvendo uma colecao de operadores

de vértice,
] . —
([Tze?e2s) = T |z — 2, (2.104)
i 1<j

com )y, a; = 0.
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3 A TEORIA CONFORME DO SISTEMA D1-D5

“If you wish to make an apple pie from scratch, you must first invent the universe.”

Carl Sagan, Cosmos: A Personal Voyage, SO1EP09.

3.1 A MOTIVACAO HOLOGRAFICA: TEORIA DE CORDAS

Desde o inicio da formulacao da mecanica quantica, a compreensao de uma teoria quan-
tica da gravidade tem sido amplamente discutida, com diversos problemas surgindo na ten-
tativa de construir uma teoria aceitavel pelos métodos usuais, como a nao-renormalizagao
por abordagens perturbativas [44] 45, 46]. Procedimentos, como a teoria de cordas, tém
sido propostos na tentativa de contornar tais problemas [6].

A teoria de cordas se baseia na ideia de que os elementos fundamentais que descrevem
o universo conhecido nao sao particulas pontuais, mas objetos unidimensionais se propa-
gando em um espago de fundo. Um exemplo de sistema de cordas é o tipo IIB, composto
por cordas fechadas e por Dp-branas, com p impar. As D-branas sdo objetos extensos que
permeiam o hiper-espago e permitem que cordas abertas se acoplem as branas a partir de
condigbes de contorno de Dirichlet [7), [IT]. No limite de baixas energias, Iy = Vo =0,
com [ definindo o tamanho da corda, as corre¢oes provenientes dos modos de alta fre-
quéncia das cordas desacoplam, e a teoria de cordas fica descrita como uma teoria de
supergravitacao [11].

Uma das construcoes possiveis é o sistema D1-D5, amplamente descrito na literatura
em um espago-tempo em 10 dimensoes [11], [I8] 47, [48]. Esse sistema é composto por N;
D1-branas, que envolvem uma dimensao y compactificada em S', e N5y D5-branas que
envolvem toda uma superficie 5-dimensional S' x 7%, com S' em comum com as D1-
branas. A partir do limite de baixas energias na acdao que descreve as cordas, a métrica

do espago 10-dimensional construido ¢é [11, [17]

1 H,
ds?, = Tm(—dtz +dy?®) + \/H  Hs(dr* + r*dQ3) + ,/EdSZ(T‘*), (3.1a)
T T

com Hj 5 sendo as fungdes harmonicas e Q) = g,a”* Ny /Vpa, Q5 = g.a'Nj as cargas das

branadl.

'Definimos g, como o acoplamento das cordas e V4 o volume do torus-4.
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Observa-se que no limite r — oo temos H; 5 ~ 1 e a métrica torna-se assintoticamente
plana decomposta por Minks x S! x T%. J4 no limite » — 0, as funcdes harmonicas tomam

a forma

H15% -, (32)

e a métrica

dsty = f(r)(—dt* + dy®) + f(?")_lclr2 + 1/ Q1Q5d23 + \/gdsz(T‘l), (3.3a)
5

7“2

fr) = o0 (3.3b)

Esse tipo de solucao descreve uma estrutura de branas negras extremais, com singula-
ridade e horizonte de eventos em r = 0, e que podem ser interpretadas como buracos
negros extensos [7, 49, [17]. Ainda no limite » — 0, com a reparametrizacdo z = /Q1Qs5/r

a métrica torna-se

ds?, = %Qf’(—dﬂ +d2? + dy?) 4+ /Q1Q5d2 + %dsi(T‘*). (3.4)

Ou seja, o espaco é decomposto por AdSs x S? x T*, com o raio
Rys = R = (Q1Q5)"? = goa\ /Ny N5 /Vrs.

Figura 4 — Decomposicao do espago 10-dimensional

Ang 5’3 T4

Fonte: Representagio da folheacdo do espago AdS retirada de [50, [51]

Na formulagao conjecturada por Maldacena, é proposto que uma CFT, vivendo na
borda de um espacgo AdSs é dual a uma teoria de cordas do tipo IIB definida em AdS3 x
53 x T [11]. Para mantermos a decomposigao AdS3 x S* x T* no limite de baixas energias,

impoe-se

| =

a — 0, U = — = constante, (3.5)

Q
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de modo que a geometria plana de Minkowski é desacoplada. Além disso, para que na
acao efetiva os termos de maior ordem de curvatura R sejam negligenciaveis, requeremos

que a curvatura do espaco AdSs x S3 seja pequena na escala das cordas I,

[? 1
R=—""« < 1, 3.6
Rius  9sv/NiNs (3:6)

o que permite inferir que a solugao de gravitagio apropriada ¢ obtida no limite g2N > 1
[11].

Uma caracteristica fundamental do argumento de dualidade é a equivaléncia das si-
metrias dos espacos em questao. Sabemos que um espago AdS possui isometrias do tipo
SO(2,2) que sao localmente isomoérficas a SL(2,R) x SL(2,R) [7]. Este coincide jus-
tamente com a subdlgebra de Virasoro para transformagoes globais [5]. No trabalho de
Brown-Henneaux [52], o estudo de simetrias assintoticas do espago AdSs; demonstrou
ser gerado justamente por duas cépias da Algebra de Virasoro, e assim, a carga central
associada a essa geometria pode ser obtida

. 3R aas
2GY)

(3.7)

No contexto do sistema D1-D5, com o raio R%,q = gsa/*y/N1N5/Vra € a constante gra-
vitacional de Newton em 3 dimensoes Gg\?;) = g2’ /4Vra R3 g, obtemos a carga central
referente a geometria do espago AdS3: ¢ = 6N1N5.

Um outro aspecto importante ocorre quando introduzimos uma carga (), associada a
N, unidades de momento na direcao da brana compactificada em y. Essa carga gera um
horizonte nao trivial andlogo a um buraco negro BTZ (Banados-Teitelboim-Zanelli) [53],
que nos permite adquirir uma entropia de Bekenstein-Hawking nao nula [15 54] e que
mostra-se equivalente a contagem de microestados pela abordagem de branas na teoria

tipo IIB realizada por Strominger-Vafa [14],

A Eare—

Pela conjectura de Maldacena, essa equivaléncia é explicada pela dualidade, em que os
estados correspondentes a geometria no espaco AdS vivem na CFT. Nesse aspecto, o
sistema D1-D5 torna-se essencial no entendimento da dualidade AdS3/CF Ty, permitindo

a comparacao de resultados em ambas teorias.
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3.2 A SCFT COM N = (4,4)

Iniciamos o estudo da CFT Supersimétrica (SCFT) considerando um sistema de bésons
X(z,z) e férmions 1/)‘“4(2/), ambos livres. Esses campos possuem um espaco bidimensi-
onal como espago base, respeitando a simetria conforme discutida no Capitulo [2] Neste
caso, estamos interessados em uma teoria com quatro campos bosoénicos e quatro campos
fermionicos, na qual serdo impostas N' = (4,4) supersimetrias que relacionam bdsons
e férmions. Ou seja, quatro supercargas no setor holomorfico e quatro no setor anti-
holomoérfico. Além das simetrias conformes e supersimetria teremos também simetrias
associadas ao préprio espaco alvo, neste caso S® x T*. Esse espaco alvo possui simetria
do grupo SO(4)g, da esfera, que esté relacionada a simetria global do espaco referente as
componentes holomorficas e anti-holomorficas, ou usualmente chamadas de 'left-moving”
e "right-moving", respectivamente. Além desta, também ha a simetria SO(4)r associada
as rotacoes do torus. E conhecido que o grupo S O(4) pode ser decomposto em dois grupos

de rotagao bidimensionais [I8, [47]. Assim, escrevemos,
SOM)=SU2), xSU2)r e SOM)r = SU(2); x SU(2),. (3.9)

Os boésons X%(z,z) com i = 1,2,3,4, sdo tratados como vetores de SO(4)7, com o
papel de representar as coordenadas do torus. Ja os férmions, sendo spinores de duas

componentes, sao separados em duas componentes, holomérficas e antiholomorficas,

pod(z) e P0A(2). (3.10)

Novamente, sabendo que os vetores de SO(4) podem ser decompostos em SU(2) x SU(2),

utilizando das matrizes de Pauli, reescrevemos os campos bosonicos a partir da notacao,

X3 +iXt X' —iX?

; 1 ., NAA 1
(X]44 = TX’ (o)) = NG : (3.11)
2 2 |X14ix? X3 X
com o', i = 1,2,3, sendo as matrizes de Pauli e 0* = il,. Os indices devem indicar

justamente a qual parte da decomposi¢do SU(2) x SU(2) tal objeto pertence. Dessa

forma,

a, 3,7y — vetores de SU(2)p, A,B,C — vetores de SU(2),

&, B,% — vetores de SU(2)g, A, B,C —  vetores de SU(2)a,
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com a, 3 =+,—e A, B =1,2 de forma que os tensores anti-simétricos €4, €,3 tém suas
componentes €10 = €, = —€9] = —€_, = 1.

Com as simetrias descritas podemos entao definir as correntes conservadas. Para o
grupo de rotagdes SU(2), temos a corrente da simetria-R,

1 . .
J(2) = 16,431?%%5(0*@)671?737 (3.12)

onde o indice a = 1, 2, 3 é referente aos vetores do grupo associado. Para a supersimetria,

temos a supercorrente, responsavel pela troca bdéson-férmion,
GM(z) = N[0 X]P e 4. (3.13)

E por fim, o tensor energia momento,

T(2) = SeapeasldX] M 0X]P7 + Seape s o™, (3.14)

Com essas correntes podemos obter informacoes sobre a SCEFT a partir do cédlculo das
OPE’s, e consequentemente de suas algebras. Essas correntes, como é de se esperar, pos-

suem também suas versoes anti-holomorficas.

3.2.1 Algebra Superconforme

Das correntes da teoria podemos obter as OPE’s associadas & SCFT N = 4E

J% ()G () ~ ;(0*“)0‘# C’;ﬂi(z), (3.15a)

T(2)GC (w) ~ ‘;)(Z_lw)QmC(w) + Zig}am%@, (3.15D)
GNP -2 A0y, [2P) L OI] _ an T)

(3.15¢)

J4(2) T (w) ~ ;(zil)? L jead. j _(“2 (3.15d)

T(2)J%w) ~ iji(z) + (ja_(i)y (3.15¢)

TT() ~ f’w)4 +2 (ZT_(“Cj)z + iT_(t’u) (3.15)

Tais expressoes estao de acordo com o esperado para as OPE’s da SCF'T considerando a
carga central ¢ = 6. Isso porque para os bosons temos ¢, = 4 * 1 = 4 e para os férmions,

cp =4%1/2=2. A carga central total, sendo aditiva, é ¢ = ¢, + ¢y = 6.

20 calculo das OPE’s encontra-se no apéndice (B.1))



44

Um resultado importante a se extrair dessas OPE’s sdao as dimensoes conformes h de
cada corrente. Como resultado de CFT, sabemos ler a dimensao conforme de um operador
primario a partir de , e assim, das OPE’s lemos as dimensoes conformes
de J%(2) e G*(z) como h = 1,3/2, respectivamente. Para o tensor energia momento,
devemos considerar que o mesmo nao se transforma como um operador primério, mas
como um quasi-priméario de dimensao conforme h = 2. Definimos entao os modos dos

operadores holomorficos a partir da integral de contorno,

dz _
O,, = fi) %O(z)zm“m ! (3.16a)
O(z) = Y Oz m), (3.16b)
meZ

em que O(z) é o campo associado ao modo O,,. Entdo, obtemos os modos do tensor

energia momento,

d
Lo=1¢ Q—;Z"HT(Z), (3.17a)
T(z) =Y L,z2>", (3.17b)
da corrente associada ao grupo SU(2),
d
Jo = 2—;,2”]“(2), (3.182)
JHz) =it (3.18b)
e da corrente de supersimetria [
aA dz n+1/2 ~yaA
Go(z) =Y Gatyd, (3.19b)

3Diferente dos modos de simetria-R e tensor energia momento, em que n € IN, os modos de supersi-
metria possuem modos fracionarios.
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Com os modos de cada corrente é possivel entao obter a algebra a partir dos comuta-

dores dos mesmos, que construimos a partir da quantizagao radial ([2.85)), E|

(L L] = (m — 1) Lypsrm + 1£2m<m2 — )60, (3.20a)
(L, G24] = G;’;ﬁn(% —n), (3.20D)
(L, J%] = —nJ% | (3.20¢)
e, 8] = %mammodab +ie e (3.20d)
7, G2 = S(™) G (3.200)

{G.GIP} = (m = m)e P () T = P Ly = < (= 1/4) NG
(3.20f)

Aqui nés retornamos com a expressao em termos da carga central para compreender impli-
cagoes desse resultado. Essa algebra infinita possui uma subalgebra formada pelos modos
{Lo, Ly1, J§, G‘j‘é}. A importancia desses modos especificos é que a algebra formada por
estes é dita livre de anomalias, em outras palavras, nessa algebra o termo de carga central
desaparece. Além disso, ainda podemos definir uma outra subélgebra a partir dos modos
{Lo, J3}, e assim podemos diferenciar estados da nossa teoria a partir dos autovalores des-
ses modos por J3 |7,h) = j|j,h) e Lo|j,h) = h|j,h), em que j é a carga e h a dimensdo

conforme do estado/operador.

3.2.1.1 Bosonificacdao

Para nossos propositos sera 1util a representacao dos férmions bosonificados na teoria,
sendo os quatro férmions do setor holomérfico escritos em termos de bésons ¢® e ¢%, na

forma,
. e i . ei?®
Y (2) = . Y2(2) = . (3.21)
i —eid®
Aqui podemos checar a validade de tal representacao sob algumas condi¢des. Primeira-
mente os graus de liberdade devem ser os mesmos, e essa condi¢ao é garantida conside-
rando que as cargas centrais de ambas representacoes sao equivalentes. Se antes tinhamos

4 férmions implicando em uma carga central ¢ = 4 % 1/2 = 2 agora temos 2 bdsons ¢°, ¢°

com uma carga central ¢ = 2% 1 = 2. Uma outra imposi¢do importante é justamente a

40 calculo explicito da 4lgebra encontra-se no apéndice 1D
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relacdo de anticomutacao dos férmions. Se na representacao anterior tinhamos,

Yyt =~y (3.22)
na nova representacao, em termos dos bdsons, sera necessario impor

e = _gi?% 1", (3.23)

Assim, de forma implicita sabemos que a ordem em que os campos ¢° e ¢% aparecem
importa na construcao da nova representagao [55].
Temos por exemplo para o caso com (z) = ¢?'(2) ¢ Yi(z) = e~ '(2) as OPE’s na

representacao de bdsons, baseada na OPE dos operadores de vértice (2.103)),

(9 (), 118 @) (7 = ) lB D+ W), (3.24a)

110" (2) o i9NW)y (z — w)*lei(‘bi(z)*w(w». (3.24b)

Aqui é necessario fazer a normalizacao da OPE dos bdsons tal que a funcao de dois pontos
fica dada por (¢'(2)¢’(w)) = —§% log(z — w). Dessa forma, expandindo w em torno de z

e tomando o limite w — z,

€' (id'(2) L, (3.25a)

o1 (2) p=id' (@) + i0¢' (w). (3.25b)

(z —w)
O que esta de acordo com uma teoria de férmions livres Complexosﬂ Um resultado ime-

diato dessa bosonificacao é a nova forma tomada pelas cargas da simetria-R, J%(z). Pela

prépria defini¢cdo da corrente (3.12)) temos,

1 , A T T
T (z) = 1€AB¢QA€aB(U3)57¢’YB = §¢+2¢_1 - §¢+1¢_2
]_ - 45 —i 5 i 6 ) 6 Z
:§(ez¢e " e ¢>:§<8¢5—8¢6). (3.26)

Com a notagdo das matrizes de Pauli tal que (¢*)'; = 1. Uma outra observagao é que
no ultimo passo consideramos os campos bosonicos em pontos diferentes, de forma que

a OPE é utilizada e entdao o limite w — z é tomado. O mesmo processo vale para as

50 termo adicional i0¢" é regular em z = w, o que ndo modifica a OPE.
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correntes J'(z) e J%(z),

1 - S DTS B
TH(z) = eapt™eas(0)’ 977 = =yttt 4 g
1 -5 - 16 -6 -5
_ | 1¢° —id 1p° —i¢p
=3 (e e +e%e ) : (3.27)
1 - S T TP
T2 (z) = eapt™eas(0®) Y77 = SutYT 4 Sy
_ (i gt g —ig®
=5 (e e e’e ) (3.28)

Por fim, a partir das defini¢oes dos operadores escada J*(z) = J! 4 iJ? temos,

JH(z) = e e e J(2) = e (3.29)

3.3 O ORBIFOLD SIMETRICO NO PONTO LIVRE

Em geral, os orbifolds sao obtidos a partir de uma variedade apods a identificacao
de pontos sob um grupo de simetrias discretas. Singularidades surgem a partir de equi-
valéncias de elementos do conjunto. Um exemplo simples de uma variedade é o proé-
prio plano complexo C. Se realizarmos uma identificacdo g dos pontos do plano tal que
g(x +1iy) = —x — iy, representada por Zs, obtemos o espago quociente C/Zs. Veja que
nao ¢ necessario todo o plano para descrever este espago, dado que pontos equivalentes
sao descritos pela atuacao de Z,. A principio podemos dividir este plano em duas metades
equivalentes, Figura

A partir da identificacdo da reta real, o espago quociente C/Zsy pode ser descrito
como um cone, cujo vértice em x,y = 0 é uma singularidade pois permanece invariante
sob a identificagao, Figura O espaco quociente resultante é um exemplo de orbifold.
Com excecao dos pontos de singularidade, o orbifold se comporta exatamente como uma

variedade comum.
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Figura 5 — Construcdo de um espago quociente

—z 41y T+ iy
—T T
=ap . 1y T : y
(a) Identificacdo dos (b) Identificagdo da reta (c) Cone com ponto singular
quadrantes. real. em z = 0.

No caso do sistema D1-D5, o orbifold é criado a partir de N = Ny N5 copias da SCFT
que contém os bésons e férmions, descritos na variedade do torus (7T%), de forma que as
singularidades sao formadas a partir da identificacao das copias pelo grupo simétrico Sy.
Assim, definimos o orbifold simétrico pelo quociente Sym y(7T%) = (T*)V /Sy. Veja que no
sistema do orbifold a carga central da teoria torna-se ¢ = 6 N7 N5, recuperando o resultado
obtido para a geometria AdSs; por Brown-Henneaux, e indicando o alto grau de liberdade

no limite Ny, N5 > 1.

3.3.1 O Grupo Simétrico Sy

A identificagdo realizada pelo grupo simétrico Sy é descrita a partir da permutacao
dos elementos de um dado conjunto. Como exemplo, consideremos um conjunto de
N = 3 elementos dado por {1, 2,3}, de forma que g; € S5 sera definido como as diferentes
maneiras de se permutar os elementos. A permutacao ciclica g; que realiza as trocas

1 — 2 — 3 — 1, pode ser expressada por uma representagao de duas linhas [56],

gL = <g1%1) ng) ng)) - @ g zl))>’ (3:30)

em que os elementos "anteriores" a permutacao sao escritos na primeira linha e os ele-
mentos "apds' a permutacao na segunda linha. De forma geral, para elementos a,,, com
n=1,2,.., N, a permutagao é definida como
— aq (05} s an
g= < ) (3.31)
glar) glaz) --- glan)
A definicao da permutacao nao depende de como os elementos sao ordenados, apenas de

quais elementos estao sendo permutados. Ou seja, ha diversas maneiras de se representar
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uma permutacao, necessitando apenas da correta correspondéncia dos elementos nas duas

linhas. Por exemplo,

w=(2D-G1D-CID-(20- o

Um conceito importante a se descrever nessa notacao de duas linhas sao as composicoes

de permutagoes, j o g. Assim, sejam as permutacoes

1= (o it a0 (ol ol ) O
A composigao resultante é
jog:<j(bbll) j(bl)22) j(béjv)><g(aall) g(aCl22) g(aajj\f))’
:< ay ay - ay ) (3.34)

jg(a1) jglaz) --- jglan)

Veja que convencionamos que a atuacao das permutacoes é realizada da direta para a
esquerda, primeiro realiza-se g e entao j. A partir de verificagdo direta pode-se demonstrar
que em geral a operacao de permutagao nao é comutativa. Podemos utilizar ainda das
diversas maneiras de se denotar uma permutacao para descrever uma composi¢ao. Sejam

duas permutagoes do grupo Ss,

:12345) :<123
g2_<31452 © =1 9

Entao a composigao,

4 5
! 3). (3.35)

wen=( 224902819
SEREEICEEE =
SR o

Na equagao (3.36]) utilizamos da arbitrariedade da ordem dos elementos e rearranjamos
tal que a primeira linha de g, esteja na mesma ordem que a segunda linha da g;.
O "cancelamento" das linhas constréi uma tnica permutacao a partir das duas primeiras,

g2 © g1 = g3. Pelo exemplo anterior podemos ver que em g3 os elementos 1,2 e 3 sao



50

permutados entre si, e o mesmo ocorre com os elementos 4 e 5. Dizemos assim que a
permutacao € composta por duas permutacoes de ciclos de comprimentos 3 e 2 respecti-
vamente. Quando nao ha nenhum elemento em comum nos ciclos, estes sao chamados de
disjuntos.

Apesar da notacao de duas linhas ser eficiente no calculo de composicao de permuta-
¢oes, podemos adotar a notagao de apenas uma linha. No exemplo anterior, pela decom-

posicao em ciclos,
g1=(1532)(4), ¢g2=(13452) e g3=(123)(45). (3.38)

Em que, por exemplo, no caso de gy, os elementos sofrem uma permutacao ciclica 1 — 5 —
3 — 2 — 1 e o elemento 4 permanece invariante. Para o elemento invariante, indicamos
com um ciclo de comprimento 1, que muitas vezes é omitido. Nesta notacao podemos
ver ainda que (1 2 3)(4 5) = (4 5)(1 2 3), ou seja, permutacoes decompostas em ciclos
disjuntos comutam.

Um exemplo de permutagao nao disjunta decomposta é (1 3 4)(2 3 4). Claramente esta
nao ¢ uma permutacao disjunta, pois hé elementos em comum em ambos ciclos. Utilizando

a notacao de duas linhas podemos observar que,

nsneso=( 343 D035

= (;) Z if ‘21) = (13)(2 4). (3.39)

Ou seja, partimos de uma permutacao nao disjunta e mostramos que esta é equivalente a
duas permutagoes ciclicas de tamanho 2 e disjuntas. De forma geral, qualquer permutagao
g € Sy pode ser decomposta em ciclos disjuntos tal que Y n; = N sendo n; o tamanho

do ciclo i [56].

3.8.1.1 Classes de Conjugacao

Duas permutacoes g, j € Sy sdo ditas conjugadas se existe h € Sy tal que hgh™! = j.
Seja a principio uma permutacao g na notacao de duas linhas definida por
g= (o o o o) .40
a2 a3 P al ak+1 aN
Ou seja, a permutagao é composta por uma permutacao ciclica de tamanho k, tal que

g(a;) = a;41 para i < k e g(ar) = a1, além de uma colegdo de permutagoes triviais de
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tamanho 1 com ¢g(a;) = a; para k < ¢ < N. Também definimos uma permutagao genérica

h € Sy,

hz(al g -ov G - (lN). (3.41)
by by -+ by -+ by

Queremos demonstrar que a operacao de conjugacao hgh~! pode ser escrita como

-1 _ h&l hCLQ hak hCLk_H h&]v
hgh N (hg@g hEagg L hEalg hga,ﬁq; e hgaNg) (342)

Assim, pelas expressoes (3.40]) e (3.41)) temos,

hgh_1:<a1 as - aN)(%% g e M)(bl by - bN) (3.43a)

bl b2 bN 0/2 a3 RPN al PPN aN %% M

_ <a1 as - aN> (b1 by -+ by - bN) (3.43b)
b1 b2 PR bN a2 a3 DY all ... aN

:<%% eaf e M)(Zh by -+ by - bN) (3.43¢)
by b -+ by --- by as a5 a1 AN

S0 B b ) (3.43d)
by by -+ by - by

Assim, demonstramos que com g = (ay as -+ - ag)(ags1) - - - (an), a operagdo de conjugacao

hgh™ = (h(ar) hlaz)- - h(ax) - h(an)) = (hlar) hlaz) - h(ar)) (Alaks)) - - (hlan).
(3.44)
Ou seja, se g é um ciclo de ordem k, entdo seu conjugado j = hgh~! possui a mesma
estrutura com ciclo k. Essa conclusao pode ser generalizada para um caso com miultiplos
ciclos, em que, sendo uma permutagao decomposta em sub-permutac¢des com ciclos de

ordem k;,
9= 9192 9n, (3.45)

a permutacao conjugada 7,
j=hgh™" =hgigs--- g™t
= hgih ™ hgih ™ h- - - hg,h™" (3.46)

= J1j2 " Jn; (3.47)

possui a mesma estrutura de ciclos que g, e assim dizemos que as composicoes j e g sao

equivalentes. Na equacio (3.46) introduzimos nas permutacdes a identidade h=1h.
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Assim, conjugacgoes dao a agdo de Sy sobre seus préprios elementos. Todas as per-
mutagoes relacionadas por conjugacao pertencem a uma mesma classe de equivaléncia
caracterizada pelos tamanhos dos ciclos disjuntos. Numa dada classe de equivaléncia,
temos portanto, as permutacoes [47]

g=[](n)" com » nN,=N, (3.48)

n

onde (n) é um ciclo de tamanho n, He N,, o nimero de ciclos de ordem n. As classes de

equivaléncia ficam determinadas pela particao de N, ou seja, { Ny, No, -+, Ny, -+, Ny}.

3.3.2 Operadores de Twist

Os operadores de twist sao operadores que realizam a identificacao das copias da teoria
a partir das permutacoes realizadas pelo grupo Sy. Definimos um twist de ordem n em
um ponto zy por 0(172,,,771)(2’0)@ de forma que a insercao do twist troca as copias dos campos
definidos na teoria ao circularem em torno de zy. Sejam, por exemplo, os campos bosonicos
X%(2), em que o indice I = 1,2,..., N indica a cdpia ao qual o campo estd relacionado,

entao

Xi(€¥™ (2 — 20) + 20)0(m) (20) = X}11(2 — 20)0(m) (20), (3.49a)

Xi (2™ (2 = 20) + 20)0m) (20) = X1(2 — 20)0(m)(20)- (3.49D)

Ou seja, com a circulagdo dos campos em torno de um ponto onde se define um twist,
vemos que as copias sdo permutadas de acordo com a permutacao ciclica do twist e
verifica-se a monodromia nao trivial do campo. Veja que, se n < N, as cdpias com [ > n
permanecem invariantes. Um exemplo dessa atuagao é indicada na Figura [6] onde cada
cHpia possui uma cor e o twist une as copias associadas a permutacao. Estando a copia 3
ausente nos twists, essa permanece invariante.

A partir dos conceitos de classe de conjugacao descritos anteriormente podemos cons-

truir um operador de twist invariante sob atuacao do grupo simétrico Sy,

1
Ol = : > o5 com §=h"gh. (3.50)
nN!(N — n)! hesy

Em que incluimos um fator de normalizacdo que contabiliza as permutagdes de uma
mesma classe de equivaléncia, as diferentes permutagoes dos elementos triviais e a liber-

dade de ordenarmos as permutacoes.

6Nao confundir com uma permutacio trivial de tamanho 1.
"Usualmente indicaremos apenas a ordem do twist reduzindo a notacéo a T(n)
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Figura 6 — Representacdo da atuagdo de um twist que conecta as cépias (12) e (456), mantendo a cépia
3 inalterada.

Assim, o orbifold simétrico construido a partir das IV copias da teoria semente introduz
os setores twistados a partir das n copias identificadas pelo twist. As correntes associadas
a simetria-R, a supersimetria e ao tensor energia momento sao a soma sobre todas as

coHpias no setor twistado,

T(z) = z": T (2), JUz) = Zn: Ji(2) e G*(2) = IZH: G94(2), (3.51)

que, se tratando de somas, sao trivialmente invariantes de Sy.

3.3.3 Espaco de cobertura e Modos Fracionarios

Com a inser¢ao do twist as copias agora tornam-se multivaloradas, dado que os campos
nao retornam ao seu valor inicial ao contornar o ponto z; onde esta definido o twist.
Para que seja possivel contabilizar quantidades fisicas a partir de fungoes de correlagao é
necessario entao resolvermos tal problema, tornando as copias novamente univaloradas.

A atuacao do twist nas N copias da CFT gera setores de twist de acordo com a ordem
do mesmo. Nestes setores as copias tornam-se multivaloradas na parametrizacao do espago
base na esfera de Riemann. Uma abordagem utilizada para remover tais ambiguidades é
construir um espaco de cobertura > que associa as copias do espago base com diferentes
folhas na cobertura, tal que nestas os campos sao univalorados. O mapeamento pode ser

realizado de forma que localmente é dado por,
Z— 2y = b(t — to)n, (352)

0 que cria pontos de ramificacdo nos pontos zy onde localizam-se os twists de ordem n,

Figura [7]
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Figura 7 — Representacao dos cortes de ramificagao criados pelo twist

X — X}

Para mostrar como ¢ feita tal construgao vejamos um caso com dois twists de ordem
2, definidos em z; e 23 no espago base, representado em um recorte na Figura[8al Introdu-
zimos um corte de ramificacao que liga os pontos z; e 2o de maneira que ao se definir uma
curva fechada que atravessa esse corte e inclui um dos pontos z; ou 2z em seu interior,
entao as copias sao permutadas. Para resolver o problema dos campos multivalorados,
criamos duas copias, pois se trata de twists de segunda ordem, da esfera de Riemann com
0s mesmos cortes, mas parametrizados em t(z), e entdo conectamos as duas folhas sobre
o corte de ramificagdo, representada na Figura [8b] Se na base o campo era multivalorado

+

7

em um dado ponto z;, no espaco de cobertura esse ponto se reflete em t;-, associado as

duas diferentes folhas, se tornando univalorado.

Figura 8 — Representacao do espago base C'U {00} & esquerda e do espago de cobertura ¥ & direita.

22

z1

(a) Esfera de Riemann e corte (b) Colagem das copias da
de ramificacédo. esfera de Riemann.

Ainda com este exemplo podemos ver como se comporta a imagem da curva fechada no
espaco base que troca as cépias. Definindo os pontos z; e zy no plano complexo podemos
construir uma curva que vai de um ponto a outro atravessando o corte de ramificacdo,
representado em vermelho na Figura [9a] No espaco de cobertura terfamos uma curva
que passa de uma folha a outra, com inicio na imagem de z; na primeira folha, ¢;, e

fim na imagem de z; na segunda folha, T, vide Figura Para fechar a curva na base
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retornamos ao ponto z;. Porém, como nao passamos pelo corte de ramificacdo, entdao no

espaco de cobertura nos mantemos na segunda folha, com uma curva se deslocando para
i tF indicad Fi 9

a imagem t;", como indicado na Figura 9c|

Figura 9 — Curva fechada na base e sua imagem no espago de cobertura.

+ +
t; tf

L]
22
2 2f

t; ty

(a) Curva fechada na base
atravessando o corte de
ramificagao.

(b) Imagem da primeira
semicircunferéncia no
espago de cobertura.

(¢) Imagem da segunda
semicircunferéncia no
espaco de cobertura.

+
ti ty
L 2 L]
)
1
Zie l «Zf
21 A
t; ty

(d) Segunda volta na base. (e) Retorno & folha 1. (f) Fechamento da curva em %

Veja que temos uma curva fechada na base, que trocaria as cépias devido ao twist em
21, ja no espago de cobertura finalizamos trocando de folha, em que essas estao definidas
em diferentes pontos, t; e t;. Para fechar uma curva no espaco de cobertura deveriamos
realizar mais uma volta no espago base, como indicado na Figura [9d] Ou seja, para que
uma cépia retorne a si mesma, X' — X? — X! sdo necessarias duas voltas na base, e
apenas uma no espaco de cobertura, demonstrando que os campos aqui definidos serao
univalorados.

Em geral, a insercao de p operadores de twist o(,,)(2;), produz um corte de ramificacao
de ordem n; no espago de cobertura X, refletindo em n; copias da esfera de Riemann sendo
coladas em z;. Se s é o numero de folhas totais que compoem a superficie de cobertura,

entdo pela férmula de Riemann-Hurwitz [57] o genus g dessa superficie é obtido por

1P
9:52(712-—1)—34—1.

i=1
O genus de uma superficie esta relacionado a uma classificacao topoldgica da mesma.

(3.53)

Dizemos que uma superficie com g = 0 é topologicamente uma esfera, se ¢ = 1 a superficie

¢ um torus, Figura [10}
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Figura 10 — Superficies identificadas pelo genus

(a) superficie de genus 0. (b) Superficie de genus 1. (¢) Superficie de genus 2.

Em uma func¢ao de correlacao composta por operadores de twist devemos considerar

os twists invariantes sob o grupo simétrico (3.50)),

<ﬁ 0lg (21, %)) = <f[ hXS: -1 (2is Z)). (3.54)

Assim, com permutagbes compostas equivalentes definidas em ([3.47)), podemos avaliar a
funcao de correlacao de um tinico representante de uma classe de equivaléncia e contabi-
lizar quantos elementos existem nessa classe [57].

Seja por exemplo uma funcao de correlagao de quatro pontos

(o131 (21) 0121 (22) 0729 (23) o131 (24)) - (3.55)

Pela formula de Riemann-Hurwitz (3.53)) temos o genus da superficie no espaco de cober-
tura por

1
g:§(2+2—|—1+1)+1—3:4—3. (3.56)

Com operadores de twist de ordem 3, faz-se necessario no minimo trés folhas para construir
o espacgo de cobertura, e portanto temos g = 1 com 3 folhas, e g = 0 com 4 folhas. Ou
seja, ao construirmos as func¢oes de correlagdo a partir de temos uma soma finita
de termos sob os diferentes genera, com um limite superior (g > 0). E possivel mostrar

que em um limite N > 1 a fungdo de correlagdo toma a forma [57, [58],

p Imax P
Z W\ 1—g—= _
(Il ot (2, 2)) = > N7 2] 05,(2i, Z))g- (3.57)
% g=0 i
Assim, fica claro que contribui¢des provenientes de superficies com genus g > 0 podem
ser desconsideradas no limite N > 1, e portanto, consideraremos apenas superficies no

espago de cobertura ¥ com g = 0, ou seja, que sejam topologicamente uma esfera de

Riemann.
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No que se refere aos modos dos campos, assim como definimos estes para uma tnica

cHpia, podemos definir para n copias os modos fracionarios,

Om ZO 2 (U= ht =t (3.58)

27rz

Neste caso, para calcular a algebra dos modos dos operadores fracionarios g/n(z),G‘,jﬁL e
Ly, podemos fazer o "lifting" dos operadores para o espago de cobertura e entao tratar
como uma sé copia e ao fim retornar ao espaco base. O resultado obtido ao fim deste
processo € equivalente a algebra que ja possuimos com os novos indices fracionarios
m — m/n e a carga central total ¢, = cn [59]. O célculo explicito para o caso dos modos

de Virasoro fraciondrios sdo demonstrados no Apéndice [B.2.1]

Assim,
1 k—k en [ k? k
|:LZ7 L%/_ = < n ) Lk.;k/ + E (nQ — ].) 55k+k’,07 (3593)
- k/
{Lk, Tb] = -, (3.59b)
1 k: cn
[ 8L | = 25 i T (3.59¢)

e férmions.

Antes de entrarmos na discussao dos setores de twist, é util a defini¢do dos préprios
setores de periodicidade dos campos fermionicos. Ainda na teoria livre, no plano complexo,

temos a expansao em modos de um campo fermionico,
2) =Y by B2, (3.60)
k

Com by, sendo os modos fermionicos que respeitam uma relagao de anti-comutagao. Veja
que ao realizamos uma rotac¢ao no plano complexo,

U(z) = P(2e®™) = (= 1) oz T = 2y (2). (3.61)

k

Assim, se os modos forem inteiros, o campo fermionico é anti-periédico, correspondendo
ao setor de Ramond (R), se os modos forem semi inteiros, entao os modos serao periddicos,
correspondendo ao setor de Neveu-Schwarz (NS) [3], [I§]. Quando passamos a tratar dos
setores de twist, especificamente no mapeamento para o espaco de cobertura, veremos
que esses setores podem ser invertidos. Esses setores se fazem importantes também na
construcao dos estados, onde poderemos ver que o estado de vacuo associado ao setor de

NS é correspondente a um estado de vacuo degenerado no setor de R.
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Acerca dos setores de twist, devemos fazer essa mesma consideragao sobre a periodici-
dade dos férmions a depender da ordem do twist. Assim, digamos que o mapeamento para
o espago de cobertura > dado localmente por z = bt" seja considerado para a mudanca

de variaveis de um férmion,

z 1/2 n—1
Yu(2) = (i) bult) = (bn) 20T ). (3.6

A expressao indica que ap6s uma rotagao no espago de cobertura o férmion se transforma
por,

be(t) = (=1)" (1), (3.63)

Ou seja, a depender da ordem do twist a condi¢ao de contorno sobre os campos fermionicos

muda.

3.4 OPERADORES QUIRAIS PRIMARIOS

Retornemos & subalgebra superconforme { Lo, L1, J3, G"”‘ﬁ‘} livre de anomalias descrita

na se¢io anterior. A partir do anti-comutador dos elementos G4 /o temos,

{Gi3, G105} =P (J3 = Lo) . (3.64)

Agora suponha um estado |1)) que possua carga j e dimensdo h, ou seja, Jg [¢) = j |¢) e

Lo ) = hli),

(Y| ( 1/2 1/2 + G+1/2 173) ) = GAB(j = h), (3.65a)
> (1IGH [0) [+ 1Ga [) I7) = 2(h = ), (3.65b)

4B — _2 e da propriedade para os modos de supersimetria

onde utilizamos de e pe
T . .

(G%A) = —€n3€ ABG’éjfn [18]. Com este resultado sabemos que um limite superior para a

dimensao conforme de qualquer estado |¢) é dado por h > j. Veja que para o caso de um

estado |y) com h = j, temos a aniquilagdo do mesmo como consequéncia de ((3.65b|),

1/2 [x) = 0. (3.66)

Assim, um estado quiral primario, identificado como um estado que possui dimensao
conforme h igual & carga de simetria-R j é aniquilado pelos modos GT# /o [18].
Os operadores de twist o) definidos anteriormente em [3.3.2}, sao chamados de "twists

puros". No proximo capitulo demonstraremos que este operador possui dimensao conforme
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ho— — <n ) . (3-6;)
4:

n

Sua carga ¢ j = 0 e portanto, pela construcao da secao anterior, o mesmo nao pode ser
associado a um estado quiral primario. Se quiséssemos aumentar a carga de tal operador
na intencao de formar um estado quiral primario poderiamos ingenuamente pensar em
atuar com JF ) que por definicio aumenta a carga em uma unidade. Mas veja que se

um estado [1)) possui dimensao h, entdo,

Lo(J*, 18)) = (J5,Lo + [Lo, J4,] ) [v)
= (h+n)J* |[¥). (3.68)

Ou seja, o operador aumenta tanto a carga quando a dimensdao do operador de twist,
tornando-se impossivel de se obter um operador quiral primario tal que h = m dessa
maneira. Uma alternativa é considerar os modos fracionarios do setor twistado no espago
de cobertura. Pelos modos fracionarios definidos em sabemos que o operador escada

J+ Z) Z JI 271'1* I— I)Z o . (369)

27m
Em que indicamos com o indice (z) que este modo é definido na base [2I]. Pelo mapa
z =~ bt", o modo no espago de cobertura é obtido por

dt .
FAI 7{ ey O Ve N ) (3.70)
n 0

21

Ou seja, os n modos fraciondrios na base sio mapeados para um tunico modo J7, .

Com a &lgebra obtida em podemos ver que o operador Jfl(t) aumenta a carga
em uma unidade e a dimensao em 1/n, sendo possivel definir um operador quiral primario
a partir da atuacao do modo fracionario. Aqui mais um fator se torna importante, em
3.3.3| mostramos que para os férmions a periodicidade depende da ordem do twist, se esta
é par ou impar. No caso de um twist impar, o férmion é periédico no espaco de cobertura
e portanto a construcao do operador quiral primario é semelhante ao caso do boson. Ja se
o twist for par, o contrario acontece e o férmion nao retorna a si mesmo apés uma atuacao
de um twist de ordem n. Assim, se faz necessario a separacao dos casos na construcao do

operador quiral primario.
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3.4.1 Quirais Primarios de Ordem Impar

Com o estado de vécuo do setor twistado definido por |o,) = 0, |@) v o] temos a
primeira atuacdo no espago de cobertura, le(t) |@) vg, aumentando a carga em uma
unidade e a dimensdo em 1/n. Poderiamos continuar com esse processo atuando no-
vamente com o operador Jfl(t), mas veriamos a partir da algebra dos modos fracionérios
que J*JH @) ye = 0. O préximo operador que nao aniquila o estado é Jfét). Seguindo

este processo, podemos construir o estado ’O%O)> [47, [60],

0©) = &, Gy - ST D g (3.71)

Se calcularmos a dimensao de tal estado veremos que,

n—2

1 3 n—2 1 1 1 n—1
hO — p. < 2 >:< _) ~S @i+ 1) = . (372
" * n+n+ * n s\ +ni:0(z+ ) 2 (372)

Por outro lado, a carga ¢ simplesmente o nimero de operadores que atuamos, ja que cada
um contribui com o aumento da carga em uma unidade. Entao,

=" =0, (3.73)

formando um estado quiral primario. Podemos obter outro quiral priméario atuando no 1l-
. + . ~
timo o operador J ' (f), de forma que tanto a dimensao conforme quanto a carga aumentam

n

em uma unidade. Assim,

02) =7 lo®), (3.74a)
1
h) = = n;r . (3.74b)

; ~ ’ +(2) ~ .
Se seguissemos o padrao e atudssemos com o operador J ), entdo a carga aumentaria

n

em uma unidade enquanto a dimensao em 1/(n + 2), e portanto nao teriamos um estado

quiral. Por fim, podemos ainda atuar com o modo fermionico wflA/Q, gerando mais dois

estados quirais, para A = 1,2 com A{lF) = (%) — %ﬂ

3.4.2 Quirais Primarios de Ordem Par

Para este caso precisamos primeiramente alterar a periodicidade do férmion no espaco
de cobertura, para que o mesmo passe a ser periédico na atuacao do twist. Assim, in-

troduzimos um operador de spin R* que altera o vacuo do setor de NS para o setor de

8Por se tratar de estados periédicos entdo os mesmos estdo associados ao setor de Neveu-Schwarz no
espago de cobertura

9Isso pode ser verificado simplesmente calculando a dimensdo e a carga do estado z/)jf‘/2 12) N g-
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Ramond, permitindo a atuacao dos twists de ordem par. H Os indices + estao associados
ao fato de que o vacuo de NS é mapeado para um vacuo no setor de R degenerado. Assim,
se no setor de NS temos um vacuo |@) ¢ com h = j = 0, no setor de R temos um vacuo
R~ |o,) com h = 1/4 e j = —1/2 e um outro vdcuo R" |o,,) = JJ R™ |0,,) com h = 1/4
e j = 1/2 [18]. Podemos agora atuar com os operadores J,", de forma que, seguindo o

processo anterior, temos o estado quiral,

00 =@, 5, ...J+(%Z)R+ ESE (3.75)

n

Calculando a dimensao deste no plano z temos,

1 Inn-2 n-1
A =h, + — + = = . :
" +4n+n 1 5 (3.76)

Ja quanto a carga,

In’ = 5 + 9 - 9 = ho‘" (377)

Pelo mesmo argumento do caso anterior, podemos ainda atuar com J*, . Assim,

n

02 = T T TR (), (3.78)

que também resulta em uma dimensdo e carga iguais h(? = ;@ = (n 4+ 1)/2. E de forma

analoga, atuando o modo fermionico ¢J_F1A/2 obtemos um estado de dimensdo h{!*) =

(14
n

GUE) = p /2. Dessa forma temos quatro estados quirais primérios

o). v

O;O)> € Jj;

n

o), (3.79)

que possuem dimensao e carga iguais a (n—1)/2, n/2 e (n+1)/2 respectivamente. Assim

definimos na base,

J+<n72) J+(nf4> "'Jiré‘]jl lon) para n impar
J i iy J 2R |on)  paran par

n n

Por fim, podemos realizar as mesmas operagoes para o setor anti-holomérfico, criando

assim 16 operadores quirais primdrios combinando as (4 x 4) possibilidades.

10Na literatura também é comum realizar esse mapeamento pelo Spectral Flow[1S].
HCom A =1,2.
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A partir das relagoes de bosonificagdo dos operadores de carga em (3.29) podemos

escrever os operadores que definem os estados quirais por

09:) = exof ("5 S0 - 63 b (351

0(:) expf (-4 > [mi b 5() - T ?(z)}]) ORI
n+1)

S i) - a1 o o) (3.810)

2 o .
0P (z) = exp{ (—z 5
noo4
E simples de ver com os operadores de vértice que os operadores possuem dimensao
conforme equivalente aos estados quirais. Por exemplo, para o primeiro caso, em que

5,6
temos 2n campos ¢;",

1 /n—1\2 (n—1)
h=92n- h = . .82
"2<2n>+" 2 (3:82)

Por construcao esses operadores possuem dimensao conforme h e carga j iguais.

3.5 O OPERADOR DE DEFORMACAO

Até entao tratamos de uma teoria completamente livre a partir do orbifold no ponto
simétrico, que pode nao ser de interesse no contexto gravitacional [61]. Se desejamos

descrever uma deformacgao da CFT fazemos a insercao da interagao
Sint = Stree + A / d2zo(int) (Z7 2) (383>

Ligar a interacao a partir do parametro A permite deslocar a teoria livre para um ponto
no espago de moduli que possui uma boa descrigao gravitacional no bulk [62].

Para uma teoria conforme livre de escalas, o operador O™ deve possuir dimensao
conforme h = h = 1. Esta é chamada de deformacdo marginal. Na construcao do sistema
D1-D5 sao diversos os campos escalares da teoria de supegravidade, podendo conter a
métrica, campos bosonicos, fermionicos, etc. Na CFT isso corresponde a uma colecao
de operadores deformacao que levam a teoria livre a um ponto no espago de moduli
correspondente a uma perturbagao do espago AdS [I7,[63]. Para construir tais operadores
devemos nos preocupar se estes recebem corregoes quanticas na introducgao da interacao
e se respeitam as supersimetrias do sistema. As cargas sob as simetrias-R e as simetrias

internas associadas ao torus permitem o mapeamento dos diversos operadores deformacao

aos campos definidos no sistema D1-D5 [17].
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Os operadores quirais priméarios (3.81]) sao exemplos de operadores que nao recebem
correcoes quanticas na insercao da interacao e portanto sao protegidos no deslocamento

sob o espago de moduli [61]. Neste trabalho escolhemos compor o operador deformagao a

partir do operador quiral OES;O), que possui dimensao h = 1/2; definido em (3.81al). Além

disso, para mantermos a supersimetria do sistema adicionamos correntes de supersimetria.

O operador deformagao toma a forma [62]
in — - ~= 0,0 =
OEQ)t)(z, Z) = EABG—fﬂG—le/?OE?) (2, 7). (3.84)

Pela algebra obtida em (3.20]), vemos que o modo de supersimetria G_;/, aumenta em

1/2 a dimensao conforme do operador quiral,
1
LoG2y [h) = G jaLo [h) + 5G4y [h) = (h+1/2)G20 5 [) (3.85)

e assim, o operador deformagao possui a dimensao conforme desejada de h = 1, garantindo
a forma escalar da acao.

Note que o termo adicional na acao reflete diretamente na defini¢ao das fungoes
de correlagao, e a partir de um tratamento perturbativo introduz uma correcao nas mes-
mas. O principal objetivo do préximo capitulo serd a descricao de métodos para o calculo

de fungoes de correlagao contendo o operador deformacao.



64

4 FUNCOES DE QUATRO-PONTOS

“...And then one day you find ten years have got behind you. No one told you when to

run, you missed the starting gun...”

Time, The Dark Side of The Moon, Pink Floyd, 1973.

4.1 A IMPORTANCIA DE FUNCOES DE QUATRO-PONTOS

Como discutido no Capitulo [2] as fungoes de dois e trés pontos ji possuem sua forma
definida pelas simetrias conformes a menos de constantes de estrutura. As fungoes de
correlacdo de quatro pontos sao as primeiras que nao possuem seu formato funcional
fixado, o que por si s6 nos motiva a construirmos um método de calcula-las. De fato, ao
conhecermos tais fungoes, podemos a partir das regras de fusao, obter as constantes de
estrutura que caracterizam a CFT.

Com a acgao de interagao introduzida em a partir de operadores de deformacao,
podemos investigar como esta altera as fungdes de correlacdo em comparagdao a teoria
livre. Considerando uma funcao de dois pontos de campos O(z, z) normalizada na teoria

interagente, sabemos que esta possui a forma funcional
<ﬁ(21,21)ﬁ(22,§2)>/\ = |212’72A>‘, (41)

e assim podemos ler a dimensao conforme renormalizada A),. Para isso, devemos partir
da definigdo de uma fungao de correlagao ([2.25)), onde utilizaremos da agao interagente
(3.83)) em uma correcao perturbativa. No contexto deste trabalho nos resumiremos a uma

perturbacao de segunda ordem. Assim, a func¢ao de dois pontos,

1
Z int

A _ _ ]- _ in _
/ [DX]e 5 021, 20) 0 (2. 22) = 5 / [DX]eStee <1—)\ / @230 (25, 25)

>‘2 in — in — — _
+ 2/d223/d2240[(2]t)(23,zg)O[(Q]t)(z4,z4)> O(z1,21)0(29,22) (4.2)
—(0(21,5)0(22, 7))o — A / @P23(0 (21, 21)08 (25, %) 0 (22, %))
N in = in — _
+ ? /d223 / d2Z4<ﬁ(21, 51)0[(2] 2 (23, ZS)O[(2} 2 <Z4, Z4)ﬁ(22, 22)>0. (43)

Aqui indicamos por (---)o uma fungdo de correlagdo calculada sobre a teoria livre. Além

disso, é muitas vezes comum interpretar os elementos de uma expansao nas fungoes de
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correlagdo como diagramas de Feynman [64], e nesses, a amplitude efetiva é obtida ao
desconsiderar diagramas desconectados. Por isso, em (4.3)) consideramos Ziy & Zree-

No caso da corre¢ao em primeira ordem estaremos interessados em estudar campos
O tais que a funcdo de trés pontos com o operador interagdo é nula [47]. Veja que a
correcao de segunda ordem depende da fungao de correlagdao de quatro pontos envolvendo
o operador de deformacao. Isso nos motiva a desenvolver métodos de se calcular fungoes
de correlagao envolvendo tais operadores.

No capitulo [2| vimos que uma funcao de quatro pontos pode ser escrita na forma
4 o
(O1(21, 1) O3 (23, 25) Oa (24, 20) Oa(2, 7)) = Flu, @) [[ 272000 (4.4

com F(u,u) uma funcdo dos invariantes conformes e g = hi + ho + hg + hy.
Sabendo que o operador deformagao possui dimensao hs4 = }_1374 = 1 e considerando
campos Oy = (’)I = O com dimensao h;y = h e BLQ = ﬁ, podemos simplificar a fung¢ao
de quatro pontos utilizando dos invariantes conformes

— in — in — = G ’ u
(O (=1, z1)0[(2}t)(237Z3)0[(2] 9 (24, 21)O (22, 7)) = olu, 1) (4.5)

N | 213]2| 232 |2[ 212241

Essa forma é especialmente util quando fixamos os pontos z; — 00,29 — 0,23 — 1 e

z4 = u por uma transformacao de Mdobius, tal que obtemos
(07(00,50)0}5" (1, 1)0}; (1, 1) 0(0,0)) = Go(u. ). (4.6)

Por fim, com (4.5 a corre¢cdo em segunda ordem da fungao de dois pontos é

. 1 +)\2 d223
21222 2 ) [213)? 22 21024

(61(21,7)0(22, %)) ) / PuGol(u,d).  (4.7)

Aqui trocamos a integral em z; pela razdo anarménica u(z) (2.28)). Para a integral em
z3 observamos uma divergéncia em zi3, 233 — 0. Portanto podemos proceder com uma

regulariza¢ao definindo um cut-off A, ver Apéndice [A.3] de forma a obter

d?zs 2m |212]
= 1 . 4.8
oo Pl P~ P ( A (48)

Segue entao que, em (|4.7)), obtemos a correcao em segunda ordem

1
ENES

(O(21,721)0(29,Z2)) 5

[1 + 73T In <|ZA”|> + (’)(A?’)] : (4.9)

com a definicao da integral J,

J= / PuGo(u, ). (4.10)
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Para removermos a dependéncia do cut-off, introduzimos a renormaliza¢do do campo O

em segunda ordem como

jus

0" (2,%) = AN 0(z2, %). (4.11)
E por fim, retornando em (4.1)), também obtemos a renormaliza¢ao da dimensao conforme,

(O™ (21, 21) O™ (22,2))n = NV (O(21,71) O (22, %))

::@+ﬁvaA+OQﬁNaﬂ4AQ+wvjm<%ﬁ>+OQ%>

(1 + 7T/\2J1Il |212| + O(/\S)) |212|_2A == |212|FA2J|212|_2A = |212|_2A)‘,

(4.12)

do qual lemos
AN:A—gVJ+OQ%. (4.13)

Dessa forma, temos um procedimento para se verificar a renormalizacdo da dimensao
conforme de um campo ao transportarmos a teoria livre a teoria interagente a partir
do céalculo da integral J, que depende da funcao de quatro pontos e corrige a dimensao

conforme em segunda ordem.

4.2 PROPRIEDADES GERAIS DAS FUNCOES DE CORRELACAO NO ORBIFOLD

Seja a principio a esfera de Riemann onde se localizam n operadores de twist, o,,(2;).
Sabemos que esses twists geram cortes de ramificacao na esfera de forma que os campos
se tornam multivalorados ao contornar os pontos z;. Se definirmos uma curva que nao
contém nenhum twist em seu interior o campo nao sofre uma troca e portanto atua-se a
identidade como permutacao, veja Figura [11al

Com a arbitrariedade sobre o formato dessa curva, ¢ permitido que deformemos a
mesma, fazendo-a atravessar o ponto no infinito localizado no polo da esfera e assim con-
tornando a esfera, Figura [[IDb] Mas veja que se continuarmos a deformagao, passamos a
contornar todos os operadores de twist ao final do processo, Figura[lld E portanto, pode-
mos impor uma condi¢cao de monodromia sobre as permutacoes associadas aos operadores
de twist tal que uma funcao de correlacao dos operadores de twist é nao nula somente se

as permutacgoes compoem a identidade.
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Figura 11 — Condicdo de monodromia das fungdes de correlagdo

(a) Curva fechada que nao (b) Curva fechada contornando (c) Curva fechada contendo
contém operadores de twist. a esfera pelo infinito. todos os twists.
Assim,
<0§1 (Zlv 51)0'@2 (22’ 22)"'0-% (Zm En)) 7é 0, (414)

somente se §1§s...G, = L.

No Capitulo [3| discutimos o conceito de ciclos disjuntos, onde uma permutacgao ciclica
pode ser decomposta em permutagoes de ordens menores que nao possuem coOpias em
comum. Aqui veremos como essa propriedade se reflete nas funcoes de correlacao de

operadores de twist. Seja por exemplo a funcao de correlagao de 4 pontos,

(0123)(21)0(45) (22) 0 (132) (23) 0 (54) (24)) - (4.15)

Podemos verificar a condi¢gao de monodromia a partir da composicao das g; permutagoes.

Assim, as copias sao permutadas de forma que
183581 281%9 3892983
4 A5 524 5B Y4R5 (4.16)

Ou seja, todas copias retornam a si apés todas as permutagoes e portanto, essas compoem
a identidade. Mas veja que neste conjunto de permutagoes as copias [1,2, 3] e as copias
[4,5] formam conjuntos disjuntos. Nao hd permutagido que una ambos conjuntos. Dessa
forma, a fungao de correlacao pode ser decomposta em um produto de duas fungoes

de correlagao de dois pontos,

(0(123)(21)0(45)(22) 0 (132) (23) T (54) (24)) = (0(123)(21)0(132)(23)) (O (a5)(22) 050y (24)).  (4.17)

Poderiamos ainda ter uma permutacao g; composta por ciclos disjuntos, como na fungao
de 3 pontos,
(0(123)(45)(21)0(132)(22)0(54)(23)% (4-18)
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de forma que a fatorizagao é identificada como o produto de duas fungoes de dois pontos,

(o(123)(45)(21) 0 (132) (22) 0 (54) (23)) = (0123)(21)0(132)(22)) (T (45) (21) T (54) (23)) (4.19)

De forma geral, se a permutacgao g; ¢ escrita como g; = g; [1 gx, em que nao ha cépias em

comum em g; e g, entdo a funcao de correlacao fatoriza como [47]

1 CACRNE 1 CACIENT ) EACAEN) (4.20)

4.3 O METODO DE LUNIN E MATHUR

Nesta secao estaremos interessados no célculo de fungoes de correlacao a partir do
método de Lunin-Mathur [20], que consiste em mostrar que toda a contribui¢ao na forma
das fungoes de correlacao no orbifold referente a introducao dos twists pode ser descrito
em termos da acao de Liouville. O desenvolvimento do método aqui descrito acompanha
o processo realizado em [I8§].

A principio temos o espago base como o plano complexo parametrizado por z. Neste,
vivem os operadores de twists em pontos z; com cortes de ramificacao que implicam em
campos multivalorados. Dessa forma, o problema de se calcular quantidades nesse espago
é contornado ao definir um mapeamento para o espaco de cobertura > na forma z(t)
tal que os campos passam a ser univalorados no espago de cobertura. Mas veja que se
antes tinhamos um espaco plano, com ds? = dzdz, com o mapeamento para o espaco de
cobertura, temos,

ds® = dzdz =

2
dj dtdt = e? " didt, (4.21)

Ou seja, se ¢ nao for uma funcao constante, o que geralmente é o caso, o mapeamento
introduz uma curvatura no espago de cobertura. Se introduzirmos um mapeamento con-
forme no contexto de uma métrica fiducial, ds?> = e?d3?, podemos descrever um mapea-
mento agora plano (d3?), porém com um custo da nao invariancia da integral de caminho.
Felizmente, a mudanca na funcao de particao Z acontece de forma que toda a informacao
referente a0 mapeamento, e a curvatura, a partir da relacio ds? = e?ds? resulta na forma
[20, 211,

Z =2, (4.22)
em que Z é a funcao de correlacao na base, Z é uma funcao de correlacao artificial em

um espaco plano e Sy, é a acao de Liouville na métrica fiducial,

S, — % / &t/ 99[0,00,69 + 2RO ). (4.23)
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Aqui ¢®" e R®) sao a métrica e a curvatura de Ricci fiduciais, respectivamente. O
problema agora se resume a encontrar a acao de Liouville que conecta as fungoes de
correlagao na base e no espago de cobertura, e para isso devemos entender como o espago
onde estao os twists se transforma pelo mapeamento.

Para resolver o problema na insercao dos twists realizamos um corte em torno do
ponto em que estes estdo definidos com |z — z;| = ¢;, de forma a posteriormente impor
condigoes de contorno sobre os campos na borda deste disco. Além disso, se considerarmos
todo o plano surgiriam divergéncias nas fungoes de correlagao, de forma que definimos
um cut-off em |z| = 1/6 com & — 0. Esse cut-off é grande o suficiente para incluir em
seu interior todos os cortes feitos em torno dos pontos onde estao definidos os operadores
de twist, ver Figura [[2al Para construirmos um espago compacto definimos um segundo
disco, parametrizado pelas coordenadas Z = 1/(622) e também delimitado por || = 1/4,
ou seja, que representa os pontos na regiao |z| > 1/§. Com isso, este novo disco deve
conter os twists localizados no infinito, ver Figura [I2b, Dessa forma, o espago base fica
sendo descrito por duas regioes que sao coladas em suas fronteiras, ver Figura 12, e a

meétrica desse espago é dada por,

dzdz, para |z| < 1/0
ds® = o<1/ (4.24)

dzdz. para |Z] < 1/¢

Figura 12 — Construcao do Espago Base

_ -7 T~ / €co \
P N I 2
y 61/ . N ! y
/ ~ €2 \\ \ _ ;
/ N A 7
I o // N § o \
\\ 7 / \\\“_‘__,,\/)/ \
N N 4 4 | €2 |
N >~ - \
S~ €3 - X /’
o il O s > .
2] =1/6 . <
(a) Twists no plano complexo (b) Duplicagdo do plano (¢) Construgao do espago
delimitado contendo os twists compacto.

Com este espacgo base, desejamos entao construir um mapeamento para o espacgo de
cobertura definido pelas variaveis t e t de forma semelhante, porém com a consideracao

de um espaco plano fiducial. Ou seja,

dtdt, para |t| < 1/§
ds® = <1/ (4.25)

didi, para |f| < 1/6'



70

em que novamente, ds? = e¢d§2. E portanto, se faz necessario contabilizar na agdo de
Liouville todas as regides que sao mapeadas para o espaco de cobertura incluindo suas
singularidades, bordas e possiveis curvaturas.

As regides sao divididas em como o mapeamento se comporta em torno de certos
pontos. Para pontos onde estdo definidos os twists, e que foram realizados os cortes,
obtemos de forma semelhante um corte no espago de cobertura, indicados nos pontos t;

na Figura onde localmente o mapa se comporta como
z =z = a;(t —t;)P, 2Rzt &t (4.26)

Aqui p; € N indica a ordem do twist associado ao ponto z; e novamente o corte é tal que
|z — z;| = ;. No espago base também temos a regido em que z — 00, associada a borda
2| = 1/0 e aos twists definidos no infinitd?] indicados pelos pontos #, na Figura [13b]

Dessa forma, o mapeamento se comporta como

2(t) = bot®, z =00,t =00 (4.27a)

b
2(t) (t_tjo'o)qj

Q

, z=o0,t =t (4.27Db)

em que qo e g; estao associados a ordem do twist no infinito. Os coeficientes a; e by, b; sao
definidos pelo mapa do espago de cobertura. Veja que os twists em z = oo estao definidos
na regiao parametrizada por Z, de forma que as fronteira das imagens do infinito com .,
e t = oo se comportam respeitando a métrica do segundo disco e devem ser tratadas com

cautela. Essas regides anelares sdo indicadas por a e b na Figura [13b]

Figura 13 — Representacdo do mapeamento da primeira metade do espago base no espago de cobertura.
As regides anelares a e b sdo indicadas.

(a) Espaco base com inser¢do (b) Espago de cobertura com
de twists imagens dos cortes

Tmportante dizer que ¢’ nio é a imagem de 1/6.
2Nés escolhemos §' de forma que a imagem de 1/§ esteja mapeada no primeiro disco.
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Com os mapeamentos feitos, falta ainda fechar os buracos no espago de cobertura
devido aos cortes, para isso colamos discos sobre os mesmos com as devidas condi¢oes
de contorno, formando assim um espaco com a topologia de uma esfera. Esses discos sao
parametrizados por uma métrica plana, de forma que nao havera contribuicoes relevantes
na acao de Liouville.

A primeira contribuicao relevante vem da regido |z| < 1/6, onde estao os buracos em z;
devido aos twists. No espacgo de cobertura, mapeamos de acordo com a métrica fiduciaria

plana d3% = dtdt. Assim, na acao de Liouville,
S = oo [ 10,000 = o [ d10,(60"0) — o [ d160,0%. 4.28
L 96 W00 = g6 1(09°0) = Gor 00u0"0 (4.28)

O segundo termo é nulo para qualquer transformagao holomérfica (0,0;¢ = 0). Assim,
resta um termo referente a uma integral de contorno sob os buracos, esses que na borda
interna tem seu vetor normal apontado para o centro do buraco. Em coordenadas com-

plexas a derivada direcional é dada por

%_T;@+@) (4.29)

/@:m/i:—m/i, (4.30)

e a contribuicdo na acdo de Liouville para qualquer buraco no espaco de cobertura é

obtida porf]

Veja que com z = |z]e®?,

c .
SL:§&3/dw@¢+Cﬁ. (4.31)

Seguimos considerando os twists localizados em z; tal que realizado o corte em torno

dos mesmos temos |z — z;| = ¢;. Com ds* = dzdz = |%|dtdt e 0 mapeamento local (4.26),
temos a partir de (4.21])

d 1Y/
¢; = 2log ‘ﬁ‘ = 210g(|ai]1/pipi€£p’ 1)/pl), (4.32a)
1
Dup; = Z;_t'. (4.32b)

Na contribui¢ao de um buraco ¢ para a acao de Liouville,

S = T [z/dt@@t@ +coc.| = 6 /dtt . + c.c.. (4.33)

31¢.c."significa complexo conjugado.
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Veja que com t —t; = |t — t;|e? e dt = i|t — t;|e”’df a integral resulta em 27i[]

i C¢Z<pl - 1) C 1/p: (pi—1)/pi
[ . . A 2_1 1 ; /Di ; \Pi pi
c log (Jai|) pi— 1
= i — 1) |——— +logp; + ———loge;| . 4.34
5P —1) L Tlogpi+ = —loge (4.34)

Se agora partirmos para o contorno onde |z| = 1/§ sabemos que localmente o mapea-

mento se comporta como (4.27a)). Entao,

dz
— = byqot® 1. 4.35

dt 04do ( )
De maneira que o resultado sera semelhante ao anterior, mudando os parametros e também

considerando que agora se trata da borda exterior, e portanto a derivada direcional carrega

um sinal contrario. Assim,

log ([b 1
< (o —1) [128 WD | yogp — =100 (4.36)

5 = —
D) % %

Ainda com |z| = 1/§ temos também as imagens t = t., tal que, localmente, se com-

portam como (4.27bf). Assim, temos,

dz g e—(as .
¢ = 2log || = 2log (b, |~/ g;0~ @), (4.37a)
+ 1
yp = —ff_j. (4.37b)

Na contribuicao para a acao,

; log (|b; 1
S = —%(qj +1) M —logq; + L logd| . (4.38)
QJ q]

Aqui nés ja calculamos a contribuicao dos cortes realizados em torno dos twists, da borda
|z| = 1/0 e suas imagens em t = oo e t = to,. NOs ainda precisamos verificar como se
comporta 0 mapa nas regioes anelares a entre os cortes em t = t, e a borda |z| = 1/0,
indicadas na Figura [I3b] Além disso, também h4 uma regido anelar b entre |z| = 1/5 e a

borda no espaco de cobertura tal que |t| = 1/§". Para a regidao b temos com z = 1/(6%z) e

ds? = dzdZ e a partir do mapeamento (4.27a)),

q —(q0
¢ =2log (52|20’ |t~ {20+ D)y, (4.39a)
1
w:—%:. (4.39b)

4Neste e nos outros célculos semelhantes, a contribuicio do complexo conjugado é idéntica entdo
apenas incluimos um fator 2.
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Neste caso, [t| deve ser avaliado nas duas fronteiras. Com uma integral semelhante ao caso

anterior,

ext

(a0 + 1)*log ([t])| (4.40)

int

c
Sh=——

L 12
Veja que aqui teriamos outros termos constantes que vem de ¢, porém além de termos

constantes nao contribuirem na acao de Liouville, na diferenca entre a regidao interna e

externa esses termos se anulam. Para as regides internas e externas temos respectivamente,

12| = 1/6 —|t| = (|bo|0) Y% regido interna (4.41a)
1
lt| = 5 regiao externa (4.41Db)
Assim,
log |b log ¢
St = C(got 1)z 10810l [ logd sl (4.42)
12 o qo

Para a regiao anelar a, sabemos que a mesma estd delimitada pelos cortes dos twists

obtidos por t = t,, e a regiao em que Z < 1/§. Entao, se localmente o mapa se comporta

como (|4.27h)),

=t | (4.43a)

S — (4.43b)

O mesmo processo do caso anterior é feito, onde integramos na regiao delimitada pelos

contornos tal que,

2] = & =t — t1 .| = (&]b;|6%)"/% regido interna (4.44a)
2| =1/0 =t -t | = (|bj|5)1/qf regiao externa (4.44b)
E entdo/[]
ext
, —1)2
5= g = 1log (it —til)| = =B 1og e (445
12 int 12 J

Por fim, falta calcular a contribuicao da regiao anelar no segundo disco que forma a

segunda regido da esfera, este que possui parametrizacio ds?> = dzdZ = \% 2dfdf com
7 =1/6%2,1=1/8?t e o mapeamento (4.27al),
§%0qq -
=21 ¢|ao—t 4.46
6 = 2log (G P i), (4.460)
-1
0 = qof . (4.46b)

5¢ é o0 tamanho do corte no mapa de cobertura dos twists no infinito, e assim como os outros para-

metros deve se tomar o limite & zero no final dos célculos.
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Agora, a regiao de interesse ¢é tal que

- (€lbo 62)1/%  regido interna (4.47a)

It = regiao externa (4.47b)

Assim, a contribui¢ao na acao de Liouville para o segundo disco no mapa de cobertura,

- c (-1 - '
SL——ET[IogU)[ﬂ+10g5—|—210g6—qolog5]. (4.48)
0

Isso finaliza o calculo de todas as contribui¢oes para a acao de Liouville da chamada
parte cinética. Em todas essas regides tivemos métricas planas que implicaram em R* = 0
na integral de Liouville (4.23)). Porém, vé-se uma regido, dada pela intersecgao dos dois

planos em |t| = 1/6’ na qual hd uma curvatura nao nula. Na acdo de Liouville,

_ 48% / PR = %ﬁ\ (4.49)

lt]=1/8""

Em que para uma esfera temos [ d*tR = 87. Com o mapeamento sendo o mesmo do caso

anterior, mas parametrizando em t, temos,

qo 6/(‘104‘1) c C ,
d)\w e =8 T T T LT g [log |bo| — log go + 2log & — (qo + 1) log &'] .
(4.50)
Portanto, temos ao considerar todas as contribuic¢oes na acao de Liouville,
¢ (i —1) 1)’
SL:—E Z > log (|a;|) —i—z ;— 1) logpl—i—zilogsi
1— 41 +1
+w10g(|bo|)—(QO+3)10gCI0+2 Zq] + log
do PR do
R | C—1)? —1)2 5
—l—ZMlogﬂbjD—Z(qj+1)logqj—4log5’+ Z(% ) + (0= loga}.
j i j PR do
(4.51)

Assim, para o calculo de uma funcao de correlacdo em um espago base contendo M

twists de ordem p; e N twists no infinito de ordem g;,

Z = <Up1 (Zl)ap2 <22>"'UPM (ZM>UQO (OO>UQ1 (OO)"'O-CINfl (OO)>7 (452)

apenas os coeficientes referentes ao mapeamento local sao necessarios para obter a fungao
de correlacao na base. Note que ainda temos termos como ¢,0 e &', que devem ser removidos

na normalizagdo das fungoes de correlagdo. Entao, seja a fungao de correlagdo envolvendo
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N twists de forma que no espaco de cobertura esses sao mapeados para a identidade e
portanto, sobram apenas os cut-off realizados no espago base. A funcao de correlacao fica
definida por

Zse[0p(21), oy Ogn_, (00)] = €52 Z28) = 51 75, (4.53)

Com § indicando uma esfera sem twists, como foi construido e a fun¢ao de particao possui
o cut-off em 1/§". Veja que em (4.51]) se identificarmos a contribui¢ao do cut-off, para um

espago sem twists, podemos escrever,
Zs = (6)752° = K(§)73, (4.54)

dado que no espaco de cobertura os twists sao proporcionais a identidade. Definimos K
como uma constante que sera absorvida na regularizagao. Por fim, podemos definir uma

funcao de correlagao

. A Zse|Opys ooy Ogn_s] o K' [0 5
<0-p17""0q1v71>5 (125)N N-1l _ o Lﬁ 57N (4'55)

Em que utilizamos o fato que no espacgo de cobertura os twists sdo mapeados para um

operador identidade.

4.3.1 Funcao de Dois Pontos

Da construcgao anterior temos para uma funcao de correlacao de dois pontos de twist,

K 5 -3 S
€ €
(070 (0)a(ny (0))s = At R (4.56)
Dessa forma, precisamos computar as contribui¢oes em S, para dois operadores de twist.
Para uma funcao de dois pontos podemos escrever o mapeamento para o espago de co-

bertura como,
tn
tn—(t—1)

Entao para z = 0,v temos as imagens em ¢t = 0, 1 na cobertura, para z = oo teremos as

(4.57)

Z =

imagens t = 0o, #/_. De forma que, expandindo o mapeamento localmente temos,

z (1) z=0,t=0 (4.58a)
z—vro(t—1)", z=uv,t=1 (4.58Db)
z R %t, z=00,t =00 (4.58¢)
s (-t ) s =0t =t (4.584)

(1 —ry)?
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Com r; sendo as raizes que satisfazem (r;)" = 1. Dessa forma, obtemos os coeficientes

necessarios para se obter a acao de Liouville,

ai| = (U], |Gg| = |V|,P1 = P2 = N, .0da
|a1] = [v], |as| = || (4.59a)
_ |v! _
[bol = . q0 =1, (4.59D)
vy
b.:fif =1 4.59
j n(l—rj)z’q] ( c)
E portanto,
-1 —1)2
SL:—i 2! log|v|+2(n—1)logn+ulog6152
12 n n
n—1 7.
+4nlogd +2 ) log R B 4log 5’}. (4.60)
jz:l n(l—r;)?

Sabendo que r; sao as raizes de 1 podemos escrever um polinémio de grau n como a

decomposicao de suas raizes tal que,

n—1 —
" =1=1[(g—r)=(-1) Hq—n (4.61)
=0 =1
com rg = 1. Assim, no termo que contem tais raizes na contribuicdo para a agao de
Liouville,
n—1 T n—1 n -1
log | ———| = —2log 1—7r;]=-2log lim = —2logn. 4.62
jz:; (1_Tj>2 ]1_[1| ]| g1 q-— 1 ( )
E portanto,
2(n—1 1 —1)2
SL:—i (n = Din+ )log|v|+4nlog5—410g5'+ulogqsg—4logn ,
12 n n
(4.63)
de forma que obtemos a funcao de dois pontos ndo normalizada,
KI _c(p—1 — < (p— c
(O O (0)) = 10758 105) sl ] (4.64)

Kn
Veja que nao ha mais dependéncia nos cut-off’s 9, 0’. E por fim, podemos normalizar os

operadores de twist definindo,

LS (n-1)?

B bt (4.65)

_ £
) = T\ g

Essa escolha deve ser carregada para calculos de funcoes de correlagao envolvendo opera-

dores de twist daqui em diante. A fun¢ao de dois pontos normalizada fica na forma,

() (0) 0y (v)) = [o] E). (4.66)
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Com nosso conhecimento do comportamento de uma fun¢do de dois pontos podemos ler
a dimensao conforme do operador de twist puro,

h:l_z:;l(n—:). (4.67)

4.4 METODO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Um outro método bastante conhecido para o calculo de fungoes de correlagao é o que
se utiliza do tensor energia momento [65] [66]. Este método pode ser consideravelmente
mais simples de se construir, pois baseia-se em conhecimentos relativamente basicos de
CFT, como identidades de Ward e OPE’s de operadores primarios. Seja a identidade de
Ward em sua forma holomérfica, em que consideramos a principio apenas quatro campos

primarios,
24: 4 Ol X)

= | (2 —w;)? z—wi

(4.68)

E definimos X = ¢;(00)pa(1)ps(u)p4(0). Veja que quando utilizarmos da simetria con-
forme para fixar trés dos quatro pontos, temos uma EDO para (X) com u como variavel,

(T(2)X () _ 0, log {X(u)
(X (w) B

+ outros termos (4.69)

1

Os termos com ordem diferente de (z — u)~' ndo possuem relevancia dado que podemos

extrair o coeficiente de interesse a partir do calculo de residuos. Assim,

Res (T(2)$1(00)a(1)@3(u)$4(0))
=0 ($1(00)da(1)d3(u)4(0))

Por um lado, essa expressao pode ser util quando se tem informagoes sobre o compor-

— 9,10 {91(00)65(1) 63 (u)$4(0)) (4.70)

tamento do tensor energia momento e dos campos primarios. Por outro lado, a expressao
pode se tornar complicada quando envolve um grande niimero de campos na funcao de
correlacdo. Se introduzirmos os twists, ao realizar um mapa conforme podemos levar a
expressao para sua representacao no mapa de cobertura, onde deve ser mais facil tratar
os campos, e entao retornar a base. Um quesito importante é a consideragao de um tensor
energia momento total, composto pela soma dos tensores energia de todas as cépias. Se
cada um deles se comporta de forma semelhante, o resultado é a modificagdo da expressao
através da simples soma sobre o niimero de copias associado a ordem do twist em

questao.
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Utilizemos o método descrito para calcular novamente a funcao de dois pontos para

os operadores de twist de ordem n. Assim,

Oy log (0,(0)0,(v)) = nRes { <T<(§izg)(gi((7;)(;>> } : (4.71)

Como ja construido anteriormente, sabemos que no espago de cobertura os operadores de

twist sao mapeados no operador identidade, de forma que,

(T'(2)on(0)on(v))
{(on(0)an(a))

Agora veja que, como o tensor energia momento nao é um campo primario, devemos

S (T(1)). (4.72)

considerar sua transformagao apropriada,

dz

T(t) = (dt) T'(2) + 132{75(2),2} (4.73)

Em que {t(z), z} define a Schwarziana a partir das derivadas do mapa,

3 ("’ dt
t =— == com t'=—. 4.74
=55 (5] e = (4.74)
Essa transformacao evidencia a curvatura do mapa gerado pelos twists. Se na base tinha-

mos (T'("z)) = 0, no espago de cobertura,

(1)) = T5{t(=). 2}, (4.75)

Portanto, temos a funcao de correlacao,

9, log (0(0)0, (v)) = %lj:eg{t(z), 2}, (4.76)

Veja que aqui se faz necessaria a transformagao inversa, t(z), que podemos obter recupe-

rando o mapa proposto em (4.57). Assim
1/n

t(z) = Ry P TS

(4.77)

Calculando a Schwarziana desta transformacao e avaliando o residuo, temos enfim

cn cn vi(n? —1) c 1
Egifg{t(z), z} = El;{:evs (WW) = —— <n — ) . (4.78)

E portanto na EDO que fornece a funcao de correlagao,
c 1
9, 10g (0 (0)on(v)) = ——— (n _ ) , (4.79)

— (0,(0)0,(v)) = v ("), (4.80)
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E importante mencionar que o método considerou a atuacao da componente holomér-
fica do tensor energia momento, mas o mesmo seria possivel com a parte anti-holomérfica.
Além disso, possiveis constantes de integracao na solugao da EDO sao fixadas a partir da
normalizacao do operador de twist. Novamente, a partir do comportamento da fungao de
dois pontos obtemos a dimensao conforme,

h= i (n - 1) . (4.81)

n

O que confirma o resultado obtido em (4.67)).

4.5 PROPRIEDADES GERAIS DE FUNCOES DE CICLOS DUPLOS

Um dos principais desafios no calculo de fungbes de correlacao, seja pelo método de
Lunin-Mathur ou pelo método do tensor energia momento, é a definicaio do mapeamento
que leva os objetos da base para o espaco de cobertura, removendo as singularidades do
orbifold simétrico e criando diferentes folhas que tornam os campos univalorados nova-
mente. Na se¢ao utilizamos de um mapeamento z(t) para obter a dimensao conforme
de um operador de twist puro o,,. Aqui iremos definir um mapa que sera til para o calculo

de fungoes de correlagao de quatro pontos com ciclos duplos, do tipo

([0%,1021]" (00, 50)0% (1, 1) O, (u, w) [O%,,02,] (0,0)). (4.82)

[n2] [n2]

A principio supomos que esta se trata de uma funcao de correlacdo que nao se fatoriza.

Iremos definir o mapa para o espago de cobertura [47, [67], ver Figura
E\™ [t -t >n2 <t1 —too>”2
t)=1|— 4.83
Z( ) <t1> (tl — 1o t— 1t ' ( )

Figura 14 — Mapeamento da Fungao de Correlagao
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Veja que com o desdobramento em ciclos duplos também definimos os campos O' e O? em
pontos distintos no espago de cobertura, tornando-se uma funcao de 6 pontos no espaco

de cobertura,
(02 (to, F00) O (00, 50) O (11, 1) O (2, )01 (0, 0) O2(to, fo)). (4.84)

Esse mapa é proposto de maneira que localmente a fun¢ao se comporta de acordo com

a ordem do twist de cada operador. Assim,

2(t) & boot™, t— 00 (4.85a)
2(t) = b (t— 1) ™, =t (4.85b)
2(t) = bot™, t—0 (4.85¢)
Z(t) = by, (t — to)". t —to (4.85d)

Além disso, também devemos impor que o mapa possua o comportamento adequado para

os operadores com twist 2, ou seja,

2(t) = 1+b,(t—1)% t—t (4.86a)

z(t) mu+b(t—a)? t—a (4.86Db)

A expansao do mapa sobre os pontos t; e x deve fornecer condigoes sobre os parametros
to,t1 € to tal que 0 mapa fica totalmente definido. Com (4.83)) vemos que ja é satisfeita a
condigdo z(t;) = 1, enquanto para a segunda equagao temos,

o(z) = (i)n (m — )" (tl - t°°)m = u(z). (4.87)

tl—to l’—too

Onde impomos que a imagem de x no plano z é justamente z(t = x) = u. Além disso,
para que o mapeamento tenha coeficiente nulo na expansao em primeira ordem, a primeira

derivada do mapa deve ser nula nesses pontos. Assim,

(z) =0 = ij(tw — o) = (z — to) (7 — too), (4.88a)
Z(t) =0 = %tl(too —to) = (t1 — to)(t1 — too)- (4.88Db)

Entao, temos duas condigoes sobre 3 parametros e a escolha de um deles fica livre. Por

conveniéncia, fazemos entao a definicao ty = z — 1. Dessa forma, podemos obter t,, de
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(4.88a)) e substituindo em (4.88b)), encontramos a solugao para ty,

to=x—1, (4.89a)
= (x —1)(ny + nex — ng)’ (4.89D)
(N1 + na)
to = o — — 2 (4.89¢)
ni + Nax

Substituindo em (4.87)) temos,

T+ ni \ nit+n2 T n1—n2
= —=2 _ . 4.90
ul(z) (1’—1) <:v+"1—1) (4.90)

n2
Como fixamos trés pontos com a simetria conforme em duas dimensoes, as fungoes de
correlagdo podem ser descritas como fungoes apenas de u(x). Aqui podemos afirmar que
ao se realizar o mesmo processo com a troca m; <> no teremos um mapa equivalente
a menos de uma transformacao conforme, tal que podemos sem perda de generalidade
escolher o mapa [4.90L Em certo ponto sera necessario obter a inversa de tal mapa, mas
veja que o mesmo possui grau elevado, tornando o processo inviavel de se realizar de
forma geral. Ainda assim, podemos analisar como a inversa do mapa se comporta em
3

certos limites de interesse. Se u — 0 vemos pelo mapa que = — 0, —n. Assim, temos as

inversas em menor ordem

n1+n2

nl n2 nyp—ng 1
xy(u) =~ (1 - ) () um2 r—0 (4.91a)
na ny
ng—nj
nq ny N1\ ni+n 1 n
To(u) m —— — <1 + > <> Uy r— —— (4.91b)
T2 U T2 U
J4 para v — 1 temos as imagens x — oo, —"L—"2. Na imagem r = —"5-"2 ¢ possivel
no n2

mostrar que na expansao do mapa u(z) as corregoes de primeira e segunda ordem se

anulamﬂ Sendo assim, uma expansao em terceira ordem é necessaria, resultando em

4
x3(u) ~ — . flu, T — 00, (4.92a)
2a(u) ~ i — Ny + 31/32_2n1_1/3n2_4/3(n1 + n2)2/3(n1 _ n2)2/3(1 _ u)1/3, N = nz'
QTLQ 2”2
(4.92b)

Com a acao de Liouville (4.51)), j& desconsiderando os termos de regularizagao e conside-

6Basta verificar que a primeira e segunda derivada da funcio em tal ponto sdo nulas.
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rando as definigoes dos coeficientes (4.89)),

_cf(m—1) (n2 — 1) 1 1
== 5 Do + 2 g () + G 10w )+ 10w ()

1—
+ (n1 — 1) logny + (ne — 1) logny + 2log 2 + (nnl)log (Jbss|) — (1 + 3) log ny
1

(n2 +1)

no

+ log ([br.|) — (n2 + 1) log na. (4.93)

Com o mapa u(x) obtemos ainda os coeficientes b,

n1+n2 —n1
bp=ax"™(x—1)"™ (x + m) (3: b 1) ) (4.94a)
) N9
—ng ni+ng ng—ni
by, = (_m) (x—1)7" (:v + m> (:E + 2 1> ; (4.94b)
No n2 T2
2 -2 _
by, = —ny(z— 1)~ (x + nl) (x + 1) (x + 2 n2> ) (4.94c)
%) %) 2n2
ni1+ne n2—mni —
by = nya™ 2 (g — 1)~ (mtn2) (:c + m) (:U + 1) (SC + nQ) ;
%) Mo 2712
(4.94d)
ny\ "2 " (n1tna) ny\ "2 n na
btoo: — ;1;'1((1;—1) ) e 4+ — x4+ ——1 , (4.946)
N9 ) N9
boo = (x — 1)~ (m1Hm2) (x + m) (m 0 1) : (4.94f)
o N9

E portanto, a acao de Liouville que contém as informagoes do mapeamento e relaciona

uma funcao de correlagdo na base com a mesma no espaco de cobertura é

205 4 (24 3ng)(na + na)my

¢ [2n3 + (2 + 3ng)(ny — ng)ny
Sp=——¢ =2 ] ] —1
L 12{ e og |z Mmins og |z — 1]
B 2n3 + (2 — 3ny)(ny + na)my log ‘x N ni N 2n3 + (2 — 3ny)(ny — no)ny log ‘x N moy
2’/11712 T 2n1n2 To
+ log x+n1—n2 —logn1—|—2log2—4logn2}. (4.95)
no

4.6 FUNCAO DE QUATRO-PONTOS COM OPERADOR DE DEFORMACAO

4.6.1 Campos de Ramond

Anteriormente definimos os campos de spin a partir de operadores que mapeiam o
estado de vacuo de Neveu-Schwarz para o vacuo degenerado de Ramond. Por isso muitas
vezes chamamos os campos de spin de campos de Ramond. Considerando as excitacoes

do vacuo como rotacoes em S® com carga j3 e rotacdes em T* com carga j°, temos os



83

carpos de Ramond em sua forma bosonizada FT B,
Ri(z) = {( ;i )+ ¢ z)]) }Un(z), Fo0efo-t  (196a)
R =enf (5 20 < ) oo =0 e Pog oo
R () =exp{(i%;[¢?<z> —as?(z)])}an(z). fodbepoo (9

Com conhecimento de operadores de vértice e a dimensao conforme dos operadores de
spin, obtemos a dimensao conforme dos campos de Ramond: h = n/4. Os estados de spin

sao construidos a partir da atuacao desses campos em um vacuo de NS,
+4), = RERE(0,0)|@)ys e |AB) = RIRD(0,0)|2) s (4.97)

Com um estado de spin arbitrario |s), com s = (+4), (AB) podemos construir um estado

de Ramond Z{N*)} genérico a partir destes estados,
()
R{N} = H ) (4.98)

em que N € N tal que ons nN®) = N. Por exemplo, digamos que tenhamos uma CFT

com N = 3 copias. Assim, escolhemos estados de spin s arbitrariamente de forma que
LN 4 2N 4 3N = 3, (4.99)

Aqui teriamos possibilidades de escolha em N,, tal que cada uma representa um estado

possivel,
P = [s1), @ [s2); @ |s3);, (4.100a)
Ky = |51); ® [82),, (4.100b)
%3 = |83>3 . (41000)

Estaremos interessados em calcular fun¢des de dois pontos com campos de Ramond, tal

que, introduzindo a interacao pelo operador interacdo, surgem as func¢oes de 4 pontos na

(

Os campos de Ramond Ry, sdo por constru¢ao compostos por ciclos (n;) disjuntos, de

forma,

NS T
I1 (5. ] (00, 50)Olst (1, 1) Olst (u, @)

]

I fm])Ngw] (0,0)>. (4.101)

1,8

forma que >, n; = N, ou seja, esses campos incluem todas as cépias da SCFT [47].
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Na secao vimos como operadores de twist podem se fatorizar a partir do com-
portamento de cada permutacio ciclica. E simples de ver que considerando os operadores
deformacao O[(;?t) com permutacoes de ciclo 2, existem maneiras limitadas de se obter uma
funcao de correlagao conectada, dado que as duas copias presentes neste operador podem

se conectar com um ou no maximo 2 operadores Rfm]. Assim, a funcdo de correlagao

(4.101)) reduz-se a trés casos:

o (liclo tinico
(Rl (00,%0)05” (1, )OS (u, 4) R}, (0,0) ) I1 (Rl (00, )R], 1(0,0)).  (4.102)
j
Neste caso, ambas as copias no operador deformagcao estao inclusas no ciclo n, e pode-
mos ainda normalizar os campos para que a funcao de dois pontos seja normalizada,
<RSJT<OO, )Ry (0,0)) = 1. Com twists de ordem n sdo necessdrias n folhas para compor
o espaco de cobertura. E entao, pela férmula de Riemann-Hurwitz (3.53]), o génus da

superficie é g = 1, e portanto possui a topologia de um torus.

o (liclos duplos

<[ fﬁﬂ fiz]r (o0, O_O)Og]t(l’ I)Og}t(“vﬂ) [Rfﬁl] nz]} >H< SSZ] Rf;’i,j](O» 6)> .
' (4.103)
No caso de ciclos duplos, uma cépia na permutagao do operador deformagao esta inclusa
em n; e outra em nsy. Veja que neste caso, temos campos com permutacgoes distintas em
um mesmo ponto, o que leva a 6 pontos de ramificacido, sendo necessarias n; + no folhas

no espaco de cobertura. Assim, o génus da superficie de cobertura é

Loty = 1)+ 2(ms — 1) + 2] — (ny + 1) + 1 =0, (4.104)

g:2

e portanto possui a topologia de uma esfera. Pelo argumento elaborado no Capitulo 3] nos

preocuparemos apenas em calcular fungoes de correlagao cujo espago de cobertura possua

genus g = 0.
e Fungao de trés pontos

st _ (int)
(Riih (00, 50) 0" (L) R, Riz, (0.0))
<Rsm Rszfﬁ (o0, 60)0[(;?)@, u) R (0, 6)> II <R[Saij} (00, 0) R [Tnﬂ (©, 6)> ‘

[n / TLQI
J

(4.105)
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Com M = nq+nao, é possivel que a funcao de correlacao seja decomposta em uma funcao de
trés pontos. Na se¢ao [£.8 iremos mostrar uma identidade de Ward associada as correntes
de simetria-R, de forma que, no caso particular dos modos Jjj, podemos obter que fungoes
de correlacdo em geral somente serdo nao nulas caso a soma das cargas j° dos operadores
envolvidos seja nula. No caso das fungoes de trés pontos dos campos de Ramond, devido
a essa propriedade, tais fungoes sao identicamente nulas, dado que os campos de ciclos
duplos possuem carga 1 ou 0 e os campos de ciclo iinico possuem carga +1/2. Isso justifica
que a correcao em primeira ordem da funcao de dois pontos dos campos de Ramond é
trivialmente zero.

Pelas expressoes que definem os campos de Ramond em , podemos escrever o

produto de dois campos de Ramond da seguinte maneira:

- n - ni1+ng
(0p) plso) — 1 RS 5 6 1 5 6
R, VR, = T hezS: exXp |5~ ) Iz_:l (J%(I) + P¢h(1)) + 2y I_Z (§¢h(1) + Q¢h(1))
N = =n1+1

Xah_l(l...nl)hah_l(n1+1...n1+n2)h'
(4.106)
Os parametros o, p,s, 0 = £1 sao tais que produzem os diferentes campos de Ramond,
vide Tabela [T} Estes campos ja incluem em si a normaliza¢do .,,,, do estado. Além disso,

soma-se sobre as classes de equivaléncia os operadores de twist.

Tabela 1 — Defini¢do dos Campos de Ramond
R(U,P)R(Czé’) ‘ Ri R Ri R- Ri R2 Ri Ri RY R~ RY R
17 ne] [n1] " [ne] [n1]” ¥[n2] [n1]” “[na]

[n1] ~*n2) [n1 [n1]~ ¥ [n2] [n1]~ Yna]

(o, p) (=1,-1) (=1,-1) (=1,-1) (=1,=1) (41,=1) (+1,-1)
(s,0) (+1,-1)  (=1,41) (+1,41) (=1,—1) (=1,41) (+1,-1)

Veja que na Tabela [1| algumas composicoes de campos de Ramond sao omitidas pois
essas podem ser obtidas a partir de uma operacio de conjugacdo, como R*R* = (R~ R™)T,
o que pode ser facilmente verificado pela defini¢ao
4.6.2 Funcgoes de quatro pontos via LM

No espaco de cobertura a fungao de 4 pontos de ciclos duplos (4.103) torna-se

(R (00, 50) RO (100, Foc) O™ (11,5, )O™ (, 1) R (0,00 RSO (t0,Fy)),  (4.107)

ou seja, uma funcao de 6 pontos. Quando consideramos campos fermionicos bosonizados

no espaco de cobertura, utilizando da representacao de modos fraciondrios (3.58) e os
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operadores quirais (3.81al), podemos ver que por uma transformacao que se comporta

localmente como z & bt"™ os operadores bosonizados adquirem um fator b |21, 47],
bPm :exp{z’p(ejgzﬁj(t*))}:, € ==*1 (4.108)

e portanto os campos de Ramond no espago de cobertura, com p = 1/2,

2

RO (00) REON () = T pi73 o 5176%(00)+00°(00)] =4[50 (toc) 00 1:0)] (4.1092)
R(a,p)(O)R(g,g) (to) = b;ﬁb;ﬁeé[U¢)5(0)+P¢6(0)]e%[<¢>5(to)+9¢6(to)}' (4.109Db)
0

Note que a informagao do twist agora se encontra apenas nos fatores b,, pois os campos
sao univalorados e nao ha twists no espaco de cobertura. Para calcular a fungao de corre-
lagao precisaremos descrever o operador interacdo em termos dos bdsons e dos férmions

bosonizados. A partir da definicdo do operador interagdo em ([3.84)) e com os modos do

operador de supersimetria (3.19a)),

, _ dt da - - e
(int) _ -1 v =12 G e 1/2 ~v—A -B (0,0
O (tst) = (2be]) ean p o—(t = ) 5 ({ = 1) GG (B0 (¢ 1)
(4.110)
Escrevendo os operadores de supersimetria explicitamente,
G4(2) = 7 (2)[0XT*A(2) — ¥ 2(2)[0X] (=), (4.111a)
G P (z) = 0 1(2)[0X]P(2) — 2 (2)[0X]1E(2). (4.111b)

Com os férmions bosonizados definidos em ([3.21]), a0 mapear para o espaco de cobertura
também devemos levar em consideragao os fatores b, como em (4.109)). Assim,

GG HBOO (1, 1) ox (7 VDX (1) + ¢V 0X] (1))
x (e D[DX)2(E) + €9 D[DX]12(F))e3 07"t 36— (1), (4.112)
Lembramos que aqui temos implicitamente um ordenamento normal, tal que a OPE de
operadores de vértice definida em (2.103)) é utilizada, e

AW BE), — (ABBE) , AB+BE), (4.113)

com (¢'(2)¢’(2)) = —d6Ylog(z — 2'). Assim, um dos termos no operador interagao é
escrito como

G_l(t)@;Q(i)O(O’O)(t*,E*) _ |\tb*|t4|

(4.114)
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Em que definimos as funcgoes,
A(t,) = e3(@+6%)(t) o B([*) - 6%((55-5-(;36)(5*)’ (4.115)
e para os campos bosonicos teremos a operagao de conjugacao [1§]
((X14)' = —epean[X])55. (4.116)

Juntando com o segundo termo em (4.110)), e realizando a integragao de residuos,

b~

()(”“)(t*,t ) = :

{AT(t*)([aX]D)T(m) [ B(E)[0X](t.) = B (£.)([0X]™)'(L.)]

+ A(t)[0X)" (t.) [B(E)[0X)*(E) — B (E) ((0X]M) (E.)]

(4.117)

Assim, podemos inserir o operador interacao na funcao de correlacao e utilizar das
expressoes para as fungoes de dois pontos para os bésons e os férmions. Na fung¢ao de cor-
relacao o operador interagao aparece nos pontos x e t; e portanto seria necessario
o produto de dois operadores do tipo . Apesar disso, ao introduzirmos na funcao de
correlacdo, a mesma se separa em sua parte fermionica e bosonica. Para a parte bosonica,

utilizamos das fungoes de dois pontos,
95AB 5AB
(z —2)%

Vamos nos preocupar a principio apenas com as variaveis bosonicas, de forma que na

([0X]44(2) ([0X]PE) (") = — (4.118)

funcao de correlagao iremos verificar os termos nao nulos provenientes das fungoes de dois
pontos. Entao, na funcdo de correlagao (4.107) escrevemos por simplicidade,
(R (00, 50) RO (t 0, 00 ) O™ (t1, 1) O™ (z, ) R (0, 0) R (o, £))
= (O™ (t1,6)0™(2,Z))p.  (4.119)

Assim, fazendo o produto de dois operadores interacao dados por (4.117), vemos que

multiplos termos surgiriam, mas com as fungoes de dois pontos nao nulas resulta-se,

(O™ (1, 8)0™ (2, %)) r = — (([9X]™)1 (11)[0X]"

{ (t (2)) (2)S(tr, )
+ ([0XT" (1) (X)) (@) x (A(t1)A *<x>2<t1,x>>R
— {([0X]2(t1)([0X]) () x (A(t) AT (@)D (t1,2)) 5
+ (([X]M) (0 [0X]" (@) x (AT(B)A(@)D(t1, 7)) (4.120)
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Em que definimos as fungdes > e I,

(h,7) = ([B(H)[0X](6) — B(#) ((0X]™M) ()] [B(@)(0X)) (@) + B(z)[0X]" (7))
= B(t;)B'(2)([0X]"(,)((0X]™)(2)) — B (£) B(2)(([0X]")! (1) [0X]" (2)),

(4.121a)

[, 2) = ([B'(#)((0X]")!(f) + BR)[0X]" (0)] [B(@)[0X] (@) — BN (@)([0x]")!(2)])
= B'(t,)B(2)(([0X]™)!(£,)[0X]"(2)) — B(&)B'(2)([0X)" (1) ([9X]™) (2)).

(4.121Db)

Utilizando das expressoes para as func¢oes de dois pontos (4.118)),

(O™ (t1,11)O™ (2, 2)) g = 2 |(z€1_—2x)2 {(Af(tl)A(x) [B(fl)BT(f) + BT(El)B(j)bR
T (A(t) AT (2) [B() Bl (@) + BT(tl)B(x)bR} (4.122)

Entao a funcao de correlacao no espago de cobertura (4.107)), considerando os fatores b,

das variaveis fermionicas é simplificada como

11 5 5 __ 1 __142 2
G%Wer(l‘, i‘) —9 bégl b?;z btlgbm 8b0 T bt04n2 X m X G% (4,123)

O termo Gﬁ depende apenas das varidveis fermidnicas, expressas em (4.122)). Retornando

com as defini¢oes dos campos de Ramond e os coeficientes A, B

GY = (e 3106°(00) 6 (00)] = §109°(50) 4938 ()] = § 50" (tow) 00 (10)] o~ 66 (o) +29° o]

X (o + B)e3o8 O+pd* O] 5108 O)+p3°(0)]  356° (to)+00° (t0)] o 5 [56° (o) +ed° )y (4.124)

Com o7 e % dados por

o = HPOHO O] FE ] [FEOHE @+ @] | o4 1@ +3E)]

(4.125a)

B — o318°(t)+6° (1)) o= 5[0°(2) +6° ()] {6—%[&5(&)%6(&)16%[&5(@%‘5(@] + e3P E)+ ()] 6—5’[&5@)%6(@}} ,

(4.125b)

Podemos trabalhar aqui separando a parte holomoérfica e a parte anti-holomoérfica por

simplicidade. Com a parte holomérfica de 7 (x,z) obtemos uma contribuigao da fungao
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de correlagao
<e*%[0¢5(oo)+p¢6(00) e~ 550" (too)+00% (teo) e*%[¢5(t1)+¢>6(t1)1e%[¢5(w)+¢6(w)}e%[0¢>5(0)+p¢6(0)}e%[<¢5(to)+9¢6(t0)1>
= (e~ 2097 (20) gm 359 (toc) g~ 3°(1) 587 (%) 0 3097 (0) 567 (f0)
x (e~ 2P9°(00) o508 (to0) o= 36°(11) 0 50° () 0 39° (0) g3 067 (F0) )|
(4.126)
Em que separamos os campos distintos ¢° e ¢5. Essas varidveis fermionicas possuem funcao
de dois pontos tal que o produto de j operadores de vértice é expressa como
J
(IT zete@C)e) = [[ (2 — 25) ™. (4.127)
i i<j
Além disso, veja que alguns campos estao sendo avaliados no infinito, e para isso precisa-

mos expressa-los de maneira apropriada, com um limite

2

0809 — i 22hei09()  com b= (4.128)
Z—00 2

Com essas propriedades, a componente (|4.126]) é obtida

(s+o)/4

too — —t (p+o)/4 /¢, \ (os+p0)/4

(feo — t1)(w — To) (too — to) V2 (t) — x) 71/ (x) (0 ) . (4.129)
(tOO - CL’) (tl - tO) ty loo

Realizando o mesmo para a parte holomoérfica de #(x, z), obtemos a contribuicao,

((too _ tl)(l" _ t0)>—(<+9)/4 (t . )_1/2(t x)_1/2 <x>—(p+a)/4 ( to )(U§+p9)/4
oo — 0 1 e - .

(to — 2)(t1 — to) th

too

(4.130)
O processo é semelhante para a parte anti-holomérfica em . Veja que estas sao
idénticas e portanto sua contribuicao na funcao de correlagao também ¢ igual e resulta-se,

7 (os+po)/4 - - -

o {((too —t)(z — to))(<+9>/4 <x>(o+p)/4 N <(too — 1) (z — t0)><<+g>/4 (x)_(a+p)/4] |

(too — Z)(t1 — to) t (too — Z)(t1 — to) t
(4.131)
E portanto, juntando os termos obtemos a expressao para a funcao de correlacao fermio-
nica G'%,
tn \ (os+pe)/4
QY = | (to) (t1 N m)—l/Q(too N to)—l/Q

2

(too — x)(t1 — to) t (too — x)(t1 — to) t

y [((too —t1)(z — t0)>(<+9)/4 <x>(0+p)/4 . ((too ) — t0)>(<+g)/4 (:p>—(0+ﬂ)/4]

(4.132)
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Por fim, para obter a funcao de correlacao completa na base,
Ghse = eSL G, (4.133)

e utilizando da acao de Liouville (4.95)), os coeficientes (4.94) e a definicdo dos termos
to,tl e too em 489,

6+os+po—(o+ts+pto)
($ _ 1>n1 +na2+ 1

n
(I—i——l)
n2
ny — N9 —4 nq UT-FP nq nq =t
(o) |(eler i) (i) (e 1))
2n9 No Ny No

+ (- (H’“*))U?uu—l»ﬂ 2

_ 7 6—(os+poto+s+pto)
GR($,£K) — ’erw ni+ 1

ny —ni—n2+
X |lx+ —
ng

6+0c+po—(o+s+p+o) _ 6—(os+poto+s+p+o)
1 na2+ni+ i

(4.134)

na

Aqui, C' é uma constante que contém as constantes advindas da acao de Liouville e

da funcao de correlacido no espaco de cobertura. Portanto, obtivemos uma expressao para
a funcao de correlacao de ciclos duplos genérica em termos dos twists e spins.
Seguindo com as definigdes de o, ¢, p e o pela Tabela [l e pela expressdo obtida em

(4.134) temos a funcdo de correlacdo para (sy,s2) = (1, +),

1—-n1—n2 14+n1—n9
Gi (z) = Cxlmmtne(p — 1)ttmtne <m + m) <x + mo_ 1)
N9 N9

(x —1) (x+n1—1)—|—x<az+nl>}

U U

ny — n2>_4

X
(x * 277,2

= F(z)x

x<x+"1—1)+"2_”1}. (4.135)

o 2TL2
Em que definimos,

.F(ZL‘) = 2C$1_”1+n2(;p—1)1+n1+n2 (m + 77,1) oo (m Mmoo 1> 1+n1—n2 (x N
= ”

ny — no > —4
2TL2 ‘
(4.136)

O mesmo pode ser feito para as outras fungoes de correlagao, tal que obtemos,
Gi_(z) = Gi (), (4.137a)

+ (nr"l)j , (4.137b)

(4.137¢)

)
)

e ™M 1)} , (4.137d)
)

- ] . (4.137¢)



91

Ou seja, podemos escrever todas as funcgoes de correlagdo para os campos de Ramond
com spin (1, s9) simplesmente como,

Gopor(7) = F(2) [ac (x IR 1) 4 Am} (4.138)

U
Onde as constantes Ay, 5, de cada caso sao expostas na Tabela [2| [47].

Tabela 2 — Coeficientes da fungoes de correlagao

Gosy | Giz  Gis Gii Gio Gig

A na—mni (n2_n1)2 n%+n% O _n
5182 2ny 2n3 2n3 ng

Note que pela funcao de correlagao dos campos de Ramond,
(R(o0, )O3} (1 1)l (u. ) R(0.0)) = Cnlu, ), (4.139)

vemos que a mesma estd parametrizada em u, de forma que seria necessario obter as
inversas x(u) do mapa que leva ao espago de cobertura. Como discutido anteriormente,
nao podemos realizar tal procedimento explicitamente devido ao alto grau da funcao
u(x). E assim, devemos analisar como o mapa se comporta em pontos especificos, sendo
estes justamente os pontos que se encontram na funcao de correlacao, u — 0,1, 00, que
se relacionarao com as OPE’s dos operadores definidos em tais pontos.ﬂ Utilizaremos
portanto o comportamento das inversas obtidas assintoticamente em e nos
pontos x1,T2,r3 € Ty4.

Para o primeiro canal relacionado & u — 1, G(z3(u)), vemos que z3 possui poténcia
negativa, entao o termo de interesse serd o de maior ordem em z. Observando que F(z3) ~

2C, o termo de maior ordem em (4.138)) serd 2. Assim,

32Cn?

Gysp(w3(0)) =~ m

, & — 00 (4.140)

Daqui em diante escolheremos C' = 1/32n?. Para o segundo canal do limite u — 1,

G, .55 (z4(u)), o processo é semelhante, com a singularidade se relacionando com a poténcia

r~* de (4.136)), de forma que

Gy (a()) = 375272 (nyma) /3 (n} — n3) /% [4n3 A, — (n1 — 2)?] (1 — u) ™3
(4.141)

"A anélise dos limites u — 0 e u — oo trazem as mesmas informacoes quanto & fusio dos operadores
de deformagédo e campos de Ramond.
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Por fim, para os casos Gy, s, (21(u)) € Gg, s, (22(u)), ambos em u — 0,

nl -2 _ 2m 2ng 1y 1
G5152 ('Tl (u)) ~ As182 <1 - ) ny e TLQM*"QU nene (4142&)
N2
-2 _ 2nq 7 2n9
Glsysp (22(u)) = (Asm + nl) <1 - nl) ny T, Ty T (4.142b)
%) %)

Note que, especificamente para o caso g(z1), estamos supondo A # 0, pois este termo

constante serd o de menor ordem na expansao. Se A = 0, os coeficientes mudam e a

. , —14+—2
ordem da inversa é xy ocu = "1z,

4.7 REGRAS DE FUSAO E NAO-RENORMALIZACAO

Resgatando o estudo de CFT do Capitulo 2| em que tratamos de OPE’s e regras de

fusao, vimos que podemos relacionar dois operadores O; e Oy através de suas OPE’s como
O4(u, 1) 05(0,0) = >~ Chap|u|* 2172204 (0, 0) + descendentes. (4.143)
k

Com (19, sendo as constantes de estrutura e Oy os operadores primarios que compdem
a fusdo dos operadores anteriores. Além disso, é importante lembrar que as cargas dos
operadores deve ser conservada e, portanto, ji = j2 + j3. Veja que ao utilizamos essa

expressao na funcao de correlacao,

<R(sl,s2)T(007 50) ﬁt(l 1)0[ 5 ( a>R(s1,sz)(07 6)) _ Z u — 1|Ak74<01n O, 1nt>

[nl,nQ] [n17n2]
k

x (R} R(”)] OWRIRI)). (4.144)

[n1] ~¥[n2]

Assim, para os casos G(z3) e G(x4), relacionados a u — 1, sabemos pela singularidade do
primeiro canal (4.140)) que a OPE esta associada a um operador de dimensao zero e carga
nula sob rotagoes do SU(2), levando ao operador identidade. J& no segundo canal, (4.141]),
2 _ 1 1

3= 1B —3)

Ou seja, um operador de twist puro de ciclo 3. Assim, tratamos a fusao dos operadores

obtemos um operador também com carga nula mas com dimensao A =

interacao sob a OPE na funcao de correlagao como
O] x [0f] = 11, 1) + 031, 1), (4.145)

em que [¢] indica a familia conforme do campo ¢. Com o canal envolvendo o operador de

twist puro o3y, podemos retornar a funcao de correlagao (4.144)) de forma que obtemos,
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pelo limite do canal (4.141))

2

3_4/32_2(n1n2)_2/3(n% - ng)_Q/?’ 471%145152 —(ny — n2)2]

S1 s2 t S1 52 in in
= ([RENRE] o REH R (OB 0 08). (4.146)

[n1] **{na] [n1] **{na]

O mesmo pode ser realizado para o limite u — 0, no qual utilizamos os canais G(x;) e

G(z2) que resultam na OPE do operador interagao com os campos de Ramond,

[ gﬂ % {R(SI)R(S2):|- (4.147)

[n1] * ¥ [n2]

Assim, adquirimos uma colegao de constantes de estrutura que compoem a SCFT.
Apesar de termos tratado a funcao de correlacao assintoticamente anteriormente, po-

demos obter um resultado para a correcao em segunda ordem do campo e da dimensao

conforme dos campos de Ramond definidos em sem considerar limites locais. Sendo

a integral J,,, definida por
J5182 = /dQUGs182 (u,ﬂ), (4148)

podemos contornar o problema da inversa da fun¢do de correlacao a partir de uma troca

de variaveis u(z), de forma que a integral torna-se
Jouss = [ el (2) Gy () (4.149)

Com o mapa dado por (4.90) temos a derivada,

)2 2
U/(J?) _ U(ZL‘) (nl nn2) _ (nl + n2) _ (4150)
ny |z(z+t—1) (z—1)(z+ 1)
2
Definindo uma substitui¢do de varidveis y = — (%) (z =Dz +71),
1 ni+n2\* [ o -3 2
Js152 = 210”% ( g > /d y|1 - y[ ]y - Bl s (4151)
com B = (%)2 (Ashs2 + Z—;) Essa integral pode ser avaliada a partir de uma extensao

analitica descrita em [68] e, de forma geral, temos que integrais desse tipo reduzem-se a
fungbes Gamma na forma,

IF'(1+m)'?(1+n)I'(=1—m —n)
L(—m)T(2+m+n) '

/ Eyly? |y — 1] = sin (7n) (4.152)
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Portanto, para nossa integral, podemos realizar uma nova troca de variaveis,

z=(y— B)/(1+ B), tal que

[yl =y Py = B2 = (14 B) [ @]t — 2| )2

4nT(1 4+ m)T(
=1+ B)gggnl L(—m)T(5 +m)

1 m) . =167

(4.153)

Assim, pelas equagoes referentes as renormalizacoes do campo e dimensao conforme (4.11
4.13]), demonstramos que os campos de Ramond compostos

lH@fﬁi]) ] >N =N (4.154)

)

sao protegidos na insercao da deformacao em segunda ordem a partir do calculo da funcao

de correlagao (4.101)) [47, 69, [70].

4.8 FUNCOES DE CORRELACAO DE DESCENDENTES FRACIONARIOS

Nesta secao estaremos interessados em obter uma expressao para fungoes de correlacao
com a insercao de modos fraciondrios das correntes J3. Em sua forma bosonizada, como

descrito em ([3.26)), a corrente de simetria-R é dada por
() = 5(06°(2) - 96°(2)). (4.155)

No orbifold simétrico criamos N cépias da teoria semente contendo os bdésons e férmions
livres, que vimos implementar a atuacao de um operador de twist o(,) que permuta as n
copias e torna os campos multivalorados. O modo fracionario da corrente J? definido em

(3.59) atuando em um campo twistado O,)(z.) na base é entao

dz &
:Ji%(’)(n)(z*): =9 %(z — 2) ank}(z)O(n)(z*), (4.156a)
Thy =30 T3 (z)ermin =), (4.156D)
=1

A atuagao do modo Jg extrai a carga j dos estados/operadores da teoria como vimos

na secao [3.4]
:JS’O(H)(Z*): = jO(n)(z*). (4.157)

Nos capitulos 3| e 4] definimos os campos quirais primarios O(,(2), (3.81)), e os campos
de Ramond R, (4.96). Os primeiros sdo aqueles que possuem dimensao conforme igual
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a carga, enquanto os segundos mapeiam os estados de vacuo do setor de Neveu-Schwarz
para o vacuo degenerado do setor de Ramond. Podemos definir uma expressao geral para

estes operadores na base como

Vi o —exp@;[a% mzsa,](z)})o—(n)(z), (4.158)

em que os coeficientes a e § que identificam cada operador sao descritos na Tabela 3] e a

carga de cada copia é dada por j = (a + 3)/4.

Tabela 3 — Definicdo do operador V.

(a, B) H (n—1,n—1) (m+ln+1) m+Ln-1 (—1n+1) (£L,+1) (=1,1) (1,-1)

Vo | oY o) o o Ry R, R
hn, (n—1)/2 (n+1)/2 n/2 n/2 n/4 n/4 n/4
Je Il (n=1)/2  (n+1)/2 n/2 n/2 +1/2 0 0

Como de costume, estamos interessados no calculo de fungoes de correlagao compostas
por campos que, na base, sao multivalorados. Por isso, construimos um espago de cober-
tura a partir de copias da esfera de Riemann, de acordo com o twist dos operadores, de
forma que os campos se tornem univalorados. O mapa que leva os pontos z,, onde estao

definidos os twists, para os pontos t, é dado localmente por
) = 2+ (E— )" [b* Fan(t —t.) + aga(t — £)2 + - } (4.159)

de forma que a integral de contorno (4.156a]) ¢ mapeada

dz _k .3 dt _k 3 N
f;* 27@'(2 — 2:) " Iy (2) Oy (24) 4 A %[Z(t) — 2] P (1) O(t)
dt
= (t —t.) AX(t J()O(t.).
[ =[S a0 | oo
(4.160)
Em que Aé*) sao os coeficientes da expansao e Aé*) = b, "™ Por outro lado, se z = o0

¢ um ponto onde ha um corte de ramificacao, a expansao (4.159)) é dada por poténcias

negativas e a integral de contorno torna-se

2Oy (00): 4 f (0] ()0 (o0)

—jf tk [ZAO")t ] J3(t)O(c0). (4.161)
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No espaco de cobertura nao ha twists, e portanto a OPE dos campos com as correntes

pode ser descrita de maneira usual,

R L J3O(t,): ) A dt R
3 )= R L BO) = ¢ —(t — 3 4.162
Jo(t)O(t.) é (t — t,)1+k JLO(t.) 4 5t t) I () O(t), (4.162)
e portanto, em (4.160) e (4.161)),
J3 5Oy () ZA 20t (4.163a)
1 Oy (00): 4 ZA VI3, (H)O(c0). (4.163b)

Dessa forma, fungoes de correlagao envolvendo os modos fracionarios
(:J%(’)E’s)(oo): OZQ)(ZQ) e (’)(lm)(zl) :JE%(’)?H)(,Z'O):>, (4.164)
sao mapeadas para o espaco de cobertura como uma soma de modos inteiros

Z AP Ay 0% (00): O%zg) -+~ O' (1) %4, O"(0):). (4.165)

Veja que no espaco de cobertura definimos os campos por O. No caso dos campos expo-

nenciais definidos em (4.158)), estes adquirem os fatores b, provenientes do mapeamento,

Viny (@, B; 2.) <= V(e B t.) = (fator b) x V(a, B;t.), (4.166)

com
Via, pit) = exp 5 (0@1( ) — Ba(t)). (4.167)
A OPE com a corrente J3, a partir da definicao (4.155)), resulta em

POV = v+ s E )

t—t. T

(0P TV (t,): (4.168)

Comparando com as expressoes em (4.162)), obtemos, para ¢ > 0,

(01T V(0):

SV () =0, V() =35V(), T,V (t):= =)

(4.169)
Assim, sabemos que, em (4.163al), a soma é finita e, portanto, para k > 0,

1T Vi (22): ZA(*) T2V (t): (4.170)
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Para os modos no infinito, devemos recordar da definicao da integral de contorno,

dt
SV =¢ —t' IV
V(o) = § St TV (c0)
_ dat 2h
= lim d—ﬂt’*fj(t’)V(T) = lim ar ' — 1) I )WV (r) =:J3,V(0):
=0 Jo 271 =0./7 27 ot )
(4.171)
onde realizamos uma inversao t = 1/t' e 7 = —1/T. Assim, no infinito sdo os modos
negativos que se anulam e, portanto, obtemos uma soma finita com k' > 0,
) L g3r
22 Vi (00): <= Y ARy 23V (00): (4.172)
" =0
Dessa forma, a funcao de correlacao,
(T2 Vi (50): O (20) -+ Oy (21) 221 Vi (20)3), (4.173)

¢ mapeada para uma soma finita de descendentes atuando nos operadores exponenciais,

Kok
ST AGL A IRV (00): OF(2g) - - - O (z1) 22 VO 20)3). (4.174)
0=010=0
Consideremos t; pontos, i = 0,1, ..., () e um operador descendente em t = 0o, de forma

que

<:J§O°°(oo):ﬁ)@i(ti)> _ 4 #<J3( ) (’A)oo(oo)ﬁ@i(ti)>,

27m

_ —Z% t€< Aoo(oo)@Q(tQ)---@l(tl)@0(0)>.

271

(4.175)

Essa relagao fica ilustrada na Figura [L5] onde iniciamos com um contorno sob o ponto
no infinito e deformamos a curva até que o contorno esteja sob os pontos finitos ¢;. Veja

que no caso de modos J3 podemos obter,

Q Q
(jio " gﬁ) (0= [1O(t)) = 0. (4.176)

E portanto adquirimos a propriedade de que a soma das cargas dos campos envolvidos na

funcao de correlacao deve ser nula.
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Figura 15 — Decomposi¢do do residuo no infinito

) Contorno sob pontos ) Contorno sob todos os ) Contorno sob cada ponto
smgulares no infinito. pontos finitos. smgular finito.

A fim de coletar os residuos em torno dos pontos t¢;, fazemos a mudanca,

th=t-t;+t) =Y <f>tf"“(t —t)". (4.177)

r>0

De forma que na expressao (4.175) temos uma soma de modos J? atuando nos campos

em cada ponto t;,
<:J§’@oo(oo): ﬁ @i(ti)> = —TZ:O (f) [t‘é"“<(’5w(oo) :J300(tg): -+ @0(0)> 4o
+ tf‘r<@oo(oo) @Q(tQ) e :Jf@l(tl): @0(0)>]

- <(’)oo(oo) Oolta) -+ O (t1) 1T304 (0): > (4.178)

Veja que especificamente no ponto {5 = 0 nao precisamos realizar a mudanca no fator
t¢ pois este ja estd centrado em ¢ = 0. Um processo semelhante pode ser realizado para,

modos negativos atuando em um ponto finito, de forma que obtemos
(:701:(t) Os(ta) -+ Oglta))

Sy () [ﬁ@@) SOu(12): Osfts)+-Oalta)
1

Com as expressoes (4.17814.179)), podemos, entdao, calcular fungdes de correlagao do tipo

Gz) = <J3_ ViR (00): Vi (22) Vi (21) 5% V3 (0)5), (4.180)
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que, em (4.174)), vimos ser mapeada para o espaco de cobertura como uma soma de modos

inteiros,
kK 0
Git)=> > A]E;?i)g/A;_)eGé’j(t) (4.181a)
=0/¢'=0
com  Guylt) = <:J5§Vm(oo): Da(ta) Vi (1) :J?’@VO(O):>. (4.181D)

Seja, a principio, o modo Jj no infinito. Por (4.178)), vimos que este é dado pela soma

dos modos positivos atuando nos campos em pontos finitos da fungdo de correlagao. Se,

em (4.181]), os campos em t; e ty s@o exponenciais, entao, por (4.169)), vemos que o tnico

modo nao nulo atuando nestes campos é J3. J4 em t, = 0, temos,
~ 1 dt’ ~
st Vo (0)s: = ———— & ——(¢")"J3(t)) : (01 T*)Vp(0): (4.182)
(¢ — 1) Jo 2mi
Por (4.169), a OPE entre J? e V|, possui polo simples, portanto a expressdo acima é nao

nula somente se r = 0. Por outro lado, para a OPE entre as correntes J3, temos

1 1 !
3 t/ 3 t ~ 3 t/ /—1 713 t ~ t/ _t —f—l‘ 41
PP ~ s P OPTPO ~ 5 ) (1183)
Portanto, de (4.182) obtemos
2 Jo TV (0):: = jo 03, V5(0):, (4.184a)
. VAN
2t Vo(0):: = 5%(0)&7@. rld>1 (4.184b)

Utilizando esses resultados em (4.181]), junto com a identidade (4.178|), obtemos

Goalt) = = (jath + nt!) (Vie(o0) Vi(0) Valta) 5%, Vi0): )
14

- 25@,@<Voo(00) Vi(th) Va(ta) ‘70(0)> (4.185)

Aqui assumimos ¢, ¢ > 1; caso contrério, a atuagao de um modo J§ ¢é trivial, e a expressao
é simplificada. Por fim, podemos usar a identidade para modos em pontos finitos (4.179)),

e assim que obtemos o resultado final,

Gee(t) = Bura x (V(00) Valta) Vi(0) Vo(0) ), (4.186)
com os coeficientes By, dados por
By, = l(]étg’ +j1tfl> (jztz_é +]'1t1_6) - 253/4 ; U 0>1 (4.187a)
Bro = — (jats + jit!) jo, r>1 (4.187b)
Boy = — (jata" + j1t") doos >1 (4.187¢)

B()’o - ]oojO (4187d)
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Portanto, retornando a expressao para a funcao de correlacao (4.180)), temos

ZZAM AL Boo Ve 00) Talt) Va(t) To(0)). - (4:189)

=0/¢=0

Assim, conseguimos formular uma expressao que fornece uma relacdo funcional direta
entre fungoes de correlagdo com modos fracionarios e aquelas dos campos V', sendo neces-
sario apenas identificar os coeficientes da expansao do mapa para o espago de cobertura,
bem como as cargas associadas.

Como aplicacao da féormula obtida, calculemos a atuacao dos modos fracionarios com
k,k" = 1 em operadores quirais de menor peso, com j, = (n—1)/2. A funcao de correlagao

de interesse na base é dada por

(n

Glu) = (7100 (s0): 0)'(1) OF)(w) =100} (0): ). (4.189)

Veja que a funcdo de correlacdo contém pares Of, que possuem cargas opostas. Assim,
Joo = —Jo = —Jn € J1 = —jo2 = 1/2. Além disso, o mapeamento para o espago de cobertura

é dado pela expressao obtida em (4.87)), com n; =n e ny =1,

) = (ttl)n (tt—_tti) (ttll_—tt?) ’ (4.190)

com a defini¢do dos coeficientes (4.89) tomando a forma

-1 -1
tOZIL‘—l, tlz(l' >(n+x ), too:.l‘— < .
n+x n+x

(4.191)

A expansao do mapa em torno de t = 0 e t = o0, de acordo com (4.159), define os

coeficientes A,

O _ -1/ © _ p-1/ntoo — to by "
Ayl =by " AV =, "= = 4.192
0 0 ! O ntptee x(z—1D(z+n-—1) ( 2)
- s too —t bL/n
AL — piin AP = pl/n S= = (4.192b)
n r+n
A funcao de correlacao no espaco de cobertura, fica escrita como
1
G(x) = (Z Agfg,Ag%B@/,z) <o<0>T<oo> OO (1) OO () o<0>(0)>, (4.193)
o 0=0
com os coeficientes By g,
. ot —x
By = —j2, By = g =) (4.194)
tll'
. S(r—t) 1
BI,O = J2)n (tl — .T) s Bl,l = —]gg - —. (4195)
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A soma dos coeficientes em (4.193) fica dada por

1
S A, A, B,

o 4=0

= AP AV By o+ A AD By + AP AV B, o + AP AV By
1 i+ a2 —1))?
—(by/bo)"V/" (2 L UntpRetn-1) )

z(x —1)(x+n)(r+n—1)

1 x
—(bo/boo) M| = 4.196
(bo/boo) (2+(x—1)(a:+n)(x+n—1))’ (4:196)
tal que a fungao de correlagdo no espaco de cobertura toma a seguinte forma
(10 (s0) O () OF () J,00(0) )
__<u—n@+n§1“

z(xr+n—1)

A

« (L r 5O (00) OO (1) OO (1) OO
<2+ (@ — 1) ><On (00) O3 (t1) Oy (z) O, (0)>, (4.197)

r4+n)(zr+n-—1)

onde utilizamos os parametros by, b, obtidos em . Apés este processo, o resultado é
funcao apenas das fungoes de 4 pontos dos operadores exponenciais 0O, que possuem o
formato definido em com a = f§ = (n—1). Sabendo que no espago de cobertura os
operadores exponencias recebem fatores b, conforme , e que funcgoes de correlagao

de operadores de vértice possuem o seguinte formato funcional

H re i)y = T (# — )9, (4.198)

1<J
podemos utilizar o método de Lunin-Mathur para obter a funcao de correlagao (4.189) na

base a partir da acdo de Liouville com os pardametros (4.94]). Obtemos entao [71],

(n)

J
((;gffff?)‘””(b@_U(H;(m_n)

x (z — 1)2 (x+”;1)_1. (4.199)

JL0() (00): O (1) OF)(x) 57,00 (0):)

Em resumo, com a expressao geral , podemos avaliar qualquer funcao de corre-
lagao envolvendo modos fraciondrios J} In de setores twistados atuando em campos expo-
nenciais definidos por (4.158)). Em um procedimento semelhante ao caso dos campos de
Ramond, resta ainda realizar analises de regras de fusdo em limites u — 0,1 a fim de se

obter informacoes da CFT a partir das constantes de estrutura.
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5 CONCLUSAO

“A disciplina é a mae do éxito.”

Esquilo.

Este trabalho foi dedicado ao estudo de propriedades da teoria de campos conforme
conhecida como CFT D1-D5. Essa teoria estda associada a uma descricao holografica,
a partir da dualidade AdS/CFT, de um sistema de D1- e D5-branas, cujo limite de
baixas energias resulta em uma solucao de supergravitacdo com as propriedades de um
buraco negro. A CFT D1-D5 tem suas caracteristicas determinadas pela correspondéncia
holografica, como o nimero de supersimetrias. Uma das caracteristicas principais é que a
teoria tem como espaco alvo um modelo sigma descrito por um orbifold simétrico, o que
exige técnicas especificas para o calculo de fungoes de correlacao.

No Capitulo [2 revisamos os principais conceitos e ferramentas usadas em teorias
conformes com duas dimensoes, como OPE’s, identidades de Ward e fun¢oes de correlacao.

No Capitulo [3} motivamos ¢ descrevemos a CFT D1-D5. Essa CFT possui N = (4,4)
supersimetrias cujos geradores formam uma algebra que inclui a dlgebra de Virasoro. As
correntes de simetria e as (super)cargas associadas refletem as propriedades do espago-
tempo AdSsx S3xT*, que aparece no limite assintético de desacoplamento do sistema D1-
D5 em sua representagao gravitacional. O espago alvo da teoria é descrito por um orbifold
simétrico (T4)N /Sy, o que leva a existéncia de setores twistados no espago de Hilbert,
tornando a teoria nao trivial. Esses setores sao criados pela insercao de operadores de
twist associados a permutagoes g € Sy. Nos setores twistados com um ciclo (n), é possivel
definir modos fracionarios dos geradores da superalgebra. Mostramos que esses operadores
formam a algebra dos modos fracionéarios. Usando os modos fracionérios no setor twistado
¢ possivel criar operadores quirais primarios, caracterizados por sua carga e dimensao
conforme iguais. A CFT D1-D5 ¢é descrita como uma teoria de orbifold com campos
bosonicos e fermidnicos livres. Discutimos como os operadores quirais podem ser descritos
em termos dos férmions bosonizados como operadores de vértice. A teoria dual ao sistema
gravitacional é uma teoria fortemente acoplada, e por isso é necessario deformar a CFT
livre com um operador marginal relacionado aos moduli de supergravitagao. Descrevemos
um operador especifico, que é um escalar com respeito aos grupos de simetria e que

chamamos de operador de deformacao, composto por operadores quirais.
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No Capitulo[d], estudamos o célculo de fungdes de 4-pontos envolvendo operadores twis-
tados. Descrevemos dois métodos: o de Lunin-Mathur, no qual as func¢oes de correlacao
na base e no espago de cobertura sao conectadas por uma ac¢ao de Liouville completa-
mente determinada pelo mapa entre os espacos; e o método do tensor energia momento,
baseado na identidade de Ward. Como aplicacao do método de Lunin-Mathur, realizamos
o calculo explicito de uma funcao de 4 pontos envolvendo o operador de deformacao e
campos de Ramond. Essas fungoes podem ser usadas para calcular a correcao da dimen-
sao conforme dos campos de Ramond em segunda ordem no acoplamento da deformacao.
Demonstramos, com isso, que estes campos sao protegidos em segunda ordem, mantendo
a sua dimensao conforme mesmo quando nos movemos além do ponto no espago de moduli
referente a teoria livre [47, 58] 67 72, [71].

Finalmente, como resultado inédito da dissertacao, demonstramos um método para
a obtencao de fungoes de correlacao envolvendo a atuagao de descendentes fracionarios
J? /s associados a simetria-R, em campos exponenciais V,,. O método baseia-se em uma
identidade de Ward para as correntes de simetria-R da CFT D1-D5, e permite verificar
que as fungoes de correlacao envolvendo os modos fracionarios nos setores twistados sao
reduzidas a fungoes de correlacdo que nao envolvem esses modos. Assim, a funcao de
correlacao na base pode ser obtida como uma soma finita de termos envolvendo fungoes

de correlagao de operadores de vértice,
(2T Vi5 (0005 Ve (1) Vi () 5% 1V0 (0):)
Kook

= o WZO;JAmA%B@,m(oo) i) Vi) (). 1)
Como aspiracoes futuras, pretendemos aprofundar a analise das fung¢oes com descen-
dentes calculadas no final do Capitulo . E necessério estudar os limites de OPE’s, como
feito na segdo [4.7] para as fung¢oes com campo de Ramond, para obter constantes de es-
trutura envolvendo o operador de deformacao e descendentes. Essa analise pode elucidar
propriedades dos operadores que aparecem nas OPE’s consideradas em [71]. Também
pretendemos estender a analise para fungoes envolvendo descendentes de Virasoro. Tais

fungoes podem ser titeis no contexto da holografia de solugoes de supergravitacao conhe-

cidas como ‘superstrata’ [73].
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APENDICE A - ANALISE COMPLEXA

Nesta secao expoe-se conceitos de andlise complexa que serao uteis na construgao do

trabalho.

A.1 EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN

Seja D C € um conjunto aberto e f(z) : D — C com z = x + iy. Podemos escrever a
funcao complexa f a partir de suas componentes, f(z) = f(x,y) = u(z,y) + w(x,y), de

forma que
u(z,y) =Re(f(z,y)) e v(z,y) =Im(f(z,y)). (A1)

Podemos caracterizar a fungao como holomorfica, em um ponto zy € D, se esta for
diferenciavel em um entorno de zy. Ou, de forma global, a fun¢do é holomoérfica se for
diferenciavel em todos os pontos de seu dominio D.

A condicao necessaria e suficiente para que uma funcao complexa seja diferenciavel
vem de uma rela¢do entre as derivadas parciais de suas componentes u(z,y) e v(zx,y).
Afirma-se que a funcao f é diferenciavel se suas componentes satisfazem as chamadas

equagoes de Cauchy-Riemann [35],

ou Ov ou ov

Um resultado destas condi¢oes pode ser aplicado ao estudo de CFT, vide Capitulo

Sendo as duas variaveis independentes z = x + iy e z = x — 1y, tal que as derivadas se

traduzem em

arzi(aw) e ay:;i(a—a), (A.3)

comd=2Led=2

= 5 = 5, e utilizando das equagoes de Cauchy-Riemann, obtemos que uma

funcao holomoérfica deve satisfazer,

0f(z,2) =0 = [ = f(»). (A.4)

Portanto, componentes holomérficas e anti-holomérficas sao separadas.
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A.2 TEOREMA DE RESIDUOS

Supondo uma funcao analitica na vizinhanga de um ponto zy, de forma que este define

um polo de ordem n, ou seja,

f(z)=m+-~. (A.5)

Em uma expansao em série de Laurent da funcdo f sem singularidades essenciais, temos

termos finitos na expansao de poténcias negativas,

[e.9]

f(2) =Y an(z — 2)" = En:

k=—n k=1

—l—Zak (z — 2)", (A.6)

(z — zg)k
e o residuo é definido como o coeficiente a_; desta expansao. Dessa forma,

f(z) = m + .+ e __20)2 + € __ZO) + ];)ak(z — 20)". (A7)

Multiplicando ambos lados da equagao por (z — zp)",

(z—20)"f(2) =a_pn+ ..+ (z—20)" 2a_o+ (z — 20)" ta_, + i ap(z — 2)"™. (A.8)

k=0
Se desejamos obter o coeficiente a_q, derivamos n — 1 vezes,
dn—l
g [(z = 20)"f(2)] = (n — 1)la_; + termos proporcionais a (z — zp). (A.9)
Portanto, no limite z — z,
_ 1 : dn—l n
-1 = Res (2) = oy lim - 2 = 200" (21 (A.10)

Uma aplicagao importante destes resultados é no Teorema de Residuos de Cauchy [3§],
que afirma que, se f é uma fungao analitica em um dominio D € C a menos de n pontos

z;, e C'€ D é uma curva anti-horaria, fechada e suave por partes contendo z;, ver Figura

[16] entao,
dz "
> ZResf (A.11)

D
=1

27?2

Veja que aqui nao é imposta uma forma especifica para a curva, apenas que ela con-
tenha as singularidades em seu interior e que esteja contida no dominio da fungao. Dessa

forma, é permitido deformé-la livremente, conforme nossa conveniéncia.
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Figura 16 — Representaciao de uma colegiao de singularidades z, da fungdo f(z) no interior de uma curva
fechada C' e orientada de forma anti-horéria.

A.3 REGULARIZACAO

Aqui trataremos da regularizacao da integral (4.8]) associada a renormalizacao da fun-

¢ao de dois pontos. Desejamos obter uma expressao para a integral,

1
I = /d2 _ A12
23|2’13|2’2’32|2 ( )

que diverge nos limites zi3, z03 — 0. A principio, fixemos as variaveis z; = 0,20 = L e

z3 = z de forma que |z12| = L. Entéo, a integral torna-se

1
e A
Pl — L (A.13)

Podemos utilizar a parametrizacao de Schwinger [74], que de forma geral é dada por

1 1 * 1 —uA
S n-lo=ud A4
An (n—l)!/o duu™"e (A.14)

Assim, a integral (A.13)) pode ser parametrizada em u,v > 0 por

1 o0 00
I = /dQZ\zP]z—LP :/0 /0 dudv/dzzexp<—u]z]2 —U\Z—LP). (A.15)

Podemos reescrever o termo na exponencial como

vL
u+ov

uv
— L7 com Y=
U+ v

ulz| +vlz — L] = (u+v)z —y|* + (A.16)
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Portanto, na integral, temos

I= /OOO /Ooo dudvexp(—usz/(u+v)>/d%exp(—(u—i—v)\z—yP) (A.17)

Ao reparametrizarmos a variavel complexa z —y = w = w, + iw, com w,,w, € (—00,0),
as integrais em w,, w, sao claramente integrais gaussianas. Assim, procedemos integrando

sobre o plano real e obtemos

I= /OOO /OOO dudv exp(—uvLQ/(u + v)) (A.18)

u+v

O procedimento aqui é semelhante ao realizado na parametrizacdo de Feynman onde

definimos as variaveis s, t

u
u+v’

s=u+v, t= com u,v>0= s>0e 0<t<Ll (A.19)

Além disso, com as inversas u = st e v = s(1 — t) temos o Jacobiano da transformagao,

ou Ou
= & t s
S - =s. (A.20)
% % (1—1t) —s
Assim, na integral I,
I—7r/ dt/ ds exp(—st(1 — t)L?) —L2/ Lt (A.21)

Observamos que a integral diverge quando t — 0, e para regulariza-la definimos um
parametro adimensional 9 < 1, de modo que

1-0 1
=2In=. (A.22)
5 0

1-6 1
/5 gy = I(t) = (1~ )

Por fim, ao introduzirmos um cut-off A na escala, definimos o pardmetro adimensional,

0= L, e obtemos

2 L 2w ‘212‘
1= < ) = T (22 A23
L2 n A ’212|2 n( A ( )
Na expressao de interesse em (4.7)), isso resulta em
1 2T |212|>
d*z = In , A.24
[t = (3 S

o que, por fim, leva a renormalizacdo dos campos e da dimensao conforme.
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APENDICE B - OPE’S E ALGEBRAS

B.1 OPERATOR PRODUCT EXPANSION

Estaremos interessados em obter as OPE’s entre as correntes definidas no sistema

D1-D5

1 . .
JUz) = ZEABwaAeag(a*“)ﬁww“’B, a=1,2,3 (B.1a)
G (z) = P A [0X]) e i, a, A, A=1,2 (B.1b)
T(Z) = §6AB€AB[8X]AA[8X]BB —+ ieageABwaAﬁw’BB. (B.lc)
O tensor antisimétrico é definido com coeficientes €5 = €2! = —€9; = —€'? = 1 e contracio

dos indices
€ap€”’ =6 e eqpu®™ = vg. (B.2)

Para os férmions ¢4 (z) e bésons X44(z) definidos em (3.1013.11)), é necessario as
funcoes de correlacao de dois pontos

eaBEAB

WP W) = ————, (B.3a)
. ) ¢ABAB
([0X ()M [0X (w)]PP) = (e (B.3b)

A primeira OPE a ser calculada é J%(2)G*4(w). Nos célculos aqui descritos iremos

omitir a operagao de ordenamento normal, que deve ser considerada na insercao de campos

compostos. Pelas defini¢oes (B.1)),

()G w) = Jeeptu(™ ) et U A @PX @] (B4)

Vemos que o produto é composto por 4 campos, sendo 3 deles fermionicos. Devemos pro-
ceder utilizando do Teorema de Wick, que realiza a contracao dos campos. Trivialmente,
a contracdo entre um campo fermionico e bosonico é nula. Também é necessario notar
que, se tratando de campos fermidnicos, a relagao de anti-comutacao deve ser considerada.

Assim,

PP ()0 w) = PO (2) (P () A (W) — P () (WHC () (w)).  (B.5)
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Por fim, expandimos os campos em torno de z = w, desconsiderando termos nao singulares.

Assim,

Mg CA 1% DA

WP @)X (w) = (@)X ().

zZ— W Z —

()P ()9 (W) [0X (w)] P4 ~
(B.6)
Daqui em diante omitiremos a dependéncia dos campos em w quando nao houver margem

para confusdo. Voltando & (B.4)), com a defini¢ao do tensor anti-simétrico,

GrA
~ §<J*a)au ’ _(5)_ (B.7)

A proxima OPE é a do tensor energia momento e da corrente de supersimetria,

T(2)G"“(w), que pelas definicoes (B.1)),

T(:)Gw) = seapeancenldX ()X (2)) PPy (@)X ()] ¢ (B-8a)
¥ Stastaneent™ (00 () (@)0X ()7 (B.5b)

Aqui separamos o calculo das contragoes nos dois termos. Para o primeiro teremos apenas

contragoes entre os campos bosonicos,

DX (2)]4[0X (2)]PE ¢ (W) [0X (w)]PC

EADEAC BB e BDEBC e
=—  [90X 2 — — [9X 2
(Z _ w)Q[ (Z)] w <w) + (2 _ w)g[ (Z)] w (w)
cAD AC , . ¢ADAC ) )
~ 7[8X]BB¢70+7[82X]BB¢WC
(2 —w)? Z—w
EBDEBC m C BDEBC AA
+ m[aX [y ——— [P X] My (B.9)
Novamente, apds as contracoes expandimos as fungdes em z = w, neste caso termos

maiores que segunda ordem sao nao singulares. Para o segundo termo (B.8b)),

ad BB . AC pe  €1eAC B aDe | € TePC  rav1he
P (2)0P7 (2)P7% (W) [OX (w)] 7 ~ — NPEOX]E + W w)2¢ [0X]
71 —ouedfox]PC. (B.10)

Portanto, a OPE,
_
(z —w)?

1 1
~yC ~vC
FEm i aG™°. (B.11)

T(2)G (w) ~ G b TP e+ 0P [OX] ey

DO O N W
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Seguimos com a OPE entre os campos de supersimetria,
G (2)GPP (w) = €45600° (2)[0X ()] P97 (W) [0X ()PP (B.12)

Aqui teremos uma contragao entre os dois campos bosonicos, assim como uma contra-

¢ao entre os dois campos fermionicos, resultando no produto

QA BA, BC DB _GaﬁGAC BA DB | ABBD oA, BC
PAEOX P @IIX @] ~ = XX + ey
+ 2 gy € ﬁ(iﬁ (B.13)

Entao a OPE,

Eaﬂ EAB

.. cap . .
GaA(Z)GﬂB(w) ~ _9 4 €BD€ [aX]BA[aX]DB GZCA6 waA¢ﬂC

(z—w)? z—-w

+ (echew) YeAYBC . (B.14)

Veja que com a definigao de J%(w) temos que,
a 1 i *a\V . 1 i *a\v .
0J(w) = ZGAB@@/J“AGHV(U ) pW’B—{— ZEAB@ZZJMAE,W(O ) pﬁw’B. (B.15)

Assim, implica-se a operacao,

*a\ o a 1 i 6% ; 1 A « ;
AP (07) L0 (w) = ZEABEABawﬁAl/J B _ QGABEABal/J’BAw B
1 a1 _

+ EEABE AP Aoer — 56‘436 it roweP = . (B.16)

Aplicando a mesma operacao em 2J% o calculo é andlogo e obtemos
eABeﬁv(a*a)o‘,YQJa(w) = eCAeABwO‘Aiﬂ/BC. (B.17)
Com o tensor energia momento T'(w),
BePT(w) = ey [8X]CB [3X]DA + EABECD¢508¢QD. (B.18)

Portanto,juntando os termos, a OPE em (B.14)),

afAB 2J%w)  OJ*w) T(w)
ad BB L _9C € AB _By( _*a\o __ _AB _oB
G*(2)G"" (w) Q(z—w)3+€ e’7(o™?) (z—w)2+ po— Tt —.
(B.19)

Partindo para a OPE entre as correntes J(z),

TI) = qocantaston(o™) el WA WP W@ W) (B.20)
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O produto dos campos é dado por,

o . . . GQMGAO . . 6()5,0€AD . . E’WEB N
AP (2 ()P (W) ~ PP — P gyl
efypeBD oA A/C Ea,uefypEAC'eBD GQPE’Y‘MEADEBC
S VY =) CEmE (B.21)

Entao, vejamos o resultado da aplicagdo dos tensores antisimetricos e matrizes de Pauli

de (B.20) em um dos termos proporcionais a ¥,

1

b BD,jad, 40 _ L
EEABEaﬁEC’D(U*a)ﬁyEW(U* )7 € e T

16€CA77Z} Eaﬁe C( ) 1/JMC

=Ll b T w). (B.22)
4
Aqui utilizamos do fato de que com a # b, as matrizes de pauli respeitam a relagao,

(J*“)BV(J*Z’)VM = i€, (o7¢)P (B.23)

u
Os outros trés termos de mesmo tipo resultam na mesma expressao, somando assim a

unidade. Para um dos termos proporcionais a (z — w)~2 temos em (B.20)),

1 *a * v (6] AC 30 1 *Qa * 1 a
—1—6€ABEQﬁEC‘D(U )’37@“,(0 %) H€ nEPeAC B — g(a )ﬁ,y(a b)75 = 15 b, (B.24)

Observamos que caso a # b podemos utilizar da tultima propriedade de matriz de Pauli
para obter que tal termo ¢é proporcional ao trago de qualquer matriz de Pauli, que é nulo,
com a = b tal produto torna-se a duas vezes a identidade, de forma que juntando os dois

resultados, tém-se a OPE,

5ab - _ab Jc(w)
5(2—@1)2jLZe ‘2—w’

J(2)Jb(w) ~ (B.25)

Para a OPE do tensor energia momento e a corrente J¢, note que a parte de T' que
depende apenas dos bésons nao contribui para tal OPE, dado que J? é composto apenas

por férmions. Assim,

T(2)J"(w) = Seapeanceseu (o) 0" (0P () )PP (). (B.26)

O produto dos campos,

e 00 (2

AC’E,BpEBD EQPEADG/BMEBO

ea,ueAC' . R
— ()P (w) -
B BD

(z —w)?

P A(2)0%7B (2)C ()PP (w) =
GBMGBC

T

Cowp | (—w)p

(B.27)

oA (2)yPP (W) — ———s A () (W) —
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Veja que nos dois tltimos termos combinado com os tensores antissimétricos e as matrizes
de Pauli implicam que tais termos sao proporcionais ao traco das matrizes de Pauli, que

sao todas nulas. Entao expandimos os campos fermionicos em primeira ordem,

. . . . GOZ,I.L a
4 (2)097 (2) 9 (w) P (w) ~ o 8@06 BapeD — P 3@/)5 BopnC
P b B i €PEED i e €PEPD i e
+ z—wp? Y’ 8w“ (8 mwa (G a¢a P (B.28)
Retornando a expressao (B.26)),
81'(2)J*(w) ~ HEBDWBBGBV(U*G)VPWD - WEOBWBBEW(U*“)”W“C
1 ad vayy oD 1 ad cavy 1 pD
+m€/m¢ €a (07)" W77 + ———€ip0d* ean (07)" Y
- meow“em Y e — o ch‘AW“AEW(U R (B.29)

Utilizando da anti-comutacao entre os campos fermionicos observa-se que o terceiro e
quinto termos sao iguais e formam J, ja os termos restantes formam 0./,

0J%(w) N J*(w)

z—w  (z—w)?

(B.30)

T(z)J%(w) ~

Por fim, a OPE relacionada ao produto entre dois operadores energia momento é dada

por,
T()T(w) = jeapeanccpeen@X (DX PP OX @)X @ (B3
¥ Teaseaneueent™ (200 () ()00 (w). (B.32)

No produto dos campos bosonicos,

. . . . AC A0 A .
[0X (2)0X (2)]PP[0X (w)]“[OX (w)]PP = m[ﬁX (2)]7P[0X (w)]PP
EADEAD ) ) eBC’EBC _ _
P 50X (2)]7F[0X (w)]cc+m[8X ()] [OX (w))PP
EBD BD ) . EBC'EADEBCEAD EBDEBDEAC‘EAC
T3 0X ()] [0X ()9 + +

€

e

(B.33)

(z—w)t (=)t
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Realizando a expansao em z = w,

OX (20X ()PP DX ()] “OX ()7

EACEAC BB DD €AC AC 2y BB DD
NZ;jgngl [0X] o —[0°X]77[0X]

EAD ¢AD . . EAD ¢AD . .
e [0X]PP[0X]7C + ———[0*X]"P[0xX]“¢

EBC’ eBC . . EBC'EBC i .
L e 0X]M[0X]PP 4+ ———[0"X] Mo X]PP

ePDeBD AA co €D eBD 2y AA co
+W[8X] [0X]%" + ——— o [0° X" [0X]

BC _AD _BC _AD BD _BD _AC _AC
n e et P e e"PePP e e (B.34)

+
(z —w)* (z —w)?
Para o produto dos campos fermionicos,

ape AC €We AD
a¢5Ba¢VD (Z ) awﬁBqu
66 BCawaAa¢VD eﬁyeBD waA¢uC’
(Z w)?
. . ap, Bv AC _BD av B, AD _BC
o ad uc €€ 2 1ad uC “eee_eeee
2 = T e s d S S

Assim, realizando as contragoes com os tensores anti-simétricos e somando ambas contri-

AP () (W) P (W) ~

€We AD 66 BC

+ aQ¢,BB,¢uC
z= (2 — )

Eﬂl/EBD Bv B

¢aAa¢uD

€

(B.35)

buigoes,

T()T(w) ~ —— 4ot ITw)

(z — w)? (z—w)? z—w

(B.36)

B.2 ALGEBRA DE MODOS

Temos os modos das correntes de simétria do tensor energia momento L,,, corrente de

supersimetria G4 e simetria R J2, todos centrados em 2z = 0,

Li= § Zomar(), gp= f Znpe), o= 74 L niaged(z), (BT

27 " 27 27
=Y Lz T2 =) J T Gz Z Gz, (B.38)
Pela quantizacao radial, definimos o comutador entre os modos A e B em ([2.85]) por
(A, B] = 7( dw 74 dza(2)b(w). (B.39)
0 w
Em que utilizaremos das OPE’s obtidas anteriormente. Para o comutador dos modos
de T'(2) e G*4(w) temos,

3 aA aA
[LmszA} _ dw.wn+1/2% diz.Zerl (?G (W) + oG (W)> ) (B40)

0 2mt 2mi z—w)? z—w
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Com o binémio de Newton,

ﬁmﬂ m+1 )l %GQA(W) 0G4 (w)
w27T’L = (z=-w) (z —w)? z—w
= W™ G w —1—2 (m 4 1)w™G*w). (B.41)

Na segunda integral,
|:Lm; Gg‘A} — Z GaA ( -3/2—k)+ g(m + 1)) k-1

—GoA (ZL - n) . (B.42)

27rz

Para o comutador entre L e J,

L 74 = § 2 dZZmH((J“(w) +8J“(w)>

-W X
021 Jo 2mi z—w)?  z—w

d
_ W <w1+n+maja(w) + (m + 1)wn+mja(w))
27rz
- _ a m+n k—1 k}—
0 27i Z m)
=—nJy (B.43)
Para o comutador entre as correntes da simetria R,
dw dz 1 0% i€ J¢(w)
Je Jb Y on o om | c
[ m "} 02mi L 2mi <2(z—w)2 L
1
j{ 271.2 ( n+miengc(w) + 2mwn+m15ab>
j{ ZZGabJC m+n—k—1 @5m+n705ab
2
=3 L R e + €T (B.44)
Analogamente, o comutador entre J e G,
dw dz 1 GPA(w)
Ja GaA _ M n+1/2 e om [ S _*a\«
[ men ] 0 2mi” o 27 2<U )% Z—w
1 dw
— _(y*a\ GﬁA n+m+1/2
5(07)% 2m (w)w
1
_ (e GBA m+n—k—1
2(0 ) 0 27i Z
1 *a\ A
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Por fim, considerando que o operador de supersimetria é composto por férmions, de-

vemos considerar o anticomutador dos modos G,

dw dz c*PeAB 2J%(w)
GaA GEB — o n+1/2 m+1/2 -9 AB By ( *a\a
{ meen } 02 L 2mi (z—w)3+€ o) T(z — w)?
+ EABEBW(O_*a)a a‘]a(w) o GABEQB T(w)
Tz—w zZ—w

_ AB B *a\ a _ _AB ap m+n+1
%le e’ (0™)* 0] (w) — €€ T(w)) w
+2(m + 1/2)6143657(U*a)a,yJa(w)me’_n — (m?* — 1/4)60‘56‘4300”””_1]

= (m —n)e* B (o) Je ., — PP L — (m? = 1/40)ePe*B6,, 0.

y“m+n
(B.46)

B.2.1 Modos Fracionarios

Aqui mostraremos apenas os célculos referentes ao comutador entre os modos do ten-
sor energia momento. O procedimento pode ser realizado de forma analoga para os outros,
porém veremos que o resultado da algebra de modos fraciondrios é a mesma da ja ob-
tida anteriormente apenas considerando a mudanga na carga central ¢ = 6n. Os modos

fracionarios sdo definidos por

Oﬂ Z (9 k‘) 27r’Lf (k— 1)Zh+%_1, (B47)

2m

em que escolhemos o contorno ao redor de z =0 e h é a dimensao conforme do campo
0. O mapeamento do plano complexo no espaco de cobertura é dado localmente por
z = bt™. Considerando que o tensor energia momento nao se transforma como um campo
primario, temos que a partir o mapeamento z — z(t) leva a transformacao do tensor

energia momento por

(z) = (fﬁ) [7(0) - < (=001}, (B.43)

em que {z,t} define o Schwarziano,

{z,t} = 2715 — Z572(3)2 Z= Ccilj (B.49)

Com o mapeamento temos na cobertura o gerador do tensor energia momento,

Lio, 7( - (Cj;) h {T(t) - S0, (B.50)
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Veja que como de praxe, o operador de twist é mapeado na identidade no espago de

cobertura. Portanto, para o comutador dos geradores [ temos,

dty dtl k+1 +1 1. -1
Li Ly j{ j{ t
[ﬁ %—>02m t1t22m )" A 2
c c
x T(tl)—m{z(tl),tl}} [T(m)—m{z(@),@} . (BSD)
Por simplificagdo definimos dz/dt; = Z;. Veja que no mapeamento temos z(t) o< t",

de forma que o Schawziano possui polo de no maximo grau 2. Assim, com k > 0 esse

termo é nao singular e podemos ignora-lo. Portanto, com a OPE entre os tensores energia

momento,
dtg dtl k +1 ’L’_H .1 .1 0/2 2T(t2) 0T(t2)
L ,L / —>% j{ to)m i
(B.52)
Pelo teorema dos residuos, com um polo de grau n,
dt 1 dn!
—f(t) =R to) = i t—1t)" f(t B.53
B, amid O =Reslf 1) = o~y lim sl — B FOL (B3Y)

entao a integral em ¢y,

dtl 6/2 2T(t2) 8T(t2) C d3 d
— | = t t 2T'(t t T(t t
£1t22ﬁilt%2 2, + iy f(t) = 12dt3f(2)+ (2)d2f(2)‘i‘a (t2) f(t2),
(B.54)
em que definimos
F(t) = 2(t) s (B.55)
De forma que temos as derivadas,
; k L3 kEi1.-9.
n
e 2
f= <k2 - 1> e SR (k + 1) sl 46ty
n n n
k
oantlz2y 43 <n + 1) 252_2(5)2 — 62%+1(5)32_4. (B.57)

Precisamos realizar a integragao em t5, que vamos denotar por ¢ ja que nao ha margem
pra confusdo. Antes de juntar todos os termos fagamos primeiramente a integragdo por
partes do termo 0T(t),

F o mszrgr(e) = o f L) — (0 b 2) f T, (BSS)

21 ) ™
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Em que o termo integrado pela integragao por partes é nulo pois temos uma curva fechada.

Além disso definimos a = ’”Tk/ Voltando a integral inicial,

k— K\ [ dt dt
Li Ly 7( S0+ oIy e B.59
[ 5 ’;]%< n ) omi” 0+ 33§ 3 dt23f() (B.59)

Trabalhemos em um primeiro momento com a segunda integral com a derivada tripla,

para este teremos

k2 kopodt k dt
T=(" )5 e o (F iy 74 W ariz-2 g
n? n.) 2w n 21

k dt .
: T Y

n

Para todas as integrais utilizaremos o método de integral por partes, lembrando que

o termo integrado sobre a curva fechada serd nulo, temos assim,

dt
—(a+2) 5 — 1725 13 : (B.61)
o a+2  di ol =3 (52 dt Q42 573
a R G I B O R

Substituindo essas integrais em (B.60)),

k? k[ dt k—Fk dt 3 (k—K\ / dt »
IT=2=—1]2 7#(171;_ Y ol =2 < % <\+lvf) :_’
<n2 ) n 27ri7 - ( n ) 2m’z S 2 n J 2mi (%)

(B.63)

Agora perceba que com a definicdo do Schwarziano temos justamente que os dois tltimos
termos em I compoes a derivada Schwarziana. Assim, juntando todos os termos em (B.59)

temos para o comutador,

k—KY\ [ dt e k2 Eorodt e . d

n 21 21
(B.64)

Veja que o primeiro termo ¢ justamente o gerador energia momento na cobertura para
o indice apropriado, ja o segundo termo é uma derivada total que ¢é diferente de zero
apenas quando k + k' = 0, com a definicdo do mapeamento z o t" vemos que o0 polo

simples é dado por n/t e portanto, temos o resultado

k—Fk k2 k
[Lk,Lk,] =) s SRy (L (B.65)
n n n 12 n



123

B.3 FUNCAO DE 4 PONTOS

Demonstraremos explicitamente que a funcao de quatro pontos, diferente dos casos
com dois e trés pontos, nao possui seu formato funcional fixado pela teoria. A transfor-
macao conforme dos campos primarios ¢; com peso conforme A; em d dimensoes é dada

por,

<¢1 ($1)¢2($2)¢3($3)¢4($4)>

/
dzx}

dl’l

a1 Ay Az Ay
~d T4 T d ~d

/
dz,

dy| © Jdry
dl’g

d[E3

/
dz),

dCL’4

(@ (1) 9 (w2") 95 (5) ¥4 (4))

(B.66)

As transformagoes rotagao/translagdo requerem que a fungao de correlagio seja um fun-

cional da diferenca do modulo dos pontos z;,

(D1(z1)Pa(T2)P3(x3)Pa(T4)) = /() (B.67)

112921300140 930 004 34T
Por simplificacdo denotaremos |z; — x;| = x;;. Na funcao de correlacdo f(u) representa
fungoes arbitrarias dos invariantes conformes de 4 pontos, e pela condi¢ao de simetria de

escala, os pesos conformes de cada campo satisfazem
Al +Ag+ A3+ Ay=a+bt+ct+d+e+ f. (B.68)

No Capitulo [2| definimos a transformagao conforme especial de forma que

dfx’
dx

1 d
= =a % B.
(1 —2b-x+ b?x2)d “ (B:69)

Assim, temos a transformacgao da funcao de correlagao,

(9 () P () P (25) Py () = Mo ag oM (01(21)P2(22) B3(23)Pa(T4))

f(w)
= a1A1Q2A2Q3A3Oé4A4 a b p P - 7 (B?O)
T127X13 T14"T23 T24 T34

Devemos entao verificar as condi¢oes para que a fungao de correlagao seja invariante sob

a transformagao conforme especial. Realizando a transformagao explicitamente [5]

f(u)
(9 (2)) B (5) P (5) Py (7)) =
95/12a$/13b95’14cx/23d$/246$§4f

f(u)

L1290 130014 003004 34T

a a b b ¢ ¢ d d e e f [
A1209200120032(V120042(02 (132 (V92 (g2 (N3 2 (Vg 2

(B.71)
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Assim, comparando as expressoes (B.70) e (B.71)) temos as condigoes sobre os Als,

1 1
A1:§(G+b+0) ; A2:§<a+d+€)
1 1
Ag:g(b+d+f) ; A4=§(C+€+f) (B.72)
Com a condicao (B.68)) obtemos,
G:A1+A2—A3—A4+fEAa+f (B73a)
b:Al—A2+A3—A4+€EAb+€ (B73b)
c=2A—e—f=A.—e—f (B.73¢)
d:—A1+A2+A3+A4—€—fEAd—€—f (B??)d)

Retornando a expressao para a fungao de correlagao (B.67)),

—f—e e
(D1(21)P2(22) P3(3)Pa(24)) = f(U)xm_Aaxm_AbIm_ACIzs_Ad (x12x34) <W>

X14T23 X13T24

= fu)mrg™ a1y My Sowgg~ (B.74)

Veja que as razoes sao invariantes e podem ser englobados em f(u). Defina A;; =

% — Az — Aj. 1&8811117

—Ag = —A1 = Ap+ Az + A=A — Az = 3107 = 2227, (B.75a)

Ay = A+ Dy = A+ Ay = Ay — Ny = w137 = 21370 my37 %, (B.75b)
A
—AC = —2A4 = A14 - g + Al - A4, <B75C)
A
SAa= A=Ay Ay = A=Ay - T A - A, (B.75d)

0 0

Além disso, 940 = 29422429422 € 15,0 = 23,2345, 7231, Dessa forma obtemos o resultado

final,
(D1(1)P2(w2)P3(3)Pa(4)) u) [T 225 (B.76)

1<J

Novamente, no calculo explicito da ultima expressao surgem razoes que se dao por inva-

riantes, que compoem uma Unica funcao F.
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