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Resumo

Neste trabalho, investigamos o escoamento de dois fluidos imisciveis em meios porosos bidi-
mensionais através de simulacdo computacional de autdmatos celulares de gas na rede. Este
tipo de automata é capaz de reproduzir o comportamento da equacao de Navier-Stokes junto
com a equacdo de Laplace para o caso de dois fluidos imisciveis e, sem aumentar o tempo
computacional, consegue implementar condi¢des de contorno complexas. Uma pequena mo-
dificacdo nos posibilita simular o escoamento numa célula de Hele-Shaw, ou seja, um esco-
amento bidimensional regido pela lei de Darcy. Neste tltimo caso, é possivel fazer com que
os fluidos tenham viscosidades diferentes e observar alguns dos vdrios comportamentos possi-
veis como, por exemplo, a formacdo do dedo de Saffman-Taylor. O meio poroso foi modelado
de duas maneiras. Numa primeira abordagem, blocos formados por quadrados e dispostos de
maneira aleatéria foi empregado. Neste meio, fizemos escoar um unico fluido, regido pela
equacao de Navier-Stokes do ponto de vista mesoscopico, € obtivemos a lei de Forchheimer
do ponto de vista macroscépico, ou seja, quando faziamos uma média da velocidade hidrddi-
namica em uma regido que englobava toda a rede considerada. Esta lei é uma generalizagcdo
da lei de Darcy. Este resultado ja foi obtido pela literatura porém empregando um tipo dife-
rente de modelo para o meio poroso. Posteriormente, numa segunda abordagem, realizamos
a simulagdo de uma célula de Hele-Shaw, com contas circulares fixas de raio varidvel, posici-
onados de maneira aleatéria. Aqui fizemos escoar dois fluidos imisciveis € nos concentramos
na evolugdo da rugosidade da interface formada entre eles. Qualitativamente, observamos que
quando um fluido menos viscoso invade um de maior viscodidade formam-se dedos, como o

esperado. Na situacdo inversa, hd uma pequena rugosidade, porém fortemente determinada

X



X RESUMO

pela desordem do meio. Quando os dois fluidos t€ém a mesma viscosidades, desenvolve-se uma
rugosidade fracamente determinada pelos obstaculos o qual satura em torno de um valor mé-
dio. Quantitativamente, observamos a existéncia de leis de escalas e estimamos o expoente da
rugosidade, o ~ 0,53, e o expoente de crescimento 3, que se encontra no intervalo 0,6-0,8.
O expoente da rugosidade é préximo aos previstos pelas equacdes de Edwards-Wilkinson e de
Kardar-Parisi-Zhang, porém o expoente de crescimento se distancia, mas as estimativas estao

em concordancia com diversos resultados experimentais.

Palavras-chave: Fluidos, Meios Porosos, Automato Celular de Gas na Rede, Dinamica de

Interface



Abstract

In this study, we investigated the displacement of two immiscible fluids in bidimensional porous
media by means of models of lattice gas cellular automata. Such an automaton can reproduce
the behavior of the Navier-Stokes equation, along with the Laplace equation for the case of two
immiscible fluids and, besides, can implement conditions of complex contour without increa-
sing the computational time. A small change in the model allows simulate the flow in a cell of
Hele-Shaw, a quasi-Bidimensional flow governed by equations similar to the Darcy’s law. In
the latter case, it is possible to make the fluids have different viscosities and observe some of the
various possible behaviors such as the formation of the Safman-Taylor fingering. The porous
medium is modeled in two ways. In the first approach, a block formed by squares and arranged
in a random way was employed. In this way, we did see a single fluid, governed by the Navier-
Stokes equation, and got for the macroscopic flow the Forcheimer’s law as a generalization of
the Darcy’s law. This result has been obtained by literature but employing a different type of
model for the porous medium. Subsequently, in a second approach, we conducted a simulation
of a cell of Hele-Shaw, with circular beads with variable radius, in random places. Here we see
two immiscible fluids and focus on the development of the interface roughness formed between
them qualitatively, then noticing that when a less viscous fluid invades one of largest viscosity
make up fingers, as expected. In the reverse situation, there is a slight roughness, but strongly
determined by the chaos of the medium. When the two have the same fluid viscosities, there
is a roughness weakly determined by the obstacles which saturates around an average value.
Quantitatively, we observe the existence of laws of scales and estimate the exponent of the

roughness, o = 0.53, and the growth exponent of 3, which is in the range 0,6-0,8. The expo-
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nent of the roughness is next to provided by the Edwards-Wilkinson and Kardar-Parisi-Zhang
equations, but the exponent of growth if distant. These results agree with estimates made in

various experimental.

Keywords: Fluid Flow, Porous Media, Lattice Gas Cellular Automata, Interface Dynamics
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CAPITULO 1

Introducao

O escoamento de fluidos (liquidos e gases) em meios porosos naturais ou matrizes porosas
artificiais aparecem nos mais diversos campos das engenharias e das ciéncias [1, 2], como: en-
genharia de petréleo, hidrologia de pogos subterraneos, ciéncia dos solos, engenharias quimica
e civil, biomedicina, ci€ncia dos alimentos, agricultura e metalurgia. Abaixo relacionamos

alguns topicos de pesquisa de relevancia atual.

Na industria do petréleo, por exemplo, as técnicas de extracdo primdria chegam a deixar
mais de 50 por cento deste produto no reservatdrio. J4 existem técnicas mais eficientes, po-
rém se espera que a pesquisa continuada neste tema venha a sugerir métodos mais eficazes [3].
Outro tépico € o estudo do escoamento em pocos subterraneos e a restauragdo de aqiiiferos con-
taminados por poluentes. Quanto a engenharia quimica, existem estudos a respeito de filtragdo
e centrifugacdo. Na industria de constru¢@o sao de grande relevancia os fendmenos referentes
a transmissdo de dgua pelos materiais utilizados (concreto, tijolos, etc.). Alguns meios porosos

de interesse fisiolégico sdo a pele, o cabelo, os dentes e os pulmdes.

Todos estes s@ao fendmenos bastante complexos. O espaco poroso € a por¢cao do material
nao ocupado por matéria [1]. Apenas poros conectados podem servir como condutores e t€ém as
mais diferentes geometrias e distribui¢des. Além disto, hd casos em que o meio € deformavel, a
exemplo de alguns materiais de interesse fisioldgico como a pele. O escoamento pode envolver
mais de um fluido, imisciveis ou ndo, onde atuam as mais diversas forcas como o empuxo, a

gravidade, as forgas capilares e as forcas viscosas [2].

A interface formada por fluidos imisciveis apresenta padroes diversos e depende, dentre

outros fatores, da diferenca de viscosidade, densidade e do fluido "molhante", variando de in-



2 CAPITULO 1 INTRODUCAO

terfaces compactas a formacdo de dedos viscosos, passando ainda por situagdes intermedidrias
com padroes fractais [4, 5, 6, 7, 8]. E de interesse caracterizar este fendmeno a partir do estudo
da dinamica da interface, a qual exibe leis de escalas e classes de universalidades [4, 8, 9].
Este estudo lanca mdo de ferramentas analiticas (como mecénica estatistica e, em particular,
grupo de renormalizacdo) e de métodos computacionais, incluindo modelos de crescimento,

autdmatos celulares e integracdo numérica de equacoes diferenciais [4].

H4 diversos métodos e diferentes abordagens na pesquisa do escoamento em meios porosos.
Podemos pensar no meio poroso como sendo continuo e usar leis fenomenoldgicas, a exemplo
dalei de Darcy [1, 10]. Nesta abordagem macroscdpica, as caracteristicas mesoscopicas, cComo
a distribui¢ao dos poros, sdo resumidas por alguns poucos coeficientes, a exemplo da perme-
abilidade. A partir dessas equagdes, pode-se prosseguir com trabalhos analiticos ou utilizar

métodos computacionais e comparar os resultados com experimentos.

Uma abordagem mais complexa € descrever o escoamento no meio poroso com toda a
complexidade de sua mesoestrutura, através dos principios gerais da mecanica dos fluidos, em
particular a equacdo de Navier-Stokes. Tal complexidade deixa o estudo analitico intratavel e
sO recentemente, com o aumento do poder computacional, foi possivel a obtencao de resulta-
dos relevantes nesta linha de pesquisa. Neste contexto, uma das questdes fundamentais € como
derivar as leis fenomenoldgicas e quais as suas restricoes de aplicabilidade. Por exemplo, é
comum usar generalizagdes de leis para o escoamento de um unico fluido em meios porosos
para o caso de dois fluidos imisciveis apesar das dividas sobre sua validade. Rothman [11, 12],
usando esta abordagem, obteve resultados numéricos indicando situacdes em que a generaliza-

¢do da lei de Darcy para dois fluidos nao seria vélida.

A simulac¢do computacional do escoamento de fluidos é um tépico de pesquisa em si pro-
prio. As equagdes que regem seu comportamento ndo possuem solucao analitica para a grande
maioria dos casos. Isto se deve ao fato de que a equacdo de Navier-Stokes é uma equagdo

diferencial parcial ndo-linear. A referida equagdo para fluidos incompressiveis tem tanto des-
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taque na matemadtica, pela sua dificuldade e importancia em aplicacdes, que existe um prémio
de um milhdo de ddlares para quem fizer progressos substanciais na dire¢do de uma solucdo da

mesma. [13].

Até a década de 80, o uso da integracao numérica era o0 método computacional mais usado
no estudo do escoamento de fluidos. Em 1986 [14], uma alternativa de modelagem foi apre-
sentada com base em um Autdmato Celular de Gas na Rede (ACGR) capaz de reproduzir o
comportamento de fluidos governados pela equagdo de Navier-Stokes. A novidade veio acom-
panhada de uma grande excitacdo e exageros, a ponto de serem publicadas em um artigo no
Washington Post (famoso jornal didrio americano) afirmacdes de que o modelo tinha potencial
para ser "one thousand to one million times faster than previous methods"(mil a um milhdo
de vezes mais rdpido do que os métodos anteriores). Como a Guerra Fria ainda existia, o
Washington Post ainda comentou que o Departamento de Defesa Americano dos Estados Uni-
dos ponderou sobre a necessidade de ser classificado como algo que deveria ficar fora das maos

soviéticas.

Exageros a parte, deu-se prosseguimento a pesquisa nesta area chegando-se a conclusdes
mais realistas das vantagens e desvantagens desta modelagem. Sua eficiéncia, comparada com
a integracdo numérica, depende da simulacdo em questdo e dos recursos computacionais dis-
poniveis. Uma das grandes vantagens dos ACGR € a possibilidade e a grande facilidade da
implementagdo do processamento paralelo. Outra vantagem € a sua facilidade em lidar com ge-
ometrias complexas, tornando o modelo especialmente adequado para o escoamento em meios

POrosos.

Nesta dissertacdo, serdo apresentados alguns resultados do uso do ACGR. Em particular,
discutiremos os resultados da simulacdo do escoamento de dois fluidos imisciveis em uma
célula de Hele-Shaw com desordem congelada, analisando a dinAmica da interface formada. A

dissertacdo estd organizada como se segue:

No resto deste Capitulo sdo apresentados os modelos de ACGR resumidamente, feita uma
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revisdo de dindmica dos fluidos e discutido rapidamente o comportamento de escala observado
no crescimento da interface de alguns modelos.

No segundo Capitulo é apresentado em detalhes o modelo FHP [14], seguida da dedugdo
das equacdes hidrodindmicas a partir da microdinamica dos modelos de ACGR [15, 16, 17, 18].
Por fim, uma simulagao ilustra estes modelos.

No terceiro Capitulo sdo apresentadas as extensdes do modelo FHP para simular dois flui-
dos imisciveis (modelo de immiscible lattice gas, ou ILG [19]), para o escoamento na célula de
Hele-Shaw (modelos com espalhadores [20]) e para o escoamentos em superficie de um cone.
Acreditamos que a juncdo das duas primeiras extensdes nunca foi feita antes na literatura e com
esta observamos de maneira consistente as conhecidas "instabilidades de Saffman-Taylor"[5].
A tultima extensao € original até onde sabemos.

O quarto Capitulo lida com os meios porosos € o enrugamento de interfaces. A questdo do
enrugamento de interfaces € aprofundada e algumas simula¢des com ACGR para meio porosos
sdo apresentadas. E neste Capitulo que apresentamos os resultados das simulacdes de dois
fluidos imisciveis em uma célula de Hele-Shaw com desordem.

Por fim, o Capitulo de conclusao explicita os resultados originais e fala das perspectivas do

grupo de pesquisa.

1.1 Automato Celular de Gas na Rede

Observando os diversos liquidos e gases, percebe-se que o comportamento deles depende muito
pouco da natureza das particulas que o compdem. Os constituintes de um 6leo, por exemplo,
interagem de maneira bem diversa se comparados com os da 4gua com suas pontes de hidrogé-
neo, ou com os de algum gés rarefeito. Entretanto, seu comportamento macroscépico é muito
similar. Tendo isto em mente, podemos questionar se nao € possivel criar modelos de particulas

simples, particularmente do ponto de vista de computacional, cujo comportamento seja similar
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ao de fluidos reais. Por exemplo, poderia haver um modelo de fluidos tdo simples a ponto de
sO existirem particulas movendo-se em um espaco discreto como os vértices de uma rede trian-
gular, com massas idénticas e com um pequeno nimero de velocidades possiveis e, no entanto,
exibirem um comportamento macroscéopico semelhante ao de um fluido real? Esta € a idéia da
motivacdo primadria de simular fluidos através do modelo de Automatos Celulares de Gés na
Rede [16, 17].

Um desses modelos que obteve sucesso € o agora denominado FHP [14](nome devido aos
seus criadores: Frisch, Hasslacher e Pomeau). As particulas vivem numa rede hexagonal como
mostrado na Fig. 1.1, a massa e o mddulo da velocidade € a mesma para todas as particulas
e as diregOes possiveis das velocidades correspondem as das arestas dos triangulos da rede. O
modelo € inicializado de maneira que no mesmo vértice nao pode haver mais de uma particula
com a mesma velocidade. A cada passo, o sistema muda através do processo de propagacdo e
colisdo. A propagacdo € mostrado na Fig. 1.1(b), onde cada particula move-se uma unidade de
rede na direcdo de sua velocidade. A colisdo € ilustrada na Fig. 1.1(c) e ocorre quando mais de
uma particula chega ao mesmo vértice. Essas particulas podem, entdo, mudar de velocidade,
desde que haja conservagao da soma vetorial total das velocidades no mesmo vértice, ou seja,
desde que o momento seja conservado. Note que, tanto na colisdo quanto na propagacio, o

numero de particulas ndo varia implicando a conservacdo da massa.

5 P

(a) Configuragao inicial (b) Propagacio (c) Colisdo

Figura 1.1 Exemplo de um passo de tempo para um modelo de ACGR. Cada seta representa uma
particula de massa unitdria movendo-se na direcdo da seta. Na Fig. 1.1(b) cada particula se move uma
unidade de rede na direcdo de sua velocidade. A Fig. 1.1(c) mostra o resultado da colisdo.

Assim como nos fluidos reais, ndo enxergamos seus constituintes isolados, pois nosso in-
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Figura 1.2 Ruas de vortices de von Karman simulado com o ACGR. A figura mostra um escoamento
bidimensional com uma chapa linear como obstdculo [21].

teresse € na descricdo do comportamento macroscépico do sistema. Quando observamos o
escoamento da dgua, por exemplo, a sua velocidade e densidade sdo uma espécie de média
sobre as quantidades pertinentes de seus constituintes. Da mesma maneira, para obtermos a
velocidade e a densidade no contexto do modelo, fazemos médias do nimero de particulas e do

momento de maneira apropriada.

A Fig. 1.2 mostra um pouco do poder de simulacdo do autdmato celular. Esta figura foi
extraida de um artigo de 1987 [21]. Este escoamento é forcado da esquerda para a direita. O
nimero de Reynolds, nimero adimensional que indica o nivel de turbuléncia, é préximo a 88,
alto o suficiente para formar um padrio de escoamento ndo estaciondrio conhecido como ruas
de vértices de Bernard-von Kdrman. Esta simulag@o estd de acordo com o esperado de algumas

situacdes reais ou obtidos por outros métodos computacionais tradicionais.

Cabe aqui entender o que vem a ser um autdmato celular. Uma possivel defini¢do € que um
autdomato celular € um sistema dinamico constituido de células em uma rede, com um ndimero
finito de estados, evoluindo em passos discretos a partir de regras simples que envolvem os
sitios e seus vizinhos. Um exemplo concreto seria uma pagina de caderno quadriculado (uma
rede regular) em que se colocasse em cada quadrado o nimero O ou 1 (valores discretos) e

que todo dia (tempo discreto) apagdssemos e reescrevéssemos todos os quadrados de acordo
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com a soma dos nimeros em seus vizinhos (regras de evolucdo). Se esta soma ultrapassar 2,

escrevemos 1 e, caso contrério, escrevemos 0. A evolucao dele estd ilustrado na Fig. 1.3.

1)1 010 1[0

010 1[1 00
110 110 110

(@) t=1 b)) t=2 ©) t=3

el [ [

- (e (e
— | DI

Figura 1.3 Evolucdo do automato descrito no texto. A figura é um parte de uma rede maior. S6
consideramos como vizinhos as células de cima, de baixo, da esquerda e da direita. No passo t = 1, os
vizinhos da célula do meio tem soma igual a 2. Consequentemente, em t = 2, esta assume o valor 1.
Porém, em t = 2, os vizinhos somam apenas 1. Segue que em t = 3, a célula do meio assume o valor 0.

Agora podemos mostrar que o nome do modelo € apropriado, ou seja, que os modelos de
ACGR sio, de fato, um autdmato celular. Basta considerar que cada vértice contém seis células,
uma para cada direcdo. Em cada célula hd no maximo uma particula, pois nio se pode ter mais
de uma particula com a mesma direc@o da velocidade por vértice. Desta forma, os valores que
cada célula assume € 0 ou 1. Estes s@o os valores discretos. A evolugdo se da pela interacao
com seus vizinhos (a propagacdo) ou com as células de um mesmo vértice (a colisdo). E, por
fim, o tempo € discreto.

Por volta de 1950, os automatos celulares foram introduzidos por mateméaticos como John
von Neumann, Stanislas Ulam e Konrad Zuse. Os dois primeiros propuseram que, sob certas
condig¢des, o comportamento coletivo do sistema poderia ser suficientemente complexo para si-
mular algumas das caracteristicas de sistemas reais como os sistemas bioldgicos [22]. Ulam foi
talvez o primeiro a propor que se poderia usar o computador como uma espécie de simulador
analégico. Isto € diferente da integracdo numérica das equacdes que regem um determinado
fendmeno. Sendo mais especifico, dado uma equacao diferencial, seria possivel construir um
modelo, como um jogo, de maneira que através de experimentos com ele, poderiamos infe-

rir resultados das equagdes sem, contudo, resolvé-las explicitamente. Zuse publicou em uma
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monografia [23], publicada em 1969, algumas tentativas de autdmatos celulares que reprodu-
zissem equacoes diferenciais como as dos fluidos, ou da eletrodinamica cléssica e at€ mesmo da
mecanica quantica. O modelo imaginado para fluidos tem algumas caracteristicas semelhantes
aos modelos de ACGR que apareceram depois. Ele foi ainda mais longe quando afirmou que o

préprio universo poderia ser um gigantesco automato celular.

O primeiro ACGR foi proposto em 1973 [24] por Jean Hardy, Olivier de Pazzis e Yves
Pomeau e recebeu o nome de HPP (iniciais dos sobrenomes de seus criadores). As particu-
las se localizam nos vértices de uma rede quadrada e a dindmica conserva massa € momento.
Mostrou-se que as equagdes macroscopicas eram similares as da hidrodindmica, porém aniso-
tropicas. Finalmente, mais de dez anos depois, em 1986, Uriel Frisch, Brols Hasslacher e Yves
Pomeau construiram um modelo similar ao HPP, porém numa rede com simetria hexagonal e
obtiveram uma hidrodinamica isotrépica, sendo entiao considerado como um modelo adequado
para simular o comportamento de fluidos governado pela equacdo de Navier-Stokes. Este tipo
de modelo ficou conhecido por FHP. Os fundamentos tedricos foram explicados logo depois,

em 1986, por Wolfram [18], e em 1987 por Frisch et al. [15].

Os principais motivos que levaram os modelos de ACGR como o FHP a terem sucesso
foram: i) que a dindmica destes conservam massa € momento e ii) que a rede possui simetria
suficiente para assegurar a isotropia da equagdo. A questdo da conservacido de quantidades é
tao crucial que, se por acaso existir conservacao de outra quantidade ndo pertinente, o compor-
tamento macroscépico pode ser completamente diferente. A estas quantidades chamou-se de
invariantes espurias. A simetria aparece por meio de uma quantidade que precisa ser isotropica
para que a equacao herde esta isotropia (mais precisamente, esta quantidade € um tensor de
quarta ordem que aparece quando se descreve a dindmica macroscopica a partir da microdina-

mica). Voltaremos a este assunto em detalhes no Capitulo 2.

O método de Lattice Boltzmann € herdeiro direto do modelo exposto acima. A idéia ini-

cialmente era apenas a de trocar as particulas pelas probabilidades da existéncia desta em de-
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terminado sitio [25]. No modelo FHP, por exemplo, ao invés de em cada vértice termos seis
varidveis que s6 assumem os valores 0 ou 1, terfamos seis nidmeros reais. Isto faz com que as
médias sejam feitas de maneira mais eficiente, ou mesmo que sejam desnecessdrias. E por este
motivo que o método Lattice Boltzmann possui pouco, ou nenhum ruido, diferentemente do
autdmato celular de gés na rede. Mas € também por este motivo que pode aparecer instabilida-
des numéricas. Assim, uma das vantagens do Autdmato Celular de gds na Rede € a estabilidade
intrinseca ao modelo, ja que sdo booleanas (ou seja, seu valor sdo zero ou um).

Extensdes ao modelo foram criadas para englobar fendmenos envolvendo dois fluidos [19]
e para o escoamento tridimensional. Além disto, para os dois métodos, hé diversas generaliza-
¢oes e aplicacdes a outros fendmenos que lembram as tentativas de Zuse. Para o ACGR, temos
aplicagdes para a magnetohidrodindmica, reacdes quimicas, mecanica quantica, entre outras.
Para o método Lattice Boltzmann ja se conseguiu simular o que foi citado para o autdmato ce-
lular, assim como as equagdes de Maxwell. Referéncias a estas diversas podem ser encontradas

em [17].

1.2 Dinamica dos Fluidos

A dinamica dos fluidos, como o nome sugere explicitamente, consiste no estudo do movimento
dos fluidos [26]. A defini¢do de fluidos engloba todos os liquidos e gases. A principal di-
ferenca entre solidos e fluidos estd na forma como estes reagem as forgas tangenciais ou de
cisalhamento como mostrado na Fig. 1.4 [27]. O objeto sdlido sofre uma deformagdo até que
suas forcas internas equilibrem a forca aplicada, estabelecendo uma nova situagdo estaciondria.
Por outro lado, quando uma forga de cisalhamento € aplicada a um fluido, este se deforma sem
limites, ou seja, passa a escoar.

Pode-se considerar um fluido como um continuo. Neste contexto, suas equacdes sdo dedu-

tiveis de consideracdes puramente macréscopicas e fenomenoldgicas. Na realidade, quando se
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Figura 1.4 Diferenca entre fluidos e solidos quando submetidos a forcas de cisalhamento.

pensa desta maneira, o que se considera muito pequeno contém um nimero muito grande de

particulas. Nesta sec¢do, abordaremos a descri¢do macroscépica dos fluidos.

1.2.1 A Equacao de Navier-Stokes e a Equacao de Euler

O escoamento incompressivel de fluidos viscosos newtonianos € descrito pela equagdo de

Navier-Stokes [26, 27]:

1
?9_1; + (uV)u= _EVp +vV2u, (Navier-Stokes) (1.1)

junto com a equacio da continuidade:

V.u=0, (1.2)

onde o simbolo V significa o operador nabla, u € a velocidade, p € a pressdo, p € densidade
de massa constante € vV € a viscosidade cinematica. Note que a ndo linearidade da equacdo de

Navier-Stokes estd no termo (uV)u. Se multiplicarmos a Eq. (1.1) por p sua interpretagdo é
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evidente. De fato, examinando a equagdo abaixo:
Jdu )
po; tPUV)(w)=-Vp+uviu, (1.3)

onde i é o coeficiente de viscosidade (perceba que v = u/p), percebemos que esta ¢ uma
versao para meios continuos da segunda lei de Newton. O lado esquerdo representa a variagdo
do momento do elemento do fluido e o lado direito € a forca exercida sobre o elemento do fluido.
O termo —Vp é o gradiente de pressdo e o termo 1 V?u diz respeito a contribui¢io viscosa a
forca. Note também que a Eq. (1.2) trata da conservacdo de massa quando a densidade €
constante (fluido incompressivel), ou seja, um caso especial da equagao da continuidade:

dp

5 +V-(pu)=0. (Continuidade) (1.4)

O que diferencia os diversos fluidos quando descritos pelas equacdes acima (por exemplo,
a dgua ou o ar) € o seu coeficiente de viscosidade [26, 17](Vigua = 10 %m?s~!, v, = 1,5-
10 35m2s™1).

Um fluido ideal, ou inviscido, é aquele em que ndo h4 forcas dissipativas. Segue que este
tipo de fluido ndo apresenta viscosidade. Como conseqii€ncia a sua dindmica fica descrita pela
equagdo de Euler [26, 27]:

Ju

1
= +(uV)u= —EVp, (Euler) (1.5)

juntamente com a equagdo da continuidade (1.2).

1.2.2 Numero de Reynolds

Para velocidades suficientemente baixas, o escoamento € laminar. A medida que a velocidade

aumenta, este pode passar a ser periddico, com periodos reconheciveis e, por fim, se torna
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turbulento [26]. Porém, seu comportamento nao depende somente da magnitude da velocidade.
Fluidos diferentes em geometrias parecidas podem apresentar o mesmo tipo de comportamento.
Esta é a chamada similaridade dindmica do escoamento e pode ser predita com o auxilio do
numero de Reynolds [26, 27, 17]. Mostraremos abaixo que fluidos diferentes para escoamentos

numa geometria similar podem ter resultados cuja tnica diferenga € a escala.

As quantidades relevantes sdo a magnitude tipica da velocidade U e um tamanho linear ti-
pico L da geometria ou do obstaculo. O fluido fica caracterizado pela viscosidade cinemdtica
v. Esses trés pardmetros tém escala de [espaco/tempo], [espaco] e [espaco’/tempo] respectiva-

mente, € nos sugere a obtencao de um nimero adimensional. Este € o niimero de Reynolds:

R, = —, (1.6)

Podemos escalonar todas as quantidades da equagdo de Navier-Stokes a partirde Ue L: u’ =
wU, X =x/L,V =L -V,V?2=12.V2 ¢ =t - U/L, P = P/U? [17]. Colocando estas novas

quantidades na Eq. (1.1):

ou’ U? U? U? U?
o L TV = VP vV (1.7)
Ou, dividindo por %:
o’ I/ PR Gy
W—F(UV)U :—VP+R—V u. (1.8)
e

Escoamentos do mesmo tipo (por exemplo, escoamentos com uma esfera como obstdculo),
com diferentes valores para U, L e v, porém descritos pela mesma equacdo adimensional, sao
ditos similares. Tal fato permite a ligacdo de simulagdes com os modelos de ACGR com o

mundo real.

Uma forma de interpretar o nimero de Reynolds € considera-lo como uma medida da mag-
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nitude relativa do termo de adveccdo e da forca viscosa:

(uV)yu U?/L UL
vea T vu/L2 v

=R,. (1.9)

Esta interpretacdo ajuda a entender em que condi¢des aparecem os varios tipos de escoa-
mento e como classifici-los. Os escoamentos com nimero de Reynolds pequeno (R, << 1)
sdo laminares ou estaciondrios. Aparecimento de ruas de vortices de von Karman ocorrem com
valores intermedidrios (R, ~ 100) e a turbuléncia acontece para nimeros de Reynolds grandes
(R, >>1). No entanto, o valor exato para o qual um escoamento deixa de ser estaciondrio

depende do tipo de escoamento.

1.2.3 Condic¢oes de Contorno

Para um escoamento ser completamente especificado € necessario saber as condi¢des de con-
torno nas fronteiras da regido ocupada pelo fluido, ou o seu comportamento no infinito [27]. As
fronteiras costumam ser com objetos s6lidos ou com outro fluido imiscivel. Por exemplo, 4gua
e 6leo dentro de um recipiente fechado. Geralmente os s6lidos sdo rigidos € seu movimento
nao depende do escoamento. No caso de mais de um fluido, a interface formada é mével e faz

parte do problema.

As moléculas do fluido tendem a aderir ao s6lido em fluidos viscosos. Neste caso, as ve-
locidades do fluido e do sélido na interface sdo idénticas. Entdo, se tivermos um obstaculo
sOlido parado, a velocidade do escoamento na interface serd nula. Esta é chamada de condi-
¢ao de nao-deslizamento (no-slip boundary condition). Esta condi¢do é confirmada por dados

experimentais dentro de uma grande precisao [27].

Seja S a superficie formada pela interface fluido-sélido e seja u a velocidade do escoamento.

Entao,
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u=0 emS. (1.10)

No caso de fluidos inviscidos, ndo h4 efeitos de friccao e o fluido pode deslizar na interface
[27]. Esta € a condi¢do de deslizamento (slip boundary condition), isto é, seja S e u definidos

como antes e seja n um vetor normal a S. Entao,

u-n=0 emS. (1.11)

A interface entre dois fluidos ndo € rigida e a determinacdo de seu movimento faz parte
do problema. Como a interface se move junto com os fluidos, as componentes das velocida-
des perpendiculares a superficie devem ser iguais nos dois fluidos. Assim, sejam uj e uy as

velocidades dos fluidos 1 e 2 na superficie S respectivamente e seja n normal a S, tem-se entao,

(up—uy) ' n=0 emS§, (1.12)

e, analogamente a condicao de ndo deslizamento para fluidos inviscidos, ndo ha restri¢des para
as componentes da velocidade tangentes a S. No entanto, ainda hé outra condi¢do de contorno
que precisa ser satisfeita na interface entre dois fluidos, a qual é conhecida como a lei de

Laplace [26, 27] e discutida em seguida.

1.2.4 A Lei de Laplace

Fenomenologicamente, sabemos que sobre as particulas de um liquido atua uma forca de co-
esdo. Sua origem pode ser explicada pela existéncia de forgas atrativas entre moléculas. Para
uma particula no interior do fluido, ha liquido em todas as dire¢des, resultando em um balan-
ceamento. Entretanto, isto ndo é verdade na fronteira e a for¢a de coesdo resultante aponta na

direcdo onde hd liquido. Quando ha mais de um fluido, as forcas atrativas podem ser compa-
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tiveis, os fluidos se misturam e sdo ditos misciveis. Quando os dois fluidos ndo se misturam,

estes sdo chamados de imisciveis [26, 16].

M_\
w M7 Z\l'\
< o0o~>
/@\

Figura 1.5 Forgas de coesdo cujo balanceamento depende da posicdo do elemento de fluido.

As forcas de coesdo originam a tensdo superficial na fronteira de um fluido. No caso de
dois fluidos imisciveis, este fendmeno se expressa através de uma descontinuidade da pressao

na interface que obedece a lei de Laplace [27, 26]:

p1 — p2 = OK, (Lei de Laplace) (1.13)

onde p; e p; sdo as pressoes do fluido 1 e 2 respectivamente na interface, ¢ € a tensdo superfi-

cial e k € a curvatura média definida por

1 1
K= —+4+— 1.14
R1+R2’ (1.14)

onde R e R, sdo os raios de curvatura principal.

1.2.5 A Célula de Hele-Shaw

Uma célula de Hele-Shaw consiste em duas placas paralelas, separadas por uma pequena dis-
tancia b (gap) muito menor que qualquer dimensdo do sistema [28]. Uma configuracdo comum

¢ ter as placas retangulares e o fluido ser injetado por uma extremidade e ser extraido pela outra.
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As situacdes fisicas de interesse serdo descritas pela equacdo de Navier-Stokes para fluidos
incompressiveis (Egs. (1.1) e (1.2)). Uma aproximacdo comum € considerar o limite de alta
friccao do fluido com as placas e o escoamento como quase-estaciondrio [27]. Assim, os termos
du/dl e (uV)udaEq. (1.1) sdo despreziveis. Como b é pequeno, as varia¢des de velocidade na
dire¢do transversal (dire¢ao Z) da célula sdo muito maiores que nas dire¢oes paralelas (dire¢oes
xe¥y). AEq. (1.1) resulta:

1 d’u

Com a condi¢do de contorno de nao deslizamento nas paredes da placa, obtém-se um perfil
parabdlico na ordenada z, conhecida como escoamento de Poiseuille (vide Capitulo 2) [8, 27].
Para se eliminar a direcdo perpendicular da célula, faz-se uma média nesta direcdo. Desta

maneira, o problema fica reduzido a duas dimensdes e descrito pela equacao:

2

—~—(Vp—Fex .
12“( p—Fext) (1.16)

u=

onde u € a velocidade média bidimensional paralela as placa, u € o coeficiente de viscosidade,
p € pressdo e Fex; € a forga externa. Vale ressaltar que os vetores agora sdo bidimensionais. A
equagdo acima tem o mesmo formato de uma lei valida para os meios porosos conhecida como
lei de Darcy:
k
u:—;(Vp—Fext), (117)

Figura 1.6 Célula de Hele-Shaw([8].
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onde k € a permeabilidade do meio.

Pode-se chegar a uma expressdao mais compacta para a pressao da Eq. (1.16) se considerar-
mos apenas forgas potenciais:

Fext = _VUeXt7 (1.18)

com a condi¢do adicional:

V2Uey = 0. (1.19)

Agora, usando a Eq. (1.2), obtemos a equagdo de Laplace para a pressao:

V2p=0. (1.20)

As condig¢des de contorno na célula de Hele-Shaw sao andlogas ao caso mais geral ja discu-
tido. Assim, se existe um obstaculo como uma conta circular no meio da célula, a velocidade
u na interface serd nula. Quando se lida com dois fluidos, a lei de Laplace é aproximadamente

valida na sua versao bidimensional:

p1— p2 = OK, (1.21)

onde p; e p, sdo as pressdes do fluido 1 e 2 respectivamente, ¢ € a tensdo superficial e K € a

curvatura da linha definida pela interface:

K=—. (1.22)

Uma equacao mais precisa leva em conta o efeito da curvatura no plano perpendicular as placas

e se encontra em [7]. No entanto, a Eq. (1.21) é uma boa aproximacao para a maioria dos casos.

A continuidade da componente normal da velocidade também pode ser expressa em termos
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da pressdo. De fato, usando a Eq. (1.16) em:
(uz —uy)-n=0, (1.23)

Obtemos

1 1
E(anpl + anUextl) = E(anPZ + anUext2)a (1.24)

onde d, € a derivada na dire¢do normal a interface e os sub-indices dizem respeito a qual fluido
O termo pertence.

Um fendmeno de interesse ocorre quando um fluido menos viscoso invade outro de maior
viscosidade. Estudos experimentais mostram que a interface entre os dois fluidos, quando
inicialmente reta, € instdvel e cresce formando padrdes parecidos com dedos. Como este cres-
cimento ocorre depende, dentre outros fatores, dos valores das viscosidades e da tensdo super-
ficial. Para um grande niimero de situacdes, observou-se a formagao de um tnico "dedo"depois
de um processo de competicdo. Este caso foi observado e analisado por Saffman e Taylor [5]
e por isso a instabilidade inicial da interface passou a ser conhecida como a instabilidade de
Saffman-Taylor, e o tinico dedo que sobrevive em algumas situagdes como o dedo de Saffman-

Taylor.

1.3 Crescimento de Interfaces

A dinamica do crescimento de interfaces vem sendo objeto de grande interesse e de inimeras
investigagdes tedricas e experimentais [4]. O fendmeno ocorre em diversos contextos, como
no escoamento em meios desordenados, no crescimento de bactérias e na deposi¢ao de dtomos
para formacao de filmes finos [4]. Verificou-se em varios casos que o enrugamento da interface
obedece a leis de escala e podem ser agrupados em classes de universalidade. Experimentos

recentes verificam este comportamento para o escoamento de dois fluidos imisciveis em uma
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Figura 1.7 Grdfico da rugosidade versus o tempo [4].

célula de Hele-Shaw com desordem [8, 9]. Esta desordem pode ser obtida por diversos meios
como, por exemplo, inserir obstdculos fixos ou variar espacialmente o gap b.

Uma interface no plano pode ser descrita por uma funcdo de uma variavel. Como ilustragdo,
suponha um modelo discreto, cuja dindmica do enrugamento obedeca as referidas leis de escala

e a interface seja caracterizada por

h(iy ), (1.25)

onde 4 € a altura da interface no ponto i e tempo . A descricdo quantitativa do crescimento €
dada através de duas outras fungdes: a altura média

1 L

Lizl

h(t)=-Y h(i1), (1.26)

onde L € o largura do sistema, e a espessura da interface (o desvio padrio da interface)

L
w(L,t) = \/% Y [n(i ) = h(1)?], (1.27)
i=1

que caracteriza a rugosidade.

Por defini¢do a interface inicialmente é uma reta. Logo w(L,0) = 0. A medida que o tempo
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passa, a interface comecga a enrugar. Um dos fatos marcantes em diversos sistemas é que a
rugosidade satura. Depois de um dado tempo ¢, o valor desta flutua em torno de wg, (L). Estao
associados as leis de escala pelo menos trés expoentes criticos relevantes: , ou expoente de
enrugamento, f3, ou expoente de crescimento e z, chamado de expoente dindmico. A classe
de universalidade é determinada pelos expoentes criticos citados quando estes sd@o os Unicos

relevantes. Estes sdo definidos abaixo (veja Fig. 1.7):

No inicio, quando a interface comega a enrugar, temos para w:
w(L,1) ~tP. (1.28)

Este crescimento ndo permanece indefinidamente. Entdo ha uma transicao até se chegar ao

valor saturado:

weat(L) ~ L. (1.29)

E finalmente se descreve o comportamento de escala do tempo de saturagdo 7, com uma lei de
poténcia:

t(L) ~ L~ (1.30)

Os expoentes de escala ndo sdo independentes. Uma maneira objetiva de observar o "co-
lapso"de medidas distintas em um sistema caracterizado pelos expoentes mencionados é dado
pelos dois passos descritos na Fig. 1.8 [4]. Primeiro, estabelecemos um gréafico de w(L, ) /Wgay(r)
e notamos que todos saturam no mesmo valor. A seguir, fazemos o grafico em fungéo de 7/%,

e, se a descricdo tedrica € consistente, as curvas "colapsam".

Este esquema sugere que w(L,t)/wg (L) é funcdo apenas de 7 /1,

w(L,1) Nf(i), (1.31)
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Figura 1.8 Colapso de medidas distintas de um mesmo sistema [4].

Se t, e wgat(L) forem substituidos por (1.29) e (1.30) respectivamente, obtém-se a relagdo

de escala de Family-Vicsek [29]:

w(L,1) ~ Lo‘f(é), (1.32)

onde f € a funcdo de escala. Por fim, hd uma relacdo simples para os expoentes para todos os

processos de enrugamento que obedecem a Eq. (1.32):

o
w(Li) ~L10f( = ~ L (1.33)
’ Iz 1B

logo,

(1.34)

=| R






CAPITULO 2

Automato Celular de Gas na Rede

Neste capitulo, serd mostrado como os modelos de ACGR reproduzem o comportamento des-
crito pela equacdo de Navier-Stokes [15, 16, 17, 18]. Primeiro apresentaremos, em detalhes,
o modelo FHP [14], descrevendo como extrair os resultados através de um coarse graining,
mostrando uma simulacdo em seguida. Prosseguiremos examinando alguns dos fundamentos
da teoria de gases na rede como um caso particular dos processos de Markov em um espacgo
de configuracdo finita [16]. Através de conceitos fundamentais, como a ergodicidade, veremos
por que as quantidades invariantes sdo tdo importantes e como elas conduzem a distribuicdes
de equilibrio. E importante ressaltar que se o modelo conservar mais quantidades do que deve,
0 comportamento macroscopico serd completamente diverso dos fluidos reais. Em seguida,
descreveremos como da microdindmica dos modelos de ACGR podemos chegar as equagoes
hidrodinadmicas através da teoria cinética aplicado a sistemas discretos. Em particular, utiliza-se
o formalismo do método de Chapman-Enskog usando as distribui¢des de equilibrio obtidas an-
teriormente. Por fim, discutiremos a simulacdo do escoamento de Poiseuille obtendo os valores

da viscosidade para uma das versdes do FHP.

2.1 O Modelo de Frisch-Hasslacher-Pomeau

O modelo de FHP introduzido em 1986 [14] foi o primeiro modelo de ACGR que reproduziu
a dindmica da equacdo de Navier-Stokes com sucesso. Desde entdo surgiram pequenas modi-
ficagdes neste modelo sendo classificados por FHP-I, FHP-II e FHP-III. O primeiro deles (o

FHP-I) permite até seis particulas por sitio, enquanto os outros dois permitem até sete. A dife-

23
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renca entre os modelos FHP-II e FHP-III reside nas regras de colisdes permitidas. Todos esses
modelos possuem 0 mesmo comportamento macroscopico, porém com coeficientes de viscosi-
dade diferentes. A mudanca na anélise destas variantes do modelo € minima, sendo necessdrias

apenas ligeiras modificacdes ou pequenas generalizacoes.

A rede dos modelos de FHP € triangular (regular) e, portanto, possui simetria hexagonal.
Daqui em diante a palavra n6 ou sitio substituirdo a expressao vértices da rede. Cada sitio possui
seis arcos (links) ligados aos seus vizinhos mais proximos. As particulas sdo indistinguiveis,

todas com massa unitaria. O vetor da rede ¢;

T T
ci:(cosig,senig),i:1,...,6 2.1

conecta o nd ao seu vizinho mais préximo na direcdo i. No FHP-I, as velocidades das particulas
sdo iguais a um dos vetores da rede e a sua unidade € "unidade de rede por passo de tempo".
Note que o mddulo de ¢; € unitdrio. Deste modo, a cada passo de tempo, a particula "pula"do
sitio em que ele estava no tempo ¢, para um de seus vizinhos no tempo ¢ + 1. Todos os sitios
possuem seis células, cada qual associada a uma dire¢do de velocidade e seu estado indica se ha
particulas naquela dire¢do. A célula se encontra vazia ou ocupada por no maximo uma particula
(principio de exclusdo). Deste modo, hd no méaximo seis particulas por sitio com velocidades
diferentes entre si. Nos modelos FHP-II e FHP-III ha sete células por sitios, seis com a mesma

descricdo das do modelo FHP-I, e a sétima associada a existéncia de particulas paradas.

A cada passo de tempo, além das particulas se moverem para sitios vizinhos, elas podem
colidir, desde que se conserve o nimero de particulas e 0 momento total de cada sitio. Por
exemplo, suponha que em algum sitio existam duas particulas com velocidades na dire¢c@o ho-
rizontal e sentidos opostos. Claramente o momento total € zero. A colisdo se dd com a mudanca
de suas velocidades desde que seu momento total permaneca zero. Assim, uma possivel con-
figuragdo pds-colisdo seria uma particula apontar na diagonal da direita/cima e a outra apontar

para a diagonal esquerda/baixo. Veja a Fig. 2.1.
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1

Figura 2.1 Possiveis colisées para duas particulas com momento total nulo.

Na Fig. 2.3 estlo listadas as configuracdes por classes caracterizada por tr€s nimeros: n
(o numero de particulas ), g, (0 dobro do momento na diregdo horizontal) e g, (0 momento
na direcdo vertical vezes 2/+/3). Estes fatores multiplicativos servem para fazer com que g
e gy sejam inteiros. Classes com mais de um elemento podem ser escolhidas como regra de
colisdo, ou seja, se a configuracdo em um dado sitio pertence a uma dessas classes, esta pode
ser transformada em outra da mesma classe no momento da colisdo. A viscosidade no modelo
¢ determinada, dentre outros fatores, pelas regras permitidas no modelo como serd visto mais
adiante. No momento de escolher quais regras utilizar, € necessario tomar cuidado com conser-
vacdo de quantidades indesejaveis. Por exemplo, no modelo em que s6 hé colisdo entre duas
particulas com velocidades na mesma direcdo e sentidos opostos, além do nimero de particulas
e do momento total, € conservado também quatro quantidades espurias (a diferenca do niimero
de particulas que correm em sentido oposto em toda a rede [16]). Uma maneira de circundar
este problema € permitir que mais tipos de regras possam ocorrer como, por exemplo, a colisdo
entre trés particulas. De fato, na Ref. [14] foi permitido apenas as regra com duas ou trés

particulas.
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n=1
g'x=0 gx=1 gx=2
g*y =1 /
gy=0 S
n=2
gx=0 gx= gx=2 gx=3

g'y=2 \/
gy=1 L, L

. " »

gx= gx=1 gx=2 gx=3 g'x=4

\/.
gy=1 ‘_A,

)

e A&

@ (2)

Figura 2.2 Configuracédes para o modelo de seis particulas. Cada entrada corresponde a uma mesma
classe (n, gy, gy). O niimero de elementos em uma mesma classe estd entre parénteses. Configuragoes
para outros valores de (gy,gy) podem ser obtido por reflexdo. Configuragdo para n > 3 sdo obtidos
trocando particulas com buracos. [30].
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gx=0 gx=1 gx=2 9'x=3

gy= \/
gy=1 /

*—
gy=0 +——0n
(3)
gx= gx=1 g'x=2 g'x=3 g'x=4

27

Figura 2.3 Figura similar a anterior, porém para o modelo de sete particulas. Circulos solidos repre-

sentam particulas paradas [30].
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As regras podem ser deterministicas ou ndo. Se forem deterministicas, dada uma configu-
racdo inicial do n6 que permita mais de uma configuragdo pds-colisdo, so sera escolhida apenas
uma delas. No caso ndo-deterministico, havera uma escolha aleatéria. No caso da colisdo de
duas particulas com velocidades opostas, hd sempre duas escolhas possiveis (veja Fig. 2.1).
Neste caso, se a escolha ndo for aleatéria podemos ter um modelo quiral, pois esta colisao
corresponde a uma rotacdo das velocidades individuais que pode ser realizada sempre em um
mesmo sentido se ndo tomado o devido cuidado. Sem este cuidado, resulta que a dindmica
ndo € invariante por reflexdo espacial, caracteristica que serd herdada pelo comportamento ma-
crodindmico. No entanto, os fluidos reais ndo exibem essa quebra de simetria. Uma maneira
de solucionar este problema € usar uma regra aleatéria com iguais probabilidades para cada

sentido e obter novamente a simetria perdida.

Em termos mais formais, o sitio se localiza em x cada qual com seu estado determinado
por seis ou sete varidveis booleanas n;(x,t) (i =1,...,6 para FHP-I e i = 0,...,6 para FHP-II
e FHP-III), onde n; = 1 significa que ha uma particula na célula i e n; = O significa auséncia de
particulas. A dinamica se realiza em dois sub-passos: a propagacdo e a colisdo. A propagacao
se define pela expressdo: n;(x+¢;,t + 1) = n;(x,7). Ou seja, a particula que estava em X no
tempo t estard em X+ ¢; no tempo t + 1, com a mesma velocidade c¢;. Se definirmos ¢y = (0,0) e
usando a varidvel ng associada as particulas paradas, a expressdo acima continua sendo utilizada
para este caso: ng(x+ ¢, + 1) = no(x,t). A colisdo se realiza trocando os estados da célula

em um mesmo Ssitio.

Com o autdmato definido, resta saber como obtemos as quantidades hidrodindmicas do
modelo. Estas sdo obtidas através de um coarse graining. Assim, seja N;(x,t) = < n;(X,1) >,
uma média espago-temporal de n;. A interpretacdo de N; segue a dada pela teoria cinética, a
saber, o nimero médio de particulas encontradas na direcdo i, na posi¢do X, no tempo t. Com

isto em mao, define-se a densidade p:
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p(x,t) =Y Ni(x,1), (modelo FHP-I) 2.2)

™=
N

ou

6
p(x,1) =Y Ni(x,1)+Ny  (modelo FHP-II ¢ III), (2.3)
i=1

€ 0 momento j:

6
j(x,t) = Z ciNVi(x,1) (todos os modelos). 2.4)
i=1

Por fim, a velocidade u € definida da maneira usual, segundo a relagao:

j(x,1) = p(x,1)u(x,1). (2.5)

As médias N; ndo precisam ser espaco-temporais. Podemos ter a média de um ensemble
de simulacdes ou fazer somente uma média espacial. Note que estas sdo quantidades por sitio,
ndo por darea. A densidade de particulas é o nimero médio de particulas no sitio x. A densidade
de momento j € 0 momento médio no sitio X. A unidade do momento é massa vezes unidade

de rede por passo de tempo:

__ [massa][unidade de rede]

2.6
[passo de tempo] (2.6)

Na realidade, serd visto nas proximas se¢oes que estas definicoes de velocidade e densidade

conduzem as seguintes equagdes macroscopicas:

d 1
a—ltl+g(p)-(uV)u: —EVp+vV2u+F, 2.7)

V .u=0. 2.8)
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onde p € a pressdo, g(p) é uma fungdo que sé depende de p, v é a viscosidade cinematica e F
€ a forca. Apesar de ndo termos explicitado, a viscosidade € funcao da densidade.
Note que a Eq. (2.7) é muito parecida com a de Navier-Stokes. A unica diferenca é a

introdu¢@o da funcéo g(p), que multiplica o segundo termo do lado esquerdo. Para FHP-I a

funcdo g(p) é:

3-p
= 2.9
enquanto que para o FHP-1I e FHP-III é
147-2p
=—— 2.1
8(P) =57 ) (2.10)

Existem modelos (diferentes do FHP) que permitem mais de uma particula estaciondria por
sitio. Esta mudanga afeta o formato de g(p). E possivel mostrar que quanto mais particulas
estaciondrias permitidas por sitio, mais a funcdo g(p) se aproxima de 1 [16].

Este termo € o que expressa o problema da quebra da invariancia de Galileu dos modelos de
ACGR. Nio h4 valores de p que fagam com que g(p) seja igual a 1 nos modelos que estamos
considerando. Todavia, hd varias maneiras de resolvermos este problema e obtermos a equagdo
de Navier-Stokes. Numa primeira abordagem, pode-se absorver g(p) nos termos de pressio e

forca e redefinir a velocidade para:

V= g(p)u,
obtendo-se, finalmente, a equagao:
0 1 -
a—:-l-(VV)v:—EVﬁ—i—szv—l—F, @2.11)

Outra maneira é considerar escoamentos estaciondrios, ou seja, fazer %—: = (. Neste caso,

absorve-se g(p) nos termos restantes, redefinindo a viscosidade v por v = ﬁ' Note que g(p)
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deverd ser maior que zero, caso contrario a viscosidade serd negativa. A equagdo restante fica:

1 N
(uV)u = —EVﬁ+vv2u+F. (2.12)

Em alguns casos desejamos simular o escoamento de Stokes. Neste caso, basta fazer g(p)

igual a zero (p = 3 para FHP-1e p =3.5paraFHP — Ilelll) . Assim, temos

0=—-VP+vV>u+F. (2.13)

2.1.1 Forcas e Condicoes de Contorno

A introducdo de forgas se d4 de maneira razoavelmente intuitiva. Modifica-se a configuragdo de
alguns nés da rede (geralmente escolhido ao acaso) a cada passo de tempo de maneira a mudar
o momento total. Obviamente, deve-se fazer de acordo com a intensidade e direcdo da forga.
Por exemplo, uma forca horizontal da esquerda para a direita € implementada fazendo com
que algumas particulas escolhidas aleatoriamente com velocidades apontando para a esquerda
passem a apontar para a direita, conservando-se a componente vertical. Veja a Fig. 2.4. Para
forcas com direcdes diferentes daquelas obtidas com a mudanca de somente uma particula,
pode-se recorrer a um método estatistico. Ao longo de uma regido espacial, ou no decorrer
do tempo, faz-se com que a mudanca do momento total ocorra aproximadamente na dire¢do

desejada.

Ha duas condi¢des de contorno de interesse na interface com um obstdculo. A condig¢do
de ndo-deslizamento (no-slip boundary condition) acontece quando a velocidade € nula na in-
terface entre o fluido e o obstaculo. Esta € implementada fazendo com que a particula que for
para um sitio marcado como um obstaculo seja devolvida (bounced back) ao sitio original com
a velocidade no sentido inverso(c; — —c;). Segue que a velocidade hidrodindmica (definida

pela Eq. (2.5)) serd aproximadamente nula naquela regido. Na condicdao de contorno de desli-
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Figura 2.4 Exemplo da atuacdo de uma forca horizontal. A seta normal indica existéncia de particulas
e a seta larga indica vacancia. As demais posicoes podem ou ndo ter particulas.

zamento (slip boundary condition) a componente da velocidade perpendicular ao obstaculo é
nula, mas a tangencial ndo. Assim, quando uma particula chega a um sitio marcado como este
tipo de obstaculo, ela € refletida: sua velocidade perpendicular € invertida, a tangencial perma-
nece a mesma, veja a Fig. 2.6. Devemos observar que para o autdmato tanto faz lidarmos com
poucos obstaculos, ou com vdrios obstdculos com uma geometria complexa. O tempo compu-
tacional € praticamente o mesmo. Isto € que torna o seu uso tdo adequado para condicdes de

contorno complexa.

LN N VAN

A\ 4

(@) t=1 (b)t=2

Figura 2.5 Obstdculo com condicdo de contorno de ndo deslizamento. Note a particula do sitio do
meio voltando para o mesmo lugar, no entanto com o momento invertido.

A condic¢ao de "tinel de vento"(wind-tunnel) é implementada fazendo surgir particulas nos
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VAN

A\ 4

\ 4

(@) t=1 b) t=2 ©) t=3

Figura 2.6 Obstdculo com condigdo de contorno de deslizamento. A particula do sitio do meio precisa
de dois passos para ser refletida.

lados da rede de acordo com a distribui¢do no equilibrio que ainda serd definida. Nas proximas
secoes serd mostrado que a distribuicao de N; no equilibrio é dada por uma func¢ao da velocidade
e da densidade ( Egs. (2.87) e (2.88)).

A condicao de contorno periddica é implementada conectando os sitios de uma extremidade
a extremidade oposta de maneira adequada. Para aplicar esta condi¢do na direcdo vertical é
necessario que tenhamos um nimero par de linhas. Caso contrdrio, ndo serd possivel conectar
os sitios de baixo de maneira adequada aos de cima.

Até aqui descrevemos tudo o que é necessdrio saber para implementar e obter resultados
com o modelo de FHP para Automatos Celulares de Gés na Rede. A partir de agora, até o fim
desta secdo, iremos tratar das limitacoes, efeitos indesejados (e como evitd-los) e, por fim, um

exemplo.

2.1.2 Limitacoes, Problemas e Solu¢oes

Como todo modelo, hd limitagdes. Nao hé garantias de que a densidade ndo ird variar espaci-
almente. Na realidade, pequenas varia¢des sdo necessdrias para que haja diferenca de pressao,
porém a magnitude da variacdo deve ser pequena o suficiente para considerarmos o escoa-
mento como incompressivel [16, 17]. Por isso, € necessdrio monitorar para que esta variagdo

nao ocorra bruscamente. O moédulo da velocidade também deve ser pequeno quando com-
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parada com a velocidade do som do modelo considerado (limite de baixo nimero de Mach).
Além disso, a varia¢ao de velocidade deve ser suave. A velocidade mdxima € 1 unidade de rede
por passo de tempo; a velocidade do som depende da densidade, mas seus valores tipicos estdo
entre 0,5 e 0,8 unidades de rede por passo de tempo [16, 15]. Na prética, velocidades médias
abaixo de 0,3 podem ser consideradas suficientemente pequenas. As viscosidades cinemadticas
de FHP-1, FHP-I1 e FHP-III estdo dentro do intervalo de 0,008 a 5. Apesar destas limitacdes,
em algumas situacdes € possivel chegar a um nimero de Reynolds alto o suficiente para que

haja turbuléncia.

E necessdrio levar em conta a questdo das invariantes espurias. A incluso da colisio com
3 particulas destr6i a invariante conservada pela colisdo com duas particulas. Contudo, podem
existir mais invariantes. Infelizmente ndo ha nenhum método sistemético para detectar todas
as possiveis invariantes no ACGR. De fato, Zanetti [31] encontrou invariantes lineares espu-
rias para todos os modelos ditos FHP. Estas quantidades foram denominadas de invariantes
"staggered"de Zanetti e sdo ao todo 3. Este problema pode ser circundado se ao inicializarmos
0 autOmato estas invariantes forem pequenas, pois neste caso a sua influéncia na dinamica é

minima e seus efeitos podem ser desprezados. As 3 quantidades sdo:

Hi=(—1)"Y (=1)"*¢-j, i=1,2.3, (2.14)

xeQ
onde Q € o conjunto de todos os nds da rede, ¢; estd definida acima, ciL € obtido rotacionando
¢; por /2 no sentido anti-horério, b; = (2/ \/§)clL € o vetor reciproco da rede perpendicular ¢; e
J =Y cekni(x,1) é o momento local. Note que hd uma dependéncia com o tempo. Estritamente
falando, estas quantidades serdo invariantes se as dimensdes forem de nimero par na dire¢do
cii. Porém, como serd visto adiante, o principal efeito na dinamica destas quantidades inde-
sejadas € introduzir novas densidades locais, o que ocorre independente do tamanho da rede.
Apesar de ndo termos certeza de que nao existem outras quantidades conservadas, os resultados

das simulagdes atestam a eficdcia dos modelos, de maneira que se estas invariantes existem so
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Figura 2.7 Simulacdo através de ACGR de uma situacdo em que aparecem as ruas de vortices de von
Karman [21].

se fazem presentes em casos patolégicos e teém efeito desprezivel nas simula¢des em geral.

2.1.3 Um Exemplo

Finalmente um exemplo ilustrativo [21]: o escoamento bidimensional com um obstaculo plano.
O que esta ilustrado nas Fig. 2.7 foi obtido usando o modelo FHP-III e uma rede com 2816 X
1024 sitios, condi¢des periddicas na direcdo vertical condi¢ao de "tinel de vento"na horizontal;
densidade e velocidade uniforme iniciais: p = 2,1 e u = 0,428). O nimero efetivo de Reynolds
€ aproximadamente 300 e o nimero de Mach € 0,654. Ha um obstaculo retangular fixo, fino
na horizontal e com comprimento de 216.5 na vertical onde a condi¢do de contorno de ndo
deslizamento € utilizada. No inicio, formam-se zonas de circulag@o perto do obstaculo como
mostrado na Fig 2.7. Para um tempo suficiente longo, a simetria do escoamento € quebrada e

obtém-se a formacdo de ruas de voértices de Von Karman (Von Karman streets).

Em resumo, nesta Sec@o descrevemos o que € o modelo FHP, como implementar a aplica¢ao
de forgas e as condicdes de contorno e como obter os resultados de maneira correta. Em
seguida foram apresentados os cuidados a serem tomados: a velocidade média deve ser pequena
(geralmente abaixo de 0,3) e sua variacdo ndo pode ser brusca; deve-se observar para que a
densidade varie muito pouco para termos um escoamento incompressivel; se houver condi¢oes

de contorno periddicas na vertical, o nimero de linhas deve ser par; As invariantes 'staggered’
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de Zanetti devem ser inicializadas préximo a zero para que a Eq. (2.7) permaneca valida.

2.2 Mecanica Estatistica: Processos de Markov

Nesta secao determinaremos a distribui¢do de equilibrio para o ACGR. Serd explicada a neces-
sidade de que ndo existam quantidades espurias no modelo ou que, pelo menos, suas influéncias
sejam despreziveis. O desenvolvimento segue em analogia com a obtencdo da distribuicdo de
Bolztmann na mecanica estatistica, ou seja, de que esta é a distribuicao mais provdvel dada as

restri¢des impostas ao sistema como a velocidade média e o nlimero de particulas.

2.2.1 Automatos Celulares

Os Autdmatos Celulares sdo sistemas dinamicos com um conjunto de configuracdes finitas X
que evolui de maneira deterministica de uma configurac@o s para outra [16]. A configuracao
s fica completamente definida no tempo t quando a configuracdo de cada célula s;(x,t) per-
tencente ao autdmato € determinada. A dinamica é estabelecida através de uma func¢do F da

configuracdo local s(x,#) e dos seus vizinhos V,:

s(X,t+1) =F[s(X,7),5(Y1,2)s- - -, 8(¥ns 1)y, ynevs- (2.15)

Utilizaremos a seguinte notacdo: s(t) é a configuracao global, s(x,t) € a configuragdo do
sitio x e s;(x,¢) é a configuragdo da célula i do sitio x, todas no tempo t. Além disto, F é uma
funcdo de aplicacdo local como na Eq. (2.15). E conveniente definir F, em negrito, como uma

funcdo de aplicacdo global, ou seja:

s(t+1) = F[s(1)]. (2.16)
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Na maioria dos modelos de ACGR os sitios sdo definidos como nés de uma rede de Bravais
L. Uma rede de Bravais D-dimensional € um conjunto de pontos definidos por um conjunto de
D vetores geradores independentes ug. Qualquer ponto x da rede pode ser escrita na forma de

uma combinagdo linear dos vetores geradores com coeficientes inteiros:
X =n1uy +...+npup,

onde todos os n; sdo varidveis inteiras. Exemplos de redes de Bravais sdo a rede triangular
dos modelos FHP e a rede quadrada do modelo HPP (veja a primeira Secdao do Capitulo 1).
Um ponto na rede estd conectados aos seus vizinhos através dos vetores ¢;. Isto significa que a

magnitude deste vetor € de uma unidade de rede. Vamos chamar estes de vetores de velocidade.

A funcdo F € mais bem representada como composicao de duas fungdes: C para colisao e
S para a propagacao (S de streamming). C é funcdo de apenas um né e depende do modelo em

questao:

s'(x,t) = Cls(x,t)]. (2.17)

e S € funcdo do n6 x e de seus vizinhos Vy (x+¢j,i=1...6,), e é tal que

s(x,t+1) =S[s(x,1),5(¥1,2),-- -, S(¥no 1)y, ... pmeVe

. Deste modo, S fica completamente determinada. Finalmente, podemos definir como se dé a

evolucdo da célula:

si(x+c¢j,t+1) = si(x,1), (2.18)

ou seja,

s(x,t4+1) =S[s'(x,1),5 (y1,1), ... ,s'(yn,t)}yhm7ynevx, (2.19)
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onde s’ aqui significa o resultado de C[s] (s = C[s]), como na Eq. (2.17). De maneira andloga,

globalmente teremos F como composi¢do de S e C. Assim, a evolucdo global € escrita como:

s(t+1) =SoC[s()]. (2.20)

2.2.2 Processos de Markov

O operador de colisdo geralmente é nao-deterministico. Dada a configuracdo local antes da
colisdo n = s(x), o operador escolhe a configuraciao de pds-colisdo n’ de maneira aleatéria com
uma taxa de transi¢do local (ou probabilidade) A(n,n’). Se nunca ocorre uma determinada
transi¢do, seu valor € zero (por exemplo, quando a configura¢do pds-colisdo ndo possui 0 mo-
mento igual ao de pré-colisdo). Assim, A define o operador de colisdo e € um dos parametros
ajustaveis do modelo. E possivel mudar as caracteristicas ou os coeficientes associados ao mo-
delo modificando a definicao de A. Porém, existem restricdes. As taxas de transicdo devem ser

limitadas [15, 17, 16]:

0<A(m,n) < 1. (2.21)

e a soma para todos os n’ normalizada a um (soma de todos os eventos possiveis):

Y A(n,n’) =1. (2.22)

Um modelo sera dito estatisticamente reversivel se

A(n,n’) =A(n’,n) paratodon,n’. (2.23)

No entanto, esta pode ser uma restricdo muito forte para alguns modelos, de maneira que pode

ser relaxado para uma condi¢do mais fraca, a saber, o equilibrio semi-detalhado (semi-detailed
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balance):

Y A(n,n')=1 paratodon’. (2.24)

n
Serd necessdria nos desenvolvimentos da proxima secdo que A preserve a simetria da rede.
Mais precisamente, seja uma transformacao R, aplicada a um ponto qualquer da rede que a
deixe inalterada (por exemplo, uma rotacdo de /2 radianos em uma rede quadrada). A taxa

de transicao deve obedecer:

A(Rn,Rn’) = A(n,n’). (2.25)

Um processo de Markov é definido por um conjunto finito de taxas de transi¢do a(s — s’)
que determina a probabilidade da configuracio s ser transformado em s” [16]. O espaco de
configuracdes X deste tipo de processo também € um conjunto finito. As taxas de transicdo

devem satisfazer:

a(s—s)>0 e Z(s —s)=1. (2.26)

S/

Os modelos de ACGR néo-deterministicos sdo processos de Markov cuja taxa de transi-
¢30 a(s — s') é a probabilidade de s ser transformado em s através de uma colisdo e uma

propagacdo. Como a propagacdo € um passo deterministico, teremos que:
a(s = 5') =ac(s — S71¥),

onde a.(r — r') é a probabilidade de r ser transformado em 7’ através de uma colisdo. De outro

modo:

ac(s —s') = HA(S(X),S'(X)), (2.27)

xelL

a qual estd associada a um processo de Markov com probabilidade F;(s) de observar a configu-
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racdo s num tempo t. A evolucdo desta quantidade nestes processos ¢ denominada de equagdo
de Chapman-Kolmogorov [15, 17]. No entanto, € comum usar na literatura do ACGR a expres-

sdo equacao de Liouville por causa da analogia com a mecanica estatistica cldssica;

Pii(s) = Z a(s' — s)B(s). (2.28)
s'eX

A solugdo detalhada desta equacao € analiticamente intratdvel em diversas situacdes de inte-
resse. Felizmente, s6 estamos interessados nas solugdes estaciondrias que definem o equilibrio
estatistico do processo de Markov. As quantidades conservadas estdo intimamente ligadas a
este equilibrio [16] e as distribui¢cdes deste equilibrio serdo utilizadas para se obter as equagdes

macrodindmicas mais adiante.

2.2.3 Componentes Ergodicos

Antes da derivacdo das distribui¢des mencionadas é conveniente fazermos uma digressao so-
bre algumas propriedades das "trajetdrias"das probabilidades. Diz-se que a configuracdo b é

1

conectada a c, e se escreve b — ¢, se existe uma cadeia s ,...,sk de configuragdo tais que

alb— s >0, a(s' —s?)>0,...,a(s*! = s5) > 0ea(s* — c)>0; b é dito transiente
se existe uma configuracdo c tal que b — ¢, mas ndao ¢ — b. Configuracdes nao-transientes
conectadas definem uma componente ergddica [16]. Em um processo de Markov podem existir

mais de um componente ergddico e duas configuragdes ndo-transientes pertencem ao mesmo

componente se, € somente se, estas estdo conectadas [16].

Podemos pensar em P;(-) como escoando através das configuragdes, em analogia com flui-
dos. E intuitivo imaginar que, com a passagem do tempo, esta quantidade flui de configuracdes
transientes para configuragdes nao-transientes. Com a passagem do tempo, a solu¢do da equa-
cdo de Liouville fica restrita a componentes ergddicas e pode-se mostrar que estas solu¢des ou

s@o estaciondrias, ou sdo periddicas. Um importante teorema afirma [16]:
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Teorema 2.1. Para um tinico componente ergodico, existe somente uma solucio independente

do tempo para a equacdo de Liouville.

No caso em que hd mais de uma componente, podemos ver cada uma como um processo
de Markov isolado, porém com quantidades diferentes de probabilidades.

As taxas globais de transicao "herdam"o equilibrio semi-detalhado (semi-detailed balance)
das taxas locais. Quando temos esta condicao satisfeita, ndo existem componentes transientes.

O préximo teorema justifica termos restringido nosso autdmato com esta condicao [16]:

Teorema 2.2. Se existe apenas uma componente ergddica, entdo a restri¢do de equilibrio semi-
detalhado (semi-detailed balance) € satisfeita e todas as taxas de transi¢do sdo positivas. Neste
caso, a Unica solugdo de longo prazo € uma probabilidade constante sobre cada componente

ergodica.

Nao € de interesse provéi-lo aqui, porém € digno de nota dizer que um passo importante na
sua demonstracao envolve uma versao do Teorema H [16].

Componentes ergddicas e quantidades invariantes t€m uma relacao muito estreita. Podemos
definir uma invariante no processo de Markov como funcao ¢ de s € X que permanece constante
no tempo:

O(s)=¢(s) se a(s—s")>0. (2.29)

Se ndo existirem configuragdes transientes, as invariantes definem uma componente ergddica.
Neste caso, se soubermos todas as invariantes, saberemos todas as componentes ergodicas.
Mais precisamente, Seja Z € X componente ergddica de X, entdo a func¢do definida como
o(s)=1 se s€Z e ¢(s)=0 se s¢Zéuma funcdo caracteristica de Z [16].

Massa e momento sdo as Unicas invariantes intencionais dos modelos de ACGR. Defini-se
Xy, C X como o subconjunto de todas as configuragdes globais que tenham massa total M e
momento total G. Podemos chamar estes subconjuntos de niveis de energia em analogia com

a nomenclatura empregada na Mecanica Estatistica. Nao ha garantias que um dado modelo
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de ACGR nao admita outros invariantes; neste caso, o subconjunto X g engloba mais de
uma componente ergddica. No entanto, nos desenvolvimento subseqiientes, admite-se que os
niveis de energia X g sdo componentes €rgodicas. Esta conjectura leva o nome de "Hipotese
Ergédica para Automatos Celulares de G4s na Rede"[16, 17, 15].

Infelizmente, ndo € dificil encontrar situagdes nos modelos introduzidos até hoje que violam
esta conjectura. Costumam ser exemplos simples e espera-se que situacOes mais complexas
excluam esta possibilidade. O que pode ser dito hoje é que se considerarmos esta conjectura
como verdadeira, os resultados tedricos obtidos através dos métodos da mecénica estatistica
correspondem aos resultados numéricos dentro da precisdo computacional [16, 17].

De fato, o modelo FHP possui as invariantes "staggered"de Zanetti [31]. Foram realizadas
buscas por outras quantidades esptirias conservadas, felizmente sem sucesso. Porém nao ha
provas de que ndo existam. Para o FHP, (e para o FCHC [16], um modelo tridimensional) a

conjectura acima deve ser modificada como na hipétese abaixo:

Hipotese 1. As tinicas quantidades conservadas relevantes para os modelos FHP e FCHC sao

massa, momento e as invariantes "staggereds"de Zanetti.

Mesmo assim, admitiremos que os efeitos das quantidades "staggered"podem ser despre-
zados, assumindo como verdadeira a hipdtese ergddica original. Na Ref. [16] mostra-se que,
se tomadas as precaucdes devidas, a influéncia dessas conservagdes espurias sdo realmente

despreziveis.

2.2.4 Distribuicao de Fermi-Dirac

Os desenvolvimentos a partir de agora sdo similares aos da mecanica estatistica. As distri-
bui¢cdes de probabilidade das solucdes estaciondrias da equacdo de Liouville (2.28) sdo asso-
ciadas aos ensembles. Os estados com um nivel de energia bem definido Xy, g sdo associa-

dos ao ensemble microcandnico. Assim, seja |2M7(;| o nimero de elementos de Xy g, entdo
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P(s) =1/|Zm | para s € Xy g e P(s) = 0 caso contrdrio. Da hipdtese ergédica original, P(s)

estaciondrio € funcdo da massa e do momento de s:

P(s) = fp(M;s,Gs). (2.30)

Uma solucdo de grande interesse € aquela correspondente ao limite de um grande ensemble
microcandnico X, pois uma boa aproximacao para um subconjunto S de ¥ € o ensemble cand-
nico (ou a distribui¢do de Gibbs). Através dos métodos usuais, e utilizando conceitos similares,

podemos chegar a probabilidade Ps(s) para s € S [16, 32]:

1
Ps(s) = Zexp(—th—q-Gs), (2.31)
onde
Z=Y exp(—hM;—q-Gs), (2.32)
seXs

h, q sdo parametros ajustdveis e Xg € o subconjunto do espaco de configuracdes X referente a
S. Uma propriedade digna de nota desta distribuicdo € a de ser fatoravel. Assim, sejam duas
sub-redes com configuracdes s4 € sp, € seja s a configuracdo conjunta. Entdo, se temos uma
distribui¢do de Gibbs [32]:

P(SA,SB) = PA(Sa)PB(SB). (233)

Podemos ir mais além e dizer que esta propriedade vale para os subconjuntos com apenas

um sitio. E ficil ver isto notando que as M, e G sdo quantidades aditivas e usar (2.31):

M =Y my(x), (2.34)
xeL
Gs =) 8l(x), (2.35)

XEL
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P(s) = %exp [— ZL(hms(x) rq-gs(x)], (2.36)

onde my,(x) é a massa no sitio X, ou o nimero de particulas, definido por m(x) = Y;s5i(X) e gs

¢ definido de maneira similar. De outra forma:

P(s) = [ [ Poc[s(x)], (2.37)
xel
onde
Poc(n) = — exp(—hmn —q - gn), (2.38)
e
Zioe = ;n‘,exp(—hmn —q-gn), (2.39)

com soma sobre todas as configura¢des locais. Podemos fatorar P (n) ainda mais:

Poc(n) = [ [ frp.i(ni), (2.40)

onde frp i(n;) é a distribui¢do de Fermi-Dirac:

B exp(—n,-h —n;q- Ci)

(1) = 241
Isto implica uma populagdo média (como definida na se¢@o anterior) N;’ 9= frp,i(1):
—h—q-c
e — _SXpCh g (2.42)
I+exp(—h—q-¢)
= [1+exp(h+q-¢)] " (2.43)

Este contitui o resultado fundamental desta secao.
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2.3 Obtencao das Equacoes Macrodinamicas

A obtencdo das equagdes Macrodinamicas para o ACGR segue um roteiro muito parecido com
a obtencdo destas para gases reais. A teoria cinética lida com esta ultima situagdo. Por isso,
€ de interesse resumir este roteiro e em seguida aplicd-lo para o ACGR com as modificacdes

necessarias.

2.3.1 Teoria Cinética

A teoria cinética ndo se ocupa da descricdo detalhada do movimento de cada particula[32]. A

quantidade de interesse é a distribuicdo f(r,v,) tal que

f(r,v,0)d>rd®v

é o nimero de particulas cuja posicdo estd num volume d°r em torno de r e cuja velocidade
se encontra num intervalo de volume d°v em torno de v no tempo t. Na realidade, esta é
uma descri¢do estatistica e, portanto, trata-se de um ndmero médio. Porém, como ocorre na
mecanica estatistica, o desvio padrdo costuma ser muito pequeno para sistemas macroscopicos.

O objetivo da teoria cinética é achar a fun¢do de distribui¢do f(r,v,?) para uma dada si-
tuacdo [32]. Através desta fungdo se consegue passar de uma descricdo microscopica para a
macroscopica. Por exemplo, obtém-se as equagdes de Navier-Stokes partindo da descri¢do de
como as componentes de um gas interagem.

A forma com que f varia no espaco e no tempo depende da maneira como as particulas in-
teragem e sua descri¢ao € dada através de uma complicada equagao integro-diferencial, isto €, a
equagao do transporte de Boltzmann [32]. Para chegar a esta, € necessério assumir como valida
a aproximacao de caos molecular, ou seja, a aproximacgdo de que as particulas que participam

de uma colisdo ndo estdo correlacionadas. A solucdo estaciondria € a distribuicdo de Maxwell-
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Boltzmann. Por meio do teorema H de Boltzmann, mostra-se que esta também ¢ a distribui¢dao
de equilibrio, ou seja, que uma distribui¢do qualquer eventualmente convergird para a distribui-
cdo de Maxwell-Boltzmann. Na realidade, esta € uma afirmacdo estatistica aproximada, porém
a sua probabilidade é extremamente alta em muitos casos de interesse fisico [32].

Para se chegar as equacdes do escoamento € necessario definir quantidades hidrodinamicas.

Assim, temos a densidade p e a velocidade média u (ou velocidade hidrodindmica):
p(r,t) = / f(r,v,1)d>y, (2.44)

vy
L)y

u(r,r) (2.45)

Como era de se esperar, sdo raras as situacdoes em que se conhecem as solu¢des ndo estaci-
ondrias exatas da equacao de transporte de Boltzmann. Uma alternativa € fazer uma espécie de
teoria de perturbacdo denominada de método de Chapman-Enskog [32]. Este método consiste
em fazer aproximagdes sucessivas da distribui¢do, considerando a solu¢do proxima da situagdo
de equilibrio. Sua principal contribuicdo € definir as equagdes factiveis de serem resolvidas
para cada ordem de aproximacio de maneira consistente. Através deste método pode-se obter

a equacgao de Navier-Stokes para as quantidades (2.44) e (2.45) definidas acima.

2.3.2 Equacoes Microdinamicas

Seja uma um subconjunto finito de uma rede de Bravais L que possui as seguintes caracteriticas:

* Para cada par (c¢j,¢;) existe uma elemento no grupo de isometrias G (grupo "cristalogra-

fico") que globalmente preserva o conjunto de velocidades e que mapeia ¢; em ;.

 Para qualquer vetor velocidade ¢;, denotaremos por G; o subgrupo de G que ndo trans-

forma ¢;, ou seja, deixa o hiperplano ortogonal, I1; globalmente invariante. Assumimos
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também que: (a) ndo existem vetores, com magnitude diferente de zero invariante sob
todos os elementos de G; e (b) a unica transformacio dentro do espago P; comutando

com todos os elementos de G; é proporcional a identidade.

A importancia destas restricdes estd na conseqiiéncia para os tensores definidos na rede.
Estas propriedades serdo utilizadas ao longo desta secdo e estdo demonstradas nas Refs. [15,

16]:

* P1: O conjunto de velocidade € invariante sob inversao espacial.

* P2: Tensores de segunda ordem sdo isotropicos.

* P3: Seja:

Calazman = thmczaz ... Cig, -
i
Para n impar este tensor € nulo. Paran = 2:

Zc c —me2 )
i Cig — ofs
i 1 D

onde b,, ¢ o nimero de particulas permitidas por sitios com velocidade diferente de zero,

¢ é o médulo velocidade da particula, D é a dimensdo da rede e 9 € o delta de Kronecker.

Os nds sdo localizados pela varidvel x (note que x é uma varidvel discreta) e seus vizinhos
sdo descritos por X+ ¢;. O estado da célula 1 do sitio X no tempo t é descrito pela varidvel
booleana n;(x,7) que € igual a 1 caso haja uma particula nesta célula e igual a 0 caso contrério.
Em casa sitio hd b células, sendo b, associadas as particulas com velocidade diferente de zero
e b, referente as particulas paradas (b = by, + b,). O né como um todo € descrito pela varidvel

n(x,?). A evolugio se escreve como

ni(X—l—Ci,t—l—l) :n,-(x,t)—l—Ai(n(x,t)), (2.46)
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onde A € a funcdo de colisdo e s6 assume os valores -1, 0 ou 1. Vamos considerar que a colisdao

se da antes da propagacdo (a ordem € irrelevante, mas ajuda na descricdo). Assim, quando

A =0, a colisdo ndo afeta a particula associada a célula i. Se, n;(x,7) = 1, mas depois da colisdo

passou a ser 0, entdo A assume o valor -1. No caso inverso, n;(x,¢) = 0, mas passou a ser |

depois da colisdo, A = 1.

O operador de colisdo A; deve ter como restricoes:

Y Ai(n) =0, Vn,

i

ZciAi(n) =0, Vn,

que implicam a conservagao do nimero de particulas e do momento:

Zni(x—l—ci,t—{— 1) = Zni(x,t),

Zcini(x + ¢, + 1) = Zcini(x,t).
i i
Outra forma de escrever a evolucao (2.46) é
ni(x+cj,t +1)= Zs%s,s’ Hnjjﬁsjja
5,8 Jj

onde

<&pw >=Am—n).

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

A(n — n’) é a taxa de transi¢do definida na Secdo anterior, <> denota o valor médio, 77; =

l—njes;=1—s; (abarra em cima da varidvel significa I menos a esta). Assim, toda a

informacio contida na colisdo pode ser expressa por &.
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Outra maneira de escrever € deixando explicito o termo de colisdo:

ni(x+ep,t+1) = ni(x,0) + Y (5] — 5) & [ 7 (2.53)
s,s' J

2.3.2.1 O Exemplo do Modelo FHP

No FHP-I a rede é triangular, b = by, = 6, b, = 0, ¢; = (cosi%,seni%), e o conjunto de regras
mais simples que se pode usar é a composta por colisdo com duas e com trés particulas, de

modo que [14]

A=A AP (2.54)

Para a colisdo envolvendo trés particulas:

(3) __ o
A = nip 10 30 sA R4 — MRG0 MG 14T 1 T 374 5, (2.55)

onde n7; = 1 — n; € a operagdo de negacdo, o subscrito deve ser entendido como sendo o resto
da divisdo de i por 6 (i mod 6). Por exemplo, ng deve ser entendido como n;, pois o resto da

divisdo de 8 por 6 € 2.
Para a colisdo com duas particulas:
AP = NN 30N 13 NN 1N 30 Ny 1Mj2Mjanl 2.56
= EniinipaMini o 3Ty s + Enioniy ST\ T 3T 4 — i3 i oTiipaTliys. (2.56)

A varidvel booleana & € aleatéria e toma o valor 1 quando a colisdo deve ser uma rotagdo no

sentido hordrio e 0 quando no sentido contrério.
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2.3.3 Aproximacao de Boltzmann

A aproximagdo necessdria para continuarmos o desenvolvimento é considerar que as particulas
participantes de uma colis@o ndo tém correlagdo. Esta é uma versao para os modelos de ACGR
do caos molecular da teoria cinética tradicional. Uma das conseqiiéncias desta aproximagao
€ o estabelecimento mais preciso do teorema H para o ACGR [16]. Diferente do resultado
tradicional, a distribui¢do de equilibrio ndo serd a de Maxwel-Boltzmann e sim a de Fermi-
Dirac como vimos na secdo anterior. Um dos motivos para tal fato é o principio de exclusdao
implicita na constru¢do do autdomato.

A versdo para o ACGR da aproximag¢do de caos molecular (a aproximacdo de Boltzmann)

€ que para qualquer combinagdo de particulas a, b, ... ,x entrando numa colisdo:
< Aghp .. Ny >=<Ng ><np>...<ny>. (2.57)

Fazendo uma média da Eq. (2.53) com esta aproximag¢ao obtem-se

N,‘(X—l-ci,t—l—l) :Ni(X,Z‘)—I—A,‘[N(X,Z‘)], (2.58)

onde A;[N] satisfaz:

AIN] = Y (s, s)A(s — ) [[N/NY . (2.59)
J

s
Esta é a equacgdo de lattice-Boltzmann e tem a mesma interpretagdo da equagdo de transporte
de Boltzmann. Esta equacao € o ponto de partida dos métodos de lattice-Boltzmann [16].
As solucdes estaciondrias desta equacdo ja foram estabelecidas num contexto mais geral.
Porém, outro meio de estabelecé-la € através da solucdo estaciondria da versdo do ACGR para a
equagado de Boltzmann, de maneira andloga ao que se faz na teoria cinética. O seguinte teorema

¢ demonstrado na Ref. [15]

Teorema 2.3. Considere um modelo de ACGR com balanceamento semi-detalhado. As segin-
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tes afirmagoes sdo equivalentes:

1. O vetor N € uma solugdo da equagao lattice-Boltzmann, ou seja

AiIN] =0 paratodoi.
2. A expressdo seguinte vale sempre que A(s — s') > 0:
Singi — S
[IN/N7 =T]N/N;.
J J

3. O vetor N pode ser escrito como a distribuicao de Fermi-Dirac:

1
N; = .
I+exp(h+q-¢i)

A demonstracao de que (2) implica (3) assume que ndo hd invariantes espurias. Lembramos
que assumimos que as invariantes espurias de "Zanettti"t€m influéncia desprezivel.

Por meio da aproximacdo de Boltzmann também se estabelecem versdes do teorema H.
Este afirma que a informac¢ao do sistema decresce ou permanece constante no tempo. O estado
de minima informacdo se estabelece quando vale a distribui¢cdo de Fermi-Dirac. Em outras
palavras, o teorema H nos permite afirmar que dado um tempo suficientemente longo, € ex-
tremamente provavel que a distribuicdo serd a de Fermi-Dirac. Mas ndo diz o quanto se deve

esperar, nem dé a certeza que se chegard a distribuicao de equilibrio.

2.3.4 A Expansiao de Chapman-Enskog

Definimos as médias de populacdo da célula i por

Ni(x,t) =< ni(x,t) > . (2.60)
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No método de Chapman-Enskog, a distribui¢ao € aproximadamente a de equilibrio e por

isso faz-se uma expansdo em torno desta:

Ni=NO+NY 4. N1 2.61)

onde Nl.(o) = Nl.(eq).

Considera-se que a distribuicdo depende do tempo através da densidade e da velocidade
hidrodinamica. Estas tltimas é que sdao func¢des explicitas do tempo. Todas estas quantidades
variam suavemente no espaco € no tempo. Suave aqui significa que sua variacdo espacial €
negligencidvel em uma distancia compardvel com o livre caminho médio e com um tempo

comparavel ao tempo médio entre colisdes. Além disso, requer que a massa € momento sejam

determinados apenas pela ordem O da expansao. Assim, para a densidade de particulas teremos:

by
p(x,1) = Y N (x,1)+b,N, (2.62)
i=1

b
Y N x,) +bNY =0,  n>0. (2.63)

i=1

Para a densidade de momento:
ixn) =Y eN (x,1), (2.64)

c

Y N (x,1) =0, n>0. (2.65)

Como antes, a velocidade fica determinada através da equacao:

j(x,t) = p(x,1)u(x,1). (2.66)

Estas defini¢des e as relagdes (2.49) e (2.50) implicam que
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Y Ni(x+ei,r+1) =Y Ni(x,1), (2.67)

i

Y eNi(x+ei,r+1) =) aNi(x,1). (2.68)

No entanto, ainda nao sabemos quem € / ou q, e portanto nao temos Nf 4. Para tanto, usa-se
as relacdes (2.62) e (2.64). Porém, se aplicado diretamente, seu resultado nao € esclarecedor. O
que se faz entdo € uma expansao em série de poténcia da expressao de Nf 9 e, finalmente, usa-se
as relacdes de massa e de momento para obter a distribuicao de equilibrio apenas em fungdo de

p e u. Daremos prosseguimento explicito em seguida.

2.3.5 Distribuicao de Equilibrio até Segunda Ordem

Seja a distribui¢cdo de equilibrio:

N = 1
! l+exp(h+q-¢)

(2.69)

Expandiremos em Taylor / e q em fun¢do de u e em torno de u = 0, notando que u — —u junto

com ¢; — —¢j, deve deixar a distribui¢do invariante:

h(p7 —ll) - h(p,ll) ) q(pa —ll) = _q(pau)7 (270)

e que

: (2.71)

ou seja,
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h(p,—u) = ho + hou? + O(u*), (2.72)

q=qu+0’), (2.73)

onde hy,h; e g dependem de p, u é o médulo de u e O(u") retine todos os termos de ordem
maior ou igual a n. Na realidade, /; e g; sdo tensores de segunda ordem. Porém, a propriedade
P2 afirma que tensores de segunda ordem que obedecem as simetrias da rede s@o isotrépicos e

por isso podem ser substituidos por escalares [16, 15].

Agora, expandiremos em Taylor a fungdo

1
F(x)= . 2.74
0 =1 @74
em torno de x = Ay, ou seja, em torno de u = 0:
1
Ni1=F(ho) +F'(q1u- i+ hou®) + EF”(ho)q%(ll -¢)*+0(). (2.75)

Note que F(hg) = % e F/ = —F(1 — F). Definindo f = % para simplificar a notac¢do e despre-

zando termos de ordem maior ou igual a O(u?), tem-se que

N = 1= (1= f)gmeethad) + 5 (1= 0= 2wl @76

Lembramos que sub-indices com letras gregas representam as componente de vetores ou
tensores. Por exemplo uy € a o-€sima componente de u. Além disto usaremos a notacdo de

Einstein:

UgVa = Y UgVa. (2.77)

a



2.3 OBTENCAO DAS EQUACOES MACRODINAMICAS 55

Lembramos a defini¢do de cé{l)wa, fornecida na propriedade P3:

Cocl, L0, Zczal -Cia, (2.78)

e que para r impar este tensor € nulo. Agora, substituindo (2.76) em (2.62) (definicdao da

densidade) resulta:

0= —fFq1uaCl + (ff( —2f)qi mffh25a[)’)ua”ﬁ byf fhou®; (2.79)

ou

1 __ zbmcz — 2
= (Eff(l —2f)ai—5- —bffhz)u . (2.80)

Por outro lado, substituindo (2.76) em (2.64) (momento) resulta:

pua = [Cy) — fFarupCluy + (ff( —2f)ACGpA — mfthC&”aﬁA)uﬁuA; (2.81)

ou
2
Pug = (2.82)
Assim:
___pD
q1 = ffbmcz‘ (2.83)
Usando ¢; em (2.80)
1
0=5(1- f)ff -p* —bffh, (2.84)

_ 1 (1=2/) PD
h2_27< l—f)bmc2’ (2.85)
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resultando em

Db 1/1-2f\ bD 1—-2f\ b*D?
Nieq:f|:1+%ciaua+§(—) 5 2+2( >b2 —5 7 CiaCipUalUg +0(u )

1—f ) buc 1-f
(2.86)
ou, de uma maneira conveniente para procedimentos posteriores:
eq Db b? b, 3
N7 =fl14+—5— e c,aua+G(f) Qiap t+ 5 Db 5a[i ugug | +0u’), (2.87)
e para a célula associada a particula parada:
C2b 2 3
Nyl =fI1=G(f)=u| +O(w’), (2.88)
Dby,
onde
1/1-=-2f
= _ 2.8
G(f) = 2(1—f>c4’ (2.89)
e
o2
Qia,B = CiaCig — 5305/3~ (2.90)

2.3.6 Primeira Ordem do Método Chapman-Enskog:
A Equacio de Euler

Finalmente, estamos em posi¢do de descreveremos como serd feito a transi¢do da escala mi-
croscopica para a mascroscopia. E necessdrio fazer uma passagem do discreto para o continuo.
Isto se dd assumindo que N;(x,7) é uma fungdo continua cuja variagdo é muito pequena para a
distancia de uma unidade de rede ou de um passo de tempo. Deste modo, € possivel transformar

a equacao discreta de Boltzmann em uma continua. Por exemplo, expandindo N; em Taylor até
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primeira ordem, teremos
Ni(x+c¢j,t+ 1) — Ni(X,1) = cig Vo Ni(X,t) + I N;i(x,1)(1) (2.91)

Assim, transfoma-se uma diferenca numa derivada. Lembramos que N; s6 depende do tempo
implicitamente.

O método de Chapman-Enskog define equacgdes diferenciais para os termos de mesma or-
dem. Os termos de ordem superiores ndo influéncia as equacdes de ordens inferiores. A n-

ésima aproximagdo da distribui¢do Nl.(”) ¢ de mesma ordem da derivada V" do termo Nl.(o)

No entanto, para se obter consisténcia no método € necessario usar uma expansao multipla da
derivada temporal [32, 15]:
8, - 3;1 + 3,1 + e (292)

onde a derivada d;, é da ordem de O(V"). Por exemplo, até primeira ordem teremos:

Ni(x+ et +1) = N (x,0) + N (x,1) + VN, (x,)cia+

+9, N (x,1)(1) + O(V?) (2.93)

Notamos que ndo hd derivadas em Ni(l)(x,t) e nem derivada temporal dr,, pois estes sdo de
ordem O(V?).

Para ordem zero, a Equacdo de boltzmann é:
0 = A;[NO)] (2.94)

O que era de se esperar, ja que N© ¢ a uma solucdo estacionara da equacdo. Isto sugere
linearizar o operador A:

Ai[N] ~ Al‘le' (295)
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onde A;; € um operador linear. Esta aproximacdo deve ser considerada de ordem um o(vh.
Além disto, lembramos que:

Y AN] =0, (2.96)

Y AN =0, (2.97)

em qualquer ordem da expansao. Disto segue que para N = N© 4+ eX, € um nimero pequeno,

A;;j deve satistafazer:

Y AiiX; =0, (2.98)
i

Y ciAiX; =0. (2.99)
i

Assim, em primeira ordem, a equacao de Boltzmann é

N +egVpN® =Y AN, (2.100)
J

Fazendo o somatdrio sobre i:
o YN 1V Y N =0, (2.101)
i i
pois }.;; A jNJ(-l) = 0 De outro modo:
op+V-(pu)=0. (2.102)

A equagdo da continuidade ¢ satisfeita em primeira ordem.
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Multiplicando por c;jq € fazendo o somatério em i:
0 0 1
Jn ZCiaNi( ) + Vﬁ ZciaciﬁNi( ) = ZciaAijNJ(' ) =0 (2.103)
i i ij

Definindo

Myp = Zciaciﬁ (2.104)

como o tensor do fluxo de momento, a equacao acima nos fornece:

8,1(pua)+8ﬂna3 =0. (2.105)

Usando as Egs. (2.87) e (2.88) nesta expressao chegaremos a uma equacao bastante proxima
(4)

da de Euler. No entanto, temos a presenca do tensor de quarta ordem C,, Bys" Este tensor é

isotropico dependendo do modelo e sua influéncia se faz presente principalmente no tensor
fluxo de momento. Como as equacdes hidrodinamicas sdo isotrépicas, € necessario que este

tensor também o seja. Neste caso, mostra-se que este tem o seguinte formato [15, 16]:

@) bt

Caprs = DD 12)

<3a/36y6+6a66[3y+ 605}/6[35)- (2.106)

Considerando este resultado, chega-se a [16]

01 (puc) + 3 2(p)pucis) = ~dulp(p.i)], 2.107)

onde
bD 1-2p/b

g(p) = D12 —p/b’ (2.108)

D C2 2
1+ ——— 2.1
(+2 263>u, (2.109)

e
c2

plp,u’) =cip —pg(p)
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bmc?

bD -

Cy —

A Eq. (2.107) € identificada como a equagdo de Euler para densidade constantes (ndo
esquecendo de absorver g(p) na velocidade). Na realidade, estudos baseados na expansio do
numero de Mach [16] justificam que pequenas variagdes na densidade sdo irrelevantes exceto
no termo de pressao (2.109) [15]. Assim, a densidade pode ir para fora das derivadas. O mesmo
ndo acontece quando consideramos escoamentos compressiveis, pois a densidade permanece
dentro das derivadas e ndo obtemos a identificacdo com a equagdo de Euler. Este argumento
também justifica o0 mesmo procedimento em relagdo ao que serd efetuado para obter equagdo

de Navier-Stokes.
2.3.7 Segunda Ordem do Método Chapman-Enskog:
A equacao de Navier-Stokes

A expansao de segunda ordem do método de Chapman-Enskog nos fornece:

2)
NO(x+ it +1) = NO(x,0) + N (x+-¢,1 4+ 1) = N (x,1)

_ ; Z (?;A&ervi (2.110)
onde [...] (2) significa que s6 hd termos de ordem 2. Analogo a primeira ordem, é necessario
que
;(ZAUN +5 Zaz gNk) 0, @.111)
e

I2A+i
;Cia(lzj‘,/\ij ; Z(m aNk> (2.112)

(0)

Coletando os termo de segunda ordem na expansio em Taylor de N, € os de primeira ordem
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na expansao de Ni(l), fazendo o somatério em i na Eq. (2.110), teremos

alz ZNI(O)+
i
1 (0) 1 (0)
+50000 Y Ni +0,Vp ) cipNi(0)+5VpVy ) cipciyNi+
i i i
(1) ()
+0, YN+ Vg Y cipN;’ =0. (2.113)
i i
A ultima linha desaparece por meio de (2.63) e (2.65). Segue da Eq. (2.101) que

1 0 1 0
590 YN = —EatlvﬁZc,ﬁN} )

E a segunda linha de (2.113) € reescrita como

1
5&;1 ( — aIIVﬁ chﬁ]\/l(o) + 81‘1 Vﬁ ZciﬁNi(O))

1 (0) (0)
+§Vﬁ (3;1 ;CiﬁNi +V}/;Ciﬁcl‘yNi .

O primeiro parenteses desaparece por motivos 6bvios e o que estd dentro do segundo desaparece

usando-se Eq. (2.103). Deste modo,
oh,p =0. (2.114)

Isto significa que

o p+V-(pu)+0(V?) =0, (2.115)
ou seja, a equagao da continuidade € valida até segunda ordem.

Na mesma ordem, fazendo o somatério em i com c;y na Eq. (2.110), teremos:

8,2 ZC[(XNI-(O) +
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1 (0) 1 (0)
+§8,1 8,«1 ZciaNl- + 8,1 Vﬁ ZciaciﬁNi(O) + EV‘B V?’ZCiOCCiBCiYNi +
+0, Y ciaN + V5 Y ciacigh) = 0. 2.116)
i i

O primeiro termo € igual a d,pugy. O quinto € igual a zero. E interessante dividir por dois o

terceiro termo e reescrever a equagao acima na forma:
812 Z Pug+
i

1 1
—|—§atl 8;1 ZCiaNi(O) + 5811 Vﬁ ZCiaCiﬁNi(O)-i-

1 1
+§Vﬁ8t, ZciaciﬁNi(O) + EVﬁVyZCiaCiﬁCiYNi(O)-F
i i

+0, Y ciaN" + V5 ¥ ciaeigN) = 0. 2.117)

A segunda linha € a derivada da Eq. (2.103) e por isso € nula. A terceira linha pode ser

reorganizada na forma:

1 0 0
EVﬁ ZCiaCiﬁ <(9t1Nl-( ) + nyZlele( )> .

l l
O que ficou entre parenteses coincide com a equagdo de Boltzmann em primeira ordem (Eq.
(2.100)). Através de uma algebra massante, este termo pode ser transformado usando as dis-
tribuicdes de equilibrio (2.87) e (2.88) junto com a equagdo de Euler para o automata (2.107)

chegando a expressao [16]:

D 1
o, N;(0) + VaZc,.aNl(O) — (WQW + Wsaﬁ) Vg (puq). (2.118)

Qiap corresponde a Eq. (2.90) e todos os outros termos ja foram definidos. Note que na

equacgdo de Euler (2.107) estd implicito que a rede satisfaz a condicao de isotropia dos tensores
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4

O termo Nl-(l) pode ser obtido a partir da Eq. (2.118), junto a sua versao para particulas
paradas e o operador de colisdo de primeira ordem A;;. Considerar as simetrias facilita o

trabalho. Assim, chega-se a [16]:

N = (WOinp — X825) V5 (pitcr), (2.119)
N = buX 8,5V p(ptic), (2.120)
onde ¥ e X depende do operador A. Com isto, obtém-se
9 (pua) + 393 Y cacip( -p—Oua-+ 53—3 ) Vilpus
. c“bpy bb,

+Vg ZCiaCiﬁ(llfQiyé —X8y5)Vs(puy). (2.121)

4

2
Lembrando que Qg = ciaCip — 5 0qp, chegaremos ao tensor CaBYS novamente. Como

antes, admitiremos sua isotropia. Fazendo isto, chega-se a [16]:

I (pua) = V{v[Vp(pua) + Valpug)l} +Val[vaVe(pug)]. (2.122)

onde v e v, dependem de y e X. Lembrando com a Eq. (2.107), chegamos finalmente a

I (pua) +Vplg(p)pugsl = —Valp(p,u®)|V{VIVp(pua)+ (2.123)
Va(pug)]+Va[vaVg(pug)l,

que € a equacao de Navier-Stokes quando a variacdo de densidade € desprezivel.
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2.4 Escoamento de Poiseuille

O escoamento de Poiseuille € a solucdo estaciondria do seguinte problema [27]: seja um canal
formado por placas paralelas de largura d (direcdo §). Considere este escoamento bidimensi-
onal, ou seja, que a velocidade é invariante na terceira dimensdo (dire¢ao Z). Nas paredes da
placa € aplicada a condicao de contorno de nao deslizamento, e a dire¢do longitudinal (dire¢ao
X) é periddica. O gradiente de pressdo cinemdtica tem modulo constante G e direcdo X. Por

fim, seja v o coeficiente de viscosidade cinematica.

Este é um problema simples de se resolver. As equagdes que o governam sao:

d
8_;1 + (uVju=-VP+ vV2u (Navier-Stokes)

V -u=0. (Continuidade)

A derivada temporal € nula porque estamos considerando a situacdo estaciondria. Além
disto, note que apenas direcdo X de u ndo é nulo e que sé depende de y por causa da simetria na

direcdo longitudinal. A equacg@o acima simplifica para:

(uV)u = G+ vV?u,

ou:

0=G+ v8y2ux(y).
considerando u,(y) =0 paray = —d/2 e y = d /2, obtemos:

G (d*
u(y) =2, (Z —y2) - (2.124)
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2.4.1 Resultado da Simulacao

O modelo utilizado é o de 7 velocidades com colisdo aleatdria. Este € idéntico aos modelos
FHP-II ou FHP-III a ndo ser pelo operador colisdo que escolhe o estado pds-colisdo do sitio
de maneira aleatéria com a mesma probabilidade para todas as configuracdes que conservem
a massa e o momento, incluindo a possibilidade de escolher a configuracdo de pré-colisdo.
Para resultados preliminares com o modelo FHP-I, veja Ref. [33]. Os cédigos do programas
utilizados nesta dissertacdo sdo modificagdes de um ja existente em linguagem C disponivel
na internet [34] escrito para o modelo bidimensional ILG (vide Capitulo 3). Este s6 incluia
as operagdes basicas do ACGR e fizemos varias modificacdes para acrescentar caracteristicas
como: obstaculos, forcas, condi¢cdes de contorno, cdlculo das médias de densidade e de mo-
mento, entre outros. Além disto, este codigo serviu como base para implementar os diferentes

modelos que serdo descritos no préximo Capitulo.

Na simulac¢do foi definida uma rede com dimensodes de 40X40 sitios, (ou 40X40/3 /2 uni-
dades de rede). A primeira e ultima linha foram marcadas como obsticulos com a condi¢do
de contorno de ndo deslizamento e a condicdo de contorno periddica foi aplicada na dire¢do
X. A forga foi aplicada na direcdo X, da esquerda para a direita a uma taxa de forca de 0,005
por sitio a cada passo de tempo (0,005 é o aumento médio de momento por sitio por passo de
tempo). O valor de u,(y) foi calculado fazendo uma média de todos os sitios de uma mesma
linha durante 1 milhdo de passos, depois de alcancado o equilibrio com 10 mil passos. Como
havia 38 linhas, y varia de —18, 5\/T§ als, 5@. O perfil de velocidade € mostrado na figura 2.8
obtido para a densidade 0,5 particulas por célula (ou 3,5 particulas por sitio). O resultado se

ajusta muito bem a uma parabola, como mostrado na Fig. 2.8.

Esta simulag@o também pode ser utilizada para estimar o coeficiente de viscosidade do mo-
delo [35] e na simulag@o acima estimamos o valor de 0,19155 que concorda com os resultados
tedricos encontrados em [16]. No entanto, o procedimento exato envolve algumas sutilezas. A

primeira delas diz respeito a camada de Knudsen [35] . Nao € possivel definir exatamente onde
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0.3 y = -0.000729x° + 0.024597x + 0.058274
R? = 0.999130
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Figura 2.8 Perfil de velocidade da simulacio do escoamento de Poiseuille. Densidade de 3,5 particulas
por sitio

a velocidade se anula com a condi¢do de ndo deslizamento como implementada. Esta incerteza
€ da ordem do livre caminho médio.

Outra sutileza diz respeito a maior dificuldade de colocar momento no meio do canal em
relacdo as bordas. A aplicacdo da forca depende da existéncia de sitios com configuracdes
compativeis. No meio do canal, existem mais particulas apontando para a direita do que nas
bordas por causa da velocidade maior, sendo assim, existem mais sitios com configuracdes
compativeis nas bordas que no meio. Porém, este problema é relativamente facil de superar,
basta cuidar para que seja acrescentada a mesma quantidade de momento em cada linha. No

entanto, o desvio observado é pequeno.



CAPITULO 3

Modelos para Dois Fluidos

Os modelos de ACGR podem ser estendidos para casos complexos e de interesse fisico. Para si-
mular dois fluidos misciveis basta etiquetar cada particula com o nome do fluido a que pertence
e deixar o sistema evoluir. Se considerarmos uma rede hexagonal, o sistema evolui como nos
modelos de FHP com a diferenca de que em cada sitio a colisdo ird redistribuir a etiqueta entre
as particulas. Vdrios trabalhos foram desenvolvidos nesta linha e diversos efeitos como a con-
vecgdo foram observados [16]. Modificacdes neste esquema permite simular outros fendmenos

como reacdes quimicas em fluidos misturantes [16].

O caso de fluidos imisciveis é o de maior interesse para esta dissertacdo. A diferenca em
relagdo ao modelo descrito acima € que a redistribuicao das etiquetas das particulas em cada né
depende dos sitios vizinhos. Desta forma, pode-se fazer com que particulas de mesma etiqueta

se agreguem.

O escoamento numa célula de Hele-Shaw € outro caso de interesse. Ha outra extensdo
dos modelos de ACGR bidimensionais cujo comportamento pode ser descrito pelas equagdes
que governam o escoamento em células de Hele-Shaw. Para tanto se usa "espalhadores"que

invertam o momento em sitios aleatorios.

Na préxima Secdo serd descrito o modelo de gas na rede imiscivel (immiscible lattice gas)
introduzido em 1988 [19] para dois fluidos e serdo reproduzidas vérias simulagdes e resulta-
dos da literatura. Nas duas se¢des seguintes serdo introduzidos os modelos para a célula de
Hele-Shaw com um e dois fluidos imisciveis, este dltimo implementado de uma maneira que
consideramos original. Faz-se entdo uma répida descri¢ao das instabilidades de Saffman-Taylor

e se apresenta os resultados de nossas simulagdes. Na dltima Secdo € apresentado um modelo

67
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para escoamento em superficies conicas.

3.1 Modelo de Gas na Rede Imiscivel

O modelo de Gas na Rede Imiscivel ou ILG (Immiscible Lattice Gas) [19] é muito similar
ao FHP. As unicas diferencas sdo: 1) cada particula tem uma cor para distinguir a qual fluido
pertence (a cor substitui a idéia de etiqueta) e i1) a colisdo depende das cores das particulas
de um dado sitio e de seus vizinhos. Escolhemos as cores vermelha e azul para nos referir
a cada fluido [19].No entanto, algumas figuras apresentardo as cores verde e vermelha, a cor
verde fazendo o papel da cor azul. As colisdes nos sitios com particulas de mesma cor ocorrem
da maneira usual. Nos sitios com particulas de cores diferentes, estas procuram a dire¢do onde
exista uma maior concentracao de particulas da mesma cor na sua vizinhanga. A Fig. 3.1 ilustra

a colisdo do ILG.

(a) Configuragdo pré-colisdo (b) Configuragdo pos-
Colisao

Figura 3.1 Colisdo com cores. As setas simples e duplas indicam a cor vermelha e azul respectiva-
mente. Note o que acontece ao sitio central.

De maneira mais formal [19], a cada sitio sdo associadas 14 células, 7 para cada tipo de

particula. Cada sitio fica representado com a nota¢ao abaixo:

s = (r,b) = (ro,bo,...,76,bs), 3.1

onde s é a configuragdo local, (r;) e (b;) sdo varidveis booleanas correspondentes a existéncia
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de particulas vermelhas e azuis, respectivamente, (r de red e b de blue). Os sub-indices dizem
respeito a velocidade da particula: de 1 a 6 sdo as particulas com velocidade ¢; = (cosi%, seni%);

0 é a particula parada (cy = (0,0)).

Novamente, em cada sitio existe no maximo uma particula para uma dada velocidade. Por
exemplo, se by = 1, deve-se ter que rp, = 0. Defini-se a varidvel booleana n; = b; + r; para
indicar se para a velocidade i existe ou ndo uma particula, independente da cor. Para estes

modelos, a equagdo microdindmica tem um formato ligeiramente diferente:

ri(x+e,t+1) =ri(x,t),  bi(x+¢t+ 1) =bi(x,t), (3.2)
onde 7, e b! representam as varidveis apds a colisdo.

A influéncia dos vizinhos € expressa através do vetor de gradiente de cor:

f(x) :ZciZ[rj(x+ci)—bj(x+ci)]. (3.3)

Esta quantidade informa qual a direcdo de maior concentracdo de particulas vermelhas, ou, de
outro modo, qual a dire¢cdo de menor concentracdo de particulas azuis. Um vetor é também

necessdrio para expressar a regra de colisdo, o qual se denomina fluxo de cor:

qfr(x),b(x)]) = }_ei[ri(x) - bi(x)]. (3.4)

Finalmente, dentre as configuragdes de pds-colisdo possiveis, a escolhida € a que maximiza:

q(r',p’)-f. (3.5)

Caso haja mais de uma configuracdo que maximize (3.5) a escolha sera feita de maneira aleato-

ria entre estas. A colis@o deve conservar o momento total e a massa colorida, ou seja, o nimero
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de particulas de cada cor:

Yailri+b) =Y a(ri+bi), (3.6)

Yori=Yr Y bi=) b (3.7

O efeito da maximizacdo da Eq. (3.5) é promover a agregacdo de particulas de uma mesma
cor. Note que nos sitios onde s6 existam particulas de uma cor, o fluxo de cor q(r’,b’) é igual a
mais ou menos o vetor momento e nao varia com a colisdo. Desta maneira, nas regides onde ha
somente uma cor, a dinamica € exatamente igual a dos modelos de FHP, sendo validos todos os
resultados que obtemos para este. Note também que a magnitude do gradiente de cor f também
nao € importante. Isto facilita a implementa¢do computacional do modelo porque é possivel

discretizar apenas o angulo. Para resultados preliminares, veja [36].

3.1.1 Separacao de Fases

(a) configuracio inicial (b) 1000 passos (c) 73000 passos

Figura 3.2 Separacdo de fases

A Fig. 3.2 mostra a separacdo de fases espontdnea para um sistema inicialmente mistu-
rado. Para a simulacdo, utilizamos uma mistura 50% de particulas de cada cor (cada sitio tinha

uma quantidade aleatdria de particulas de ambas as cores), com densidade de 4,9 particulas
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Figura 3.3 Grdfico da curva D=0 obtida pelo aproximacdo de Boltzmann e estimativas "empiri-
cas"(circulos) no plano da concentracdo 0 e densidade reduzida f (particulas por célula)[16].

por sitio, numa rede de 150X150 sitios com condicdes de contorno periddica na vertical e na
horizontal. Nao hé forcas atuando, nem paredes, € 0 momento total na rede € nulo. Nesta
figura, a cor verde substitui a cor azul. A cor amarelada indica que nestes sitios hd os dois
tipos de particulas presentes, a cor vermelha indica que naquele sitio s6 temos particulas da cor
vermelha e, a cor verde, apenas particulas verdes. Durante a evolucdo ha formacao de bolhas,
culminando com um estado estaciondrio de fases separadas. O sistema rapidamente alcanca
uma situagdo em que hd uma grande regido vermelha, outra verde e uma tnica bolha vermelha
na regido verde. Esta bolha faz um movimento aleatorio até encontrar a grande regido vermelha

e coalescer em uma utnica regiao.

Estudos detalhados deste fendmeno no ILG mostram que este é consistente com os mode-
los tedricos e experimentais da separacdo de misturas de fluidos em fases homogéneas (ndo
misturadas) [16]. A fase misturada é estdvel dependendo da densidade de particulas e da con-
centracdo de uma das cores. A Fig. 3.3 [16] mostra um diagrama de fases. A linha separa a
regido quando a fase misturada € estavel (D>0) da regido em que esta € instavel (D < 0), onde

D € o coeficiente de difusdo na equagao

J=-DpVo,
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onde J € o corrente de concentragdo de um dos fluidos, 8 é a concentracdo e p € a densidade.
Para D positivo, particulas de mesma cor procuram se misturar com as de outra cor e para D
negativo, particulas de mesma cor tendem a se agregar. Discussdes mais detalhadas encontram-

se em [16].

3.1.2 Leide Laplace

Um dos efeitos mais importantes na dindmica de dois fluidos imisciveis sdo a tensao superficial
e a descontinuidade da pressao descrita pela lei de Laplace. Nao ha motivos a priori que levem
o ILG a estes efeitos. No entanto, testes numéricos mostram que o modelo de fato obedece a

referida lei:

p1— pr = OK. (Lei de Laplace)

E interessante uma digressio sobre a tensdo superficial no contexto do modelo. A regido
da interface € definida de maneira estatistica e possui uma espessura diferente de zero. A
velocidade das particulas que se encontram nesta regido tende a se alinhar perpendicular a
interface por causa da maximizacdo de (3.5). Quando a interface € curva, por exemplo, na
Fig. 3.4, este alinhamento implica uma densidade de particulas maior na regido de dentro e
menor na regido de fora. Outra conseqiiéncia € uma diminui¢io da densidade de particulas na
regido da interface. Nas Fig. 3.5 € mostrado o gréfico tridimensional da densidade de particulas
versus a posicao no plano. Cada ponto do grafico corresponde a uma média na regido de 4 X 4
sitios em 5 mil passos, depois de 5 mil passos para se alcangar uma situagdo aproximadamente
estaciondria. Observe a diminuicdo da densidade na interface e o aumento desta dentro do
circulo. Lembre-se de que a pressdo nos modelos FHP estd relacionada linearmente com a

densidade através da Eq. (2.109).

Fizemos simula¢des para verificar a lei de Laplace e obter estimativas da tensdo superficial.
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A configuragdo inicial € a de uma bolha circular vermelha ou azul no centro, com o resto da
rede preenchida com a outra cor. A densidade de particulas € inicialmente uniforme por toda a
rede. Nao ha forcas aplicadas e o momento total da rede € nulo. Para garantir uma situacao de
equilibrio, o sistema evolui durante 5 a 20 mil passos depois dos quais € feita uma média entre 3
a 20 mil passos na densidade de particulas vermelha e azuis (esta variacdo serd explicada mais
adiante). Em seguida conta-se o nimero de sitios dentro da bolha para se obter a area desta e,

conseqiientemente, seu raio.

(a) passo 19 mil (b) passo 20 mil (c) passo 21 mil

Figura 3.4 Simulacdo para obtengdo da lei de Laplace. Rede de 64x64 sitios com uma densidade média
de 4,9 particulas por sitio. Note o ruido na interface.

A Fig. 3.4 mostra a configuracao tipica da simulacdo sem fazer médias; note como a inter-
face varia de forma. O ruido presente nos modelos de ACGR € claramente visivel na interface.
Por este motivo, bolhas pequenas t€m um movimento aleatério e mudam de posi¢do com certa
facilidade, mesmo que o momento total no sistema seja nulo. A interface fica mais bem definida
na Fig. 3.5.

Quantitativamente, obtém-se a equacdo de Laplace repetindo-se o procedimento para dife-
rentes raios e fazendo o gréfico de p1 — p2 versus 1/R. A inclinag¢do nos dd uma estimativa da
tensdo superficial. A Fig. 3.6 mostra o resultado para densidade inicial de 4,9 particulas por
sitio.

O gréfico de tensdo superficial versus a densidade reduzida é mostrado na Fig. 3.7. Os
quadrados indicam nossos resultados e os tridngulos os obtidos em [37]. Uma possivel expli-

cacdo para a pequena diferenca reside em como definir o raio, posto que a interface tem uma
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(a) Vista inclinada. As particulas que estdo dentro do circulo sio (b) Vista de lado. A altura corresponde a densidade de particulas.
azuis e as que estao fora sdo vermelhas. Note a diferenca de densidade dentro e fora da bolha e a diminui¢ao
dessa na interface.

Figura 3.5 Os grdficos mostram a densidade de particulas por sitios versus sua posicdo no plano. As
duas figuras mostram os mesmo resultado, porém com dngulos diferentes. A parte central corresponde
a bolha azul. A densidade média dentro da bolha é de 5,29 particulas por sitio, enquanto que fora, é
de 5,25. Na interface, a densidade chega a cair até 5,14. A rede tem dimensédes de 100 X 1 003 /2
unidades de rede, e as médias foram obtidas com 5 mil passos.

espessura nao nula.

Quando tentamos simular para densidades menores que 2,8 particulas por sitio, a bolha
inicial se esfacelava e observdvamos uma fase misturada estavel. Estes valores concordam com
o grafico da Fig. 3.3.

Um estudo tedrico analitico e numérico [37] sugere que a tensdo superficial no modelo ILG
¢ levemente anisotrépica, mas que este efeito desaparece na medida em que o raio cresce.

Os efeitos capilares também podem ser adicionados ao modelo [16]. Basta colocar parti-
culas da cor molhante nos sitios marcados como obstdculos. Estas particulas ndo mudam de
posicao durante toda a simulacdo e influenciam o vetor gradiente de cor nos sitios vizinhos aos
obstaculos. Segue que o fluido da cor molhante tende a ficar nos sitios proximos ao obstaculo.
Este comportamento origina as forcas capilares. A quantidade de particulas no obstaculo, junto

com a densidade de particulas no fluido, determine o angulo de contato. A Fig. 3.8 mostra
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0.045
0.04 A
0.035 A
0.03 4
0.025 A1
0.02 4
0.015 1
0.01 4
0.005 A
0 T T T T T T

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14

1R

p1-p2

p1-p2 = 0.3516(1/R)
R?=0.9783

Figura 3.6 A verificacdo da lei de Laplace. Densidade inicial é de 4,9 particulas por sitio e raios
variando de 40 a 400.
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Figura 3.7 Grdfico das tensdo superficial versus a densidade de particulas reduzidas (densidade por
célula). Os quadrados sdo as estimativas que obtemos e os tridngulos sdo as estimativas encontradas
em [16]
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o angulo de contato para dois casos. A linha de baixo € preenchida com obsticulos contendo
particulas de uma das cores. Inicialmente, as bolhas eram retangulares e no equilibrio atingem

o formato ilustrado.

(a) 1 particula vermelha em cada (b) 6 particulas verdes em cada

obsticulo. Densidade de 3,85 par- obstaculo. Densidade de 3,5 par-
ticulas por sitio. ticulas por sitio.

Figura 3.8 Simulacdo do fenomeno da molhabilidade (wettability). Na figura da esquerda o fluido
molhante é o vermelho e na da direita é o verde. O sistema jd se encontra em equilibrio. Note a
diferenca do dngulo de contato.

Apesar destes sucessos, hd um efeito indesejado, porém contorndvel. A condi¢do de con-
torno na interface exige que a componente da velocidade dos dois fluidos normais a superficie
seja a velocidade da prépria interface [16]. Isto implica que a correcao feita na Eq. 2.7 ndo
€ possivel (re-escalar a velocidade na equagdo macroscOpica). Portanto, sé se estabelece uma
conexao concreta com escoamentos reais nas situagdes em que esta diferencga seja desprezivel,
ou seja, para baixos nimeros de Reynolds. Outra solucdo seria aumentar o nimero permitido
de particulas paradas por sitio tal que a fungdo g(p) se aproximasse de 1 como descrito no

Capitulo 2.

3.2 Modelos com Espalhadores para a Célula de Hele-Shaw

A equacdo que rege o escoamento numa célula de Hele-Shaw na aproximacdo discutida na
introducdo € diferente da equacdo de Navier-Stokes em sua versdo bidimensional. Em con-

seqiiéncia, o modelo discutido no Capitulo 2 ndo € adequado para simula¢do do mencionado



3.2 MODELOS COM ESPALHADORES PARA A CELULA DE HELE-SHAW 77

escoamento. No entanto, € possivel fazer uma alteragc@o para este fim [20].

A equacdo que rege a célula de Hele-Shaw € similar a lei de Darcy para meios porosos
(veja as Egs. (1.17) e (1.16). Isto sugere que um ingrediente importante € a dissipacdo de
momento. De fato, esta é a tnica modificagdo necessdria e é obtida por meio da introdugdo
de espalhadores. O espalhador age invertendo o momento das particulas de um sitio como
mostrado na Fig. 3.9: uma particula com velocidade ¢; que chega ao sitio marcado como

espalhador tem sua velocidade modificada para —c;.

(a) Configuragdo inicial. (b) configuracdo apds a agdo do
espalhador.

Figura 3.9 O efeito do espalhador. Este atua invertendo as velocidades de cada particula no sitio.

A densidade deve ser muito menor que a densidade de particulas de maneira que o livre
caminho médio seja afetado minimamente. E também interessante que sua posicdo mude com
o tempo. Uma maneira de se obter isto € associar uma taxa de aparecimento de espalhador
por sitio. Assim, cada sitio tem uma probabilidade ndo nula de agir como espalhador num
dado passo de tempo. Simula¢Oes mostraram que taxas menores que 0,01 sdo suficientes para
diversas situacdes fisicas de interesse.

Na realidade, a equagdo obtida por este procedimento € similar a de Navier-Stokes, acres-
cida de um termo de amortecimento. Considerando a situacdo estaciondria e fazendo g(p) =0

(para FHP-II e FHP-III p = 3,5) obtém-se [20]

1
oau = —l—)Vp—l—vVZu—l—Fext, (3.8)
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onde o € positivo e pode ser estimado através de simulacdes. Porém, na situacdo de baixas
velocidades e de variagOes pequenas na derivada segunda da velocidade, temos exatamente a

equagao desejada [20]:

1
u= —a—pvp+FeXt. (39)

Uma andlise tedrica similar a do segundo Capitulo sugere a seguinte modificacido no opera-

dor colisao [20]:

Aj=A+Ny(Niss—N;)  i=1,...,6 (3.10)

onde N; € a taxa de aparecimento do espalhador e o sub-indice significa i mod 6. Considerando
N, pequeno, este novo termo € desprezado numa primeira abordagem e se chega a Eq. (2.7). Por
outro lado, considerando-se o termo desprezado, e utilizando a expressao para a distribuicao de
equilibrio (2.87), obtemos o termo cru em (3.9).

Um teste quantitativo para a Eq. (3.8) € considerar as condicdes de contorno de Poiseuille.

A solucdo para este escoamento € [20]:

—LG _cosh[r(y—L/2)]
op cosh(rL/2) |’

ux(y) = (3.11)

onde G é a forga aplicada (mesma notagdo do Capitulo 2), r = /a /v e L é a largura do canal.

A simulagdo € feita em uma rede 32X32, com condi¢ao de contorno de nao-deslizamento na
primeira e tltima linha, condi¢des de contorno periddicas nas laterais, densidade de 3,5 sitios
por n6 (g(3,5) = 0), taxa de espalhadores de 0,005 por sitio e taxa de for¢a de 0,02 por sitio
na direcdo horizontal, da esquerda para a direita. Deixamos o sistema chegar ao equilibrio em
10 mil passos e fazemos uma média de 10 mil passos na velocidade (fizemos também médias
de até um milhd@o de passos com resultados praticamente idénticos). Os triangulos da Fig. 3.10

s@o os resultados da simulacd@o e a linha € um "fitting"de acordo com a funcdo (3.11). Note
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Velocidade
o . :
— m
M
L=

Altura

Figura 3.10 Perfil de velocidade para o escoamento similar ao de Poiseuille, porém realizado com o
modelo de espalhadores. A taxa de espalhadores é de 0,005, com densidade de 3,5 particulas por sitios
e taxa de forca de 0,02. O fitting corresponde a Eq. (3.11)

a 6tima concordincia. Os dois pontos menos ajustados correspondem aqueles proximos dos
obstaculos. Uma possivel explicacdo € a camada de Knudsen que ja apareceu na simulacdo do

Capitulo 2, porém € necessdria uma investiga¢do mais profunda para assegurar tal afirmativa.

Para obter o coeficiente o utilizam-se simulagdes similares as descritas acima, porém sem
obstaculos e com condi¢des de contorno periddicas também na vertical. Por simetria, a deri-
vada segunda no espacgo € nula e (3.8) se transforma em (3.9). Por fim, a solucdo de (3.9) é
uma velocidade constante. A implementag¢do da simulagdo estd em andamento e se cogita a
possibilidade de que para taxas de forcas suficientemente altas a solucdo se aproxime de um
formato quadrético similar a lei de Forchheimer (lidaremos com a lei de Forchheimer em outro

contexto no préximo Capitulo).
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3.3 Célula de Hele-Shaw com Dois Fluidos Imisciveis

Considere agora um modelo com cores e espalhadores. Nao encontramos na literatura a jungdo
destes dois modelos e acreditamos que os resultados obtidos sejam originais. Qualitativamente,
estes concordam com experimentos.

Com este modelo € possivel simular escoamentos de dois fluidos imisciveis numa célula de
Hele-Shaw. Na Ref. [38] hd um simulacido com o modelo de espalhadores neste sentido, porém
a interface € implementada de maneira completamente diferente. Esses escoamentos podem
apresentar instabilidades na interface entre dois fluidos que ainda hoje é objeto de pesquisa:
as famosas instabilidades de Saffman-Taylor [5]. A mais conhecida delas € a formacao de um
"dedo"dominante analisado pelo artigo [5]. Convencionou-se chamar de "dedos de Saffman-
Taylor". No entanto estes autores nao foram os primeiros a estudd-los. Homsy em um review
de 1987[7], afirma que provavelmente o primeiro artigo publicado sobre estas instabilidades
foi de Hill em 1952 [7]. Para solu¢des estaciondrias do problema de Saffman-Taylor, veja [39]

e para simulagdes deste fendmeno utilizando outro método, veja [40].

3.3.1 Observacoes Experimentais

O escoamento depende, dentre outros parametros, do valor da velocidade média do escoamento
U [6] e pode ser dividido em trés tipos de comportamentos. Para um fluido mais viscoso em-
purrando um menos viscoso, a interface se estabiliza formando aproximadamente uma linha
reta. Na situac@o inversa (um fluido menos viscoso empurrando um mais viscoso), para U
pequeno, acontece 0 mesmo. Este € o primeiro tipo de comportamento. O segundo tipo acon-
tece para valores intermedidrios de U e estd ilustrado nas Figs. 3.11. Neste caso, a interface
inicial € instavel, as pequenas flutuacdes formadas na interface passam por um processo de
competi¢do que termina com um unico "dedo"sobrevivente. Por fim, para U grande, varias di-

namicas dependentes do tempo sdo observados com formacdo de vérios dedos em uma espécie
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de "comportamento caédtico". Os dedos bifurcam em alguns casos € um deste comportamento
estd ilustrado na Fig. 3.12. Um artigo mais recente [41] relata o caso de uma bolha formada
a partir de um dos dedos seguida da agregacdo desta em um outro dedo (veja a Fig 3.13). Es-
tudos sobre a formagdo do "dedo"de Saffman-Taylor em uma célula de Hele-Shaw com o gap

variando encontra-se na Ref. [42].

E possivel escrever uma equagao para interface em um formato adimensional [8]. Vamos

supor que a condi¢do de contorno no infinito seja

Jd 12
Pl = e pragen (3.12)

onde pj 7 € a densidade do fluido 1 e 2 respectivamente, gefr € a aceleracio de uma tipo gravi-
dade, V.. € a velocidade no infinito e o resto dos pardmetros j4 foram definidos no Capitulo de

Introdug@o. Neste caso, a dindmica depende de trés parametros adimensionais: a velocidade

adimensional:
b*(p2—p1)
Uy = Voo + Goff o ——4, (3.13)
21 + p2)
a tensao superficial adimensional:
212
b
B=- "% (3.14)
3W2(uy + o) U
e o contraste de viscosidade (ou razdo de Atwood):
c— M, (3.15)
Uz + Hy

onde, W € a largura da célula e o resto dos parametros ja foram definidos.

Estas equagdes mostram que a variedade de comportamentos encontrados ocorre com a
mudanca de outros parametros. Esta observacdo é importante para as simulagdes, pois, além

de nos fornecer uma interpretagdo para os resultados, permite-nos variar o parametro de modo
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Figura 3.11 Competicdo de duas protuberdncias conduzindo a emergéncia de um tinico dedo estdvel.
As figuras sdo retiradas do mesmo experimento em tempos sucessivos [43].

mais conveniente.
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Figura 3.12 Série temporal para padrées de dedos com baixo contraste de viscosidade [44].
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Figura 3.13 Segiiéncia de um experimento em que ocorre uma formacdo de bolha, rapidamente seguida
de uma agregacdo em outro dedo. O experimento ndo teve resolucdo temporal para ver a bolha separada

[41].
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3.3.2 Validacao do Modelo ILG com Espalhadores

Como j4 discutido, para regides onde ha particulas de mesma cor, o comportamento é 0 mesmo
de modelos em que ndo hé cores (fluido tnico). Como a taxa de espalhadores deve ser pequena,
espera-se que na interface o comportamento nio sofra modificacdes relevantes. Mesmo assim,
sO foi permitido que os espalhadores agissem em sitios cujas particulas fossem da mesma cor.
Porém, € possivel que os espalhadores conduzam a um comportamento diferente na interface

em relacdo ao modelo ILG.

No entanto, os resultados mostraram que a interface continua obedecendo a lei de Laplace e
estimativas do valor da tensdo superficial foram obtidas com as simulac¢des de bolhas similares
as ja descritas. Descobrimos que a tensdo superficial apresenta um pequeno aumento no seu
valor, o qual depende da taxa de espalhadores. Este resultado ainda merece ser aprofundado
e ndo descobrimos 0 mecanismo que provoca este efeito. A Fig. 3.14 mostra o resultado de
uma das simulagdes. Além disto, concluimos que o esfacelamento da bolha, com a subseqiiente
mistura das particulas de cores diferentes, ocorre para o mesmo valor aproximado, ou seja, para

densidades menores que 2,8 particulas por sitio.

0.035
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0.025

‘;:,‘_ 0.02
2 0.015
0.01

0.005 -

U T I T T

0 002 004 006 008 0.1

1R

y = 0.3699x
R’ =0.9953

Figura 3.14 Verificacdo da lei de Laplace para o modelo de ILG com espalhadores. A densidade é de
4,9 particulas por sitio, a taxa de espalhadores é de 0,001.
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3.3.3 Resultados das Simulacoes

As figuras abaixo mostram os resultados obtidos. As taxas de espalhadores sdo diferentes para
cada fluido como uma forma de imitar a diferenca de viscosidade entre os fluidos (identifique
o da Eq. (3.9) com 12.u/b2 da Eq. (1.17)). A Fig 3.15 ilustra a simulacdo de um fluido de
viscosidade maior empurrando um de menor viscosidade. Em todas as simula¢gdes mostradas
nas Figs. 3.16 - 3.20, o fluido vermelho tem uma taxa de espalhadores igual a 0,001 e o azul
igual a 0,008, a densidade de particulas é de 3,5 particulas por sitio (valor que zera a fungao
g(p)) e ataxa de forca é de 0,0005 aplicada uniformemente em toda a rede na dire¢éo horizontal
da esquerda para a direita, com excecao da figura 3.16 cuja taxa de forca € de 0,0001. A linha
mais alta e a mais baixa sao preenchidas com obstidculo com condi¢des de contorno de nao
deslizamento.

Para chegarmos aos vérios comportamentos experimentais fizemos variar a largura W, com
excecdo da Fig. 3.16 a qual também variamos a for¢a. Segundo a Eq. (3.14), a variacdo na
largura W tem efeito similar a da variacdo da velocidade. Note a semelhanca de comportamento

das vdrias situacdes com o que € observado experimentalmente.

(a) passo 10 mil (b) passo 20 mil (c) passo 50 mil

Figura 3.15 Simulacdo de um fluido mais viscoso empurrando um menos viscoso. A taxa de espalha-
dores é de 0,008 para o fluido vermelho e 0,001 para o azul. A velocidade é de 0,029
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# = 1 mil passos

# = 2 mil passos

t = 8 mil passos

+ = B mil passes

Figura 3.16 Simulacdo de um fluido de menor viscosidade empurrando um de maior. A rede tem di-
mensoes de 3000 X 500 +/(3)/2 unidades de rede. A taxa de forca é de 0,0001.
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# = 10 mil passos

# = 20 nul passos

¥ = 30 mil passos

Figura 3.17 Simulacdo de um fluido de menor viscosidade empurrando um de maior. A rede tem di-
mensdes de 3000 X 500 \/(3) /2 unidades de rede. A taxa de for¢a é de 0,0005.
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t = 58 mil passos

+ = 64 mil passos

t = B0 mil passos

Figura 3.18 Continuacdo da simulagdo da figura anterior. Note as semelhangas com a Fig. 3.11.
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t = 20 mil passes

+ =4 0 mil passos

Figura 3.19 Simulacdo de um fluido de menor viscosidade empurrando um de maior para um valor
pequeno de B. Rede com dimensées de 6000 X 2 000\/3 /2 unidades de rede. A velocidade média é de
0,029
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¥ = 80 mil passos

+ = 82 mil passes

# = 100 mil passos

Figura 3.20 Continuacdo da simulacdo da figura anterior. Note a formalhagdo de bolhas e reagregacdo
de algumas delas por outro dedo.
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3.4 Modelo para o Escoamento em Superficies Conicas

Nao encontramos na literatura nenhum modelo de ACGR aplicado a superficies curvas, a ndo
ser o cilindro por meio das condi¢des de contorno periddicas na horizontal ou na vertical (mas
ndo em ambos). Quando a periodicidade acontece em ambas as direcdes, temos a topologia
de um toro, porém ndo se pode dizer que temos uma superficie de um toro porque a curvatura

gaussiana € diferente da superficie plana [45, 46].

O cone é uma superficie curva localmente isométrica ao plano [45] (exceto no vértice).
A constru¢do de um cone pode ser feito a partir de um pedago triangular do plano colando
duas de suas arestas. Nesta construcao, uma geodésica que seja desenhada no plano (uma reta)
continua sendo uma geodésica no cone por causa da isometria. Isto nos motiva a construir uma
rede "triangular"no cone cujos arcos sdo geodésicas a partir de uma rede triangular regular no

plano.

De maneira formal, seja uma rede triangular em um plano, dois nés A e A” desta rede e duas
semi-retas r e s partindo de A e com direcdes coincidentes com as dos arcos como ilustrado
na Fig. 3.21. Considere o subconjunto de ndés compreendidos na regido abaixo das semi-
retas (regido hachurada Fig. 3.21). Identifique os sitios da extrema direita com os da extrema
esquerda numa mesma linha e curve o plano de maneira a formar um cone. Agora temos uma

rede no cone cujos arcos sao geodésicas de mesmo comprimento.

Esta construcao sugere a implementacdo de um modelo de ACGR no cone. De fato, pode-
mos definir o ACGR na rede inscrita no cone do mesmo modo que no plano. A propagacdo
ocorre através dos arcos que coincidem com geodésicas e os vetores velocidade sdo transpor-
tados paralelamente através destes arcos. A colisdo segue da maneira usual. Toda a discussao
feita no Capitulo 2 é valida localmente, pois neste contexto o cone ndo difere de um plano. Um
cuidado, porém, deve ser tomado proximo ao vértice do cone, pois neste local ndo ha sitios

suficientes para garantir que a distribui¢do seja aproximadamente a de equilibrio. Para con-
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Figura 3.21 Construcdo de uma rede triangular inscrita no cone a partir de um plano: recorte a drea
hachurada da figura a esquerda e faca um cone colando os pontos da extremidade de uma mesma linha
(por exemplo, cole A com A’).

tornar este problema, basta considerar o escoamento longe o suficiente do vértice utilizando
alguma condicdo de contorno conveniente. Deste modo, qualquer modelo definido no plano
fica definido também no cone e € valido pelos mesmos argumentos.

E interessante notar a diferenca da velocidade da particula quando esta é representada em
A ouem A’. O sitio A e A’ é o mesmo quando formado o cone. Portanto, as particulas que
estdo no sitio A sdo as mesmas que estio no sitio A’. Porém, a direcao da velocidade da mesma
particula quando vista em A ndo é o mesmo quando visto em A’. Este suposto efeito se deve ao
transporte paralelo e desaparece quando vemos o cone e ndo sua representacdao no plano. Este
fato nos permite implementar os escoamentos no cone modificando apenas as condi¢cdes de
contorno nos sitios adequados. Ja implementamos o modelo para o cone junto com os modelos

ILG com espalhadores, mas as simulacdes ainda estdo em andamento.
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Al
\600

Figura 3.22 A diferenca do vetor velocidade da mesma particula quando esta é representada em A ou
em A’. A diferenga so existe porque estamos vendo uma representacdo do cone no plano e desaparece
quando fazemos a construcdo descrita no texto.






CAPITULO 4

Fluidos em Meios Porosos e Dinamica de Interfaces

Rugosas

As interfaces formadas entre dois fluidos em meios porosos podem apresentar propriedades
fractais como a auto-afinidade ou a auto-similaridade. Nestes casos, € possivel caracterizar ex-
poentes associados a estas estruturas. Além disto, uma interface inicialmente lisa pode evoluir
para uma rugosa com o comportamento dindmico caracterizado pelas leis de escala apresenta-

das na Introducio.

Neste Capitulo apresentaremos os resultados e simulacdes através de modelos de ACGR de
escoamentos de fluidos imisciveis em uma célula de Hele-Shaw com desordem congelada cuja

interface é, em principio, caracterizada por leis de escalas da dindmica da interface.

A primeira Se¢do aprofunda a dindmica de interfaces rugosas e apresenta conceitos impor-
tantes no contexto da interpretacao dos resultados. A segunda Secdo discorre sobre os meios
porosos de maneira geral. Nesta, apresentaremos os resultados de simulag¢des similares aos ja
encontradas na literatura. E finalmente, na dltima Sec¢do, apresentaremos o principal resultado

deste Capitulo.

95
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4.1 Dinamica de Interfaces Rugosas

4.1.1 Auto-Afinidade

Um objeto € dito auto-similar quando este se parece o mesmo em todas as escalas [4, 47]. Nao
€ necessdrio ser exatamente igual. Em particular, esta semelhanca deve existir do ponto de
vista estatistico. Um exemplo € o floco de neve de Koch ilustrado na Fig. 4.1. Um objeto é
dito auto-afim quando, sob uma transformacao de escala anisotrdpica, este se parece 0 mesmo
[4, 48]

Para quantificar superficies rugosas é de interesse considerar fung¢des auto-afins. Isto signi-

fica que

h(x) ~ b~ %h(bx), 4.1)

onde o € denominado o expoente de Holder e nos fornece uma medida quantitativa da "rugo-
sidade"da fun¢do [4]. Note que para o igual a um, a func@o & € auto-similar. Considerando
um grafico desta fungio, esta expressio significa que se modificarmos a varidvel x por X' = bx,
("esticarmos"o eixo horizontal de b), devemos modificar i por hb~%* ("esticar"o eixo vertical
de b~ %)para a funcio ficar parecida. Por exemplo, isto acontece no grafico da posi¢do de uma

caminhada aleatéria no tempo.

£ 5,
proc T
.
S ot
;“'limA &mA -(";
b e
Ton, et

2

Figura 4.1 Floco de neve de Koch [49].
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4.1.2 A Equacao de Edward-Wilkinson

Seja uma superficie que obedeca as leis de escala descritas no Capitulo de Introdugdo e que

esteja definida no tempo ¢ pela funcao

h(x,t). 4.2)
A evolugdo desta interface pode ser descrita por uma equagao com o seguinte formato geral:

dh(x,t)
dt

— ®(x,1,h). (4.3)

Os casos de interesse t€ém em sua dindmica uma contribui¢do estocéstica. Esta pode ser expressa

claramente na Eq. (4.3) como

oh(x,t)
ot

= G(h,x,t,h) +n(x,1). (4.4)

onde 1 € o termo de ruido aleatério. Em geral, a média € zero:

<n(x,t) >=0, 4.5)

e o segundo momento vale:

<nx,0nx,t) >=2D8%x—x")8%(r —1), (4.6)

onde d é a dimensio, e § € a fungio delta de Dirac.

Uma maneira de especificar a (Eq. 4.4) € considerar cuidadosamente as simetrias obedeci-
das pelo sistema em questdo e, em seguida, escolher a equacao mais simples [4]. Mais simples
aqui quer dizer manter apenas os termos de menor ordem. Este procedimento € justificado por

argumentos de escala [4].
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Nesta subsecdo iremos considerar sistemas cujas interfaces separam dominios em equili-
brio, ou seja, um dominio ndo cresce a custa do outro. Este é o caso de sistemas magnéticos (a
interface formada por dois dominios com diferentes magnetizacdes) e fluidos imisciveis [4].

As simetrias do sistema sao [4]:

1. Invariancia sob translagdo temporal
G nio depende explicitamente de 7. Por exemplo, ndo existem termos >, pois uma trans-
lagdo de At faria com que G variasse para (¢ + At)>. Note que dh/dt ndo muda sob esta
translacao.

2. Translagdo na direcdo de crescimento
G nio depende explicitamente de /. Entdo s6 hd dependéncia com termos tipo Vi, V2h, ..., V"h.
Por exemplo, V ndo varia quando hd uma transla¢do de Ah (Vh = V(h+ Ah)

3. Translagdo na direcdo perpendicular ao crescimento

G nao depende explicitamente de x.

4. Inversdo e rotagdo sobre a dire¢do de crescimento

G nao depende de derivadas espaciais de ordem impar. Por exemplo, sob a transformagao
de X — —X, dh/d(—x) = —dh/d(x). Porém, d**h/d(—x)*" = dh*"/d(x)*", onde n =
1,2,3....

5. Simetria pela troca de cima/baixo

G nio depende de poténcias pares em h como, por exemplo, (Vi)? ou (Vh)*. Para
perceber porque isto ocorre, considere a equagio dh/d(x) = (Vh)2. Sob a tranformagio
h— —h, dh/d(—x) = —dh/d(x) mas (V(—h))? = (Vh)? e a equacio se transforma para
dh/d(x) = —(Vh)?2. Note que para V2/ isto nio ocorre.

Esta simetria estd intimamente relacionada com a natureza de equilibrio da interface. Em

outras situacdes esta € quebrada.
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Finalmente, acha-se para a Eq. (4.4):

oh(x,t)
ot

= a30(V?h) + ago(V*h) + ...+ aono(V¥'h) +az2 (V) (VR)*+
e a2 (V)(V)Y 1 (x,0), 4.7)

onde n, k, h s30 inteiros positivos € a, 4 sdo os coeficientes dos termos.

Para os conceitos de escala, € interessante considerar o limite de t grande (t — o) e grandes
distancias (x — o0). Neste limite s6 se ret€ém os termos de mais baixa ordem, pois 0os outros nao
influenciam os expoentes de escala, como € confirmado pelo tratamento do grupo de renorma-
lizacdo [4]. Por exemplo, quando se faz a mudanca de escala em x — x’ = bx, a mudanca em h
deve ser de

h—h =b%h. (4.8)

para manter as mesmas propriedades geométricas (lembramos que a superficie € auto-afim).

Os termos V2h e V*h serdo reescalados como

V2h — V2h = p*2V2h, (4.9)

V4 — VA = b4V, (4.10)

No limite em que b — oo, V4h — 0 mais rdpido que V>h — 0. Sendo assim, aquele é desprezivel
quando comparado com V2.

O mesmo tipo de argumento implica que o termo (V?)(V)? é o mais relevantes entre os

(V2¥)(V)?/. No entanto, este termo ¢ irrelevante quando comparado a V?h.
Finalmente, chega-se a equacido de Edwards-Wilkinson

dh(x,1)

5 = vW2h+1 (x,1). (Equagdo de EW) 4.11)
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onde v ¢é as vezes chamado de "tensdo superficial". O termo vV?A tem o efeito de suavizar a

interface (deixd-la mais plana) redistribuindo o material de cada regido.

Uma interface com velocidade diferente de zero pode ser descrita com a Eq. (4.11) adicio-
nada de um termo v. No entanto, pode-se reobter a Eq. (4.11) quando considerado um sistema
de coordenadas com velocidade v. Esta equagdo exibe o comportamento de escala discutido
no Capitulo de introdu¢do. Por causa do cardter linear da Eq. (4.11) é possivel achar valores

exatos do expoentes. E, de fato [4]:

a="2 B="" e z=2 4.12)

onde d é a dimensdo da interface.

4.1.3 A Equacao de Kardar-Parisi-Zhang

Até agora nao mostramos nenhum exemplo de modelo. Neste contexto, € interessante discutir
um pouco sobre um modelo discreto chamado de Deposi¢ao Balistica (DB) [4] cuja rugosidade
da interface obedece leis de escala. As propriedades da interface deste modelo comecaram a
chamar a atencdo depois da introducao de técnicas de deposi¢ao por vapor [4]. Além disto, este
modelo serve de motivagdo para introduzir outra conhecida equagdo de crescimento: a equagao

de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)[50].

Considere uma rede quadrada onde particulas sdo soltas em uma posi¢do aleatéria bem
acima da superficie e segue uma trajetdria vertical até grudar nesta. As particulas caem uma
por vez e se agregam perpendicularmente ao primeiro sitio cujo vizinho pertence a interface.
Este modelo esta ilustrado na Fig. 4.2. O modelo pode ser estendido para dimensdes maiores.

Existem versOes em que as particulas nio ficam restritas a uma rede.

Estudos feitos através de simulacdes para d = 1 (a interface € uma linha) sugerem os se-
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Figura 4.2 Evolugcdo do modelo de Deposi¢cdo Balistica

guintes expoentes criticos [4]:

o =0,47+0,02; B =0,33+0,006. 4.13)

Note a diferenca em relagdao ao resultado da equacdo de EW, o que implica nova classe de
universalidade. Uma das razdes € que a DB ndo obedece a simetria da troca cima/baixo. O

crescimento ocorre na dire¢cdo normal local da interface e também hd um crescimento lateral.

Este sistema obedece as simetrias 1 a 4 descritas acima, porém viola a quinta, o que permite
a existéncia de termos como (V/)?". A equacdo mais simples que satisfaz estas simetrias ¢ a

famosa equacdo de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) [4, 50]:

dh(x,t)
ot

= VW2 + %(Vh)z +n(x,1).  (Bq. de KPZ) (4.14)

A interpretacdo geométrica de %(Vh)2 ¢ a de "acrescentar"(ou retirar se A < 0) material a (da)

superficie [4].

E de interesse considerar a velocidade da interface. Considere 2 com condi¢des de contorno

L
_ /0 ddx<%>, (4.15)

onde L significa o tamanho da interface como no Capitulo de Introducio, d¥x = dx;dx; .. .dxy,

periddicas, entdo:
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e d € a dimensao do sistema. Para a equacao de KPZ:
L A L
v:v/tﬂx<V%>+5/nﬂx<amﬁ>. (4.16)
0 0

O termo de ruido tem média nula e por isto ndo aparece na expressdo acima. O termo em
comum com a equagdo de EW é zero também por causa da condicdo de contorno periddica

(para perceber isto, use o teorema da divergéncia neste termo). Por fim, temos
At 2
v:E/dx<(Vh) > . (4.17)
0

Logo, a interface governada pela equacdo de KPZ tem velocidade ndo nula, mesmo quando nao

ha forcas atuando, exceto quando a interface € plana.

Resultados para interfaces unidimensionais sdo conhecidas através do procedimento de

grupo de renormalizacdo ou através do teorema de flutuacdo-dissipacao [4]:

(4.18)

Q| =

Note a concordancia quando comparado com os resultados numéricos obtidos para a DB suge-

rindo uma mesma classe de universalidade.

Outro resultado estabelecido através do procedimento do grupo de renormalizagdo para a
equacao de KPZ € a relacao:

a+z=2. (4.19)

valida para todas as dimensdes.
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4.1.4 Desordem Congelada

Diversos fendmenos envolvem interfaces em meios desordenados. Por exemplo, o escoamento
de dois fluidos imisciveis em um meio porosos [4, 51, 9]. Neste caso, a desordem ndo varia

com o tempo e, por isto, ¢ denominada de "desordem congelada".

Nestes fendOmenos, existe uma fase cuja interface permanece parada ou "presa"(pinned) en-
quanto a for¢a aplicada F' nao supera um valor critico F, (estamos desconsiderando os efeitos
das flutuacdes térmicas que ajudariam no movimento da interface). A velocidade é fungdo
linear da for¢a F' quando esta € muito maior que zero. Proximo a forga critica, hd um compor-

tamento de transicao.

A equacdo de KPZ pode ser modificada um pouco para lidar com estes fenomenos. Basta
incluir um termo de ruido que depende apenas da posicdo [4]. Além disto, no caso em que a

temperatura € nula, retira-se o termo associado ao ruido temporal obtendo

@ VPt R (VR (o), (4.20)
t 2
onde
<n(x,h) >=0,
<n(x,hnx, 1) >= 8 x—x)A(h—H), (4.21)

e A é uma funcdo par, decrescente em seu argumento e que decai rapidamente para zero a uma
distancia finita a. Um exemplo para esta fungdo seria a prépria 6, implicando a = 0. Para

adicionar ruido térmico, basta adicionar o termo de ruido de (4.14) na equagdo acima.

Estudos mostram que os expoentes da equacdo de KPZ podem variar com a natureza do
ruido [8]. Por exemplo, se este for considerado distribuido com lei de potencia, ao invés de

Gaussiano, um comportamento de escala diferente € observado [52].

A descricdo exige a introducdo de dois novos expoentes: o expoente da velocidade 6,
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v=f9 (4.22)

onde f = (F — F.)/F. e v é o definido na Eq. (4.15); e o expoente do comprimento de correla-

cdo:

E~(F—F)™" (4.23)

onde zeta é o comprimento de correlacdo e consiste no tamanho caracteristico das regides

"presas"[4].

Os dois novos expoentes estdo relacionados com os restantes para a equacao de KPZ [4] da

seguinte maneira:

0= (z—a)v. (4.24)

4.2 Escoamento em Meios Porosos

Uma melhor compreensdo do escoamento em meios porosos tem impacto em diversas dreas
de pesquisa como j4 indicado na introdugdo [2, 1]. A estrutura do meio poroso € tépico de
pesquisa por si mesma e em muitos casos € possivel encontrar propriedades fractais como a
auto-similaridade. Uma revisdo sobre este tipo de descricdo, junto com alguns aspectos topo-

l6gicos e diversos tipos de escoamentos, pode ser encontrada na Ref. [2].

Uma equagdo importante para estes escoamentos € a lei de Darcy que foi enunciada na
introducdo como:
k

u=——Vp.
u

Esta € uma descri¢do macroscopica do escoamento em meios porosos. Porém, estamos mais
interessados numa descri¢do mesoscopica (onde a geometria e a distribui¢do dos poros tém

importancia fundamental) e nas ligacdes que se estabelecem entre este dois niveis de descrigao.
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Nesta escala, escoamentos incompressiveis podem ser descritos pela equagcao de Navier-Stokes

(1. [11].

A questdo de como derivar a lei de Darcy em meios porosos a partir da equacao nao-linear
de Navier-Stokes (1.1) foi tratada por vérios autores através de métodos da mecanica estatistica
[1, 2], incluindo o célculo da permeabilidade (no entanto, na maioria dos casos é necessario
resolver equacdes intratdveis mesmo para modelos simples de meios porosos). Vadrias técnicas
analiticas foram propostas para estimar k (permeabilidade) e algumas delas estdo explicadas
na Ref. [2]. Também se espera poder estimar k através de simulacdes do escoamento nesta
escala [11, 12]. Outra questdo é como os parametros e a lei se relacionam com a escala, pois
€ necessdrio saber como os resultados de experimentos na escala de centimetros se relacionam

com escalas de quilometros tdo comuns nas aplicacdes.

Outro topico fundamental é a difusdo entre dois fluidos misciveis em meios porosos. Ha
diversas aplicacdes em extracdo de petréleo, pois existem algumas técnicas que misturam al-
guns fluidos especificos com o petréleo no intuito de obter uma mistura mais facil de extrair, ou
no estudo da difusdo em agqiiiferos de produtos quimicos ou residuos nucleares. Vdrios fatores

complicam sua andlise como a apari¢ao de dedos viscosos [7].

Finalmente, de maior interesse para a presente dissertacdo € o caso de escoamentos de
fluidos imisciveis em meios porosos. As aplicagdes vao desde extragdo secunddéria de petrdleo
a engenharia civil, como explicitado no Capitulo de Introducdo. A sua descri¢do € ainda mais
complexa que no caso da difusdo. Influenciam na sua dinamica forcas capilares, viscosas e
gravitacionais. Na interface entre os fluidos atua a tensdo superficial e a interacdo com as
paredes dos poros faz surgir o fendbmeno da molhabilidade (wettability). Em alguns casos

aparecem bolhas que influenciam o escoamento.

Na industria do petréleo, costuma-se chamar de embebicdo (imbibition) quando um fluido
molhante invade um ndo molhante e de drenagem o caso oposto. O primeiro pode ocorrer por

meio dos efeitos capilares [1] sem precisa de uma for¢a atuando.
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Apesar de ndo haver justificativas tedricas, € comum usar uma generalizacdo para dois

fluidos da lei de Darcy na forma:
Ji=—Y Lij(9X;,  ij=12 (4.25)
J

onde J; € a taxa de escoamento do fluido i, L;; sdo os coeficientes de permeabilidade generali-
zada que dependem da saturagdo relativa S de um dos fluidos e X € a for¢a aplicada ao fluido j
[11, 12]. Note que a equacao acima admite a possibilidade de que a for¢a atuando em um fluido
afete também o outro através dos "coeficientes de acoplamento"L;; e L. Pride e Flekkoy nas
Refs. [53, 54] argumentam que L, = Lp; como uma conseqiiéncia da relacao de reciprocidade
de Onsager. Rothman [11, 12], através de simula¢des com um modelo ACGR tridimensional,
mostra que Ly e Ly s@o diferentes de zero e confirma a reciprocidade de Onsager. Através
desta simulagdo também afirma que o fluido molhante segue uma relacao linear, mas que o
nio molhante segue uma relacdo ndo linear para for¢as pequenas. No entanto, quando a forca
aumenta a Eq. (4.25) se torna valida. Um aspecto interessante da simulagdo € a utilizacdo da
geometria de um meio poroso real obtido através de tomografia: a rocha de arenito (sandstone)
de Fontainebleau. Para mais simulagdes com o método de lattice-Boltzmann ou modelos de

ACGR, veja [16, 55].

Os modelos de ACGR e os métodos de lattice-Boltzmann sio, talvez, as ferramentas com-
putacionais mais apropriadas para lidar com estes tipos de escoamentos por causa da facilidade
de incorporar a geometria complexa do meio poroso e as interagdes entre os diferentes fluidos.

Na préxima Secao detalharemos alguns trabalhos junto com nossas simulacgdes.
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4.3 Simulacoes com os Modelos ACGR

Rothman provavelmente foi o primeiro a aplicar os modelos de ACGR ao escoamento em meios
porosos [56]. Desde entdo diversos trabalhos foram realizados nesta linha de pesquisa. Nesta
Secdo, descreveremos como obter a permeabilidade de um meio poroso bidimensional através

do modelo apresentado no Capitulo 2.

O modelo utilizado é o de 7 velocidades com colisdes aleatérias. O meio poroso bidimen-
sional é construido em uma rede triangular de tamanho 512 unidades de rede na horizontal e
5123 /2 na vertical (ou 256X256 sitios) com obstéculos com a condi¢@o de contorno de néo
deslizamento. A densidade é de 4,9 particulas por sitio e utilizamos condi¢des de contorno
periddicas tanto na horizontal quanto na vertical. A forga foi aplicada de maneira uniforme na
horizontal, da esquerda para a direita a uma taxa que varia de 0,0001 a 0,00096. As distancias
entre os obstdculos ndo podem ser muito pequenas para nao comprometer o limite de aplicabi-
lidade do modelo. Para tanto, a rede foi dividida em 256 blocos de dimensdes 32 por 323 /2
onde alguns foram escolhidos para serem obstaculos e o restante como espago vazio. O arranjo
dos blocos utilizados é o mesmo de [56]. A diferenca da nossa simulacdo para a da Ref. [56]

estd no modelo utilizado (o artigo usa o FHP-I) e nos valores da taxa de forga.

O escoamento € considerado estaciondrio depois de 10 mil passos e estd ilustrado na Fig.
4.3. Os vetores foram obtidos através de médias espacial em regides de 8X8 sitios e temporal
do passo 10 mil a 15 mil. O fluxo € definido como a média da componente horizontal por toda

arede, vezes a porosidade:

q=T1ux9, (4.26)

onde g € o fluxo, u, ¢ a média da componente horizontal da velocidade em toda rede e ¢ € a
porosidade (espaco sem ser preenchido por obstdculos dividido pelo espago total).

E esperado um certo desvio nos resultados em relacio a Ref. [56] por causa da camada de

Knudsen na interface dos obstdculos que dependem do livre caminho médio, pois esta quanti-
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Figura 4.3 Escoamento em um meio poroso bidimensional simulado pelo modelo de 7 velocidades com

Cada vetor é uma média espaco temporal de 8X8 sitios e 5 mil passos no regime
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Figura 4.4 Grdfico da taxa de forca versus a vazdo. Note a adequacdo com o fitting de uma pardbola
(linha). Para taxas de forca até 0,0004 o grdfico é aproximadamente linear e a lei de Darcy ¢é vdlida.
Para taxas maiores, é necessdrio fazer uma corre¢cdo quadrdtica para esta lei conhecida como equagdo
de Forchheimer.
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dade € diferente para os modelos utilizados [35]. No entanto, nossas simula¢des vao mais além:
a medida que a taxa de forca aumenta, a lei de Darcy 1.17 deixa de ser vélida e encontramos

uma corre¢do para ela conhecida como Eq. de Forchheimer [1, 57, 58]:

dp v 2
_r_ 4.27

onde —% no nosso modelo € substituido pela taxa de forca, k € a permeabilidade da lei de

Darcy, v € o coeficiente de viscosidade cinemdtica e  é um coeficiente do escoamento que
depende do meio poroso (ndo confundir com o expoente critico ligado ao crescimento de inter-

faces).

Este resultado ja havia sido obtida antes com 0 ACGR para meios porosos bidimensionais
[57], porém com outro tipo de obstdculo. A Fig. 4.4 mostra a dependéncia da taxa de forca e
vazdo q. Através desta é possivel estimar os coeficientes da Eq. 4.27. O nimero de Reynolds

na simulagdo varia de 2,67 a 13,72 e é definido como em [58]:

Re = VTd”, (4.28)

onde d), € o didmetro do obstdculo e V € a velocidade, a qual consideraremos como sendo a

vazao.

4.4 Simulacao de Fluidos Imisciveis em uma Célula de H-S com

Desordem

O estudo de padrdes formados pela invasdo de fluidos em meios porosos € de interesse funda-
mental no entendimento dos estados de ndo-equilibrio na fisica, constituindo um paradigma no

contexto da dindmica de interfaces em meios desordenados [4, 59, 60, 48], além de ter profundo
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impacto em diversas aplicagdes de interesse tecnoldgico. De acordo com a variagdo da veloci-
dade, viscosidade e geometria do poro o padrdao formado pode variar de compacto a dendritico
[61, 62, 63], passando por estruturas auto-similares e auto-afins (fractais). Leis de escalas po-
dem ser observadas em diversos contextos como, por exemplo, na dindmica da rugosidade ou
dependéncia desta com o nimero capilar [64, 61, 65, 66, 62]. Outros estudos levam em conta

os mecanismos de estabilizacdo [64, 67] ou flutuagcdes na velocidade [51].

O ndmero capilar C, € um importante parametro de controle e informa, essencialmente, a
razdo entre forcas viscosas e forcas capilares, no entanto, hd diversas definicdes na literatura.
Por exemplo, na Ref. [68] C, = uV /o enquanto que na Ref. [63] defini-se o ndmero capilar
modificado C, = qu2 /ko, onde u € a viscosidade dindmica, V ¢ a velocidade da interface, o
€ a tensdo superficial, b € o tamanho médio dos obsticulos e k € a permeabilidade. Quando C,
€ pequeno, as forcas capilares dominam e o padrao da interface depende do angulo de contato,

ou seja, da molhabilidade relativa [69]. Caso contrdrio, as for¢cas viscosas dominam.

Virios experimentos usam a célula de Hele-Shaw com algum tipo de desordem como, por
exemplo, a variacdo espacial do gap b [9]. Outros usam obstaculos circulares espalhados ale-
atoriamente [63, 8, 70]. A interface formada em ambos os casos podem obedecer as leis de
escalas como descritas no Capitulo de Introducio, porém seus expoentes costumam ser dife-

rentes [68, 9].

Em diversas situacdes, a interface € auto-afim, o que sugere um estudo no contexto de cres-
cimento de interfaces. H4 controvérsias sobre a validade da equacdo de KPZ no contexto da
descricdo do comportamento de escala. O expoente de rugosidade ¢ varia dependendo das con-
di¢Oes do experimento. Nas Refs. [63, 8] observa-se uma dependéncia de escala do expoente
de rugosidade o com o nimero capilar C,. Por outro lado, estudos sobre o formato da distri-
buicdo do termo de ruido na equagdo de KPZ [8] mostraram que os valores de & podem variar
entre 0,5-1,0 dependendo de seu formato, o que concorda com os valores estimados em [63, 8].

Contudo, simplesmente escolher as caracteristicas do ruido ndo explica satisfatoriamente a
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dependéncia observada de o com C, [8]. Argumenta-se na Ref. [65] que o enrugamento é
resultado de uma forga capilar local e aleatéria e uma forca viscosa ndo local e, portanto, a
equagcdao KPZ ndo poderia prever os expoentes de maneira confidvel por causa de seu carater
puramente local.

Como j4 dito, estima-se que os valores experimentais de fato & se encontram no intervalo
de 0,5 a 1. Além disto, a cresce a medida que C, decresce. Isto implica que os efeitos dos
poros no escoamento se tornam menos significativos a medida que a velocidade do escoamento
aumenta. Afirma-se na Ref [71] que no limite de nimero capilar muito grande « € igual a 0,5
e que para C;, — 0, oo = 1. No entanto, na Ref. [65] se argumenta que estes limites nunca se
concretizam, sendo um dos motivos o carater nao local do fenomeno.

Quando C, € grande, os efeitos viscosos podem introduzir valores maximos para w (isto &,
wsat) [63]. Rubio ef al. [63] estima que o valor de corte € de aproximadamente dez vezes o
tamanho do obstdculo quando o valor de C, é da ordem de 10~2 (neste artigo utiliza-se uma
célula de Hele-Shaw com obstdculos circulares e C, = uVb?/ko).

Em resumo, experimentalmente temos que: o cresce a medida que C, decresce com lei de
poténcia e seus valores se encontram no intervalo de 0,5 a 1. Além disto, existe um valor de
corte para wgy quando C, € muito grande, ou seja, wg, atinge seu maximo e nao o ultrapassa

independente do tamanho do sistema.

4.4.1 Resultados das Simulacoes

Neste trabalho, simulamos o escoamento de fluidos imisciveis em uma célula de Hele-Shaw
com obstdculos circulares. Utilizamos o modelo ILG com espalhadores e colocamos obsté-
culos circulares, com raio varidvel, em locais aleatdrios na rede. Acreditamos que simular as
situacOes descritas acima com este modelo seja original.

Os obstaculos tém raios variando de 20 a 40 unidades de rede escolhidos aleatoriamente

com uma distribui¢ao de probabilidades uniforme. A densidade € de 3,5 particulas por sitio e
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Figura 4.5 Configuracdo inicial tipica. Esta rede em particular possui dimensées de 5000 X 2500
sitios.

a condi¢do de contorno no obsticulo é a de ndo deslizamento (velocidade nula na parede do
obstaculo). A forca age uniformemente, na horizontal, da esquerda para a direita independente
da cor das particulas e atua com taxas variando de 0,0002 a 0,0003. E aplicada a condicdo de
contorno periddica na horizontal com uma diferenca: as particulas que passam de uma extre-
midade a outra podem mudar de cor de modo que sé existam particulas vermelhas na coluna
da extremidade esquerda e s6 existam particulas azuis na extremidade direita, do mesmo modo
que na Ref. [16]. Esta condi¢ao de contorno simula a injecdo do fluido da cor vermelha. A pri-
meira e a ultima linha s@o preenchidas com obstdculos de maneira a formar uma parede sélida.
Inicialmente, o momento em toda rede € aproximadamente nulo. A diferenca de viscosidade
entre os fluidos € implementada pela diferenca na taxa de espalhadores para cada cor como
no Capitulo 3. Uma configuracdo inicial tipica € ilustrada na Fig. 4.5. Na maior parte das
simulacdes, a rede tem dimensdes de 5000 X 2500 sitios e o tempo total € de 400 mil passos.
A interface se encontra inicialmente fora da regido onde héd obsticulos e € uma linha reta.
Para tempos pequenos, esta se enruga um pouco como se esperaria dos modelos de ILG [72].
No entanto, a medida que avanca, a rugosidade aumenta mesmo antes de encontrar os obsticu-

los. Quando encontra os primeiros obstaculos, a rugosidade cresce rapidamente até ultrapassa-
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Figura 4.6 Formacdo de estruturas dendriticas quando um fluido menos viscoso invade um de maior
viscosidade. A dimensdo da rede é de 5000 X 2500 sitios. A forca é apenas aplicada em uma faixa na
regido da esquerda. Nas regides esbranquicadas a simulacdo ndo é vdlida por causa da rdpida variacdo
na densidade e de seu baixo valor (os fluidos se tornam misciveis nestas regioes).

los. Daqui em diante, sua dindmica depende das caracteristicas dos fluidos.

Nas nossas simulagdes, a molhabilidade relativa influéncia pouco, ou nada, o comporta-
mento da interface. Quando um fluido menos viscoso invade o mais viscoso, forma-se um
padrdo cheio de "dedos"como na Fig. 4.6. Na situacdo inversa, a interface atinge uma estrutura
compacta cuja rugosidade € da ordem do raio dos obsticulos; quando o fluido molhante é o
invasor, a interface se aproxima ainda mais de uma linha reta. A fig. 4.7 ilustra esta situagdo.
Nestas simulacdes, a taxa de espalhadores € de 0,008 e de 0,001 particulas espalhadas por sitio
em cada passo de tempo para o fluido de maior e menor viscosidade, respectivamente. Estes
resultados estdo de acordo com o que se esperaria depois das simulacdes discutidas no Capitulo

3 (instabilidade de Saffman-Taylor).

O resultado mais interessante € para o caso de fluidos com a mesma viscosidade. Esta si-
tuacdo é explorada experimentalmente na Ref. [68]. Na nossa simulacdo, a interface nao é
compacta e sua rugosidade satura para um valor maior do que o tamanho dos obsticulos. A

taxa de espalhadores ¢ de 0,008 para as duas cores. O crescimento da rugosidade obedece a
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Figura 4.7 Invasdo de um fluido mais viscoso em um de menor viscosidade. As forcas viscosas dominam
as forcas capilares. Note como a interface tende a se estabilizar. A rugosidade é da ordem da dimensdo
dos obstdculos. A dimensdo desta rede é de 5000 X 2500 sitios e a taxa de forca aplicada é de 0,0003.

lei de escala depois de um transiente. Fizemos simulagdes para diferentes tamanhos de rede:
5000 X v/3 /2(4000, 2500, 1500) em unidades de rede, o que exige a corregdo de V3 /2 para
a largura da célula de Hele-Shaw. Na Fig. 4.9 apresentamos os resultados de w(z) para as trés
simulacdes mencionadas acima, obtendo graficos coincidentes como em um "colapso"sem a
necessidade do procedimento descrito no Capitulo de Introducdo. Para corroborar este fato,
acompanhamos para a simulacdo de largura total L = (1/3/2)4000 a evolugdo de w; em janelas
na regido central de tamanhos: V3 /2(100, 200, 400, 600, 800, 1600, 3200). Ou seja, obser-
vamos a interface apenas nos sitios que estivessem entre as linhas centrais, desconsiderando as
restantes. Por exemplo, no caso da janela de do tamanho 100+/3 /2, apenas consideramos 0s
sitios que estavam entre as linhas 1950 e 2050, calculando o valor de w apenas nesta regido.
Na Fig. 4.10 estd ilustrado cinco dessas janelas de tamanhos V3 /2(400, 800, 160, 3200 e
3200). Observamos que apenas para janelas de tamanhos menores que (1/3/2)800 h4 desvios

em relacdo ao comportamento observado para a largura total.

Estimamos para o expoente de crescimento 3 valores entre 0,6 e 0,8 dependendo de quais

pontos consideramos. Estes valores concordam com os dados experimentais [4, 68]. Para a
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Figura 4.8 Simulacdo de uma fluido invasor de mesma viscosidade para a rugosidade saturada. Esta
rugosidade é maior do que a dimensdo tipica dos obstdculos. A rede possui dimensoes de 5000 X 2500
sitios e a taxa de forca é de 0,0003. Abaixo é aplicado o algoritmo que determina a localizacdo da
interface.
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Figura 4.9 Dependéncia de w com o tempo para simulagées de larguras /3 /2(1500 , 2500 , 4000)
(vermelho, preto e azul respectivamente). Cada ponto do grdfico é estd separado do seu vizinhos em
1000 passos de tempo. Note que as trés simulacdes tém o mesmo wy
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Figura 4.10 Dependéncia de w(t) com o tempo para as janelas de tamanhos: (\/3/2)400 (verde),
(v/3/2)800 (vermelho), (v/3/2)1600 (preto), (v/3/2)3200 (lilds) e (\/3/2)4000 (azul).
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Figura 4.11 Resultado de w para a simulacdo na mesmas condicoes da simulacdo de tamanho L =2500
da Fig. 4.9, porém os pontos estdo separados de seus vizinhos por 50 passos de tempo. Existem
diferentes tipos de transientes. Até o passo 1500, o enrugamento ¢é intrinseco ao modelo de ILG, pois
acontece antes da interface se aproximar dos obstdculos. Segue-se uma pequena saturagcdo quando a
interface ainda estd longe dos obstdculos. A explicacdo do porque aparece esta primera saturacdo e de
seu valor ainda necessita ser investigada com maior profundidade. De 2000 a 10 mil passos se dd o
contato com os primeiros obstdculos e é caracterizado por um rdpido enrugamento. Por fim, chega-se
ao estdgio de interesse para a estimacdo de B, pois é o equivalente ao acontece nos experimentos e vai
do passo 10 mil até o 20 mil.

estimativa, usamos a Fig. 4.11 que corresponde a mesma simulacdo do caso L = 2500 na
Fig. 4.9 porém com pontos do grifico separados de 50 passos de tempos. A dificuldade na
estimacé@o de B aparece porque temos varios transientes na simulacéo e fica dificil saber qual
¢ exatamente a regido que devemos considerar. Este comeca com um enrugamento intrinseco
ao modelo ILG [16] seguido de uma primeira saturacdo antes de alcangar os obstaculos (do
passo 0 ao 1500). No entanto, é necessdria investigar mais detalhadamente esta saturagdo.
Segue um crescimento muito rapido, com expoente de crescimento maior que 2, quando a
interface encontra os primeiros obstdculos (do passo 1500 a 10 mil). Passados estes obstaculos,
a interface continua a enrugar até saturar (do passo 10 mil ao 20 mil) e € este o regime de

interesse para a estimativa do expoente f3.
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A interpretacdo € consistente com a discussdo feita anteriormente para valores grandes de
Ca, 0 que € esperado em nossa modelagem. Neste caso, o fendmeno é dominado pelas forcas
viscosas e encontramos o valor limite para w. Mesmo assim, é possivel estimar o valor de &

através da correlagao altura-altura C(/)
C(l) = [ < (h(x) —h(x))? >, ]2 2| =1, (4.29)
pois este também segue uma lei de poténcia com expoente :
C(l) ~ 1% (4.30)

De fato, realizamos este procedimento para o passo 120 mil para a simulacdo com L =
(1/(3)/2)2500, o qual é ilustrado na Fig. 4.12 e o valor estimado para « é de ~ 0,53. Note
o excelente ajuste com a lei de poténcia ap6s um transiente e antes da saturacdo, indicando a
consisténcia do método para estimar o expoente de rugosidade.

Em resumo, estimamos para o expoente de rugosidade & o valor de 0,53 aproximadamente
e para o expoente de crescimento 3 valores variando de 0,6 a 0,8, em concordancia com valores
experimentais. Além disto, observamos que uma valor saturado para wg,. Estas observagoes

sdo consistentes com valores altos de C,,.
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Figura 4.12 Grdfico de C; versus [ (correlagdo altura-altura versus a distdncia) para L = 2500v/3/2. A
inclinag¢do da reta tracada corresponde a uma estimava do valor do expoente de rugosidade o ~ 0,53.
Enfatizamos que a correlacdo "satura"para l > 100 com valores de C(l) compativeis com os observados
para Wy na Fig. 4.9.



CAPITULO 5

Conclusoes

Esta dissertacdo investiga diversos aspectos do escoamento em meios porosos junto com sua
simulacao utilizando modelos de ACGR. A pesquisa nesta drea € de interesse tedrico e pratico

com aplicagdes desde a industria dos alimentos até a extracdo de petrdleo.

Na Introduc¢do, comeca descrevendo sucintamente o que é o ACGR, em particular o mo-
delo de FHP, e como este pode simular o comportamento de fluidos. Em seguida apresenta uma
revisdo da dindmica de fluidos nos aspectos mais importantes para esta dissertacdo, como por
exemplo, as equagdes de Navier-Stokes, o nimero de Reynolds e a lei de Darcy. Ainda no pri-
meiro Capitulo, foi introduzido o conceito de rugosidade de interfaces junto com seu possivel
comportamento de escala e os expoentes associados o (expoente de rugosidade), 3 (expoente

de crescimento) e z (expoente dinamico).

O Capitulo 2 descreve de maneira detalhada o modelo de FHP que lida com um tnico
fluido, e discuti teoricamente como, a partir da dinamica detalhada das particulas do ACGR,
podemos observar comportamentos similares aos de fluidos na natureza. Por fim, apresenta a

simulacdo do escoamento de Poiseuille.

No Capitulo 3 descreve varias extensdes do modelo FHP. Em particular o modelo ILG, que
lidam com dois fluidos e o0 modelo com espalhadores que simula escoamento em células de
Hele-Shaw. Acreditamos que adicionar espalhadores ao modelo ILG seja inédito e apresenta-
mos resultados consistentes com o fendmeno da instabilidade de Saffman-Taylor. E finalmente,
este Capitulo introduz quais as modificacdes sdo necessdrias para estes modelos para simular
escoamentos em uma superficie conica. Acreditamos também que estas modificagdes sio ori-
ginais.

121
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No capitulo 4, discuti-se com maior profundidade os conceitos de escalas em interfaces e
0 escoamento em meios porosos. Segue apresentando resultados de nossas simulagdes com
0 ACGR para fluido tnico em meios porosos bidimensionais, os quais apresentam um bom
acordo com os da literatura. Por fim, apresentamos a simulag¢do de dois fluidos imisciveis em
uma célula de Hele-Shaw com obstaculos circulares através de modelos de ACGR que motivou
o titulo da dissertacdo. Em particular, estudamos a interface formada pelos fluidos sob a luz dos
conceitos de escala. Encontramos um colapso para wg, para simulagdes em trés tamanhos dife-
rentes sem necessidade de fazer o procedimento descrito no Capitlo de Introducdo. Isto sugere
que para as redes utilizadas encontramos o valor maximo para wg,;. Mesmo nestas condigdes,
foi possivel estimar o coeficiente de rugosidade o =~ 0,53 através da correlacdo altura-altura,
cujo ajuste com lei de poténcia é excelente apds um transiente e antes da saturacdo. Estima-
mos também que o coeficiente dindmico 8 se encontra dentro do intervalo 0,6-0,8, intervalo
consistente com os valores experimentais.

Virios aspectos deste trabalho ainda continuam em aberto e serdo explorados pelo grupo

do Prof. Mauricio D. Coutinho Filho e do Dr. René R. Montenegro Filho.
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