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CAPÍTULO 1

Introdução

O tema principal desta tese é o emaranhamento quântico. A grande motivação para estudá-

lo vem das teorias da computação e informação quântica. Neste capítulo introdutório iremos

apresentar os aspectos fundamentais destas duas teorias e como o emaranhamento surge como

um recurso fundamental, sendo o grande responsável pela impossibilidade de que os algoritmos

quânticos da computação sejam reproduzidos classicamentecom a mesma eficiência.

No capítulo 2 abordaremos o conceito de emaranhamento em detalhes, apresentando o seu

aparecimento no início do desenvolvimento da mecânica quântica e como este recurso pode

ser quantificado. Em seguida, no capítulo 3, discutiremos diversos sistemas físicos capazes de

gerar hamiltonianos de interação entre qubits1 de acordo com o modelo de Heisenberg. Este

modelo será apresentado em profundidade no capítulo 4, ondeestudaremos um sistema de

dois qubits e quantificaremos o emaranhamento existente entre eles. Na etapa final, capítulo

5, apresentaremos uma formulação alternativa para o estudodo emaranhamento: a álgebra

geométrica. Conclusões e perspectivas são apresentadas nocapítulo 6.

Neste capítulo introdutório discutiremos inicialmente umpouco da história da computação

e da informação quântica, na seção 1.1. Em seguida, na seção 1.2, apresentaremos as principais

vantagens da computação quântica, exemplificando com o algoritmo de Deutsch, na seção 1.3.

Concluiremos na seção 1.4, fazendo uma análise geral dos temas discutidos.

1.1 Digressão histórica

A computação clássica, como a conhecemos hoje, teve o seu início com os trabalhos de

Turing, em 1936 [96]. Ele apresentou um paradigma para a computação: a máquina univer-

sal de Turing, uma sequência de regras e simbolos que conseguiria reproduzir qualquer algo-

ritmo lógico em computação. Esta construção serviu como pontapé inicial para a revolução

1Nome dado a qualquer sistema quântico de dois níveis, sendo abase da computação quântica, em substituição

ao bit clássico.

1
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Figura 1.1 Ilustração da lei de Moore, em que o número de transistores deveria duplicar a cada dois

anos.

tecnológica que vivenciamos hoje e permaneceu por muito tempo como a base para qualquer

computação.

O surgimento dos transistores, em 1947, e a sua produção em tamanhos cada vez menores

nas décadas seguintes, fez crescer num ritmo fortíssimo o poder dos computadores, seguindo

sempre o esquema de Turing. Este fato levou Gordon Moore [76], em 1965, a propor uma lei

empírica de que o número de transistores em um processador dobraria a cada dois anos, como

ilustrado na figura 1.1.

O fato é que, com a diminuição do tamanho dos seus componentes, os computadores clás-

sicos começam a sofrer problemas característicos do universo quântico, como tunelamentos e

interferências. Este fato impõe um limite para esta miniaturização. A computação quântica

entra neste contexto como um novo paradigma: uma nova maneira de processar informações

que não pode ser reproduzida classicamente com eficiência.

Além deste ganho de eficiência, que será ilustrado na seção 1.3, a computação quântica se

apresenta como um sistema ideal para a simulação de fenômenos quânticos, como proposto por

Feynman [34]. Muito além de simplesmente tornar os computadores mais rápidos na execução

de algoritmos, o estudo de informação e computação quânticatem gerado grandes avanços

na teoria da informação, trazendo novos conceitos e criandopossibilidades antes inexistentes,

como será visto na seção seguinte.



1.2 VANTAGENS DA COMPUTAÇÃO QUÂNTICA 3

1.2 Vantagens da computação quântica

Um primeiro ponto de grande diferença a ser considerado entre a computação clássica e a

quântica é a reversibilidade. As leis macroscópicas que governam o processamento de dados

clássicos vêm acompanhadas de dissipação que produz irreversibilidade nos algoritmos clássi-

cos. Já as leis da mecânica quântica, e portanto os algoritmos quânticos, devem ser reversíveis.

Um grande marco da teoria da informação, o princípio de Landauer [66], estabelece que perda

de informação é, necessariamente, um processo dissipativo.

Um grande avanço neste sentido veio com o trabalho de Bennet [6], em 1973, provando

que um computador clássico pode, em princípio, não dissiparnenhuma energia e ser, portanto,

reversível. Este fato garante que qualquer computação clássica pode ser feita num computador

quântico. Como exemplo temos a porta lógica (clássica) NAND, que associa o resultadoc =

(a×b)⊕1 a um par(a,b) de estados lógicos binários (0 ou 1), onde⊕ indica a soma módulo 2.

Esta porta é claramente irreversível, uma vez que, tendo o resultadoc, não podemos descobrir

quais são os valores deaeb. Neste exemplo, podemos tornar esta porta lógica reversível através

da utilização de um terceiro bit, como na porta lógica Toffoli, que à triade(a,b,1) associa o

resultado(a,b,(a×b)⊕1), gerando o resultado da porta NAND no terceiro bit e mantendoa

reversibilidade do processo, como ilustrado na figura 1.2.
a • a

b • b

1 �������� (a×b)⊕1

Figura 1.2 Esquema de um circuito para a realização reversível da portalógica NAND.

O fato é que a computação quântica não apenas reproduz os resultados da clássica, mas é

superior. Isto ocorre porque ela dispõe de recursos que não existem classicamente. O primeiro

destes recursos é oemaranhamento quântico, tema central deste trabalho, que será visto no

capítulo 2. O segundo recurso ao qual nos referimos é o chamado paralelismo quântico. Esta

propriedade está ligada à diferença crucial da maneira comoa informação é guardada num bit

clássico ou num bit quântico, o qubit.

Para ilustrar esta diferença, pensemos num bit clássico como uma moeda, que pode estar em

dois estados possíveis: cara ou coroa. Denotaremos estes estados por|0〉c e |1〉c. Para o qubit,

tomemos o estado de polarização de um spin eletrônico. Denotaremos a situação onde o spin

aponta para cima no eixo de referênciaẐ como|0〉 e para baixo por|1〉. Vejamos as diferenças
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entre esses dois sistemas numa situação bastante simples. Para o nosso bit clássico (a moeda)

imaginemos que um juiz de futebol lança-a para cima e em seguida coloca-a entre suas mãos,

sem que ninguém tenha visto o resultado ainda. Para o qubit, imaginemos que aplicamos um

campo magnético na direçãôX até que nosso spin se alinhe com ele.

Para o estado da moeda encoberta pelas mãos do juiz, poderíamos obter o estado|0〉c ou

o |1〉c, com 50% de chance para cada um. Para o elétron, a situação em princípio é a mesma.

Após uma medição no eixôZ o spin poderia estar no estado|0〉 ou |1〉, também com 50%

de chance. A grande diferença ocorre antes da medição. Para amoeda, o seu estado já está

determinado desde o momento em que o juiz pega-a, apenas essainformação não está acessível;

por isso atribuímos uma probabilidade de 50%. Para o elétron, antes da medição ele está numa

superposição de estados. Como por exemplo|0〉+|1〉√
2

, situação esta sem análogo clássico.

Como este estado de superposição ocorre antes da medida, poderíamos pensar ingenua-

mente que não teria nenhum efeito físico, porém este raciocínio está errado. Podemos fazer um

sistema quântico evoluir para um estado de superposição, fazer manipulações nele enquanto

neste estado, e só então realizar uma medida. Este procedimento possibilitaria a um algoritmo

em computação quântica efetuar diversas operações simultaneamente, uma característica mar-

cante do paralelismo, como ilustraremos no próxima seção.

1.3 O algoritmo de Deutsch

O primeiro algoritmo quântico que se mostrou superior em eficiência ao seu análogo clás-

sico foi o proposto por David Deutsch em 1985 [23]. Apresentaremos nesta seção este algo-

ritmo em detalhes, seguindo a ref. [80], o que difere um poucoda versão inicialmente elaborada

por Deutsch.

O problema que este algoritmo se propõe a resolver é o seguinte: suponha que exista uma

função f (x), com domínio e contradomínio binário, i.e.{ f (0), f (1)} ∈ {0,1}. Como deter-

minar se f (1) é igual ou diferente def (0)? Classicamente precisaríamos calcular a função

f (x) duas vezes, uma para a entrada 0 e outra para a entrada 1 e em seguida compará-las. O

que Deutsch mostrou é que, utilizando a superposição quântica apresentada na seção anterior,

existe um algoritmo quântico que resolve este problema em umúnico passo.

Apresentaremos o circuito lógico que resolve este problemaaproveitando para introduzir

diversas notações utilizadas na computação quântica. O circuito proposto é o seguinte:
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|0〉 H
F

H
NM








|1〉 H

(1.1)

Nos circuitos de computação quântica, a convenção utilizada é a de que o tempo corre

da esquerda para a direita. Neste caso temos inicialmente dois qubits, preparados respectiva-

mente nos estados|0〉 e |1〉, originando um estado inicial para o sistema|ϕ1〉 = |0〉⊗ |1〉 ≡
|0〉 |1〉 ≡ |01〉. Estes qubits sofrem, em seguida, a evolução unitária descrita pela porta lógica

de Hadamard, simbolizada com umH, que tem o efeito de criar uma superposição de estados

da seguinte forma:

H |0〉 =
|0〉+ |1〉√

2
e H |1〉 =

|0〉− |1〉√
2

, (1.2)

podendo ser representada matricialmente por:

H =
1√
2

(
1 1

1 −1

)
, (1.3)

onde |0〉 = (1,0)† e |1〉 = (0,1)†. Utilizamos a notação em que† indica o estado adjunto,

matricialmente representado pelo transposto complexo conjugado.

Neste ponto o estado do sistema se torna|ϕ2〉= (H |0〉)⊗(H |1〉). O próximo passo consiste

na passagem destes qubits pela “caixa preta”2 que calcula o valor da funçãof (x) do primeiro

qubit e transforma o segundo qubit fazendo a soma módulo 2 do resultado da função, i.e.

F |x,y〉 = |x,y⊕ f (x)〉. AplicandoF a |ϕ2〉, após algumas contas chegamos em:

|ϕ3〉 ≡ F |ϕ2〉 =

{
±H |0〉⊗ (H |1〉) se f (0) = f (1) e

±H |1〉⊗ (H |1〉) se f (0) 6= f (1),
(1.4)

como penúltimo passo temos a aplicação de mais uma porta de Hadamard ao primeiro qubit,

resultando em:

|ϕ4〉 =

{
±(HH |0〉)⊗ (H |1〉) = ±|0〉⊗ (H |1〉) se f (0) = f (1) e

±(HH |1〉)⊗ (H |1〉) = ±|1〉⊗ (H |1〉) se f (0) 6= f (1).
(1.5)

Para encerrar, fazemos uma medição no primeiro qubit, onde obteremos 0 sef (0) = f (1)

ou 1 caso contrário, o que soluciona o problema proposto em uma única etapa! Podemos perce-

ber claramente a importância da superposição de estados na etapa intermediária: ela possibilita

2Não nos ateremos à construção explícita desta caixa preta. Para cada funçãof (x) considerada precisaríamos

de uma construção diferente.
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o cálculo da funçãof (x) simultaneamente para as duas entradas possíveis. Outro ponto im-

portante é que, no momento da medição do primeiro qubit, estenão mais se encontrava em

uma superposição. Este fato possibilita um resultado determinístico que resolve o problema

proposto.

1.4 Conclusões

Pudemos ver com o exemplo apresentado na seção anterior comoa computação quântica

oferece enormes vantagens sobre a clássica. Estas vantagens ficarão ainda mais evidentes no

próximo capítulo, quando apresentaremos o emaranhamento quântico. Historicamente, o algo-

ritmo de Deutsch foi apenas o início. Podemos ainda citar o algoritmo de busca de Groover [39]

e o de fatoração de Shor [88] como os outros dois grandes algoritmos da computação quântica.

A computação quântica não apresenta apenas vantagens. Por trabalhar com sistemas quân-

ticos extremamente sensíveis ao ambiente externo, ela representa um grande desafio experi-

mental nos diversos campos da física, como será visto no capítulo 3. Avanços teóricos também

têm contribuído neste sentido com a construção de protocolos de correção de erros. Um bom

texto sobre este assunto pode ser encontrado na ref. [71].

Os estudos de informação quântica também levaram a grandes progressos na área da crip-

tografia quântica [8, 58, 109] e na contrução de canais quânticos de comunicação com capaci-

dades superiores aos clássicos, a chamada codificação super-densa [9], onde 2 bits de infor-

mação clássica podem ser transmitidos a partir do envio de umúnico qubit (utilizando um

estado emaranhado previamente construído entre a fonte e o receptor). Para dar continuidade

ao nosso trabalho, dedicaremos o próximo capítulo ao estudodo emaranhamento e sua quan-

tificação.



CAPÍTULO 2

Emaranhamento

O tema deste capítulo está ligado a uma das características mais surpreendentes da natureza.

Algo que foge completamente à nossa intuição e está no âmago da teoria quântica. Não há quem

tenha tido contato com este fenômeno e que não tenha ficado apreensivo, inquieto... Mas como

isto é possível? A natureza é mesmo assim? A resposta vem delamesma: os experimentos são

irrefutáveis e esse fenômeno realmente ocorre.

Afinal, o que é o emaranhamento quântico? Ao longo deste capítulo iremos apresentar

três visões deste fenômeno. Na seção 2.1 descreveremos uma abordagem experimental para

o emaranhamento quântico e perceberemos as suas principaiscaracterísticas, através de um

resultado experimental. Na seção 2.2 faremos um relato histórico do seu aparecimento, desde

a sua constatação, no famoso paradoxo de Einstein, Podolskye Rosen (EPR) [30] até a prova

experimental [31] das desigualdades de Bell [5]. Por último, na seção 2.3, construiremos o

formalismo matemático necessário para o seu estudo, formalismo este que será essencial para

o resto deste trabalho.

2.1 Emaranhamento: uma visão experimental

Aproveitaremos esta seção para fazer uma rápida revisão de algumas idéias centrais na

mecânica quântica. Começaremos pela dualidade onda-partícula até chegarmos ao emaran-

hamento quântico. Segundo Feynman [33]: “Nós escolhemos examinar um fenômeno que é

impossível, absolutamente impossível, de se explicar por qualquer caminho clássico, o qual

está no coração na mecânica quântica. Na realidade, ele contém seu único mistério.”.

O início: Comecemos o nosso experimento com o famoso aparato de fendasduplas de Young

[113], ao qual Feynman se referia na citação acima. Ilustramos este experimento na figura 2.1.

Nele podemos verificar a natureza ondulatória da luz, a partir da formação de um padrão de

interferência entre os feixes de luz provenientes de cada uma das duas fendas e incidindo no

7



2.1 EMARANHAMENTO: UMA VISÃO EXPERIMENTAL 8

Figura 2.1 Diagrama do experimento de fendas duplas de Young [113] com as fendasF1 e F2. Na

figura da esquerda (a) vemos o padrão de cada uma das fendas isoladas bem como o padrão resultante

sem interferência. Na da direita (b) temos o padrão de interferência devido ao termo cruzado 2ψ1ψ2.

mesmo ponto de observação.

Com apenas uma das fendas abertas, a intensidade da luz em cada ponto é proporcional ao

quadrado da função de onda proveniente desta fenda, e toma a forma ilustrada na figura 2.1a.

Temos portanto que

I1 ∝ |ψ1|2, I2 ∝ |ψ2|2, (2.1)

ondeI1 e I2 indicam as intensidades de luz incidente no anteparo devidoa cada uma das duas

fendas isoladamente eψ1 e ψ2 são as respectivas funções de onda.

Num processo sem interferência, a intensidade resultanteI si
12 é dada pela soma das intensi-

dades individuaisI1 e I2, i.e.:

I si
12 ∝ |ψ1|2+ |ψ2|2. (2.2)

Caso haja interferência entre os dois feixes, como no caso doexperimento de Young, o resultado

se torna:

I ci
12 ∝ |ψ1+ψ2|2 = |ψ1|2+ |ψ2|2+ψ∗

1ψ2+ψ1ψ∗
2 , (2.3)

onde os últimos dois termos explicitam a interferência.
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Imaginemos agora que possamos diminuir gradativamente a intensidade do feixe de luz in-

cidente nas fendas. O que iremos observar no anteparo? Se a intensidade for baixa o suficiente,

veremos cada fóton da luz chegando um a um (provando a natureza corpuscular da luz), mas

após algum tempo o mesmo padrão de interferência irá se formar1.

A questão central é: se apenas um único fóton por vez atravessa as fendas, com o que ele

está interferindo? A resposta dada pela interpretação usual da teoria quântica é que a função

de onda do fóton “passa” simultaneamente nas duas fendas, causando o padrão de interferência

observado. Vamos, agora, tentar “enganar” a natureza: coloquemos um detector em uma das

fendas, que acuse a passagem de um fóton sem alterar a sua trajetória, de forma que teremos

acesso à informação de qual das fendas foi atravessada por ele. O resultado, como esperado,

é que o fóton sempre passa por umaou por outra fenda, mas só que desta vez algo de novo

acontece: o padrão de interferência desaparece completamente! O fato de termos acesso à

informaçãodo caminho do fóton, “forçou-o” a escolher um, e somente um caminho, impedindo

que o padrão de interferência ocorresse.

Poder-se-ia pensar, ingenuamente, que o detector de algumaforma altera a trajetória do

fóton, sendo isto o responsável pela mudança no padrão formado. Esta suposição é falsa, pois,

como veremos adiante, mesmo com o detector, é possível que o padrão de interferência se

forme.

O emaranhamento:Vamos agora seguir para uma nova etapa no nosso experimento.Supon-

hamos que o detector esteja lá, determine por qual fenda o fóton passou, mas que esta in-

formação fique gravada nele, sem ter sido transmitida para nenhum outro dispositivo. O que

ocorrerá? A resposta é simples: nada. O padrão de interferência continuará sem aparecer.

Um fato novo ocorre ao se apagar de maneira irreversível a informação contida no detector

após a passagem do fóton, porém antes dele colidir com o anteparo2. Isso pode ser feito até in-

stantes antes do momento de chegada do fóton ao anteparo que oresultado é o mesmo: o padrão

de interferência volta a aparecer! Esta é uma descrição simplificada do famoso experimento do

1Padrões de interferência com uma única partícula por vez atravessando as fendas já foram observados, inclu-

sive com eletrons [73, 95].
2É possível apagar esta informação mesmo após a chegada do fóton ao anteparo, num experimento conhecido

na literatura comodelayed choice quantum eraser, que utiliza pares de partículas emaranhadas, obtendo a in-

formação do caminho a partir de uma delas e a observação da interferência a partir da outra. Não abordaremos

isto neste trabalho, pois estamos querendo apenas enfatizar o emaranhamento entre o detector e o fóton que o

atravessa.
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apagador quântico[63, 86, 106].

Como primeira conclusão, percebemos que a questão não é que odetector altera a trajetória

do fóton, mas sim, se a informação de seu caminho existe ou nãono momento de sua chegada ao

anteparo3. O ponto importantíssimo aqui, é que podemos apagar esta informação numa fração

de segundo anterior à chegada do fóton ao anteparo, de forma que a distância física entre o

detector e o fóton impede que o fóton “saiba” se a informação do seu caminho foi apagada ou

não. Como pode o fóton, então, “decidir” se formará ou não o padrão de interferência se ele

não tem como saber se a informação do detector ainda existe ounão?

A resposta a esta pergunta é queexisteuma correlação não-local entre o fóton e o detector,

criada no instante em que ambos estavam juntos, e mantida mesmo à distância. Esta correlação

é o que chamamos de emaranhamento quântico. Isto implica queo sistema emaranhadofóton

+ detectornão pode ser tratado como a soma de duas partes isoladas, mas sim, como uma única

entidade.

Escolhemos apresentar o emaranhamento inicialmente na forma de um resultado experi-

mental por razões de motivação. Historicamente não foi desta maneira que o emaranhamento

quântico surgiu na física. O seu nascimento foi bastante polêmico, motivo de grandes dis-

cussões, com Einstein sendo um dos protagonistas, como veremos na próxima seção.

2.2 Emaranhamento: uma visão histórica

Neste segundo contato com o emaranhamento quântico, faremos uma abordagem histórica.

Começaremos pelos debates surgidos com o artigo de EPR [30],passando pela formulação

matemática proposta por Bell [5] até concluir, com o experimento realizado por Aspect et

al.[31].

Como veremos, o surgimento de correlações não-locais se tornou um tema central no de-

senvolvimento da teoria quântica. Os testes de sua ocorrência formam os pilares experimentais

de toda a teoria, dando a ela enorme credibilidade. Enfatizamos que o que está em jogo não é

apenasse o emaranhamento quântico existe ou não, mas se a mecânica quântica é ou não uma

teoria consistente.

3No caso dodelayed choice quantum eraser, referido na nota de rodapé anterior, esta informação existe, só

não foi detectada ainda.
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O paradoxo: A física se deparou com correlações quânticas não-locais pela primeira vez no

famoso paradoxo de EPR, em 1935. O título deste artigo:Pode a descrição da mecânica quân-

tica da realidade física ser considerada completa?, e a consequente resposta a esta pergunta,

dada no transcorrer do artigo, expressa a opinião dos autores de que a mecânica quântica não é

uma teoria completa, a qual ainda estaria por vir.

Einstein et al. assim definiram realidade física: “Uma condição suficiente para que uma

quantidade física seja real, é a possibilidade de predizê-la com certeza, sem perturbar o sis-

tema”. Contudo, na mecânica quântica, o conhecimento completo de uma grandeza física,

impede o conhecimento de outra que seja incompatível, i.e. que não comute, com a primeira.

Ainda segundo Einstein et al., isto nos levaria a seguir um dentre dois caminhos: ou a descrição

da realidade dada pela mecânica quântica não seria completaou essas duas quantidades (incom-

patíveis) não podem ser simultaneamente reais. O artigo segue, demonstrando que a falsidade

da primeira opção implicaria na falsidade também da segunda. Este raciocínio levou os autores

a afirmarem que a primeira opção estaria correta, i.e. a mecânica quânticanão forneceria uma

descrição completa da realidade.

O ponto crucial do raciocínio de EPR é o seguinte: imagine duas partículas que pudessem

interagir por um tempo finito e em seguida sejam separadas espacialmente. Far-se-ia, então, a

medição de um observável qualquer na primeira partícula e, de acordo com a mecânica quân-

tica, a escolha de qual observável fosse medido alteraria o estado da segunda. Isto seria incom-

patível com a noção de realidade local proposta por EPR. Vamos fazer uma rápida descrição

matemática do que acabamos de escrever (seguindo o argumento apresentado no artigo de EPR

[30]).

Na base{|un(x1)〉}, das autofunções de um observável qualquer da primeira partícula, o

estado total do sistema seria descrito por:

|Ψ(x1,x2)〉 =
∞

∑
n=1

|un(x1)〉⊗ |ψn(x2)〉 , (2.4)

com⊗ indicando o produto tensorial4. Isto implicaria que, após uma medição realizada na

primeira partícula, dando como resultado o autovalor correspondente a|uk(x1)〉, o sistema 2

deveria estar no estado|ψk(x2)〉. Porém, se escolhermos um outro observável para a primeira

partícula, com autofunções{|vn(x1)〉}, o sistema ficaria descrito por:

4Estamos aqui, seguindo a notação atual da mecânica quântica, em oposição à notação de funções de ondas

utilizada originalmente no artigo de EPR.
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|Ψ(x1,x2)〉 =
∞

∑
n=1

|vn(x1)〉⊗ |ϕn(x2)〉 , (2.5)

e após a medição deste novo observável, tendo como resultadoo autovalor correspondente

a |vk(x1)〉, a outra partícula deveria estar no estado|ϕk(x2)〉. Ou seja: o estado da partícula

2 dependeria de qual observável foi medido na partícula 1, mesmo que as duas estivessem

bastante separadas espacialmente, o que seria, segundo EPR, um absurdo.

O artigo segue com o seguinte argumento: “...por outro lado,uma vez que no momento

da medição as duas partículas não mais interagem, nenhuma mudança real pode acontecer na

segunda partícula após a medição na primeira...”. Isto implicaria na incompleteza da mecânica

quântica.

As desigualdades de Bell:O paradoxocontinuou, e deu origem à busca por variáveis locais

escondidas, que pudessem explicar o questionamento de EPR.Os debates, porém, estavam

mais no campo da filosofia do que da física. Somente após 30 anos, com os trabalhos de Bell

[5] e suas famosas desigualdades, um avanço foi dado.

Foi estabelecido um teste quantitativo para essas duas hipóteses: ou a mecânica quântica

era uma teoria incompleta, e deveriam existir variáveis ocultas que resolvessem o paradoxo, ou

a suposição de EPR de que as partículas não estivessem mais correlacionadas estava falsa, i.e.

deveriam existir correlações não-locais que afetassem instantaneamente o estado de uma das

partículas ao se fazer uma medição na outra5.

Vamos agora fazer um resumo do resultado de Bell. Seguiremosos trabalhos de Rigolin

[84] e Aspect [2], do qual retiramos a figura 2.2. Nela vemos uma fonteS que emite dois

fótons correlacionados (υ1 e υ2) em direções opostas. Colocamos, então, dois detectores (I e

II ) para determinar o estado de polarização de cada um dos fótons (resultando em±1), segundo

as direções dos detectores~a e~b, as quais são modificadas aleatoriamente, após a emissão dos

fótons, num tempo menor do que o do vôo de um fóton entre eles, para impedir que um dos

detectores “saiba” qual foi a direção escolhida pelo outro.

Os resultados das medições em cada detector podem depender,em princício, de~a,~b e de um

conjunto de outras variáveis locais que não podem ser controladas, mas que seriam necessárias

para completar a descrição, que denotaremos coletivamentepor E. Admitindo que a física é

local, i.e. apenas~a e E determinam o resultado da medição no primeiro detector e~b e E no

5Há uma sutileza aqui que transcende o argumento de EPR. A existência de correlações lógicas não-locais não

implica na existência de interação física não-local, o que obviamente violaria a teoria da relatividade.
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Figura 2.2 Ilustração da construção de um par de fótons como no artigo deEPR [30] para testar exper-

imentalmente as desigualdades de Bell [5]. Figura retiradada ref. [2] onde dois fótons são emitidos em

direções contrárias e suas polarizações são medidas, nas direções de~a e~b, para se testar as correlações

existentes.

segundo, teríamos que:

MI(~a,~b,E) = MI (~a,E) e

MII (~a,~b,E) = MII (~b,E), (2.6)

ondeMI ,II indica o resultado da medição em cada detector. Em outras palavras, o conhecimento

do valor deE estabelece a separabilidade do estado de dois fótons. Para cada par de partículas

produzido, definimos a função de correlaçãoC(~a,~b) integrando os resultados das medidas sobre

todos os possíveis valores deE, com distribuição de probabilidadep(E)6, por:

C(~a,~b) ≡
∫

MI (~a,E)MII (~b,E)p(E)dE (2.7)

O passo seguinte ocorre quando cada detector varia a sua orientação. Temos então que

C(~a,~b)−C(~a,~b′) =

∫
MI (~a,E)MII (~b,E)p(E)dE−

∫
MI (~a,E)MII (~b′,E)p(E)dE

=
∫

MI (~a,E)MII (~b,E)[1−MI(~a′,E)MII (~b′,E)]p(E)dE−
∫

MI (~a,E)MII (~b′,E)[1−MI(~a′,E)MII (~b,E)]p(E)dE. (2.8)

ComoMI ×MII 6 1 e p(E) > 0, temos:

C(~a,~b)−C(~a,~b′) 6

∫
[1−MI(~a′,E)MII (~b′,E)]p(E)dE−

6Satisfazendo
∫

p(E)dE = 1 e p(E) > 0.
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∫
[1−MI(~a′,E)MII (~b,E)]p(E)dE. (2.9)

Podemos estimar um limitante superior do módulo do lado esquerdo da eq. (2.9) invertendo o

sinal da segunda integral do lado direito, i.e.:

|C(~a,~b)−C(~a,~b′)| 6
∫

[1−MI (~a′,E)MII (~b′,E)]p(E)dE+
∫

[1−MI(~a′,E)MII (~b,E)]p(E)dE, (2.10)

o que nos leva ao resultado final:

S≡ |C(~a,~b)−C(~a,~b′)|+C(~a′,~b)+C(~a′,~b′) 6 2. (2.11)

Isto conclui nossa análise do trabalho de Bell. Caso algum experimento encontreS> 2,

então a hipótese de que os resultados das medidas só dependemde variáveis locais é falso, e a

natureza realmente exibe correlações não-locais. Embora bastante elegante matematicamente,

a idéia de Bell só foi possível de ser testada experimentalmente várias décadas depois, como

veremos agora.

A prova experimental: Para completar essa discussão, em 1982, quase 50 anos após o artigo

original de EPR, foi realizada uma experiência [31] que testou as desigualdades propostas por

Bell. O resultado foi que Einstein estava errado, e que a mecânica quântica estava correta,

mesmo admitindo correlações não-locais. Colocando nos termos atuais, dizemos que os dois

fótons dogendanken experimentde Einstein estão num estado emaranhado, e sua realidade só

pode ser entendida admitindo que eles formam um todo único, mesmo quando estão separados

espacialmente.

O resultado central deste experimento é que as desigualdades de Bell são violadas por

mais de 30 desvios padrãos [2]. Isto ocorre mesmo quando a separação entre os detectores

é da ordem de dezenas de quilômetros [94], confirmando, assim, a existência de correlações

não-locais. Com isso concluímos a visão histórica do emaranhamento. Passemos agora à

formulação matemática do mesmo.

2.3 Emaranhamento: uma visão formal

Vamos começar a construir as bases formais do emaranhamentoquântico a partir de um

exemplo bastante simples. Pensemos num sistema formado porduas partículas que podem
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ocupar dois níveis (|0〉 ou |1〉). Admita que seu estado é descrito como um par de EPR

|EPR〉 ≡ 1√
2

(|0〉⊗ |0〉+ |1〉⊗ |1〉) ≡ 1√
2

(|00〉+ |11〉) , (2.12)

onde o fator
√

2 aparece por questões de normalização. Em cada produto tensorial, o primeiro

ket indica o estado da primeira partícula, enquanto o segundoket indica o estado da segunda

partícula. Vamos agora tentar escrever este estado nos moldes da equação (2.4), i.e. como um

produto tensorial entre dois estados de uma única partícula.

|EPR〉 = (a|0〉+b|1〉)⊗ (c|0〉+d |1〉) = ac|00〉+ad|01〉+bc|10〉+bd|11〉 , (2.13)

com |a|2+ |b|2 = |c|2+ |d|2 = 1. É de imediata verificação7 que não existem coeficientesa, b,

c ed que compatibilizem as equações (2.12) e (2.13). Isto implica que o par EPRnãopode ser

entendido como dois sistemas separados, mas sim como uma única entidade.

A interpretação física disto é simples: se fizermos uma medida na primeira partícula, en-

contraremos os valores 0 ou 1 com igual probabilidade, o mesmo ocorrendo ao fazermos uma

medida na segunda partícula. Contudo, mesmo que essas partículas estejam a quilômetros de

distância, se o resultado da medição na primeira partícula foi 0, então o da segunda também o

será, o mesmo acontecendo com o resultado 1. Existe, portanto, uma correlação lógica não-

local entre essas medições. Dizemos que estas partículas estão maximamente emaranhadas.

É importante lembrar que uma interpretação simplista destes resultados, na qual cada uma

das duas partículas possui um estado bem definido, porém desconhecido, não é válida. Este foi

o fato comprovado experimentalmente pela violação das desigualdades de Bell.

Definição: Um sistema quântico puro formado porn constituintes é dito emaranhado se não

existir uma base{
∣∣ϕk
〉
} dosn subsistemas de modo que ele possa ser representado numa forma

fatorada:

|Ψ〉 =
∣∣ϕ1〉⊗

∣∣ϕ2〉⊗· · ·⊗ |ϕn〉 . (2.14)

O termosistema quântico puroé utilizado para diferenciar das misturas estatítiscas, i.e.

quando o sistema é formado por uma combinação dem estados|ψi〉 com respectivas proba-

7O coeficientead do termo|01〉 precisaria ser nulo na eq. (2.13), mas isto implicaria na anulação do termo

|00〉 ou |11〉 da eq. (2.12).
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bilidades (clássicas)pi . Neste caso o sistema fica caracterizado por um operador densidade

definido por:

ρ ≡
m

∑
i=1

pi |ψi〉〈ψi | , (2.15)

que será discutido em detalhes na seção 3.1.5. Nesta formulação, o sistema é dito não-emaranhado

seρ puder ser escrito como:

ρ =
m

∑
i=1

pi
(
ρ i

1⊗ρ i
2⊗· · ·⊗ρ i

n

)
. (2.16)

Podemos perceber que a definição formal de emaranhamento quântico se faz por negação,

i.e. definimos apenas o que é um sistemanão-emaranhado. Vamos agora analisar o papel do

conceito de emaranhamento na computação quântica.

2.4 A utilidade do emaranhamento

O emaranhamento não é apenas uma curiosidade, mas aparece como um grande recurso

à disposição da computação e informação quântica. Como suasprincipais aplicações temos a

codificação superdensa [9], a distribuição de chaves para protocolos de criptografia quântica [8]

e a teleportação quântica de estados [10]. Uma visão geral destes tópicos pode ser encontrada

nas notas de aula de Preskill, disponíveis on line na ref. [81].

• Codificação superdensa: O protocolo de codificação superdensa consiste na transmissão

de 2 bits de informação clássica utilizando apenas um qubit.Entre o transmissor e o

receptor deve existir um canal quântico de comunicação e um estado emaranhado.

• Criptografia : A utilização do emaranhamento torna possível a distribuição de chaves

(utilizadas para decodificar a mensagem transmitida) inquebráveis, um grande feito da

teoria da informação quântica.

• Teletransporte: Embora um estado quântico desconhecido não possa ser copiado [24,

110], o emaranhamento quântico permite que ele seja transmitido instantaneamente entre

duas localidades separadas espacialmente8.

8É importante perceber que isto não corresponde à transmissão instantânea de informação.
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Devido a sua enorme importância, faz-se necessário quantificar este recurso, i.e. construir

um quantificador para o emaranhamento quântico. Este é o temada nossa próxima seção e do

resto dos resultados desta tese.

2.5 Quantificadores de emaranhamento

Neste ponto faremos um estudo detalhado doemaranhamento bipartite, i.e. o emaran-

hamento existente num sistema formado por duas partes, as quais chamaremos de A e B9. Para

isso vamos definir inicialmente as medidas de entropia de Shannon e de von Neumann10.

Suponhamos que um certo evento ocorra de acordo com uma distribuição de probabilidade

p. Qual seria a melhor maneira de quantificar a incerteza contida nesta distribuição? Uma

opção seria dizer que a incerteza é maior, tanto quanto maiorfor a surpresa que teríamos ao

observar o resultado de um evento. Esta surpresa pode ser expressa matematicamente por 1/p,

i.e. quanto menor for a probabilidade de um evento ocorrer, maior será a nossa surpresa pelo

fato de ele ter ocorrido.

Embora matematicamente intuitiva, esta “definição” de surpresa não satisfaz o critério da

aditividade. Dois eventos independentes que ocorrem com respectivas probabilidadesp1 e p2

não satisfazem 1/(p1p2) = 1/p1 +1/p2. Uma maneira de contornar este problema é redefinir

a surpresa através de uma escala logarítmica, associando log(1/p) =−log(p) à surpresa de um

evento que ocorre com probabilidadep. Chegamos, então, num ponto onde podemos entender

a definição da entropia de Shannon [87].

Definição: A uma coleção de estadosai com respectivas probabilidadesp(ai) associamos a

entropia de informação (de Shannon):

SS≡−∑
i

p(ai)log[p(ai)], (2.17)

que pode ser imediatamente interpretada como a média das surpresas entre todos os possíveis

estadosai . A base do logarítmo em estudos de informação quântica é usualmente escolhida

como 2.

Embora classicamente a definição de entropia da equação (2.17) seja satisfatória, quantica-

mente a um estado arbitrário nós não temos uma única distribuição de probabilidades associ-

9Na literatura em inglês, essas partes são usualmente referidas como Alice e Bob.
10Esta introdução é baseada no trabalho de Vedral [102].
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ada, mas sim uma distribuição diferente para cada observável desejado. Como podemos então

definir uma medida de entropia?

Uma possibilidade seria utilizar o operador densidadeρ , definido na eq. (2.15). Este op-

erador contém toda a informação associada a um sistema quântico. Podemos verificar isto

realizando o cáculo do valor esperado de um operadorA num sistema descrito pela mistura

estatística de estados|ψi〉 com respectivas probabilidadespi :

〈A〉 = ∑
i

pi 〈ψi |A|ψi〉 = ∑
i

piTr(|ψi〉〈ψi |A) = Tr(ρA). (2.18)

Podemos através deρ definir uma nova medida de entropia,SN, conhecida como entropia

de von Neumann [78]. Esta medida é análoga à de Shannon, expressa pela eq. (2.17), mas

utiliza o operador densidade no lugar das probabilidades.

SN ≡−Tr(ρ logρ), (2.19)

onde utilizamos novamente o logarítmo na base 2.

2.5.1 Requisitos de um quantificador

De posse da entropia de von Neumann, podemos iniciar o estudodos quantificadores. As

propriedades desejadas para um quantificador de emaranhamento quântico num sistema bipar-

tite foram estabelecidas por Vedral et al. [100, 101, 102]. Vamos agora listá-las11:

• Estados separáveis12 devem ter emaranhamento nulo.

E

(

∑
i

piρA
i ⊗ρB

i

)
= 0 (2.20)

• Uma operação local unitária não pode alterar o emaranhamento.

E
(
UA⊗UBρABU†

A⊗U†
B

)
= E(ρAB) (2.21)

• Operações locais com comunicação clássica (OLCC13) não podem aumentar o emaran-

hamento.
11Estamos nos restringindo a um sistemabipartite AB, formado pelos subsistemasA eB.
12Definidos na eq. (2.16).
13Do inglês LOCC : Local operations with classical communication.
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• O emaranhamento de um estado puroρ p é dado pela entropia de von Neumann (eq. 2.19)

de cada uma das suas partes.

E (ρ p) = SN(TrAρp) = SN(TrBρp), (2.22)

onde TrA e TrB indicam operações de traço parcial em cada um dos subsistemas. O traço parcial

de um operador consiste em se extrair as informações que estão contidas em cada uma de suas

partes isoladamente, i.e. TrA(ρAB) indica a parcela da matriz densidadeρAB que está acessível

apenas ao sistemaB, excluíndo a informação sobreA. Matematicamente temos14:

TrB(|a1〉〈a2|⊗ |b1〉〈b2|) ≡ |a1〉〈a2|Tr(|b1〉〈b2|) , (2.23)

onde{|ai〉} forma uma base para o subsistemaA e {|bi〉} para oB, podemos constatar que

esta operação (de traço parcial) reduz a dimensão do espaço,como deveria ser. Vejamos um

exemplo do traço parcial, aplicado ao estado de EPR definido na eq. (2.12).

ρ = |EPR〉〈EPR| = 1
2

(|00〉+ |11〉)(〈00|+ 〈11|) =

1
2

(|0〉〈0|⊗ |0〉〈0|+ |0〉〈1|⊗ |0〉〈1|+ |1〉〈0|⊗ |1〉〈0|+ |1〉〈1|⊗ |1〉〈1|) ⇒

TrB(ρ) =
1
2

(|0〉〈0|+ |1〉〈1|) =
1
2

I , (2.24)

o que corresponde a uma situação completamente aleatória, com igual probabilidade do primeiro

qubit (ou segundo) estar em qualquer estado.

Embora de interpretação simples, a definição do traço parcial como apresentada na eq.

(2.23) é muitas vezes custosa no ponto de vista matemático, além de ser não intuitiva. Como

veremos no capítulo 5, estas dificuldades desaparecem através da álgebra geométrica. Estamos

agora prontos para introduzir formalmente alguns quantificadores de emaranhamento.

2.5.2 Emaranhamento destilável

O primeiro quantificador que apresentaremos trata da produção de pares de EPR a partir

de pares menos emaranhados. A destilação do emaranhamento vem responder ao seguinte

questionamento: suponhamos que dispomos dem cópias do estadoρAB. Quantos pares de

EPR, i.e., pares maximamente emaranhados, podemos construir a partir deles? Chamando de

n o número de pares de EPR resultante, o emaranhamento desilável é definido como:

14Definição retirada de [80], p.105.
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ED ≡ sup
OLCC

( n
m

)
, (2.25)

onde a operação de supremo é feita sobre todos os possível protocolos OLCC que levam as

cópias deρAB nos pares de EPR. Está implícito nesta definição que este supremo é calculado

num processo assintótico, comm→ ∞.

2.5.3 Custo de emaranhamento

O segundo quantificador trata do problema inverso: quantas cópiasm′ de ρAB podemos

construir através de protocolos de OLCC a partir den′ pares de EPR? Definimos, portanto, o

custo do emaranhamento como o ínfimo sobre OLCC da razão entreestas duas quantidades.

EC ≡ inf
OLCC

(
n′

m′

)
(2.26)

Percebemos, pelas definições apresentadas nas equações (2.25) e (2.26), queED 6 EC. Já é

conhecido que a igualdade ocorre em alguns casos específicos[11, 51]. Uma discussão sobre

este assunto pode ser encontrada na ref. [22]. Observemos o papel fundamental dos protocolos

de OLCC nas duas últimas definições. Isto ocorre pois estas são as operações mais gerais que

podem ser feitas sem um canal de comunicação quântico entre os subsistemas.

2.5.4 Emaranhamento de formação

O próximo quantificador, o emaranhamento de formação, é uma extensão da definição de

emanhamento de um sistema puro, dada pela entropia de von Neumann, eq. (2.19). A extensão

natural desta equação para sistemas gerais, descritos por um operador densidade arbitrário, é a

combinação convexa dos emaranhamentos de cada realização pura descrita porρi = |ψi〉〈ψi |,
com pesospi , definida como segue:

E′
F({pi ,ρi}) ≡ ∑

i
piSN(ρi). (2.27)

O problema deste quantificador do emaranhamento de formaçãodo sistema é que a decom-

posição mostrada na eq. (2.15) não é única! Este fato está detalhado no apêndice A, onde

apresentamos a esfera de Bloch. O emaranhamento de formaçãofica, então, definido como o

ínfimo sobre todas as decomposições possíveis, i.e.:
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EF ≡ inf
decomp.

E′
F({pi ,ρi}). (2.28)

Esta definição torna o emaranhamento de formação um quantificador não operacional, visto

que não se consegue obter este ínfimo através de um procedimento sistemático. Contudo, para

o caso de apenas 2 qubits, Wootters [111] chegou a uma expressão analítica para o emaran-

hamento de formação do sistema, como será visto adiante.

A fórmula de Wootters: Num artigo recente, Wootters [111] demonstra que o emaranhamento

de formação de um sistema geral de dois qubits é dado por:

EF(ρ) = f (C(ρ)), (2.29)

ondef (t)≡ ĥ
(

1+
√

1−t2

2

)
, C(ρ) é a concorrência do sistema, e a entropia bináriaĥ(x) é definida

por:

ĥ(x) = −xlog(x)− (1−x)log(1−x), (2.30)

com o logaritmo tomado na base 2. A concorrência pode ser expressa através da seguinte

operação:

C(ρ) = max{0,Λ∗
1−Λ∗

2−Λ∗
3−Λ∗

4}, (2.31)

com osΛ∗
i sendo as raízes quadradas dos autovalores do operadorρρ f lip, definidos nas eq.

(2.15) e (2.32), e tomados em ordem decrescente, i.e.Λ∗
1 > Λ∗

2 > Λ∗
3 > Λ∗

4. Uma interpre-

tação física para a concorrênciaC(ρ), bem como a sua determinação experimental, já foram

alcançadas para um sistema de dois qubits nos trabalhos de Mintert [74], Horodecki [52] e

Walborn et al. [107]. Este resultado está discutido no apêndice B e na seção 4.7.

A fórmula de Wootters faz uso de uma operação chamada “spin-flip”15, que para o caso de

dois spins é definida por

ρ f lip = (σy⊗σy)ρ∗(σy⊗σy), (2.32)

ondeρ∗ é o complexo conjugado deρ na base em queσy =

(
0 −i

i 0

)
.

Voltaremos a falar da fórmula de Wootters no capítulo 4, ondecalcularemos o emaran-

hamento de formação de um sistema específico de qubits.

15A operação recebe esta denominação pois sua atuação invertea orientação dos spins do sistema.
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2.5.5 Emaranhamento de entropia relativa

O último quantificador que discutiremos é baseado na medida de entropia relativa e foi pro-

posto por Vedral et al. [100]. A idéia consiste em se estabelecer uma métrica para medir a

“distância” entre duas matrizes densidade. A medida do emaranhamento, por sua vez, estaria

ligada à distância entre a matriz densidade do sistema considerado e a do sistema separável

mais próximo. Para introduzir este conceito comecemos pelaversão clássica.

Definição: [102] Suponhamos que nós temos dois conjuntos discretos de eventosai e bi com

respectivas distribuições de probabilidadep(ai) e p(bi). A entropia relativa destas duas dis-

tribuições é definida por:

S[p(a)||p(b)]≡ ∑
i

p(ai)log
p(ai)

p(bi)
, (2.33)

e mede uma distância16 entre estas duas distribuições.

Tendo definido a entropia relativa de duas distribuições, passemos agora à idéia da infor-

mação mútua contida nelas. Como primeira definição, a informação mútua (de Shannon) entre

duas distribuições é expressa por:

I(A : B) ≡ SS[p(a)]+SS[p(b)]−SS[p(a,b)], (2.34)

ondeA e B são duas variáveis aleatórias com distibuições de probabilidades marginais dadas

respectivamente porp(a) e p(b) e distribuição conjuntap(a,b)17.

A conexão entre as definições das eq. (2.33) e (2.34) ocorre aoexpressarmos a informação

mútua como a entropia relativa existente entrep(a,b) e p(a)× p(b), i.e.:

I(A,B) = S[p(a,b)||p(a)× p(b)], (2.35)

ou seja: a informação mútua que os sistemasA e B possuem é dada pela distância entre a

distribuição conjunta de probabilidade e o produto das suasdistribuições marginais. Este fato

está de acordo com nossa intuição de que dois eventos independentes não possuem qualquer

informação mútua.

Passando para a versão quântica, a informação mútua de von Neumann é definida por:

16Rigorosamente isto não estabelece uma métrica, visto que não é simétrica.
17As distribuições marginais podem ser obtidas a partir da distribuição conjunta por:p(ai) = ∑ j p(ai,b j) e

p(bi) = ∑ j p(a j ,bi).
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IN(ρA : ρB : ρAB) = SN(ρA)+SN(ρA)−SN(ρAB), (2.36)

e a respectiva entropia relativa é dada por

SN(ρA||ρB) ≡ Tr [ρA(logρA− logρB)] . (2.37)

Esta última definição nos dá uma medida da distinguibilidadeentre os estadosρA e ρB. Es-

tamos prontos, agora, para a definição do emaranhamento de entropia relativa. Como dissemos,

a motivação da definição que segue é a de se quantificar emaranhamento como a distância entre

o operador densidade que descreve o sistema conjuntoρAB e o estado separável mais próximo.

Matematicamente temos:

ER(ρAB) ≡ min
ρsep

SN(ρAB||ρsep), (2.38)

ondeρsep indica qualquer estado separável existente entre os dois subsistemas.

2.6 Conclusões

Ao longo deste capítulo, apresentamos a noção de emaranhamento quântico e como ela

apareceu na física (seções 2.2 - 2.3). As suas propriedades sem análogo clássico são respon-

sáveis pelas grandes vantagens da computação quântica sobre sua versão clássica, em particular

protocolos como os de teletransporte quântico, codificaçãosuperdensa e criptografia quântica

seriam impossíveis de se realizar sem a utilização de estados emaranhados.

Dado o seu importante papel, é imprescindível a caracterização e quantificação do emaran-

hamento quântico. Apresentamos diversos quantificadores (subseções 2.5.2 - 2.5.5) e obser-

vamos uma dificuldade presente em todos eles: a não operacionalidade do seu cálculo. Isto

motiva a busca de novas ferramentas matemáticas, capazes deexpressar as operações sobre os

estados quânticos de maneira mais intuitiva e acessível matematicamente. Embora para o caso

de dois qubits já exista uma fórmula matemática operacional, a fórmula de Wootters, acredi-

tamos que a busca pela simplicidade na apresentação dos conceitos chave do emaranhamento

servirão no futuro como pilares para o estudo de sistemas mais complexos. Este é o objetivo

principal deste trabalho.

Seguiremos agora, no capítulo 3, com uma análise dos sistemas físicos capazes de simular

operações em qubits. Nos capítulos 4 e 5 apresentaremos cálculos de emaranhamento, bem
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como novos procedimentos para gerá-lo de forma controlada.



CAPÍTULO 3

Realização Experimental

“Para uma tecnologia ser bem sucedida, a realidade deve preceder as relações públicas, uma

vez que a natureza não pode ser enganada.” - Richard P. Feynman (1986)

O elemento base das teorias da informação e computação quântica é o qubit, análogo quân-

tico para o bit. Em princípio, qualquer sistema quântico de dois níveis é um candidato a qubit,

porém, como veremos adiante, existem várias outras propriedades que são necessárias para que

se possa realmente fazer funcionar um computador quântico.

O que torna isto tudo um problema experimentalmente desafiador, é que várias destas pro-

priedades são conflitantes, i.e. a otimização de uma vem junto com o detrimento de outra.

Portanto, a questão não éseum computador quântico poderá ser construído, masquão bomele

será [80].

Ao longo deste capítulo, discutiremos a realização experimental de um computador quân-

tico. Faremos inicialmente uma discussão das características desejadas para um sistema físico

poder funcionar como tal, e em seguida veremos um pouco dos principais sistemas atualmente

estudados. Uma referência bastante completa do estado atual de pesquisa pode ser encontrado

em [85], para uma visão geral dos sistemas físicos ver o capítulo 7 da ref. [80]. Este capítulo

é, em grande parte, baseado nestes dois trabalhos.

3.1 Requisitos experimentais

As características necessárias para um sistema físico atuar como computador quântico

foram estabelecidas em 2000 por DiVincenzo [26]. Elas se dividem em duas partes. A primeira,

formada por cinco critérios, estabelece as condições para aconstrução de um único computador

quântico.

• Um sistema físico escalonável, formado por qubits bem caracterizados.

• A habilidade de se construir um estado inicial arbitrário.

25
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• Tempo de descoerência muito maior do que o tempo para se executar uma operação

lógica fundamental (quantum gate).

• Construção de um conjunto universal de portas lógicas.

• A capacidade de se fazer uma medição em um qubit específico.

A segunda parte, formada por dois critérios, estabele as condições para se construir uma

rede de computadores, i.e. as condições para haver comunicação entre computadores quânticos

distintos.

• A habilidade de converter qubits fixos em qubits móveis e vice-versa.

• A habilidade de transmitir qubits móveis entre localidades específicas.

Vamos agora discutir um pouco sobre cada um destes 7 requisitos.

3.1.1 Representatividade e escalonamento

Como condição primária para se construir um computador quântico, é necessário que o sis-

tema tenha uma boa realização para o qubit. Como exemplos, temos o estado de polarização

do fóton, a orientação do spin eletrônico/nuclear, o númerode pares de Cooper numa ilha su-

percondutora, etc. Discutiremos estas e outras representações na próxima seção deste capítulo.

O outro requisito trata da possibilidade de se expandir o número de elementos lógicos (qubits)

do sistema de forma controlada. O sistema precisa ser escalonável.

São duas as principais dificuldades encontradas para o problema do escalonamento de um

computador quântico. A primeira está relacionada à interação entre os qubits; é necessário que

cada qubit interaja com outros qubits do sistema, e esta interação se torna mais difícil, à medida

que se aumentam as distâncias entre eles. A segunda é ligada ao requisito 3.1.3, pois quanto

maior o sistema, menor é o tempo de descoerência, i.e.: mais facilmente o ambiente externo irá

destruir as correlações entre os qubits.

3.1.2 Estado inicial

Outro ponto necessário é a preparação de um estado arbitrário |ψ〉in, a partir do qual se

iniciará o processo de computação. Na prática, precisamos apenas contruir um estado inicial

padrão, por exemplo:|0〉⊗n e submetê-lo a uma evolução unitária apropriada.



3.1 REQUISITOS EXPERIMENTAIS 27

|0〉⊗n U |ψ〉in (3.1)

Quanto maior a fidelidade do estado inicial preparado, maiorserá a fidelidade do resultado

final da computação. Cada sistema quântico tem uma maneira característica de se construir

este estado inicial. Esta, porém, não é a situação de todos ossistemas, existem alguns, como

o baseado em ressonância magnética nuclear que, devido à grande dificuldade de se preparar

tal estado, uma formulação alternativa de computação é feita, o que será discutido na próxima

seção.

3.1.3 Tempo de descoerência

Um fator crucial é a razão entre o tempo de descoerência e o tempo necessário para se

executar uma porta lógica. A descoerência pode ser entendida como o resultado da inter-

ação do sistema com o meio externo. Se estivesse completamente isolado, o sistema evoluiria

de maneira unitária (coerente), mas na prática é o conjunto (sistema + ambiente) que o faz.

A evolução unitária deste conjunto causa uma evolução não-unitária do sistema1, e isto im-

plica em perda de coerência durante a dinâmica. Matematicamente isto pode ser expresso pelo

aparecimento de fases relativas entre os diversos estados do sistema quântico em questão.

A figura de mérito em questão é quantas operações lógicas poderão ser feitas antes da

descoerência do sistema. Que o sistema terá um tempo de descoerência finito é um fato in-

evitável, dado que não existe um sistema perfeitamente isolado2. Na prática, o próprio aparato

de medição introduzirá descoerência ao sistema. Na tabela 3.1, reproduzida da referência [25],

vemos a relação entre esses tempos para diversos sistemas físicos distintos. Na primeira coluna

temos o tempo de descoerência, na segunda o tempo para se realizar uma operação lógica e

na terceira a razão entre esses dois, i.e. o número de operações que podem ser feitas antes da

descoerência do sistema.

Construir um sistema isolado o suficiente para que o número deoperações lógicas seja

grande e ao mesmo tempo interagindo com o aparato de medição de maneira satisfatória é o

grande desafio aqui.

1Este fato será discutido com mais detalhes na seção 5.4.
2Salvo o universo completo, o que não é muito útil.
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Sistema Descoerência Operação Número

Spin Nuclear 102−108 10−3−10−6 105−1014

Spin Eletrônico 10−3 10−7 104

Armadilha de Íon (In) 10−1 10−14 1013

Ponto Quântico 10−6 10−9 103

Cavidade Óptica 10−5 10−14 109

Cavidade de Microondas 100 10−4 104

Tabela 3.1 Relação dos tempos (em segundos) característicos nos diversos sistemas físicos, bem como

o número esperado de operações lógicas possíveis.

3.1.4 Portas lógicas universais

Um processo de computação ocorre através de várias portas lógicas. É necessário, portanto,

que o sistema físico seja capaz de realizá-las. Não é preciso, contudo, um procedimento para

cada uma das portas lógicas possíveis. Existe um conjunto compacto de portas que geram todas

as demais, essas são as chamadasportas lógicas universais. Mais precisamente, um conjunto

de portas lógicas é definido como universal (para a computação quântica) se qualquer operação

unitária puder ser obtida com precisão arbitrária por um circuito quântico formado apenas por

essas portas. O objetivo, portanto, é construir um procedimento experimental para a realização

de cada uma das portas universais. O que já foi em grande partealcançado, como veremos na

próxima seção.

Conforme demonstrado no capítulo 4 da ref. [80], portas lógicas que atuam em um único

qubit (porta de fase, Hadamard e a portaπ/8) mais a porta CNOT3 (ilustrada no circuito abaixo)

formam um conjunto universal.

|ψ〉 • |ψ〉
|φ〉 �������� |φ〉⊕ |ψ〉

(3.2)

3.1.5 Medição

Toda a computação só é relevante se existir algum procedimento de verificação de resulta-

dos. Isto ocorre através de um aparato de medição. O sistema quântico deve interagir (acoplar)

3Abreviatura para:controled not, i.e. a porta efetua uma operação “not” em um qubit (alvo) se oprimeiro

qubit (controlador) for|1〉.
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com algum sistema clássico e transmitir a ele a informação referente ao resultado da com-

putação. A grande questão é que este acoplamento irá afetar osistema quântico em questão,

introduzindo novas fontes de erros. Vamos agora introduzirum formalismo de medição através

do operador densidade que descreve o sistema. A maneira comose constroi um aparato de

medição será discutida de maneira específica em cada sistemafísico, na próxima seção.

Associado a um sistema quântico constituído por uma misturaestatística deN estados|ψi〉,
com respectivas probabilidadespi , temos o operador densidade

ρ ≡
N

∑
i=1

pi |ψi〉〈ψi | . (3.3)

A probabilidade de se obter o valorx após uma medição através dos operadores de mediçãoMx

4 é dada por:

p(x) =
N

∑
i=1

p(x|i)pi =
N

∑
i=1

piTr
(

M†
xMx |ψi〉〈ψi |

)
= Tr

(
M†

xMxρ
)

, (3.4)

ondep(x|i) indica a probabilidade da medição resultar no valorx, dado que o sistema se en-

contra no estado|ψi〉.
O operador densidade do sistema após a medição (com resultado x) se torna:

ρx =
MxρM†

x

Tr
(

M†
xMxρ

) . (3.5)

Observe que a transição deρ paraρx não se dá através de uma evolução unitária, i.e.@U

unitário tal queρx = UρU†. Sabemos, através da mecância quântica, que a evolução de um

sistema físicoisolado sempre pode ser descrita como uma evolução unitária. O que ocorre

numa medição é que o conjunto (sistema + ambiente5) evolui unitariamente, conforme discu-

tido na seção 3.1.1. Vamos agora passar para os dois últimos critérios, aqueles responsáveis

por permitir a construção de redes de computadores quânticos.

3.1.6 Conversão entre tipos de qubits

Neste ponto, é necessário fazermos uma distinção entre doistipos de qubits. Esta distinção

se refere à mobilidade espacial do qubit. O primeiro, chamado de qubit fixo é aquele que tem

uma posição específica dentro de um circuito quântico, como ospin nuclear ou a posição de um

4Esses operadores satisfazem a condição de completeza:∑x M†
xMx = I

5Aqui ambiente significa basicamente o aparato de medição.
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ponto quântico. O segundo, chamado de qubit móvel é aquele que, conforme o nome indica,

pode se mover, como no caso dos fótons.

Como veremos no requisito seguinte, é importantíssimo parauma rede de computadores

a existência desses dois tipos de qubits, bem como um mecanismo para converter informação

entre eles.

3.1.7 Transmissão de qubits móveis

Este último requisito trata da comunicação entre computadores quânticos separados espa-

cialmente. É necessária a existência de um canal de comunicação quântico que possa trans-

portar os qubits móveis entre os computadores distintos. Faz-se, portanto, necessária, a con-

versão da informação entre os dois tipos de qubits, como visto no critério anterior. Um com-

putador quântico deve ser capaz de receber uma informação vinda através de um qubit móvel e

convertê-la para um qubit fixo e vice-versa.

Tendo visto os requisitos experimentais para a construção do computador quântico, passe-

mos agora a discutir os diversos sistemas físicos onde se fazcomputação quântica e como cada

um desses sistemas atende a esses requisitos.

3.2 Sistemas físicos

Conforme foi dito anteriormente, existe uma diversidade enorme de candidatos ahardware

para o computador quântico. O requisito inicial é apenas a realização de um sistema quântico de

dois níveis, o que pode ser alcançado por inúmeros sistemas físicos. A maneira como cada um

desses sistemas alcança (ou tenta alcançar) os requisistosapresentados anteriormente, porém,

difere bastante. Devido à grande diversidade dessa área, cada grupo de pesquisa tentou adaptar

o seu sistema de estudo para este novo propósito. Vamos agoradiscuir cada um dos principais

candidatos.

3.2.1 Dispositivos supercondutores

O primeiro (e mais detalhado) sistema físico que falaremos utiliza fenômenos de supercon-

dutividade para processar dados em computação quântica. Uma boa referência para os tópicos

de supercondutividade que falaremos pode ser encontrada naref. [93], enquanto que na ref.
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[55] encontramos a ligação com computação quântica. A grande promessa desse sistema é a

escalabilidade e a fácil integração em sistemas eletrônicos existentes. Há duas maneiras distin-

tas de se representar qubits em um sistema supercondutor: a primeira consiste da contagem de

cargas, aqui representadas por pares de Cooper com carga 2e, através dosingle-electron tran-

sistor (SET) e a segunda consiste da medição do fluxo magnéticoΦ que atravessa um circuito

SQUID6.

Antes de começarmos a ligação com computação quântica, vamos rever os resultados bási-

cos de circuitos supercondutores com junções Josephson queutilizaremos adiante. As junções

Josephson consistem basicamente de dois supercondutores ligados por uma pequena junção7.

Em seu artigo [57] Josephson previu que, mesmo na ausência deuma voltagem aplicada, dev-

eria existir uma corrente atravessando a junção dada pela equação

I = Icsen(Θ), (3.6)

ondeIc indica a corrente máxima na junção enquanto queΘ representa a diferença dos parâmet-

ros de ordem complexos dos supercondutores adjacentes à junção. Além disso, Josephson tam-

bém previu que esta diferença de fase deveria evoluir de acordo com uma voltagemV aplicada

ao circuito de acordo com:

dΘ
dt

=
2eV
}

. (3.7)

Utilizando os resultados das equações (3.6) e (3.7) podemoscalcular a energia de acopla-

mentoE armazenada na junção para produzir a diferença de faseΘ:

E =

∫
IVdt =

∫
IcsenΘ

}

2e
dΘ = −}Ic

2e
cosΘ+constante, (3.8)

desprezando o termo constante (no nosso modelo efetivo parao hamiltoniano) e definindo

EJ ≡ }Ic
2e temos:

E = −EJcosΘ. (3.9)

Estamos prontos, agora, para estudar o primeiro tipo de computador quântico baseado em su-

percondutividade, i.e. aquele que utiliza a quantização dacarga.

6Superconducting Quantum Interference Device - Basicamente um anel supercondutor com uma junção

Josephson que aprisiona quanta de fluxos magnéticos, como será visto adiante.
7O tipo da junção, i.e. condutora, isolante ou supercondutora, caracterizará os diferentes tipos de junções

Josephson.
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Figura 3.1 Esquema de circuito utilizando uma junção Josephson para a representação de um qubit

através da contagem do númeron de pares de Cooper presentes numa determinada ilha.

3.2.1.1 Quantização da Carga

A primeira maneira de se obter uma representação de qubit em dispositivos supercondutores

que iremos analisar é através de dois estados quânticos distintos, que diferem entre si por um

par de Cooper em uma determinada ilha do circuito [77, 104]. As portas lógicas da computação

podem ser realizadas ajustando-se parâmetros do circuito como o campo magnético aplicado e

a voltagem do sistema.

Na figura 3.1 ilustramos um modelo elementar para a representação de um único qubit

utilizando este procedimento de quantização de carga. Nosso sistema consiste de uma ilha

com n pares de Cooper conectada através de uma junção Josephson com capacitânciaCJ e

energia de acoplamentoEJ a um eletrodo supercondutor. Utilizamos ainda dois dipositivos de

controle: um potencialV acoplado ao sistema e um capacitorC, que conecta esta voltagem à

ilha. Operamos, então, em condições em que o gap de energia supercondutora∆ é muito maior

do que a energia necessária para uma única carga entrar na ilha, i.e.∆ � e2

2(C+CJ)
≡ Ec. Nessas

condições não há tunelamento de quasi-partículas, apenas de pares de Cooper. O hamiltoniano

do sistema fica descrito pela soma da energia de carga de paresde Cooper na ilha com energia

dada pela equação (3.9) relativa à fase. Temos portanto

H = Hc +HJ = 4Ec(n−n0)
2−EJcos(Θ) , (3.10)

ondeΘ é a variável conjugada ao número de pares na ilha, i.e.n = −i}∂/∂ (}Θ); [Θ,n] = i.

O fator 4 multiplicandoEc vem da carga do par de Cooper (2e), enquanto quen0 ≡ CV/2e,
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pode ser ajustado para que os únicos termos relevantes sejamaqueles comn= 0 en = 1 par de

Cooper na ilha.

Vamos agora à construção do hamiltoniano na base|n〉, onde|0〉 ≡ (1,0)† e |1〉 ≡ (0,1)† na

representação matricial. O termoHc do nosso hamiltoniano, eq. (3.10), fica expresso por:

Hc = ∑
n
{4Ec(n−n0)

2 |n〉〈n|}, (3.11)

onde o termo(n−n0)
2 pode ser simplificado para(1−2n0)n+ n2

0, pois estamos tratando do

subespaçon = {0,1}. Substituindo isto e desprezando o termo constanten2
0 temos:

Hc = ∑
n
{4Ec(1−2n0)n|n〉〈n|} = 4Ec(1−2n0) |1〉〈1| = 4Ec(1−2n0)

I −σz

2
, (3.12)

onde a matriz de Pauliσz está definida na eq. (4.3). Desprezando o termo constanteI/2,

chegamos em:

Hc = −1
2
{4Ec(1−2n0)σz} ≡ −1

2
Bzσz. (3.13)

Vamos agora reescrever o termoHJ do hamiltoniano da eq. (3.10).

HJ = −EJcos(Θ) = −EJ

2 ∑
n
{|n+1〉〈n|+ |n〉〈n+1|} , (3.14)

pois cos(Θ) na base{|n〉} toma a forma1
2 ∑n{|n+1〉〈n|+ |n〉〈n+1|}; visto queeiθ |n〉 =

|n+1〉. No subespaçon = {0,1}, a expressão paraHJ simplifica para:

HJ = −1
2

EJ{|0〉〈1|+ |1〉〈0|} = −1
2

EJσx ≡−1
2

Bxσx. (3.15)

Podemos então reescrever o hamiltoniano completo do sistema descrito pela eq. (3.10)

como:

H = −1
2
~B ·~σ , ~B = (Bx,0,Bz). (3.16)

Controlando-se os parâmetrosBx e Bz por intervalos de tempo específicos, podemos realizar

todas as portas lógicas de um qubit desejadas [32], como serádiscutido adiante.
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Figura 3.2 Esquema de um dispositivo SQUID, formado por um anel supercondutor contendo uma

junção Josephson (em preto na figura) sendo atravessado por um fluxo magnéticoΦx.

3.2.1.2 Quantização do Fluxo

O segundo caminho para se gerar um sistema quântico de dois níveis em dispositivos su-

percondutores é através da quantização do fluxo magnético [36, 72] que passa através de um

dispositivo SQUID, como mostrado na figura 3.2.

No circuito esquematizado, a diferença de fase através da junção,Θ, está relacionada com

o fluxoΦ que a atravessa pela relação

Θ = 2π
(

Φ
Φ0

+n

)
, (3.17)

comΦ0 ≡ h/(2e) sendo o quantum de fluxo magnético en um número inteiro qualquer. Pode-

mos ainda aplicar um fluxoΦx para controlar parâmetros do hamiltoniano do sistema, que fica

expresso pela soma dos termos referentes à faseΘ, à autoindutânciaL e à cargaQ:

H = −EJcos

(
2π

Φ
Φ0

)
+

(Φ−Φx)
2

2L
+

Q2

2CJ
, (3.18)

ondeCJ é a capacitância da junção enquanto queQ é a variável canonicamente conjugada ao

fluxo Φ, i.e. Q = −i} ∂
∂Φ .

A situação física de interesse ocorre quandoEJ > 1
L

(
Φ0
2π

)2
e Φx se aproxima deΦ0/2,

em baixas temperaturas. Isto implica no aparecimento de um potencial do tipo poço duplo

próximo deΦ = Φ0/2, no qual apenas os dois primeiros níveis energéticos são significativos e

o hamiltoniano efetivo do sistema se torna igual ao da eq. (3.16), onde agoraΦx eEJ controlam

os coeficientesBx eBz.

Conforme mostrado em [32], o controle dos coeficientes de um hamiltoniano do tipo apresen-

tado na eq. (3.16) possibilita a realização de qualquer porta lógica de um único qubit.
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Figura 3.3 Modelo de Averin [3] para dois qubits interagentes acoplados via um capacitorCint .

3.2.1.3 Propostas para implementar interação (portas com 2qubits)

Para termos um sistema com vários qubits, necessitaríamos ainda de um termo de acopla-

mento entre eles como no modelo de Heisenberg, i.e.:

Hint = ∑
i 6= j

∑
a,b

Jab
i j (t)σa

i σb
j , (3.19)

ondeJab
i j (t) indica a energia de acoplamento do sistema,i e j indicam os sítios correspondentes

às posições dos qubits, enquanto que{a,b} ∈ {x,y,z} rotulam as matrizes de Pauli. Vamos

ilustrar duas propostas de sistemas com mais de um qubit interagindo por um hamiltoniano

deste tipo.

Primeiramente temos a proposta de Averin [3], onde dois qubits feitos por quantização de

carga interagem através de um capacitor colocado entre eles, como ilustrado na figura 3.3,

retirada da ref. [55]. Para esse sistema Averin demonstrou que a interação poder ser modelada

por

Hint = Jzz(t)σz
1σz

2 , (3.20)

onde a constanteJzz está relacionada à capacitânciaCint colocada entre os qubits.

O segundo modelo que iremos apresentar foi proposto por Mooij et al. [75]. Os dois qubits

são construídos por quantização de fluxo e interagem via acoplamentoLC, como ilustrado na

figura 3.4, retirada da ref. [55]. O hamiltoniano deste sistema também é um caso particular da

formula geral apresentada na eq. (3.19) e fica expresso por

Hint ∝ ∑
i< j

Jyy
i j (t)σy

i σy
j , (3.21)
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Figura 3.4 Modelo de Mooij [75] para qubits interagentes.

onde a constanteJyy
i j (t) está relacionada à capacitânciaCosc e à indutânciaLosc colocada entre

os qubits. Com isto concluímos a apresentação de sistemas supercondutores para a computação

quântica.

3.2.2 Métodos ópticos

Os dois sistemas físicos que iremos estudar a partir de agora: fótons e cavidades ópticas

são bastante parecidos em vários aspectos. A diferença ocorrerá na forma de intereção entre

os qubits, como veremos. Os fótons possuem várias características que os tornam fortes can-

didatos para a implementação da computação quântica. Em primeiro lugar, eles possuem uma

boa representação para o qubit, quer seja a sua polarização (horária ou anti-horária) ou a sua

localização espacial (numa cavidade ou em outra). Vamos agora discutir um pouco esta última

maneira.

Uma representação para o qubit pode ser feita acoplando-se duas cavidades ópticas com

energia total}ω, o que corresponde a um único fóton, com essa energia, contido no sistema

formado pelas cavidades. Podemos então construir um estado|01〉 e outro|10〉, respectiva-

mente relacionados com a situação do fóton estar contido em uma das cavidades ou na outra8.

O passo seguinte é a criação de um único fóton para ser colocado neste sistema. Esta técnica já

é bem estabelecida [50, 62] e consiste, basicamente, em se diminuir a potência de um LASER

até que seja emitido um único fóton por vez. Uma vez construído o qubit, vamos agora fazer

operações lógicas nele com os elementos disponíveis em um laboratório de óptica, i.e. fibras

ópticas, deslocadores de fase e divisores de feixe.

As fibras ópticas formam o nosso canal de comunicação quântico, através das quais pode-

8Essa representação, chamada de duplo-trilho, está discutida na seção 7.4 da ref. [80].
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mos transportar os nossos qubits móveis entre localidades distintas. Os deslocadores de fase e

divisores de feixe são utilizados para a construção de portas lógicas em um único qubit. Vamos

exemplificar este processo com a construção de uma porta de Hadamard.

Um deslocador de fase é simplesmente um material transparente com índice de refraçãon

diferente do índice do meion0. O seu efeito consiste em uma diferença de fase criada entre a

propagação do fóton através dele e a propagação no meio inicial por um fatorei(n−n0)L/c ≡ ei∆,

comL indicando a extensão do deslocador de fase ec a velocidade da luz no vácuo. A atuação

dele num estado que não contém um fóton (|0〉) não faz nada, enquanto que num estado de um

fóton faz a transformação|1〉 → ei(n−n0)L/c |1〉.
Vamos agora atuar com o deslocador de fase (DF) num estado da nossa representação de

duplo-trilho. Para isso faremos apenas o primeiro dos qubits da representação passar por um

deslocador de fase. Temos portanto

DF(a|01〉+b|10〉) = a|01〉+ei∆b|10〉 = ei∆/2
(

e−i∆/2a|01〉+ei∆/2b|10〉
)

. (3.22)

O que corresponde a uma rotação de∆ em Ẑ, a menos de uma fase global que não importa.

Vamos agora à construção do divisor de feixe.

O divisor de feixe é um espelho que reflete uma fração(≡ cos(θ)) da luz incidente e trans-

mite a outra parte. Em termos de operadores na nossa representação duplo-trilho isso corre-

sponde a uma rotação deθ emŶ, como ilustrado no diagrama abaixo.

|10〉
DF

cos(θ) |10〉−sin(θ) |01〉
|01〉 sin(θ) |10〉+cos(θ) |01〉

(3.23)

Estes dois elementos nos permitem construir a porta de Hadamard, que consiste na apli-

cação de uma rotação em̂Y deπ/4 aos dois qubits aliado a uma rotação emẐ deπ apenas ao

primeiro, como ilustrado abaixo.

DF
π (3.24)

Tendo visto como operar em um único qubit, resta agora ver como estes qubits podem

interagir, dado que implementar uma interação entre fótonsnão é uma tarefa trivial. Existem

duas maneiras principais de construir tal interação: a primeira através de dispositivos ópticos

não lineares (baseados no efeito Kerr) , que constitui o método dos fótons e a segunda através

da mediação por átomos em cavidades, que forma o método das cavidades ópticas.
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O efeito Kerr consiste da dependência do índice de refração de um meio com a intensidadeI

da radiação que o atravessa. Matematicamente isto pode ser expresso pelo termon1 da equação

abaixo:

n(I) = n0+n1I . (3.25)

Com esse efeito pode-se controlar, por exemplo, o termo∆ da equação (3.22) que atua em um

fóton dependendo da passagem de um outro fóton (controlador) pelo meio. Isto corresponderia

a um deslocador de fase controlado. Procedendo de maneira análoga poderíamos construir

qualquer porta de interação entre qubits.

A grande dificuldade desta construção é encontrar um meio como efeito Kerr satisfatório,

i.e. um termon1 suficientemente grande e uma absorção baixa. Essa dificuldade já foi vencida

em alguns casos particulares, como na realização dos algoritmos de Deutsch-Josza [91] e o de

Grover [12]. Uma maneira de contornar este problema é através da utilização de cavidades

ópticas, o segundo método óptico citado. O ponto forte aqui éa maneira como os dois fótons

interagem. Em cavidades ópticas não mais precisamos de um meio óptico não linear para

construir a interação entre os fótons, esta interação é agora mediada através de um átomo

contido na cavidade. Passemos agora a um outro sistema físico.

3.2.3 Ressonância magnética nuclear

Sem dúvida os sistemas mais importantes e com mais resultados até hoje para a computação

quântica são aqueles baseados em ressonância magnética nuclear (RMN). Já foi possível, in-

clusive, a realização experimental dos algoritmos quânticos mais relevantes como a fatoração

[99]9, o algoritmo de busca de Groover [56] e o de Deutch-Josza [17]. A técnica de RMN

utiliza o spin nuclear de átomos como1H, 13C e19F para armazenar o qubit. Diferentes átomos

numa mesma molécula atuam como sítios dos diversos qubits. Oacoplamento entre dois qubits

distintos se faz, predominantemente, através de interações via dipolo magnético ou mediadas

por elétrons utilizados nas ligações químicas.

Existem duas formas distintas de se fazer computação quântica nesse sistema. A primeira

é através de técnicas de estado-sólido [82] e a outra atravésde moléculas dissolvidas em um

líquido [21, 108]. O aparato experimental consiste, basicamente, de um campo magnético es-

tático e homogêneo fixo numa direção (usualmente denotada por Ẑ) e bobinas de Helmholtz

9Algoritmo proposto por Shor [88].



3.2 SISTEMAS FÍSICOS 39

que geram campos oscilatórios (utilizando técnicas de radiofreqüência - RF) nas duas direções

perpendiculares (̂X eŶ). A aquisição de dados e a construção de portas lógicas se dá através das

bobinas de Helmholtz transversais. O grande obstáculo deste método origina no fraquíssimo

sinal emitido por uma molécula, o que torna necessária a utilização de um grande ensemble de

moléculas para amplificá-lo. Este fato traz algumas dificuldades tanto teóricas quanto experi-

mentais.

Do ponto de vista teórico, a utilização de várias moléculas esua utilização em temperatura

ambiente implica na impossibilidade de se construir um estado inicial bem determinado (de

baixa entropia com todos os spins aproximadamente alinhados na mesma direção). Outro fator

complicador é que o resultado da medição aparecerá como uma média de ensemble, e não como

uma distribuição, como requerem os algoritmos quânticos. Para superar esta dificuldade (a má

construção do estado inicial) existem basicamente três técnicas distintas: a média espacial [14];

a média temporal [64] e o endereçamento lógico [98]. Sumariamente, essas tecnicas conseguem

simular um estado inicial desejado atavés de superposiçõesde estados “indesejados”.

O mérito do método da RMN vem do grande conhecimento experimental existente nesta

área. Os dois grandes obstáculos são a má construção do estado inicial, como discutido an-

teriormente, e a escalabilidade. A interação controlada entre spins nucleares (de uma mesma

molécula) só é possível com as técnicas atuais para um númerobastante reduzido de qubits.

Em [68] temos uma realização experimental de um circuito com7 qubits. Passemos agora ao

último sistema físico estudado nesta tese.

3.2.4 Pontos quânticos

A idéia de se utilizar pontos quânticos para efetuar computação quântica teve início no

trabalho pioneiro de Loss e DiVincenzo [69]. A grande motivação para este modelo é a escal-

abilidade desse sistema. O sistema de dois níveis (qubit) considerado é o spin de um elétron

confinado a um ponto quântico formado por um gás de elétrons bidimensional. A figura 3.5,

adaptada da ref. [103], ilustra este sistema para o caso de dois qubits.

Na figura vemos dois spins (S1 e S2) confinados numa camada bidimensional e aprisionados

por barreiras eletrostáticas. As barreiras de potencialV da figura são usadas para controlar o

acoplamento entre qubits adjacentes.

A inicialização de um estado padrão, com todos os spins alinhados, pode ser feita aplicando-

se um campo magnético e resfriando-se o sistema até que todosos spins se alinhem com este

campo. Matematicamente, isto requer uma temperatura que satisfaça: kBT � |gµBB|, i.e. a
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Figura 3.5 Montagem experimental baseada em pontos quânticos para um sistema de dois qubits forma-

dos por spinsS1 e S2 de um gás de elétrons bidimensional com interação controlada eletrostaticamente

pelo potencial eletrostáticoV.

energia relacionada à agitação térmica (kBT) deve ser menor do que a energia Zeeman (|gµBB|)
de acoplamento com o campo magnéticoB aplicado.

A construção das portas lógicas universais divide-se em duas partes [4]: As portas de um

único qubit podem ser realizadas controlando-se a interação Zeeman efetiva ou através de uma

interação com fótons [20], enquanto que as portas de dois qubits podem ser feitas [105] ligando-

se e desligando-se a interação entre eles [97]. Esse procedimento é possivel ajustando-se a

barreira eletrostática existente entre dois qubits adjacentes, de forma que a distância entre eles

possibilite ooverlapentre suas funções de onda apenas quando a interação for “ligada”.

Conforme visto em [13], ao se reduzir a voltagem da barreira que separa os dois qubits, a

interação entre eles pode ser modelada através de um acoplamento de Heisenberg expresso por:

H(t) = J(t)~S1 ·~S2 , (3.26)

ondeJ(t) indica a constante de acoplamento entre os spins e~Si ≡ (Sx
i ,S

y
i ,S

z
i ) correspondem aos

operadores de spin no sítioi.

Para ilustrar como as portas lógicas podem ser realizadas através de hamiltonianos deste

tipo, tomemos a porta XOR10. Na referência [69] temos que esta porta pode ser expressa como

a combinação de portas NOT de um único qubit mais um termo exatamente como o descrito na

equação (3.26). Matematicamente temos:

10Abrevitatura para:ouexclusivo.
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UXOR=
1
2

(
1+σz

1 +σz
2−2σz

1σz
2

)
, (3.27)

com σz
i = }Sz

i /2 significando a aplicação do referido operador de Pauli (σz) na partículai.

Detalhes da construção experimental de interações entre qubits em pontos quânticos como esta

podem ser encontradas na referência [15], onde são realizadas diversas considerações sobre a

modelagem do parâmetroJ(t) da equação (3.26) em função de variáveis acessíveis ao experi-

mentador.

3.3 Conclusões

A busca por um sistema ideal para a realização da computação quântica ainda está longe de

terminada. Vimos aqui apenas alguns dos caminhos que estão sendo seguidos. Existem ainda

propostas de sistemas mistos, como o proposto por Imammoglu[53] onde se combina o sistema

de cavidades ópticas com computação quântica em pontos quânticos e ainda um outro, proposto

por Tian [92], que combina óptica quântica com dispositivosde estado sólido. Métodos como

de armadilhas de ions [18, 61] e óptica linear [65] também têmsido implementados.

Embora ainda em desenvolvimento, técnicas experimentais já foram capazes de realizar11

em laboratório [99] o algoritmo mais importante da computação quântica que é, sem dúvida,

o procedimento de fatoração proposto por Shor [88]. Não podemos deixar de lembrar, mesmo

que fora dos objetivos centrais desta dissertação, que as tecnicas experimentais aliadas aos es-

tudos teóricos em computação e informação quânticas já possibilitam a realização da chamada

criptografia quântica [8].

As pesquisas continuam avançando pouco a pouco, e dentro daspróximas décadas alguma

versão do tão sonhado computador quântico poderá se tornar uma realidade, embora os mais

céticos não concordem. Um fato inegável, porém, é que os estudos nesta área já trouxeram

um grande avanço na compreensão do mundo quântico, o que, em última análise, está levando

conceitos de teoria da informação a vários outros ramos da física.

A computação e a informação quântica são áreas bastante vastas e estão relacionadas com as

mais diversas técnicas experimentais. Embora já existam importantes resultados, como vimos

ao longo deste capítulo, este processo ainda está em fase inicial. Não podemos nos esquecer,

contudo, do árduo caminho seguido até a construção do computador pessoal (clássico) que

11Embora que num exemplo trivial: o número 15.
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Figura 3.6 Foto do ENIAC

utilizamos hoje em dia. Em computação clássica, o avanço na velocidade e na capacidade de

armazenamento de dados foi conseguido através das placas desilício, onde hoje se consegue

colocar um número da ordem de 100 milhões de transistores em um único processador12.

Uma mesa óptica que ocupa um laboratório completo e faz operações com 4 ou 5 qubits

com certeza não será o candidato ideal a computador quântico. A busca por um sistema físico

que possibilite a construção de um bom computador quântico ainda está longe de ser concluída,

porém a grande diversidade de sistemas existentes nos dá umagrande esperança de que isto será

possível algum dia. Para retormar o exemplo do computador clássico, no final da década de

40 o ENIAC13 tinha 30 toneladas e ocupava uma área de cerca de 170m2, não tendo sequer a

capacidade de cálculo de uma simples máquina de calcular dosdias de hoje.

Como último comentário, é importantíssimo nos lembrarmos de que um dos caminhos mais

promissores para os computadores quânticos não é simplesmente a superação dos seus pares

clássicos na velocidade de cálculo de algoritmos como o de fatoração e busca, mas sim a sim-

ulação de sistemas quânticos, como profetizou Feynamn [34]em 1982.

12Processadores como oCore Duo - Inteltêm hoje cerca de 290 milhões de transistores em pouco mais de140

milímetros quadrados de área.
13Eletrical Numerical Integrator and Calculator.



CAPÍTULO 4

Modelo de Heisenberg

Como vimos no capítulo 3, o hamiltoniano de Heisenberg é amplamente utilizado para

modelar a interação entre qubits. Neste capítulo iremos apresentar o resultado do cálculo do

emaranhamento de formação, definido no capítulo 2, de um sistema de dois qubits. Os nossos

qubits serão representados por duas partículas de spins 1/2descritas pelo hamiltoniano geral

dos modelos XX e XY. Discutiremos todos os casos possíveis, i.e. temperatura nula com estado

fundamental degenerado e não degenerado, bem como temperatura finita. A modelagem de um

sistema de qubits por uma interação do tipo Heisenberg é amplamente discutida na literatura;

além daqueles casos vistos no capítulo 3, podemos ainda citar os trabalhos [1, 59, 60, 79, 83,

84].

Na seção 4.1 apresentaremos o hamiltoniano de interação na forma proposta por Keating

[60], no caso específico para duas partículas interagentes (qubits). Apresentaremos duas for-

mas para a diagonalização deste hamiltoniano: na seção 4.2 faremos a diagonalização direta,

resolvendo a equação de quarto grau resultante, enquanto que na seção 4.3 apresentaremos o

método da segunda quantização para a diagonalização de hamiltonianos deste tipo. Após a

diagonalização, partiremos para o cálculo do emaranhamento de formação nas seções 4.4 e 4.5,

onde utilizaremos resultados do capítulo 2. Na seção 4.6 faremos testes de consistência dos re-

sultados obtidos e na 4.7 uma formulação alternativa para a quantificação do emaranhamento.

Concluiremos na seção 4.8 com uma análise geral do capítulo.

4.1 Hamiltoniano

O hamiltoniano geral dos modelos XX e XY de uma cadeia periódica (σn+1 = σ1) de n

spins submetidos a um campo magnéticoh uniforme aplicado na direçãôZ é expresso por

H = hHα , comHα dado por [60]:

Hα = −α
2

n

∑
j=1

[(1+ γ)σx
j σx

j+1+(1− γ)σy
j σy

j+1]−
n

∑
j=1

σz
j , (4.1)

43
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Figura 4.1 Modelo experimental para o hamiltoniano da eq. (4.1).

onde o parâmetroγ mede a anisotropia do meio, podendo variar entre 0 (modelo XX) e 1,α
é a constante de acoplamento do sistema eσ l

j corresponde ao operador de Pauli na direção

l ∈ {x,y,z} atuando apenas noj-ésimo spin (qubit). Este hamiltoniano efetivo leva em conta

apenas interações entre primeiros vizinhos, nas direçõesX̂ e Ŷ. Ele corresponde a uma cadeia

de spins, como ilustrado na figura 4.1, adaptada de [103], em que a separação espacial justifica

a modelagem por primeiros vizinhos1.

No nosso caso de interesse,n = 2, o hamiltoniano da eq. (4.1) simplifica para2:

Hα = −α
2

[(1+ γ)σx
1σx

2 +(1− γ)σy
1σy

2]− (σz
1 +σz

2). (4.2)

Tendo apresentado o nosso hamiltoniano de estudo, vamos partir para a sua diagonalização.

4.2 Diagonalização direta

Como primeiro procedimento para a diagonalização do hamiltoniano da eq. (4.2), iremos

representá-lo na forma matricial e diagonalizá-lo atravésdo cálculo das raízes do polinômio

característico de quarto grau resultante. Nesta representação temos

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i

i 0

)
e σz =

(
1 0

0 −1

)
, (4.3)

para as matrizes de Pauli e

1Estamos na prática admitindo que as funções de onda de cada spin só apresentam região deoverlapentre os

spins mais próximos.
2É importante observar, paran = 2, a expressão (4.1) não deve levar em conta a periodicidade,visto que isto

acarretaria numa duplicidade da contagem da interação spin-spin.
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σ l
j ≡ I ⊗· · ·⊗ I︸ ︷︷ ︸

j−1

⊗σ l ⊗ I ⊗· · ·⊗ I︸ ︷︷ ︸
n− j

, l ∈ {x,y,z} (4.4)

correspondem ao produto tensorial delas com a identidade, indicando sua atuação apenas no

j-ésimo spin. Executando os produtos tensoriais e somando asparcelas, chegamos em

H = −h





2 0 0 αγ
0 0 α 0

0 α 0 0

αγ 0 0 −2




. (4.5)

Iniciemos agora o processo de diagonalização com o cálculo do polinômio característico do

hamiltoniano acima.

P(λ ) ≡ det(H−λ I) = det





−2h−λ 0 0 −hαγ
0 −λ −hα 0

0 −hα −λ 0

−hαγ 0 0 2h−λ





= −(2h+λ )det





−λ −hα 0

−hα −λ 0

0 0 2h−λ



+(hαγ)det





0 −λ −hα
0 −hα −λ

−hαγ 0 0





= (2h+λ )(2h−λ )det

(
λ hα
hα λ

)

+(hαγ)2det

(
λ hα
hα λ

)

⇒ P(λ ) =
(
λ 2− (hα)2)(h2(4+α2γ2)−λ 2) . (4.6)

Tendo achado o polinômio característico, passemos agora aocálculo dos autovalores do hamil-

toniano; o que matematicamente corresponde às suas raízes efisicamente às autoenergias do

sistema.

4.2.1 Autoestados e autoenergias

De posse dos resultados anteriores, com o polinômioP(λ ) fatorado na forma de dois

polinômios de segundo grau, as suas raízes ficam imediatamente determinadas. Os 4 auto-

valores procurados são
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Autovalores






λ1 = −hα
λ2 = +hα
λ3 = −h

√
4+α2γ2

λ4 = +h
√

4+α2γ2

(4.7)

Os autovetores correspondentes (H |i〉 = λi |i〉), já normalizados (〈i|i〉 = 1), são dados por:

|1〉 =
1√
2





0

1

1

0




, |2〉 =

1√
2





0

1

−1

0




, |3〉 =

1√
1+a2





a

0

0

1





e

|4〉 =
1√

1+b2





b

0

0

1




, (4.8)

ondea=
2+
√

4+α2γ2

αγ eb=
2−
√

4+α2γ2

αγ . Para simplificar ainda mais os cálculos, iremos redefinir

estas duas variáveis posteriormente, na eq. (4.53). Estamos utilizando a notação matricial em

que

|↑↑〉 =

(
1

0

)
⊗
(

1

0

)
=





1

0

0

0




, |↑↓〉 =

(
1

0

)
⊗
(

0

1

)
=





0

1

0

0




,

|↓↑〉 =

(
0

1

)
⊗
(

1

0

)
=





0

0

1

0




e |↓↓〉 =

(
0

1

)
⊗
(

0

1

)
=





0

0

0

1




, (4.9)

onde|↑〉 ≡ |0〉 = (1,0)† e |↓〉 ≡ |1〉 = (0,1)†.

Podemos ainda representá-los na base de simetria de rotaçãoadaptada3 {|s,m〉}, em que

s(s+1)}2 indica o autovalor do operador spin totalSao quadrado, enquanto quem} é o auto-

valor do operador spin total na direçãoẐ, Sz. Temos

3Uma discussão detalhada sobre esta base pode ser encontradano capítulo 10 da ref. [19].
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|1〉 =
1√
2

(|↑↓〉+ |↓↑〉) = |1,0〉 , |2〉 =
1√
2

(|↑↓〉− |↓↑〉) = |0,0〉 ,

|3〉 =
1√

1+a2
(a|↑↑〉+ |↓↓〉) =

1√
1+a2

(a|1,1〉+ |1,−1〉) e

|4〉 =
1√

1+b2
(b|↑↑〉+ |↓↓〉) =

1√
1+b2

(b|1,1〉+ |1,−1〉) . (4.10)

Como alternativa ao método de diagonalização direta que acabamos de efetuar, iremos

mostrar na próxima seção um poderoso método de diagonalização, largamente usado na lit-

eratura [35, 67].

4.3 Diagonalização por segunda quantização

O procedimento completo de diagonalização por segunda quantização, para qualquer valor

den do hamiltoniano da eq. (4.1) é dividido em três partes4. Na primeira faz-se uma transfor-

mação de Jordan-Wigner, na segunda uma transformação de Fourier, e finalmente uma trans-

formação de Bogoliubov. Implementaremos estas três etapasde forma analítica exata para o

nosso caso de interessen = 2. Reforçamos aqui o objetivo desta tese: estudando casos mais

simples, entender conceitos e criar relações entre diferentes formulações que possam dar no-

vas interpretações físicas às variáveis utilizadas e com isso facilitar a sua compreensão e o seu

cálculo.

Pode parecer redundância realizarmos o mesmo cálculo (de diagonalização) novamente,

mas estaremos introduzindo novos elementos conceituais (como os operadores de criação e

aniquilação e o ângulo de Bogoliubov) que facilitarão a construção do funtor da álgebra ge-

ométrica no capítulo 5. Seguiremos, agora, aplicando a transformação de Jordan-Wigner no

hamiltoniano de estudo.

4.3.1 Transformação de Jordan-Wigner

A transformação de Jordan-Wigner consiste em reescrever o hamiltoniano da eq. (4.1) em

termos de operadores anticomutantes em qualquer sítiocn
5. Estes operadores são definidos em

4Latorre et al. [67] seguiram essas etapas, porém estavam interessados no limiten→ ∞ e por isso desprezaram

termos do hamiltoniano proporcionais a 1/n que não serão desprezíveis no nosso caso.
5Em oposição à anticomutação apenas em sítios distintos dos operadores de Pauli.
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termos do operadorkink Kn [35] e dos operadores de levantamento e abaixamentoS±. Vamos

agora à formulação matemática.

O operadorkink Kn, realiza uma rotação deπ em torno deẐ em todos os sítios à esquerda

do sítion, ou seja

Kn ≡ ∏
m<n

σz
m. (4.11)

Os operadores de levantamento e abaixamento são dados por:

S±(n) =
σx

n ± iσy
n

2
. (4.12)

Finalmente, os operadores de criação,c†
n, e de aniquilação,cn, são definidos por:

cn = KnS−n =

(

∏
m<n

σz
m

)
σx

n − iσy
n

2

c†
n = KnS+

n =

(

∏
m<n

σz
m

)
σx

n + iσy
n

2
. (4.13)

É importante observar que, ao contrário dos operadoresσx,y,z
n , os operadorescn são não-

locais, no sentido de que atuam em mais de um sítio simultaneamente. Além disso, como dito

anteriormente, eles satisfazem as relações de anticomutação:

{c†
m,cn} = δm,n e {cm,cn} = {c†

m,c†
n} = 0, ∀m,n, (4.14)

como pode ser facilmente verificado. Antes de reescrever o hamiltoniano da eq. (4.1) em

termos dos operadorescn, vamos agrupar os seus termos da seguinte forma:

Hα = α
n

∑
j=1

(

−
σx

j σx
j+1+σy

j σy
j+1

2

)

+αγ
n

∑
j=1

(

−
σx

j σx
j+1−σy

j σy
j+1

2

)

−
n

∑
j=1

σz
j . (4.15)

Aplicando a transformação de Jordan-Wigner obtemos

Hα = α
n

∑
j=1

(
c†

j+1c j +c†
j c j+1

)
+αγ

n

∑
j=1

(
c†

j c
†
j+1+c j+1c j

)
−2

n

∑
j=1

c†
j c j +nI, (4.16)

ondeI indica o operador identidade. Fazendo uma análise rápida decada um dos 4 termos

deste hamiltoniano, vemos que os dois primeiros são formados por duas parcelas (não-locais)
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|ϕ0〉 |ϕ1〉 |ϕ2〉 |ϕ3〉
c1 0 0 |ϕ0〉 -|ϕ1〉
c†

1 |ϕ2〉 -|ϕ3〉 0 0

c2 0 |ϕ0〉 0 |ϕ2〉
c†

2 |ϕ1〉 0 |ϕ3〉 0

Tabela 4.1 Resultado da aplicação dos operadores de criação e aniquilação definidos em (4.13) nos

estados definidos na eq. (4.19).

hermitianamente conjugadas, o terceiro termo já está na forma diagonal, enquanto que o último

termo é apenas uma constante aditiva no espectro. Para o nosso caso de interesse (n = 2), a

expressão (4.16) simplifica para:

Hα = α
(

c†
1c2+c†

2c1

)
+αγ

(
c†

1c†
2 +c2c1

)
−2
(

c†
1c1 +c†

2c2

)
+2I . (4.17)

Para criar uma nova base, vamos definir o estado de vácuo|ϕ0〉, correspondente à situação

onde os dois spins estão apontando para baixo ao longo do eixoẐ, i.e.

|ϕ0〉 ≡ |↓↓〉 . (4.18)

Seguimos agora povoando o vácuo, o que corresponde (a menos de uma fase) a criar spins com

orientações para cima em cada um dos dois sítios. Isto pode ser feito através dos operadores de

criaçãoc†
1 ec†

2, temos então os seguintes estados:

|ϕ0〉 = |↓↓〉 , |ϕ1〉 = c†
2 |ϕ0〉 = −|↓↑〉 , |ϕ2〉 = c†

1 |ϕ0〉 = |↑↓〉 e

|ϕ3〉 = c†
2c†

1 |ϕ0〉 = |↑↑〉 . (4.19)

A atuação dos operadores de criação e aniquilação em cada um dos estados definidos na eq.

(4.19) se faz de maneira imediata. Os resultados estão compilados na tabela 4.1.

Tendo representado o hamiltoniano em termos dos operadoresde criação e aniquilação,

bem como explicitado a aplicação destes operadores nos quatro estados da eq. (4.19), podemos

atuar com o hamiltoniano em cada um destes estados. Como resultado temos:
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Hα |ϕ0〉 = 2|ϕ0〉−αγ |ϕ3〉 ,
Hα |ϕ1〉 = α |ϕ2〉 ,
Hα |ϕ2〉 = α |ϕ1〉 e

Hα |ϕ3〉 = −αγ |ϕ0〉−2|ϕ3〉 .

(4.20)

Com isso concluímos a transformação de Jordan-Wigner.

4.3.2 Transformação de Fourier

A aplicação da transformação de Fourier explora a simetria translacional do Hamiltoniano

da eq. (4.16) para introduzir os operadoresdk, k ∈ {1, ...,n}. No nosso caso esta simetria é

equivalente a uma reflexão, e os operadoresdk ficam expressos por

d1 =
1√
2
(c2−c1) e d2 =

1√
2
(c2+c1). (4.21)

É importante lembrar que esta é uma transformação canônica,i.e. os operadoresdk satisfazem

as mesmas operações de anticomucação dos operadoresck

{di ,d j} = {d†
i ,d

†
j } = 0 e {di ,d

†
j } = δi,j . (4.22)

A base de Fourier (em analogia à apresentada na eq. (4.19)) é definida por

|ϕ̃0〉 = |ϕ0〉 , |ϕ̃1〉 = d†
2 |ϕ̃0〉 =

1√
2
(|ϕ1〉+ |ϕ2〉),

|ϕ̃2〉 = d†
1 |ϕ̃0〉 =

1√
2
(|ϕ1〉− |ϕ2〉) e |ϕ̃3〉 = d†

1d†
2 |ϕ̃0〉 = |ϕ3〉 . (4.23)

De (4.20) e (4.23) temos que

Hα |ϕ̃1〉 = α |ϕ̃1〉 , Hα |ϕ̃2〉 = −α |ϕ̃2〉 , (4.24)

Hα |ϕ̃0〉 = 2|ϕ̃0〉−αγ |ϕ̃3〉 e Hα |ϕ̃3〉 = −αγ |ϕ̃0〉−2|ϕ̃3〉 . (4.25)

Em termos dos operadoresdk, definidos na eq. (4.21), o hamiltoniano da eq. (4.17) se torna

Hα = α
(

d†
2d2−d†

1d1

)
+αγ

(
d†

1d†
2 +d2d1

)
−2
(

d†
1d1 +d†

2d2

)
+2I . (4.26)

É fácil verificar que as equações (4.24) e (4.25) continuam válidas quando usamosHα dado

pela eq. (4.26). Vamos agora à última etapa da diagonalização.
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4.3.3 Transformação de Bogoliubov

Esta última etapa consiste na representação do hamiltoniano em termos dos operadoresbk

definidos pela seguinte transformação canônica:

b1 = ud†
1 + ivd2, b†

1 = ud1− ivd†
2,

b2 = ivd†
1 +ud2, b†

2 = −ivd1+ud†
2, (4.27)

ondeu = cos(θB
2 ) e v = sen(θB

2 ). Podemos representar esta transformação em termos de uma

matriz unitáriaU da seguinte forma:

U ≡
(

u iv

iv u

)
, D ≡

(
d†

1

d2

)
e B≡

(
b1

b2

)
,

⇒ B = UD. (4.28)

Invertendo a eq. (4.28) temosD = U†B, o que implica que

d1 = ub†
1+ ivb†

2; d†
1 = ub1− ivb2

d2 = ub2− ivb1; d†
2 = ub†

2+ ivb†
1 (4.29)

A necessidade da introdução destes novos operadoresbk ficará evidente a seguir. Podemos

reescrever o hamiltoniano da eq. (4.26) da seguinte forma

Hα = −(α +2)d†
1d1 +(α −2)d†

2d2+αγ(d†
1d†

2 +d2d1)+2I . (4.30)

Esta expressão nos motiva a definir uma matrizM da seguinte forma

M ≡
(

α +2 −αγ
−αγ α −2

)

, (4.31)

de modo que o hamiltoniano da eq. (4.30) toma a forma simples

Hα = D†MD−αI . (4.32)

A escolha do ângulo de BogoliubovθB satisfazendo tan(θB) = αγ
2 tornaM diagonal, i.e.

Λ = UMU† =

(
α +

√
4+α2γ2 0

0 α −
√

4+α2γ2

)

≡
(

λ+ 0

0 λ−

)

. (4.33)
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Isto nos permite escrever o hamiltoniano na forma

H = D†MD−αI = B†UMU†B−αI = B†ΛB−αI

⇒ H = λ+b†
1b1+λ−b†

2b2−αI . (4.34)

O que conclui o processo de diagonalização.

4.3.4 Autoestados e autoenergias

Com o resultado da última seção, podemos escrever diretamente os autoestados e as au-

toenergias do sistema. Faremos isto aplicando os operadores de criação de Bogoliubovb†
i ao

estado de vácuo|0〉vac definido abaixo6. Temos então

|ψ0〉 =
∣∣φ̃2
〉
≡ |0〉vac ; ε0 = −α

|ψ1〉 = b†
2 |0〉vac ; ε1 = λ−−α = −

√
4+α2γ2

|ψ2〉 = b†
1 |0〉vac ; ε2 = λ+−α =

√
4+α2γ2

|ψ3〉 = b†
2b†

1 |0〉vac ; ε3 = λ+ +λ−−α = α,

(4.35)

Ondeεi indica a autoenergia correspondente ao estado|ψi〉. Multiplicando estes valores pelo

campo magnéticoh recuperamos os resultados obtidos na eq. (4.7). Com isso concluímos o

processo de diagonalização por segunda quantização.

4.3.5 Operadores densidade em segunda quantização

Como primeiro passo, notemos que o conjunto{c,c†,cc†,c†c} forma uma base para os

operadores densidade de um sistema de um único spin7.

c≡ σx− iσy

2
=

(
0 0

1 0

)
, c† ≡ σx + iσy

2
=

(
0 1

0 0

)
,

cc† =

(
0 0

1 0

)(
0 1

0 0

)

=

(
0 0

0 1

)

e

c†c =

(
0 1

0 0

)(
0 0

1 0

)
=

(
1 0

0 0

)
. (4.36)

6Note queb1 |0〉vac = b2 |0〉vac = 0.
7O espaço das matrizes 2×2.
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Desta forma podemos expressarρA, a matriz do subsistema A de um sistema AB, como

ρA = ρ↓↓c1c†
1 +ρ↑↑c

†
1c1 +ρ↓↑c1+ρ↑↓c

†
1 = TrB(ρAB). (4.37)

Os coeficientes podem ser imediatamente calculados [54] a partir do operador densidade total

por

ρ↓↓ = Tr(ρABc1c†
1), ρ↑↑ = Tr(ρABc†

1c1), ρ↓↑ = Tr(ρABc1) e ρ↑↓ = Tr(ρABc†
1). (4.38)

Vamos agora definir os projetoresR e R̃ que serão utilizados adiante:

R≡ |↑↓〉〈↓↑| = c2c†
1 e R̃≡ |↑↑〉〈↓↓| = c1c2. (4.39)

Passemos agora ao problema do emaranhamento do sistema nas diversas situações de interesse.

4.4 Temperatura nula

Iniciaremos agora a primeira parte dos resultados originais desta tese, onde calcularemos o

emaranhamento de formação (definido na eq. (2.28)) para o modelo de Heisenberg apresentado

nas seções anteriores. Vamos começar os cálculos na situação mais simples, i.e. temperatura

nula (T = 0). Nessa situação o sistema estará em seu estado fundamental que pode ou não ser

degenerado. Iniciaremos pelo caso não degenerado, que corresponde a um estado fundamental

puro.

4.4.1 Caso não degenerado

Um resultado geral deste tipo de sistema paran spins foi apresentado por Keating [60],

que estava interessado no limiten→ ∞ e em mudanças do comportamento do emaranhamento

perto de uma transição de fase. Embora o hamiltoniano apresentado por ele seja geral para

qualquer valor den, o desenvolvimento analítico só foi feito neste limiten→ ∞. Vamos, nesta

seção, calcular o emaranhamento de duas formas distintas: aprimeira utilizará a representação

matricial, enquanto que a segunda seguirá a representação em segunda quantização.
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4.4.1.1 Estado fundamental
∣∣Ψg
〉

Para encontrarmos o estado fundamental alcançado pelo sistema quandoT = 0, precisamos

encontrar o menor autovalor deH. Uma vez que já temos expressões fechadas para os 4 pos-

síveis autovalores nas eq. (4.7) e (4.35), vamos aos casos possíveis. Para isso definiremos

inicialmente o valor crítico deα ≡ αc, que ocorre quando há degenerescência|λ1,2| = |λ3,4|,
ou seja:

√
4+α2

c γ2 = |αc| ⇔ |αc| =
2√

1− γ2
. (4.40)

Caso supercrítico|α|> |αc|. Nesta situação a energia fundamental do sistema corresponde

ao autovalorλ1
8 e o estado fundamental corresponde a|1〉, definido na eq. (4.8). A matriz den-

sidade que descreve este estado é expressa por:

ρAB = |1〉〈1| = 1
2





0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0




. (4.41)

Em segunda quantização temos:

|1〉 =
1√
2

(|↑↓〉+ |↓↑〉) ⇒

ρAB =
1
2

(|↑↓〉〈↑↓|+ |↓↑〉〈↓↑|+ |↑↓〉〈↓↑|+ |↓↑〉〈↑↓|)

=
1
2

(
RR† +R†R+R+R†

)
=

1
2

(
c†

1c1c2c†
2 +c1c†

1c†
2c2 +c2c†

1+c1c†
2

)
, (4.42)

ondeRestá definido na equação (4.39).

Caso subcrítico|α| < |αc|. Nesta situação o estado fundamental corresponde a|3〉9 e a

matriz densidade que descreve o estado fundamental é expressa por:

8Estamos considerandoh > 0, caso contrário o estado fundamental seria|2〉, mas os cálculos seguiriam de

maneira idêntica.
9Novamente estamos considerandoh > 0, caso contrário o estado fundamental seria|4〉, com os cálculos

seguindo de maneira idêntica.
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ρAB = |3〉〈3| = 1
1+a2





a2 0 0 a

0 0 0 0

0 0 0 0

a 0 0 1




. (4.43)

Em segunda quantização temos:

|3〉 =
1√

1+a2
(a|↑↑〉+ |↓↓〉) ⇒

ρAB =
1

1+a2

(
a2 |↑↑〉〈↑↑|+u|↑↑〉〈↓↓|+u|↓↓〉〈↑↑|+ |↓↓〉〈↓↓|

)

=
1

1+a2

(
a2R̃R̃†+a(R̃†+ R̃)+ R̃†R̃

)

=
1

1+a2

(
c†

1c1c†
2c2 +a2c1c†

1c2c†
2+a(c1c2+c†

2c1)
)

, (4.44)

ondeR̃está definido na equação (4.39).

4.4.1.2 Cálculo do emaranhamento

De posse das matrizes densidades que descrevem o sistema, o cálculo do emaranhamento

de formação se faz imediatamente através da eq. (2.22). Aqui, estamos denotando porρAB a

matriz densidade completa dos dois spins (situados nos sítiosA e B) e porρA o traço parcial

emB deρAB, i.e. ρA = TrB(ρAB).

Caso supercrítico :

No formalismo canônico usamos a expressão para a matriz densidade obtida na eq. (4.41)

e o traço parcial como definido na eq. (2.23). Temos então

ρAB =
1
2





0 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 0




=⇒ ρA =

1
2

(
1 0

0 1

)

=
1
2

I , (4.45)

com isso o emaranhamento de formação (ver eq. (2.22)) do sistema se torna:

EF = −1
2

Tr

(
−1 0

0 −1

)

= 1. (4.46)
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Para efetuarmos este mesmo cálculo em segunda quantização,vamos utilizar as equações

(4.37) e (4.38) para calcularρA = TrB(ρAB), comρAB expresso na eq. (4.42). Como resultado

temos

ρA =
1
2

(
c†

1c1+c1c†
1

)
=

1
2

I , (4.47)

o que é uma confirmação dos nossos cálculos. O fato do emaranhamento de formação ter re-

sultado em 1 era esperado, uma vez que neste regime o estado fundamental|1〉 corresponde

a um dos estados de Bell, que é maximamente emaranhado. Observemos também que este

procedimento constitui uma receita experimental para a construção de um estado de Bell10.

Caso subcrítico :

A expressão para a matriz densidade do sistema está expressana eq. (4.43). Temos:

ρAB =
1

1+a2





a2 0 0 a

0 0 0 0

0 0 0 0

a 0 0 1




=⇒ ρA =

1
1+a2

(
a2 0

0 1

)
, (4.48)

com isso o emaranhamento do sistema se torna

EF = − 1
1+a2Tr




a2log

(
a2

1+a2

)
0

0 log
(

1
1+a2

)



= ĥ

(
1

1+a2

)
, (4.49)

ondeĥ(x) é a entropia binária definida na eq. (2.30).

Tendo achado o emaranhamento no formalismo matricial, seguimos da mesma forma que

no caso anterior, calculando em segunda quantização. O estado do sistemaρAB está expresso

na eq. (4.44). Após uma álgebra simples utilizando as equações (4.37) e (4.38) obtemos

ρA =
1

1+a2

(
c†

1c1+a2c1c†
1

)
. (4.50)

Para efetuar o cálculo do emaranhamento, definimos uma nova varíavelν ≡ 1−a2

1+a2 , em termo da

qual o resultado da eq. (4.50) toma a forma mais simétrica

ρA =
1
2

(
(1+ν)c†

1c1 +(1−ν)c1c†
1

)
, (4.51)

10Um sistema modelado pelo hamiltoniano da eq. (4.2) com|α| > 2√
1−γ2

evoluirá para o estado de Bell|1〉
quandoT → 0.
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desta forma o emaranhamento de formação expresso na eq. (2.22) pode ser imediatamente

calculado11. Como resultado temos:

EF = e

(
1,

1−a2

1+a2

)
, (4.52)

onde e(x,y) ≡−x+y
2 log

(x+y
2

)
− x−y

2 log
(x−y

2

)
, com os logarítmos tomados sempre na base 2.

Este resultado corresponde, exatamente, ao encontrado anteriormente na eq. (4.49). Pode-

mos também testar esta fórmula no limitea→ 1, ou seja,αγ →∞. Neste caso o emaranhamento

é dado porh(1
2) = e(1,0) = 1. Isto é esperado pois coma→ 1 o estado fundamental do sistema

também torna-se um dos estados de Bell.

Interpretação geométrica:Uma visão geométrica desta situação pode ser construída da seguinte

forma: definamos as variáveisθ e θ̃ tal que:

a =
2+
√

4+α2γ2

αγ
≡ tan

(
θ
2

)
e

b =
2−
√

4+α2γ2

αγ
≡ tan

(
θ̃
2

)
. (4.53)

A concorrênciaC definida na eq. (2.31) para o caso do sistema|ψ〉 estar num estado puro toma

a forma [49]:

C(ψ) = |〈ψ|ψ f lip〉|, (4.54)

ondeψ f lip é o spin-flip do estadoψ, obtido invertendo-se a orientação de todos os spins.

Aplicando este resultado ao nosso sistema (descrito pela equação (4.44) temos:

|3〉 =
1√

1+a2
(a|↑↑〉+ |↓↓〉) ⇒

∣∣∣3f lip
〉

=
1√

1+a2
(a|↓↓〉+ |↑↑〉)

⇒C = |〈3|3f lip〉| = 1
1+a2 (a〈↑↑|+ 〈↓↓|)(a|↓↓〉+ |↑↑〉) =

2a
1+a2 = sen(θ). (4.55)

O emaranhamento de formação, definido pela fórmula de Wootters na equação (2.29), se

torna:

EF = ĥ

(
1+

√
1−C2

2

)
= ĥ

(
1+
√

1−sen2(θ)

2

)

11Procedimento análogo foi realizado por Keating [60].
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= ĥ

(
1+cos(θ)

2

)
= e(1,cos(θ)). (4.56)

Comparando a equação (4.56) com a (4.52), podemos ver a equivalência entre esses resultados

percebendo que:

ν =
1−a2

1+a2 =
1− tan2θ

2

1+ tan2θ
2

= cos(θ). (4.57)

Keating [60] deduziu que o emaranhamento de uma cadeia comN spins no estado funda-

mental descritos pelo mesmo hamiltoniano que estamos estudando tem a forma:

EF =
N

∑
i=1

e(1,νi). (4.58)

O que acabamos de mostrar é que este resultado pode ser interpretado geometricamente atribuindo

um ânguloθi a cada sítio de uma das subcadeias do sistema bipartite. A passagem de um sítio

para outro seria descrita por um deslocamento neste ângulo.

Interpretação geométrica com segunda quantização:Vamos agora refazer o cálculo da con-

corrência no formalismo de segunda quantização. A base de estados{ϕi}, com i ∈ {0,1,2,3}
está definida na eq. (4.19).

|3〉 =
1√

1+a2
(a|↑↑〉+ |↓↓〉) = sen

(
θ
2

)
|↑↑〉+cos

(
θ
2

)
|↓↓〉

=

[
sen

(
θ
2

)
c†

2c†
1 +cos

(
θ
2

)]
|ϕ0〉 . (4.59)

O estado
∣∣3f lip

〉
se torna

∣∣∣3f lip
〉

=

[
cos

(
θ
2

)
c†

2c†
1 +sen

(
θ
2

)]
|ϕ0〉 , (4.60)

finalmente, a concorrência pode ser calculada como

C = |〈3|3f lip〉| =
[
sen

(
θ
2

)
〈ϕ0|c1c2+cos

(
θ
2

)
〈ϕ0|

][
cos

(
θ
2

)
c†

2c†
1 |ϕ0〉+sen

(
θ
2

)
|ϕ0〉

]

= sen

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
〈ϕ3|ϕ3〉+sen

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
〈ϕ0|ϕ0〉 = 2sen

(
θ
2

)
cos

(
θ
2

)
= sen(θ).

(4.61)

Na seção 4.7 realizaremos o cálculo da concorrência numa forma já implementada experi-

mentalmente por Walborn et al. [106] e discutida no apêndiceB. Lá mostramos como ela pode
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ser interpretada e quantificada a partir de cópias do sistema.

Relação entreθ e θB: Um resultado importante alcançado nesta tese vem da constatação de

que este ânguloθ presente nas equações da concorrência (4.55) e do emaranhamento (4.56) é

idêntico ao ânguloθB da transformação de Bogoliubov introduzida na seção (4.3.3). Vejamos

a prova.

a =
2+
√

4+α2γ2

αγ
= tan

(
θ
2

)
⇒ tan(θ) =

2a
1−a2 =

αγ
2

⇒ θB = θ . (4.62)

Isto nos permite obter o ângulo necessário para efetuar a rotação da transformação de Bo-

goliubov através da concorrência do sistema e vice-versa. Nos trabalhos de Keating [60], Jin

et al. [54] e Latorre et al. [67] que estavam interessados numsistema formado por um grande

número de qubits tal interpretação não foi percebida. O estudo de sistemas mais simples (neste

caso com apenas dois qubits) possibilita portanto uma maiorcompreensão do fenômeno que

pode em seguida facilitar o entendimento de casos mais complexos.

4.4.1.3 Funções de correlação

As correlações entre os spins são definidas comoCa,b =
〈
Ψg
∣∣Sa

1Sb
2

∣∣Ψg
〉
, ondea,b∈ {x,y,z}

e Sa
i = }

2σa
i , onde

∣∣Ψg
〉

é o estado fundamental do sistema. Elas são de grande importância

experimental, uma vez estão relacionadas às funções respostas do sistema, que por sua vez são

acessíveis ao experimentador12. Vamos calculá-las nos dois casos de interesse considerando as

três direções espaciais. Para isso, notemos inicialmente que:

Ca,b ≡
〈
Ψg
∣∣Sa

1Sb
2

∣∣Ψg
〉

=
}2

4

〈
Ψg
∣∣σa

1σb
2

∣∣Ψg
〉
. (4.63)

Caso supercrítico:de (4.63) obtemos

∣∣Ψg
〉

=
1√
2





0

1

1

0




=⇒Cxx =

}2

4
, Cyy =

}2

4
eCzz= −}2

4
. (4.64)

12Na física de muitos corpos, as funções de correlação desempenham um papel importante na teoria da resposta

linear.
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Uma interpretação deste resultado fica clara ao expressarmos o estado fundamental na base

de autovetores deS2 e Sz, definida na eq. (4.10), onde
∣∣Ψg
〉

= |1,0〉. Os operadores de spin

satisfazem a identidade:

~S1 ·~S2 =
1
2

[
(~S1+~S2)

2−~S2
1−~S2

2

]

⇒ 〈Ψ|~S1 ·~S2 |Ψ〉 =
1
2

(
〈Ψ|S2 |Ψ〉−〈Ψ|~S2

x |Ψ〉−〈Ψ|~S2
y |Ψ〉

)

=
1
2

[
s(s+1)}2− 3

2
}2
]
. (4.65)

Podemos verificar os nossos resultados notando que〈Ψ|~S1 ·~S2 |Ψ〉 = ∑i Cii . No nosso caso

s= 1⇒ ∑i Cii = }2/4, como pode ser imediatamente verificado na equação (4.64).

Caso subcrítico:novamente de (4.63) obtemos

∣∣Ψg
〉

=
1√

1+a2





a

0

0

1




=⇒Cxx =

a}2

2(1+a2)
, Cyy =

−a}2

2(1+a2)
eCzz=

}2

4
, (4.66)

que também resulta em∑i Cii = }2/4, conforme discutido anteriormente. Com isso concluí-

mos a análise do sistema de dois qubits emT = 0, no caso do estado fundamental puro não

degenerado. Vamos agora ao caso degenerado.

4.4.2 Caso degenerado

O caso degenerado ocorre quando
√

4+(αγ)2 = |α|, ou seja:α = αc = ± 2√
1−γ2

. Nesta

situação as 4 autoenergias do sistema são dadas por:λ1 = −hα, λ2 = +hα, λ3 = −h|α| e

λ4 = +h|α|, o que nos leva a quatro casos distintos para o estado fundamental, dependendo do

valor do campo magnéticoh e da constante de acoplamentoα.

4.4.2.1 Cálculo dos operadores densidade

Como primeiro passo para o cálculo do emaranhamento, vamos calcular o operador densi-

dade que descreve o sistema em cada um dos casos de interesse.Para isso notemos, primeira-
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mente, que os parâmetrosa e b definidos anteriormente tomam formas distintas, dependendo

do sinal deα.

a≡ 2+
√

4+(αγ)2

αγ
=

√
α +2
α −2

, comαc > 0 ou−
√

α −2
α +2

, comαc < 0 e

b≡ 2−
√

4+(αγ)2

αγ
= −

√
α −2
α +2

, comαc > 0 ou

√
α +2
α −2

, comαc < 0. (4.67)

Analizaremos agora cada um dos quatro casos possíveis.

Caso 1a:α > 0 eh> 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma mistura estatística

dos estados|1〉 e |3〉, e a matriz densidade se torna:ρAB = p|1〉〈1|+(1− p) |3〉〈3|, ondep é a

probabilidade do sistema estar no estado|1〉. Substituindo os autoestados chegamos em:

ρAB =





(1− p)a2

1+a2 0 0
(1− p)a
1+a2

0 p/2 p/2 0

0 p/2 p/2 0
(1− p)a
1+a2 0 0

1− p
1+a2





. (4.68)

Caso 1b:α > 0eh< 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma mistura estatística

dos estados|2〉 e |4〉, e a matriz densidade se torna:ρAB = p|2〉〈2|+(1− p) |4〉〈4|, ondep é a

probabilidade do sistema estar no estado|2〉. Substituindo os autoestados chegamos em:

ρAB =





(1− p)b2

1+b2 0 0
(1− p)b
1+b2

0 p/2 −p/2 0

0 −p/2 p/2 0
(1− p)b
1+b2 0 0

1− p
1+b2





. (4.69)

Caso 2a:α < 0 eh> 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma mistura estatística

dos estados|2〉 e |3〉, e a matriz densidade se torna:ρAB = p|2〉〈2|+(1− p) |3〉〈3|, ondep é a

probabilidade do sistema estar no estado|2〉. Substituindo os autoestados chegamos em:

ρAB =





(1− p)a2

1+a2 0 0
(1− p)a
1+a2

0 p/2 −p/2 0

0 −p/2 p/2 0
(1− p)a
1+a2 0 0

1− p
1+a2





. (4.70)
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Caso 2b:α < 0eh< 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma mistura estatística

dos estados|1〉 e |4〉, e a matriz densidade se torna:ρAB = p|1〉〈1|+(1− p) |4〉〈4|, ondep é a

probabilidade do sistema estar no estado|1〉. Substituindo os autoestados chegamos em:

ρAB =





(1− p)b2

1+b2 0 0
(1− p)b
1+b2

0 p/2 p/2 0

0 p/2 p/2 0
(1− p)b
1+b2 0 0

1− p
1+b2





. (4.71)

Tendo concluído a construção dos operadores densidade, vamos calcular o emaranhamento.

4.4.2.2 Cálculo do emaranhamento

O cálculo do emaranhamento neste caso é feito de forma completamente diferente do re-

alizado na seção anterior. Estamos lidando agora não mais com um estado puro, mas com

uma mistura estatística. Seguiremos, portanto, o trabalhode Wootters [111], sumarizados na

equação (2.29). Após um cálculo algébrico levando em conta cada um dos casos particulares13,

chegamos ao resultado de que as raízes dos autovalores deρρ f lip (ver equação (2.32)) são idên-

ticas, independente do caso considerado. Esses valores são:

Λ1 = Λ2 = 0 , Λ3 = p e Λ4 =

√
α2−4

α
(1− p). (4.72)

Observe queγ não aparece mais nesses resultados, uma vez que estamos lidando com a

situação crítica, na qualγ fica determinado pelo valor deα. Aqui chegamos em um ponto

interessante: como temos apenas dois dosΛi não nulos, a nossa expressão para a concorrên-

cia C(ρ) definida na eq. (2.31) simplifica paraC(ρ) = |Λ3−Λ4| = |
√

α2−4
α (1− p)− p|, e a

expressão final do emaranhamento de formação do sistema se torna

E = ĥ




1+

√
1−
(√

α2−4
α (1− p)− p

)2

2



 , (4.73)

ondeĥ indica novamente a entropia binária (2.30).

131a, 1b, 2a e 2b.
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Figura 4.2 Gráfico do emaranhamento de formação no caso crítico (α = αc) parap = 1/2.

Banho Térmico: Ainda no caso degeneradoα = αc, se o sistema estiver inicialmente em

uma temperatura finita e for resfriado atéT → 0, ocorrerá que os dois estados possíveis serão

equiprováveis, i.e.p = 1
2. Neste caso, osΛi ’s se tornam:Λ1 = Λ2 = 0, Λ3 = 1

2 e Λ4 =
√

α2−4
2α ,

e a fórmula final do emaranhamento fica:

EF = ĥ




1+

√
1− 1

4

(√
α2−4
α −1

)2

2



 . (4.74)

O gráfico correspondente do emaranhamento encontra-se na figura 4.2, ondeE(|α| → 2) =

ĥ[2+
√

3
4 ] w 0.355.

4.5 Temperatura finita

Como caso final, vamos analisar o nosso sistema de dois spins em uma temperatura arbi-

tráriaT 6= 0. Lembremos que o hamiltoniano, os seus autovetores e autovalores já são conheci-

dos (equações (4.7) e (4.8)). Numa temperatura finita arbitrária, o sistema é descrito por uma

mistura estatística de estados puros, onde a probabilidadedo sistema se encontrar em cada um

dos estados possíveis é dada pela fórmula de Gibbs (ensemblecanônico):
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pi =
e−βEi

Z
, (4.75)

com Z = ∑4
i=1e−βEi sendo a função de partição do sistema,β = 1

kbT o fator de Boltzman e

Ei = λi as energias de cada estado. A matriz densidade do sistema é dada por :ρ = ∑4
i=1 pi |i〉〈i|,

que após algumas manipulações algébricas se torna:

ρ =
1
Z





a2e∆c

1+a2 +
b2e−∆c

1+b2 0 0
ae∆c

1+a2 +
be−∆c

1+b2

0 cosh(∆) senh(∆) 0

0 senh(∆) cosh(∆) 0
ae∆c

1+a2 +
be−∆c

1+b2 0 0
e∆c

1+a2 +
e−∆c

1+b2





, (4.76)

onde∆ ≡ hβα e ∆c ≡ hβ
√

4+α2γ2.

Os parâmetrosθ e θ̃ definidos na eq. (4.53) nos ajudam a interpretar os coeficientes desta

matriz. Temos

a = tan

(
θ
2

)
⇒






1√
1+a2

= cos

(
θ
2

)

a√
1+a2

= sen

(
θ
2

)

a2
√

1+a2
= sen

(
θ
2

)
tan

(
θ
2

)
e

b = tan

(
θ̃
2

)
⇒






1√
1+a2

= cos

(
θ̃
2

)

a√
1+a2

= sen

(
θ̃
2

)

a2
√

1+a2
= sen

(
θ̃
2

)
tan

(
θ̃
2

)
.

(4.77)

O spin-flip (definido na eq. (2.32)) deρ segue imediatamente:

ρ f lip =
1
Z





e∆c

1+a2 +
e−∆c

1+b2 0 0
ae∆c

1+a2 +
be−∆c

1+b2

0 cosh(∆) senh(∆) 0

0 senh(∆) cosh(∆) 0
ae∆c

1+a2 +
be−∆c

1+b2 0 0
a2e∆c

1+a2 +
b2e−∆c

1+b2





. (4.78)

Definindo agora novas variáveis:
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P≡ a2e∆c

1+a2 +
b2e−∆c

1+b2 , Q =
ae∆c

1+a2 +
be−∆c

1+b2 e R=
e∆c

1+a2 +
e−∆c

1+b2 , (4.79)

podemos expressarρρ f lip por:

ρρ f lip =
1
Z2





PR+Q2 0 0 2QP

0 cosh(2∆) senh(2∆) 0

0 senh(2∆) cosh(2∆) 0

2QR 0 0 PR+Q2




. (4.80)

Substituindo os termos definidos na eq. (4.79) e simplificando os resultados temos:

Q =
(αγ)senh(∆c)√

4+α2γ2

e

PR=
8+(αγ)2cosh2(∆c)

4+α2γ2 , (4.81)

o que nos leva ao resultado das raízes quadradas dos autovalores deρρ f lip.14 Após uma série

de simplificações algébricas obtemos

Λ1 =
|Q−

√
PR|

Z
, Λ2 =

|Q+
√

PR|
Z

, Λ3 =
e−∆

Z
e Λ4 =

e∆

Z
, (4.82)

comQ ePRdados na eq. (4.81).

De posse desses valores, o cálculo do emaranhamento é imediato através da fórmula de

Wootters, eq. (2.29). Na figura 4.3 mostramos o gráfico do emaranhamento de formação

como função deα e γ, com hβ ≡ 20T/J. Podemos ver claramente duas regiões distintas,

com uma acentuada mudança de comportamento. No lado esquerdo da figura 4.4 fizemos uma

vista superior da figura 4.3, enquanto que no direito plotamos a função apresentada na eq.

(4.40), que corresponde ao valor deαc como função deγ, o que nos mostra que a mudança de

comportamento do sistema ocorre justamente emα = αc, como esperado.

4.6 Testes de consistência

De posse dos restultados da seção 4.5, podemos testar a solução geral no limiteT → 0.

Com isso deveremos chegar nos três resultados obtidos na seção 4.4 para o emaranhamento:

14Ver equação (2.29), onde o papel deste operador é expresso nafórmula do Wootters.
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Figura 4.3 Gráfico do emaranhamento de formação de um sistema de dois spins submetidos a um

hamiltoniano do tipo expresso na eq. (4.1) comhβ ≡ 20T/J.

Figura 4.4 Vista superior da figura 4.3, onde explicitamos a mudança de comportamento emα = αc.
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caso não degenerado com|α| > |αc| e |α| < |αc| e o caso degenerado|α| = |αc|. Este cál-

culo servirá também como um teste para a fórmula de Wootters [111], uma vez que, partindo

do resultado em temperatura finita obtido com o uso de sua fórmula, tentaremos reproduzir os

resultados do emaranhamento também no caso não degenerado,obtido de forma direta, sem

utilizá-la.

Limite T → 0: Como primeiro passo, vamos fazer o limiteβ → ∞ nas equações (4.81). Obte-

mos

Z∞ ≡ lim
β→∞

4

∑
i=1

e−βλi = e∆ +e∆c, (4.83)

Q∞ ≡ lim
β→∞

(αγ)senh(∆c)√
4+α2γ2

=
αγ√

4+α2γ2
.
e∆c

2
(4.84)

e

PR∞ ≡ lim
β→∞

8+(αγ)2cosh2(∆c)

4+α2γ2 =
α2γ2

4+α2γ2 .
e2∆c

4
. (4.85)

Substituindo as equações (4.83), (4.84) e (4.85) na eq. (4.82) temos:

Λ1 v 0, Λ2 v
αγ√

4+α2γ2
.

eβhαc

eβhα +eβhαc
, Λ3 v 0 eΛ4 v

eβhα

eβhα +eβhαc
. (4.86)

Caso subcrítico : |α| < |αc|
Neste casoΛ2 v

αγ√
4+α2γ2

e Λ4 v 0, o que nos leva a apenas um dosΛ’s 6= 0. Substituindo

este resultado na eq. (2.29) temos que:

C v
αγ√

4+α2γ2
⇒ EF = ĥ





1+

√

1−
(

αγ√
4+α2γ2

)2

2




, (4.87)

que corresponde exatamente ao obtido na equação (4.49). Vale ressaltar, mais uma vez, a im-

portância deste resultado, uma vez que o resultado da eq. (4.49) foi obtido de forma direta, sem

a utilização da fórmula de Wootters [111], e agora comprovamos o mesmo resultado com a uti-

lização de sua fórmula. Partindo de uma situação onde o sistema se encontrava numa mistura
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estatística pudemos, neste limiteT → 0, reproduzir o resultado do estado puro.

Caso supercrítico :|α| > |αc|
Neste casoΛ2 v 0 eΛ4 v 1, o que nos leva novamente a apenas um dosΛ’s 6= 0. Substi-

tuindo este resultado na eq. (2.29) temos que:

C = 1⇒ EF = ĥ

(
1
2

)
= 1, (4.88)

que corresponde, exatamente, ao obtido em (4.46). Confirmando, mais uma vez, nossos cálcu-

los.

Caso crítico : |α| = |αc|
Neste casoΛ2 v

γ
2 =

√
α2−4
α .(1− 1

2) e Λ4 v
1
2. Comparando com o obtido na eq. (4.72)

vemos que os resultados coencidem se fizermosp = 1
2, o que corresponde à mistura estatística

devido ao banho térmico, eq. (4.74). Esse resultado também serve para demonstrar o fato já

conhecido de que os estados degenerados ficam equiprováveis.

4.7 Formulação Alternativa

Antes de concluir este capítulo vamos apresentar o cálculo da concorrência previamente

obtido na eq. (4.55) de uma forma implementável experimentalmente. Estaremos nos baseando

nos trabalhos de Walborn et al. [106], Horodecki [51] e Mintert et al. [74], que estão resumidos

no apêndice B. Como primeiro passo considere um estado|ψ〉 dado por:

|ψ〉 = sen

(
θ
2

)
|↑↑〉+cos

(
θ
2

)
|↓↓〉 , (4.89)

similar ao estado|3〉, estudado na eq. (4.42). Escolhendo um outro grau de liberdade do

sistema, como fizeram Walborn et al., podemos obter uma cópiade |ψ〉 expressa da seguinte

forma15:

|ψ〉 = sen

(
θ
2

)
|00〉+cos

(
θ
2

)
|11〉 . (4.90)

O estado|ψ〉⊗ |ψ〉 torna-se

15Note que não há violação do teorema da não-clonagem [110], visto que os dois estados são obtidos de uma

fonte independente e não um do outro.
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|ψ〉⊗ |ψ〉 = sen2
(

θ
2

)
|↑↑〉 |00〉+ sen(θ)

2
|↑↑〉|11〉

+
sen(θ)

2
|↓↓〉|00〉+cos2

(
θ
2

)
|↓↓〉 |11〉 . (4.91)

Vamos agora expressar o resultado da eq. (4.91) agrupando osgraus de liberdade do

primeiro qubit à esquerda e os do segundo à direita, i.e.|ab〉 |cd〉 = (|a〉1⊗ |b〉2)⊗ (|c〉1 ⊗
|d〉2) ≡ (|a〉1 ⊗ |c〉1)⊗ (|b〉2⊗ |d〉2)) ≡ |ac〉1 ⊗ |bd〉2 ≡ |ac〉 |bd〉, onde o sub-índice indica a

qual das partículas o estado se refere. Temos portanto

|ψ〉⊗ |ψ〉 = sen2
(

θ
2

)
|↑ 0〉 |↑ 0〉+ sen(θ)

2
|↑ 1〉 |↑ 1〉

+
sen(θ)

2
|↓ 0〉 |↓ 0〉+cos2

(
θ
2

)
|↓ 1〉 |↓ 1〉 . (4.92)

Seguindo os passos de Mintert et al. [74] e Walborn et al. [106], precisamos agora calcular

a probabilidade de encontrar as duas cópias do primeiro qubit num estado antisimétrico. O

estado em questão é o estado de Bell|ψ−〉 dado por:

∣∣ψ−〉=
1√
2
(|↓ 0〉− |↑ 1〉). (4.93)

O operador de projeçãoM (ver eq. (B.2)) atua apenas no subespaço do primeiro qubit e é

definido por:

M =
∣∣ψ−〉〈ψ−∣∣= |↓ 0〉〈↓ 0|+ |↑ 1〉〈↑ 1|

2
− |↑ 1〉〈↓ 0|+ |↓ 0〉〈↑ 1|

2
, (4.94)

e sua atuação nos estados da base se torna:

M |↑ 0〉 = 0, M |↓ 0〉 =
|↓ 0〉− |↑ 1〉

2
, M |↑ 1〉 =

|↑ 1〉− |↓ 0〉
2

e M|↓ 1〉 = 0. (4.95)

Para calcular a probabilidadePM = 〈ψ|⊗〈ψ|M |ψ〉⊗|ψ〉 do primeiro subsistema estar num

estado antissimétrico, explicitemos inicialmente como o projetor atua no estado|ψ〉⊗ |ψ〉:

M |ψ〉⊗ |ψ〉 = sen2
(

θ
2

)
M |↑ 0〉 |↑ 0〉+ sen(θ)

2
M |↑ 1〉 |↑ 1〉+ sen(θ)

2
M |↓ 0〉 |↓ 0〉

+cos2
(

θ
2

)
M |↓ 1〉 |↓ 1〉 =

sen(θ)

4
(|↑ 1〉 |↑ 1〉− |↓ 0〉 |↑ 1〉+ |↓ 0〉 |↓ 0〉− |↑ 1〉 |↓ 0〉) . (4.96)
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Calculando agoraPM obtemos

PM = 〈ψ|⊗〈ψ|M |ψ〉⊗|ψ〉=
sen(θ)

4

(
sen(θ)

2
〈↑ 1| ↑ 1〉〈↑ 1| ↑ 1〉+ sen(θ)

2
〈↓ 0| ↓ 0〉〈↓ 0| ↓ 0〉

)

=
sen2(θ)

4
. (4.97)

A concorrência se torna, portanto (ver eq. B.1):

C = 2
√

PM = 2

√
sen2(θ)

4
= sen(θ), (4.98)

como previamente obtido na eq. (4.55).

4.8 Conclusões

Neste capítulo estudamos o hamiltoniano de Heisenberg, tãoimportante na computação

quântica, de maneira exaustiva para o caso de 2 spins interagentes. Apresentamos dois proced-

imentos distintos para a sua diagonalização e encontramos seus autovalores e autovetores. De

posse destes resultados, fizemos o cálculo do emaranhamentode formação do sistema em todas

as situações possíveis, tanto de maneira direta quanto pelautilização da fórmula de Wootters

(eq. (2.29)), comprovando a equivalência dos métodos nos casos em que ambos são aplicáveis.

Podemos também interpretar os resultados deste capítulo, em particular a figura 4.3, como

uma receita para a obtenção de emaranhamento sob demanda através de um procedimento não

unitário utilizando um reservatório térmico. Temos portanto um protocolo para a obtenção de

qualquer valor do emaranhamento de formação para um sistemade dois qubits. É interessante

também, perceber que mesmo este sistema aparentemente tão simples, formado apenas por 2

qubits, exibe um comportamento tão rico, com características bastante distintas dependendo

dos valores dos parâmetros de controleα e γ.

Embora tenhamos feito um estudo de diversos casos, ainda estamos nos restringindo a sis-

temas formados por dois qubits. Isto reflete a intenção destetrabalho, que não é de simples-

mente quantificar o emaranhamento em diversas situações distintas, mas sim tentar entendê-

lo. Para avançar ainda mais neste caminho, faremos um estudocom uma nova ferramenta

matemática: a álgebra geométrica.



CAPÍTULO 5

Álgebra Geométrica

Neste capítulo vamos apresentar um estudo do emaranhamentoatravés da álgebra ge-

ométrica do espaço-tempo de multipartículas (AGSM)1. Esta abordagem utiliza uma linguagem

completamente diferente da tradicional formulação matricial e visa introduzir novos elementos

conceituais ao problema da quantificação do emaranhamento.

A construção de diferentes formalismos em física não é uma novidade, sendo comum en-

contrar áreas com formulações matemáticas bastante distintas porém equivalentes. Como ex-

emplos, na mecânica clássica temos as formulações newtoniana vetorial, a lagrangeana e a

hamiltoniana, enquanto que na mecânica quântica temos a formulação canonica e a de integrais

de trajetórias. Podemos destacar duas grandes vantagens dese construir diferentes formulações

para uma mesma teoria. Temos primeiramente uma vantagem em termos de cálculos: proble-

mas difíceis em uma formulação podem ser mais fáceis ou até mesmo triviais na outra. Além

disso, cada formulação traz consigo novos elementos e conceitos. Isto muitas vezes ajuda na

compreensão dos fenômenos e na desvinculação do que é a realidade física do problema em

questão dos elementos particulares de uma determinada formulação.

O roteiro para este capítulo é o seguinte: na seção 5.1 faremos uma introdução à AGSM,

na 5.2 aplicaremos o formalismo da álgebra geométrica ao estudo de um único qubit, enquanto

que na 5.3 faremos uma aplicação a sistemas de múltiplos qubits, introduzindo o conceito de

rotor de emaranhamento. Apresentaremos uma nova formulação do traço parcial na seção 5.4,

confrontando os resultados com os previamente obtidos no capítulo 4. Concluiremos, então, na

seção 5.5.

5.1 Introdução à AGSM

Iniciaremos com uma breve apresentação da álgebra geométrica do espaço-tempo de mul-

tipartículas. Neste ponto estaremos utilizando diversos resultados da álgebra geométrica usual,

1Tradução demultiparticle spacetime algebra- MSTA.
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a qual apresentamos em detalhes no apêndice C. Esta formulação é uma extensão da teoria

de Dirac para um espaço multidimensional [42] e foi construída inicialmente por Doran et al.

[28]. Esta seção baseia-se neste trabalho e nas referências[29, 40, 41].

A álgebra geométrica do espaço-tempo,G1,3, é construída de modo a ser compatível com o

espaço de Minkowski de métricaηµν = diag(+ − −−), sendo uma generalização da definição

apresentada na seção C.2. Podemos construir uma base para o subespaço de rank 1,
〈
G1,3

〉
1, a

partir dos vetoresγµ , comµ ∈ {0,1,2,3} satisfazendo a relação:

γµ · γν = ηµν , (5.1)

onde o termoγ0 é normalmente associado ao tempo no estudo de relatividade,enquanto que os

outros três estão relacionados às direções do espaçox, y e z. A métrica de Minkowski indica,

portanto, características diferentes para estes dois grupos de vetores(γ2
0 =−γ2

1 =−γ2
2 =−γ2

3 =

1).

O espaço completo dos multivetores pertencentes à álgebraG1,3 possui dimensão igual a

dezesseis. Sua base possui um elemento escalar, quatro vetores, seis bivetores, quatro trivetores

e um tetravetor. Este último é o pseudo-escalar2 da álgebra e é denotado porI , como discutido

no apêndice C. Um multivetorψ qualquer fica então expresso por:

ψ = a1+a2γ0+a3γ1+a4γ2+a5γ3

+a6γ1γ0+a7γ2γ0 +a8γ3γ0+a9γ3γ2+a10γ1γ3+a11γ2γ1

+a12γ3γ2γ1+a13γ0γ3γ2+a14γ0γ1γ3+a15γ0γ2γ1

+a16γ0γ1γ2γ3. (5.2)

À primeira vista pode parecer confuso trabalhar com elementos de dezesseis componentes

com características tão distintas, mas vamos melhorar a nossa notação para explicitar os con-

ceitos por trás de cada uma destas componentes. Notemos, primeiramente, que os vetoresγµ

anticomutam quando em direções perpendiculares e comutam quando paralelos. Isto nos per-

mite justificar a escolha da notaçãoI , em analogia à unidade imagináriai, para o pseudo-escalar

γ0γ1γ2γ3:

I2 = (γ0γ1γ2γ3)(γ0γ1γ2γ3) = γ0γ0γ1γ1γ2γ2γ3γ3 = (1)(−1)(−1)(−1) = −1. (5.3)

2O elemento de maior rank da álgebra recebe este nome pois é único, como é o caso do escalar.
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Vamos agora utilizar o fato da sub-álgebra par3 de G1,3, denotada porG1,3
+ , ser isomorfa

à álgebra de PauliG3, apresentada na seção C.3.2, para introduzir a notaçãoσk ≡ γkγ0,4 com

k∈ {1,2,3}. Este resultado foi originalmente obtido por Hestentes [43]. Vejamos a sua prova

(σk)2 = γkγ0γkγ0 = −γ0γkγkγ0 = −γ0γ0 = 1 e

σkσ l = γkγ0γl γ0 = −γl γ0γkγ0 = −σ l σk, (5.4)

com{k, l} ∈ {1,2,3}. A equação (5.4) nos mostra que os elementosγkγ0 ∈ G1,3
+ satisfazem às

mesmas relações que os elementosσk ∈ G3. Este isomorfismo permite-nos simplificar a base

deG1,3 para

{1,γµ ,σk, Iσk, Iγµ , I} (5.5)

comk∈ {1,2,3} e µ ∈ {0,1,2,3}.

Tendo visto a álgebra geométrica do espaço-tempo, vamos a sua generalização para multi-

partículas. Isto se faz expandindo-se o nosso espaçoG1,3 para conter novos elementosγµ para

cada um das novas partículas introduzidas no problema. Temos, então, a nova base de vetores

{γ i
µ}, onde o índiceµ continua indicando cada um dos quatro eixos 0,1,2,3 enquanto quei in-

dica a partícula a qual o vetor se refere. Como exemplo para o caso de duas partículas teríamos

a base:{γ1
0,γ1

1 ,γ1
2,γ1

3,γ2
0 ,γ2

1,γ2
2 ,γ2

3}. Estes elementos obedecem a relação:

γ i
µγ j

ν + γ i
ν γ j

µ = 2ηµ,νδi, j , (5.6)

o que implica que elementos em sítios distintosi 6= j comutam.

Esta parte introdutória sobre a AGSM aliada ao apêndice C nostornam aptos a começar

a apresentação dos elementos da computação quântica neste novo formalismo. A grande van-

tagem da AGSM resulta da generalização dos conceitos geométricos usados na esfera de Bloch,

apresentada no apêndice A, para um sistema de múltiplos qubits. Iniciaremos as aplicações do

formalismo com o caso mais simples, i.e. um sistema formado por um único qubit.

3A sub-álgebra par consiste nos elementos de rank pares. No nosso caso isto significa os escalares e os

bivetores.
4Ao longo do texto,σk é a notação tanto para as matrizes de Pauli no formalismo canônico quanto para o

correspondente elemento geométrico pertencente à álgebra. O contexto onde ele aparece deixará claro a qual dos

dois estamos nos referindo.
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5.2 Sistema de um qubit

Como primeira aplicação da álgebra geométrica, vejamos como ela descreve o estado de

um único qubit através do isomorfismo entreG3
+ e a álgebra das matrizes de Pauli. Estaremos

apresentando uma visão geométrica tanto dos estados possíveis de um qubit quanto dos oper-

adores que nele atuam. Esta é a primeira novidade trazida pela álgebra geométrica: operadores

e estados são descritos por elementos de um mesmo espaço. A construção apresentada nesta

seção se baseia nos trabalhos originais de Hestenes [44, 45]e no capítulo 8 do livro de C. Doran

[27].

O estado de um sistema quântico de dois níveis (qubit), pode ser descrito na forma matricial

através do spinor|ψ〉 definido abaixo:

|ψ〉 =

(
ψ1

ψ2

)
, (5.7)

ondeψ1 e ψ2 são dois números complexos satisfazendo a condição de normalização|ψ1|2 +

|ψ2|2 = 1. A este spinor associamos o multivetorψ = a0 + akIσk ∈ G3
+, k ∈ {1,2,3} com a

seguinte relação:

|ψ〉 =

(
ψ1

ψ2

)
=

(
a0+ ia3

−a2 + ia1

)

↔ ψ = a0+a1σ2σ3−a2σ1σ3 +a3σ1σ2 = a0 +akIσk. (5.8)

O motivo desta escolha ficará mais evidente quando construirmos os operadores e verificarmos

que eles satisfazem os resultados esperados obtidos pelo formalismo canônico.

Tendo construído a representação de um estado como um multivetor, passemos à construção

dos operadores. Notemos inicialmente que o conjunto formado pelas três matrizes de Pauli so-

mado à matriz identidade forma uma base para os operadores que atuam em um único spin.

Este fato implica que precisamos apenas da contrução em álgebra geométrica da atuação dos

operadores de Pauli num estado qualquer. A novidade conceitual neste ponto, como dita ante-

riormente, é que tanto os operadores quanto os estados são elementos do mesmo espaço, o que

não ocorre na formulação canônica. A atuação dos operadoresde Pauli é construída através do

seguinte funtor

σk |ψ〉 ↔ σk ◦ψ = σkψσ3, (5.9)
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onde o primeiro termo está escrito na formulação canônica, eo segundo estabelece a definição

da notação (◦) que denota a atuação de um operador como um produto geométrico (ver eq.

(C.5)). Neste ponto começamos a enxergar a enorme simplicidade com que operações são

realizadas neste novo formalismo.

Vamos exemplificar o que acabamos de descrever com a construção, em álgebra geométrica,

da atuação da porta de HadamardH no estado lógico|0〉. Para isso notemos inicialmente que

os dois estados lógicos que servem de base para os espinores,i.e. |0〉 = (1,0)† e |1〉 = (0,1)†

são representados, em álgebra geométrica, pelos multivetores 1 e−Iσ2 respectivamente, como

pode ser imediatamente verificado através da equação 5.8.

H |0〉 =
1√
2
(σ1+σ3) |0〉 ↔ 1√

2
(σ1+σ3)◦ (1) =

1√
2
(σ11σ3+σ31σ3)

=
1√
2
(1+σ1σ3) =

1√
2
(1− Iσ2) ↔ 1√

2
(|0〉+ |1〉), (5.10)

onde utilizamos o fato de que(σ3)2 = 1 eσ1σ3 = σ1σ2σ2σ3 = −σ1σ2σ3σ3 = −Iσ2.

O próximo passo consiste na construção dos números complexos na álgebra geométrica,

que utiliza apenas coeficientes reais. Vejamos como exemploa atuação deσ2 no estado|0〉 no

formalismo canônico:

σ2 |0〉 =

(
0 −i

i 0

)(
1

0

)

=

(
0

i

)

= i |1〉 . (5.11)

Vejamos como este cálculo ficaria em álgebra geométrica:

σ2◦ψ = σ21σ3 = Iσ1. (5.12)

A equivalência entre os resultados das equações (5.11) e (5.12) pode ser percebida da

seguinte forma:

i |ψ〉 ↔ I ◦ψ = (σ1σ2σ3)◦ψ = σ1σ2σ3ψσ3σ3σ3 = Iψσ3 = ψIσ3, (5.13)

uma vez que o pseudo escalar comuta com os elementos da álgebra. Retomando o resultado da

eq. (5.11) temos:

i |1〉 ↔ I ◦ (−Iσ2) = −I2σ2σ3 = σ2σ3 = Iσ1, (5.14)

como obtido na eq. (5.12). A equação (5.13) nos mostra que a atuação da unidade imaginária

i num estado qualquer é representada em álgebra geométrica pela multiplicação, à direita, pelo
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bivetor Iσ3 ≡ j. Estamos prontos, agora, para introduzir o produto internonesta nova lin-

guagem.

5.2.1 Produto interno

Vamos construir a representação do produto interno na álgebra geométrica. No formalismo

canônico podemos separar as componentes reais e imaginárias do produto interno entre dois

spinores da seguinte forma:

〈ψ|φ〉 = Re〈ψ|φ〉− iRe〈ψ|iφ〉. (5.15)

Esta representação pode ser imediatamente transformada para a linguagem da álgebra ge-

ométrica. Temos então a relação

〈ψ|φ〉 ↔ 〈ψ̃φ〉−〈ψ̃φ j〉 j, (5.16)

ondeψ̃ indica a operação de reversão definida na eq. (C.7),〈?〉 ≡ 〈?〉0 indica a parte escalar

do multivetor?, como definido na eq. (C.6), ej = Iσ3 corresponde a atuação do imaginárioi.

Por se tratar de uma operação menos trivial do que as apresentadas anteriormente, vamos

provar este resultado construindo o produto interno entre dois estados arbitrários nos dois for-

malismos. Sejam

|A〉 =

(
a+ ib

c+ id

)

↔ a+dIσ1−cIσ2+bIσ3 e

|B〉 =

(
A+ iB

C+ iD

)
↔ A+DIσ1−CIσ2+BIσ3, (5.17)

os spinores considerados. Temos:

〈A|B〉= (a− ib,c− id)

(
A+ iB

C+ iD

)
= (aA+bB+cC+dD)+ i(aB−bA+cD−dC), (5.18)

no formalismo canônico. Para o cálculo em álgebra geométrica temos:

ÃB= (a−dIσ1+cIσ2−bIσ3)(A+DIσ1−CIσ2+BIσ3). (5.19)

Podemos, então, calcular os dois termos da equação (5.16). Temos:
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〈
ÃB
〉

= aA+bB+cC+dD e
〈
ÃBIσ3〉= aB−bA+cD−dC, (5.20)

o que corresponde ao obtido na eq. (5.18) e conclui a nossa prova da equivalência entre os dois

formalismos.

5.2.2 Operador densidade

Vamos agora apresentar o análogo em álgebra geométrica ao operador densidade, definido

no formalismo canônico na eq. (2.15). A operação de tomar o vetor dual (|ψ〉)† = 〈ψ| no

formalismo canônico é representada pela inversão, apresentada no apêncide C. Temos então

ρ =
m

∑
i=1

pi |ψi〉〈ψi | ↔ ∑
i

piψψ̃ . (5.21)

Este resultado é apenas uma antecipação da formulação em álgebra geométrica do operador

densidade de um sistema formado por múltiplos qubits, que será apresentado na seção 5.3.6.

5.2.3 Vetor de spin

Para concluir esta apresentação de um sistema de um único qubit, vamos mostrar uma outra

maneira maneira de caracterizá-lo. Usaremos os valores esperados dos operadores de Pauli nas

três direções, como apresentado na eq. (A.9). O vetor de spin~r fica definido por:

~s=
1
2

}~r, (5.22)

com suas componentes definidas pela equação

rk = 〈ψ|σk |ψ〉 , k∈ {1,2,3}. (5.23)

O estado de qualquer qubit, caracterizado pelo vetor~r, pode então ser obtido através do

estado inicial alinhado na direçãoẐ sendo inicialmente rotacionado por um ânguloθ na direção

Ŷ e depois por um ânguloφ na direçãoẐ. Isto resulta num ponto da esfera de Bloch como

discutido no apêndice A. A álgebra geométrica entra neste contexto de forma natural pois

rotações são facilmente implementadas, conforme discutido na seção C.2.2.

Vamos agora construir o rotorR responsável pela rotação desejada:
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Rφ ,θ ≡ e−
φ
2 Iσ3

e−
θ
2 Iσ2

, (5.24)

onde o bivetorIσk define o plano de rotação, conforme vimos na eq. (C.18). O vetor~r, em

álgebra geométrica, fica então representado por:

~r = Rσ3R̃, (5.25)

ondeR̃ indica a operação de reversão realizada no bivetorR, o que neste caso significa inverter o

sinal do pseudo-escalar. O estado de um qubitψ fica então completamente caracterizado pelo

rotor Rφ ,θ , que é uma representação da esfera de Bloch discutida no apêndice A. A álgebra

geométrica permite a extensão deste resultado para múltiplos qubits, como veremos a seguir.

5.3 Sistema de dois qubits

O estado de dois qubits pode ser representado pela multiplicação, na AGSM, dos estados

correspondentes a cada uma das partículas5. Isto nos permite construir em álgebra geométrica

uma base para o espaço que descreve um sistema de dois qubits apartir do produto geométrico

entre elementos das sub-álgebras pares correspondentes a cada um deles. A base considerada

é:

{1, I1σk
1 , I2σk

2, I1σ j
1I2σk

2}, (5.26)

onde os coeficientesj ek variam entre 1 e 3 representando as três componentes espaciais x,y,z.

A primeira característica do estudo de multipartículas é que o espaço tem uma dimensão

maior do que a necessária. Em particular, para o caso de dois qubits, a base apresentada na

equação (5.26) possui dezesseis elementos, em oposição aosoito parâmetros necessários para

descrever um estado qualquer de dois qubits. Este fato está realacionado com a utilização de

dois elementos distintos para a unidade imaginária, i.e. o termoIσ3 de cada uma das partículas.

Para solucionar este problema, precisamos impor a qualquermultivetor ψ que descreva um

estado de dois qubits a seguinte propriedade:

ψI1σ3
1 = ψI2σ3

2 ⇒ ψ = ψ
1
2
(1− I1σ3

1 I2σ3
2). (5.27)

5O produto tensorial do formalismo canônico é substituído pelo produto geométrico.
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Isto nos motiva a definir o projetorE da seguinte forma:

E ≡ 1
2
(1− I1σ3

1 I2σ3
2) = E2, (5.28)

e todo multivetor que descreve o estado de dois qubits deve ser multiplicado à direita por este

projetor para ter uma representação única num espaço com a dimensão correta (oito). Alguns

autores preferem a utilização do correlatorC, definido por:

C≡ 1
2
(1− I1I2), (5.29)

de modo queI1C = I2C = I1+I2
2 .

A equação (5.8) que nos mostra como construir um estado de um único qubit em álgebra

geométrica pode, então, ser imediatamente generalizada para o estado de dois qubits utilizando

o fato de que o produto tensorial fica representado pelo produto geométrico6.

|↑↑〉 =

(
1

0

)
⊗
(

1

0

)
↔ 1E, |↑↓〉 =

(
1

0

)
⊗
(

0

1

)
↔−Iσ2

2E.

|↓↑〉 =

(
0

1

)

⊗
(

1

0

)

↔−Iσ2
1E e |↓↓〉 =

(
0

1

)

⊗
(

0

1

)

↔ Iσ2
1 Iσ2

2E, (5.30)

onde não mais indicamos a qual dos subespaços o pseudo-escalar I faz parte, uma vez que

I1E = I2E.

O próximo passo consiste na generalização da equação (5.13), que mostra a atuação da

unidade imagináriai em álgebra geométrica para um único qubit. Queremos que a atuação das

unidades imaginárias dos dois espaços resultem no mesmo elemento. Temos portanto

ψEIσ3
1 = ψEIσ3

2 = ψ
1
2
(Iσ3

1 + Iσ3
2) ≡ ψJ, (5.31)

onde introduzimos o bivetorJ, que atua como a unidade imagináriai da álgebra convencional,

sendo uma generalização doj previamente definido. Observemos queJ satisfazJ2 = −E.

5.3.1 Produto interno

O produto interno entre dois estados de múltiplos qubits em álgebra geométrica segue da

generalização imediata da eq. (5.16). Temos então

6Lembrando que|0〉 ↔ 1 e |1〉 ↔ −Iσ2.
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〈ψ|φ〉 ↔ 〈E〉−1[〈ψ̃Eφ〉−〈ψ̃φJ〉 Iσ3] , (5.32)

como apresentado na seção 9.2 de [27]. O termo de normalização 〈E〉−1 garante que o estado

E tem norma 1.

5.3.2 Construção da operação de spin-flip

Estamos prontos para construir uma versão em álgebra geométrica da operação de spin-flip

definida na equação (2.32) e utilizada na fórmula de Wootterspara o cálculo do emaranhamento

de formação. Esta operação efetua a inversão de todos os spins do sistema. Considere o estado

geral de dois qubits|ψ〉. A operação do spin-flip é definida por

|ψ〉 = a|↑↑〉+b|↑↓〉+c|↓↑〉+d |↓↓〉 ⇒
∣∣∣ψ f lip

〉
= a|↓↓〉+b|↓↑〉+c|↑↓〉+d |↑↑〉 . (5.33)

Em álgebra geométrica teríamos:

ψ = (a−bIσ2
2 −cIσ2

1 +dIσ2
1 Iσ2

2)E ⇒ ψ f lip = (aIσ2
1 Iσ2

2 −bIσ2
1 −cIσ2

2 +d)E (5.34)

Propomos a seguinte maneira de implementar a transformaçãoψ → ψ f lip:

ψ f lip = σ3
1 ◦σ3

2 ◦ (ψIσ2
1 Iσ2

2), (5.35)

que pode ser imediatamente verificada:

σ3
1 ◦σ3

2 ◦ (ψIσ2
1 Iσ2

2)

= σ3
1 ◦σ3

2 ◦ (aIσ2
1 Iσ2

2 +bIσ2
1 +cIσ2

2 +d)

= σ3
1σ3

2(aIσ2
1 Iσ2

2 +bIσ2
1 +cIσ2

2 +d)σ3
2σ3

2

= aIσ2
1 Iσ2

2 −bIσ2
1 −cIσ2

2 +d = ψ f lip. (5.36)

A necessidade da multiplicação pelo fatorIσ2
1 Iσ2

2 aparece imediatamente ao observarmos

as expressões deψ e ψ f lip da equação (5.34). O segundo passo consiste em encontrar uma

maneira de se inverter o sinal dos dois termos intermediários, correspondentes aos estados onde

os dois spins estão em direções opostas. A solução vem da constatação de que justamente esses
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dois estados são formados por um número impar (um) de bivetores da formaIσ2
i enquanto que

os outros dois estados são formados por um número par (zero oudois). Por isso implementamos

um procedimento que inverte o sinal dos bivetores. Para o estado que desejamos este sinal é

invertido uma única vez e para os outros dois estados o sinal permanece o mesmo (ou muda

duas vezes), como desejado.

5.3.3 Aplicação no cálculo da concorrência

De posse da operação de spin-flip, eq. (5.35), e do produto interno, eq. (5.32), podemos

refazer o cálculo da concorrência (e conseqüentemente do emaranhamento) do sistema de dois

qubits apresentado na eq. (4.55). O estado do nosso sistema édescrito por:

|3〉 =
1√

1+a2
(a|↑↑〉+ |↓↓〉) ↔ 1√

1+a2
(a+ Iσ2

1 Iσ2
2) ≡ ψ3. (5.37)

Aplicando a eq. (5.35) temos:

ψ f lip
3 =

1√
1+a2

(1+aIσ2
1 Iσ2

2). (5.38)

Observemos também que a operação de inversão, definida na eq.(C.7), não altera o nosso

estado, i.e.ψ̃3 = ψ3. Substituindo todas estas informações na expressão para o produto interno

obtemos

C = |〈3|3f lip〉| ↔ 2
〈

ψ̃3Eψ f lip
3

〉
−
〈

ψ̃3ψ f lip
3 J

〉
Iσ3 =

〈
ψ̃3ψ f lip

3

〉
=

2a
1+a2 = sen(θ), (5.39)

como já obtido anteriormente. Na próxima seção faremos a ligação entre este ângulo e o ângulo

de emaranhamentoζ , definido a partir da decomposição de Schmidt.

5.3.4 Decomposição de Schmidt e ângulo de emaranhamento

Um estado geral|ψ〉 de um sistema de dois qubits pode ser expresso, no formalismo

canônico, por

|ψ〉 = ∑
i, j

αi j |i〉⊗ | j〉 . (5.40)
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A decomposição de Schmidt afirma que é possível construir umabase{|i′〉} na qual este estado

toma a forma

|ψ〉 = ∑
i

βi
∣∣i′
〉
⊗
∣∣i′
〉
. (5.41)

Uma decomposição possível é expressa através da utilizaçãodo ângulo de emaranhamento

ζ da seguinte forma [27]:

|ψ〉 = ρ1/2eiχ

[
cos(ζ/2)eiτ/2

(
cos(θ1/2)e−iφ1/2

sen(θ1/2)e+iφ1/2

)
⊗
(

cos(θ2/2)e−iφ2/2

sen(θ2/2)e+iφ2/2

)
+

sen(ζ/2)e−iτ/2

(
sen(θ1/2)e−iφ1/2

−cos(θ1/2)e+iφ1/2

)
⊗
(

sen(θ2/2)e−iφ2/2

−cos(θ2/2)e+iφ2/2

)]
. (5.42)

Percebemos que o ânguloζ está ligado à quantificação do emaranhamento, uma vez queζ = 0

implica que o estado pode ser escrito na forma de um produto direto entre estados de cada

subespaço, o que implica que o sistema está não emaranhado.

Um dos resultados alcançados nesta tese foi uma interpretação para este ângulo de emaran-

hamentoζ . Primeiramente vamos apresentar este resultado no formalismo canônico, onde este

ângulo está diretamente ligado à concorrência do sistema. Na próxima seção apresentaremos a

intepretação alcançada dentro do contexto da álgebra geométrica, onde este ângulo representará

uma rotação na AGSM.

Utilizando a expressão (4.54), vamos calcular a concorrência do estado|ψ〉 expresso na

forma da decomposição de Schmidt na eq. (5.42). Primeiramente vamos representar o estado
∣∣ψ f lip

〉
:

∣∣∣ψ f lip
〉

= σy |ψ∗〉=−ρ1/2eiχ

[

cos(ζ/2)e−iτ/2

(
sen(θ1/2)e−iφ1/2

−cos(θ1/2)e+iφ1/2

)

⊗
(

sen(θ2/2)e−iφ2/2

−cos(θ2/2)e+iφ2/2

)

+

sen(ζ/2)e+iτ/2

(
cos(θ1/2)e−iφ1/2

sen(θ1/2)e+iφ1/2

)

⊗
(

cos(θ2/2)e−iφ2/2

sen(θ2/2)e+iφ2/2

)]

, (5.43)

onde|ψ∗〉 indica a conjugação complexa de|ψ〉. A concorrência do sistema se torna

C = |〈ψ|ψ f lip〉| = |−ρe−2iχsen(ζ )| = sen(ζ ), (5.44)
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onde utilizamos o fato de que, para sistemas puros,ρ = 1. Comparando com os resultado já

obtidos anteriormente nas eq. (4.55) e (5.39) percebemos que o ângulo de emaranhamentoζ é

o próprio ânguloθ definido anteriormente.

5.3.5 Emaranhamento como rotação

O estado de um único qubit pode ser representado pelo rotorRφ ,θ apresentado na eq. (5.24).

Para o estado de dois qubits, a representação da eq. (5.42) pode ser escrita na linguagem da

álgebra geométrica através da expressão

ψ = ρ1/2
(

cos(ζ/2)R1R2eJτ/2+R1R2sen(ζ/2)Iσ2
1 Iσ2

2e−Jτ/2
)

eJχE, (5.45)

retirada de [27], ondeRi indica o rotor correspondente ao subespaço dai-ésima partícula, i.e.

Ri = e−
φi
2 Iσ3

i e−
θi
2 Iσ2

i . Esta expressão pode ainda ser simplificada para

ψ = ρ1/2R′
1R′

2(cos(ζ/2)+sen(ζ/2)Iσ2
1 Iσ2

2)eJχE, (5.46)

ondeR′
i ≡ RieIσ3τ/4.

Vamos agora fazer uma análise dos termos presentes na eq. (5.46). O termoρ é igual

a 1 para o caso puro, como dito anteriormente. Os termosR′
i são rotações nos subespaços

de cada partícula, podendo ser interpretados como operações locais realizadas em cada qubit.

Na parte final da expressão, temos o termoeJχ correspondente a uma fase global do estado e o

projetorE. Uma contribuição desta tese está na interpretação do termocentralΓζ ≡ cos(ζ/2)+

sen(ζ/2)Iσ2
1 Iσ2

2 .

Para construir esta interpretação, primeiramente notemosque a expressão paraΓζ pode ser

simplificada com a utilização do correlatorC definido na eq. (5.29).

I1σ2
1 I2σ2

2C = −σ2
1 σ2

2C =
1
2
(I1σ2

1 I2σ2
2 −σ2

1 σ2
2) ⇒ Γζ = cos(ζ/2)−σ2

1σ2
2sen(ζ/2). (5.47)

comparando este resultado com a expressão (C.17) podemos pensar no elementoΓζ como um

rotor. Ele giraria o estado pelo ângulo de emaranhamentoζ no plano pertencente às duas par-

ticulas gerado pelo bivetorσ2
1 σ2

2 , caracterizando uma operação não-local geradora do emaran-

hamento.

Propomos então a seguinte representação para o estado de um sistema de dois qubits:
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ψ = ρ1/2R′
1R′

2Γζ eJχE, (5.48)

caracterizado por duas operações (rotações) locaisR′
1 eR′

2 e uma operação não local de rotação

Γζ num plano pertencente ao subespaços de ambas as partículas.Contudo, é importante perce-

bermos que orotor de emaranhamentoΓζ não pode ser representado na formae−σ2
1 σ2

2
ζ
2 , como

sugere a eq. (C.18). Temos, através da expansão em série de Taylor

Γ′
ζ ≡ e−σ2

1σ2
2

ζ
2 = cosh

(
ζ
2

)
−σ2

1 σ2
2senh

(
ζ
2

)
. (5.49)

O aparecimento das funções trigonométricas hiperbólicas se deve ao fato de que os vetoresσ2
1

e σ2
2 comutam, mantendo os termos da expansão em Taylor com o mesmosinal. O “rotor”

Γ′
ζ indicaria uma rotação no espaço hiperbólico. Tendo concluído a interpretação geométrica

completa do estado de dois qubits, passemos a sua descrição através do operador densidade.

5.3.6 Operador densidade de um sistema deN qubits

A generalização da eq. (5.21) que descreve em álgebra geométrica o operador densidade de

um sistema deN qubits é [40]:

ρ = 2N
N

∑
j=1

p jψ jE+ψ̃ jC, (5.50)

ondeC é o correlator definido na eq. (5.29), o termo 2N garante a normalização desejada

enquanto queE+ é o operador idempotente definido por:

E+ ≡ E1
+ · · ·EN

+, Ei
± ≡ 1

2
(1+σ3

i ). (5.51)

A utilidade desta definição se tornará clara na próxima seção.

5.4 Traço parcial

Uma das principais vantagens técnicas da álgebra geométrica no estudo da computação

quântica ocorre na operação de traço parcial, definida no formalismo canônico na eq. (2.23).

Fisicamente esta operação representa a limitação do experimentador quanto ao tamanho do

subsistema estudado, i.e. enquanto um sistemabipartitepode ter uma parte localizada emA e
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outra emB, sendo descrito pelo operador densidadeρAB, um laboratório emA não terá acesso a

toda a informação contida emρAB, mas somente à presente emρA = TrBρAB, onde TrB indica

esta exclusão do subsistemaB, o traço parcial.

No estudo do emaranhamento, a operação de traço parcial aparece nos requisitos funda-

mentais. Isto pode ser encontrado na expressão (2.22), ondeo emaranhamento de um estado

puro é definido em termos do traço parcial. Uma outra grande aplicação do traço parcial é no

formalismo dasoperações quânticas7, que descreveremos sucintamente abaixo.

Um sistema quântico isolado descrito pelo operador densidadeρ evoluirá sempre unitaria-

mente, i.e. dado um operador unitárioU , temosρ ′ =UρU†, ondeρ ′ indica a evolução temporal

deρ. Ocorre que os sistemas físicos reais em geral não estão isolados, mas interagem com o

ambiente. Esta interação pode ser modelada através da evolução unitária do sistema composto,

tomando como estado inicial o produto tensorial entre o estado do sistema estudadoρAB e o

estado do ambienteρamb. Temos portanto

ρ ′ = U(ρAB⊗ρamb)U
† (5.52)

A evolução não unitária do sistemaρAB pode então ser descrita tomando-se o traço parcial

da equação (5.52) sobre o ambiente, i.e.

ρ ′
AB = Tramb

[
U(ρAB ⊗ρamb)U

†
]
. (5.53)

Esta construção é de grande utilidade na descrição da dinâmica de sistemas quânticos dissipa-

tivos.

Tendo visto a enorme importância da operação de traço parcial, seria de grande utilidade

a sua formulação de uma forma mais apropriada do que a apresentada na eq. (2.23). Esta

definição apresenta dois problemas: o primeiro de caráter computacional e o segundo de caráter

interpretativo. O custo computacional para se efetuar a operação de traço parcial no formalismo

canônico cresce exponencialmente com o número de qubits do sistema, e a sua formulação

matemática não é tão intuitiva quanto o seu efeito sugere. A álgebra geométrica resolve estes

dois problemas, como discutiremos agora.

De posse do operador densidade do sistema, apresentado na eq. (5.50), o seu traço parcial

se torna [89]:

Tri(ρ) = Ei
+ρEi

+ +Ei
−ρEi

− +σ1
i (Ei

+ρEi
+ +Ei

−ρ,Ei
−)σ1

i , (5.54)

7Uma boa introdução a este assunto pode ser encontrada na seção 8.2 de [80].
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ondeEi
± está definido na eq. (5.51). Isto corresponde simplesmente aeliminar todos os termos

da expressão deρ que contenham elementos no subespaçoi, como a intuição da operação de

traço parcial sugere. Na próxima seção vamos ilustrar a operação de traço parcial no problema

de dois qubits estudado no capítulo 4.

5.4.1 Aplicação do traço parcial

O sistema de dois qubits estudado está apresentado na eq. (5.37). Temos então

ψ3 =
1√

1+a2
(a+ Iσ2

1 Iσ2
2) = sen

(
θ
2

)
+cos

(
θ
2

)
Iσ2

1 Iσ2
2 = ψ̃3. (5.55)

O operador densidade se torna (ver eq. (5.50)):

ρ = 4(ψE+ψ)C

=
1
2

[
sen

(
θ
2

)
+cos

(
θ
2

)
Iσ2

1 Iσ2
2

](
1+σ3

1

)(
1+σ3

2

)[
sen

(
θ
2

)
+cos

(
θ
2

)
Iσ2

1 Iσ2
2

]
(1−I1I2).

(5.56)

Para o cálculo do traço parcial TrB(ρ), só precisamos dos termos que não contém nenhum

elemento do subespaço dois. Rearrumando a expressão (5.56)temos:

ρ =
1
2

[
1−cos(θ)σ3

1

]
+O2, (5.57)

ondeO2 indica todos os demais termos que contêm elementos do subespaço dois. O traço

parcial se torna, portanto:

Tr2(ρ) =
1
2

[
1−cos(θ)σ3

1

]
. (5.58)

Podemos ver a equivalência existente entre o resultado da eq. (5.58) e o previamente obtido

no eq. (4.48) passando o primeiro para o formalismo matricial.

ρa =
1
2

[1−cos(θ)σz
1] ↔ 1

2

[(
1 0

0 1

)

−cos(θ)

(
1 0

0 −1

)]

=
1
2

(
1−cos(θ) 0

0 1+cos(θ)

)
=

1
1+a2

(
a2 0

0 1

)
, (5.59)

onde na última igualdade utilizamos os resultados da eq. (4.77).
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5.5 Conclusões

Neste capítulo (somado ao apêndice C) apresentamos a álgebra geométrica como impor-

tante ferramenta matemática para a física. A introdução de conceitos geométricos ao estudo de

emaranhamento ajuda a trazer intuição a respeito deste fenômeno, assim como a modelagem

através da esfera de Bloch fez na caso de um único qubit. A construção de estados e operadores

neste formalismo fica associada a rotações no espaço, aspecto implementado naturalmente na

álgebra geométrica.

Pudemos refazer os cálculos de concorrência e do traço parcial neste novo formalismo.

Esta última operação ganha uma simplicidade operacional e uma forma bastante intuitiva nesta

nova álgebra. Como resultados tivemos a proposta de implementação da operação de spin-flip

e uma interpretação do emaranhamento também como uma rotação. Rotação esta realizada de

forma não-local, i.e. utilizando um plano pertencente simultaneamente aos subespaços dos dois

qubits.



CAPÍTULO 6

Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação estudamos o emaranhamento quântico comoferramenta para a com-

putação e informação quântica. Pudemos perceber a necessidade de uma maior compreensão

desta característica fundamental da mecânica quântica através de suas inúmeras aplicações. No

capítulo 2 apresentamos o emaranhamento tanto no contexto histórico nos princípios da teoria

quântica quanto no desenvolvimento formal de seus quantificadores.

O capítulo 3 foi dedicado à apresentação de sistemas físicosonde já foi possível a con-

strução e o controle de qubits. Percebemos que ainda estamosno início do que pode vir a ser

uma grande revolução na transmissão e processamento de dados usando princípios da mecânica

quântica. A possibilidade de utilizar todos os recursos quea natureza nos dispõe para conseguir

uma computação mais eficiente motiva a busca por sistemas como maior número possível de

qubits controláveis.

O hamiltoniano de estudo foi apresentado no capítulo 4, ondenos restringimos ao emaran-

hamentobipartite existente entre dois qubits interagentes. Escolhemos um hamiltoniano re-

alizável experimentalmente e capaz de gerar as portas lógicas da computação quântica [32].

Restringimo-nos ao estudo de dois qubits motivados pelo objetivo central deste trabalho: com-

preender melhor o que é o emaranhamento, visto que um entendimento de casos simples possi-

bilitam um posterior entendimento das situações mais gerais. Neste capítulo atacamos o prob-

lema através dos formalismos canônico (matricial) e o de segunda quantização. Fomos capazes

de calcular o emaranhamento de formação do sistema para qualquer temperatura e para to-

dos os valores dos parâmetros descritos pelo hamiltoniano,dando interpretações dos resultados

(inclusive geométricas) quando se aplicavam.

No capítulo final, o quinto, apresentamos o formalismo de álgebra geométrica para descr-

ever o emaranhamento. As principais vantagens deste formalismo são a intuição geométrica

alcançada e a fácil implementação de importantes operaçõesmatemáticas como o traço parcial.

Pudemos refazer cálculos feitos no formalismo canônico através desta álgebra bem como dar

novas interpretações ao emaranhamento.

Nossos principais resultados consistem na quantificação doemaranhamento de formação

88
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numa temperatura arbitrária para este sistema de dois qubits como forma de gerar emaran-

hamento sob demanda para utilização em protocolos de computação e informação quântica e

na maior compreensão das características fundamentais do emaranhamento, possibilitada pelos

diferentes formalismos utilizados, com a introdução do rotor de emaranhamentoΓζ .

As perspectivas de ampliação dos nossos resultados são a interpretação geométrica de out-

ros hamiltonianos como o modelo completo de Heisenberg e o cálculo com um número maior

de qubits, na esperança de que os elementos geométricos introduzidos nesta tese possam ser

generalizados. Outro possível parâmetro que poderia ser introduzido é um estudo da topologia

da rede de spins, analizando a influência dela na intensidadedo emaranhamento e no tempo de

descoerência do sistema quando acoplado a um ambiente externo.



APÊNDICE A

A Esfera de Bloch

A esfera de Bloch é uma representação geométrica do estado deum qubit. No caso deste

qubit estar em um estado puro, teremos uma representação como um ponto na superfície da

esfera, enquanto que para uma mistura estatística este ponto se aproximará do centro. Uma

introdução a este tema (para o caso puro) pode ser encontradaem [38], enquanto que para as

misturas estatísticas, o capítulo 2 de [80] e [22] são boas fontes.

Estado puro: Iniciemos a construção geométrica a partir do estado puro geral de um qubit:

|ψ〉 = α |0〉+β |1〉 , (A.1)

ondeα e β são dois números complexos, indicando a existência de quatro parâmetros para a

especificação do qubit. Escrevendo cada um destes coeficientes na forma polar temos:

|ψ〉 = rαeiφα |0〉+ rβ eiφβ |1〉 , (A.2)

comrα , rβ , φα e φβ reais.

Vamos agora absorver uma fase global, que não altera nenhum observável físico. Para isto

multipliquemos a equação (A.2) pelo fator de fasee−iφα , resultando em:

|ψ〉 = rα |0〉+ rβ eiφ |1〉 , (A.3)

ondeφ ≡ φβ −φα . Isto nos deixa com três parâmetros para a especificação do qubit. A próxima

restrição vem da normalização〈ψ|ψ〉 = 1. Adotandorβ eiφ = x+ iy e rα = z esta condição

implica que:

x2 +y2+z2 = 1, (A.4)

o que corresponde, exatamente, a um ponto na superfície de uma esfera de raio 1. Adotando

coordenadas esféricas:x = sen(θ)cos(ϕ), y = sen(θ)sen(ϕ) ez= cos(θ) podemos escrever:
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Figura A.1 Ilustração da esfera de Bloch, onde o qubit|ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 é representado pelo ponto

na superfície da esfera com latitudeθ e longitudeφ , dadas pela transformaçãoφ = arg(β )−arg(α) e

θ = 2arcos(|α |).

|ψ〉 = cos(θ) |0〉+eiφ sen(θ) |1〉 . (A.5)

Como último passo, percebamos que a representação da eq. (A.5) tem uma redundância

de dois pontos para o mesmo qubit1. Como exemploθ = 0 eθ = π correspondem ao mesmo

|ψ〉 = |0〉, a menos de uma fase global que não importa. Para solucionar esta situação façamos

a mudançaθ → θ
2 , resultando em:

|ψ〉 = cos

(
θ
2

)
|0〉+eiφ sen

(
θ
2

)
|1〉 , (A.6)

com 06 θ 6 π e 06 φ < 2π. Este é o resultado final, ilustrado na figura A.1, retirada de[80],

em que o qubit é representado por um ponto na esfera de Bloch com latitudeθ e longitudeφ
dados, em função dos coeficientesα e β definidos na eq. (A.1) por:

φ = arg(β )−arg(α) e θ = 2arcos(|α|). (A.7)

1Este fato é uma conseqüência do isomorfismo de 2 para 1 existente entre a representação de SU(2) e a de

SO(3).
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Misturas estatísticas:Vamos agora ampliar a nossa representação na esfera de Blochpara o

caso do qubit estar numa mistura estatística de estados puros. Já vimos que nesta situação o

estado fica melhor representado pelo operador densidade definido na eq. (2.15).

Para o caso de um único qubit, o operador densidade pode ser representado por uma matriz

bidimensional. Tomemos como base do espaço das matrizes bidimensionais as três matrizes de

Pauli, definidas na eq. (4.3), juntamente com a matriz identidade, que escreveremos aqui por

completeza.

I =

(
1 0

0 1

)

, σx =

(
0 1

1 0

)

, σy =

(
0 −i

i 0

)

e σz =

(
1 0

0 −1

)

. (A.8)

Podemos então escrever:

ρ =
1
2

(r0I + rxσx + ryσy + rzσz) ≡ r0I +~r ·~σ
2

. (A.9)

O coeficienter0 pode ser determinado usando-se o fato de que a matriz densidade deve ter

traço igual a um2, enquanto que os outros três coeficientes correspondem aos valores esperados

dos operadoresσ i : r i =
〈
σ i
〉

= Tr(ρσ i). Como as matrizes de Pauli possuem traço nulo, o

coeficienter0 deve ser igual a 1. Temos, portanto:

ρ =
I +~r ·~σ

2
. (A.10)

O determinante deρ fica imediatamente dado por [22]:

det(ρ) =
1
4

(
1−|r|2

)
, (A.11)

que deve ser não-negativo3. Isto implica que|r| 6 1.

Chegamos, portanto, numa representação geométrica para o estado de um qubit. Esta rep-

resentação, de acordo com a equação (A.10) corresponde a um ponto com coordenadasrx, ry e

rz contido no interior da esfera de Bloch de raio 1.

Equivalência: Vamos agora mostrar a equivalência da representação da eq. (A.10) no caso de

estados puros, com a representação previamente obtida na eq. (A.6). Da eq. (A.6) temos:

2Tr(ρ) = Tr(∑i pi |ψi〉〈ψi |) = ∑i pi 〈ψi |ψi〉 = ∑i pi = 1.
3O operador densidadeρ é um operador posivito:〈φ |ρ |φ〉 = ∑i pi〈φ |ψi〉〈ψi |φ〉 = ∑i pi |〈φ |ψi〉|2 > 0.
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|ψ〉 = cos

(
θ
2

)
|0〉+eiφ sen

(
θ
2

)
|1〉 ⇒ ρ ≡ |ψ〉〈ψ|

= cos2
(

θ
2

)
|0〉〈0|+ e−iφ

2
sen(θ) |0〉〈1|+ eiφ

2
sen(θ) |1〉〈0|+sen2

(
θ
2

)
|1〉〈1| . (A.12)

Na formulação matricial, em que|0〉 = (1,0)† e |1〉 = (0,1)†, temos:

ρ =




cos2

(
θ
2

)
e−iφ

2
sen(θ)

eiφ

2
sen(θ) sen2

(
θ
2

)



 . (A.13)

Podemos, agora, usar o fato de quer i = Tr(ρσ i) e calcular cada uma de suas componentes.

Como resultado temos:

〈σx〉 = sen(θ)cos(φ), 〈σy〉 = sen(θ)sen(φ) e 〈σz〉 = cos(θ), (A.14)

que são as coordenadas esféricas de um ponto arbitrário na superfície da esfera de Bloch. Isto

completa a nossa prova da equivalência das duas representações no caso de um qubit no estado

puro.

Decomposições distintas:Diante do resultado anterior, observemos que uma mistura estatís-

tica representada por um ponto no interior da esfera de Blochpode ser obtido como soma de

estados puros (vetores na superfície da esfera) de infinitasmaneiras distintas.

Em particular, qualquer corda da esfera que passe pelo pontodefinido porρ toca a super-

fície da esfera em dois estados puros que podem ser usados para decompô-lo , como ilustra

a figura A.2, onde vemos ilustradas duas decomposições distintas do operador densidadeρ :

ρ = α1ρ1 +α2ρ2 = α3ρ3 +α4ρ4. Esta ambiguidade na decomposição deρ em estados puros

tem conseqüências importantes na teoria quântica da informação, em particular os algoritmos

de criptografia quântica dependem, diretamante, deste fato[7]. No cálculo do emaranhamento

de formação, este fato justifica a operação de ínfimo presentena eq. (2.28).



Figura A.2 Representação na esfera de Bloch de um estado mistoρ ilustrando duas de suas infinitas

possíveis decomposições em estados puros. Cada corda da esfera que passa porρ toca a sua superfície

em dois estados puros que podem ser usados para decompô-lo.
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Interpretação e medição experimental da

concorrência

Neste apêndice iremos abordar uma maneira alternativa de sedefinir a concorrênciaC, ap-

resentada na eq. (4.54). Esta formulação é baseada nos trabalhos de Mintert, Kus e Buchleitner

(MKB) [74] e Horodecki [52]. A motivação se deve à recente realização experimental desta

medida por Walborn et al. [107]. O grande avanço alcançado, como o título do trabalho de

Walborn et al. sugere, é a capacidade de se obter uma única medida que leve diretamente ao

cálculo da concorrência, sem a necessidade de se reconstruir completamente o estado a partir

de processos de tomografia quântica.

O problema da quantificação do emaranhamento bipartite existente num sistema puro es-

taria completamente resolvido caso existisse algum operador linear hermitiano cujos valores

esperados fossem positivos num estado emaranhado e nulo caso contrário. Devido à não uni-

tariedade de operações como o spin-flip, utilizadas na definição da concorrência, tal objetivo

não é possível. A solução apresentada por MKB consiste na utilização de duas cópias do es-

tado|ψ〉 e o cálculo do valor esperado de um operadorM específico. A fórmula proposta para

o cálculo da concorrência é:

C = 2
√

〈ψ|⊗〈ψ|M |ψ〉⊗ |ψ〉. (B.1)

O operadorM utilizado para a medição da concorrência deve possuir a mesma propriedade

de invariância sobre operações locais da medida da concorrênciaC. Uma solução é a utilização

de projetoresP+
i e P−

i respectivamente nos subespaços simétricos e antisimétricos do espaço

de HilbertH i ⊗H i da cópia doi-ésimo subsistema. Temos portanto:

M = ⊗N
j=1P

sj
j , sj = ±, (B.2)

ondeN indica o número de subsistemas1.
1No nosso casoN = 2.
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No experimento realizado por Walborn et al. o operador de mediçãoM foi escolhido como

um projetor no subespaço antissimétrico, desta forma〈ψ| ⊗ 〈ψ|M |ψ〉 ⊗ |ψ〉 ≡ PM indica a

probabilidade de se observar as duas cópias do primeiro subsistema num estado antissimétrico.

Foi construído um aparato experimental onde os graus de liberdade da polarização e do mo-

mento de um sistema de dois fótons foram utilizados para acomodar as duas cópias do estado

do sistema e assim medir a sua concorrência. Utilizando a mesma notação do trabalho orignal

[107], a base para os estados de polarização é dada pelos vetores|H〉 e |V〉 e a dos estados de

momento por|a〉 e |b〉. Podemos formar os quatro estados de Bell nesta base da seguinte forma

∣∣ψ−〉=
1√
2
(|H〉 |b〉− |V〉 |a〉),

∣∣ψ+
〉

=
1√
2
(|H〉 |b〉+ |V〉 |a〉),

∣∣φ−〉=
1√
2
(|H〉 |a〉− |V〉 |b〉) e

∣∣φ+
〉

=
1√
2
(|H〉 |a〉+ |V〉 |b〉). (B.3)

O próximo passo consiste do cálculo da probabilidade de se obter o primeiro fóton no

estado antissimétrico|ψ−〉. A solução apresentada por Walborn et al. foi a utilização deuma

porta lógica CNOT, implementada experimentalmente com um interferômetro que efetua uma

rotação no estado de polarização dependendo do estado de momento do fóton. Definindo estas

novas direções de polarização como|+〉 e |−〉, a atuação da porta CNOT resulta em

CNOT(|V〉 |a〉) = |V〉 |b〉 ; CNOT(|H〉 |a〉) = |H〉 |a〉 ;

CNOT(|V〉 |b〉) = |V〉 |a〉 ; CNOT(|H〉 |b〉) = |H〉 |b〉 , (B.4)

e portanto

CNOT
∣∣ψ±〉= |±〉|b〉 , e CNOT

∣∣φ±〉= |±〉 |a〉 . (B.5)

O detector utilizado no experimento era capaz de medir simultaneamente o estado de polariza-

ção e de momento do primeiro fóton, podendo assim calcular a frequência de ocorrência do

estado|ψ−〉 e desta forma obterPM e a concorrênciaC = 2
√

PM. A concordância entre o ex-

perimento e a teoria é excelente, como pode ser visto na figuraB.1 retirada de [107]. Para uma

revisão de como implementar as portas lógicas da computaçãoquântica a partir de dispositivos

ópticos, uma boa referência é [37].



Figura B.1 Medição experimental da concorrência de estados do tipoα |01〉+ β |10〉 como função

de |α |. A linha mostra o valor teóricoC = 2|α |
√

1−|α |2, de onde podemos perceber a confirmação

experimental.



APÊNDICE C

Introdução à Álgebra Geométrica

Uma ferramenta matemática de grande importância para para afísica é a álgebra geométrica.

Ela trás novos elementos à geometria como bivetores, trivetores, etc. além de caminhos para

operar com elementos de diferentes tipos (ou ranks). Neste apêndice faremos uma introdução

matemática ao assunto, enquanto que no capítulo 5 faremos a sua ligação com computação e

informação quântica. Estaremos tratando neste apêndice apenas dos aspectos mais elementares

desta teoria. Faremos isto com o intuito de ilustrar a sua grande importância conceitual, uma

vez que muitos físicos ainda a desconhecem.

Textos introdutórios ao assunto podem ser encontrados nos trabalhos de Hestenes [47] e

Suter [90], bem como nos livros de Lounesto [70] e Doran [27].Hestenes e Doran fazem uma

abordagem mais voltada para a física, enquanto que Suter e Lounesto mais para a matemática.

Este capítulo é, em grande parte, baseado nestes materiais.Na seção C.1 faremos uma intro-

dução histórica à álgebra geométrica, desde os seus primórdios até a sua grande revolução,

iniciada por Hestenes [43, 46]. Continuaremos na seção C.2,onde introduziremos as idéias

matemáticas fundamentais do assunto, fazendo algumas aplicações na seção C.3.

C.1 Introdução histórica

A álgebra geométrica surgiu no século XIX, com os trabalhos de William Clifford1 e Her-

mann Grassman, como uma nova descrição geométrica de elementos como vetores, planos e

outros objetos de dimensões (rank) ainda maiores. Após esteinício, a álgebra geométrica pas-

sou por um período de estagnação, com poucos trabalhos publicados a seu respeito e muitas

vezes com uma visão distinta daquela inicialmente propostapor Clifford. Uma volta às idéias

revolucionárias de Clifford, com sua visão inovadora dos diversos elementos geométricos apare-

ceu em 1966, com Hestenes [43]. Este trabalho suscitou o interesse de vários outros físicos e

matemáticos a explorar este campo.

1Motivo pelo qual este tópico é tratado comoálgebra de Cliffordem muitos textos matemáticos.
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A álgebra geométrica contém a álgebra dos números complexos, os quatérnions de Hamil-

ton, as variáveis de Grassman e diversos outros elementos dageometria convencional. Tudo

isto aliado à introdução de um novo produto associativo: oproduto geométrico, consolida-a

como uma importante ferramenta para o estudo da geometria. Na física, as idéias introduzias

por Hestenes e ampliadas por Doran [27] e outros, tornaram possível reescrever os mais di-

versos campos de estudos na linguagem da álgebra geométrica. Como pilar para esta nova

construção da física temos o livro sobre mecânica clássica de Hestenes [46].

C.2 Conceitos fundamentais

Nesta seção vamos introduzir os conceitos fundamentais da álgebra geométrica, os quais

serão a base para o capítulo 5. O elemento chave da álgebra é o multivetor. Ele consiste da

soma de parcelas de naturezas distintas, começando por um termo escalar (rank-0), passando

pelos vetores (rank-1) e assim sucessivamente até um rank arbitrário. O ponto fundamental

é a nova operação existente entre esses elementos: o produtogeométrico. Como caso mais,

simples, e que serve para formalizar a álgebra, temos o produto geométrico entre um vetor e

ele mesmo, resultando num escalar correspondente ao quadrado do seu módulo.

Definição: A álgebra geométrica deℜn é a álgebra associativa gerada porℜn sobreℜ tal que

v2 = |v|2 ≡ v ·v ∀ v ∈ ℜn [40].

Vamos agora estudar o produto geométrico entre vetores distintos. Para isso calculemos o

quadrado da soma de dois vetores distintosu ev.

(u+v)2 = u2+v2 +uv+vu ≡ |u+v|2

⇒ uv+vu = |u+v|2−|u|2−|v|2 ∈ ℜ. (C.1)

Isto nos motiva a definir o número escalar resultante da partesimétrica do produto geométrico

de dois vetores como o produto interno2 entre eles, i.e.:

u ·v ≡ 1
2
(uv+vu) ≡ |u||v|cos(θ), (C.2)

onde a última definição está ligada a noção geométrica do ângulo θ existente entre esses dois

vetores e corresponde ao formalismo padrão de geometria analítica. Um elemento novo surge

2Também chamado de produto escalar.
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Figura C.1 Esquema do produto exterioru∧v e do produto vetorialu×v entre os vetoresu e v.

ao calcularmos a parte anti-simétrica do produto geométrico entre dois vetores. Para mostrar

isto calculemos o seu quadrado:

(
1
2
(uv−vu)

)2

=
1
4

(
(uv)2+(vu)2−2|u|2|v|2

)

= (u ·v)2−|u|2|v|2 = −|u|2|v|2sen2(θ) 6 0. (C.3)

Isto mostra que a parte antissimétrica do produto geométrico não pode, em geral, ser um vetor.

Definimos, então oproduto externoentreu ev por:

u∧v ≡ 1
2
(uv−vu), (C.4)

resultando num elemento de rank 2 chamadobivetor. É importante não confundirmos o produto

vetorial usual com o produto externo. O primeiro está associado a um vetor perpendicular

aos dois vetores multiplicados, enquanto que o segundo representa uma área orientada, uma

generalização de direção orientada no caso unidimensional. Para ilustrar este fato vemos na

figura C.1 todos estes elementos.

Juntando-se as equações (C.2) e (C.4) podemos escrever o produto geométrico entre dois

vetores como

uv = u ·v+u∧v, (C.5)

a qual constitui a equação chave da álgebra geométrica. Podemos ver nela características típicas

desta nova álgebra, com a multiplicação entre dois vetores resultando numa parte escalar e em
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um bivetor. Para trabalhar com os subespaços da álgebra, denotemos por〈M〉r a parcela do

multivetorM com rankr, i.e.:

〈uv〉0 ≡ 〈uv〉 = u ·v,

〈uv〉1 = 0 e

〈uv〉2 = u∧v. (C.6)

Para finalizar esta primeira parte, vamos definir o reverso deum multivetorM, denotado

por M̃ como o multivetor obtido ao invertermos a ordem de todos os produtos contidos emM.

Vejamos um exemplo comM = uv:

M = uv = u ·v+u∧v ⇒ M̃ = vu = u ·v−u∧v. (C.7)

Tendo visto as suas caracterísiticas básicas, vamos desenvolver explicitamente os elementos da

álgebra geométrica de três dimensões.

C.2.1 Aplicação em 3 dimensões

A álgebra geométrica em três dimensões, denotada porG3, é formada por elementos de 4

ranks distintos: os escalares, os vetores, os bivetores e umnovo grupo de elementos: os trive-

tores. Este último consiste numa generalização da noção de vetor para o caso tridimensional,

i.e. um volume orientado. Para construir uma base para multivetores nesta álgebra, precisamos

de elementos específicos para cada subespaço correspondende aos elementos de cada rank.

Temos inicialmente uma parcela escalar, com base 1, em seguida três vetores ortonormais3 que

tomaremos como base deℜ3 =
〈
G3
〉

1: e1, e2 e e3, além dos bivetores e dos trivetores, que

discutiremos agora.

Como base para a subespaço dos bivetores deG3, denotado por
〈
G3
〉

2, podemos construir

os produtos geométricos entre os vetoresei :

eiej = ei ·ej +ei ∧ej = ei ∧ej ≡ ei j , (C.8)

onde{i < j} ∈ {1,2,3}. Qualquer bivetor emG3 pode ser escrito, portanto, como uma com-

binação linear entree12, e13 e e23. Como base para
〈
G3
〉

3 temos um único trivetor, dado pelo

produto dos três vetoresei :

3ei ·ej = δi, j .
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e1e2e3 = e1∧e2∧e3 ≡ e123. (C.9)

O subespaço de maior rank numa álgebraGn possui sempre dimensão 1, como no caso de

e123 formando a base para
〈
G3
〉

3. Isto motiva a nomenclatura deste elemento da base como

pseudo-escalare é usualmente definido comoI .

Tendo construído a base para cada subespaço, concluímos queG3 possui dimensão 8, sendo

uma dimensão escalar, três com rank 1, três com rank 2 e uma comrank 3. Um multivetor geral

é expresso por4:

M = a0 +a1e1 +a2e2 +a3e3+a4e12+a5e13+a6e23+a7I . (C.10)

Elementos expressos pela soma de parcelas tão distintas sãocomuns não apenas em álgebra

geométrica, os números complexos e os quatérnions gozam desta mesma característica.

Para encerrar os estudos emG3, percebamos que podemos construir uma sub-álgebra, for-

mada pelos elementos de rank par 0 e 2, e por isso chamada de sub-álgebra par, denotada por

G3
+. Mostremos agora que este subespaço realmente forma uma álgebra fechada na multipli-

cação. Sejam os multivetoresA eB dados por:

A = a0+a4e12+a5e13+a6e23 e B = b0+b4e12+b5e13+b6e23. (C.11)

O produto (geométrico) entre eles se torna:

AB= (a0+a4e12+a5e13+a6e23)(b0+b4e12+b5e13+b6e23)

= a0b0 +a4b4e12e12+a5b5e13e13+a6b6e23e23+

(a0b4+a4b0)e12+(a0b5+a5b0)e13+(a0b6+a6b0)e23+

a4b5e12e13+a5b4e13e12+a4b6e12e23+a6b4e23e12+a5b6e13e23+a6b5e23e13

= (a0b0−a4b4−a5b5−a6b6)+(a0b4 +a4b0+a6b5−a5b6)e12+

(a0b5+a5b0 +a4b6−a6b4)e13+(a0b6+a6b0+a5b4−a4b5)e23 ≡

c0 +c4e12+c5e13+c6e23 ∈ G3
+, (C.12)

o que mostra o fechamento da sub-álgebra.

4É fácil perceber queGn possui dimensão 2n.
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Figura C.2 Ilustração do vetoru e suas componentes paralelau‖ e perpendicularu⊥ à direção dev.

C.2.2 Rotações

Vamos ver agora como rotações são imediatamente implementadas no formalismo da álge-

bra geométrica. Primeiramente, notemos que o inverso de um vetorv é expresso por:v−1 = v
|v|2 ,

visto que

vv−1 = v
v
|v|2 =

|v|2
|v|2 = 1. (C.13)

Como próximo passo para implementar a rotação, vejamos o queacontece ao conjugarmos

um vetoru com um vetorv. O vetoru será inicialmente decomposto em uma componente

paralelau‖ e uma componente perpendicularu⊥ à direção dev, como ilustra a figura C.2.

Vamos à definição de conjugação:

vuv−1 = v(u‖ +u⊥)v−1 = vv−1u‖−vv−1u⊥ = u‖−u⊥, (C.14)

visto que vetores paralelos comutam e vetores ortogonais anticomutam.

A conjugação faz uma reflexão deu em torno do plano perpendicular av. Lembremos

da geometria elementar, na qual uma rotação pode ser obtida através de duas reflexões. Mais

precisamente, dados dois vetoresv1 e v2 que formam entre si um ânguloθ/2, duas reflexões

sucessivas do vetoru em relação ao plano perpendicular a cada um dos vetoresvi resulta numa

rotação do mesmo no planov1∧v2 por um ânguloθ , como ilustra a figura C.3.

Considere a conjugação

u′′ = v1u′v−1
1 = v1v2uv−1

2 v−1
1 = (v1v2)u(v1v2)

−1, (C.15)

então
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Figura C.3 Rotação do vetoru por uma ânguloθ feita através de duas reflexões, uma em cada um dos

vetoresvi .

u′′ =
(v1v2)u(v2v1)

|v1|2|v2|2
≡ (v̌1v̌2)u(v̌2v̌1) ≡ RuR̃, (C.16)

ondev̌i é o vetor unitáriovi/|vi | e R≡ v̌1v̌2 = v̌1 · v̌2+ v̌1∧ v̌2 é o gerador da rotação, orotor.

Uma grande diferença da formulação de rotação em álgebra geométrica para as formulações

usuais é que elas não mais são descritas através de um eixo de rotação, mas sim através de

um plano de rotação. No caso do espaço cartesiano tridimensional R3 isto não faz a menor

diferença, uma vez que girar em torno do eixoẐ, por exemplo, é o mesmo que girar no plano

X ◦Y. Para espaços com mais dimensões isto não é mais verdade. Como exemplo, num espaço

quadridimensional gerado pelos vetores ortonormaisx1, x2, x3 ex4, a especificação de um eixo,

como por exemplox1, não especifica em que plano, dentre os vários possíveis perpendiculares

a este eixo, a rotação será realizada. A álgebra geométrica fornece, portanto, uma formulação

simples para rotações em espaços de qualquer dimensão.

Vamos agora reescrever a expressão para o rotorRde uma forma ainda mais simples. Temos

R= v̌1v̌2 = v̌1 · v̌2+ v̌1∧ v̌2 = cos

(
θ
2

)
−sen

(
θ
2

)
B, (C.17)

ondeB ≡ (v̌2∧ v̌1)/(sen(θ/2)) é o bivetor (unitário) gerador da rotação, definindo o plano

onde ela é realizada. Esta expressão pode ser reduzida para

R= e−Bθ
2 , (C.18)

que pode ser imediatamente verificada através de uma expansão em série de Taylor. Esta última

expressão tem a interpretação simples de que o vetorRaR̃ corresponde à rotação dea por um
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ânguloθ no plano definido pelo bivetor unitárioB. Com isso concluímos a apresentação da

operação de rotação em álgebra geométrica.

C.3 Aplicações

Faremos, agora, algumas aplicações tanto matemáticas quanto físicas do formalismo con-

struído na seção anterior. Esta seção servirá como amostra do que faremos no capítulo 5, onde

aplicaremos a álgebra geométrica no problema do emaranhamento quântico.

C.3.1 Quatérnions

Como primeira aplicação da álgebra geométrica, vamos mostrar como ela contém toda a

álgebra dos quatérnions, descoberta por Hamilton em 1843. Para isto seguiremos de perto as

seções 1.4 e 2.4.2 da ref. [27]. Os números complexos, representados porx+ iy, comi sendo a

unidade imaginária, i.e.i2 =−1, podem ser vistos como vetores emℜ2 com coordenadasx ey.

O produto entre números complexos representa, portanto, a multiplicação de vetores emℜ2. O

objetivo de Hamilton era generalizar isto para três dimensões, construindo um elemento da sua

álgebra comox+ iy+ jz, com duas unidades complexas:i2 = j2 =−1. Após perceber que este

sistema não poderia formar uma álgebra fechada, introduziuuma terceira unidade complexak,

satisfazendo:

i2 = k2 = j2 = i jk = −1. (C.19)

Esta condição descreve a chamada álgebra dos quatérnions, com elementos expressos por:x0+

x1i +x2 j +x3k, com{x0,x1,x2,x3} ∈ ℜ. Vamos agora ver como a álgebra geométrica contém

este sistema.

Adotandoe1, e2 e e3 como base para
〈
G3
〉

1, podemos construir os bivetores:

I = e2e3, J= e1e3 e K = e1e2. (C.20)

Vamos agora calcular os seus quadrados.

I2 = e2e3e2e3 = −e2e2e3e3 = −1,

J2 = e1e3e1e3 = −e1e1e3e3 = −1 e
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K2 = e1e2e1e2 = −e1e1e2e2 = −1. (C.21)

Para finalizar, calculemos o trivetorIJK:

IJK = (e2e3)(e1e3)(e1e2) = −e1e1e2e2e3e3 = −1, (C.22)

o que nos mostra que a associação dos números complexosi, j,k com os bivetoresI ,J,K esta-

belece um isomorfismo entre a álgebra dos quaternions eG3
+.

C.3.2 Álgebra de Pauli

Um resultado que será bastante útil no nosso trabalho é que o produto geométrico entre os

vetores deG3 carregam as mesmas relações dos produtos matriciais obedecidos pelas matrizes

de Pauli (ver eq. 4.3). Isto nos permite ver as matrizes de Pauli da mecânica quântica como

vetores deG3. Um ganho de interpretação possibilitado pela álgebra geométrica. Note que as

relações entre os elementos permanecem, enquanto que a forma de cada um muda radicalmente.

Para construir este isomorfismo, verifiquemos cada uma das relações obedecidas pelas ma-

trizes de Pauliσ i definidas na eq. (4.3). Em primeiro lugar, ambos os elementoselevados ao

quadrado resultam em 1:

eiei = ei ·ei +ei ∧ei = ei ·ei = 1 = σ iσ i , (C.23)

em seguida, o numero complexoi, obtido pela multiplicação das três matrizes de Pauli, é

representado, em álgebra geométrica, pelo pseudo-escalarI5.

I2 = (e1e2e3)(e1e2e3) = e123123= −e112233= −1↔ i2. (C.24)

Para finalizar temos, parai 6= j:

eiej = eiejekek = −ejei , (C.25)

assim como ocorre com as matrizes de Pauli.

Este resultado mostra um caminho prático de se implementar computacionalmente os pro-

dutos da álgebra geométrica como produtos vetorias. Contudo, conforme veremos, mais im-

portante do que isto é a nova interpretação geométrica alcançada.

5Observe o que isto significa: a unidade imaginária é representada por um volume orientado. Temos, portanto,

uma representação geométrica para ela.



C.3 APLICAÇÕES 107

Figura C.4 Representação de dois vetores unitários:u = e1cos(α) + e2sen(α) e v = e1cos(β ) +

e2sen(β ).

C.3.3 Trigonometria

Como aplicação da álgebra geométrica no estudo da trigonometria, iremos deduzir as fór-

mulas para o seno e o cosseno da soma de dois ângulos (α e β ). Estaremos nos baseando no

trabalho de Calvet [16]. Para isto, tomemos inicialmente dois vetores unitários pertencentes a

G2 definidos por:

u = e1cos(α)+e2sen(α) e v = e1cos(β )+e2sen(β ), (C.26)

como ilustra a figura C.4.

O produto geométrico entre eles é dado por:

vu = (e1cos(β )+e2sen(β ))(e1cos(α)+e2sen(α)) =

cos(α)cos(β )+sen(α)sen(β )+e12(sen(α)cos(β )−sen(β )cos(α)), (C.27)

com uma parte escalar e uma parte de bivetor. Sem a utilizaçãode coordenadas, podemos

expressar o produto geométrico entreu ev por:

uv = u ·v+u∧v = |u||v|cos(θ)+e12|u||v|sen(θ), (C.28)

ondeθ é o ângulo entre eles. No nosso caso|u| = |v| = 1 eθ = α −β . O que implica que:

uv = cos(α −β )+e12sen(α −β ). (C.29)

Comparando o resultado das equações (C.27) e (C.29), podemos igualar as componentes es-

calares e de bivetor para obter:
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Figura C.5 Representação geométrica do problema do lançamento oblíquo. Temos o vetor subtração

de velocidadesv−v0 = gt e o vetor somav+v0 = 2R/t, obtidos a partir das equações (C.31) e (C.32).

cos(α −β ) = cos(α)cos(β )+sen(α)sen(β ) e

sen(α −β ) = sen(α)cos(β )−sen(β )cos(α), (C.30)

o que conclui os nossos cálculos6.

C.3.4 Lançamento oblíquo

Como primeira aplicação física, estudaremos um problema decinemática. Neste ponto

estaremos nos baseando na ref. [48]. O problema em questão consiste em se calcular o alcance

de um corpo lançado com velocidade inicialv0, numa região de campo gravitacional uniforme

g. Para o vetor velocidadev temos:

dv
dt

= g⇒ v−v0 = gt, (C.31)

enquanto que para o vetor posiçãox temos:

dx
dt

= v ⇒ x = x0 +v0t +
1
2

gt2. (C.32)

Denotando porR o vetor deslocamento total, i.e.R ≡ x−x0, obtemos das equações (C.31)

e (C.31) quev + v0 = 2R/t. Com isso podemos construir uma representação geométrica do

problema7 como ilustrada a figura C.5.

Multiplicando os vetores soma e subtração definidos na fig. C.5 temos:

6Para o seno/cosseno da soma de dois ângulos, basta substituir β por −β , lembrando que o cosseno é uma

função par enquanto que o seno é uma função ímpar.
7Sem a utilização de qualquer sistema de coordenadas.
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(v−v0)(v+v0) = v2−v2
0 +vv0−v0v = 2Rg, (C.33)

masv2 = v2 evv0−v0v = 2v∧v0. Substituindo estes resultados temos:

v2−v2
0 +2v∧v0 = 2Rg. (C.34)

Igualando as partes escalares e vetoriais temos:

v2−v2
0 = 2R ·g e v∧v0 = R∧g, (C.35)

onde a primeira igualdade pode ser vista como a equação de Torricelli da cinemática, enquanto

que a segunda tem uma representação geométrica imediata, através da área do parelelograma

da figura C.5.

Vamos nos ater ao caso em que o alcanceR é horizontal, i.e.R ·g = 0. O caso geral pode

ser encontrado na ref. [46]. Substituindo este resultado naeq. (C.35) temos:

|v∧v0| = |v||v0|sen(2θ) = v2
0sen(2θ), (C.36)

ondeθ é o ângulo entrev0 eR. Temos ainda que

|R∧g| = Rg. (C.37)

Juntando estas duas últimas equações chegamos ao resultadofinal do alcance horizontalR:

v2
0sen(2θ) = Rg⇒ R=

v2
0

g
sen(2θ). (C.38)
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