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Resumo

Nesta dissertacdo estudamos o emaranhamento quantico como ferramenta para a com-
putacdo e informacdo quantica. Restringimo-nos ao emaranhamento bipartite existente entre
dois qubits descritos por um hamiltoniano de Heisenberg. A escolha deste hamiltoniano deve-
se ao fato de vdrios sistemas fisicos distintos conseguirem simuld-lo, além de ser possivel a
construcdo de portas ldgicas através dos controles de seus parametros por intervalos de tempos
especificos. A restri¢cdo a dois qubits € motivada pelo objetivo central deste trabalho: com-
preender melhor o que é o emaranhamento. O estudo de casos simples favorece um posterior
entendimento de situa¢des mais complexas. Atacamos o problema por intermédio de diversos
formalismos: o candnico (matricial), o de segunda quantizagdo e por ultimo através da dlgebra
geométrica. Os principais resultados consistem, primeiramente, na quantificacdo do emaran-
hamento de formacao numa temperatura arbitrdria para este sistema de dois qubits, sendo uma
proposta para gerar emaranhamento sob demanda para uso em computagdo e informac¢ao quan-
tica. Conseguimos, também, um avanco na compreensao (etapa crucial ao desenvolvimento

desta drea) do emaranhamento na linguagem de dlgebra geométrica.

Palavras chaves: Informagdo quantica, computacdo quantica, emaranhamento, dlgebra ge-

ométrica.
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Abstract

We studied the quantum entanglement as a quantum computation and quantum informa-
tion tool. This research focused on the bipartite entanglement found between two qubits of a
Heisenberg hamiltonian. The choice of this hamiltonian was motivated by the fact that it can
be simulated by many distinct physical systems. Besides, the control of its parameters during
a specific amount of time, allows the construction of logical gates. The focus on two qubits
systems is motivated by the core objective of this thesis: a better understanding of the quantum
entanglement. The study of simple cases provides a better comprehension of complex situa-
tions. The problem was studied through different ways: canonical, second quantization and also
through geometric algebra. The main results consist on the entanglement of formation quan-
tification at an arbitrary temperature. This quantification allows the attainment of entanglement
by demand for quantum computation and quantum information use. A new comprehension of

entanglement on geometric algebra language was also achieved.

Keywords: Quantum information, quantum computation, entanglement, geometric algebra.
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CAPITULO 1

Introducao

O tema principal desta tese € o emaranhamento quantico.nflgraotivacdo para estuda-
lo vem das teorias da computacéo e informacdo quanticae Mapitulo introdutorio iremos
apresentar os aspectos fundamentais destas duas tearia® ® emaranhamento surge como
um recurso fundamental, sendo o grande responsavel patasibpidade de que os algoritmos
guanticos da computacéo sejam reproduzidos classicacwanta mesma eficiéncia.

No capitulo 2 abordaremos o conceito de emaranhamento athegtapresentando o seu
aparecimento no inicio do desenvolvimento da mecanicatigad® como este recurso pode
ser quantificado. Em seguida, no capitulo 3, discutiremasslds sistemas fisicos capazes de
gerar hamiltonianos de interacdo entre qubits acordo com o modelo de Heisenberg. Este
modelo sera apresentado em profundidade no capitulo 4, estddaremos um sistema de
dois qubits e quantificaremos o emaranhamento existernie eles. Na etapa final, capitulo
5, apresentaremos uma formulagéo alternativa para o edm@omaranhamento: a algebra
geométrica. Conclusdes e perspectivas sao apresentadagingo 6.

Neste capitulo introdutorio discutiremos inicialmente pmoico da historia da computacéo
e da informacao quantica, na secao 1.1. Em seguida, na s@capresentaremos as principais
vantagens da computacao quantica, exemplificando com otaigade Deutsch, na secéo 1.3.
Concluiremos na secéo 1.4, fazendo uma analise geral das tistutidos.

1.1 Digressao histoérica

A computagéo classica, como a conhecemos hoje, teve o $dw @im os trabalhos de
Turing, em 1936 [96]. Ele apresentou um paradigma para a g@p@o: a maquina univer-
sal de Turing, uma sequéncia de regras e simbolos que canaegproduzir qualquer algo-
ritmo légico em computagdo. Esta construcdo serviu comdapéninicial para a revolugéo

INome dado a qualquer sistema quantico de dois niveis, sevakeala computacéo quantica, em substituicdo
ao bit classico.
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Figura 1.1 llustracao da lei de Moore, em que o nimero de transistonerideduplicar a cada dois

anos.

tecnoldgica que vivenciamos hoje e permaneceu por muitpderamo a base para qualquer
computacao.

O surgimento dos transistores, em 1947, e a sua producaaranhas cada vez menores
nas décadas seguintes, fez crescer num ritmo fortissimder plos computadores, seguindo
sempre o0 esquema de Turing. Este fato levou Gordon Moore¢i6]L965, a propor uma lei
empirica de que o numero de transistores em um processaularidca cada dois anos, como
ilustrado na figura 1.1.

O fato é que, com a diminuicdo do tamanho dos seus componestesmputadores clas-
sicos comecam a sofrer problemas caracteristicos do snigeidntico, como tunelamentos e
interferéncias. Este fato impde um limite para esta minizdgado. A computagcdo quantica
entra neste contexto como um novo paradigma: uma nova raateprocessar informacoes
gue nao pode ser reproduzida classicamente com eficiéncia.

Além deste ganho de eficiéncia, que sera ilustrado na se@da domputacdo quantica se
apresenta como um sistema ideal para a simulacéo de fen8mpeduaticos, como proposto por
Feynman [34]. Muito além de simplesmente tornar os comjpugasdnais rapidos na execugao
de algoritmos, o estudo de informacé&o e computacao quaeticagerado grandes avangos
na teoria da informacao, trazendo novos conceitos e cripogsibilidades antes inexistentes,
como sera visto na secao seguinte.
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1.2 Vantagens da computacdo quantica

Um primeiro ponto de grande diferenca a ser considerade antomputacao classica e a
guantica é a reversibilidade. As leis macroscépicas quergam o processamento de dados
cldssicos vém acompanhadas de dissipacado que produzsibéidade nos algoritmos classi-
cos. Ja as leis da mecanica quantica, e portanto os algerifuémticos, devem ser reversiveis.
Um grande marco da teoria da informacao, o principio de Laed®&6], estabelece que perda
de informacéo €, necessariamente, um processo dissipativo

Um grande avanco neste sentido veio com o trabalho de Be®jpeimh 1973, provando
gue um computador classico pode, em principio, ndo disegratuma energia e ser, portanto,
reversivel. Este fato garante que qualquer computacasicdgsode ser feita num computador
guantico. Como exemplo temos a porta logica (classica) NAdNI2 associa o resultade=
(axb)®1aum para,b) de estados l6gicos binarios (0 ou 1), ongdindica a soma madulo 2.
Esta porta é claramente irreversivel, uma vez que, tendsuttaidoc, ndo podemos descobrir
guais sao os valores deb. Neste exemplo, podemos tornar esta porta logica revéasiaees
da utilizagcdo de um terceiro bit, como na porta l6gica Tafiplie & triadea, b, 1) associa o
resultado(a, b, (a x b) & 1), gerando o resultado da porta NAND no terceiro bit e mantendo
reversibilidade do processo, como ilustrado na figura 1.2.

a—e— A

b————D

1— & (axbal

Figura 1.2 Esquema de um circuito para a realizacao reversivel da ldgitaa NAND.

O fato é que a computacdo quantica ndo apenas reproduz tadeswda classica, mas é
superior. Isto ocorre porque ela dispde de recursos quexigtera classicamente. O primeiro
destes recursos €éamaranhamento quanticeema central deste trabalho, que sera visto no
capitulo 2. O segundo recurso ao qual nos referimos é o clpaadlelismo quanticoEsta
propriedade esta ligada a diferenca crucial da maneira eoimormacéo é guardada num bit
classico ou num bit quéantico, o qubit.

Para ilustrar esta diferenca, pensemos num bit classico aom moeda, que pode estar em
dois estados possiveis: cara ou coroa. Denotaremos etstdespor0),. e |1).. Para o qubit,
tomemos o estado de polarizagcdo de um spin eletrénico. Bramods a situacéo onde o spin
aponta para cima no eixo de referéngieomo|0) e para baixo pofl). Vejamos as diferencas
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entre esses dois sistemas numa situagdo bastante simgrla Rosso bit classico (a moeda)
imaginemos que um juiz de futebol lan¢a-a para cima e emd&goioca-a entre suas maos,
sem que ninguém tenha visto o resultado ainda. Para o quiaiginemos que aplicamos um
campo magnético na direcXoaté que nosso spin se alinhe com ele.

Para o estado da moeda encoberta pelas méos do juiz, podeater o estad®). ou
0 |1)., com 50% de chance para cada um. Para o elétron, a situacéainefpip € a mesma.
Ap6s uma medicdo no eixd o spin poderia estar no estaf® ou |1), também com 50%
de chance. A grande diferenca ocorre antes da medicdo. Pavada, 0 seu estado ja esta
determinado desde o momento em que 0 juiz pega-a, apenasfess@cdo ndo esti acessivel;
por isso atribuimos uma probabilidade de 50%. Para o elérdas da medicao ele esta numa
superposicao de estados. Como por exer@é}éll, situacao esta sem analogo classico.

Como este estado de superposi¢do ocorre antes da medidaigpoas pensar ingenua-
mente que nao teria nenhum efeito fisico, porém este radioes$td errado. Podemos fazer um
sistema quantico evoluir para um estado de superposicéar, fi@anipulacdes nele enquanto
neste estado, e sO entdo realizar uma medida. Este procgdipossibilitaria a um algoritmo
em computacao quéantica efetuar diversas operacfes simalteente, uma caracteristica mar-
cante do paralelismo, como ilustraremos no proxima secao.

1.3 O algoritmo de Deutsch

O primeiro algoritmo quéntico que se mostrou superior eniéafita ao seu analogo clas-
sico foi o proposto por David Deutsch em 1985 [23]. Apresem@s nesta secao este algo-
ritmo em detalhes, seguindo a ref. [80], o que difere um pdaocgersao inicialmente elaborada
por Deutsch.

O problema que este algoritmo se propde a resolver é o segsimtonha que exista uma
fungdo f (x), com dominio e contradominio binario, i.€f(0), f(1)} € {0,1}. Como deter-
minar sef(1) é igual ou diferente dé(0)? Classicamente precisariamos calcular a funcédo
f(x) duas vezes, uma para a entrada O e outra para a entrada 1 euéda segnpara-las. O
qgue Deutsch mostrou é que, utilizando a superposicao gaéapiresentada na secao anterior,
existe um algoritmo quéntico que resolve este problema emnioo passo.

Apresentaremos o circuito 16gico que resolve este probkgpnaveitando para introduzir
diversas notacdes utilizadas na computacao quanticac@toiproposto é o seguinte:



1.3 O ALGORITMO DE DEUTSCH 5

0) —[H = (LD
iy —

Nos circuitos de computacdo quantica, a convencao utdiZzad de que o tempo corre

da esquerda para a direita. Neste caso temos inicialmerstguloits, preparados respectiva-
mente nos estadd®) e |1), originando um estado inicial para o sistefga) = |0) ® |1) =

|0) |1) = |01). Estes qubits sofrem, em seguida, a evolugdo unitariaitlepeta porta l6gica

de Hadamard, simbolizada com i que tem o efeito de criar uma superposicéo de estados
da seguinte forma:

0) +11) 0) —[1)
H|0) = e H|1) = , 1.2
0)==7 =" 12)
podendo ser representada matricialmente por:
1 1 1
H=— , 1.3
V2 ( 1 -1 ) (-3

onde|0) = (1,0)" e |1) = (0,1)T. Utilizamos a notacdo em queindica o estado adjunto,
matricialmente representado pelo transposto complexjoigado.

Neste ponto o estado do sistema se togaa= (H |0)) ® (H |1)). O préximo passo consiste
na passagem destes qubits pela “caixa pfeqae calcula o valor da funcai(x) do primeiro
qubit e transforma o segundo qubit fazendo a soma médulo 2sldtado da funcéo, i.e.
FIxy) = |x,y® f(x)). AplicandoF a|¢,), apés algumas contas chegamos em:

+tHO)®(H|1)) se f(0) =f(1) e
tH)®(H[1)) se f(0) #f(1),
como penultimo passo temos a aplicacdo de mais uma portadkertdad ao primeiro qubit,

|93) =F [¢2) = { (1.4)

resultando em:

|¢>:{ £(HH0) @ (H1) =0 e (HL) se f0) =11) e

+HH1))®HI1)=+|1)®(H|1)) se f(0) #f(1).
Para encerrar, fazemos uma medig&o no primeiro qubit, obtgeemnos 0 sé(0) = f(1)
ou 1 caso contrario, o que soluciona o problema proposto esrimina etapa! Podemos perce-
ber claramente a importancia da superposicao de estadtepaaetermediaria: ela possibilita

2N&o nos ateremos a construcéo explicita desta caixa paatacda funcid(x) considerada precisariamos
de uma construcao diferente.
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o célculo da fungad (x) simultaneamente para as duas entradas possiveis. Outmipon
portante é que, no momento da medicdo do primeiro qubit,régiemais se encontrava em
uma superposicdo. Este fato possibilita um resultado meiéstico que resolve o problema
proposto.

1.4 Conclusdes

Pudemos ver com o exemplo apresentado na se¢cao anterioracoamputagdo quantica
oferece enormes vantagens sobre a classica. Estas vanfagesio ainda mais evidentes no
préximo capitulo, quando apresentaremos 0 emaranhame@dicp. Historicamente, o algo-
ritmo de Deutsch foi apenas o inicio. Podemos ainda citagariéno de busca de Groover [39]
e o de fatoracao de Shor [88] como os outros dois grandestaigsrda computacéo quantica.

A computagao quantica ndo apresenta apenas vantagengabzdinar com sistemas quan-
ticos extremamente sensiveis ao ambiente externo, eleasepa um grande desafio experi-
mental nos diversos campos da fisica, como sera visto ntut@mpi Avancos tedricos tambéem
tém contribuido neste sentido com a construcdo de protoda@orrecao de erros. Um bom
texto sobre este assunto pode ser encontrado na ref. [71].

Os estudos de informacao quantica também levaram a grarage$sos na area da crip-
tografia quantica [8, 58, 109] e na contrucdo de canais quontie comunicacdo com capaci-
dades superiores aos classicos, a chamada codificacdedsmger[9], onde 2 bits de infor-
macao classica podem ser transmitidos a partir do envio dénico qubit (utilizando um
estado emaranhado previamente construido entre a fonteaejtor). Para dar continuidade
ao nosso trabalho, dedicaremos o proximo capitulo ao est@onaranhamento e sua quan-
tificacao.



CAPITULO 2

Emaranhamento

O tema deste capitulo esta ligado a uma das caracteristiéasumpreendentes da natureza.
Algo que foge completamente a nossa intuicéo e esta no amdgornh quantica. Nao ha quem
tenhatido contato com este fendbmeno e que nao tenha ficaglenapro, inquieto... Mas como
isto é possivel? A natureza € mesmo assim? A resposta venmdsitaa: 0s experimentos sao
irrefutaveis e esse fendbmeno realmente ocorre.

Afinal, o que € o emaranhamento quantico? Ao longo desteubaiemos apresentar
trés visbes deste fendmeno. Na secdo 2.1 descreveremosbomdagem experimental para
o emaranhamento quantico e perceberemos as suas prinmpadseristicas, através de um
resultado experimental. Na se¢éo 2.2 faremos um relatoritistdo seu aparecimento, desde
a sua constatacdo, no famoso paradoxo de Einstein, PodoR&gen (EPR) [30] até a prova
experimental [31] das desigualdades de Bell [5]. Por ultimeosecdo 2.3, construiremos o
formalismo matematico necessario para o seu estudo, fismmakste que sera essencial para
o resto deste trabalho.

2.1 Emaranhamento: uma visdo experimental

Aproveitaremos esta secao para fazer uma répida revisdtgamas idéias centrais na
mecanica quantica. Comecaremos pela dualidade ondatpartité chegarmos ao emaran-
hamento quantico. Segundo Feynman [33]: “N6s escolhemammiear um fenémeno que é
impossivel, absolutamente impossivel, de se explicar palgger caminho classico, o qual
esta no coragdo na mecéanica quantica. Na realidade, elntgeu Unico mistério.”.

O inicio: Comecemos 0 nosso experimento com o famoso aparato de fiulas de Young

[113], ao qual Feynman se referia na citacdo acima. llustsagste experimento na figura 2.1.
Nele podemos verificar a natureza ondulatéria da luz, argatformacdo de um padréo de
interferéncia entre os feixes de luz provenientes de cadgadas duas fendas e incidindo no
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2 2 2, R
flgoclyfllz-Flelz Lpoc |y, + w|" =y +|w| + Vi + vy

Figura 2.1 Diagrama do experimento de fendas duplas de Young [113] coferalask; e F,. Na
figura da esquerda (a) vemos o padrdo de cada uma das feriddasdoem como o padréo resultante
sem interferéncia. Na da direita (b) temos o padréo de arétia devido ao termo cruzadg2ls,.

mesmo ponto de observacao.

Com apenas uma das fendas abertas, a intensidade da luz@pocdol € proporcional ao
guadrado da funcao de onda proveniente desta fenda, e tammaaifustrada na figura 2.1a.
Temos portanto que

I Oyl 12 0(yel? (2.1)

ondel; el, indicam as intensidades de luz incidente no anteparo devidala uma das duas
fendas isoladamenteyg e (»» séo as respectivas funcdes de onda.

Num processo sem interferéncia, a intensidade result?gméedada pela soma das intensi-
dades individuai§; ely, i.e.:

155 O [+ g2 (2.2)

Caso haja interferéncia entre os dois feixes, como no casgmimento de Young, o resultado
se torna:

155 0 |+ Wal® = [+ |l + W o + g s, (2.3)

onde os ultimos dois termos explicitam a interferéncia.
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Imaginemos agora que possamos diminuir gradativamenterssidade do feixe de luz in-
cidente nas fendas. O que iremos observar no anteparo? teasidiade for baixa o suficiente,
veremos cada foton da luz chegando um a um (provando a nattwezuscular da luz), mas
ap6s algum tempo o mesmo padréo de interferéncia ira serfarma

A gquestao central é: se apenas um unico féton por vez atemassdendas, com o que ele
esté interferindo? A resposta dada pela interpretacad dauaoria quantica € que a funcao
de onda do foton “passa” simultaneamente nas duas fendasyeo o padrdo de interferéncia
observado. Vamos, agora, tentar “enganar” a naturezaqueloos um detector em uma das
fendas, que acuse a passagem de um féton sem alterar a st@itafle forma que teremos
acesso a informacao de qual das fendas foi atravessadaepd eésultado, como esperado,
€ que o foton sempre passa por uoepor outra fenda, mas s6 que desta vez algo de novo
acontece: o padrao de interferéncia desaparece compleElm® fato de termos acesso a
informacaodo caminho do féton, “forcou-0” a escolher um, e somente umirdao, impedindo
gue o padréo de interferéncia ocorresse.

Poder-se-ia pensar, ingenuamente, que o detector de akpuma altera a trajetoria do
féton, sendo isto o responsavel pela mudanga no padraodotrista suposicao € falsa, pois,
como veremos adiante, mesmo com o detector, é possivel gadraopde interferéncia se
forme.

O emaranhamento: Vamos agora seguir para uma nova etapa no N0sso experinsemton-
hamos que o detector esteja la, determine por qual fendaon fizsssou, mas que esta in-
formacéao fique gravada nele, sem ter sido transmitida paraune outro dispositivo. O que
ocorrera? A resposta € simples: nada. O padréo de intecfaréntinuara sem aparecer.

Um fato novo ocorre ao se apagar de maneira irreversivebenaicado contida no detector
apods a passagem do féton, porém antes dele colidir com ceactelsso pode ser feito até in-
stantes antes do momento de chegada do f6ton ao anteparoagudtado € o mesmo: o padrao
de interferéncia volta a aparecer! Esta é uma descricadisoaga do famoso experimento do

!Padrdes de interferéncia com uma Gnica particula por vazessando as fendas ja foram observados, inclu-

sive com eletrons [73, 95].
2E possivel apagar esta informacdo mesmo apds a chegadadaésanteparo, num experimento conhecido

na literatura comalelayed choice quantum erasgue utiliza pares de particulas emaranhadas, obtendo a in-
formagdo do caminho a partir de uma delas e a observacaoaifeidncia a partir da outra. Ndo abordaremos
isto neste trabalho, pois estamos querendo apenas enfatizaaranhamento entre o detector e o féton que o
atravessa.
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apagador quantic¢63, 86, 106].

Como primeira concluséo, percebemos que a questéo nao &lgtector altera a trajetéria
do féton, mas sim, se a informacao de seu caminho existe acuor@omento de sua chegada ao
antepard. O ponto importantissimo aqui, € que podemos apagar estaiatdo numa fracao
de segundo anterior a chegada do féton ao anteparo, de farena distancia fisica entre o
detector e o foton impede que o féton “saiba” se a informagased caminho foi apagada ou
ndao. Como pode o foton, entdo, “decidir” se formara ou naodvgmade interferéncia se ele
nao tem como saber se a informacgéo do detector ainda exis&oGu

A resposta a esta pergunta é gxésteuma correlagdo ndo-local entre o féton e o detector,
criada no instante em que ambos estavam juntos, e mantigaa@edistancia. Esta correlacéo
€ 0 que chamamos de emaranhamento quantico. Isto implica sjgeema emaranhadaton
+ detectorndo pode ser tratado como a soma de duas partes isoladagmasso uma Unica
entidade.

Escolhemos apresentar 0 emaranhamento inicialmente ma foe um resultado experi-
mental por razbes de motivacdo. Historicamente n&o foadaeanheira que o emaranhamento
guantico surgiu na fisica. O seu nascimento foi bastant&nmob, motivo de grandes dis-
cussofes, com Einstein sendo um dos protagonistas, comaegre proxima secao.

2.2 Emaranhamento: uma visao historica

Neste segundo contato com o emaranhamento quantico, faremmabordagem historica.
Comecaremos pelos debates surgidos com o artigo de EPRpg{ando pela formulacao
matematica proposta por Bell [5] até concluir, com o expernito realizado por Aspect et
al.[31].

Como veremos, o surgimento de correlacdes ndo-locais seutam tema central no de-
senvolvimento da teoria quantica. Os testes de sua oc@m@nmam os pilares experimentais
de toda a teoria, dando a ela enorme credibilidade. Enfatigajue o que esta em jogo néo é
apenasse o0 emaranhamento quantico existe ou ndo, mas se a mecaatieg € ou ndo uma
teoria consistente.

3No caso dadelayed choice quantum eraseeferido na nota de rodapé anterior, esta informagaoeggét
ndo foi detectada ainda.
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O paradoxo: A fisica se deparou com correlagbes quanticas nao-lockigpeneira vez no
famoso paradoxo de EPR, em 1935. O titulo deste arlgde a descricdo da mecanica quan-
tica da realidade fisica ser considerada completaa consequente resposta a esta pergunta,
dada no transcorrer do artigo, expressa a opiniao dos autergue a mecanica quantica nao é
uma teoria completa, a qual ainda estaria por vir.

Einstein et al. assim definiram realidade fisica: “Uma coadisuficiente para que uma
guantidade fisica seja real, € a possibilidade de prediz®in certeza, sem perturbar o sis-
tema”. Contudo, na mecanica quantica, o conhecimento @mpe uma grandeza fisica,
impede o conhecimento de outra que seja incompativel, u@ngo comute, com a primeira.
Ainda segundo Einstein et al., isto nos levaria a seguir umreelois caminhos: ou a descricao
da realidade dada pela mecéanica quantica ndo seria coraplesaas duas quantidades (incom-
pativeis) ndo podem ser simultaneamente reais. O artigeesdgmonstrando que a falsidade
da primeira op¢do implicaria na falsidade também da seguista raciocinio levou os autores
a afirmarem que a primeira opcéo estaria correta, i.e. a noacgmanticandoforneceria uma
descricdo completa da realidade.

O ponto crucial do raciocinio de EPR é o seguinte: imagines gagticulas que pudessem
interagir por um tempo finito e em seguida sejam separadasiabpente. Far-se-ia, entao, a
medicao de um observavel qualquer na primeira particula acdrdo com a mecéanica quan-
tica, a escolha de qual observavel fosse medido alteragtad@da segunda. Isto seria incom-
pativel com a nocgéo de realidade local proposta por EPR. ¥darer uma rapida descricdo
matematica do que acabamos de escrever (seguindo o arguapeesentado no artigo de EPR
[30).

Na base{|un(x1))}, das autofungbes de um observavel qualquer da primeircylasto
estado total do sistema seria descrito por:

8

(W(x1,%2)) = 3 [Un(X1)) @ [Un(X2)), (2.4)
n=1

com ® indicando o produto tensorfal Isto implicaria que, apés uma medicéo realizada na
primeira particula, dando como resultado o autovalor sporadente duy(x1)), 0 sistema 2
deveria estar no estadgy(x2)). Porém, se escolhermos um outro observavel para a primeira
particula, com autofun¢8e$vna(x1))}, 0 sistema ficaria descrito por:

4Estamos aqui, seguindo a notag&o atual da mecanica quaticaposicio a notacdo de funcdes de ondas
utilizada originalmente no artigo de EPR.
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[W0a.0) = 5 ) & ) @5)

e apos a medicdo deste novo observavel, tendo como reswltadtovalor correspondente
a|vk(x1)), a outra particula deveria estar no estaglgx>)). Ou seja: o estado da particula
2 dependeria de qual observavel foi medido na particula $pmoegque as duas estivessem
bastante separadas espacialmente, o que seria, segundorE BBsurdo.

O artigo segue com 0 seguinte argumento: “...por outro ladw vez que no momento
da medicéo as duas particulas ndo mais interagem, nenhudengaureal pode acontecer na
segunda particula apds a medicao na primeira...”. Istadam na incompleteza da mecanica
guantica.

As desigualdades de BellO paradoxocontinuou, e deu origem a busca por variaveis locais
escondidas, que pudessem explicar o questionamento de@P&ebates, porém, estavam
mais no campo da filosofia do que da fisica. Somente apés 30@m s trabalhos de Bell
[5] e suas famosas desigualdades, um avanco foi dado.

Foi estabelecido um teste quantitativo para essas duakebgsd ou a mecanica quantica
era uma teoria incompleta, e deveriam existir variaveiftasgue resolvessem o paradoxo, ou
a suposicao de EPR de que as particulas ndo estivessem melaaonadas estava falsa, i.e.
deveriam existir correlagdes néo-locais que afetassetantageamente o estado de uma das
particulas ao se fazer uma medicdo na Sutra

Vamos agora fazer um resumo do resultado de Bell. Seguiresitrebalhos de Rigolin
[84] e Aspect [2], do qual retiramos a figura 2.2. Nela vemos diamte S que emite dois
fétons correlacionado){ e vy) em diregcbes opostas. Colocamos, entdo, dois detectoees (
I1) para determinar o estado de polarizacao de cada um dos {désniltando em:-1), segundo
as direcoes dos detector@e b, as quais sdo modificadas aleatoriamente, ap6s a emisséo dos
fétons, num tempo menor do que o do voo de um féton entre edes,impedir que um dos
detectores “saiba” qual foi a dire¢céo escolhida pelo outro.

Os resultados das medicées em cada detector podem deengeincicio, dei, be de um
conjunto de outras variaveis locais que ndo podem ser dad#®, mas que seriam necessarias
para completar a descricdo, que denotaremos coletivarpenie Admitindo que a fisica é
local, i.e. apenas e E determinam o resultado da medig¢éo no primeiro detectoe & no

SHa uma sutileza aqui que transcende o argumento de EPR.t&missde correlacdes logicas ndo-locais ndo
implica na existéncia de interacao fisica ndo-local, o dqueamnente violaria a teoria da relatividade.
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Figura 2.2 llustragcdo da construgdo de um par de fétons como no artigd&e[30] para testar exper-
imentalmente as desigualdades de Bell [5]. Figura retidadf. [2] onde dois fétons sdo emitidos em
direcBes contréarias e suas polariza¢des sdo medidas ree8edi dei eb, para se testar as correlacdes
existentes.

segundo, teriamos que:

M'(a,b,E)=M'(AE) e
M" (&b,E) =M" (b,E), (2.6)

ondeM"!" indica o resultado da medic&o em cada detector. Em outragrpa) o conhecimento
do valor deE estabelece a separabilidade do estado de dois fotons. &r@ar de particulas
produzido, definimos a fungé&o de correla€ia, B) integrando os resultados das medidas sobre
todos os possiveis valores Becom distribui¢io de probabilidaggE ), por:

C(@b)= [M'(@E)M" (B.E)p(E)dE (2.7)
O passo seguinte ocorre quando cada detector varia a sntagQée. Temos entdo que
C@E@b) —Cc@p) = /M'(a, E)M' (b, E) p(E)dE—
/M'(é,E)M”(E’,E)p(E)dE
:/M'(a,E)M”(B,E)[l—M'(af,E)M“(BI,E)]p(E)dE—
/M'(a,E)M” (0, E)[1—M' (@, E)M" (b,E)] p(E)dE. 2.8)

ComoM' x M'' <1 ep(E) > 0, temos:

Cab)—C@Eb) < /[1— M' (&, E)M' (5, E)] p(E)dE—

6satisfazendd p(E)dE =1 ep(E) > 0.
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/[1— M! (@, E)M" (b, E)] p(E)dE. (2.9)
Podemos estimar um limitante superior do médulo do ladoerdguda eq. (2.9) invertendo o
sinal da segunda integral do lado direito, i.e.:

C(3,b)—C(a,5)| < /[1— M' (&, E)M' (5, E)| p(E)dE+

/[1— M' (&, E)M'"! (B, E)] p(E)dE, (2.10)

0 que nos leva ao resultado final:

S=|C(&,b) —C(&,b)| +C(d,b) +C(d,b) < 2 (2.11)
Isto conclui nossa andlise do trabalho de Bell. Caso algymerérento encontr& > 2,
entdo a hipétese de que os resultados das medidas s6 depmgaraveis locais é falso, e a
natureza realmente exibe correlacdes ndo-locais. Embgtariie elegante matematicamente,

a idéia de Bell so foi possivel de ser testada experimentaénérias décadas depois, como
veremos agora.

A prova experimental: Para completar essa discussao, em 1982, quase 50 anos afigs o a
original de EPR, foi realizada uma experiéncia [31] queotests desigualdades propostas por
Bell. O resultado foi que Einstein estava errado, e que a meaEx@uantica estava correta,
mesmo admitindo correlagdes nao-locais. Colocando no®teatuais, dizemos que 0s dois
fétons dogendanken experimede Einstein estdo num estado emaranhado, e sua realidade s6
pode ser entendida admitindo que eles formam um todo Uniesmm quando estdo separados
espacialmente.

O resultado central deste experimento é que as desigualdiedBell sdo violadas por
mais de 30 desvios padraos [2]. Isto ocorre mesmo quandoa@asdp entre os detectores
€ da ordem de dezenas de quildmetros [94], confirmando, aasxisténcia de correlacbes
nao-locais. Com isso concluimos a visado histérica do erharagnto. Passemos agora a
formulagdo matematica do mesmo.

2.3 Emaranhamento: uma visao formal

Vamos comecar a construir as bases formais do emaranhaménttco a partir de um
exemplo bastante simples. Pensemos num sistema formaditugsrparticulas que podem
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ocupar dois niveig@) ou |1)). Admita que seu estado € descrito como um par de EPR

1 1
V2 V2

onde o fator/2 aparece por questdes de normalizacdo. Em cada produboisns primeiro

[EPR = (10)®[0)+[1)®|1)) = (100)+111)), (2.12)

ketindica o estado da primeira particula, enquanto o segkatiadica o estado da segunda
particula. Vamos agora tentar escrever este estado nogsmtddequacao (2.4), i.e. como um
produto tensorial entre dois estados de uma Unica particula

[EPR = (a]0) +b|1)) ® (c|0) +d|1)) = ac|00) + ad|01) + bc|10) + bd|11),  (2.13)

com|al®+ |b]? = |c|? + |d|? = 1. E de imediata verificag&@ue n&o existem coeficientash,
c ed que compatibilizem as equacdes (2.12) e (2.13). Isto impjiee 0 par EPR&o pode ser
entendido como dois sistemas separados, mas sim como ucaseinidade.

A interpretacéo fisica disto € simples: se fizermos uma naeagdprimeira particula, en-
contraremos os valores 0 ou 1 com igual probabilidade, 0 mesmrrendo ao fazermos uma
medida na segunda particula. Contudo, mesmo que essasifaaréstejam a quildmetros de
distancia, se o resultado da medicao na primeira partioul® £ntdo o da segunda também o
sera, o mesmo acontecendo com o resultado 1. Existe, pmrtant correlacdo logica néao-
local entre essas medi¢cOes. Dizemos que estas partictiaswesximamente emaranhadas.

E importante lembrar que uma interpretacéo simplista destltados, na qual cada uma
das duas particulas possui um estado bem definido, porémntesido, ndo é valida. Este foi
o fato comprovado experimentalmente pela violacdo dagudalsiades de Bell.

Definicdo: Um sistema quéntico puro formado poconstituintes é dito emaranhado se néo
existiruma basé\ ¢k>} dosn subsistemas de modo que ele possa ser representado nuraa form
fatorada:

W) =[pHY®|d*) @ 2[9"). (2.14)

O termosistema quantico puré utilizado para diferenciar das misturas estatitiscas, i.
quando o sistema é formado por uma combinacam@stadogy;) com respectivas proba-

0 coeficientead do termo|01) precisaria ser nulo na eq. (2.13), mas isto implicaria ndagdo do termo
|00) ou|11) da eq. (2.12).
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bilidades (classicas);. Neste caso o sistema fica caracterizado por um operadadddas
definido por:

p E.Z\pi ) (il (2.15)

gue sera discutido em detalhes na se¢éo 3.1.5. Nesta f@@ouytasistema é dito ndo-emaranhado
sep puder ser escrito como:

m . . .
pz_zlpi (PP @pp). (2.16)
i=

Podemos perceber que a definicdo formal de emaranhamemtiicguse faz por negacéo,
i.e. definimos apenas o0 que € um sistarda-emaranhadoVamos agora analisar o papel do
conceito de emaranhamento na computacao quantica.

2.4 A utilidade do emaranhamento

O emaranhamento ndo é apenas uma curiosidade, mas aparez@irmogrande recurso
a disposicao da computacéo e informacéo quéantica. Com@snagpais aplicagdes temos a
codificacdo superdensa [9], a distribuicdo de chaves pataqmios de criptografia quantica [8]
e a teleportacdo quantica de estados [10]. Uma visdo gestsd®picos pode ser encontrada
nas notas de aula de Preskill, disponiveis on line na ref. [81

» Codificacao superdensaO protocolo de codificagdo superdensa consiste na tras&mis
de 2 bits de informacéo classica utilizando apenas um qilsitre o transmissor e o
receptor deve existir um canal quantico de comunicacéo estad@emaranhado.

* Criptografia: A utilizacdo do emaranhamento torna possivel a distrémue chaves
(utilizadas para decodificar a mensagem transmitida) indweis, um grande feito da
teoria da informacéo quéntica.

» Teletransporte: Embora um estado quantico desconhecido ndo possa sedocdpi
110], o emaranhamento quantico permite que ele seja tradenmstantaneamente entre
duas localidades separadas espacialmiente

8E importante perceber que isto ndo corresponde a transnisgantanea de informacgao.
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Devido a sua enorme importancia, faz-se necessario qeantfste recurso, i.e. construir
um quantificador para o emaranhamento quantico. Este é odemassa proxima secéo e do
resto dos resultados desta tese.

2.5 Quantificadores de emaranhamento

Neste ponto faremos um estudo detalhadced@mranhamento bipartitd.e. o emaran-
hamento existente num sistema formado por duas partesa@ssatpamaremos de A €BPara
isso vamos definir inicialmente as medidas de entropia derfsimee de von Neumahh

Suponhamos que um certo evento ocorra de acordo com umbuigo de probabilidade
p. Qual seria a melhor maneira de quantificar a incertezadmmiesta distribuicdo? Uma
opcao seria dizer que a incerteza € maior, tanto quanto fwaiarsurpresa que teriamos ao
observar o resultado de um evento. Esta surpresa pode sessxpnatematicamente popl
i.e. quanto menor for a probabilidade de um evento ocorraipmsera a nossa surpresa pelo
fato de ele ter ocorrido.

Embora matematicamente intuitiva, esta “definicdo” de rasigp ndo satisfaz o critério da
aditividade. Dois eventos independentes que ocorrem cspecéivas probabilidades e p
néo satisfazem A pi1p2) = 1/p1+1/p2. Uma maneira de contornar este problema é redefinir
a surpresa através de uma escala logaritmica, associagitpdp= —log(p) & surpresa de um
evento que ocorre com probabilidapeChegamos, entdo, num ponto onde podemos entender
a definicdo da entropia de Shannon [87].

Definicdo: A uma colecdo de estadascom respectivas probabilidadesa;) associamos a
entropia de informacéo (de Shannon):

Ss=— p(a)log[p(a)], (2.17)

gue pode ser imediatamente interpretada como a média qassas entre todos 0s possiveis
estadosy;. A base do logaritmo em estudos de informacéo quantica énusai escolhida
como 2.

Embora classicamente a definicdo de entropia da equacd) $2j& satisfatdria, quantica-
mente a um estado arbitrario nés ndo temos uma Unica digsfdde probabilidades associ-

°Na literatura em inglés, essas partes sdo usualmentedaf@dmo Alice e Bob.
10esta introdugéo é baseada no trabalho de Vedral [102].
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ada, mas sim uma distribui¢do diferente para cada obsén@sejado. Como podemos entdo
definir uma medida de entropia?

Uma possibilidade seria utilizar o operador densidaddefinido na eq. (2.15). Este op-
erador contém toda a informagdo associada a um sistemaapuaRodemos verificar isto
realizando o caculo do valor esperado de um operAdoum sistema descrito pela mistura
estatistica de estad@i;) com respectivas probabilidadps

(A) =3 pi (Wl Al) =S piTr(|yn) (Wl A) = Tr(pA). (2.18)

Podemos através gedefinir uma nova medida de entrop,, conhecida como entropia
de von Neumann [78]. Esta medida é analoga a de Shannonssapela eq. (2.17), mas
utiliza o operador densidade no lugar das probabilidades.

Sy = —Tr(plogp), (2.19)

onde utilizamos novamente o logaritmo na base 2.

2.5.1 Requisitos de um quantificador

De posse da entropia de von Neumann, podemos iniciar o edagdquantificadores. As
propriedades desejadas para um quantificador de emaramtoespi&ntico num sistema bipar-
tite foram estabelecidas por Vedral et al. [100, 101, 108m¥s agora lista-1as

« Estados separavéfsdevem ter emaranhamento nulo.
E (Z pipi’*®pi8> =0 (2.20)
|
» Uma operacdo local unitaria ndo pode alterar o emaranhamen
E <UA®UBpABU,I®Ug) — E(p"B) (2.21)

« Operacdes locais com comunicacéo classica (OBD@io podem aumentar o emaran-
hamento.

LEstamos nos restringindo a um sistebigartite AB formado pelos subsistemAs B.
12Definidos na eq. (2.16).
13po inglés LOCC : Local operations with classical commuriarat
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» O emaranhamento de um estado poP@ dado pela entropia de von Neumann (eq. 2.19)
de cada uma das suas partes.

E(pP) = Su(TrapP) = Su(TrepP), (2.22)

onde T e Trg indicam operac¢des de traco parcial em cada um dos subsssténtiaco parcial
de um operador consiste em se extrair as informacoes quecestéidas em cada uma de suas
partes isoladamente, i.e.A{p”B) indica a parcela da matriz densidgaf® que esta acessivel
apenas ao sisten® excluindo a informac&o sobfe Matematicamente temts

Tra (Jav) (az| @ |ba) (bal) = a) (82| Tr (|by) (bel) (2.23)

onde{|a)} forma uma base para o subsistefa {|b;)} para oB, podemos constatar que
esta operacao (de traco parcial) reduz a dimenséao do esyago,deveria ser. Vejamos um
exemplo do traco parcial, aplicado ao estado de EPR defimicdan(2.12).

p = |EPR (EPR = 5 (|00) +|11)) ((00] + (11]) =

NI =

~ (10} (0/10) (0] +10) 2] 9 [0)

—~

U+11)0[@]1) (0] +]1) (1 @ [1) (1)) =

NI

Tre(p) = 5 (10) (0] + 1) (1)) = 31, (2.24)

0 que corresponde a uma situacao completamente aleatdridggoal probabilidade do primeiro
gubit (ou segundo) estar em qualquer estado.

Embora de interpretacdo simples, a definicdo do traco pa@mo apresentada na eq.
(2.23) é muitas vezes custosa no ponto de vista matemaligeo,de ser nao intuitiva. Como
veremos no capitulo 5, estas dificuldades desaparecerdsttavdlgebra geométrica. Estamos
agora prontos para introduzir formalmente alguns quaatibces de emaranhamento.

2.5.2 Emaranhamento destilavel

O primeiro quantificador que apresentaremos trata da péodde pares de EPR a partir
de pares menos emaranhados. A destilacdo do emaranhaneemt@sponder ao seguinte
questionamento: suponhamos que dispomoma®pias do estadp”B. Quantos pares de
EPR, i.e., pares maximamente emaranhados, podemos d¢oagtartir deles? Chamando de
n o namero de pares de EPR resultante, o emaranhamento degit#sfinido como:

14pefinicéo retirada de [80], p.105.
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Ep = OsLuC%(%) , (2.25)

onde a operagdo de supremo é feita sobre todos os possit@qlos OLCC que levam as
copias dep”B nos pares de EPR. Esta implicito nesta definicdo que estersap calculado
num processo assintotico, cam— oo,

2.5.3 Custo de emaranhamento

O segundo quantificador trata do problema inverso: quaripissm de p”B podemos
construir através de protocolos de OLCC a partindeares de EPR? Definimos, portanto, o
custo do emaranhamento como o infimo sobre OLCC da razédoestéieduas quantidades.

. n
Ec = ol[]cfc <W) (2.26)
Percebemos, pelas definicdes apresentadas nas equagbgs (2.26), qu&p < Ec. Ja é
conhecido que a igualdade ocorre em alguns casos espefificdsl]. Uma discussao sobre
este assunto pode ser encontrada na ref. [22]. Observenapebfpndamental dos protocolos
de OLCC nas duas ultimas defini¢cdes. Isto ocorre pois esteassaperacdes mais gerais que
podem ser feitas sem um canal de comunicag¢ao quantico ergrdsistemas.

2.5.4 Emaranhamento de formacao

O préximo quantificador, o emaranhamento de formacao, é uteasfio da definicdo de
emanhamento de um sistema puro, dada pela entropia de vomadaueq. (2.19). A extensao
natural desta equacao para sistemas gerais, descritompaparador densidade arbitrério, € a
combinacao convexa dos emaranhamentos de cada realizagédescrita pop; = W) (Y],
com peso%;, definida como segue:

Ec({pi.0}) = piSu(on)- (2.27)

O problema deste quantificador do emaranhamento de forndacgistema é que a decom-
posicdo mostrada na eq. (2.15) ndo é unica! Este fato estthadd no apéndice A, onde
apresentamos a esfera de Bloch. O emaranhamento de forfiegdntao, definido como o
infimo sobre todas as decomposi¢des possiveis, i.e.:
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Er= inf Ef({pi,oi}). (2.28)

decomp
Esta definicdo torna o emaranhamento de formacao um quadtifindo operacional, visto

gue nao se consegue obter este infimo através de um procéalsistamatico. Contudo, para
0 caso de apenas 2 qubits, Wootters [111] chegou a uma e&prasalitica para o emaran-
hamento de formagé&o do sistema, como serd visto adiante.

A formula de Wootters: Num artigo recente, Wootters [111] demonstra que 0 emana@hi
de formacao de um sistema geral de dois qubits é dado por:

Er(p) = f(C(p)), (2.29)

ondef(t)=h <1+ 2142) ,C(p) é a concorréncia do sistema, e a entropia biréiaé definida

por:

h(x) = —xlog(x) — (1 —x)log(1 — X), (2.30)
com o logaritmo tomado na base 2. A concorréncia pode seessg@ratravés da seguinte
operacao:

C(p) = max{0,A] —N\5 —N\5—N\,}, (2.31)
com os/\ sendo as raizes quadradas dos autovalores do opegrpliBt, definidos nas eq.
(2.15) e (2.32), e tomados em ordem decrescente Njez A5 > A5 > A). Uma interpre-
tacao fisica para a concorrén€gp), bem como a sua determinagdo experimental, ja foram
alcancadas para um sistema de dois qubits nos trabalhosrdertMir4], Horodecki [52] e
Walborn et al. [107]. Este resultado esta discutido no apéritie na secdo 4.7.

A férmula de Wootters faz uso de uma operacgdo chamada “spiA¥lque para o caso de
dois spins é definida por

p""P = (ay@ oy)p*(0y @ ay), (2.32)
0 —i

ondep* &€ o complexo conjugado g¢ena base em quey = | 0
[

\Voltaremos a falar da férmula de Wootters no capitulo 4, ataleularemos o emaran-
hamento de formacao de um sistema especifico de qubits.

15A operacéo recebe esta denominac&o pois sua atuacéo meert@tacio dos spins do sistema.
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2.5.5 Emaranhamento de entropia relativa

O ultimo quantificador que discutiremos é baseado na medieatilopia relativa e foi pro-
posto por Vedral et al. [100]. A idéia consiste em se estabelema métrica para medir a
“distancia” entre duas matrizes densidade. A medida doamhamento, por sua vez, estaria
ligada a distancia entre a matriz densidade do sistemadmyasio e a do sistema separavel
mais préximo. Para introduzir este conceito comecemosveetdio classica.

Definicdo: [102] Suponhamos que nds temos dois conjuntos discretogetéosa; e b; com
respectivas distribuicdes de probabilidgzie;) e p(bj). A entropia relativa destas duas dis-
tribuicbes é definida por:

S{p(@)lIp(b)] = 3 playiogh s, 2.33)

e mede uma distandidentre estas duas distribuicdes.

Tendo definido a entropia relativa de duas distribuicdessgraos agora a idéia da infor-
macao mutua contida nelas. Como primeira defini¢cdo, a irdg@im matua (de Shannon) entre
duas distribuicbes € expressa por:

|(A:B) = Ss[p(a)] + Ss[p(b)] — Ss[p(a, b)), (2.34)

ondeA e B sdo duas variaveis aleatorias com distibuicdes de prathatdds marginais dadas
respectivamente pai(a) e p(b) e distribuicdo conjunta(a, b)!’.

A conexao entre as definicdes das eq. (2.33) e (2.34) ocoremessarmos a informacao
mutua como a entropia relativa existente empif@ b) e p(a) x p(b), i.e.:

1(A,B) = Sp(a,b)[|p(a) x p(b)], (2.35)

ou seja: a informacdo mutua que os sisterasB possuem é dada pela distancia entre a
distribuicdo conjunta de probabilidade e o produto das disisbuicbes marginais. Este fato
esta de acordo com nossa intuicdo de que dois eventos irtiees ndo possuem qualquer
informac&o mutua.

Passando para a versdo quantica, a informacdo mutua de vomalNe € definida por:

16Rigorosamente isto n&o estabelece uma métrica, visto qué signétrica.
YAs distribuicbes marginais podem ser obtidas a partir dailoliicdo conjunta porp(a) = YjPp(a,bj) e

p(bi) =y ; p(aj,bi).
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IN(PA 2 PB : PAB) = SN(PA) + SN (PA) — SN(PaB), (2.36)

e a respectiva entropia relativa é dada por

Sn(pallps) = Tr(pa(logpa —logps)] - (2.37)

Esta ultima definicdo nos d4 uma medida da distinguibilidadie os estadgsa e pg. Es-
tamos prontos, agora, para a definicdo do emaranhamenttrdgiamelativa. Como dissemos,
a motivacao da definicdo que segue € a de se quantificar eraaranto como a distancia entre
o operador densidade que descreve o sistema conpupt® o estado separavel mais préximo.
Matematicamente temos:

Er(ponB) = rFT)ngSI\I(pAB‘ |Psep), (2.38)

ondepsepindica qualquer estado separavel existente entre os dusgssemas.

2.6 Conclusoes

Ao longo deste capitulo, apresentamos a no¢édo de emaranttaqeéintico e como ela
apareceu na fisica (secdes 2.2 - 2.3). As suas propriedantearsalogo classico sédo respon-
saveis pelas grandes vantagens da computacéo quantieassatwersao classica, em particular
protocolos como os de teletransporte quéantico, codificag@erdensa e criptografia quantica
seriam impossiveis de se realizar sem a utilizacdo de estswlaranhados.

Dado o seu importante papel, é imprescindivel a caract@iza quantificacdo do emaran-
hamento quantico. Apresentamos diversos quantificadevdsécdes 2.5.2 - 2.5.5) e obser-
vamos uma dificuldade presente em todos eles: a ndo opeaakdaate do seu célculo. Isto
motiva a busca de novas ferramentas matematicas, capagegrdsesar as operacdes sobre 0s
estados quanticos de maneira mais intuitiva e acessivehmasitamente. Embora para o caso
de dois qubits ja exista uma formula matematica operagianirmula de Wootters, acredi-
tamos que a busca pela simplicidade na apresentacao dastosrchave do emaranhamento
servirdo no futuro como pilares para o estudo de sistemasaoaiplexos. Este é o objetivo
principal deste trabalho.

Seguiremos agora, no capitulo 3, com uma analise dos sisfigitms capazes de simular
operagcBes em qubits. Nos capitulos 4 e 5 apresentaremodosaiie emaranhamento, bem
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como novos procedimentos para gera-lo de forma controlada.
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CAPiITULO 3

Realizacao Experimental

“Para uma tecnologia ser bem sucedida, a realidade devedareas relagdes publicas, uma
vez que a natureza ndo pode ser enganada.” - Richard P. Feyh&&b)

O elemento base das teorias da informacao e computacaacguantqubit, analogo quan-
tico para o bit. Em principio, qualquer sistema quanticoale diveis € um candidato a qubit,
porém, como veremos adiante, existem varias outras pdauiés que sao necessarias para que
se possa realmente fazer funcionar um computador quantico.

O que torna isto tudo um problema experimentalmente desafi@djue varias destas pro-
priedades sao conflitantes, i.e. a otimizacdo de uma vera forh o detrimento de outra.
Portanto, a questdo ndséum computador quantico podera ser construido,quas bonele
sera [80].

Ao longo deste capitulo, discutiremos a realizacdo experiat de um computador quan-
tico. Faremos inicialmente uma discusséo das caractadsiiesejadas para um sistema fisico
poder funcionar como tal, e em seguida veremos um pouco dasgais sistemas atualmente
estudados. Uma referéncia bastante completa do estada@to@squisa pode ser encontrado
em [85], para uma visao geral dos sistemas fisicos ver outapitda ref. [80]. Este capitulo
€, em grande parte, baseado nestes dois trabalhos.

3.1 Requisitos experimentais

As caracteristicas necessarias para um sistema fisico @oe computador quantico
foram estabelecidas em 2000 por DiVincenzo [26]. Elas sdelin em duas partes. A primeira,
formada por cinco critérios, estabelece as condi¢fes mamastrucao de um Unico computador
guantico.

» Um sistema fisico escalonavel, formado por qubits bencoanaados.
* A habilidade de se construir um estado inicial arbitrario.

25
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Tempo de descoeréncia muito maior do que o tempo para setaxesna operacao
|6gica fundamentalquantum gate

» Construcao de um conjunto universal de portas logicas.

» A capacidade de se fazer uma medi¢cdo em um qubit especifico.

A segunda parte, formada por dois critérios, estabele adigfies para se construir uma

rede de computadores, i.e. as condi¢des para haver corp@aieatre computadores quanticos
distintos.

* A habilidade de converter qubits fixos em qubits méveis e-viersa.
A habilidade de transmitir qubits moveis entre localidadspecificas.

Vamos agora discutir um pouco sobre cada um destes 7 reguisit

3.1.1 Representatividade e escalonamento

Como condi¢&o primaria para se construir um computadortpeae necessario que o sis-
tema tenha uma boa realizacéo para o qubit. Como exemphosste estado de polarizagéao
do foton, a orientacdo do spin eletrénico/nuclear, o nurderpares de Cooper numa ilha su-
percondutora, etc. Discutiremos estas e outras repred@staa proxima secéo deste capitulo.
O outro requisito trata da possibilidade de se expandir cendme elementos l6gicos (qubits)
do sistema de forma controlada. O sistema precisa ser aggalo

S&o duas as principais dificuldades encontradas para ceprallo escalonamento de um
computador quantico. A primeira esta relacionada a inferagtre os qubits; € necessario que
cada qubit interaja com outros qubits do sistema, e estag&e se torna mais dificil, a medida
gue se aumentam as distancias entre eles. A segunda € |lgaelquasito 3.1.3, pois quanto

maior o sistema, menor € o tempo de descoeréncia, i.e.: atdiménte 0 ambiente externo ira
destruir as correlagdes entre os qubits.

3.1.2 Estado inicial

Outro ponto necessario € a preparacéo de um estado adbjtpeyj, a partir do qual se
iniciar4 o processo de computacdo. Na pratica, precisap@sa contruir um estado inicial
padr&o, por exempld0)®" e submeté-lo a uma evolug&o unitaria apropriada.
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0)" Wi (3.1)

Quanto maior a fidelidade do estado inicial preparado, ns&iG a fidelidade do resultado
final da computacdo. Cada sistema quantico tem uma mane#acterdstica de se construir
este estado inicial. Esta, porém, ndo € a situagéo de todsstemas, existem alguns, como
0 baseado em ressonancia magneética nuclear que, devidondegtiiculdade de se preparar
tal estado, uma formulacao alternativa de computacéoa tegue seré discutido na proxima
secao.

3.1.3 Tempo de descoeréncia

Um fator crucial é a razéo entre o tempo de descoeréncia e motescessario para se
executar uma porta logica. A descoeréncia pode ser enteedithio o resultado da inter-
acao do sistema com 0 meio externo. Se estivesse complatis@ado, o sistema evoluiria
de maneira unitaria (coerente), mas na pratica é o conjsigteha + ambiente) que o faz.
A evolucdo unitaria deste conjunto causa uma evolucdo néara do sistemy e isto im-
plica em perda de coeréncia durante a dinamica. Matemadit@nsto pode ser expresso pelo
aparecimento de fases relativas entre os diversos estadisteima quantico em questao.

A figura de mérito em questdo é quantas operacdes logicasgooder feitas antes da
descoeréncia do sistema. Que o0 sistema terd um tempo destigstia finito é um fato in-
evitavel, dado que n&o existe um sistema perfeitamentedgolNa pratica, o proprio aparato
de medicao introduzira descoeréncia ao sistema. Na talieleeproduzida da referéncia [25],
vemos a relagdo entre esses tempos para diversos sistsit@s distintos. Na primeira coluna
temos o tempo de descoeréncia, na segunda o tempo paraizar neala operacao logica e
na terceira a razao entre esses dois, i.e. 0 numero de opemeé podem ser feitas antes da
descoeréncia do sistema.

Construir um sistema isolado o suficiente para que o numelpdemcdes logicas seja
grande e ao mesmo tempo interagindo com o aparato de medigiiankira satisfatéria é o
grande desafio aqui.

LEste fato seréa discutido com mais detalhes na se¢éo 5.4.
2Salvo o universo completo, o que ndo é muito Gtil.
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Sistema Descoeréncia Operacdo | Numero

Spin Nuclear 1°—10° | 103-10°|10°—10"
Spin Eletrénico 1073 10~/ 10
Armadilha de fon (In) 101 1014 1013
Ponto Quantico 106 1079 10°
Cavidade Optica 102 1014 10°
Cavidade de Microondas  10° 104 10

Tabela 3.1 Relagao dos tempos (em segundos) caracteristicos nosativestemas fisicos, bem como

0 numero esperado de operagdes l6gicas possiveis.

3.1.4 Portas l6gicas universais

Um processo de computagdo ocorre através de varias pagieaddE necessario, portanto,
gue o sistema fisico seja capaz de realiza-las. Nao é precistudo, um procedimento para
cada uma das portas logicas possiveis. Existe um conjuntpaio de portas que geram todas
as demais, essas sao as chamagass logicas universaisMais precisamente, um conjunto
de portas logicas € definido como universal (para a computag@ntica) se qualquer operacao
unitaria puder ser obtida com precisao arbitraria por ugudio quantico formado apenas por
essas portas. O objetivo, portanto, € construir um proaatiorexperimental para a realizacao
de cada uma das portas universais. O que ja foi em grandegbeatecado, como veremos na
proxima secao.

Conforme demonstrado no capitulo 4 da ref. [80], portasch®gue atuam em um Unico
qubit (porta de fase, Hadamard e a parf8) mais a porta CNO¥{(ilustrada no circuito abaixo)
formam um conjunto universal.

) —e— @) (3.2)
o) —— |@)®|Y)

3.1.5 Medicao

Toda a computacéo so6 é relevante se existir algum procetbirderverificacdo de resulta-
dos. Isto ocorre através de um aparato de medicao. O sist@indap deve interagir (acoplar)

3Abreviatura paracontroled noti.e. a porta efetua uma operacgéo “not” em um qubit (alvo) peiroeiro
qubit (controlador) foi1).
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com algum sistema classico e transmitir a ele a informac@&oerge ao resultado da com-
putacdo. A grande questdo é que este acoplamento ira afeitgtema quantico em questao,
introduzindo novas fontes de erros. Vamos agora introdumiformalismo de medicao através
do operador densidade que descreve o sistema. A maneirasmiounstroi um aparato de
medicdo seréd discutida de maneira especifica em cada sigsgnana proxima secao.

Associado a um sistema quéantico constituido por uma misegiedistica d&l estadosy;),
com respectivas probabilidadps temos o operador densidade

N
P=" pilg) (¢l (3.3)
i; i | |
A probabilidade de se obter o vaboapds uma medicao através dos operadores de mddicéo
4 é dada por:
N . N
pO) = 3 POxi)pi = 3 piTr (MIMx|4t) (wi]) = Tr (MiMyp ). (3.4)
i=1 i=1

ondep(x|i) indica a probabilidade da medicao resultar no valatado que o sistema se en-
contra no estadpl).
O operador densidade do sistema ap6s a medicdo (com resylsaltorna:

_ MxpMJ
CTr (M;[Mxp> .

Observe que a transicio geparapx ndo se da através de uma evolugéo unitaria, flg.

(3.5)

unitario tal quepy = UpUT. Sabemos, através da mecéancia quantica, que a evolucéo de um
sistema fisicdsolado sempre pode ser descrita como uma evolucdo unitaria. O aquesoc
numa medicdo é que o conjunto (sistema + ambmelui unitariamente, conforme discu-
tido na secédo 3.1.1. Vamos agora passar para os dois Ultiitérsos, aqueles responsaveis
por permitir a construcdo de redes de computadores quantico

3.1.6 Conversao entre tipos de qubits

Neste ponto, é necessario fazermos uma distin¢do entrégtssde qubits. Esta distincao
se refere a mobilidade espacial do qubit. O primeiro, chanddqubit fixo é aquele que tem
uma posicao especifica dentro de um circuito quantico, cospinmuclear ou a posi¢do de um

4Esses operadores satisfazem a condig&o de complg@ﬁMx =1
5Aqui ambiente significa basicamente o aparato de medig&o.
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ponto quéntico. O segundo, chamado de qubit movel é aquelecquforme o nome indica,
pode se mover, como no caso dos fotons.

Como veremos no requisito seguinte, € importantissimo paia rede de computadores
a existéncia desses dois tipos de qubits, bem como um mewapera converter informacao
entre eles.

3.1.7 Transmisséao de qubits méveis

Este ultimo requisito trata da comunicacéo entre compuéasdpuanticos separados espa-
cialmente. E necesséria a existéncia de um canal de comgéinicaantico que possa trans-
portar os qubits méveis entre os computadores distintoz-s€aportanto, necesséria, a con-
versdo da informacgé&o entre os dois tipos de qubits, como restritério anterior. Um com-
putador quéantico deve ser capaz de receber uma informagda airavés de um qubit movel e
converté-la para um qubit fixo e vice-versa.

Tendo visto 0s requisitos experimentais para a construg@oichputador quantico, passe-
mos agora a discutir os diversos sistemas fisicos onde sefigzutacdo quantica e como cada
um desses sistemas atende a esses requisitos.

3.2 Sistemas fisicos

Conforme foi dito anteriormente, existe uma diversidademe de candidatostardware
para o computador quantico. O requisito inicial € apenasleagdo de um sistema quantico de
dois niveis, 0 que pode ser alcangado por inUmeros sistésiasst A maneira como cada um
desses sistemas alcanca (ou tenta alcancar) os requigisesentados anteriormente, porém,
difere bastante. Devido a grande diversidade dessa adsago#po de pesquisa tentou adaptar
0 seu sistema de estudo para este novo propésito. Vamosdigona cada um dos principais
candidatos.

3.2.1 Dispositivos supercondutores

O primeiro (e mais detalhado) sistema fisico que falarentibzafendmenos de supercon-
dutividade para processar dados em computacédo quanticabbareferéncia para os topicos
de supercondutividade que falaremos pode ser encontradd. n@3], enquanto que na ref.
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[55] encontramos a ligacdo com computagdo quantica. A granaimessa desse sistema é a
escalabilidade e a facil integracdo em sistemas eletréeixistentes. Ha duas maneiras distin-
tas de se representar qubits em um sistema supercondutanerp consiste da contagem de
cargas, aqui representadas por pares de Cooper com earaa®és dsingle-electron tran-
sistor (SET) e a segunda consiste da medi¢éao do fluxo magr@étipee atravessa um circuito
SQUIDS.

Antes de comecarmos a ligagdo com computacao quanticasvawer os resultados basi-
cos de circuitos supercondutores com juncgdes Josephsartitizeremos adiante. As juncdes
Josephson consistem basicamente de dois supercondigaass! por uma pequena junééo
Em seu artigo [57] Josephson previu que, mesmo na ausénaiaaeoltagem aplicada, dev-
eria existir uma corrente atravessando a juncédo dada peda@o

| =lc.sen©), (3.6)

ondel. indica a corrente maxima na juncao enquanto@uepresenta a diferenca dos paramet-
ros de ordem complexos dos supercondutores adjacentesd®jukiém disso, Josephson tam-
bém previu que esta diferenca de fase deveria evoluir dd@acom uma voltage aplicada

ao circuito de acordo com:

do _ 2ev
dt — n°
Utilizando os resultados das equacdes (3.6) e (3.7) podeatadlar a energia de acopla-

(3.7)

mentoE armazenada na jungao para produzir a diferenca deéfase

h hlc
E _/Ith_/IcserG)Z—edG)_ —%coseJrconstante (3.8)
desprezando o termo constante (no nosso modelo efetivoophganiltoniano) e definindo
E; = Lc temos:
E = —Ejco®w. (3.9)

Estamos prontos, agora, para estudar o primeiro tipo de wiaa@r quantico baseado em su-
percondutividade, i.e. aquele que utiliza a quantizacamadza.

6Superconducting Quantum Interference Device - Basicagnant anel supercondutor com uma juncao

Josephson que aprisiona quanta de fluxos magnéticos, coéaiste adiante.
0 tipo da juncdo, i.e. condutora, isolante ou supercondutaracterizara os diferentes tipos de juncdes

Josephson.
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Figura 3.1 Esquema de circuito utilizando uma juncdo Josephson pagprasentacdo de um qubit
através da contagem do numerde pares de Cooper presentes numa determinada ilha.

3.2.1.1 Quantizacao da Carga

A primeira maneira de se obter uma representacao de qubispwsitivos supercondutores
gue iremos analisar € através de dois estados quanticogalisgue diferem entre si por um
par de Cooper em uma determinada ilha do circuito [77, 10dpdktas l6gicas da computacéo
podem ser realizadas ajustando-se parametros do circmto o campo magnético aplicado e
a voltagem do sistema.

Na figura 3.1 ilustramos um modelo elementar para a reprsEBntde um Unico qubit
utilizando este procedimento de quantizacado de carga. oNgiskema consiste de uma ilha
comn pares de Cooper conectada através de uma juncao Josephsaagacitancid; e
energia de acoplamenk)y a um eletrodo supercondutor. Utilizamos ainda dois dipasitde
controle: um potencidV acoplado ao sistema e um capaci{iprue conecta esta voltagem a
ilha. Operamos, entdo, em condicfes em que o0 gap de enepgiccsndutord) € muito maior
do que a energia necessaria para uma Unica carga entraanieeilh > % = E.. Nessas
condi¢des ndo ha tunelamento de quasi-particulas, apemases de Cooper. O hamiltoniano
do sistema fica descrito pela soma da energia de carga dedea@eoper na ilha com energia
dada pela equacéo (3.9) relativa a fase. Temos portanto

H = H¢+Hj = 4Ec(n—ng)? — Ejcog0) | (3.10)

onde® é a variavel conjugada ao numero de pares na ilhani-e—ihd/d(hO); [O,n] = i.
O fator 4 multiplicanddg.; vem da carga do par de CoopeEe)2enquanto queg = CV/2e,
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pode ser ajustado para que os Unicos termos relevantesagjees conm= 0 en= 1 par de
Cooper nailha.

Vamos agora a construc&o do hamiltoniano na basende|0) = (1,0)Te|1) = (0,1)" na
representacdo matricial. O terrhlg do nosso hamiltoniano, eq. (3.10), fica expresso por:

He = 3 {4Ec(n—no)?|n) ([}, (3.11)

onde o termdn — ng)2 pode ser simplificado pard — 2ng)n+ n2, pois estamos tratando do
subespaca = {0,1}. Substituindo isto e desprezando o termo consua%uemos:

z

(o)
2

He = 3 {4Ec(1—2no)n|n) (n[} = 4E(1— 2no)[1) (1] = 4E¢(1— 2np) (3.12)

onde a matriz de Pauti“ esta definida na eq. (4.3). Desprezando o termo constaRfe
chegamos em:

Ho = — 3 {4E(1- 2n0)0%) = —B,0" (3.13)

Vamos agora reescrever o tertdg do hamiltoniano da eq. (3.10).

HJ:—EJcos(O):—%Z{|n+1> (n|+1n) (n+1|}, (3.14)

pois cog®) na base{|n)} toma a forma} y,{|n+1) (n| + [n) (n+1|}; visto que€® |n) =

In+1). No subespacn = {0,1}, a expresséo patdy simplifica para:

1 1 1
Podemos entdo reescrever o hamiltoniano completo do sistleiscrito pela eq. (3.10)
Ccomo:
1. . =
H :—EB-O', B = (Bx,0,B;). (3.16)

Controlando-se os parametrBg e B, por intervalos de tempo especificos, podemos realizar
todas as portas l6gicas de um qubit desejadas [32], comdiserdido adiante.
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Figura 3.2 Esquema de um dispositivo SQUID, formado por um anel supdtgor contendo uma

juncéo Josephson (em preto na figura) sendo atravessadmphunxe magnéticaby.

3.2.1.2 Quantizacao do Fluxo

O segundo caminho para se gerar um sistema quantico de deis e dispositivos su-
percondutores € através da quantizacdo do fluxo magnéBca23 que passa através de um
dispositivo SQUID, como mostrado na figura 3.2.

No circuito esquematizado, a diferenca de fase atravésgago, esta relacionada com
o fluxo ® que a atravessa pela relacao

e:zn(3+n), (3.17)
P9

com®y = h/(2e) sendo o quantum de fluxo magnético em nimero inteiro qualquer. Pode-
mos ainda aplicar um flux®, para controlar parametros do hamiltoniano do sistema, gae fi
expresso pela soma dos termos referentes adaaeutoindutancia e a carga:

(3.18)

[0 (D—dy)? @
H=-E 2T
JCOS( n%) + oL + 2C;

ondeC; é a capacitancia da juncao enquanto Qu& a variavel canonicamente conjugada ao
fluxo ®, i.e. Q= —ihs.

2m
em baixas temperaturas. Isto implica no aparecimento deatengial do tipo poco duplo
proximo de® = ®y/2, no qual apenas os dois primeiros niveis energéticos gaificativos e
o hamiltoniano efetivo do sistema se torna igual ao da efj6)3onde agoréy e E; controlam

2
A situagéo fisica de interesse ocorre quaggao- % (—0) e dy se aproxima deby/2,

os coeficiente8y e B;.
Conforme mostrado em [32], o controle dos coeficientes deamiltoniano do tipo apresen-
tado na eq. (3.16) possibilita a realizacdo de qualqueapagica de um Unico qubit.
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Figura 3.3 Modelo de Averin [3] para dois qubits interagentes acoada um capacitoCi;.

3.2.1.3 Propostas para implementar interacéo (portas aqumbigs)

Para termos um sistema com Varios qubits, necessitarianaes @ um termo de acopla-
mento entre eles como no modelo de Heisenberg, i.e.:

Hine =y %Jf}b(t)qaajb (3.19)
i#]a,

ondeJ{’}b(t) indica a energia de acoplamento do sistemeg,indicam os sitios correspondentes
as posigdes dos qubits, enquanto gaeb} € {x,y,z} rotulam as matrizes de Pauli. Vamos
ilustrar duas propostas de sistemas com mais de um quliagimelo por um hamiltoniano
deste tipo.

Primeiramente temos a proposta de Averin [3], onde doistgj@ditos por quantizagéo de
carga interagem através de um capacitor colocado entrecgle® ilustrado na figura 3.3,
retirada da ref. [55]. Para esse sistema Averin demonstre@dnteracao poder ser modelada
por

Hint = J*4(t)0705 , (3.20)

onde a constant# esta relacionada a capacitanCja colocada entre os qubits.

O segundo modelo que iremos apresentar foi proposto porjioali [75]. Os dois qubits
sdo construidos por quantizacdo de fluxo e interagem vidameptoLC, como ilustrado na
figura 3.4, retirada da ref. [55]. O hamiltoniano deste sistéambém é um caso particular da
formula geral apresentada na eq. (3.19) e fica expresso por

Hine 0y 3 (t) 0707 , (3.21)

i<]



3.2 SISTEMAS FiSICOS 36

Figura 3.4 Modelo de Mooij [75] para qubits interagentes.

onde a constantﬂ%y(t) esté relacionada a capacitanCig e a indutancid.qsc colocada entre
0s qubits. Com isto concluimos a apresentacédo de sistepasendutores para a computacado
guantica.

3.2.2 Meétodos opticos

Os dois sistemas fisicos que iremos estudar a partir de:affitoms e cavidades Opticas
sdo bastante parecidos em varios aspectos. A diferenceeccola forma de interecao entre
0s qubits, como veremos. Os fétons possuem varias casdici@sique os tornam fortes can-
didatos para a implementacéo da computacéo quantica. Emipsilugar, eles possuem uma
boa representacéo para o qubit, quer seja a sua polarizaga@oié ou anti-horaria) ou a sua
localizac&o espacial (numa cavidade ou em outra). Vamas aggcutir um pouco esta ultima
maneira.

Uma representacao para o qubit pode ser feita acoplandoasecdvidades épticas com
energia totahw, 0 que corresponde a um unico féton, com essa energia, oamtidistema
formado pelas cavidades. Podemos entéo construir um e§tdde outro|10), respectiva-
mente relacionados com a situac&o do foton estar contidawardas cavidades ou na otra
O passo seguinte é a criacdo de um unico foton para ser coloestk sistema. Esta técnica ja
€ bem estabelecida [50, 62] e consiste, basicamente, ermsridia poténcia de um LASER
até que seja emitido um unico féton por vez. Uma vez consiraigubit, vamos agora fazer
operacg0Oes légicas nele com os elementos disponiveis embamatario de Optica, i.e. fibras
Opticas, deslocadores de fase e divisores de feixe.

As fibras opticas formam o nosso canal de comunicacéo qoaatiaves das quais pode-

8Essa representacio, chamada de duplo-trilho, esta disctisecéo 7.4 da ref. [80].
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MOs transportar 0s nossos qubits moveis entre localidaskastas. Os deslocadores de fase e
divisores de feixe séo utilizados para a construcdo deplagécas em um unico qubit. Vamos
exemplificar este processo com a constru¢do de uma portadcidertdad.

Um deslocador de fase € simplesmente um material trangparem indice de refracao
diferente do indice do meia. O seu efeito consiste em uma diferenca de fase criada entre a
propagacéo do féton através dele e a propagacdo no mei jmicium fatore ("-o)L/¢ = A
comL indicando a extensao do deslocador de fasa gelocidade da luz no vacuo. A atuacao
dele num estado que ndo contém um fot@h) (ndo faz nada, enquanto que num estado de um
féton faz a transformagda) — €("")L/¢|1),

Vamos agora atuar com o deslocador de fase (DF) num estadusda representacao de
duplo-trilho. Para isso faremos apenas o primeiro dos gulsitrepresentacdo passar por um
deslocador de fase. Temos portanto

DF (a|01) +b|10)) = a|01) + €2b|10) = /2 (e—iﬂ/2a|01> +eiA/2b|10)) . (322

O que corresponde a uma rotacdo/dem Z, a menos de uma fase global que ndo importa.
Vamos agora a construcao do divisor de feixe.

O divisor de feixe é um espelho que reflete uma fragdiooq 0)) da luz incidente e trans-
mite a outra parte. Em termos de operadores na nossa rejaggeiduplo-trilho isso corre-
sponde a uma rotacdo @eemY, como ilustrado no diagrama abaixo.

|10) —] — cog6)|10) —sin(0)|01) (3.23)
|01) — bR sin(6) |10) +cog0)|01)

Estes dois elementos nos permitem construir a porta de Hadawue consiste na apli-

cacdo de uma rotacéo éfrde 11/4 aos dois qubits aliado a uma rotacdo 2uhe 7T apenas ao
primeiro, como ilustrado abaixo.

) 3.24
oF (3:24)

Tendo visto como operar em um unico qubit, resta agora veooestes qubits podem
interagir, dado que implementar uma interacao entre faidnsé uma tarefa trivial. Existem
duas maneiras principais de construir tal interacdo: agraratravés de dispositivos épticos
nao lineares (baseados no efeito Kerr) , que constitui oaonédos fétons e a segunda através
da mediacao por atomos em cavidades, que forma o métodowidad=ss opticas.
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O efeito Kerr consiste da dependéncia do indice de refrag@ondmeio com a intensidatle
da radiacdo que o atravessa. Matematicamente isto podgusesso pelo termo, da equacao
abaixo:

n(l) =ng+nyl. (3.25)

Com esse efeito pode-se controlar, por exemplo, o té&ma equacao (3.22) que atua em um
féton dependendo da passagem de um outro féton (contrdlaelormeio. Isto corresponderia
a um deslocador de fase controlado. Procedendo de mandigarpoderiamos construir
qualquer porta de interacao entre qubits.

A grande dificuldade desta construcao é encontrar um meimosiegito Kerr satisfatério,
i.e. um terma; suficientemente grande e uma absorcéo baixa. Essa difieyiéal vencida
em alguns casos particulares, como na realizacao dostaigsrde Deutsch-Josza [91] e o de
Grover [12]. Uma maneira de contornar este problema é atrdaéutilizacdo de cavidades
Opticas, o segundo método 6ptico citado. O ponto forte aquinéneira como os dois fotons
interagem. Em cavidades Opticas ndo mais precisamos de uonopico ndo linear para
construir a interacdo entre os fétons, esta interacdo éaagediada através de um atomo
contido na cavidade. Passemos agora a um outro sistenu fisic

3.2.3 Ressonancia magnética nuclear

Sem duavida os sistemas mais importantes e com mais resuitglboje para a computacao
guantica sao aqueles baseados em ressonancia magnétea B&IN). Ja foi possivel, in-
clusive, a realizacdo experimental dos algoritmos quasiticais relevantes como a fatoracao
[99]°, o algoritmo de busca de Groover [56] e o de Deutch-Josza [A7Ecnica de RMN
utiliza o spin nuclear de atomos corhd, 13C e19F para armazenar o qubit. Diferentes atomos
numa mesma molécula atuam como sitios dos diversos qulatso@amento entre dois qubits
distintos se faz, predominantemente, através de intesagaealipolo magnético ou mediadas
por elétrons utilizados nas ligagBes quimicas.

Existem duas formas distintas de se fazer computacédo qaamsse sistema. A primeira
€ através de técnicas de estado-solido [82] e a outra atdavémléculas dissolvidas em um
liquido [21, 108]. O aparato experimental consiste, bas@#e, de um campo magnético es-
tatico e homogéneo fixo numa direcéo (usualmente denotadd)mobobinas de Helmholtz

9Algoritmo proposto por Shor [88].
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gue geram campos oscilatérios (utilizando técnicas defradjiéncia - RF) nas duas dire¢ées
perpendiculares{ eY). A aquisicdo de dados e a construcéo de portas ldgicas sedésdas
bobinas de Helmholtz transversais. O grande obstacule destodo origina no fraquissimo
sinal emitido por uma molécula, o que torna necessariaiaaglo de um grande ensemble de
moléculas para amplifica-lo. Este fato traz algumas difadéd tanto tedricas quanto experi-
mentais.

Do ponto de vista tedrico, a utilizacdo de varias molécukasaeutilizacdo em temperatura
ambiente implica na impossibilidade de se construir umdestaicial bem determinado (de
baixa entropia com todos os spins aproximadamente alishamesma dire¢cédo). Outro fator
complicador é que o resultado da medicao aparecera como édia de ensemble, e ndo como
uma distribuicdo, como requerem os algoritmos quanticaia Superar esta dificuldade (a ma
construcdo do estado inicial) existem basicamente trégcticdistintas: a média espacial [14];
amédia temporal [64] e 0 enderecamento I6gico [98]. Sumeetde, essas tecnicas conseguem
simular um estado inicial desejado atavés de superposigdestados “indesejados”.

O mérito do método da RMN vem do grande conhecimento expatahexistente nesta
area. Os dois grandes obstaculos sdo a mé constru¢cédo do estéal, como discutido an-
teriormente, e a escalabilidade. A interagédo controlati@ epins nucleares (de uma mesma
molécula) s6 é possivel com as técnicas atuais para um nlrastante reduzido de qubits.
Em [68] temos uma realizacdo experimental de um circuito ¢aqubits. Passemos agora ao
ltimo sistema fisico estudado nesta tese.

3.2.4 Pontos quanticos

A idéia de se utilizar pontos quanticos para efetuar cong@otauantica teve inicio no
trabalho pioneiro de Loss e DiVincenzo [69]. A grande mai&@para este modelo é a escal-
abilidade desse sistema. O sistema de dois niveis (quinisideErado € o spin de um elétron
confinado a um ponto quantico formado por um gas de elétralméisional. A figura 3.5,
adaptada da ref. [103], ilustra este sistema para o casasiquimts.

Na figura vemos dois spin§( e ) confinados numa camada bidimensional e aprisionados
por barreiras eletrostaticas. As barreiras de poteicidé figura sdo usadas para controlar o
acoplamento entre qubits adjacentes.

Alinicializag&o de um estado padréo, com todos os spinsaliog) pode ser feita aplicando-
se um campo magnético e resfriando-se o sistema até quedsdpins se alinhem com este
campo. Matematicamente, isto requer uma temperatura tiséasa: ksT < |gusB|, i.e. a
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Figura 3.5 Montagem experimental baseada em pontos quanticos paiatema de dois qubits forma-
dos por spins; e S, de um géas de elétrons bidimensional com interacdo contrabadrostaticamente
pelo potencial eletrostaticd.

energia relacionada a agitagéo térmigal() deve ser menor do que a energia ZeengmsB|)
de acoplamento com o campo magnéBcaplicado.

A construcdo das portas logicas universais divide-se ers pades [4]: As portas de um
unico qubit podem ser realizadas controlando-se a inteiag@man efetiva ou através de uma
interacdo com fotons [20], enquanto que as portas de doisguialem ser feitas [105] ligando-
se e desligando-se a interacdo entre eles [97]. Esse pruaatdi € possivel ajustando-se a
barreira eletrostéatica existente entre dois qubits adfasede forma que a distancia entre eles
possibilite ooverlapentre suas funcdes de onda apenas quando a interacao &ofd'lig

Conforme visto em [13], ao se reduzir a voltagem da barreieasgpara os dois qubits, a
interacdo entre eles pode ser modelada através de um aenptatie Heisenberg expresso por:

—

HH) =J1)S S, (3.26)

ondeJ(t) indica a constante de acoplamento entre os spths€ S, Y, ) correspondem aos
operadores de spin no sifio

Para ilustrar como as portas logicas podem ser realizadagatde hamiltonianos deste
tipo, tomemos a porta XOR. Na referéncia [69] temos que esta porta pode ser expressa co
a combinacao de portas NOT de um unico qubit mais um termamegitte como o descrito ha
equacao (3.26). Matematicamente temos:

10Abrevitatura paraou exclusivo.
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1
Uxor= 5 (1+ 07+ 05— 20{03) , (3.27)

com ¢ = hS/2 significando a aplicagéo do referido operador de Parf)i (ia particulai.
Detalhes da construcao experimental de interagdes eriiits gm pontos quanticos como esta
podem ser encontradas na referéncia [15], onde sé&o readizikrsas consideracdes sobre a
modelagem do parametdgt) da equacao (3.26) em funcéo de variaveis acessiveis ad-exper
mentador.

3.3 Conclusoes

A busca por um sistema ideal para a realizacdo da computaéftich ainda esta longe de
terminada. Vimos aqui apenas alguns dos caminhos que estdo seguidos. Existem ainda
propostas de sistemas mistos, como o proposto por Imamifi@jlonde se combina o sistema
de cavidades Opticas com computacao quantica em pontosapsamainda um outro, proposto
por Tian [92], que combina éptica quantica com dispositdeestado solido. Métodos como
de armadilhas de ions [18, 61] e dptica linear [65] tambémgi@m implementados.

Embora ainda em desenvolvimento, técnicas experimeritéisgm capazes de realizar
em laboratério [99] o algoritmo mais importante da compéidaguantica que €, sem duvida,
o procedimento de fatoracédo proposto por Shor [88]. Naomodaleixar de lembrar, mesmo
gue fora dos objetivos centrais desta dissertacéo, querasds experimentais aliadas aos es-
tudos tedricos em computacao e informacao quéanticas jéjditam a realizagdo da chamada
criptografia quantica [8].

As pesquisas continuam avancando pouco a pouco, e dentpodk@ras décadas alguma
versao do tdo sonhado computador quantico podera se tornzaraalidade, embora os mais
céticos ndo concordem. Um fato inegavel, porém, é que oda@snesta area ja trouxeram
um grande avango na compreensdo do mundo quantico, o quétjrmmanalise, esté levando
conceitos de teoria da informacao a varios outros ramosita fi

A computacao e a informacéo quantica séo areas bastarde easttdo relacionadas com as
mais diversas técnicas experimentais. Embora ja existgroriantes resultados, como vimos
ao longo deste capitulo, este processo ainda esta em feisd. iNdo podemos nos esquecer,
contudo, do arduo caminho seguido até a construcdo do cadgpupessoal (classico) que

HEmbora que num exemplo trivial: 0 nimero 15.



3.3 CONCLUSOES 42

Figura 3.6 Foto do ENIAC

utilizamos hoje em dia. Em computacéo classica, o avanceloaidade e na capacidade de
armazenamento de dados foi conseguido através das plaséiide onde hoje se consegue
colocar um nimero da ordem de 100 milh&es de transistoresredmico processadd.

Uma mesa Optica que ocupa um laboratério completo e faz gfpesacom 4 ou 5 qubits
com certeza ndo sera o candidato ideal a computador quaAtimasca por um sistema fisico
gue possibilite a constru¢cdo de um bom computador quaritida asta longe de ser concluida,
porém a grande diversidade de sistemas existentes nos dgamaa esperanca de que isto sera
possivel algum dia. Para retormar o exemplo do computadesicb, no final da década de
40 o ENIAC! tinha 30 toneladas e ocupava uma area de cerca de?1iéo tendo sequer a
capacidade de célculo de uma simples maquina de calculaiatode hoje.

Como ultimo comentério, é importantissimo nos lembrarneoglek um dos caminhos mais
promissores para 0os computadores quanticos ndo € simpleseeuperacdo dos seus pares
classicos na velocidade de calculo de algoritmos como otdeafs#io e busca, mas sim a sim-
ulacéo de sistemas quanticos, como profetizou Feynamre[B84]982.

12processadores comadore Duo - Intetém hoje cerca de 290 milhdes de transistores em pouco ma#dde

milimetros quadrados de area.
13E|etrical Numerical Integrator and Calculator.



CAPITULO 4

Modelo de Heisenberg

Como vimos no capitulo 3, o hamiltoniano de Heisenberg é amghte utilizado para
modelar a interacdo entre qubits. Neste capitulo iremassaptar o resultado do calculo do
emaranhamento de formacao, definido no capitulo 2, de uenmgstie dois qubits. Os nossos
gubits serdo representados por duas particulas de spided¢@itas pelo hamiltoniano geral
dos modelos XX e XY. Discutiremos todos 0s casos possiveiggimperatura nula com estado
fundamental degenerado e ndo degenerado, bem como teonadirsita. A modelagem de um
sistema de qubits por uma interacdo do tipo Heisenberg éaamepite discutida na literatura;
além daqueles casos vistos no capitulo 3, podemos aindasiteabalhos [1, 59, 60, 79, 83,
84].

Na secao 4.1 apresentaremos o hamiltoniano de interacd@yma proposta por Keating
[60], no caso especifico para duas particulas interageme#tg). Apresentaremos duas for-
mas para a diagonalizagéo deste hamiltoniano: na secéarérds a diagonalizacao direta,
resolvendo a equacado de quarto grau resultante, enquastoaggecao 4.3 apresentaremos 0
meétodo da segunda quantizacdo para a diagonalizacdo dikoméanmios deste tipo. Apdés a
diagonalizacéo, partiremos para o calculo do emaranhanderformacéo nas secdes 4.4 e 4.5,
onde utilizaremos resultados do capitulo 2. Na secao 4eénfas testes de consisténcia dos re-
sultados obtidos e na 4.7 uma formulagéo alternativa pataatijcacdo do emaranhamento.
Concluiremos na sec¢éo 4.8 com uma analise geral do capitulo.

4.1 Hamiltoniano
O hamiltoniano geral dos modelos XX e XY de uma cadeia per&@i,. 1 = 01) den
spins submetidos a um campo magnéticoniforme aplicado na direcad é expresso por

H = hHy, comH, dado por [60]:

n n
Z (1+y)ofoli+(1-y)a/a) 4] Z (4.1)

I\)|Q

43
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//

Figura 4.1 Modelo experimental para o hamiltoniano da eq. (4.1).

onde o parametrg mede a anisotropia do meio, podendo variar entre 0 (modeloeXX o
€ a constante de acoplamento do sistemr]i eorresponde ao operador de Pauli na direcao
| € {x,y,z} atuando apenas neésimo spin (qubit). Este hamiltoniano efetivo leva em aont
apenas interacdes entre primeiros vizinhos, nas dire¢@%. Ele corresponde a uma cadeia
de spins, como ilustrado na figura 4.1, adaptada de [103]uena geparacéo espacial justifica
a modelagem por primeiros vizinhos

No nosso caso de interesses 2, 0 hamiltoniano da eq. (4.1) simplifica p&ra

a
2
Tendo apresentado o nosso hamiltoniano de estudo, vamogpaa a sua diagonalizagao.

Ho = — = [(1+Y)0f05+ (1—y)o] 0] — (07 + 03). (4.2)

4.2 Diagonalizacdo direta
Como primeiro procedimento para a diagonalizacdo do hani@ho da eq. (4.2), iremos

representa-lo na forma matricial e diagonaliza-lo atral@séalculo das raizes do polinémio
caracteristico de quarto grau resultante. Nesta repegsgEntemos

GX=<O 1),ay:<9_i>e02:<1 O), (4.3)
10 i 0 0 -1

para as matrizes de Pauli e

1Estamos na pratica admitindo que as funcées de onda de dada@sgpresentam regido deerlapentre os
spins mais proximos.

2E importante observar, pare= 2, a expressio (4.1) ndo deve levar em conta a periodiciditie gue isto
acarretaria numa duplicidade da contagem da interacaesppin
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o=lg---oledele- -l |c{xyz (4.4)
i- n—j
correspondem ao produto tensorial delas com a identidadeando sua atuacédo apenas no
j-ésimo spin. Executando os produtos tensoriais e somankreslas, chegamos em

2 0 0 ay
0O O 0
H=h , (4.5)
O a 0 O
ay 0 0 -2

Iniciemos agora o processo de diagonaliza¢cao com o caloyolthdmio caracteristico do

hamiltoniano acima.

—-2h—A O 0 —hay
0 —A  —ha 0
0 —ha -A 0
—hay 0 0 Zh-A

P(A)=detH—Al) =det

—-A —ha 0 0 —-A —ha
=—(2h+A)det] —ha —A 0 + (hay)det 0 —ha -A
0 0 2h—A —hay 0 0
A ha A ha
= (2h+A)(2h— A)det + (hay)%det
( ) ) (ha N ) (hay) (ha 3 )
= P(A) = (A2 = (ha)?) (N2(4+ay?) —A?). (4.6)

Tendo achado o polinbmio caracteristico, passemos agaa@do dos autovalores do hamil-
toniano; o que matematicamente corresponde as suas rdigesmmente as autoenergias do

sistema.

4.2.1 Autoestados e autoenergias

De posse dos resultados anteriores, com o polin@Pgfo) fatorado na forma de dois
polindmios de segundo grau, as suas raizes ficam imediatameterminadas. Os 4 auto-

valores procurados séo



4.2 DIAGONALIZACAO DIRETA 46

A= —ha
A2 = +ha

Autovalore 4.7
A3 = —hy/4+ a?y? *.7)
Ay = +hy/4+ a?y?

Os autovetores correspondentdsif = A; |i)), j& normalizados((|i) = 1), s&o dados por:

0 0 a
1|1 1 1 1 0
1) = — 12y = — L 13) =
) V2| 1 12) V2| -1 3 VitaZ| o
0 0 1
e
b
1 0
4) — : 4.8
4 Vi+b2| 0 (48)
1

24+/4+a2)2 2—\/4+a2y? o . . i . .
ondea= %7” eb= % Para simplificar ainda mais os calculos, iremos redefinir
estas duas varidveis posteriormente, na eq. (4.53). Estatiigando a notacdo matricial em

oG-
e (2[00

onde|f) =(0) = (1,0)T e|}) =[1) = (0, 1)".

Podemos ainda representa-los na base de simetria de reidgamd {|s,m)}, em que
s(s+ 1)A? indica o autovalor do operador spin to&#o quadrado, enquanto g é o auto-
valor do operador spin total na direc&pS,. Temos

que

o O O -
o O +—» O

) (4.9)

o +» O O
= O O O

3Uma discusséo detalhada sobre esta base pode ser encontcagdtulo 10 da ref. [19].
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1 1
|1>=72(\Tl>+\lT))=|1,0>, |2>=\ﬁ(|Tl)—\lT>)=\0,0>,
1 1
3 = = @I+ ) = T @LD +[L-1) e
1 1

Como alternativa ao método de diagonalizacdo direta quieaatas de efetuar, iremos
mostrar na proxima sec¢do um poderoso método de diagoréizeEygamente usado na lit-
eratura [35, 67].

4.3 Diagonalizacao por segunda quantizagao

O procedimento completo de diagonalizacao por segundaigagéo, para qualquer valor
den do hamiltoniano da eq. (4.1) é dividido em trés pdrté&a primeira faz-se uma transfor-
macéo de Jordan-Wigner, na segunda uma transformacao derfFedinalmente uma trans-
formacdo de Bogoliubov. Implementaremos estas trés ethpfmma analitica exata para o
nosso caso de interesse- 2. Reforcamos aqui o objetivo desta tese: estudando cases ma
simples, entender conceitos e criar relagdes entre diteydarmulagdes que possam dar no-
vas interpretacdes fisicas as variaveis utilizadas e ceofégilitar a sua compreensédo e o seu
calculo.

Pode parecer redundancia realizarmos o mesmo calculo &derdilizacdo) novamente,
mas estaremos introduzindo novos elementos conceituaiso(o©s operadores de criagao e
aniquilacdo e o angulo de Bogoliubov) que facilitardo a trog&o do funtor da algebra ge-
ométrica no capitulo 5. Seguiremos, agora, aplicando aftanacdo de Jordan-Wigner no
hamiltoniano de estudo.

4.3.1 Transformagé&o de Jordan-Wigner

A transformacao de Jordan-Wigner consiste em reescrevamdtbniano da eq. (4.1) em
termos de operadores anticomutantes em qualquecsiti&stes operadores séo definidos em

4Latorre et al. [67] seguiram essas etapas, porém estavarasaados no limite— o e por isso desprezaram

termos do hamiltoniano proporcionais Algue néo serdo despreziveis N0 NOSSO caso.
SEm oposic¢&o a anticomutac&o apenas em sitios distintogp@oadores de Pauli.
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termos do operaddink K, [35] e dos operadores de levantamento e abaixan@nt¥amos
agora a formulacdo matematica.

O operadokink K,, realiza uma rotacdo deem torno deZ em todos os sitios & esquerda
do sition, ou seja

Kn= [ om (4.11)

m<n

Os operadores de levantamento e abaixamento sao dados por:

§®:§%Eﬁ (4.12)

Finalmente, os operadores de criagdlpe de aniquilagia,, sdo definidos por:
oX—ioy
ch =K SrT — O'Z —n =1
n n <n|1:|n m> 2
oy +io
o =KnS = (ﬂ )—772 (4.13)
m<n

E importante observar que, ao contrario dos operadai&$, os operadores, sdo nio-
locais, no sentido de que atuam em mais de um sitio simultagr@a. Além disso, como dito
anteriormente, eles satisfazem as relacdes de anticafoutac

{ch,cn} = Omn € {cm,Cn} = {ch,cl} =0, vmn, (4.14)

como pode ser facilmente verificado. Antes de reescrevemultbaiano da eq. (4.1) em
termos dos operadores, vamos agrupar os seus termos da seguinte forma:

n ofo +aya n gXo¥ aya n
Z ( H—l J+1> rayy ( i H—12 1+1> ot (4.15)
= = =

Aplicando a transformacao de Jordan-Wigner obtemos

n
Ho =a Z ( i+1Cj € cHl)-l—ayz ( J T+1+CJ+1CJ) -2 c}c,-+n|, (4.16)
=1

ondel indica o operador identidade. Fazendo uma analise rapidadie um dos 4 termos
deste hamiltoniano, vemos que os dois primeiros sédo forsjpdioduas parcelas (ndo-locais)
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[90) | [91) | [¢2) | [¢3)
ct| O 0 | |¢o) | -|¢1)
c | 162) | -l¢s) | O | ©
2| 0 | [¢o) | O | [¢2)
ch|191)| O |lgs)] O

Tabela 4.1 Resultado da aplicacdo dos operadores de criagdo e agajitkefinidos em (4.13) nos

estados definidos na eq. (4.19).

hermitianamente conjugadas, o terceiro termo ja esta mafdragonal, enquanto que o ultimo
termo é apenas uma constante aditiva no espectro. Param ¢assde interesse € 2), a
expressao (4.16) simplifica para:

Ho =a (cIcz - cgcl> +ay (cIcZ + czcl> ~2 (c{cl + c%cz) +21. (4.17)

Para criar uma nova base, vamos definir o estado de véghaorrespondente a situacéo
onde os dois spins est&o apontando para baixo ao longo di gieo

[$0) = [11)- (4.18)

Seguimos agora povoando 0 Vacuo, o que corresponde (a meoosadase) a criar spins com
orientacdes para cima em cada um dos dois sitios. Isto potlteeatravés dos operadores de
criagdoc! ec), temos entdo os seguintes estados:

do) = I11), |¢1) =chlgo)=—|11), [d2)=cllgo)=1T1) e
|$3) = cicl [go) = |11). (4.19)

A atuacao dos operadores de criacdo e aniquilacdo em cadasuesthdos definidos na eq.
(4.19) se faz de maneira imediata. Os resultados estéo lemlopina tabela 4.1.

Tendo representado o hamiltoniano em termos dos operaderesacéo e aniquilagéo,
bem como explicitado a aplicacédo destes operadores nas @stdos da eq. (4.19), podemos
atuar com o hamiltoniano em cada um destes estados. Conftadesiemos:
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Ha [$0) = 2[¢0) —ay|¢s),
Ha [¢1) = a[¢2),
Ha|$2) = al¢1) e

Ha [¢3) = —ay|do) —2|d3).

Com isso concluimos a transformacéo de Jordan-Wigner.

(4.20)

4.3.2 Transformagé&o de Fourier

A aplicacéo da transformacéo de Fourier explora a simearstacional do Hamiltoniano
da eq. (4.16) para introduzir os operadodgsk € {1,...,n}. No nosso caso esta simetria &
equivalente a uma reflexdo, e os operaddgdgam expressos por

d; = %(Cz—cl) edy,= %2(024—01). (4.21)

E importante lembrar que esta é uma transformacéo can@eicas operadored satisfazem
as mesmas operagoes de anticomucacgéo dos operagores

{di,dj} ={d".d[} =0 e {d,.d'} = §;. (4.22)

A base de Fourier (em analogia a apresentada na eq. (4.1hi&ld por

160) = o). \¢1>=d2|¢o>=%2<|¢1>+|¢z>>,
|§2) = d |Bo) = %um —192)) e |P3) =did}|Bo) = |@s). (4.23)
De (4.20) e (4.23) temos que
Ho |§1) = a|§1), Ha|d2) = —a|d2), (4.24)
Ha |Bo) = 2|60) — ay|@a) e Hql|ds) = —ay|o) —2|ds). (4.25)

Em termos dos operadordg definidos na eq. (4.21), o hamiltoniano da eq. (4.17) satorn

Ha = a (dfdz - dar) +ay(ald] + o) —2(dfdh +dfcp) +21.  (4.26)
E facil verificar que as equacdes (4.24) e (4.25) continudidasiquando usamds, dado
pela eq. (4.26). Vamos agora a ultima etapa da diagonatizaca
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4.3.3 Transformacédo de Bogoliubov

Esta ultima etapa consiste na representagcédo do hamiltbaiartermos dos operadoras
definidos pela seguinte transformacgé&o canoénica:

by =ud! +ivdy, b} =ud; —ivd],
by =ivd] +udp, b= —ivd; +ud], (4.27)

ondeu = cos(%) ev= ser(e—zB). Podemos representar esta transformag¢éo em termos de uma
matriz unitarid) da seguinte forma:

u v df by
u=1| , D= e B= ,
v u dp 07)
= B=UD. (4.28)

Invertendo a eq. (4.28) tem&s= U 'B, o que implica que

dy = ubl +ivb}; dl = ub; —ivh,
dp = ub —ivby;  d} = ubb+ivb! (4.29)

A necessidade da introducao destes novos operabgfiesira evidente a seguir. Podemos
reescrever o hamiltoniano da eq. (4.26) da seguinte forma

Ha = —(a +2)didi + (a — 2)dSda+ ay(did] + dady) + 21 (4.30)
Esta expressao nos motiva a definir uma mairida seguinte forma

Mz<a+2 _ay>, (4.31)

—ay a-—-2
de modo que o hamiltoniano da eq. (4.30) toma a forma simples

Hq =D'MD—al. (4.32)

A escolha do angulo de Bogoliub®g satisfazendo taifls) = 5 tornaM diagonal, i.e.

4+ a2y 0 A0
/\:UMUT:<O'+ oty >z<+ ) (4.33)

0 a—/4+a2y? 0 A_
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Isto nos permite escrever o hamiltoniano na forma

H=D'MD—-al =B'UMUTB—al =B'AB—al
= H=2A,blbj+A _blb—al. (4.34)

O que conclui o processo de diagonalizagéo.

4.3.4 Autoestados e autoenergias

Com o resultado da ultima secdo, podemos escrever diretarosrautoestados e as au-

toenergias do sistema. Faremos isto aplicando os opesdereriacéo de BogoliubdA\{r ao
estado de vacu®), .. definido abaix8. Temos ent&o

o) = }(2)2> =|O)yac ; €0=-0

1) =b}0)ee  : E1=A —a=-/4+a?? a3
‘w2>:b1‘o>vac ; 32:)\+—a:\/4-—1—7(;72)/2 )
‘Lp3>:b;b-{|o>vac , S=A+A_—a=aq,

Ondeg; indica a autoenergia correspondente ao esfgigdo Multiplicando estes valores pelo
campo magnétich recuperamos os resultados obtidos na eq. (4.7). Com isstudmos o
processo de diagonaliza¢ao por segunda quantizacao.

4.3.5 Operadores densidade em segunda quantizagao

Como primeiro passo, notemos que o conjufitec’, cct,c’c} forma uma base para os
operadores densidade de um sistema de um tnicé. spin

o*—iag¥ 00 +_ 0 +ioY 01
cC= = y C = - 9

2 10 2 00

+ (00)[01 00

cc' = =
10 00 01
01 00 10

cle= = . (4.36)
00 10 00

Note queb |0),4c = 02|0),c = O.
’0 espago das matrizes<2.
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Desta forma podemos exprespar a matriz do subsistema A de um sistema AB, como

PA= Py |CIC] + P11C1C1+ Py C1+ P1,C) = Tra(Pas)- (4.37)

Os coeficientes podem ser imediatamente calculados [54liag@operador densidade total
por

Py = Tr(pagcicl), prr = Tr(pagcict), pi1 = Tr(pasc1) € Py = Tr(pagcl).  (4.38)

Vamos agora definir os projetorBe R que serdo utilizados adiante:

R=[11)(IT|=cc] e R=[11)(l}]|=cico (4.39)

Passemos agora ao problema do emaranhamento do sistemaersassituacdes de interesse.

4.4 Temperatura nula

Iniciaremos agora a primeira parte dos resultados origithesta tese, onde calcularemos o
emaranhamento de formacao (definido na eq. (2.28)) para el;mde Heisenberg apresentado
nas secOes anteriores. Vamos comecar os célculos na sitmaisisimples, i.e. temperatura
nula (T = 0). Nessa situagdo o sistema estara em seu estado fundbaguenpade ou ndo ser
degenerado. Iniciaremos pelo caso ndo degenerado, qesponde a um estado fundamental
puro.

4.4.1 Caso ndo degenerado

Um resultado geral deste tipo de sistema paspins foi apresentado por Keating [60],
gue estava interessado no limite- co e em mudancas do comportamento do emaranhamento
perto de uma transicdo de fase. Embora o hamiltoniano aypeeepor ele seja geral para
qualquer valor d@, o desenvolvimento analitico so foi feito neste limmte» . Vamos, nesta
secao, calcular o emaranhamento de duas formas distimasneira utilizara a representacéo
matricial, enquanto que a segunda seguira a representacsegeinda quantizagao.
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4.4.1.1 Estado fundamentab,)

Para encontrarmos o estado fundamental alcan¢ado p&maiguandd = O, precisamos
encontrar o menor autovalor ¢ Uma vez que ja temos expressodes fechadas para os 4 pos-
siveis autovalores nas eq. (4.7) e (4.35), vamos aos cassf/pis. Para isso definiremos
inicialmente o valor critico der = ac¢, que ocorre quando ha degenerescépial = |Az 4|,
ou seja:

2
\/4+a2y2 = |ac| & |ac] = ——. 4.40
Cy | C‘ ‘ C‘ \/1—7)/2 ( )

Caso supercritico|a| > |ac|. Nesta situacéo a energia fundamental do sistema corm@spon
ao autovalon2 e o estado fundamental correspond&)adefinido na eq. (4.8). A matriz den-
sidade que descreve este estado é expressa por:

00O00O

110110
pas= 1) (1] =3 0110 (4.41)

00O00O

Em segunda quantizac&o temos:
== (1) +11) =
V2
1
pAB:E(HU<TU+HT><lT‘+Hl><lT|+HT><Tl|)

= % (RRT +RR+R+ RT> — % ( Teicach + ciclcheor + cocl + 0105) , (4.42)

ondeR esta definido na equacéao (4.39).

Caso subcritico|a| < |ac|. Nesta situagio o estado fundamental correspori@dg @ a
matriz densidade que descreve o estado fundamental é sxpras

8Estamos considerando> 0, caso contrario o estado fundamental sé2jamas os calculos seguiriam de

maneira idéntica.
9Novamente estamos considerarfdp 0, caso contrario o estado fundamental séja com os célculos

seguindo de maneira idéntica.
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a2
1 0

pa = |3) (3| = 72| o

(4.43)

o o o o
o O o O
o o 9

Em segunda quantizac&o temos:

3) = @1+ 1)) =

1
Viia
@[T (U (LU Ul LD (T 1D (L)

B 1
PAB—1+a2

_ 25671 ST B STH
- (a RR' +a(RM +R) +R R)

clciches +aZcicleac) +a(cico + czcl)> , (4.44)

1+a? (
ondeR estéa definido na equacao (4.39).

4.4.1.2 Célculodo emaranhamento

De posse das matrizes densidades que descrevem o sisteat@ylo do emaranhamento
de formacéao se faz imediatamente através da eq. (2.22). ésfaimos denotando ppkg a
matriz densidade completa dos dois spins (situados nos it B) e porpa 0 traco parcial
emB depag, i.e. pa = Tra(Pas)-

Caso supercritico :

No formalismo candnico usamos a expressao para a matridddesobtida na eq. (4.41)
e o trago parcial como definido na eq. (2.23). Temos entao

PAB= = (4.45)

[EEN
o O O o
o B O
R R O
o O O
°
I
| =
N
[EEN
o
~__—
Il
| =

00

com isso o emaranhamento de formacao (ver eq. (2.22)) dorsste torna:

1_(-1 0
Ep=—CTr =1. 4.46
(00 (440
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Para efetuarmos este mesmo célculo em segunda quantizag@us utilizar as equacgdes

(4.37) e (4.38) para calculgn = Trg(pas), COM pap €XPresso na eq. (4.42). Como resultado
temos

Pa= % (cIcl—i—cch = %I, (4.47)
0 que é uma confirmacédo dos nossos calculos. O fato do emaranttade formacéo ter re-
sultado em 1 era esperado, uma vez que neste regime o estaidonientall) corresponde

a um dos estados de Bell, gue é maximamente emaranhado. v&hssrtambém que este

procedimento constitui uma receita experimental para atonagéio de um estado de BEll

Caso subcritico :
A expresséao para a matriz densidade do sistema esta expeesga(4.43). Temos:

0 0 a
1 0 00O 1 a> 0
_ e op— , 4.48
=172 0 0 0 o PA 1+a2<o 1) (4.48)
a 001

com isso 0 emaranhamento do sistema se torna

2
Er— - Tr log (1%12) 0 =h < - ) : (4.49)
1+a2 0 |Og(4) 1+a2
ondeﬂ(x) € a entropia binaria definida na eq. (2.30).
Tendo achado o emaranhamento no formalismo matricial jreeguda mesma forma que
no caso anterior, calculando em segunda quantizacdo. Qoedtasistemaag esta expresso
na eq. (4.44). Apos uma algebra simples utilizando as eggddd37) e (4.38) obtemos

O (c{cl + azclcT) . (4.50)

1482
, .. , _ A2

Para efetuar o calculo do emaranhamento, definimos uma aolew&ly = ﬁ em termo da

gual o resultado da eq. (4.50) toma a forma mais simétrica

1
pa=3 ((1+ v)cIcl +(1- v)cch ) (4.51)

0ym sistema modelado pelo hamiltoniano da eq. (4.2) (> 127y2 evoluira para o estado de Bél)
quandol — 0.
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desta forma o emaranhamento de formacédo expresso na e@) (fede ser imediatamente
calculadd!. Como resultado temos:

1-a?

onde €x,y) = —Ylog (*5¥) — %Ylog (*5¥), com os logaritmos tomados sempre na base 2.

Este resultado corresponde, exatamente, ao encontraetmamiente na eq. (4.49). Pode-
mos também testar esta féormula no linate> 1, ou sejagy — . Neste caso o emaranhamento
é dado poh(%) =¢€(1,0) = 1. Isto é esperado pois cam- 1 o estado fundamental do sistema
também torna-se um dos estados de Bell.

Interpretacdo geomeétrica: Uma visdo geométrica desta situacéo pode ser construidgdiate
forma: definamos as variavefise 6 tal que:

/ 22
a:2+ 2;/“1 4 Etan<g) e

2

_ 2,2 fa
b 2 Vija 4 ztan<9). (4.53)

2
A concorréncia definida na eq. (2.31) para o caso do sist@gnaestar num estado puro toma

a forma [49]:

C(y) = |(w|y"P)], (4.54)

onde P & o spin-flip do estadoy, obtido invertendo-se a orientacdo de todos os spins.
Aplicando este resultado ao nosso sistema (descrito petgaq (4.44) temos:

_ 1 flip\ _ 1
3= S @I+ = [31P) = —— @Il +[11)
= C=(@3") | = 5 AU+ (L) @I+ [T1) = 5y =ser(6).  (455)

O emaranhamento de formacéo, definido pela férmula de Weatteequacéo (2.29), se
torna:

>)

Er =

2

<1+ \/1—CZ> _h <1+ \/1—ser?(9)>
B 2

procedimento anélogo foi realizado por Keating [60].
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~h (“CTOS(G)) — &(1,co56)). (4.56)

Comparando a equagéao (4.56) com a (4.52), podemos ver aalmgia entre esses resultados
percebendo que:

1-22 1-tarf§
-~ 1+a?  14tard
Keating [60] deduziu que o emaranhamento de uma cadeid\tspins no estado funda-

= cog0). (4.57)

mental descritos pelo mesmo hamiltoniano que estamosastadem a forma:

N

ErF = .Ze(l, Vi). (4.58)

O que acabamos de mostrar € que este resultado pode saetadgneometricamente atribuindo
um angulo; a cada sitio de uma das subcadeias do sistema bipartite sAgeam de um sitio
para outro seria descrita por um deslocamento neste angulo.

Interpretacdo geométrica com segunda quantizacdd/amos agora refazer o calculo da con-
corréncia no formalismo de segunda quantizacdo. A basda#oss$g; }, comi € {0,1,2, 3}
esta definida na eq. (4.19).

1

3) = m(amﬂw—sen(e)m>+cos( )uw

= {sen(%) c2c1+cos< )} o) - (4.59)
O estadd3'!P) se torna

‘3”‘"’> = [cos(%) c2c1+sen( )] |po) (4.60)

finalmente, a concorréncia pode ser calculada como

C = (33"} = {sen(%) <¢0|0102+COS< ) <¢o|} {cos(%) chel [do) -|—sen< ) |¢o>}
= sen(%) cos(6> (¢3|¢3) +sen(2) cos( ) (¢ol¢o) = 25en<g) cos(%) = sern(0).

(4.61)
Na sec¢do 4.7 realizaremos o calculo da concorréncia nummafi@ implementada experi-

mentalmente por Walborn et al. [106] e discutida no apénglidea mostramos como ela pode
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ser interpretada e quantificada a partir de cépias do sistema

Relacéo entref e 6g: Um resultado importante alcancado nesta tese vem da cagéate
gue este angul@ presente nas equacdes da concorréncia (4.55) e do emarartbgr56) é
idéntico ao angul®s da transformacéo de Bogoliubov introduzida na secéo (4.8e€gamos
a prova.

_2+\/A+a?y? 6 _2a _ay B
a= ay =tan > :>tar‘(9)_1_a2_7:>65_9. (4.62)

Isto nos permite obter o angulo necessario para efetuaagamtla transformacéo de Bo-
goliubov através da concorréncia do sistema e vice-versa.tfdbalhos de Keating [60], Jin
et al. [54] e Latorre et al. [67] que estavam interessadossistema formado por um grande
numero de qubits tal interpretacao nao foi percebida. Glesta sistemas mais simples (neste
caso com apenas dois qubits) possibilita portanto uma nocaimpreenséo do fendmeno que
pode em seguida facilitar o entendimento de casos mais esogl

4.4.1.3 Func0es de correlacao

As correlages entre os spins s&o definidas dogme= (Wg| B |Wy), ondea,be {x,y,z}
e § = 402, onde|W) é o estado fundamental do sistema. Elas sdo de grande imgarta
experimental, uma vez estéo relacionadas as funcdes tasplossistema, que por sua vez sao
acessiveis ao experimentatforVamos calcula-las nos dois casos de interesse consideaand
trés diregdes espaciais. Para isso, notemos inicialmeste q

hZ
Cap = (Wy| S| Wy) = 7 (Wl ofap |Wy). (4.63)

Caso supercritico: de (4.63) obtemos

1
‘Lpg>:72 :>Cxx:— :—eCZZ:——. (464)

S - +» O
Py
N
Py
N
=
N

12Na fisica de muitos corpos, as funcdes de correlacéo desévampeum papel importante na teoria da resposta
linear.
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Uma interpretagéo deste resultado fica clara ao expressarmstado fundamental na base
de autovetores d&’ e S, definida na eq. (4.10), onqwg> |1,0). Os operadores de spin
satisfazem a identidade:

§ & 2[6+9°-§-§

= WS SW) = (WS W) - (W) - WS W)

1 2 3.2
=3 [s(s-l- 1)h% — Qh } : (4.65)

Podemos verificar os nossos resultados notando('ewjél S |W) = 5iCii. No nosso caso
s=1=5Gj= h?/4, como pode ser imediatamente verificado na equacao (4.64).

Caso subcritico:novamente de (4.63) obtemos

1 ah? —ah? h?
W) = —Cy==-—  Cy== " eCpy= —, 4.66
‘ g> /—1+a2 XX 2(1+a2) ny 2(1+a2)e 77 4 ( )

O O 9

que também resulta ey, G = h2/4, conforme discutido anteriormente. Com isso conclui-
mos a andlise do sistema de dois qubitserm 0, no caso do estado fundamental puro ndo
degenerado. Vamos agora ao caso degenerado.

4.4.2 Caso degenerado

O caso degenerado ocorre quandd+ (ay)? = |a|, ou seja:a = a¢ = i%yz. Nesta
situacdo as 4 autoenergias do sistema sé&o dadas\pefr:—ha, A, = +ha, A3 = —hja| e
Ay =

valor do campo magnétidoe da constante de acoplamento

4.4.2.1 Calculo dos operadores densidade

Como primeiro passo para o calculo do emaranhamento, vastmgar o operador densi-
dade que descreve o sistema em cada um dos casos de intBa@ssisso notemos, primeira-
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mente, que os parametrase b definidos anteriormente tomam formas distintas, deperalend

do sinal deq.

o
Il

b

2—\/4+(ay)? _
ay

2+/4+ (ay)? o+2 o—2
+vat(ay) :\/;,comac>00u— — = coma.<0 e
ay a—2 a—+2

_,[9=2 coma. >0 ou at+2 coma. <0
Va+2’ ¢ a—2' ¢

Analizaremos agora cada um dos quatro casos possiveis.

(4.67)

Caso la:a > 0eh> 0. Neste caso o estado fundamental € dado por uma misturaestati

dos estadofl) e |3), e a matriz densidade se tormmag = p|1) (1|4 (1—p)|3) (3|, ondep é a

probabilidade do sistema estar no estddoSubstituindo os autoestados chegamos em:

PAB =

(1-p)a? o (I-pa
1+a? 1+ a?
0 p/2 p/2 0

0 p/2 p/2 0
(1-pa 1-p
1+ a2 0 0 1+ a?

(4.68)

Caso 1b:a > 0eh < 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma misturatstati
dos estadoR) e |4), e a matriz densidade se torqags = p|2) (2| + (1— p) |4) (4|, ondep é a
probabilidade do sistema estar no est@joSubstituindo os autoestados chegamos em:

PAB =

(1-pb® o, , (d-pb
14 b2 1+ b2
0 p/2 —p/2 0
0 -p/2 p/2 0
(1-p)b 1-p
14+ b2 0 0 1+ b2

(4.69)

Caso 2a:a < 0eh> 0. Neste caso o estado fundamental € dado por uma misturaestati
dos estadoR) e |3), e a matriz densidade se torqmags = p|2) (2| + (1—p) |3) (3|, ondep é a
probabilidade do sistema estar no estg@joSubstituindo os autoestados chegamos em:

PAB =

(1-pa® (1-pha
1+a? 1+ a2
0 p/2 —p/2 0
0 —-p/2 p/2 0

(1-pa 1-p
1+ a2 0 0 1+a2

(4.70)
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Caso 2b:a < 0eh < 0. Neste caso o estado fundamental é dado por uma misturaestati
dos estadofl) e |4), e a matriz densidade se tormag = p|1) (1|4 (1—p)|4) (4|, ondep é a
probabilidade do sistema estar no estddoSubstituindo os autoestados chegamos em:

(1-pb* o, (@-pb
1+ b2 1+ b?
oe—| 0 P22 0 @.71)
0 p/2 p/2 0
(1-p)b g 1-p
1+ b2 1+ b?

Tendo concluido a construcdo dos operadores densidades\eicular o emaranhamento.

4.4.2.2 Célculo do emaranhamento

O célculo do emaranhamento neste caso é feito de forma ctam@ete diferente do re-
alizado na sec¢éo anterior. Estamos lidando agora ndo maisuoo estado puro, mas com
uma mistura estatistica. Seguiremos, portanto, o tratsh&ootters [111], sumarizados na
equacao (2.29). Ap6s um célculo algébrico levando em camta em dos casos particularés
chegamos ao resultado de que as raizes dos autovalgpd'the(ver equacao (2.32)) séo idén-
ticas, independente do caso considerado. Esses valores sé&o

/\1:/\220,/\3:[) e \yq=

2 _
V aa ‘1-p). 4.72)

Observe quey ndo aparece mais nesses resultados, uma vez que estamds laden a
situacdo critica, na qual fica determinado pelo valor de. Aqui chegamos em um ponto
interessante: como temos apenas dois/glasdo nulos, a hossa expressao para a concorrén-

ciaC(p) definida na eq. (2.31) simplifica pa@ip) = |A3—N\4| = |—V"az‘4(l— p)—p|, ea
expressao final do emaranhamento de formacéao do sistemaae to
2
N \/1— (Ve41-p) - p)
E=h (4.73)

2 Y

ondeh indica novamente a entropia binéaria (2.30).

1314, 1b, 2a e 2b.
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-E

Emaranhamento

[&3

Figura 4.2 Grafico do emaranhamento de formagé&o no caso critice ¢¢) parap=1/2.

Banho Térmico: Ainda no caso degenerado= d., se 0 sistema estiver inicialmente em

uma temperatura finita e for resfriado dté- 0, ocorrera que os dois estados possiveis serao

. L. , oz
equiprovaveis, i.ep = 3. Neste caso, 04i's se tornamA; = Ay = 0, A3 = 3 e Ay = ¥§ 4,

e a férmula final do emaranhamento fica:

(4.74)

O gréfico correspondente do emaranhamento encontra-seuna f@, ondeE(|a| — 2) =
(28] - 0.355,

4.5 Temperatura finita

Como caso final, vamos analisar 0 nosso sistema de dois spins@ temperatura arbi-
trariaT # 0. Lembremos que o hamiltoniano, os seus autovetores esdortes j4 séo conheci-
dos (equacdes (4.7) e (4.8)). Numa temperatura finita artaifro sistema € descrito por uma
mistura estatistica de estados puros, onde a probabiltitasistema se encontrar em cada um
dos estados possiveis € dada pela formula de Gibbs (enseanidieico):
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e BEi
pi="—, (4.75)

comZ = 5 ;e PE sendo a fungéo de partigéo do sisteffia= 1 o fator de Boltzman e
Ei = A as energias de cada estado. A matriz densidade do sistemiagatap = S ; pi i) (il,
gue apo6s algumas manipulacdes algébricas se torna:

a2$c bze—Ac aéc be_AC
+ 0 0 +

1+a2 1+b2 1+a2 1+4Db?
0 coshA) senhA 0

p=2 8) senhia) . (476)
Z 0 senlid) coshA) 0
aghc  be b ghe g e

+ 0 0 +

1+a2 1+4Db? 1+a2 1+4Db?

ondeA = hBa eA:. = hB+/4+ a2y?.

Os parametro$ e 6 definidos na eq. (4.53) nos ajudam a interpretar os coefesatdsta
matriz. Temos

( ! — coS 9
1va2 2
a—tan(e) = & _sen 9 e
N 2 vléaz 2
< o ()
1+a? 2

6 6
b= tan(z) = @ = sen(i) (4.77)

a 0
O spin-flip (definido na eq. (2.32)) gesegue imediatamente:

ghe g e aghc  bele
+ 0 0 +
1+a2 1+4Db? 1+a2 1+4Db?
: 0 coshA) senhA 0
pflip _ 1 hA) o) (4.78)
Z 0 senlid) coshA) 0
aéc be_AC a2$c b2e_Ac
+ 0 0 +
1+a2 1+4Db? 1+a2 1+b?

Definindo agora novas variaveis:
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a2ehe e e aehc  bele ehe gl
el e e e e T 479
podemos expressap P por:
PR+ Q? 0 0 0P
i 1 0 coshli2A) senhl2A 0
ppfllp = N ) f( ) ) (4.80)
yA 0 senti2d) cosh(2h) 0
20R 0 0 PR+ Q?
Substituindo os termos definidos na eq. (4.79) e simplificaskesultados temos:
o (av)sentiac)
VAa+azy?
e
8+ (ay)?cosi(A)
PR— a2y , (4.81)

0 que nos leva ao resultado das raizes quadradas dos artgevdgpp P14 Apés uma série
de simplificacdes algébricas obtemos
N =

)/\2: —e/\4:

@ > : (4.82)

Q+ VPR &b &
7= 2

comQ ePRdados na eq. (4.81).

De posse desses valores, o calculo do emaranhamento é tionatlevés da férmula de
Wootters, eq. (2.29). Na figura 4.3 mostramos o grafico do amhamento de formacao
como fungéo dex ey, comhf = 20T /J. Podemos ver claramente duas regides distintas,
com uma acentuada mudanca de comportamento. No lado esa@laetigura 4.4 fizemos uma
vista superior da figura 4.3, enquanto que no direito plotaméuncdo apresentada na eq.
(4.40), que corresponde ao valoraecomo funcao dg/, o que nos mostra que a mudancga de
comportamento do sistema ocorre justamente&ema., como esperado.

4.6 Testes de consisténcia

De posse dos restultados da secdo 4.5, podemos testar acsgkral no limitelT — 0.
Com isso deveremos chegar nos trés resultados obtidos &a 4€cpara 0 emaranhamento:

1%/er equacio (2.29), onde o papel deste operador é expref&omaa do Wootters.



Figura 4.3 Grafico do emaranhamento de formagdo de um sistema de dos sgimetidos a um
hamiltoniano do tipo expresso na eq. (4.1) dgsn= 20T /J.

0
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0.2

Figura 4.4 Vista superior da figura 4.3, onde explicitamos a mudang¢angortamento emx = dc.

Emaranhamento
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caso nao degenerado cdm| > |ac| e || < |ac| e o caso degenerada| = |a¢|. Este cél-
culo servird também como um teste para a formula de Woottédd,[uma vez que, partindo
do resultado em temperatura finita obtido com o uso de suaiféaritentaremos reproduzir os
resultados do emaranhamento também no caso ndo degenastido,de forma direta, sem
utiliza-la.

Limite T — 0: Como primeiro passo, vamos fazer o limite— c nas equacdes (4.81). Obte-
mos

4
Z°= lim § e Pl = 4 P, (4.83)
—>ooi:
Q° = fim (OV)sentide)  ay e (4.84)
B—w \JA+a2y@ /At a?yp 2
e
o 8+ (ay)Pcostf(By)  a?yp e
PR" = Aanoo 4+ q?y? C4+a?y2 4 (4.85)
Substituindo as equacoes (4.83), (4.84) e (4.85) na e)(&eBos:
ay eﬁhac eﬁha

Caso subcritico :|a| < |a¢|

Neste casd\, «~ \/4%—2,,2 e/\4 0, 0 que nos leva a apenas um &ds # 0. Substituindo

este resultado na eq. (2.29) temos que:

2
_ ay
. ) Wl (o)
—— __ S Er=h :
VA+a2y? 2

C

(4.87)

gue corresponde exatamente ao obtido na equacao (4.48)régalaltar, mais uma vez, a im-
portancia deste resultado, uma vez que o resultado da 4§) {di obtido de forma direta, sem

a utilizacao da férmula de Wootters [111], e agora comprasomesmo resultado com a uti-
lizac@o de sua férmula. Partindo de uma situagéo onde argite encontrava numa mistura
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estatistica pudemos, neste limite— 0, reproduzir o resultado do estado puro.

Caso supercritico : |a| > |ac]|
Neste casd\; —~ 0 e/ A\s -~ 1, 0 que nos leva novamente a apenas um/des~ 0. Substi-
tuindo este resultado na eq. (2.29) temos que:

C=1= Epzﬁ(%> =1, (4.88)

gue corresponde, exatamente, ao obtido em (4.46). Confilonamais uma vez, nossos calcu-
los.

Caso critico : |a| = |ag|

Neste casd\; « § = ¥Y&=4 (1 1) e A; - 1. Comparando com o obtido na eq. (4.72)
vemos gue os resultados coencidem se fizenms%, 0 que corresponde a mistura estatistica
devido ao banho térmico, eq. (4.74). Esse resultado tambéra para demonstrar o fato ja
conhecido de que os estados degenerados ficam equiprovaveis

4.7 Formulacéao Alternativa

Antes de concluir este capitulo vamos apresentar o cal@alodcorréncia previamente
obtido na eq. (4.55) de uma forma implementével experinireetate. Estaremos nos baseando
nos trabalhos de Walborn et al. [106], Horodecki [51] e Ming¢al. [74], que estdo resumidos
no apéndice B. Como primeiro passo considere um estgddado por:

) =sen(g ) 111)+o0s( 5 ) 1) (4.89)

similar ao estadg3), estudado na eq. (4.42). Escolhendo um outro grau de liderda
sistema, como fizeram Walborn et al., podemos obter uma d&gdift) expressa da seguinte
formal®:

DES sen(g) |00) +cos(g) |11). (4.90)
O estaddy) ® |@) torna-se

I5Note que ndo héa violacédo do teorema da ndo-clonagem [158), giie os dois estados sdo obtidos de uma
fonte independente e ndo um do outro.
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| >®\w>—ser%( )m>\oo> =€)

ser(e)

111

- |u>|00>+cosz< )|u>|11> (4.91)

Vamos agora expressar o resultado da eq. (4.91) agrupandmos de liberdade do
primeiro qubit & esquerda e os do segundo & direita, |ab)|cd) = (|a); ® |b),) ® (|c); ®
|d),) = (|8 ®]c)1) ® (|b),®1d),)) = |ag, ® |bd), = |ac) |bd), onde o sub-indice indica a
gual das particulas o estado se refere. Temos portanto

ser( 0)

| >®\w>—ser?( )|T0>\T0> 1)1 1)

+ser(9)

|10>|10>+cosz< )u 1)1 1). (4.92)

Seguindo os passos de Mintert et al. [74] e Walborn et al.][J#6cisamos agora calcular
a probabilidade de encontrar as duas copias do primeird qubi estado antisimétrico. O
estado em questéo é o estado de Betl) dado por:

W)= \f (11 0) =1 1)). (4.93)

O operador de projecad (ver eq. (B.2)) atua apenas no subespaco do primeiro qubit e é
definido por:

M= |y (g = |l0><l0|ﬂ2L|T1><T 1 \T1><l0|42r\l0><T 1|7 (4.94)

e sua atuacao nos estados da base se torna:

1O -1
2

TH-1L0)

M[10)=0, M|} 0)= .

, M|T1) = eM|[|1)=0  (4.95)

Para calcular a probabilidad = (Y| @ (¢|M |) ® |) do primeiro subsistema estar num
estado antissimétrico, explicitemos inicialmente comeoaggbor atua no estadq)) @ |):

sern0)
2

M) 19) =sert (5 ) M110)110)+ 5 2M 11 111 2+ =23 miL0) 110

reod ()M =521 D1 ) -1 +110) 11011 )110). (496
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Calculando agor&, obtemos

A= wls Ml el =32 (<52 a1 0110+ 5% o oo 10)
- Serzw). (4.97)

A concorréncia se torna, portanto (ver eq. B.1):
C—2/Pu=2 serz(e) — ser(6), (4.98)

como previamente obtido na eq. (4.55).

4.8 Conclusdes

Neste capitulo estudamos o hamiltoniano de Heisenbergm@ortante na computacao
guantica, de maneira exaustiva para 0 caso de 2 spins iateesg Apresentamos dois proced-
imentos distintos para a sua diagonalizagéo e encontragnssasitovalores e autovetores. De
posse destes resultados, fizemos o célculo do emaranhasedotonacdo do sistema em todas
as situacdes possiveis, tanto de maneira direta quantaifledacdo da formula de Wootters
(eq. (2.29)), comprovando a equivaléncia dos métodos rsms&m que ambos sdo aplicaveis.

Podemos também interpretar os resultados deste capituloaricular a figura 4.3, como
uma receita para a obtengéo de emaranhamento sob demawds die um procedimento ndo
unitario utilizando um reservatoério térmico. Temos paiaumm protocolo para a obtencéo de
qualquer valor do emaranhamento de formac&o para um siskehais qubits. E interessante
também, perceber que mesmo este sistema aparentemenitapfes sformado apenas por 2
gubits, exibe um comportamento téo rico, com caracteastimstante distintas dependendo
dos valores dos parametros de contiley.

Embora tenhamos feito um estudo de diversos casos, airata@shos restringindo a sis-
temas formados por dois qubits. Isto reflete a intencao degialho, que ndo € de simples-
mente quantificar o emaranhamento em diversas situacdegatismas sim tentar entendé-
lo. Para avancar ainda mais neste caminho, faremos um estmdama nova ferramenta
matematica: a algebra geométrica.



CAPITULO 5

Algebra Geométrica

Neste capitulo vamos apresentar um estudo do emaranhaatemés da algebra ge-
ométrica do espaco-tempo de multiparticulas (AGSE¥ta abordagem utiliza uma linguagem
completamente diferente da tradicional formulacdo miatrécvisa introduzir novos elementos
conceituais ao problema da quantificagdo do emaranhamento.

A construcao de diferentes formalismos em fisica ndo é umaade, sendo comum en-
contrar areas com formula¢cdes matematicas bastantetalésgiorém equivalentes. Como ex-
emplos, na mecanica classica temos as formulacdes neméowngdorial, a lagrangeana e a
hamiltoniana, enquanto que na mecanica quantica temosaltogdo canonica e a de integrais
de trajetorias. Podemos destacar duas grandes vantagemsalestruir diferentes formulagées
para uma mesma teoria. Temos primeiramente uma vantageermostde calculos: proble-
mas dificeis em uma formulacdo podem ser mais faceis ou aémeiviais na outra. Além
disso, cada formulacéo traz consigo novos elementos e itosicésto muitas vezes ajuda na
compreensao dos fendbmenos e na desvinculagédo do que édadediisica do problema em
guestao dos elementos particulares de uma determinadal émdo.

O roteiro para este capitulo € o seguinte: na se¢ao 5.1 farama introducdo a AGSM,
na 5.2 aplicaremos o formalismo da algebra geométrica ad@se um Gnico qubit, enquanto
que na 5.3 faremos uma aplicacao a sistemas de multiplosguftioduzindo o conceito de
rotor de emaranhament@\presentaremos uma nova formulagéo do traco parcial rée $e4,
confrontando os resultados com os previamente obtidospitut@4. Concluiremos, entéo, na
secao 5.5.

5.1 Introducdo a AGSM

Iniciaremos com uma breve apresentacdo da algebra gecandtriespaco-tempo de mul-
tiparticulas. Neste ponto estaremos utilizando diverssgltados da &lgebra geométrica usual,

Traducéo denultiparticle spacetime algebraMSTA.

71
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a qual apresentamos em detalhes no apéndice C. Esta fodmdagma extensdo da teoria
de Dirac para um espaco multidimensional [42] e foi cond&uimicialmente por Doran et al.
[28]. Esta secdo baseia-se neste trabalho e nas refer@id®, 41].

A algebra geométrica do espaco-tem@b?, é construida de modo a ser compativel com o
espaco de Minkowski de métricg,, = diag+ — — —), sendo uma generalizagéo da defini¢éo
apresentada na secao C.2. Podemos construir uma base paespas;o de rank 3((3173>1, a
partir dos vetoreg,, comu € {0,1,2,3} satisfazendo a relagéo:

Yu-W="Nuv, (5.1)

onde o termgp € normalmente associado ao tempo no estudo de relativielagieanto que os
outros trés estao relacionados as direcdes do espg@z. A métrica de Minkowski indica,
portanto, caracteristicas diferentes para estes doisgdgvetore§)g = — 2 = — )2 = —y2 =
1).

O espaco completo dos multivetores pertencentes a al@typossui dimensao igual a
dezesseis. Sua base possui um elemento escalar, quatesys®s bivetores, quatro trivetores
e um tetravetor. Este (ltimo é o pseudo-eséalarélgebra e é denotado gocomo discutido
no apéndice C. Um multivetap qualquer fica entdo expresso por:

Y =a1+ay+azyi+auy+asys
+asy1Yo +aryalo +agysyp +agysyo +aioyiys + a11yo V1
+ag2ysy2yr + a13loya)e + uayoyr )3 + sy Ve yi
+TaeYoy1Y2)s. (5.2)

A primeira vista pode parecer confuso trabalhar com elenseig dezesseis componentes
com caracteristicas tao distintas, mas vamos melhorarsammacao para explicitar os con-
ceitos por tras de cada uma destas componentes. Notemusjramente, que 0s vetorgs
anticomutam quando em dire¢cdes perpendiculares e comutantq paralelos. Isto nos per-
mite justificar a escolha da notagd@m analogia a unidade imaginarjpara o pseudo-escalar

yoviYays:

12 = (yoyr)oy8) (Yova)o18) = oyoyayaveyeals = (1) (—1)(-1)(-1) = -1.  (5.3)

20 elemento de maior rank da algebra recebe este nome poisa Goino é o caso do escalar.
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Vamos agora utilizar o fato da sub-algebrapde G-3, denotada po6+2, ser isomorfa
a algebra de Pau®, apresentada na secdo C.3.2, para introduzir a no@aoyyp,* com
k € {1,2,3}. Este resultado foi originalmente obtido por Hestenteg [¥§amos a sua prova

(0% = WboW¥o = — YoUM= —Yol =1 e
0¥0" = YoM ¥ = —UYoKkWo = —0' 0%, (5.4)

com{k,l} € {1,2,3}. A equagéo (5.4) nos mostra que os elemeptgsc Gig satisfazem as
mesmas relacdes que os elementbs G2. Este isomorfismo permite-nos simplificar a base
deG!8 para

{17 yﬂ70k7|0k7|yu7l} (55)

comke {1,2,3} eu € {0,1,2,3}.

Tendo visto a algebra geométrica do espago-tempo, vamasgeseralizacdo para multi-
particulas. Isto se faz expandindo-se o nosso espaépara conter novos elementgspara
cada um das novas particulas introduzidas no problema. Sleantiio, a nova base de vetores
{yL}, onde o indicgu continua indicando cada um dos quatro eixdk B, 3 enquanto quein-
dica a particula a qual o vetor se refere. Como exemplo paaiamde duas particulas teriamos
abase{ys, Vi, va, Vo, V8, V2, V3, ¥2}. Estes elementos obedecem a relago:

leV\J/+V|vV;JJ =2Nuvaj, (5.6)

0 que implica que elementos em sitios distiritgsj comutam.

Esta parte introdutdria sobre a AGSM aliada ao apéndice Garnam aptos a comecar
a apresentacao dos elementos da computacao quantica oxstfermalismo. A grande van-
tagem da AGSM resulta da generalizacdo dos conceitos geonsaisados na esfera de Bloch,
apresentada no apéndice A, para um sistema de multiplosgliiciaremos as aplicagbes do
formalismo com o caso mais simples, i.e. um sistema formadom Unico qubit.

3A sub-algebra par consiste nos elementos de rank pares. $& maso isto significa os escalares e os

bivetores.
4Ao longo do texto,ok é a notagéo tanto para as matrizes de Pauli no formalismmizanguanto para o

correspondente elemento geométrico pertencente a alge@lm@ntexto onde ele aparece deixara claro a qual dos
dois estamos nos referindo.
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5.2 Sistema de um qubit

Como primeira aplicacao da algebra geométrica, vejamo® @andescreve o estado de
um anico qubit através do isomorfismo er@é e a algebra das matrizes de Pauli. Estaremos
apresentando uma visdo geomeétrica tanto dos estadosgissiwm qubit quanto dos oper-
adores que nele atuam. Esta é a primeira novidade trazidalgelbra geométrica: operadores
e estados sdo descritos por elementos de um mesmo espacastAicao apresentada nesta
sec¢do se baseia nos trabalhos originais de Hestenes [4&indsjapitulo 8 do livro de C. Doran
[27].

O estado de um sistema quantico de dois niveis (qubit), prdkescrito na forma matricial
através do spindiy) definido abaixo:

1
("), 5.7
) ( i ) (5.7)

onde; e Y, sdo dois nimeros complexos satisfazendo a condicdo de limagd® |y | +
|@n]? = 1. A este spinor associamos o multivetpe= a° +aklo® € G2, k € {1,2,3} com a

seguinte relagao:
1 a+iad
w-(2)-( )
177) —a“+ia

o p=a+alc’c®—a’clod+alolo? =+ a ok (5.8)

O motivo desta escolha ficara mais evidente quando comatrgios operadores e verificarmos
gue eles satisfazem os resultados esperados obtidos palaifimo candnico.

Tendo construido a representacdo de um estado como umetaitiyassemos a construgao
dos operadores. Notemos inicialmente que o conjunto foomaths trés matrizes de Pauli so-
mado a matriz identidade forma uma base para os operadogestigaum em um Unico spin.
Este fato implica que precisamos apenas da contrucdo etralgeométrica da atuacao dos
operadores de Pauli num estado qualquer. A novidade caate#ste ponto, como dita ante-
riormente, é que tanto os operadores quanto os estadoes@Enéds do mesmo espaco, o que
nao ocorre na formulacédo candnica. A atuacao dos operad®ieguli € construida através do
seguinte funtor

oY) — a¥oy = a¥ypao?, (5.9)
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onde o primeiro termo esté escrito na formulacéo canbénicaegundo estabelece a definicdo
da notacdod) que denota a atuacdo de um operador como um produto gecon@er eq.
(C.5)). Neste ponto comecamos a enxergar a enorme singaieidom que operacdes sao
realizadas neste novo formalismo.

Vamos exemplificar o que acabamos de descrever com a cdmstam algebra geométrica,
da atuagéo da porta de HadamBraho estado 16gic®0). Para isso notemos inicialmente que
os dois estados l6gicos que servem de base para os espiror@,= (1,0)" e |1) = (0,1)"
s&o representados, em algebra geométrica, pelos muléset@—| o2 respectivamente, como
pode ser imediatamente verificado através da equacéo 5.8.

1 1 1
H|0) = —(0l+0%)0) = —(ct4+ 0% 0 (1) = —=(c'103+ 03103
0) fz( )[0) < fz( )o (1) ﬁ( )
1 1 1
= (1+0'c% =—(1-10%) < —(|0)+|1)), 5.10
\@( ) \@( ) \/§(| ) +(1)) (5.10)
onde utilizamos o fato de que®)? = 1 eglo® = gl0?0?%0% = —glo?03%0% = —10°.

O préximo passo consiste na constru¢do dos numeros comspiaxalgebra geométrica,
que utiliza apenas coeficientes reais. Vejamos como exeargtioacio de? no estadd0) no

()0 e

Vejamos como este calculo ficaria em algebra geométrica:

formalismo candnico:

oo =0%10° =10 (5.12)

A equivaléncia entre os resultados das equacdes (5.11)12) (bode ser percebida da
seguinte forma:

i) oy = (cta?0®) oy = alo?cd®podac® = 1Yo =yl d°, (5.13)

uma vez que o pseudo escalar comuta com os elementos daeédlgebymando o resultado da
eg. (5.11) temos:

i|1) — lo(—lo?) = —120%0% = d%c® =10}, (5.14)

como obtido na eq. (5.12). A equacdo (5.13) nos mostra queegadt da unidade imaginaria
i num estado qualquer é representada em algebra geométacaydgplicacéo, a direita, pelo
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bivetor 103 = j. Estamos prontos, agora, para introduzir o produto inteesia nova lin-
guagem.

5.2.1 Produto interno

Vamos construir a representacao do produto interno nar@ggométrica. No formalismo
canbnico podemos separar as componentes reais e imagidar@oduto interno entre dois
spinores da seguinte forma:

(Wlp) = Re(Y] @) — iRe(Y]ig). (5.15)

Esta representacdo pode ser imediatamente transformaaa peaguagem da algebra ge-
ométrica. Temos entdo a relacao

(Wlo) < (Po) — (Poi) |, (5.16)

onde( indica a operacéo de reversdo definida na eq. (G«Y)= (), indica a parte escalar
do multivetors, como definido na eq. (C.6),je= | g3 corresponde a atuaco do imaginario

Por se tratar de uma operacdo menos trivial do que as adasrdnteriormente, vamos
provar este resultado construindo o produto interno emti®abtados arbitrarios nos dois for-
malismos. Sejam

ib
|A) = ( a—|-.| ) —a+dlot—clo®+blo3 e
c+id

A+iB
\B>:< + >HA+DI01—CI02+BI03, (5.17)

C+iD

0s spinores considerados. Temos:

A+iB

(AIB) = (a—ib,c—id) ( D ) — (aA+bB+cC+dD) +i(aB—bA+cD—dC), (5.18)
|

no formalismo candnico. Para o calculo em algebra georadg&ios:

AB= (a—dlo'+cla?—blo3)(A+Dlol—Clo?+Bla3). (5.19)

Podemos, entéo, calcular os dois termos da equacéo (5er6psT
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(AB) =aA+bB+cC+dD e
(ABlo®) = aB—bA+cD—dC, (5.20)

0 que corresponde ao obtido na eq. (5.18) e conclui a nosga gacequivaléncia entre os dois
formalismos.

5.2.2 Operador densidade

Vamos agora apresentar o analogo em algebra geométricaealop densidade, definido
no formalismo candnico na eq. (2.15). A operacdo de tomarar vial (|@))" = (| no
formalismo canénico é representada pela inversao, apegseno apéncide C. Temos entao

P:_;pi|Wi><Wi| <> Py (5.21)

Este resultado é apenas uma antecipacao da formulacdo ebmaafgeométrica do operador
densidade de um sistema formado por multiplos qubits, géesgeesentado na secéo 5.3.6.

5.2.3 Vetor de spin

Para concluir esta apresentacao de um sistema de um Unitovguiios mostrar uma outra
maneira maneira de caracteriza-lo. Usaremos os valoresagkys dos operadores de Pauli nas
trés direcdes, como apresentado na eq. (A.9). O vetor d& fipadefinido por:

1

S= S, (5.22)

com suas componentes definidas pela equacéao

o= (W|o*|g), ke{1,2,3}. (5.23)

O estado de qualquer qubit, caracterizado pelo v&tpode entdo ser obtido através do
estado inicial alinhado na direcZsendo inicialmente rotacionado por um angfilea direcdo
Y e depois por um angulg na direcdd’. Isto resulta num ponto da esfera de Bloch como
discutido no apéndice A. A éalgebra geométrica entra nesteextm de forma natural pois
rotagdes sao facilmente implementadas, conforme discntdecéo C.2.2.

Vamos agora construir o rot®responsavel pela rotagdo desejada:
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_Q|o'2

Rpo =€ 2% 2!%", (5.24)

onde o bivetoll o¥ define o plano de rotacdo, conforme vimos na eq. (C.18). O Ve&m
algebra geomeétrica, fica entdo representado por:

F=Ro°R, (5.25)

ondeRindica a operacao de reversao realizada no bitorque neste caso significa inverter o
sinal do pseudo-escalar. O estado de um qubiita entdo completamente caracterizado pelo
rotor Ry g, que € uma representacédo da esfera de Bloch discutida ndiepén A algebra
geométrica permite a extensao deste resultado para mséltpbits, como veremos a seguir.

5.3 Sistema de dois qubits

O estado de dois qubits pode ser representado pela mugabe na AGSM, dos estados
correspondentes a cada uma das partigulat nos permite construir em algebra geomeétrica
uma base para o espaco que descreve um sistema de dois quabiis @ produto geométrico
entre elementos das sub-algebras pares correspondemtésa am deles. A base considerada

7

e:

{1,110§,1205, 1101505}, (5.26)

onde os coeficientgse k variam entre 1 e 3 representando as trés componentes eSRaca

A primeira caracteristica do estudo de multiparticulas &€ @espaco tem uma dimenséo
maior do que a necessaria. Em particular, para o caso de wlits,ga base apresentada na
equacao (5.26) possui dezesseis elementos, em oposicaicparametros necessarios para
descrever um estado qualquer de dois qubits. Este fatoesgtiionado com a utilizacdo de
dois elementos distintos para a unidade imaginéria, i ernodl 2 de cada uma das particulas.
Para solucionar este problema, precisamos impor a quatqukivetor ¢ que descreva um
estado de dois qubits a seguinte propriedade:

W03 = 1208 = = Y (1 110f1208). (5.27)

50 produto tensorial do formalismo candnico € substituido peoduto geométrico.
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Isto nos motiva a definir o projet& da seguinte forma:

1
é(1—|1af|2023) =E? (5.28)
e todo multivetor que descreve o estado de dois qubits develdtplicado a direita por este

projetor para ter uma representacao Unica num espaco cameasho correta (oito). Alguns

E

autores preferem a utilizacéo do correla@odefinido por:

C=2(1—I1lp), (5.29)

1
2
de modo qué;C = I,C = 1312,

A equacéao (5.8) que nos mostra como construir um estado deniom gubit em algebra
geométrica pode, entdo, ser imediatamente generalizaga patado de dois qubits utilizando

o fato de que o produto tensorial fica representado pelo pragométricé.

(1 1) (1 0\
|TT>—<O>®<O> 1E, |u>_<o>®<1> | 62E.
|”>:<2>®<;><—>—|012E e |u):<2>®<2><—>|012|022E, (5.30)

onde ndo mais indicamos a qual dos subespacos o pseudarésiea parte, uma vez que
I1E =I2E.

O préximo passo consiste na generalizacdo da equacgédo, (§umostra a atuacdo da
unidade imaginariaem algebra geométrica para um unico qubit. Queremos quagaatuas
unidades imaginarias dos dois espacos resultem no mesmergte Temos portanto

wEIof:LpElag:w%(laf—i-lag’)Et,UJ, (5.31)

onde introduzimos o bivetay, que atua como a unidade imagindrda algebra convencional,
sendo uma generalizacdo fipreviamente definido. Observemos dugatisfazl? = —E.
5.3.1 Produto interno

O produto interno entre dois estados de multiplos qubits lgebéa geométrica segue da
generalizagédo imediata da eq. (5.16). Temos entéao

SLembrando qué0) «— 1 e|1) < —Id?.
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(Ylg) « (E) ' [(PEQ) — (Ped)107], (5.32)

como apresentado na secao 9.2 de [27]. O termo de normaﬁtﬁig’él garante que o estado
E tem norma 1.

5.3.2 Construgéo da operacgéao de spin-flip

Estamos prontos para construir uma versdo em algebra gewards operacao de spin-flip
definida na equacéo (2.32) e utilizada na formula de Woqgtsnaso calculo do emaranhamento
de formacao. Esta operacao efetua a inversao de todos sgigpsistema. Considere o estado
geral de dois qubitap). A operacgédo do spin-flip é definida por

@) =alTT)+b[TL)+cllT)+d 1) = @) =alll)+b|IT)+c[1)+d[T). (5.33)

Em algebra geométrica teriamos:

W= (a—blo? —clo? +dlo?102)E = ¢''P = (aloll 02 —blog? —cloz +d)E  (5.34)

Propomos a seguinte maneira de implementar a transformagaay 'iP:

p"P = o030 (Yloflap), (5.35)

gue pode ser imediatamente verificada:

GfoGSo(l‘Ule|022)

= 0i 0030 (alofl o2 +blof +claZ +d)

= gia3(alo?l 02 +blo? +clos +d)o3a

—alo?lo?—blo? —cloz+d = y'P. (5.36)
A necessidade da multiplicacdo pelo faltotfl 022 aparece imediatamente ao observarmos
as expressoes dg e ¢''P da equacdo (5.34). O segundo passo consiste em encontrar uma

maneira de se inverter o sinal dos dois termos intermediararespondentes aos estados onde
os dois spins estdo em direcdes opostas. A solucdo vem date@d® de que justamente esses
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dois estados séao formados por um nimero impar (um) de bdaaatﬂrarformaqz enquanto que
os outros dois estados sdo formados por um nimero par (zdmjuPor isso implementamos
um procedimento que inverte o sinal dos bivetores. Paraagl@sfue desejamos este sinal é
invertido uma Unica vez e para 0s outros dois estados o sénalgmece o0 mesmo (ou muda
duas vezes), como desejado.

5.3.3 Aplicagdo no célculo da concorréncia

De posse da operacao de spin-flip, eqg. (5.35), e do prodemmteq. (5.32), podemos
refazer o calculo da concorréncia (e consequentemente @@ehamento) do sistema de dois
gubits apresentado na eq. (4.55). O estado do nosso sistdesar#o por:

1

_ - 1 2| +2\
Aplicando a eq. (5.35) temos:
i 1
wi'P = e ala?l a3). (5.38)

Observemos também que a operacdo de inversdo, definida & &9, ndo altera 0 nosso
estado, i.ells = ;3. Substituindo todas estas informacdes na expressao pasdut@interno
obtemos

C=|(313"P) | 2( BB ) — (Bayps"P3)10° =
flip\ _ 2&a
(B = 775 = sen(6), (5.39)
como j4 obtido anteriormente. Na préxima secao faremosdigentre este angulo e o angulo
de emaranhamentq definido a partir da decomposi¢céo de Schmidt.

5.3.4 Decomposicao de Schmidt e &ngulo de emaranhamento

Um estado geral) de um sistema de dois qubits pode ser expresso, no formalismo
canonico, por

W)= aili) @) (5.40)
]



5.3 SISTEMA DE DOIS QUBITS 82

A decomposigdo de Schmidt afirma que é possivel construibase] |i’) } na qual este estado
toma a forma

W) =35 Bli")e|). (5.41)

Uma decomposicao possivel € expressa através da utilidag@ugulo de emaranhamento
{ da seguinte forma [27]:

) = pH/2e [coS(Z/Z)e”/z ( cos(fy/2)e P2 ) . ( cos(6;/2)e1%/2 ) N

ser(8;/2)et®/? ser(6,/2)et®/2

(5.42)

ser(z/z)eir/2< ser(0y/2)e '®/? )@( ser(6,/2)e 1%/ )}

—cog 0y /2)etin/2 —cog 6,/2)et1 /2
Percebemos que o angujcesta ligado a quantificagcdo do emaranhamento, uma vez gu@
implica que o estado pode ser escrito na forma de um prodigtodentre estados de cada
subespaco, o que implica que o sistema esta ndo emaranhado.

Um dos resultados alcangados nesta tese foi uma interogtaca este angulo de emaran-
hamental. Primeiramente vamos apresentar este resultado no femmatiandnico, onde este
angulo esta diretamente ligado a concorréncia do sistemardkima secao apresentaremos a
intepretacdo alcangada dentro do contexto da algebra grecanénde este angulo representara
uma rotacdo na AGSM.

Utilizando a expresséo (4.54), vamos calcular a concoaé&he estaddy) expresso na
forma da decomposicdo de Schmidt na eq. (5.42). Primeirt@nvamos representar o estado

|flie):

)Ll’ﬂip> =0Y|y") = —p*/%eX [coS(Z/Z)e—iT/2 ( ser(6y/2)e”te? ) ® ( ser(62/2)e”'%/2 ) +

—cog 0y /2)etin/2 —cog 6,/2)et1%/2

(5.43)

ser(z/z)e+ir/2< cog(61/2)e /2 ) “ ( cog 6,/2)e ' %/? )}7

ser(6;/2)et'®/? ser(6,/2)et!®/?

onde|y*) indica a conjugacgdo complexa ). A concorréncia do sistema se torna

C=[(p|p""P)| = | - pe?Xser(¢)| = ser({), (5.44)
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onde utilizamos o fato de que, para sistemas pyres,1. Comparando com os resultado ja
obtidos anteriormente nas eq. (4.55) e (5.39) perceben®ws §ugulo de emaranhameigt@
0 préprio anguld definido anteriormente.

5.3.5 Emaranhamento como rotacao

O estado de um Unico qubit pode ser representado peloRgiapresentado na eq. (5.24).
Para o estado de dois qubits, a representacao da eq. (5@Rkeoescrita na linguagem da
algebra geométrica através da expresséo

g = pl/2 (cos(z /2)R1R€""/2 1+ RyRoser({ /2)I012I022e_JT/2> EXE,  (5.45)

retirada de [27], ond& indica o rotor correspondente ao subespacoé&idma particula, i.e.

A3 B 42 ~ . . i
R =e 2'%e z!9", Esta expresséo pode ainda ser simplificada para

@ = pY/?RiRy(cog{ /2) +sen({ /2)lofl 0%)e™XE, (5.46)

ondeR = Reo°T/4,

Vamos agora fazer uma analise dos termos presentes na ). (& termop € igual
a 1 para o caso puro, como dito anteriormente. Os tefiefio rotacbes nos subespagos
de cada particula, podendo ser interpretados como operbuges realizadas em cada qubit.
Na parte final da expresséo, temos o tegHocorrespondente a uma fase global do estado e o
projetorE. Uma contribuicéo desta tese esta na interpretacao do temmtiall” ; = cog({/2) +
sen({/2)lo?loz.

Para construir esta interpretagao, primeiramente notgu®a expressao para pode ser
simplificada com a utiliza¢ao do correlatodefinido na eq. (5.29).

%(|1Uf|20'22 — 0{0%) = ; =co0g{/2) — ofofsen(/2). (5.47)

11021,05C = —0202C =
comparando este resultado com a expressao (C.17) podenszs pe elementb, como um
rotor. Ele giraria o estado pelo angulo de emaranhamg&mim plano pertencente as duas par-
ticulas gerado pelo bivetmrlzazz, caracterizando uma operacao nao-local geradora do emaran
hamento.

Propomos entdo a seguinte representacao para o estado deamasle dois qubits:
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@ = pYPRIR,  €XE, (5.48)

caracterizado por duas operagoes (rotacdes) |B¢a®R, e uma operacéo nédo local de rotagao
I, num plano pertencente ao subespacos de ambas as pari@uiasdo, € importante perce-
bermos que ootor de emaranhamento, ndo pode ser representado na fom‘i%az"zz%, como
sugere a eq. (C.18). Temos, através da expansao em sérigloie Ta

r, = e 01955 cosh(g) — afazzsenh(g) . (5.49)

O aparecimento das fun¢des trigonométricas hiperbdleasge ao fato de que os vetocq%

2

e g; comutam, mantendo os termos da expansédo em Taylor com o ns&saho O “rotor”

F’Z indicaria uma rotac&o no espaco hiperbdlico. Tendo cotelaiinterpretacdo geométrica
completa do estado de dois qubits, passemos a sua desdrap@salo operador densidade.

5.3.6 Operador densidade de um sistema d¥ qubits

A generalizacdo da eq. (5.21) que descreve em algebra gemareébperador densidade de
um sistema dé&l qubits € [40]:

N
p=2"5 pjyiE.iC, (5.50)
=1

ondeC ¢ o correlator definido na eq. (5.29), o termd Garante a normalizacdo desejada
engquanto qué&, € o operador idempotente definido por:

C1
E . =El...EY, E'izé(l-i-ais). (5.51)

A utilidade desta definicdo se tornara clara na proxima secao

5.4 Traco parcial

Uma das principais vantagens técnicas da algebra geoméwiestudo da computacao
guantica ocorre na operacao de traco parcial, definida meedlcsmo candnico na eq. (2.23).
Fisicamente esta operacao representa a limitacdo do expedador quanto ao tamanho do
subsistema estudado, i.e. enquanto um sistepetite pode ter uma parte localizada &re
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outra emB, sendo descrito pelo operador densidage um laboratério end\ ndo tera acesso a
toda a informacao contida eppg, mas somente a presente pin= Trgpas, onde Tg indica
esta exclusao do subsisteBjeo traco parcial.

No estudo do emaranhamento, a operagao de traco parciacaepaos requisitos funda-
mentais. Isto pode ser encontrado na expressao (2.22),coaa@aranhamento de um estado
puro é definido em termos do traco parcial. Uma outra granlileagfo do traco parcial é no
formalismo da®peracées quanticdsque descreveremos sucintamente abaixo.

Um sistema quantico isolado descrito pelo operador dethsjal@voluird sempre unitaria-
mente, i.e. dado um operador unitddptemosp’ =U pUT, ondep’ indica a evolucdo temporal
de p. Ocorre que os sistemas fisicos reais em geral ndo estadasgimas interagem com o
ambiente. Esta interacao pode ser modelada através dg&valnitaria do sistema composto,
tomando como estado inicial o produto tensorial entre adestid sistema estudagng € o
estado do ambienigymp, Temos portanto

p' =V (pas® pamp)U (5.52)

A evolucéo nao unitaria do sisterpag pode entdo ser descrita tomando-se o trago parcial
da equacéo (5.52) sobre o ambiente, i.e.

Pag = Tramb [U(pAB ® pamb)UT] : (5.53)

Esta construcéo € de grande utilidade na descricdo da diad@®isistemas quanticos dissipa-
tivos.

Tendo visto a enorme importancia da operagéo de traco paseréa de grande utilidade
a sua formulacdo de uma forma mais apropriada do que a afaedaem eq. (2.23). Esta
definicdo apresenta dois problemas: o primeiro de caratepgtacional e o segundo de carater
interpretativo. O custo computacional para se efetuar eagfe de trago parcial no formalismo
candnico cresce exponencialmente com o numero de qubitstéong, e a sua formulagéo
matematica ndo € tao intuitiva quanto o seu efeito sugerdgebea geomeétrica resolve estes
dois problemas, como discutiremos agora.

De posse do operador densidade do sistema, apresentado(beb69, o seu traco parcial
se torna [89]:

Tri(p) = E. pE. +E pE_+ 0l (E pE +E p,E )0l (5.54)

’Uma boa introduc&o a este assunto pode ser encontrada na8s2¢i [80].
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ondeE‘jE esta definido na eq. (5.51). Isto corresponde simplesmetimimar todos os termos
da expressédo de que contenham elementos no subespacomo a intuicdo da operacao de
traco parcial sugere. Na proxima secdo vamos ilustrar ag@erde traco parcial no problema
de dois qubits estudado no capitulo 4.

5.4.1 Aplicacao do traco parcial

O sistema de dois qubits estudado esta apresentado na3t). f&mos entao

Ws = 1]J'ra2(a+ |0}l 02) = sen(%) +cos(g) 02102 = (a. (5.55)

O operador densidade se torna (ver eq. (5.50)):

p=4YE Y)C

:% {sen<g) +cos<g) Iaflazz] (1+07) (1+073) {sen(%) +cos<g) Iaflazz] (1—11l5).

(5.56)
Para o célculo do trago parcialglp), s6 precisamos dos termos que ndo contém nenhum
elemento do subespaco dois. Rearrumando a expressaoténtsd)

p= % [1—cog8)07] + O, (5.57)

ondeO; indica todos os demais termos que contém elementos do sigoedpis. O trago
parcial se torna, portanto:

Tra(p) = % [1-cog8)0?]. (5.58)

Podemos ver a equivaléncia existente entre o resultada ¢&.88) e o previamente obtido
no eg. (4.48) passando o primeiro para o formalismo maitricia

[1—cog6)07] H% [( ; 2) —cog0) < Cl) _01 )]

1 ( 1-cog6) 0 1 a® 0
_2< 0 1—|—cos(9)>_1+az<0 1)’ (5:59)

onde na Ultima igualdade utilizamos os resultados da eg7)4.

NI =

Pa =
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5.5 Conclusodes

Neste capitulo (somado ao apéndice C) apresentamos aalgsimétrica como impor-
tante ferramenta matematica para a fisica. A introducado@udesitos geomeétricos ao estudo de
emaranhamento ajuda a trazer intuicdo a respeito destmém) assim como a modelagem
através da esfera de Bloch fez na caso de um Unico qubit. Aragés de estados e operadores
neste formalismo fica associada a rotacées no espaco, @gppttmentado naturalmente na
algebra geomeétrica.

Pudemos refazer os célculos de concorréncia e do tracaapagsste novo formalismo.
Esta ultima operacéo ganha uma simplicidade operaciomabdarma bastante intuitiva nesta
nova algebra. Como resultados tivemos a proposta de impteg#o da operacao de spin-flip
e uma interpretacdo do emaranhamento também como umacoR@@&cao esta realizada de
forma n&o-local, i.e. utilizando um plano pertencente #imm@amente aos subespacos dos dois
qubits.



CAPITULO 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta dissertacdo estudamos o emaranhamento quanticofemammenta para a com-
putacdo e informacéo quantica. Pudemos perceber a neasssid uma maior compreensao
desta caracteristica fundamental da mecéanica quantaetatde suas inumeras aplicacdes. No
capitulo 2 apresentamos 0 emaranhamento tanto no contetdado nos principios da teoria
guéantica quanto no desenvolvimento formal de seus quaudres.

O capitulo 3 foi dedicado a apresentacdo de sistemas figimies ja foi possivel a con-
strucéo e o controle de qubits. Percebemos que ainda estenioi€io do que pode vir a ser
uma grande revolucdo na transmisséo e processamento deudatholo principios da mecéanica
guantica. A possibilidade de utilizar todos os recursosaguagureza nos dispde para conseguir
uma computacdo mais eficiente motiva a busca por sistemas coanr nimero possivel de
gubits controlaveis.

O hamiltoniano de estudo foi apresentado no capitulo 4, nodeestringimos ao emaran-
hamentobipartite existente entre dois qubits interagentes. Escolhemos umiltbaiano re-
alizavel experimentalmente e capaz de gerar as portasakde computacdo quantica [32].
Restringimo-nos ao estudo de dois qubits motivados pektigbjcentral deste trabalho: com-
preender melhor o que é o emaranhamento, visto que um emtemidi de casos simples possi-
bilitam um posterior entendimento das situa¢cdes mais gelkiEste capitulo atacamos o prob-
lema através dos formalismos candnico (matricial) e o dersiyquantizacdo. Fomos capazes
de calcular o emaranhamento de formacao do sistema pamguguaémperatura e para to-
dos os valores dos parametros descritos pelo hamiltordanaolo interpretagcdes dos resultados
(inclusive geométricas) quando se aplicavam.

No capitulo final, o quinto, apresentamos o formalismo delilg geométrica para descr-
ever 0 emaranhamento. As principais vantagens deste ismmbkéao a intuicdo geométrica
alcancada e a facil implementacéo de importantes operagdtesnaticas como o trago parcial.
Pudemos refazer calculos feitos no formalismo candni@vésr desta algebra bem como dar
novas interpretagbes ao emaranhamento.

Nossos principais resultados consistem na quantificac@dwanhamento de formacéo
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numa temperatura arbitraria para este sistema de doissqudnito forma de gerar emaran-
hamento sob demanda para utilizacdo em protocolos de cagdaué informacdo quéantica e
na maior compreensao das caracteristicas fundamentaisatarghamento, possibilitada pelos
diferentes formalismos utilizados, com a introducéo dorrde emaranhamentq .

As perspectivas de ampliacdo dos nossos resultados s@@étacdo geométrica de out-
ros hamiltonianos como o modelo completo de Heisenberg &oloa&om um nimero maior
de qubits, na esperanca de que os elementos geométriamduitios nesta tese possam ser
generalizados. Outro possivel parametro que poderiatseduzido € um estudo da topologia
da rede de spins, analizando a influéncia dela na intenstitaelgnaranhamento e no tempo de
descoeréncia do sistema quando acoplado a um ambienteaxter



APENDICE A

A Esfera de Bloch

A esfera de Bloch é uma representacdo geométrica do estadu deabit. No caso deste
qubit estar em um estado puro, teremos uma representacaourarponto na superficie da
esfera, enquanto que para uma mistura estatistica este g@m@iproximara do centro. Uma
introducéo a este tema (para o caso puro) pode ser encoetraf#8], enquanto que para as
misturas estatisticas, o capitulo 2 de [80] e [22] sdo ba#sg$o

Estado puro: Iniciemos a construcao geométrica a partir do estado pued ge um qubit:

W) =al0)+B[1), (A.1)

ondea e B sdo dois numeros complexos, indicando a existéncia decgpatémetros para a
especificacdo do qubit. Escrevendo cada um destes coedgignforma polar temos:

@) =rq€%|0) +re% 1), (A.2)

COMrq, g, Py € ¢p reais.
Vamos agora absorver uma fase global, que nédo altera nenbgervavel fisico. Para isto
multipliquemos a equacéo (A.2) pelo fator de fas&é®, resultando em:

@) =1q|0) +rge?|1), (A.3)

onde@ = ¢z — @ . Isto nos deixa com trés parametros para a especificacaddoAproxima
restricdo vem da normalizagdg|y) = 1. Adotandor,geiq’ = X+1y erq = z esta condicéo
implica que:

XC+y+22=1, (A.4)

0 que corresponde, exatamente, a um ponto na superficie @esfera de raio 1. Adotando
coordenadas esféricas= ser{6)cog¢), y=sern(8)ser(¢) ez= cog 0) podemos escrever:
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0

Figura A.1 llustracéo da esfera de Bloch, onde o quipit = o |0) + B|1) é representado pelo ponto
na superficie da esfera com latitufles longitudeg, dadas pela transformacgo= arg(8) —arg(a) e
6 = 2arcog|a|).

|) = cog6) |0) + €¥ser(6) |1). (A.5)

Como ultimo passo, percebamos que a representacdo da &).t€i. uma redundancia
de dois pontos para 0 mesmo gtibiEomo exempld = 0 e 8 = 1T correspondem ao mesmo
|@) = |0), a menos de uma fase global que ndo importa. Para solucistassitiacdo fagamos
a mudang® — 9, resultando em:

) = cos(%) 0) +ei"’sen<g) 1), (A.6)

com0< 6 < me 0< @ < 21t Este é o resultado final, ilustrado na figura A.1, retiradg8@g
em que o qubit é representado por um ponto na esfera de Blothatitudef e longitudeg
dados, em funcéo dos coeficienteg 3 definidos na eq. (A.1) por:

p=arg(B)—arg(a) e 6 =2arcos|al). (A.7)

1Este fato é uma consequéncia do isomorfismo de 2 para 1 drigtetne a representacéo de SU(2) e a de
SO(3).
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Misturas estatisticas: Vamos agora ampliar a nossa representagdo na esfera defdal@ch
caso do qubit estar numa mistura estatistica de estados. piao/imos que nesta situacao o
estado fica melhor representado pelo operador densidadaldefa eq. (2.15).

Para o caso de um Unico qubit, o operador densidade podegseseatado por uma matriz
bidimensional. Tomemos como base do espaco das matrizesebigionais as trés matrizes de
Pauli, definidas na eq. (4.3), juntamente com a matriz idad#&, que escreveremos aqui por
completeza.

(1 o) (o 1) (O—i) (1 o)
| = , 0% = LoV = e o’ = : (A.8)
01 1 0 i 0 0 -1

Podemos entdo escrever:

rol +7-0
5
O coeficientea g pode ser determinado usando-se o fato de que a matriz deéesideae ter

1
pP=5 (rol +rxd*+ryoY +r,0%) = (A.9)

traco igual a urf, enquanto que os outros trés coeficientes correspondernalaoss/iesperados
dos operadoreg’: rj = <a‘> = Tr(pa'). Como as matrizes de Pauli possuem trago nulo, o
coeficienterg deve ser igual a 1. Temos, portanto:

p:'+;'a. (A.10)
O determinante dp fica imediatamente dado por [22]:
1 2
detp) = 7 (1-Ir?). (A.11)

que deve ser ndo-negativdsto implica qudr| < 1.

Chegamos, portanto, numa representacdo geométrica parado ele um qubit. Esta rep-
resentacéo, de acordo com a equacéao (A.10) corresponde @nioncem coordenadag, ry e
r, contido no interior da esfera de Bloch de raio 1.

Equivaléncia: Vamos agora mostrar a equivaléncia da representacéo da.&q) (o caso de
estados puros, com a representacao previamente obtida ffa@q Da eq. (A.6) temos:

2Tr(p) = Tr(Sipi [¢n) (Wal) = Sipi (Wilws) = 3 = 1.
30 operador densidageé um operador posivitog| o @) = 5 pi (@) (Y| @) = 3 pil(@|Yi)[> > 0.
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) =cos( 5 ) 01+€7sen( 5 ) 1) = p = ) (w
= cos (g) 0) (O] + e—;pser(m 0) (1] + %ser(e) 1) (0] 4 serf (g) 1) (1].  (A.12)

Na formulac&o matricial, em qué) = (1,0)" e|1) = (0,1)T, temos:

, :Jj (g) e;pse;(e)
?ser(e) serf (5)

Podemos, agora, usar o fato de que Tr(po') e calcular cada uma de suas componentes.

(A.13)

Como resultado temos:

(0™) = sen(B)coq @), (aY) =ser(0)sen @) e (a*) = cog ), (A.14)

gue sao as coordenadas esféricas de um ponto arbitraripedisie da esfera de Bloch. Isto
completa a nossa prova da equivaléncia das duas représenta;caso de um qubit no estado
puro.

Decomposicdes distintasDiante do resultado anterior, observemos que uma misttatses
tica representada por um ponto no interior da esfera de Blode ser obtido como soma de
estados puros (vetores na superficie da esfera) de infinaasiras distintas.

Em particular, qualquer corda da esfera que passe pelo defitbdo porp toca a super-
ficie da esfera em dois estados puros que podem ser usadodguampod-lo , como ilustra
a figura A.2, onde vemos ilustradas duas decomposicdentdsstio operador densidage
p = a1p1+ Q202 = d3P3 + a4P4. Esta ambiguidade na decomposicagodem estados puros
tem consequéncias importantes na teoria quantica da iaf@won em particular os algoritmos
de criptografia quantica dependem, diretamante, desté/fatdo calculo do emaranhamento
de formacao, este fato justifica a operacao de infimo presardq. (2.28).



Figura A.2 Representacdo na esfera de Bloch de um estado midtistrando duas de suas infinitas
possiveis decomposi¢cdes em estados puros. Cada cordadagst passa p@rtoca a sua superficie
em dois estados puros que podem ser usados para decompé-lo.



APENDICE B

Interpretacéao e medicao experimental da
concorréncia

Neste apéndice iremos abordar uma maneira alternativadkfia@ a concorrénci€, ap-
resentada na eq. (4.54). Esta formulacdo é baseada ndadsatia Mintert, Kus e Buchleitner
(MKB) [74] e Horodecki [52]. A motivacdo se deve a recentdiragdo experimental desta
medida por Walborn et al. [107]. O grande avanco alcan¢animoo titulo do trabalho de
Walborn et al. sugere, é a capacidade de se obter uma Uniddantpe leve diretamente ao
calculo da concorréncia, sem a necessidade de se recoosinpletamente o estado a partir
de processos de tomografia quantica.

O problema da quantificacdo do emaranhamento bipartiteeai@snum sistema puro es-
taria completamente resolvido caso existisse algum opetackar hermitiano cujos valores
esperados fossem positivos num estado emaranhado e naloarggario. Devido a ndo uni-
tariedade de operacdes como o spin-flip, utilizadas na daérda concorréncia, tal objetivo
ndo é possivel. A solucdo apresentada por MKB consiste lieagéio de duas cépias do es-
tado|y) e o calculo do valor esperado de um operddaspecifico. A formula proposta para
o calculo da concorréncia é:

C=2 (Y@ (Y|M[y)@|). (B.1)

O operadoM utilizado para a medicao da concorréncia deve possuir a empsypriedade
de invariancia sobre operacdes locais da medida da conc@€ Uma solucéo € a utilizacao
de projetore®™ e P~ respectivamente nos subespagos simétricos e antisin®tiicespago
de HilbertH' @ H' da c6pia da-ésimo subsistema. Temos portanto:

M=a\,P7 =4, (B.2)

ondeN indica o nimero de subsistemas

INo nosso castl = 2.
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No experimento realizado por Walborn et al. o operador dagéei foi escolhido como
um projetor no subespaco antissimétrico, desta fofgap (Y|M |P) @ |¢) = Ry indica a
probabilidade de se observar as duas copias do primeirsgria num estado antissimétrico.
Foi construido um aparato experimental onde os graus deléile da polarizagdo e do mo-
mento de um sistema de dois fotons foram utilizados para adanas duas cépias do estado
do sistema e assim medir a sua concorréncia. Utilizando emmastacao do trabalho orignal
[107], a base para os estados de polariza¢é@o é dada pelossyetpe |V) e a dos estados de
momento pota) e |b). Podemos formar os quatro estados de Bell nesta base datsdguna

W) = f (IH)[b) = V) |&)),
W) = f (IH)[b) + V) |&)),

o) = \[ (IH) &)= V)[b) e

o) = f (IH) &) + V) [b)). (B.3)

O préximo passo consiste do calculo da probabilidade de & obprimeiro foton no
estado antissimétricay~). A solucdo apresentada por Walborn et al. foi a utilizac&orde
porta l6gica CNOT, implementada experimentalmente comnierferémetro que efetua uma
rotacdo no estado de polarizagdo dependendo do estado dentoaiio féton. Definindo estas
novas dire¢Bes de polarizagdo cofmo e |—), a atuacdo da porta CNOT resulta em

CNOT(|V)|a) = [V)[b) ; CNOT(|H)|a)) = [H) |a) ;
CNOT(|V) |b)) = [V)|a) ; CNOT(|H) |b)) = [H) |b), (B.4)

e portanto

CNOT|y*) = |£)|b), e CNOT|¢™) = |£) [a). (B.5)

O detector utilizado no experimento era capaz de medir samedmente o estado de polariza-
¢cdo e de momento do primeiro foton, podendo assim calculecguéncia de ocorréncia do
estado () e desta forma obteéfy e a concorrénci€ = 2,/Py. A concordancia entre o ex-
perimento e a teoria é excelente, como pode ser visto na fyjlineetirada de [107]. Para uma
revisdo de como implementar as portas légicas da compudagdnica a partir de dispositivos
opticos, uma boa referéncia é [37].
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Figura B.1 Medicdo experimental da concorréncia de estados dodifid) + 8]10) como funcéo
de |a|. A linha mostra o valor teéric€ = 2|a|/1— |a|?, de onde podemos perceber a confirmagdo

experimental.



APENDICE C

Introducéo a Algebra Geométrica

Uma ferramenta matemética de grande importancia para fiareeeé a dlgebra geométrica.
Ela tras novos elementos a geometria como bivetores,dragtetc. além de caminhos para
operar com elementos de diferentes tipos (ou ranks). Npétedace faremos uma introducéo
matematica ao assunto, enquanto que no capitulo 5 farem@sl@gacdo com computacdo e
informacgé&o quantica. Estaremos tratando neste apéndtc@aspos aspectos mais elementares
desta teoria. Faremos isto com o intuito de ilustrar a suadgramportancia conceitual, uma
vez que muitos fisicos ainda a desconhecem.

Textos introdutdrios ao assunto podem ser encontradogalualtios de Hestenes [47] e
Suter [90], bem como nos livros de Lounesto [70] e Doran [Bi8stenes e Doran fazem uma
abordagem mais voltada para a fisica, enquanto que Sutamegid mais para a matematica.
Este capitulo €, em grande parte, baseado nestes matdldasecado C.1 faremos uma intro-
ducéo histérica a algebra geométrica, desde os seus proa@t# a sua grande revolugéo,
iniciada por Hestenes [43, 46]. Continuaremos na secaoo@d® introduziremos as idéias
matematicas fundamentais do assunto, fazendo algumaa@j®s na secao C.3.

C.1 Introducéo histérica

A algebra geométrica surgiu no século XIX, com os traballeo®vidliam Clifford! e Her-
mann Grassman, como uma nova descricdo geométrica de ébsncemo vetores, planos e
outros objetos de dimensdes (rank) ainda maiores. Apésnésite a algebra geométrica pas-
sou por um periodo de estagnacao, com poucos trabalhosauitdisi a seu respeito e muitas
vezes com uma visao distinta daquela inicialmente progmst&lifford. Uma volta as idéias
revolucionarias de Clifford, com sua visédo inovadora desmios elementos geométricos apare-
ceu em 1966, com Hestenes [43]. Este trabalho suscitouregste de varios outros fisicos e
matematicos a explorar este campo.

IMotivo pelo qual este topico é tratado coigebra de Cliffordem muitos textos matematicos.

98



C.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS 99

A algebra geométrica contém a algebra dos nimeros complexgsiatérnions de Hamil-
ton, as variaveis de Grassman e diversos outros elementpsodaetria convencional. Tudo
isto aliado a introducdo de um novo produto associativpraoluto geomeétricoconsolida-a
como uma importante ferramenta para o estudo da geometifisida, as idéias introduzias
por Hestenes e ampliadas por Doran [27] e outros, tornarasiye reescrever os mais di-
versos campos de estudos na linguagem da algebra geoméZacao pilar para esta nova
construcao da fisica temos o livro sobre mecéanica classittedtenes [46].

C.2 Conceitos fundamentais

Nesta secdo vamos introduzir os conceitos fundamentaikydra geométrica, os quais
serdo a base para o capitulo 5. O elemento chave da algebraiéivetor. Ele consiste da
soma de parcelas de naturezas distintas, comecando pormmesecalar (rank-0), passando
pelos vetores (rank-1) e assim sucessivamente até um raitkdao. O ponto fundamental
€ a nova operacao existente entre esses elementos: o pgaduteétrico. Como caso mais,
simples, e que serve para formalizar a algebra, temos o forgdmétrico entre um vetor e
ele mesmo, resultando num escalar correspondente ao doattr&eu modulo.

Definicdo: A algebra geométrica dé, é a algebra associativa gerada pigrsobrel] tal que
V2= |v]2=v-vVveO,[40].

Vamos agora estudar o produto geométrico entre vetorastdist Para isso calculemos o
guadrado da soma de dois vetores distintes.

(U+V)2=U? V2 +uv+vu = |u+v)?
= uv4vu=|u+v]®>—|u?-|v]?em. (C.1)

Isto nos motiva a definir o nimero escalar resultante da pemigtrica do produto geométrico
de dois vetores como o produto intefremtre eles, i.e.:

u-v

%(uv-i—vu) — u[[v|cog0), (C.2)

onde a Ultima definicdo esta ligada a no¢cdo geométrica dd@fgexistente entre esses dois
vetores e corresponde ao formalismo padrédo de geomettiiGnadJm elemento novo surge

2Também chamado de produto escalar.
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uUuxyv

Figura C.1 Esquema do produto exteriom v e do produto vetoriall x v entre 0s vetores e V.

ao calcularmos a parte anti-simétrica do produto geonoééntre dois vetores. Para mostrar
isto calculemos o seu quadrado:

2
(%(uv—vu)) :%((uv)2+(vu)2—2|u|2|v|2)
= (u-v)2—|ul?|v|]? = —|u|?|v|?serf(6) < O. (C.3)

Isto mostra que a parte antissimétrica do produto georoétéo pode, em geral, ser um vetor.
Definimos, entdo produto externantreu e v por:

UAV = %(uv—vu), (C.4)

resultando num elemento de rank 2 chamigigetor. E importante ndo confundirmos o produto
vetorial usual com o produto externo. O primeiro esta assloca um vetor perpendicular
aos dois vetores multiplicados, enquanto que o segundeseqia uma area orientada, uma
generalizagédo de dire¢do orientada no caso unidimensi®aah ilustrar este fato vemos na
figura C.1 todos estes elementos.

Juntando-se as equacdes (C.2) e (C.4) podemos escrevatutgpgeometrico entre dois
vetores como

Uuv=u-v+UuAv, (C.5)

a qual constitui a equacao chave da algebra geométricantdsder nela caracteristicas tipicas
desta nova algebra, com a multiplicacéo entre dois vetesdtando numa parte escalar e em
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um bivetor. Para trabalhar com os subespagos da algebmtedears por{M), a parcela do
multivetorM com rankr, i.e.:

(Uv), =UAV. (C.6)

Para finalizar esta primeira parte, vamos definir o reversondenultivetorM, denotado
por M como o multivetor obtido ao invertermos a ordem de todos odyips contidos ervl.
Vejamos um exemplo comd = uv:

M=uv=U-V+UAV=M=VU=U-V—UAV. (C.7)

Tendo visto as suas caracterisiticas basicas, vamos adésarexplicitamente os elementos da
algebra geométrica de trés dimensoes.

C.2.1 Aplicacdo em 3 dimensdes

A algebra geométrica em trés dimensdes, denotad&fat formada por elementos de 4
ranks distintos: os escalares, os vetores, 0s bivetoresreuomgrupo de elementos: os trive-
tores. Este Ultimo consiste numa generalizacdo da no¢aetdepara o caso tridimensional,
i.e. um volume orientado. Para construir uma base paravetdtes nesta algebra, precisamos
de elementos especificos para cada subespaco corresperatendlementos de cada rank.
Temos inicialmente uma parcela escalar, com base 1, entsegés vetores ortonorméaigue
tomaremos como base @& = <GS>1: e1, & e es3, além dos bivetores e dos trivetores, que
discutiremos agora.

Como base para a subespaco dos bivetoré&>ddenotado po(G3>2, podemos construir
os produtos geométricos entre 0s vet@es

e =6-6+6e/e =6 /e = gj, (C.8)

onde{i < j} € {1,2,3}. Qualquer bivetor en&> pode ser escrito, portanto, como uma com-
binacao linear entre;,, e;3 € ex3. Como base paréG3>3 temos um unico trivetor, dado pelo
produto dos trés vetores

CRCEEH
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e1ee3 =e AN Ne3=ens (C.9)

O subespaco de maior rank numa algeBFfapossui sempre dimensédo 1, como no caso de
e123 formando a base par<a33>3. Isto motiva a nomenclatura deste elemento da base como
pseudo-escalag é usualmente definido corho

Tendo construido a base para cada subespaco, concluim@g passui dimenséo 8, sendo
uma dimenséo escalar, trés com rank 1, trés com rank 2 e umeao&8. Um multivetor geral
é expresso por

M = ap+ a1 + axe; + azes + ase12+ ase13+ agerz+ ayl . (C.10)

Elementos expressos pela soma de parcelas téo distintass@ms ndo apenas em algebra
geomeétrica, 0s humeros complexos e 0s quatérnions gozaamesma caracteristica.

Para encerrar os estudos &% percebamos que podemos construir uma sub-algebra, for-
mada pelos elementos de rank par 0 e 2, e por isso chamada-dlgebta par, denotada por
Gi. Mostremos agora que este subespaco realmente forma uetasafgchada na multipli-
cacao. Sejam os multivetordse B dados por:

A=ap+aserp+asei3+asez € B=Dby+bsero+bseiz+ beens. (C.11)

O produto (geométrico) entre eles se torna:

AB = (a9 + a4€12 + a5€13+ a€23) (Do + b4€12 + bs€13+ ber3)
= aobp + ash4€12€12 + asbs€13€13 + AgheE23E23+
(aobs +aybo)er2 + (agbs 4 asbo)er3 + (aohs + agho) €23+
aybse12€13 + ashy€13€12 + asbee1 2623 + Aghs€23€12 + ashs136823 + Aghse23€13
= (aghbp — asbs — asbs — aghe) + (aghs + asbp + agbs — asbe )€1+
(aghs +ashg + asbs — aghs) €3+ (aghs + aghp + ashs — asbs)exz =
Co+ C4€12+ Cse13+ Ce€3 € G, (C.12)

0 que mostra o fechamento da sub-algebra.

4E facil perceber qu&" possui dimens&ad™



C.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS 103

Figura C.2 llustracdo do vetou e suas componentes paralejae perpendiculad; a direcdo de.

C.2.2 Rotacbes

Vamos ver agora como rotacdes sao imediatamente impledaesma formalismo da alge-
bra geométrica. Primeiramente, notemos que o inverso detonaé expresso por 1 = #

visto que

-1 v o |V|2 .
V2 vz

Como préximo passo para implementar a rotacao, vejamos aaqurtece ao conjugarmos

(C.13)

um vetoru com um vetorv. O vetoru sera inicialmente decomposto em uma componente
paralelau; e uma componente perpendicular a direcao de/, como ilustra a figura C.2.
Vamos a defini¢cdo de conjugacéo:

vuv = v(up+u v t=wluy —wo g = up—u, (C.14)

visto que vetores paralelos comutam e vetores ortogonat®arutam.

A conjugacéo faz uma reflexdo deem torno do plano perpendicularva Lembremos
da geometria elementar, na qual uma rotacdo pode ser ohtid@sde duas reflexdes. Mais
precisamente, dados dois vetowgs v, que formam entre si um angulty 2, duas reflexdes
sucessivas do vetorem relacéo ao plano perpendicular a cada um dos vetoresulta numa
rotacdo do mesmo no plarng A v, por um anguldd, como ilustra a figura C.3.

Considere a conjugacéo

u” = viu'vyt = vivouvs, vt = (vavp)u(vavp) (C.15)

entao
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s -1
u'=v,u v,

" '1
u"=v,u v,

Figura C.3 Rotacgéo do veton por uma anguld feita através de duas reflexfes, uma em cada um dos

vetoresv;.

V1V2)U(VoV v o~ v o~ 3
" % — (VaV2)u(Vo¥i1) = RUR, (C.16)

ondev; é o vetor unitariosj /|vi| e R= V1V, = V1 - V24 V1 AV, € 0 gerador da rota¢doyotor.
Uma grande diferenca da formulacéo de rotagdo em algebnaégeca para as formulagdes
usuais é que elas ndo mais sdo descritas através de um eigtag@&or mas sim atraves de
um plano de rotacdo. No caso do espaco cartesiano tridiorei§t® isto ndo faz a menor
diferenca, uma vez que girar em torno do e¥gor exemplo, € 0 mesmo que girar no plano
XoY. Para espacos com mais dimensdes isto ndo é mais verdade.ekemplo, num espaco
quadridimensional gerado pelos vetores ortonormgis?, x> e x*, a especificacdo de um eixo,
como por exempla!, ndo especifica em que plano, dentre os varios possiveiembcplares
a este eixo, a rotacdo sera realizada. A algebra geomadrivacke, portanto, uma formulacéo
simples para rotagdes em espacos de qualquer dimensé&o.
Vamos agora reescrever a expressao para oRateruma forma ainda mais simples. Temos

R:\71\72:\71-\72+\71A\72:cos<g) —sen(g) B, (C.17)
ondeB = (V2 AV1)/(sen(8/2)) é o bivetor (unitario) gerador da rotacéo, definindo o plano

onde ela é realizada. Esta expressao pode ser reduzida para

R=e Bz, (C.18)

gue pode ser imediatamente verificada através de uma expamsserie de Taylor. Esta Ultima
expressdo tem a interpretacéo simples de que o Rafocorresponde a rotacdo depor um
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angulo6 no plano definido pelo bivetor unitari®. Com isso concluimos a apresentagédo da
operacao de rotacdo em algebra geométrica.

C.3 Aplicacbes

Faremos, agora, algumas aplicacdes tanto matematicamdisacas do formalismo con-
struido na sec¢éo anterior. Esta se¢ao servira como amogi@edaremos no capitulo 5, onde
aplicaremos a algebra geométrica no problema do emarani@ougintico.

C.3.1 Quatérnions

Como primeira aplicacdo da algebra geométrica, vamos arastmo ela contém toda a
algebra dos quatérnions, descoberta por Hamilton em 18#a. i§to seguiremos de perto as
secoes 1.4 e 2.4.2 daref. [27]. Os numeros complexos, spieets pok+ iy, comi sendo a
unidade imaginaria, i.6° = —1, podem ser vistos como vetores Bricom coordenadasey.

O produto entre nimeros complexos representa, portantoltglicacio de vetores ef?. O
objetivo de Hamilton era generalizar isto para trés dimesséonstruindo um elemento da sua
algebra coma+ iy + jz, com duas unidades complexis= j° = —1. ApOs perceber que este
sistema néo poderia formar uma algebra fechada, introduzéuterceira unidade compleka
satisfazendo:

i2=k?’=j?=ijk=-1 (C.19)

Esta condicao descreve a chamada algebra dos quatérronslementos expressos peg+
X1l + X2 ] + X3k, com{xg, X1,X2,X3} € 0. Vamos agora ver como a algebra geométrica contém
este sistema.

Adotandoey, & e e3 como base paré(33>1, podemos construir os bivetores:

| =epe3, J=e165 e K=ge. (C.20)

Vamos agora calcular os seus quadrados.

1 = erezenes = —erepezes = —1,

P =eeee3= —eeeme3=—1 €
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K? = erepere0 = —ere18080 = — 1. (C.21)

Para finalizar, calculemos o trivetQiK:

IJK = (ex€3)(€163)(€162) = —€1€1€260€383 = —1, (C.22)

0 que nos mostra que a associacdo dos numeros compl¢dosom os bivetores, J, K esta-
belece um isomorfismo entre a algebra dos quaterniG'_T;s e

C.3.2 Algebra de Pauli

Um resultado que sera bastante Gtil no nosso trabalho é gumlotp geométrico entre os
vetores de3° carregam as mesmas relacdes dos produtos matriciais dtesipelas matrizes
de Pauli (ver eq. 4.3). Isto nos permite ver as matrizes dé @awmecanica quantica como
vetores de53. Um ganho de interpretacéo possibilitado pela algebra g&aa. Note que as
relacdes entre 0s elementos permanecem, enquanto quesad®rada um muda radicalmente.

Para construir este isomorfismo, verifiguemos cada uma EgdHes obedecidas pelas ma-
trizes de Paulo’ definidas na eq. (4.3). Em primeiro lugar, ambos os elemeoados ao
guadrado resultam em 1:

ee=q-e+a/ra=q-g=1=0'0", (C.23)

em seguida, o numero complexoobtido pela multiplicacdo das trés matrizes de Pauli, é
representado, em algebra geométrica, pelo pseudo-ebtalar

12 = (e1e0€3)(€1€2€3) = €123123= —€112233= —1 — i°. (C.24)

Para finalizar temos, parg j:

8ej = eej&e = —€ja, (C.25)

assim como ocorre com as matrizes de Pauli.

Este resultado mostra um caminho prético de se implemenaputacionalmente os pro-
dutos da algebra geométrica como produtos vetorias. Contwthforme veremos, mais im-
portante do que isto € a nova interpretacdo geométricag@dan

SObserve o que isto significa: a unidade imaginaria é reptagapor um volume orientado. Temos, portanto,
uma representacéo geométrica para ela.
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>
{’2,

Figura C.4 Representacdo de dois vetores unitarios= e;coqa) + exser{a) e v = e;coqf) +

exsernf).

C.3.3 Trigonometria

Como aplicagdo da algebra geométrica no estudo da trigdniammieemos deduzir as for-
mulas para o seno e o cosseno da soma de dois angubg). Estaremos nos baseando no
trabalho de Calvet [16]. Para isto, tomemos inicialmenis detores unitarios pertencentes a
G? definidos por:

u=ecoqa)+esena) e v=ecoygp)+esernf), (C.26)

como ilustra a figura C.4.
O produto geomeétrico entre eles é dado por:

vu = (e;cogB) +exsenfB))(eicoqa) +exser(a)) =
coqa)coqfB) +serna)senB) + ezx(sera)coqB) —senB)coga)), (C.27)

com uma parte escalar e uma parte de bivetor. Sem a utilizbc@oordenadas, podemos
expressar o produto geométrico entrev por:

Uv =u-vV+UAv = |u||v|cog 0) + ero|ul|v|sen8), (C.28)

ondeb é o angulo entre eles. No nosso cago= [v| =1e68 = o — 3. O que implica que:

uv =coga — ) +epserna —B). (C.29)

Comparando o resultado das equacbes (C.27) e (C.29), psdguadar as componentes es-
calares e de bivetor para obter:
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Figura C.5 Representacdo geométrica do problema do langcamento obligumos o vetor subtragao
de velocidades — vp = gt e 0 vetor soma& + vo = 2R /t, obtidos a partir das equagdes (C.31) e (C.32).

coja —B) =coga)cogfB)+sena)sen(f) e
ser(a — ) =sen(a)cogB) —sen)coqa), (C.30)

o que conclui os nossos célctios

C.3.4 Lancamento obliquo

Como primeira aplicacéo fisica, estudaremos um problemeirggnatica. Neste ponto
estaremos nos baseando na ref. [48]. O problema em quesisisteeem se calcular o alcance
de um corpo langado com velocidade iniaigl numa regido de campo gravitacional uniforme
g. Para o vetor velocidadetemos:

%:gjv_vozgt, (C.31)

enguanto que para o vetor posigétemos:

d 1
d_>t‘ :V:>x:x0+vot—|—§gt2, (C.32)

Denotando poR o vetor deslocamento total, i.B.= X — Xg, obtemos das equacdes (C.31)
e (C.31) ques +vp = 2R/t. Com isso podemos construir uma representagdo geométrica d
problemd como ilustrada a figura C.5.

Multiplicando os vetores soma e subtracao definidos na flgyteémnos:

Para 0 seno/cosseno da soma de dois angulos, basta sulspti — B, lembrando que o cosseno é uma

funcdo par enquanto que o seno é uma funcao impar.
’Sem a utilizag&o de qualquer sistema de coordenadas.
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2

(V—Vo)(V+ Vo) = V% — V3 +vvo—Vvov = 2Rg, (C.33)

masv? = V2 e v — VgV = 2V A V. Substituindo estes resultados temos:

V2 —V§+2v Avg = 2Rg. (C.34)

Igualando as partes escalares e vetoriais temos:

V-V =2R-g e VAVg=RAg, (C.35)

onde a primeira igualdade pode ser vista como a equacao declloda cinematica, enquanto
gue a segunda tem uma representacdo geométrica imediateésada area do parelelograma
da figura C.5.

Vamos nos ater ao caso em que o alcaRa&ehorizontal, i.eR-g= 0. O caso geral pode
ser encontrado na ref. [46]. Substituindo este resultacmnéC.35) temos:

IV A V| = |V||[vo|sen(28) = v3ser(26), (C.36)

ondeB é o angulo entrgg e R. Temos ainda que

IRAgl=Rg (C.37)

Juntando estas duas Ultimas equacfes chegamos ao refinkihdo alcance horizont#:

2
viser(20) = Rg= R= V—;ser(ze). (C.38)
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