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RESUMO

Esta dissertacdo investiga o magnetismo quantico e as fases de uma cadeia unidimensional
especifica: o modelo de T-trimeros. Este modelo é formado por uma célula unitaria composta
por um spin inteiro (S = 1) acoplado a um spin semi-inteiro (S = 1/2), formando o ramo
principal, e outro spin semi-inteiro (S = 1/2) pendurado, conectado ao seu correspondente por
um parametro de troca Jp. O estudo utiliza simulacdes baseadas no método Density Matrix
Renormalization Group (DMRG), implementado com a biblioteca I Tensors.

Os resultados indicam que, para acoplamentos J; > 0, a cadeia apresenta uma ordem
ferrimagnética, com um momento magnético liquido do estado fundamental correspondente a
um terco do valor maximo tedrico. As curvas de magnetizacdo apresentam um platé caracte-
ristico que aumenta com Jr, sugerindo que campos magnéticos consideraveis sdo necessarios
para excitar o sistema.

Para Jr negativo (Jr < 0), o sistema é desordenado, com um gap finito. Neste regime,
se o sistema tiver condicoes de contorno abertas, o estado fundamental é degenerado entre
S, =0e S, = 1. Nestas condicoes, o sistema exibe estados de borda, com um decaimento
exponencial da magnetizacao local.

A anélise dos platés nas curvas de magnetizacdo revelou uma fase similar a de Haldane
para Jr < 0. Embora o plato relacionado ao gap de Haldane desapareca para Jr — 0,
para acoplamentos fortes (J;r — o0), o gap extrapolado é aproximadamente 50% do valor
do gap de Haldane. Duas hipdteses foram investigadas para explicar essa discrepancia: a
natureza mista do spin da célula unitaria e a auséncia de ligacbes simetrizadas. Modificacoes
no modelo, como a cadeia de trimeros simetrizada e a cadeia T-modificada, foram testadas,
mas ambas resultaram em gaps ainda menores. A dissertacao se encerra com a sugestao de

futuras investigacGes para entender completamente esse comportamento.

Palavras-chaves: Magnetismo Quéantico, Cadeias de Spins Mistos, Fase de Haldane, Ferri-

magnetismo, Modelo de T-trimeros, DMRG, ITensors, Gap de Haldane.



ABSTRACT

This dissertation investigates the quantum magnetism and phases of a specific one-
dimensional chain: the T-trimer model. This model is formed by a unit cell composed of
an integer spin (S = 1) coupled to a half-integer spin (S = 1/2), forming the main branch,
and an additional half-integer spin (S = 1/2), connected to its counterpart by an exchange
parameter Jp. The study employs simulations based on the Density Matrix Renormalization
Group (DMRG) method, implemented with the ITensors library.

The results indicate that for couplings J; > 0, the chain exhibits a ferrimagnetic order,
with a ground state net magnetic moment corresponding to one-third of the maximum pos-
sible value. The magnetization curves feature a characteristic plateau that increases with Jr,
suggesting that considerable magnetic fields are necessary to excite the system.

For negative Jr (Jr < 0), the system is disordered, with a finite gap. In this regime,
if the system has open boundary conditions, the ground state is degenerate between S, = 0
and S, = 1. Under these conditions, the system exhibits edge states, characterized by an
exponential decay of the local magnetization.

The analysis of the plateaus in the magnetization curves revealed a phase similar to
the Haldane phase for Jr < 0. Although the plateau related to the Haldane gap disappears
as Jr — 0, for strong couplings (Jr — o0), the extrapolated gap is approximately 50%
of the Haldane gap value. Two hypotheses were considered to explain this discrepancy: the
mixed-spin nature of the unit cell and the absence of symmetrized bonds. Modifications to the
model, such as the symmetrized trimer chain and the modified T-chain, were tested, but both
resulted in even smaller gaps. The dissertation concludes by suggesting future investigations

to understand this behavior.

Keywords: Quantum Magnetism, Mixed-Species Spin Chains, Haldane Phase, Ferrimagnetism,

T-Trimer Model, DMRG, ITensors, Haldane Gap.
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1 INTRODUCAO

A fisica da matéria condensada é um campo vasto e fascinante, dedicado ao estudo das
propriedades macroscépicas e microscopicas de materiais. Dentro desse dominio, o magne-
tismo quantico representa uma area de intensa pesquisa, explorando fen6menos que emergem
da interacao entre momentos magnéticos em sistemas onde os efeitos quanticos s3o predomi-
nantes.

Particularmente interessantes sao os sistemas magnéticos de baixa dimensionalidade, como
as cadeias unidimensionais (1D) de spins. Nesses sistemas, as flutuacdes quanticas desempe-
nham um papel amplificado. Diferentemente das flutuacdes térmicas, as flutuacoes quanticas
persistem mesmo no zero absoluto de temperatura e sdo uma consequéncia intrinseca do
Principio da Incerteza de Heisenberg. Elas impedem que os spins estejam simultaneamente
em estados muito bem definidos (e.g., posicdo e momento, ou componentes de spin ndo co-
mutéveis), levando a uma dindmica intrinseca. A interacdo entre os spins, sob a influéncia
dessas flutuacoes, pode levar ao surgimento de estados fundamentais exdticos, como liqui-
dos de spin, fases topoldgicas com ordens de longo alcance complexas — ndo observadas em
sistemas tridimensionais convencionais. Nessas fases com gap, o sistema se comporta como
um isolante quantico em relacao as suas excitacdes de spin. Modelos tedricos que descrevem
essas cadeias, como o modelo de Heisenberg, servem como bancadas de teste para explorar
conceitos fundamentais da mecanica quantica de muitos corpos. Essas complexidades levam
a fendmenos como as transicdes de fase quanticas, os quais sao o foco de grande interesse

nesses sistemas.

A [Transicao de Fase Quantica (TFQ)| desempenha um papel importante nesses sis-

temas. Diferentemente das transicGes de fase térmicas, que ocorrem em temperaturas finitas
e sdo impulsionadas por flutuacdes térmicas, as [TFQ| ocorrem no zero absoluto de tempe-
ratura (7' = 0) e sdo induzidas por variacdes em pardmetros n3o térmicos do hamiltoniano,
como um campo magnético, pressao ou uma constante de acoplamento. Essas transicoes sdo
governadas puramente por flutuacdes quanticas e podem levar a mudancas drasticas no es-
tado fundamental de um material (CARR, 2010; |GIAMARCHI; RUEGG; TCHERNYSHYOV, 2008;
SACHDEV; KEIMER, 2011}  TASAKI, 2020).

Entre as diversas formas de ordenamento magnético, as fases ferrimagnéticas e antiferro-

magnéticas sio de particular interesse. Em um antiferromagneto, os momentos magnéticos
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dos atomos vizinhos tendem a se alinhar de forma antiparalela, resultando em uma magnetiza-
cdo liquida nula em escala macroscépica. Exemplos de compostos antiferromagnéticos incluem
o 6xido de niquel (NiO) e o fluoreto de manganés (MnF;). Em cadeias unidimensionais com
um spin por célula unitéria, a ordem de longo alcance é tipicamente suprimida por flutuacoes
quanticas (Teorema de Mermin-Wagner) (MERMIN; WAGNER, 1966)), levando a estados desor-
denados — com comprimento de correlacdo finito entre os spins — ou com ordem de quase-longo
alcance — com correlacao tipo lei poténcia. Por outro lado, um caso comum de ferrimagneto
é 0 que possui subredes de spins que se alinham antiparalelamente, mas com magnitudes de-
siguais de momento magnético, resultando em uma magnetizacdo liquida espontdnea (LIEB;
MATTIS| [1962a; |TIAN| 1994). Ferritas, como a magnetita (Fe3O,), sdo exemplos classicos de
materiais ferrimagnéticos, amplamente utilizados em eletrénica e armazenamento de dados
(KONG et al., [2018)). A figura [1|ilustra uma cadeia de spin-1/2 e spin-5/2 alternados que apre-
senta um estado fundamental ferrimagnético. A coexisténcia de spins de diferentes magnitudes
em cadeias magnéticas mistas, como observado no polimero de coordenacdo heterotrimetalico
[CuMn(L)][Fe(bpb)(CN);] - ClO4 - H,O (SOUZA et al., [2020; [SOUZA et al., [2020; SOUZA et al.,
2019), pode levar a formacdo de fases ferrimagnéticas em sistemas quase-unidimensionais.

A coexisténcia de spins de diferentes magnitudes em cadeias magnéticas mistas pode levar
a formac3o de fases ferrimagnéticas em sistemas quase-unidimensionais, um fenémeno obser-
vado em compostos como Pb3Cu3(PO4)s (BELIK et al., 2005; [MATSUDA et al., 2005) e outros
compostos (SILVA; MONTENEGRO-FILHO), [2021; |/ALMEIDA et al., {2025 [HAGIWARA et al., |1998;
HAGIWARA et al., [1999; VERDAGUER et al, [1984; YAMAGUCHI et al., |2020; MONTENEGRO-FILHO;
COUTINHO-FILHO, [2008a INASCIMENTO-JUNIOR; MONTENEGRO-FILHO, [2019; IMONTENEGRO-
FILHO; COUTINHO-FILHO, 2008b; IMONTENEGRO-FILHO; MATIAS; COUTINHO-FILHO, 2020; VE-
RISSIMO et al., |2019; VERISSIMO et al., 2023b; VERISSIMO et al. |2023a; MONTENEGRO-FILHO;
SILVA-JUNIOR; COUTINHO-FILHO, 2022), onde a competicdo entre acoplamentos intra e inter-
clusters gera platos de magnetizac3o e transicOes de fase induzidas por campo. Alguns compos-
tos de trimeros, como o fosfato Cuz(P20gOH), (HASE et al., 2020)), exibem platd na curva de
magnetizacdo e transicdes induzidas por campo, mas nao apresentam um estado fundamental
ferrimagnético.

Além das fases ferrimagnéticas e antiferromagnéticas, sistemas unidimensionais também
podem exibir fases topoldgicas, como a fase de Haldane, que é uma das mais notaveis em
cadeias 1D, caracterizada por um gap de energia e estados de borda de spin-1/2 em ca-

deias abertas (HALDANE, 1983aj; |HALDANE, (1983b; POLLMANN et al., 2012; WIERSCHEM; SEN-
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Figura 1 — Em (a) a estrutura molecular do composto ferrimagnético (4-Br—o-MePy—V)FeCl,. A molécula
é desenhada por pequenas esferas e suas ligacbes, com o distanciamento médio mostrado. Os
carbonos sdo as esferas de cor cinza; os nitrogénios sdo as de cor azul; de verde, os cloros; marrom,
os bromos; e as esferas que representam os ferros estdo de laranja. Em (b) est3 a estrutura cristalina
formando uma cadeia unidimensional ao longo do eixo indicado em (c); no qual é mostrada a
representacdo da cadeia de spins, destacando os acoplamentos J' e J, e os nitrogénios ligados ao
resto do conjunto representado por uma esfera roxa. O nitrogénio tem spin s = 1/2 e o restante
S=5/2.

| | Vo 2 WLY, Ve ALV g
N )N p 1 'ave
N — T AR A b S N
VIS w y VW
CH, FeClas ocoN —Fa.04A o—d
SN oCleBr@Fe Lo J s ¢ N\
Z [
J o d - s=1/2 Siz/Z
r S A% V V' O_

Fonte: Artigo YAMAGUCHI et al| (2020)).

GUPTA| [2014)). Experimentalmente, esta fase foi observada em diversos compostos, como
Ni(CoHgN2)2NO,(ClO,) (MISHRA et al., [2021; RENARD; REGNAULT; VERDAGUER, [2001)), Nil, (3,5 lut)4
(WILLIAMS et al, 2020), ilustrada na figura , e mesmo em sistemas de dtomos de Rydberg
(MOGERLE et al., 2025). A compreens&o de suas propriedades topoldgicas é fundamental para
a fisica da matéria condensada ((GU; WEN, 2009; WEN|, [2019)) oferecendo uma nova perspectiva
para a classificacdo da matéria e o desenvolvimento de novos materiais com funcionalidades
quanticas (VERl’SSIMO et al., |2023b} VERISSIMO et all 2023a; ROJAS et al., 2021} [CIRINO et al.,
2023a]; [FONSECA et al), [2025)).

A descricdo precisa de sistemas quanticos de muitos corpos representa um desafio compu-
tacional formidavel. O espaco de Hilbert de tais sistemas cresce exponencialmente com o
nimero de particulas, tornando a diagonalizacdo exata inviavel para cadeias com mais de al-
gumas dezenas de sitios. Embora métodos analiticos, como o Bethe Ansatz (BETHE, 1931)),
oferecam solucdes exatas para modelos integraveis especificos em 1D, a inclusdo de inte-
racdes mais realistas (como alcances diferentes, anisotropias ou estruturas mais complexas)
leva invariavelmente a cendrios intrataveis analiticamente. Nesse contexto, métodos numéricos

tornam-se ferramentas indispensaveis.

O |Density Matrix Renormalization Group (DMRG), desenvolvido por Steven White

(WHITE, 1992; WHITE, 1993), revolucionou o estudo de sistemas quanticos unidimensionais.
Este método numérico variacional é excepcionalmente eficiente para encontrar o estado fun-

damental e as excitacOes de baixa energia de hamiltonianos com interacdes de curto alcance,
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Figura 2 — Representacdo esquematica de um composto antiferromagnético com a fase de Haldane: A cadeia
é formada por esferas, onde as menores, as pretas, representam o carbono, as de cor azul sdo os
nitrogénios. As esferas verdes representam o niquel, e as roxas, as maiores, o iodo. Os hidrogénios
foram omitidos para maior legibilidade. O eixo "c"descreve a orientacdo da cadeia. No painel (b),
o ambiente local do cristal é mostrado.
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Fonte: Artigo WILLIAMS et al|(2020).

superando as limitacGes computacionais ao explorar a estrutura de emaranhamento dos es-

tados quanticos. Sua eficicia é baseada na representacido dos estados como [Matrix Product]

[States (MPS)| (SCHOLLW5CK|, [2011; OSTLUND; ROMMER, |1995)), que compactam a informa-

cdo quantica de maneira eficiente para sistemas que obedecem a lei da drea de entropia de
emaranhamento (POULIN et al, 2011; LEGEZA; SOLYOM, 2004; VIDAL et al., 2003; |CALABRESE;
CARDY, 2004; |CRAMER et al., [2006)) incluindo a investigacdo de cadeias de spin complexas e
suas propriedades de emaranhamento (VERISSIMO et al., 2019; |CIRINO et al.,, 2023b; FONSECA
et al., 2025)).

A presente dissertacdo insere-se nesse contexto, focando na investigacdo das propriedades
quanticas da cadeia T-trimeros. Este modelo, caracterizado por uma arquitetura complexa de
spins de diferentes magnitudes (spin-1 e spin-1/2) e uma topologia especifica de interacdes,
oferece um terreno fértil para explorar a competicdo entre interacdes intra (parametrizado por
Jr e Jy) e inter-trimeros (Jy) — o acoplamento principal variado foi o Jr — e a emergéncia de
fases magnéticas nao triviais, como as fases ferrimagnéticas e antiferromagnéticas discutidas.
A escolha deste modelo é motivada pela busca por andlogos de sistemas magnéticos reais
com estruturas moleculares complexas e pela curiosidade em relacao ao comportamento do

emaranhamento e dos gaps de spin em sistemas mistos.
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A estrutura desta dissertacdo esta organizada da seguinte forma:

» O Capitulo 2 fornece a base tedrica essencial, revisando os conceitos fundamentais
do magnetismo quantico, operadores de spin e o modelo de Heisenberg, preparando o

terreno para a compreensao dos sistemas investigados.

= O Capitulo 3 é dedicado aos métodos numéricos, explicando em detalhes o algoritmo
[DMRG| e o formalismo dos [MPS] Serdo apresentados os principios subjacentes a esses
métodos e a sua implementacdo pratica, com exemplos de aplicacdo a modelos de

referéncia.

= O Capitulo 4 constitui o coracdo da dissertacdo, apresentando os resultados originais
obtidos para a cadeia T-trimeros. Este capitulo detalha a analise da energia do estado
fundamental, magnetizacao local, curvas de magnetizacdao, o comportamento dos gaps
de energia, e as propriedades de emaranhamento. Serdo discutidas a identificacdo das
fases magnéticas e as transicoes de fase induzidas pelo acoplamento intra-trimero, além

de investigacdes em cadeias modificadas.

= Finalmente, o Capitulo 5 apresenta as conclusdes gerais do trabalho, sintetizando os
principais achados e suas implicacOes fisicas. Este capitulo também delineia diversas
perspectivas para trabalhos futuros, sugerindo novas direcdes de pesquisa para aprofun-

dar o entendimento deste e de outros sistemas de spin complexos.
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2 MODELOS DE SPIN

O entendimento do magnetismo em materiais - um fenémeno coletivo e macroscépico -
esta enraizado em principios fundamentais da mecanica quantica, frequentemente contrain-
tuitivos a luz da fisica classica. Este capitulo estabelece a teoria essencial para desvendar o
comportamento coletivo dos momentos magnéticos atémicos, progredindo desde a origem mi-
croscopica da interacdo de troca até modelos de spin sofisticados e suas manifestacdes em

fases topoldgicas da matéria.

2.1 DO PRINCIPIO DE EXCLUSAO AO MODELO DE HEISENBERG

A chave para desvendar a cooperacdo entre momentos magnéticos atémicos nao reside
em interacoes magnéticas classicas, que sdo tipicamente muito fracas, mas sim em uma con-
sequéncia sutil da interacdo eletrostatica de Coulomb, filtrada através das regras de simetria
impostas a particulas idénticas. No cerne da mecanica quantica reside o postulado de que
particulas idénticas, como os elétrons, sdo fundamentalmente indistinguiveis. Diferentemente
do mundo classico, onde particulas podem ser distinguidas e rastreadas, na mecanica quantica
a troca de dois férmions idénticos ndo resulta em um novo estado fisico, refletindo a natureza
indistinguivel dessas particulas. Essa indistinguibilidade n3ao decorre de limitacoes experimen-
tais, mas sim de uma propriedade intrinseca da natureza, que impoe restricoes rigorosas a
forma matematica da funcdo de onda.

A primeira e mais conhecida manifestacdo desta restricido é o Principio de Exclusdo de
Pauli, formulado por Wolfgang Pauli em 1925. Este principio, na verdade, é uma consequéncia
direta de um postulado mais profundo sobre a simetria da funcao de onda total para particulas
idénticas. A estatistica do spin estabelece uma conexao fundamental entre a simetria da funcdo
de onda e o momento angular intrinseco (spin) da particula: férmions (particulas com spin
semi-inteiro, como elétrons, prétons e néutrons) requerem funcdes de onda antissimétricas; ja
bésons (com spin inteiro, como fétons e mésons), funcdes simétricas.

Matematicamente, se W(&;,&s) representa a funcdo de onda total para duas particulas,
onde &; denota o conjunto completo de coordenadas (posicdo 7; e spin o; da particula i),
a condicdo de antissimetria para férmions é expressa como: W (&1,&) = —V(&2,&). A partir

desta exigéncia fundamental, o Principio de Exclusdo de Pauli emerge diretamente. Se dois fér-
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mions tentassem ocupar o mesmo estado quantico, teriamos &; = . Substituindo na equacdo
de antissimetria, obtemos W({, &) = —V(&y, &), uma equacdo que sb pode ser satisfeita se
W(&,&1) = 0. Isso significa que a probabilidade de encontrar dois férmions idénticos no mesmo
estado quantico é exatamente zero. A exigéncia de antissimetria é, portanto, a generalizacdo
mais rigorosa e a verdadeira origem do principio de exclus3o.

Para analisar as consequéncias energéticas da exigéncia de simetria, é (til decompor a
funcdo de onda total. Para muitos sistemas de interesse, a interacdo entre o momento angular
orbital e o spin de um elétron (acoplamento spin-6rbita) é relativamente fraca e pode ser
negligenciada em uma primeira aproximac3do. Nestes casos, a funcao de onda total pode ser
separada em um produto de uma parte puramente espacial e um fator puramente de spin:
Uiotal = Vespaciat(T1,72) X Xspin(01,02). A condicdo crucial é que a antissimetria de W,y
deve ser preservada. Isso s6 pode ser alcancado de duas maneiras possiveis para um sistema
de dois férmions: (1) A parte espacial é simétrica e a parte de spin é antissimétrica. (2) A
parte espacial é antissimétrica e a parte de spin é simétrica. Esta ligacdo inextricavel entre a
simetria espacial e a simetria de spin é a chave para a interacdo de troca.

Para dois elétrons (spin-1/2), as combinacdes de spin s3o:

» Estado de spin antissimétrico (singleto): Existe apenas uma combinacdo de spin que
é antissimétrica sob a troca das particulas 1 e 2. Este estado corresponde a um spin
total Sioral = 0 € é chamado de estado singleto: x4 = %(] 1) — | I1)). Este estado

representa os dois spins de elétrons em uma configuracao antiparalela.

= Estados de spin simétricos (Tripleto): Existem trés combinacdes de spin que sdo simé-
tricas sob a troca. Coletivamente, esses estados correspondem a um spin total S = 1

~ . . 1
e sdo chamados de estado tripleto: x, = {[ 1), 75 (| 74) + [ {1)),| }1)}. Estes estados

representam os dois spins de elétrons em uma configuracdo paralela.

A conexdo com a energia torna-se clara através da parte espacial. A simetria da funcdo de
onda espacial dita a distancia média entre os elétrons. Uma funcdo de onda espacial antissimé-
trica, da forma W4 (7, 7%) = %[wa(ﬂ)%(@) — p(71)a ()], tem uma propriedade notavel:
ela se anula quando r; = ry. Isso significa que elétrons que devem ocupar um estado espacial
antissimétrico (ou seja, aqueles com spins paralelos, no estado de tripleto) tém a probabilidade
nula de serem encontrados no mesmo ponto do espaco. Efetivamente, sdo "empurrados"para

longe um do outro por uma espécie de "repulsdo estatistica quantica". Em contraste, no estado
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espacial simétrico, a proximidade dos elétrons aumenta a energia de repulsdo. Essa diferenca
de energia, que depende puramente da orientacdo relativa dos spins através da simetria da
funcdo de onda, é a esséncia da interacdo de troca.

Para exemplificar, se faz a anélise da molécula de hidrogénio (H,) através do modelo de
Heitler-London (desenvolvido em 1927 (HEITLER; LONDON, |1927)). O célculo da energia de
cada estado usando o principio variacional introduz naturalmente duas integrais distintas e

fundamentais: a Integral de Coulomb (C):

62

C = [ @rdiraby(F)U; () o (F)(). (21)

onde e representa a carga elétrica e 7, é a distancia entre os elétrons.
Esta integral possui uma interpretacdo classica direta, representando a energia de repulsao
eletrostatica entre as nuvens de carga dos dois elétrons. E sempre uma quantidade positiva.

E a Integral de Troca (U):

e2

U = [ diradraty ()05 (72) ot (Fa) (7). (22)

47TT12

Esta integral ndo possui analogo classico. Ela surge exclusivamente dos termos “cruzados”
na funcdo de onda simetrizada, onde os rétulos dos elétrons sao trocados entre os estados
inicial e final da integral. O sinal de J n3o é necessariamente positivo e depende criticamente
da forma dos orbitais e da distancia internuclear.

A energia dos estados singleto e tripleto é entdo dada por:

C+U

Esz'ngleto = EO + 1+ A2 (23)
Cc-U

Etripleto = EO + (24)

1— 22
onde E) inclui as energias dos atomos de hidrogénio isolados e outros termos, e A é a integral

de superposicao:

N K GUAG] (2.5)

A diferenca de energia entre os dois estados é:

AE = Etripleto - Esingleto =J (26)

Para dois spins, pode-se escrever:
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5 8= (Sha— 51 - ). (27)
onde gtom =5,+5¢éo0 operador de spin total do par. Esta relacdo conecta o produto escalar
dos spins individuais ao spin total do sistema, sendo fundamental para entender a energia de
troca no modelo de Heisenberg. Utilizando esta relacao, podemos calcular o valor esperado do
produto escalar S; -5y para os estados singleto e tripleto. Os autovalores de 52 s3o s(s+1)R%
Para um (nico spin-1/2, s = 1/2, entdo 52 = 52 = 1/2(1/2 + 1)h? = 3h%/4. Para o estado
singleto (Siotar = 0), temos <5’1 . §2>sing|eto = —3h%/4. Para o estado tripleto (Siotal = 1),
temos <§1 . §2>trip|eto = +h?/4. Desta forma, a diferenca de energia entre o estado singleto e

o estado tripleto, Eq. 2.6 pode ser escrita como:

J

Sy Sy), (2.8)

e um hamiltoniano efetivo que reproduz as energias dos estados singleto (Esingieto) € tripleto

(Etripleto) ¢ dado por:

J

He = 73

S-S, (2.9)

Embora a generalizacdo direta da molécula de H, para sistemas macroscépicos ndo seja
trivial, ao considerar interacdes dominantes apenas entre primeiros vizinhos e desprezar aco-

plamentos spin-érbita, obtém-se a forma candnica do modelo de Heisenberg:

H=JY S-S, (2.10)
(i.9)

onde a soma }_, ;) € realizada sobre todos os pares de spins i € j que sdo primeiros vizinhos
na rede cristalina. A constante J determina a natureza da interacao: se J > 0, favorece o
alinhamento antiparalelo dos spins (§l . 5’] < 0), levando a uma ordem antiferromagnética;
se J < 0, favorece o alinhamento paralelo dos spins (5’2 . §j > (), resultando em uma ordem

ferromagnética.
O modelo de Heisenberg pode ser generalizado para descrever sistemas magnéticos em

diferentes dimensionalidades e geometrias de rede. O hamiltoniano também pode incluir outras

interacoes:

H= Z Jz]‘s_:z : ‘S_:] + Hanisotropia + Hcampo + ... (211)

Z'Lj
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onde J;; representa a constante de acoplamento entre os spins i e j, podendo variar dependendo
da distancia e da direcdo da ligagcdo. Hapisotropia iNClui termos que promovem o alinhamento
dos spins em direcdes preferenciais no espaco, e Hcampo representa a interacao dos spins com
um campo magnético externo. Esta formulacdo estendida do modelo de Heisenberg permite
capturar uma vasta gama de fendmenos magnéticos em materiais, demonstrando o poder de

teorias efetivas em fisica da matéria condensada.

2.2 TEOREMAS FUNDAMENTAIS

O modelo de Heisenberg unidimensional apresenta comportamentos quanticos notaveis que
desafiam a intuicdo classica e contrastam marcadamente com sistemas em dimensGes supe-
riores. Em particular, sistemas antiferromagnéticos em 1D exibem propriedades radicalmente
diferentes devido ao papel dominante das flutuacdes quanticas.

Para redes bipartidas, que podem ser divididas em subredes A e B onde todas as ligacdes
conectam apenas subredes diferentes, a ordem de Néel (configuracdo alternada de spins)
seria uma solucao natural. A Figura [3]ilustra o estado de Néel, mostrando a alternancia dos
spins em um antiferromagneto bipartido ideal. Em uma cadeia linear de spin uniforme, no
entanto, as fortes flutuacdes quanticas destroem qualquer ordem magnética de longo alcance.

Esta auséncia de ordem é formalizada pelo teorema de Shastry (SHASTRY, [1992), que

estabelece a auséncia de quebra espontanea de simetria — [Spontaneous Symmetry Breaking]

(SSB)|, em inglés — para o modelo antiferromagnético de Heisenberg 1D com spin S qualquer.

Considerando o hamiltoniano com campo alternado:

L
Hy =3 (Si+ Sipa = (1)'hS7), (2.12)

i=1
a magnetizacdo alternada no estado fundamental satisfaz:

~

N
lim. lim (@0,,] — [ @) =0, (2.13)

h—0 L—o0

onde M é o operador magnetizac3o alternada, definido como M = ¥,(—1)'S?. O Teorema
de Kaplan-Horsch-von der Linden estende este resultado para o caso sem campo externo
(HORSCH; LINDEN, (1988).

Outro resultado fundamental é o teorema de Lieb-Mattis (LM), apresentado a seguir.
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Figura 3 — Estado de Néel em 2D, mostrando a configuracdo antiferromagnética ideal com spins alternados
(azul e vermelho) e suas projecdes em S*. As setas pretas indicam a orientac3o dos spins.

¢-O--9--0
boyob
ooy s
ooy by

Fonte: Elaborada pelo autor.

Teorema 2.2.1 (Lieb-Mattis) Para sistemas bipartidos (A,B) com subredes A e B, o estado
fundamental tem spin total Sypiar = |Sa — Sg|, onde S4 € o spin maximo da subrede A, e Sp

é o spin maximo da subrede B, com degenerescéncia 25012 + 1 (LIEB; MATTIS, |1962b).

Este teorema tem implicacGes importantes. Considerando o caso de spin uniforme S e de
tamanhos |A| e | B| de subredes iguais, o spin total é nulo. Se A # B, o spin total é diferente
de zero.

A conjectura de Haldane (HALDANE, 2017)), proposta em 1983 (HALDANE, (1983a; |HAL-
DANE, 1983b) por F.D.M. Haldane se aplica a cadeias lineares com um spin-s por célula
unitaria. Ela sugere que a natureza do estado fundamental do modelo de Heisenberg antifer-

romagnético ((AFM)) unidimensional depende criticamente do valor de s:

= Spin inteiro: para spins inteiros, o sistema é massivo, o que significa que existe um
gap de energia (A > 0) separando o estado fundamental de todos os estados excitados.
As correlacoes de spin neste regime apresentam um decaimento exponencial com a
distancia (7), indicando a auséncia de ordem de longo alcance, mas com correlacdes de

curto alcance finitas.

= Spin semi-inteiro: para spins semi-inteiros, o sistema é critico, ou seja, ndo possui gap
de energia (A = 0). As correlacBes de spin decaem algebricamente com a distancia (7°),
caracteristico de um liquido de Luttinger de spin (GIAMARCHI; RUEGG; TCHERNYSHYOV,

2008).
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Haldane fundamentou sua conjectura em argumentos derivados de teoria de campos efe-
tivos e andlises topolégicas. A ideia central é mapear o modelo discreto de Heisenberg para
uma teoria de campo continua — o modelo sigma n3o-linear O(3). A presenca ou auséncia de
um termo topoldgico especifico nesta teoria de campo, determinado pelo valor do spin, dita
se o sistema terda um gap ou n3o. Para spins inteiros, o termo topolégico 6 na acdo efetiva é
nulo (0 = 0), o que permite a geracdo de massa na teoria de campo, resultando em um estado
fundamental (nico e com gap. Para spins semi-inteiros, § = 7 induz um termo topoldgico
ndo-trivial que impede a geracdo de massa, mantendo o sistema sem gap (critico).

Apesar do ceticismo inicial da comunidade cientifica, a conjectura foi amplamente con-
firmada para a cadeia S = 1 por uma combinacdo robusta de simulacdes numéricas e ex-
perimentos. Métodos como o (SCHOLLW&CK|, [2011; [MIYASHITA; YAMAMOTO, [1993)
para S = 1 mostraram claramente a existéncia de um gap de energia, com valores numéricos
proximos de A =~ 0,41.J. Experimentalmente, medicGes em compostos quasi-1D que reali-
zam cadeias de spin-1, como CsNiCl; (RENARD; REGNAULT; VERDAGUER, 2001)), forneceram
evidéncias da fase de Haldane. Compostos mais recentes, como Nil;—(3,5Iut); (WILLIAMS et
al., 2020) e Ni(CaHgN2)2NO2(ClO4) (MISHRA et al., |2021; RENARD; REGNAULT; VERDAGUER,
2001)), e mesmo em sistemas de dtomos de Rydberg (MOGERLE et al., [2025)), também demons-
traram a fase de Haldane. O modelo [AKLT] (AFFLECK et al., [1987]) forneceu uma solucgo exata
para uma cadeia de spin-1 que exibe um estado fundamental com gap, servindo como uma

realizacdo explicita da fase de Haldane.

O teorema de [Lieb-Schultz-Mattis (LSM)| (LIEB; MATTIS, |1962b), formulado em 1962,

é um pilar da teoria de sistemas de spin correlacionados, fornecendo suporte matematico
robusto a conjectura de Haldane para cadeias de spins semi-inteiros. Ele estabelece uma relacao
fundamental entre a simetria do hamiltoniano e a natureza do espectro de energia no limite

termodinamico.

Teorema 2.2.2 (Lieb-Schultz-Mattis) Para cadeias unidimensionais com acoplamentos an-
tiferromagnéticos, se o spin por célula unitaria for semi-inteiro, o sistema ndo pode ter um
gap de energia finito no limite termodindmico a campo nulo, ou seja, o estado fundamental
é degenerado ou o primeiro estado excitado é degenerado com o fundamental no limite de
cadeia infinita. Matematicamente, a cota superior para o gap de energia (E; — Ey) se anula

no limite termodindmico:
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2
0< B —Ey < 8725 , (2.14)

onde S é a magnitude do spin e L. é o comprimento da cadeia. Isto é L — oo = A — 0.

Oshikawa-Yamanaka-Affleck (OYA) (YAMANAKA; OSHIKAWA; AFFLECK, (1997)) estenderam
os argumentos do teorema LSM para sistemas sob campo magnético. Eles mostraram a pos-
sibilidade da existéncia de platés na curva de magnetizacao, desde que a seguinte condicdo

fosse satisfeita:

S, — m,, = Inteiro, (2.15)

onde S, e m, é o spin total e a magnetizacao total por célula unitéria, respectivamente.

Esta implicac3do é crucial, pois para spins semi-inteiros, o teorema prevé um comportamento
critico (sem gap).

O comportamento assintético das funcoes de correlacdo de spin, que medem como o spin
em um ponto da cadeia influencia o spin em outro ponto distante, confirma a dicotomia
prevista pela conjectura de Haldane e pelos teoremas como o [LSM] Para cadeias com spin
semi-inteiro, as correlacdes de spin decaem algebricamente com a distancia (r), muitas vezes

com modificacGes logaritmicas:

—

(S G~ (—1y YT

r

(2.16)

Para cadeias com spin inteiro, as correlacdes de spin decaem exponencialmente com a
distancia:

—

(Sy-S.) ~ (=1) €8, (2.17)

onde £ é o comprimento de correlacdo, que é finito e inversamente proporcional ao gap de
energia.

Em termos conceituais, a conjectura de Haldane e os teoremas fundamentais em 1D reve-
laram implicacGes profundas para a fisica da matéria condensada. Os teoremas fundamentais
em 1D e a conjectura de Haldane demonstraram que novas fases da matéria — fora do escopo
da descricdo de Landau — podem emergir em sistemas fortemente correlacionados. O papel
da topologia, emaranhamento e simetrias discretas, tornou-se central na moderna classifica-
cdo de fases quanticas da matéria. Isso levou ao reconhecimento de novas categorias de fases

topoldgicas (WEN, 2019).
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2.3 MODELOS DE REFERENCIA

Esta secdo explora trés modelos fundamentais que ilustram os principios da conjectura de
Haldane e introduzem conceitos-chave como estados dimerizados, fases topolégicas e o limite

de grande anisotropia.

2.3.1 Modelo de Majumdar-Ghosh (S = 1/2)

O modelo de Majumdar-Ghosh (MG) é um sistema que possui um estado fundamental
degenerado e dimerizado como solucdo exata. Seu hamiltoniano, que inclui interacdes entre

primeiros e segundos vizinhos, é dado por:

. N oL 1o -
e =% (Sz- Sp+ 55 SZ-+2> . (2.18)
=1

As propriedades fundamentais do modelo MG s3o notéveis. Ele possui estados fundamentais
exatos que sdo combinacdes de singletos entre spins vizinhos, ilustrados na Figura [4] Essa
caracteristica leva a uma quebra de simetria de periodo 1 para periodo 2, e suas correlacoes
de spin exibem um decaimento exponencial, com gap Ayg ~ 0, 38J (SANO; TAKANO), 2000)).
A origem desse gap reside na dimerizacdo induzida pela interacdo de segundos vizinhos Js,

conforme demonstrado numericamente (SANO; TAKANO, 2000).

Figura 4 — Representacdo esquematica dos estados fundamentais dimerizados no modelo de Majumdar-Ghosh.
Os circulos de cor azul indicam os spins semi-inteiros. As linhas indicam a formacdo de singletos
entre spins vizinhos. Em (a), para uma cadeia finita orientada para direita e em (b) a esquerda.

-Q -0 OO

Fonte: Elaborada pelo autor.

Embora o modelo MG descreva spins S = 1/2 (semi-inteiros), sua natureza com gap
nao contradiz a conjectura de Haldane. Isso ocorre porque a conjectura aplica-se estritamente
ao modelo de Heisenberg puro (com interacdes apenas entre primeiros vizinhos) (HALDANE,

1983a)). A inclusdo de interacdes de segundos vizinhos (representadas pelo termo .J5) intro-
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duz dimerizagdo, criando um estado massivo (AIZENMAN; DUMINIL-COPIN; WARZEL, 2020)). O
modelo de Majumdar-Ghosh, portanto, ilustra como perturbacdes especificas no hamiltoni-
ano podem levar a estados fundamentais qualitativamente diferentes, abrindo um gap em um

sistema que, de outra forma, seria critico conforme a conjectura de Haldane.

2.3.2 Modelo AKLT de S =1

O modelo exatamente solivel de Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT|) (AFFLECK et al|
1987)) apresenta um estado fundamental similar ao da cadeia de spin-1 e é fundamental para
a compreensdo das fases topolégicas protegidas por simetria. Seu hamiltoniano, que é do tipo

bilinear-biquadratica, e dado por:

. L 1 - -
HAKLT = Z (Sz : Si-i-l + g(sl : Si+1)2> . (2.19)

)

O estado fundamental do modelo é um sélido de ligagdes de valéncia (VBS)), que
possui propriedades notaveis. A construcao desse estado envolve a projecao de spins S =
1 em pares de spins S = 1/2 virtuais. As correlacdes de spin no estado decaem
exponencialmente ((Sy - S,) ~ (—1)"¢™"/¢), e o modelo possui um gap de energia exato
de AakiT = %J (AFFLECK et al) [1987)). Uma caracteristica marcante do modelo sao
seus modos de borda: em cadeias abertas, surgem spins S = 1/2 efetivos desemparelhados nas
extremidades (AFFLECK et al, (1987} MIYASHITA; YAMAMOTO)|, [1993; HAGIWARA et al., 1990). A

Figura [5] representa esquematicamente esse estado [VBS| e seus modos de borda.

Figura 5 — Representacdo esquematica do estado fundamental do modelo como um sélido de ligacGes
de valéncia . Cada spin-1 pode ser visto como uma projecdo de dois spins- 1/2 virtuais,
que formam singletos entre sitios adjacentes, deixando spins- 1/2 livres nas bordas de uma cadeia
aberta. Os circulos azuis representam os spins meio virtuais que juntos formam o spin inteiro,
dentro da elipse, e se ligam formando um tripleto. Os segmentos de reta formam a ligacdo singleto.

Fonte: Artigo |AFFLECK et al. (1987)).

O hamiltoniano bilinear-biquadrética geral para cadeias de spin-1, da qual o modelo [AKLT]

é um caso particular, é dado por:
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H = COSGZ S . §i+1 + sin@Z(gi . §i+1)2.

(2.20)

A Figura [6lS mostra o diagrama de fases do modelo bilinear-biquadratico para cadeias de

spin-1, parametrizado pelo angulo 6, que controla a competicdo entre os termos de Heisenberg

(cos0S; - S;11) e biquadratico (sin (S, - Si41)2). Cada setor do diagrama corresponde a uma

fase distinta:

translacional e formacdo de dimeros.

Fase trimerizada (7/4 < 6 < m/2): Apresenta formacdo de trimeros.

Fase Haldane (—7/4 < 6 < w/4): Inclui o ponto de Heisenberg (§ = 0) e o |AKLT

(tan @ = 1/3), caracterizada por um gap de energia (A > 0) e ordem topoldgica.

Fase ferromagnética (¢ > 7/2 e § > —37/4): Dominada pelo alinhamento paralelo

Fase dimerizada (—37/4 < 0 < —m/4): Apresenta quebra esponténea de simetria

A auséncia de um ponto critico entre os pontos de Heisenberg e ]AKLT|indica que ambos

pertencem a mesma fase topolégica (Haldane), evidenciando a robustez dessa fase contra

variacdes no hamiltoniano.

Figura 6 — Gréfico pizza do modelo bilinear-biquadratico de spin-1, parametrizado pelo angulo 6 tal que

T
2

Ferromagneto:
A=0

Trimeros:

Dimeros:
A>0

A

A=0

Haldane:
A>0

AKLT (tan6 = 3)

Heisenberg (6 = 0)

Fonte: Diagrama adaptado de (HALLER, 2014).

H(0) = £j(cos 6S; - Sji1 +sin 0(S; - Sjy1)?). A fase de Haldane, que é massiva (A > 0),
contém tanto o ponto de Heisenberg (6 = 0) quanto o ponto AKLT (6 = arctan(1/3)). Outras
fases, como a ferromagnética e a dimerizada, também s3o mostradas. A auséncia de um ponto
critico quantico entre os pontos de Heisenberg e AKLT indica que eles pertencem a mesma fase
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O modelo[AKLT] possui significado tedrico relevante. Ele ndo apenas confirmou a conjectura

de Haldane para S = 1 (AFFLECK et al., |1987)), mas também introduziu o conceito crucial de

fases topoldgicas protegidas por simetria (Symmetry-Protected Topological (SPT))) (GU; WEN,

2009). Além disso, demonstra a relacdo borda-volume caracteristica de sistemas topolégicos
(GU; WEN, 2009; WEN, [2019)) e fornece um paradigma para o estudo de estados quénticos ndo

triviais.
2.3.3 Modelo de grande anisotropia (Large-D Model)

Outro modelo paradigmatico, especialmente relevante para cadeias de spin inteiro, é o
Modelo de Grande Anisotropia (ou Large-D Model). Este modelo adiciona um termo de

anisotropia do cristal (crystal-field anisotropy, em inglés) ao hamiltoniano de Heisenberg:

H\argep = JZS; : gi+1 + DZ(S&Z)Qa (2.21)

onde D é a constante de anisotropia. Este termo favorece o alinhamento dos spins ao longo
de um eixo especifico (geralmente o eixo z) ou a sua projecdo perpendicular.

Para cadeias de spin-1, a competicdo entre o termo de troca antiferromagnética J e o termo
de anisotropia D leva a um diagrama de fases rico. Em particular, para D > J, o sistema
pode sofrer uma transicao para uma fase paramagnética trivial com um gap de energia, onde
os spins se comportam de forma quase independente. O fechamento do gap entre a fase de
Haldane e a fase paramagnética trivial do Large-D model é um fenémeno de[TFQ| que tem sido
extensivamente estudado. A Figura [f] ilustra um diagrama de fases esquematico mostrando a
transicao entre a fase de Haldane e o regime de grande anisotropia D.

O estudo do Modelo de Grande Anisotropia é importante porque demonstra como a intro-
ducdo de termos de anisotropia pode modificar fundamentalmente as propriedades de sistemas
de spin, podendo fechar o gap de Haldane e levar a uma fase paramagnética trivial, mesmo
para spins inteiros. Isso adiciona uma camada de complexidade na classificacdo e compreensao

das fases quanticas da matéria.
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Figura 7 — Diagrama de fases esquematico para o modelo de grande anisotropia (Large-D model) em cadeias
de spin-1. A figura ilustra a fase de Haldane e sua transicdo para uma fase paramagnética trivial
quando a anisotropia D é suficientemente grande. O fechamento do gap ocorre nos pontos criticos
quanticos que separam essas fases.

N

Gap

Fase de

Haldane Fase D — large

v

QCP

Fonte: Grafico adaptado de [CARR| (2010]).

2.4 FASES E ORDENS TOPOLOGICAS

Modelos como os de Heisenberg e AKLT revelam comportamentos quanticos que escapam
a descricao classica de Landau, abrindo caminho para o entendimento de fases topoldgicas.
Nesta secdo, exploramos como fases topoldgicas emergem nesses sistemas, caracterizadas por
propriedades globais ndo capturadas por parametros de ordem locais. Essas fases sdo robustas
contra perturbacdes e exibem caracteristicas (nicas, como modos de borda protegidos por
simetria. Essas propriedades se manifestam de maneira concreta em modelos especificos. Por
exemplo, o modelo AKLT ilustra uma fase topolédgica protegida por simetria Zy x Zs (WEN,
2019; TASAKI, [2020)), com modos de borda que persistem mesmo na presenca de desordem
local.

A teoria de Landau tem sido o pilar para a compreensdo e classificacio das fases da
matéria, baseando-se no conceito de quebra espontanea de simetria e na introducao de um
parametro de ordem local. No entanto, o campo da fisica da matéria condensada testemunhou
uma revolucdo com a descoberta e o aprofundamento das fases topoldgicas, que representam
um novo e profundo paradigma, transcendendo a descricao tradicional de Landau.

Fases topoldgicas possuem propriedades intrinsecas que lhes conferem estabilidade frente
a perturbacdes locais e que n3o se manifestam por pardmetros de ordem convencionais. Suas
caracteristicas-chave incluem a auséncia de quebra de simetria espontanea (SSBJ) (WEN,

2019). Além disso, exibem um gap de energia no espectro (WEN, [2019)), implicando que



38

o bulk do sistema é isolante, e uma ordem nao-local codificada em emaranhamento
quantico (WEN, 2019). Esta ordem de longo alcance, baseada em emaranhamento, sustenta
tal estabilidade de forma ndo trivial. As transicoes entre fases topolégicas — com topologias
diferentes — exigem o fechamento do gap de energia, caracterizando mudancas genuinas de
fase, ainda que sem um parametro de ordem local.

Uma subclasse importante e amplamente estudada de fases topolégicas sdo as Fases
Topolégicas Protegidas por Simetria (SPT)). Estas fases sdo topologicamente nao-triviais
apenas na presenca de certas simetrias globais do hamiltoniano, o que confere protecdo a sua
natureza topoldgica. As fases exibem caracteristicas especificas: (i) um bulk com gap
com estado fundamental Ginico em geometrias fechadas (GU; WEN, 2009), similarmente
a outras fases topoldgicas; (ii) a presenca de modos de borda robustos em sistemas
abertos (GU; WEN, 2009), que sdo estados exdticos localizados nas extremidades do sistema e
protegidos pelas simetrias. Para a fase de Haldane (S = 1), por exemplo, os modos de borda
comportam-se como spins efetivos S = 1/2 (RENARD; REGNAULT; VERDAGUER, 2001)).

No modelo [AKLT| uma evidéncia da ordem topoldgica pode ser detectada por um operador

de ordem de string nao-local, que se mantém nao-nulo a longas distancias:

Ouring = lim _(S7e’™Skein i) 0, (2.22)

li—j|—o00
A Figura [8| oferece uma visdo geral da classificacao das fases quanticas com gap, distin-
guindo entre aquelas com e sem quebra de simetria espontanea, e a natureza de seu emaranha-
mento. Este diagrama contextualiza as fases (como a de Haldane) como um subgrupo
das fases topolégicas que n3o exibem quebra de simetria e possuem emaranhamento de curto
alcance.

S
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Figura 8 — Classificacdo geral das fases quanticas com gap, organizada com base na presenca de quebra de
simetria espontinea e na natureza de seu emaranhamento quéntico. As fases SPT, como a fase de
Haldane, sdo caracterizadas por emaranhamento de curto alcance e auséncia de quebra de simetria,
mas s3o topologicamente distintas das fases triviais. A ordem topolégica intrinseca, por outro lado,
é definida pelo emaranhamento de longo alcance.

Fases com gap
da matéria
quantica

Emaranhamento de
longo alcance
(com ordem
topoldgica)

Emaranhamento de
curto alcance
(sem ordem
topoldégica)

Sem quebra
de simetria

Com quebra
de simetria

Com quebra
de simetria

Sem quebra
de simetria

Fase Fase com FEEDED Liquido de spin
ferromagnética ditmeros Fase trivial Haldane com || Supercondutor FQH a uiral P
de Ising ! spin impar q

Fonte: Diagrama adaptado de .
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3 DMRG

A descricao precisa de sistemas quanticos de muitos corpos, como as cadeias de spin, é
um dos principais desafios da fisica da matéria condensada. Isso se deve, principalmente, ao
crescimento exponencial do espaco de Hilbert, cuja dimensao aumenta drasticamente com o
numero de particulas no sistema. Para um sistema com N sitios e d graus de liberdade locais
por sitio (por exemplo, d = 2 para um spin-1/2), a dimens&o total do espaco de Hilbert é

dada por:

dim H = d~ (3.1)

Essa dependéncia exponencial torna invidvel a diagonalizacao exata ou a anélise analitica
completa mesmo para valores moderados de N. Por exemplo, uma cadeia com apenas 20
spins-1/2 (N = 20, d = 2) j4 possui um espaco de Hilbert com 2%° = 1.048.576 estados — e
esse nlimero cresce rapidamente com cada sitio adicional.

Embora métodos analiticos, como o Bethe Ansatz (BETHE, 1931, tenham oferecido
solucGes exatas e insights fundamentais para modelos unidimensionais ideais, sua aplicacdo é
limitada a hamiltonianos integraveis especificos. A introducao de interacoes mais realistas —
como interacdes de longo alcance, anisotropias, desordem ou o aumento da dimensionalidade
— leva, em geral, a situacOes para as quais ndao ha solucao analitica conhecida. Nesses casos,
o estudo do sistema exige o uso de métodos numeéricos capazes de contornar a explosdo
combinatdria do espaco de Hilbert.

E nesse cenario que o Density Matrix Renormalization Group (DMRG) surge como
uma ferramenta computacionalmente eficiente e versatil. Diferente de abordagens que tentam
lidar com o espaco de Hilbert completo, o DMRG explora a estrutura de entropia de emara-

nhamento presente em sistemas unidimensionais. Isso permite uma truncagem inteligente do

espaco de estados, focando nos graus de liberdade mais relevantes (SCHOLLW&CK|, 2011} ?7?).

3.1 O ALGORITMO DMRG

O método DMRG surgiu no inicio da década de 1990 como uma resposta a limitacdo dos
métodos numéricos convencionais, especialmente para sistemas fortemente correlacionados em

uma dimens3o. Desde ent3o, tornou-se uma das ferramentas mais confiaveis e precisas para o
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estudo do estado fundamental e de excitacoes de baixa energia em cadeias de spin, sistemas
fermonicos e bosdnicos unidimensionais. Sua eficiéncia e acuracia tornaram-no indispensavel
em pesquisas de fisica da matéria condensada, quimica quantica e até mesmo em simulacGes
de computacdo quantica (WU et al., 2024).

Desenvolvido por Steven White em 1992 (WHITE, 1992), o DMRG revolucionou o estudo de
sistemas unidimensionais ao oferecer uma abordagem eficiente para obter o estado fundamental
e estados de baixa energia. O DMRG pode ser visto como uma evolucdo do conceito de
Grupo de Renormalizacdo (RG) de Wilson (Wilson, |1975)), originalmente concebido para
sistemas em espaco real. O RG de Wilson apresenta limitacdes quando aplicado a sistemas
quanticos (WHITE, 1992). O DMRG supera essas dificuldades ao introduzir a utilizacdo da

matriz densidade reduzida para selecionar a base de estados:

pa = Trp ([¢) (V]), (3.2)

onde Trp denota o traco parcial sobre os graus de liberdade do subsistema B, privilegiando o
estudo do sistema principal A. Este procedimento garante que apenas os graus de liberdade
mais relevantes permanecam no sistema simulado.

A ideia central por tras do DMRG é a truncagem adaptativa do espaco de estados.
Em vez de tentar lidar com o espaco de Hilbert completo — uma tarefa impossivel para sistemas
maiores — o0 DMRG constréi iterativamente um subespaco otimizado que contém os graus de
liberdade mais relevantes para descrever o estado de interesse (geralmente o estado funda-
mental). Essa relevancia é determinada pela entropia de emaranhamento, uma medida de
quao emaranhado um subsistema estd com o restante.

O DMRG opera construindo o sistema gradualmente, sitio por sitio ou bloco por bloco @D
e otimizando a representacdo do estado a cada passo. O processo pode ser conceitualmente

dividido em dois formatos: o algoritmo infinito e o algoritmo finito.

3.1.1 Algoritmo Infinito

O algoritmo infinito do DMRG expande progressivamente o sistema, adicionando sitios e
renormalizando blocos em cada iteracao. Na pratica, entretanto, o interesse em sistemas de
tamanho fixo é mais comum, demandando a transicdo para o algoritmo finito.

O processo iterativo do algoritmo infinito segue os passos, ilustrados na Figura [10}
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Figura 9 — Objetos usados no DMRG. (a) Sitio unitério; (b) Bloco de miltiplos sitios; (c) Bloco estendido
(bloco + sitio ponte); (d) Superbloco (sistema completo).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

1. Inicializacdo: Comeca-se com dois blocos minimos (ex: um sitio para o bloco esquerdo

e um para o direito) e dois sitios centrais como ponte.

2. Formacao do Superbloco: Combina-se o bloco esquerdo atual, um novo sitio, ou-
tro novo sitio e o bloco direito atual na configuracdo étima “bloco-sitio-sitio-bloco”

(SCHOLLW&CK, 2011)).

3. Diagonalizacao do Hamiltoniano: O hamiltoniano do Superbloco é diagonalizado

para encontrar o estado alvo (tipicamente o estado fundamental).

4. Construcdo da matriz densidade reduzida: Para o bloco esquerdo estendido (bloco
original + primeiro novo sitio), constrdi-se a matriz densidade reduzida tracando sobre

os graus de liberdade do ambiente (segundo novo sitio + bloco direito).

5. Truncagem adaptativa: Diagonaliza-se a matriz densidade reduzida e mantém-se ape-
nas os m autovetores correspondentes aos maiores autovalores, formando uma nova base

truncada que preserva os graus de liberdade mais relevantes.

6. Atualizacao do bloco: O bloco esquerdo estendido, agora representado na nova base
truncada, torna-se o novo bloco esquerdo. Repete-se o processo simétrico para o bloco

direito.
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7. lteracao: Repetem-se os passos 2-6 até convergéncia da energia e observaveis, indicando

aproximac¢do ao limite termodindmico (OSTLUND; ROMMER, [1995)).

3.1.2 Algoritmo Finito

Apbs a expansao inicial via algoritmo infinito, o método finito realiza varreduras de refina-
mento, durante as quais o tamanho total do sistema permanece constante. Nessas varreduras,
os blocos ‘sistema’ e ‘ambiente’ sdo redimensionados e reotimizados ao mover iterativamente
o ‘centro’ do Superbloco através da cadeia. Nesta fase, os blocos sdo sistematicamente ex-
pandidos e contraidos, movendo a “janela” de otimizacdo ao longo da cadeia. Ela se move
de uma ponta a outra, refinando o estado fundamental e a representacdo dos blocos em cada

passo. A figrua [L1] exemplifica os passos para uma Unica varredura.

Figura 10 — Representacdo esquemética da primeira iteracdo do DMRG. (1) Adic3o dos sitios-ponte; (2) For-
mac&o do Superbloco inicial; (3) Atualizacdo do bloco direito ap6s truncagem.

° °
oleoeoo
o oo
o0 o0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em cada passo de uma varredura, um novo sistema é formado por dois blocos (um a
esquerda, um a direita) e os dois sitios centrais. O hamiltoniano é construido e seu estado
fundamental (ou outro estado de interesse) é determinado. A matriz densidade reduzida
de um dos blocos (por exemplo, o bloco da esquerda) é computada a partir desse estado

fundamental. Os autovetores de maior autovalor encontrados a partir da matriz reduzida s3o
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usados para formar uma nova base truncada para o bloco. Isso descarta as componentes menos
emaranhadas do estado, mantendo apenas os graus de liberdade mais relevantes. O processo
de formacao da nova base é repetido para os outros blocos.

A varredura continua até que a energia do estado fundamental convirja para um valor es-
tavel, indicando que a representacdo dos blocos e do estado estdo otimizadas. O procedimento
de varredura é uma otimizacdo poderosa que aumenta significativamente a precisdo para sis-
temas finitos. Ao mover iterativamente o “centro” do Superbloco através da cadeia (primeiro
para a direita, depois para a esquerda), ele garante que todos os sitios sejam tratados como
parte do “sistema” ou do “ambiente” em diferentes pontos refinando sistematicamente a base
de estados e corrigindo as aproximacdes feitas durante a etapa de crescimento do algoritmo
infinito. Isso leva a uma precisao significativamente maior para sistemas finitos, reduzindo o
impacto das aproximacoes iniciais. Multiplas varreduras s3o realizadas até que a energia e
outras observaveis convirjam para uma precisdo desejada, indicando que o estado fundamental
foi determinado com precisao para o sistema finito. A Figura|l1|ilustra o processo de varredura.

Em cada passo de uma varredura, um novo sistema é formado por dois blocos (um a
esquerda, um a direita) e os dois sitios centrais. O hamiltoniano é construido e seu estado
fundamental (ou outro estado de interesse) é determinado. A matriz densidade reduzida
de um dos blocos (por exemplo, o bloco da esquerda) é computada a partir desse estado
fundamental. Os autovetores de maior autovalor encontrados a partir da matriz reduzida s3o
usados para formar uma nova base truncada para o bloco. Isso descarta as componentes menos
emaranhadas do estado, mantendo apenas os graus de liberdade mais relevantes. O processo
de formacao da nova base é repetido para os outros blocos.

A varredura continua até que a energia do estado fundamental convirja para um valor es-
tavel, indicando que a representacdo dos blocos e do estado estdo otimizadas. O procedimento
de varredura é uma otimizacdo poderosa que aumenta significativamente a precisdo para sis-
temas finitos. Ao mover iterativamente o “centro” do Superbloco através da cadeia (primeiro
para a direita, depois para a esquerda), ele garante que todos os sitios sejam tratados como
parte do “sistema” ou do “ambiente” em diferentes pontos refinando sistematicamente a base
de estados e corrigindo as aproximacdes feitas durante a etapa de crescimento do algoritmo
infinito. Isso leva a uma precisdo significativamente maior para sistemas finitos, reduzindo o
impacto das aproximacoes iniciais. Multiplas varreduras s3o realizadas até que a energia e
outras observaveis convirjam para uma precisdo desejada, indicando que o estado fundamental

foi determinado com precisao para o sistema finito. A Figura|L1|ilustra o processo de varredura.
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Figura 11 — Modelo iterativo do DMRG representado esquematicamente. O processo de varredura é mostrado
por etapas: bloco da esquerda crescendo; bloco da esquerda restando apenas um sitio; a virada,
com o bloco da direita diminuindo até restar um sitio; por fim, o bloco da esquerda voltando a
diminuir até voltar ao tamanho original. Assim, uma varredura é completada.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Este processo iterativo de construcdao de blocos, célculo da matriz densidade reduzida e
truncagem, garante que o DMRG mantenha os graus de liberdade mais importantes a medida
que o sistema cresce, permitindo a exploracdo eficiente de sistemas de muitos corpos em uma
dimensdo.

Com a estrutura refinada pelos dois algoritmos, o DMRG estad pronto para representar

eficientemente estados altamente correlacionados em 1D.

3.1.3 Matriz Densidade Reduzida e Truncagem

A eficiencia do DMRG em lidar com a complexidade exponencial do espaco de Hilbert
decorre de uma propriedade fundamental dos estados quanticos de baixa energia em sistemas
unidimensionais: a lei da area para a entropia de emaranhamento (POULIN et al, [2011;
LEGEZA; SOLYOM, 2004; VIDAL et al| 2003; ICALABRESE; CARDY, 2004; |CRAMER et al., 2006).
Para a maioria dos estados fundamentais em 1D com gap de energia (ou seja, ndo criticos), a

entropia de emaranhamento entre um bloco e o restante do sistema permanece aproximada-
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mente constante, independentemente do tamanho do bloco. Isso contrasta com o crescimento
linear em dimensoes superiores ou com o crescimento logaritmico para sistemas criticos em
1D.

Essa propriedade permite uma descricdo eficiente dos estados fundamentais em 1D: a
quantidade de informac3o relevante esta limitada a um ndmero reduzido de graus de liberdade,
mesmo para sistemas extensos. O DMRG explora essa estrutura por meio da matriz densidade
reduzida. Para um sistema bipartido em dois subsistemas, A (o bloco) e B (o ambiente),
com o sistema total em um estado puro [¢), a matriz densidade reduzida de A (3.2)). Os
autovalores \; de p4 representam as probabilidades associadas aos autoestados do subsistema
A. A soma desses autovalores é sempre igual a 1.

A truncagem ¢ realizada selecionando os m autoestados correspondentes aos maiores
autovalores )\;. Esses estados formam uma nova base truncada para o bloco A. Os autovalores
negligenciados — associados a estados com baixa probabilidade e pequena contribuicdo para
o emaranhamento — sdo descartados. O niimero m (conhecido como bond dimension) é um
parametro chave do DMRG: valores maiores de m garantem maior precisdo, mas aumentam
o custo computacional.

A entropia de emaranhamento, definida como:

quantifica o grau de correlacdo entre o bloco A e o ambiente B. Para sistemas com gap,
os autovalores da matriz densidade reduzida tendem a decair rapidamente, permitindo uma
truncagem eficiente com pouca perda de informacdo. Ja& em sistemas criticos, o crescimento
logaritmico da entropia exige valores maiores de m para manter a mesma precisao, tornando

as simulacdes mais custosas.

3.2 ESTADOS DE PRODUTOS DE MATRIZES (MPS)

O Density Matrix Renormalization Group (DMRG) n3o é apenas um algoritmo nu-
mérico; ele constréi implicitamente uma classe especifica de estados quanticos que se mostrou
extremamente poderosa para descrever sistemas unidimensionais: os Estados de Produtos
de Matrizes (Matrix Product States - MPS). O formalismo MPS fornece uma represen-

tacdo compacta e eficiente para estados quanticos de muitos corpos que obedecem a lei da
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area de entropia de emaranhamento, que ja discutimos. De fato, o sucesso do DMRG pode
ser compreendido como a sua capacidade de otimizar um estado do tipo MPS para encontrar

o estado fundamental de um dado Hamiltoniano.

3.2.1 Formalismo MPS

Um estado quéntico de N sitios, [¢)), geralmente exigiria um ndmero exponencial de

coeficientes C,,,,..»y, Pode ser escrito na forma MPS como:
)y = Y AGAZ - AR o --on) . (3.4)
01y sON

Figura 12 — Método do MPS ilustrado. Inicialmente um tensor com muitas entradas é fatorado em varias
matrizes.

C )

W) = > Cioyloo.-.on)
{oi}

W) = > (Al Al (o o)
{oi}

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nesta expressao, cada AEJ] é uma matriz associada ao sitio j e ao estado local o; (e.g.,
spin up ou spin down). Para o primeiro e ultimo sitios, as matrizes se reduzem a vetores — do
tipo 1 X m no primeiro sitio e m x 1 no dltimo —, enquanto para os sitios intermediarios sdao
matrizes de dimensdo m;_; X m;. As dimensbes m; sdo conhecidas como bond dimensions
(ou dimensdes de ligacdo) e sdo diretamente relacionadas ao parametro m discutido no DMRG.
A cada ligagdo (ou “bond") entre os sitios j e j + 1, a dimensdo m; limita o nimero de
estados virtuais que podem ser emaranhados, e é essa limitacdo que torna a representacao

MPS eficiente.
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A grande vantagem do formalismo MPS é que o niimero de parametros necessarios para
representar o estado cresce linearmente com o ndmero de sitios, N x d x m? (onde d é a
dimens3o local e m é a bond dimension méxima), em contraste com o crescimento exponencial
da representacdo completa do vetor de estado.

O DMRG, em sua esséncia, é um algoritmo variacional que otimiza os tensores (as matrizes
A?j}) de um estado MPS para encontrar o estado fundamental de um hamiltoniano. A varredura
de um lado para o outro na cadeia, a construcao dos blocos e a truncagem pela matriz
densidade reduzida sdo, de fato, operacdes que atualizam e otimizam esses tensores MPS,
minimizando a energia do sistema. Portanto, um estado fundamental obtido via DMRG ¢é

intrinsecamente um estado MPS otimizado.

3.2.2 Lei da Area e Eficiéncia do MPS

A eficacia dos MPS na descricio de estados fundamentais de sistemas unidimensionais
com gap — ou seja, sistemas com um gap de energia finito entre o estado fundamental e
o primeiro excitado — é justificada pela lei da area para a entropia de emaranhamento
(SCHOLLWéCK, 2011; |CRAMER et al., [2006; ICALABRESE; CARDY, [2004; |LEGEZA; SOLYOM, 2004;
VIDAL et al, 2003). Nesses sistemas, a entropia de emaranhamento de um subsistema de
tamanho L em uma cadeia infinita tende a saturar em um valor constante, S ~ const., inde-
pendentemente de L. Isso significa que a quantidade de informacdo necessaria para descrever
o emaranhamento entre duas partes do sistema nao cresce com o tamanho das partes, mas
apenas com a “fronteira” entre elas — que, em 1D, é um unico ponto.

Essa caracteristica é crucial porque a bond dimension m de um MPS determina a quan-
tidade de emaranhamento que o estado pode representar. Especificamente, a entropia de
emaranhamento S esta limitada por S < log, m. Assim, para sistemas que obedecem a lei
da area, um valor constante e finito de m é suficiente para representar o estado com alta
fidelidade.

Em contraste, para sistemas criticos unidimensionais — como a cadeia de Heisenberg
de spin-1/2 — a entropia de emaranhamento cresce de forma logaritmica com o tamanho

do subsistema: S ~ £1In L, onde c é a carga central da teoria de campos conformes que

c
3
descreve o ponto critico. Nesses casos, a bond dimension m deve crescer polinomialmente
com o sistema para manter a mesma precisdo, tornando as simulaces com DMRG/MPS mais

desafiadoras, embora ainda bastante eficientes quando comparadas a outras abordagens.
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3.3 IMPLEMENTACAO PRATICA: O PACOTE ITENSOR

Compreender a teoria e os algoritmos por trds do DMRG e dos MPS é essencial, mas
a aplicacao pratica em problemas reais exige ferramentas computacionais robustas. Diversas
bibliotecas implementam o DMRG e operacées com redes de tensores. Nesta dissertacdo,
utilizamos o pacote ITensor (Intelligent Tensor) (FISHMAN; WHITE; STOUDENMIRE, 2022).

O ITensor é uma biblioteca de cédigo aberto, com versées em C++ e Julia. Sua versdo
em Julia (ITensor. j1) oferece desempenho elevado aliado a uma interface expressiva, sendo
projetada especificamente para calculos envolvendo redes de tensores como MPS e MPO
(Operadores de Produto de Matrizes).

Entre suas principais caracteristicas, destacam-se:

» Interface intuitiva: ITensor abstrai os detalhes de baixo nivel da manipulacdo de ten-
sores, facilitando a implementacdo de algoritmos sofisticados. Sua sintaxe baseada em
indices é fortemente inspirada na notacao de Einstein, tornando o cédigo mais legivel e

préximo da notacdo tedrica.

= Aproveitamento de simetrias: O pacote permite incluir simetrias explicitas no sistema
(como conservagdo de S* ou niimero de particulas), reduzindo significativamente o custo

computacional ao trabalhar apenas no subespaco relevante do espaco de Hilbert.

» Desempenho elevado: Escrita em Julia, a biblioteca combina a flexibilidade de uma
linguagem de alto nivel com desempenho comparavel ao C++. Isso torna viavel a simu-

lacdo de sistemas extensos ou altamente correlacionados com eficiéncia.

» Ecossistema e documentacao: O ITensor se integra bem com o ecossistema de Julia
para computacao cientifica, paralelizacao e visualizacdo, e conta com documentacao

extensa, exemplos claros e uma comunidade ativa.

A seguir, apresentamos um exemplo de cédigo baseado na légica do ITensor.jl, que

implementa uma simulacdo DMRG para uma cadeia de spin-1/2 com interacdo de Heisenberg:

using ITensors

N = 100 # NUmero de sitios

sites = siteinds("S=1/2", N) # Conjunto de sitios de spin-1/2
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# Construcdo do Hamiltoniano de Heisenberg
ampo = OpSum()
for j = 1:N-1
ampo += "Sz", j, "Sz", j+1
ampo += 0.5, "S+", j, "S-", j+1
ampo += 0.5, "S-", j, "S+", j+1
end

H = MPO(ampo, sites)

# Estado inicial aleatério com dimensdo de ligacdo inicial 10

psi® = randomMPS(sites, 10)

# Parametros do DMRG

nsweeps = 10

[20, 40, 80, 100, 200]
[1E-8]

maxdim

cutoff

# Execucdo do algoritmo

energy, psi = dmrg(H, psi®; nsweeps, maxdim, cutoff)

println("Energia do estado fundamental = $(energy)")

Esse exemplo ilustra como o ITensor facilita a construcdo de Hamiltonianos, definicdo de
estados iniciais e execucdo do DMRG com controle preciso sobre os parametros numéricos. A
clareza da estrutura permite focar no modelo fisico e em sua interpretacdo, sem se perder em

detalhes técnicos de implementacao.

3.3.1 Cadeia de Spin-1/2 antiferromagnética de Heisenberg

A anilise do estado fundamental de uma cadeia de Heisenberg com spin S = 1/2 e
acoplamento antiferromagnético exige atenc3do a diversos aspectos sutis. O acoplamento deste

tipo, para o caso do hamiltoniano de Heisenberg isotrépico (Equacdo na Secdo 2.1) é dado
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por J > 0, pois assim o perfilamento antiparalelo é preferido pelos spins. Nesse caso, haveria
a formac3do de um antiferromagneto. Contudo, como demonstrado pelos teoremas de Shastry
(SHASTRY], [1992)) e Lieb-Mattis (LIEB; MATTIS| [1962b) (2.2.I), as flutuacdes quanticas em
uma dimensdo s3o fortes o suficiente para impedir a formacdo de ordem magnética de longo
alcance.

Para o caso descrito, foram simulados cinco tamanhos de cadeia N (100, 200, 300, 400 e
500) e a energia foi colhida. Na figura , é apresentada a energia por sitio Ey/N em funcdo
do inverso do tamanho da cadeia.

Figura 13 — Energia do estado fundamental de uma cadeia de Heisenberg com spin S = 1/2 em funcio do
nimero inverso de sitios. De vermelho estdo os pontos obtidos pela simulacdo. O ajuste linear dos
mesmos é representado pela reta preta. Foram simulados cinco tamanhos de cadeia N = 100,
200, 300, 400 e 500.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Através do ajuste linear, é possivel extrapolar o valor da energia por sitio para o limite

termodinamico, isto é, N — oo. Foi obtido o valor de Ey/N = —0,443120, valor que esta
consonante com o previsto pelo Bethe Ansatz: Ey/N = —0,44317 (BETHE, 1931; WHITE,
1992).

3.3.2 Cadeia de Heisenberg e Modelo AKLT (Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki) de
Spin-1

O modelo AKLT (AFFLECK et al., (1987) é um marco tedrico para a fase de Haldane. Seu
estado fundamental é um spin liquid com ordem topoldgica, explicitando propriedades-chave

como bordas magnéticas e um gap robusto. Sua inclusao aqui serve como referéncia para
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validar n3o apenas nosso método numérico, mas também a transicdo de fases na cadeia de
spin-1 de Heisenberg.

A energia por sitio e os estados de borda do modelo AKLT e da cadeia de spin-1 é analisada
a seguir. Na figura [14a| é exibida a energia por sitio da cadeia de spin-1 e na figura é

mostrada para o caso AKLT.

Figura 14 — Energia do estado fundamental por sitio de cadeias quanticas em funcido do nimero inverso de
sitios. De vermelho est3o os pontos obtidos através da simulacdo e de preto estd a reta que foi
ajustada através dos mesmos. Foram simulados cinco tamanhos de cadeia N = 100, 200, 300,
400 e 500.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Da mesma forma, para cadeias de mesmos N, os graficos sdo lineares. O mesmo ajuste foi
feito, fornecendo energias de —0.589839 para o caso Heisenberg e —0.701978 para o AKLT,
respectivamente (WHITE, 1992; |AFFLECK et al., |1987)). Apesar da previsdo tedrica para o caso
AKLT ter um offset de valor 1/3 (referente a constante no Hamiltoniano, Equacéo , 0s
resultados correspondem as previsoes.

Pelo fato de ser uma fase topoldgica, a cadeia de S = 1 de Heisenberg com o acopla-
mento antiferromagnético possui caracteristicas préprias, como a formacao dos estados de
borda (MIYASHITA; YAMAMOTO) 1993; HAGIWARA et al., 1990). Esse fendmeno se deve a fra-
cionalizacdo dos spins, que, ao serem excitados, formam quase-particulas com o valor de spin
semi-inteiro, conhecidas como magnons, as quais se concentram nas bordas. Esse compor-
tamento resulta em uma separacdo clara entre os estados de borda — onde as excitaces
se concentram — e o Bulk State, a regido central da cadeia caracterizada por magnetiza-
cdo liquida praticamente nula. Tal separacdo confere robustez a cadeia contra perturbacdes

externas, protegendo a integridade do estado fundamental.



53

Os spins da borda, para o caso de N finito, levam a uma degenerescéncia quadrupla: afinal,
eles se acoplam podendo formar um singleto ou trés tripletos. No limite termodinamico, a
degenerescéncia some, resultando no estado fundamental tnico. Para visualizar esses estados
de borda, se acopla um spin 1/2 a cadeia de spin 1 com N = 60 sitios. O resultado é
apresentado na Figura[15] O ajuste foi feito com o intuito de captar o comportamento devido

ao Bulk State, assim, considerou-se o efeito entre os spins i = 20 e i = 40.

Figura 15 — Energia do estado fundamental por sitio de cadeias quanticas em funcdo do ndmero inverso de
sitios. De vermelho est3o os pontos obtidos através da simulacdo e de preto estd a reta que foi
ajustada através dos mesmos. Foram simulados cinco tamanhos de cadeia N = 100, 200, 300,
400 e 500.

-1,388 0
-1,39
-1,392

EO-1,394
m

— Ajuste linear
e DMRG

— Ajuste
e DMRG

log(S")

-1,396
-10

-1,398

-1,4

0002 0,004 0006 0008 001 130 0 0 60
1/N 1

(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como esperado, as cadeias tanto de spin 1 quanto AKLT possuem decaimento exponencial
das funcdes de spin. Com as excitacdes concentradas nas bordas, a magnetizacdo local cai
rapidamente em direcdo ao centro, para depois subir novamente, como mostrado na Figura[I5b|
para o caso AKLT. Com o acoplamento de um spin 1/2 em [15a| é possivel quebrar a excitacdo
inicial, tendo neste caso concentracdo somente no final. Substituindo a magnetizacao local no
eixo y pelo logaritmo do médulo do mesmo, em funcdo do i-ésimo sitio, obtém-se uma reta.
Com o ajuste linear em escala logaritmica, é possivel extrair o comprimento de correlaciao que
é o inverso do coeficiente linear — conforme previsto pela Equacdo na Secdo 2.2. Os
valores coincidiram com os existentes na literatura, sendo £ = 6.031 para o caso spin 1 (tal
qual o observado por White) (WHITE, |1992) e de £ = 0.9102 no caso AKLT (AFFLECK et al.,
1987)).

Esses spins na borda levaram os autores Affleck et al. a prepararem um estado de produto

de singletos para o estado fundamental de spin 1. Ao simetriza-los, é possivel obter S;,;; = 1.
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Inclusive, essas razdes, tais quais a formacdo da borda e do Bulk State, se misturam com
a existéncia de um poco de energia entre o estado fundamental e os excitados. Para chegar
no S* = 2, o primeiro excitado, é preciso “vencer” primeiro o tripleto — também conhecido
como tripleto de Kennedy (KENNEDY, 1990) — formado pelos spins da borda que se acoplam.
E preciso superar o gap de Haldane de valor Ay = 0.41.J (WHITE, 1992).

Para tanto, as energias dos estados S* = 2 e S* = 1 também foram simuladas para os
mesmos valores de N. Os resultados s3o obtidos ao subtrair o segundo do primeiro. Também

coincidiram com a previsdo tedrica, mostrados na Tabela [1]

Tabela 1 — Gap de Haldane da cadeia de spin S = 1 comparado com o modelo AKLT.

1/N Gap Heisenberg S =1 Gap AKLT

0.010 0.417622 0.350804
0.005 0.413184 0.35106

0.003 0.413099 0.350989
0.002 0.413098 0.350987
0.002 0.413101 0.351190

Fonte: Elaborada pelo autor (2025)

Outro estudo importante, talvez o principal, é a curva de magnetizacdo das cadeias. Ela
é obtida a partir das diferencas de energia entre estados consecutivos de magnetizacdo total

S#. O campo necessario para induzir a transicdo entre esses estados é dado por

E(S. + 1) — E(S.) = hy, (3.5)

onde h; é o campo necessario para levar para o proximo estado da fila.

Assim, foi necesséario simular todos os valores de S* das cadeias. O objetivo é plotar a
magnetizacdo m normalizada (isto é, dividida pela quantidade de sitios) em funcdo do campo
aplicado h;. As curvas foram feitas para trés tamanhos de cadeia (IV = 40, 80 e 120) para trés
casos de Heisenberg e o AKLT. Além do caso de spin um e spin meio, também foi feito para
uma cadeia mista destes mesmos spins, alternadamente dispostos. O resultado é anunciado
na Figura [16]

Como previsto, é possivel ver a representacdo do gap nos casos spin 1 e AKLT, mostrado
nas Figuras[16b] e [I6d| através dos platds presentes no inicio das curvas. Da mesma forma que

ndo ha no caso de spin meio (Figura [L6a]), somente uma curva que cresce monotonicamente
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Figura 16 — Curvas de magnetizacdo (m) em funcdo do campo magnético externo (h) para diferentes con-
figuracdes de cadeia e tamanhos N. Resultados para N = 40, 80 e 120. Cadeia de Heisenberg
S=1/2. Cadeia de Heisenberg S=1. Cadeia mista de Heisenberg com spins alternados. Cadeia

AKLT S=1.
(a) (b)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

— com excecdo do plato esperado para o S* maximo, o caso saturado em todas as curvas
de magnetizacdo. Com o aumento de N, mais precisa a representacao e degraus menores s3o
mostrados.

A Figura [16d também possui um platd no inicio, apesar de ndo ser uma cadeia de spin S
inteiro. Este plato, por outro lado, é diferente, ndo se trata de um devido ao gap de Haldane,
mas surge por conta da mistura de spins. A normalizacao da curva foi feita pela divisao do
ndmero de dimeros ny = N/2. Esse caso n&o se trata de estados desordenados como foi visto
nas seces de spin semi-inteiros e inteiros, é um caso de ordenamento ferrimagnético da cadeia
de Heisenberg. Com o intuito de minimizar a energia, os spins de valor S diferentes apontam
em sentidos opostos. O resultado é um estado fundamental com magnetizacdo m = S?%/2.

Esse platd é consistente com a condicdo de quantizacao da magnetizacao prevista pelo critério

de Oshikawa-Yamanaka-Affleck (OYA), apresentada na equacdo na secdo[2.2do capitulo
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anterior.

As técnicas aqui validadas — desde a implementacdo do DMRG via /Tensor até a analise
de curvas de magnetizacao — serdo diretamente aplicadas no préximo capitulo. Investiga-se
a cadeia de T-trimeros, um sistema com acoplamentos assimétricos e frustracdo, onde
fendmenos como transicdes de fase topoldgica e estados magnéticos exéticos serdo explorados

a luz dos resultados de referéncia aqui obtidos.
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4 RESULTADOS

Este capitulo apresenta os resultados fundamentais da investigacao numérica da cadeia
de T-trimeros por meio do método DMRG. Ildentificou-se uma transicdo de fase quantica em
Jr = 0, que separa dois regimes distintos: uma fase ferrimagnética (J; > 0) caracterizada por
magnetizac3o espontanea ndo-nula e auséncia de gap, e uma fase antiferromagnética (J; < 0)
com estados de borda topoldgicos e gap finito. Através de andlises sistematicas de energia,
magnetizacao local, curvas de magnetizacao sob campo externo e gaps de energia, demonstrou-
se como a competicdo entre escalas intra e inter-trimero governa o comportamento quantico
deste sistema. Particularmente, revelamos que o gap na fase antiferromagnética (A ~ 0,195)
é quase 50% menor que o valor canénico do gap de Haldane para cadeias de spin-1 puro
(A, =~ 0,41), indicando a influéncia decisiva dos spins-1/2 terminais na renormalizacdo das

propriedades topolégicas.

4.1 O MODELO T-TRIMEROS

Figura 17 — Representacdo esquematica da cadeia T-Trimeros. Cada unidade celular contém: (1) um spin-1 no
sitio A (vermelho), (2) um spin-1/2 no sitio B (azul, ramo principal), e (3) um spin-1/2 no sitio
C (azul, pendurado). As interacdes Jy (linha sélida) conectam os sitios A-B e B-A entre células,
enquanto Jr (linha tracejada) conecta B-C dentro da mesma célula.

O O O

O Spin-1 (Sitio A)
O Spin-1/2 (Sitios B e C)
—— Acoplamento Jy
---- Acoplamento Jr

Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo da cadeia T-trimeros é composto por unidades celulares peridédicas que consistem
em trés sitios de spin: um spin-1 (@7A) e dois spins-1/2 (5}73 e gj,c). A sequéncia de spins ao
longo da cadeia é composta alternadamente por spin-1 e spin-1/2, com um spin-1/2 adicional
acoplado abaixo de cada spin-1/2 da cadeia principal, formando uma estrutura em forma de

“T". A representacao esquematica de uma unidade celular é dada pela figura [L7]
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O Hamiltoniano de Heisenberg isotrépico que descreve este sistema é dado por:

H = Z [Jo (S_;j’A . 5;73 + §j,B . »S_;j+17,4) + JTS_;j,B . 5}70} . (4.1)
J

Neste modelo, os indices j percorrem as células unitarias ao longo da cadeia, cada uma
composta por trés sitios de spin. Em cada célula, hd um trimero formado por um spin-1,
representado por §j,A, e dois spins-1/2: o primeiro, §j73, ocupa o ramo principal da cadeia,
enquanto o segundo, §j,c, estd acoplado, como um spin pendurado a estrutura principal.

As interacGes entre esses spins sdo determinadas por dois parametros principais. O primeiro,
Jo, € uma constante de acoplamento antiferromagnética que conecta o spin-1 ao spin-1/2 do
ramo principal dentro da mesma célula unitéria, assim como conecta o spin-1/2 do ramo
principal com o spin-1 da proxima célula. Em todas as nossas simulacoes, este parametro foi
mantido fixo em Jy = 1. O segundo pardmetro, Jr, controla a interacdo entre o spin-1/2 do
ramo principal e o spin-1/2 pendurado. Seu sinal pode ser positivo ou negativo, correspondendo
a acoplamentos antiferromagnéticos ou ferromagnéticos, respectivamente. Ele foi o principal
parametro variado ao longo deste estudo.

A estrutura em T impde uma competicdo intrinseca entre escalas de energia: as interacdes
intra-trimero (Jr e .Jy) atuam em uma escala local, enquanto a interacdo inter-trimero (.Jy)
define o acoplamento ao longo da espinha dorsal magnética. Essa hierarquia é critica, especi-
almente quando Jr < 0, onde o alinhamento ferromagnético dos spins B e C' em um trimero
entra em conflito com a tendéncia antiferromagnética entre trimeros adjacentes. Geometrica-
mente, a assimetria entre os sitios (spin-1 central vs. spins-1/2 terminais) quebra a simetria de
translacdo convencional, criando um background ideal para fases topolégicas, como potenciais
analogos ao estado de Haldane. O parametro Jr, portanto, ndo apenas modula a forca das
interacOes locais, mas também atua como um parametro de controle quantico responsavel por

sintonizar transicoes entre ordens magnéticas distintas.
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4.1.1 Detalhes da Simulaciao DMRG

Tabela 3 — Pardmetros principais utilizados nas simulacées DMRG.

Parametro

Descricao

Tamanho da cadeia
(N)

Dimensao de ligacao

(m)

Ndmero de varredu-
ras (sweeps)

Cutoff de trunca-
mento

Termo de ruido

(noise)

Método de Krylov

As simulacoes consideraram cadeias com ndmero total de sitios
variando de N =60 a N = 720, com valores especificos em

N =60, 90, 120, 240, 480 e 720. Cada trimero contribui com
trés sitios (um de spin-1 e dois de spin-1/2). Foram adotadas
condicoes de contorno abertas.

A precisdo dos calculos foi controlada pela bond dimension
maxima permitida, que variou de m = 4 a 2000, aumentando
gradualmente ao longo das varreduras para garantir a
convergéncia e a fidelidade do estado fundamental (veja
Secdo 3.2.1).

O ndmero total de varreduras do algoritmo DMRG variou entre
30 e 70, conforme o conjunto de pardmetros simulados (por
exemplo, para cada valor de Jr).

O erro maximo tolerado na truncagem de autovalores da matriz
densidade foi, em geral, fixado em valores muito baixos, como
1071° para garantir alta precisdo nos resultados.

Em etapas iniciais de algumas simulacdes, foi incluido um termo
de ruido artificial com magnitude tipica entre 1076 e 1077,
visando evitar aprisionamento em minimos locais e acelerar a
convergéncia. Esse ruido foi gradualmente reduzido nas
varreduras subsequentes.

Em certos casos, a diagonalizacao foi realizada utilizando o
método de subespaco de Krylov, com dimensao padrao de 3.
Entretanto, em alguns casos, foi utilizada a dimens3o de valor 7
e 10, o que aumenta consideravelmente o tempo de simulac3o.

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

As simulacoes numéricas da cadeia de T-trimeros foram realizadas com o algoritmo DMRG,

tal como implementado na biblioteca /Tensor, utilizando a linguagem de programacao Julia.

Os parametros computacionais foram ajustados conforme a necessidade de cada execucdo,

sendo os principais resumidos na Tabela [3]
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4.2 RESULTADOS DE ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL

O primeiro resultado obtido foi o das energias da cadeia. Nele estdo inclusos os casos do
estado fundamental e os casos com S* = 1 e S* = 2. Estes resultados fornecem insights
cruciais sobre a natureza da fase quantica do sistema, como a existéncia ou ndo de gap de
energia.

As energias do estado fundamental (E,) foram calculadas para diferentes tamanhos de
cadeia T-trimeros e para uma gama de valores do parametro de acoplamento intra-trimero,
Jr, mantendo fixo o acoplamento principal Jy = 1. A energia de S* = 0 por sitio (Ey/N) é
uma quantidade importante para analisar o comportamento da cadeia no limite termodinamico
(N — 00). As simulacdes foram realizadas para cadeias com N = 120, 240 e 480 sitios,

cobrindo um conjunto de acoplamentos Jr € {1; 0,5; -0,5; -1; -1,5; -2; -2,5; -3; -3,5; —4}.

4.3 RESULTADOS DE ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL

O primeiro resultado obtido foi o das energias da cadeia. Nele estdo inclusos os casos do
estado fundamental e os casos com S* = 1 e S* = 2. Estes resultados fornecem insights
cruciais sobre a natureza da fase quantica do sistema, como a existéncia ou ndo de gap de
energia.

As energias do estado fundamental (E;) foram calculadas para diferentes tamanhos de
cadeia T-trimeros e para uma gama de valores do parametro de acoplamento intra-trimero,
Jr, mantendo fixo o acoplamento principal Jy = 1. A energia de S* = 0 por sitio (Ey/N) é
uma quantidade importante para analisar o comportamento da cadeia no limite termodindmico
(N — 00). As simulacdes foram realizadas para cadeias com N = 120, 240 e 480 sitios,
cobrindo um conjunto de acoplamentos Jr € {1; 0,5; -0,5; -1; -1,5; -2; -2,5; -3; -3,5; —4}.

Conforme observado na Figura , para cada valor de Jr, a energia por sitio exibe uma clara
dependéncia com o tamanho finito do sistema. As curvas mostram uma tendéncia linear (ou
quase linear) para os tamanhos de cadeia maiores. A extrapolacdo para o limite termodindmico
(1/N — 0) foi realizada através do ajuste linear entre os dois maiores valores de N simulados
(N = 240 e N = 480). O coeficiente linear desse ajuste foi utilizado como a estimativa da
energia do estado fundamental no limite termodinamico Ej.

Para valores positivos de Jr (1,0 e 0,5), as curvas de Ey/N vs. 1/N s3o bastante planas,

indicando uma rapida convergéncia para o limite termodindmico e menor influéncia de efeitos
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Figura 18 — Energia do estado fundamental por sitio (Ey/N) da cadeia T-trimeros em funcdo do inverso do
nimero de sitios (1/N) para diferentes valores de Jr (ferromagnéticos e antiferromagnéticos).
Os pontos representam os dados obtidos por DMRG e as linhas continuas indicam extrapolacdes
para o limite termodindmico (1/N — 0).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

de borda. A medida que J; se torna mais negativo, a inclinac3o dessas curvas aumenta ligei-
ramente, sugerindo uma maior dependéncia do tamanho do sistema, embora a convergéncia
continue robusta. Os valores extrapolados para Fy/N no limite termodindmico variam apro-
ximadamente de —0,5 para Jr = 1,0 até —0, 8 para J; = —4, apresentando uma tendéncia
monotonicamente decrescente com Jr.

A degenerescéncia entre os estados com acoplamento positivo/negativo é evidente ao
analisar a energia do estado fundamental em funcdo do parametro de acoplamento Jr. A
Figura apresenta a energia do estado fundamental (Ep), juntamente com a energia do
estado excitado no setor S* = 40. As simulacdes para este grafico foram realizadas para o
tamanho de cadeia de N = 120 sitios.

Para valores positivos de Jr, a energia por sitio para S* = 0 decai com o aumento de Jr.
Neste regime, as energias para S* = 0 e 40 s3o coincidentes ou muito préximas, sugerindo que
o sistema se encontra em uma fase ferrimagnética. Nela, a magnetizacdo total do estado
fundamental é n3o nula, e os estados com magnetizacdo total crescente sdo degenerados com
o estado S* = 0.

A medida que J7 se torna negativo (diminui de 0 para valores mais negativos), observa-se
uma mudanca abrupta no comportamento da energia. Para J; < 0, a curva de energia para
S* = 0 decresce quase que linearmente com Jr.

A curva de S* = 40 também apresenta uma mudanca em J;y = 0, mas de forma mais

suave. Embora sua energia decaia para Jr < 0, ela permanece em valores significativamente
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Figura 19 — Energia no setor S* = 0 (linha preta) e setor excitado (S* = 40) para N = 120 em func&o do
acoplamento Jp. A degenerescéncia contrasta o comportamento para Jp positivo e negativo.

-4 -3 -2 -1 0 1

Ir

Fonte: Elaborada pelo autor.

mais altos em comparacdo com os setores de baixa magnetizacdo, confirmando que S* = 40

representa um estado altamente excitado.

4.4 MAGNETIZACAO LOCAL

A magnetizagio local, (S?), pode ser usada para inferir a estrutura do estado fundamental

e a presenca de diferentes tipos de ordem magnética nas cadeias T-trimeros.

4.4.1 Perfis de Magnetizacdo para Jr > 0 (Fase Ferrimagnética)

Para valores positivos do acoplamento intra-trimero (Jr > 0), a cadeia T-trimeros exibe
um comportamento magnético caracteristico de uma fase ferrimagnética. A Figura[204]ilustra
o perfil da magnetizacdo local (S?) em funcdo da posicdo do sitio ao longo da cadeia com
N = 480 sitios, para os valores Jr = 0,5 e Jp = 1. Os sitios foram ordenados segundo a
sequéncia (1 =1, 2, 3, 4, 6..) dos spins em cada trimero j, respectivamente (A;, By, C1, As,
By, C5...). De maneira similar, a magnetizacdo local foi construida em fun¢do de cada trimero
J em [20b]

A Figura [20] demonstra um padrdo de magnetizac3o local que se repete com precisdo para
cada unidade de trimero ao longo da cadeia, para ambos os valores de Jr (0,5 e 1). Especi-

ficamente para J; = 1: o spin-1 (sitio central do trimero, gj,A) apresenta uma magnetizacao
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Figura 20 — Perfis de magnetizacdo local para Jr > 0 (Fase Ferrimagnética) com N = 480 sitios. Em (a)
a magnetizacdo local (S?) em funcdo da posicdo do sitio ¢ para a cadeia de T-trimeros com
Jr =0,5e Jp =1 (comportamento ferrimagnético). Em (b) a magnetizagdo local é mostrada
em funcdo do j-ésimo trimero.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

(57 4) de aproximadamente 0,9; o spin-1/2 do ramo principal (§j73) exibe uma magnetizacdo

de aproximadamente -0,3; e o spin-1/2 pendurado (S; ) mostra uma magnetizagdo positiva

em torno de 0,4.

4.4.2 Perfis de Magnetizacdo para Jr < 0 (Fase Tipo Haldane)

Para valores negativos do acoplamento (Jr < 0), a cadeia T-trimeros assume uma fase
com caracteristicas do tipo Haldane. A Figura mostra como o padrdo de magnetizacao
varia ao longo da cadeia para acoplamentos negativos (—0,5, —1, —2, —3, —4) com N = 720
sitios nos setores de magnetizacdo total S* = 0 e S* = 1. Para o setor S* = 2, o perfil de
magnetizacdo local é apresentado na Figura [24]

O perfil da magnetizacdo local para Jr < 0 exibe um comportamento oscilatério, porém
qualitativamente distinto daquele observado na fase ferrimagnética. Em ambas as figuras (Fi-
gura e Figura [24)), observa-se a formacdo proeminente de estados de borda, onde os
spins nas extremidades da cadeia possuem uma magnetizacao local significativa que decai
rapidamente em direcdo ao centro da cadeia. Este decaimento é mais suave para valores de
Jr préximos de zero (e.g., Jr = —0,5), enquanto para valores mais negativos (e.g., Jr = —3
e Jr = —4), a magnetizacdo local no bulk desaparece rapidamente, aproximando-se de zero

ja por volta do sitio ¢ = 90. Isso indica um estado fundamental no setor S* = 0 onde a
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Figura 21 — Perfis de magnetizacdo local para Jr < 0. A subfigura (a) mostra a configuracdo no setor S* = 0,
onde os momentos antiparalelos nas bordas decaem exponencialmente em direcdo ao bulk. A
subfigura (b) mostra o estado triplo no setor S* = 1 com magnetizaco paralela nas extremidades.
O decaimento exponencial em direcdo ao centro da cadeia, sendo mais rapido para |Jy| maiores,
evidencia a natureza localizada dos estados de borda, caracteristica da fase com gap. Gréfico feito

para N = 720.
Figura 22 — (a) Figura 23 — (b)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 24 — Perfis de magnetizaco local para Jr < 0 mostrando configuracdo tipo Haldane no setor S* = 2,
o primeiro estado excitado. Gréfico feito para N = 720.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

magnetizacado liquida no bulk da cadeia é suprimida.
Foi preciso usar um tamanho maior de cadeia para que o efeito no bulk pudesse ser

observado. Para N menores, a magnetizacdo liquida no centro da cadeia persiste para um

valor diferente de 0.

Para analise global destacando os estados de borda, foi calculada a magnetizacdo local
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somada por trimero. A Figura apresenta a magnetizacao local por trimero em funcao da

localiza¢do do trimero (j) para ny = 240 trimeros (equivalente a N = 720 sitios) nos setores

S* =0,1 e 2, respectivamente.

45 LARGURA DOS PLATOS PARA Jr < 0

A largura de um platd de magnetizacdo, Ah, esta relacionada ao gap de spin na excita-

cdo do sistema, funcionando como uma medida indireta da abertura de energia associada a

transicdo entre estados de magnetizacao. A dependéncia de Ah com o tamanho do sistema e

com o parametro de acoplamento Jr fornece insights sobre a natureza das fases.

Figura 25 — Magnetizacdo local por trimero em funcdo da localizacdo do trimero (j) para ny = 240 trimeros
(equivalente a N = 720 sitios). Em cada gréfico foram utilizados cinco acoplamentos Jr: -0,5;
-1; -2; -3 e -4. A representacdo por trimero amplia a clareza dos estados de borda, mostrando
como a magnetizacdo decai rapidamente em direc3o ao centro da cadeia. Perfil de magnetizacio
em (a), (b) e (c) para S* =0,, 1 e 2 reséctivamente.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os estados de borda se tornam ainda mais claros na representacdo por trimero, onde o
valor da magnetizacdo por trimero cai rapidamente a medida que se afasta das extremidades
da cadeia. No setor S* = 2, observa-se uma leve ondulacao no perfil da magnetizacao local
por trimero no bulk, o que pode ser um indicativo de flutuacées de uma convergéncia que
poderia ser aprimorada para esses parametros especificos.

Para caracterizar a natureza da ordem (ou desordem) de longo alcance e quantificar o
alcance das correlacGes, o estudo do decaimento da magnetizacao local em escala logaritmica
é revelador. Esta analise é particularmente importante para a fase tipo Haldane (Jr < 0),
onde se espera um decaimento exponencial das correlacdes em sistemas com gap. A Figura
mostra o logaritmo do médulo da magnetizacdo local, In |(S]Z>| em funcdo da posicdo do
trimero j (para uma cadeia de ny = 240 trimeros, equivalente a 720 sitios) para acoplamentos

Jr negativos e para o valor de 5% = 0.

Figura 26 — Logaritmo do médulo da magnetizac3o local In [(S%)| em fungdo da posicdo do trimero j para a
cadeia de T-trimeros com Jp negativo, no setor S* = 0.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Com base nessas retas, os comprimentos de correlacdo (£) foram calculados como o inverso
do mddulo do coeficiente linear obtido a partir do ajuste linear das regides mais “centrais”
das retas crescentes (na segunda metade do grafico, entre os trimeros j = 150 e j = 210).
Este procedimento é apropriado para estimar £ em sistemas com gap. Os valores calculados
para os comprimentos de correlacdo, em unidades de trimeros, sao apresentados na Tabela
. A medida que |.J;| aumenta (tornando-se mais negativo), o comprimento de correlacio &

diminui e seu valor permanece finito para todos os Jr negativos estudados.
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Tabela 5 — Comprimentos de correlacdo (£) da cadeia de T-trimeros para diferentes valores de acoplamento
Jr negativos em cadeias com np = 240 trimeros.

Jr & (Trimeros)

0,5 21,979
19,4412
2 94412
3 54914
4 45325

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

O pardmetro de rede neste caso é o dobro do usado no caso de spin-1 (por White (WHITE,
1992)) e refeito no capitulo ??), sendo entdo maior que os casos de spin-1 de Heisenberg puro

e o modelo de spin-1 AKLT.

4.6 CURVAS DE MAGNETIZACAO

Foi calculada a magnetizagdo por trimero (mr = (S*)/ny em funcdo do campo magnético
externo h (aplicado na direcdo z) para acoplamentos Jr positivos e negativos em diferentes
tamanhos de cadeia (IV = 120, 240, 480 sitios).

A presenca de platds de magnetizacdo é por extensdes do teorema para sistemas
sob campo magnético, que preveem a quantizacdo da magnetizacao em valores fracionarios
ou inteiros em certas condicdes — os quais obedecem a equacao m (OSHIKAWA; YAMANAKA,;
AFFLECK, [1997; YAMANAKA; OSHIKAWA; AFFLECK, 1997)) — sem quebra da simetria de trans-

lac3o.

4.6.1 Perfis de magnetizacdo para Jr > 0 (Fase ferrimagnética)

Inicialmente, consideraram-se os valores positivos do acoplamento Jr. A curva de magne-
tizacdo reflete os estados fundamentais acessados a medida que o campo externo aumenta,
indicando os valores discretos de S* alcancados durante a varredura. Para os trés valores de
cadeia (V') e também para os dois valores positivos de acoplamento (.Jr), a curva foi tracada.
A expressao usada para obter os resultados foi a equacdo ?77.

O platé observado em my = 1 corresponde a fase ferrimagnética identificada anterior-
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Figura 27 — Curvas de magnetizacdo da cadeia T-trimeros em funcdo do campo magnético (h) para trés
tamanhos de cadeia: N = 120, 240, 480. Acoplamento (a) Jr = 0,5 e (b) Jr = 1.

2 2
15 1,5
g | g 1

—N=120 — N=120

— N =240 — N =240

0,5 — N =480 0,5 — N =480
0 0

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 0 0,5 1 1,5 2 2,5
h h
(a) (b)

Fonte: Elaborada pelo autor.

mente. Sua largura cresce com Jp. O valor do campo externo necessario para vencer esse
platd foi de aproximadamente h = 2,063 no caso de J;y = 0,5 e de h = 2,435 para o acopla-
mento Jr = 1. A curva cresce monotonicamente a partir de entdo, até o seu segundo plato,

relativo a saturagdo do sistema (.S, maximo).

4.6.2 Perfis de Magnetizacao para Jr < 0 (Fase de Haldane)

A Figura[28|apresenta as curvas de magnetizacdo para os valores de Jr = —0,5, —1, -2, —3
e —4. As curvas revelaram dois platds n3o triviais: um inicial em my = 0, associado a presenca
de um gap entre o estado fundamental e os estados excitados, e outro central em my = 1.
Um terceiro platd, em mp = 2, surge na saturacdo magnética. Em todos os casos, as curvas
iniciam em my = 0 para h = 0 e exibem um crescimento continuo e monoténico com o
aumento do campo.

Entre os platos em my = 0 e mpy = 1, a magnetizacao cresce quase linearmente. Apds
o platd central em my = 1, a curva continua a crescer até a saturacdo, apresentando uma
leve mudanca na concavidade. Para o maior tamanho de cadeia simulado (N = 480 sitios), as
curvas se tornam mais precisas, isto €, mais continuas, com menos degraus visiveis, o que indica
uma boa convergéncia dos resultados com o aumento do tamanho do sistema, aproximando-se
do limite termodinamico.

A anélise da evolucdo dos platés com Jr € crucial. A medida que o valor do acoplamento
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Figura 28 — Curvas de magnetizac3o (m) em funcdo do campo magnético externo (h) para trés tamanhos de
cadeia: N = 120, 240, 480. Os acoplamentos utilizados foram de (a) Jr = —0,5; (b) Jr = —1;
(c) Jr =—2; (d) Jp = —3; e (e) Jr = —4.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Jr se aproxima de zero (de —4 para —0,5), as curvas de magnetizacdo se deslocam para a
esquerda, significando que um campo magnético menor é necessario para induzir a magneti-
zacdo. Este comportamento assemelha-se mais as curvas de magnetizacdo para Jr positivas
(fase ferrimagnética), o que é consistente com a degenerescéncia observada em Jr = 0 na
analise de energia — tal qual foi visto no caso alternado no capitulo anterior [I6b]
Inversamente, a medida que o acoplamento J; se torna mais negativo (de —0, 5 para —4),
o platd inicial em ms = 0 (o platé tipo Haldane) aumenta de largura e se torna mais evidente,
enquanto o platd central em my = 1 diminui de largura. Isso sugere que o gap de excitacdo

no setor de my = 0 se cresce com o aumento da magnitude do acoplamento intra-trimero.

4.7 LARGURA DOS PLATOS PARA Jr < 0

A largura de um platé de magnetizacdo, Ah, esta relacionada ao gap de spin na excita-
cdo do sistema, funcionando como uma medida indireta da abertura de energia associada a
transicdo entre estados de magnetizacao. A dependéncia de Ah com o tamanho do sistema e

com o parametro de acoplamento Jr fornece insights sobre a natureza das fases.

4.7.1 Largura do Platé Central (my = 1)

A Figura [29) mostra a largura do platd central (Ah) em my = 1 em funcdo do inverso do
nimero de sitios (1/N) para acoplamentos J; negativos. Conforme observado na Figura [29]
as larguras dos platds para cada valor de J7 negativo convergem para um valor finito no limite
termodindmico. A extrapolagdo para 1/N — 0 foi realizada por meio de um ajuste linear entre
os dois maiores valores de N simulados (N = 240 e N = 480), com o valor do coeficiente
linear obtido para cada Jr sendo considerado o valor do limite termodinamico da largura do
plato.

Para entender a relacdo entre a largura do platd central e o acoplamento intra-trimero, a
Figura [38| apresenta a largura do platd no limite termodindmico em func3o de Jr (Figura
e 1/Jr (Figura para acoplamentos negativos.

A partir dessas figuras, observa-se que, a medida que Jr — 0 (acoplamento fraco), a
largura do platd central se aproxima de Ah = 1,75. Este valor é consistente com resultados
anteriores para cadeias de Heisenberg alternadas de spin-1/2 e spin-1 , como discutido no

artigo (COUTINHO-FILHO et al., 2008)). Esse comportamento também foi observado na cadeia
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Figura 29 — Largura dos platds de magnetizacdo centrais (Ah) em funcdo do inverso do nimero de sitios
(1/N) para diferentes valores de Jr negativos. As linhas indicam extrapolacBes para o limite
termodinadmico (1/N — 0).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 30 — Largura do platd central de magnetizacdo no limite do acoplamento fraco e forte, respectivamente
em func3o de Jr (a) e 1/Jr (b) para acoplamentos negativos. De vermelho os pontos obtidos
via extrapolacdo no limite termodindmico. De preto, a curva com ajuste exponencial em (a) e
polinomial em (b).

2 15
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| — DMRG
e Ajuste
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05
Og 3 ) I 0 ) 15 B 05 0
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Fonte: Elaborada pelo autor.

alternada discutida anteriormente (veja Figura . Por outro lado, para acoplamentos Jr
muito negativos (acoplamento forte, |Jr| — o0), a largura do platd central tende a zero,
conforme indicado pela Figura [40] Isso sugere que, nesse regime, o platdé em mr = 1 pode de-
saparecer, ou que o gap de spin correspondente se fecha. As curvas exibem um comportamento

regular e ajustes exponenciais foram utilizados para inferir os limites.
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4.7.2 Largura do Platé em my =0

O gap de energia (A) na fase tipo Haldane (Jr < 0) é um fendmeno quantico fundamental
que surge da competicdo de interacGes e da natureza mista de spins do modelo. Sua existéncia
significa que o sistema possui um estado fundamental n3o degenerado e um espectro de
excitacdes com uma energia minima finita. Essa abertura de energia impede que o sistema
seja facilmente excitado, resultando em propriedades de isolante quantico para o bulk. A
origem deste gap estd na quebra da simetria de rotacdo do spin por ligacGes de valéncia
(VBS), que formam singletos localizados e suprimem as correlaces de longo alcance, levando
ao decaimento exponencial das funcdes de correlac3o.

O gap de energia (A) da cadeia T-trimeros no setor de magnetizaco total S* = 0 foi
definido como a diferenca entre a energia do primeiro estado excitado e a do estado S* =1
— 0 qual possui a mesma energia do estado fundamental —, isto é, A = F; — E;. A Figura
apresenta a dependéncia do gap em funcdo do inverso do nimero de sitios (1/N) para uma

ampla gama de valores de Jr negativos.

Figura 31 — Gap (A) da cadeia T-trimeros em funcdo do inverso do niimero de sitios (1/N) para diferentes
valores de J negativos. Os pontos representam os dados obtidos por DMRG e as linhas continuas
indicam extrapolacBes para o limite termodindmico (1/N — 0).
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Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que na Figura |18| os valores de acoplamento Jr positivos (como 1,0
e 0,5) estdo representados a esquerda do valor zero, antes dos acoplamentos negativos. Esta
representacdo visa ilustrar a transicido de forma continua, mas é fundamental atentar para a

ordem dos valores no eixo, onde Jr = 0,5 é um valor positivo.
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Conforme observado na Figura (18| para cada valor de Jr, a energia por sitio exibe uma
clara dependéncia com o tamanho finito do sistema. A extrapolacdo para o limite termodi-
ndmico (1/N — 0) foi realizada através do ajuste linear entre os dois maiores tamanhos de
cadeia simulados (IV = 240 e N = 480). Observa-se que o gap se mantém finito no limite
termodinamico para todos os Jp negativos. A inclinacdo das retas na Figura[31|é relativamente
pequena.

A Tabela [7| resume os valores extrapolados do gap explicito no limite termodindmico,

juntamente com as larguras dos platés de magnetizacao discutidas na secao anterior.

Tabela 7 — Larguras dos platés (Ah) e valores do gap (A) para acoplamentos Jr negativos na cadeia T-
trimeros. Os valores igualados a zero referem-se a extrapolacdes que indicam gaps muito pequenos,
dentro do erro numérico.

Jr Ah (Platd Central) A (Gap)
-0,5 1,650 14 0

-1 1,0 0,05

2 0,5 0,1

-3 0,25 0,15

-4 0,1 0,19
——00 —0 ~ 0,195194

Fonte: Elaborada pelo autor (2025).

Para o acoplamento fraco (J;r — 0), o valor do gap explicito no limite termodindmico
aproxima-se muito de zero, sendo menor que 0,025. Isso sugere que, a medida que a interacao
inter-trimero se enfraquece, o sistema se aproxima do estado degenerado com acoplamento
positivo. Por outro lado, para o limite de acoplamento forte (J; — —o0), o valor do gap
converge para A ~ 0,195194. Esta dependéncia ¢ ilustrada na Figura [35] que mostra o gap
em funcio de Jr (Figura e 1/Jr (Figura [35b]), respectivamente.

As curvas na Figura parecem ser bem comportadas proximo aos limites. Ajustes expo-
nenciais foram empregados para determinar os valores do gap nos limites de acoplamento forte,
utilizando os valores mais proximos desses limites. O valor extrapolado A = 0,195 no regime
de acoplamento inter-trimero forte é aproximadamente metade do gap de Haldane tipico de
uma cadeia de spin-1 uniforme (Ay ~ 0,41.J) (RENARD; REGNAULT; VERDAGUER, 2001)). Isso
reforca a interpretacao de que, mesmo nesse regime, a cadeia T-trimeros nao se comporta

como uma cadeia de spin-1 simples.
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Figura 32 — Gap de energia (A) no limite do acoplamento fraco e forte, respectivamente em funcgo de Jr (a)
e 1/Jr (b) para acoplamentos negativos. O ajuste feito foi do tipo polinomial nos dois graficos.

0,15
N =120 0.2
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I, 11,
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.8 ANALISE DO GAP EM CADEIAS MODIFICADAS

A discrepancia observada entre o gap da cadeia de T-trimeros e o valor canonico do
gap de Haldane de uma cadeia de spin-1 pura motivou a exploracdo de topologias de cadeia
modificadas. O objetivo foi investigar a origem estrutural dessa discrepancia e verificar se,
com alteracGes especificas, o sistema poderia ser sintonizado para se aproximar do gap de
Haldane. Duas topologias foram exploradas: a cadeia T-simetrizada (tipo diamante) e a cadeia

T-deslocada com spin pendurado na cadeia principal no spin-1.

4.8.1 Cadeia de Trimeros Simetrizada (T-simetrizadas)

Esta modificacdo introduziu ligacGes adicionais para simetrizar a estrutura original do
T-trimero, resultando em uma topologia intermediaria, analoga a de uma cadeia diamante
(KIKUCHI et al., 2005; [LISNYI, ; RULE et al., 2008). A Figura ilustra essa nova geometria.

A Figura apresenta o comportamento do gap de energia em funcdo de 1/N para a
cadeia similar a diamante, para varios valores de Jp. O ajuste foi realizado da mesma forma
descrita anteriormente, ajustando uma reta entre os dois maiores tamanhos de cadeia (N = 90
e N = 120).

Para o acoplamento fraco (Jr — 0), a curva de A vs. Jp (Figura ??) possui concavidade

voltada para baixo e decai rapidamente para valores préximos de 0. Para acoplamento forte, a
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Figura 33 — Estrutura simétrica da cadeia T-simetrizada. Cada spin-1 (A) conecta-se a dois spins-1/2 (B acima
e C abaixo) formando um “T". Os spins B conectam-se entre células via Jy, enquanto cada par
B-C conecta-se via Jr. Os spins B e C também conectam-se ao spin A adjacente com Jj.

Q Spin-1 (Sitio A)
O Spin-1/2 (Sitios B e C)
—— Acoplamento Jy
---- Acoplamento Jr

Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 34 — Gap de energia (A) para a cadeia T-simetrizada em fungdo do inverso do niimero de sitios (1/N)
para diferentes valores de Jr. O gréafico foi construido para trés valores de N = 60, 90 e 120.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

curva em [34{ (gap vs. 1/Jr) parece ser algo préximo de uma exponencial. De forma surpreen-
dente, o valor do gap extrapolado (A ~ 0, 159) para a cadeia T-simetrizada mostrou-se ainda
mais distante do esperado para o gap de Haldane, sendo inclusive inferior ao valor obtido para

a cadeia de T-trimeros original.
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Figura 35 — Gap de energia (A) no limite do acoplamento fraco e forte, respectivamente em funco de Jr (a)
e 1/Jr (b) para acoplamentos negativos. O ajuste feito foi do tipo polinomial nos dois graficos.

0.2
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Fonte: Elaborada pelo autor.

4.8.2 Cadeia T-deslocada (Spin Pendurado no Spin-1)

Nesta modificacdo, a posicdo do spin-1/2 pendurado foi alterada para se acoplar ao spin-1
da cadeia principal, em vez do spin-1/2 terminal. Essa mudanca foi motivada pela hipdtese
de que a simetria do spin total por subrede poderia influenciar o gap. A Figura 36| ilustra essa

nova topologia.

Figura 36 — Representacdo modificada da cadeia T-Trimeros. Agora cada spin-1/2 pendurado (sitio C) esta
acoplado diretamente ao spin-1 (sitio A) mediante Jo (linha pontilhada), enquanto os spins-1/2
do ramo principal (sitio B) continuam conectados via Jy (linha sélida). Representacio da cadeia
T-deslocada, com acoplamento do spin pendurado ao spin-1 da cadeia principal.

O O O

Q Spin-1 (Sitio A)
O Spin-1/2 (Sitios B e C)
— Acoplamento Jy
---------- Acoplamento J¢

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura [37| apresenta o comportamento do gap de energia em funcdo de 1/NV.

Para o acoplamento fraco (J; — 0), a curva de A vs. Jr (Figura possui concavidade
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Figura 37 — Gap de energia (A) para a cadeia T-deslocada (spin-1/2 pendurado no spin-1) em funcdo do
inverso do nimero de sitios (1/N) para diferentes valores de Jp. O grafico foi construido para
trés valores de N = 60, 90 e 120.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 38 — Largura do platd central de magnetizacdo no limite do acoplamento fraco e forte, respectivamente
em func3o de Jr (a) e 1/Jr (b) para acoplamentos negativos. De vermelho os pontos obtidos
via extrapolacdo no limite termodindmico. De preto, a curva com ajuste exponencial em (a) e
polinomial em (b).

2 15
[
| — DMRG
e Ajuste
<
3
05
Og 3 ) | 0 ) 15 B 05 0
Figura 39 Figura 40

Fonte: Elaborada pelo autor.

invertida em relacdo ao caso diamante, embora também decaia rapidamente para valores
préximos de 0. Curiosamente, o valor do gap nesta cadeia modificada (A =~ 0,013) é ainda
menor do que nos casos anteriores, indicando um afastamento do comportamento tipico de
uma cadeia de Haldane.

A andlise dessas cadeias modificadas demonstra a complexidade de sintonizar sistemas
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de spin mistos para reproduzir caracteristicas especificas como o gap de Haldane. Embora a
motivacdo fosse explorar a influéncia da simetria e das ligacoes, essas alteracdes estruturais
evidenciam como a topologia da cadeia impacta significativamente a abertura do gap. Ainda
que mantenham uma fase com gap, a magnitude observada se distancia da esperada para
uma cadeia de Haldane pura, sugerindo que novas estratégias sao necessarias para aproximar
tais sistemas do regime topoldgico desejado. 0 Acredita-se que a principal dificuldade é de
estabelecer quais ligacdes ocorrem entre os spins-1/2 reais e o spin-1, que pode ser visto
como dois spins-1/2 virtuais, tal qual o VBS do modelo AKLT (AFFLECK et al., |1987)). Com
a possibilidade de maior nimero de ligacoes, acredita-se que maior flutuacdo quantica foi

provocada, refletindo em gaps cada vez menores.

4.9 ANALISE DO EMARANHAMENTO

O espectro de emaranhamento é uma medida fundamental do emaranhamento quantico
em sistemas de muitos corpos, oferecendo insights complementares as anélises de energia
e magnetizacdo. Para caracterizar a natureza topoldgica da fase antiferromagnética (Jr <
0), investigamos o espectro da matriz densidade reduzida. Este espectro, obtido através da
decomposicdo de Schmidt de um corte bipartido no centro da cadeia, revela a estrutura de
entrelacamento quantico entre as duas metades do sistema.

Um aspecto notavel emerge desta analise: a degenerescéncia par presente em todos os
niveis do espectro, caracteristica de fases de Haldane, obedecendo & mesma multiplicidade
e sequéncia do conjunto de autovalores. Embora haja decréscimo no valor do primeiro par
mostrado no grafico com o aumento da magnitude do acoplamento, o contrario ocorre para
os préximos conjuntos, que possuem espectro com valor cada vez maior, com a diminuicao de

Jr.
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Figura 41 — Espectro de Schmidt (—21In \;) em funcdo de Jr. Degenerescéncia par em todos os niveis.
Valores obtidos para N = 720 sitios.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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5 CONCLUSOES

Nesta dissertacao, as propriedades quanticas de uma cadeia de T-trimeros — um modelo
unidimensional composto por spins de diferentes magnitudes organizados em unidades basicas
formadas por um spin-1 e dois spins-1/2 — foram investigadas. Utilizando o método DMRG,
apoiado na representacio eficiente por MPS, caracterizou-se detalhadamente o comporta-
mento do sistema em funcdo da variacdo do acoplamento Jp, mantendo o parametro Jy =1
fixo.

As simulacoes numéricas revelaram a existéncia de duas fases quanticas distintas. Para
valores positivos de Jr, o sistema apresentou uma fase ferrimagnética, com momento magné-
tico liquido por trimero e magnetizacao espontanea. Em contrapartida, para J; < 0, a cadeia
entra em uma fase com gap, caracterizada por estados de borda localizados nas extremidades
da cadeia, decaimento exponencial da magnetizacdo local no interior e degenerescéncia entre
setores de spin distintos, sinais claros de uma ordem topolégica subjacente, do tipo Haldane.

A andlise das curvas de magnetizacao e, em particular, dos platés em my =0 e mpr = 1,
forneceu indicacdes claras das lacunas de excitacdo presentes no sistema. O plat6 central em
mp = 1, observado para Jr < 0, apresentou largura compativel com resultados conhecidos
para cadeias de Heisenberg alternadas, enquanto o platé em my = 0 manteve-se finito mesmo
no regime de acoplamento forte, indicando a robustez do gap nessa fase. O calculo direto do
gap de energia confirmou essa natureza com gap da fase como a cadeia de spin-1 pura, embora
o valor obtido — da ordem de 0,195 — seja consideravelmente menor (aproximadamente a
metade) que o valor canénico da cadeia de Haldane, que é aproximadamente 0,41.J.

Essa diferenca foi analisada a luz da estrutura do modelo. E relevante notar que, para um
sistema com a complexidade e a natureza mista de spins do modelo T-trimeros, talvez ndo
fosse a priori esperado que o valor canénico do gap de Haldane fosse atingido. O valor de
A = 0,195 que encontramos, embora menor, demonstra a existéncia e a robustez do gap em
uma nova classe de sistemas. A cadeia T-trimeros, embora compartilhe certas similaridades
com modelos de spin-1 puros, apresenta uma competicao entre os graus de liberdade reais
dos spins-1/2 terminais e a tendéncia de formacdo de singletos no interior dos trimeros. Tal
competicdo frustra a realizacdo de um estado do tipo VBS, impedindo a formacdo de certas
descricdes topoldgicas. O resultado é um gap renormalizado para baixo, sensivel a geometria

e a composicao da célula unitéria.
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Discussdo que também justifica os resultados obtidos para os modelos com topologias
alternativas — como a cadeia T-simetrizada, com ligacdes J; simetrizadas, e como a cadeia
T-deslocada, uma versdo com o spin-1/2 pendurado no spin-1. Visando aproximar o sistema
do comportamento tipico da cadeia de Haldane. Entretanto, essas modificacdes, ao invés de
restaurarem o valor canénico do gap, resultaram em valores ainda menores, evidenciando que a
complexidade do sistema n3o pode ser reduzida a uma simples analogia estrutural. A topologia
do T-trimero, com sua assimetria e competicdo interna, parece preservar a existéncia de um
gap, mas o empurra para valores significativamente inferiores aos de sistemas idealizados.

A andlise do espectro de emaranhamento complementou esses achados. Para J;r < 0, o
perfil da entropia ao longo da cadeia seguiu a lei da area, saturando no interior e decaindo nas
bordas, em plena consonancia com o carater de gap da fase. O espectro mostrou decaimento
exponencial e multiplicidade par.

Em conjunto, os resultados obtidos ao longo deste trabalho posicionam a cadeia T-trimeros
como um sistema modelo rico para o estudo de fases magnéticas quanticas, emaranhamento e
degenerescéncia de fase em sistemas de spins mistos. A coexisténcia de ordenamento magné-
tico, estados de borda topolégicos e comportamento com gap evidencia a complexidade desse
modelo, que reline aspectos tipicos tanto de sistemas ordenados quanto de fases protegidas
por simetria.

Este estudo abre caminho para investigacdes futuras que explorem a possibilidade de atingir
o resultado candnico de fases de Haldane, bem como o estudo das flutuacdes em cadeias com

iteracao entre spins reais e virtuais.
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