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Resumo

Este trabalho foi inicialmente dividido em duas etapas: Num primeiro momento realizamos
a andlise estatistica do indice bovespa, e em seguida estudamos o contrato de op¢ao cujo ativo
de referéncia € o proprio indice bovespa.

Na primeira etapa, foram feitas andlises das densidades de probabilidade dos retornos para
diferentes escalas de tempo, gerados a partir das séries temporais do fechamento didrio do
indice bovespa e de cotacdes intradidria a cada 15 minutos também do indice bovespa. Mostra-
mos que os retornos do indice bovespa seguem nao uma distribuicdo gaussiana mas sim uma
funcdo exponencial. Esse tipo de comportamento é observado para retornos gerados em esca-
las de tempo variando de um a trinta dias, em conformidade com o resultado obtido em um
recente trabalho [1]. Além disso, para retornos de alta freqii€ncia, tais como os retornos de
15 minutos gerados a partir da cotacdo a cada 15 minutos do indice bovespa, notou-se que os
extremos da distribui¢do caem mais lentamente do que uma fun¢do exponencial, o que sugere
um comportamento do tipo lei de poténcia. Com o objetivo de caracterizar a melhor forma
funcional que ajusta os dados empiricos, testamos as distribui¢cdes que decaem como uma lei
de poténcia, tais como a distribui¢do de Levy e a chamada distribui¢do q-Gaussiana. A partir
dessas distribui¢Oes, realizamos um estudo detalhado da analise empirica dos retornos de alta
freqii€ncia e indicamos qual a forma funcional que melhor ajusta as distribui¢des de retornos
de alta-freqiiéncia, através do método dos minimos quadrados.

Na segunda etapa, nos concentramos na andlise estatistica das séries historicas das cota-
coes didrias das opcdes de compra sobre o indice bovespa para os anos de 2005 e 2006. Por
compreender que os retornos didrios sdo os mais relevantes para a formacao dos precos dos
contratos de opg¢do, e sabendo que a distribuicdo de retornos didrios € melhor descrita pelo
modelo exponencial, nos atemos na andlise desse modelo para precificacdo da op¢ao do indice
bovespa. Em seguida, comparamos o modelo exponencial de precificacdo das opcdes com o
modelo ja estabelecido, o modelo de Black-Scholes que assume que a distribuicao dos retornos
tem comportamento gaussiano. Para tanto, realizamos uma comparacao detalhada dos precos

praticados no mercado de op¢des com os precos gerados usando os modelos de precificagao
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exponencial e o gaussiano. Finalmente, através do método dos minimos quadrados, indicamos
qual dos modelos melhor descreve os precos de mercado das opgdes para determinado intervalo

de tempo antes da expirac@o do contrato.

Palavras-chave: Econofisica; Mercado financeiro; Modelo de precificacdo de opcao; Pro-

cesso estocdstico; Retornos de alta-freqiiéncia



Abstract

In this thesis we perform an empirical analysis of the Brazilian stock and options markets.
In the first part of our study we carry out a statistical analysis of the Ibovespa stock index of the
Sao Paulo Stock Exchange. It is shown that the daily returns of Ibovespa follow not a Gaussian
distribution but rather an exponential law, in addition, this exponential distribution remains
valid for returns calculated for time scales varying from one day up to 30 days. Using intraday
quotes on the Ibovespa (15 minute intervals), it is found that this exponential distribution holds
true for returns down to a 3 hours intervals, in agreement with previous study performed in our
group. However, for short time scales, it is observed that the empirical distributions exhibit
a less-than-exponential decay, with strong evidences of power-law tails. We then tested two
important theoretical distributions that exhibit power-law decay, Levy distribution and the so
called g-Gaussian distribution (also known as Tsallis distribution), to see which of them best
matches the empirical data for the 15 minutes returns of the Ibovespa. It was found that the g-
Gaussian distribution gave a better fit in the least-square sense. In the second part of the thesis,
we study two relevant models of option pricing, namely, the standard Black-Scholes model and
an empirical model that assumes an exponential distribution for the returns. Both models yield
an analytical solution for the price of a European call option, which can be easily compared
with the quoted market prices. More specifically, we make a comparative study between the
market prices for call options on the Ibovespa stock and the corresponding predictions of both
the Black-Scholes model and exponential model. It is shown that the exponential model gives
a better fit to the empirical data for times close to the option expiration date, whereas for longer
periods before expiration the Gaussian (Black-Scholes) model gives a better description of the
market prices. This finding is in agreement with the results found in the first part of the thesis,
where it was observed that for short time scales the Ibovespa returns obeys an exponential

distribution.

Keywords: Econophysics; Financial Markets; Option Price Model
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Modelos Matematicos para Fenomenos Sociais

H4 muito tempo pesquisadores das ci€ncias exatas se interessam por fendmenos que acon-
tecem na sociedade. Esse interesse se deve certamente ao beneficio proporcionado por modelos
matematicos que reproduzem eventos observados na sociedade de maneira quantitativa. Além
disso, o acesso a uma grande quantidade de dados observada em certos sistemas sociais, como a
Economia em geral e o mercado financeiro em particular, possibilita uma rica andlise do ponto
de vista estatistico. Motivados por essa grande quantidade de dados, os cientistas vém usando
andlises tipicamente estatisticas para extrair informagdes sobre as relacdes dos individuos de
uma sociedade.

Como exemplo, podemos citar o primeiro uso de uma distribui¢ao de probabilidade do tipo
lei de poténcia, ou lei de escala, elaborada em 1897 pelo economista social italiano Vilfredo
Pareto. Ele sugeriu que a probabilidade de um individuo ter uma renda x escala com a seguinte
expressao:

p(x)=x7". (1.1)

Isto €, o nimero de pessoas com uma certa renda mensal diminui conforme essa renda x vai
aumentando de acordo com uma lei de poténcia. Essa lei € caracterizada por um indice, conhe-
cido como o "indice Pareto", representado pelo expoente v. Esse indice € estimado em diversos
casos em 1,5. [2]

Outro exemplo de ciéncia social explorada por pesquisadores das ciéncias exatas sdo as
financas. Esta drea é amplamente estudada por fisicos e matematicos por sua enorme dis-
ponibilidade de dados financeiros obtidos por institui¢des publicas e privadas. Essa grande
quantidade de dados serve de suporte para a criagdo de modelos matematicos que descrevem a
evolucdo dos precos de ativos financeiros.

Na verdade, a primeira teoria cientifica que descreve o comportamento dos precos de um
ativo de risco foi realizada em 1900 por um matemético chamado Louis Bachelier [3], em sua

tese de doutorado intitulada "La Théorie de la Spéculation". O principal objetivo desse traba-
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lho era determinar uma expressao que proporcionasse o preco de um instrumento financeiro
daquela época, similar aos contratos de derivativos de hoje em dia, cujo o ativo de referéncia
eram os titulos publicos do governo francés. Para realizar seu objetivo, Bachelier supds que os
incrementos dos pregos do ativo de referéncia s@o estatisticamente independentes, conseqiien-
temente a série temporal dos precos € semelhante a um processo do tipo caminhante aleatorio.
Esse estudo foi feito 5 anos antes da descri¢do de Einstein do movimento browniano, baseado
no movimento erratico das mindsculas particulas suspensas em um fluido [4].

A hipétese de que os precos de ativos financeiros seguem um processo do tipo caminhante
aleatdrio €, em esséncia, o que hoje se conhece como a hipdtese do mercado eficiente. Elabo-
rada por Eugene Fama em um paper de financas publicado em 1970 [5], a hipétese do mercado
eficiente, em sua premissa essencial, assume que todas as informagdes passadas e presentes de
um certo ativo financeiro foram completamente processadas e estao refletidas no preco desse
ativo. Além disso, assume-se também, que os movimentos sucessivos de precos sdo estatisti-
camente independentes.

A idéia de que o preco de um ativo segue um movimento Browniano (Random-Walk gaussi-
ano) tornou-se realmente popular na década de 60, com o trabalho de Osborne [6] e Samuelson
[7]. Esse modelo afirma que os retornos, ou varia¢des relativa dos precos, sdo distribuidos de
acordo com uma distribui¢do gaussiana. Porém, ainda na década de 60, essa hipdtese foi desa-
fiada por Mandelbrot [8] em seu estudo sobre a cotacdo didria do preco do algodao negociado
em diversas bolsas dos EUA. Nesse trabalho Mandelbrot, observou que os retornos mais ex-
tremos ocorrem com maior probabilidade do que o previsto por uma gaussiana, a partir dessa
observacao ele introduziu um modelo alternativo que afirma que a distribuicdo dos retornos em
alguns casos ndo seguem uma gaussiana, mas sim uma lei de poténcia, ou lei de escala, similar
a(l.1).

Outro trabalho importante em Financas é certamente o trabalho de Fisher Black, Robert
C. Merton e Myron Scholes [9] de 1973, que propdem um modelo para determinar o prego
justo a se pagar por um instrumento financeiro chamado de derivativo. Trata-se do modelo
de precificagio de derivativo mais aceito atualmente, proporcionando a seus autores! o prémio
Nobel em Economia. Devido a sua grande importancia no mercado, esse trabalho serd estudado
com mais detalhes nos capitulos seguintes.

Os fisicos também tem contribuido muito para o desenvolvimento dessa interdisciplina-

IFisher Black morreu 1995. Merton e Scholes receberam por esse trabalho o Prémio Nobel em Economia em
1997.
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ridade, propondo modelos para explicar fendmenos sociais a partir de conceitos tipicamente
fisicos tais como métodos de mecanica estatistica, transicdo de fase, caos e complexidade, en-
tre outros. Esse interesse por parte dos fisicos € bastante recente, tendo ficado evidente numa
conferéncia de sistemas complexos em 1995, realizada na cidade de Calcutd na India. Nesta
conferéncia foi adotado pela primeira vez o termo econofisica, somente sendo adotado oficial-

mente mais tarde em 1997 dando nome a um workshop na Hungria.

1.2 O Mercado

Antes de nos aprofundarmos nesta dissertacdo, vale a pena definir alguns termos do mer-
cado financeiro que serdo bastante usados. Primeiro, precisamos saber que as "mercadorias"
negociadas nos mercados sao chamadas de ativos financeiros. De maneira geral um ativo é
definido como sendo qualquer coisa que tenha valor econdémico [10]. Os ativos podem ser divi-
didos em ativos de risco e ativos livre de risco. Os ativos livre de risco sdo definidos como um
investimento que oferece uma taxa de retorno perfeitamente previsivel. Um exemplo de ativo
livre de risco € a caderneta de poupancga. Ja o investimento em ativos de risco ndo garante ao
investidor um retorno previsto. Portanto, o investimento nesse tipo de ativo implica, como o
préprio nome sugere, em assumir um risco, de maneira que a rentabilidade do ativo de risco
pode ser menor que a de um ativo livre de risco, sendo até mesmo negativa. Mas, em con-
trapartida, sua rentabilidade pode também ser maior que a de um ativo livre de risco. Alguns
exemplos de ativos de risco sdo:

acao - Bem que representa a menor parcela em que se divide o capital social de uma socie-
dade por acdes (S/A).

commodities - Tipo de produto, geralmente agricola ou mineral, de valor econdmico rele-
vante. Exemplo: café, algodao, soja, cobre, aco, petroleo, etc.

taxa de cambio - Valor para conversdo entre duas moedas estrangeiras.

E importante definir também, os instrumentos que indicam o comportamento médio do
mercado, esses instrumentos sdo os chamados indices. Eles indicam a variacdo média dos
precos de um conjunto de bens, em relacio a um periodo tomado como referéncia. Um exemplo
¢ o indice de acdes, que representa o preco médio de um conjunto de acdes. Um dos objetos de
estudo deste trabalho serd um indice da Bolsa de Valores de Sao Paulo, em particular o indice
Bovespa; voltaremos a tratar desse indice com mais detalhes adiante.

Outra informacao relevante para contextualizar nosso estudo € a de que o mercado finan-
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ceiro € dividido em diferentes tipos de mercado [11], caracterizados dentre outras formas, pelo
tipo de mercadoria negociada ou pela forma que sdo liquidados os negécios. Dentre todos os
mercados, o mais popular é certamente o mercado a vista, onde as operagdes financeiras sao
liquidadas no ato da negociagdo. Existem outros tipos de mercado que se diferenciam do mer-
cado a vista em diversos aspectos. Um deles é o mercado de derivativos. Os derivativos sao
instrumentos financeiros cujo valor deriva do preco de um outro ativo, o chamado ativo de re-
feréncia, tais como acdes, commodities, taxa de cambio, entre outros. De maneira geral, esses
contratos, permitem definir-se com antecedéncia a que prego o respectivo ativo de reférencia
serd negociado numa data futura. Um dos tipos de derivativos mais comum sdo as opc¢oes de
compra ou de venda. Uma op¢do de compra € um instrumento que da ao seu portador o direito
de comprar um determinado ativo de referéncia por um preco especifico antes ou na data de
vencimento. Jd uma op¢do de venda é um instrumento que dd ao seu portador o direito de
vender um determinado ativo de referéncia por um prego especificado em um data futura.

A determina¢do de modelos que descrevam bem os precos desses contratos ¢ muito impor-
tante, pois os contratos de op¢ao sdo amplamente usados e movimentam bilhdes de ddlares em
todo o mundo [12]. S6 na Bovespa, de todo volume financeiro R$ 4,4 bilhdes registrado em
14/12/05, R$ 1.159.290.000,00 devem-se ao vencimento de opgdes sobre o indice Bovespa.
Do volume das opgdes exercidas, R$ 1.152.490.000,00 representaram operagdes com opcoes
de compra e R$ 6.800.000,00 op¢oes de venda, em um total de 39.585 contratos [13]. Por esse
motivo outro objeto de estudo deste trabalho serd o contrato de op¢ao de compra sobre o indice
Bovespa. Uma abordagem mais detalhada desse tipo de contrato de derivativo sera feita nos

capitulos 3 e 4.

1.2.1 O Indice Bovespa

A escolha desse indice como objeto de estudo se deve ao fato do Ibovespa ser o principal
indicador do desempenho médio das cotacdes do mercado aciondrio brasileiro, sendo assim, o
melhor termOmetro para se aferir a eficiéncia desse mercado. O indice € definido como o valor
atual, em moeda corrente, de uma carteira tedrica de acdes, que em conjunto, representam 80%
do volume negociado no mercado a vista num periodo de 12 meses anteriores a formacdo da
carteira. Como critério adicional, exigi-se que cada a¢do que compde a carteira tedrica obedeca

individualmente os itens abaixo:
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1. A Bovespa calcula o indice de negociabilidade! (IN) para cada uma das a¢des nela nego-
ciadas nos tltimos doze meses. Os IN's de cada uma das a¢des sdo colocados em uma
tabela em ordem decrescente, em seguida soma-se todos os IN’s obtendo assim IN; ;4.
Calcula-se entdo, do maior para o menor, a participacdo de cada IN individual em relacao
& IN,ora1, listando-se as agdes até que a soma dos IN's de suas participagdes atinja 80%
de INyoral-

2. A acdo precisa ter volume de negdcios superior a 0.1% do total negociado na bolsa.

3. A agdo precisa ter no minimo 80% de presenca nos pregdes.

A carteira que compde o indice € atualizada quadrimestralmente, sempre com base nos
12 meses anteriores. Satisfeito esses requisitos, o indice € determinado, através da seguinte
expressao:
k
Ibovespa; = ZPi, qit, (1.3)
i=1
onde:
Ibovespa, = Indice Bovespa no tempo t.
k = nimero total de acdes que compdem a carteira tedrica.
P; = Preco da a¢do 1 no tempo t.

gir= Quantidade tedrica da acdo i na carteira no tempo t.

Na Fig. 1.1 mostramos a série histérica do indice Bovespa de janeiro de 1968 a dezembro

de 2006 deflacionada pelo IGP-DI?, destacando os principais eventos politicos e econdmicos

10 Indice de negociabilidade ¢ obtido com base no periodo dos tltimos 12 meses, a partir da seguinte expressao

[13]:
n; vi
IN — /NV (1.2)

n; = nimero de transagdes com a acdo i no mercado a vista no periodo.

IN = indice de negociabilidade.

N =ntmero de transa¢des com todas acdo do mercado a vista no periodo.
v; = valor da acdo i negociada no mercado a vista no periodo.

V = volume financeiro total do mercado a vista da BOVESPA no periodo

2fndice Geral de Precos - Disponibilidade Interna, da FGV, indice que tenta refletir as variacdes mensais de

precos, pesquisados do dia 01 ao dltimo dia do més corrente. Ele é formado pelo IPA (indice de Precos por
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que aconteceram no Brasil e no mundo e que de certa forma influenciaram no valor do indice

Bovespa.
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T T T I T T
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Figura 1.1 Série histdrica do indice Bovespa de janeiro de 1968 a dezembro de 2006 deflacionada pelo
IGP-DI.

1.3 Organizacao da Dissertacio

Como ja foi mencionado, estaremos interessados em analisar o contrato de op¢ao de compra
sobre o indice Bovespa. Esse tipo de instrumento financeiro seré o cerne desse trabalho. Porém,
antes de nos aprofundarmos no estudo dos contratos de opcao sobre o Ibovespa, serd preciso um
bom entendimento do comportamento probabilistico do ativo de referéncia, ou seja, do proprio

indice Bovespa. Com esse objetivo dividimos a dissertacdo em duas etapas: em um primeiro

Atacado), IPC (indice de Precos ao Consumidor) e INCC (fndice Nacional do Custo da Construg@o), com pesos
de 60%, 30% e 10%, respectivamente. O indice apura as variacdes de precos de matérias-primas agricolas e

industriais no atacado e de bens e servigos finais no consumo.
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momento realizamos a anélise estatistica das cotacdes do Ibovespa, e em seguida estudamos o
contrato de op¢ao cujo preco deriva do valor desse indice.

Dessa forma, a dissertacdo foi estruturada da seguinte maneira: No segundo capitulo, é
discutido modelos tedricos que propdem formas funcionais para densidade de probabilidade
com o objetivo de descrever o comportamento das distribui¢cdes de retorno do Ibovespa em
escala de tempo didria e intra-didrias. Em seguida, a partir dos dados empiricos obtidos da série
temporal do fechamento didrio desse indice no periodo de 1968 a 2004, e da série contendo a
cotacdo a cada 15 minutos do indice Bovespa num periodo de 1998 a 2001, realizamos anélises
sobre as distribuicdes dos retornos em escala de tempo didria, bem como efetuamos anélises
sobre as distribui¢des dos retornos em escala de tempo intra-didria, escala que varia de 15
minutos até 7 horas.

Como j4 foi dito, o objetivo principal desse estudo é a andlise estatistica da cotacdo dos
contratos de op¢do de compra sobre o valor do indice Bovespa. Portanto, € preciso um bom
conhecimento dos modelos tedrico existentes que representam o preco justo a se pagar por esse
tipo de contrato. Com essa finalidade, apresentaremos no terceiro capitulo o embasamento
tedrico necessario para o entendimento dos dois modelos para o preco de um contrato de op¢ao
que serdo utilizados no quarto capitulo desta dissertacdo. Sao eles: o modelo de Black-Scholes
[9] ou modelo gaussiano, e 0 modelo empirico para o preco de opcao [14], também chamado
de modelo exponencial.

No quarto capitulo, nos concentramos na andlise estatistica das séries histdricas das co-
tacdes didrias das op¢cdes de compra sobre o indice Bovespa entre os anos de 2005 e 2006.
Realizamos uma comparacgdo detalhada dos precos praticados no mercado de op¢des com o0s
precos gerados tanto pelo modelo exponencial de precificacdo das op¢des como pelo modelo de
Black-Scholes. Indicamos, através do método da minimizac¢ao do desvio padrdo, qual dos mo-
delos melhor descreve os precos de mercado das op¢des para determinado intervalo de tempo
antes da expiracao do contrato.

Finalmente, no quinto capitulo, indicaremos nossas conclusdes, bem como vamos expor as

principais perspectivas para novos estudos.



CAPITULO 2

Distribuicao dos retornos

2.1 Dinamica dos precos

Quando olhamos o preco de um ativo financeiro de risco cotado hoje, € inevitavel a
seguinte pergunta: O que acontecerd amanha, o preco subird ou caird?

Afim de tentar responder essa pergunta os investidores dispdem de diversas técnicas. Algu-
mas delas utilizam a andlise de séries temporais de um determinado ativo de risco para prever
qual serd o preco de amanha. Porém, o fato é que € praticamente impossivel determinar o preco
futuro de um ativo. Como ja haviamos mencionado, as a¢des de uma empresa negociadas no
mercado a vista sdo um exemplo de ativo de risco. Teoricamente uma acio representa a me-
nor parcela do capital social de uma sociedade por agdes (S/A) [13]. O preco da acao de uma
determinada empresa representa, portanto, o valor presente da empresa, bem como as expecta-
tivas que os investidores t€m em relacao ao futuro dessa empresa. Dessa forma, a expectativa
de compradores e vendedores guiaria a dindmica dos pregos dessa acdo no mercado a vista
levando a um comportamento imprevisivel, portanto, um modelo deterministico para evolugdo
dos precos de um ativo de risco € impossivel de ser obtido. Porém, como ja foi mencionado
na secdo 1.1, muito se tem feito a fim de determinar uma expressao que explique, de um ponto
de vista estatistico a evolu¢c@o dos precos desse tipo de ativo. Antes de analisar os modelos
probabilisticos para ativos de risco, € instrutivo relembrar a evolug@o temporal do preco de um
ativo livre de risco.

A descricao de um modelo para a dinamica do preco M de um ativo livre de risco € ob-
tida de forma bem simples, pois o rendimento proporcionado por esse ativo € perfeitamente
deterministico. Investir nesse ativo seria equiparavel a investir em uma caderneta de poupanca
cujo valor cresce com uma taxa de juros r. A sua variagdo relativa pode ser descrita de forma

completamente deterministica através da equacdo

ﬁ:ra’t, (21)
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ou dito de outra forma:
dM = rMd:. 2.2)

Portanto, a evolugdo do valor desse ativo livre de risco cresce segundo
M(t) <. (2.3)

Por outro lado, os ativos financeiros negociados em bolsa possuem um risco inerente. Dessa
forma, em fun¢do da imprevisibilidade do preco desse ativo, € razodvel supor que o preco S
de um ativo tenha uma variacdo relativa esperada que possa ser decomposta em uma parte
deterministica, que reflete a expectativa de valorizacdo desse ativo, e outra estocdstica que
reflete todos os fatores externos responsdveis pelo comportamento aleatério dos precos [15].
Portanto, podemos descrever essa variacao relativa pela equacgdo diferencial estocastica (EDE)
abaixo:

ﬁ = udt+odw,
S
ou alternativamente

dS = uSdt + o Sdw, 2.4)

onde U é uma constante associada a parte deterministica do preco, ¢ € uma constante associada
a aleatoriedade do preco e a diferencial dW representa a variagcdo aleatéria do preco. Matemati-
camente dW € definido como o incremento em um intervalo de tempo dt do processo de Wiener

ou movimento Browniano W (), ou seja,
AW =W (t +dt) — W (1). (2.5)

O movimento Browniano, ou processo de Wiener, por sua vez € o processo estocastico definido

pelas seguintes propriedades [16]:
1. W(0)=0
2. os incrementos de dW sao continuos.

3. os incrementos W(t) — W(1y), onde ¢ > t, possuem densidade de probabilidade nor-
mal N(0,/f —1y). Em particular, isso significa que < W(t) —W(ty) >= 0, var[W(t) —
W (to)] = (t — 1), onde <> denota média e var a varidncia: var[f(w)] =< f(w)? > — <
f(w) >2. No limite de At — dt temos < dW >=0 e var[dW] = dt,
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Usando as propriedades de W (¢) em (2.4) podemos afirmar que
<dS(t) >= uSdt. (2.6)

Logo podemos interpretar [L como sendo a taxa de retorno médio esperado do ativo. A cons-
tante G, como veremos a seguir, ¢ uma medida da volatilidade do respectivo ativo.

Nosso objetivo agora é determinar, a partir de (2.4), a distribui¢do de probabilidade do preco
S(t) do ativo. Para esse fim, ao invés de estudar a varidvel S(¢), é interessante considerar In S(¢)
como a variavel independente, escrevendo-a na forma de uma EDE. No entanto, sabendo que
S € um processo estocdstico ndo podemos obter a EDE para In S a partir da relagdo direta entre
S e InS como se fossem grandezas deterministicas [17], ou seja, %S # d(InS). De fato, para
obter a expressdo diferencial de uma funcdo f(S), que dependa de um processo estocdstico S(¢)
precisaremos aplicar o Lema de Itd [15]. Este lema € similar a expansdo de uma funcio em
séries de Taylor, com a diferenca de que essa funcido depende de uma varidvel estocastica. O
objetivo é chegar numa EDE para f(S) sabendo que S(¢) é um processo estocdstico descrito
pela EDE (2.4).

A partir da expressdo em série de Taylor chegamos a,

d 1d?
df(S) = d—f;dsju 5#;152 + ... (2.7)

Substituindo agora (2.4) em (2.7), obtemos

df df Ldf oo 1df Ld*f 2
df(S)=uS——dt+oS—dW + - —=(uS)"(dt ——>noS°dtdW 4+ -—= (6 8)“(dW)~.
No limite dt — 0 pode-se mostrar que a ordem de magnitude de (dW)? é dt. Entio, desprezando

0s termos maiores que dt, chegamos a expressao

B df 1 ,0d°f df
df(S) = (uS%-l-EG s W)dt-l—GS%dW, 2.8)

que constitui o lema de It6. Para o caso da funcéo de interesse f(S) = InS, temos

d 1
% =5 2.9)
92 1

Agora, substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), chegamos na EDE para f(S) = InS:

1
df = (u—§62>dt+GdW. 2.11)
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Podemos agora obter a média e a variancia para a func¢ao f(S) integrando em 7 a EDE acima,

7(8) - 5(50) = (= 50%) 1= 10) + [ 0aW (),

Io

onde S = S(r) e So = S(tp), efetuando a definicdo de média em ambos os lados da equagdo

acima temos

< F(S) — £(Sy) >=< 1nSi >= (n- %(52) (t—10)+ [ 6 <dw(s)>

0 To

como < dW (s) >= 0, chegamos a

< F(S) — £(So) >= <1nS£0> (u—%(52>(t—to). 2.12)

Para o célculo da variancia devemos fazer (f(S) — f(So))? de maneira que
2 1 5\? 2 1 ! A /
(1(5)=1(50))° = (n=507) (—10P+2(n—50%) 1—10) [ caW(s)+ [ [ o*aw(s)aw(s),
0 0 Y10
efetuando a defini¢cdo de média em ambos os lados da equagdo acima temos
2 1
(r8) = £50))°) = (w=50%) =P+ [ / &% < dW (s)dW (s') >
0
sabendo que dW (s)dW (s") = \/ds ds'd (s — s’) chegamos a
2 1 2\2 2 2
((F(8)=F(80))*) = (m=507) (1 =10 +62(t 1), (2.13)

finalmente, usando 2.13 e 2.12 obtemos

var(f(8) — £(So)] = o> (t —10). (2.14)

Vamos agora definir uma fungio retorno x(S), como sendo

X(5) = £(5) ~ f(S0) =ng - (2.15)

0

Dessa maneira, obtivemos acima que x(S) pode ser representado como um processo gaussiano

que possui média e variancia, respectivamente, dadas por
1,
< x(S) >= (u —50 )(r —1p),

S
var[x(S)] = var[ln S—O] =o%(t—10),
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de modo que a distribuicdo de probabilidade da fungdo x(S) = InS/Sy € a distribui¢do normal

com a média e a variincia acima, ou seja,

1 ( [ —(u—%cz)(f—to)lz) 2.16)

p(¥) = —=—=——==exp(—
o+\/27(r —1p) 202%(t —1p)
A equacdo diferencial estocastica (2.11) para df, € caracterizada como um processo de Wiener
generalizado [16], também conhecido como movimento browniano com drift, significando que
a média € ndo nula e variancia é ndo unitaria.
Para obter a forma da distribuicdo de probabilidade para o preco S(¢), devemos usar a

propriedade

Usando (2.16) na expressdo acima, obtemos que

- 1 1 [lnS/S()—(H—le)(f—t())]z
9= s ey ) @

Essa distribui¢do € conhecida como log-normal, e sua dindmica associada dS representa um
movimento Browniano geométrico.

Até agora verificamos que a distribuicdo de probabilidade do preco S(z), descrito pela EDE
(2.4), € dada pela distribuicdo log-normal (2.17). E que a distribuicdo de probabilidade dos
retornos x, € a distribuicdo normal (2.16), também conhecida como distribui¢cdo gaussiana. No
entanto, observando empiricamente os retornos definidos como na funcao (2.15), nota-se que
nem sempre a distribuicdo dos retornos tende a seguir uma distribuicdo gaussiana. Por esse
motivo, € necessario apresentar outros tipos de distribuicdes com a finalidade de modelar a

distribui¢do dos retornos em situagdes em que a distribuicao gaussiana ndo se aplica.

2.2 Distribuicao exponencial

Estudos realizados anteriormente [1] corroboram que as distribui¢des dos retornos do indice
Bovespa, gerados em uma escala de tempo particular, ndo sao bem descritas por uma distribui-
¢cdo gaussiana, e sugere-se como descri¢do alternativa da distribui¢do empirica dos retornos

uma fung¢do exponencial [14], com a seguinte forma funcional

A7) e x<§

2.18
Be V(%) e x> 3§, (2.18)

f(X,t—l‘()) = {



2.2 DISTRIBUICAO EXPONENCIAL 13

onde x é o retorno, descrito de maneira similar a fung@o retorno (2.15), isto é, x(S) = In S—SO,
onde S = S(t) e So = S(tp)-

Usando a condi¢@o de normalizagcao

/m f(x)dx =1, (2.19)

) o0
| Aét x| pevedar—1,
— oo d
chegamos a relacao
A B
— + —
Y Vv
Com o intuito de usar essa fungcdo exponencial para ajustar a distribuicao de retornos, e tendo

1. (2.20)
em mente que essa fungio possui descontinuidade em J, € bastante conveniente definir para a
funcado exponencial que a média dos retornos seja
< x >=20, de maneira que, (2.21)
<x>= / xf(x)dx =39,

d o0
/ AxeY(x_s)dx—k/ Bxe V00 gy = J,
—o0 S

usando as condig¢des (2.20) e (2.21) podemos determinar os valores de A e B como sendo:

2
¥
= 222
TV’ (2.22)
v2
= . 2.23
Y+v (2:23)

Agora, afim de calcular a variancia dos retornos, vamos calcular < x2>da seguinte maneira

< x? >:/ X2 f(x)dx,

) oo
<x? >:/ szeY(XS)dx—F/ Bx?e V¥ gy,
e S

2
<K >=8"4+
v
dessa forma € possivel mostrar que a variancia da distribui¢do exponencial (2.18) é dada por

varlx] =< x* > — < x >2,
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2
=, 2.24
varx] ™ (2.24)

Uma das principais caracteristicas da distribuicdo exponencial € a de que, a medida que nos
afastamos do valor médio da varidvel x, a distribuicdo exponencial decai mais lentamente do
que a distribuicdo gaussiana. No entanto, existem outros tipos de distribui¢des que possuem
esse tipo de comportamento, e decaem ainda mais lentamente do que a distribuicdo exponen-
cial, evidenciando, longe da média, um comportamento conhecido como "caudas pesadas" [8].
Essas distribui¢des sdo chamadas de distribui¢cdes com lei de poténcia. Algumas dessas dis-
tribuicdes serdo abordas neste trabalho, sdo elas: a distribuicdo de Levy e a distribui¢do de
Tsallis.

2.3 Distribuicao com Lei de Poténcia

2.3.1 Distribuicao de Levy

A distribuicdo de Levy surge de uma expressdo desenvolvida por Levy e Khintchine [18]
que reproduzem toda a classe de distribui¢cdes de um processo estdvel. Sendo a distribui¢do de
Levy, um caso particular que assume que a distribui¢ao € simétrica e tem média zero, resultando
na expressao

Pr(x) = %/Ow e VM cos(kx)dk, (2.25)

onde x € o retorno, Y e O sdo parametros que tem origem da expressao geral de Levy e Khint-
chine, e que na expressao (2.25) estdo sujeitos as seguintes restri¢coes: Y € um fator de escala
chamado de expoente de estabilidade, que possui valor positivo e 0 < o < 2, vale ressaltar que
a distribui¢do de Levy ndo € definida para oo > 2, porque, neste caso, a fungdo obtida a partir
de (2.25) ndo € positiva para todos os valores de x.

Observa-se que para as classes de distribui¢cdes estdveis, os momentos E{|x|"} divergem
paran > o quando o0 < 2. Em particular, apenas dois valores de o0 permitem que a integral
de (2.25) seja calculada explicitamente. O valor de o@ = 1 nos proporciona a distribuicao de
Cauchy, e o valor a@ = 2 nos proporciona a distribuicao gaussiana. Infelizmente, ndo podemos
encontrar expressoes fechadas para as distribuicdes estaveis com qualquer outro valor de o, se
ndo aqueles. Além do mais, observa-se que para qualquer outro valor de o0 < 2, a distribui¢cdo
de Levy decai como uma lei de poténcia para grandes valores de x de acordo com Py (|x|) ~

1+a)

]x]_( . Portanto a distribuicdo de Levy (2.25) ndo possui uma escala caracteristica, sendo
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assim, a variancia desta distribuic@o € infinita. Por esse motivo, ao se tentar ajustar os dados
dos retornos empiricos, € preciso que se "trunque” a distribui¢do de Levy.
Um dos critérios usado para descrever as distribuicdes empiricas através da distribuicao de

Levy € o truncamento abrupto [19] da distribuicdo de Levy, de maneira que
Pri(x) = Pr(x)6 (xc —|x]), (2.26)
onde 0 ¢ a funcdo de Heavyside definida como

0, se x<0
0(x) = ’ (2.27)
®) 1, se x>0,

e x. € um valor arbitrario.

2.3.2 Distribuicao de Tsallis

A distribuicao de Tsallis € a distribuicdo de probabilidade de um sistema nio extensivo
encontrar-se num certo estado x que maximiza a entropia generalizada desse sistema, a entropia
de Tsallis [20].

A entropia de Tsallis surge como uma generalizacio para a entropia de Boltzmann [21] e €

descrita, num sistema discreto, como

1— y:lpff
qg—1

b

Sg=k

onde N é o niimero de microestados acessiveis ao sistema, py é a probabilidade de o sistema
encontrar-se em um estado x e k € uma constante similar a constante de Boltzmann. E para um

sistema continuo, temos
1 — [ Pr(x,t)%dx

q—1
onde Pr(x,t) é chamada distribui¢io q-Gaussiana, também conhecida como distribuicdo de

Sy =k

Y

Tsallis [22], € a distribui¢@o de probabilidade do sistema se encontrar em um estado x. O para-
metro g caracteriza a ndo-extensividade da entropia, isto pode ser visto claramente na seguinte
relacdo
s S 0-s
k kK k k ’
para o caso particular g = 1 a extensividade da entropia é recuperada.
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Para obter a expressdo da distribuicdo de Tsallis € preciso definir a expressdo do valor

esperado como sendo
<f0) == [ _F0Pr (v,

além disso, é preciso sujeitar a distribuicao de Tsallis aos vinculos

/ C Pr(et)dx=1, (2.28)
<x— <X >>4= /oo (x— < x>)Pr(x,t)dx =0, (2.29)
<(x—<x>)?>,= /w (x— < x>)?Pr(x,t)dx = o (1)~ (2.30)

Dessa forma, encontramos a expressao para a distribuicdo de Tsallis

PT(x,t):%[I—B(I)(l—q)(x—<x>)2 =3 2.31)

O primeiro vinculo (2.28) é uma condi¢do de normalizacdo; as outras duas condig¢des (2.29)
e (2.30) corresponderdo, respectivamente, a média e a variancia de x apenas no caso em que
g =1; as expressdes Z(t) e B (1) sdo multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos (2.28)

e (2.30), respectivamente, sendo descritos por

Z(t) = (2.32)

1

= 2.33
P) = Sz (2.33)
Para a distribuicdo (2.31) a variancia é dada por [23]
; se q < é
o (1) ={ O3B0 3 (2.34)

oo squ%.

Observa-se que os valores mais extremos da distribuicao de Tsallis para g > 1 decrescem com
uma lei de potencia do tipo Pr(x,t) ~ x_q%l.

Em nosso estudo analisaremos a distribuicao dos retornos normalizados ao desvio padrao,
de modo que nos interessa somente os valores do parametro g em que a variancia é finita, dessa
forma, forcamos a expressao (2.34) a ser igual a um, o que resulta em

B =5 q<3 2.39)
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e a expressdo (2.31) passa a ser

L)/ 45 _ e
B (oo

Agora que apresentamos os modelos tedricos das distribuicdes de probabilidade. Vamos

Pr(x) (2.36)

usar esses modelos para estudar as distribui¢des dos retornos em diversas escalas de tempo, ge-
rados a partir dos dados da série das cotagdes didrias do indice Bovespa e da série das cotacdes

intra-didrias do indice Bovespa.

2.4 Analise Estatistica dos Retornos do Ibovespa

Primeiramente vamos definir qual varidvel iremos usar em nosso estudo das flutuacdes. A
primeira vista, poderia parecer que o natural seria usar a série das cotagdes dos precos S(z) e
considerar variagdes AS = S(z + Ar) — S(t), onde Ar dependeria da escala de tempo de interesse,
por exemplo, At = 1 dia para série didria dos precos e At = 15 minutos para a série intra-didria.
No entanto, a varidvel AS dependera da unidade monetaria (Real, Délar, etc.).

Poderiamos resolver esse problema estudando nao as variagdes absolutas do preco do ativo,
mas a diferenca relativa dos precos, expresso pela relagdo [S(n+ 1) —S(n)]/S(n). Contudo,
usando essa varidvel, nos deparamos com um outro problema: ndo conseguiremos gerar a
série dos retornos em outra escala de tempo a partir da série dos retornos fundamental (a série
didria, ou a série intra-didria de 15 minutos), pois a diferenca relativa dos precos ndo possui
aditividade.

Porém, se escolhermos para anélise os retornos definidos como a diferenca logaritmica dos
precos do ativo,

xt(n) =InS(n+71) —InS(n), (2.37)

teremos uma grandeza que é adimensional. Além disso, a expressdo (2.37) é extensiva, ou
seja, podemos gerar retornos para qualquer escala de tempo T a partir da série dos retornos

fundamental T = 1, segundo a expressao

T

xr(n):le(i—l—n—l), 2.38)
i=1 .

onde xi(n)=InS(n+1)—InS(n).
Portanto, serd conveniente usar os retornos definidos como a diferenca logaritmica dos precos

do ativo como varidvel a ser analisada. Dessa forma, usamos a expressdo (2.37) para gerar a
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série dos retornos na escala de tempo T = 1, isto é, {x;(n)}, a partir das cota¢des do indice
Bovespa mencionadas. Como exemplo, podemos ver na Fig. 2.1, a série dos retornos didrios
do Ibovespa, nesse caso T = 1 representa um dia. Depois disso, conseguiremos gerar a série
dos retornos em qualquer escala de tempo {x;~1(n)}, a partir da série dos retornos {x;(n)},

usando a expressao (2.38).

0.3

retornos

| ‘ \ \ \ \ \ L \ \ \
1968 1972 1976 1980 1984 1988 1992 1996 2000 2004
data

Figura 2.1 Série temporal do retorno logaritmico didrio do indice Bovespa de janeiro de 1968 a feve-
reiro de 2004.

A série dos retornos do indice Bovespa sdo de grande importancia ndo s6 no estudo desse
indice em si, mas também no entendimento de contratos derivativos cujo preco dependem do
valor desse indice. Nos capitulos 3 e 4 estudaremos alguns desses contratos com mais detalhes.
Nesta sec@o faremos uma andlise dos dados empiricos, ou seja os retornos gerados a partir das
cotacdes didrias e intra-didrias do indice Bovespa. Entdo, a partir da cotag¢do didria do indice
num periodo de janeiro de 1968 a fevereiro de 2004 totalizando 8889 pontos, geramos a série
dos retornos didrios, usando (2.37). Entdo usando (2.38), geramos as série de retornos de 1 dia
a 100 dias. Em seguida, realizamos o estudo da densidade de probabilidade dos retornos para

diversas escalas de tempo.
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Num segundo momento, a partir da cotacdo do indice a cada 15 minutos num periodo de
1998 a 2001, totalizando 19995 pontos, geramos a série de retorno de 15 minutos usando a
expressao (2.37). Depois disso, usando a expressao (2.38), podemos gerar retornos para outras
escalas intra-didrias de tempo, como por exemplo retornos de 1 hora. Em seguida estudaremos

a densidade de probabilidade das série de retorno intra-didrias.

2.4.1 Retornos Diarios

Como ja haviamos mencionado, a partir da cotagcdo didria do Ibovespa de janeiro de 1968
a fevereiro de 2004, podemos gerar a série de retornos didrio utilizando a expressao (2.37). O
resultado pode ser visto na Fig. 2.1. E como foi mencionado anteriormente, usando a expressao

(2.38) geramos as séries de retornos para escalas didrias de tempo maiores que 1 dia.

T T T T T I T T T T T

1000} 1 dia =

= 5 dias ]

I . T = 10 dias ]

© i 30 dias ]

3 i 100 dias i
c

@ L i
3
o
(&)

& 100f -

[} r ]

© - i

o C ]

(T o R

By L ]
>

o L i
X7,

T 101 =

L o I : A ) I 1
1 -0,8 038 1

retornos

Figura 2.2 Histograma comparando retornos de 1dia, 5 dias, 10 dias, 30 dias e 100 dias, em escala

semi-log.

A Fig. 2.2 mostra a distribui¢ao dos retornos (histograma dos retornos) em escalas semi-log

para retornos com escalas de tempo de 1, 5, 10, 30, 100 dias. Esses histogramas sdo construidos
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para retornos contidos no intervalo [—1, 1], este intervalo é dividido em 200 intervalos menores,
que chamaremos de intervalo de retorno. Indicamos no eixo vertical o nimero de incidéncia
de retornos contidos no respectivo intervalo de retorno. Nessa figura, nota-se claramente que a
forma da distribuicado muda para os retornos com diferentes escalas de tempo. Pode-se perceber
que a medida que aumentamos a escala de tempo, a distribui¢do dos retornos se alarga, isto €,
a variancia aumenta, como esperado.

Para facilitar a andlise das distribui¢do dos retornos, vamos normalizar os retornos a vari-
ancia, ou seja, vamos dividir os retornos pelo desvio padrao da série dos retornos, de modo que
as novas séries terdo variancia unitaria. Entdo, até o fim deste capitulo, quando nos referirmos

aos retornos, estaremos tratando dos retornos normalizados.

1 T . ; ; ; ; — —
o 60dias 1 o o 1ldia
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retornos normalizados retornos normalizados
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Figura 2.3 (a) Histograma dos retornos de 60 dias e ajuste de uma distribuicio gaussiana (curva sélida).
O ajuste proporciona um valor minimo do residuo R? = 0.0597; (b) Histograma dos retornos de 1 dias
ajustados por uma distribui¢io gaussiana. O ajuste proporciona um valor minimo do residuo R> =
0.4886.

O estudo mais detalhado do comportamento da distribui¢do dos retornos serd feito ajustando
os modelos tedricos propostos anteriormente as distribui¢des empirica dos retornos. O ajuste
serd realizado de forma a minimizar o valor da fungdo residuo [24]. A funcao residuo € a soma
dos quadrados da diferenca entre os dados empiricos e os resultados tedricos. Nesse método
definimos a funcio residuo, R?, através da relacio

N
R*=Y (H—P)* (2.39)
i=1
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onde H; é o valor da densidade de probabilidade do i-ésimo retorno, P, € o valor do modelo a
ser ajustado para o mesmo i-€simo retorno € N € a quantidade de pontos. O método consiste
em achar os pardmetros dos respectivos modelos tedricos que minimizam a funcio R?.

Na Fig. 2.3a podemos observar, no grafico em escala semi-log, que a distribui¢do dos
retornos de 60 dia pode ser bem representada por uma parabola na regido central da distribui¢do,
embora apresente "caudas pesadas" nas extremidades. Através do método de ajuste apresentado
acima obtemos para a distribuicdo dos retornos de 60 dia, um valor minimo do residuo de
R? = 0.0597 usando como modelo a distribuicdo gaussiana. Na Fig. 2.3b temos a distribui¢io
dos retornos didrios, nessa figura fica evidente que a distribui¢cdo gaussiana nio € tdo boa em
ajustar os dados. Através do método de ajuste obtemos para a distribuicao dos retornos didrios,
um valor minimo do residuo de R? = 0.4886 usando como modelo a distribui¢io gaussiana.

O resultado acima indica que, devemos ter uma piora no ajuste gaussiano a medida que a

escala de tempo diminui. Isso pode ser comprovado na Fig. 2.4, onde temos o valor minimo do
2

residuo Ry, usando a distribui¢do gaussiana como ajuste, em fun¢do da escala de tempo dos

retornos.

o
ul

(€49) R2min usando o modelo gaussiano
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Figura 2.4 Valor minimo do residuo, R;,;,, usando a distribui¢do gaussiana como ajuste, em fungdo da

escala de tempo dos retornos.

O fato de a distribuicao gaussiana ndo ajustar tdo bem a distribui¢io dos retornos em escalas

de tempo pequenas, serve de motivacao para testar outros tipos de funcdes que ajustem de forma
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satisfatoria a distribuicdo dos retornos nessas escalas de tempo. Um dos modelos propostos € o
que assume que a distribui¢ao dos retornos pode ser bem descrita por uma funcdo exponencial
(2.18). Mais uma vez, o ajuste da distribuicdo dos retornos didrios, consiste em minimizar a
funcdo residuo (2.39) usando, agora, a funcdo exponencial. O resultado pode ser visto na Fig.
2.5, onde podemos comprovar a eficicia do modelo exponencial frente a0 modelo gaussiano,
Fig. 2.3b, em ajustar a distribuicao dos retornos didrios. Isso pode ser comprovado, também,
comparando o valor minimo do residuo, usando como ajuste a distribuicio gaussiana R? =
0.4886, com o valor minimo do residuo, usando como ajuste a distribui¢io exponencial R? =
0.2969. De maneira geral, reparamos que outras distribui¢des de retornos com escalas de tempo
entre 1 a 30 dias s@o bem descritos por uma funcio exponencial, resultado que concorda com

um estudo recente [1].
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Figura 2.5 Histograma dos retornos de 1 dia ajustados por uma curva exponencial com parametros
A =0.6854,7v=1.4382 parax < 0, B=0.7578, v = 1.4275 para x > 0, esses pardmetros nos fornecem

um valor minimo do residuo R = 0.2969.



2.4 ANALISE ESTATISTICA DOS RETORNOS DO IBOVESPA 23

2.4.2 Retornos Intra-diarios

Nesta secdo analisaremos o comportamento dos chamados retornos de alta freqiiéncia, ou
seja, os retornos auferidos ao longo do pregdo, que via de regra possui durac@o de 7 horas. Para
isso, usaremos a expressao (2.37) para gerar, inicialmente, a série de retornos de 15 minutos
obtidos a partir da série da cotagdo do indice Bovespa a cada 15 minutos, no periodo de 1998
até 2001. Em seguida, usando a expressdo (2.38), geramos a série de retornos de diversas
escalas de tempo nesse periodo. Na Fig. 2.6 temos a distribuicdo dos retornos com escala
de tempo de 3 horas, a essa distribui¢dao ajustamos uma fung¢ao exponencial através de (2.39)

obtendo um valor minimo do residuo de R = 0.2182. Analisando as distribuicdo dos retornos
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Figura 2.6 Ajuste exponencial para a densidade de probabilidade de retornos normalizados de 3 horas,
com Yy = 1.5233 para x < 0 e v = 1.6265 x > 0; esses pardmetros proporcionam um valor minimo do
residuo R? = 0.2182.

para outras escalas de tempo, notamos que o ajuste usando a distribui¢do exponencial se aplica
de forma eficaz para a distribuic@o de retornos intra-didrios com escalas de tempo entre 3 e 7
horas, também de acordo com [1].

Porém, podemos verificar no grifico em escala semi-log na Fig. 2.7 que para escalas de
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tempo menores que 1 hora nota-se um desvio do comportamento linear. Em particular, as

r

¢ 1hora

P o 15 minutos
; ‘i g 30 minutos

0,1

densidade de probabilidade
e

LY
vo °°°h

001} 2N & o __
- nf b’ ol ]
C ° o Oy © ofy & ]
i ° e, ondge q i
L o .—g o -« on _? a ° 1

o o mo oo om 0o
o om @moo ¢ oomom o]
@o moo oomeo © 00 ¢

0,001;00 cmEd o B o m

1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1 I 1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

retornos normalizados

Figura 2.7 Densidade de Probabilidade dos retornos de 15 minutos, 30 minutos e 1 hora.

distribui¢do dos retornos de 15 minutos, apresentam um decaimento mais lento do que o de uma
funcdo exponencial, aumentando ligeiramente a probabilidade dos retornos mais extremos da
distribuicdo, acentuando mais ainda o surgimento das "caudas pesadas". Esse comportamento,
nas extremidades da densidade de probabilidade dos retornos de alta-freqiiéncia do Ibovespa,
sugere que o comportamento das distribuicdes para essas escalas de tempo possa ser descrito de
melhor forma por uma expressao do tipo lei de poténcia [25]. Vale a pena ressaltar que, além
do indice Bovespa, esse tipo de comportamento também € observado para indices de outros
mercados aciondrios [26]. Com o intuito de caracterizar a forma funcional que melhor ajusta
essas distribui¢des dos retornos de 15 minutos, vamos comparar duas distribui¢des tedricas, as
chamadas distribuicao de Tsallis (2.36) e a distribui¢do de Levy (2.25).

Com a finalidade de descrever o comportamento da distribuicdo do retornos normalizados
de 15 minutos inicialmente usamos como ajuste a distribuicdo de Levy (2.25). Para encontrar
o melhor ajuste utilizamos, como anteriormente, o método da minimizacao da fungao residuo

(2.39). Para isso, tivemos que encontrar quais os valores dos parametros da distribuicdo de
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Levy, v e o, que satisfazem a seguinte expressao,

R _

ay
R _

da

QU

Como a distribui¢ao de Levy possui dois pardmetros a serem determinados, a minimizagao
de (2.39) € obtida através do método Downhill Simplex [27] para duas dimensdes. Como
resultado, encontrados os parametros Y = 0.3389 e o = 0.98 que satisfazem a expressdo acima.
Esses pardmetros resultam em um valor minimo da funcfo residuo R? = 0.1538. A curva de

ajuste pode ser vista na Fig. 2.8.
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Figura 2.8 Para a densidade de probabilidade de retornos normalizados de 15 minutos, temos em ver-
melho o ajuste com a distribui¢do de Levy com parametros Y = 0.3389 ow = 0.98, com esses parametros

conseguimos um residuo de R?> = 0.1538.

Vamos agora ajustar da distribuicdo dos retornos normalizados de 15 minutos usando a
distribui¢do de Tsallis. Estamos interessados em ajustar uma curva de variancia unitaria, entao
de acordo com (2.35) teremos que ajustar apenas o pardmetro ¢, de maneira a proporcionar o

melhor ajuste dos dados empiricos. Para determinar este pardmetro usamos, mais uma vez, o
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método da minimizacao da funcdo residuo (2.39). Porém, como desta vez temos que encontrar

apenas um parametro de maneira a satisfazer
oR?
Eri

usaremos o0 método golden section [27], que € bastante similar ao método da bisse¢do. O resul-

tado encontrado que satisfaz a expressao acima € o valor ¢ = 1.59. Esse valor de g proporciona

o valor minimo para a funcio residuo R?> = 0.1483. A curva de melhor ajuste pode ser vista na

Fig. 2.9.

Ambas expressoes (2.25) e (2.36) descrevem bem a distribui¢cdo dos retornos de 15 minutos
na regido central dos dados, com destaque para a distribuicao de Tsallis que melhor ajusta os
dados, obtendo menor valor para a funcio residuo, além de possuir uma variancia finita para

o valor de g que proporciona o melhor ajuste, ja que g < % Foi mostrado recentemente por
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Figura 2.9 Para a densidade de probabilidade de retornos normalizados de 15 minutos, temos em azul
o ajuste com a fungdo de Tsallis resulta no parametro ¢ = 1.5923 que proporciona um residuo de R> =
0.1483.

Cortines e Riera [28], que os retornos de 1 minuto do Ibovespa também sdao bem descritos
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por uma distribui¢do de Tsallis. Nossa andlise acima mostra que essa distribuicdo também €
observada para os retornos de 15 minutos permanecendo vélida até a escala de tempo de 1 hora
aproximadamente; vide Fig. 2.7.

Em resumo, vimos que para escalas de tempo maiores que 20 dias a distribui¢ao de pro-
babilidade dos retornos do indice Bovespa possui um comportamento tipicamente gaussiano.
Porém, para retornos com escalas de tempo entre 3 horas e 20 dias o comportamento das distri-
bui¢des de probabilidade desses retornos € melhor descrito por uma distribuicao exponencial.
No entanto, quando analisamos a distribui¢dao dos retornos na escala de tempo de 15 minutos,
observa-se o aparecimento de um comportamento do tipo lei de poténcia, motivo que nos im-
peliu a testar as distribuicdes de Levy e de Tsallis. Finalmente concluimos ser esta tltima, o
melhor ajuste, visto que obteve menor valor para a fungdo residuo.

H4 diversos modelos para precificacdo de derivativos que levam em consideracdo o com-
portamento do tipo lei de poténcia das distribui¢des dos retornos. Como, por exemplo modelos
para opg¢des baseados nas distribui¢des de Levy [29] ou distribui¢des q-gaussianas [30, 31, 21].
Entretanto, ndo tentaremos em nosso estudo analisar a performance desses modelos, por com-
preender que o comportamento do tipo lei de poténcia no indice Bovespa torna-se mais evidente
apenas para retornos de alta-freqiiéncia, sendo que essas escalas ndo sio relevantes para o es-
tudo de contratos de derivativos. Portanto, no préximo capitulo, vamos nos ater a anélise do
modelo exponencial e compard-lo com o modelo ja estabelecido em finangas, o0 modelo de

Black-Scholes, que assume que a distribui¢ao do retornos tem comportamento gaussiano.



CAPITULO 3

Opcoes

3.1 Introducao

Um derivativo € um instrumento financeiro cujo preco depende de um outro ativo financeiro,
chamado de ativo de referéncia. A finalidade do derivativo pode ser tanto a obten¢do de ganho
especulativo, como a prote¢do contra eventuais perdas no ativo de referéncia. Essa estratégia
como forma de protec¢do é também conhecida como hedge e voltard a ser tratada mais adiante.

O mercado de derivativos é um mercado de liquidagdo futura, isto €, a liquidacdo do negécio
se dd em uma data futura, diferentemente do mercado a vista, onde o negocio € liquidado no ato
da negociacdo. O mercado de derivativos, por sua vez, pode ser dividido em outros mercados
caracterizados pelo tipo de contrato negociado. Entre esses mercados destacam-se o mercado
a termo e o mercado de opcao, sendo este ultimo, alvo de nosso estudo.

No mercado de derivativos, da mesma forma como no mercado a vista, o investidor pode
se posicionar quanto aos negdécios da seguinte forma:

posicao comprada (''long position') - O investidor mantém quantidades positivas do ativo
no mercado. Por exemplo: um investidor comprou a¢des de uma empresa no mercado a vista.
Entdo, no momento, ele possui uma quantidade positiva de a¢des o0 que caracteriza uma posi¢ao
comprada. A expectativa do investidor quando a sua posicao é comprada, é a de que o ativo se
valorize.

posicao vendida (''short position'') - O investidor mantém quantidades negativas de ativo
no mercado. Quando o investidor se posiciona dessa maneira, ele pode negociar ativos no
mercado sem realmente possui-los. Um exemplo do que acontesse, desprezando os aspectos
técnicos, € representado em esséncia da seguinte maneira: o investidor pode "tomar empres-
tado" uma quantidade de acdes através de sua corretora e vendé-las no mercado. A expectativa
desse investidor € de que essa acao se desvalorize. Dessa maneira, o investidor pode comprar a
mesma quantidade de acdes por um preco menor. Entdo, o investidor devolve as a¢des "empres-
tadas" e guarda para si a diferenca entre o preco a que as acdes foram vendidas anteriormente

e 0 preco a que as acdes foram compradas. Portanto, a expectativa do investidor quando a sua

28
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posicdo é comprada, é a de que o preco do ativo caia.

Além da forma de como se posicionar no mercado, os investidores participantes do mercado
de derivativos podem assumir diversas posturas [10], a saber:

Hedger - Utilizam os derivativos como forma de protecdo contra uma eventual desvalo-
rizagdo do ativo de referéncia, assumindo no mercado de derivativos posi¢do contrdria a que
assumem no mercado a vista. Exemplo, se um produtor de soja acredita que de hoje a quatro
meses, quando for comercializar sua safra, os precos terdo caido e as vendas ndo cobrirdo seus
custos, entdo ele pode resolver comprar em bolsa um contrato com vencimento no quarto mes
a partir de hoje, de maneira a assegurar a venda de sua produ¢@o por um preco fixado.

Especulador - Se o hedger quer seguranca, o especulador por sua vez assume os riscos das
negociacdes com derivativos, aproveitando-se das oscilagdes nos precos para realizar lucros,
geralmente a curto prazo.

Arbitrador - Surge quando existem diferengas na formagao dos pregos de um mesmo ativo
em mercados diferentes. O investidor que assume essa postura tenta alcangar um ganho fixo
sem correr risco, aproveitando-se desse desequilibrio. Esse tipo de procedimento € conhecido
como arbitragem. E apesar do arbitrador aproveitar um desequilibrio do mercado, sua participa-
¢do € importante pois, quando atua, ajusta o preco do ativo nos diferentes mercados, eliminando
a possibilidade de futuras arbitragens. Exemplo, suponhamos uma a¢do de uma empresa que
seja negociada em bolsas de paises diferentes e com moedas distintas. Vamos imaginar, por
exemplo, que essa acdo esteja sendo negociada em bolsa no Brasil por um valor de R$ 50,00 e
esteja também sendo negociada em bolsa nos EUA por um valor de U$ 20,00. Se nesse instante
o dolar for cotado a U$ 1,00 = R$ 2,00, um possivel investidor pode comprar uma quantidade
de n acdes dessa empresa nos EUA e vendé-la imediatamente no Brasil embolsando a quantia

de
R$2,00

U$1,00
Nesse caso o investidor realizou uma arbitragem. Nesse exemplo hipotético, ignoramos eventu-

<R$S0,00 — U$20,00 )n — R$10,00n.

ais custos transacionais, que podem reduzir, ou mesmo impossibilitar, a margem de arbitragem.

Os contratos negociados no mercado de derivativos sdo eficazes em eliminar o risco de um
investidor que detenha uma determinada posi¢do em um ativo financeiro. Ao usar um contrato
de derivativo, o investidor fixa um valor futuro (de taxa de caAmbio, de taxa de juros, de uma agdo
ou de um commodities). Isso significa que ele fica protegido das conseqiiéncias de um eventual
cendrio desfavoravel. Como ja mencionamos, um dos mercados de derivativos mais comuns €

o mercado a termo. Neste mercado negocia-se 0s contratos a termo, que sao instrumentos que
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obrigam uma das partes do contrato a comprar e a outra parte a vender algum ativo a um preco
especificado em um vencimento determinado. Como um exemplo de como um investidor pode
se posicionar nesse mercado, suponhamos que um investidor compra um certo ativo no mercado
a termo por R$ 55.00, para liquida¢do dentro de 1 més. Se nesse periodo o preco do ativo
subir para R$ 70.00 no mercado a vista, o investidor ficard protegido pelo contrato do mercado
a termo e pode comprar o ativo por um pre¢o mais barato do que no mercado a vista. Em
contrapartida, se o preco do ativo cair, o cendrio seria favordvel a compra no mercado a vista,
porém ele ja ndo poderia mais se beneficiar dessa situagdo porque tem a obrigagao de liquidar
a operacdo do contrato ao pre¢o previamente definido. Consideremos outro exemplo. Suponha
que um investidor venda um certo ativo no mercado a termo por um preco preestabelecido de
R$ 50.00 com vencimento de hoje a quatro meses. Se no dia do vencimento o ativo estiver
cotado a R$ 60.00 no mercado a vista, o investidor tem a obrigacdo de vender o ativo pelo
valor de R$ 50.00, logo ele perde R$ 10.00. Portanto, o contrato a termo sé € interessante ao
seu titular se a evolucao do preco do ativo for desfavordvel a posi¢cdo mantida pelo investidor
no mercado a vista. Caso contrdrio, o contrato a termo ndo serd mais interessante para seu
titular, pois mesmo que a evolugao dos precos seja favoravel a negociagdo no mercado a vista,
o titular do contrato a termo € obrigado a liquidar o negécio pelo preco prefixado. O ideal seria
a existéncia de um instrumento que permitisse ao investidor a possibilidade de hedge apenas
no cendrio desfavordvel a posicao mantida no mercado a vista, e ndo ser obrigado a usia-lo num
cendrio que lhe seja favoravel.

O segmento do mercado de derivativos que possibilita essa forma de hedge é o Mercado de
Opcoes. Nesse mercado, se o investidor tiver uma posi¢do comprada, ele poderd comprar um
ativo por um prego predefinido se o cendrio for de pregos em alta, e poderd abrir mao do seu
direito de compréa-lo no mercado de opcdes para compra-lo no mercado a vista, se o cendrio for

de precos em baixa.

3.2 Mercado de Opcoes

A principal diferenca entre as opgdes e os demais instrumentos derivativos € que nesses,
o comprador e o vendedor do contrato tém direitos e obrigacdes. Nas opcdes, ao contrdrio,
quem compra o contrato de op¢@o tem apenas direitos e ndo obrigacdes, enquanto que quem
vende o contrato de op¢ao tem apenas obrigacdes. Podemos dizer que existe uma assimetria nas

responsabilidades, que de certa forma separa o risco da renda. Por essa razdo, o comprador da
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op¢do precisa pagar um prémio antecipadamente por essa vantagem, que na pratica representa
o custo da eliminagdo do cendrio desfavoravel.

As opcao se diferenciam quanto ao instante de tempo em que o negdécio € liquidado, sendo
classificadas como, op¢ao do tipo européia e opcdo do tipo americana. A opcdo do tipo
européia € aquela em que o direto assegurado pela op¢do pode ser exercido apenas na data do
vencimento. A opcao do tipo americana € aquela em que o direto assegurado pode ser exercido
a qualquer instante até a data do vencimento. Ambas opg¢des sdo negociadas em diversas bolsas
de valores ao redor do mundo, o nome do tipo de opcao nao restringe sua negociagao as regides
homoénimas. As opg¢des se diferenciam também quanto ao tipo de negdcio, elas podem ser de
compra ou de venda de um certo ativo de referéncia. A seguir, vamos nos restringir a descri¢do

detalhada da opcao européia, ja que esta serd alvo de estudo posteriormente.

3.2.1 Opcao Européia de Compra

O investidor que opta por uma op¢ao de compra paga um prémio C e passa a ser o titular da
opcao, ou seja, ele passa a ter o direito de comprar o ativo de referéncia S na data de vencimento
T por um precgo previamente definido K, também chamado de preco de exercicio ou "strike".
O investidor que vende a op¢ao de compra é chamado de lancador da op¢ao, sendo ele quem
recebe o prémio C pago pelo titular da op¢do. O langador, por sua vez, tem a obrigacao de
vender o ativo de referéncia pelo preco previamente estabelecido na data do vencimento do
contrato. O prego do ativo de referéncia no vencimento é denotado por S(7). Nessa data duas

situacdes podem acontecer:

1. S(T) > K, ou seja, o valor do ativo de referéncia no mercado a vista é maior que o preco
de exercicio. Nessa situacdo, o titular exerce a opcdo e, portanto, compra o ativo pelo
preco K, e vende imediatamente no mercado a vista por S(7'). Obtendo um lucro bruto
de S(T') — K. Conseqiientemente o valor da op¢ao de compra na data do vencimento serd
o payoff S(T) — K.

2. S(T) < K, ou seja, o valor do ativo de referéncia no mercado a vista é menor que o preco
de exercicio. Nessa situagdo, o titular ndo exerce a op¢do, jd que seria mais vantajoso
comprar o ativo de referéncia no mercado a vista. Sendo assim, a op¢do de compra no

dia do vencimento nio tem nenhum valor, no jargdo financeiro diz-se que a op¢ao vira
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Portanto, no dia do vencimento, o valor, ou payoff, da op¢ao de compra é descrito pela

seguinte expressao
payof feompra = max(S — K, 0). (3.1

e pode ser visualizado no diagrama da Fig. 3.1a.

payott (opg¢io de compra)
payoff (opgio de venda)

<
95!
=

K K
(a) (b)

Figura 3.1 (a) Diagrama para valor da op¢do de compra no dia do vencimento; (b) Diagrama para valor

da opc¢do de venda no dia do vencimento.

3.2.2 Opcao Européia de Venda

O investidor que opta por uma op¢ao de venda paga o prémio P e passa a ser o titular da
opcdo, ou seja, ele passa a ter o direito de vender o ativo de referencia S na data de vencimento
T por um pre¢o K previamente estabelecido. O investidor que vende a op¢do de venda é
chamado de lancador da op¢do. O lancgador, por sua vez, recebe o premio P e tem a obrigacao
de comprar o ativo de referéncia pelo preco previamente estabelecido na data do vencimento

do contrato. No dia do vencimento duas situacdes podem acontecer:

1. S(T) > K, o valor do ativo de referéncia no mercado a vista é maior que o prego de
exercicio. Nessa situacdo, o titular ndo exerce a opcao, ja que seria mais vantajoso vender
o ativo de referéncia por um preco superior no mercado a vista, sendo assim a op¢ao de

venda no dia do vencimento nao tem nenhum valor.

2. S(T) < K, o valor do ativo de referéncia no mercado a vista ¢ menor que o prego de exer-

cicio. Nessa situacdo, o titular exerce a op¢ao, vendendo o ativo pelo preco K superior
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ao preco do mercado a vista (7). Conseqiientemente o valor bruto da opgdo de venda

na data do vencimento é K — S(7T).

Portanto, no dia do vencimento o valor, ou payoff, da opcao de venda é descrito pela

seguinte expressao
payof frenda = max(K —S(T),0). (3.2)

e pode ser visualizado no diagrama da Fig. 3.1b.

O valor hipotético de uma opcao, caso ela estivesse expirando imediatamente no tempo ¢,
¢ chamado de valor intrinseco, ou valor tangivel. Esse valor € dado pela expressdo de payoff
da opg¢do assumindo que S(7) seja o valor imediato. Mas na prdtica o valor de mercado de
uma opcao ¢ diferente do seu valor intrinseco. A diferencga entre o valor de mercado da opgao
e seu valor intrinseco é chamado de valor temporal da op¢do. Quando o valor intrinseco da
op¢ao for zero, diz se que essa opg¢ao estd fora do preco ("out of the money"). Por exemplo,
a op¢do de compra estd "fora do preco"quando o prego do ativo de referéncia S(¢) no instante
t for menor que o respectivo strike K da opg¢ao, sendo que nesse instante o exercicio dessa
op¢do representaria um fluxo de caixa negativo para seu titular. Por outro lado, quando o
valor intrinseco da opg¢do for maior que zero, diz se que essa op¢do esta dentro do prego ("in
the money"). Usando novamente a opcdo de compra como exemplo, diz-se que esta op¢cao
esta dentro do preco quando o preco do ativo de referéncia S(¢) no instante ¢ for maior que o
respectivo strike K da op¢ao, portanto o preco de exercicio dessa op¢ao representa um fluxo
de caixa positivo para seu titular. E quando o valor do ativo for igual ao preco de exercicio da
op¢ao, diz-se que a opcao esta no preco ("at the money"), sendo que o preco de exercicio dessa
op¢ao representa um fluxo de caixa neutro para seu titular.

No caso de opcdes européias de compra, o lancador terd que entregar o ativo de referéncia
caso o titular exerca seu direito de compra. Portanto, segundo os conceito aprendidos na se¢cdo
3.1, o langador de uma op¢ao de compra assume uma posi¢ao "vendida", enquanto que o titular
da op¢do de compra assume uma posi¢ao "comprada". O lucro liquido obtido pelo titular da
opgdo s6 acontece quando S(7) > K+ C, onde C, lembramos, é o prémio pago pelo titular para
adquirir a op¢do. Portanto o diagrama de payoff ndo é a melhor forma de visualizar o lucro
liquido obtido no dia do vencimento, pois o diagrama de payoff ndo menciona o valor desem-
bolsado pelo titular para comprar a op¢do. Portanto seria interessante utilizar um diagrama
de lucro no dia do vencimento para nos assegurarmos a partir de que prego S(7) a opgdo de
compra nos proporcionard um lucro. O diagrama de lucro proporcionado por uma opc¢ao pode

ser obtido subtraindo o valor do prémio C, do diagrama de payoff da opc¢ao. Isso estd indicado
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com uma linha sélida na Fig. 3.2, em comparagdo com o diagrama de lucro proporcionado por

um contrato a termo, representado pela linha tracejada.
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Figura 3.2 (a) Diagrama de lucro proporcionado por: I - contrato de compra no mercado a termo, 11
- contrato de compra no mercado de opg¢des (opcdo de compra); (b) Diagrama de lucro proporcionado
por: I - contrato de venda no mercado a termo, II - contrato de venda no mercado de opg¢des (opcao de

venda).

Até agora vimos como determinar o preco de op¢do no dia de expiracdo desse contrato.
Porém € interessante poder determinar o preco da op¢do em dias anteriores ao seu vencimento.
Como j4 foi mencionado, existem atualmente diversos modelos de precificacdo de opgdes.
Nesta dissertacao trataremos de dois: o ja conhecido modelo de Black-Scholes e o mais recente

modelo empirico para o preco de opcdes, também conhecido como modelo exponencial.

3.3 Modelo de Black-Scholes

3.3.1 Hipoéteses Basicas

Vimos acima como é determinado o preco de uma op¢ao na data de vencimento, através
do corresponde diagrama payoff da op¢do. Mas como se determina o preco a se pagar pelo

prémio da op¢do para tempos anteriores ao vencimento? Essa é a questdo central na teoria
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de precificacdo de op¢des. De maneira intuitiva, podemos afirmar que o preco deve ser justo
para ambas as partes, pois se o preco do prémio for alto ndo interessard aos compradores do
contrato, e se o preco for baixo afastard os lancadores que assumem o risco. Na década de
60, Fisher Black, Robert C. Merton e Myron Scholes formularam um modelo que determina
analiticamente o pre¢o justo a se pagar por um contrato de op¢ao européia. O modelo inclui as
seguintes hipoteses:

e 0 comportamento aleatério dos precos do ativo financeiro de referéncia; mais especifica-
damente, o preco segue um movimento browniano geométrico; vide secao 2.1.

e a inexisténcia de arbitragem,

e as negociagdes no mercado sdo continuas,

e 0 custo das transacdes financeira e os impostos envolvidos sdo desconsiderados.

Sabemos que o valor C de uma opcao de compra depende de vdrias varidveis, ou seja,
C=C(S,t;K,T;r,o,n) (3.3)

onde S € o preco do ativo de referéncia no instante ¢, K é o preco de exercicio da op¢do, também
chamado de strike, 7' € a data de vencimento, r € a taxa de juros, G e L s30 parametros asso-
ciados a densidade de probabilidade dos precos do ativo de referéncia, como visto no capitulo
2.

Assumindo que os parametros ¢ e L sdo constantes que podem ser determinadas pelo in-
vestidor observando o mercado, e como os parametros K, T e r sdo conhecidos, vamos escrever
C =C(S,t), omitindo os parAmetros conhecidos e evidenciando apenas grandezas varidreis para
uma dada op¢do de compra. Como o preco do ativo de referéncia S(¢) é, por hipétese, um pro-
cesso estocdstico, segue que o preco da opcdo C também € um processo estocdstico. Com

intuito de obter a EDE que descreve C(S,7), usaremos o lema de Itd, como visto na secdo 2.1.

a0C a0C 19°C ., 10%C
dC = —dS+ —dt d ——d? + ... 34
€=t +23525 2ot 34
Substituindo (2.4) em (3.4), obtemos imediatamente a EDE para dC
oC 1 , 28 C adC oC
dC = S—+-06°§ — |dt S—dw. 3.5
WS35 T30 95 T ar |4 OS5 (3-5)

Chegamos entdo a EDE que representa a dindmica do preco da opcao. A partir dessa dindmica,
juntamente com a dindmica do preco do respectivo ativo de referéncia podemos formular uma
expressao analitica para o prego justo a ser pago por uma opg¢ao. Portanto, nas se¢des adiante
iremos estudar o modelo de precos de op¢do mais aceito no mercado, o modelo de Black-

Scholes, bem como o modelo empirico, conhecido como modelo exponencial [14].
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3.3.2 Formula de Black-Scholes

A idéia principal do modelo de Black, Merton e Scholes é formar uma carteira especial de
investimento, ou portfolio, contendo opg¢des e o ativo de referéncia, de forma a eliminar o risco
da carteira [32]. Consideremos, entdo, uma carteira de investimentos Il contendo uma opg¢ao

de compra C e uma posi¢do vendida em A a¢Oes, ou seja,
I[I=C—-AS, (3.6)

onde o sinal negativo no segundo termo representa a posi¢do vendida do investidor, isto €, o
investidor estd devendo ao mercado uma quantidades A de acdes. Nao ha um capital inicial, e
todo o lucro € reinvestido na carteira (por exemplo, ajustando a quantidade A de ag¢des), sendo
esse tipo de carteira chamada de carteira auto-financiada.

O modelo despreza as taxas de transacdo, impostos, bem como assume a auséncia do paga-
mento de dividendos pela acdao. Entdo, para um pequeno incremento no tempo ¢ + dt a carteira
muda de IT+ dI1, onde,

dIl =dC — AdS. (3.7

Substituindo (3.5) e (2.4) em (3.7) obtemos a equacgdo diferencial estocéstica para o valor da

carteira:

(..0C 1 _,,0*C oC aoC

Para eliminar a aleatoriedade da varidvel I1, basta fazer com que o coeficiente do termo dW

seja zero [15, 17], ou seja dC/dS — A = 0, logo obtemos

oC
A= —. 3.
53 (3.9)
Substituindo (3.9) em (3.8) chegamos a
oC 1 ,,0%C

Esse tipo de procedimento é conhecido como delta de hedge, e nos garante que o investi-
mento na carteira IT seja livre de risco. Isso implica que o rendimento dessa carteira deve ser

equiparado ao rendimento de uma conta bancdria com rentabilidade r, de modo que,
dIl = rIldt. (3.11)

Se um ativo livre de risco ndo rendesse o equivalente a taxa de juros r, haveria a oportuni-

dade de arbitragem. Por exemplo, se a taxa de retorno 1 desse ativo (livre de risco) fossa tal
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que W < r um investidor poderia fazer arbitragem da seguinte maneira. Primeiro ele tomaria
uma posicao vendida nesse ativo, e em seguida poderia investir o dinheiro que obteve com a
posicao vendida em uma poupanga cujo rendimento é r. Dessa forma quando o investidor tiver
que fechar sua posicao vendida e "devolver" o ativo negociado, ele lucraria com a desigualdade
entre a rentabilidade do ativo livre de risco e a poupanca. Entdo, com o objetivo de assegurar a
auséncia de arbitragem, isto é, para assegurar que o rendimento da carteira I1 seja equivalente
a taxa de juros da poupanca r, devemos igualar (3.10) e (3.11), o que resulta em
oC 1 G252 E

rll=—+

ar T2°% 95t G-12)

Agora substituindo (3.6) e (3.9) em (3.12), chegamos a uma equacao diferencial parcial (EDP)

para C conhecida como a equacao de Black-Scholes:

oC 1 ,,0%C 9C
46— S~ —rC=0. 3.13
o T2% 0 gt T (3.13)

Note que a equacdo acima ndo contém o parametro | que reflete a expectativa de rendi-
mento dos investidores. O Unico paradmetro da equacao diferencial estocdstica (2.4) que afeta o
preco da opg¢do € o parametro volatilidade ¢. Isso significa que o preco da op¢ao nao depende
da taxa de crescimento do preco do ativo de referéncia, dessa forma diferentes investidores
podem ter expectativas diferentes quanto a valorizagdo do ativo € mesmo assim concordar com
o preco da opgao.

A equacdo diferencial parcial acima possui derivada de segunda ordem em § e de primeira
ordem em ¢. Isso caracteriza-a como uma EDP parabdlica. Para que uma tnica solucdo satis-
faca essa equacdo precisamos ter duas condigdes de "contorno" para § € uma temporal em ¢.
Estabeleceremos como condi¢do temporal a condi¢do final, isto €, o preco da op¢cdo de compra

no dia do vencimento deve ser igual ao seu "payoff":
C(S,T) = max(S—K,0). (3.14)
Alternativamente podemos escrever a equagdo (3.14) como
C(S,T)=(S—K)0(S—K), (3.15)

onde 0 (x) é a fun¢dio Heavyside apresentada em (2.27). As condi¢des de "contorno" em fungéo
do preco do ativo sdo
C(0,1) =0,

(3.16)
C(S,t) ~S quando § — co.
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Podemos transformar a equagdo (3.13) numa EDP com coeficientes constantes fazendo as

seguintes mudancas de varidvel,

x=In($), (3.17)

onde o valor dos coeficientes o e B s@o calculados no Apéndice A, sendo

r 1
o="L—3

R (3.18)
B: ;‘Fz) .

Dessa forma, quando substituirmos (3.17) e (3.18) em (3.13) a equacao de Black-Scholes fica

na forma da equacdo da difusdo, ou equagdo do calor:

du(x,t) _ 02u(x,7)

at 2.2 G-19)

Os célculos envolvidos na obteng¢do da equacdo acima sao diretos, embora longos, e estao
discutidos com mais detalhes no Apéndice A. Com as mudancgas de varidveis descritas acima,

as antigas condicdes (3.14) e (3.16) se transformam em
u(x,0) = max(e\/Ex —e**)0), (3.20)

u(x,t) ~0 quando x— —oo,
(3.21)
u(x,T) ~oo quando x— oo.

Como € bem conhecido, a solu¢do exata na forma integral da equagdo do calor (3.19) sujeita a

condic¢do inicial (3.20) é dada por

1 ©° (xfsz
u(x,t) = \/m/_ u(x,0)e” " ds. (3.22)

Finalmente, substituindo a condi¢do inicial (3.20) na integral (3.22) e resolvendo-a, pode-se

mostrar que a expressao resultante para o preco da op¢ao de compra européia é
C(S,t) = SN(dy) —Ke "T=)N(dy), (3.23)

onde a fungdo N(x) € a distribui¢do acumulada de uma varidvel aleat6ria normal

\’2

N(x T 2dy, (3.24)

):\/%/_:e



3.3 MODELO DE BLACK-SCHOLES 39

_ In(S/K)+ (r+5062)(T —1)

dy = L , (3.25)
_1s2 _
i — In(S/K)+ (r—506°)(T t)‘ (3.26)

ovT —t
Todos os passos para se chegar na expressdo (3.23), a partir da equagdo do calor, estdo no
apéndice A.

Para determinarmos o pre¢o de uma opg¢ao de venda P o procedimento € similar a determi-
nacdo do preco de uma opcao de compra. A estratégia do investidor é comprado em A agdes
e vendido no mercado de opg¢des, ou seja o investidor € titular de uma opc¢ao de venda sobre a
acdo. Omitiremos os detalhes do calculo. Nesse caso, a solu¢do da equacdo de Black-Scholes

(3.13) para o preco da opg¢do de venda P(S,¢) sujeita as condi¢es apropriadas é
P(S,t) = Ke "TIN(—dy) — SN(—d)). (3.27)

Existe também outra maneira de se determinar o pre¢o de uma opg¢ao através de um método

bastante engenhoso que serd apresentado na sec¢io a seguir.

3.3.3 Abordagem '"'Risk-Neutral"

As expressoes (3.23) e (3.27) para o pre¢o das op¢des podem ser obtida de forma diferente,
a partir de uma caracteristica especifica da equacdo diferencial de Black-Scholes (3.13). Essa
propriedade é de que a equagdo ndo envolve nenhuma varidvel que seja afetada pela preferéncia
de risco do investidor [33], afinal as varidveis que aparecem na equacao (isto é, as condi¢des
de contorno) sdo o preco S do ativo de referéncia no tempo ¢, o preco de exercicio K, a data
de vencimento 7', a volatilidade do ativo de referéncia ¢ e a taxa de juros de um investimento
livre de risco r.

A equagdo de Black-Scholes nao seria independente da preferéncia de risco do investidor se
ela envolvesse o valor da taxa de retorno médio esperado do ativo, (L. Isso porque o valor de
depende da preferéncia do risco adotada pelo investidor, ou seja, quanto maior o risco adotado
pelo investidor, maior serd o valor de i para qualquer ativo.

O fato de a equagdo de Black-Scholes ser independente da preferéncia do risco adotado pelo
investidor, nos permite o uso de um argumento bastante engenhoso. Se a preferéncia do risco
adotado pelo investidor ndo entra na equagdo (3.13), ele ndo pode afetar sua solugdo. Dessa

forma, qualquer valor de preferéncia de risco pode ser usado de maneira a obter a solucdo para
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C(S,t). Em particular, uma afirmativa bem simples pode ser feita: a de que todos os investidores
sdo indiferentes ao risco ("risk-neutral").

Num mundo onde todos os investidores sdo indiferentes ao risco, o valor da taxa de retorno
médio esperado de qualquer ativo pode ser equiparada a taxa de retorno de um investimento
livre de risco r. Isto acontece, porque os investidores nesse mundo hipotético, ndo esperam
obter um prémio que os induzam a aceitar os riscos. Também € verdade que o valor presente
de qualquer investimento, nesse mundo, pode ser obtido descontando o valor esperado usando
a taxa de retorno de um investimento livre de risco r.

A afirmativa de que o mundo € indiferente ao risco simplifica consideravelmente a obtengcdo
de uma expressdo para C(S,t). Seguindo essa premissa, podemos dizer que o preco da op¢do

C(S,1) evolui tal qual a expressdo e (T=1)

. Entdo, o preco da op¢do de compra nos dias que
antecedem o vencimento pode ser obtido realizando a média na condi¢ao final (payoff) dessa
op¢ao, efetuada sobre todos os possiveis precos do ativo de referéncia, corrigidos para o valor

—r(T—1)

presente pelo fator e , 0 que resulta em

C(8,1) = e ") {max(§' — K,0)) (3.28)

rn

onde <>, representa a média usando a distribui¢c@o de probabilidade em um mundo indiferente

ao risco:
< g(s) >,,,,:/ 2(S) (S, T58,1)dS’,
0

sendo g(S’) uma fungdo qualquer do prego do ativo de referencia S’ = S(T') na dada de venci-
mento T e p,, (S, T;S,t) afungdo densidade de probabilidade risk-neutral, sabendo que o prego
do ativonodiat < T € S. A forma funcional de p,, € similar a expressao (2.17), porém, usando
a abordagem "risk-neutral”, iremos substituir a taxa de retorno esperado do ativo L, pela taxa

de retorno de um investimento livre de risco r, resultando em

1 IS — (r—Lo2)(T —1)?
(S T:S.1) = ex (— S 2 ) (3.29)
ol ) 0S'\/2n(T —1) P 2062%(T —1)
Temos entdo que (3.28) pode ser reescrito como
C(S,t) =e ™ / (' —K)O(S'—K)pm(S',T;S,1)dS, (3.30)
0
onde 0 ¢ a funcdo de Heavyside.
Finalmente, substituindo (3.29) em (3.30) obtemos
—r(T=1) oo I — (r—162)(T —1)]2\ as'
C(S,t):e—/ (S’—K)exp(—[ S (r22 T =0) >—,. (3.31)
6./2n(T —t) Jk 264(T —1t) S
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Efetuando a mudanca de varidvel

N CH
=Ins =g (3.32)

e completando quadrados no integrando de (3.31), chegamos a mesma expressao para o preco

de uma opcao de compra (3.23).

3.4 Modelo Exponencial Para Precificacao de Opc¢oes

3.4.1 Abordagem '"'Risk-Neutral"

Assim como no modelo de Black-Scholes, podemos chegar a uma expressao do preco de
uma opg¢do de compra a partir do modelo exponencial para precificacdo de opcoes [14], usando
a abordagem "risk-neutral". O procedimento é similar ao visto na secdo 3.3.1. Porém, dessa
vez, teremos que partir do pressuposto de que a distribui¢do dos retornos do ativo de referéncia
segue uma funcdo densidade de probabilidade risk-neutral f,, similar a fungdo exponencial
dada por (2.18). Dessa forma, teremos agora que a média usando a distribui¢do f,, € da seguinte

forma

<800 = [ g(x)frl. A1), (333)
onde x=1In S% representa o retorno, S = S(¢) o preco do ativo de referéncia na data t e Sy = S(19)
o preco do ativo de referéncia no dia #y de maneira que ¢ > #y. Segundo a abordagem "risk-
neutral”, num mercado indiferente ao risco, devemos substituir a taxa de retorno esperado do
ativo |/, pela a taxa de retorno de um investimento livre de risco r. Porém, a expressao fi, (x, Ar)
nao possui explicitamente nenhuma varidvel que descreva a expectativa de retorno médio do
ativo. No entanto a hipétese de que o mercado € "risk-neutral” implica numa relacio para os
parametros Y e V. Podemos obter essa relacdo usando a afirmativa do mercado indiferente ao
risco no valor do ativo de referéncia S(¢), ou seja, o valor esperado < S(¢) >, evolui tal qual

um investimento livre de risco, de forma que

(s)d

't !
< S >rn: LS‘Oej[OFL s - SOerAt,

ou seja,
<S>,

So

rAt =1n
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Realizando a média como em (3.33), onde S = Spe* obtemos

< S >rn: SO/ exfrn(.x,At)dx,
que substituida na expressao anterior resulta na condi¢do de um mundo indiferente ao risco, em
funcdo dos parametros da distribuicao exponencial,

Alt tu( )ds—At<8 +ln (%)) (3.34)

Dessa maneira, de acordo com a abordagem "risk-neutral”, os pardmetro y e Vv estdo relacio-
nados pela expressdo acima. Observe que r € um parametro conhecido pelo investidor, entdao
determinando y e i chegamos ao valor de J.

Usando a abordagem "risk-neutral", discutida na secao anterior, temos que o preco de uma

op¢ao de compra no modelo exponencial € determinado pela expressao
C(S,At) = e """ (max(S(T) — K,0)),
onde At = T —t. Usando a definicdo da média chegamos na expressao
C(S,At) =e "™ / S" — K) fru(x, At)dx, (3.35)

onde 0 é a funcdo Heavyside (2.27) e fy,(x,At) é a distribui¢do exponencial "risk-neutral"da
forma (2.18) sujeita a restricdo (3.34). Com o intuito de que a integral (3.35) fique em func¢ao da
varidvel x, serd melhor efetuar a mudanga de variavel (3.32), de forma que S’ = Se*, resultando

cm
C(S, A1) = ™ / (Se* — K)B (Se* — K) fom (x, Ar)dx,

Cx,At) =™ /1 (Se* — K) fru(x, At)dx. (3.36)

Observe que se ln§ < 9, aintegral (3.36) deve ser efetuada nas regides x < 0 e x > J:

C(x,Ar)e™ = / (Se* — K)Ae" =) gx + / (Se* — K)Be V¥ gx, (3.37)

lns

realizando a integragdo, substituindo os valores de A dado por (2.22) e B dado por (2.23), e

voltando com a notag¢do em §, temos

o sV (V=D Vi +1) Ky K s\"_
CS e =S =1 T s¢ ) K 63
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Agora para lng > § basta integrarmos (3.36) no intervalo x > 9, isto &,

[o5]

C(x,Ar)e™ = / (Se* — K)Be V3 gx, (3.39)

K
lnf

efetuando a integracdo e substituindo os valores de A dado por (2.22) e B dado por (2.23), e

voltando com a notag¢do em §, temos

rAt Kv 5 ) -V
C(S,Ar)e _—(v—l)(y+v)<Se ) . (3.40)

Finalmente obtemos a expressao para o pre¢o da op¢cdo de compra usando a hipétese de que os

retornos sdo distribuidos segundo uma funcdo exponencial

SeSYz(v—1)+V2(Y+1)+ Ky (%e*?’)Y—K se S>Ked

C(S, At)erAt — g"‘v)(Y"‘?(V_;) vy (Y"’])(Y"‘V) 5 (341)
V — —
=t ($e°) o Sk

Para obter o preco da op¢ao de venda num dia anterior ao vencimento, o procedimento €
similar. Porém, dessa vez a média deve ser tomada sob todos os retornos a partir da expressao

do payoff para a op¢ao de venda e descontando a taxa de juros, teremos

P(S,At) =" T < max(K — §',0) >,

(o]

P(S, Ar)e" T — / (K —S$)8/(K — ') f(x, At)dx,

efetuando a mudanga de variavel (3.32) §' = Se*

e}

P(S,Ar)e/ (T = / (K — S¢")0 (K — Se) f (x, At)dx,

—o00

K
Pl A ™5 (K — Se¥)AeY3) gy se k<3
x7 e - K
S (K —Se")Aet=Ddx 4 [I'5 (K —Se*)Be ¥ Ddx se InK >§
(3.42)

Resolvendo as integrais acima chegamos na expressdo para o preco da opcao de venda, no
tempo ¢ antes do vencimento do contrato:

&y (k5" s
P(S,At)e™ = (V“)(HV)(Se > se §>Ke

§ Y2 (v—1)+v2(y+1) K K s\ Y -3
K —Se (V+V)(v+1)(vfl)+(vfl)(vv+V)<§e) s S<Ke

(3.43)

A partir da hipotese inicial de que os retornos do ativo de referéncia sdo distribuidos tal qual

uma distribui¢do exponencial, podemos obter um modelo para o pre¢o de uma opcao através de
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uma solugdo analitica via a estratégia Delta de Hedge, assim como foi feito para obten¢do do
modelo de Black-Scholes, em procedimento € similar ao da secdo 3.4. Inicialmente, assume-se
uma carteira de investimento I1 livre de risco segundo a abordagem risk-neutral e obtém-se uma
equacao diferencial parcial. Porém, diferente do modelo de Black-Scholes, devemos assumir
que a volatilidade nao € uma constante, para mais detalhes vide apéndice B. A solugdo da
equacdo diferencial parcial, nos leva a uma expressao para o preco de uma opcao. Os cdlculos
sdo extensos e desnecessdrios para este trabalho, haja vista que a solug@o de interesse é da
mesma forma que (3.41).

No préximo capitulo serdo efetuados testes dos modelos para o preco de uma opgao de
compra do tipo européia, abordados neste capitulo. Este teste consiste em ajustar os precos
gerados a partir dos modelos gaussiano e exponencial afim de verificar qual dos dois modelos

melhor descreve os precos praticados no mercado de opg¢des sobre o indice Bovespa.



CAPITULO 4

Analise Estatistica das Opcoes Sobre o Indice

Bovespa

4.1 Opcoes sobre o Ibovespa

Para um melhor entendimento do estudo dos precos das opcdes sobre o indice Bovespa
a ser realizado neste capitulo, é preciso ganhar certa familiaridade com os termos usados na
caracterizacdo dessas op¢des. Vamos comecar definindo como funciona uma opg¢ao sobre in-
dice [13]. As opg¢des sobre o indice Bovespa dao ao seu titular o direito de comprar ou vender
um contrato referenciado pelo indice Bovespa em determinada data. Na verdade, na ocasidao do
exercicio da op¢ao, o investidor titular da opc@o de compra nao adquiri o indice em si, mas sim
tem o direito de receber a diferenca entre o valor do Ibovespa na data de vencimento e o preco
de exercicio do contrato. Em contra partida, o investidor lancador da op¢do de compra tem a
obrigacdo de pagar a diferenga. Analogamente, na ocasido do exercicio da opcdo de venda o
investidor titular da op¢do ndo vende o indice em si, mas sim tem o direito de receber a dife-
renca. Enquanto que o investidor lancador da opcao de venda € obrigado a comprar a diferenca.
O prémio e preco de exercicio sdo expressos em pontos do Ibovespa, o valor do ponto € de-
terminado pela Bovespa. Em suma, a unidade de negociacao € o indice Bovespa multiplicado
pelo valor em reais de cada ponto, estabelecido pela Bovespa. Essas opcdes tém vencimento
na terceira quarta-feira do més, nos meses pares do ano. No entanto, a Bovespa pode, a seu
critério, autorizar a negociacao para vencimentos em meses impares. Se na quarta-feira em que
vence a opg¢ao for feriado ou ndao houver pregido na Bovespa, a data de vencimento serd o dia
util subseqiiente.

As opgoes sobre o indice Bovespa sdo inicialmente oferecidas em séries com diferentes pre-
cos de exercicio e todas com vencimento preestabelecido; posteriormente elas sdo negociadas
em bolsa como ativos. Para facilitar a negociacdo é usado uma nomenclatura para se referir as
opg¢Oes pertencentes a uma série. Com essa finalidade, todas as op¢des recebem um nome com

7 caracteres, onde os quatro primeiros indicam o ativo de referéncia. No nosso caso, o ativo de

45
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referéncia € o indice Bovespa, portanto os primeiros caracteres sao IBOV. O caractere seguinte
traz duas informacdes de uma vez, o més do vencimento e o tipo da opcao, se de compra ou de
venda. Se esse caractere vai de A até L, trata-se de uma opg¢ao de compra. Além disso, como
podemos observar, de A até L existem 12 letras (incluindo K), dessa forma cada uma das letra
representa um més do ano em ordem crescente. Assim, por exemplo, uma op¢do de compra
com vencimento em agosto escreve-se IBOVH. Agora se a opcao vai de M até X trata-se de
uma opc¢ao de venda. Novamente, de M até X existem 12 letras (incluindo W) e também aqui,
cada uma das letra representa um més do ano em ordem crescente. Como exemplo, uma op-
cdo de venda com vencimento em dezembro escreve-se IBOVX. Os dois ultimos caracteres,
na maioria dos casos, informam os dois primeiros algarismos significativos do preco de exerci-
cio, porém seu valor pode ser outro por determinagdo da Bovespa devido a diferentes fatores.
Portanto, diante das informagdes expostas acima, saberemos que a nomenclatura IBOVB37, re-
presenta a op¢do de compra com vencimento na terceira quarta-feira do més de fevereiro com
preco de exercicio R$ 37000,00.

Os dados utilizados em nosso estudo foram extraidos de uma tabela contendo as séries
das op¢des de compra sobre o indice Bovespa negociadas nos anos de 2005 e 2006, os dados
contidos nessa tabela sdo: A data em que o pregdo foi realizado, o cddigo da opg¢do, a data de
vencimento do contrato, o preco de exercicio dos contratos, o preco (prémio) de abertura da
op¢ao, o preco minimo que a opcao foi negociada, o preco maximo que a opcao foi negociada,
o preco de fechamento da op¢ao, o nimero de negocios, a quantidade de op¢des negociadas, o
volume total negociado em Reais. A andlise estatistica foi realizada nas séries IBOVB, IBOVD,
IBOVE, IBOVH, IBOVJ, IBOVL no periodo acima citado. Essas séries de op¢des de compra
sobre o indice Bovespa t€m, respectivamente, vencimentos em 16 Fevereiro 2005, 13 Abril
2005, 15 Junho 2005, 17 Agosto 2005, 13 Outubro 2005, 14 Dezembro 2005, 15 Fevereiro
2006, 12 Abril 2006, 14 Junho 2006, 16 Agosto 2006, 18 Outubro 2006, 13 Dezembro 2006.
A quantidade de dados é muito grande, por isso, exibimos na Tabela 4.1 apenas uma pequena
parte desses dados.

Para cada um dessas séries selecionamos os dias que consideramos relevantes para a ana-
lise, ou seja, selecionamos os dias em que houve maior variedade de strikes negociados, com
o intuito de que tenhamos mais pontos para a andlise. Como critério, escolhemos aqueles dias
em que foram negociados mais de seis strikes diferentes. Para a série IBOVF, por exemplo, o
dia 15 de abril de 2005 foi um dos dias selecionados para andlise, pois, como pode ser visto

em destaque na Tabela 4.1, nesse dia foram negociados oito pregos de exercicios diferentes,



4.2 ANALISE EMPIRICA DOS DADOS

NEGOCIACAO NA BOVESPA
MERCADO DE OPCOES - OPCOES DE COMPRA DE iNDICE
PREGAO | copIGO | VENC. | PREGO DE | ppepruRA | MiniMo | MEDIO  |MAXiMO |FEcHAMENTO | N2 | QTDE |VOLUME R$
EXERCICIO EGS.
13/4/05 | IBOVF25 | 15/6/05 | 25.000,00 | 2.330,00 | 2.235,00 | 2.266,67 |2.330,00| 2.235,00 3 300 | 680.000,00
13/4/05 | IBOVF27 | 15/6/05| 27.000,00 | 1.192,50 | 1.110,00 | 1.119,73 [1.192,50| 1.115,00 4 | 5500 |6.158.500,00
13/4/05 | IBOVF28 | 15/6/05 | 28.000,00 | 740,00 560,00 | 69517 | 740,00 560,00 7 1.500 |1.042.750,00
13/4/05 | IBOVF29 | 15/6/05| 29.000,00 | 390,00 390,00 | 39571 | 405,00 395,00 5 700 | 277.000,00
13/4/05 | IBOVF30 | 15/6/05 | 30.000,00 | 210,00 210,00 | 210,00 | 210,00 210,00 1 200 | 42.000,00
13/4/05 | IBOVH28 | 17/8/05 | 28.000,00 | 1.400,00 | 1.400,00 | 1.400,00 |1.400,00| 1.400,00 1 1 1.400,00
14/4/05 | IBOVF22 | 15/6/05 | 22.000,00 | 4.474,00 | 3.560,00 | 4.108,40 |4.474,00| 3.560,00 3 500 [2.054.200,00
14/4/05 | IBOVF24 | 15/6/05 | 24.000,00 | 2.855,00 | 2.095,00 | 2.499,17 |2.855,00| 2.240,00 4 600 [1.499.500,00
14/4/05 | IBOVF25 | 15/6/05 | 25.000,00 | 1.625,00 | 1.610,00 | 1.623,18 |1.630,00| 1.630,00 4 | 1.100 |1.785.500,00
14/4/05 | IBOVF26 | 15/6/05 | 26.000,00 | 1.270,00 | 1.190,00 | 1.236,00 |1.350,00| 1.190,00 6 1.000 |1.236.000,00
14/4/05 | IBOVF27 | 15/6/05 | 27.000,00 | 870,00 770,00 | 841,25 | 870,00 770,00 3 400 | 336.500,00
14/4/05 | IBOVF28 | 15/6/05 | 28.000,00 | 445,00 | 44500 | 447,50 | 450,00 450,00 2 200 | 89.500,00
14/4/05 | IBOVF29 | 15/6/05 | 29.000,00 | 245,00 245,00 | 24500 | 245,00 245,00 1 100 | 24.500,00
14/4/05 | IBOVH29 | 17/8/05 | 29.000,00 | 834,50 834,50 | 834,50 | 834,50 834,50 1 400 | 333.800,00
15/6/05 3.458,00 | 3.292,00 | 3.406,00 |3.458,00 4 400 [1.362.400,00
15/6/05 2.092,50 | 1.840,00 | 1.966,25 |2.092,50 2 200 | 393.250,00
15/6/05 1.460,00 | 1.310,00 | 1.385,00 |1.460,00 2 200 | 277.000,00
15/6/05 965,00 83500 | 900,00 | 965,00 2 200 | 180.000,00
15/6/05 680,00 52500 | 637,11 | 680,00 13 | 3.800 [2.421.000,00
15/6/05 345,00 260,00 | 326,25 | 360,00 7 1.200 | 391.500,00
15/6/05 162,50 157,50 | 15850 | 162,50 2 500 | 79.250,00
15/6/05 81,25 67,50 78,99 90,40 6 700 | 55.290,00
18/4/05 | IBOVF22 | 15/6/05 | 22.000,00 | 3.380,00 | 3.380,00 | 3.380,00 [3.380,00| 3.380,00 1 100 | 338.000,00
18/4/05 | IBOVF24 | 15/6/05 | 24.000,00 | 1.830,00 | 1.830,00 | 1.848,38 |[1.947,00| 1.947,00 7 800 |[1.478.700,00
18/4/05 | IBOVF25 | 15/6/05 | 25.000,00 | 1.240,00 | 1.225,00 | 1.268,73 |[1.32500| 1.325,00 8 1.300 |1.649.350,00
18/4/05 | IBOVF26 | 15/6/05 | 26.000,00 | 745,00 732,00 | 781,80 | 860,00 860,00 11 | 2.000 |1.563.600,00
18/4/05_| 1BOVF27 | 15/6/05 | 27.000,00 | 470,00 | 455,00 | 502,39 | 575,00 515,00 16 | 2.110 [1.060.050,00
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Tabela 4.1 Tabela contendo os dados das op¢des de compra sobre o indice Bovespa. Na regido hachu-

riada vemos alguns dos dados usados na andlise.

uma quantidade relativamente grande. Para cada dia negociado, como esse, estaremos interes-

sados em estudar o preco de fechamento da op¢dao em fun¢do do respectivo preco de exercicio.

Dessa forma, para cada dia considerado relevante de uma dada série de opc¢des, geramos um

arquivo com dados semelhante a Tabela 4.2, contendo os precos de fechamento da opg¢ao e os

respectivos preco de exercicio. A partir dos dados desses arquivos fizemos o teste de ajuste

para os dois modelos de precificacdo de op¢ao, gaussiano e exponencial, abordados no capitulo

3, como discutiremos a seguir.

4.2 Analise empirica dos dados

A idéia de nossa andlise € ajustar os pontos empiricos para os precos da op¢do sobre o

Ibovespa com ambos os modelos de precos de opcdo. Tendo como parametros conhecidos, o
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preco de preco de
fechamento | exercicio

3458.00 22000.00

1840.00 24000.00

1310.00 25000.00

835.00 26000.00

550.00 27000.00

260.00 28000.00

157.50 29000.00

67.50 30000.00

Tabela 4.2 Tabela contendo os pregos de fechamento da série IBOVF no dia 15/04/05 e os respectivos
precos de exercicio. Essa tabela constituem um exemplo dos dados empiricos a serem ajustados pelos

modelos tedricos de precificagao de opcao.

tempo até o vencimento At =T —t onde 7' € o dia do vencimento e ¢ € o dia de hoje, conside-
rando apenas os dias em que houve pregao; o preco de exercicio ou strike K; o preco do indice
S(¢) no dia t e a taxa de juros didria r. O juro escolhido para anélise é referenciado pela taxa

DI (Depésito Interfinanceiro) obtida a partir de
r=DVn_ 1,

onde D € a taxa DI de juros para um dado ano, extraida de [13] e n é o ndmero de dias em que
houve negdcio durante o respectivo ano.

A eficdcia do ajuste consiste em obter o valor minimo do desvio padrao [34, 24],

N . .
R:\/ X A(G—Clann))” )
N

onde C; é o dado empirico, ou seja, € o preco de fechamento da op¢do no dia em questdo, e
C(x;,t) é o preco da opcdo determinado pelo modelo tedrico a ser usado, seja 0 modelo gaus-

siano ou exponencial. Finalmente N é o nimero de pontos do ajuste, isto é, a quantidade de
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precos cotados, para aquela série no dia analisado. Para obter o melhor ajuste usando os mode-
los tedricos do preco gaussiano e exponencial, precisamos achar os parametros dos respectivos
modelos que minimizam a fun¢ao desvio padrido R.

Para o modelo gaussiano a expressdo C(x;,) a ser ajustada é dada por (3.23). Seguindo o
procedimento de ajuste, fixam-se os parametros que podem ser determinado pelo investidor e
que ja foram mencionados anteriormente, e determina-se o pardmetro volatilidade 6. O método
usado para determinar ¢ que minimiza R é o método golden section [27], bastante similar ao
método da bissecdo. Realizando o ajuste com o modelo gaussiano para série de op¢des IBOVL,
negociadas no dia 19/10/06, a 36 dias antes do vencimento dia 13/12/06, obtemos para esse dia
o parametro ¢ = 0.015, que proporciona um melhor ajuste com valor minimo de R =49.72. O

resultado pode ser visto na Fig. 4.1a.

série IBOVL a 36 dias do vencimento série IBOVL a 36 dias do vencimento
6000 T T T T m T T T T T 6000, T T T T

’ T T T T T T
== gaussiar=0.015 | L == exponentiab=16.665y=12.52
O preco de mercado O preco de mercado

- 5000

5000

4000 — 4000~

Preco
|
Preco

3000 3000—

2000—

— 2000—

1000 — 1000

0 L 1 L 1 L 1 L 1 L 0 1 L 1 L 1 L 1 L L L
3A000 36000 3309038919 a Agg()() A20°° AAgo() Aego() SAQOU 36000 ’380“038‘319 a AGDUO 42000 A 4000 A60°°

Strike Strike

(a) (b)

Figura 4.1 Série de opcdes no dia 19/10/06 a 36 dias antes do vencimento dia 13/12/06, onde a cotag¢do
do indice no dia foi S = 38919.75 e com taxa de juros r = 0.000534 ao dia, obtemos os ajustes: a)
gaussiano com volatilidade 6 = 0.015, e valor minimo de R = 49.72; b) exponencial com parametros
v =16.665, vy = 12.526, e valor minimo de R = 70.89.

Para o modelo exponencial a expressdo C(x;,t) a ser ajustada é dada por (3.41). Novamente
fixam-se os parametros que podem ser determinado pelo investidor e que ja foram menciona-
dos. Porém, diferente do modelo gaussiano, a func¢io que determina o pre¢o da op¢do usando
a expressao do modelo exponencial possui dois pardmetros a serem ajustados, ¥ € v. Dessa
forma, para minimizar a funcdo desvio padrao (4.1), usamos o método Downhill Simplex [27]
para duas dimensdes. Em particular o resultado do ajuste usando modelo exponencial para a

série IBOVL, no dia 19/10/06, resultou nos parametros Yy = 12.526 e v = 16.665, e com esses
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valores obtemos valor minimo de R = 70.89; o respectivo ajuste pode ser visto na Fig. 4.1b.
Nesse dia em particular, o modelo gaussiano ajustou a série de opcdes melhor que o modelo
exponencial, uma vez que o valor de R para o primeiro caso foi menor. A melhor performance
do modelo gaussiano nesse caso pode ser reconhecida visualmente na Fig. 4.2, onde os dois

ajustes da Fig. 4.1 estdo sobrepostos.

6000 | T T | |I | T | T T
\ — gaussiar=0.015 i
5000 — exponentiab=16.665)y=12.524 |
O preco de mercado
4000 _
o i ]
On
O 3000 -
o
2000 -
1000 -
ol . | . | . | . |
34000 36000 3800039919-7 40000 42000 44000 46000
Strike

Figura 4.2 Comparacdo entre os modelos de preco de uma op¢ao de compra com os pregos praticados
no mercado no dia 19/10/06, a 36 dias para o vencimento da série IBOVL. Em azul vemos o ajuste
segundo o modelo gaussiano, e em vermelho o ajuste segundo o modelo exponencial. A reta indica o
valor implicito da opcdo, ou seja, o valor da opcao se o dia de vencimento do contrato fosse nesse dia,
com o indice valendo S = 38919.75.

Entretanto, esse comportamento nio é geral e para outro dia pode-se ter que o modelo ex-
ponencial produz melhor ajuste. Por exemplo, para a mesma série de op¢des IBOVL discutida
acima, consideremos os ajustes dos modelos tedricos, para o dia 23/11/06, faltando 14 dias
para o vencimento dia 13/12/06. Podemos observar na Fig. 4.3 que, usando o modelo gaussi-

ano como ajuste, encontramos o parametro ¢ = 0.01419, que proporciona o valor minimo de
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R =74.58. E usando o modelo exponencial, obtemos os parametros Y = 19.180 e v = 30.659,
que resultam no valor minimo do desvio padrao R = 26.89. Dessa vez, faltando 14 dias para
o vencimento da série, o modelo exponencial ajustou a série de op¢des melhor que o modelo

gaussiano, fato esse que pode ser facilmente visto comparando os dois ajustes na Fig. 4.3.

5000 T T T | T II T | T T T
— gaussian@= 0.01419 -
— exponencialv=30.659,y=19.180Q
4000 O prec¢o de mercado _
3000~ -
o)
On
3] _ il
a
2000~ -
1000 -
0 T R BT L :

38000 39000 40000 41000 42069.83 43000 44000 45000 46000
Strike

Figura 4.3 Comparagio entre os modelos de preco de uma opgdo de compra com os pregos praticados
no mercado no dia 23/11/06, a 14 dias para o vencimento da série IBOVL, onde a cotacdo do indice no
dia foi § = 42069.83. Em azul vemos o ajuste segundo o modelo gaussiano, proporcionando um valor
minimo de R = 74.58; e em vermelho o ajuste segundo o modelo exponencial, proporcionando um valor

minimo de R = 26.89.

Os dias descritos acima sdo apenas dois casos particulares da série IBOVL de 2006. No
entanto, existem outros dias de negociagdo que consideramos relevantes para a andlise, envol-
vendo essa mesma série. Além dos dois dias descritos acima, o procedimento de ajuste dos
dois modelos tedricos para a série IBOVL foi feito também para os dias: 04/10/06, 10/10 /06,
19/10/06, 24/10/06, 03/11/06, 08/11/06, 17/11/06, 23/11/06, correspondendo respectivamente

a46, 42,36, 33,26, 23, 17, 14 dias antes do vencimento. Para cada um desses dias comparamos
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qual dos modelos tedricos, exponencial ou gaussiano, melhor ajusta a série em cada dia. Com
esse intuito, observamos o valor minimo da fun¢@o desvio padriao proporcionado por ambos 0s
modelos, em cada dia de negociagao relevante da série IBOVL citados acima. O resultado pode

ser visto na Fig. 4.4.

3E] gaussiano 0)

3001~ (0O exponencia

200

100

valor minimo do desvio padréo

Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il I Il
012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48

At (tempo para o vencimento)

Figura 4.4 Valor minimo da funcdo desvio padrdo versus dias até o vencimento para a série de opgoes
IBOVL, cujo o vencimento foi dia 13 de dezembro de 2006.

Nessa figura vemos que longe do vencimento, faltando 46 dias para o vencimento, 0 mo-
delo gaussiano ajusta ligeiramente melhor os pontos, ja faltando 42 dias antes do vencimento
ambos modelos sdo igualmente bons em ajustar os dados empiricos. Entre 36 e 17 dias para
o vencimento, vemos que o modelo gaussiano ajusta melhor os dados empiricos. Finalmente
préximo do vencimento, faltando 14 dias para o vencimento, o modelo exponencial ajusta me-
lhor os dados empiricos. Esse tipo de comportamento é o que nds esperamos encontrar para
0 caso geral, j4 que assumimos como premissa que numa escala curta de tempo a distribuicao

dos retornos é melhor descrita por uma distribuicao exponencial. Portanto, em uma situacao em
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que os investidores estejam procurando realizar lucros (retornos) através de opcdes negociadas
num curto espago de tempo, proximo da expiracdo do contrato, € bastante plausivel imaginar
que os pregos dessas opgdes sejam melhor descritas pelo modelo exponencial.

O tipo de comportamento descrito acima € observado para a séria IBOVL de 2006, nos dias
mais representativos negociados desde proximo do lancamento, até proximo do vencimento
desta série especifica. No entanto, € preciso fazer o mesmo procedimento de ajuste para todas
as outras séries ja citadas, para determinar o comportamento geral da op¢ao sobre o Ibovespa.
A fim de ilustrar, qual dos modelos, gaussiano ou exponencial, apresenta melhor desempenho
em ajustar as séries nesse periodo, construimos um grafico com o valor minimo da func¢do
desvio padrao para cada um dos dias de negociacao relevantes de todas as séries estudadas.

Na Fig. 4.5, podemos ver o resultado usando o modelo gaussiano em azul e usando o
modelo exponencial em vermelho. Portanto para cada um dos 80 dias de negociagao relevante
teremos um par de pontos.

Nesse grafico temos no eixo horizontal o tempo Af até o vencimento das séries, portanto
At = 0 representa o dia de vencimento da op¢do. O que vemos em azul é o valor minimo
da fun¢@o R usando o modelo gaussiano, que chamarei Rgg,5, com média Rgaus = 144.10. E
0 que vemos em vermelho € o valor minimo da funcdo R usando o modelo exponencial, que
chamarei R,yp, com média Ry, = 133.30. A informag@o que podemos tirar dessa figura é que,
nesse sentido de média, o valor minimo da fun¢do desvio padrao usando o modelo exponencial
¢ menor que o valor minimo usando o modelo gaussiano, ou seja, I_Qexp < Rgaus. Entretanto, o
fato de termos Ry, < Rgaus N0 significa que o modelo exponencial é o melhor, em geral, que
o modelo gaussiano. Sendo necessdria uma andlise mais refinada em func¢do do tempo para o
vencimento.

Com o intuito de determinar qual dos dois modelos melhor ajusta os dados empiricos em
fung¢do do tempo até o vencimento, realizamos a operagdo Ry, — Rgaus sobre os pontos do
grifico da Fig. 4.5. Realizando essa operagdo, chegamos a Fig. 4.6, onde um ponto negativo
significa que o ajuste exponencial foi melhor que o gaussiano, e, inversamente, para para os
dias em que os pontos sao positivos, o ajuste exponencial foi pior que o gaussiano. Observando
a Fig. 4.6, notamos primeiramente que o modelo gaussiano sai-se melhor em um maior nimero
(60%) de dias, embora Fexp < ﬁgam, como vimos acima. A explicacdo de I_Qexp < I_i’gaus deve-
se ao fato de que em alguns casos o modelo exponencial ajusta bem melhor que o modelo
gaussiano, sendo que, nos casos em que o ajuste gaussiano € melhor, ele € apenas ligeiramente

melhor do que o modelo exponencial.
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Figura 4.5 Valor minimo da fun¢do desvio padrio versus dias até o vencimento para todas as série de
opgdes, num periodo de janeiro de 2005 a dezembro de 2006. Em azul € o valor minimo da fungo Ry
usando o modelo gaussiano, com média Egaus = 144.10. Em vermelho € o valor minimo da fun¢io R,

usando o modelo exponencial, com média Eexp = 133.30.

Como j4 mencionado, o modelo gaussiano apresentou um indice de sucesso maior que o
modelo exponencial. Porém, se verificarmos a performance dos respectivos ajustes em inter-
valos de tempo de 10 dias entre o lancamento até o vencimento das séries, 0 que veremos €
que nos 10 ultimos dias antes do vencimento houve 22 casos de negdcios envolvendo as séries,
sendo que nesse intervalo o modelo exponencial ajustou bem os dados empiricos em 54,5%
dos casos. Faltando de 11 a 20 dias para o vencimento das op¢des, houve 19 casos de negdcios
envolvendo as séries, nesse intervalo o modelo exponencial ajustou bem 36,80% dos casos. No
periodo de 21 a 30 dias para o vencimento das op¢des, houve 16 casos de negdcios envolvendo
as séries, nesse intervalo o modelo exponencial ajustou bem em apenas 18,75% dos casos; fal-

tando de 31 a 40 dias para o vencimento das op¢des houve 20 casos de negdcios envolvendo as
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Figura 4.6 Valor minimo da fun¢io R, usando o modelo exponencial menos o valor minimo da fungao

Rgaus usando o modelo gaussiano versus os dias que faltam para o vencimento.

séries, nesse intervalo o modelo exponencial ajustou bem em 40% dos casos; e finalmente fal-
tando de 41 dias a 47 dias para o vencimento das op¢des houve 3 casos de negdcios envolvendo
as séries, nesse intervalo o modelo exponencial ajustou bem em 33,33% dos casos.

Esse resultado pode ser visto de forma mais clara na Tabela 4.3, onde apresentamos a por-
centagem dos dias que foram bem descritos pelos respectivos modelos, para intervalos de tempo
de 10 dias desde o langcamento das séries até seus respectivos vencimentos. Observamos que
proximo do dia do vencimento a maior parte dos dias em que houve negécios (54,5%), foram
bem ajustados pelo modelo exponencial. Esse resultado estd perfeitamente de acordo com o
que nds esperdvamos, pois em escalas curtas de tempo a distribui¢do dos retornos do indice
Bovespa € mais bem descrita por uma distribuicdo exponencial. Por outro lado, para escalas
de tempo maiores, o modelo gaussiano ajusta melhor os dados em uma maioria considerdvel

dos casos (%60). Além disso, deve-se observar que o fato de a maioria dos investidores usa-
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dias para modelo modelo
0 vencimento gaussiano exponencial
1 a 10 dias 45,50% 54,50%
11 a 20 dias 63,20% 36,80%
21 a 30 dias 81,25% 18,75%
31 a 40 dias 60% 40%
41 a 47 dias 66,67% 33,33%

Tabela 4.3 Tabela contendo os resultado da andlise do grafico da Fig. 4.6, representando a percentagem
de sucesso dos modelos gaussiano e exponencial nos respectivos intervalos de tempo de 10 dias desde o

langamento das séries até o vencimento.

rem, na pratica, o modelo de Black-Scholes (gaussiano) como referéncia para o preco justo
das opcoes, faz com que os precos praticados no mercado tendam a seguir o modelo gaussi-
ano. Enfatizamos, porém, que préoximo do vencimento o modelo exponencial torna-se bem
melhor (no sentido de que o valor minimo da fun¢do desvio padrdo proporcionado pelo modelo
exponencial é bem menor do que o modelo gaussiano). Isso parece sugerir que o mercado im-
plicitamente leva em conta o fato de os retornos didrios do Ibovespa seguirem uma distribui¢ao

exponencial.

4.3 Volatilidade Implicita

Segundo o modelo de Black-Scholes, um tnico valor para a volatilidade seria suficiente
para descrever todos os precos das op¢des de uma série num dia especifico, mas no mundo
real isso ndo acontece. Freqiientemente o preco com que as opgdes sdo negociadas no mercado
diferem ligeiramente do preco previsto pelo modelo de Black-Scholes. A correta avaliagdao do
preco de uma op¢ao, segundo o modelo de Black-Scholes, reside no sucesso em determinar o
parametro volatilidade do ativo. Como a volatilidade ndo pode ser observada diretamente, o
investidor dispde de dois tipos de métodos para a determinagdo desse parametro, a volatilidade

histdrica e a volatilidade implicita, este ultimo método serd o mais relevante para nosso estudo.



4.3 VOLATILIDADE IMPLICITA 57

04 T T T T 04
0351 i
035 4 03| N
() (]
k] 05~ i
p=} R
k] ki
S 031 B S 02| N
s s
0151 i
025 4 01 N
dentro do dinheiro no dinheiro forado dinheiro [ dentro do dinheiro no dinheiro forado dinheiro
| . | . | . | . | | . | . | . | . |
06 08 1 12 14 008 06 08 1 12 14
KIS KIS
(a) (b)
04
035 -
()
k]
=
g
© 03 _
=3
0250 -
dentro do dinheiro no dinheiro fora do dinheiro
! . L . | . | I
06 08 1 12 L4
K/S
(©

Figura 4.7 Comportamento genérico do grafico da volatilidade implicita em fun¢do da razdo do preco

de exercicio pela cotacdo do indice no dia da negociacao.

A volatilidade histérica é uma estimativa baseada em dados estatisticos dos movimentos
anteriores do preco de um ativo. Nesse célculo, diferentes periodos de tempo tais como diério,
semanal ou anual podem ser escolhidos para a andlise. A escolha do periodo cabe a cada
investidor, dependendo da estratégia e de quanto tempo ainda resta para o vencimento da op¢ao.

A volatilidade implicita, por outro lado, € obtida por meio de modelos de avaliacdo de preco
de opc¢do, sendo o mais popular, o ja mencionado modelo de Black-Scholes. Para esse modelo,
a determina¢@o da volatilidade implicita consiste em fixar todos os parametros do mercado

que podem ser determinados diretamente pelo investidor, tais como tempo até o vencimento
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At =T —t, o prego de exercicio ou strike K; o pre¢o do indice S(7) no dia ¢, a taxa de juros
diaria r referenciada pela taxa DI (Depésito Interfinanceiro), e o preco de mercado da opg¢do
Ciiercado N0 dia t.

Em seguida, usa-se esses parametros na formula de Black-Scholes que determina o preco
da op¢ao de compra (3.23), de modo a poder determinar qual a volatilidade G;;,),, definida como

o valor do pardmetro ¢ na férmula de Black-Scholes (3.23) tal que.
CBS(Sa I;K, T; r, Gimp) — Cmercad()-

Analisando o gréfico da volatilidade implicita em fun¢do do preco de exercicio nota-se
comportamentos genéricos, esses tipos de comportamentos pode ser classificado de trés formas
diferentes: "smile" Fig. 4.7a), "frown" Fig. 4.7b) e o "smirk" Fig. 4.7c). Freqiientemente o
termos "sorriso da volatilidade" abrange todos esses formatos.

No caso do modelo exponencial, existem dois pardmetros a serem determinados Yy e V.
Entdo, diferentemente do modelo gaussiano, no modelo exponencial teremos que encontrar
dois pardmetros implicitos Y, € Vimp. Podemos obter esses dois pardmetros através do mesmo
procedimento descrito acima, s6 que dessa vez assumindo que o preco tedrico € obtido pelo
modelo exponencial para o preco de op¢do (3.41). Mais uma vez, fixamos todos os parametros
do mercado observados diretamente pelo investidor. Em seguida, usando esses parametros na

férmula (3.41), obteremos os pardmetros implicitos Y, € Vinp para cada strike em particular.

Cexp(Sy LK, T, Yimp7vimp) = Chercado-

Outra diferenca entre o modelo gaussiano e o modelo exponencial € que ndo conseguiremos
achar a volatilidade diretamente através da expressao (3.41), pois os parametros Yy € V sdo

dependentes no tempo. Mostra-se no apéndice B que

1
’Y—blﬂ’
1

V=—
byt—ty’
vide (B.22). No entanto, temos acesso a variancia implicita da distribui¢cdo dos retornos que

2 _ 2
mp ’Yimpvimp.

¢ descrita segundo a expressao (2.24), ¢ Sabendo, entdo, que a volatilidade é

, 2 s .
expressa pela férmula G;,, = 1/ %7, obtemos a volatilidade para o modelo exponencial:

Gimp = 4.2)
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Figura 4.8 Volatilidade implicita calculada para série IBOVL (vencimento no dia 13/12/06) no dia
23/11/06, 14 antes do vencimento através do: a) modelo gaussiano b) modelo exponencial. As linhas
tracejadas mostram os respectivos valores da volatilidade que melhor ajusta toda a série nesse dia,

conforme visto na sec¢do 4.1.

Para ilustrar o comportamento da volatilidade implicita em funcao do preco de exercicio da
op¢do, vamos calcular a volatilidade implicita através dos dois modelos, para a série IBOVL
com vencimento no dia 13/12/06, no dia 23/11/06, faltando 14 dias para o vencimento. O re-
sultado desse estudo pode ser visto no grafico da Fig. 4.8. Na Fig.4.8a vemos a volatilidade
implicita calculada usando o modelo gaussiano, e na Fig. 4.8b mostramos a volatilidade im-
plicita calculada usando o modelo exponencial. Em ambos os graficos o que vemos no eixo
horizontal é a razao %, lembrando que K é o preco de exercicio (strike) e S € o preco do in-
dice no dia em que a série foi negociada. As linhas tracejadas mostram o valor da volatilidade
que melhor ajusta toda a série no dia em que a série foi negociada conforme visto na secio
4.1, através do modelo gaussiano e do modelo exponencial respectivamente. O comportamento
do grafico da volatilidade implicita obtida a partir do modelo gaussiano se aproxima de um
grafico do tipo "smile", enquanto que o comportamento do grafico da volatilidade implicita
obtida a partir do modelo exponencial se aproxima de um gréfico do tipo "frown", esse tipo de
comportamento € encontrado em outras situacdes, COmo veremos a Seguir.

Ainda usando a série IBOVJ, calculamos a volatilidade implicita através de ambos modelos,
agora para o dia 23/08/06, faltando 36 dias para o vencimento, o resultado pode ser visto na
Fig. 4.9, onde na Fig. 4.9a temos a volatilidade implicita calculada usando o modelo gaussiano,

e na Fig. 4.9b vemos a volatilidade implicita calculada usando o modelo exponencial. Assim
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como antes, as linhas tracejadas mostram o valor da volatilidade que melhor ajusta toda a série
no dia em que a série foi negociada conforme visto na se¢do 4.1, através do modelo gaussiano,
e do modelo exponencial respectivamente. Comparando Fig. 4.9a com a Fig. 4.8a notamos
alguma semelhang¢a no formato da volatilidade implicita. Observamos semelhanga, também,

comparando Fig. 4.8b e Fig. 4.9b.
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Figura 4.9 Volatilidade implicita calculada para série IBOVJ (vencimento no dia 18/10/06) no dia
23/08/06, 38 antes do vencimento através dos modelos: a) modelo gaussiano e b) modelo exponen-
cial. As linhas tracejadas mostram os respectivos valores da volatilidade que melhor ajusta toda a série

nesse dia, conforme visto na sec¢do 4.1.

Além da série IBOVL e IBOVJ, realizamos o célculo da volatilidade implicita para outras
séries. Algumas com vencimento em 2006: IBOVB negociada em 27/01/06; IBOVD negoci-
ada em 17/02/06; IBOVF negociada em 17/05/06, 18/05/06; IBOVJ negociada em 22/08/06,
23/08/06, 28/09/06, 29/09/06; IBOVL negociada em 10/10/06, 19/10/06. E as séries com ven-
cimento em 2005: IBOVB negociada em 06/01/05, 20/01/05; IBOVF negociada em 15/04/05,
26/04/05, 13/05/05; IBOV] negociada em 19/08/05, 31/08/05, 05/10/05. Analisando a volatili-
dade implicita, calculada através de ambos os modelos de precificagdo para todos os dias acima
citados, concluimos que, na média, o modelo exponencial proporciona uma volatilidade maior
que o modelo gaussiano. Além disso, concluimos também que o comportamento mais comum
do gréfico da volatilidade implicita obtida a partir do modelo gaussiano, em fun¢do do strike,
apresenta uma concavidade ligeiramente voltada para cima. Como jé foi dito anteriormente,
grificos da volatilidade implicita com esse tipo de formato sdo denominados como "smile"da

volatilidade. Analogamente, observamos que na maioria dos casos o grifico a volatilidade im-
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plicita obtida a partir do modelo exponencial em fun¢do do strike, apresenta claramente uma

concavidade voltada para baixo, essa forma € conhecida como "frown".

4.4 Analise da Variancia

Os modelos de precificagdo de opcdes, tais como o gaussiano e exponencial, determinam
o preco de uma opgao a partir dos parametros citados na secao 3.2. Porém, em ambos mode-
los, existem parametros que trazem informagao a respeito da distribuicao dos retornos. Esses
parametros ndo sdo observados diretamente no mercado e precisam ser estimados de forma
a melhor ajustar os precos das op¢des de uma série. Isto significa que, ao estimarmos esse
parametros, poderemos chegar a informacdes importantes sobre o comportamento do ativo de
referéncia dessa op¢cao. Com essa motivagdo, vamos investigar a relacdo da variancia obtida a
partir dos parametros de ajuste dos modelos de precos das op¢des em fungdo do tempo até o
vencimento dessas opgoes.

Podemos determinar a varidncia implicita, para cada dia de negociacao relevante das séries
entre os anos de 2005 e 2006, a partir dos parametros usados para ajustar essas séries como
discutido na secdo 4.1. O calculo dessa variancia € feito de maneira diferente para os dois
modelos considerados nesta dissertacdo, o modelo exponencial e gaussiano. Usando o mo-
delo de Black-Scholes (gaussiano), o parametro ajustado € a volatilidade ¢ da distribui¢do dos

retornos. Entdo, podemos chegar a variancia da distribui¢do dos retornos através da expressao
var = (6 At)?, (4.3)

onde At =T —t € o periodo entre a data r de negociacdo da opcao e a data do vencimento 7.
Usando o modelo exponencial que ajusta as séries de opgdes, 0s parametros ajustados sao
Y e v. A variancia da distribui¢do dos retornos para esse modelo € descrita por (2.24), ou seja
2

var = —.

Na Fig. 4.10, pode-se constatar que a evolu¢do da variancia obtida a partir do modelo

gaussiano, em funcao do tempo até o vencimento, € representado pelo ajuste da expressao
var = cAr*H (4.4)

com 2H = 0.9866. Analogamente, na Fig. 4.11 vemos a evolucdo da variancia obtida a partir

dos parametros de ajuste usando o modelo exponencial, em func¢io do tempo até o vencimento.
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Figura 4.10 Variancia calculada usando o modelo gaussiano de precificacdo de opg¢des, em funcido do

tempo até o vencimento. Onde a reta é um ajuste do tipo var = cAr*", com 2H = 0.9866.

Nessa figura, a reta de ajuste (4.4) possui coeficiente 2H = 0.9773. Em resumo, os expoentes

de Hurst que caracterizam a dependéncia temporal da varidncia implicita sdo, respectivamente,

2H = 0.9866, para o modelo gaussiano, e .5)

2H = 0.9773, para o modelo exponencial. '
Podemos caracterizar um processo estocdstico quanto as correlacdes de acordo com o valor
do expoente H [35]. Caso H = % isso implica que a série dos retornos é completamente
descorrelacionada e o processo € conhecido como difusivo. Caso H > % a série dos retornos
¢ positivamente correlacionada e o processo € conhecido como superdifusivo. Caso H < %, a
série dos retornos € negativamente correlacionada e o processo é conhecido como subdifusivo.
Observando o comportamento da variancia implicita para ambos os modelos, em funcao
do tempo que resta para o vencimento, podemos concluir que o comportamento dos retornos

do Ibovespa € bem préximo de um comportamento difusivo. Em particular, concluimos que o
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Figura 4.11 Variancia calculada usando o modelo exponencial de precificacdo de opcdes, em fungdo

do tempo até o vencimento. Onde a reta é um ajuste do tipo var = cAt*", com 2H = 0.9773.

modelo exponencial para o prego das op¢cdes mostrou-se auto-consistente, pois como premissa
para esse modelo, assumimos que o retorno se comporta como um processo estocastico difusivo
H = %, o que de fato foi verificado a partir do cdlculo da variancia implicita.

E interessante notar que esse comportamento difusivo também foi observado a partir do
célculo da variancia (histdrica) diretamente dos retornos do indice Bovespa, em um trabalho
anterior [1]. Neste trabalho, foi feito o ajuste da distribui¢cdo empirica dos retornos para o Ibo-
vespa com diferentes escalas de tempo usando a fun¢do exponencial (2.18). O que se observa
nesse trabalho € que tanto a variancia da série dos retornos quanto a variancia (2.24) usando
os parametros do ajuste, apresentam um comportamento linear, ou seja, o coeficiente Hurst se

aproxima de 1.



CAPITULO 5

Conclusoes e Perspectivas

5.1 Conclusoes

Na primeira etapa dessa dissertacdo, foram feitas andlises sobre as distribuicdes dos re-
tornos do indice Bovespa para diferentes escalas de tempo, gerados a partir da série temporal
do fechamento diério desse indice num periodo de 1968 a 2004 com 9000 pontos, € da série
temporal da cotacdo intra-didria, ou seja, a cada 15 minutos num periodo de 1998 a 2001 com
20000 pontos desse mesmo indice.

Observamos que os retornos gerados em escalas de tempo variando de um a vinte dias
seguem nao uma distribui¢do gaussiana mas sim uma fun¢do exponencial. Além disso, anali-
sando os retornos de alta freqiiéncia, que sdo os retornos gerados a partir da cotacio a cada 15
minutos, notamos que o comportamento das distribui¢cdes de probabilidade dos retornos conti-
nua a ser bem descrita por uma fun¢io exponencial para as distribui¢des de retornos com escala
de tempo entre 3 e 7 horas. Ainda tratando das distribui¢des de alta freqii€ncia, analisamos a
distribui¢do dos retornos na escala de tempo mais fundamental, como os retornos de 15 minu-
tos. Nessa escala mais rdpida observamos o aparecimento de um comportamento do tipo lei de
poténcia. Com o objetivo de caracterizar a melhor forma funcional que ajusta os dados empiri-
cos nessa escala de tempo, testamos as distribui¢des que decaem como uma lei de poténcia, tais
como a distribui¢do de Levy e a chamada distribui¢cdo de Tsallis. A partir dessas distribuicoes,
realizamos um estudo detalhado da andlise empirica dos retornos de alta freqii€ncia e indica-
mos que a forma funcional que melhor ajusta as distribuicdes de retornos de alta-freqii€ncia
€ a distribuicdo de Tsallis, visto que usando esta distribui¢do como ajuste, obtivemos menor
valor para a soma dos minimos quadrados. Além do mais, essa distribui¢do possui uma escala
caracteristica ja que sua variancia nao diverge para o melhor parametro encontrado.

Em seguida, nos concentramos na andlise estatistica das cotacdes didrias das op¢Oes de
compra sobre o indice Bovespa retirada de uma tabela contendo as séries negociadas entre
os anos de 2005 e 2006. Para cada dada série de opc¢do, extraimos dessa tabela o preco de

mercado da opc¢do e seu respectivo preco de exercicio (strike) nos dias que concordamos ser

64
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relevantes para andlise. Entdo, para uma série com mesmo vencimento, criamos arquivos, um
para cada dia de negociac¢do, ao longo de um periodo desde o langamento da série até préximo
do vencimento, contendo o preco de mercado da op¢do e seu respectivo preco de exercicio.
Para cada um desses arquivos testamos como ajuste, dois modelos tedricos que determinam o
preco de um contrato de op¢do do indice Bovespa, o modelo exponencial e o modelo padrao
em financas, o modelo de Black-Scholes. O primeiro assume que a distribui¢do dos retornos
segue uma fungdo exponencial, e sua respectiva expressdao do preco de uma opgao € ajustada
aos dados empiricos segundo dois parametros, Y e V. O segundo assume que a distribui¢ao dos
retornos segue uma fung@o gaussiana, e sua respectiva expressao do preco de uma opcao tem
como parametro de ajuste a volatilidade ©.

Concluimos que dos 22 negécios realizados no intervalo de tempo de 10 dias préximo do
dia do vencimento, a maior parte (54,50%) dos dias negociados, foram mais bem ajustados
pelo modelo exponencial. Por outro lado, 60% de todos os dias estudados (arquivos criados)
foram melhor ajustados usando o modelo gaussiano. Isso deve-se particularmente ao fato de
que a maioria dos investidores usam o modelo de Black-Scholes (gaussiano) para determinar o
preco justo das opgdes.

Partindo dos parametros usados para ajustar as séries nos dias em que as opc¢des foram
negociadas, estudamos a dinamica da variancia implicita. O célculo dessa variancia € feito
de maneira diferente para os dois modelos, exponencial e gaussiano. Usando o modelo gaus-
siano que ajusta as séries das op¢des, obtemos como parametro ajustado a volatilidade ¢ da
distribui¢do dos retornos. Podemos chegar a variancia var da distribui¢do dos retornos atra-
vés da expressio var = (GAt)?, onde At é o periodo entre a data de negociacio da opgdo ¢ e
a data do vencimento 7. Usando o modelo exponencial que ajusta as séries de opcdes, obte-
mos os parametros Y € V. A variancia da distribui¢cao dos retornos para esse modelo € descrita
por var = % Observando o comportamento dessa variancia em fungdo do tempo que resta
para o vencimento, tanto para o0 modelo gaussiano como para o modelo exponencial, tal que
var o< At*f . Concluimos que o comportamento dos retornos do indice Bovespa é bem préximo
de um comportamento difusivo, pois tanto o modelo gaussiano como o modelo exponencial
apresentam H ~ % Concluimos também, que os métodos usados para determinar o preco das
opg¢Oes sdo auto-consistentes, pois como premissa para os dois modelos, gaussiano e exponen-
cial, assumimos que o retorno se comporta como uma varidvel aleatéria do tipo movimento
browniano, que possui H = %

Fizemos ainda o teste da volatilidade implicita para ambos os modelos do preco da op¢ao
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de compra, exponencial e gaussiano. Vimos que usando o modelo gaussiano, a volatilidade
pode ser obtida diretamente a partir da expressao (3.23). Porém, usando o modelo exponencial

a volatilidade € obtida indiretamente a partir da expressao

Oimp =

onde Yimp € Vimp sd0 0s pardmetro obtidos diretamente através da expressdo (3.41). Verifica-
mos que na média o modelo exponencial proporciona uma volatilidade maior que o modelo
gaussiano. Além disso, concluimos também que o comportamento mais comum do grafico
da volatilidade implicita obtida a partir do modelo gaussiano em func¢do do strike, apresenta
uma concavidade ligeiramente voltada para cima, comportamento conhecido entre os analis-
tas financeiros como "smile". Analogamente, observamos que na maioria dos casos o grafico
a volatilidade implicita obtida a partir do modelo exponencial em fun¢do do strike, apresenta
claramente uma concavidade voltada para baixo, comportamento conhecido entre os analistas

financeiros como "frown".

5.2 Perspectivas

O indice Bovespa reflete o comportamento médio dos pregos praticados no mercado acio-
ndrio brasileiro. Portanto, as conclusdes alcangadas nessa dissertacao, de certa forma, refletem
um comportamento geral do mercado. De forma que estamos aptos a verificar se 0 mercado
de opc¢des ja incorpora o comportamento exponencial de maneira particular. Para isso é impor-
tante realizar um estudo comparativo entre os precos determinados pelos modelos exponencial
e gaussiano, como o pre¢o praticado no mercado ndo de um indice, mas sim de uma agcdo em
particular. Com intuito de se ter certeza de que o mercado implicitamente leva em conta o fato
de os retornos didrios dos ativos seguirem uma distribuicdo exponencial para escalas curtas de

tempo.



APENDICE A

Deducao da Formula de Black-Scholes

A equacdo de Black-Scholes (3.13)

IC 1 ,59°C | C
— 4+ 0“5 S——1rC=0
9r 29 e g =0

pode ser transformada numa equacdo diferencial parcial (EDP) com coeficientes constantes

fazendo as mudancgas de varidvel (3.17),

1oX(T —1),
= n

A
Nen
\_/

o~ (x+B1) u(x,t).

primeiro vamos escrever os termos envolvidos na equagado (3.13) em funcdo das novas varidveis

aa_g:% 2g e~ (ax+p1) <B” )
9€ _ K p—(ox+Bv) (—(xx+ —) A.D)
P e e s o 20032

Substituindo as expressdes de (A.1), juntamente com as mudangas de varidveis (3.17), chega-

mos na seguinte expressio,

1 ,0u /1 , 1, au1282
—=C at+<56 (B+Oc(0c+1))—r(oc+1)>u+(r—EG (1—2oc))$+ 32 =0,

2
(A.2)
fazendo os coeficientes de u e de 1gua1 a zero, obtemos as expressdes para o e 3, tal como
em (3.18),
o =

B=(Ga )

Aplicando as mudagas de varidveis na condicdo final (3.14), decrita como

r
o2
r

C(S,T) = max(S—K,0),
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obtemos
Ke™*u(x,0) = max(Ke* — K ,0),
u(x,0) = max(e T — ¢ ),
e sabendo que \/B = 1+ o, chegamos a condi¢do inicial (3.20)
u(x,0) = max(e\/ﬁx —e**)0).

A partir do procedimento descrito acima chegamos na EDP (3.19)

du(x,t)  9%u(x,t)
ot oxr

que tem a mesma forma da popular equacdo da difusdo. A solucdo da equacdo de difusao

(3.19) sujeita a condic¢do inicial (3.20) nos proporciona a expressao para o pre¢o de uma opgao
compra C(S,t). Neste apéndice vamos nos limitar a achar o preco da op¢do de compra, visto
que mudando-se a condicao final, chegasse ao preco da opcao de venda de maneira andloga.

A equagdo (3.19) € uma equacio diferencial parcial parabdlica unidimensional. Inici-
almente nos precisaremos achar a fun¢io de Green associada ao operador Ly ¢, definido como

L,z = (/91 — V?). De forma que a solugo da equagdo do calor (3.19) é
u(x,t) = / G(x,s,T)u(s,0)ds, (A.3)

onde G(x,s,T) é a fungdo de Green [36] associada a equacdo de difusdo, dada pela expressdo

1
it

4t
vamos substituir a funcdo de Green G(x — s5,7) na integral (A.3) para obtermos a solugio da
EDP (3.19)

G(x—s,1) = e /419 (1), (A4)

1
V4Tt

substituindo a condico inicial u(x,0) = max(eVP* — ¢®* 0) na integral acima obtemos

e_é(t;ct)’t /0; max(e\/m — ™ O)e_(x_s)z/‘”ds,

u(x,t) = M/Ooo(e\/E - e“s)e*(x*s)z/“ds, (A.6)

Vént
manipulando o integrando, de forma a completar quadrados chegamos a expressao

0 b (x 21\/[?7‘?)2 ® (x ‘E(x—s)z
u(x,t) = \/4%</0 e e\/EHBTds—/O o eax+mds>, (A7)

u(x,t) = 0(t) /oo u(s,O)e_(x_s)z/Mds, (A.5)

u(x,t) =
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realizando a seguinte a mudanca de varidvel na primeira integral

2 (x+2t/B —s)?
27 ’

analogamente, realizando a seguinte a mudanga de varidvel na segunda integral

n (x 2t —s)?
s —

27 ’
chegamos a
d d
M(X,T) frd m (e\/EX+BT/ ! e*S/2/2dS/ _e(X.x+OC"C/ 2673‘/2/2(15/), (A8)
onde d| = x+\2/%/ﬁ edr, = ’%. Se definirmos

1 X
N(x) = %/ e*sz/zds,

podemos escrever u(x,T) como

u(x,1) = ?/%(e\/gHBTN(dl) AT N (), (A.9)

como tinhamos definido na mudanca de varidvel (3.17), o valor da opc¢do de compra determi-

nado pelo modelo de Black-Scholes é
C(S,1) = Ke (@B (x, 1),
substituindo (A.9) em (3.17) teremos

C(S,l‘) _ K?/%e—((xx—i-ﬁ’c) (e\/EerBrN(dl) . eax+aTN<d2)),

Finalmente, realizando a segunda e a terceira das mudancgas de (3.17) e sabendo que

os valores de o, e B sdo dados por (3.18), chegamos a mesma expresséo (3.23)

C(S,t) =SN(dy) — Ke "T=)N(d,),

o g In(S/K) + (r+162)(T —1)
I oI —t

) In(S/K)+ (r—362)(T —1)

dr = .

oI —t



APENDICE B

Abordagem Via Dindmica Estocastica

E possivel determinar uma dindmica estocdstica do retorno que gera o comportamento ex-
ponencial das distribuicdes. Inicialmente precisamos definir a equacdo diferencial estocéstica

para o retorno x dado por (2.15), de maneira que
dx = R(x,t)dt +~/D(x,t)dW (t). (B.1)

Em seguida, teremos que descobrir o coeficiente de difusdo D(x,t), que é necessério para pro-

duzir a distribui¢do exponencial f(x,t) a partir da equagdo de Fokker-Planck

X 2
afa(t”) = —%(R(x,t)f(x,t)) +%%<D(x,t)f(x,t)>, (B.2)
onde D
Rxr) = (o) - 220,

de maneira que o coeficiente de difusdo D(x,t) proporcione uma variancia global var ~ At para
tempos longos.

A solugdo de (B.1) para x é obtida realizando a integral estocéstica, desde que R e v D
satisfacam a condi¢do de Lipschitz [36],

A A
Ax = /t+ tR(x,s)ds—k/H— t\/D(x,s)dW(s). (B.3)
t t

Vamos usar no ultimo termo da expressao (B.3) a expressdao do produto de 1t6 [37] definido

pela integral estocdstica
t+At
bAW — / b(x(s),s)dW (s),
t

a equacdo (B.3) fica entdo
t+At
A= / R(x,5)ds+/D(x.1).AW (7). (B.4)
t
Tomando a média sobre Ax, sabendo que < AW >= 0, obtemos que
t+At
< Ax>= </ R(x,5)ds ). (B.5)
t
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Além de < Ax > podemos obter a média sobre Ax?. Usando o fato de dW? — dt, chegamos a

< Ax2 >= <(/tt+AtR(x,s)ds>2> +/tt+At < D(x(s),s) > ds,

resultando na relagdo

< A2 >= <</tt+AtR(x,s)ds>2> + /IHN /ZD(z,s)f(z,s\x,t)dzds, (B.6)

onde f € a probabilidade condicional que satisfaz a equacdo de Fokker-Planck (B.2) corres-
pondente a EDE (B.1). Para intervalos de tempo muito pequenos A = s —t a probabilidade
condicional f é aproximada pela sua condi¢do inicial, a fungdo delta de Dirac & (z — x), entdo

para a menor ordem de Af nés obtemos o resultado
t+At
< AP >r / D(x(s),5)ds ~ D(x(t),1)At, (B.7)
t

que € uma relagdo necessdria para a validade da equacao de Fokker-Planck no limite quando At
some.

Concluimos que, de maneira geral, a varidncia média global € dada pela expressao

var =< Ax* > — < Ax >2,

var = <</tt+AtR(x, s)ds)2> —i—/HA[ /:OD(Z,S)f(Z,Slx,t)dzds— </tt+AtR(x,S)dS>2, (B.8)

e que para intervalos de tempo pequenos obtemos a expressao para a variancia média local
var ~ D(x(t),t)At, (B.9)

entdo, para esta ultima, chamaremos D(x,?) de coeficiente de difusdo local. Portanto, entenda-
se como "global", expressdes tal como (B.8), que valem para tempos muito longos e para
qualquer condicdo inicial x(¢) da EDE no tempo 7. E entenda-se "local", expressdes tal como
(B.9), que valem apenas para um intervalo limitado de tempo nas proximidades de um ponto x.

A dependéncia da varidncia média var com intervalos de tempo longos Ar depende do

modelo. Mas do ponto de vista empirico, a variancia dos dados var,,, comporta-se como
Varemp < At (B.10)

para retornos com escala de tempo maiores que 10 minutos [1, 18]. Portanto, assumindo a
expressao (B.10) como verdadeira, deveremos achar uma expressao para D(x,¢) de modo que

a variancia global se comporte como var o< At.
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B.1 Dinamica da Distribuicao Exponencial

Uma das afirmativas da formulacdo do modelo de Black-Scholes € a de que os sucessivos
retornos seguem o processo de Wiener generalizado, como visto na EDE (2.11) dx = (1 —
%Gz)dt +06dW, possuindo uma volatilidade ¢ constante. Porém, na pratica isso ndo acontesse.
Saber como a volatilidade se comporta € bastante importante para os modelos de precificacdo de
opgdes. Por isso, é importante achar uma expressao para o coeficiente de difusdo D(x,7), sendo
D(x,t) ~ 62, de forma que a distribuicio f(x,t) dos retornos seja uma fungio exponencial.

Com esse intuito comegaremos escrevendo a EDE para o retorno segundo (B.1), ou seja,

dx = R(x,t)dt ++/D(x,t)dW,

Para essa EDE existe uma equacao de Fokker-Planck (B.2) correspondente,

f = ~(REA)f(60) + 5 (D) (w0

lembrando que

R(x,1) = p(f) — %D(x,t). (B.11)

A solugdo estaciondria da equacao de Fokker-Planck no caso geral pode ser obtida através
da equacao de continuidade [38]

df(x,t)  dj(x1)
a ~ ox

(B.12)

onde j(x,t) é a funcdo densidade de probabilidade, e a partir de (B.12) e (B.2) obtemos

10

j<x7t):R(xvt>f(x7t)_5$<D(x7t)f<x7t)> (B.13)

Para que a conservagio de probabilidade seja satisfeita na descontinuidade x = 8, néo € sufici-
ente garantir a continuidade da densidade de probabilidade j. Deveremos usar uma condi¢do

mais geral. Entdo, partindo da condi¢cdo de normalizacdo

/:f(x,t)dx: 1,

%</_if—(xat)dx+/:f+(X,t)dx> =0, (B.14)

e usando a relacao (B.12) em (B.14) chegamos a condicdo

(R~8)7~5(0rY)

. =0. (B.15)
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Quando diferenciamos o produto D(x,?) f(x,t), usando

ft) =f18(x—=8)+/6(x-3),
D(x,t)=D;0(x—8)+D_6(x—39),

obtemos uma fungdo delta no ponto x = 8. O coeficiente da funcdo delta some se fizermos

D_f =Dyfy (B.16)

no ponto x = 8. Além dessa condi¢do, existe uma outra no valor x = 8 dada por
(R—S)fazo. (B.17)

Note que nds nao assumimos a condi¢ao de normalizagdo (2.22) e (2.23). Uma vez sabendo os
dois valores assumidos por D(x,¢) no ponto x = &, podemos determinar os valores de A e B, de
posse das expressoes (B.16) e (2.20).

Agora que jd temos as condig¢des necessérias, vamos obter o coeficiente de difusdo D(x,1)
que gera a distribui¢do f dinamicamente, a partir da equacdo de Fokker-Planck (B.2) de ma-
neira que a distribuicao f seja a funcao (2.18) sujeita a (2.20) e (B.16).

Com o intuito de simplificar o problema proposto acima, vamos assumir que D(x,7) é linear
em V(x—J) para x > §, e linear em y(x — J) parax < §. A grande questdo é saber se os dois
valores assumidos em D(0,t) sdo constantes ou dependem de 7. Na procura de explicitar o
comportamento de D(93,7), nos deparamos com o problema da ndo unicidade local (x = ) tanto
de D(x,t), como das fungdes v (r) e y(¢). O problema da ndo unicidade s6 pode ser resolvido se
os dados forem precisos o suficiente para medirmos a dependéncia em ¢ da volatilidade local,
isto € em x = 9, e global para todo x, para escalas de tempos longos. Sendo, nessas escalas
de tempo, os valores de Yy € V ndo necessariamente grandes comparados com a unidade. No
entanto, para escalas de tempos de interesse, tanto para descrever os retornos como para os
precos da opgdes, as escalas de tempo sdo pequenas o suficiente de forma a assegurar que
Y,V > 1 seja verdade, com boa confianga. Nesse limite pode-se encontrar mais de uma solucdo
para a equacdo de F-P, no entanto, vamos apresentar apenas uma delas.

Para comecar, faremos os cdlculos para uma situagio simples de D(x, 1),

D(m)_{ d_(1—y(x—38)) se x<3,

= (B.18)
di(l1+v(x—9)) se x>39,

onde os coeficientes d_ e d podem depender do tempo ou ndo. Usando a distribui¢do expo-

nencial (2.18) e o coeficiente de difusdo (B.18) na equagdo de Fokker-Planck (B.2) chegaremos



B.1 DINAMICA DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL 74

a uma equagdo que apresentam termos em (x — 0 ). Igualando os termos de mesma poténcias

em (x — §), encontramos as seguintes equacdes para os coeficientes y e v

V= —%‘yz(erl) se x<9,

dy

B.19
v=—5vi(v—1) se x>3, (519

os termos que sdo independentes de (x — §) satisfazem a condi¢do (B.17) em dd /dt. Assu-

mindo b2 = d_ = constante e b* = d; = constante, nos leva a

—%—lny—kln(y—f—l) —%z(t—to) se x<3d,

(B.20)
I lnv+In(v—1)=-L(—1) se x>3,

e a expressao do coeficiente de difusdo fica

b (1—vy(x—38)) se x<39,
D(x,1) = (1=y(x=0)) se x (B.21)
P?(14+v(x—38)) se x>38.
Se considerarmos y,v >> 1, o que realmente acontesse observando as distribui¢des dos retor-

nos quando as escala de tempo diminuem, vamos obter, a partir de (B.20) a seguinte solu¢do

parayevV
1
b\ t—1y’
IS 0 (B.22)
T byt—t1y’
assim a variancia global (2.24) var = Y% nos da
var = 2bb' (t —tg). (B.23)

Portanto, a dindmica do retorno associada ao coeficiente de difusdao (B.21) nos permite obter,
através da equacao de Fokker-Planck (B.2) uma distribui¢do de probabilidade que descreve o
comportamento exponencial dos retornos. Além disso, esse coeficiente de difusdo caracteriza

o processo como difusivo ja que se escrevermos a expressao (B.23) como
var ~ At*H , (B.24)

devemos ter H = % Isso implica que a série dos retornos é completamente descorrelacionada,
em concordancia com as suposicoes iniciais. Concluimos, entdo que a partir da hipétese inicial
de que os retornos do ativo de referéncia sdo distribuidos tal qual uma distribui¢io exponencial,
podemos obter um modelo para o preco de uma opgao européia de compra através de uma so-

lucao analitica via a estratégia Delta de Hedge, assim como foi feito para obtencdo do modelo
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de Black-Scholes. O procedimento € similar ao da secdo 3.4, assume-se uma carteira de inves-
timento IT livre de risco segundo a abordagem risk-neutral e obtém-se uma equacgao diferencial
parcial. A solucdo desta equagdo, nos leva a uma expressao para o preco de uma opg¢ao. Os
célculos sdo extensos e desnecessarios para este trabalho, haja vista que a solugdo de interesse

¢ da mesma forma que (3.41).
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