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Resumo

No campo da neurociéncia computacional, a atividade edétios neurdnios é tradicionalmente
modelada por equacdes diferenciais ndo-lineares acaplagmesentando a evolucao do poten-
cial de membrana e certas variaveis relacionadas as comigddnicas presentes no sistema.
Uma tendéncia recente consiste na extensao desta estrdéégiodelagem, detalhando as ar-
vores dendriticas neuronais através da abordagem compattl. Essa modelagem fina visa
examinar a possibilidade de que essas extensas regidesmasuem forma de arvores ramifi-
cadas desempenhem fungdes importantes, ou seja, sejantdpalma complexa "computacao
dendritica”.

Nesta dissertacdo, estudamos analiticamente e atravésiglagdes um modelo cuja di-
namica da transmissao de estimulos dos elementos exsitgenples, porém a estrutura da
arvore dendritica € modelada em detalhe na forma de umaedteo€ayley com um grande
numero de compartimentos. Resolvemos a equacdo mestralnlerpa, primeiro pela aproxi-
macédo de campo médio simples, que apresenta fracos resultach seguida, estudamos um
calculo da aproximacéao de pares, com resultados mais poras

Os resultados de nossas simula¢des computacionais sugeessrestrutura da arvore den-
dritica da célula mitral é fundamental para o aumento dafdirdmica observado no glomé-
rulo olfatério. Constatamos também o aparecimento depripagacao de excitacdes, um fato
ja observado experimentalmente. Nossos resultados sngeiea estrutura fisica em forma de
arvore extensa com varias camadas poderia implementartamp@s computacdes dendriticas,
em especial uma funcdo compressora de sinais com faixa itiad@@ mais de 50 dB.

Fazemos também uma aplicacédo deste sistema ao glomémitidrimfdos mamiferos, que
contém dezenas de dendritos primarios de células mitrail@gados e conectados por juncdes
comunicantes, modelado por arvores dendriticas com elesiennectados por uma rede bi-
direcional quase-aleatdria. Um resultado notavel negaitatura é que a razao de ramificacao
das excitacdes ndo é dada simplesmente pela soma das rag@sds isolados previamente
conhecidos (rede aleatoria e arvore isolada). No nossolmadérvores conectam-se por jun-
coes bidirecionais sorteadas aleatoriamente. Dependknddmero de jun¢cdes comunicantes

viii



RESUMO IX

e de sua eficiéncia, o sistema passa a ter lacos, possithilitezparecimento de atividade auto-
sustentada na forma de transicao de fase de nao-equilll@ste forma, foi possivel determinar
numericamente as linhas criticas desta transicdo de faste Maso, através de simulacdes, ob-
temos na criticalidade valores de faixa dindmica simila@s observados experimentalmente
para o glomérulo olfatério. Este resultado sugere uma pelssincdo fisiologica para juncdes
comunicantes nos circuitos neuronais do bulbo olfatoério.

Palavras-chave: dendrito ativo, retropropagacéo, célula mitral, arvor€dgley, computacéo
dendritica, faixa dindmica, juncdo comunicante, gloneénlfatério, razdo de ramificacao,
classe de universalidade, criticalidade, Neurociéncia



Abstract

In the field of computational neuroscience, the electriovagtof neurons traditionally is mo-
deled by coupled nonlinear differential equations, repnéisg the dynamics of the membrane
potential and certain variables related to the ionic cotmluzes present in the system. A recent
trend consists of the extension of this modeling strategtgiting the neuronal dendritic trees
through a compartmental approach. This detailed modelimg at examining the possibility
that these extensive tree-shaped neuronal regions playriam functions, that is, they may be
the stage for a complex "dendritic computation”.

In this dissertation, we study analytically and throughwetions a model whose dynamics
of the transmission of stimulus of the excitable elementsngple, however the structure of
the dendritic tree is modeled in detail in the form of a Caylee with a large number of
compartments. We solve the master equation of the problest by the simple mean-field
approximation, which presents poor results. Then, we stioelyair mean-field approximation,
with more promising results.

The results of our computational simulations suggest thatstructure of the dendritic
tree of the mitral cell is fundamental for the increase of dbserved dynamical range in the
olfactory glomerulus. We also show evidence of the appearari spike backpropagation,
a fact already observer experimentally. Our results sugtyes the physical structure of an
extensive tree with some layers could implement essergiadidtic computations, in particular
a compressing function of signals with dynamic range of ntloag 50 dB.

We also study an application of this system to the mammaliactory glomerulus, which
contains tens of primary dendrites of mitral cells intedd@nd linked by gap junctions, mode-
led as dendritic trees with elements connected by an alraostem bidirectional network. A
notable result in this architecture is that the branchirgpraf the activity is not given simply
by the sum of the branching ratios of the isolated cases quely known (random network
and isolated tree). In our model the trees are connect ralydoyrgap junctions. Depending
on the number of gap junctions and their efficiency, the systan have loops, allowing the
appearance of self-sustained activity in the form of a ngui#rium phase transition. It was
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possible to determine numerically the critical lines oktphase transition. Through simulati-
ons, we obtain in the critical region values of dynamic ranfe/hich are similar to the ones
observed for olfactory glomeruli. This result suggests ssgae physiological function of gap
junctions in the neuronal circuits of the olfactory bulb.

Keywords: active dendrite, backpropagation, mitral cell, Cayletr@endritic computation,
dynamic range, gap junction, olfactory glomerulus, branghatio, universality class, critica-
lity, Neuroscience
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CAPITULO 1

Introducéo

"A finalidade da ciéncia ndo € abrir a porta ao saber infinito,
mas colocar um limite a infinitude do erto.

— Galileu Galilei

Mesmo os homens primitivos sentiram a necessidade de balgcaiundamental para sua
prépria existéncia. Por observacdes simples perceberanguivos precisavam respirar e se
nao o fizessem por um curto intervalo de tempo, poucos minpesderiam a vida de forma
irreverssivel, sem que houvesse qualquer outro dano. Bampletar, este alento era misterioso
e invisivel, tdo volatil quanto a propria vida. Esta linhardeiocinio era tdo bem difundida
gue influenciou a cultura de diversos povos, como podemosmearxemplos etimoldgicos. A
palavraalentg em varias linguas, significa o que poderiamos chamatda como a palavra
gregapneumabu a latinaspiritus ambas mencionadas como a esséncia da vida. Posteriormente
ja percebemos a interpretacdo do sangue como o elementanfiemdial, pois apenas 0s vivos
sangram. Os gregos antigos compartilhavam destas idéreg6t#les, um dos mais célebres
pensadores antigos acreditava que a finalidade do cérebapenas resfriar o sangue aquecido
que circulava l4 dentro [1]. A Biblia indica que o sangue érsil a vida, sendo portanto
proibido comé-lo como matéria viva. Tanto que o Génesestutamove , versiculo quatro,
diz: "A carne, porém, com sua vida, isto €, com seu sanguesaraereis".

Ainda no século XVII, acreditava-se que o 6rgao respongaaslak paixdes era o figado, a
maior viscera e um dos 6rgaos mais irrigados, enquanto doep®r seria 0 coragdo, Como
esta presente, por exemplo, na comédate de Reigle William Shakespeare. Apenas no
século XIX reconheceu-se a importancia dos nervos. Poogiaatom circuitos elétricos,
percebeu-se que o ato de cortar 0s nervos que conectam ugmpolhexemplo, causaria a
cegueira deste olho. Entretanto somente no final do séco ddpois da invengéo do mi-
croscopio, utilizando o método de impregnacao por prataritando por Golgi (publicado em
1885), Ramon y Cajal mostrou que o sistema nervoso nao enaftor por um reticulo continuo
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mas por células neurais distintas [2].

Hoje acreditamos, através dos avan¢os em neurociéncia, cgrebro é responsavel pelos
pensamentos, sentimentos, desejos e decisdes ao invéegude @litro elemento nédo fisico.
Isto significa que ndo existe uma alma que se apaixona, agesasntinuar existindo este
sentimento, e a paixdo permanecer tao real como sempre fgorafentendemos que estes
importantes eventos acontecem fisicamente no cérebro [8$imA provavelmente devido a
sua importancia fundamental na vida e comportamento dewadde nds este, que é prova-
velmente o sistema mais complexo conhecido, atrai a atefe@®ntistas e pesquisadores de
tantas areas do conhecimento.

Ainda permanece um mistério as razdes para a grande diferencomportamento de nés
seres humanos em relagéo a outros animais, como os outragaraaypor exemplo. Acredita-
se que estas diferencas surgem devido as estruturas ezargf@es complexas da regido cerebral
mais evoluida, o cortex.

Independentemente desta discussao, temos interessdigar ol conceitos tipicos e bem
estabelecidos da mecéanica estatistica para modelarmfusptegenérica, arvores dendriticas
neuronais e parte do sistema olfatério. O olfato é um semiaitivo que ndo muda muito
entre os diferentes mamiferos apesar de toda diferengama®ntre as varias espécies. Além
disso, os aspectos estudados de computacao dendriticiampate sdo tdo gerais que também
ocorrem de maneira similar nas varias especies.

Neste capitulo discutimos alguns conceitos fundamentat®chportamento neuronal, ne-
cessarios para a compreensao dos resultados que sdo adagliogo em seguida. Este é um
vasto campo do conhecimento, que € tradicionalmente ekiwdpartir de caracterizacfes para
depois buscar padrdes e regras que determinam o nossoiergatmldos sistemas vivos.

Os sistemas biolégicos sdo muito complexos, distantes diditegp e dificeis de mode-
lar matematicamente. Isso tende a criar abismos entre adagems descritivas dos detalhes
bioldgicos, cada vez em maior quantidade, e os modelos rhsigatos que definem 0 nosso
grau de compreensdo. O que nos fisicos buscamos nestesasisteselecionar somente os
fatores essenciais para se obter os comportamentos bédswejados. E desta forma, auxiliar
na construcao de teorias gerais que descrevem 0s Sistesmgachies.

O sentido do olfato, além de ser um tépico de biologia inteete e misterioso € muito
importante em termos médicos e econdmicos (industriaseatiitia, de perfumes e de pro-
dutos de limpeza). Assim, por mais distante que possa paeredita-se que seja possivel
obter aumentos significativos na qualidade de vida dosiddds. O que ja vem ocorrendo
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rapidamente a medida em que cada avanco ocorre em nossdiBTapto.

1.1 Neurociéncia Teorica

A cultura ocidental tem comparado o cérebro com as tecradogiais modernas da época.
Hoje esta comparacédo é realizada com os computadores. rEoqscomputadores podem
realizar processos com um intervalo minimo da ordem de urosggundo (supondo uatock

de 1Ghz) os processos neuronais ocorrem em intervalos @éanodeé milisegundo, ou seja,
esses computadores realizanl0® operacées para cada disparo neuronal. Mesmo assim, 0s
processamentos simultdneos que ocorrem no cérebro huraaem fcom que ele funcione
melhor em muitos casos, ou de maneira equivalente até makadts puramente l6gicas, como

€ 0 caso do jogo de xadrez.

Qualqguer pessoa interessada em compreender como funcio@gelaro, principalmente
as funcdes cognitivas, deve aceitar o fato que nés aindassomdo ignorantes nesta area.
Quase toda pergunta, por mais trivial que possa parecdraamndo absurdamente dificil de
responder. Deste modo, é necessario tomarmos inUmeradogigara formularmos questdes
trataveis. Entretanto, uma vez que enxergamos 0 panorargaenos encontramos, aparecem
diversos problemas tedricos em aberto de todos os nivaidedsna abordagem molecular até
comportamental.

A nossa abordagem neste trabalho tem caracteristicas detearta reversa, no sentido que
sabemos que uma certa atividade ocorreu, porém ainda néiadenbtos bem os mecanismos
gue geram este comportamento, como e porgque ocorreu. EsimirIscando estas explicacdes
a partir dos resultados conhecidos e verificados experatreahte. E importante notar que até
mesmo o processamento dendritico, um sistema que pode einarivista parecer elementar,
muito pouco entendido. Este é, em particular, o caso do derativo (primeiramente obser-
vado em 1958 [4]), foco principal deste trabalho.

Seguiremos entdo com uma pequena introducdo aos fundaskEnt@urociéncia.
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1.2 Atividade Neuronal

A teoria celulat propde que todos os organismos s&o compostos por célulaislirals. Porém
estas idéias s6 foram aplicadas ao sistema nervoso no fisg&odidlo por Ramén y Cajal, que
apresentou a doutrina neuronal na qual cada neurénio € utidada individual, a unidade
elementar do circuito neuronal [5].

O cérebro, bem como o sistema nervoso como um todo, é forn@dapa grande varie-
dade de células. A comunicacéo envolvendo estes elemeidim®b ocorre através da geracao
ativa de potencial elétrico chamado potencial de acédo, gmdemos ver no classico estudo de
Hodgkin e Huxley (figura 1.1). O efeito do potencial de acamepeer medido com um eletrodo
(A) intracelular que mede a diferenca de potencial entréerior do neurdnio e 0 meio extra
celular (B). Esta diferenca de potencial € chamada de patahe membrana. Por definicdo
o potencial de repouso de um neurdnio € o potencial de memlafesentado pelo neurénio
livre da influéncia das atividades externas e dos neuronzashos. Tipicamente, ao receber
algum estimulo externo o potencial de repouso é alteradinpeempre retorna ao estado ini-
cial. Uma alteracdo positiva é dita excitatéria (despoéag@io) e uma negativa é considerada
inibitéria (hiperpolarizacao) [6].

Deve-se tomar um certo cuidado ao estudar um meio tdo compMrsmo que se defi-
nam certos padrdes, havera muitas excec¢des, como pararcipbtde repouso. As células
fotoreceptoras da retina apresentam potencial de repaisd0dmV e sao hiperpolarizadas
guando ativadas pela luz. As células do ndcleo geniculadsabtiateral que recebem os es-
timulos axonais da retina e 0s mandam para o cortex visuautdrpotencial de repouso de
aproximadamente -70 mV durante o sono e -55 mV quando akemguanto que 0s neurdnios
piramidais do cortex visual tém o potencial de repouso danV50u seja, existe uma grande
diferenca de comportamento que varia entre os diferentssiyms estados mostrando uma
relativa dependéncia funcional [5].

Os neurdnios sao sistemas dindmicos ndo-lineares. EBxs fgkitos a receber estimulos
de aproximadamente 4@onexdes [2]. Se a quantidade total de estimulos provocarnaia-
rizacdo acima de um limiar (por volta de 20-30 mV acima do patd de repouso [6]) ocorre
um disparo com amplitude de 100 mV (e duracédo de 1 ms) seguido de uma hiperpolari-
zacgao, denominada: periodo refratario. Caso seu poteteialembrana ndo ultrapasse este

1Desenvolvida por volta do meio do século XIX por Mattias 8aen e Theodor Schwann.
2Acredita-se que durante o sono sdo reparados os danos cayssd vigilia. Em particular, um individuo

privado de sono morre antes do que um outro privado de alorj&ht
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.70

Figura 1.1 Do trabalho original de Hodgkin Huxley [7], em (A) uma micipgta de vidro (com diame-
tro de 10Qum) esta inserido no interior do axénio da lula gigante (ceedmm de diametro). A figura
(B) mostra a dindmica de um potencial de acdo medido entraminteicelular e extra celular. Abaixo
tem-se a escala de tempo com 2 ms de intervalo entre dois picpsas retiradas de [5].

limiar a diferenca de potencial volta assintoticamente@erial de repouso.

1.2.1 Morfologia Neuronal

As caracteristicas morfolégicas mais gerais satisfeitda maior parte dos neurénios séo as

seguintes [5]:

O corpo celular§oma: contém o nicleo e a maior parte das organelas citoplasasatE o
centro metabdlico da célula.

Arvores dendriticas apresentam a maior variacdo de tamanho, forma e nimere esitr
diferentes tipos de neurdnios, vide figura 1.2. E a princgsatutura para recepgéo de

sinais.

Axbnio: pode ter extensédo variada (0.1-2000 mm [2]) depeddale sua funcédo, em ge-
ral € apenas um processo celular que vai muito mais alésodwmdo que as arvores
dendriticas. Surge do cone ax6nico como um prolongamehtdaue ramifica-se nas
extremidades.

3Do gregodendritos significa arvore. Utilizamos este "suave" pleonasmo erardas partes do texto propo-
sitalmente para enfatizar que estamos considerando tatgaessutura.
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Figura 1.2 Exemplos de diferentes tipos de neurbnios. Figura extidéda].

Devido a sua especializagao o axbnio € a principal unidadéutora do potencial de acéo
(gerado no cone axodnico) do neurdnio. Esta propagacaoeosem falhas e sem distorgcdo. A
informac&o transmitida por um potencial de acéo é detemimelo caminho percorrido. E
desta forma que o cérebro analisa os padrdes dos sinais@gtara interpreta-los e formar
nossas percepg¢des do mundo exterior através dos difesartidos [2].

Também é de Ramén y Cdfab principio de polarizagéo dinamica que pressupde uma
direcdo especifica no fluxo de sinais elétricos através doémies [2]. Como veremos adiante
(secéo 3.2) esta hipétese nem sempre € verdadeira, poigxistieuma retropropagacao pela
arvore dendritica de modo que os dendritos, eventualmimteionam como elementos pré-
sinapticos [8, 9].

Como mostra a figura 1.2, a caracteristica mais marcanteadwémos talvez seja a arvore
dendritica, é ela que dapersonalidaded célul® Mesmo com sua importancia reconhe-
cida, ainda permanece pouco entendido como se desenvolpara gue servem os dendritos.

4Seus principios: polarizacdo dinAmica e da especificidadeativa (n&o existe continuidade citoplasmatica

e os neurdnios néo formam redes ao acaso) formam a base donmedéque conectivista sobre o cérebro [2].
SExistem~ 10* classes morfoldgicas distintas [10].
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Acredita-se que um dos motivos seja a dificuldade das técaiqeerimentais atuais em acessar
0S ramos extremos, onde muitas sinapses estao situadasarkonlpr, sabe-se muito pouco
sobre as leis que regem a integracéo de atividade nos deydridmo elas influenciam as di-
ferentes sinapses e alcancam formas distintas de plasteidTudo isso é de fundamental
importancia para determinarmos até que ponto a computagédritica influencia o funcio-
namento final do cérebro [9]. Faremos, a seguir, uma pequelesea das caracteristicas de
arvores dendriticas classificadas pelo padrao de integsiigdptica: passivas ou ativas.

1.2.2 Dendritos Passivos

O estudo de dendritos passivos tem uma importancia hiatémigito grande. As hipoteses
de Ramon y Cajal incluiam que os dendritos apenas recebiampadsos que seguiam na
direcdo do axbnio até suas ramificacdes finais. Posteridgensargiram dois avangos: as
medidas intracelulares (fig. 1.1) e a teoria do cabo, queaggua na disseminagéo dos estudos
de dendritos passivos.

Esta abordagem de medida direta com microeletrodos de pieimmitiu 0 estudo siste-
méatico dos neurdnios motores. Descobriu-se assim a egiatéins dois tipos de potenciais
(excitatorios e inibitérios) pos-sinapticos [11]. Assifoi, proposto que os dendritos somavam
a corrente total resultante dos potenciais pos-sinapitdogorios e excitatérios e convertia a
resposta para o0 cone axonico. Este seria responsavel pplardido potencial de acdo que
seguiria pelo axonio [12].

O comportamento passivo foi estudado em uma base tedricd/jioed Rall [13]. Ele
derivou as equacdes do cabo que descrevem o fluxo de cortétnieasem modelos de arvores
dendriticas que recebem diferentes tipos de impulsostsin&me chegada. Esta equacéo do
cabo em sua primeira versao podia ser escrita assim:

ma2 9>  Cy oV 2mV

R 02 2mat | Rm
onde as grandezas fisicas estéo representadas por: areisiste membrana,, a resisténcia
internaR;, a capacitancia de membraBg, o raio do caba, o potencial elétricy/, a distancia

no cabax e o tempd. Note que a equacéo € linear ¥htipicamente com solugdes que decaem

(1.1)

exponencialmente. Deste modo, seus resultados [14] mosirea grande atenuacéo das ativi-
dades dendriticas de maneira assimétrica [15], os estsrméds distantes seriam muito mais
atenuados e temporalmente deslocados que 0s provenientegides mais préximas. Além
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disso comecaram a surgir diversas evidéncias experinsemai os dendritos poderiam ampli-
ficar ativamente os impulsos sinapticos recebidos, comexempo o trabalho de Lorente de
N6 e Coundouris [16]. Mais recentemente, porém, acumula@mvidéncias de que as ar-
vores dendriticas sdo geralmente ativas. Foi até mesmogtmpm principio delemocracia
dendritica[9], onde os dendritos contribuem igualmente para o poatfioal no cone axonal
independentemente da distancia entre o dendrito e o colplarce

Os trabalhos inovadores de Rall produziram analises gatinéis de fisiologia dendritica
gue influenciaria a pesquisa tedrica e experimental ate[bjeUma evidéncia disto é que 0s
modelos de dendritos passivos ainda hoje sdo ensinadosresztéexto [5, 6, 17].

1.2.3 Dendritos Ativos

As atividades dendriticas foram primeiramente observada®w amplificagdes dos potenciais
excitatorios pds-sinapticos, no trabalho [16]. Eles tamla&reditavam que as correntes era
somadas em pontos de bifurcacao, de forma que a estrutueanifecacéo sintonizaria o pa-
dréo espaco-temporal de excitagbes. Estes resultadogivazam uma grande quantidade de
trabalhos em dendritos ativos (neurénios motores cromaghdas de Purkinje, neurénios pi-
ramidais§. Em particular, o trabalho interessante de Spencer e K&b8lellescreve pequenos
pré-potenciais rapidos que precediam os disparos. Conmdwalmente estes pré-potenciais
ndo conseguiriam causar um disparo completo, concluiuiseog dendritos também apre-
sentavam caracteristicas ndo-lineares com um limiar defi@ia repolarizacdo de membrana
ocorria de forma ainda mais rapida (periodo refratario marso). Com este trabalho surgiu
também a idéia que estes pré-potenciais rapidos ocorriamguma regido de gatilhdr{g-
ger zong que possivelmente estaria associado a bifurcacédo doitteagical dos neurdnios
piramidais.

Trabalhos posteriores [19] no neurbnio de Purkinje mostjamseus dendritos produzem
platés de potenciais e disparo de ions de calcio enquanta gegido somatica produzia dis-
paros devidos a ions de sédio. Portanto, existiam duasegfidicionais distintas, o soma e
a arvore dendritica, com propriedades eletrofisiologitaasmdistintas que dominavam a di-
namica do sistema sobre a propagacao passiva de sinal. Adéo) ds diferentes amplitudes
de sinais observados sugeriram que haviam multiplas regiéesiveishot spoj que davam

8para mais detalhes e referéncias podemos indicar o artigeviddio de R. Yuste e D. W. Tank [15].
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independéncia funcional as bifurca¢des dendriticamndiésti Estes resultados mostram-se par-
ticularmente importantes para o0 nosso modelo, a ser dikcein detalhes no capitulo seguinte.

A partir dai, diversos avancos tecnélogicos possibilitaraedidas mais precisas e em di-
versos neurdnios (Células piramidais, Purkinje, Mitrél)nda hoje, existe toda uma area de
pesquisa neurofisiolégica preocupada em caracterizar rstidade, a densidade, a eficiéncia
dos diferentes canais iGnicos para 0s mais variados tipdsrdedistintos que dependem de
cada tipo de neurbnio. Estas questbes em aberto estdo sm@wez mais estudadas com
0 advento de novas técnicas experimentais. Mais imporfargeeste trabalho é a discusséo
dos modelos que foram surgindo para descrever dendritassaprincipalmente para os que
acreditam que o entendimento completo de sistemas de nesigindeve ser esperado apos a
descri¢ao funcional das unidades basicas do sistema pewourdnio e sua arvore dendri-
tica [10].

Os modelos mais simples estudados desprezavam complé¢ato@s a estrutura espacial,
de modo que cada neurdnio era tido como puntual [20, 21, 224225, 26]. Esta abordagem
facilita bastante o estudo de sistemas coletivos formagm@sta de muitos neurdnios conec-
tados entre si. Talvez seja por isto que os modelos de n@srpaontuais e suas variantes tém
sido universalmente adotados nos estudos das areas deeedais e inteligéncia artificial [9].

Devido aos novos resultados obtidos esses modelos putuaggam-se limitados. Isso
estimulou a criacdo do modelo com dois compartimentos, lug&o mais simples. Este mo-
delo separava a arvore dendritica do restante da célulaun8lgvancos foram observados,
entre eles o aparecimento de novos tipos de atividades adasapursting, o que resultou na
adocao deste modelo pela comunidade experimental [9].

Modelos mais sofisticados e com mais compartimentos forauml@&dos no sentido de ob-
ter maior realismo descritivo e numa busca de novas idéi@shgputacdo dendritica. Como
exemplo temos um trabalho recente [27] que estuda a fung@@udedes comunicantes den-
drodendriticas entre células mitrais, tal estudo e s6 pedealizado com um modelo que leva
em conta a estrutura espacial da arvore dendritica.

Atualmente, a comunidade de neurociéncia tedrica esté soalle entender o papel reali-
zado pela compartimentalizacdo dos modelos. Neste caste todla uma arte para modelagem,
alguns seguem o caminho mais préximo dos neurofisiologistdizando a dinAmica de cada
um dos canais idnicos conhecidos e supondo relacdes pasaéwsgiros que permanecem des-
conhecidos), outros desenvolvem abordagens mais alsstatao por exemplo a utilizagéo da
prépria fisica estatistica (apresentada em detalhes ritultap). Nesta dire¢cdo, 0 nosso ob-
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jetivo € encontrar um modelo cuja dindmica seja simples cisufe para ser entendida em
detalhes e cuja topologia seja suficientemente realistadiw gle vista bioldgico.

1.2.4 Sinapses Quimicas e Elétricas

Charles Sherrington, em 1897, postulou que neuréniogzegalcontatos funcionais com outros
neurdnios e outros tipos de células através de sinapsestadirio a existéncia dessas estruturas
s6 foi demostrada através de microscopia eletronica, 56 iauads tarde [5].

Nos dias atuais, definimos a sinapse como uma regiao de npareximacao celular onde
ocorre a maioria das comunicacées interneurdnascélula transmissora de um sinal é de-
nominada como célula pré-sinaptica enquanto que a cél@aepebe o sinal € a célula pos-
sinaptica. Estas regides podem estar presentes em tododmiteu

A forma predominante de comunicacao interneuronal nodoésealos vertebrados é a si-
napse quimica [6]. Neste tipo de sinapse existe uma sepatdacérdem de poucas dezenas
de nanbmetros chamada de fenda sinaptica. Nos terminasnagticos, estdo localizadas
colecBes de vesiculas sinapticas, cada uma contendo esill@amoléculas de neurotransmis-
sores. As vesiculas liberam os neurotransmissores na &&méjgtica quando o neurdnio pré-
sindptico dispara. Neste caso 0s neurotransmissoresrsofreprocesso de difusdo no espaco
extra celular da fenda sinaptica. As moléculas de neursitngssores podem assim se ligar aos
receptores da célula pés-sinaptica causando a aberturandés ¢édnicos. Desta forma o po-
tencial de membrana € alterado, e caso ultrapasse um aeién 6 neurénio pos-sinaptico ir
disparar em resposta ao estimulo, concluindo a comunic{@te que neste caso existe uma
diferenca anatdmica entre as duas células bem definida, tmeeeste tipo de comunicacéo
unidirecional.

As sinapses elétricas ocorrem através da interacao elémice as células. Neste caso, as
membranas dos neurbnios estdo localizadas extremamértmps uma da outra e conectam-
se através de canais especializados chamados juncdesicantes {ap junction}. Estas sdo
proteinas com canais mais largos que os poros dos canaiesdmissim, diversas substancias
estdo simplesmente livres para difundir por estes candésn Alisso, ocorre também um fluxo
direto de corrente entre os neurdnios, o que faz com quelggases bidirecionais sejam mais
rapidas do que as sinapses quimicas.

’Uma comunicacao distinta é denominada interacéo efatieamcorre através do fluxo de corrente na regiéo
extra celular.
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1.3 Meios Excitaveis

Meios excitaveis sdo sistemas que tém a capacidade de pragdggma atividade, tipicamente

ondas ndo-lineares (que ndo obedecem o principio de sgigipdinear). Devido a este fato,

duas frentes de onda néo se superpde mas se aniquilam. Houlpariestas idéias ja sao

bastante difundidas como conhecimentos préticos, por geemara conter incéndios. Logo

apos uma queimada de algum combustivel (eventualmente egeag¢do) o meio torna-se

imune a atividade, o fogo ndo volta a uma regido ja queima@amBdo que se pode utilizar

o préprio fogo para limitar uma regido desejada, por exepmEacaso de um grande incéndio
na mata. Outro exemplo bastante curioso € o caso da "Ola"spest@dores nos estadios de
esporte. Um caso mais proximo seria 0 sistema neuronal, encaga neurdnio apresenta
este comportamento ndo-linear. Entretanto, neste trapalitudaremos a arvore dendritica
enguanto meio excitavel.

1.3.1 Modelagem por Autébmatos Celulares em Meios Excitavei

Através do modelo de autdmato celular podemos obter um mxeitagel muito simples (pos-
sivelmente o elemento n&o-linear mais simples seja es&@ridina-se uma rede em que cada
sitio da estrutura é modelado por um autdbmato satisfazenttéoestados: excitavel, excitado
e refratario. Os estados sao associados com o potenciakdbrarga neuronal respectivamente:
potencial de repouso, potencial de disparo (despolar)zadzfratario (hiperpolarizado). A di-
namica deles obedece a regra do autémato celular cicli¢o28crevemos com mais detalhes
este tipo de comportamento que utilizamos em nosso modeadapitulo seguinte, secéo 2.2.

1.3.2 Funcao de Resposta e Faixa Dinamica

Funcéo de resposta, como o préprio nome diz, mede a respédta de um certo sistema a um
dado estimulo externo. Nossa medida tipica sera denomii(agisonder € umaintensidade de
estimulo, por exemplo, no caso do olfato estaria relaciomath a concentracao de odorantes
no ar. A grandez& mede alguma atividade do sistema, geralmente utilizareom® sendo
a média temporal da densidade de atividade do sistema. Estdega é definida em termos
matematicos no proximo capitulo, pagina 28.

Um exemplo classico de curva de resposta medido nos nesréeisoriais da salamandra
tigre pode ser visto na figura 1.3. Note entretanto que a stap@sta figura é medida através
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do maximo de corrente que entra em um neurdnio devido a umusti Estas curvas estao
ajustadas para o melhores parametros encontrados da fde¢#it:
F(r) = T

ro +r
ondeFnax € a resposta de saturacéyeorresponde ao valor deem que a resposta do sistema
€ igual a metade do valor maximo.

(1.2)
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Figura 1.3 Curvas de respostas mostram a relacao entre estimulo estaspm neurbnio sensorial
olfatério da salamandra tigre. Tipicamente estes grafipassgem em escala log-linear. Figura extraida
da referéncia [29].

A faixa dinamica é obtida a partir das curvas de resposta. &grandeza definida arbitra-
riamente desta forma:

0.1
onderg 1 ergg sdo determinados através da relacao:

F(rx) = X[Fmax— Fo] + Fo - (1.4)

A = 10 log;, (:0—9) , (1.3)
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A utilizacdo desta grandeza é amplamente difundida e faacparticularmente bem para
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Figura 1.4 Exemplos de curvas de respostas e faixa dindmica. Acima wdamexperimental [30] de
um neurobnio olfatério do sapo. Abaixo um grafico de curvas tlldédricas com expoentas variados,
eg. (1.2), e um diagrama esquematico com todos os elememtiefidicdo de faixa dindmica [31].

0 objetivo proposto: medir a eficiéncia de distincédo de isilades de estimulos em um certo
sistema. Um exemplo experimental desta desta medida e gnadia esquematico para curvas
de respostas tipo funcéo de Hill, com diferentes expoeni@®dem ser vistos na figura 1.4.

1.3.3 Resultados Conhecidos

O foco principal deste trabalho consiste em entender o p#pektrutura espacial da arvore
dendritica no processamento de intensidade de estimulssrgd. Diversos modelos surgiram
para tentar explicar o mecanismo responsavel por este fam@nComo podemos ver nas figu-
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ras 1.3 e 1.4, as medidas realizadas nos neurbnios sensossisem faixa dindmica estreita,
entre uma e duas décadas. Entretanto as medidas realizelasurdnios de segunda ordem,
gue recebem esses sinais dos neurdnios sensoriais, pdssueslinamicas maiores: variadas
entre duas e quatro décadas [32]. Sabe-se que no sistendgsiolégse comportamento € man-
tido mesmo que outros circuitos intrabulbares sejam bladog [33]. Isto € compativel com os
resultados da psicofisica [34, 35] que apresentam grandgedaamica conforme determinada
por métodos macroscépicos, comportamento de respostaiemiarme avaliagdo subjetiva no

caso dos seres humanos. Um esquema bastante simplificagordesos estagios do sistema
olfatério pode ser visto na figura 1.5.

_____ Fibers of olfactory
bract

Mitral cells

Y Glomeruli

Olfactory cell
_ Olfaciory

eptthelium

Figura 1.5 Esquema do circuito neuronal do sistema olfatério. Figutea&da da enciclopédia livre:
http://en.wikipedia.org/wiki/Glomerulus_(olfactian)

Este conjunto de resultados sugere que de fato ocorre uraggamento que amplifica os
sinais, sem produzir uma saturacao prévia, nestes doieposestagio do sistema olfatorio.
Para estudar este problema alguns autores tentaram exgsies resultados a partir de uma
suposta heterogeneidade dos neurdnios olfatérios sarsda mesma familia de receptores
odorantes [36]. Desta forma, assumindo a existéncia destednios sensoriais com diferen-
tes sensibilidades, o nimero de neur6nios ativos devido daduo estimulo aumentaria com
a intensidade de estimulos externos. Esta é uma versaorgadeaecrutamento e pode ser
observada na figura 1.6. Entretanto este resultado ndo étare com medidas da densi-
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dade de neuroreceptores. Para cada diferenca em uma ordgandeza na sensibilidade dos
neurdnios sensoriais seria necessario um crescimentongiopal nas densidades de neurore-
ceptores. Porém, a maior diferenca observada nesta ddagdie aproximadamente o dobro.
Deste modo, devemos esperar que este ndo seja o principahisrao responsavel por esta
otimizacgao [31].

T T T
Single OSN -
Ave rage — // 7 /,/ P s |

Normalized Response (F{E,)
© 0o 0o o o o o o o
R N W b OO N 00 ©
T T T T T T T T T
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10° 102 101 1® 100 18 10°
Stimulus intensity

Figura 1.6 Teoria do recrutamento: resposta final medida como a somafeterdes respostas de
nerdnios sensoriais com sensibilidade distintas, figuiraieba de [31].

Diversos trabalhos [37, 20, 21, 22, 23, 24, 25] alternatiepge ndo apelam para a hipo-
tese do recrutamento, surgiram com a caracteristica coneuiendar explicar esta otimizacao
através de fenbmenos coletivos. Este € um resultado bastdnisto em meios excitaveis. A
interacdo entre muitos elementos nao-lineares, cada unfawadinamica estreita, pode pro-
mover um comportamento do sistema de modo que a resposteaf@daixa dinamica mais
larga.

Cada uma das referéncias acima propde uma forma de intarde@meuronal compativel
com a estrutura de sua rede. Para isso, supbs-se que asdnteedaticas e a grande conver-
géncia (discutida em mais detalhe no capitulo 2) do sistemsosial seriam fundamentais para
este fenbmeno. Outra possibilidade seria a existéncian@®@s comunicantes conectando os
elementos neuronais.

Estas sdo as motivacdes para os modelos, entretanto, cadastes trabalhos além de
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responder a esta importante questao ainda contribui denalgorma para o melhor entendi-
mento destes sistemas excitaveis. Em particular, o traldhreferéncia [37] relaciona estes
fendmenos coletivos com estudos de criticalidade e traogie fase de ndo-equilibrio. Ele
proporciona um exemplo concreto de otimizacdo de uma irapteitgrandeza bioldgica (faixa
dindmica) na criticalidade. Em um sentido complementairoguautores também acreditam
na importancia do comportamento critico em sistemas naig§d8, 39, 40, 41, 42] e existem
evidéncias experimentais que dao suporte a estas idéia#4}3

1.4 Descricao da Organizacéo da Dissertacao

Para testar se as hipoteses listadas acima sao realmeagségas, faremos inicialmente um
estudo do processamento dendritico no tufo dendriticogsrona célula mitral. No capitulo 2
descrevemos os detalhes deste modelo estudado. Definirads,ssua dindmica e apresenta-
MOos a equacao mestra que governa o sistema que resolvertenaente para 0 caso particular
mais simples.

Seguimos com o capitulo 3, onde discutimos os resultadadoshtas simulacdes. Verifi-
camos que a estrutura espacial de arvore propicia divelsaogatos favoraveis a computacao
dendritica, o que poderia explicar porque dentre todas s s geometrias a natureza esco-
Iheu justamente esta topologia de arvore. A distingdo deatites intensidades de estimulos
foi a mais eficiente dentre todas as estruturas ja estudaddsmdmenos coletivos para um
mesmo numero de elementos ndo-lineares. Mostramos queseadei retropropagacao surgem
naturalmente neste modelo somente devido a estrutura deeaNotamos que nossos resulta-
dos, para o sistema olfatério, compartilham semelhan¢es enpadrdes fundamentais (curvas
de resposta e faixa dindmica) observadas experimentargavés de medidas realizadas no
sistema visual. Em patrticular, este € o Unico modelo, deagreedes conhecidas, que pode
proporcionar curvas de respostas com mdltiplas inflékdes

Apresentamos nos dois capitulos seguintes (4 e 5) os nasdtados das aproximacgdes
utilizadas para abordar o modelo descrito no capitulo 2ifisemos que os calculos de campo
meédio simples e da aproximacdo de pares, que se mostranesudentemente corretos para
outras topologias (respectivamente: rede aleatoria e uadkmensional), ndo sdo tao bons
assim para esta rede patoldgica (arvore de Cayley).

8|sto faz com que as curvas de resposta ndo sejam apenasdggmsiinples mas apresentem barrigas. Como
exemplo: veja a curva de resposta do grafico superior da a&dipargp = 1.
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Realizamos ainda uma aplicacéo (consideravelmente amshjcde um sistema formado
por arvores de Cayley acopladas aleatoriamente. Foi pssinfirmar e até mesmo melhorar
a previsao tedrica da referéncia [37]. Neste caso surgeenstis problemas relacionados com
a transicdo de fase de nao-equilibrio. Este sistema visdlnmmmpreensdo das atividades
neuronais glomérulo e amplia de maneira razoavel os nossz®htes. Neste estudo, alguns
pontos permaneceram em aberto: ndo temos certeza quargssa de universalidade deste
modelo de arvores de Cayley acopladas e a relacdo entre@daz@mificacdo e 0s outros
parametros do modelo também n&o pode ser determinada.

As conclusdes e perspectivas deste nosso trabalho foraeaclkals no capitulo 7.



CAPITULO 2

Modelo de uma Arvore Dendritica Ativa

"Temos que lembrar que ndo observamos
a natureza em si mesma, mas a natureza
exposta ao nosso método de questionaménto.

— Werner Heisenberg

Para estudar o fendbmeno do aumento da faixa din@mica petfeéghto, estamos ignorando
uma possivel interacdo entre os axonios dos neurbniosrsasdiferentemente do que foi
proposto anteriormente [20, 21, 22, 23, 24, 25], e supond@otodia otimizacdo do processa-
mento dos estimulos externos ocorre somente devido a geami@tarvore dendritica. Nossa
maior motivagao esta na propria arquitetura do glomérulo.

No caso do coelho, por exemplo, um dos maiores fenbmenosmyergéncia do sistema
nervoso ocorre no gloméruilo Este é formado por cerca de.@80 axdnios dos neurdnios
sensoriais olfatérios que conectam-se com cerca de 25aeéiuitrais. Portanto cada arvore
dendritica da célula mitral recebe estimulos de pelo mef08 heurdnios sensoriais [45].
Outros mamiferos também apresentam altas raz6es de céneiryg de neurdnios sensoriais
por glomérulo, como podemos observar na figura do bulbodrlitatto camundongo 2.1.

Como veremos ao longo deste trabalho, apesar de nossa gaotiiexr surgido devido a
complexidade da arvore dendritica da célula mitral, espergque 0 modelo seja suficiente-
mente geral para tratar qualquer dendrito ativo apresdotaaturalmente propriedades obser-
vadas por arvores dendriticas ativas, como por exemplogapgegdo da excitagdo no sentido
inverso packpropagatioh

Diferentemente de outros modelos anteriormente prop@st@sdendritos ativos, este mo-
delo trata de forma muito simplificada a propagacédo de e&igmpara poder levar em conta
aspectos topoldgicos que consideramos mais importanieseréssante notar que atualmente
sabe-se muito pouco sobre a dindmica, concentracdo e ddagi@ canais bem como sobre

LExcedido apenas pelos fotoreceptores da retina [45].

18
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Figura 2.1 O preparado de membrana do focinho do camundongo mostra@rgéncia dos neurdnios
receptores olfatérios em um Unico glomérulo. Nesta fotiigrastdo corados uma Unica familia de
neurdnios sensoriais olfatérios, que possuem uma dadeimaoteceptora especifica. Figura extraida
de [5].

como ocorre a propagacao de estimulos numa arvore deadiitia. Uma das limitages deste
trabalho é a escassez de resultados experimentais comisquadelo pode ser comparado
e através dos quais pode ser aperfeicoado.

2.1 Arvore de Cayley

A nossa proposta € modelar a arvore dendritica por uma adeofeayley, uma rede bastante
particular, como ilustrada na figura 2.2. Uma arvore de Gagtale ser obtida, partindo-se de
um sitio semente, através do seguinte processo iterativo:

(): A primeira camada é obtida conectando-se o sitio seer@Atnhovos sitios, ond& é o
namero de coordenacao.

(ii): Cada nova camada € obtida conectando-se os ultimos siseridos & = Z— 1 novos
sitios.
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Figura 2.2 Exemplo de uma &rvore de Cayley cére- 2, nUmero de coordenac@o= k+ 1, e nimero

de camada& = 4. Cada elemento excitavel pode ocupar apenas um dos E@eegossiveis em cada
tempo. A probabilidade de transmissédo de uma excitacdo delemento pertencente a uma camada
para um elemento de uma camadal é dada pop; . Usamos esta topologia para modelar um dendrito
espacialmente regular.

Este € um grafo que ndo contém nenhum lago. Cada sitio dee&teoCayley possui Z
vizinhos com excec¢ao dos elementos pertencentes a Ultimed@aque tém apenas um vizinho.
No caso particular em qu&= 2, temos uma rede unidimensional cdiy = (2G) + 1 sitios,
onde G é o numero total de camadas.

Uma camadg > 1 possuin; = (k+1) k-1 sitios. Par& > 3, o nimero de elementos na
Gltima camadang nunca torna-se desprezivel em relacdo ao resto da redexgropk, para
Z=3, ng ~ Ng_1~ (Ng)/2 enquanto que pard > 3, ng > Ng_1 € se tornang > Ng_1
qguando G é suficientemente grande. O numero de elementosima Gamadang é ng =
(k+1)k(®~1 e 0 namero total de sitios na arvore é dado por:

(k+1)(k®—1)
(k—1)
Esta topologia ja foi bastante estudada pelos fisicos enndditens [46], uma aproximacéao

gue pode ser feita para tratar o problema da ultima camadpot gueG — . Desta forma,

Ng=ng+n+--+ng= +1. (2.1)

considera-se que arede € formada apenas por elementosganfante interiores do grafo, ou
"infinitamente” longe da fronteira.
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2.2 Modelagem Compartimental por Autbmatos Celulares

Neste modelo, cada sitio da arvore de Cayley € excitaveltgtoes ocupar apenas trés esta-
dos distintos. Descrevemos anteriormente, subsecaq @f.thodelo de autémato celular que
simplifica bastante o comportamento de um neurdnio int&stamos agora utilizando os mes-
mos estados para descrever um pequeno pedacgo do dedéntirific patch de um neurénio.
Trata-se de um modelo muito mais detalhado do ponto de \dptEc@l. Acreditamos que este
tipo de modelagem seja particularmente inovadora para @lagein de dendritos ativos.

A a

B

Figura 2.3 Dinadmica dos estados e taxas de probabilidades. Exempimddemento desacoplado que
recebe apenas estimulo externo com probabilidade ighal @ — 1) e esta sujeito as probabilidades
de transicaa : (1~ 2) e B: (2~ 0) por passo de tempo.

Tem-se entao:

0 : estado fundamental ou excitavel do sitio, representanglatencial de membrana pola-
rizado do elemento de dendrito em relacdo ao meio extraazdalylal ao potencial de
repouso;

1 : estado excitado onde o potencial elétrico do sitio estdaado potencial de repouso;

2 : estado refratario onde o potencial elétrico do sitio ab&ixo do potencial de repouso, e

portanto n&o pode excitar-se.
Desta forma, a seguinte normalizacdo deve ser satisfaita tpdo tempao:
RIO+R'(D+R'(Q=1, (2.2)

ondev € (0 < v < G) indexa o niumero de camadaB¥(i) € a probabilidade de um elemento
excitavel da camada ser encontrado no estadno instante.
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Existe uma direcao privilegiada obedecida pelo modelofarare a fig. 2.3: uma vez no
estado 0 o sitio s6 pode evoluir, caso receba um estimula,gestado 1. Este entdo podera
evoluir exclusivamente para o estado 2 com uma probab#idad cada unidade de tempo,
previamente discretizado. Uma vez no estado 2, ele podetaiesomente de volta para o
estado 0 com uma probabilidagea cada unidade de tempo, onde permanecera até receber
um estimulo novamente. Esta dindmica, torna este um clam@e de autdmato celular
ciclico [28], e probabilistico.

A descricao direcionada dos estados, desta forma, nosepbestante razoavel, esta de
acordo com os modelos mais precisos e detalhados (Hodgkileyjupois o estado de equi-
librio celular € na verdade um equilibrio dindmico de iong g@stdo entrando e saindo do
neurdnio mantendo a mesma diferenca de potencial. Aposalmesuficiente para gerar uma
excitacdo, os canais levam um certo tempo caracteristpgcéd&o para fecharem, e uma vez
fechados o sistema leva um tempo para voltar ao equilibnéndico inicial quando torna-se
novamente susceptivel a excitar-se outra vez.

2.3 Dinamica de Excitacao e Transmissao

Este modelo considera duas formas possiveis de excitac@addeelemento, devido a um
estimulo externo ou através de interacdo com algum viziAhlahegada de estimulos externos
em cada elemento excitavel da arvore dendritica € modeladarp processo de Poisson e
ocorre com uma probabilidadg dada por

Ay=1-e"T, (2.3)

ondert € a duragdo do passo de tempo que fixamos arbitrariamente enilisegundo &, €
uma taxa de estimulo em cada camadapresentando a taxa de excitacdes devido as sinapses.
Por exemplo, no caso do glomérulo olfatong, estaria relacionado com a taxa de disparos
dos neurdnios sensoriais olfatdrios, que por sua vez coesne concentracdo de odorantes no
epitélio olfatdrio.

De acordo com algumas evidéncias experimentais [47] aps@3ano glomérulo olfatorio,
podem existir em qualquer regido da arvore dendritica, costra a figura 2.4.

A interacdo com os elementos vizinhos é a grande simplificde&te modelo que néo é
levada em conta pelos modelos tradicionais de dendrito,ativmo discutido no capitlulo 1
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Figura 2.4 Célula mitral e o dendrito primario da célula mitral. Setadicam contato direto com axo-
nios dos neurdnios olfatérios sensoriais. Figuras adaptdd trabalho de Kosaka e colaboradores [47].

(vide subsecéo 1.2.3). Isto nos possibilita estudar omefproduzidos pela geometria espacial
mantendo um equilibrio, e o problema permanece tratavel.

Esta interacao bidirecional, no nosso modelo, é dada poraramgetro para cada camada
py que conecta dois elementos, um na camadaoutro na camada + 1, ilustrado na fi-
gura 2.2. Portanto, supondo-se que um elemento na cantadan < G— 1), esteja excitado,
ele podera transmitir esta excitacdo para cada vizinh@gtisel na camada seguinte com uma
probabilidadep, e para o vizinho da camada anterior, caso susceptivel, canpuobabilidade

Pn-1.

2.4 Equacao Mestra

As regras de transicdo do autbmato séo probabilisticasrdefque a evolucdo dindmica do
sistema € governarda por uma equacao mestra. Como no casmoa@comportamento de
um elemento n&ésima camada depende do comportamento de elementos redasaanteri-
oresi — 1 e ulteriores + 1 a esta, € necessario introduzir uma notacao que permiteestes o
estado de todos os sitios da rede.As$if{a; b; C) € a probabilidade do elemento que estamos
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observando, pertencentevgésima camada, estar no estddwo tempa enquanto seu vizinho
da camada — 1 esta no estadme seuk vizinhos da camada+ 1 compdem o estadd . Por
exemplo, s&k = 2, entdo o estad® poderia ser substituido pdre: PV (a; b;d,e) e neste caso,

d e e sdo os estados dos dois vizinhos pertencentes a camada Note que o simbolo ;"
separa os estados referentes a elementos de camadasslistiganto o simbolg™'separa
os estados referentes a elementos de uma mesma camadad®destan elemento vizinho
ao elemento considerado sera omitido no caso em que naocbsgjatamente necessaria sua
presenca, no nivel de descricdo mais conveniente. Um eresaph 0 caso da probabilidade
de um sitio da camada encontrar-se no estadao instante, independentemente do estado

dos seus vizinhos é denotada pBJ(; j; ). Assim,

RY1(0) =1-PR41( 1) —R%a(2;) (2.4)

gue coincide com a eq. 2.2 em uma nova notagao.
A partir das regras definidas na pagina 21, a evolugéo terhg@RY (; 2;) € dada por:

R:1(2) = aR’(1)+(1-B)R'(;2:) (2.5)
Devemos completar o sistema com as equacdesijara 1;) uma vez que a equagéo para
PY.1(;0;) pode sempre ser obtida pela condi¢do de normalizacéo (2a@mo as equagdes
diferem de uma camada para outra, comegaremos no casaufartitais simples, em que
v = G, e cada sitio desta Ultima camada tem apenas um vizinho:

PS1(1;) =[1- (1-2Aa)(1— ps_1)]PS(1;0;) + Ag ; PE(6:0;) + (1-a)RE(: 1) (2.6)
1#£1

Ou seja, 0 elemento da Ultima camada estara no estado 1 no tenipcom uma probabi-
lidade dada pela soma das seguintes probabilidades:

» 1° termo: do elemento estar no estado 0 e seu vizinho no estadadmpot, e ele
receber um estimulo externo (com probabilidad¢ ou uma excitacédo transmitida pelo
seu vizinho (com probabilidad&s_1).

» 2°termo: do elemento estar no estado 0 e seu vizinho nao eststao 1 no tempie
ele receber um estimulo externo.

« 3% termo: do elemento estar no estado 1 no tempa@ssim permanecer no tempo se-
guinte.
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Generalizando este argumento, podemos escrever a equaed gamada O:

POAGL) = [1-(1-Ao)(1- po)?] F’to(;O;l("”))(EiD

Hli-a-ra-p)| R0, jy (ktl)
1

F[-adoa-m ] 3 RGo i ()

i1,02#1 k-1
_|_ . _|_
(k41
R EECE DI/ Y ST IRl by
J1, lk#L

+)\0 z Pto(;o;jlw"vjk+1>
15 Jkr1#L

+H1- )R 1),
onde foi introduzida aqui outra notacéo:
* P(;0;109) refere-se a um estado dado Rff0;);
« P(;0;1) refere-se a um estado dado R§r0; 1);

« P(;0;1?) refere-se a um estado dado ®#r0; 1, 1);

k vezes
« P(;0;1) refere-se a um estado dado R4r0;1, -- - ,1);

Finalmente, para uma camagdal que(0 < n < G), temos:

25

2.7)
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RAGL) = [1- - A3 pyo(a- py)] 110,29 )

+ [1— (1= Ap)(1—pp-1)(1— pn)"’l] RY(1;0;1%7Y, ja) <kE 1)

j17#1
_|_ e +
. ) k
+[1-(1-2Ap)(1—py-1)(1—pn)] > Hn(l;O;l11,~-~,Jk1)(l)
J1500 k171
. ) k
EECED MICET IV I Y CELS RN 8] 0y
J15 Jk#L
li-a-apa- ] 3 Ao ()
1
+[1-@-ap)a-py)? H”(ﬁ:o,l“,m(k 1)
£,]17#1 -
_|_ e +
+[1-(1—2Ap)(1—pp)] R1(6:0:Lj1,.. ., k1) <1)
£j1yns k=171
+)\n Pt (6’0’117 7j|() (0)
£yj15e jkFL
+(1-a)R"(1;). (2.8)

Podemos ainda simplificar as egs. (2.7) e (2.8) eliminandestsicbes dos somatérios
através da condigdo de normalizacéo geral

Ptn (a, b, j17 ) jf*l) = z Ptr, (a, b, j17 ) jf*la M) . (29)
Je

Por exemplo:
R1GO1% V) = SRG0;% Y, j1) —R1(0;1%)
j17#1 J1
= RB1(;0;2% V) —p7(;0;20) (2.10)
Assim, de maneira direta, podemos separar todos os termoaddeum dos somatdrios e
reagrupa-los. Desta forma, as egs. (2.6), (2.7) e (2.8)ma#e reduzidas apenas a:
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k+1 _ .
RLa(1) = Pto(?o:l(o))—(l—)\&[i%(kfl)(—1)'Pt°(;0;1<')>]

+(1-a)RP(;1;), (2.11)

RLGL) = R1(0:19)—(1-2y) [;(p'n(l-()<—1>'a”<;o;1<'>)

|
~Pir-uP) ('f)(—l)ia”u;o;l(”))]

+(1-a)R'GL), (2.12)

PGAGL) = REG0i) — (1) (R°(0:1%) — pie1)RO(1:0:17)

+H1-a)R%( L) (2.13)

Este € um um sistema de equacgdes bem mais simples para tdgbs(0$;) que, junto com
as egs. (2.4) e (2.5), descreve a dinamica dos estados deaisfdla- 1 camadas.

Mesmo com esta grande simplificacdo que pode ser realizadmjwnto de equagdes for-
mado por: (2.4), (2.5), (2.11), (2.12) e (2.13) continuaimpleto pois precisariamos das equa-
coes pardi (1;0; 1(i)), gue envolveria dependéncia entre quatro e cinco camadasup vez
estas equacdes para quatro ou cinco camadas dependeriammdse envolvendo seis e sete
camadas. Deve-se entédo truncar estas dependéncias empalgtoncaso ndo deseje-se resol-
ver exatamente o sistema de equacdes envolvendo termoslase® camadas. Optamos pela
utilizacdo de métodos aproximativos para tratar o probleN@capitulo 4, trabalhamos com
a aproximacado de campo médio simples. Uma primeira apragédmam que as probabilida-
des conjuntas sao aproximadas por produtos das probat@dadividuais. E uma segunda
aproximacao é descrita no capitulo 5, que aproxima a depeiaé@e muitos elementos em
um conjunto de pares destes elementos, levando em cortgideaanfluéncia de apenas um
vizinho.
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2.4.1 O Caso Limite do Sitio Central Isolado

Um caso particular é quando a arvore é igual ao sitio serhmutiado, i.e., s6 existe a camada
zero e este elemento ndo tem nenhum vizidhe 0, como na figura 2.3. O mesmo compor-
tamento também seria obtido para qualquer arvore quands toslp, forem iguais a zero.
Neste caso elementar, sabemos calcular o valor da faixendiagéem funcédo dos parametros
que controlam a dindmica dos estados 3. Simplificamos a notagéo fazenB3(;i;) = R(i).

O sistema de equacdes que descreve este problema é simputiesiado por:

R+1(0) = BR(2) + (1—A)R(0) . (2.14)
R+1(1) = AR(0) + (1 a)R(1), (2.15)
R+1(2) = aR(1) + (1-B)R(2). (2.16)

No caso estacionario, esperamos encontrar

Rya(i) =R(), (2.17)

eliminando-se o indice t.
Sob esta condicao, eq. (2.17), e a partir da eq. (2.16), temos

PQy:(%)Pﬂy (2.18)

Podemos tratar agora de uma grandeza valida somente nostasioRarioP; ..y (1) =F
gue corresponde a densidade estacionaria de sitios eoxitad proporcional a taxa média
de excitacdes por unidade de tempo por elemento excitdwedlamental para todo desen-
volvimento seguinte. Estamos tomando emprestado estedwtéassicamente utilizada para
descrever a taxa média de disparos de neurdnios excitaveis.

Usando a condigédo de normalizacédo eq. (2.2) e a eq. (2.18peamos o valor d€(0)
gue pode ser usado junto com a definicad-deara reescrever a eq. (2.15):

_ AB
FM)_(GB+0A+BA)‘ (2.19)

2Veja figura 2.2.
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Como o parametro € mais intuitivo do ponto de vista experimental, usaremas §&3) para
expor a dependéncia emao invés del no calculo da faixa dindmic, desta forma:

 a-emp
F“*‘(aﬁ+<a+ﬁﬂ1—e*ﬁ)’ (2.20)

e a resposta de saturagggux= rIim F(r) fica:

Fnax(r) = <0!B+’++B) : (2.21)

Conforme discutido na se¢éo 1.3.2, temos

F(rx) = X[Fmax— Fo] + Fo - (2.22)

De (2.20) e da definicdo acima pode-se isolar

o BXx
ry=—In{1— 2.23
: ( aB+«a+Bx1—m)’ (2:23)
e finalmente obtemos a faixa dindmita
A =10logy, (”’—9) , (2.24)
ro.1

ou explicitamente)(a, B):

0.9ap
In <1_ a[3+0.1(a+B)>

inl1_ 0.1ap
aB+0.9(a+pB)
Podemos ver na figura 2.5 uma dependéncia fraca e equivhéanteelacdo as duas varia-
veisa e 3. Este resultado analitico é exato e corresponde a um peéagendirito dendritic
patch isolado. Pode-se considerar esta com uma generalizagiboidos realizados anterior-

mente [24, 20] para um modelo de automato de Greenbergrgagt8] den estados nos quais
(n—2) eram refratérios deterministicos, o que corresponde apgaticular em quer = 1.

A =10log

(2.25)

3Note que a equagéo (2.25) é indistinguivel em relac&oesB, ou seja, o resultado permanece inalterado
mesmo que sejam invertidas as posi¢coes dessas duas \ariavei



2.4 EQUAGCAO MESTRA 30

- RS S TS SIS S S S
O S SO S SN e
e e e S W
e O SIS I S e
<X = e SN

Figura 2.5 A(a,B): O resultado analitico da faixa dinAmica para um elemernsaa®lado apresenta

fraca dependéncia em relacdo aos parametros de controlestimbos neuronais (ndo-susceptivel) do
modelo.



CAPITULO 3

SimulacGes Computacionais

"Computadores fazem arte
Artistas fazem dinheiro
Computadores avangam
Artistas pegam carona
Cientistas criam o novo
Artistas levam a fama"

— Fred Zero Quatro

Vamos comecar restringindo o espaco de muitos parametiogipamente utilizado para
a descricdo matematica, mais geral possivel, do modelmgiop Os parametros escolhidos
para descrever uma arvore dendritica ativa foram os sexguint

» k= 2: Cada bifurcacao foi fixada em apenas dois ramos, send@basoais plausivel
do ponto de vista biolégico;

*pp=p VY (0<v<G-1): Todas as probabilidades de transmisséo de estimulos fo-
ram assumidas iguais independentemente da posicdo n&,davopcdo mais simples
possivel;

* Ay=A V (0< v <G): Além de impor que o estimulo externo pode chegar em to-
dos os elementos de qualquer camada [47], supomos que estbiidade é a mesma
independente da camada pressupondo homogeneidade ndadegsstimulos;

* a = 1: Esta afirmacéo diz que cada excitacdo tem duracdo de apensxervalo de
tempo, a mesma escolha feita em outros trabalhos antef8#e80, 22, 23, 24];

* 3 =0.5: Aduracdo média de cada "periodo refratario”, pos-eg&daé duas vezes mais
longa que a excita¢do, um valor arbitrario porém plausivel.

31
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A taxa média de atividade neuroriaja foi anteriormente definida. Porém, a fim de enten-
dermos a fundo este modelo, utilizamos duas medidas distiigsta grandeza. A primeira foi
chamada d&, e mede somente a atividade média do sitio semente. Supergie® estimulo
chegue na arvore dendritica ele deveria necessariamesgargaor este sitio para chegar no
corpo celular e finalmente no axénio do neurdnio, como sdgeFiobservado experimental-
mente [49, 50] e posteriormente modelados [27]. A segurRddpi definida como a atividade
média de todos os elementos excitaveis da arvore dendifabaez a maior importancia desta
grandeza seja a possibilidade de compara-lo com dadosmemtais. No caso do glomérulo
olfatério algumas medidas de curvas de respostas e de fakaita sao realizadas utilizando-
se técnicas de fluorescéncia de calcio, tornando-se inglistiel o instante e a regido exata de
cada atividade, obtendo-se apenas uma grande média no éengpespaco da regido do glo-
mérulo.

3.1 Func¢ao Resposta e Faixa Dinamica

Esta secdo discute os resultados das simula¢des, alémpimdes a pergunta de como a
topologia espacial influencia o processamento de informdg&istema sensorial.

Uma das consequéncias mais importantes da escolha dosgparside controle dos estados
nao susceptivel utilizados nesta e nas proximas trés s€gdesl e 3 = 0.5), é a impossibi-
lidade de ocorréncia de atividade auto-sustentada e coesegnente ndo ha transicdo de fase
de ndo-equilibrio. Como a topologia da rede ndo apresega kas ondas de excitacdo nao
podem ir e voltar entre dois elementos vizinhos, qualqueidade inicial da arvore morre no
estado estacionario.

E possivel prever o valor maximo dgr — o) = F™  Tanto paraqy quanto pareFr,
devem apresentar o mesmo valor dependente apenas dasvdgigentrole dos estados néo
susceptivel.

Neste regime dér — ) toda vez que um elemento estiver no estado 0 no tenghe
evoluird para o estado 1 no tempo seguinte de modo que em eaida@ de evolucdo do
autdbmato ciclico cada sitio passara apenas um intervalengigot no estado 0. O intervalo de
tempo médio de cada excitacdo é dadaalqolFinaImente, o periodo refratario médipé dado
porT, = % De modo que o periodo total é dado per { + % Assim, por definicdo, fazemos
F igual a razao do periodo ativo pelo periodo total:
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Fmax_

: (3.1)

1
+ =

1+ 3

QrQ|E

portanto, neste caso particuldf'® = %,

Curvas de resposta tipicas sdo mostradas na figura 3.1 pava valores dep. Quanto
maior a probabilidade de transmisséo, mais sensivel ggrmasistema aos estimulos externos,
contribuindo para um aumento da faixa dinamica dado questeties saturam aproximada-
mente com a mesma intensidaderde

A partir de funcOes respostas semelhantes a estas da figucalBulam-se os valores da
faixa dindmica)g correspondente a s curvas de resposteyaea faixa dindmicar correspon-
dente a s curvas de respostafge Este € o resultado que estdvamos buscando para entender
melhor o processamento de intensidade de estimulos no bifdthivo, fig. 3.2.

A geometria da arvore dendritica € justificada, por arguoseevolutivos, como sendo uma
boa forma de obter estimulos provenientes de diversasagg@ém deste argumento trivial,
podemos agora acrescentar a resposta da pergunta porgiréatetem uma topologia de ar-
vore? Uma possivel assertiva é que esta topologia favorpaeessamento e a distingdo entre
diferentes intensidades de estimulos. Desta forma, posleen@ue apenas a computacao den-
dritica € suficiente para o aumento da faixa dindmica, oy @ejeontrario do proposto anteri-
ormente [20, 21], podemos dizer que o acoplamento elétieorieuronal ndo é indispenséavel
para este fenébmeno.

As curvas de faixa dinamica em funcdo do nimero maximo de daapara alguns va-
lores dep, estdo no grafico da fig. 3.3. Um resultado interessante desdelo € a diferenca
entre/\g e At. Para valores dp > 0.5 e ndo muito proximos do extrenox 1, temos qué\t
€ menor que)y para valores d& suficientemente grandes. Assim, mesmo que uma medida
da faixa dinamica\r do glomeérulo por fluorescéncia de célcio apresente um awnmelatti-
vamente baixo, a amplificacdo efetiva na qualidade do psacesnto de informacéo da célula
mitral Ag seria muito maior, o que esta de acordo com a enorme capadidadistingdo entre
diferentes intensidades de estimulos, fundamental péar@\@eéncia, conhecida e descrita a
muito tempo pelas leis a psicofisica [34].

Espera-se obter a saturagdo em todas estas curva& gafaecientemente grande devido a
propria definicdo de faixa dindmica, mas este resultado atéfievidente mais adiante (vide
fig. 3.11).
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Figura 3.1 Curvas de resposta para uma arvore de Cayley de elemenit®s/eicccom os parametros
restritos no inicio do capituloa(=1, 3 =05,k=2, p, = p, Ay = A) , € com nimero maximo de
geragBes ou camad@s= 7. Acima, foi tomada uma média de excita¢cdes no tempo apenalgmento
semente ), com nimero de interacdes ~ 10* (esta estimativa é valida para todas as curvas de
respostas das simulagfes). Abaixo, além da média de éeitaw tempo foi tomada a média em
todos os sitios, elementos excitaveis, da régg. (Os pontos apresentam barra de erro menor que o
simbolo utilizado, em todos os casos o erro € estimado atdwélesvio padrao de cinco realizacbes

independentes.
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Figura 3.2 Faixa dinAmica em funcdo depara o seguinte conjunto de valores maximos de geracoes
G =5,7,10,15. Acima, a faixa dindmic&, do elemento semente que representa a base da arvore
dendritica no dendrito primario. Abaixo, a faixa dindmikacorrespondente arvore dendritica inteira.
Notar que o modelo possibilita um aumento maximo de mais 086260m relacdo ao modelo desaco-
plado p = 0 para valores razoaveis @& do ponto vista biologico.

Os gréficos das figs. 3.3 e 3.4 deixam explicito como as alt@®sade convergéncia oti-
mizam o processamento de intensidade de estimulo devidoraegea do dendrito. Neste
modelo, o nimero de neurdnios sensorias por célula mitsgg4epresentado pelo nimero de
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Figura 3.3 Faixa dindmica em fungcdo de. A saturacdo ocorre antes efy, excetuando-se casos
extremosp ~ 1.

sitios na rede por arvore dendritica, descritos no captuRela definicdo ddg em uma arvore
de Cayley (secao 2.1), vemos na figura 3.4 que o aumento @d@amica ocorre de maneira
linearmente proporcional ao logaritmo do nimero de siteseade até um valor maximo de
saturacdo, como nhuma rede de neurbnios quadrada [24] ouagi@ainidimensional [20].
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Figura 3.4 Faixa dinAmica em fun¢&o do logaritmo do numero total dessita redé\g.

3.2 Comportamento Espacial

As curvas de resposta dfg apresentam uma particularidade muito interessante, @doees
de p suficientemente grandes, ocorre uma reducdo na atividadpgameira camada com o
aumento da probabilidade de transmisséo, para algumasidpaes de estimulos externos
especificas. Podemos ver este efeito nos gréaficos da fighra. 3.

Consideramos este cruzamento entre as curvas de respastadiferentes valores de
um comportamento anti-intuitivo e inesperado. Por issadalizado um estudo exaustivo e
detalhado deste efeito. Tal fenébmeno é intensificado conmeato da arvore influenciando o
comportamento médio de toda arvore dendritica, como mastgara 3.6.

O grafico da distribuicao da atividade média das camadasapar@amada, representado na
fig. 3.7, sugere um comportamento bastante diferenciago=elé em relagéo a outros valores
de p. Parap = 1 observa-se uma distribuicdo quase homogénea, que seédaratamente
homogénea no limite em que— 0 e ndo hé interacdo entre duas ondas de excitacdo. Esta reta
horizontal na distribuicdo da atividade média por camadadém é o esperado para uma ar-
vore de infinitas camadas , que sera apresentada mais atliée para um sitio desacoplado,
p = 0, como visto na subsecéao 2.4.1.

De acordo com afig. 3.7, os sitios localizados nas primeing® camadas tém um compor-
tamento médio mais ativo no casople- 0.9 quando comparado cop= 1.0. Este fenbmeno
s6 pode ocorrer se as atividades provenientes das camadasxteanas nao estiverem conse-
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Figura 3.5 Surpresa na funcao resposta: Acida= 7 e abaixoG = 10. Curvas de resposta &g para
alguns valores dp = 0.8,0.9,1.0. Os fenémenos de interacdo com 0s vizinhos provocam urnag&ed
na atividade da camada zero, mesmo com 0 numero maximo dedaa@aelativamente pequeno,
com o aumento da probabilidade de transmisséo da excifagéimna de uma quantidade caracteristica
p= 0.9, para alguns valores deque depende do tamanho da arvore.

guindo chegar nas primeiras camadas. Isto contradiz oadpere, que seja mais facil uma
certa atividade se propagar quanto maior fosse o valgr @onsiderando-se que aproximada-
mente metade dos sitios estéo localizados na ultima canaa@ltaate, secéo 2.1, este aparente
paradoxo pode ser explicado através dos muitos choquesdmsoentre atividades que se
propagam para dentro da arvore com atividades que se propaaa fora da arvore. Estas
atividades que percorrem a arvore no sentido crescenteadasdas chamamos de retropropa-
gacéao ("backpropagation) e ttm um papel fundamental nassule respostas, dificultando
a chegada de excitagOes externas, funcionando como undadpim em relagdo as atividades
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Figura 3.6 arvores maiores: Curvas de respostas fimra 15, acima medida erfiy e abaixo medida
emFr. O mesmo efeito mostrado na fig. 3.5 mostra-se ainda maisriamte para arvores dendriticas
maiores, podendo influenciar até mesmo o comportamentoondédiodos os sitios da rede. Existe um
fendbmeno local envolvendo poucos sitios que altera o cdanpento global da arvore dendritica.

gue vém de fora.

Na figura 3.8, comparamos a atividade média de algumas caneadduncédo de para
diferentes intensidades de estimulos. Acredita-se quedoohportamento dessas curvas dis-
tintos de monoténico crescente seja causado pelo aumenmfoatiddade de estimulos retro-
propagantes. Este fendbmeno torna-se muito importantedguaé consideravelmente grande.

Apresentamos também, em um unico gréfico (fig. 3.9), a atlédda camada zero por
p para varios valores de estimulos extermpgartindo-se da hipotese qlig pode ter uma
importancia extra em relacdo as outras camadas de um deativit. Mais uma vez, podemos
notar que para valores de estimulo muito baixos, onde aogumicas colisdes entre ondas de
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Figura 3.8 Comportamento espacial em funcaopleAtividade média da-ésima camada pqr com
G = 10 e camadas dadas por, de baixo para cima, valorés=dt0,8,6,4,2,0. As intensidades de
estimulor sdo dadas por: (@)= 102, (b)r =103, (c)r=10"*e (d)r =10°.
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estimulos, e para valores demuito alto, onde a interacédo entre elementos vizinhos tsena
desprezivel em relacdo a grande quantidade de estimuérsesteste efeito torna-se pequeno
e até imperceptivel.

0.2

0.15

0.05

Figura 3.9 Resumo dd=: Atividade média na camada zero como funcdgpdeomG = 10. De cima
para baixo temos=10"1,1072,10 3,10 4,10 °5.

A evolucao temporal da atividade de cada camada pode samvstgraficos da fig. 3.10.
A intensidade das retropropagactes da atividade é taonalteasop = 1, que os estimulos
provenientes de camadas muito exteriores ndo consegueyaraies primeiras camadas com
facilidade.

A partir deste modelo, podemos supor que as retropropagagdestimulo, aqui presentes,
ocorrem devido a geometria da arvore dendritica. Além dissdeito cresce com o tamanho
da arvoreG e com a eficiéncia da transmisséo de estimulos de uma arvaddtits ativa.

Outro comportamento notavel deste modelo, que néo ocoreugnas topologias, € o for-
mato tortuoso (barrigas) das curvas de respostds adservado quandp = 0.5. No caso
de Fr, como metade dos sitios estdo localizados na uUltima carmadarvamos apenas uma
pequena sinousidade. Esta caracteristica também ocaroapsa da interacdo entre ondas de
excitacdo. Podemos entender este processo separandaadaiem trés regimes principais
de acordo com a intensidade de estimulos externos. No poinpaira estimulos muito baixos,
podemos desprezar as interagdes entre as ondas, e a respsséade forma linear com O
segundo caso, de intensidade intermediéria, diminui dersvelmente a derivada da curva de
resposta devido a grande quantidade de interacfes ents dadstimulos propagantes na ar-
vore. Sendo que cada choque corresponde a aniquilacdoslesdionulos reduzindo a taxa de
crescimento da funcéo resposta. O Ultimo regime é regiceneE@mente apenas pela grande
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Figura 3.10 Evolucéo temporal da atividade média das camadas®ara5 er = 104, Este resultado
concorda tanto com as curvas de respostas dadas na fig. 81 goan a interpretacdo do resultado e
a importancia da retropropagacéo verificada. Note que éérezja de excitacbes na camada 0 € maior
parap = 0.9 do que parg = 1. No caso extremo em que= 1, uma vez que a primeira camada é
excitada o estimulo propaga-se inversamente com muitasidiede, por exemplo, quante- 15

intensidade de excitacao externa e a interacao entre elesngninhos pode ser desprezada, de
forma que todas as curvas comportam-se da mesma forma. Asidaee de > 0.5 € devida

a uma transicao de fase de bifurcacéo, para valores irdsra@ste parametro as atividades que
se propagam entre vizinhos tendem a morrer rapidament@ d3acasos superiores ge a
propagacao entre vizinhos tende a crescer quanto maisgaggagfeito cascatae torna-se
ainda mais eficaz quanto maior for o valorplePelo mesmo motivo, esta segunda regiéo, fase
de interacdo, precisa de menos intensidade de estimukrmestpara ocorrer quanto maior o
valor do parametr@. Este comportamento pode ser visto em qualquer uma dassaleves-
postas (figs 3.1, 3.5, 3.6, 3.17, 3.20 e 3.21) e até mesmo endasezkperimentais (fig. 3.14)
sendo mais forte para arvores maiores.

Este fendbmeno tem sido bastante estudado, nas ultimasagetanto experimentalmente,
através do desenvolvimento de novas técnicas [10] quaatizaenente através de diversos
modelos. Acredita-se que este efeito tenha grande immeai&como um mecanismos celular
presente em eventos que apresentam alto grau de complexatado aprendizado

Acredita-se que esta retropropagacao nao seja necessat@proveniente dos potenciais
de acdo axonais, mas sim de qualquer atividade, incluieddrgdades dendriticas de arvores
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ativas [51]. Alguns experimentos mostram claramente [58 g atividade ndo espalha-se
passivamente mas propaga-se no sentido inverso ativatjtedependendo da atividade
anterior da célula [54], mesmo com a atividade de fundo ptessm experimentas vivo [55,
56], de acordo com 0 nosso modelo.

Existem uma série de funcdes conhecidas da retropropagagdm potencial de acao [5,
55, 15]:

* Inibicdo dendrodendritica [57], uma das formas de conmagdio utilizadas entre as cé-
lulas mitrais e as células granulares, importante na ditéagédo, aumento de contraste,
entre diferentes odores;

* Reestabelecer o potencial de membrana para recebimemowvids estimulos de en-
trada [58], situacdo analoga a observada na figura 3.10;

» Potencial de acao retrogrado nas sinapses, contribuggigacéo de neurotrasmissores
liberados nos dendritos [59];

 Plasticidade sinaptica: necessério para estabilizag@ouitatos sinapticos recentes nos
circuitos neuronais durante o pos-natal;

» Mudancas rapidas na eficiéncia sinaptica: a retroprogagdg atividade pode reduzir o
limiar de inducéo de potenciais dendriticos regeneragvisluenciar assim a atividade
neural [55].

» Mudancas lentas na eficiéncia sindptica: Pode represemiaisinalizacédo global da ar-
vore dendritica indicando a atividade dos sitios de ensad#ptica induzindo mudancas
localizadas na eficacia de sinapses excitatorias [55].

No nosso modelo o fendmeno de retropropagacéo apareceudtermatural, e inevitavel,
em contraste com os modelos tedricos que ja partem do poetesja retropropagacao acon-
tece, sendo necessario apenas levar em consideracéo agedmeendrito. Exatamente por
isto, talvez este seja um excelente modelo para estudéveéeconseqiéncias da retropropa-
gacéao de estimulos em um nivel mais baixo, onde a causa tasgr@Enimportante.
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3.3 Comportamento Critico

Vamos abordar o comportamento critico através da razaomificacdoo [37, 39, 40], que
pode ser estimada como:
o=pdq, (3.2)

ondel é o numero médio de vizinhos efetivos que podem receber@ssnQuando fixamos

o parametrax = 1 nesta arvore sem lacos, estamos dizendo que se um dado&ldmecebe
uma excitacdo no tempiy de seu vizinhoB, entdo esta mesma excitagcao ainda néo tinha
chegado en\ num tempa < tp e também né&o voltard ao sittoem nenhum tempo seguinte

t > to. Isto ocorre porque apds cada excitacdo o estado seguiniemdiado sitio passa a
ser refratario e quando este sitio voltar a tornar-se stisetgeus vizinhos que receberam
excitacdes deste elemento ndo estardo mais excitadosargstaento é valido para todos os
sitios da rede. Podemos entdo calcular o numero médio déoiefetivos:

7 — 3Ng_1+ 1ng B
Ng
Em outras palavras, esta equacao esta nos dizendo que oondméeio de vizinhos efetivos

1. (3.3)

€ dado pela média de vizinhos na rede menos 1, que correspordeinho ativador desta
excitacdo que nado estara susceptivel. LembranddNgue € o nimero total de elementos na
arvore até a penultima camada e cada um destes elementos osBnhos. ng € o nimero
de elementos na Ultima camada, com apenas um vizinhdzessana camada funciona como
um sorvedouro de estimulos pois cada elemento possui apenainho. ENg € 0 nimero
total de elementos em toda arvore.

De 3.3 e levando em conta os resultados da seca®g.k:~ ng eNg = Ng_1+ Nng , entao
{ = 1. Definimos agora o comportamento critico de uma rede comaosaquele gerado pela
razdo de ramificacdo critica:

o.=1. (3.4)

Neste caso o sistema esta em equilibrio, quamgda 1 a atividade média do sistema tende
a morrer rapidamente e pam> 1 ocorre um grande aumento da atividade do sistema so-
brecarregando a rede. O exemplo da &rvore de Cayley indieaoqualor dep; = % =1

Esta definicdo concorda com o resultado de [37] em que a razéandficacdo critica de es-
timulos implica no valor maximo de faixa dindmica, bem comangerpretacoes de. dadas

em [39, 40] que também relacionam o comportamento 6timo idtensas com as respectivas
situacdes criticas.
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No intuito de obtermos um melhor entendimento deste catoa;rile grande importancia
para o problema de distingéo de intensidades de estimulwafental para todos os sistemas
sensoriais, analizaremos 0s expoentes criticos. Poytasti@amos interessados em estudar os
expoentes de Hillrt) das curvas de resposta (vide eq. 1.2). Este expoente jdantesstu-
dado pelos biol6gos devido a sua relacéo direta com a fanéadca, como pode ser visto no
exemplo tedrico mostrado na figura 1.4 (pagina 13). Em paatica situacdo de maior interese
corresponde ao caso critico, que apresenta 0 comportardgmo em nosso sistema. Para
tanto, definimos a variélvelfSh‘1 = m, onde o subindice dex apenas indica a situacao cri-
tica. De maneira alternativa, poderiamos definir de umadamais familiar aos fisicos, pois,
tipicamente esta grandeza é definida gaip = pc) U rqwfl, na regidao em que— 0.
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Figura 3.11 Curvas de Respostas dg: Comparacdo entre varias redes de tamanhos distintos.
Observa-se diferenga apenas para baixas intensidadesimeles. Uma média sobre cinco realiza-
¢Bes no caso critico em qyre= p. = 1.

Utilizaremos as curvas de resposta em escala log-log paliaasnos estas medidas, no
caso critico, anteriormente determinado, o que corresparmq@ = 1. Como estamos traba-
Ihando com uma topologia nao-trivial, nossas cuvas de sta@presentam diversas rugosi-
dades que as diferenciam de sigmdides simples. Isso tdatavaenente complexa a tarefa
de determinacdo dos expoentes criticos. Uma outra difidaldacontrada provém do tama-
nho finito da rede, pois este expoente criico € definido paesrinfinitas, livre dos efeitos de
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borda. Os graficos da figura 3.11, mostram como as medidas elgatente sdo alteradas pelo
tamanho da arvore dendritica. Note que a relacdo &gre Ng, 1 € dada aproximadamente
porNg.i1 = 2Ng.
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Figura 3.12 Expoente: Medidas realizadas nas maiores arvores singlga~ 5- 108, resultaram no
expoente crl'ticcrﬁ;1 muito préximos do valor obtido para percolacédo direcionagauma dimensao:
6h‘1 =0.111. Acima, a medida der, abaixo, em relacdo . O tempo de processamento passa a ser
um gargalo nestas simula¢des devido ao tamanho das redes.

O resultado da fig. 3.12 é valido para um namero considerévelétdadas, e o erro ob-
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tido em cada ponto da rede mer®e= 22 é praticamente desprezivel. Como as duas ctirvas
mostram o mesmo comportamento para intensidades de essimalores que = 10"°, con-
sideramos nossa medida bastante confiavel. Note que estas de respostas, mesmo para
redes muito grandes apresentam algumas irregularidades, torna este medida dificil de ser
realizada. Entretanto, devemos observar a diferenca deaad®% em relacdo ao expoente
de percolagéo direcionada em uma dimens‘ﬁd'. = 0.111. As duas redes, arvore de Cayley
e uma rede unidimensional, ttm em comum a caracteristicddigipa de ndo apresentarem
lacos. E importante notar que através da nossa definicadtalmade a partir da razdo de
ramificacdo, o comportamento supercritico acaba ndo podardbservado.

Conforme anteriormente observado, a melhor maneira delzsm como ocorre a satu-
racdo no valor da faixa dindmica com o aumento da rede é atdsta fig. 3.11. No grafico
seguinte, fig. 3.12, a saturacao no limite inferior ja oaopara atividades com respostas abaixo
de Q1F™M&=0.025.

3.4 Sistemas Sensoriais

O maior interesse deste nosso grupo de pesquisa tem siéntate o estudo do processamento
de informacé&o no sistema olfatério. Desta forma, todos psdass e parametros utilizados na
criacéo deste modelo foram motivados pela arquitetura thifatoric® Existe um paralelo,
ja bem estabelecido, entre principios gerais compartifamm outras regides de sistemas
sensoriais, especialmente a retina e o talamo [45], quargastos de explorar.

Ocorre no bulbo olfatério e na retina o primeiro estagio decpssamento sinéptico de in-
formacdo sensorial. Os dois apresentam tipos de célulasugtos distintos mas em um plano
geral e em muitos aspectos da organizacdo dos microcisctéito muitas semelhancas [5].
Ambos sdo formados por caminhos diretos para transmisséofatanacao sensorial, além
de conter dois niveis de processamento lateral, um no réwsbsial de entrada e o outro no
controle da saida, ver fig. 3.13. Devido a estas semelhangasas modelos criados para o es-
tudo do bulbo olfatério [20, 21] foram comparados com rexglds, de excelente precisao [60],
medidos na retina.

De acordo com o esquema da fig. 3.13 nota-se a grande impartiéancélula Mitral no
bulbo olfatério. O resultado da fig. 3.14 compara a resposthase do dendrito primériéy

lperceba que a rede caBn= 24 é quatro vezes maior do que a arvore @m 22.
’Representacdes dessas arquiteturas podem ser vistagyimasspé4 e 80.
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Figura 3.13 "Comparacao entre circuitos basicos presentes na retina (& bulbo olfatério (B). As
duas regides processam diferentes tipos de informacaorgnmesmo assim, a semelhanca geral da
organizacao e a detalhada semelhanca de alguns circuitis lindicam principios no mecanismo neural
conservados para o processamento dos dois tipos de infaohd€igura e legenda extraidas de [5].
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no nosso modelo, com o analogo da retina, a resposta da Gaulglionar.
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Figura 3.14 Comparacéo do modelo com resultados experimentais. Tax@isgharos normalizada por
intensidade luminosa medida em moléculas isomerizadasdigsina por bastonetes (células fotore-
ceptoras da retina) por segundo. Os simbolos fechados sdidasexperimentais [60] e os simbolos
abertos séo os resultados das simulacées em uma arvore ldg €aynG = 15. Este nimero de cama-
das relativamente grande esta levando em conta a granded@zanvergéncia dos neurbnios sensoriais
na retina, vide capitulo 2.

Os parametros distintos utilizados em cada curva da figa#af8ram:

Quadradop =0.0 e 1: Rh*/rod/s=1.5-r;

 Circulo: p=0.4 e 1 Rh*/rod/s= 100-r;

Diamante:p = 0.58 e 1Rh*/rod/s= 2700-r;

Tridngulo: p= 0.0 e :Rh*/rod/s= 1100-r.

Uma fraqueza do modelo foi a necessidade de utilizarmospdoé&mnetros. Um delep)
provavelmente estaria ligado com diferentes circuitop@stdistintos de processamentos [60].
Enquanto que o outro foi o ajuste de unidades (@mecessario para relacionarmos as curvas.
Isso poderia ser interpretado devido a existéncia de difesggrupos de neurbnios sensoriais na
retina que acabariam por responder melhor a certas inttessdlistintas de estimulos externos.
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Em todas as geometrias de retiasuronais excitaveis modelas até entdo, nenhuma delas
apresenta curvas de respostas tortuosas (com multiplestes que chamaremos daqui para
frente de barrigas) como é o caso desta que utilizamos parpazar com 0s pontos de dia-
mante da figura 3.14. Como esta € uma caracteristica obsegxpeérimentalmente pode ser
considerado um triunfo desta topologia. O que contribuifgucom o aparecimento do efeito
de retropropagacéo, para a conjectura que a estrutura $isia fundamental para computacao
dendritica.

Note que ndo estamos dizendo que as células da retina formmarawore de Cayley,
mas acreditamos que o resultado da figura 3.14 pode ndo sesapma simples coincidén-
cia. E possivel que haja um principio de comportamento t&al,ggomum a estas regibes.
Desta forma néo seria necessario descrever os circuitazoha fdetalhada para encontramos
padroes fundamentais semelhantes, como as curvas deteespl@® estamos diminuindo a
relevancia de todas as outras possiveis variaveis, apeeasnglo ressaltar a importancia do
carater espacial, que ndo deve ser desprezado.

3.5 Efeito dos Parametros Neuronais

Todos os resultados obtidos até aqui tiveram os parameteed e 3 = 0.5 como descritos
no inicio do capitulo 3. A escolha arbitraria do parametrimi equivalente a mesma utilizada
anteriormente em alguns trabalhos [20, 23] onde cada atwdrepresentaria um neurdnio.
Em particular, o trabalho da referéncia [24] verifica um conigmento similar do modelo de
autdmatos celulares com o modelo de Hodgkin-Huxley, mdalltedo e pesado do ponto de
vista computacional. Recentemente a idéia de consideeaadmato como uma represen-
tacdo de um elemento dendritico excitavel pertencenteanéyllo, sem nenhuma geometria
especifica (rede aleatéria), foi introduzida mais uma vez ocomportamento equivalente a
esta mesma escolha d€37].

Entretanto, estas escolhas dos parametr@sf, principalmente nos casos em que cada
sitio representa apenas elementos excitaveis de dendritvé@s do neurdnio inteiro, podem
nao estar de acordo com as medidas experimentais. O irdetgaluracdo de cada excitacao

3Mais especificamente, estamos nos referindo as: redestipeas (1D-4D) [20, 22, 23, 24, 25, 21], rede

aleatédria [37] e rede livre de escala [61].
4Toda curva sigmdide apresenta ao menos um ponto de inflenfietamto esta barriga aparece como con-

sequéncia da presenca de outros pontos de inflexao.
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Backpropagating o Dendritic Na spike Dendritic Ca spike
action potential R =

suprathreshold

subthreshold

Figura 3.15 Diferenca de uma ordem de grandeza nas escalas de tempavilZedat dendriticas
medidas em neurdnios piramidais. Figura extraida de [62].

passa a ser deterministico quamde:- 1, ao passo que algumas medidas mostram uma variacao
neste intervalo de uma ordem de grandeza, fig. 3.15. E pogsigeima excitacdo dendritica,
por exemplo, ocorra com duragéo de intervalos de tempo e&radiferentemente de um dis-
paro gerado no cone axdnico. Da mesma forma, ndo temos nanteneza na duracdo do
intervalo de tempo necessario para um elemento dendrik@taeel poder voltar ao seu estado
polarizado. Assim, tornou-se importante realizar pelo osaimm pequeno estudo da influéncia
destes parametros neste modelo.

A simulacé@o de uma arvore dendritica inicialmente ativare lile estimulos externos ap6s
chegar no regime estacionario, como funcdo de dois parasnete p, mostra quao particu-
lar é o regime que estamos investigando. Como pode ser \asfigura 3.16, a escolha de
a =1 é um caso muito extremo, sendo a Unica a ndo permitir atieidato-sustentada ao sis-
tema porém quando tiramos o sistema desta condi¢do fazerdd vemos um outro tipo de
comportamento, aparecendo transicdo de fase de naobkeigudiconsequentemente alterando
as curvas de respostas e a medida da faixa dinamica. Porladtroo modelo mostrou-se
bem mais robusto com respeito ao paramgtrdiferentemente do caso desacoplado discutido
anteriormente 2.4.1, onde o0 comportamento era equivalente



3.5 EFEITO DOS PARAMETROS NEURONAIS 52

1 T T T T 000
16889288
58 3
DODJ
08 + B=1.00 888882058833
B=0.50 © $888282
p=0.25 -
0.6 ¢ 58338 *
988888
(@} QDD
384
04 8281 <
0.2 :

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
p

Figura 3.16 Acima, o comportamento médio do sistenta= 1.0 € um caso extremo e singular, o
Gnico que nao permite que haja atividade auto-sustentaelstalfigura temog = 0.5,r =0 eG = 10.
E abaixo, a projecdo das curvas de atividade auto-susteptad diferentes valores (ke

3.5.1 Duracéo do Estado Ativo

Pela superficie de atividade auto-sustentada fata0.5, fig. 3.16, pode-se inferir que com
a = 0.9 ocorre uma transicao de fase de ndo equilibrio quand0.75, desta formgy. ~ 0.75.
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Neste caso, as curvas de respostas tornam-se completasiifereate do discutido anterior-
mente, secdo 3.1, como mostram os graficos da fig. 3.17.
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Figura 3.17 Ostrés tipos diferentes de curvas de respg$das 10, a = 0.9, 8 =0.5): supercriticop >
pe, circulos abertos; criticp = p representado por circulos fechados e subcritjftesp. tridngulos.

As duas formas distintas de medidas utilizaBigsacima, eFr, abaixo apresentam o mesmo valor de
pc ~ 0.75.

O resultado da faixa dinamica também mostra-se bastamteedié de obtido para = 1,
fig. 3.2. Um resultado interessante desta medida, indicaadaea dinamicalg, principal-
mente proximo dgy;, mostra-se muito maior que a medida pAfg o que indicaria uma oti-
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mizacdo de processamento de informacdo devido a geometderntrito. A convergéncia
espacial do camada 0 amplifica bastante a regido em que asid@des de estimulo podem ser
distinguidas, fig. 3.18.

55
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25
20
15 ' ' ' '

A(dB)

Figura 3.18 Faixa dinamica: O comportamento 6timo na criticalidade réfigado. A faixa dindmica
g é quase duas décadas maior que a média da arvopg. deste caso, também ocorre um cruzamento
entre as duas curvas pgra- 1.

Neste caso, em que ocorre transicdo de fase de ndo equiibrassa explicacdo para as
barrigas das curvas de resposta deve ser corrigido. As sulwaesposta supercriticas sao
modificadas bruscamente no regime de baixos estimulos. Meafque para valores de
maiores quep: a primeira regido passa a ser de atividade auto-sustemtadayulo mesmo
gue a intensidade de estimulos externes 0. A regido de crescimento linear pode vir logo
em seguida, ou ndo, dependo da intensidade (de— 0), da mesma forma que a regido de
interagdo. Assim, par@ muito grande o comportamento sinuoso pode nem ser observado
Pois a curva de resposta pode estar situada somente na tdtida de interacdo, onde a
propagacao entre vizinhos pode ser desprezada e as ersi@g@riores dominam a dinamica,
um exemplo seria caso em gpe- 1 da figura 3.17.
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3.5.2 Duracao do Periodo Refratario

Fixamos agora os parametros de controle do sistema em e 3 = 0.1, para entender melhor
o comportamento do sistema, estudado em detalhe e definidomeco do capitulo, com
respeito a variavgB. Conforme discutido no comeco desta secéo, os resultadasmdalacdes
para a faixa dinamica neste caso mostram uma pequena géegaantitativa, mas uma grande
semelhanca qualitativa tanto para o primeiro sitio quaata p média da arvore dendritica.
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Figura 3.19 Resultado das simulac¢des para faixa dindmica em funcfmdeaa = 1.0 eG = 10.
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A dependéncia da faixa dindmica com a duracdo do periodat&efs € fraca, conforme
ja verificado anteriormente [20, 24]. E importante ressajte a influéncia d@ no problema
tem carater secundario unicamente no caso partiautarl. Excetuando-se 0s casos extremos

em que os parametros de controle voltam a tornar-se equatealecomo no caso desacoplado
da subsecéo 2.4.1.
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Figura 3.20 Efeito do periodo refratario nas curvas de respostas: Cag@a entre as curvas de res-
postas normalizadas do sitio semente ¢ 0.5 (circulo aberto) g8 = 0.1 (circulo fechado) em duas
probabilidades de transicao distintas. De cima para baixaso de transmissao deterministica 1 e
um caso probabilistico cop= 0.5 (novamente fixamog = 1 eG = 10). Note que embora as curvas
variem bastante com respeit@aprincipalmente quandp = 0.5, os valores deg 1 ergg permanecem
parecidos, o que explica a semelhanca das curvas nos grddidios3.19.

Podemos entender a pequena variagdo na medida da faixaichn@iig. 3.19) através da
analise das curvas de respostas (fig. 3.20) que possuenegraadacdes na forma, porém
apresentam os valores dg; e rog muito parecidos. O paramet® influencia de maneira
essencial a aparéncia das curvas de resposta. Em partwa@amento do periodo refratario
médio faz com que a regido de forte interacdo entre os vigigbmece antes e termine de-
pois. O sistema sai do regime linear mais facilmente (comcassdade de menos excitacao
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exterior) pois cada elemento fica mais tempo no periodotéefoesem poder receber excitacao
de um vizinho excitado. O que aumenta a frequiéncia de chaqes as ondas excitaveis.
E entra no regime de forte excitacdo exterior e interacaceantrinhos desprezivel depois,
sendo necesséario uma maior intensidade de excitacdoaxt€rivalor maximo da curva de
resposta cai tornando cada atividade mais importante patototal deF além de continuar
mais facil ocorrerem aniquilagdes de excitacées que niéaasde vizinhos susceptiveis para
se propagar. Todos estes fatores juntos fazem com que espotamento também influencie
muito o comportamento de toda rede. As curvas de resposta@@esentam apenas pequenas
sinuosidades quandgd= 0.5 (fig. 3.5), porém podem apresentar uma barriga considenave
casoB = 0.1 (fig. 3.21).

Um resultado curioso aparece nas curvas de respostBs ciam o aumento do periodo
refratario médio. De acordo com os graficos da fig. 3.21 vemesag colisdes entre as ondas
de atividades dependem do periodo refratario, de forma quezamento entre curvas de res-
postas de diferentes probabilidades de transmips&m ocorre mais neste caso. Ainda assim,
ocorrem os fenébmenos de retropropagacéao, entretanto, ngo fperiodo refratario associado
com seu carater estocastico eliminam estas respostastaiitiivas. Torna-se entdo evidente a
necessidade de quantificar e caracterizar este fenbmetrdpropagacao.
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Figura 3.21 Curvas de respostas padfge Fr para8 = 0.1, o« = 1.0 eG=10. Neste caso, 0 cruzamento
das curvas de respostas ndo ocorre, ao contrario dos grdfisdigs. 3.5 e 3.6.



CAPITULO 4

Célculo de Campo Médio Simples

"Estes sd0 0s meus principios. Se ndo
Ihes agradam, tenho outros."

— Groucho Marx

Este capitulo discute a aproximacdo de campo médio simplasas egs. (2.11-2.13) que
governam a evolugéo dinamica do sistema. Trata-se de umaipaiaproximacéo, onde todas
as probabilidades conjuntas sdo aproximadas pelos pdasoprobabilidades individuais:

H(jl;ij“ajmflajm)%J_!H(ji)7 (41)

onde o simbolo&" denota uma igualdade valida na aproximacdo de campo midie. que
estdo incluidos os casos em que a dependéncia ocorre enadamdistintas assim como entre
elementos de uma mesma camada.

O interesse desta andlise consiste em comparar esteadesuttom as simulacdes do ca-
pitulo anterior, portanto, utilizaremos das mesmas siinptides utilizadas no capitulo 3:

e k=2:
¢ AV:A’
*Ppv=p

Por fim, estudamos a relacao desta aproximacao utilizadangsnanvore de G camadas,
onde o sistema de equacdes leva em conta cada camada damealma@rvore infinita.

4.1 Campo Médio por Camada

Aplicando-se a aproximacao (4.1) nas egs. (2.11-2.13e oo

59
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+(1-a)R(1), (1<n<G-1); (4.3)

PS1(1) ~ R(0)+(1-2) [PE(0) - pe-1PEH(L)RE(0)]

~ R0 (A +(1-A)pRPYD)) + (- a)R(D) (4.4)
RL1(2) ~aR’(1) +(1-B)R’(2), (0<v<G). (4.5)
R%1(0) ~ 1-R%1(1) - R4a(2) ; (4.6)

Utilizamos um método numérico iterativo para encontrarsasicdes estacionarias esta-
veis para as @+ 1) equagdes acima. Partindo-se de uma condi¢&o inicial anbitfrespei-
tando a normalizacdo), realizamos iteracdes para cadaniestle tempad até que todas as
variaveis tenham convergido para um valor fixo.
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Figura 4.1 Distribuicdo da atividade média de cada camada pela caraequerda, aproximagéo de
campo médio simples e a direita o resultado das simula¢@ssiofd dizem respeito a uma arvore de
Cayley comG = 15 e atividade = 103, este é um caso particular especialmente escolhido. Qasanti
tivamente a aproximac¢ado nao coincide com a simulacdo, pguatitativamente a simulacdo apresenta
uma distribuicdo similar a esta da aproximac&o na maiorsacdsos.

A distribuicdo da atividade por camada no caso estacioarnmwstrada na fig. 4.1. O
resultado da aproximacao de campo médio apresenta a mesmtarasgeral para qualquer
intensidade de estimulos externos, com uma maior atividasiprimeiras camadas, i.e., ocorre
uma convergéncia espacial de atividade para as primeiraadzs. Este comportamento é
semelhante ao observado nas simulagdes, excetuandorses adguns casos particulares em
gue o fendbmeno de propagacéo inversa nao pode ser despreEmaderal, a aproximacao nao
concorda com as simulacdes pois existe uma grande comedgg@cial no sistema, ignorada
por esta primeira aproximagao.

4.2 Atividade Auto-Sustentada

Outro comportamento fundamental para este estudo dizitespgetransicdes de fase de nédo-
equilibrio. A escolha dos parametras= 1 , em uma arvore sem lagos nao permite que haja
atividade auto-sustentada e consequientemente ndo deweriar transicdo de fase de nao-
equilibrio, como discutido na secéo 3.5.
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Figura 4.2 Atividade auto-sustentada na auséncia de estinjules0) ocorre na solugéo das equacdes
da aproximacao de campo médio. Este resultado foi obtidm@ar 15. O grafico mostra que o valor
critico da probabilidade de transmisséo de estimylgse 0 mesmo para todas as camadas da arvore
ocorre de forma mais suave quanto maior for a camada.

Entretanto, mais uma vez o resultado desta aproximacaordascom as simulacdes, con-
forme pode ser observado na fig. 4.2 que mostra a ocorréna@tivittade auto-sustentada na
auséncia de estimulos externos em um grafico que comparassalade média de atividade
para a primeira camadg(p), a média de toda arvofe (p) e o comportamento da ultima ca-
madaFg(p). A aproximagdo de campo médio considera apenas a atividédiaias camadas
e ndo dos elementos de cada camada. Assim, as excitac@spates a uma camada podem
ativar outra camada e depois voltar a camada inicial, engugre nas simulagées uma exci-
tacdo de um elemento podera excitar um vizinho porém naa@edéar a excitar o primeiro
elemento, ndo permitindo a transicao de fase no caso ekpecuea = 1. Nesta figura 4.2,
temosp; = 0.36 quandds = 15. Neste caso extrento = 0), foi necessario mudar o parame-
tro 3, responsavel pelo controle do periodo refratdtipdefinido porT, = % anteriormente
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fixado arbitrariamente erf8 = 0.5 paraf8 = 0.54%, garantindo assim a convergéncia numé-
rica do mapa formado pelo sistema de equacdes da sec¢ao 4.ger@mo valor depe — %
guandoG — o pode ser encontrado analiticamente, como mostraremoginagecao 4.4
deste capitulo.

4.3 Curvas de Resposta e Faixa Dinamica

Nesta se¢do, vamos discutir o resultado desta aproximagamproblema da faixa dinamica
anteriormente proposto. A discordancia neste caso é elspdesantemao, depois de conhecer-
mos a transi¢éo de fase de néo equilibrio, fig. 4.2.

As curvas de respostas da simulacao e o resultado da apgionda campo médio para
G = 15 camadas aparecem no mesmo grafico na fig. 4.3. A concoad@nite os resulta-
dos ocorre apenas nos casos subcriticos em que a probdéitidaransmissao dos estimulos
p < 0.2, como fica evidente também na fig. 4.4. Nesta pequena regagooximacao de campo
médio mostra-se muito boa pois todas as arvores de Caytipémdentemente dos tamanhos,
apresentam um comportamento muito similar, a interacdoasovizinhos ainda é fraca demais
para alterar de forma significativa as curvas de respostas ¢oncdo do tamanho da arvore,
como podemos ver na fig. 3.2. Nos casos empjuepc, as curvas de respostas supercriticas
saturam no limite em que— 0 em um valor dé- # 0, de acordo com a fig. 4.2.

Nesta aproximacao, o comportamento da faixa dindmica eg@tudep apresenta caracte-
risticas bastante distintas. As simulac¢des apresentanoompartamento monoténico crescente
deA(p) enquanto a aproximagdo de campo médio prevé o comportadiEmmdeq(p) exa-
tamente enp. de acordo com o resultado de [37]. Por outro lado, para a rmedalizada em
todos os elementos da arvore, obtemos o maximadproximo depg, porém ligeiramente
deslocado. Esta pequena discordancia é provavelmentadzapsla suavidade na transicdo de
fase deFr(p), fig. 4.2.

1E provavel que esta pequena alteracéo nao influencie de figroaptivel. Todos os outros resultados discu-
tidos neste capitulo estéo livres desta adaptacéo.
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Figura 4.3 Comparacdo entre simulacdo (G=15, simbolos) e aproximde&mmpo médio (curvas
cheias) para as mesmas probabilidades de transmissadndelesp. Acima, estdo as curvas de resposta
de Fo, para o primeiro elemento, seguido das curvas de respostaapaédia de todos os elementos
excitaveisk.
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Figura 4.4 A faixa dinamica em funcao dg na aproximacéo de campo médio (linha simples) apresenta
grandes diferencas de comportamento em relacdo a simuligd® e pontos) tanto pam,, acima,
guanto pardr, abaixo. As setas marcam o ponto critipg £ 0.36) somente para efeito de comparacao.
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4.4 Arvore Infinita

Podemos simplificar ainda mais o problema, considerando wmrero infinito de camadas,
neste caso, espera-se que todas as camadas sejam eqgesyaleseja:

P7(x) = PT*(x) 4.7)

e o sistema de equacdes completo reduz-se apenas a:

Ri1(1) =~ R(0)(1-(1-A)(1-pR(1))°) +(1-a)R(1)
R+1(2) ~ aR(1)+(1-B)R(2)
R11(0) ~ 1-R41(1)—R41(2). (4.8)

No caso estacionario, temos:
aF ~P(0) (1-(1-A)(1-pF)?) . (4.9)

Podemos expandir esta eq. (4.9) no limite em que o siste@éwstde estimulos externos:
A=0,F—0,P(0)— 1, ep— pc, de onde obtemos:

Pc ~ % ; (4.10)
de forma que, para uma arvore infinita ocorre atividade susientada quando > p. € a
transicdo de fase de ndo equilibrio ocorre exatamentpem
Quando resolvemos o sistema de eqs. (4.8) obtemos prahtaraemesma resposta da
primeira camada, na aproximacdo de campo médio por canaatas,im nimero de camadas
G suficientemente grande, fig. 4.5.
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Figura 4.5 Comparacgao entre as aproximagfes de uma arvore infinita otandeG = 10 camadas.

Acima, o resultado das curvas de respostas da arvore infingaal a resposta d&, para uma arvore

com numero de camadas suficientemente grande, valones=d&3,0.5,0.7 baixo para cima. Abaixo,

representagéo explicita da diferenca do comportamentouttaas de respostas medidas como a média
de todos os elementos da arvétie na aproximacdo por camadas, com a resposta de uma arvai&infi

ou Fy, na aproximagédo por camadas, de baixo para cima temos unsghsdticop = 0.3 e um caso

supercriticop=0.7.



CAPITULO 5

Calculo de Campo Médio na Aproximacao de
Pares

"Um passo a frente
e VOocé ja ndo esta mais no mesmo lugar."

— Chico Science e Nacdo Zumbi

Os resultados obtidos a partir de uma primeira aproximaegamachpo médio simples, que
considera apenas as probabilidades individuais de cadasdstraram-se insatisfatorios, com
0 aparecimento de um estado ativo que ndo pode existir, moafeisto no capitulo 4. Para
obter uma melhor descricédo do sistema [20], realizamosaxapacao de pares [63], que leva
em consideracao a influéncia de um vizinho em cada probatiéidondicional:

R(j1lj2s--s jm) = R(j1]j2)- (5.1)

Nos calculos seguintes, um dado péa; b) devera, no maximo, depender da atividade dos
seguintes sitios vizinhos:

R(w;a;b,x;y,2). (5.2)

A posicéo de cada estado acima refere-se a uma posicaofespeai relacdo ao par, assim
como na figura 5.1, da seguinte forma:

w é o estado do elemento da camada anterior ao par que s6 éovitaah

X € 0 estado do elemento pertencente a mesma camada do eléneeritinho somente de
a,

y € 0 estado do elemento da camada seguinte a camddadeinho somente de,

68
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Figura 5.1 Representagdo de um pab) e a posi¢cdo dos seus primeiros viziniosx,y,z) perten-
centes a uma arvore infinita. Esta € a maior de dependénciedeceda por esta aproximagao de pares
referente a probabilidade genérigdw;a;b,x;y, z).

z € o estado do outro elemento da camada seguinte a cambadsatdmbém vizinho somente
deb.

Assim como no capitulo 2, o simbolo ";" € utilizado para sepastados de elementos que
pertencem a camadas distintas enquanto que o simfoéoutilizado para separar os estados
de elementos distintos pertencentes a mesma camada.

Usando a definicdo de aproximacao de pares, eg. (5.1), redsizodas as probabilidades
conjuntas apenas a pares. Como exemplo, o caso mais g@ja€ha assim:

R(w;ab,x;y,2) = R(wlabx;y,2R(a;b,x;y,2) ~ R(w|a)R(a;b,x;y,2)

~ R(wla)R(x|a)R(y|b)R(z|b)R(a;b)
R(w;a) R(x;a) R(y;b) R(z;b)
R(a R(a) R(b) R(b)

R(w;a)R(a;b)R(x;a)R(y;b)R(z;b)
R(a)2R(b)? '

Portanto, nesta aproximacao, o sistema é descrito pelinsegonjunto de noveequacdes

Q

R(ab)

(5.3)

Ipois € o arranjo com repeticéo de trés estados tomados dois,a.d., 3.
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de pares vélidosv (0<v<G-1):

R11(0,0) =T1(0;0)+T7(0;2) +11(2,0) + 1R’ (2;2) (5.4)

R 1(0:1) =T3(0;0)+3(0;1) +3(2;0) + HaRY(2:1) (5.5)
R’1(1;0)=T3(0;0)+I3(0;2)+I3(1;0 +G3R"(1;2) (5.6)
RY1(1D) =T3(0;0) +3(0;1) +M3(1;0) + FaR’ (1, 1) (5.7)
R%1(1;2) =Tg(0;1) +5(0;2) +FRY(1;1) + GsR'(1;2) (5.8)
R11(2:1) =T§(1,0)+§(2:0) + FeR’(1;1) + HeR' (2, 1) (5.9)
PY1(2;0)=T%(1;0)+T7(2;0)+ G7R’(1;2) + 3R’ (2;2) (5.10)
P’1(0;2) =Tg(0;1) +g(0;2) +HgR"(2;1) + JgR’ (2;2) (5.11)
R'1(2;2) = FRY(1;1) + GoRY(1;2) + HoRY (2;1) + IR’ (2;2) (5.12)

onde as seguintes consideragdes foram utilizadas:

1. Definimos o indice representando um par formado por um elemento da camaden
um elemento da camadat 1.

2. Cada coeficient€} (a;b) representa um conjunto de elementos associados a probabi-
lidade do par em consideragao ter vindo do estgd(®; b) no tempo anterior (a ser
definido no apéndice A, a partir da pagina 104). Neste casieaxmna dependéncia dos
sitios vizinhos deste pda;b) porém esté implicita em nossa notagéo.

3. As constanteB;, Gj, Hi, J; representam as probabilidades de transicao do terppma o
tempot + 1 do estado representado pela probabilidade que estaglhcalido para o
estado representado pela probabilidade no lado esquertjudgéo.
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4. O indicei dos dois itens acima esta apenas indexando as constantie derande
guantidade delas, de acordo com um numero escolhido de raambitraria para cada

equagao.

5. O elemento pertencente a primeira camada 0 ndo tem vizinhos em uma camada
anterior e tem trés vizinhos na camada seguinte e um elenpentencente a Ultima
camada ndo tem vizinhos na camada seguinte e possui apenasinimo na camada
anterior. Todos 0s outros elementos pertencentes a oa@tnaasdas possuem um vizinho
na camada anterior e dois vizinhos na seguinte. Assim, taslajuacdes dos pares
gue ndo envolvem a primeira e a Ultima camada sédo equivalerqgessuem 0s mesmos
coeficientes multiplicando pares de probabilidades dep@ed da camada.

Note que as trés equacdes de um Unico sitio podem semprdissabpartir das equacdes
de pares (5.4-5.12) da seguinte forma:

R’(0) =RY(0;0)+R’(0;1) + R"(0;2) (5.13)
R’(1)=RY(1;00+R"(1;1) +R"(1;2) (5.14)
RY(2) =R’ (2;0)+RY(2;1) +R"(2;2). (5.15)

Novamente, assumiremos a mesma escolha de pardmetraad#ilas simulagdes para
podermos efetuar as devidas comparacoes:

e k=2;
° AV:A’
*Ppv=p

5.1 Arvore Infinita

Poderiamos encontrar todos os coeficientes e constantesstfiefaltando nas vinte e sete
equacbespara resolver o problema proposto nesta aproximacéo de.p&rgretanto, devido

20 sistema possui® equacdes, entretanto, para resolver numericamente, carembs, seria necessario
encontrar apenas os termos de 27 equacdes: nove do par gaemanprimeiro elemento, nove dos pares que
contém elementos da Ultima camada e nove de todos 0s outassdzaarvore.
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ao grande esforco algébrico necessariesolvemos apenas o sistema acima reduzidoGle 9
para 6 equacdes, considerando novamente um nimero infendardadas:

PY(a;b) = PV"(a;b) = P(a;b) , (5.16)
0 que proporciona isotropia a solucgéo:
R(a;b) =R(bja) . (5.17)

Convidamos o leitor interessado nos detalhes desta solugédfica-los no apéndice A,
onde todos os passos desta solucéo estao descritos. Assilmeinte, por esta aproximacao
de pares, as equacdes de todos os pares possiveis (5.496el@pendiam dos estados de mais
de dois elementos através das equagdesipéagb) (A.7-A.11), podem ser reduzidos apenas
a probabilidades de pares de elementos por um procedimeatoga ao exposto em (5.3).
Como esta deducdo também assumiu que o nimero de camadafinii@ riestaram apenas
seis pares distintos. Este conjunto de seis equacdes dbvidssnumericamente através de um
método iterativo, tornando possivel a determinacdo de;8ekiestacionarias estaveis para o
problema, assim como foi feito no capitulo 4 para a aprox&oate campo médio simples. A
seguir, escrevemos explicitamente estas equacdes dditizan funcédo apenas dos parametros
do modelo, descritos no capitulo 2:

R(0;0) ~ [R(0;0R(0)*~2R(0;0AR(0)"+R(0;0A?R(0)" ~ 4pR(0;0)R(0; DR (0)°
+8pR(0;0)R(0; R (0)°A —4pR(0;0)R(0; )R (0)°A?
+6p2R(0;1)2R(0;0)R(0)2 — 12p?R(0;1)°R(0;0)R(0)A
+6p°R(0;1)°R(0;0)R(0)°A* — 4p°R (0; 1)°R(0; 0)R (0) + 8p°R(0; 1)°R(0; O)R(0)A
—4p°R(0;1)%R(0;0)R(0)A%2+ p*R(0;0)R(0;1)* — 2p*R(0; O)R(0; 1)*A
+p*R(0;0)R(0;1)*A%+2BR(0)2R (0)* — 2BAR(0)2R(0)*
—4R(0)2pR(0; 1)R(0)°B + 4R (0)2pR(0; YR (0)°A B
+2p°BR(0;1)°R(0)2R(0)* — 2p*BR(0; 1)°R(0)2R (0)A

+B2R(22RO) g (5.18)

3Além da equivaléncia no resultado da aproximacg&o de campliondé uma arvore com infinitas camadas

com o primeiro elemento da aproximagéo de campo médio commero finito de camadas, se¢éo 4.4, sugerir
a possibilidade de ocorréncia do mesmo fenédmeno.
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~ |R(0: )R (0)*aA p— 2pR(0;0)R(0; R(0)° — 4PR(0; OR(0; R (0)*A?
+6pR(0;0)R(0; DR (0)°A — 2R(0; 1)°p°R(0)* + 2R(0; 1)*pR(0)°
—p’BR(0;1)%R(0;2)R(0)°A + p*aR(0;1)°R(0)* + p*aR(0;1)°R(0)°A
—2R(0;1)?paR(0)° — 2R(0;1)*p*aR(0)°A + p°R(0; 1)°R(0)?
+2R(0;1)%paR(0)*A +2R(0;2)pR(0; 1)R(0)A B — BAR(0;2)R(0)*
—2R(0;2)pR(0; DR(0)°B +5p°R(0; 1)°R(0; O)R(0)?
+6p°R(0;1)°R(0;0)R(0)°A* — 11p°R(0; 1)°R(0; 0)R(0)°A
—4p°R(0;1)°R(0;0)R(0) — 4p°R(0; 1)°R(0; O)R(0)A?

+R(0; DR(0)*p+R(0; DR(0)*A +R(0; DR(0)*a
+p*BR(0;1)°R(0;2)R(0)*— p*R(0;1)°R(0)*— R(0; )R(0)*
+R(0;0A%R(0)* — p?aR(0;1)3R(0)?A + aBR(2;1)R(0)*
—2p*R(0;0R(0;1)*A + p*R(0;0)R(0;1)%A2

+p*R(0;0)R(0;1)* —R(0; )R(0)*ap—R(0; )R(0)*Ap
+8p°R(0;1)°R(0;0)R(0)A + p?R(0;1)3R(0)%A — p°R(0;1)3R(0)%A
+2R(0;1)?p*aR(0)° - p*aR(0;1)°R(0)* — BR(2; YR(0)*
—R(0;0AR(0)*— 2R(0;1)%pR(0)3A + 2R (0; 1)*p?R (0)A

~R(0; )R(0)*aA

1 .
o (5.19)

~R(0;2R(0)28 - p*aR(0;1)° ~R(0;2)R(0)%A +R(0; DR (0)%a
+2R(0;2)pR(0; )R(0)A —2R(0;2)pR(0; 1)R(0)A B+ 2R (0;2)pR(0; )R (0)B
—2R(0;2)pR(0; )R (0) — 2R (0; 1)?paR(0) — 2R (0; 1)*p*aR (0)A
+2R(0;2)?paR(0)A — p?BR(0;1)?R(0;2) + p?BR(0; 1)%R(0;2)A
+p%aR(0;1)°+ p?R(0;2)R(0; 1) — B2R(2;2)R(0)?
+R(0;1)R(0)2aA p— p?R(0;2)R(0;1)2A — p?aR(0;1)3A
+p°aR(0;1)°A + aBR(2; )R(0)*+ BAR(0;2R(0)?
+2R(0; 1>2pzaFi( ) —R(0; ) (0)? aA R(0;)R(0)%ap
+R(0;2)R(0)°+ BR(2;2)R(0)? (5.20)

2)pR(
2)pR(
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Ri1(1;1) ~ [2R(0;1)R(0)*aAp—4pR(0;0)R(0;1)R(0)°A%+4pR(0;0)R(0; 1)R(0)%A
—4R(0;2)°p°R(0)° +4R(0; 1)*pR(0)° + 2p*aR(0; 1) °R(0)?
+2p3aR(0;1)%R(0)%A — 4R (0;1)?paR (0)2 — 4R (0; 1)%p?aR (0)3A
+4R(0;1)?paR (0)3) +4p?R(0;1)?R(0;0)R(0)?+ 6p>R(0; 1)°R(0; 0)R(0)2A 2

—4p°R(0;1)°R(0; )R (0) — 4p°R(0; 1)°R(0;0)R(0)A

+8p°R(0;1)°R(0;0)R(0)A + R(1; DR(0)*+R(L; DR(0)*a®*— 2R(1; HR(0)*a

+2p°R(0;1)3R(0)2+ 2R (0; DR (0)*p+ 2R (0; DR (0)*A

~2p’aR(0;1)°R(0)%A — 2p"R(0;0)R(0; 1)*A

+p*R(0;0)R(0;1)*A2 + p*R(0; OR(0; 1)* — 2R (0; 1)R(0)*ap

—2R(0;)R(0)*A p+2p?R(0;1)°R(0)2A —2p3R(0;1)3R(0)%A

+4R(0;1)?p?aR(0)3—2p°aR(0;1)3R(0)% — 4R (0;1)%pR(0)3A

—10p°R(0; 1)°R(0; 0)R(0)*A — 2p*R(0; 1)°R(0)* + R(0;0A *R(0)*

+4R(0;1)2p?R(0)°A — 2R(0; DR(0) ‘A | (5.21)

1
R(0)%’

Ria(L) ~ —|-p*aR(0;1)°~R(0;2R(0)2A - R(Z1R(0?+R(2 R(0)’a
—R(1;)R(0)%a +R(1; YR(0)*a®+2R(0;2)pR(0; )R (0)A
—2R(0;2)pR(0; )R (0)A B + 2R (0;2) pR(0; )R (0)B — 2R (0;2) pR(0; )R (0)
—2R(0;1)?paR(0) — 2R(0; 1)*p*aR(0)A + 2R (0; 1)*paR (0)A
—P*BR(0;1)%R(0;2) + p°BR(0; 1)°R(0; A + p*aR(0;1)°
+p°R(0;2)R(0;1)°+R(0; YR(0)’aA p— p°R(0;2R(0;1)°A
—p?aR(0;1)°A + paR(0;1)3A — aBR(2;1)R(0)?
+BAR(0;2R(0)*+2R(0; 1)*p*aR (0) — R(0; )R (0)?aA

1
~R(0;1)R(0)%ap+ BR(2;1)R(0)? Tl

(5.22)

R:1(2;2) ~ a’R(1;1)+2aR(2;1) —2aBR(2;1)+R(2;2) —2BR(2;2)
+B°R(2;2). (5.23)
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De maneira exatamente anéloga a equacéo 5.13, tem-$gQué dado por:
R(0)=R(0;0)+R(0;1)+R(0;2) . (5.24)

Podemos resolver numericamente este sistema de equacti®s (&3) nesta mesma forma ou
ainda eliminando alguma destas equacdes através da condiggbrmalizacao:

R(0;0)+R(1;1)+R(2;2 +2R(0;1) +2R(0;2) + 2R(1;2) =1, (5.25)

obtendo-se o mesmo resultado, como esperado. Apesar diegyaantidade de termos nas
expressoes, o esforco computacional € muito baixo comgarem a simulagdo ou ao campo
meédio por camadas devido a pequena quantidade de equag@essulados desta aproxima-
¢cao sao apresentados nas sec¢des seguintes.

5.2 Atividade Auto-Sustentada

A aproximacao de pares para uma arvore infinita pode serzaelimediante um esforco al-
gébrico consideravelmente maior do que a aproximacao dpa@amédio simples. Entretanto
nao se conhecia priori qudo melhor seria esta segunda aproximac&o. Na realidaanon
depois de solucionarmos este problema ainda ndo podemgacdio diretamente com os re-
sultados da simulagéo pois a aproximacao trata somentesdaleanfinitas camadas enquanto
as simulac¢des sao apenas para redes finitas.

No caso mais simples em que o sistema esté livre de estimuraes(r = 0), esta apro-
ximagdao, assim como a aproximacao de campo médio simphelséta prevé uma transicao de
fase de ndo-equilibrio. A diferenca aparece no valor daghitidade critica de transmisséo de
estimulog pc): para a aproximacao de pares tenpes-= % e para campo medio simples temos
Pc = % como podemos ver na figura 5.2. Novamente, o valdf dedefinido poiR (1) quando
t — oo e desta veB (1) é encontrado de forma semelhante a eq. (5.24):

R(1)=R(1;0+R(1;1)+R(1;2) . (5.26)

Este resultado da aproximacéo de pares mostra-se basaante/el quando levamos em
conta que cada elemento desta rede infinita possui exatamn@sizinhos e que uma onda de
excitacdo nao pode ativar duas vezes o mesmo elemento, éadalha do parametm = 1.
Ou seja, um elemento excitado podera estimular apenasidimibos efetivos, pois ele recebeu
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esta excitacdo do terceiro vizinho que ndo estara mais wingele Desta forma, na criticali-
dade, um elemento excitavel estimula, em média, um outroezito e a razdo de ramificacédo
é critica(oc = { pc = 1), secdo 3.3. O caso particular em due- 1 equivale a uma rede
unidimensional onde cada elemento possui dois vizinhosinAsse uma excitacdo também
nao puder voltar ao elemento excitadar£ 1) entdo cada elemento excitado possuira ape-
nas um vizinho efetivo{ = 1). Neste caso temqgg = 1, como foi obtido anteriormente na
referéncia [20].

0.25 - - . :

0.2 t

0.15 ¢

F(p)

0.1 t

0.05

Figura 5.2 Atividade auto sustentada também ocorre na solucéo das@zgida aproximacao de pares
em uma arvore infinita. Os circulos representam a aproximagdcampo médio simples, na rede
. .. o 1 A . ~ 1
infinita, comp = 3 e os triangulos a aproximacao de pares qure 3.

5.3 Curvas de Resposta e Faixa Dinamica

Devido a esta transicao de fase de nao equilibrio, poderpesagiferencas nos resultados da
aproximacao de pares em relacdo as simulacdes tanto nas clevespostas quanto na faixa
dindmica para valores de> pc. As curvas de respostas obtidas nas aproximacdes aparecem
comparadas com as simulacdes em dois tamanhos distintosalesaG =7 e G = 15, na
figura 5.3. Através dos gréaficos superiores percebemos oueneess de respostas das simula-
cOes parg = 0.3 ndo variam para estes tamanhos de arvore tantoFpagaanto pardr, o
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gue esta de acordo com os gréficos da figura 3.2. Além dissoapgiximacédo de pares, para
uma rede infinita, descreve bem as curvas de respostas tes gréaficos inferiores aparecem
0 comportamento critico e supercritico da aproximacéo despaomparada com a simulagao.
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Figura 5.3 Curvas de respostas: uma comparacao entre as aproximae@esesd (curva fechada) e
campo meédio simples (tracejada) para arvores infinitas conegultados das simulagd@s= 15 (cir-
culos) eG = 7 (triangulos). Acima e a esquerda os resultados das apagiies parg = 0.3 séo
comparados corfrr das simulacfes e a sua direita sdo comparados com a respgatandiro sitio,

Fo. Verifica-se que os resultados da aproximagéo de parespordem a respostgy das simulagbes
nos casos subcriticos, para valorespd€ p.. Abaixo: comparacdo das curvas de respoBgasom as
aproximacfes. A esquerda temos o caso critico da aproxovdgares (supercritico na aproximacao
de campo médio simples). A direita, um caso supercriticodoas aproximacdes, que discordam das
simula¢des no regime de baixas intensidades de estimulos.

Estes resultados deixam explicito a melhora da aproximag@ares em relacdo ao campo
meédio simples. Porém, a compara¢do desta aproximacéo e® @an as simulacdes ocorre
apenas de forma indireta. Deste modo, os resultados sugprentrambém seja feita uma
comparacao direta, i.e., realizar a aproximacado de paresgnadas, jA que ndo podemos
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realizar simulacdes em arvores infinitas. Este procedimsatia pouco mais de duas vezes
mais trabalhosbdo que esta aproximac&o de pares para uma rede infinita.

A correspondéncia das curvas de respostdgdkias simulacdes com esta aproximacao de
pares da rede infinita também sugere uma explicacdo de pasguedidas de faixa dinamica
del sdo maiores qulr para quase todos os valoresgle As medidas realizadas na camada
0 minimizam os efeitos da borda, fig. 4.1 e desta forma o cotapmnto médio da rede toda
guandoG — o aproxima-se do observado nesta primeira camada. Como @stagpa rede é
melhor quanto maior o niumero de camadas, figs. 3.3 e 3.4, astaspa camada 0 distingue
melhor diferentes intensidades de estimulos que as camaaiases. Esta € uma possivel
explicacdo para a topologia do dendrito sendo que, em pkatjdunciona muito bem para a
grande arvore dendritica da célula mitral, fig. 2.4.

Assim como nas aproximacdes de campo meédio, a aproximagaarele concorda com 0s
resultados das simulagfes par& pc € a medida em qup cresce aproximando-se ¢g a
aproximacao de pares passa a discordar das simulagcéesobgtertamento pode ser melhor
visto na figura 5.4.

Nenhuma das duas aproximacdes prevé um crescimento tadegdad(p) como o que
ocorre nas simulacdes. Os resultados das aproximacdesrdantcom a previsdo da referén-
cia [37] que o processamento 6timo de informagdgaf) deve ocorrer enp = p¢, ondepc €
determinado na fig. 5.2 e a curvafigp) esta na fig. 5.4.

Um teste de consisténcia desta aproximacao pode ser gealigaonfirmacao do expoente
critico foi verificada através da anélise do expoente noarédig-log deF porr, fig. 5.5, pois
toda aproximacao de campo médio apresenta um expdﬁﬁte 0.5 na criticalidade [63].

4Medido em relacéo ao nimero de coeficientes necessariog, ajusaior dificuldade do procedimento, caso

seja realizado através da mesma solucdo numeérica adotstdeapeoximacao de pares.
SEste é um resultado bastante robusto, observado em todasas excetuando-se as regidepdel onde o

efeito debackpropagatiotiorna-se relevante, como mostram as figs. 3.2, 3.18, 3.8 e 4.
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Figura 5.4 Comparacéo entre as faixas dindmicas em funcép adletidas na simulacéo cofa = 15
(pontos e linha), aproximacédo de pares (linha cheia) e apegpdo de campo médio simples (linha
tracejada). Os picos das aproximacdes correspondem gextigss valores deg, fig. 5.2.
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Figura 5.5 Curva de resposta na criticalidade: encontramos o0 expgéitite na aproximacao de pares

3.1 = 0.5, como esperado.



CAPITULO 6

Aplicacéo ao Sistema Olfatorio

Este capitulo trata de uma aplicacdo do nosso modelo deeateadritica ativa a um problema
mais especifico, o processamento de intensidade de estimulsistema olfatério. Existem
dois importantes tipos de processamento de intensidadeslibo olfatério. Um diz respeito
a intensidade de um dado estimulo, proveniente da respestaad certa familia de neurénios
sensoriais especificos. O segundo corresponde a um proegsalateral, que compara as
intensidades de estimulos provenientes de diferentedidande neurdnios sensoriais. Nosso
foco esta concentrado apenas no primeiro tipo que ocorrdipétese, somente no glomérulo
olfatério (enquanto que o outro estaria presente em toddbm lmlfatério (fig. 6.1), conectando
diferentes glomérulos).

Brain

Mitral cells

To limbic syste _—

Figura 6.1 O bulbo olfatério: Os dois principais processamentos dienesds no bulbo olfatério po-
dem ocorrer em varios glomérulos (comparando diferenpes tile estimulos) ou em apenas um glomeé-
rulo (medindo a atividade de um Unica familia de neurdnifetd@lios sensoriais). Figura adaptada de:
http://www.colorado.edu/kines/Class/IPHY 3430-20@ge/figure6n.jpg.
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Para estudarmos este sistema nds modelamos o circuitona¢glomerular conectando
0s elementos considerados mais fundamentais deste pyodesersas situagdes de grande
interesse surgem tanto do ponto de vista biologico, por s8s mealista, quanto do ponto
de vista fisico, pela abertura de um leque de possibilidades uma grande variedade de
efeitos. Vamos responder apenas a algumas das perguntaunmdamentais, que motivaram
a proposta desta aplicagdo. Entretanto formularemos em@@nos espaco para muitas novas
guestdes com graus de complexidade distintos.

6.1 Acoplando Arvores Dendriticas: Modelo do Glomérulo Olatério

O glomérulo olfatério recebe toda entrada a partir dos néagdsensoriafse envia a saida
diretamente para o cOrtex olfatério [45]. Em todo o céreleste esta entre os mais claros
exemplos do principio de agrupamento de elementos nesreisaiapses contidos em maédulos
anatomicamente definidos.

Evocamos os principios de convergéncia do bulbo olfat@apifulo 2) para estimarmos
a quantidade de arvores e elementos excitaveis presenteasdenglomérulo. De acordo com
a anatomia do bulbo olfatério, modelamos um glomérulo catpporM = 20 arvores den-
driticas do dendrito priméario das células mitrais. Cada @émapresentada por uma arvore
de Cayley de elementos excitaveis. Elas estdo conectattaseatravés de juncdes comuni-
cantes [27, 65]dap junction$ com eficiéncia média dada pps e modelada como uma rede
bidirecional quase aleatoria. Os elementos excitavetspezntes a uma arvore dendritica tém
em médial; vizinhos aleatérios exclusivamente de outras arvoresladop eletricamente por
juncbes comunicantes. Devido a restricdo deste acoplamakttico ndo conectar dois elemen-
tos da mesma arvore, a definicdo de rede aleatéria ndo éegatisfpor isso ela foi nomeada
rede quase-aleatéfia

Uma ilustracdo do modelo pode ser vista na figura 6.2 que enosgtomérulo de forma
bastante simplificada. Alguns exemplos de todos os elemeetoronais considerados por este
trabalho estdo contidos nesta representacao, entret@mairos considerados menos relevan-
tes para este processamento foram omitidos.

O sistema formado por este conjunto de arvores dendriticas acoplados por uma rede

Cujas ramificagbes axonais ocorrem apenas dentro do glton&sta arborizacdo no glomérulo é espacial-

mente limitada envolvendo, em média, 7 ramificacdes e 8 batiminais [64].
2Note que no limite em que o nimero de camadas vai a zero, d&aa&er uma rede aleatoria.
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Figura 6.2 O gldmerulo olfatério (circulo tracejado) e os elementosrarais contidos em seu inte-
rior considerados neste modelo. As setas indicam a direg@behada dos estimulos provenientes dos
neurdnios sensoriais (em qualquer regido das arvoresitieady. Os circulos amarelos representam as
juncbes comunicantes, conexdes bidirecionais com efiei§n¢ presentes entre elementos excitaveis
escolhidos aleatoriamente em diferentes arvores derafitlas células mitrais. Além disso, cada ele-
mento excitavel possui em médja vizinhos por juncées comunicantes. Por fim, a dindmica da cad
dendrito ativo € a mesma descrita no capitulo 2. Figuralgesrite cedida por M. Copelli.

guase aleatoria aumenta o espaco de parametros em trésetenwntos {3, p;, M). Isto
altera a natureza do problema que anteriormente era exafuosnte um processo de contato
(p) e passa a ser dada por percolaggy) € contato p e p;). Em um trabalho recente [37], foi
proposta uma rede aleatoria excitavel para descrever omagémlo de elementos neuronais do
glomérulo. Isto corresponde ao caso particular em que aénendritica € formada apenas
pelo primeiro elemento. Desta forma, a generalizagdo ®mtfeo como uma evolucao natural
do estudo de dendritos ativos realizado na topologia deénkste novo modelo tem a pro-
posta intrinseca de entender melhor as fun¢des das jung@esicantes no processamento de
intensidades de estimulos no glomérulo.
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6.2 Curvas de Resposta e Faixa Dinamica

Esta arquitetura complexa de rede foi criada para estudaonefeito do acoplamento elétrico
via juncdes comunicantes no glomérulo. Em particular, aidzedia faixa dinamica é extrema-
mente importante para o melhor entendimento do processarderintensidades de estimulos
do sistema olfatorio. Novamente, a partir da atividade -ausientada observada, partindo-se
de uma condicéo inicial parcialmente estimulada, é posdascrever o comportamento do
sistema que apresenta uma transicao de fase de ndo-equtitia situacado, refletida nas cur-
vas de resposta, pode ser vista na figura 6.3. Os graficoseafaes os trés diferentes tipos
de curvas de respostas: um exemplo subcritico, a curva iapgdamente critica e um caso
supercritico. E notavel a distingdo que pode ser feita @streomportamentos das curvas de
respostas d€p e Fr, pois as curvas de respostaskjemostram-se muito mais sensiveis em
relacdo a variavep;.

Outro ponto interessante diz respeito a forma das curvasgpmstas. Conformp; vai
aumentando, as curvas vao perdendo as barrigas caracésride uma Unica arvore e vao
transformando-se em curvas sigmoidais simples como em edealeatoria. Ou seja, a di-
namica do sistema tende a ser dominada rapidamente pelodamgento aleatério a medida
gue a eficiéncia das jungdes comunicantes vai aumentanddramado-se muito mais robusto
qgue o comportamento de arvore de Cayley.

Isso sugere que o comportamento das juncdes comunicantgi®merulo tem caracte-
risticas distintas do observado na retina [60]. Nas cureaesposta (figura 3.14) as barrigas
aparecem somente no caso em que ha acoplamento elétridoauites internos da retina (dia-
mantes). E quando realiza-se a medida em ratos geneticaal@rados, sem conexina 36 (que
€ uma proteina fundamental para existéncia de um certo &#igon¢do comunicante), a Unica
curva de resposta observada é a com menor faixa dinAmicassensidade (triangulos). Este
nosso resultado poderia explicar o porque de nédo seremvaloiser experimentalmente estas
barrigas nas curvas de resposta do glomérulo [33, 66, 67].

Mesmo que sejam mantidos fixos todos os parametros de adoskstados ndo-susceptivel
(a, B) e os parametros internos de cada arvore dendriBca), ainda permanecem dois para-
metros livres pj, (). Desta forma fixando um deles, o outro pode levar o sistemsecpealquer
uma das possiveis fases. No caso da fig. 6.3, por exemploadsta o parametrd ; = 0.2.

Os mesmos tipos de comportamentos caracteristicos podameiode forma semelhante para
outros valores, como podemos observar o @ase 0.1 na figura 6.4.
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Figura 6.3 Curvas de respostas #g (acima) e (abaixo). Estdo fixos os valores de=1, 3 = 0.5,
M=20,G=7,{;=0.2ep=0.7. Os trés primeiros permanecem os mesmos em todo o capftolo e
isso serdo omitidos das proximas legendas. De cima para tm@anos:p; = 0.7, um caso supercritico
(triangulos),p; = 0.3, que corresponde aproximadamente a situacao critical@srfechados) p; =0,

um caso subcritico (circulos abertos). Podemos observardifierenca muito maior entre as curvas de
respostas d& em comparacao coiffir. Note que a barra de erro em todos os pontos é menor que o
simbolo utilizado.
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Figura 6.4 Curvas de respostas &g (acima) e (abaixo). Estdo fixos os valores@e=7,{;=0.1¢e
p=0.7. De cima para baixo temop; = 1 um caso supercritico (triangulog); = 0.7, que corresponde
aproximadamente a situacao critica (circulos fechadpg)}€0.4, um caso subcritico (circulos abertos).
Mais uma vez, podemos observar uma diferenca muito maioe @stcurvas de respostas Egem
comparacgao corfy.

Mantendo-se todos os parametros fixos e deixando variarapgmmedimos os valores de
faixa dindmica a partir das curvas de resposta. Estes adssltestdo apresentados na fig. 6.5
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paraly = 0.2 e {3 = 0.1. Note que em algumas situacdes, dependentes do valoo alli
ps, @ medida da faixa dindmica pode ser até maior no caso ddadogp = 0 do que com
acoplamento muito grande (como € o cas@gle- 0.5 quandal; = 0.2). Isto acontece porque
no caso desacoplado por jun¢des comunicantes ainda ocproe@ssamento tipico da arvore
gue é mais eficiente do que o processamento de uma rede ialegi@essencialmente domina
a dindmica quando a eficiéncia destes acoplamentos etétriesce muito.

Algumas semelhancas deparecem inevitaveis nos dois graficos, por exemplo, emaelac
ao pico na curva da faixa dindmica ocorrer no caso critiangms resultados concordam com
os resultados da referéncia [37] outra vez. O aumento magariaixa dinamic#dy em relacao
ao caso desacoplado é semelhante e comparavel com o obtwmteopela rede aleatéria
(~ 10dB), valido para todos os valores pe G estudados, o que poderia ser considerado um
resultado bastante robusto. Isto motiva a previséo tediecque, eliminando-se as juncoes
comunicantes, as medidas de faixa dindmica na célula rdigkedriam cair uma década. Por
outro lado, no caso de considerarmos a medida da faixa dimanu glomérulo &7) pela
técnica de fluorescéncia de célcio entdo a reducdo na faifenitia seria muito pequena (
4dB). E a diferenca pode até mesmo passar despercebida z&oasiaal-ruido presente no
experimento nao for consideravelmente grande.

6.3 Transicao de Fase e Comportamento Critico

Por tratar-se de um sistema bioldgico, sujeito a milhdesndes de evolucdo, possivelmente
deveriamos encontrar na natureza um caso critico que etorprocessamento de intensidades
de estimulos externos. Neste modelo aparece uma cuneacisgparando os dois regimes
(subcritico e supercritico), de casos distintos dos par@asé; e p; para cada valor fixo de
p, G e M, como na figura 6.6. Supostamente, o escolhido seria o casaoraior eficiéncia
para o animal, ou seja, aquele que além de otimizar esteggarento de informacao tivesse
0 menor custo energético.

Ainda com respeito a este grafico da figura 6.6, podemos veaqueva de atividade
auto-sustentada d& que esta acima deér em todo intervalo parece apresentar uma transicao
mais brusca. Isto indica que o expoente de transicao caltheai literatura pof3 [28] (para
evitar ambigiiidades o chamaremogiige definido pofF (r = 0) O (p— pc)?', para valores de
p > pc, pode ser diferente entre as duas curvas. E importante qua¢aguanto mais suave for
esta curva de transicdo, maior é este expoente cti¢que cresce com a dimensionalidade
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Figura 6.5 Medidas de faixa dinAmic&y e At mantendo-se fix@ =7 e p= 0.7. Acima temo\(p;)
guandod; = 0.2 e abaixo o casg; = 0.1. O aumento maximo da faixa dindmica em relagdo ao caso
desacoplado nas medidasfiesdo mais de duas vezes maiores que os obtidos\gara

da rede nos processos de contato). Realizamos a medidagpstnte critico que confirmou
a diferenga entre as duas formas distintas de medidas, cod®oser visto na figura 6.7. Elas
sugerem que cada uma das medidas pode estar relacionadaloves vie3’ tabelados para
diferentes dimensionalidades do sistema, caso nao sejamadws .

A fim de entendermos melhor o papel da restricdo utilizadaeda uase aleatéria, de
uma jungdo comunicante ndo poder conectar elementos penties & mesma arvore, tornou-
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Figura 6.6 Diagrama de fase: Um exemplo de curva critica que separaisgeaffimes (subcritico
e supercritico). A superficie de cima é a medidaFde a de baixo corresponde a medida Eme
apresenta a curva de transicdo mais suave. Os paramelizedos foramG = 10, p=0.7.
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Figura 6.7 A comparacdo dos expoent@ para as duas medidd® e Fr indica que os valores
sdo bastante distintos. N&o podemos deixar de notar a samgalltom os resultados conhecidos
na literatura [28] para o processo de contato em redes Hliipiess d-dimensionais em d dimensdes:
B'(d=1)=0.276494), B'(d =2) = 0.5834). Este resultado corresponde aos parameffgs: 0.275,
psc=0.195p=0.7 eG = 10.
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se interessante realizarmos uma comparacao direta. Nggitdas mostramos na figura 6.8 (a)
a total equivaléncia nos diagramas de fase desta rede deaséria, utilizando nosso modelo
de arvores internamente desconectagas 0, G = 7 eM = 20), com uma rede aleatdria com
0 mesmo numero de sitioM(= 7640). Os circulos indicam a regido da rede aleatoria em
gue ndo ocorre atividade auto-sustentada, as linhasaisrtitarcam apenas a regido onde ha
atividade auto-sustentada da rede quase-aleatéria ea pyr# 1/, separa as duas regioes.
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Figura 6.8 Diagrama de fase: exemplo de curva critica que separa osegpises (subcritico e super-
critico). O gréfico de (a) mostra 0 mesmo resultado obtido era tede aleatéria (marcada por circulos
na regido livre de atividade) com uma rede quase-aleatGgzagresenta a estrutura de arvaee=7)
desconectadgp(= 0) e as juncBes comunicantes s6 conectam elementos desatvstiatas. A regido
ativa da rede quase aleatoria aparece em listras vertiadigura e a transicdo é descrita pela funcao
p; =1/, . Em (b), obtemos o mesmo comportamemigix 1/, para outros valores fixos da variavel
p no glomérulo. Os triangulos referem-sg@a- 0.5 e os circulos @ =0.7. Os pontos A,B,C,D e E
serdo utilizados posteriormente para o calculo dos expeafiticos. Estava fixo o tamanho da arvore
G=7).

Atualmente sabe-se muito pouco acerca das regides de @merire as estruturas dos
elementos neuronais pertencentes ao glomérulo. Por issle;ge pensar, por exemplo, em
restringir as jungdes comunicantes a conectarem elemdatama camadacom outros per-
tencentes a arvores distintas porém apenas desta nie&sinaa camada. Isto é, sera que pode-
riamos incluir ainda mais restricdes em nosso modelo e obtaresmos resultados?

Na figura 6.8 (b), aumentamos o valorpleo caso da rede quase aleatéria discutido acima
(G=17,M = 20) e fizemos o diagrama de fase. Nos dois cgsed.5 (tridngulos) ep = 0.7
(circulos), encontramos um comportamento similar ao oasler parap = 0. A diferenca
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observada foi que com o aumento do valopga transicao de fase ocorre mais facilmente. As
curvas de transicao ajustadas nos dois casos foram ast&sguin

p3(p=05.G=7,7,) = OZ—ZS 6.1)
J
Pa(p=07.6=7.00) = " 6.2)

Deixamos explicitos nestas funcdes a dependéncia dos@aodmais relevantes que gostaria-
mos de explorar mais adiante. Excluimos nesta analise degall, que ndo é relevante neste
caso pois a atividade auto-sustentada necessita de apesadrdores conectadas entre si para
ocorrer, de modo que o valor desta variavel ndo altera sigifamente este problema, como
veremos adiante na fig. 6.12. Alguns pontos aproximadanoeiieos estdo propositalmente
marcados na curva de transicdopmle 0.7, o que corresponde a:

A: (3=02,p;=03,

B: {3=0.138,p; =0.52,
C. (;=01,p;=0.7,

D: {3=0.08,p;=0.85,

E: {;=0.06,p;=0.98.

Uma analise das curvas de resposta nestes pontos (figuradic® que as mudancas na
faixa dindmica sdo devidas somente a distancia do pontova ctitica, pois toda curva diz
respeito ao mesmo tipo de comportamento critico de contitdigura 6.9, nés utilizamos estes
mesmos pontos para avaliar os expoentes critiép%)(das curvas de resposta e tentar obter
alguma informacé&o acerca da classe de universalidaderdesio. Algumas das curvas (B e
C) mostraram-se ligeiramente supercriticas, e o ajustefdizado na curva de resposta mais
suave, considerada melhor, correspondente ao ponto D.sOka@os indicam que a medida
realizada em todos os elementos do glomérulo deve ter uneaggporitico diferente do medido
em relacdo as respostas das células mitkjs (

Estes resultados poderiam estar relacionados apenas ebos efe tamanho finito, presente
em qualquer sistema simulado, e relativamente dificil ai@tmesta topologia ndo-trivial. Para
tentar entender este efeito de diferentes expoentesosiitiealizamos 0 mesmo ajuste para
redes maiores. Mantendo-se o valorgixo, escolhemos o ponto cofy = 0.27 ep; = 0.17
através da curva de transicdo da figura 6.6 que correspomderasiconG = 10. A figura 6.10
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Figura 6.9 Curvas de resposta em escala logaritmica referentes atsspim fig. 6.8 (b) conG =7

e p=0.7. Assim como as diferentes inclinagdes para os dois c&gasHr) das curvas de atividade
auto-sustentavel (figura 6.6), estes graficos também suggue estas duas medidas podem pertencer
a classes de universalidade distintas. Em particular, steajgue julgamos mais confiavel foi obtido
em relacdo ao ponto D, e o resultado é mostrado na figura: ndzgwcontramoﬁhfl = 0.30 e para

Fr temosq;1 = 0.39. O erro estimado na figura foi obtido pelo método dos misiouadrados num
conjunto de 5 realizacBes. Devemos estimar um erro coasielenente maior por causa do pequeno
intervalo em que foi realizado o ajuste nos dois case$¢3®,102].
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expoe os resultados das medidas para esta rede um pouco Bsties valores sugerem que
0S expoentes criticos podem convergir para as grandezasadas e tabeladas. Neste caso,
paraFy seriac‘ih‘1 — 0.285(35) enquanto que parér 5h‘1 — 0.45(2) que correspondem aos
resultados conhecidos do processo de contato respectitaera duas e trés dimensdes. Apa-
rentemente, a relacao &g associado a uma dimensde Fr a umad + 1 foi mantida nos dois
expoentes, embora ndo tenha sido observada a esperadapoadéncia entre as dimensiona-
lidades dos expoentg® e 5h‘1. Esta provavel anomalia € mais um resultado surpreendente
desta topologia. Seria preciso desenvolver uma metodotagifidvel de analise de escala de
tamanho finito em uma rede néo regular para determinar deafprecisa os expoentes desta
rede para e ter alguma certeza destas curiosas indicagoes.

100 AL R D DR 100 3 BERRLLLY B DL ALLY IR LY
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Figura 6.10 Expoentes criticos para redes maior€s= 10, M = 20). A figura mostra as curvas de
resposta na escala log-log e os valores medidos do expatgtite 6h*1 através do método numerico
de minimos quadrados. Os resultados sugerem qirll‘(-:'1 ale Fp estaria na classe de universalidade de
percolacdo direcionada em duas dimensfes, enquanto quenaangeandeza medida em relacébra
estaria na classe de universalidade de percolacdo diestzosm trés dimensdes. Este pequeno erro foi
estimado apenas pelo método numérico num conjunto de @fzagbes. O efeito de tamanho finito
aparenta ser muito menos importante no glomérulo do quesmdmuma arvore apenas, de forma que
a medida dos expoentes parece ainda mais confiavel.

A diferenca fundamental entre a medidakdee Fr acreditamos que seja devido aos ele-
mentos da Ultima camada. Estima-se que o expo@ﬁenedido para os elementos dg,
somente da Ultima camada, deva ser pr()ximé devido a uma maior influéncia da rede alea-
téria para estes elementasPossivelmente esta seja a razdo para a discordancia dusnéss

3Esta é mais uma questéo que realmente gostariamos degavesti
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nas diferentes medidas. Mesmo que n&o pareca intuitiverestiltado apresenta uma relacéo
consistente com os expoentes das curva da fig. 6.7, devittodatiferenca dos expoentg§
guanto com as curvas de faixa dindmica (figura 6.5). Pelaiardpfinicdo de faixa dindmica,
como as curvas de resposta (por exemplo os casos das fig6.4.8aturam sempre para 0s
mesmos valores deyg ~ 1 o fator importante para a medida da faixa dinamica é de fato a
sensibilidade do sistema no regime de estimulo fraco. Rerrestivo, quando levamos em
conta os efeitos de tamanho finito (exemplos figs. 3.11, @ayluimos que quanto maior
for o expoenteﬁh‘1 maior sera a intensidade de estimulgs de saturacao inferior, portanto,
menor serd a medida da faixa dindmica. Podemos, desta aagiender o resultado obtido
em uma rede hipercubica [21] e também publicado por Kinoeddpelli [37], sem especifi-
car a geometria da rede. Estes trabalhos dizem que quantwr meimensionalidade da rede,
maior sera a medida da faixa dindmica, dado que os expo@h{e&e processos de contato sao
menores para dimensdes menores. Note que este argumentangepte geomeétrico, e ndo
precisamos nos valer de nenhuma hipotese adicional.

Nossos resultados neste sistema relativamente complgx@gado na modelagem do glo-
mérulo sugere uma constatacao bastante intrigante. Ctesoresultados sejam confirmados
através da andlise de tamanho finito (ou seja, a correta caggmentre sistemas de diferentes
tamanhos). Talvez seja possivel que esta mesma topologseape um modelo que equivalha
atodas as dimensionalidades conhecidas apenas atrayger@ioetros de contafpe p;. Para
0 caso unidimensional, trabalhamos apenas com o casmaldi@rvore de Cayley fazendo
p;=0ep=1, como vimos anteriormente na secéo 3.3. Olhandofaran caso critico com
pj > 0 e p > 0 possivelmente corresponde a duas dimensofes, e quandmoseeln relagéo
a Fr teriamos o anélogo a trés dimensfes. Quatro ou mais dineoséesponde ao caso
da rede aleatéria, ou mesmo da rede quase aleatoérigpgorm0 e p = 0 (como no caso da
figura 6.11), ondeﬁgl = % Note que todos estes resultados s6 podem ser obtidos era meio
excitaveis devido a interacéo de ondas nao linéares, para uma topologia excitavel (ativa).
Em contraposicdo, temos o caso linear, em que os elemerdaindm os vizinhos e ndo ha
interacdes entre ondas de excitacdo, o que corresponde asonpassivo com expoente= 1
(também mostrado na fig. 6.11), obtido através dos parasgire 0 e p = 0.

De certo modo, quanto mais conhecimento temos a respei® siseema, mais vantagens
percebemos nesta topologia. Uma vez determinada a esiratesmo que seja mantida fixa,
poderia-se obter qualquer comportamento desejado, déogrbmites conhecidos.

4Conforme apresentado na pagina 11, secéo 1.3.
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Figura 6.11 Outros importantes expoentes conhecidos encontradosoneégilo. A esquerda, o expo-
ente critico (Sh‘l = %) para uma rede quase aleatone={ 0, G = 10, p; = 0.2, {; = 5) é exatamente 0
mesmo o obtido para a rede aleatoria [37], de acordo com saéncia ja observada na fig. 6.8 (a). A

direita, o caso desacoplado em que a transmissao entrbagzinéo é ativag= 0, p; = 0). Nestes dois
casos as medidas ¢ e Fy sdo equivalentes, diferem apenas na quantidade de sitios.

6.4 Razao de Ramificacdo como Parametro de Controle

Outro ponto interessante é em relacdo a medida da razao deagdo. Todos os resultados
obtidos na sec¢éo anterior dizem respeito somente a trand&fase e comportamento critico.
Pela definicdo utilizada anteriormente, na secao 3.3, o @dsoo € determinado através da
situacdo em que a razao de ramificacao de estinmuted. Isto indica que o comportamento
critico, que otimiza o processamento de intensidades @awdss sensoriais, acontece quando
em média para cada atividade que chega em um dado elementainhowsera excitado, nao
superexcitando a rede com atividade de fundo e nem mantendaelacdo subcritica que
dificulta a percepcao de baixas intensidades de estimuleses. Assim poderiamos tentar
determinaro em funcdo dos parametros do problema, como fizemos no aafitbleste caso,
levando-se em conta 0 mesmo argumento que o estimulo ndovphde para determinar o
numero de vizinhos efetivos relativos a topologia da arvazemos novamente:

op=pl. (6.3)

O indice 'p" neste caso refere-se a arvore dendritica e a equacéo € arastrdada anterior-

mente com{ = 1, pois € uma média efetiva da arvore dendritica.
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Definimos agora, um resultado ja conhecido na literatura34l

o3=pi{s, (6.4)

gue também pode ser verificado na fig. 6.11, onde utilizamasessma rede quase aleatoria
gue desejamos estudar em detalhe.

Na situacao critica, limiar entre a supercritica e a subeatigue tem densidade nula de
elementos ativos no caso estacionario e no regime livre tii@@ss externos, desprezamos
as interacoes entre as ondas de excitacbes. Desta formiadpase da definicdo de razéo
de ramificacdo, podemos supor que o niumero de vizinhos queadmealemento estimulado
irA excitar é dado pelas atividades médias propagadas ziobes pertencentes a mesma ar-
vore op somadas com as atividades médias que estimulam os vizimngsngdes comuni-
cantes de outros sitios localizados em outras arvores itieadio;. Por exemplo, a situacéo
C da figura 6.8 (b) em qup =0.7, { =1, {3 = 0.1 e p; = 0.7 calculando-sey;, temos:

o = 0Oj+0p = pi{y+p, de modo quer, =0.77.

E o valor obtido para a soma @g com op € menor do que 1 o que contradiz a defini¢do
o.=1.

Entretanto, de acordo com nossas analises anterioresaat&scaproximacoes utilizadas,
capitulos 4 e 5, podemos definir o parametro de controle da€dendritica, valido na aproxi-
macédo de campo médio simples, pos = { p, € 0 conjunto de equacdes 4.8 para uma arvore
infinita pode ser reescrito da seguinte forma:

Al ~ R() (1—(1—A><1—%Pt<1>>3)+<1—a>a<1>
RA(2) ~ aR(1)+(1-BRE
R.(0) ~ 1-R(1)-R(). (6.5)

Podemos fixaor = 1, como estudado neste capitulo, e obtemos no regime esl&aoio

F ~ P(0) <1—(1—/\)(1—%F)3) . (6.6)

Tomando o caso particular em que o sistema esté livre dewdstraxternosA ~ 0, F — 0,
P(0) — 1, eop — Opc:

14
~ =~ g

como{ € o numero efetivo de vizinhos, na aproximacédo de campo nséaijoles = 3 pois
nao € levado em consideracéo que os estimulos ndo podem FolEmente encontramos que
ODC ~ 1
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Analogamente, mantendo = 1, pode-se realizar 0 mesmo procedimento somente para a

rede aleatoria:

Ra(®) ~ AO)(1-a-A)a- FRwW)°)
J
R+1(2) = R(Q)+(1-PB)R(2)
R:1(0) ~ 1-R(1)-R(2). (6.8)
Novamente, no caso estacionario,
~ _(1_ _@ 43
F ~ P(0) (1 (1-2)(1 ZJF) ), (6.9)

e nos mesmos limitex ~ 0,F — 0,P(0) — 1, egy — 03¢
Ojc~ 1, (6.10)

Chegamos onde queriamos, o0 caso da arvore infinita acopadede aleatdria. O sistema
de equacdes muda muito pouco, apenas considera a influéntdaas os vizinhos relativos
conectados através das duas redes:

A ~ RO (1—<1—A><1—%a<1)>3<1—?aa))“)
J
a2 ~ R+ (1-BRE
R.2(0) ~ 1-R(1)-R(). (6.11)

F ~ P(0) (1—(1—)\)(1—%93(1—%90) : (6.12)

Tomando os mesmos limites para determinar o caso crilice:0, F — 0, P(0) — 1, op —
Obc, € 03 — 03¢, concluimos que a soma dos doipode definir um outro parametro critico
Oc = Opc+ T3¢, tal que:

Opc+03c~1, (6.13)

portantoo: ~ 1.

Concluimos assim que nossa aproximacdo de campo meédioesimpmvé uma relacao
simples entre as razao de ramificacdo das duas redes que edficdda nas simulacdes para
redes finitas. Também néo corresponde a generalizacaosldgados obtidos na aproximacgéo
de pares.

Como no capitulo 5, Deveriamos esperar a relagae opc+ 03c— (p) , onde o termo ne-
gativo representa o vizinho que ndo pode receber o estineulolth com a probabilidade dada
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por (p) que seria uma média giee p; ponderada respectivamente gog ;. Esta aproximacao

de pares, se nao for feita com cuidado, pode surpreendemntemmgresentar resultados ainda
piores que a aproximagao de campo médio simples. No casoceti@®p rede aleatoria com

{3 = 3, por exemplo, o conjunto de equacfes seria exatamenternov@sido no capitulo 5
(egs. 5.18-5.23), isto levamy . = % gue é diferente do obtido nas simulacdes e corretamente
previsto pela aproximacéo de campo médio simples= % Outro exemplo para este mesmo
conjunto de equacdes seria uma arvore ¢oml, ou seja, uma rede unidimensional em que
cada elemento possui dois vizinhos somados a uma rederaeai, um vizinho em média

({3 =1). A correspondéncia seria completa apenas no caso emp;gae. E mesmo assim,
novamente encontrariampg = % Provavelmente o grande numero de lagos gerados por esta
topologia possibilita esta discordancia.

N&o sabemos contar esteque acreditamos ter uma dependéncia néo trivial em relacao a
outros parametros do sistema, como podemos ver nos graficfiguda 6.12. Surge assim o
interesse em determinar a fungéi¢G, p,M, {3, ps, a, B)° para a nossa topologia e entender
como acontece esta relacao entre redes formadas pela @pébide diferentes estruturas. A
idéia é, desta forma, estender esses estudos para outraxiap mais complexas.

5A Unica relag&o estabelecida precisamente foi o produteatisreis? ; e p; que define uma constante, como
podemos ver nas egs. (6.1 e 6.2), ou graficamente na figura 6.12
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Figura 6.12 Atividade auto-sustentada, somente a regido ativa do alizayrde fase estd marcada.
Acima, vemos em um grafico dg p;) a independéncia em relagcéo ao nimero de arvores. No meio,
temos o comportamento para alguns valorepgl@o gréafico dep({;), estas curvas podem colapsar
(abaixo) em apenas uma multiplicando-se o €xgor py, como esperado pelas equacdes (6.1 e 6.2),
pois este produto define uma constante.



CAPITULO 7

Conclusoes e Perspectivas

"If I have seen further it is by standing on ye shoulders of @Gian

— Sir Isaac Newton

Este trabalho trata inicialmente do problema da codificalgiintensidades de estimulo
através da computacdo dendritica, que apresenta impartimtlamental em arvores den-
driticas grandes e com estrutura complexa. Modelamos uwoacddendritica espacialmente
uniforme ativa como uma arvore de Cayley de elementos et Estudamos o comporta-
mento deste sistema através de simulacdes onde foi posstirebr a dependéncia de todos
0s parametros e entender o efeito daqueles consideradeget@aiantes. Tratamos este mo-
delo através de duas aproximacdes distintas (campo médjples, campo médio de pares)
gue ajudaram na compreencéo do sistema. Por fim, fizemos umacap na modelagem
de uma unidade do sistema sensorial do olfato, o glomértdtdolb. Para tanto, conectamos
diversas arvores de Cayley através de ligacoes bidireisialeatoriamente posicionadas repre-
sentando as jun¢des comunicantes. Este estudo confirmarelexds resultados de Kinouchi
e Copelli [37] além de abrir portas para uma série de novaslest

7.1 Conclusoes

O estudo de uma arvore dendritica possibilitou o melhorretiteento do problema do au-
mento da faixa dindmica pelo glomérulo. Notamos que estazaleja a melhor topologia para
realizar este processamento, possivelmente por ndo pdssos. Uma comparagao entre 0s
modelos mostra que no caso em que as excitacdes dendritideslurar tempos variaveis
(a < 1), e o mesmo estimulo esta livre para ir e voltar para qualgigenento excitavel, o
aumento da faixa dindmica é o maior de todos para um dado hemunarvore.

O efeito de retropropagacédo aparece naturalmente em naxklor(proveniente da estru-
tura espacial da arvore dendritica). Sua presenca podaralie forma significativa as curvas

99
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de respostas porém com uma influéncia menor para arvoresitiaglpequenas. No caso de
arvores muito grandes o modelo mostra que até mesmo a fai&endia pode mudar devido a
este efeito.

Utilizando-nos de algumas semelhancas ja bem estabedemidi® o processamento de in-
formacé&o no glomérulo olfatério e na retina foi possivelaricar padrées fundamentais como
curvas de respostas e faixas dinamicas surpreendentepagrtedos. Talvez a principal van-
tagem do nosso modelo em relagéo a todas as outras posalbsifh estudadas tenha sido que
esta estrutura prediga curvas de respostas com barrigdaregras das medidas experimentais.

Como uma abordagem analitica, fizemos duas aproximacfasapeguacdo mestra que
governa a dindmica da arvore dendritica: campo médio ssygproximacao de pares. Esta
primeira aproximagao, por ser mais simples, pode ser sgldizom mais detalhes. Separamos
em dois tipos, um mais detalhado (por camadas) para arvoites® o caso ainda mais simples
da arvore infinita. Nesses dois casos obtemos atividadesastentada e transi¢cdes de fase
de ndo-equilibrio em contraste com as simulacdes. As ventada separacdo em camadas
sdo: poder avaliar a atividade média das diferentes camaetk@sminar as curvas de respostas
e faixa dinamica para o sitio central (camada zero) e a méddltzlgda arvore dendritica.
As medidas realizadas da atividade do elemento semente, nararvore infinita como no
caso de camadas apresentam comportamentos semelhantesmo expoentg’ = 1, tipico
da aproximacao de campo médio. Assim, o0 maximo das medidésixdedinamica neste
caso ocorre exatamente no caso critico em pgue pc, como conjecturado por Kinouchi e
Copelli [37]. Por outro lado, o caso 6timo (com maior faixaatica) medido para todos os
elementosdy) esta ligeiramente deslocado do valor critico. Isso ogmmgavelmente devido
a diferenca no expoenf® (neste cas@’ > 1), o que deixa a transi¢édo de fase mais suave e a
intensidade da atividade auto-sustentada cresce maasriente, em relacéoRa, para valores
de p maior quepc.

A aproximacdo de pares € realizada mediante um esforco radlgétonsideravelmente
maior do que a aproximacgado de campo meédio simples. Nesteaaszamos apenas a aproxi-
magcdao para a arvore dendritica infinita. Acreditamos qusa®eesultados foram muito bons
para este caso. Isto é, concordam completamente com asedralno caso particular da rede
unidimensional [20]K = 1) pois mostra-se sensivel o suficiente para perceber quegimoeg
livre de estimulos externos as excitagcdes que chegam a unrsdaprovem necessariamente
de um vizinho excitado.

Foi possivel compreender melhor as funcdes das juncdestoamtes no glomérulo. Com
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a aplicacdo ao glomérulo olfatério percebemos que a corsexaovores dendriticas atraves de
uma rede aleatdria aumenta as medidas de faixa dinamicdulammdétral (Ag) em uma década.
O que motiva a previsao tedrica de que, eliminando-se a®@sngo glomérulo olfatério, as
medidas de faixa dindmica da célula mitral deveriam cair déwada. Entretanto as medidas,
caso sejam realizadas através da técnica de fluorescénciaite que levam em conta so-
mente uma grande média no tempo e no espaco, (ou seja, comdesia a uma medida deg)
devem apresentar uma queda de apenas 4 dB. Este valor, pougermpequeno, pode facil-
mente nem ser notado dependendo das condi¢bes em que aasrsitidealizadas. As curvas
de resposta tendem a transformar-se em sigmoides simptbsnpgl® as barrigas a medida em
gue aumenta-se a eficiéncia das juncées comunicantes. abb&e $eja o efeito responséavel
por ndo observarmos tais barrigas nas curvas de respostgsmérulo, o que poderia ser
verificado experimentalmente. Neste caso, mesmo que namhancdes comunicantes, néo
podemos garantir a presenca das barrigas, isto dependesfecincia de transmissao de ativi-
dades internas de cada arvore dendritica da célula mitgd éxta aplicagédo, ndo foi possivel
encaixar os resultados desta rede (arvores de Cayley despddeatoriamente) em nenhuma
classe de universalidade conhecida o que sugere que tabdedeefinir uma nova classe de
universalidade. Outro problema deixado em aberto foi ardet@cdo da razdo de ramificacao
efetiva nesta rede.

Nossos resultados sugerem que, no caso mais simples, daesajp®a arvore (em que o
sistema nunca chega no regime supercritico) estariamdasseae universalidade da percola-
cao direcionada com dimenséde= 1. Note que, neste sisterpa= 1 de modo que ndo temos
acesso ao expoenf. Entretanto, todas as outras tentativas de determinassecte univer-
salidade do sistema mostram-se insatisfatorias, tantasm @e uma arvore em que 0 mesmo
estimulo esté livre para ir e voltar para qualquer elemextddvel quanto no caso do glomé-
rulo. Sabemos apenas que nestes dois Ultimos casos ossvaledédos dependem fortemente
de como medimos, em relagéo a toda arvore dendricadu somente as células mitrakg).

7.2 Perspectivas

As perspectivas mais imediatas deste trabalho se referauestdes que ficaram em aberto
nesta dissertagéo:

1. A caracterizacdo e medicao de intensidades de estinettopropagados. Determinar,
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por exemplo, o que seria fundamental para o limiar que paEva@® cruzamento das
curvas de respostas e conseguir assim variar sua inteesidatbrme a necessidade do
modelo proposto.

2. Entender melhor o diagrama de faseadg3 e p, bem como o que provoca a mudanca
de classe de universalidade do sistema quando sainws-deparaa < 1.

3. Continuar o calculo sistematizado no capitulo 5 pararoiue a aproximacgéao de pares
por camadas em uma arvore dendritica. Como ja foi anterioergugerido, espera-se
assim compreender ainda melhor nosso modelo.

4. Determinar os valores da razao de ramificacdo glopalomo funcdo dos parametros
do modelo no glomérulo e no caso em que: 1. Isso possibilitaria um melhor enten-
dimento do que de fato ocorre em redes formadas por coml@eatgoutras estruturas
previamente conhecidas.

5. Entender a relacdo dos expoentes criticos nas situagdesal inica arvore com < 1
(com a maior faixa dindmica encontrada neste trabalho) eloraéyulo. Em particu-
lar, parece bastante interessante comparar como as déensredidas influenciam os
expoentes obtidos, uma vez que a mudancga ocorre de formeaustab

6. Todos os casos estudados tiveram certas caracterisisaacialmente simples, como
€ 0 caso da total uniformidade geométrica da arvore decariteria possivel realizar
0s mesmos procedimentos incluindo alguns efeitos de desoréPoderiamos introdu-
zir uma desordem congelada para as probabilidades de tss@nde estimulop,“, ou
seja, extrair os valores q# para cada conexao, a partir de uma distribuieanf). Po-
deriamos também introduzir desordem geométrica, elindioae aleatoriamente certos
ramos da arvore [68, 69]. Do ponto de vista bioldgico, sertaressante considerar a
arvore dendritica como sendo uma estrutura dindmica. Rongbo, poderiamos enfra-
guecer ou fortalecer a eficiéncia das jungdes comunicaotgsrene a evolugéo temporal
da atividade no glomérulo. Com esta dinamica, talvez fosssipel produzir um cenario
de criticalidade auto-organizada, onde o sistema se niamgico (0 = g.) de forma
homeostética, o que acredita-se ocorrer no sistema nervoso

7. Aplicar técnicas de analise de tamanho finfoite size scalingpara determinarmos os
expoentes criticos com a maior precisao. As teorias exegteonsideram redes regulares

INeste caso precisariamos de dois indices, um para a caipadaufro para cada elemento desta camayla (
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(com dimensionalidade definida) e precisariamos genara&tas idéias para aplicarmos
ao nosso problema com essas redes de Cayley acopladas. pseniamos ter certeza
em que classe de universalidade estaria situado nossapasst

. Usando de pequenas arvores dendriticas conectadaggpodgtentar modelar neurénios
piramidais do coOrtex e estudar as consequéncias da repagaQdo neste modelo para
problemas de memdéria ou aprendizagem. Neste caso estari@tando de uma forma

de modelagem mais fundamental que privilegia a relaca® emurénios, conectados
entre si e formados por dendritos ativos, onde a retropr@gigsurge naturalmente.

. No mesmo sentido de alguns estudos que ja foram realif2itlppoderiamos facilmente
estudar os efeitos de sincronizacdo entre células mitaimesmo glomérulo. Nosso
circuito simples do glomérulo incentiva a modelagem de psoos parte do bulbo ol-
fatorio. Poderiamos estudar o efeito das sinapses latenais diferentes glomérulos
conectados através dos neurbnios periglomerulares. @fatlira conjectura-se que tal
interacdo lateral é responsavel pelo aumento do contrastévidade entre glomérulos
proximos [70, 71]. Este € um problema muito discutido peiéfolgos, e possivelmente
nossa simplificacéo na dindmica das atividades propicieraaraeira muito conveniente
de modelar o bulbo olfatério, um érgado com caracteristieasamte complexas.



APENDICE A

Detalhes do Calculo das Equacbes de Pares

Este apéndice mostra passo a passo, uma possivel formaatg@itdo conjunto de equa-
¢oes (5.18-5.23) a partir de (5.4-5.12) na aproximacao cespkefinida na pagina 68, eq. (5.1).
Lembramos que estamos utilizando da hip6tese adicionat@pusderamos uma rede infinita,
eg. (5.16), o que implica na isotropia dos pares, eq. (5.17).

Portanto, a partir do conjunto de egs. (5.4-5.12), podedmdificar os termos da segunda
consideracdo da péag. 70:

r:(0,0) = AZR(i;0;0, j;k, €) + (A%R(i;o;o,j;m)
i,j.kr#£1 i,j kAL

+AZR(;0;0,];1,k) +AZR(i;0;0,1; ], k) + AzR(1;0;0; j,k))
+ 1(Agpt(i;o;o,j;1,1)+A§F>t(i;o;o,1;j,1)+AgF>t(i;o;o,1;1,j)
I?J

+AZR(1;0;01; j,1) +AZR(L;0;0i; 1, ) + AP°R(1;0;0, 131, j))

+ ; <A%1F{(i;0;0,1; 11)+ AR (1;0;0i;1,1) + APR(1;0;0,1;i,1)
i£1l

+A§4F>t(1;o;q1;1,i)) +APR(1;0;01;1,1) (A.1)
O = 3 EAGOLI) Y (BRGi0:1.19) + B0
i,)#1 i1£1
+B}R(1;0;11;) (A.2)

104
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CZR(;0;2,j;)+ 5 (C§H(i;0;2,1;)+C§Pt(1;0;2,i;))

i171 iZ1
+C3R(1;0;21;) (A.3)
M¢(1;,0) = D?F{(;l;o;i,j)+§ (D%F{(;l;O;li)+D§F’t(;1;0;i,1))
i,]#1 i£1
+D3R(;1;0;11) (A.4)
M¢(2,0) = E?R(;Z;O;i,j)+; <E§H(;2;0;Li)+E§Pt(;2;0;i,1))
i,]#1 1£1
+EZR(;2;0;1,1) (A.5)

Os somatoérios das egs. (A.1-A.5) podem ser expandidosatda/condicdo de normaliza-
céo geral (pag. 26) por exemplo:
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g P(i;ab, j;k,£) =

i,j k41
Z (P(i;a;b,j;k,)—P(i;a;b,j;k,l))
i,j kAL

= ;(P(i;a;b,j;)—P(i;a;b,j;l,)—P(i;a;b,j;,1)+P(i;a;b,j;1,1)>
i,)#1

= ;(P(i;a;b;)—P(i;a;b,l;)—P(i;a;b,;l,)+P(i;a;b,1;1,)
i£1
—P(i;a;b,;,l)+P(i;a;b,1;,1)+P(i;a;b,;1,1)—P(i;a;b,1;1,1)>

= P(ab,;)—P(1;ab,;)—P(;a;b,1;)+P(1;a;b,1;) — P(;ab,;1,)
+P(L;ab,;1,) +P(Gab,1;1) - P(L;ab,1;1,) — P(;a;b,;,1)
+P(L;ab,;,1) +P(Gab, 1;,1) - P(L;a;b,1;,1) + P(;a;b,; 1, 1)

—P(L;a;b,;1,1) —P(;a;b,1;1,1) + P(1;8;b,1;1,1) . (A.6)

Eliminando-se todos os somatorios da eq. (A.1), obtemos:



APENDICE A DETALHES DO CALCULO DAS EQUACOES DE PARES 107

re(0;00 = AYR(;0;0;)+AYR(1;0;0;) + AZR(;0;0,1;)
+AZR(,0;0;1) + AfR(;0;0;,1) + A7R(1;0;,0.1;)
+AYR(1;0;0;1) + Al R(1;0;0;,1) + A¥R(;0;0,1;1,)
+AYR(;0;0,1;,1) + AFR(;0;0,;1,1) + A R(1;0;0,1; 1,)
+APR(1;,0,0.1;,1) + APR(1;0;,0;1,1) + AF*R(;0;0,1;1, 1)
+APR(1;0,01;1,1), (A7)
onde definimos:
A =A-AY ) =R  AT=AZ-AY G Af=AL-AY;
A=A+ A AT -AR s AT = A AY A A2 AT = AR AD AT A

- AL =A5 1 A0 A2 Al

8 — A7 A0 _A3_p2 - A9 — 6 A0 _ A3 _ Al
A=A +A A A A=A A -AZ-A : : T A —As — A

3 3 3 ¢ 3 ¢ ¢ ¢ 3
117 — pl14 4 3 2 _ Al0__ A9 A7 __ AO.
Af _Af +A€ +AE+AE AE Af AE AE’
A12'EA13+A4+A3+A1_A10_A8_A6_AO-
3 ¢ 3 3 3 3 3 3 ¢
13 — pl12 4 2 1 9 8 5 0.
A.f :AE +A5+A5+AE_AE_AE_AE_AE'

14 _ p11 A3 L A2 . AL A7 A6 A5 AO-
AT =ATFA A A —A A A A

T = A A A4 L A4 A A AP B A
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Fazendo o mesmo para as outras egs. (A.2-A.5), temos:

re(0;1) = BYR(;0;1;)+BfR(:0;11;)+BZR(1;0;1;)

+BYR(1;0;11;),

definimos também:

1 _ 1 0.
2 _ 2 0.
3 _ 3 0 2 1
B = B;+B;—-B;—B;.

re(0;2 = CPR(;0;2;)+CFR(:0;21;) +CZR(1;0;2;)

+C¥R(1;,0;21;),

desta mesma forma:

0O
N
Il

1 0.
Ce —Cs

2 2 0.
c? = c2-cf;

— 3 0 2 1
c = ci+c?-ci-ct.

(1,00 = DYR(;1;0;)+DfR(:1:0,1;)+DZR(1;1;0;;)

+DIR(1;1;0.1;),

108

(A.8)

(A.9)

(A.10)
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analogamente:

1 0.
D¢ —Ds
2 0.
De —Dg ;

3 0 2 1

re(2:0) = EPR(:2;0:)+EFR(;2:0,1;)+EZR(L;2;,0;)

+EZR(1;2,01;),

e de maneira similar:
1/
Eg
2/
E¢

/

E¢

1 0.
Ef —E¢
2 0.
Ef —E¢

3 0 2 1

109

(A.11)

Para encontrar o valor de cada uma dessas constantesmesipanesmo procedimento.

Por exemplo na eq. (5.12), a probabilidade do par que erezsrtno estadB(1;2) passar
para o estad&1(2;2) é dada porr(1—3), i.e., a probabilidader do primeiro elemento do
par passar do estado 1 para o estado 2 vezes a probabi(itlad®) do elemento que estava

em 2 permanecer neste mesmo estado. Desta forma, deterosioaralor da constantag:

Go=a(1-pB).

Com este mesmo raciocinio, determinamos as outras coestaeq. (5.12):

Fo=0a2 ; Ho=(1-B)a ; Jo=(1-p)%.
De maneira similar, obtemos todas as outras constantegjgda®el 1-5.4):

J=(1-P)B ; Hg=aBf ; Cg=(1-2)1-B) ; Cg=(1-N)(1-p)(1-B);

(A.12)
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CB=(1-A)(1-p)1-B) ; C§=(1-N)(A-p*1-B) ; BY=(1-A)(1-p)a;
Bg=(1-A)(1-p?a ; Bj=(1-A)(1-p?a ; Bi=(1-A)(1-ppa;
$=B(1-B) ; Gr=0af ; Ef=(1-B)1-A) ; EE=(1-B)1-A)(1-p);
E?=(1-B)(1-M)(1-p) ; E}=(1-B)(1-A)1-p)? ; DIi=a(l-A)(1-p);
Di=a(1-A)(1-p? ; Di=a(l-A)(1-p? ; Di=a(l-A)(1-p).

N&o é dificil perceber que para cada uma das constantes (& ¥h). existe uma constante
exatamente analoga na eq. (5.10), como ja previsto anteite na eq. (5.17). Esta equiva-
Iéncia também ocorre entre os pares de equacdes (5.5-5663-6.9). Continuando com o

processo de determinacdo das constantes das equacOateseqtee ndo se tornaram redun-
dantes, temos ainda:

He=(1—-a)(1-B) ; Fe=a(l—-a) ; E3=(1-B)(1-(1-A)(1-p)?) ;
EZ=(1-B)1-(1-2)1-p) ; E=(1-B)(1-(1-A)(1-p) ; E=(1-B)A;
D=a(1-(1-A)(1-p) ; Di=a(1l-(1-A)(1-p)?);
D2=a(1-(1-A)(1-p?) ; DZ=a(1—-(1-A)(1-p)®);

Fi=(1-0a)® ; D3=(1-0a)(1-(1-A)(1-p)) ; Dz=(1-a)(1-(1-2)(1-p)?);
DZ=(1—a)(1-(1-A)(1-p)?) ; D3=(1—a)(1—(1-A)(1-p)3);
Bi=(1-a)1-(1-2)(1-p) ; Bj=(1-a)(1-(1-A)1-p)?);
B2=(1-0a)(1-(1-A)(1-p)?) ; BE=(1—a)(1—(1-A)(1—p)) ;

=A%  A=A1-(1-2)1-p) 0 AA=A(1-(1-2)1-p);
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AA=A(1-(1-A)(1-p) ; Aj=2A(1-(1-X)(1-p));

A=A (1-(1-2)1-p)?) ; A=(1-(1-A)(1-p))?;
Ai=(1-(1-2)(1-p)* ; AA=(1-(1-2)(1-p)*;

A= (1-(1-)(A-pP)° § A=A (1-(1-N)(1-p)?);
Al=(1-(1-21)1-p)(1-1-2)(1-p)?);
AP=(1-1-2)(1-p)(1-1-2)(1-p?);
AP=(1-1-1)1-p)(1-1-2)1-p)?);

A= (1-(1-2)(1-p) (1-(1-N)(2-p)?) : A= (1-(1-A)(1-p?)*;
Gz3=p(l-a) ; C{=BA ; Ci=B(1-(1-A)(1-p));
Ci=B(1-(1-M)(1-p) ; CG=B(1-(1-N)(1-p?);
DI=(1-a)(1-A)1-p) ; Di=(1-a)(1-A)(1-p)?;
Di=(1-a)(1-A)(1-p? ; DI=(1-a)1-A)(1-p)°;

A=A(1-2) 1 AA=A(1-2)1-p) ; AA=A(1-A)(1-p);
A=1-2)1-1-A)1-p) ; AA=1-21)1-1-2)1-p);
AR=A1-1)1-p? ; AB=1-1-)IA-p)[1-2)1-p);
Al=(1-(1-2)1-p)21-2)1-p) ; AA=(1-(1-2)(1-p)(1-2)(1-p);

A=1-1-1)1-p)A-M)1-p) ; AP=(1-2)1-1-1)1-p)?);
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A =(1-(1-2)1-p)(1-A)1-p?;

AP =(1-(1-2)1-p)2-2)(1-p)?;

AP=(1-(1-2)(1-p?) (1-A)(1-p);

At =(1-(1-MH(A-p?) 1-2)1-p)

AP =(1-(1-2)(1-p?) (1-2)(1-p)?

h=pB%2; Ed=B(1-2A) ; E}=B1-A)1-p) ; E}F=B(1-A)(1-p);
Ef=B1-M)(1-p)? ; CP=PB(1-A) ; C=B1A-1)(1-p);
C2=B(1-A)(1-p) ; CG=B(L-A)(1-p?;

A=(1-2) ; A=(1-2)1-p) ; AA=(1-2)%1-p);
Al=(1-2)1-p) ; Al=(1-2)1-p) ; A3=(1-1)*(1-p)?;
AS=(1-2)2(1-p? ; Al=(1-1)21-p? ; AB=(1-2)X1-p)?;
Al=(1-2)21-p? ; A°=(1-2)*1-p)?® ; Al =(1-2)*(1-p)%;
AP =(1-2)1-p?° ; AP=(1-2)1-p° ; A*=(1-2)%(1-p)%;
AP =(1-2)*(1-p)*.

Utilizando-nos agora de um pouco de algebra, podemos detarms coeficientes das

egs. (A.7-A.11):
B =—pa(l-A)(1-p) ; Bf=—pa(l-A)(1-p) ; B =pPa(l-A)(1-p);
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C§ =—p(1-A)(1-B) ; C§=—p(l-A)(1-B) ; C§f =p*(1-A)(1-B);
D¢ =pa(1-A)(1-p) ; DZ=pa(l-A)(1-p) ; D§ =—p?a(l-A)(1-p);
E¥ =p(1-A)(1-B) ; EZ=p(1-A)(1-B) ; EF =—p*(1-A)(1-B);
Dy =p(1-a)(1-A)(1-p) ; DF =p(l—a)(1-A)(1-p);
DS = -—p?(1-a)(1-A)(1-p) ; B =pl-a)(1-A)(1-p);
Bf =p(l-a)(1-A)(1-p) ; B} =—p*(1-a)(1-A)(1-p);
A =pA(1-A) 5 AA=pA(1-A) ; AS=pA(1-A);
AT =pA(L=2) 5 A =—pPA(1-A) ; Af=p*(1-2)%;
AL =pPP(1-2)2 5 AE=pP(1-2)2 ; AY =pP(1-2)%
A =—pPA(1-A) 5 AP =—pd(1-2)2 5 AP = —p¥(1-2)2;
AR =—pd(1-2)2 ; A =-p%(1-2)% ; AS =pH1-2)?;
D = —p(1—-a)(1-A)(1-p) ; D =—p(l—a)(l-A)(1-p);
DI = p*(1—-a)(1-A)(1-p) ; C§ =pB(1-A);
CI=pB(1-A) ; Cf=-p2B(1-A);
A =p(1-A) ; AZ=p(1-2)? ; AT=-pA(1-A);
AY=—pA(1-A) ; Af=—p2(1-2)% ; AS=—pX1-A)%;

Al =—pP(1-2)2 ; AS=-p2(1-2)? ; A =-pA(1-A)%;
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A%Uzpz)\(l—)\) : A%l’:pS(l_)\>2 : A%Z:pS(l_)\)Z;
13 _ p3(1_/\)2 : A%4’ _ pS(l_A)Z ; A}LS/ _ —p4(1—)\)2;
Ef =—p(1-2)B ; Ef =—p(1-2)B ; Ef =p*(1-A)B;

Cl=-—pl-MB ; CZ=-p(1-A)B : Cf =p*(1-M)B;

/

—p(1-A)? ; A? =

!

Al = —p(1-2)2 ; A¥ =—pA(1-A);

/

Al =-p(1-2)? ; AY =p?(1-2)2 ; AY =p*(1-2)?;

Al =p?(1-A)2 i AY =p*(1-A)2 ; AY =pA1-A)%;
AT =pAL-2) o AT =-pUL-A) 0 AP =-pP(1-A)%
AR =—p}(1-2)2 ; A =-p}(1-2)2 ; A =pi(1-2)2.

Para deixar explicito apenas os parametros do modelout@pjtapenas substituimos todos
estes coeficientes acima nas equacoes que os definem (B)4-%54.7-A.11), obtendo-se deste
modo:

R(0;0) ~ |[R(0;0R(0)*~2R(0;0AR(0)*+R(0;0A%R(0)*~ 4pR(0;0R(0; DR (0)°
+8pR(0;0)R(0; )R (0)°A —4pR(0;0)R(0; )R (0)°A?
+6p°R(0;1)°R(0;0)R(0)* — 12p°R(0; 1)°R (0; O)R(0)*A
+6p°R(0;1)°R(0;0)R(0)°A% — 4p°R(0; 1)°R(0; 0)R(0) +8p°R(0; 1)°R(0; )R (0)A
—4p°R(0;1)°R(0;0)R(0)A% + p*R(0; O)R(0; 1)* — 2p*R (0; O)R(0; 1)*A
+p*R(0;0)R(0;1)*A%+ 2BR(0)2R(0)* — 2BAR(0)2R(0)*
—4R(0)2pR(0; YR(0)°B+4R(0)2pR(0; R (0)°A B
+2p°BR(0;1)°R(0)2R <> —2p°BR(0;1)°R(0)2R(0)°A

+BR(2;2)R 0)4] (A.13)




R.1(0;1)

R:1(0;2)

Q
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~ |R(0: )R (0)*aA p— 2pR(0;0)R(0; R(0)° — 4PR(0; OR(0; R (0)*A?
+6pR(0;0)R(0; DR (0)°A — 2R(0; 1)°p°R(0)* + 2R(0; 1)*pR(0)°
—p’BR(0;1)%R(0;2)R(0)°A + p*aR(0;1)°R(0)* + p*aR(0;1)°R(0)°A
—2R(0;1)?paR(0)° — 2R(0;1)*p*aR(0)°A + p°R(0; 1)°R(0)?
+2R(0;1)%paR(0)*A +2R(0;2)pR(0; 1)R(0)A B — BAR(0;2)R(0)*
—2R(0;2)pR(0; DR(0)°B +5p°R(0; 1)°R(0; O)R(0)?
+6p°R(0;1)°R(0;0)R(0)°A* — 11p°R(0; 1)°R(0; 0)R(0)°A
—4p°R(0;1)°R(0;0)R(0) — 4p°R(0; 1)°R(0; O)R(0)A?

+R(0; DR(0)*p+R(0; DR(0)*A +R(0; DR(0)*a
+p*BR(0;1)°R(0;2)R(0)*— p*R(0;1)°R(0)*— R(0; )R(0)*
+R(0;0A%R(0)* — p?aR(0;1)3R(0)?A + aBR(2;1)R(0)*
—2p*R(0;0R(0;1)*A + p*R(0;0)R(0;1)%A2

+p*R(0;0)R(0;1)* —R(0; )R(0)*ap—R(0; )R(0)*Ap
+8p°R(0;1)°R(0;0)R(0)A + p?R(0;1)3R(0)%A — p°R(0;1)3R(0)%A
+2R(0;1)?p*aR(0)° - p*aR(0;1)°R(0)* — BR(2; YR(0)*
—R(0;0AR(0)*— 2R(0;1)%pR(0)3A + 2R (0; 1)*p?R (0)A

~R(0; )R(0)*aA

1 .
o (A.14)

~R(0;2R(0)28 - p*aR(0;1)* ~R(0;2)R(0)%A +R(0; DR (0)%a
+2R(0;2)pR(0; )R(0)A —2R(0;2)pR(0; 1)R(0)A B+ 2R (0;2)pR(0; )R (0)B
—2R(0;2)pR(0; )R (0) — 2R (0; 1)?paR(0) — 2R (0; 1)*p*aR (0)A
+2R(0;2)?paR(0)A — p?BR(0;1)?R(0;2) + p?BR(0; 1)%R(0;2)A
+p%aR(0;1)°+ p?R(0;2)R(0; 1) — B2R(2;2)R(0)?
+R(0;1)R(0)2aA p— p?R(0;2)R(0;1)2A — p?aR(0;1)3A
+p°aR(0;1)°A + aBR(2; )R(0)*+ BAR(0;2R(0)?
+2R(0; l>2pzaFi( ) —R(0; ) (0)? a)\ R(0;)R(0)%ap
+R(0;2)R(0)?+ BR(2;2)R(0)? (A.15)

2)pR(
2)pR(
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R:1(1;1) ~ |2R(0;1)R(0)*aAp—4pR(0;0)R(0;1)R(0)%A%+4pR(0;0)R(0; 1)R(0)3A
—4R(0;2)?p°R(0)° + 4R (0; 1)*pR(0)° + 2p*aR(0; 1) °R(0)?
+2p%aR(0;1)3R(0)%A — 4R (0;1)?paR(0)3 — 4R (0;1)%p?aR (0)3A
+4R(0;1)?paR(0)3) +4p?R(0;1)?R(0;0)R(0)? + 6p>R(0; 1)°R(0; 0)R(0)2A 2
—4p°R(0;1)°R(0; O)R(0) — 4p°R(0; 1)°R(0;0)R(0)A*
+8p°R(0;1)°R(0;0)R(0)A +R(1;)R(0)*+R(1;1)R(0)*a? — 2R (1;1)R(0)*a
+2p°R(0;1)°R(0)2+ 2R (0; )R (0)*p+ 2R (0; 1R (0)*A
—2p%aR(0;1)3R(0)2A —2p*R(0;0)R(0; 1)*A
+p*R(0;0)R(0;1)*A% + p*R(0;0R(0; 1)* — 2R(0; YR(0)*ap
—2R(0; )R (0)*A p+2p?R(0;1)°R(0)2A —2p3R(0;1)3R(0)%A
+4R(0;1)?p?aR(0)3—2p3aR(0;1)3R(0)% — 4R (0;1)?pR(0)3A
~10p°R(0; 1)?R(0; 0)R(0)%A — 2p°R(0;1)*R(0)* + R(0; 0)A*R(0)*

+4R(0;:)2PR(01A ~2R(O:DR(0)*aA | g

0
0

(A.16)

Ri(Ld ~ —|-p'aR(0;1)°~R(0;2R(0)%A - R(Z1R(0?+R(2 R(0)’a
—R(1;)R(0)%a +R(1; YR(0)*a®+2R(0;2)pR(0; )R (0)A
—2R(0;2)pR(0; )R (0)A B + 2R (0;2)pR(0; )R (0) B — 2R (0;2) pR(0; )R (0)
—2R(0;1)?paR(0) — 2R (0; 1)*p*aR(0)A + 2R (0; 1)*paR (0)A
—P*BR(0;1)%R(0;2) + p°BR(0; 1)°R(0; A + p°aR(0;1)°
+p°R(0;2)R(0;1)°+R(0; YR(0)’aA p— p°R(0;2R(0;1)°A
—p?aR(0;1)3) + p2aR(0;1)3°A — aBR(2;1)R(0)?
+BAR(0;2R(0)*+2R(0; 1)°p’aR (0) — R(0; )R (0)?aA

—R(0; DR (0)*ap+BR(2;)R(0)? A(02 (A.17)
R:1(2,2) ~ a®R(1;1)+2aR(2;1) —2aBR(2;1) +R(2;2) —2BR(2;2)
+B°R(2;2). (A.18)

Como queriamos mostrar.
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