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RESUMO

Um nimero crescente de trabalhos tedricos e experimentais tem investigado variados
aspectos da formacao de padrdes de interface em fluidos confinados na célula de Hele-Shaw
girante. Entretanto, apenas uma pequena parte desses trabalhos considera a influéncia da forca
de Coriolis. Estudos que incluem o efeito da forca de Coriolis estdo em sua maioria restritos
ao limite de alto contraste de viscosidade (fluido viscoso em contato com fluido de viscosidade
desprezivel), restringindo-se a aspectos puramente lineares (estudo analitico), ou a estdgios
extremante avangados da dindmica (por meio de complicadas simulagdes numéricas). Neste
trabalho, abordamos o problema analiticamente, através de uma teoria de modos acoplados.
Usamos uma lei de Darcy modificada, onde o efeito Coriolis € introduzido em sua forma ex-
ata na equacgdo de Navier-Stokes. Sem impor nenhuma restri¢do ao contraste de viscosidade
A (diferenca de viscosidade adimensional), vamos além do estdgio puramente linear, e exam-
inamos a acdo de efeitos ndo-lineares na formacdo dos padrdes de interface. Os resultados
indicam que quando o efeito Coriolis é levado em conta, surge uma interessante relacdo entre
o nimero de Reynolds Re e o contraste de viscosidade A. Tal inter-relagdo proporciona im-
portantes mudancas na estabilidade e nas caracteristicas morfoldgicas dos padrdes formados.
Finalmente, comparamos nossa abordagem de modos acoplados com outros modelos tedricos

J& propostos na literatura.

Palavras-chave: Formacdo de padrdes, for¢ca de Coriolis, célula de Hele-Shaw girante.
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ABSTRACT

A growing number of experimental and theoretical works has been addressing various
aspects of the viscous fingering formation in rotating Hele-Shaw cells. However, only a few of
them consider the influence of Coriolis forces. The studies including Coriolis effects are mostly
restricted to the high viscosity contrast limit, and rely either on purely linear stability analyses
or intensive numerical simulations. We approach the problem analytically, and use a modified
Darcy’s law including the exact form of the Coriolis effects to execute a mode-coupling analysis
of the system. By imposing no restrictions on the viscosity contrast A (dimensionless viscosity
difference) we go beyond linear stages, and examine the onset of nonlinearities. Our results
indicate that when Coriolis effects are taken into account, an interesting interplay between
the Reynolds number Re and A arises. This leads to important changes in the stability and
morphological features of the emerging interfacial patterns. We contrast our mode coupling

approach with previous theoretical models proposed in the literature.

Keywords: Pattern formation, Coriolis force, rotating Hele-Shaw cell.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 O PROBLEMA DE SAFFMAN-TAYLOR

Naio € dificil saber por que a natureza promove curiosidade e fascinio em cientistas e leigos.
Com grande exuberancia em suas formas e cores, 0 mundo natural gera ricos padroes geométri-
cos de extrema complexidade e de grande importancia em aplicagdes tecnoldgicas [1, 2, 3]. No
nivel prético, existem diversas aplica¢des que vao da extracdo de petréleo em pocos, ao cresci-
mento de superficies e agregacao de particulas coloidais. Neste contexto, focalizaremos 0 nosso
estudo num problema muito peculiar da hidrodindmica: o problema de Saffman-Taylor.

A anadlise do fluxo de um fluido viscoso em trés dimensoes € bastante dificil, e em muitos
casos, impossivel de se tratar analiticamente. O movimento de um fluido viscoso € extrema-
mente complexo e uma visao precisa do que ocorre em seu interior € ainda um tanto obscura.
Entretanto, pouco antes da virada do século XX o engenheiro naval inglés Henry S. Hele-Shaw
criou uma maneira de simplificar o fluxo tridimensional, confinando o fluido em uma fina ca-
mada, a chamada célula de Hele-Shaw [4, 5]. A célula de Hele-Shaw consiste de duas placas
de vidro planas e paralelas, separadas por um espago estreito entre elas, permitindo que o flu-
ido escoe no seu interior (veja Fig 1.1(a)). Hele-Shaw estava interessado em estudar o fluxo
de dgua ao redor do casco de navios, e através de seu dispositivo foi possivel abordar mais
quantitativamente tal problema de mecanica de fluidos.

Até a metade do século passado, o dispositivo era meramente usado como uma forma con-
veniente de observar o fluxo de um fluido confinado espacialmente. Foi entdo que, por volta
de 1956, Sir Geoffrey Taylor, renomado fisico britanico por seus trabalhos em dinidmica de
fluidos, e Philip G. Saffman, da Universidade de Cambridge, reconheceram que a célula de
Hele-Shaw poderia ser usada para modelar um importante problema de fluxo na inddstria de
extragdo de petréleo. E comum em regides petroliferas o 6leo ficar preso em materiais porosos,
impedindo o bombeamento direto do 6leo para fora, como ¢ feito normalmente em um poco de
petréleo. Uma solugdo é bombear d4gua no meio poroso para forcar o 6leo a formar um pogo,
para entdo, recuperar o petréleo bombeando-o diretamente. Em pouco tempo descobriram

que esta solu¢do podia ser um pouco frustrante quando a dgua se propagava de maneira nio-
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trivial, deixando grande quantidade de petrdleo para tras. Este problema tornava a recuperagao
do petrdleo bastante ineficiente. Saffman e Taylor visualizaram o problema de uma maneira
mais geral, perguntando-se como dois fluidos se comportariam quando um deles (como a dgua)
com baixa viscosidade “empurra” outro de viscosidade elevada (como 6leo). Em sua anélise,
Saffman e Taylor encontraram que a interface entre os fluidos pode se tornar instavel, formando

os chamados dedos viscosos (veja Fig 1.1(b)).

Menos viscoso

G
2

(b)

Figura 1.1 Diagrama esquematico da célula de Hele-Shaw em (a) e da instabilidade de Saffman-Taylor
em (b).

Os primeiros experimentos realizados por Saffman e Taylor em 1958 foram realizados numa
célula de Hele-Shaw muito estreita, assemelhando-se a um canal (ver Figs. 1.2), preenchida de
um lado com o fluido de baixa viscosidade e do outro lado com o fluido de viscosidade muito
mais elevada. Quando o fluido menos viscoso era lentamente for¢cado contra o fluido mais
viscoso, a interface ndo perturbada (linha reta) entre eles se movia lentamente e permanecia
inalterada. Entretanto, quando a velocidade da interface excedia um certo valor critico, a in-
terface tornava-se instdvel, quebrando-se em forma de “dedos” que se tornavam cada vez mais
acentuados com o tempo. A interface logo se assemelha a uma luva: dedos do fluido menos
viscoso invadindo o fluido mais viscoso. A instabilidade da interface e o crescimento dos de-
dos se originam da diferenca entre as viscosidades dos dois fluidos, que neste experimento era
maxima. Por outro lado, a tensdo superficial se opde a instabilidade, pois tenta reduzir a drea da
superficie entre os fluidos. Mesmo assim, os dedos serdo formados se a interface propagar-se
répida o suficiente. Exemplos tipicos de dedos sdo mostrados nas Figs. 1.2 .

Saffman e Taylor também verificaram a aparéncia dos dedos formados em canal estreito

vertical sob a acdo da gravidade. Usando o ar como o fluido menos viscoso e glicerina como
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0 mais viscoso, eles injetaram ar no topo da célula contra a glicerina que estava em baixo na
célula. A velocidade da interface entre o ar e a glicerina era suficiente para a superficie entre
os fluidos se tornasse instavel, gerando “dedos viscosos” de ar que penetravam na glicerina.
Surpreendentemente, apenas um dedo dominava a dindmica, enquanto os outros eram deixados
para tras, definindo um estado estaciondrio para o problema. Nao menos surpreendente, tam-
bém verificou-se que a largura do dedo dominante eventualmente era a metade da largura do

estreito canal.

(a) (c)

Figura 1.2 A elevada diferenca de viscosidade entre os fluidos e a largura estreita do canal fazem com
que apenas trés dedos compitam entre si, até que um sé exista. Partes (a), (b) e (c) representam tempos
sucessivos do mesmo experimento.

Quando a natureza instdvel da interface foi finalmente verificada por Saffman e Taylor, o
fluxo na célula de Hele-Shaw tornou-se popular e atraiu muita aten¢do de pesquisadores para
este novo problema. Analisando grande variedade de fluidos, estudiosos descobriram que a in-
terface instdvel dd origem a vdrias formas surpreendentes. Atualmente a célula de Hele-Shaw é
vista como um dispositivo elegante para estudar formagdo de padrdes na interface, como a ger-
ada pela instabilidade de Saffman-Taylor. Experimentos e teoria focalizaram majoritariamente
em dois tipos basicos de geometria da célula de Hele-Shaw: a retangular [6] e a radial [7].
Outras geometrias também foram analisadas recentemente como as células esférica, cilindrica
e cOnica por Miranda e colaboradores [8, 9, 10, 11, 12].

Atualmente, a célula de Hele-Shaw retangular € usada com larguras maiores do que aque-
las usadas por Saffman-Taylor, e fluido menos viscoso € injetado contra o mais viscoso. A
evolucdo inicial da interface na célula retangular segue as predi¢des tedricas da estabilidade
linear [6, 13, 14]. Por outro lado, quando surgem as primeiras deformagdes na superficie entre
os fluidos, os modos instaveis crescem e se tornam acoplados no regime fracamente nao-linear
da evolucao temporal. E finalmente, quando o sistema se encontra em estdgios mais avangados
e complicados da dindmica, caracterizado pela estrutura de dedos, os efeitos ndo-lineares sdao

dominantes. Na instabilidade de Saffman-Taylor, inicialmente ocorre a formacao na interface
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Figura 1.3 Trés momentos da evolugdo tipica da interface entre ar (em branco) e 6leo (em cinza) na
célula de Hele-Shaw retangular. Simulagd@o proporcionada por E. Pauné, M Siegel e J. Casademunt

de uma pequena ondulagdo, provocando um aumento do gradiente de pressdo e da velocidade
local na interface. Como a velocidade de um ponto na interface € proporcional ao gradiente
de pressdo local (veremos isso mais adiante), os dedos dominantes (‘“fastest growing mode”)
crescem mais rapido do que os outros, suprimindo o crescimento dos dedos menores na sua
vizinhanca, dando origem a uma competicdo entre eles. Por outro lado, o efeito da tensdo su-
perficial tende a reduzir a pressdo nas regides muito curvadas da interface, e entdo os dedos
menores e mais finos sdo forcados para trds. O resultado € a formacdo de estrutura de dedos
como mostrados nas Fig. 1.3. Entretanto, quando a diferenca entre as viscosidades dos fluidos
¢ maxima e a célula de Hele-Shaw muito estreita (canal fino), a competicao entre os dedos vis-
cosos gera a estrutura de apenas um dedo, chegando, entdo, ao estdgio estaciondrio da dindmica
(Fig. 1.2).

1.2 EQUACOES BASICAS

O objetivo principal desta secdo € apresentar a lei de Darcy e discutir as condi¢bes de
contorno usuais para a célula de Hele-Shaw. A lei de Darcy € a peca principal desta dissertacao,
e estaremos mais tarde introduzindo importantes modifica¢des nesta lei, obtendo assim uma lei
de Darcy generalizada. Portanto, para nossa andlise fracamente ndo-linear, a lei de Darcy
sempre € o principal ponto de partida.

Em 1856, Henry Darcy investigou o fluxo de dgua em filtros de areia verticais e homogé-
neos usados para filtrar a 4gua nas fontes publicas da cidade de Dijon, Franca [15]. A lei de
Darcy foi primeiro apresentada como uma relagdo empirica baseada nos experimentos de fluxos

estdveis em coluna vertical de areia. Foi descoberto empiricamente que a velocidade do fluxo



1.2 EQUACOES BASICAS 5

era proporcional aos gradientes de pressdo aos quais o fluido estava submetido. A versao efe-
tivamente bidimensional do problema original de Darcy parece ser particularmente acessivel e
pode ser estudada experimentalmente usando a célula de Hele-Shaw. Curiosamente, a célula
de Hele-Shaw tem um comportamento que pode ser descrito pelo mesmo conjunto de equagdes

que descrevem o fluxo bidimensional no meio poroso [13, 14].

1.2.1 A lei de Darcy

Considere o movimento de dois fluidos imisciveis no espaco estreito b na célula de Hele-
Shaw retangular, como mostrado na Fig 1.4. Vamos assumir que b € o menor comprimento
existente e, portanto, o sistema pode ser considerado efetivamente bidimensional. A pressao é
aplicada nas extremidades, empurrando o fluido 1 (menos viscoso) no fluido 2 (mais viscoso).

A célula tem uma largura L e o fluxo efetivamente bidimensional acontece no plano x — y.

Z

y Fluido 2

Fluido 1

Figura 1.4 Representacio esquemadtica da interface fluido-fluido na célula de Hele-Shaw horizontal.
A conservacao de massa dos fluidos € expressa pela equacao da continuidade [17]

8 .
ait’+V-(p,-uj):0, (1.1)

onde u; denota a velocidade tridimensional e p; a densidade para os fluidos j = 1,2. Vamos
considerar que fluidos sdo incompressiveis, ou seja, p; ndo varia na posi¢do nem no tempo.

Neste caso, a equagdo da continuidade implica em
V.u;=0. (1.2)

O movimento dos dois fluidos e também da interface entre eles € descrito pela equacgdo de

Navier-Stokes [16, 17], que nada mais € do que a segunda lei de Newton aplicada aos fluidos.
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Se representarmos du ;/dt como a aceleragio de um elemento de fluido que se move no espago,
a lei de Newton torna-se
du;
J_
ij—fpj—Fij, (1.3)
onde f,; e f,; representam respectivamente as forcas provenientes da pressdo hidrodinamica
e estresses viscosos normalizadas pela unidade de volume. A forca que atua em um dado

elemento de superficie ds, exercida pela pressdo pj, € dada por p;n ds. Desta forma, a forca

total proveniente da pressao hidrodindmica é [16]

—/pjﬁds:—/ijdv, (1.4)
S Vv

onde usamos o teorema da divergéncia para uma funcdo escalar (o sinal negativo surge por
conta de # apontar para fora de S). Temos, assim, que a contribui¢do da pressdo, normal-
izada pela unidade de volume, que atua no fluido € f,, = —Vp;. Por outro lado, as forgas
viscosas sdo conseqiiéncia de uma "fric¢do interna"devida a resisténcia a deformagdo do flu-
ido em movimento. Tal for¢a depende do tensor de estresses viscosos T j, sendo dada por
f,, = V.T; [16, 17]. Os estresses viscosos estdo relacionados com a velocidade do fluido

através da relacdo constitutiva, que para fluidos incompressiveis € [17]
T;=mn;[Vu;+(Vu,)"], (1.5)

onde 1; representa a viscosidade do fluido j = 1,2. Reescrevendo a aceleragio na Eq. (1.3) e

calculando o divergente da Eq. (1.5), obtemos

du;
Pj {a—t’ + (uj'V)“j} = —Vp;+n;V?u;. (1.6)

O primeiro termo do lado direito na Eq. (1.6) é a for¢a provocada pelo gradiente de pressao,
ja o segundo termo provém das forcas de atrito entre os elementos do fluido e é proporcional
a viscosidade. A inclusdo de outras forgas eventualmente experimentadas pelos fluidos (gra-
vitacionais, magnética, centrifuga, etc.) contribuem com termos adicionais no lado direito da
Eq. (1.6).

Podemos obter a lei de Darcy a partir das Egs. (1.2) e (1.6). Primeiro, vamos considerar que
0 espacamento b entre as placas € pequeno suficiente para que o fluxo na célula de Hele-Shaw

seja completamente determinado pelo balango entre as forgas viscosas e da pressdo. Portanto,
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para fluxos em que os valores para a velocidade do fluxo sejam pequenos, os termos inerciais
[du;/dt + (u;-V)u;] podem ser desprezados. Para este fluxo, como o fluido ¢ incompressivel
€ 0 espago entre as placas € muito pequeno, assumimos que na Eq. (1.6), u; varia mais intensa-
mente com z do que x e y, considerando ainda que a pressao € aproximadamente constante na
direcdo 2. Sob estas condi¢des, obtemos a equacdo de Navier-Stokes para as componentes da

velocidade u jy € ujy:

82qu apj
T2 = o (17
) 92 d
dTuy  opj
771 azz - ay 9 (18)

onde uj, = 0, pois p; € independente de z.

Para resolvermos as Egs. (1.7) e (1.8), assumimos a condicao de nao deslizamento do flu-
ido nas paredes das placas (“no-slip boundary condition”), ou seja, o liquido fica “preso” nas
paredes solidas e entdo a velocidade se anula nas placas: u; =0em z=0e z=b. Entlo, a

solugdo para as Eqgs. (1.7) e (1.8) pode ser escrita numa forma mais compacta

1
n;u;(x,y,2) =§Z(Z—b)VPj(x,y)- (1.9)

Como agora a velocidade é quadratica em z, o perfil de velocidade € denominado “parabdlico”.

Calculando a média transversal da Eq. (1.9) com relacdo a coordenada z, definida por

1 rb
Vi) =5 [ wenad (110)

obtemos a equacdo para velocidade média (efetivamente bidimensional) dos fluidos

b2

Yi= T,

Vpj, (1.11)
a chamada lei de Darcy. Note que v; = v;(x,y) e p; = p;j(x,y) sdo respectivamente as médias
da velocidade e da pressao com relacdo a z.

Nesta dissertagdo, vamos apenas considerar fluxos irrotacionais, ou seja, o0 movimento dos
fluidos estdo totalmente livres da vorticidade. Entretanto, em dindmica de fluidos um fluxo pode
ser considerado irrotacional, mas ainda apresentar pequena vorticidade ndo nula em regides
finitas e localizadas. O dominio rotacional é de baixa dimensionalidade e muitas vezes restrito

apenas a uma “folha de vorticidade” (ou, “vortex-sheet”). Para o fluxo na célula de Hele-Shaw,
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a regido de vorticidade nao nula surge da descontinuidade da velocidade tangencial entre os
fluidos, existindo apenas na fina interface entre os fluidos. Veremos mais adiante (capitulo 3)
que este € o ponto de partida para o método “vortex-sheet”. Portanto, como aqui nosso fluxo é

irrotacional, temos que

Vxvj=0. (1.12)

Podemos agora escrever a velocidade como o gradiente de um potencial escalar, dado por
v, =-Vo¢,, (1.13)

onde ¢; representa o potencial de velocidade para cada fluido.
Substituindo a equacao (1.13) na (1.11) e integrando, obtemos a lei de Darcy para os poten-
ciais de velocidade 2
¢j:Tij~ (1.14)
Usando ainda a condicdo de incompressibilidade para os dois fluidos dada pela Eq. (1.2), con-

cluimos que o potencial de velocidade satisfaz a equagdo de Laplace
V2¢; =0. (1.15)

A primeira vista, solucionar a equacio de Laplace (1.15) parece ser muito simples. Entretanto,
este ndo € bem o caso para o problema em questdo. A dificuldade de resolver a equacdo de
Laplace esta na existéncia de uma interface que se move com o tempo, e envolve uma forma
funcional desconhecida. Este é o chamado “free boundary problem” que, em geral, ndo é
possivel resolver analiticamente para uma forma fechada. O problema € especificado por duas
condic¢des de contorno na interface, e serd o tema da proxima se¢ao.

Podemos agora usar a lei de Darcy (1.11) para melhor compreender a origem fisica da insta-
bilidade de Saffman-Taylor. Para simplificar a discussdo vamos nos concentrar na situacdo em
que a diferenca de viscosidade entre os dois fluidos é muito grande (1, > 1n1). Ao injetarmos o
fluido 1 (menos viscoso) no fluido 2 (mais viscoso) a interface torna-se instdvel. Porém, se in-
vertermos o sentido do fluxo, ou seja, se injetarmos o fluido mais viscoso contra o fluido menos
viscoso, obteremos uma situagdo estdvel para a instabilidade de Saffman-Taylor. A primeira
vista, tal situacdo pode causar um certo espanto, visto que a Unica diferenca entre estes dois

casos descritos € o sentido do fluxo. Analisando de maneira cuidadosa a lei de Darcy (1.11) e
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lembrando que os fluidos sdo incompressiveis, podemos concluir que o campo de pressdo tam-
bém obedece a equacdo de Laplace. Desta forma, o fluxo da origem a um gradiente de pressao
intenso no fluido mais viscoso (fluido 2), enquanto que o gradiente de pressao no fluido menos
viscoso (fluido 1) € muito menos intenso. Na verdade, o campo de pressdao no fluido menos
viscoso pode ser considerado como aproximadamente constante (note que na Eq. (1.11) Vp; é
proporcional a 17;). Conseqiientemente, quando o fluido mais viscoso desloca 0 menos viscoso,
uma dada perturbacio na interface tende a aumentar (ja que no fluido mais viscoso o gradiente
de pressdo aumenta), levando a instabilidade da interface. Por outro lado, quando o fluido mais
viscoso empurra o fluido menos viscoso, a perturbagcdo encontra uma espécie de “barreira” que
se opde a instabilidade. Tal oposi¢do a instabilidade € provocada pela auséncia de um gradi-
ente de pressdo (pressdo constante) no fluido menos viscoso, resultando assim numa situacio

estavel para o problema de Saffman-Taylor.

1.2.2 Condicoes de contorno na interface

Para completar a descricdo da lei de Darcy, € necessdrio obter as condi¢cdes de contorno na

interface entre dois fluidos imisciveis [19, 20]:
(i) A condi¢do de contorno para diferenca de pressao.

A descontinuidade da pressdo hidrodindmica entre dois fluidos imisciveis € provocada pela
tensdo superficial entre os fluidos e pela forma nao-trivial da interface. A tensdo superficial
reflete as forcas microscopicas entre os atomos € moléculas na interface [18]. No equilibrio, a
pressdo no sistema € uniforme, mas a existéncia de gradientes de pressdo indica que o sistema
ndo estd em equilibrio. Deste modo, para o avango da interface deve existir uma diferenca de
pressdo entre os fluidos. Esta diferenca de pressao na interface é devido a tensdo superficial ¢

e a curvatura da superficie entre os fluidos «x:

(p1—p2) = 0ok (1.16)
A Eq. (1.16) expressa a condic@o de contorno para pressao na interface fluido-fluido.

(i) A condic¢do de contorno cinemética

O movimento da interface € acoplado com o movimento dos fluidos como um todo. Este
acoplamento € expresso pelo fato de que a derivada temporal da posicao da interface € equi-

valente as velocidades dos fluidos na interface, definindo assim a condi¢do de contorno ci-
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nemdtica. Ou seja, a condicdo cinemdtica nada mais é do que a continuidade da componente

normal da velocidade através da interface
ﬁ'Vlzﬁ'Vz, (1.17)
onde v; € dado pela Lei de Darcy Eq. (1.11) e i denota o vetor normal unitdrio a interface.

1.3 A GEOMETRIA RADIAL

A célula de Hele-Shaw radial é um dispositivo formado por duas placas planas e paralelas
com um espacamento b entre elas, mas diferentemente da célula retangular que se injeta o
fluido na direcdo das placas, na célula radial o fluido € injetado por um pequeno orificio na
placa de cima como mostrado na Fig. 1.5. Desta forma, o fluido 1 menos viscoso € introduzido
no centro da célula, que foi previamente preenchida com o fluido 2 mais viscoso. Tal inje¢ao é
realizada a uma taxa constante Q (unidade de area por tempo) [7]. Inicialmente, a interface é
circular, mas quando a “bolha” se desenvolve, a interface comeca a ficar ondulada e os “dedos
viscosos” crescem. Enquanto o tamanho da interface inicialmente circular aumenta, os dedos
viscosos se espalham e suas extremidades ficam mais rombudas, assemelhando-se a forma de
um‘‘ventilador”. Posteriormente, os dedos comecam a se dividir na ponta, de tal forma que os
dedos maiores “inibem” os menores e o padrdo se desenvolve assimetricamente, gerando uma

competicdo entre os dedos de comprimentos diferentes (veja Fig. 1.6).

Fluido2

Figura 1.5 Figura esquematica da célula radial com taxa de injecdo constante Q.

Os dois mecanismos basicos para o processo de crescimento dos dedos viscosos na célula

de Hele-Shaw radial s@o: a bifurcacdo e a competicdo entre os dedos. A bifurcacdo acon-
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tece quando um dedo se divide em dois e continua este processo em regimes nao-lineares da
dindmica. Ja na competi¢cdo, como visto anteriormente, ocorre uma variabilidade do compri-
mento dos dedos com o tempo, iniciando-se uma “disputa” entre eles. Em contraste ao que
acontece na célula retangular (em que apenas existe a competi¢dao), na geometria radial os de-
dos competem e bifurcam, sendo a instabilidade ainda provocada pela diferen¢a de viscosidade.
Vale a pena salientar que a diferenca entre a célula retangular e a célula radial é primordial-
mente de natureza geométrica (propriedades de simetria do fluxo), o que € suficiente para o
surgimento de novos efeitos na formacgdo de padrdes de dedos viscosos: (i) a interface € sempre
assimétrica por conta da distin¢d@o entre a drea de dentro (fluido 1 interno a interface) e de fora
(fluido 2 externo a interface ), (ii) o fluxo radial apresenta multiplos estdgios de instabilidade
que nunca alcancam regimes estaciondrios. Fica facil perceber que uma simples variagdao do
problema retangular acarretou em novos e importantes efeitos nao-lineares na célula radial. E
ao contrdrio das expectativas, os padroes sao notadamente distintos apesar de terem a mesma

origem: a diferencga de viscosidade.

Figura 1.6 Série temporal e estagio final do padrio tipico de dedos formados na célula de Hele-Shaw
radial. O fluido menos viscoso € injetado contra o fluido mais viscoso, de um pequeno orificio no centro
da célula, na dire¢do perpendicular ao plano da pégina.

1.4 FORGAS NO REFERENCIAL NAO-INERCIAL

Uma modificacdo bastante peculiar da célula de Hele-Shaw radial € obtida se, ao invés de

injetarmos o fluido menos viscoso no mais viscoso através de um orificio, girarmos a célula
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com velocidade constante { em torno do seu eixo axial e perpendicular as placas: a chamada
célula de Hele-Shaw girante [19, 20, 21, 22]. Neste novo dispositivo os fluidos experimentaram
as forgas inerciais que surgem no referencial girante, provocando, deste modo, deslocamentos
nos fluidos. Por exemplo, os fluidos sofrerdo a influéncia da forca centrifuga que serd mais
intensa para os fluidos de densidades mais elevadas. Portanto, colocamos no centro da célula
girante o fluido mais denso que estard cercado por um fluido menos denso. Ao girar a célula,
o fluido de maior densidade “empurra” o de menor densidade deformando a interface entre
eles. E importante salientar que o sistema agora é regido pela diferenca de densidade entre
os fluidos, uma mudanca fundamental nos sistemas radiais anteriores vistos na se¢do 1.3, em
que os padrdes se formavam apenas pela diferenca de viscosidade. Neste sentido, a célula
de Hele-Shaw girante pode ser vista como o andlogo radial para a célula retangular quando
a instabilidade é provocada pela gravidade (o fluido mais denso € colocado no topo da célula
retangular), com uma importante diferenca: agora temos uma “gravidade varidvel” na direcao
radial, ajustada pela velocidade angular Q.

Para sabermos o que acontece na célula de Hele-Shaw girante, temos que entender bem o
papel das forgas inerciais que aparecem neste referencial. A relacdo entre qualquer vetor, LL
que varia no tempo em um sistema de coordenadas fixo (f), € um sistema (g) que gira com

velocidade angular constante Q é [17, 23]

dL dL

Em particular, podemos aplicar a Eq. (1.18) ao vetor u; (velocidade de cada fluido j = 1,2),

obtendo assim a acelerag@o a dos fluidos no sistema (f):

dllj dllj
—J) =g=(- Q . 1.1
(dt)f a (dt)g+ o (1.19)

Derivando com relacdo ao tempo a Eq. (1.18) para a posicdo, e substituindo recursivamente a

Eq. (1.19), chegamos na expressao para a acelerac@o absoluta,
a=2a,+Qx(Qxr)+2Qx uj, (1.20)

onde, para um observador girante, € composta pela acelera¢ao observada ag; a aceleracdo cen-
trifuga Q x (Q x r) que depende da posigdo; e a aceleracdo de Coriolis 2Q x u; que depende

da velocidade dos fluidos. Portanto, a equacdo de Navier-Stokes (1.6) serd agora modifica pela
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inclusdo das forgas inerciais que atuaram nos fluidos [17],

fin=—pjQx(Qxr)—2p;Qxu;. (1.21)

-Qx(Qxr)
Figura 1.7 Dire¢des da forga centrifuga e de Coriolis quando a velocidade aponta na dire¢ao radial.

Apesar da forga de Coriolis e da centrifuga terem a mesma origem, suas contribui¢des na
dindmica sdo completamente diferentes: enquanto a forca centrifuga aumenta com r e € perpen-
dicular ao eixo de rotagdo, sempre dirigida radialmente para fora como mostrado na Fig. 1.7, a
forca de Coriolis, além de ser perpendicular ao eixo de rotacdo, também € perpendicular a ve-
locidade de cada fluido. E importante lembrar que em alguns sistemas, a for¢a dominante néo é
a forca de Coriolis, mas sim a forca centrifuga. Isso acontece quando a razdo entre a densidade
e a viscosidade, a chamada viscosidade cinematica, ¢ muito pequena. Por outro lado, quando
a viscosidade cinemadtica € de ordem aprecidvel, a for¢a de Coriolis age de forma decisiva na

dindmica, como por exemplo na formacao de furacdes na superficie terrestre (ver Fig. 1.8).

Figura 1.8 Exemplo do efeito da forca de Coriolis na formacao de furacdes na superficie terrestre.

O nosso principal objetivo é descobrir como as forcas inerciais atuam na formacio dos

padrdes de interface na célula de Hele-Shaw girante, e responder como a evolu¢do dinamica da
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interface € influenciada por estes efeitos. Serd que as propriedades puramente viscosas de cada
fluido sdo ainda determinantes como foram para a célula retangular e a radial? Quais serdo os
mecanismos para o processo de crescimento das perturbacdes na interface entre os fluidos? E
finalmente, como os fluidos serdo afetados pelas forcas centrifuga e de Coriolis? Estas e outras
questdes serdo gradativamente respondidas no decorrer desta dissertacao.

Veremos que a adicao dos novos termos inerciais (1.21) na equagdo de Navier-Stokes (1.6)
trardo modificacdes muito mais complexas na lei de Darcy (1.11), principalmente quando o
efeito Coriolis for levado em conta. E neste caso, ndo poderemos mais escrever a lei de Darcy
em termos de um potencial de velocidade, como mostrado na Eq. (1.14), mas sim, em termos
de um potencial de pressdo reduzida. A lei de Darcy (1.11) modificada pela rotagdo, a diferenca
de pressdo (1.16) e a condi¢@o cinemética (1.17) fornecerdo as ferramentas necessdrias para o
desenvolvimento de nossa investigacao fracamente ndo-linear para a instabilidade de Saffman-

Taylor na célula de Hele-Shaw girante.

1.5 ROTEIRO DA DISSERTACAO

Neste capitulo introdutdrio, discutimos qualitativamente o processo de formacgao de padroes
na célula de Hele-Shaw. Os aspectos gerais da instabilidade de Saffman-Taylor foram apresen-
tados e a lei de Darcy que rege o fluxo na célula retangular foi obtida. Os principais mecanis-
mos de crescimento dos dedos viscosos foram introduzidos: a competi¢do e a bifurcacgdo, e as
diferencas de padrdes formados na célula retangular e na radial foram expostas. Através desta
discussdo percebemos como as viscosidades de cada fluido, assim como a geometria de cada
célula, influenciam os padrdes gerados. Entretanto, quando a célula € colocada para girar, as-
pectos mecanicos fundamentais surgem, introduzindo o efeito das for¢as inerciais no sistema.
Esta é a grande motivacdo do presente trabalho, e nos capitulos restantes, vamos focalizar no
estudo da instabilidade de Saffman-Taylor para a célula de Hele-Shaw girante.

Nosso principal objetivo € fazer uma andlise fracamente ndo-linear para os estigios inter-
medidrios da evolucdo na célula girante, a fim de ganhar um melhor entendimento sobre o
complicado processo dindmico da formagdo de dedos viscosos quando as forgas inerciais estdo
presentes. No capitulo 2, vamos nos concentrar em sistemas girantes em que a for¢ca de Cori-
olis é desprezivel, analisando as contribui¢des provindas do efeito puramente centrifugo. Sera
apresentada uma breve revisao da literatura sobre a célula girante, assim como as nossas prin-
cipais predicdes analiticas para o regime fracamente ndo-linear da dinamica [24]. E por fim,

apresentamos os resultados de Miranda e Alvarez-Lacalle [25] que testaram numericamente
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nossas previsoes tedricas apresentadas na Ref. [24].

Apd6s entendermos como a forga centrifuga atua na formagdo dos padrdes na célula gi-
rante, estaremos prontos para atacar sistemas em que a forca de Coriolis nao é desprezivel.
Portanto, no capitulo 3, apresentaremos um estudo detalhado sobre a influéncia da forca de
Coriolis na dinamica dos dedos viscosos, fazendo ainda comparacdes com os resultados obti-
dos previamente quando a for¢a de Coriolis foi negligenciada. Discutiremos nossos resulta-
dos lineares, bem como os fracamente nio-lineares através da equacdo diferencial de modos
acoplados. Além disso, uma comparagdo entre nossas descobertas fracamente nao-lineares, uti-
lizando a abordagem de modos acoplados, com aquelas utilizando o formalismo “vortex-sheet”,
serd feita. Finalmente, um paralelo entre o nosso modelo e o obtido usando a abordagem de
Schwartz [19] serd executado. O cdlculo detalhado da lei de Darcy generalizada, quando o
efeito da forca de Coriolis € significativo, € apresentado no apéndice A desta dissertagao.

O capitulo 4 € destinado para sumariar nossos principais resultados, salientando o seu im-
pacto na literatura atual. As perspectivas para futuras anélises de novas questdes que surgiram,
bem como as que ainda estdo em aberto, também serdo discutidas. O estudo aqui realizado
deu origem a duas publicacdes no Physical Review E [24, 26], e podem ser encontradas nos

apéndices C e D desta dissertagdo.



CAPITULO 2

A CELULA DE HELE-SHAW GIRANTE

2.1 DESCRICAO FiSICA E BREVE REVISAO DA LITERATURA

Para células em repouso, sabemos que quando o fluido de baixa viscosidade € injetado
contra outro de viscosidade mais elevada, a interface entre eles se torna instdvel (Fig.1.1) dando
origem aos chamados "dedos viscosos" [13, 14]. A interface inicialmente ndo perturbada entre
os fluidos pode ser desestabilizada pelos gradientes de pressao (diferenca de viscosidade entre

os fluidos) ou pela gravidade (diferenca de densidade entre os fluidos).

Figura 2.1 Diagrama esquemdtico da célula de Hele-Shaw girante.

Entretanto, estamos interessados em modificagdo bastante interessante deste problema que
¢ obtida ao girarmos a célula de Hele-Shaw com velocidade angular constante € em torno
do seu eixo z, que € perpendicular e coaxial as placas da célula, obtendo a chamada célula
de Hele-Shaw girante [19, 20, 21, 22] (veja Fig. 2.1). No caso da célula girante, dois fluidos
viscosos (de viscosidades 7, com j = 1,2) sdo colocados em um espago estreito b entre dois
discos de vidro, planos e paralelos. O fluido de maior densidade (p1) € colocado no interior
da célula, que ao girar desloca o fluido externo de menor densidade (p>). A interface que
separa os fluidos tem uma tensdo superficial . O deslocamento dos fluidos € agora devido

as forcas centrifugas que deformam a interface inicialmente circular de raio R que separa os

16
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fluidos, resultando na formacgdo de uma grande variedade de padrdes. Vejamos que nesse novo
problema as perturbagdes na interface { ndo sdo mais provocadas pela diferenga de viscosidade
entre os fluidos, mas sim causadas pela diferenca de densidade. Neste capitulo, vamos focalizar
os sistemas em que sdo regidos pelos efeitos puramente centrifugos, no qual a viscosidade
cinemitica (p;/n;) < 1 para os dois fluidos (j = 1,2), ou seja, os efeitos da forga de Coriolis

sdo despreziveis.

15cm .
e 97.5 mm '
41 s 51s
63 s 75s
133s

Figura 2.2 Fotos de experimentos da evolugéo

temporal, em segundos, da formacao de padroes
no limite de baixo contraste de viscosidade [22]
na célula de Hele-Shaw girante.

Figura 2.3 Seqiiéncia de fotos para experi-
mento com baixo contraste de viscosidade [22]
na célula de Hele-Shaw girante.

Durante os ultimos anos, houve muito interesse na instabilidade morfolégica da célula de
Hele-Shaw girante, no qual se explorou uma grande variedade de questdes tedricas [19, 20,
21, 22, 27, 28, 29, 30, 31, 32] e experimentais [20, 22, 33, 34]. No que se refere ao estudo
analitico, pesquisadores executaram a andlise da estabilidade linear [19, 20, 24] e fracamente
nao-linear [21, 24]. Outros grupos estudaram as familias particulares de solugdes exatas para
as gotas girantes [27, 28] e anéis de fluido [29]. Além disso, complexas simulacdes numéricas
foram empregadas para examinar o limite de baixo contraste de viscosidade [22], e o caso em
que os fluidos envolvidos sdao misciveis (tensdo superficial desprezivel) [30]. Aforaisso, o com-
portamento do fluxo de gotas de ferrofluido (fluido magnético) em células girantes sujeitas a
campos magnéticos externos, foi estudado pela andlise da estabilidade linear [31] e simulacdes
numéricas [32]. A respeito das investigacdes experimentais, os trabalhos pioneiros de Ortin,
Casademunt, e colaboradores forneceram uma série de resultados muito interessantes na célula

girante, envolvendo altos [20] e baixos [22] contrastes de viscosidade entre os fluidos, e ainda
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o deslocamento radial de um anel de fluido girante, nos regimes estaveis [33] e instdveis [34].
Uma caracteristica comum das Refs. [19, 20, 21, 22, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34] € que os
padrdes da interface obtidos na célula girante sao marcadamente distintos daqueles observados
no problema usual de Saffman-Taylor na geometria radial. Mais especificamente, descobriu-se
que padrdes girantes ndo sdo instaveis com relagcdo a bifurcagcdo dos dedos (veja Fig. 2.2), mas
revelam que os dedos esticam (Fig. 2.3) e podem competir (Figs. 2.2 - 2.5). Neste sentido,
os padrdes girantes sdo certamente mais relacionados com as estruturas obtidas na geometria
retangular (célula em repouso). As experiéncias para o contraste de viscosidade A elevado, no
limite de alta tensdo superficial o [20] e com as placas da célula girante inicialmente secas,
mostraram o desenvolvimento de varios “dedos”, de forma que o fluido central joga para fora
pequenas gotas de fluido, e a partir delas mesmas formam novos dedos ou gotas. Neste sistema
fica evidente uma dinamica de competi¢do entre os dedos que entram no fluido central, exibindo
uma grande variabilidade dos comprimentos dos dedos que estdo entrando no fluido 1, como

mostrado nas Figs. 2.4 e 2.5 .

Figura 2.4 Seqiiéncias temporais digital- Figura 2.5 Padriao experimental tipico for-
izadas da interface [20]: (a) Rp=81mm, mado no limite de elevada tensdo superficial
b=0.8lmm e Q=60rpm; (b) Rp=83mm, na célula de Hele-Shaw girante. Oleo é o flu-
b=0.5mm e Q=60rpm. ido interno € o ar € o externo [20].

Por outro lado, experiéncias recentes (Figs. 2.2 e 2.3) e simula¢des numéricas (Fig. 2.6)
para o limite de baixo contraste de viscosidade A, valores muito pequenos de o (tipicamente
uma ordem menor da magnitude usada na Ref. [20]) e com as placas da célula girante pré-
molhadas [22], mostram que quase nenhuma competicao entre os dedos € encontrada (veja
Fig. 2.6). Estes resultados da célula girante parecem indicar que, similarmente ao que acon-
tece na geometria retangular em repouso, o contraste de viscosidade também tem um papel
crucial na célula girante. Outra descoberta interessante da Ref. [22], € que, além do contraste

de viscosidade e da tensdo de superficial, o espagcamento b da célula também atua de forma
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Figura 2.6 Simulacdo numérica para evolucio temporal da interface quando A = —0.4 (baixo contraste
de viscosidade) de uma gota inicialmente circular na célula de Hele-Shaw girante [22]. Note a incrivel
semelhanca deste resultado numérico com os padrdes obtidos pelo experimento na Fig. 2.2.

decisiva no regime linear. Isto introduz um terceiro pardmetro relevante ao problema, definido
pela relacdo entre b e raio inicial da gota. Na Ref. [22] o pardmetro de espacamento da célula
¢ introduzido com uma modificacdo da condicdo de Young-Laplace para a descontinuidade da
pressao hidrodindmica. Note ainda a incrivel semelhanca das simulagdes numéricas (Fig. 2.6),
executadas por Alvarez-Lacalle e colaboradores [22] (utilizando o formalismo “vortex-sheet”),
com os padrdes obtidos pelo experimento real mostrado na Fig. 2.2.

Apesar dos resultados da estabilidade linear, das experiéncias, e simulagdes numéricas das
Refs. [20, 22] estarem relacionados a um conjunto de valores especificos para o contraste da
viscosidade e tensdo superficial (A e ¢ muito elevados na Ref. [20], e muito pequenos na
Ref. [22]), ha um forte indicio de que os parametros A, B, e b também serdo importantes na
caracterizacao dos padrdes da morfologia e da dindmica de competicdo entre os dedos na célula
de Hele-Shaw girante. Entretanto, o papel do contraste de viscosidade na formacgao de padroes
da célula girante foi amplamente ignorado nos estudos das Ref. [19, 20, 21, 22], bem como um
estudo analitico sistemético incluindo a influéncia combinada de todos estes parametros (cada
um deles variando em todos os valores possiveis fisicamente) no inicio dos efeitos ndo-lineares.
Tal analise foi recentemente realizada por Gadélha e Miranda [24], e seus principais resultados

serdo discutidos na préxima secao.
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2.2 DINAMICA DA COMPETICAO DOS DEDOS NA CELULA DE HELE-SHAW GIRANTE
2.2.1 A abordagem fracamente nao-linear

Grande parte dos estudos tedricos e experimentais [19, 20, 21, 22] restringiram-se a cer-
tos valores extremos para os parametros de controle (valores excessivamente altos / baixos),
dificultando o entendimento global do sistema. Portanto, vamos apresentar nesta se¢do as
principais descobertas da Ref. [24] sobre a competicao entre os dedos viscosos, abordando
todo o universo de parametros envolvidos no problema, através de uma abordagem de mo-
dos acoplados, examinando importantes caracteristicas morfoldgicas na interface fluido-fluido
para o regime fracamente ndo-linear. O impacto dos estresses viscosos na direcdo normal a
interface foram levados em conta, acarretando numa modificacdo da condi¢do de contorno de
pressdo usual [22]. E finalmente, a evolucdo da interface foi obtida em termos dos pardmetros
(adimensionais) de controle: contraste de viscosidade A, tensdo superficial B e espagamento
entre as placas b.

Para o estudo analitico do sistema, consideramos a célula de Hele-Shaw girante com espaca-
mento b entre as placas de vidro contendo dois fluidos viscosos, imisciveis e incompressiveis
(veja Fig. 2.1). Os efeitos centrifugos do movimento foram induzidos fazendo p; > p», mas
ainda permitindo que o fluido de dentro seja ou mais ou menos viscoso que o fluido de fora.
A interface perturbada é descrita como #(0,t) = R+ £(6,t), onde R é o raio ndo perturbado
inicialmente circular, e {(0,7) representa a perturbacdo na interface. Considerando que os
fluidos sdo irrotacionais, escrevemos a velocidade de cada fluido como o gradiente de um po-
tencial, v; = —V¢;, onde ¢; representa o potencial de velocidade para os fluidos j = 1,2. A
lei de Darcy [6, 13] pode entdo ser reescrita em termos dos potenciais de velocidade como
visto no capitulo 1, mas para obtermos a evolu¢@o temporal da interface fluido-fluido, calcu-
lamos a equagdo de movimento para os dois fluidos propriamente acrescentada da contribuicao

centrifuga [31, 32]

02+ 0 =01\ b?
(50 (5"

onde o parametro adimensional A = (1> —n1)/(N2 + N1) € o contraste de viscosidade, p; re-

1
E(pl —p)Q* P —(p1—p2)|, (2.1

presenta a pressao hidrodinamica, e r denota a distancia radial do eixo de rotacao.

Temos que expressar (¢ + @) e (p; — p2) em termos da amplitude de perturbagdo §(¢) de-

~+o0

a0 Gn(t) exp (inB). Paraisso, utilizamos condi¢do

composta em modos de Fourier £(60,¢) =
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de contorno para pressao na interface, mas desta vez modificada pelo efeito dos estresses entre
os fluidos na dire¢ao normal a interface (equagao de Young-Laplace modificada) [22, 24]

02 92
p1—p2=0Kk—20 m%—nz% , (2.2)

onde o segundo termo do lado direito da Eq. 2.2 tem origem nos gradientes da velocidade na
direcdo normal e ndo sdo nulos na geometria radial. O pardmetro é [§ =1 (6 = 0) se os
estresses normais (ndo) sao considerados] é usado para identificarmos as contribui¢des vindas
deste novo termo na Eq. (2.2) para andlise de modos acoplados.

Prosseguimos adaptando a aproximacao fracamente ndo-linear originalmente desenvolvida
por Miranda e Widom [39, 46] e usando a expansdo de Fourier para o potencial de velocidade
que obedece a equacdo de Laplace [Eq. (1.15)]. A partir dai, os potenciais ¢; sdo expressos
em termos da amplitude de perturbagio (, considerando a condig¢do de contorno cinemadtica
[Eq. (1.17)], que se refere a continuidade da velocidade normal através da interface. Substi-
tuindo estas relagdes, e a condi¢do de contorno para pressao Eq. (2.2) na Eq. (2.1), e calculando

a transformada de Fourier obtemos a equacio adimensional de modos acoplados (para n # 0)

Cn = 2’(”) Cn + Z [F(mn/)Cn’ Cn—n’ + G(”an/)én’ Cn—n’] ) (2.3)
n'#£0
onde
A(n) = % [1—B(n*—1)] (2.4)

denota a taxa de crescimento linear com

J(n) = {1 | glnllnl+A)p7 (2.5)

F(n,n'):)ﬂ{%—B{l—%’Bn'—l—n)] }, (2.6)
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G(n,n') = % A[1—sgn(nn')] —ﬁ
bZ
+ 5? [A[1 — n*sgn(nn) +n"] — |n|[1 +sgn(nn’)] + 3|n|]

(2.7)

representam os termos de acoplamento de segunda-ordem. A fung¢do sgn(nn') pode admitir
os valores +1 ou —1 de acordo com o sinal do argumento. Na Eq. (2.3) comprimentos sdao
adimensionalizados por R, e o tempo por R/U, onde U = [b*R(p; — p2)Q?]/[12(n1 +n2)] é
a velocidade caracteristica. O pardmetro de tensio superficial B = 6 /[R*Q*(p; — p2)] é uma
razdo entre as efeitos de capilaridade e os centrifugos. Note que a Eq. (2.3) estd convenien-
temente escrita em termos de A, B ¢ b, com & indexando os novos termos provenientes dos

estresses normais na interface.

2.2.2 A funcao competicao

A competicdo entre os dedos viscosos € um efeito intrinsecamente ndo-linear, como ja dis-
cutido anteriormente, e conseqiientemente a andlise da estabilidade linear ndo pode ser usada
para descrever tal fendmeno. Portanto, vamos focalizar nossas aten¢des sobre os termos fra-
camente ndo-lineares da Eq. (2.3), visando um ganho analitico no que se refere a dindmica da
competi¢cdo entre os dedos, para que possamos analisar como esta serd afetada pela a¢dao dos
parametros de controle A, B, e b. O estudo completo da estabilidade linear, bem como estagios
fracamente ndo-lineares, podem ser encontrados no apéndice C desta dissertacao [24].

Através da aproximacao de modos acoplados discutida na secdo anterior, a competicao en-
tre os dedos € descrita pela influéncia do modo fundamental n no crescimento de seu modo
sub-hamoénico n/2 [39, 46]. Para simplificar nossa discussdo, reescrevemos a perturbacdo
{(¢) em termos dos modos cosseno e seno, obtendo a equagdo diferencial para os modos sub-

harmonicos, e a partir dai podemos definir a funcao competicao

C(n):%[F (—%,%)er(n/z)c;(g,—gﬂ. 2.8)
Um maior detalhamento sobre a obtencdo da Eq. (2.8) serd apresentada no capitulo 3 e no
apéndice B desta dissertagao.

A fungdo C(n) nos permite acessar a “fisica” da competigao entre os dedos [24, 46]. Basica-

mente, quando C(n) > 0 o crescimento modo sub-harmonico cosseno ¢ favorecido acarretando
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(a) Fluido2 (b) Fluido2

Fluido1 Fluido1 \

Figura 2.7 Ilustracdo esquemdtica do fendmeno da competi¢do entre os dedos: (a) C(n) > 0 e (b)
C(n) <O.

na competi¢do entre os dedos do fluido interno que estdo indo para “fora” [veja Fig. 2.7(a)]. Do
contrdrio, se C(n) < 0 a competicao é maior entre os dedos do fluido externo que tendem a “en-
trar” no interior da célula (desfavorecendo o crescimento do modo cosseno) [veja Fig. 2.7(b)].
Evidentemente, quando C(n) = 0 os dedos ndo competem resultando em padrdes simétricos
para interface (comprimento relativo entre os dedos ndo varia muito).

Para analisar a competi¢do dos dedos, tragcamos na Fig. 2.8 a fun¢do competicdo Eq. (2.8)
em termos do contraste de viscosidade A (variando em todo o universo de valores possiveis
fisicamente, —1 < A < 1) para trés valores diferentes de tensdo superficial B: (a) 2.0 x 10~4
(curva preta), (b) 5.0 x 10~* (curva cinza) e (c) 2.0 x 10~3 (curva cinza clara). As linhas
continuas (tracejadas) descrevem o comportamento de C(n) para o espagamento entre as pla-
cas b =3.5x 1072 (1.5 x 1072). Para observar o crescimento do modo fundamental, assim
como o do seu sub-harmonico, foi considerado n = n,. (banda de modos instaveis na analise
linear) [24]. Note que a Fig. 2.8 ilustra convenientemente em um simples diagrama a influéncia
dos parametros A, B, e b na competi¢do dos dedos na célula de Hele-Shaw girante.

A caracteristica mais evidente da Fig. 2.8 é o fato de que se o contraste de viscosidade A
tender a zero, a fung¢do competi¢do C(n) também tende a zero, independentemente dos val-
ores de B ou b. Ou seja, o resultado fracamente nao-linear indica a auséncia da dinamica de
competicdo entre os dedos se os dois fluidos apresentarem viscosidades compardveis. Notavel-
mente, este importante efeito, que ndo poderia ser acessado usando a andlise puramente linear,

jé € detectado na mais baixa ordem nao-linear.
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Figura 2.8 C(n) dado pela Eq. (2.8) em fung¢do do contraste de viscosidade A, para trés valores difer-

entes de tensdo superficial B e dois valores diferentes para o espagamento entre as placas b. Note que
em (c), curva cinza clara, existem na verdade duas curvas (a curva tracejada ficou sobreposta).

O comportamento regulador de A com respeito a competicdo dos dedos pode ser visto na
Fig. 2.8, onde € evidente que a diferenca entre as curvas tracejadas e continuas (dois valores
de b diferentes), para a mesma tensao superficial B, tende a zero (curvas sobrepostas) quando
o contraste da viscosidade também vai a zero, mesmo quando a diferenca entre curvas para
dois valores de b é grande (valores menores de B). Similarmente com o que foi descoberto
pelas simula¢des numéricas [35, 36] e os experimentos [37, 38] na geometria retangular, a
nossa teoria fracamente nio-linear também mostrou que A desempenha um papel crucial na
geometria radial para a célula girante, controlando o comportamento da competi¢ao dos dedos.
Estes resultados estao em perfeito acordo com experimentos realizados para baixos valores do
contraste de viscosidade (A < 0) e da tensao superficial [22].

Continuamos a discuss@o concentrando na situacdo mais freqiientemente explorada na lit-
eratura, o caso em que A < 0 (o fluido interno € mais viscoso). Na Fig. 2.8, vemos que se
A for negativo, C(n) < 0, indicando uma maior competi¢do entre os dedos que entram, para
valores cada vez maiores de A (em mddulo). Simultaneamente, a competi¢cdo entre os dedos
que saem serd suprimida. Estas descobertas também estdo de acordo com o que foi observado
nos experimentos na célula girante para valores altos [20] (veja as Figs. 2.4 e 2.5) e baixos [22]

(Figs. 2.2 e 2.3) do contraste de viscosidade, para A < 0.
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A contribui¢do da tensdo superficial também pode ser observada na Fig. 2.8 . Constatamos
nitidamente que B influencia a inclinagio da curva C(n). Desta forma, a competi¢do dos dedos
diminui para valores altos de B, e aumenta para valores baixos de B. Em particular, para
valores excessivamente altos de B a competi¢do vai para zero, nao importando o valor de A.
E importante salientar que a dependéncia de C (n) com o espagamento b é devida a inclusdo
dos estresses normais na interface. Portanto, para valores menores da tensdo superficial B, a
dependéncia da competi¢do dos dedos com b € forte, enquanto que se B € alto, a dependéncia
de C(n) com b sera desprezivel. Outro fato importante é que se b for um valor grande (curva
continua), maior efeito dos estresses normais, teremos globalmente menor competi¢do relativo
a situagdo em que b é pequeno (curva tracejada). Observamos ainda que se variarmos B, a
sensibilidade de C(n) com b é mais forte para valores pequenos de B, enquanto que para valores
maiores de B esta influencia pode ser totalmente negligenciada. Esta € a evidéncia mais clara de
que os estresses normais atuam como uma ‘“‘segunda’ tensdo superficial, com efeito puramente
estabilizante.

Na regido de A > 0 (fluido de dentro € menos viscoso) na Fig. 2.8, notamos que C(n) > 0,
causando o crescimento da competi¢do entre os dedos que saem, e por sua vez suprimindo
a competicdo entre os dedos que entram. Isto acontece porque o crescimento do modo sub-
harménico cosseno é favorecido (C(n) > 0). Curiosamente, a respeito da a¢do de B e b, as
conclusdes feitas acima para o caso A < 0 permanecem vélidas para o contraste de viscosidade
positivo, pois os graficos sao perfeitamente simétricos.

Uma das principais razdes que nos motivaram para o desenvolvimento deste estudo fra-
camente nao-linear foi a possibilidade de extrair informag¢des analiticas sobre o problema da
célula de Hele-Shaw girante, que até entdo s6 poderiam ser acessadas através de experimentos
meticulosos [20, 22] ou via métodos numéricos sofisticados [22]. Como resultado de nossa
aproximag¢do de modos acoplados, diversas caracteristicas dos padrdes formados na célula gi-
rante podem agora ser explicadas e preditas analiticamente. Nossa andlise indica explicita-
mente uma ligacdo entre a dinamica da competicdo dos dedos e os pardmetros A, B, e b. Além
disso, o mecanismo de competicdo dos dedos aqui proposto € consistente com os experimentos
realizados [20, 22] e simulacdes numéricas recentemente obtidas [25].

Nossa aproximag¢ao de modos acoplados permite o estudo da competicao para um rico es-
paco de parametros fisicos, de tal forma que incorpora o papel combinado de todos os trés
parametros relevantes do problema: o contraste de viscosidade A, a tensdo superficial B, e o
espacamento b. Concluimos que A € o principal fator determinante da competi¢do dos dedos,

de modo que a competi¢cdo desaparece quando A — 0. Por outro lado, mostramos que B e b
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podem também ser de importancia considerdvel para uma descri¢ado mais precisa do sistema.
Por exemplo, deduzimos que, para B suficientemente grande, a competi¢do desaparece inde-
pendentemente dos valores A e b. Do mesmo modo, verificamos explicitamente que b tem uma
influéncia mais forte na competicdo para valores de tensdo superficial B pequenos, e contraste
de viscosidade A elevados.

Afora isso, pudemos estender nossas predi¢cdes além do universo de parametros explorados
normalmente pelas experiéncias e simulacdes realizadas até entdo [19, 20, 21, 22, 27, 28, 29,
30, 31, 32, 33, 34]. A respeito dos valores do contraste de viscosidade, enquanto a maioria
dos trabalhos sobre a célula girante focalizou os limites de valores muito baixo ou muito eleva-
dos de A < 0, nossa estudo analisou todos os valores possiveis para o contraste de viscosidade
—1 <A < 1. Isto também € verdadeiro com relagdo aos parametros B e b. A flexibilidade
oferecida por nossa aproximag¢ao analitica € muito vantajosa, desde que a abordagem fraca-
mente ndo-linear fornece informagdes precisas sobre a dinamica, sendo ndo perturbativa para
os parametros fisicos relevantes. Mais além, permitiu explorar as situagdes fisicas normal-
mente nao investigadas pela literatura. Por exemplo, para A > 0, fizemos predi¢des bastante
especificas: a competicdo dos dedos que saem serd aumentada para valores cada vez maiores
do contraste de viscosidade positivo. Vale a pena salientar que na época da conclusdo deste
trabalho [24] algumas das predi¢des especificas, principalmente aquelas conectadas a situagdo
em que A > O precisavam ainda ser verificadas numérica ou experimentalmente. E este foi o
principal objetivo da andlise numérica de Miranda e Alvarez-Lacalle [25] que testaram e re-
forcaram nossos resultados fracamente nao-lineares [24], incluindo a regido de valores para A

positivo.

2.3 SIMULAGCOES NUMERICAS DO FENOMENO DA COMPETICAO

Esta se¢do tem o objetivo de mostrar os principais resultados obtidos por Miranda e Alvarez-
Lacalle [25] que estudaram numericamente diferentes morfologias da interface entre dois flu-
idos imisciveis na célula de Hele-Shaw girante. Todos os valores permitidos para o contraste
de viscosidade foram analisados, e uma grande variedade de padrdes de dedos foi sistemati-
camente estudada, incluindo o caso em que o fluido interno é menos viscoso do que externo.
Os resultados numéricos demonstram que o valor e o sinal do contraste da viscosidade afe-
tam fortemente a forma dos dedos emergentes, e também seu comprimento. Finalmente, veri-
ficaram que os fendmenos da competicao entre os dedos revelados por suas simulacdes foram

corretamente previstos pela anélise fracamente ndo-linear da evolucao dos padrdes desempen-
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(a) A=-1

(b) A=0

Figura 2.9 Experimento numéricos mostrando a formacao tipica de dedos na célula girante para trés
valores do contraste de viscosidade [25].

hada por Gadélha e Miranda [24], mostrando que a dinAmica da competi¢do entre os dedos ja
estd presente em estagios relativamente iniciais da evolugdo da interface.

A andlise numérica da Ref. [25] foi baseada no formalismo “vortex-sheet” inicialmente pro-
posto por Tryggvason e Aref [35] para o fluxo na célula de Hele-shaw. O método consiste em
acessar a vorticidade y gerada pela descontinuidade da velocidade entre os fluidos na dire¢do
tangente a interface §. E partir de 7, a evolucdo temporal da interface fluido-fluido é obtida
solucionando numericamente a equagdo integro-diferencial auto-consistente para a velocidade
da interface (integral de Birkhoff [35, 53]). Desta forma, a Ref. [25] revelou estdgios altamente
avancados na evolugdo temporal dos padrdes de interface gerados na célula girante. Usando
as condi¢des de contorno usuais para o sistema (condi¢des de contorno discutidas no capitulo
1), alei de Darcy para a célula girante, e adimensionalizando as equacdes, a Ref. [25] obteve a

expressao para vorticidade gerada na interface
Y =2{Aw -8+ Bdsk — rt-§}, (2.9)

onde A € o contraste de viscosidade, B é o parametro de tensdo superficial (0 mesmo definido
na secdo anterior) e w a velocidade média da interface com a sua curvatura dada por «x, e
dy = V -8. Temos ainda que r e  denotam respectivamente a fung¢do que descreve a interface
em coordenadas polares e o vetor unitdrio que aponta na dire¢do radial. O terceiro termo do
lado direito da Eq. (2.9) € proveniente da forga centrifuga que atua no referencial girante da
célula. O célculo da vorticidade y serd abordado de forma mais detalhada no capitulo 3.

As simulagdes numéricas de Miranda e Alvarez-Lacalle [25] mostradas na Fig. 2.9 sdo para
B =5.0x 10~ e trés valores do contraste de viscosidade: (a) A = —1, (b)) A=0,e (c) A = 1.

Focalizando a Fig. 2.9(a), podemos ver facilmente a grande variabilidade do tamanho dos dedos
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viscosos que entram, penetrando fortemente no fluido interno. Isso pode ser notado observando
a forma da regido interior ao fluido 1 (fluido de dentro) que nao é simétrica-circular. Por outro
lado, os dedos do fluido interno que saem ndo competem tanto para A = —1, caracterizando,
assim, uma competi¢do entre os dedos que entram, e suprimindo a competi¢ao entre os dedos
que saem. Por outro lado, na Fig. 2.9(b), vemos a situacdo em que as viscosidades dos dois
fluidos s@o compardveis, ou seja, A = 0. Ficou evidente que quase ndo se observa competi¢dao
entre os dedos viscosos, pois o tamanho médio dos dedos que saem e dos dedos que entram
ndo variam muito. O fato da competicao ser suprimida no limite de baixa viscosidade ja é bem
estabelecido para a célula de Hele-Shaw retangular [35, 36, 37, 38, 56]. Mas para a célula
girante, este fato foi primeiro sugerido por Gadélha e Miranda [24] através de uma anélise
fracamente nao-linear, sendo agora refor¢ado por este estudo numérico [25]. Tais evidéncias,
estabelecem A = 0 como uma espécie de ponto de divisdo entre dois diferentes tipos de com-
peticdo: a competi¢do entre os dedos que saem e a competicdo entre os dedos que entram. A
Fig. 2.9(c) mostra uma forte variagdo dos tamanhos dos dedos que saem, quando A = 1 (fluido
de dentro muito mais viscoso), deixando claro uma forte competi¢do entre eles. Entretanto, os
dedos que entram na Fig. 2.9(c) ndo competem muito, visto que a extremidade dos dedos (que
entram) delineiam aproximadamente uma regido circular ao redor do centro da figura.

Na Fig. 2.10, a Ref. [25] ilustrou de forma bastante clara os efeitos quantitativos da com-
peticdo entre os dedos, tracando, com os mesmo parametros usados nas Figs. 2.9, a coordenada
radial adimensional (r/R) da extremidade de cada dedo n (n € um nimero inteiro que rotula
os dedos) para: (a) A= —1, (b) A =0, e (c) A= +1. Os pontos fechados (abertos) localizam
as posi¢coes radiais dos dedos que saem (entram). Desta forma, todas as conclusdes obtidas
anteriormente visualizado os padrdes da Fig. 2.9, podem agora ser facilmente confirmadas
pela Fig. 2.10 . O caso A = —1, Fig. 2.10(a), acentua a competi¢ao entre os dedos que en-
tram, enquanto o comprimento dos dedos que saem sdo aproximadamente 0s mesmos; ja para
A =0, a competicdo € consideravelmente suprimida, Fig. 2.10(b); e finalmente quando A =1
temos competicdo entre os dedos que saem. Na verdade, podemos dizer que sempre havera
competi¢do quando o fluido menos viscoso penetrar o mais viscoso, independentemente se 0s
dedos estdo saindo ou entrando. Isto indica que a competicdo entre os dedos emergentes €
fundamentalmente determinada pelo mecanismo da viscosidade e dos termos nao-lineares da
dinamica, assim como a instabilidade de Saffman-Taylor [6] que € provocada puramente pelo
mecanismo da viscosidade.

Certamente, os resultados numéricos de Miranda e Alvarez-Lacalle [25] substanciam as

predicdes analiticas de Gadélha e Miranda [24], fornecendo uma convincente evidéncia da
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Figura 2.10 Coordenada radial (r/R) da extremidade de cada dedo n (n é um nimero inteiro rotula os
dedos) na interface, quando B=5.0x10"%e(a)A=—1,(b)A=0,e (c) A = +1.

utilidade de nossa abordagem fracamente ndo-linear. O acordo perfeito entre os resultados
numéricos aqui apresentados e as previsdes analiticas da Ref. [24], indicam que a dindmica
da competi¢do entre os dedos jd estd presente em estagios relativamente iniciais da evolugdo
da interface. Além disso, tais simulacdes reforcam o fato de que o contraste de viscosidade A
tem um papel crucial na determinagdao morfoldgica dos padrdes, de tal maneira que ao variar a
sua magnitude e seu sinal, os padrdes formados apresentardo comprimentos e larguras tipicas

muito diferentes.



CAPITULO 3

EFEITO CORIOLIS NA CELULA DE HELE-SHAW GIRANTE

3.1 PRELIMINARES

O estudo da evolugdo das instabilidades hidrodinamicas e da formagdo de padrdes na
interface que separa os dois fluidos na célula de Hele-Shaw girante tém atraido muito interesse
desde o trabalho pioneiro de Schwartz [19, 20, 21, 22, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 40,
41,42, 43, 44, 45]. O problema constitui em uma variac¢ao da instabilidade de Saffman-Taylor
tradicional, puramente induzida pela diferenca de viscosidade [6, 7], em que a célula é girada
em torno do eixo vertical que passa através de seu centro. Como resultado da diferenca de
densidade entre os fluidos confinados, surgem deformagdes na interface centrifugo-induzida,
resultando em vérios efeitos dindmicos e morfolégicos interessantes.

Apesar do nimero considerdvel de estudos tedricos e experimentais sobre a célula de Hele-
Shaw girante [19, 20, 21, 22, 24, 25, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 40, 41, 42, 43, 44, 45], apenas
alguns deles [19, 40, 41, 42, 43] estudaram a influéncia da for¢ca de Coriolis na dindmica da
interface. Com relacdo a estudos analiticos, as investigacdes das estruturas dos dedos viscosos
sob a influéncia da for¢a de Coriolis s@o largamente restritas a estabilidade linear [19, 40, 41]
e em sua maioria limitadas ao caso de contraste de viscosidade elevado (fluido exterior com
viscosidade nula). O problema de apenas um fluido estudado por Walters e Cummings [40]
foi estendido [41] em um estudo da estabilidade linear do sistema para dois fluidos limitados
(fluidos contidos dentro de um disco limitado por uma borda), com contrastes de viscosidade
e densidade arbitrdrios. Tais estudos fornecem informagdes uteis sobre o sistema durante o
regime inicial da evolu¢@o (puramente linear). Um ponto importante estudado originalmente
pela Ref. [40] se refere a maneira pela qual a forca de Coriolis é adicionada nas equacdes
de movimento para o fluxo viscoso na célula de Hele-shaw girante: enquanto Schwartz [19]
inclui a forca de Coriolis diretamente na lei de Darcy bidimensional (apds o cdlculo da média
transversal), Walters e Cummings [40] a introduzem de uma forma mais rigorosa na equagao
de Navier-Stokes tridimensional. A comparagdo entre estes dois métodos a nivel linear [40]
sustenta a generalidade do célculo a /d primeiros principios a partir da equagdo de Navier-

Stokes, restringindo a validade quantitativa do modelo mais informal de Schwartz [19] apenas

30
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para nimeros de Reynolds (medida relativa de forgas inerciais e viscosas) consideravelmente
pequenos. Os estdgios mais avangados (inteiramente nao-lineares) da evolucdo da interface,
incluindo o efeito Coriolis, ndo sdo compreendidos completamente, e recorrem a intensas si-
mulacdes numéricas para fluxos imisciveis [19] e fluxos misciveis [42, 43]. Até hoje, nenhuma
atencao foi dada a investigacao analitica da dindmica que conecta estes dois estidgios extremos
(linear e ndo-linear) sob a presenca das forcas de Coriolis. A consideragdo de valores arbitrarios
para o contraste de viscosidade foi também amplamente ignorada.

Recentemente, a instabilidade na interface entre dois fluidos viscosos na célula de Hele-
Shaw girante foi estudada (negligenciando o efeitos de Coriolis) usando o método analitico
de modos acoplados [21, 24]. Em particular, mostrou-se que a andlise fracamente nao-linear
até segunda ordem é capaz de descrever precisamente importantes aspectos nao-lineares essen-
ciais relacionados a dinamica da competi¢do dos dedos [24], como analisado no capitulo 2.
Descobriu-se que competicdo entre os dedos viscosos depende dramaticamente da diferenca
de viscosidade (ou, contraste de viscosidade A) entre os fluidos. Ficou evidente que mudancas
na magnitude e no sinal de A resultam em padrdes para os dedos viscosos que apresentam
comprimentos e larguras tipicas bastante diferentes [20, 21, 22, 24]. Os estudos numéricos
subseqiientes do mesmo sistema [25, 44] verificaram que o surgimento e a localizacdo de singu-
laridades na interface (eventos de “pinch-off”) € significantemente modificada quado A varia.
Estas simula¢des numéricas também concordaram com os resultados analiticos da Ref. [24],
fornecendo uma evidéncia convincente da utilidade e da validade de nossa aproximacgao fra-
camente nao-linear. Portanto, um estudo similar incluindo o efeito da for¢a de Coriolis foi
desenvolvido [26] para um melhor entendimento de como as forca inerciais (centrifuga e de
Coriolis) influenciam o problema.

Neste capitulo, realizaremos uma andlise fracamente ndo-linear analitica para os estagios
intermedidrios na evolucdo da interface para a célula de Hele-Shaw girante, quando o efeito
de Coriolis € significante. Exploraremos o inicio dos efeitos ndo-lineares, ganhando uma visao
analitica do processo dindmico da formagdo dos dedos viscosos. Ao contrdrio dos trabalhos
anteriores [19, 40, 42, 43] sobre o problema de fluido exterior nao limitado, nosso estudo ndao
impde nenhuma restricao ao valor do contraste da viscosidade, de tal modo que A pode variar
arbitrariamente (—1 < A < +1). Isto nos permite extrair informacdes analiticas valiosas sobre
arelagdo entre o efeito Coriolis e o contraste da viscosidade, nos regimes lineares e fracamente
nao-lineares. Estaremos particularmente interessados em estudar o impacto destes efeitos na
taxa de crescimento linear da perturbagdo na interface, e na dindmica da competi¢do dos dedos

viscosos. A comparacdo de nossos principais resultados com estudos tedricos anteriores na
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célula de Hele-Shaw girante com o efeito Coriolis [19, 40] também € estudada.

3.2 LEIDE DARCY GENERALIZADA

Considere a célula de Hele-Shaw girante de espessura b (espacamento entre as placas
paralelas de vidro), contendo dois fluidos viscosos imisciveis e incompressiveis que giram com
velocidade angular constante € em torno do eixo z, que € perpendicular (e coaxial com) as pla-
cas da célula (veja Fig. 3.1). Definimos nosso referencial girante de tal maneira que sua origem
seja situada no centro da célula. Similarmente ao que fizemos no capitulo 2, a viscosidade do
fluido interno e externo sdo denotadas respectivamente por 1 € 12, € a tensdo superficial entre
os fluidos de 0. As densidades dos fluidos sdo definidas como p; e p;. Consideramos que o
fluido exterior ndo estd limitado por uma borda, focalizando ainda o movimento centrifugo-
induzido com p; > p;, mas permitindo que o fluido interno seja mais ou menos viscoso do que

o fluido externo. Descrevemos a interface perturbada entre os fluidos como

Z(0,1) =R+(6,1) 3.1)

onde R € o raio da interface ndo perturbado inicialmente circular, e (0,1) representa a rede de

perturbacdes na interface em coordenadas polares (7, 0).

Figura 3.1 Diagrama esquematico da célula de Hele-Shaw girante ilustrando o efeito da for¢a de Cori-
olis.

Nossa aproximacao fracamente ndo-linear segue o modelo tedrico proposto recentemente

por Waters e Cummings [40], considerando que o fluxo de fluido no referencial girante é regido
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pela equacdo de Navier-Stokes

ou;
Pj {a_t]_f— (“j'v)uj} = —ij—i—nszuj—ij X (Qxr) —2ij X uj, (3.2)

e pela equacao da continuidade para um fluido incompressivel
V.u;=0, (3.3)

onde u; denota a velocidade tridimensional para o fluido j (com j = 1,2), p; € a pressdo
hidrodindmica, Q = Q Z (Z é o vetor unitario ao longo do eixo z), e r é o vetor da posi¢ao de
um elemento de volume de fluido medido a partir do eixo de rotacdo. A fim expressar solucdes
em um referencial girante na célula de Hele-Shaw, € necessério alterar o balangco da pressao
hidrodinamica para o movimento em um referencial inercial com duas forgas "ficticias". Estas
sdo a forga centrifuga e a for¢a de Coriolis, representadas pelos terceiro e quarto termos do lado
direito na Eq. (3.2), respectivamente. A acelerag¢do devido a gravidade foi negligenciada.

Usando-se a equacdo de Navier-Stokes completa (3.2), com a Eq. (3.3), e impondo a
condicdo de ndo deslizamento (“no-slip boundary condition”) entre os fluidos e as placas da
c€lula (uj=0emz=0ez=0>),aleide Darcy generalizada pode ser obtida calculando-se a
média transversal da velocidade tridimensional u; na dire¢io da abertura entre as placas (eixo
z) [40]

b €, 2,
= ——2L VP, — =L (2x VP 4
\Zi 121, J @ (ZxVPj)|, (3.4)

onde v;(r,0) = fé’ u;(r,0,z)dz/b representa a média transversal bidimensional da velocidade

para cada fluido, e

@ — sinh y/12Re; —sin/12Re; (3.5)
/" 2Re;,/12Re; [cosh/12Re; + cos \ /T2Re;]’ '

9 1 ! sinh /12Re; +sin /12Re;
/" 2Re; /12Re; [cosh 12Re; +cos /12Re;]| |’
(3.6)
com )
Qb
Re; = B (3.7)

12n;
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sendo o ndmero de Reynolds [51], que nada mais é do que uma medida relativa entre o termo
inercial (proveniente da rotacao) e o termo viscoso da equagdo de movimento (3.2). Um maior
detalhamento sobre a obtencdo da lei de Darcy generalizada estd apresentada no apéndice A
desta dissertacdo. E importante enfatizar que ao deduzir a Eq. (3.4), embora os termos inerciais
“padrdo” [du;/dt + (u;-V)u,] aparecam na equagio de Navier-Stokes completa (3.2), eles sdo
desprezados a posteriori, em virtude da suposi¢do de que o nimero de Reynolds reduzido é
de ordem inferior (ver apéndice A) [40]. O caso mais geral, e consideravelmente mais compli-

~ 2

cado no qual tais termos inerciais “padrdo” sdo considerados, foi examinado recentemente por
Walters e colaboradores [41], quando os fluidos estdo limitados por uma borda.
Na Eq. (3.4) a contribui¢do centrifuga € convenientemente incorporada na pressao reduzida

Laplaciana
P j.QzV
2

que acopla a pressio hidrodindmica p; (que ndo é Laplaciana) com efeitos puramente centrifu-

Pj:pj_ (38)

gos. Usando as expressoes (3.5) e (3.6) e expandindo até a mais baixa ordem (ndo nula) no

nimero de Reynolds, obtemos

I 9;

~——, —.~~PBRe;
l—l—OCRe? (gj ﬁ J

4
com @ =204/35~5.83 ¢ B =12/5=2.4. Vale a pena salientar o caso limite quando o
nimero de Reynolds tende a zero (Re; — 0) na Eq.(3.4) obtendo que € =1e Z;/%; =0, de
modo que reproduzimos a lei de Darcy usual para a célula de Hele-Shaw girante sem a forca de
Coriolis [20, 21, 22, 24].

E importante deixar bem claro que ao derivar a lei de Darcy (3.4), o termo responsavel pela
forca de Coriolis havia sido introduzido ainda na equagdo de Navier-Stokes completa (3.2).
E foi sob tais circunstincias que o cdlculo da média transversal na velocidade foi executado
com o auxilio do software comercial Mathematica, conduzindo a Eq. (3.4). Este também foi
o caso estudado no trabalho de Walters e Cummings [40], contrastando com o procedimento
de Schwartz [19] que considera uma equacdo de Navier-Stokes simplificada (negligenciando
os termos inerciais “padrao” e também a contribuicdo do efeito Coriolis), e imediatamente
ap0s executar o cdlculo da média transversal na velocidade, o termo responsdvel pela forca de
Coriolis € colocado de volta ao problema em uma maneira ad-hoc. A andlise da estabilidade
linear apresentada na Ref. [40] demonstrou que esta suposi¢do arbitraria da Ref. [19] pode

conduzir a erros aprecidveis ainda em nivel linear, tornando este método valido somente para
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nimeros de Reynolds muito pequenos. Nossa teoria de modos-acoplados adota uma abordagem
mais rigorosa proposta originalmente pela Ref. [40], portanto esta limitacdo ndo € imposta ao

valor de Re;.

3.3 EQUAGAO DIFERENCIAL DE MODOS ACOPLADOS

Estendemos os estudos lineares anteriores [19, 40] para estdgios fracamente nio-lineares
da dindmica, e deduzimos a equacdo de movimento para a interface com acoplamentos até
segunda-ordem na perturbacdo. Para tanto, expandimos em série de Fourier a perturbacdo na

interface e o correspondente campo de pressdo reduzido respectivamente como

+o0
£(0,1)="Y Cut)exp(ind), (3.9)

N——o0

com amplitudes de Fourier §,(), e nimeros de onda azimutais discretos n =0, £1, £2, ..., e

A
P;i=Y Pi(t) (W) exp(inf), (3.10)
n£0

onde a expressao (3.10) automaticamente satisfaz a equagado de Laplace. Tal abordagem oferece
uma maneira alternativa de atacar o problema, em contraste com o método usual que considera
expansOes de um potencial de velocidade.

Prosseguimos expressando P; em termos das amplitudes de perturbacdo (,. Para isso,
vamos considerar as duas condi¢des de contorno na interface discutidas no primeiro capi-
tulo [19, 20]:

(1) A condic¢do de contorno cinemdtica
fi-vi|z =h-v2|z, (3.11)

onde v; € dado pela Eq. (3.4) e fi denota o vetor normal unitdrio que aponta do fluido 1

para o fluido 2. Em coordenadas polares (7, 0) a condi¢do de contorno cinemadtica (3.11)

x4 1 0%
WZVM%_ ( ) (3.12)
4

é reescrita como
roe ’

onde v, € v;g denotam as componentes da velocidade de cada fluido (3.4) respectiva-

mente na dire¢do 7 e 6.
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(i) A descontinuidade da pressdo hidrodindmica

(p1—P2)|l# = oKz, (3.13)
onde K denota a curvatura da interface.

Substituindo as Egs. (3.9) e (3.10) na condi¢do de contorno cinematica (3.12), expandindo
até segunda ordem na perturbacdo, e calculando a transformada de Fourier obtemos, apds al-

gumas manipulagdes, a solugdo para Pj,(t) até segunda ordem em { dadas pelas fungdes com-

plexas
R .
Pl"(t) - _%mgn
1 . D sgn(n’)
* éalk ;0(:” G { & {Sgn(’m )— m} +i El, {sgn(n) T ] }
(3.14)
e
_ M R;
1 . D sgn(n’)
+ ;()Cn Cn n' { 2 {Sgn(nn ) —|—m:| —1 gz/ |:Sgl’1(l’l) + |n| } },
(3.15)

onde & = €| +i sgn(n) 2y, & = 6 —i sen(n)Dr, & =€ +i sen(n') D1, & =y —
i sgn(n')P, e k = b?/12 é a permeabilidade. Os pontos sobre as amplitudes de perturbagio
representam derivadas totais com relagdo ao tempo. A fungdo sinal sgn(nn') = 1 se (nn') >0e
sgn(nn') = —1 se (nn') < 0.

Podemos agora usar as relacdes (3.14) e (3.15) para substituir os campos de pressao re-
duzida (3.10) na condi¢ao de contorno para a pressao (3.13) através da Eq. (3.8). Deixando
apenas sobreviver os termos quadraticos na amplitude de perturbacio, e equiparando os mo-
dos de Fourier, obtemos a equacio adimensional de modos acoplados para as amplitudes de

perturbagdo na interface (para n # 0):
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G =AM+ Y [ F 1) oG + 9 (1) o Ca ] (3.16)
n'#0

onde
281 &
[(&1+ &) +A(E1 — &)

¢ a relacdo de dispersao linear, e

An) = n|[1—B(n*—1)] (3.17)

. 26,6, [
cﬁz(n,n)—[(51+52)+A(51_52)]\n] 3 B(l 2(3n +n)> ,
(3.18)
N o_ |G =& tAE 8| |6
) = N T e 1A &) £é,
X {|n|[1 — Hysgn(nn')| — FA + i Fpsgn(n') + |n|flsgn(n)]}
(3.19)

representam os termos de segunda ordem no acoplamento dos modos que surgem naturalmente
como uma conseqiiéncia de nosso método fracamente ndo-linear, que considera a presenca
de todo o espectro de modos. As expressdes complicadas para as funcdes .77, and Z, que

aparecem no coeficiente ¢ (n,n’) na Eq. (3.19) sdo dadas por

{AI“ (ﬁ—% + %%) — A« (%% - %%)}

% - / /
’ f(éa]vgz;A)

(3.20)

B (g)/ / / /

joc = Y )
f((g)lu(gdz’A)

(3.21)

onde f(&,&,A4) = [(& — &) +A(&E + &), e a=0,1.

A expressao (3.16) é a equac@o de modos acoplados para o problema de Saffman-Taylor
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com fluxo radial na célula de Hele-Shaw girante sob o efeito da forca de Coriolis. Ela da
a evolucdo temporal das amplitudes de perturbacdo (, até segunda ordem. Note que todas
estas quantidades (A, . e ¢) sdo complexas de um modo geral. A taxa de crescimento ou
decaimento das perturbagdes A(n) (taxa de crescimento linear) é a parte real da quantidade
complexa definida na Eq. (3.17), A(n) = Real[A(n)]. O mesmo ¢é verdade para os termos
de acoplamento F(n,n’) = Real[.# (n,n’)] e G(n,n') = Real[4(n,n')]. Similarmente ao que
fizemos no capitulo 2, na Eq. (3.16) os comprimentos estdo adimensionalizados por R € o

tempo por R/U, onde

_ b’R(p1 — p2)?
12(n1 +m2)

€ uma velocidade caracteristica. Definimos também o parametro adimensional para a tensao

(3.22)

superficial
o
) ;R — (3.23)
R3Q?(p1 —p2)
e o contraste de viscosidade
A= (3.24)
m+m

Como estamos trabalhando com as versdes adimensionais das equacdes, temos que a Eq.
(3.16) fica convenientemente escrita em termos dos parametros adimensionais do sistema A, B,
¢; e Z;, onde os tltimos dois estdo em funcdo do nimero de Reynolds dos fluidos 1 e 2. A
presenca da for¢a de Coriolis na Eq. (3.4) introduz uma dependéncia explicita em Re; e A na
taxa de crescimento linear A (n), assim como nos termos de acoplamento dos modos F(n,n’) e
G(n,n"). Os nimero de Reynolds funciona como um parimetro de controle que regula a inten-
sidade dos efeitos da for¢a de Coriolis, que sdo ausentes quando Re; = 0 (ou equivalentemente
quando 6 =1 e ; = 0). De fato, quando Re; = 0, Egs. (3.17)-(3.19) reproduzem os resul-
tados obtidos na Ref. [24] para o problema correspondente sem o efeito da forca de Coriolis
(comparar com as Egs. (2.4)-(2.7) do capitulo 2). E importante também ressaltar que, apos
a reintroducdo apropriada das dimensdes, nossa relagdo de dispersdo linear (3.17) concorda
com a formula equivalente de Walters-Cummings no caso A = —1 [40]. Durante toda esta
andlise, focalizaremos na situacdo em que a instabilidade centrifugo-induzida é maximizada,
na qual o fluido interno é muito mais denso do que o externo (p; > p»), desta forma podemos

fazer p, = 0. Sob tais circunstincias os efeitos de Coriolis sdo associados a € = %’(Re) e
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2 = 2(Re), que sdo fun¢des do nimero de Reynolds Re do fluido 1 (daqui por diante vamos
omitir o subscrito 1).

Concluimos esta se¢do discutindo brevemente sobre uma conexao entre nossa relagiao de
dispersao linear (3.17) com a recentemente obtida pela Ref. [41]. Walters e colaboradores [41]
derivaram uma relacdo de dispersdo linear para o caso mais complicado no qual os termos i-
nerciais “padrdo” sdo retidos [Eq.(3.26) na Ref. [41]]. Observe que ndo € exatamente simples
relacionar diretamente este resultado com o obtido na Eq. (3.17), pois na Ref. [41] os dois flui-
dos estdo contidos dentro de um disco limitado (no qual uma condi¢do de nao-fluxo € aplicada
no calculo da velocidade média do fluido), com raio adimensional do disco tomado como 1 € 0
raio do dominio do fluido interno Ry. Inversamente, nossos resultados atuais negligenciam os
termos inerciais “padriao”, e consideram que o fluido exterior ndo € limitado por uma borda. Na
notagdo da Ref. [41] uma relac@o pode ser obtida considerando um limite em que 7 = O(1),
enquanto .’ — eo, com a combinagdo «7.% (1 —1/p) = O(1), onde <7, . e p sdo o niimero de
Strouhal, uma razao da escala de tempo para o fluxo e a rota¢do, e a razao de densidade, respec-
tivamente [41]. Tal compara¢do ainda requer um reescalonamento dos comprimentos (fazendo
a borda do disco rigido ir para infinito na Ref. [41], enquanto mantém-se Ry finito) [52]. Ex-
ecutamos tal limite e verificamos um acordo perfeito entre a nossa Eq. (3.17) e a Eq. (3.26)
da Ref. [41]. Um estudo mais completo sobre a comparacao ndo trivial entre nosso sistema e
o estudado pela Ref. [41] vai além do escopo deste trabalho atual, e serd investigado em uma

outra oportunidade.

3.4 EVOLUQZ\O LINEAR
3.4.1 Taxa de crescimento linear

Nesta secdo, investigaremos as conseqiiéncias das modifica¢des introduzidas pela lei de
Darcy generalizada (3.4) nos estdgios lineares para a evolucdo da interface. Comecgamos dis-
cutindo algumas caracteristicas importantes do regime linear. Note que a taxa de crescimento
linear A(n) = Real[A(n)] [veja Eq. (3.17)] estd escrita como o produto de um prefator que
depende de Re e A, por |n|[1 —B(n®> — 1)], que por sinal, é a taxa de crescimento linear para o
caso sem o efeito Coriolis [24]. Uma conseqiiéncia imediata da existéncia de tal prefator é o

fato que o modo critico

ne=1/14+—, (3.25)
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Figura 3.2 Taxa de crescimento linear A (n) em fun¢io de n, paraA = —1,0, +1, e trés valores diferentes
de Re: (a) 0, (b) 0.25 e (c) 1. As cores se referem a diferentes valores do contraste de viscosidade:
A = —1 (preto), A = 0 (cinza escuro) e A = +1 (cinza claro). Note que escondido na curva cinza clara
em (a) existem na verdade trés curvas coincidentes ( as outras duas estdo sobrepostas).

(definido ajustando A (n) = 0), e 0 modo de crescimento maximo

ne
Nmax = ﬁ ’

que maximiza A(n), ndo mostram nenhuma dependéncia em Re ou A. Como resultado, a

(3.26)

banda de modo instaveis (caracterizada por n.) e o nimero tipico de dedos no estigio linear
(especificado por n,,,,) ndo sdo afetados pelos efeitos de Coriolis. A despeito de ter uma in-
fluéncia evidente no nimero tipico dos dedos mostrados pelas equacgdes, o parametro B ndo
terd muita influéncia nos resultados principais apresentados neste trabalho. Este apenas in-
troduz alguns reescalonamentos quando variado (B menor tende a aumentar a magnitude dos
efeitos). Durante todo este estudo, e sem perda do generalidade, tomamos o valor caracteris-
tico B = 2.0 x 10~*. E importante mencionar que todos valores dos pardmetros adimensionais
usados em nosso estudo atual (B, A, e Re) sdo absolutamente consistentes com os valores
tipicos das quantidades fisicas correspondentes usadas em experimentos existentes na célula
de Hele-Shaw girante, principalmente aqueles realizados por Ortin, Casademunt e colabo-
radores [20, 22, 33, 34, 45].

A figura 3.2 descreve a taxa de crescimento linear em fungdo de n, para A = —1 (curva
preta), A = 0 (cinza escuro), A = +1 (cinza claro), e trés valores diferentes de Re: (a) O,
(D) 0.25 e (c) 1. Se os efeitos da forca de Coriolis ndo forem incluidos, pode-se verificar da
Eq. (3.17) que A(n) é completamente insensivel a mudangas em A. Assim, na Fig. 3.2 (a)
os casos para A = —1,0,+1 sdo todos descritos pela mesma curva. Entretanto, se Re # 0 a

taxa de crescimento linear se torna dependente de A e esta Unica curva se divide em outras
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(uma para cada valor de A) devido aos efeitos da for¢a de Coriolis. Se Re = 0.25 [Fig. 3.2 (b)],
obtemos trés curvas, onde a curva para A = +1 (A = —1) tem o mais elevado (mais baixo) pico.
Desta forma, se Re for ndo zero e estiver fixo enquanto variamos A, os padrdes se tornam mais
instaveis quando A varia de —1 até +1. Isto faz perfeito sentido fisico ja que quando A = —1 (
fluido viscoso interno que empurra um fluido exterior com viscosidade nula) temos a situagdo
mais estdvel com relacio 2 instabilidade do Saffman-Taylor. E também evidente da Fig. 3.2
(c) que maiores nimeros de Reynolds (Re = 1) tendem a gerar curvas que apresentam 0s picos
tipicamente mais baixos para A # +1, indicando a natureza estabilizante dos efeitos da forga de
Coriolis. Conseqiientemente, se A for fixo, mas diferente de +1, valores maiores de Re tendem
a conter o crescimento dos dedos na interface. Todos estes resultados da estabilidade linear sdo
consistentes com simulagdes numéricas recentes do problema [42, 43].

Investigando a Eq. (3.17) podemos verificar que os efeitos da for¢a de Coriolis desapare-
cem no limite do valor positivo mais elevado para o contraste de viscosidade A = +1, mesmo
se Re for ndo nulo. Esta € a razdo pela qual a curva cinza clara para A = +1 descrita nas Figs.
3.2(a) - 3.2(c) permanecem sem mudancas enquanto o nimero de Reynolds é variado. Conse-
qiientemente, a situacdo em que a forca de Coriolis € nula pode ser acessada fazendo Re = 0
para qualquer A, ou assumindo A = +1 para qualquer Re # 0.

Estd claramente ilustrado na Fig. 3.2 que apesar da a¢do estabilizante do efeito Coriolis, a
posicdo do pico e a largura da banda de modos instdveis permanecem inalterados, independen-
temente dos valores de Re e de A. Uma explicacdo fisica para este papel estabilizante pode ser
dada baseando-se no fato que a for¢a de Coriolis tende a mover os dedos “para trds"na direcao
0, desviando-os do crescimento puramente radial. Portanto, o efeito Coriolis inibe o cresci-
mento radial devido as forgas centrifugas, conduzindo a uma diminui¢cdo do crescimento das
perturbacdes na interface. Mesmo que o nimero dos dedos nao seja alterado pelas forcas de
Coriolis, a sua taxa de crescimento radial € certamente afetada.

Os aspetos destacados acima sdo também observados na Fig. 3.3 onde valor de maximo da
taxa de crescimento A (1,4 ) € tragado em fungdo de 0 < Re < 1, para os mesmos valores de A e
B usados na Fig. 3.2. Se A = +1, a altura do pico ndo muda enquanto Re é variado, significando
que o efeito Coriolis ndo desempenha nenhum papel. Para A # +1, a taxa de crescimento para
o nimero tipico de dedos diminui com aumento de Re. Esta queda na magnitude de A (7,qy)
com Re € mais forte para valores menores de A. Uma conclusdo geral importante € que, a
fim de induzir contribui¢des cada vez maiores da forca de Coriolis, ndo € suficiente considerar
valores grandes de Re, mas também valores menores de A. Por outro lado, a presenca de A na

Eq. (3.17) vem apenas através da inclusdo das forcas de Coriolis, de modo que se Re =0 a
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Figura 3.3 Taxa de crescimento maxima A (7,,,,) em fun¢éo do nimero de Reynolds Re, para A = —1

(preto), A = 0 (cinza escuro) e A = +1 (cinza claro).

taxa de crescimento linear é completamente independente de A. Estes resultados sugerem um
acoplamento interessante entre Re e A quando os efeitos da for¢a de Coriolis sdo levados em

conta no problema da célula de Hele-Shaw girante.

3.4.2 Modulacao de fase

Sabemos que o crescimento (ou decaimento) das perturbacdes na interface ocorrem a uma
taxa A (n) = Real[A(n)] no estdgio linear. Por outro lado, quando o efeito da for¢a de Corio-
lis estd presente a evolugdo da perturbacdo na interface € modificada pela modulacdo de fase
o(n) =Im[A(n)]. A aparicdo desta fase @(n) é exclusivamente devido ao efeito da forca de
Coriolis, e revela que os dedos instdveis comecam a “entortar para trds”, em virtude da inércia
(forca de Coriolis). Sendo assim, temos que exp|in® + iw(n)| representa um onda viajante,
com “velocidade” —@(n)/n na dire¢do 6 . Como (r,60) sdo as coordenadas polares fixas no
referencial girante na célula de Hele-Shaw, os dedos emergentes se movem “para trds” no sen-
tido oposto da rotacao [19, 40, 41]. Este € o resultado analitico que mostra a tendéncia da
forca de Coriolis a “desviar” os dedos na direcdo 6 na célula de Hele-Shaw girante. Nossa
abordagem considera as perturbac¢des na interface como fungdes de (r,0). Desta forma, os
resultados para a modulacao de fase nos mostram apenas a tendéncia dos dedos desviarem na
direcdo 6, mantendo as perturbac¢des da interface ainda como fungdes de (r, 0).

Portanto, podemos analisar como os parametros de controle A e Re modificam a intensidade
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Figura 3.4 Modulagdo de fase ®(n,,,c) em fungdo de A, para cinco valores de Re = 1,2,3,4,5. Cores
mais escuras se referem a maiores valores de Re. Para melhor visualizag¢do, os pontos pretos representam
os mdximos de cada curva

da modulagdo de fase. A Fig. 3.4 esboca @(n) em fungio de A para diversos valores fixos
de Re = 1,2,3,4,5 quando n = n,,,, (nimero tipicos de dedos que participam da dinamica).
A caracteristica mais impressionante ¢ que a modulacao de fase sé existe devido a forgca de
Coriolis (Re # 0), mas é sempre regulada pelo contraste de viscosidade A. Fica evidente da
Fig. 3.4 que ainda existe um acoplamento forte entre Re e A. Um ponto bastante interessante
€ o fato de que aumentando os valores do nimero de Reynolds ndo teremos necessariamente
uma maior intensidade do “desvio” dos dedos na direcao 6. Isto depende ainda da viscosidade
de cada fluido, mostrando que o contraste de viscosidade desempenha também um importante
papel na modulacao de fase. Como exemplo, para A = —1 a modulac¢do de fase € menor quando
o nimero de Reynolds for maior (Re = 5), enquanto que, para Re = 1, temos que ®(n,4x) €
mais acentuado para o mesmo valor de A. Para o nosso caso de interesse que maximiza os
efeitos centrifugos, vemos que a modulacdo de fase é sempre positiva para qualquer valor de A,
implicando que nesta situacdo os dedos viscosos sO desviardo para o sentido oposto da rotagdao
da célula de Hele-Shaw (na direcao 6).

Esté claro na Fig. 3.4 que, para um dado valor do nimero de Reynolds, a intensidade de
O(nmayx) cresce quando aumentamos o contraste de viscosidade de —1 até A* = A*(Re), quando

chega no seu valor maximo. Desta forma, o estidgio linear da dindmica prevé que os dedos
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Figura 3.5 A* para diversos nimeros de Reynolds.

viscosos terdo maiores desvios na dire¢do 8 quando A = A*. Continuando a aumentar o valor
de A a partir de A*, vemos um decaimento na intensidade de ®(n,,,,) chegando a zero quando
A = +1. A modulagdo de fase € nula para qualquer nimero de Reynolds quando A = +1,
indicando que a forca de Coriolis ndo desempenha nenhum papel, concordando com resultados
similares da Secdo 3.4.1 .

Na verdade, quando o efeito de Coriolis estd presente, os valores de A que maximizam
O(Myay) migram de A* = —1 para valores cada vez maiores de A quando aumentamos o nimero
de Reynolds, tal que A* — +1. Este aspecto é melhor ilustrado na Fig. 3.5 que mostra como
A* varia com o nimero de Reynolds Re. Nota-se também que na Fig. 3.5 existe variagdo muito

rapida de A* entre 0.5 < Re < 5, enquanto que para Re > 5 teremos uma aproximacdo lenta de

A* para +1.

3.5 EVOLUCAO FRACAMENTE NAO-LINEAR

Agora voltamos nossa atencdo ao estdgio fracamente nao-linear do fluxo, focalizando os
efeitos de competi¢do entre os dedos viscosos, o fendmeno ndo-linear de maior relevancia na
célula de Hele-Shaw girante. Estd bem estabelecido que o contraste de viscosidade A tem um

papel crucial na determinacdo do comportamento na interface para o fluxo em célula de Hele-
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Shaw girante quando os efeitos de Coriolis sdo desprezados [22, 24, 25, 44]. Considerando
variabilidade do comprimento do dedo viscoso como uma medida da competicdo entre os de-
dos, foi verificado que a competicao entre as estruturas da formagao dos dedos é dramatica-
mente modificada quando A varia: valores cada vez maiores na magnitude de A > 0 (A < 0)
conduzem a competicdo acentuada entre os dedos que estdo saindo (entrando). Também foi
mostrado que a competicdo € significativamente suprimida quando A — 0. Quando os efeitos
de Coriolis sdo significativos, além do parametro A, € de interesse examinar como a dindmica
da competicao entre os dedos viscosos serd afetada pelo parametro de controle do efeito da
forca de Coriolis Re.

Como nas Refs. [24, 46], para estudar a competi¢do consideramos a influéncia do modo
fundamental n no crescimento de seu sub-harmonico n/2. Para fazermos isso, temos que ree-

screver a perturbacdo (3.9) em termos dos modos senos € cossenos

£(6,t) =ap+ i [an(t) cos(n0) + by(t)sin(nb)], (3.27)
n=1

onde as amplitudes a, = §,+ {_, e b, = i({, — {_,) sdo reais. Entdo, para expressdes con-
sistentes até segunda ordem, substituimos os termos d,, e b, no lado direito da Eq. (3.16) por
A(n) a, e A(n) by, respectivamente. Sem perda de generalidade podemos fazer a, > 0e b, = 0.
Sob tais circunstancias, as equacdes de movimento para os modos sub-harmonicos seno e o

cossenos sio obtidas

dny ={A(n/2) +C(n) an} a2, (3.28)
by ={A(n/2) —C(n) an} by, (3.29)
onde a fungdo
1
Cn) =3 [F (—gg) +A(n)2) G(%—gﬂ (3.30)

determina a competi¢do entre os dedos viscosos. Um maior detalhamento na obtencdo da
equacdo de movimento para o modo sub-harménico Egs. (3.28)-(3.30) pode ser encontrada
no apéndice B desta dissertagdo. A maneira que C(n) é conectada com competi¢do entre os
dedos pode ser deduzida simplesmente inspecionando as Egs. (3.28) e (3.29). Verificamos
que C(n) > 0 aumenta o crescimento do modo sub-harmonico cosseno a,, /2, enquanto inibe o

crescimento de seu sub-harmonico seno b, ». O resultado € uma grande variabilidade entre os
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Figura 3.6 Fungio competicdo C(n) em termos do contraste de viscosidade A, e cinco valores diferentes
do nimero de Reynolds: Re =0,0.4,1,2.5,5. Cores escuras se referem a valores de Re altos.

comprimentos dos dedos do fluido 1 que penetram no fluido 2, este efeito é o que caracteriza
a competi¢do entre os dedos que saem. Por outro lado, os modos seno b,/ podem variar os
comprimentos dos dedos do fluido 2 que penetram no fluido 1, mas esta claro da Eq. (3.29) que
seu crescimento é suprimido quando C(n) > 0. Inverter o sinal de C(n) significa inverter as
conclusdes discutidas acima, de forma que os modos b, /> seriam favorecidos com relagdo aos
modos g,,/;. Independentemente de seu sinal, a fungéo C (n) mede a intensidade da competi¢do
entre os dedos, de tal forma que, para valores cada vez maiores de C(n) > 0 [C(n) < 0], teremos
uma competi¢do mais acentuada entre os dedos que saem [entram].

Comecgamos nosso estudo da dindmica da competi¢do entre os dedos examinando os re-
sultados fracamente ndo-lineares descritos na Fig. 3.6. Esta traca C(n) dado pela Eq. (3.30)
em func¢do do contraste da viscosidade A (com —1 < A < 1) para cinco valores diferentes do
ndmero de Reynolds Re. Para observar o crescimento do modo fundamental e também permitir
o crescimento de seu sub-harmonico, realizamos a analise considerando n — n.. A caracteristica
mais evidente da Fig. 3.6 € o fato de que o comportamento da competi¢ao dos dedos € forte-
mente dependente de Re e pode ser muito diferente do comportamento equivalente descrito
quando os efeitos da forca de Coriolis sao negligenciados [24]. Na Figura 3.6, quando Re =0

(reta cinza clara) reproduzimos exatamente o que foi observado nas Refs. [22, 24, 25, 44] para
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o caso sem Coriolis.

A situagdo € significativamente modificada quando os efeitos da forca de Coriolis sdo leva-
dos em conta. A primeira caracteristica relevante quando Re # 0 € o fato de que, ao contrario
do caso Re = 0, a competicao entre os dedos ndo desaparece quando A tende a zero. Ao invés
disso, C(n) = 0 apenas para valores positivos especificos do contraste de viscosidade A=A (Re).
Na verdade, quando os efeitos de Coriolis sdo considerados e Re € aumentado, a competi¢cao
tende a desaparecer para valores cada vez maiores de A, tal que A — 1 para valores muito
grandes de Re. Conseqiientemente, se os efeitos da forca de Coriolis ndo forem desprezados
na célula de Hele-Shaw girante, podemos produzir belos padrdes simétricos em que o com-
primento médio de todos os dedos sdo aproximadamente os mesmos, sem necessariamente
impor que A = 0. De fato, dependendo do valor de Re podemos obter uma situacdo em que
a competicdo entre os dedos é praticamente ausente para A consideravelmente elevado. Esta
ultima conclusio exemplifica como a inclusao dos efeitos da for¢a de Coriolis pode introduzir
mudancas significativas no cendrio ndo-linear da formacgao de padrdes na célula de Hele-Shaw
girante.

O comportamento da competi¢do entre os dedos € mais complexo e rico quando os efeitos
da for¢a de Coriolis sdo considerados. Examinando a Fig. 3.6 e contrastando o caso paraRe =0
(sem Coriolis) com Re # 0 (efeito Coriolis ndo nulo), identificamos alguns comportamentos
distintos da competic¢do entre os dedos. Em geral, se A > 0 observamos que curva para Re # 0 se
posiciona abaixo da linha reta para Re = 0, de modo que uma diminui¢cdo na competicao entre
os dedos que vio para fora é esperada. Por outro lado, se A < 0 notamos que a curva para Re # 0
fica acima da linha reta para Re = 0. Conseqiientemente, neste tltimo intervalo a competicao
entre os dedos que entram serd diminuida ( mais intensamente que para a regido de A > 0). O
efeito geral da forca de Coriolis € conter a competi¢do entre os dedos, independentemente se
os dedos estdo indo para dentro ou para fora. Verificamos também que para valores grandes de
Re, todas as curvas para C(n) se aproximam assintoticamente de zero, exceto para valores de A

préximos de +1.

3.6 FORMALISMO “VORTEX-SHEET”

Uma abordagem alternativa para descrever a interface entre os fluidos na célula de Hele-
Shaw girante pode ser obtida através da representacdo “vortex-sheet” [35]. Nesta abordagem
tedrica, a interface fluido-fluido é descrita por uma curva r(s,t) (ver Fig. 3.7) parametrizada

pelo comprimento de arco s. Desta forma, a evolugdo da interface pode ser escrita como
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dr(s,t)
dt

onde i denota o vetor normal e w(s,) é a velocidade média da interface.

i =w(s,f) R, (3.31)

A evolugdo temporal dos padroes formados pode ser escrita unicamente em termos da forma
da interface. Para isso, usamos a equagdo auto-consistente para a velocidade média da interface
w(s,t) devido a existéncia de vorticidade na interface fluido-fluido. A velocidade w(s,7) € ex-
pressa em fungdo da “folha de vorticidade” y na interface entre os fluidos pela férmula integral
de Birkhoff [35, 53]

P/ ’Zﬁgtsr_r(s(j”?]y( t), (3.32)

onde P denota o valor principal da integral e Z é o vetor unitdrio na direcdo perpendicular a
célula de Hele-Shaw. A funcdo Y(s,t) descreve a vorticidade gerada pela descontinuidade da

velocidade tangencial entre os fluidos na interface (veja Fig. 3.7)

Y(s,t) = (Vi —v2) -8, (3.33)

onde v; e v, s@o dados pela lei de Darcy generalizada Eq. (3.4), e § denota o vetor unitario
tangente a interface como mostrado na Fig. 3.7. A velocidade média introduzida na Eq. (3.32)

¢ definida como w = (v +v,)/2.

, P,

Py

Figura 3.7 Representacdo esquemadtica da “vortex-sheet”.

Para termos acesso a vorticidade y(s,), consideramos novamente as condi¢des de contorno

entre os fluidos: (i) a descontinuidade da pressdo na interface; (ii) a condi¢do de contorno
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cinemadtica (continuidade da velocidade na direcao normal). Prosseguindo com a mesma adi-
mensionalizagdo da secdo 3.3, invertendo a Eq. (3.4) e utilizando as condi¢des de contorno na
interface, obtemos a equacao adimensional para a vorticidade, convenientemente escrita em

termos dos parametros A, B e Re,

’]/=2{06W-§—{—ﬁw~ﬁ—{—5[B&SK_rf~,§]}7 (3.34)
onde d; =§-V,
[0 +A)E,— (1 -A)E,
*= { 1+A)E, + l—A)El]’ (3.35)
_ (1—A)Fl—(1+A)Fz} _{ 2 }
h= (1+A)E,+(1-A)E |’ 0= (1+AE,+ (1 -A)E, (3.36)

com

t; i

e ¢; e Z; sdo representados pelas Eqgs. (3.5) e (3.6), respectivamente. Mais uma vez o nimero
de Reynolds funciona como um parametro de controle da for¢a de Coriolis, que estd ausente
quando Re = 0 (situacdo em que o = A, B =0 e 6 = 1). Neste limite, a Eq. (3.34) reproduz o
resultado obtido na Eq. (2.9) por Miranda e Alvarez-Lacalle [25] ao estudar a célula de Hele-
Shaw girante sem o efeito da forca de Coriolis.

Para obtermos a evolucdo da interface, a Eq. (3.34) deve ser resolvida com w dado pela
Eq. (3.32), resultando em uma complicada equacio integro-diferencial para vorticidade. Uma
vez que Y é conhecido, a Eq. (3.32) é utilizada novamente para obter w, e entdo através de sua
componente normal atualiza-se a posic@o da interface. A dnica forma de resolver esta equagao
integro-diferencial € utilizando complexos métodos numéricos, como os desenvolvidos origi-
nalmente por Pauné, Sigel e Casademunt [54, 55] para o estudo do fluxo radial e retangular na
célula de Hele-Shaw em repouso. Vale a pena salientar que este método numérico é capaz de
acessar estagios altamente ndo-lineares da dindmica, obtendo assim, apés resolver a Eq. (3.32)
numericamente, a evolu¢do temporal para a interface fluido-fluido. Entretanto, aqui estamos

interessados em comparar os resultados analiticos obtidos através deste formalismo com aque-
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les obtidos através da teoria de modos acoplados da sec¢do 3.3. Para efetuarmos a comparagao
com a teoria fracamente ndo-linear, vamos considerar o caso de interesse em que os efeitos

centrifugos sdo maximizados (p; > py).

1 1
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Figura 3.8 Grificos dos pardmetros o, 3 € 8 em funcéo do contraste de viscosidade A para trés valores
de Re: 0, 2.5, 5. As curvas mais escuras representam valores de Re cada vez maiores.

A introducdo do efeito da for¢ca de Coriolis através da lei de Darcy generalizada Eq. (3.4)
alterou de forma nao trivial a expressao de y para célula de Hele-Shaw girante. O forte acopla-
mento entre o contraste de viscosidade A e o nimero de Reynolds Re também aparece nesta
abordagem, como pode ser verificado nas Egs. (3.35) e (3.36). Além disso, houve o surgimento
do novo termo Bw - i na Eq. (3.34) devido a forg¢a de Coriolis (segundo termo do lado direito
na expressio para y). Este termo, que estd multiplicado por 3, envolve um produto escalar com
o vetor h ao invés de §, indicando uma contribui¢c@o explicita do efeito Coriolis para o desvio
dos dedos viscosos na direcdo 6. O terceiro termo da Eq. (3.34) estd agora reescalonado por &
e envolve a tensdo superficial B, o gradiente da curvatura d;k e a forca centrifuga (rft-§). Jd a
expressdo w - § (primeiro termo do lado direito da Eq. (3.34)) que , como visto no capitulo 2, é
responsdvel pela competicdo entre os dedos viscosos [25], estd agora diretamente influenciada
pelos efeitos da forca de Coriolis através da acdo do parametro .

Para acessarmos como os efeitos da forca de Coriolis influenciam a vorticidade y da inter-
face, tracamos na Fig. 3.8 as novas fungdes @, f e 6 em termos do contraste de viscosidade
A para trés valores diferentes do nimero de Reynolds. Concentrando-se apenas no terceiro
painel da Fig. 3.8 que traca  em fun¢do de A, vemos que quando Re =0, 6 = 1 para qualquer
valor do contraste de viscosidade, mas quando os efeitos da forca de Coriolis sao significativos
(Re # 0) surge uma dependéncia de 0 com o contraste de viscosidade A fazendo com que as
contribui¢des dos efeitos centrifugos e da tensao superficial sejam agora diminuidos pelo fator

0, visto que 0 < 0 < 1. Acessamos mais uma vez a caracteristica estabilizante da for¢a de Cori-
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olis, que é maximizada quando A = —1, mas desprezivel se A = 1. Além disso, quanto maior
for o valor de Re, menor serd o valor de 0, diminuindo ainda mais as contribui¢6es do terceiro
termo da Eq. (3.34). E importante notar que tais resultados estio em pleno acordo com aqueles
obtidos usando o método perturbativo de modos acoplados da secd@o anterior, reforcando assim
as nossas predi¢des anteriores.

No segundo painel da Fig. 3.8, vemos como f3 regula o novo termo que aparece na Eq. (3.34),
que influencia os dedos a desviarem de seu crescimento puramente radial. Esta claro da Fig. 3.8
que quando Re = 0, B = 0 para qualquer valor de A, indicando que quando o efeito da forga
de Coriolis é desprezivel, ndo existe nenhuma possibilidade dos dedos desviarem na dire¢dao
0. No entanto, se Re # 0 temos que 8 assumird apenas valores positivos que sdo maximizados
quando A = —1. Por outro lado, a for¢a de Coriolis ndo desempenha qualquer papel quando
A =1, mais uma vez concordado com resultados anteriores. Notadamente da Fig. 3.8, vemos
que B assumird valores cada vez maiores para nimeros de Reynolds elevados, com excecao de
A = 1. E importante notar que Bw - ii apesar de ser a maior evidéncia de que a for¢a de Coriolis
tende a desviar os dedos na direcdo 0, tal termo ndo € o unico responsavel pelo desvio, visto
que a forca de Coriolis age de forma decisiva em toda a Eq. (3.34) e tal efeito dependera do
resultado combinado de todos os termos da vorticidade 7.

Finalmente, vamos analisar o primeiro painel da Fig. 3.8 que traca o em funcdo de A.
Uma das caracteristicas mais importantes deste grafico é que, na verdade, o atua como um
“contraste de viscosidade efetivo” que € reescalonado pela forca de Coriolis. Note que, quando
Re = 0, a € a fun¢do identidade, ou seja, & = A, mas se os efeitos da forca de Coriolis estao
presentes, vai existir um contraste de viscosidade efetivo que serd sempre menor do que o
contraste de viscosidade real A entre os fluidos , exceto quando A = +-1, pois para estes valores
a = *+1. Vemos também da Fig. 3.8 que quanto mais elevado o valor de Re maior serd o
“desvio” de or com relacdo a reta ¢ = A. Concluimos, entdo, que a forca de Coriolis diminui
globalmente o contraste de viscosidade real A para um contraste de viscosidade efetivo .
Certamente, a dinamica dos dedos serd alterada pelo efeito Coriolis, visto que o multiplica o
principal termo responsavel pela competi¢ao dos dedos viscosos, como discutido no capitulo
2. Decorre ainda da Fig. 3.8 que se A = 0, o ¢é diferente de zero, mas & € nulo apenas para

valores bem definidos de Ay = Ay (Re), dado por
E—-1
E+1

Vimos no capitulo 2 que quando o efeito da forca de Coriolis é negligenciado e A = 0, ndo

Ay = (3.37)
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Figura 3.9 A, em fungdo de Re (curva tracejada). Os pontos sdo as raizes A(Re) da fungiio competi¢io
dados pela solugdo de C(n) = 0 [veja Eq. (3.30)]

teremos competi¢cdo entre os dedos viscosos, resultado em padrdes simétricos de grande beleza.
Tal resultado foi confirmado numericamente na Ref. [25], usando o formalismo “vortex-sheet”,
que gerou uma interface simétrica (ver Fig. 2.9(b)) quando A = 0, pois o primeiro termo da
Eq. (2.9), que € intimamente ligado com a dindmica da competi¢cdo, desaparece para o contraste
de viscosidade nulo. No entanto, quando o efeito Coriolis estd presente, sabemos através da
teoria de modos acoplados que a competicao entre os dedos ndo se anula mais quando A =0. A
competicdo desaparece (C(n) = 0) somente para valores positivos do contraste de viscosidade
dados por A = A(Re). Analogamente, usando o formalismo “vortex-sheet”, se & = 0 esperamos
obter solugdes simétricas para a interface, ou seja, competi¢ao nula entre os dedos. Portanto, da
Eq. (3.37) vimos que o certamente nao se nula quando A = 0 e Re # 0, concordando novamente
com nossos resultados fracamente ndo-lineares.

Para uma comparagdo mais direta com nossa teoria perturbativa, € para termos acesso ao
conjunto de pardmetros que anulam @, tragamos A, na Fig. 3.9 em funcdo de Re (curva trace-
jada). Fica claro que os valores de A que anulam ¢ crescem com o aumento de Re, sendo nulo
apenas quando Re = 0. Uma conclusio andloga, usando a aproximacao fracamente nao-linear,
prevé que C(n) = 0 para valores positivos do contraste de viscosidade dados por A(Re). Vamos

além, e mostramos, nos pontos destacados da Fig. 3.9, as raizes da funcao competi¢ao (3.30),



3.7 COMPARACAO COM O MODELO DE SCHWARTZ 53

A(Re), para diversos valores de Re. Na Fig. 3.9 note que os pontos correspondentes a C(n) =0
coincidem perfeitamente com a curva tracejada obtida pela Eq. (3.37). Estd mais uma vez
evidente a robustez da teoria de modos acoplados, que apesar de ser um método perturba-
tivo fracamente ndo-linear até segunda-ordem, traz consigo informacdes fisicas precisas e de
grande relevancia sobre o sistema e sua dindmica, como demonstrado pela Fig. 3.9 que revela
uma excelente concordancia com formalismo “vortex-sheet”.

O formalismo “vortex-sheet” mais uma vez reforcou nossas predigdes fracamente ndo-
lineares. A incrivel concordancia entre estas duas abordagens completamente diferentes, deixam
claro que o fendmeno de formacao dos dedos viscosos ja acontece em estdgios relativamente
iniciais da evolu¢do da interface, mesmo quando consideramos o caso mais complicado em que

todas as forcas inerciais causadas pela rotacao estdo presentes.

3.7 COMPARAGCAO COM O MODELO DE SCHWARTZ

Nesta secdo faremos um paralelo entre nossos resultados lineares e ndo-lineares (que foram
baseados no modelo originalmente proposto por Walters e Cummings [40]) com os obtidos us-
ando o modelo de Schwartz [19]. Empregando a aproximagdo de Schwartz também € possivel
chegar a uma equacao da lei de Darcy como mostrado na Eq. (3.4), entretanto, com coeficientes

diferentes dados por [19]

1 9
Cig= S — JRe;.
’ST144Re? G ’

Substituindo estes coeficientes na Eq. (3.4), e depois seguindo as mesmas etapas descritas na
Sec. 3.3 obtemos uma equacdo diferencial de modos acoplados similar a Eq. (3.16), onde a
taxa de crescimento linear A (n)g, e os termos de acoplamento dos modos F(n,n’)s e G(n,n’)s
para a aproximac¢do de Schwartz podem ser diretamente calculados da Eqgs. (3.17)-(3.19) sim-
plesmente substituindo ¢; por €¢, € Z; por Y.

Primeiramente, comparamos as taxas de crescimento A (n) e A(n)g para o caso de interesse
(p2 = 0), quando os parametros Re e A sdo variados. Executamos um estudo comparativo na

Fig. 3.10 que traca o erro percentual relativo

100[A(n)s — A(n)]
=W

em fun¢do de Re para alguns valores do contraste da viscosidade. Uma caracteristica dbvia é

(3.38)
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Figura 3.10 Erro percentual I' em funcio de Re, para diferentes valores de A. Cores mais escuras se
referem a maiores valores de A.

que, para um dado A, o erro I" sofre a mudancas significativas enquanto o nimero de Reynolds
é variado. E claro que se A = +1 as taxas de crescimento para os dois modelos sdo coincidentes
e I'=0. Entretanto, se —1 <A < 41, os valores das taxas de crescimento coincidem apenas em
dois valores especificos de Re: 0 e Re = Re(A). Para um dado A, o erro percentual I" é positivo
no intervalo 0 < Re < Re, e negativo para Re > Re. Isto indica que a aproximagio de Schwartz
superestima o valor da taxa de crescimento para o intervalo 0 < Re < Re, e subestima-o para
Re > Re. Estas descobertas estio em acordo com os resultados similares obtidos na Ref. [40]
para o caso de elevado contraste da viscosidade A = —1, onde Re = 2.84.

E também evidente na Fig. 3.10 que I apresenta uma dependéncia muito forte no contraste
da viscosidade. Enquanto A € variado de —1 até +1, as curvas tendem a se aproximar da reta
I' = 0, indicando que o valor para A(n)g tende a um melhor acordo com A (n) quando A é au-
mentado. Para os numeros de Reynolds considerados na Fig. 3.10 (0 < Re < 5), os maiores
erros da aproximacao de Schwartz ocorrem precisamente em A = —1 (I' ~ 28% para Re = 0.92,
e I' ~ 23% para Re = 5). Entretanto, estes erros tendem a diminuir quando o contraste da vis-
cosidade varia de —1 até +1. E interessante perceber que o erro para o subestimacio (I" < 0)
pode ser muito mais significativo para valores maiores de Re (por exemplo, verificamos que o

erro " pode ser de 45% para A = —1 e Re = 10). Também chamamos a atencdo que quando
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Figura 3.11 Fungdes competi¢do C(n) (curva preta continua) e C(n)s (curva preta tracejada) em termos
de A, para trés valores diferentes de Re: (a) 0.25, (b) 0.92 e (¢) 2.84.

A = —1 na Fig. 3.10, o erro é aproximadamente 5% para Re = 0.17 que sobe para aproxi-
madamente 10% quando Re = 0.25. Este ultimo valor do nimero de Reynolds foi considerado
pela Ref. [40] (onde A = —1) como maior valor de Re para que a predicao de Schwartz, para
a taxa de crescimento linear, seja considerado como “bom”. Entretanto, acreditamos que 10%
de divergéncia € um erro bastante considerdvel. Isto indica que I' pode ser aprecidvel ja para
nimeros de Reynolds muito pequenos.

Prosseguimos contrastando nossa abordagem com a de Schwartz no estdgio fracamente
nao-linear nas Figs. 3.11 e 3.12. A figura 3.11 ilustra como a func¢io da competicao se comporta
em termos de A, para trés valores caracteristicos do nimero de Reynolds Re: (a) 0.25, (b)
0.92 e (c) 2.84. A curva continua preta se refere ao C(n) calculado da Eq. (3.30), e a curva
preta tracejada estd relacionada a func@o equivalente C(n)g que derivamos baseados no modelo
do Schwartz. Uma informac¢do complementar pode ser obtida na Fig. 3.12, onde tracamos a
diferenga C(n)s — C(n) em fungdo de A para os mesmos valores de Re usados na Fig. 3.11.

Podemos facilmente observar na Fig. 3.11(a) que para baixo Re, em general, a discordan-
cia entre as duas descri¢des € relativamente pequena para a maioria de valores do contraste de
viscosidade A , mas aumenta significativamente quando A — —1. Esta caracteristica € tam-
bém ilustrada claramente na Fig. 3.12(a), onde a diferenca entre os modelos € particularmente
grande no intervalo —1 <A < 0. Podemos também notar que mesmo se Re for tdo baixo quanto
0.25, a diferenga entre as duas abordagens no estdgio fracamente nio-linear podem ainda ser
consideravelmente significativas, dependendo do valor de A.

Um cendrio diferente € retratado na Fig. 3.11(b) e Fig. 3.12(b) quando Re = 0.92: agora as
discrepancias entre os dois modelos sdo significativamente maiores para A > 0 (relativo ao que

acontece para o caso Re = (.25), e estdo certamente presentes ao longo de toda a escala de val-
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Figura 3.12 Diferenca C(n)s — C(n) em fungdo de A, para trés valores diferentes de Re: (a) 0.25, (b)
0.92 e (c) 2.84. Cores mais escuras se referem a maiores valores de Re.

ores para o contraste da viscosidade (—1 <A < +41). Observamos também que na Fig. 3.11(b)
quando variamos A, a curva tracejada pode se localizar acima ou abaixo da curva continua,
indicando que o modelo do Schwartz pode ser enganador a respeito da dindmica da competi¢cao
dos dedos. Este comportamento esta ainda mais claro na Fig. 3.12(b). Quando aumentamos o
nimero de Reynolds tanto quanto nas Figs. 3.11(a) e 3.12(a) em que Re = 2.84, observamos
um comportamento inverso ao mostrado na Fig. 3.11(a) e Fig. 3.12(a): agora as divergéncias
entre os modelos sdo muito pequenas para —1 < A < 0, mas notadamente elevadas no intervalo
0<A<+I.

Analisando as Figs. 3.11 e 3.12 ¢ aparente o fato que, para um dado Re, a diferenca entre
as duas abordagens € completamente dependente do contraste da viscosidade. Além disso, as
regides de maior discrepancia migram de valores em torno de A = —1 e nimeros de Reynolds
mais baixos para os arredores de A = +1 e valores de Re mais elevados. Por outro lado, inde-
pendentemente do valor de Re, existem alguns valores de A em que ndo hd nenhuma diferenga
entre os dois modelos [dados por C(n)s— C(n) = 0]. Todos estes resultados indicam que a abor-

dagem de Schwartz pode resultar em erros significativos nos estigios fracamente ndo-lineares.



CAPITULO 4

CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A formacdo de padrdes desafia aqueles que tentam entender e interpretar os variados mecan-
ismos que levam a complexas estruturas de grande beleza. Os estudos dos mecanismos que
conduzem a formagdo destes padrdes de interface sdo cruciais para se compreender e dominar
a fisica envolvida, e posteriormente usi-la apropriadamente para desenvolver novas aplicacdes
cientificas e tecnoldgicas. Nosso estudo busca explicagdes tedricas para um melhor entendi-
mento da instabilidade de Saffman-Taylor, quando for¢as de rotac@o estdo presentes. Mais de
meio século ja se passou desde a descoberta de tal instabilidade, porém muitas questdes ainda
precisam ser respondidas. Esta dissertacdo visa esclarecer mais algumas questdes sobre este
sistema tdo intrigante. Portanto, neste capitulo resumimos nossos principais resultados e con-
clusdes. Além disso, discutiremos perspectivas para futuras andlises de problemas correlatos,
que ainda estdo em aberto.

Uma das principais razdes que nos motivaram para o desenvolvimento deste estudo fra-
camente nao-linear foi a possibilidade de extrair informacdes analiticas sobre o problema da
célula de Hele-Shaw girante, que de outra forma, s6 poderiam ser acessadas através de ex-
perimentos ou via métodos numéricos sofisticados. Como resultado de nossa aproximacao de
modos acoplados, diversas caracteristicas dos padrdes formados na célula de Hele-Shaw girante
podem agora ser explicadas e preditas analiticamente.

No capitulo 2, relatamos nossos resultados analiticos para o desenvolvimento da instabil-
idades de Saffman-Taylor na célula de Hele-Shaw quando a forca de Coriolis é desprezivel.
Executamos uma aproximacao de modos acoplados e investigamos as caracteristicas morfolog-
icas da interface fluido-fluido no inicio dos efeitos ndo-lineares. O impacto do estresse normal
foi levado em conta através de uma condicao de contorno modificada para pressdo. A equagdo
diferencial que descreve o inicio da evolucdo nao-linear foi derivada, sendo convenientemente
escrita em termos dos trés parametros adimensionais relevantes do sistema: contraste de vis-
cosidade A, tensdo superficial B, e o espagamento entre as placas b. Focalizamos nosso estudo
na influéncia destes parametros sobre a dindmica de competicao dos dedos. Deduzimos que ex-

iste uma ligacdo entre a competi¢ao dos dedos viscosos e os parametros A, B, e b, que pdde ser
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revelada por meio de um mecanismo baseado no crescimento das perturbacdes sub-harmodnicas.
Nossos resultados mostram um excelente acordo com as investigacdes expe-rimentais € numéri-
cas. Em particular, encontramos que quando os dois fluidos tém viscosidades comparaveis
A — 0, a competicdo entre os dedos € suprimida, independentemente dos valores de B e b.
Além disso, nosso estudo permitiu extrair informacdes analiticas do sistema, explorando todos
os valores permitidos para A, B, e b. Mais especificamente, verificamos que a morfologia da
interface entre os fluidos € modificada significativamente quando o contraste de viscosidade
varia de —1 < A < 1: valores cada vez maiores de A > 0 (A < 0) conduzem a uma maior com-
peticdo entre os dedos que saem (entram). Neste contexto, a influéncia de B e b na competi¢do
dos dedos também foi discutida.

No capitulo 3 investigamos o efeito da for¢a de Coriolis para o fluxo de dois fluidos confi-
nados na célula de Hele-Shaw girante. Desta forma, o sistema foi descrito por uma lei Darcy
bidimensional generalizada, derivada a partir de uma média transversal da equacdo de Navier-
Stokes tridimensional, propriamente incluida da forca de Coriolis. Realizamos a aproximagdo
de modos acoplados para o sistema e derivamos uma equacdo de movimento para as pertur-
bacdes na interface até segunda ordem. Nossos resultados mostraram que quando o efeito
Coriolis € levado em conta, surge uma interessante relagdo entre o numero de Reynolds Re e o
contraste de viscosidade A. Tal inter-relacdo proporcionou importantes mudangas na estabili-
dade e nas caracteristicas morfoldgicas dos padrdes formados.

Certamente, estendemos as contribuicdes precedentes para a célula girante [19, 40, 42, 43]
em diversas direcdes. Primeiramente, o contraste de viscosidade pode assumir quaisquer val-
ores fisicamente possiveis. Isto nos permitiu revelar um acoplamento entre A e Re, assim
como seus efeitos na morfologia da interface fluido-fluido. Algumas caracteristicas impor-
tantes poderam ser identificadas j4 a nivel linear, incluindo a natureza estabilizadora da forga
de Coriolis e o acoplamento entre Re e A ja mencionado. Mostramos também que a magni-
tude dos efeitos de Coriolis ndo € exclusivamente dependente da intensidade do nimero de
Reynolds. Conseqiientemente, os efeitos mais intensos da forca de Coriolis s@o conseguidos,
ndo somente ajustando Re para valores elevados, mas também tomando valores menores de A.
Além disso, verificamos que para p, = 0, independentemente do valor de Re, os efeitos de
Coriolis desaparecem completamente se A = +1.

Uma descoberta interessante € o fato de que, em contraste com o caso girante sem o efeito
da for¢a de Coriolis, se Re # 0, a competi¢ao dos dedos viscosos ndo desaparece quando A = 0.
Na verdade, encontramos que quando os a for¢ca de Coriolis € significativa, a competi¢do do

dedos € ausente somente para valores relativamente grandes do contraste da viscosidade. E
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comparando estes resultados com aqueles obtidos através do formalismo “‘vortex-sheet”, mais
uma vez, vimos que nossas predi¢des analiticas usando métodos perturbativos sdo confirmadas.
Pudemos também contrastar nossos resultados principais, com resultados similares obtidos por
meio de uma aproximac¢do simplificada para a inclusdao do efeito Coriolis, proposta hd algum
tempo atrds por Schwartz [19]. Demonstramos claramente que ao desprezar os efeitos da forga
de Coriolis a nivel tridimensional, na equacdo de Navier-Stokes, a derivagcdo da lei de Darcy
bidimensional pode conduzir a erros significativos a nivel linear e fracamente ndo-linear.

Em um sentido mais geral, nosso trabalho estd relacionado com alguns outros esforcos
recentes de tentar introduzir correcdes inerciais no problema de Saffman-Taylor [47, 48, 49,
50]. Estes estudos e 0os nossos sdo necessdrios para fornecer uma melhor compreensao das
instabilidades de dedos emergentes para o limite de elevados valores de niimero de Reynolds.
Para o0 nosso caso, as correcoes inerciais associadas a for¢a de Coriolis poderam ser incluidas na
lei de Darcy de uma forma relativamente simples, um fato que facilitou um pouco o estudo dos
efeitos da forca de Coriolis em niveis lineares e ndo-lineares. Esperamos que nosso estudo seja
também util na investigacdo de outros sistemas que exibem padrdes do tipo espiral em fluidos
magnéticos [58, 59, 60, 61, 62] e até mesmo em dominios de monocamadas lipidicas [63].

Como visto no capitulo 1, a injecdo de um fluido menos viscoso em outro mais viscoso,
na célula de Hele-Shaw radial, torna a interface instavel, levando ao desenvolvimento de com-
plexos padrdes geométricos. Além disso, estudos recentes mostraram que se a tensao super-
ficial € considerada nula (o = 0), a interface ndo apenas se deforma, mas também desen-
volve a formacdo de “cuspides”, indicando a presenca de singularidades estruturais na inter-
face [13, 14]. Neste contexto, uma extensao natural do nosso estudo poderia ser obtida ao
acrescentar a acado de mais um importante componente ao sistema: a inje¢ao (ver Fig. 4.1).
Quando o sistema gira, vimos que a acdo da forca centrifuga e da forca de Coriolis passa a ser
de grande importancia na evolucao temporal da interface, e na prépria morfologia dos padroes
gerados. Assim, métodos analiticos (exatos e aproximativos) e numéricos podem ser usados
para descobrir como tais forgas “ficticias” (principalmente a for¢a de Coriolis) influenciam a
dindmica da interface na célula de Hele-Shaw girante com injecdo, tanto na auséncia quanto na
presenca de tensdo superficial. Tal sistema ainda ndo explorado na literatura, combina os efeitos
de rotacdo (forcas centrifugas e de Coriolis) com a contribuicao desestabilizante da inje¢ao Q,
que certamente criard um acoplamento nao-trivial entre as for¢as de rotacdo e os efeitos pre-
dominantemente viscosos, resultando em novos padrdes de interfaces e inexplorados aspectos
de sua dinamica.

Afora isso, solugdes exatas sdo potencialmente importantes no entendimento completo e
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Figura 4.1 Esquema da célula de Hele-Shaw girante com taxa de injecdo Q.

estudo da validade das estruturas (padrdes) obtidas via métodos perturbativos e numéricos. Fe-
lizmente, sabe-se que tais solucdes exatas da dinAmica completamente nao-linear (e nao local)
em células de Hele-Shaw podem ser representadas por equacdes relativamente simples, mesmo
para casos ndo estaciondrios. A possibilidade de se calcular solucdes exatas € proporcionada
principalmente por uma ferramenta tedrica bdsica, o mapeamento conforme [13, 14]. Uti-
lizar tal método para tentar revelar simetrias “escondidas” nos padrdes, que nio sdo acessiveis
por meio de andlises perturbativas ou puramente numéricas, € de grande relevéncia cientifica.
Portanto, a obtencdo de tais solugdes exatas que descrevam a forma dos padrdes de interface
gerados em estdgios completamente nio-lineares da dindmica do sistema girante com o efeito
Coriolis e injecdo, configura-se em mais uma promissora perspectiva para futuras andlises. Tal
estudo € de grande interesse académico e pratico, ja que proporciona uma maneira comparati-
vamente mais simples e elegante de sondar importantes aspectos no triviais do problema.

O método do mapeamento conforme utiliza a teoria das varidveis complexas para mapear
interfaces reais de forma complexa no disco unitério definido no plano complexo, no limite em
que a tensdo superficial € nula (0 = 0). Como comentado acima, quando a tensdo superficial
¢ nula e ndo hd rotacdo (apenas injecdo), a interface inicialmente circular torna-se cada vez
mais aguda nas pontas das estruturas formadas, resultando na formacdo de cuspides. Seria de
extrema importancia investigar a influéncia dos efeitos da forca de Coriolis na formagdo de
tais cuspides. Igualmente, o limite de tensdo superficial ndo nula pode ser analisado através de

simula¢des numéricas baseadas no método da “boundary integral” [35, 57].



APENDICE A

LEI DE DARCY GENERALIZADA

Neste apéndice vamos deduzir a lei de Darcy exata bidimensional que é mostrada na
equacdo (3.4) do capitulo 3, quando o efeito da forgca de Coriolis € significativo. Por meio do
método assintético sistematico originalmente executado por Walters e Cummings [40], obte-
remos a lei de Darcy a partir da equacdo de Navier-Stokes tridimensional (1.6) propriamente
inserida dos termos inerciais provenientes do referencial girante da célula de Hele-Shaw. Esta
abordagem oferece a lei de Darcy sem nenhuma aproximacgdo, o que nos garante sua validade
para um nimero de Reynolds arbitrario, ao contrario da proposta simplificada de Schwartz [19].

Considere a célula de Hele-Shaw girante como mostrado na Fig. 3.1 do capitulo 3, preenchida
com dois fluidos viscosos em um espaco estreito b entre dois discos de vidro, planos e paralelos.
A célula gira em torno do seu eixo de rotacdo, que € perpendicular e axial as placas de vidro,
com velocidade angular constante = Q Z, onde Z é o vetor unitario que aponta na direcao z.
Coordenadas polares (r,0) sdo usadas no plano da célula.

Usando o referencial r = (r,0,z) que gira junto com a célula, a equagio de Navier-Stokes

dimensional para o fluxo de fluido é

du;
p; l3_tj + (uj‘V)“j] ==Vp;+n;V°u;—pjQx (@ xr)=2p;Qxu;, (Al

onde u; € a velocidade no referencial girante, p; a pressdo absoluta, p; a densidade e 1); a
viscosidade de cada fluido j = 1,2. Para prosseguir com o método assintético sistematico, va-
mos adimensionalizar a equacdo de Navier-Stokes tridimensional (A.1). Comprimentos serdao
adimensionalizados pelo raio inicial da gota R e tempo por uma escala temporal 7 ainda inde-
terminada. Introduzimos ainda os reescalonamentos
R nj A2
(r,z) — R (r,€2), t—Tt, uj—>?(u,v,8w), Pi— 2z Pis (A.2)
onde € = b/R. Note que para facilitar a notagdo, todas as varidveis do problema estdo repre-

sentadas da mesma forma depois do reescalonamento, mas a partir de agora serdo quantidades

adimensionais reescalonadas por (A.2). Como a célula de Hele-Shaw € um dispositivo quasi-
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bidimensional, € < 1. Agora, usaremos as equagdes para o fluxo de momento [17] dos fluidos

de cada dire¢do em coordenadas polares, e ja reescalonada por (A.2)

du; op; 0%u;
2 2
Smj<a—;—|—(Uj-V)uj—2SVj—S r) = —a—rj—l— azzj
2[L9(0u) L% 29v;
toE {r&r "or 2002 2900 |’
(A.3)
dv; 1dp;, 9%,
20 22 .. : . - _ 81,47
eR; ( 3 + (u; V)v]—i—ZSuJ) 290 T 02
2[19 (v  19%; 29w v,
T [r&r "or +r2892+r289 r2|’
(A4)
ow; api 9%w
dop [ 20T . G 2 J
£ St]( o + (u; V)w]> 5 & 32
[19 (9w 19w
e [r&r "or ) TR g6 |
(A.S)

onde as quantidades adimensionais ft; = (p;R?)/(n,7) é o nimero reduzido de Reynolds e
S = Q7 é o nimero de Strouhal. As Equacdes (A.3), (A.4) e (A.5) representam respectivamente
os fluxos de momento de cada fluido na direcdo r, 8 e z. Como no capitulo 3, é conveniente

incorporar o efeito centrifugo na pressao reduzida Laplaciana

2Q2
e-S“R;
)
2

Pj=pj— (A.6)
que acopla a pressio hidrodindmica p; (que ndo é Laplaciana) com efeitos puramente centrifu-
gos, todos ja adimensionalizados.

Consideramos o limite em que o nimero de Reynolds reduzido €3}; é pequeno, mas o
nimero de Strouhal € grande o suficiente para que a combinagdo @ = 2% S =0(1). Assim,

obtemos que o fluxo de momento de cada fluido sera
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20y = _9b; u, A7
WGVi="0r T o2 &.7)
lan 82vj
aP;
8_Z =0, (A.9)

onde P; € independente de z (como discutido no capitulo 1). Por outro lado, estas equagdes
mais simplificadas para o momento (A.7), (A.8) e (A.9), estdo sujeitas a condicdo de incom-

pressibilidade

1 8 lavj' aWj .
P A TR F N

para cada fluido, e a condi¢do de nao deslizamento nas interfaces fluidos-placas (“non-slip
boundary condition”)
u; =0 em z=0,1. (A.11)

Afim de obter um sistema que € independente de z, escrevemos

wj=1daj+u;,  vi=v;+Vj, (A.12)

onde, para qualquer f, f = fo] f dz e, por definicdo, / je \7’_,~ sdo identicamente nulos. Obtemos

entdo um sistema de equagdes diferenciais dado por

(9%, IP;
S T g = e+
%V, 19P; )
| 52 rae - )
10 _ 1(9\7j _
| 75,0 + L5 = O

Porém, se escrevermos W¥; = (uj +1i v}), o sistema pode ser simplificado para apenas uma
equacao
0*Y;
07>

oP;  idP;

—2i06jq’j:2i06j(ﬂj+i\7j)+$+;80.

(A.13)
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O lado direito da Eq. (A.13) é independente de z, e a resolvemos impondo a condicao de

nio-deslizamento,

Wi=—(aj+iv)) em z=0,1, (A.14)
resultando em
Yi(z) = —(@j+iv))
i (JPj idP cosh [§(1+i)(2z—1)/0}]
+ —(=2+-=2L)<1- —— :
2a; \ dr rdo cosh [5(1+41),/0]
(A.15)

Finalmente, usamos o fato de que fol W¥;(z) dz = 0 para obter uma forma explicita de ii; e

v, que depois de algumas manipulagdes pode ser escrita como

ﬁj—i—iﬁj:—(ng—i@j)( (A.16)

2ia;
(€ —i 7)) =12 —— |1— —2_tann [ Y25 || (A.17)
2lOCj W/ZZ(X]' 2

on iom,
or rade )’

onde

para ¢; e 9; reais.
Vemos claramente que o; = 12 Re;, pois Re; = (p;Qb?)/(127;) é o niimero de Reynolds
como definido no capitulo 3. Solucionando a Eq. (A.16) e escrevendo convenientemente em

termos dos gradientes de pressdo, podemos obter a lei de Darcy generalizada na forma dimen-

sional
b €; 2,
= (i Vi) = ——2L VP, — L (2 x VP; A.l
v = (@, v;) 121, J 2 (Zx VP, (A.18)

onde ¢ e Z; sdo escritos em termos Re; substituindo o; = 12 Re; na Eq. (A.17)

sinh 12Rej—sin,/12Rej (A.19)

ng - 2Re;j/12Re; [cosh 12Rej+cosw/12Rej} ’

9, = 1 | sinh \/12Re; +sin /12Re; (A.20)
]_ZReJ- w/12Rej[cosh 12Re; +cos y/12Re; . ’




APENDICE B

EQUACAO DE MOVIMENTO PARA OS MODOS
SUB-HARMONICOS

Neste apéndice, calcularemos de forma explicita as equagdes de movimento para os mo-
dos sub-harménicos cosseno a,(f) e o seno by(r) das amplitudes de perturbagiio que apare-
cem no texto do capitulo 3 [Eqgs. (3.28)-(3.30)] e foram originalmente obtidas por Miranda e
Widom [39, 46]. Comegamos relacionando a amplitude complexa de perturbagéo §,(7) com as
amplitudes reais a,(t) e b,(t). Para isso, agrupamos explicitamente os termos que correspon-

dem aos valores positivos e negativos de n em notacao de séries complexas,

£(0,t) =+ Z (8, (2) exp(in®) + §_,,(¢) exp(—inB)]. (B.1)

Expressando as exponenciais complexas da Eq. (B.1) em termos dos senos e cossenos, obtemos

a representacdo trigonométrica para a série de Fourier

i )cos(nB) + by(t)sin(nb)], (B.2)
onde utilizamos as relacdes
S = ao (B.3)
Gy = @Ol (B.4)
Ca(t) = M (B.5)

com n > 0. O coeficiente ap € assumido como zero para a evolucdo linear, mas para a evolucao

nao-linear deve assumir o valor

i 1)+ b2(1) (B.6)

n=1

1
4R
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a fim de manter a drea <7 = TR’ perturbada independente da perturbacio £(6,¢) [39, 46].

Deste modo, tomando as derivadas temporais das Egs. (B.4) e (B.5) temos que

an(t) = Gult)+Ealt) (B.7)
bat) = i[c'n(t)—z;_n(;)]. (B.8)

Usando a equacdo de movimento para as amplitudes complexas (equacdo de modos acopla-
dos para as amplitudes de perturbacdo Eq. (3.16) no capitulo 3), junto com as relacdes (B.3)-
(B.5) dadas acima, obteremos as seguintes equacdes de movimento para os modos cosseno e
seno a partir das Egs. (B.7) e (B.8)

a, = A(n)ay
1
+ 3 [F(n,—n")a, + G(n,—n)ay|a,,
n'>0
1
+ 5 [F(n,n)a, +G(n,n')ayla,_
n'>0
1 ,
+ 2 [F(n,—n")b,y +G(n,—n")b,y|by
n'>0
1 .
— = Y [F(n,n" )by +G(n,n)by)b,_p
2 n'>0
(B.9)
e
b, = A(n)by,
1
+ 5 [F(n, —n’)an/ + G(n, —n/)dn/]bn_,_nr
n'>0
1
+ 5 [F(n,n)a, +G(n,n")ay)b,_
n'>0
1 ,
- 3 [F(n,—n")b,y + G(n,—n" )by,
n'>0
1 .
+ 5 [F(n,n" )b,y + G(n,n")b,y|a,_,

=\
V
=)

(B.10)
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onde as expressdes para A (n), F(n,n’) e G(n,n’) sdo dadas pelas partes reais das equagdes (3.17), (3.18)
e (3.19), respectivamente.

A competicdo entre os dedos pode ser acessada analisado apenas influéncia do modo fun-
damental n no crescimento de seu sub-harmonico n/2. Além disso, podemos fazer a, > 0 e
b, = 0 sem perda de generalidade. Levando em conta tais considera¢des obtemos, apos algu-

mas manipulacdes, as equacdes diferenciais para os modos sub-harmoénicos cosseno e seno

dnyr ={A(n/2)+C(n) an} ay), (B.11)
bpja = {A(n/2) =C(n) an} by, (B.12)

onde
C(n):%[F (—%,%)M(n/z) G(g—g)} (B.13)

€ a funcdo competi¢cdo discutida nos capitulos 2 e 3 desta dissertagao.
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We report analytical results for the development of interfacial instabilities in rotating Hele-Shaw cells. We
execute a mode-coupling approach to the problem and examine the morphological features of the fluid-fluid
interface at the onset of nonlinear effects. The impact of normal stresses is accounted for through a modified
pressure jump boundary condition. A differential equation describing the early nonlinear evolution of the
interface is derived, being conveniently written in terms of three relevant dimensionless parameters: viscosity
contrast A, surface tension B, and gap spacing b. We focus our study on the influence of these parameters on
finger competition dynamics. It is deduced that the link between finger competition and A, B, and b can be
revealed by a mechanism based on the enhanced growth of subharmonic perturbations. Our results show good
agreement with existing experimental and numerical investigations of the problem both in low and high A
<0 limits. In particular, it is found that the condition of vanishing A suppresses the dynamic competition
between fingers, regardless of the value of B and b. Moreover, our study enables one to extract analytical
information about the problem by exploring the whole range of allowed values for A, B, and b. Specifically, it
is verified that pattern morphology is significantly modified when the viscosity contrast —1<A=<1 varies:
increasingly larger values of A>0 (A<0) lead to enhanced competition of outward (inward) fingers. Within

this context the role of B and b in determining different finger competition behaviors is also discussed.

DOI: 10.1103/PhysRevE.70.066308

I. INTRODUCTION

The Saffman-Taylor viscous fingering instability [1]
arises when two viscous fluids move in the narrow gap be-
tween two flat parallel plates (Hele-Shaw cell). The initially
unperturbed fluid-fluid interface can be destabilized by either
pressure gradients (viscosity driven) or by gravity (density
driven). Traditionally, experiments and theory focus on two
basic Hele-Shaw flow geometries: rectangular [2-5] and ra-
dial [6,7]. In rectangular geometry the less viscous fluid is
pumped against the more viscous one along the direction of
the flow. In the radial case injection is performed through an
inlet located on the upper plate. In both situations, the insta-
bility can lead to the formation of fingering structures, typi-
cally characterized by finger tip-splitting and/or finger com-
petition phenomena.

In contrast to radial geometry flow, which exhibits both
splitting and competition behaviors, flow in rectangular ge-
ometry normally displays only finger competition [2-5]. Nu-
merical simulations [8-10] and experiments [11-14] for rect-
angular geometry flow indicate that fingers may undergo a
type of tip-splitting instability, but only in the late stages of
interface evolution and if surface tension is extremely small
or if the speed of flow is too high. Interestingly, the most
important and usual morphological features in the rectangu-
lar case can be properly described in terms of two dimen-
sionless parameters: the viscosity contrast A (dimensionless
viscosity difference) and the effective surface tension coeffi-
cient B which is a measure of capillary forces relative to
other relevant forces in the problem. While B plays an im-
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portant role in mechanisms of steady-state selection, A acts
decisively in the finger competition dynamics if A=0 (A
#0) competition is suppressed (favored), where finger com-
petition is associated with length variability among the fin-
gered structures.

The question arises as to whether the parameters A and B
also play a relevant role in radial geometry. Possible answers
to this question can be conveniently offered by an interesting
variation of the motionless Hele-Shaw cell setup: the rotating
Hele-Shaw problem [15,16]. In the latter the cell is rotated
around an axis perpendicular to the plane of the flow, so that
the interfacial instability is driven by centrifugal forces act-
ing on the interface separating fluids of different densities.
To some extent the rotating cell problem can be seen as the
radial counterpart of the gravity-driven situation in rectangu-
lar cells [2-5].

During the last few years there has been much interest in
the morphological instability in rotating Hele-Shaw cell, ex-
ploring a great variety of issues both theoretically [15-24]
and experimentally [16,21,25,26]. On the analytical side, re-
searchers have performed linear [15,16] and weakly nonlin-
ear [17] stability analyses of the problem for large values of
A. Other groups have studied particular families of exact
solutions for rotating drops [18,19] and fluid annulus [20]. In
addition, intensive numerical simulations have been recently
employed to examine the low-viscosity contrast limit [21]
and the case in which the fluids involved are miscible (neg-
ligible surface tension) [22]. Furthermore, the flow behavior
of ferrofluid droplets in rotating cells subjected to external
magnetic fields has been studied by linear stability analysis
[23] and numerical simulations [24]. Regarding experimental
investigations, the pioneering work of Ortin and co-workers
has been providing a series of very interesting results in ro-
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tating cells, involving both high- [16] and low- [21] viscosity
contrast flows of drops, and the radial displacement of a
rotating fluid annulus, in stable [25] and unstable [26] re-
gimes.

One common feature of Refs. [15-26] is that the interfa-
cial patterns obtained in rotating cells are markedly different
from those observed in the usual Saffman-Taylor problem in
radial geometry. Specifically, it has been found that rotating
patterns are not unstable against tip splitting, but reveal fin-
gers that stretch and may compete. In this sense, the rotating
patterns are indeed more closely related to the structures ob-
tained in rectangular geometry. Experiments in the high-A
and high-o limit [16], where o is the surface tension, have
shown the development of fingering structures in which a
central initial drop throws out attached droplets, which them-
selves form new droplets and fingers. An evident dynamic
competition process among inward fingers of different sizes
is detected.

On the other hand, recent experiments and numerical
simulations in the low-A limit and for very low values of o
[21] (typically one order of magnitude smaller than the one
used in Ref. [16]) show that nearly no competition is found.
These rotating cell results seem to indicate that, similarly to
what happens in rectangular geometry, A also plays a crucial
role in radial geometry. Another interesting finding of Ref.
[21] is that, in addition to viscosity contrast and surface ten-
sion, the gap spacing b also plays a measurable role in the
linear regime. This introduces a third relevant dimensionless
parameter into the problem, defined by the ratio of b and the
initial droplet radius. In Ref. [21] the gap spacing parameter
is introduced through a modification of the Young-Laplace
pressure jump boundary condition.

Despite the fact that linear stability results, experiments
and numerical findings of Refs. [16,21] are related to a spe-
cific range of values for viscosity contrast and surface ten-
sion (higher A and o in Ref. [16] and lower A and ¢ in Ref.
[21]), there is a good indication that the parameters A, B, and
b are important to characterize pattern morphology and fin-
ger competition processes in rotating Hele-Shaw cells. How-
ever, a systematic analytical study including the combined
influence of all these parameters (each of them varying in the
entire range of their allowed values) at the onset of nonlinear
effects still needs to be addressed in the literature. This is
exactly the purpose of this work.

The rest of the paper is organized as follows: In Sec. Il we
formulate our theoretical approach and present an analytical
study of the rotating Hele-Shaw problem, focusing on early
nonlinear stages of the dynamics. The effects of normal
stresses at the interface are explicitly taken into account. We
perform a Fourier decomposition of the interface shape and
apply a perturbative weakly nonlinear analysis to derive
coupled, nonlinear, ordinary differential equations governing
the time evolution of Fourier amplitudes. Section Il dis-
cusses our linear stability analysis. Linear results are useful
and instructive, but do not allow one to make any specific
predictions about the finger competition dynamics. Actually,
we have found that the allegedly important role played by
the viscosity contrast cannot be extracted or detected at lin-
ear stages. In Sec. IV we show that some important features
of the finger competition phenomenon can indeed be pre-
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FIG. 1. Schematic representation of a rotating Hele-Shaw
cell.

dicted and better appreciated by our analytical mode-
coupling approach. At second order we describe a finger
competition mechanism and use it to identify the specific
role played by A, B, and b in rotating Hele-Shaw flows.
Comparison of our main results with other recent theoretical
and experimental studies on rotating cells is also performed.
Our conclusions are summarized in Sec. V.

II. WEAKLY NONLINEAR APPROACH

Consider a Hele-Shaw cell of gap spacing b containing
two immiscible, incompressible, viscous fluids (see Fig. 1).
Denote the densities and viscosities of the inner and outer
fluids, respectively, as p;, 7, and p,, 7,. We focus on the
centrifugally induced motion where p,>p,, but allow the
inner fluid to be either more or less viscous than the outer
fluid. The cell rotates with constant angular velocity €2, and
there exists a surface tension o between the fluids. We de-
scribe the perturbed interface as R(6,t)=R+{(6,t), where R
is the radius of the initially circular interface, and

+o0

(6= 2 {(exp(ing) (1)

n=-=

represents the net interface perturbation with Fourier ampli-
tudes ¢,(t) and discrete azimuthal wave numbers n
=0,%1,%2,....

For the effectively two-dimensional geometry of the Hele-
Shaw cell, the flow velocity v;=—-V ¢;, where ¢; represents
the velocity potential in fluids j=1,2. The equation of mo-
tion of the interface is given by Darcy’s law [1,7], properly
augmented by a centrifugally driven term [23,24]

A(¢z+¢1>+(¢2‘¢1>: b?
2 2 12(my + )

1
{E(m - pp)Q?r?
-(p1- pz)] , (2)

where the dimensionless parameter
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A= U7 3)

Mt m

is the viscosity contrast, p; represents the hydrodynamic
pressure, and r denotes the radial distance from the axis of
rotation.

At this point we stress the fact that, differently from pre-
vious theoretical and experimental investigations of the role
of A to finger competition, which focus on the high- [16] and
low- [21] negative-viscosity contrast limits (displacing fluid
is more viscous), our results are applicable for all allowed
values of viscosity contrast ~1<A=<1. This is very conve-
nient in the sense that we can compare our analytical results
with existing experimental and simulational studies for the
low and high A<<0 case, and also make important predic-
tions related to other relevant values of the parameter, in-
cluding the A>0 case (where displacing fluid is the less
viscous one). Observe that when A>0 the morphological
instability can be driven by both viscosity and density differ-
ences, which could possibly result in the rising of new and
interesting patterns at fully advanced nonlinear stages. Even
though flow with A>0 is a rather common situation (for
instance, when water displaces oil [1]), it has not yet been
studied in the rotating Hele-Shaw flows.

In contrast to the great majority of works in Hele-Shaw
flows, we follow Alvarez-Lacalle, Ortin, and Casademunt
and consider the equilibrium condition on the normal com-
ponent of the local viscous stress tensor 7; across the fluid-
fluid interface [21,27,28]:

n'(Tz_’Tl)'n:O'K. (4)

The term at the right-hand side of Eq. (4) represents the usual
contribution related to surface tension and interfacial curva-
ture « [1,7,21], with n denoting the unit normal vector at the
interface. As in Ref. [21] we consider the interface as a one-
dimensional line and take « as parallel to the Hele-Shaw cell
plates.

The stress tensor appearing at the left-hand side of Eq. (4)
is a second-rank tensor and for any of the fluids can be writ-
ten as [29]

&Ui (9Uk:| (5)

S =—pot | —+—
Tik poix 7]|:(9Xk o

where & denotes the Kronecker delta function and v; repre-
sents the ith component of the fluid velocity vector. In Eq.
(5) the elements with i # k involve velocity gradients and are
related to internal friction in the fluid (viscous effects). On
the other hand, the diagonal elements of the tensor are pro-
portional to the pressure and velocity independent.

To conclude our derivation of a modified Young-Laplace
pressure jump interfacial boundary condition, first we rewrite
Eq. (5) for each fluid (j=1,2) using polar coordinates (r, 6).
Then we substitute the resulting expressions into the equilib-
rium condition, Eq. (4), and evaluate it at the interface. Fi-
nally, in the latter we express the fluid velocities in terms of
the velocity potentials to obtain
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P Py
Pl‘pz—UK‘25[7/1?‘ 7/2? .

(6)

Note that the second term on the right-hand side of Eq. (6)
takes into account stresses originated from normal velocity
gradients which are nonzero and of relevance not only to
rotating cells, but to any radially symmetric Hele-Shaw flow.
Equation (6) expresses that, if viscous stresses are accounted,
the curvature term is balanced not only by pressure differ-
ence, but also by the normal components of the viscous
stress. The parameter § [6=1 (6=0) if normal stresses are
(not) considered] is used to keep track of the contributions
coming from the new term in Eq. (6) in our mode-coupling
description. As we will verify below, the addition of extra
stresses in Eq. (6) introduces a pertinent dependence on the
gap spacing at both linear and weakly nonlinear stages [EqQs.
(N-(11)].

We would like to emphasize that the pressure boundary
condition (6) is a simplified limit of much more complicated
circumstances present in the full three-dimensional problem
[27,28,30,31]. Rigorously speaking, the fluid-fluid interface
is actually two dimensional, so that the contribution to the
pressure difference proportional to surface tension is gov-
erned by the mean curvature (the average of the two princi-
pal curvatures) of the interface or k=x;+ . One principal
curvature (k) is associated with the interface profile in the
direction perpendicular to the cell plates, and it is of order
1/b with a specific value set by interface contact angles. The
remaining principal curvature (k) is parallel to the Hele-
Shaw cell plates.

From the remarks made in the previous paragraph, we
point out that, in principle, even if normal stresses are not
considered in the generalized Young-Laplace pressure jump
condition Eq. (6) (or, equivalently, if 6=0), there would still
be an influence of the plate separation b originated from the
perpendicular curvature «,. Actually, this contribution
would be a dominant term since «, is much larger than ;.
However, typically one finds that «, is nearly constant (con-
stant contact angle) [27,28]. Therefore, despite its magnitude
the perpendicular curvature does not significantly affect the
motion in Hele-Shaw cell, because its gradient is nearly zero.
This last point was also discussed by Tryggvason and Aref
[2] in the context of their vortex sheet formulation of the
Hele-Shaw problem: it is found that vorticity generated at the
fluid-fluid interface depends only on derivatives of the pres-
sure. So the addition of a constant-pressure term (~« ) at
the interface has no net effect on the dynamics.

Of course, if the perpendicular curvature is not constant, it
may well reintroduce complicated three-dimensional effects
such as wetting- and velocity-dependent (dynamic) contact
angles into the problem [27,28,30,31]. As discussed in more
detail in Ref. [21] the inclusion of these complex three-
dimensional effects can be avoided in rotating Hele-Shaw
cells if a prewetting film is generated in the glass plates
before the experiments are performed. Under such circum-
stances the boundary condition shown in Eq. (6) is perfectly
valid, and an excellent agreement between experiments and
numerical simulations is obtained [21]. So in this paper we
can say that the influence of gap spacing b on the evolution
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of the system comes from the inclusion of the additional
terms in Eq. (6) related to normal viscous stresses at the
moving interface.

We proceed by adapting a weakly nonlinear approach
originally developed to study flow in motionless Hele-Shaw
cell [32,33] to the current rotating cell problem. First, we
define Fourier expansions for the velocity potentials, which
obey Laplace’s equation qubj:O. Then, we express ¢; in
terms of the perturbation amplitudes ¢, by considering the
kinematic boundary condition n- V ¢;=n-V ¢,, which refers
to the continuity of the normal velocity across the interface.
Substituting these relations and the modified pressure jump
condition, Eqg. (6), into Eq. (2) and Fourier transforming
yields the dimensionless mode-coupling equation (for n#0)

n)gn 2 [an)gn gn n’+G(nn)§n gn n]

n’#0
(7)
where
A(n) = J|( |)[1 B(n*-1)] (8)
denotes the linear growth rate with
2
J(n) = [1 + 5|n|(|n|T+A)b} 9
and
F(n,n") = | | 1 B[l—n—,(Sn’+n)] (10)
' J(n) 2 2 '
G(n,n") = %{A[l -sgn(nn’)] - ﬁ

b2
+ 5€[A[1 -n?sgn(nn’) +n'?]

~n|[1 +sgn(nn")] +3|n’l]} (11)

representing second-order mode-coupling terms. The sgn
function equals +1 according to the sign of its argument. In
Eq. (7) lengths are rescaled by R and time by R/U, where
U=[b%R(p, - po)Q%]/[12(7+ 1,)] is a characteristic veloc-
ity. Here we define the surface tension parameter

_ g

R*0(py - py)
as the ratio of capillary to centrifugal forces. From now on,
we work with the dimensionless version of the equations.
After appropriate reintroduction of dimensions, it can be
shown that our linear growth rate expression (8) agrees with
the equivalent formula of Alvarez-Lacalle et al. [21]. Notice
that Eq. (7) is conveniently written in terms of the three
relevant dimensionless parameters of the problem: A, B, and
b. As mentioned earlier, note that the extra stress parameter
6=1, originated from Eq. (6), introduces an explicit depen-
dence of the linear growth rate A(n) and also of the mode-

(12)
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coupling terms F(n,n’) and G(n,n’) on b and A. Such a
dependence, which within our approach does not exist if &
=0, is of importance to an accurate description of the finger
competition dynamics in rotating Hele-Shaw cells.

I11. LINEAR STABILITY ANALYSIS

Although at the level of linear analysis we do not expect
to detect or rigorously predict important nonlinear effects
such as finger competition, linear stability analysis may still
provide useful information. Some aspects related to the lin-
ear stage in the low A<<0 limit and for very small surface
tension o have been already discussed in Ref. [21]: it has
been found that the use of a modified Young-Laplace pres-
sure boundary condition [similar to our Eq. (6)] introduces a
dependence of the linear growth rate on gap spacing. More-
over, it has been deduced that if n~1/b> A the gap spacing
corrections would be independent of the viscosity contrast.
The validity of these suggestive linear findings to weakly and
fully nonlinear stages of the flow and its applicability to all
allowed values of A and B have not been further investigated
analytically in Ref. [21], but instead have been supported by
their experiments and intensive numerical simulations in the
low A<0 and o limit.

Here we use our growth rate Eq. (8) to gain further insight
into the influence of the parameters A, B, and b at the linear
stage of pattern evolution. The reasons for performing such a
linear stability analysis are twofold: first, it allows one to
access and examine some important features of the patterns
already at the linear level. Second, it indicates the necessity
of performing a weakly nonlinear analysis of the system, due
the the lack of information relating the relevant physical pa-
rameters to finger competition events.

Figure 2 plots \(n) as a function of mode number n for
three different values of the surface tension parameter B: (a)
1074, (b) 4.0x 107, and (c) 1.6 1073, The color shading
refers to the following values of b: 1.5X 1072 (black), 3.5
X 1072 (dark gray), and 4.5 x 1072 (light gray). By inspecting
Fig. 2, we can examine how the gap spacing b influences the
linear growth rate: for a given value of B, increasing b leads
to a decreased growth rate of the fastest growing mode N
[obtained by setting dA(n)/dn=0] and shifts n,,, toward
lower values of azimuthal wave numbers. Since n,, deter-
mines the typical number of fingers formed at the onset of
the instability, this means that small gaps result in patterns
with a larger number of fingers. This is an important conse-
quence of the inclusion of normal stresses in Eq. (6). We
point out that, due to a small mistake in their linear stability
calculation, the authors of Ref. [21] erroneously concluded
exactly the opposite: larger gap spacings leading to larger
wave numbers. However, our current results do agree with
their own experimental and numerical findings [21].

It is also noticed from Fig. 2 that the selectivity of wave
numbers induced by changes in b is more relevant for
smaller values of the surface tension parameter B, being
hardly observed for sufficiently large B [see Fig. 2(c)]. A
clearer illustration of the latter is depicted in Fig. 3, which
plots nyay as a function of b for increasingly larger values of
B, using the same physical parameters as those used in Fig.
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FIG. 2. Linear growth rate \(n) as a function of n, for A=-1,
5=1, and three different values of B: (a) 107, (b) 4.0 X107, and
(c) 1.6 X 1073, The color labeling refers to three values of gap spac-
ings b: 1.5X1072 (black), 3.5x 1072 (dark gray), and 4.5x 1072
(light gray). To better guide the eye the maxima of the curves are
explicitly indicated by small dots.

2. By increasing b in Fig. 3 the typical number of fingers
drops by approximately 16 units in (a) for B=1074, 3 units in
(b) for 4.0x 1074, and roughly by 1 unit in (c) for B=1.6
% 1073, It is worth mentioning that if §=0 the values of .,
and \(nyay) Would be overestimated and their dependence on
b completely disappears.

Interestingly, despite the evident dependence of the fastest
growing mode n,,, On both b and B as indicated in Figs. 2
and 3, it can be verified that the band of unstable modes,
characterized by the critical mode number

>0 Toe L (a)
40 ' .
s0(, (b)
20
(c)
0015 0025 0035 0045
b

FIG. 3. Fastest growing mode n.,, as a function of b, for A=
-1, 8=1, and three different values of B: (a) 107, (b) 4.0x 1074,
and (c) 1.6 X 1073,
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nC:\/1+%, (13)

namely, the maximum wave number for which \(n) is still
positive, depends only on B and for a given B is evidently
not influenced by changes in gap spacing.

An additional noteworthy point we have verified about the
linear stability features illustrated by Figs. 2 and 3, which
assume specific values of viscosity contrast and extra stress
parameter (respectively, A=—1 and 6=1), is the fact that the
linear scenario is not qualitatively modified if any other val-
ues of —1 <A =1 are used. For instance, considering the data
shown in Figs. 2 and 3, if we take A=1 instead of A=-1, the
new values of ny,, would be very modestly smaller than the
original ones (the largest difference being =0.3% —0.4%, if
b=4.5x107%). This indicates that, at the linear level, the
influence of A on the dynamics is minor, as opposed to the
important changes induced by the parameters b and B. Inci-
dentally, recall that A does not play any role at the linear
level if 5=0 [see Eq. (9)]. So, despite the inclusion of normal
stresses (6=1) in the modified pressure boundary condition
Eq. (6), the viscosity contrast does not necessarily emerge as
a key parameter at purely linear stages of interfacial evolu-
tion. However, there is good experimental and numerical evi-
dence that A plays a major role in determining pattern be-
havior (particularly, with respect to finger competition) at
highly nonlinear stages of the flow in both rectangular [2-5]
and rotating Hele-Shaw cells [21].

Based on our previous discussion, it is clear that one must
go beyond linear analysis in order to investigate thoroughly
how B, b, and particularly A influence important morpho-
logical features of the evolving interface. Section IV demon-
strates the usefulness of our weakly nonlinear approach in
analytically elucidating key aspects related to the finger com-
petition dynamics.

IV. FINGER COMPETITION DYNAMICS

In this section we use the mode-coupling, Eq. (7), to gain
analytical insight into finger competition dynamics in rotat-
ing flows and to examine how it is affected by the action of
A, B, and b. We emphasize that finger competition is an
intrinsically nonlinear effect and could not be properly ad-
dressed by purely linear stability analysis. Consequently, we
concentrate our attention primarily on the weakly nonlinear
terms in Eq. (7).

Within our mode-coupling approach finger competition is
described by the influence of a fundamental mode n on the
growth of its subharmonic mode n/2 [32,33]. To simplify
our discussion we rewrite the net perturbation ¢ in terms of
cosine [a,=¢,+_,] and sine [b,=i(Z,— {_,)] modes. Without
loss of generality we may choose the phase of the fundamen-
tal mode so that a,>0 and b,,=0. From Eq. (7) we obtain the
equations of motion for the subharmonic mode,

ap2 = {N(N/2) + C(N)ay} ayyp, (14)

boz = IN(N/2) = C(N)an} by, (15)

where the function
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FIG. 4. C(n) as given by Eq. (16) as a function of the viscosity
contrast A, for three different values of the surface tension coeffi-
cient B, and two distinct gap spacings b. Note that hidden in the
solid (light gray) line labeled (c) there are in fact two lines (an
indistinguishable dashed line lies hidden).

1 nn n n
C(I’l)—E|:F<— E’E) +7\(n/2)G(E,—E)] (16)

determines finger competition. The way C(n) is connected to
finger competition can be inferred simply by inspecting Egs.
(14) and (15). We verify that C(n)>0 increases the growth
of the cosine subharmonic a,,;», while inhibiting growth of its
sine subharmonic b,,. The result is an increased variability
among the lengths of fingers of fluid 1 penetrating into fluid
2. This effect describes finger competition. Sine modes b,
would vary the lengths of fingers of fluid 2 penetrating into
fluid 1, but it is clear from Eq. (15) that their growth is
suppressed when C(n) > 0. Reversing the sign of C(n) would
exactly reverse these conclusions, such that modes b,
would be favored over modes a,,;,. Regardless of its sign, the
function C(n) measures the strength of the competition such
that increasingly larger values of C(n)>0 [C(n)<0] lead to
enhanced competition of outward [inward] fingers.

Our study of the finger competition dynamics examines
the weakly nonlinear results depicted in Figs. 4 and 5, taking
6=1. Figure 4 plots C(n) given by Eq. (16) as a function of
viscosity contrast A (with —1<A<1) for three different val-
ues of the surface tension parameter B: (a) 2.0 X 10™* (black
lines), (b) 5.0 107 (dark gray lines), and (c) 2.0x 1073
(light gray line). The solid (dashed) lines describe the behav-
ior of C(n) for gap spacing b=3.5x1072 (1.5x1072). To
observe growth of the fundamental mode and also to allow
growth of its subharmonic, we carry out our analysis consid-
ering that n=n [see Eq. (13)]. Note that Fig. 4 conveniently
illustrates in a single diagram the way the parameters A, B,
and b affect finger competition in rotating cells.

Complementary information can be obtained by examin-
ing Fig. 5 which uses the same physical parameters as the
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FIG. 5. Variation of the difference function Fp;¢; as given by Eq.
(17) in terms of the viscosity contrast A and the surface tension
coefficient B.

ones utilized in Fig. 4, but plots the difference function, de-
fined as

Foitt =C(Mp=b, = C(Np=|, (17)

where b;=1.5x1072 (dashed lines in Fig. 4) and b,=3.5
X 1072 (solid lines in Fig. 4). So the function Fp;s expresses
the absolute value of the difference between the finger com-
petition (dashed and solid) lines C(n) plotted in Fig. 4 for
two distinct values of gap spacing.

The most evident feature of Fig. 4 is the fact that if the
viscosity contrast A tends to zero, the competition function
C(n) also tends to zero, regardless of the value of either B or
b. In other words, our results indicate the absence of dy-
namic competition between fingers if the two fluids present
comparable viscosities. Remarkably, this important effect,
which could not be accessed by purely linear analysis, is
detected already at the lowest nonlinear order.

The regulatory behavior of A with respect to finger com-
petition is reinforced by Fig. 5 where it can be seen that Fpj¢
tends quite rapidly to zero when the viscosity contrast van-
ishes, even in that region of the graph in which the difference
between the behaviors is strongest (smaller values of B).
Therefore, simililarly to what have been found by numerical
simulations [2,3] and experiments [4,5] in rectangular geom-
etry, our analytical findings show that A also plays a crucial
role in the radial geometry by controlling finger competition
behavior. This is in perfect agreement with the recent rotat-
ing cell experiments performed in the low A<<0 and low
surface tension limit [21].

We continue our discussion by concentrating on the most
frequent situation explored in the literature so far or the case
in which A<<0 (inner fluid is more viscous). By observing
Fig. 4 we see that if A is negative, C(n)<O0, indicating in-
creased competition among inward fingers for increasingly
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larger values of A. Simultaneously, the competition among
outward fingers would be suppressed. These findings are in
accordance with what is observed in rotating cell experi-
ments in both high [16] and low [21] A<<0 limits.

At this point, we turn our attention to the role played by B
when A<0. Notice that for a given value of b, the inclina-
tion of the C(n) lines in Fig. 4 is controlled by the dimen-
sionless surface tension B, so that competition decreases (in-
creases) for larger (smaller) values of B. Even though, for
fixed B, A determines finger competition, variations in B may
lead to significant changes in the intensity of the competi-
tion. In particular, note that if B is sufficiently large, C(n)
—0 no matter the value of A. Conversely, if B is too small
(nearly zero-surface-tension-limit), competition among in-
ward fingers is supposed to be very intense and the formation
of topological singularities (droplet fission and breakup)
could be expected. Singularity formation has been experi-
mentally verified in Ref. [21], where finger pinch-off and
droplet emission are observed.

Now, we analyze the role of the gap spacing b. From Fig.
4 we notice that C(n) is indeed b dependent, so that for fixed
B this dependence is stronger (weaker) for smaller (larger)
values of b, confirming the experimental findings of Refs.
[16,21]. Notice also that this dependence is more evident for
larger values of A<<0. Finally, note that if B is allowed to
vary, the sensitivity of C(n) with respect to b is stronger for
smaller B, being completely irrelevant for sufficiently large
values of the dimensionless surface tension. This fact can be
verified in Fig. 4 by noticing that for B=2.0x 1073 [labeled
by (c)] the solid and dashed lines simply overlap. This last
feature can be even more clearly observed in Fig. 5 where
the difference function goes quickly to zero as B is increased,
so that, after some sufficiently large value of the surface
tension parameter B, changing b results in no practical dif-
ferences regarding finger competition behavior. Therefore,
we deduce that the effect of normal stresses is not relevant in
the large-B limit.

We proceed by commenting on the case A>0 (inner fluid
is less viscous). In Fig. 4 we see that by reversing the sign of
A from negative to positive there is in fact just one signifi-
cant change: if A>0, the competition function C(n) becomes
positive, indicating that the growth of the cosine subhar-
monic a,, is now favored [see Eq. (14)]. This causes in-
creased competition among outward fingers. Interestingly,
concerning the action of B and b, the rest of the conclusions
reached above for the case A<<0 apparently remain valid for
positive viscosity contrast. This is also evident from Fig. 5
which depicts a Fpjs function that is symmetric under sign
reversal of A. It is also easy to see that competition dynamics
is more (and equally) sensitive to changes in b, for larger
values of A, no matter if it is positive or negative.

We close this section by making a few remarks about our
mode-coupling description of the finger competition behav-
ior if extra stresses originated from normal velocity gradients
in Eq. (6) are not taken into account. As expected, if 6=0, we
have verified that the competition dynamics would be com-
pletely insensitive to changes in the gap spacing b. Of
course, this would not be in agreement with recent experi-
mental studies of the system [16,21]. We also have found
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that the discrepancies between the theoretical analysis for
finger competition with §=0 and the real experiments are
increasingly larger for smaller values of the surface tension
parameter B. Finally, we point out that if 6=0 the effect of
the viscosity contrast on the competition of the fingered
structures would be exaggerated, mainly in the high-|A| limit.
These last remarks reinforce the necessity of introducing nor-
mal stresses into the general theoretical framework of the
problem in order to obtain a better and more reliable under-
standing of the finger competition dynamics in rotating Hele-
Shaw cells.

V. CONCLUSIONS

One of the main reasons that motivated us to develop the
current weakly nonlinear study was the possibility to extract
analytical information about the rotating Hele-Shaw prob-
lem, which otherwise could only be acquired via meticulous
experiments [16,21] or sophisticated numerical methods
[21]. As a result of our mode-coupling approach several fea-
tures of the patterns formed in rotating cells, especially those
related to finger competition dynamics, can now be ex-
plained and predicted analytically. Our analysis explicitly in-
dicates that the link between the finger competition dynamics
and the parameters A, B, and b occurs through enhanced
growth of subharmonic perturbations. We stress that the fin-
ger competition mechanism we propose is consistent with
others already studied in the literature [16,21].

Our mode-coupling approach allows one to study finger
competition considering a rich space of physical parameters,
in the sense that it incorporates the combined role of all three
relevant parameters for the problem: namely, the viscosity
contrast A, the surface tension coefficient B, and the dimen-
sionless gap spacing b. In agreement with previous experi-
mental and numerical investigations of the problem [16,21],
we have concluded that A has indeed a key role in determin-
ing finger competition, so that competition virtually disap-
pears when A— 0. On the other hand, we have shown that B
and b can also be of considerable importance for an accurate
description of the problem. For instance, we have deduced
that for sufficiently large B, competition vanishes regardless
of the particular values of A and b. Likewise, we have veri-
fied explicitly that b has a stronger influence on finger com-
petition whenever B is small and A is large.

Moreover, we have been able to extend our predictions
beyond the universe of parameters normally explored by ex-
isting experiments and simulations [15-26]. Concerning the
values of the viscosity contrast, while the majority of works
in rotating Hele-Shaw cells focus on very low and very high
A <0 limits, we can address its whole range of validity —1
<A=<1. This is also true with respect to the parameters B
and b. The welcome flexibility offered by our analytical ap-
proach is very advantageous, since the weakly nonlinear
method provides an accurate approximation of the dynamics,
being nonperturbative with respect to the relevant physical
parameters of the problem. In addition, it permits one to
explore physical situations not yet addressed by in the litera-
ture. For example, if A>0, we have made a rather specific
prediction: increased competition of outward fingers would
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occur for increasingly larger values of positive viscosity con-
trast. Furthermore, we have predicted that for A>0 all other
morphological features related to competition should be
similar to those obtained in the A<<0 case. It is worth noting
that some of our specific predictions—mainly those con-
nected to the situation in which A>0—still need to be
checked experimentally in rotating cells. We hope experi-
mentalists will be willing to test our weakly nonlinear results
for positive A.

We conclude by pointing out that the main theoretical
considerations employed in this work (weakly nonlinear
mode-coupling theory including normal viscous stresses) are
very likely useful and applicable to other important fluid
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dynamics systems, in particular those involving pattern for-
mation in confined fluid flow under variable gap spacing
conditions occurring in lifting Hele-Shaw cells [34-36], and
adhesion-related problems with Newtonian, non-Newtonian,
and magnetic fluids [37-40].
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A growing number of experimental and theoretical works have been addressing various aspects of the
viscous fingering formation in rotating Hele-Shaw cells. However, only a few of them consider the influence of
Coriolis forces. The studies including Coriolis effects are mostly restricted to the high-viscosity-contrast limit
and rely on either purely linear stability analyses or intensive numerical simulations. We approach the problem
analytically and use a modified Darcy’s law including the exact form of the Coriolis effects to execute a
mode-coupling analysis of the system. By imposing no restrictions on the viscosity contrast A (dimensionless
viscosity difference) we go beyond linear stages and examine the onset of nonlinearities. Our results indicate
that when Coriolis effects are taken into account, an interesting interplay between the Reynolds number Re and
A arises. This leads to important changes in the stability and morphological features of the emerging interfacial
patterns. We contrast our mode-coupling approach with previous theoretical models proposed in the literature.

DOI: 10.1103/PhysRevE.75.016305

I. INTRODUCTION

The study of the evolution of hydrodynamic instabilities
and pattern formation at the interface separating two fluids in
a rotating Hele-Shaw cell has attracted much interest since
the initial work by Schwartz [1-20]. The problem constitutes
a variation of the traditional, purely viscosity-driven
Saffman-Taylor instability [21,22] in which the cell is rotated
around a vertical axis passing through its center. As a result
of the density difference between the two confined fluids,
centrifugally induced interfacial deformations arise, leading
to various interesting dynamical and morphological effects.

Despite the considerable number of theoretical and ex-
perimental studies of rotating Hele-Shaw cells [1-20], just a
few of them [1,15-18] address the role of Coriolis forces in
affecting the dynamics of the interface. On the analytical
side, the structure of the fingering under Coriolis forces is
largely restricted to linear stability investigations [1,15,16]
and mostly limited to the high-viscosity-contrast case (invis-
cid outer fluid). The unbounded outer fluid problem studied
in Ref. [15] has been extended [16] to cover the linear sta-
bility of the two-fluid problem (fluids contained within a
bounded disk), with arbitrary viscosity contrast and density
ratio. These studies provide useful information about the sys-
tem during the initial (purely linear) time regime. A notewor-
thy point originally examined in Ref. [15] refers to the way
the Coriolis force is added into the governing equations for
fluid flow in rotating Hele-Shaw cells: while Schwartz [1]
includes it directly in a gap-averaged two-dimensional (2D)
Darcy’s law, Waters and Cummings [15] introduce it in a
more rigorous fashion onto a 3D Navier-Stokes equation.
Comparison between these two approaches at the linear level
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[15] supports the generality of the Navier-Stokes first-
principles calculation, restricting the quantitative validity of
the more casual model of Ref. [1] to considerably small Rey-
nolds numbers (relative measure of inertial and viscous
forces). More advanced (fully nonlinear) stages of the inter-
facial evolution including Coriolis forces are also not com-
pletely understood and rely heavily on numerical simulations
for immiscible [1] and miscible [17,18] flows. To this day, no
attention has been paid to an analytical investigation of the
dynamics that bridges these two extreme stages under the
presence of Coriolis forces. Consideration of arbitrary values
of the viscosity contrast has also been largely overlooked.

Recently, the interfacial instability of two viscous fluids in
a rotating Hele-Shaw cell has been studied (neglecting Cori-
olis effects) by analytical mode-coupling approaches [10,13].
In particular, it has been shown that a second-order weakly
nonlinear analysis is capable of accurately describing essen-
tial nonlinear aspects related to the finger competition dy-
namics [13]. It has been found that competition among the
fingering structures is dramatically dependent on the viscos-
ity difference (or viscosity contrast A) between the fluids. It
turns out that changes in the magnitude and sign of A result
in fingering patterns presenting very different typical lengths
and widths [2,10,12,13]. Subsequent numerical studies of the
problem [14,19] have verified that the emergence and loca-
tion of interfacial singularities (pinch-off events) are signifi-
cantly modified as A varies. These simulations also have sub-
stantiated the analytical results of Ref. [13], providing
convincing evidence of the usefulness and validity of their
weakly nonlinear approach. Similar type of studies including
the effect of Coriolis forces still need to be addressed.

In this work, we carry out an analytical weakly nonlinear
analysis for the intermediate stages of the interface evolution
in rotating Hele-Shaw cells, where the Coriolis effect is sig-
nificant. We explore the onset of nonlinear effects and try to
gain analytical insight into the dynamic process of fingering
formation. In contrast to prior work [1,15,17,18] on the un-
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FIG. 1. Schematic diagram representing a rotating Hele-Shaw
cell.

bounded outer fluid problem, our study imposes no restric-
tions on the viscosity contrast, so that A can be arbitrarily
taken within its entire range of validity (-1 <A< +1). This
enables us to extract valuable analytical information con-
cerning the interplay between Coriolis and viscosity contrast
effects in both the linear and early nonlinear regimes. We
will be particularly interested in studying the impact of these
effects on the linear growth rate of interfacial perturbations
and on the finger competition dynamics. Comparison of our
main results with previous theoretical studies on rotating
cells with Coriolis effects [1,15] is also performed.

II. PHYSICAL PROBLEM AND GOVERNING EQUATIONS

Consider a rotating Hele-Shaw cell of gap width b con-
taining two immiscible, incompressible, viscous fluids spin-
ning with constant angular velocity () around the z axis,
which is perpendicular to (and coaxial with) the cell plates
(see Fig. 1). We define our rotating coordinate system in such
a way that its origin is located at the center of the cell. The
viscosities of the inner and outer fluids are, respectively, de-
noted as 7; and 7,, and the surface tension between them is
o. The densities of the fluids are defined as p; and p,. We
consider that the outer fluid is unbounded and focus on the
centrifugally induced motion where p;>p,, but allow the
inner fluid to be either more or less viscous than the outer
fluid. The perturbed interface is described as R(6,7)=R
+{(6,1) where R is the radius of the initially circular inter-
face and {(6,r) represents the net interfacial perturbation in
polar coordinates (r, 6).

Our weakly nonlinear approach follows the theoretical
model recently proposed by Waters and Cummings [15] and
considers that the fluid flow in the rotating frame of reference
is governed the Navier-Stokes equation

o
P/[EL + (- V)“f] ==Vpj+ 7,70 - i X (@ Xr)

and the continuity equation for an incompressible fluid
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V.u;=0, )

where u; denotes the three-dimensional fluid velocity for
fluid j (where j=1,2), p; is the hydrodynamic pressure, €
=0z (z is the unit vector along the z axis), and r is the
position vector of a fluid element measured from the rotation
axis. Note that in order to express solutions in the rotating
frame of reference at the Hele-Shaw cell, it is necessary to
augment the hydrodynamic pressure force balance for mo-
tion in an inertial frame with two “fictitious” forces. These
are the centrifugal and Coriolis forces, represented by the
third and fourth terms on the right-hand side of Eq. (1),
respectively. The acceleration due to gravity is neglected.
By using the full Navier-Stokes expression (1), plus Eq.
(2), and imposing the no-slip boundary condition at the cell
plates (u;=0 at z=0 and z=b), a generalized Darcy-like law
can be obtained by averaging the three-dimensional velocity
u; over the gap direction (z axis)
b’C; ve - Dxv 3
V= 127, P; Cj(zx P)|, (3)

where Vj(r,6)=f8uj(r,0,z)dz/b represents the 2D gap-
averaged velocity in each fluid,

sinh \12Re; — sin V12Re;

CJ = f bl (4)
2Re;V12Re [cosh V12Re; + cos V12Re;]
D 1 . sinh V12Re; + sin y12Re,
7 2Re; V12Re[cosh V12Re; + cos V12Re/]
(5)

with Re;= (p_,»sz)/(1277_,») being a Reynolds number [23]. We
stress that in deriving Eq. (3), although the “standard” iner-
tial terms [du;/dr+(u;- V)u;] appear in the original Navier-
Stokes equation (1), they are later dropped by virtue of the
assumed smallness of some reduced Reynolds numbers [15].
The more general, but considerably more complicated case
where such inertial terms are retained has been recently ex-
amined by Waters er al. in Ref. [16], when the fluids are
bounded.

In Eq. (3) the centrifugal contribution is conveniently in-
corporated into a Laplacian reduced pressure

'92 2
PiEE T (6)

P':p./'_ 2 ?

J
which couples the hydrodynamic pressure p; (which is not
Laplacian) to purely centrifugal effects. By using expressions
(4) and (5) and expanding to the lowest nonzero order in the
Reynolds number we obtain

c 1 D; R

L= —’ _—= e.’

7 1+aRel’ C /

with a=204/35~5.83 and B=12/5=2.4. It is worth noting
that by taking the zero-Reynolds-number limit (Re;—0) of
our Eq. (3) we obtain that C;=1 and D;/C;=0, so that we
reproduce the usual Darcy’s law equation for a rotating Hele-
Shaw cell without Coriolis forces [2,10,12,13].
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We also call the reader’s attention to the fact that in de-
riving the Darcy-type law, Eq. (3), we have introduced the
Coriolis force term already at the level of the Navier-Stokes
equation (1). It was under such circumstances that the gap-
averaged calculation leading to Eq. (3) has been performed.
This was also the case in the work by Waters and Cummings
[15]. This procedure is in contrast to Schwartz’s work [1]
where a simplified Navier-Stokes equation is considered (by
neglecting both the “standard” inertial terms and also the
Coriolis contribution) and, just after performing its gap av-
eraging, the Coriolis term is put back into the problem in an
ad hoc manner. The linear stability analysis performed in
Ref. [15] has demonstrated that this arbitrary assumption of
Ref. [1] can lead to appreciable errors at the linear level,
making it valid only for very small Reynolds numbers. Our
mode-coupling theory adopts the more rigorous approach
originally proposed in Ref. [15], so this restriction is not
imposed on the magnitude of Re;.

We extend the previous linear studies [1,15] to the weakly
nonlinear stages of the dynamics and derive the equation of
motion for the interfacial perturbations up to second-order
couplings. We begin by Fourier expanding the interface per-
turbation and the corresponding reduced pressure field as

{00 =2 &(Dexp(ing), (7)

n=—0

with Fourier amplitudes £,(r) and discrete azimuthal wave

numbers n=0,+1,+2,..., and
R\ = 1y
P=2 Pjn(t)<T exp(ind), (8)
n#0 r

where expression (8) automatically satisfies Laplace’s equa-
tion.

We proceed by expressing P; in terms of the perturbation
amplitudes ¢, by considering two basic boundary conditions
at the fluid-fluid interface: (i) the kinematic boundary condi-
tion n-v;|g=n-v,|, where v; is given by Eq. (3) and n is
the unit normal vector pointing from fluid 1 to fluid 2, and
(i) the pressure jump at the interface (p;—p,)|r= oklg,
where k denotes the interface curvature. By substituting Egs.
(7) and (8) into these boundary conditions, expanding to sec-
ond order, and Fourier transforming one obtains, after some
manipulation, the dimensionless mode-coupling equation for
the interfacial amplitudes (for n#0):

Zn:A(n)gn'{' E [F(n’n’)gn'gn—n’+g(nan,)ér1’§n—n']’

n'#0

)
where

2E,&,
[(E1+&E)+AE -&)]

Aln) = nl[1 =B =1)] (10)

is a linear dispersion relation and
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') = 2 |[1—B<1—”—'(3 '
PTHE &) A -] 2 2"
+n))] (11)
Q(nn')=[(5{_5£)+A(5{+5£)]|:5152:|
’ (E+E)+AE -&E) || £&

x{|n|[1-"H,ysgn(nn')] - H, +i[Z, sgn(n’)
+[n|Z; sgn(n)]} (12)

represent second-order mode-coupling terms, with &£ =C,
+isgn(n)Dy, £=C,—isgn(n)D,, £ =C;+isgn(n’')D;, and
E,=Cy—isgn(n')D,. The detailed functional form of the
terms H, and Z, (where the index =0, 1) appearing in Eq.
(12) is presented in the Appendix.

Note that all these quantities (A, F, and G) are complex in
general. Perturbations grow (or decay) at a rate \(n) (the
linear growth rate), where \(n) is the real part of the com-
plex quantity defined in Eq. (10), N(n)=Real[A(n)]. The
same is true for the mode-coupling terms F(n,n’)
=Real[ F(n,n’)] and G(n,n’)=Real[ F(n,n’)]. The sgn func-
tion equals =1 according to the sign of its argument. In Eq.
(9) lengths are rescaled by R and time by R/U, where U
=[b?R(p,—p,)Q?1/[12(5;+ )] is a characteristic velocity.
Here we define the surface tension parameter B
=a/[R3Q%*(p;—p,)] and the viscosity contrast

Azu (13)

mEY

From now on, we work with the dimensionless version of the
equations. Notice that Eq. (9) is conveniently written in
terms of the dimensionless parameters A, B, C s and Dj where
these last two are functions of the Reynolds numbers in flu-
ids 1 and 2. The presence of the Coriolis force term in Eq.
(3) introduces an explicit dependence of the linear growth
rate \(n) and also of the mode-coupling terms F(n,n’) and
G(n,n') on Re; and A. The Reynolds numbers work as con-
trolling parameters that regulate the strength of the Coriolis
effects, which are absent when Re;=0 (or equivalently when
C;=1 and D;=0). In fact, when Re;=0, Egs. (10)-(12) repro-
duce the results obtained in Ref. [13] for the corresponding
problem without Coriolis effects. We also point out that, after
appropriate reintroduction of dimensions, our linear disper-
sion relation (10) agrees with the Waters-Cummings equiva-
lent formula in the case A=—1 [15]. Throughout this work,
unless otherwise stated, we focus on the situation in which
the centrifugally induced instability is maximized, where the
inner fluid is much denser than the outer one (p,;> p,), so
that we take p,=0. Under such circumstances the Coriolis
effects are associated with C=C(Re) and D=D(Re), which
are functions of the Reynolds number Re of fluid 1 (hereafter
we will drop the subscript 1).

We conclude this section by briefly discussing a connec-
tion between our linear dispersion relation (10) and the one
very recently obtained in Ref. [16]. Waters and co-workers
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[16] derived a linear dispersion relation for the more compli-
cated case where the “standard” inertial terms are retained
[Eq. (3.26) in Ref. [16]]. Notice that it is not exactly straight-
forward to relate this directly to the results of the present
work, because in Ref. [16] the two fluids are contained
within a bounded disk (where a no-flux condition is applied
on the averaged fluid velocity), with dimensionless radius 1
and inner fluid domain radius R,. Conversely, our current
results neglect the “standard” inertial terms and consider an
unbounded outer fluid. In the notation of Ref. [16] a relation
can be obtained by considering the limit in which A=0(1),
while S—o, with the combination AS(1-1/p)=0(1),
where A, S, and p are a Strouhal number, the ratio of time
scales for flow and rotation, and the density ratio, respec-
tively. Such a comparison still requires some rescaling of
lengths (by sending the rigid cell boundary off to infinity in
Ref. [16], while keeping R, finite) [24]. We have imple-
mented such a limit and have indeed verified a perfect agree-
ment between our Eq. (10) and Eq. (3.26) in Ref. [16]. A
more complete study of the nontrivial comparison between
our system and the one studied in Ref. [16] goes beyond the
scope of the present work and could be investigated else-
where.

III. LINEAR AND WEAKLY NONLINEAR DYNAMICS
A. Linear stage

In this section we investigate the consequences of the
changes introduced by the generalized Darcy’s law (3) in
both linear and weakly nonlinear stages of the interface evo-
lution. We get started by discussing some noteworthy fea-
tures of the linear regime. Note that the linear growth rate
N(n)=Real[A(n)] [see Eq. (10)] is written as the product of a
prefactor which depends on Re and A, by |n|[1-B(n*-1)],
which incidentally is the linear growth rate for the case with-
out Coriolis effects [13]. An immediate consequence of the
existence of such a prefactor is the fact that both the critical
mode number n,=\1+1/B (defined by setting A(n)=0) and
the fastest-growing mode #,,,=n./\3, which maximizes
\(n), show no dependence on either Re or A. As a result, the
band of unstable modes (characterized by n,.) and the typical
number of fingers at the linear stage (specified by n,,,,) are
not affected by the Coriolis effects. Despite having an evi-
dent influence on the typical number of fingers shown by the
patterned structures, the parameter B will not have much
influence on the major results presented in this work. It just
introduces some rescaling when varied (smaller B tends to
increase the overall magnitude of the effects). Throughout
this work and without loss of generality, we take the charac-
teristic value B=2.0 X 107*, It is worth mentioning that the
values of the relevant dimensionless parameters used in our
current study (B, A, and Re) are absolutely consistent with
the typical values of the corresponding physical quantities
used in existing experiments in rotating Hele-Shaw cells per-
formed by Carillo er al. [2,4,5] and Alvarez-Lacalle, and
co-workers [12,20].

Figure 2 depicts the linear growth rate as a function of
mode n for A=—1 (black curve), A=0 (dark gray), and A=

PHYSICAL REVIEW E 75, 016305 (2007)
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FIG. 2. Linear growth rate A(n) as a function of n, for A=
—1,0, +1 and three different values of Re: (a) 0, (b) 0.25, and (c) 1.
The color labeling refers to the values of the viscosity contrast: A
=-—1 (black), A=0 (dark gray), and A=+1 (light gray). Note that
hidden in the solid light gray curve in (a) there are in fact three
coincident curves (the other two curves lie hidden).

+1 (light gray) and three different values of Re: (a) 0; (b)
0.25, and (c) 1. If Coriolis effects are not included, it can be
verified from Eq. (10) that \(n) is completely insensitive to
changes in A. So in Fig. 2(a) the cases for A=—1,0,+1 are
all depicted by the same curve. However, if Re # 0, the linear
growth rate becomes dependent on A and this single curve
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FIG. 3. Maximum growth rate \(7,,,,) as a function of Reynolds
number Re and A=-1 (black), A=0 (dark gray), and A=+1 (light
gray).

splits into others (one for each value of A) due to Coriolis
effects. If Re=0.25 [Fig. 2(b)], we indeed obtain three
curves, where the curve for A=+1 (A=-1) has the highest
(lowest) peak. So, if Re is nonzero and is kept fixed while A
is modified, the patterns become more unstable as A varies
from —1 to +1. This makes perfect physical sense since when
A=-1 (inner viscous fluid pushing an outer inviscid fluid)
we have the most stable situation regarding the Saffman-
Taylor instability. It is also evident from Fig. 2(c) that larger
Reynolds numbers (Re=1) tend to result in curves presenting
typically lower peaks for A # +1, indicating the stabilizing
nature of the Coriolis effects. Therefore, if A is kept un-
changed and is not equal to +1, larger Re tend to restrain the
growth of interfacial fingering. All these linear stability find-
ings are consistent with recent numerical simulations of the
problem [17,18].

By inspecting Eq. (10) it can be verified that Coriolis
effects do vanish in the limit of highest positive viscosity
contrast A=+ 1, even for nonzero Re. This is the reason why
the light gray curve for A=+1 depicted in Figs. 2(a)-2(c)
remains unchanged as the Reynolds number is modified.
Therefore, the zero-Coriolis-force situation can be achieved
either by taking Re=0 for any A or by assuming that A=
+1 for any Re #0.

It is clearly illustrated in Fig. 2 that despite the stabilizing
action of the Coriolis effects, the peak location and width of
the band of unstable modes remain unchanged, indepen-
dently of the values of Re and A. A simple physical expla-
nation for this stabilizing role can be given based on the fact
that the Coriolis force tends to move the fingers “backwards”
in the @ direction, deviating them from the purely radial
growth. Therefore, it inhibits the radial stretching due to cen-
trifugal forces, leading to a decrease in the growth of the
interfacial perturbations. Even though the number of fingers
is not altered by the Coriolis forces, their radial growth rate
is certainly affected.

The aspects highlighted above are also observed in Fig. 3
where the magnitude of the maximum growth rate \(n,,,,) is
plotted as a function of 0=<Re=1 for the same values of A
and B used in Fig. 2. If A=+1, the height of the peak does
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not change as Re is varied, meaning that the Coriolis effects
play no role. Otherwise, the growth rate of the fastest-
growing mode decreases with increasing Re. This drop of
N7, With Re is stronger for smaller values of A. One
important general conclusion is that, in order to induce in-
creasingly larger contributions from the Coriolis force, one
needs not merely to consider large values of Re, but also
smaller values of A. On the other hand, the very presence of
A in Eq. (10) comes through the inclusion of Coriolis forces,
so that if Re=0, the linear growth rate is completely inde-
pendent of A. These results suggest an interesting coupling
between Re and A when Coriolis effects are taken into ac-
count in the rotating Hele-Shaw cell problem.

B. Weakly nonlinear stage

Now we turn our attention to the weakly nonlinear flow
stage, focusing on finger competition events, the prominent
nonlinear phenomena occurring in rotating Hele-Shaw cells.
It is well known that the viscosity contrast A has a crucial
role in determining interfacial behavior for flow in rotating
cells when Coriolis effects are neglected [12—14,19]. Consid-
ering the length variability as a measure of the finger com-
petition, it has been verified that competition among the fin-
gering structures is dramatically modified as A varies:
increasingly larger values of the magnitude of A>0 (A
<0) lead to enhanced competition among outward (inward)
fingers. It has been also shown that competition is signifi-
cantly suppressed when A — 0. When Coriolis effects are sig-
nificant, in addition to the parameter A, it is of interest to
examine how finger competition dynamics is affected by the
Coriolis control parameter Re.

As in Refs. [13,25], to study finger competition we con-
sider the influence of a fundamental mode n on the growth of
its subharmonic n/2. To do that we rewrite the net perturba-
tion (7) in terms of cosine and sine modes, where the cosine
a,=¢,+{_, and sine b,=i({,—{_,) amplitudes are real val-
ued. Then, for consistent second-order expressions, we re-
place the time derivative terms d, and b, on the right-hand
side of Eq. (9) by AM(n)a, and \(n)b,, respectively. Without
loss of generality we may take a, >0 and b,=0. Under these
circumstances, the following equations of motion for the sine
and cosine subharmonics are obtained:

dnp ={Nn/2) + C(n)a,}a,,, (14)

b ={Nn/2) = C(n)a}b,p, (15)
where

1 nn n n
C(n)ZE[F(— E,§>+)\(n/2)G<E,— 5)} (16)

The function C(n) measures the strength of the competition
such that increasingly larger values of C(n)>0 (C(n)<0)
lead to enhanced competition of outward (inward) fingers.
We begin our study of the finger competition dynamics by
examining the weakly nonlinear results depicted in Fig. 4. It
plots C(n) given by Eq. (16) as a function of viscosity con-
trast A (with —1<A<1) for five different values of Rey-

016305-5



GADELHA, BRITO, AND MIRANDA

Re=0
750 Re=0.4
—Re=1
—Re=2.5
—Re=5
250
=
S 0f———
-250
-750
-1 -0.5 0 0.5 1

A

FIG. 4. Competition function C(n) plotted in terms of the vis-
cosity contrast A and five different values of the Reynolds number:
Re=0,0.4,1,2.5,5. Darker colors refer to higher Re.

nolds number Re. To observe growth of the fundamental
mode and also to allow growth of its subharmonic, we carry
out our analysis considering that n=n,. The most evident
feature of Fig. 4 is the fact that the finger competition behav-
ior is strongly dependent on Re and can be very different
from the equivalent behavior described when Coriolis effects
are absent [13]. In Fig. 4, when Re=0 (light gray straight
line) we reproduce exactly what has been observed in Refs.
[12-14,19] for the case without Coriolis effects.

The situation is significantly changed when the Coriolis
effects are taken into account. The first relevant feature when
Re #0 is the fact that, in contrast to the case Re=0, the
finger competition does not vanish when A tends to zero.

Rather, C(n)=0 at a specific positive viscosity contrast A

=A (Re). In fact, when Coriolis effects are considered and Re
is increased, the competition tends to vanish at increasingly

larger values of A, such that A— 1 for very large values of
Re. Consequently, if Coriolis effects are not neglected in
rotating Hele-Shaw cells, one could produce a pretty sym-
metric pattern in which the average length of all fingers is
roughly the same, without necessarily imposing that A=0. As
a matter of fact, depending on the value of Re one could
access a situation in which finger competition is practically
absent at considerably high A. This last conclusion exempli-
fies how the inclusion of Coriolis effects can introduce sig-
nificant changes into the nonlinear pattern formation scenario
in rotating Hele-Shaw cells.

The competition behavior of the fingers is more complex
and richer when Coriolis effects are considered. By examin-
ing Fig. 4 and contrasting the case for Re=0 (no Coriolis) to
those with Re # 0 (nonzero Coriolis effect), we identify some
distinct finger competition behaviors. In general, if A>0 we
notice that the curves for Re# 0 lie below the straight line
for Re=0, so that a decrease in the finger competition of the
outward fingers is expected. On the other hand, if A <0 we
notice that the curves for Re# 0 lie above the straight line
for Re=0. Consequently, within this last interval the compe-
tition between inward fingers is decreased (even more
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strongly than when A >0). The overall effect of the Coriolis
forces is to restrain finger competition, regardless of whether
they are going inward or outward. We have also verified that
for large values of Re, all curves C(n) asymptotically ap-
proach zero, except for values of A close to +1.

IV. PARALLEL WITH SCHWARTZ’S APPROACH

In this section we make a parallel between our main linear
and nonlinear findings (which have been calculated based on
the model proposed by Waters and Cummings [15]) with
those obtained by using Schwartz’s model [1]. By employing
Schwartz’s approach it is also possible to arrive to a Darcy
law equation like the one shown in Eq. (3), however, with
different coefficients given by [1]

1 Djs
Cs=1 +4Re? Cjs 2Rej

By substituting these coefficients into Eq. (3) and following
the same steps described in Sec. II, we obtain a mode-
coupling differential equation similar to Eq. (9), where the
linear growth rate A(n)g and the mode-coupling terms
F(n,n")g and G(n,n')g for the Schwartz’s approach can be
directly calculated from Egs. (10)—(12) simply by replacing
C; by Cjs and D; by Djs.

First, we compare both growth rates A(n) and \(n)g for
the case of interest here (p,=0), as the parameters Re and A
are changed. We perform such a comparative study in Fig. 5
which plots the relative percentual error ['=100[\(n)g
—X\(n)]/N\(n) as a function of Re for some values of the vis-
cosity contrast. One obvious feature is that, for a given A, the
error I" undergoes significant changes as the Reynolds num-
ber is varied. Of course, if A=+1, the growth rates for the
two models are coincident and I'=0. However, if -1 <A<
+1, the values of the growth rates coincide only at two spe-

cific magnitudes of Re: 0 and Re=Re(A). For a given A, the
error I is positive in the interval 0<<Re<Re and negative

for Re>Re. This indicates that Schwartz’s approach overes-
timates the value of the growth rate for the interval 0 <Re

<Re and underpredicts it for Re>Re. These findings are in
agreement with similar results obtained in Ref. [15] for the

high-viscosity-contrast case A=—1, where Re=2.84.

It is also evident in Fig. 5 that I presents a very strong
dependence on the viscosity contrast. As A is varied from —1
to +1, the curves tend to approach the I'=0 line, indicating
that the value for \(n)g tends to a better agreement with \(n)
as A is increased. For the range of Reynolds numbers con-
sidered in Fig. 5 (0 <Re<15), the largest errors of Schwartz’s
approach occur precisely at A=—1 (I'~28% for Re=0.92
and I' ~23% for Re=5). However, these errors tend to de-
crease as the viscosity contrast varies from —1 to +1. It is
worth noting that the error for underestimation (I'<<0) can
be much more significant for larger values of Re (for in-
stance, we have verified that I can be as large as 45% for
A=-1 and Re=10). We also point out that, for A=—1 in Fig.
5, the error is approximately 5% for Re=0.17, rising to
roughly 10% around for Re=0.25. This last value of the
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FIG. 5. Percentual error I" as a function of Re, for several values
of A. Darker colors refer to higher A.

Reynolds number has been considered in Ref. [15] (where
A=-1) as the largest value of Re for which the Schwartz’s
prediction for the linear growth rate would be considered as
“good.” However, we believe that a 10% disagreement is a
bit too sizable. This indicates that I" can be appreciable al-
ready at very small Reynolds numbers.

We proceed by contrasting our approach with Schwartz’s
at the weakly nonlinear stage. We do this in Figs. 6 and 7.
Figure 6 illustrates how the finger competition function be-
haves as a function of A for three characteristic values of the
Reynolds number Re: (a) 0.25, (b) 0.92, and (c) 2.84. The
back solid curve refers to C(n) calculated from Eq. (16), and
the back dashed one is related the equivalent function C(n)g
we derived based on Schwartz’s model. Complementary in-
formation can be obtained in Fig. 7, where we plot the dif-
ference C(n)g—C(n) as a function of A for the same values of
Re used in Fig. 6.

As one can easily observe in Fig. 6(a) for low Re, in
general the mismatch between the two descriptions is rela-
tively small for most values of the viscosity contrast A, but
increases significantly as A— —1. This feature is also clearly
illustrated in Fig. 7(a), where the difference between the
models is particularly large within the interval -1 <A <0. As
far as finger competition is concerned, it can be noted that
even if Re is as low as 0.25 the difference between the two
approaches at the weakly nonlinear level can still be pretty
significant, depending on the value of A.

A different scenario is depicted in Figs. 6(b) and 7(b)
when Re=0.92: now the discrepancies between the two ap-
proaches are significantly larger for A>0 (relative to what
happens for the case Re=0.25) and are indeed present along
the whole range of values for the viscosity contrast (-1 <A
< +1). It is also noticed in Fig. 6(b) that as A is varied the
dashed curve can be located above or below the solid one,
indicating that Schwartz’s model can be misleading regard-
ing the finger competition dynamics. This behavior is even
more clear in Fig. 7(b). As the Reynolds number is further
increased as in Figs. 6(c) and 7(c) in which Re=2.84 we
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FIG. 6. Competition functions C(n) (black solid curve) and

C(n)g (black dashed curve) as a function of A for three different
values of Re: (a) 0.25, (b) 0.92, and (c) 2.84.

notice a behavior that is kind of the inverse of the one shown
in Figs. 6(a) and 7(a): now the disagreements between the
models are very small for —1 <A <0, but notably increased
within the interval 0 <A < +1.

By inspecting Figs. 6 and 7 it is apparent that, for a given
Re, the difference between the two approaches is quite de-
pendent on the value of the viscosity contrast. It is also in-
teresting to note that the regions of the largest discrepancy
migrate from values around A=-1 for lower Reynolds num-
ber to the vicinity of A=+1 for larger Re. On the other hand,
regardless the value of Re there exist some values of A in
which there is no difference between the two approaches

016305-7



GADELHA, BRITO, AND MIRANDA

100
(@) (c)
—(b)
—(0)
50
(b)
=
O
g 0 7
=
O
50 (a)
-100
-1 -0.5 0 0.5 1
A

FIG. 7. Difference C(n)g—C(n) as a function of A for three
different values of Re: (a) 0.25, (b) 0.92, and (c) 2.84. Darker colors
refer to higher Re.

[given by the zero of C(n)g—C(n)]. All these results indicate
that Schwartz’s approach may result in significant errors at
weakly nonlinear stages.

V. CONCLUSIONS

We have investigated the effect of Coriolis force on the
flow and interfacial pattern formation in rotating Hele-Shaw
cells. The system is described by a generalized 2D Darcy’s
law, derived by a gap-averaging process of the 3D Navier-
Stokes equation properly including Coriolis effects. We car-
ried out a mode-coupling approach for the system and de-
rived an equation of motion for the interfacial perturbations
up to second order. This equation is conveniently written in
terms of the viscosity contrast A and the Reynolds numbers
of the fluids.

Our analytical study extends the previous contributions of
the problem [1,15,17,18] in several directions. First, the vis-
cosity contrast may assume arbitrary values. This allowed us
to reveal the interplay between A and Re in determining the
action of Coriolis effects on the behavior of the evolving
fluid-fluid interface. Some noteworthy behaviors can be al-
ready identified at the linear level, including the stabilizing
nature of the Coriolis force and the mentioned connection
between Re and A when such forces are present. We have
shown that the magnitude of the Coriolis effects is not ex-
clusively dependent on the intensity of the Reynolds number.
Consequently, stronger Coriolis effects are achieved not only
by setting high values of Re, but also by taking smaller val-
ues of A. We have also verified that when p,=0, regardless
the value of Re;, the Coriolis effects completely vanish if
A=+1.

In addition, our study goes beyond the purely linear stages
of the dynamics and addresses relevant nonlinear aspects re-
lated to the finger competition phenomena. One interesting
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finding was the fact that, in contrast to the rotating flow case
without Coriolis effects, if Re# 0, the finger competition
does not vanish when A=0. In fact, we have found that if
Coriolis effects are significant, competition is absent only for
relatively large values of the viscosity contrast. We have also
been able to contrast our main results with similar ones we
obtained from the simplified Coriolis approach proposed
sometime ago by Schwartz [1]. We have demonstrated that
the neglect of Coriolis effects (at the level of the 3D Navier-
Stokes equation) in deriving a 2D Darcy’s law for the prob-
lem can lead to significant errors at both linear and weakly
nonlinear levels.

In a more general sense, our work is related to some other
recent efforts that try to introduce inertial corrections into the
Saffman-Taylor problem [26-29]. These studies and our own
are necessary to provide a better understanding of the emerg-
ing fingering instabilities for the high-Reynolds-number
limit. In our case the inertial corrections associated with the
Coriolis force can be included into a Darcy’s-law-type equa-
tion in a relatively simple fashion, a fact that greatly facili-
tated the study of Coriolis effects at both linear and nonlinear
levels. We hope our study will be useful in the investigation
of other pattern-forming systems involving similar swirling
effects, where spiral patterns arise in magnetic fluids [30-34]
and lipid monolayer domains [35].
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APPENDIX: FUNCTIONS H, and Z,

This short appendix presents the complicated expressions
for the functions H, and Z, appearing in the second-order
mode-coupling coefficient G(n,n") in Eq. (12):

|:Al—a<5_éc +g_ic>_Aa(g_éC _g_ic>:|
&1 &g

“ f(E}.E5,A) ’
(A1)

“ f(E1,E,4) ’
(A2)

where f(£1,&,,4)=[(]-E)+A(E]+&,)] and a=0,1.
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