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RESUMO

A presente pesquisa teve como intuito adquirir respostas ao seguinte tipo de questionamento
que tangem ao ensino e aprendizagem do conteudo de sistemas de equagdes lineares: “quais as
praxeologias utilizadas por estudantes do ensino médio durante a constru¢do da passagem do
campo algébrico para o geométrico de um sistema de equacao linear utilizando o GeoGebra?”
Para buscarmos respostas as indagacdes apresentadas, delimitamos como objetivo principal
deste trabalho analisar a luz da Teoria Antropologica do Didatico (TAD) as praxeologias
utilizadas pelos alunos do ensino médio na passagem do campo algébrico para o geométrico,
no estudo de sistemas de equacdes lineares com a utilizagao do software GeoGebra. Nesta
perspectiva, a pesquisa aqui descrita abordara em sua estrutura uma metodologia de cunho
qualitativo, onde iremos interagir com o campo de estudo, desse modo, os aspectos estudados
se complementam entre si, possibilitando um melhor aporte para compreender alguns
fenomenos didaticos a serem analisados. Assim, a pesquisa apresentou etapas, sendo a primeira
a analise previa dos conhecimentos obtidos acerca do contetido de sistemas de equagdes
lineares, onde verificamos as dificuldades presentes na aprendizagem através do mapeamento
de pesquisas, além de analisar como este objeto de conhecimento apresentava-se no livro
didatico utilizado pelos alunos do ensino médio, através da analise Organizagdes Matematicas
(OM). Ja a segunda fase, foi a construgdo da sequéncia didatica, na qual foi proposto o modelo
da sequéncia, apresentando as justificativas das escolhas, prevendo os possiveis
comportamentos dos estudantes durante a aplicagdo, diante do conteudo escolhido. O terceiro
momento aplicamos a sequéncia didatica de atividades envolvendo o tema em estudo, com o
auxilio do software GeoGebra e por fim a investigagdo com andlise das atividades
desenvolvidas nos encontros e validagdo da pesquisa. Diante disso, podemos observar que ha
desafios a serem enfrentados com a utilizagdo do GeoGebra, porém podemos notar o quanto
essa ferramenta tem eficacia na sua aplicagdo no que tange ao estudo sobre sistemas lineares,
2x2 como também 3x3. Notamos que os estudantes apresentaram um bom desempenho na
passagem do campo algébrico para o geométrico, desenvolvendo praxeologias importantes para
um bom desenvolvimento.

Palavras Chaves: Teoria Antropoldgica do Didatico; Praxeologias; GeoGebra; Sistemas de

Equagdes Lineares.



ABSTRACT

The present research aims to acquire answers to the following questions regarding the teaching
and learning of the content of linear equation systems: “What are the praxeologies used by high
school students during the construction of the transition from the algebraic to the geometric
field of a linear equation system using GeoGebra?”” and “How can this transition in geometric
interpretation using the software contribute to students having a better understanding of the
reason for the content of linear systems, when classifying and composing them?”. In order to
find answers to the questions presented, we have defined as the main objective of this work the
analysis, in the light of the Anthropological Theory of Didactics (TAD), of the praxeologies
used by high school students in the transition from the algebraic to the geometric field, in the
study of systems of linear equations using the GeoGebra software. In this perspective, the
research described here will address in its structure a qualitative methodology, where we will
interact with the field of study, in this way, the aspects studied complement each other, enabling
a better contribution to understanding some didactic phenomena to be analyzed. Thus, the
research presented stages, the first being the prior analysis of the knowledge obtained about the
content of linear equation systems, where we verified the difficulties present in learning through
research mapping, in addition to analyzing how this object of knowledge was presented in the
textbook used by high school students, through the analysis of Mathematical Organizations
(MO), of the chapter where our mathematical object was found. The second phase was the
construction of the didactic sequence, in which the sequence model was proposed, presenting
the justifications for the choices, predicting the possible behaviors of the students during the
application, in view of the chosen content. The third moment in which the didactic sequence of
activities involving the topic under study was applied, with the help of the GeoGebra software,
and the investigation was concluded with an analysis of the activities developed in the meetings
and validation of the research. Given this, we can observe that there are challenges to be faced
with the use of GeoGebra, but we can note how effective this tool is in its application regarding
the study of linear systems, both 2x2 and 3x3. We noted that the students performed well in the
transition from the algebraic to the geometric field, developing important praxeologies for good
development.

Keywords: Anthropological Theory of Didactics; Praxeologies; GeoGebra; Systems of Linear

Equations.
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1 INTRODUCAO

Ao refletir no meu percurso académico e na minha trajetdria como discente, revelo a
admiragdo pela profissdo docente desde o ensino fundamental, na qual notava em meus
professores a maestria em disponibilizar seus conhecimentos, com dedicacao e inovacdo. No
ensino médio minha concepcao com esse campo de saber tornou-se uma realidade ainda maior,
a relacdo com a matematica era algo prazeroso, umas das disciplinas que mais apreciava, além
disso, o docente que lecionava as aulas era simplesmente uns dos professores na qual se
percebia o amor visivel pelo que fazia isso de certo modo me despertou o interesse pela area de
matematica.

No ano de 2017, no final do meu ensino médio realizei o Exame Nacional do Ensino
Médio (ENEM), e obtive a aprovagdo no curso de Licenciatura Interdisciplinar em Ciéncias e
Matematica no Instituto de Formacdo de Educadores da Universidade Federal do Cariri
(UFCA), assim que conclui a Licenciatura Interdisciplinar em Ciéncias Naturais e Matematica,
ingressei na Licenciatura em Matematica, sendo uma area na qual tenho uma maior afinidade.
Durante os anos na Universidade tive a oportunidade de participar de diversas atividades
extracurriculares que contribuiram de modo significante para o aperfeicoamento da minha
concepcao docente em diversas praticas. No segundo ano de graduagao participei como bolsista
do Programa de Aprendizagem Cooperativa em Células Estudantis (PACCE)! que na pratica
desenvolvia ac¢des na universidade, através do trabalho em grupo formado por células
cooperativas.

No ano seguinte fui contemplada com uma bolsa do Programa Institucional de Bolsas
de Iniciacdo Cientifica (PIBIC), na qual passei estudar a Teoria Antropologica do Didatico
(TAD), e me encantei pela teoria através do projeto de pesquisa intitulado Andlise da
conformidade do Modelo Epistemolégico de Referéncia: O ensino da Funcao Quadratica para
a Licenciatura em Matematica. Como continuagdo da pesquisa participo do projeto que trata
sobre Saberes docentes e tecnologias digitais no ensino da Matematica: Constru¢cdo de um
Modelo Epistemolégico de Referéncia. Através dessas vivéncias, passei a estudar as
tecnologias digitais, com maior enfoque no GeoGebra, onde desenvolvemos aplicagdes com

professores e alunos do ensino fundamental focando na utilizagdo e analise, através da Teoria

' O PACCE visa promover, através da metodologia da aprendizagem cooperativa, a formacdo de estudantes
proativos que ajam como protagonistas € com autonomia nas dimensdes do ensino e da aprendizagem, atentando
a horizontalidade da transmissao de conteudos de conhecimento e de experiéncias de aprendizagem em geral. Link
de acesso: https://acoescfor.ufca.edu.br/programas/programa-de-aprendizagem-cooperativa-em-celulas-
estudantis-pacce/


https://acoescfor.ufca.edu.br/programas/programa-de-aprendizagem-cooperativa-em-celulas-estudantis-pacce/
https://acoescfor.ufca.edu.br/programas/programa-de-aprendizagem-cooperativa-em-celulas-estudantis-pacce/
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Antropoldgica do Didatico, sendo estd uma teoria que se fez presente tanto no Trabalho de
Conclusao Curso (TCC) da minha primeira graduagdo, como também na segunda.

Na primeira Graduagao, o TCC teve como objetivo principal realizar uma analise da
Aprendizagem Cooperativa, através da Teoria Antropolédgica do Didatico (TAD), direcionado
aos conteudos de divisdo e multiplicacdo, nos quais estavam sendo abordados pelo professor
durante o estdgio em suas aulas. Ademais, para o processo de aplicacdo, as duas turmas foram
divididas em seis grupos, para que trabalhassem de forma cooperativa na resolugao da atividade
propiciando momentos de interacdo, através de um aplicativo de mensagens, sendo este uma
tecnologia digital utilizada durante as aplicagdes das aulas remotas, visto que a aplicacao
ocorreu em um cenario pandémico, na qual as aulas presenciais estavam suspensas.

Ja no segundo TCC, sendo este um recorte do trabalho desenvolvido no PIBIC, que
gerou como fruto um artigo publicado Figueiredo (et al, 2023), onde trabalhamos com o
software GeoGebra para o esbogo grafico de questdes envolvendo a fun¢do quadratica com um
grupo de professores em formacao inicial da licenciatura em matematica. Assim o estudo
retratou uma analise da conformidade de um Modelo Epistemologico de Referéncia (MER)
para o ensino da funcao quadratica, na qual utilizamos um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP),
fundamentado pela Teoria Antropolégica do Didatico (TAD), como teoria abordada para
desenvolver e verificar as nossas andlises. O PEP foi desenvolvido com discentes no
componente curricular de Principios de Matematica no curso de Licenciatura em Matematica
do IFE na UFCA. Abordamos o conceito de fun¢do quadratica através da proposicao de uma
questdo geratriz apresentada no dispositivo didatico, que apresentou como objetivo principal
analisar a conformidade do MER para o estudo de fungdes elementares, com enfoque na fungao
quadraticas

Para alcangarmos os objetivos que foram propostos realizamos uma analise preliminar
para caracterizar as praxeologias dominantes no ensino do conceito de fun¢do quadratica.
Elaboramos e aplicamos as fichas diagnosticas e de trabalho e, em seguida, a questdo geratriz
que tratava do clima da regido e as suas consequéncias para a saude. Desse modo, foi possivel
desenvolver o PEP e observar as eventuais evolugdes das organizagdes matematicas (OM) e
didaticas (OD). Percebe-se que a aplicagdo do PEP promoveu uma maior participacdo dos
discentes que, juntamente com o professor formador, discutiram as técnicas apresentadas e as
suas tecnologias, possibilitando uma mudanca ou aperfeicoamento das praxeologias dos
estudantes. Desse modo, o PEP promoveu discussdes das tarefas, bem como das técnicas

utilizadas por parte dos estudantes e professores.
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O trabalho em grupo também foi uma importante proposta para o andamento do
percurso, pois, de maneira conjunta, os estudantes conseguiram desenvolver a cooperagao para
atingir um bom desempenho da equipe. Foi primordial estabelecer metas e objetivos durante os
encontros para que, assim, todos participassem e contribuissem para a obtencao dos resultados
propostos. Além disso, um ponto de destaque que vale ser salientado ¢ a necessidade de
utilizagao dos softwares de geometria dindmica, a exemplo do GeoGebra, que nos mostrou que
os estudantes sofrem uma certa dificuldade no seu manuseio, fazendo-se necessario buscar uma
formacdo que aborde temas tecnologicos para o ensino da Matematica.

Nesse sentido, esses diversos contatos com as tecnologias digitais durante a minha
graduagdo me proporcionaram experiéncias consideravelmente positivas, pois aperfeigoou o
meu processo de ensino e aprendizagem da matemadtica e abriu meus horizontes para pesquisas
com esse foco. Dentre as experiéncias vivenciadas ao longo do caminho, nota-se a necessidade
de continuar trabalhando com a TAD e o GeoGebra, expandindo-se assim para a pesquisa de
mestrado. Nesta perspectiva, 0 nosso objeto matematico foi sistema de equagdes lineares, por
ser um conteudo que os alunos apresentam uma certa dificuldade, como podemos notar no
mapeamento de pesquisas, especificamente nos argumentos de Andrade (2018, p.34) que revela
“tais dificuldades estdo relacionadas a constru¢cdo manual dos gréaficos, o que representa uma
conversao de registro de um sistema linear da forma algébrica para a forma grafica.”

Diante disso, realizamos um mapeamento com base na adaptagdo da proposta abordada
por Cavalcanti (2015), utilizando-se do esboco seguido para o mapeamento horizontal e
vertical, selecionando os territérios escolhidos, sendo eles artigos de periddicos da Capes,
dissertacdes e teses, servindo assim para aprofundar nosso aporte tedrico sobre as pesquisas que
seguiam a vertente aqui descrita.

Assim, este mapeamento serviu como apoio para justificar a proposta do trabalho da
dissertagdo, pois podemos notar na pratica que os achados discutem as dificuldades que os
alunos apresentam na realizagdo da passagem do campo algébrico do contetido de sistemas de
equagoes lineares, para o campo geométrico (grafico). Percebemos ainda, a escassez de
trabalhos que tratam da tematica abordada, destacando assim a necessidades de pesquisas que
apresentem as discussodes aqui apontadas. Destacamos que a dissertagdo de Andrade (2018) foi
a Unica que apresenta a passagem do campo algébrico utilizando o GeoGebra.

Consideramos ainda, algo que ja previamos em relacdo ao GeoGebra, das pesquisas
que utilizaram este software exibem que de fato ele pode ser considerado crucial em sala de
aula, além de contribuir de maneira direta no ensino e aprendizagem de contetidos matematicos,

amenizando as dificuldades apresentadas pelos alunos, o que reafirma a necessidade de
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utilizagdo do GeoGebra no estudo de sistemas de equagdes lineares no ensino, para facilitar a

realizacdo da passagem do campo algébrico para a geométrico.

1.1 Objetivos da Pesquisa

Para adquirir respostas aos seguintes questionamentos da nossa pesquisa: “Quais as
praxeologias utilizadas por estudantes do ensino médio durante a construcao da passagem do
campo algébrico para o geométrico de um sistema de equacdo linear utilizando o GeoGebra?”
e “Como essa passagem na interpretacdo geométrica utilizando o software pode contribuir para
que os estudantes tenham uma melhor compreensao da razao de ser do contetdo de sistema
linear, quando sua classificacdo e composi¢ao?”, faz-se necessario definir o nosso objetivo geral
em: Analisar a luz da Teoria Antropologica do Didatico (TAD) as praxeologias utilizadas pelos
alunos do ensino médio na passagem do campo algébrico para o geométrico, no estudo de
sistemas de equacdes lineares com a utilizagao do software GeoGebra.

Nesta perspectiva, podemos definir os objetivos especificos em: a) Realizar uma analise
a priori de estudos, bem como do livro didatico para identificar as praxeologias presentes no
estudo de sistemas de equagdes lineares; b) Desenvolver uma sequéncia didatica com estudantes
do ensino médio com base nas andlises a priori, utilizando o software GeoGebra e c) Analisar
as praxeologias utilizadas e desenvolvidas pelos alunos na passagem do campo algébrico para
o geomeétrico a luz da TAD.

Apresentada aqui algumas motivagdes, justificativas e objetivos da pesquisa
desenvolvida, abordaremos no proximo topico o mapeamento de pesquisas que mesclam sobre
a TAD, sistemas de equagdes lineares e GeoGebra, que serviu como apoio na justificativa deste
trabalho, devido a comprovacao de poucas pesquisas na area. No topico 3 foi exposto o
embasamento tedrico que ampara o nosso trabalho na qual versara sobre Teoria Antropoldgica
do Didatico, a Base Nacional Comum Curricular, o objeto de estudo matemadtico sendo ele
sistema de equagdes lineares, os métodos de resolugdo. Além disso, exploramos sobre as
dificuldades no ensino e aprendizagem neste contetdo, além de apresentar as tecnologias
digitais e o software GeoGebra, com a perspectiva de vincula-las a analise da passagem do
campo algébrico para o geométrico.

No tdpico 4, trataremos da metodologia onde apresentamos o processo que serd seguido
para o desenvolvimento, o local de estudo, a populagdo da pesquisa, os critérios de inclusdo e
exclusao, e como ocorrerd producgado a analise de dados. No topico 5 abordamos uma anélise do

livro didatico para verificar como o objeto matematico estava sendo apresentado, no topico 6
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retratamos da sequéncia didatica, passo a passo e no 7 as andlises do desenvolvimento desta

aplicagdo. Por fim, no ultimo tépico foi exposta as conclusdes deste trabalho.
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2. MAPEAMENTO DE PESQUISAS

Realizamos um mapeamento horizontal e vertical, acerca de trabalhos que relacionam a
Teoria Antropologica do Didatico (TAD), com o GeoGebra e sistema de equagdes lineares,
verificando pesquisam que apontavam sobre a passagem do campo algébrico para o geométrico,
verificando assim as possiveis dificuldades apresentadas, para justificar a presente pesquisa.
Dessa forma, dividimos esta andlise em categorias que segundo Cavalcanti (2015) ¢
denominada de territorios de producdo cientifica, que mesclam periodicos, dissertagdes e teses.
Ainda em concordancia com o autor, 0 mapeamento horizontal, trata-se de elementos mais
voltados para a superficialidade, respondendo a questdes do tipo: quantos, quem e onde foram
realizados tais estudos.

Podemos considerar que esta analise a priori se faz necessaria para delimitarmos a
constru¢cdo do mapeamento vertical que nos direciona ao real sentido de projetar a nossa
pesquisa baseando-se previamente em algumas que ja foram desenvolvidas no eixo estudado,
porém abordaremos a analise aprofundada do objeto o que exige do pesquisador um estudo
mais detalhado e analitico. Devido a extensdo do trabalho desenvolvido, abordaremos aqui
apenas os achados que foram inventariados do mapeamento vertical, sendo esta uma etapa de
analise minuciosa, através de leitura focando na introdugdo, referencial tedrico, metodologia,
analises de dados e conclusdes.

Para a realizacdo do mapeamento vertical levamos em consideracdo os critérios
estabelecidos, semelhante ao mapeamento horizontal, como o recorte temporal das pesquisas
encontradas, considerando os Ultimos dez anos. Inicialmente buscamos por conceitos chaves
que definissem o saber em jogo no qual estava sendo pesquisado, sendo sistemas de equagdes
lineares utilizando o GeoGebra, sob um olhar da Teoria Antropoldgica do Didatico (TAD).

Essa escolha procura um aprofundamento das pesquisas que apresentavam em sua
estrutura um aspecto tedrico voltado para a educagdo matemadtica, entdo seriam trabalhos
académicos no vieis stricto sensu e que contemplasse o ensino de sistemas de equagoes lineares,
ou outro conteudo a luz da TAD, utilizando-se do GeoGebra para analisar a exposi¢ao
geométrica, no eixo do ensino médio. Dividimos a pesquisa em etapas, que consideramos
fundamentais para a estruturacdo da escrita.

No primeiro momento, efetuou-se a decisao das plataformas que seriam inseridas na
busca por trabalhos desenvolvidos na area sendo elas: Catalogo de Teses e Dissertacoes da
CAPES, Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagcdes (BDTD) e Periodicos da CAPES,

com acesso a plataforma café. No segundo momento realizamos uma andlise a priori, abordando
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uma combinacao de conceitos chaves que facilitariam nos achados como: Teoria Antropologica
do Didatico (TAD) e Sistemas de Equagdes Lineares; TAD e GeoGebra; Sistema Lineares e
GeoGebra. Compilamos também até trés conceitos sendo estes GeoGebra, TAD e Sistemas de
equagoes lineares.

No terceiro e ultimo momento, foi destinado para o mapeamento, iniciando pelo
horizontal, em que focamos apenas na leitura dos titulos e resumos dos trabalhos, verificando
0 ano e os autores. Ja no vertical, foi realizada uma analise minuciosa, através de leitura focando
na introdugdo, referencial teorico, metodologia, analises de dados e conclusdes. Nesta

perspectiva, apresentaremos aqui uma breve descri¢do dos trabalhos selecionados.

e Territorio 1: Artigos em periodicos da Capes

Para a realizacdo deste mapeamento, buscamos apenas palavras chaves que remetem
aos conceitos principais das tematicas estudadas, como o resumo abordado no texto, os autores
e 0 ano da publicacdo. Seguimos o direcionamento que foi estabelecido, delimitando o critério
de busca entre os anos de 2013 e 2023 que remonta um sistema de pesquisas aplicadas e
desenvolvidas nos ultimos dez anos. Nesta perspectiva, realizando as normas aplicadas foram
encontrados apenas quatro artigos publicados em periddicos, que se assemelhava com a
proposta aqui descrita, destes achados apenas um artigo apresenta uma discussao a luz da TAD,

porém todos os quatro abordam sobre sistemas de equagdes lineares, como mostra o quadro

abaixo:
Quadro 1 —Territorio 1 (Artigos em periddico das Capes)
n° Conteado Autor/Ano Teoria/Conteudo Palavras chaves
1 A componente tecnoldgica- | Francisco Javier | Teoria Antropoldgica do | Teoria
teorica do sistema de duas | Ugarte; Maria José | Didatico; Sistema  de | Antropoldgica do
equagdes lineares na | Ferreira da Silva; | Equagdes Lineares Didatico e
Educagdo Basica Rosa Cecilia Gaita Sistemas de
Iparraguirre (2019) Equagdes Lineares
) GeoGebra na analise das | Lucas Lima | Tecnologias
posicdes entre duas retas e | Souza; Maria José
resolugdo  de  sistemas | Herculano Sistema Lineares e
lineares Macedo; Vilma GeoGebra
Bragas de Oliveira
(2021)
3 Sobre o uso das tecnologias | Germano Mateus | GeoGebra, epresentacdes
digitais e suas implicagdes | Machado Zugno; | Semioticas, Sistemas
no estudo da existéncia de | Michelsch Jodo da | Lineares Tecnologia Sistema Lineares e
solugdes para sistemas 2x2: | Silva; Rodrigo GeoGebra
uma analise por meio da | Sychocki da Silva
mudanca no tratamento | (2015)
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semiotico a luz da teoria de
Raymond Duval
Potencial de um sistema de | Carmen Vieira | Tecnologias

4 s S . , . .
matematica dindmica no | Mathias; José Carlos Sistemas Lineares
estudo de transformagdes | Pinto Leivas (2020) e GeoGebra
lineares

Fonte: Os autores (2024)

Dos quatros artigos inventariados do mapeamento horizontal, nenhum apresentava
aplicagdes desenvolvidas com alunos do ensino médio. Os achados descreviam em sua esséncia
aplicacdes com professores em formacao continuada ou em disciplinas com discentes de curso
superior, contemplando assim aspectos que ndo se enquadrava-se com o vieis da nossa pesquisa,
sendo assim ndo escolhemos nenhum dos artigos em questdo para realizar a analise, pois ndo

estavam dentro dos critérios estabelecidos para a segunda fase da nossa pesquisa.

e Territorio 2: Dissertacoes

Para organizacdo do quadro, dividimos as colunas com as seguintes informagdes que
julgamos relevantes: Titulo, Autor/ano, Teoria/Conteudos (contidos na dissertagdo pesquisada)
e palavras chaves. No quesito plataformas utilizadas para pesquisa, foram o Catalogo de Teses
e Dissertacdes da CAPES e a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD). O

quadro abaixo contempla as dissertagdes que foram selecionadas na etapa do mapeamento

horizontal:
Quadro 2 —Territorio 1 (Dissertagdes)
n° Titulo Autor/Ano Teoria/Conteido Palavras
chaves
GeoGebra e o estudo das fungdes | Denise Mansoldo | Engenharia  Didatica,
. Y . L ~ TAD e
trigonométricas no Ensino Médio Salazar (2015) TAD e Fungoes
1 . o GeoGebra
Trigonométricas
A integracdo das tecnologias digitais ao | Esménia  Furtado | Engenharia  Didatica,
ensino e aprendizagem de geometriano | Parreira  Ferreira | TAD e Geometria
2 . . TAD e
ensino fundamental — anos finais: uma | (2016)
GeoGebra
proposta com foco no estudo de
perimetro e area de figuras geométricas
planas.
Uma sequéncia didatica voltada para a | Joaby de Oliveira | Teoria das Situagdes | TAD e
3 defini¢do de poligono no sexto ano Silva (2019) Didaticas, Teoria | GeoGebra
Antropolégica do
Didatico e Poligonos
Uma organizacdo praxeologica para a | Vinicius ~ Murilo | Engenharia  Didatica, | TAD e
construcdo de medidas de perimetro e | Fratucci (2022) TAD, Fractais GeoGebra
4 | .
area do Fractal ilha de Koch.
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Uma organizagdo praxeologica da | Luan Padilha dos | Educacdo Matematica; | TAD e
5 construcdo da fractal arvore pitagdrica | Santos (2023) Teoria  Antropologica | GeoGebra
utilizando o software GeoGebra. do Didatico; Geometria
dos Fractais; BNCC
Sistemas Lineares 3x3: Uma Visdo | Erivaldo Gomes de Sistema  de
6 Geométrica Com o Geogebra 3d Santana (2015) equacdes
lineares e
GeoGebra
Registro de representagdo semiotica: | Jefferson Jacques | Sistemas Lineares Sistema  de
7 conceitualizagdo dos diversos tipos de | Andrade (2018) equacdes
solugdes de sistemas lineares usando o lineares e
software GeoGebra GeoGebra
Sistemas lineares: Uma sequéncia | Wesklemyr Sistemas Lineares Sistema  de
3 didatica para o Ensino Médio e | Lacerda Pereira equacgdes
aplicacdes (2017) lineares e
GeoGebra
Sistemas lineares: aspectos ludicos e | Romao, Luis | Sistemas Lineares ¢ | Sistema de
g | uma abordagem utilizando recursos | Gabriel Mietto | Intersec¢do de planos equacdes
tecnologicos (2020) lineares e
GeoGebra
Sistemas Lineares sob a oOtica dos | Gabrieli Nunes dos | Sistemas lineares; | Sistema  de
10 Registros de Representacdo Semidtica: | Santos (2019) Registros de | equagdes
uma analise dos entendimentos de representagdo lineares e
académicos do Ensino Superior. semiotica; GeoGebra
Algebra linear
Sistemas Lineares com Enfase nas | Pedro Henrique | Sistemas lineares; | Sistema  de
11 Operacdes Elementares e no Teorema | Barcelos Cuzzuol | Matriz; Teorema do | equagdes
do Posto (2022) Posto; Resolugdo de | lineares e
problemas GeoGebra

Fonte: Os autores, (2024)

Das onze dissertagdes inventariadas do mapeamento horizontal selecionamos apenas
trés para o mapeamento vertical, duas deriva-se do eixo pesquisado sobre TAD e GeoGebra
ndo observamos a tematica ligada a sistemas de equacdes lineares, porém apresentam em sua
estrutura uma pesquisa pertinente para o ensino e aprendizagem no ambito da exploragdao do
campo algébrico para o geométrico, sendo este um dos critérios estabelecidos de escolha, pois
ambas utilizam-se da TAD para analisar determinadas situagdes de ensino de um contetdo
através do GeoGebra.

A primeira dissertagdo que iremos descrever € a de Ferreira (2016), que apresenta em
sua esséncia algumas dificuldades apresentadas pelos alunos na aprendizagem da Geometria, €
como interven¢do a autora utiliza algumas tecnologias para a aplicagdo de sua pesquisa que
facilita o ensino e a aprendizagem deste conteido. O principal objetivo foi investigar a

integracao de Tecnologias Digitais ao ensino e aprendizagem da Geometria, com foco no estudo
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de perimetro e area de figuras geométricas planas no Ensino Fundamental —Anos finais. Desse
modo, em um caso mais especifico averiguou-se de que forma a utilizagdo do software
GeoGebra pode contribuir para o estudo do tema apresentado e a visualizacao e exposi¢ao do
conteudo através da construcdo geométrica no GeoGebra.

Ferreira (2016) dividiu o percurso metodoldgico de sua pesquisa em quatro etapas que
sdo considerados primordiais para o desenvolvimento de uma pesquisa qualitativa. Sendo a
primeira etapa o embasamento teorico, através de leituras e mapeamentos de trabalhos
realizados; a segunda etapa foi uma “analise a priori” com diagnostico e caracterizagdo da TD
especificamente em escolas municipais de Juiz de Fora (MG), onde a autora aplicou
questionarios com diretores das escolas, professores de Matematica do Ensino Fundamental —
Anos Finais e alunos do 9° ano; a terceira etapa foi a aplicacdo uma sequéncia didatica com a
utilizacdo do GeoGebra envolvendo o contetido e a Ultima etapa da investigagdo ocorreu a
validagdo da proposta. Esse passo baseou-se nos pressupostos metodoldgicos da Engenharia
Didatica e como embasamento teorico, a autora respaldou seus estudos na TAD, para realizar
um olhar de analises do que estava sendo exposto.

Nesta perspectiva, o trabalho em questdo obteve como resultados a perspectiva de que
o software GeoGebra ¢ uma ferramenta tecnologica que pode contribuir potencialmente para o
ensino e aprendizagem do conteudo perimetro e area de figuras geométricas planas utilizando-
se de atividades investigativas que propde uma melhor visualizagao.

Além do resultado que foi citado no paragrafo anterior, a autora apresenta outras
afirmagdes que comprovam de fato que os resultados esperados foram alcangados. Nesta
perspectiva, com este estudo podemos verificar que a utilizacdo do GeoGebra de fato pode ser
considerada crucial em sala de aula, além de poder contribuir de maneira direta no ensino e
aprendizagem de determinados contetidos matematicos.

A segunda dissertacdo inventariada foi o do autor Fratucci (2022), que apresenta como
eixo norteador de sua pesquisa o seguinte questionamento: “Quais as praxeologias mobilizadas
por estudantes do Ensino Médio durante a construcdo de féormulas para o célculo de medidas
de perimetro e area do Fractal Ilha de Koch?”. O publico-alvo da pesquisa foram estudantes do
ensino médio e o principal objetivo foi realizar uma anélise praxeoldgica de algumas situagdes
em que o software GeoGebra pode ser utilizado para conduzir estudantes do 2° ano do Ensino
Meédio a construir e explorar o fractal proposto, por meio da TAD.

Fratucci (2022), elaborou seu percurso metodoldgico em etapas, sendo: o levantamento
bibliografico, a realizagdo da aplica¢do de dois pilotos com o intuito de minimizar os possiveis

erros, a analise a priori e, por fim, a analise posteriori com a validagdo, baseando-se também na
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Engenharia Didatica. Como resultado, o autor destaca que o software GeoGebra pode ser um
recurso para auxiliar as exploragdes matematicas acerca do fractal, uma vez que por meio da
analise dos dados, pudemos observar que houve uma relagao entre o objeto matematico e o
software, a qual permitiu realizar exploragdes e elencar hipoteses.

O terceiro trabalho ¢ uma dissertagdo de Andrade (2018) que buscou elaborar uma
proposta de aprendizagem a fim de construir uma sequéncia didatica, que contribuisse para
discutir a classificagdo de sistemas lineares a partir da exploragdo e da conversao entre os
registros graficos, algébricos — conforme representagao tradicional com equagdes € chave — e
matriciais. Surge assim o seguinte questionamento: Como essas conversdes podem contribuir
para que os alunos tenham melhor compreensao, ndo apenas para determinar o conjunto solugao
de um sistema linear, mas para entender esse conjunto, classifica-lo e discuti-lo, quando
necessario? O autor apresentou como principal objetivo: responder o questionamento acima
retratado e “aplicar uma sequéncia didatica que aborde as conversdes entre os diferentes
registros de representacdes de um sistema linear no intuito de discutir a classificacdo desses
sistemas.” Para a realizagdo da aplicagdao dessa convengao utilizou-se do software GeoGebra.
O publico-alvo foram os alunos do 3° ano do ensino médio do Colégio Adventista de
Florianopolis.

Andrade (2018) em seu percurso metodologico realiza a aplicacdo de diversas
sequéncias didaticas, realizando a constatagdo através de analises a priori e posteriormente para
validagdo, realizando também a andlise de trés livros didaticos para verificar como o objeto de
estudo estava sendo apresentado. Sobre isso o autor discute:

Quando se trata das conversdes dos registros da forma algébrica para a forma
geométrica, € possivel identificar que os trés livros se preocupam apenas em realiza-
las na situag@o especifica de sistemas lineares 2x2. Quando se trata de sistemas

lineares de ordem diferentes das acima mencionada, os autores ndo realizam as
conversdes dos registros nem mesmo mencionam tal possibilidade. (Andrade, 2018,

p. 30)

O autor retrata tanto as dificuldades sofridas pelos alunos nessas transformagdes, como
também defende o uso de tecnologias que auxiliam nesse processo, quando ressalta que “um
ensino voltado ao uso apenas dos livros didaticos e de resumos de aula, que em sua maioria
apresentam uma matematica limitada e desconectada da realidade, que ndo aborda o contetido
como um todo e ndo promove as transformagdes necessarias para garantir a aprendizagem dos
alunos” (Andrade, 2018, p. 162).

Nesta perspectiva, em relacdo aos resultados da pesquisa apontaram para a relevancia

do uso do software GeoGebra para a conceptualizacdo dos diversos tipos de solucdes de
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sistemas lineares. Vislumbra-se que, a pesquisa de Andrade (2018) possa servir de aporte
tedrico para o nosso trabalho, pois retrata sobre a passagem do campo algébrico para o grafico,
visto que nossa pesquisa também abordard a analise desta passagem através do software
GeoGebra, que vem apresentando potencialidades significativas no seu uso voltado ao ensino

da matematica.

e Territorio 3: Teses

Encontramos apenas duas teses presentes na BDTD, como também no Catalogo de
Teses e Dissertagdes da CAPES. Em relagao a trabalhos com Sistemas de equagdes Lineares e
GeoGebra ndo encontramos nenhuma pesquisa no eixo da tematica. Quando partimos para
busca envolvendo TAD e Sistemas de equagdes lineares encontramos apenas uma. E em relacao

a TAD e GeoGebra encontramos uma, conforme mostra o quadro 3:

Quadro 3 —Territorio 1 (Teses)

n° Titulo Autor/Ano Teoria/Conteudo Palavras
chaves
Estudo das fungdes seno e cosseno por | Eliane Santana | TAD, PEP, MER e Fun¢édo
. e ree TAD e

meio de um modelo didatico | de Souza | Seno e Cosseno GeoGebra
alternativo integrado ao GeoGebra Oliveira (2020)
Teoria APOE e Teoria Antropoldégica | Mariany Layne | Teoria APOE e Teoria | TAD e
do Didatico: um olhar para o ensino de | de Souza (2020) | Antropologica do Didatico | Sistemas  de
Algebra Linear na formagao inicial de e Algebra Linear Equacdes
professores de matematica. Lineares

Fonte: Os atores (2023).

Selecionamos apenas uma tese na qual consideramos relevante para a realizacdo do
nosso estudo. A tese escolhida apresenta como autora Souza (2020). Em sua pesquisa ela
apresenta a seguinte questao geratriz: “Como desenvolver o estudo de Sistema de Equagéoes no
Ensino Médio?” ao decorrer do trabalho ¢ apresentada propostas que facilitam a exposi¢ado
desse conteudo. O percurso metodologico dividiu-se em etapas, sendo a primeira delas realizar
a identificagdo das referéncias basicas adotadas na disciplina, em segundo analisar as
praxeologias presentes em algumas tarefas do livro didatico de Algebra Linear utilizado no
curso, em terceiro desenvolver um Percurso de Estudo e Pesquisa para a formagdo de
professores e, por fim, analisar as produgdes escritas, seguindo a decomposi¢ao genética. Desse
modo, o publico-alvo desta aplicacdo do PEP-FP foi uma turma do quarto ano de um curso de
Licenciatura em Matematica de uma universidade publica localizada no norte do estado do

Parana.
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Através desse mapeamento, podemos verificar que sdo poucos os estudos que utilizam
a temadtica sobre “TAD e GeoGebra”, “Sistemas de equacdes Lineares e GeoGebra” ou
"Sistemas de Equagdes Lineares e TAD.” Além disso, nao encontramos nenhuma pesquisa que
apresentasse os trés eixos norteadores no ensino médio. A dissertagao de Andrade (2018) foi a
que mais aproximou-se da nossa proposta, pois traz em sua esséncia a verificagao da passagem
do campo algébrico para o geométrico, sendo este o ponto primordial do nosso trabalho,
relatando as dificuldades presentes no livro didatico na exposi¢do do conteudo, bem como
apresentando como os alunos realizam a passagem deste campo.

Consideramos ainda, que a proposta da nossa pesquisa serd pertinente, pois utilizamos
da TAD para realizar uma analise praxeoldgica das praticas desenvolvidas pelos estudantes do
ensino médio na utilizacdo do GeoGebra para realizarem a passagem do campo algébrico para
o geométrico do contetdo Sistemas de Equacdes lineares, trabalhando com base nas
dificuldades apresentadas, para que ocorra uma validagdo do conhecimento. Podemos notar
através das pesquisas aqui abordadas as dificuldades presentes na passagem do campo algébrico
para grafico e para amenizar tais dificuldades apresenta-se como possibilidade o uso do
software GeoGebra. E sobre essa perspectiva, que nosso trabalho versara sobre essa tematica,

propondo assim caminhos para melhorar a pratica dos alunos nesse quesito.
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

Este topico apresentarda o embasamento tedrico da presente pesquisa, iniciando pela
Teoria Antropoldgica do Didatico, sendo a teoria base do desenvolvimento do trabalho aqui
descrito. Abordaremos ainda sobre a BNCC e o sistemas de equagdes lineares, apresentando
como este objeto matematico esta organizado nesse documento. Ainda assim, traremos as
defini¢des e métodos de resolugdes para facilitar a compreensao do leitor. Ademais, abordamos
alguns aspectos das tecnologias digitais com enfoque no GeoGebra, sendo este um software na

qual nos apoiaremos para a aplicagdo da sequéncia didatica.

3.1 TEORIA ANTROPOLOGICA DO DIDATICO (TAD)

As pesquisas no ambito da didatica da matematica tém apontado diversos avangos, bem
como contribui¢des significantes para o ensino e aprendizagem da matematica, principalmente
no que tange aos avangos na perspectiva tedrica que servem como base para um melhor
desenvolvimento deste campo. Rodrigues (2019, p. 44) comenta que “a didatica da matematica
observa e analisa o sistema didatico com a finalidade de compreender os fendmenos didaticos
a partir das atividades didaticas, as quais podem apresentar os avangos ¢ as dificuldades
presentes no processo de ensino e aprendizagem.”

Sobre esta perspectiva Almouloud (2015) ressalta que a énfase na compreensao desses
fendmenos trouxe a tona a necessidade de desenvolver modelos tedricos que pudessem
caracterizar os conhecimentos e saberes matematicos, bem como fatores que interferem nos
processos de ensino e de apropriacdo de conhecimentos/saberes pelo aluno. Nesta perspectiva,
um dos modelos que foram desenvolvidos com base na didatica da matematica ¢ a Teoria

Antropoldgica do Didatico (TAD), proposta por Chevallard.

O objetivo ¢ ir preparando uma transig¢do efetiva do paradigma monumentalista ao
paradigma de questionamento do mundo, a propria formagao de professores necessita
de dispositivos didaticos ndo fundamentados unicamente no paradigma
monumentalista e, por isso, se deve recorrer de alguma forma a dispositivos com
estrutura do tipo PEP (Estudo de questdes, midias, milieux) (Ruiz-Olarria, 2015, p.
136).

Chevallard (1997), traz em seus argumentos em relag@o ao saber que todo projeto social
de ensino e de aprendizagem tem na sua esséncia a dialética entre conteido do saber e conteudo
do saber a ensinar. Assim essa dialética pode ser um meio manual de ensino, logo o saber passa

por transformacdes até chegar no saber ao “saber a ensinar”’. Logo essa no¢ao de transformagao
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estd amparada no bergo da transposicao didatica, podendo se referir, portanto, a um contetido
especifico, um estudo em processo de investigacdo, entre outras perspectivas.

O processo de transposi¢ao didatica, pode ser entendido segundo Bosch e Gascon
(2006), através de um esquema onde o “saber sabio” na qual se encontra nas instituicdes de
produtoras do saber, transformam-se em ‘“‘saber a ensinar” chegando assim ao processo
educativo (escolas e instituigdes de ensino), ainda assim sofrem uma nova transformagao ao
“saber ensinado” nas aulas e por fim “saber aprendido disponivel” a comunidade de estudo.

De acordo com Chevallard (1991), o longo processo de transformagao dos saberes
cientificos em saberes a ensinar ¢ realizado numa institui¢ao escondida, nao visivel intitulada
de noosfera, que envolve comunidades - professores, pedagogos e técnicos do governo.

Bosch e Gascon (2007) apresenta um esquema na qual remonta o processo da
Transposi¢ao Didatica trazendo esse ‘processo de forma ampla e clara. Primeiramente o saber
encontra-se na sua forma cientifica, que se deriva das institui¢des produtoras de saber, passando
para o saber a ensinar que esta situado no sistema educativo que pode ser denominado como
“noosfera”, logo apods ele passa pelo processo de saber ensinado, que ¢ aquele que chega na sala
de aula e por fim o saber aprendido que ¢ disponivel a comunidade de estudo.

Almeida (2016, p.80) destaca que “para entender as dificuldades dos alunos na
aprendizagem de certa no¢do, ndo basta investigar apenas os aspectos cognitivos da
aprendizagem. E preciso investigar o papel que desempenha essa nocdo em diferentes
atividades, matematica ou ndo matematica, que os alunos devem aprender.”

Os fendmenos de transposi¢do didatica estdo no coragdo de qualquer problema didatico
(BOSCH; GASCON, 2006, p. 396). A TAD, “como amplia¢io da Transposi¢do Didatica,
permite analisar o papel dos atores que compdem os sistemas didaticos e as relagdes
estabelecidas com o saber de forma mais sistemdtica e dindmica” (Cavalcante, 2018, p.103).
Além disso, todo saber aparece, a um dado momento, em uma dada (Chevallard, 1989)

sociedade, como ancorado em uma ou mais institui¢oes.

O foco dos problemas didaticos se desloca das caracteristicas individuais dos sujeitos
em dada institui¢do para as praticas institucionais em torno dos saberes, ou seja, os
aspectos cognitivos da aprendizagem ja ndo sdo considerados suficientes para explicar
as dificuldades de aprendizagem dos alunos sobre uma determinada nogdo. Os saberes
e suas transformagdes sdo, portanto, tomados como unidade de analise que influencia
as diferentes atividades (matematicas ou ndo) em uma institui¢do. (Cavalcante, 2018,
p.102).

Segundo Chevallard (1998, p.2) a sua teorizagdo proposta na TAD “deve ser encarada

como um desenvolvimento e uma articulagdo da nogao cuja elaboracdo visa permitir pensar de
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maneira unificada um grande nlimero de fendmenos didaticos, que surgem no final de multiplas
analises.” O autor ainda ressalta que a TAD, apresenta como principal perspectiva estudar o
homem frente a um saber ou situacdes do ramo da matematica. O saber segundo, Brito e
Menezes (2006) quando apreciado na sua forma inicial interessa apenas a comunidade
cientifica, que apresenta uma linguagem propria.

Ressaltando o que Chevallard (apud BARBOSA, 2011) afirma a TAD inicialmente
apresenta-se como uma teoria que vem trazendo em seu desenvolvimento durante esses anos
transformagdes que sdao voltadas para o ensino da matematica, remontando o seu contexto
inicial, com foco no ambito cientifico na qual ela se encontra até chegar na pratica nas
instituicdes de ensino de modo geral. Podemos entdo denominar essas transformagdes como
saberes que passam por mudangas até chegar no Ambito escolar de modo geral. E nesse sentido,
que as instituicdes vém apresentar-se como um amplificador social que apresentam regras que
instigam o pensamento e ndo necessita ser formalizada. Um determinado objeto de saber, como
por exemplo a algebra, pode apresentar varias instituicdes, com fungdes variadas.

Assim, uma razao para a utilizagdo do termo “antropologico” ¢ que a TAD situa a
atividade matemadtica e, em consequéncia, o estudo da matematica no ambito do conjunto de
atividades humanas e de institui¢cdes sociais (Chevallard, p.1, 1999). A antropologia cognitiva,
faz inferéncia a parte de nogdes primitivas, denominadas por Chevallard (1992; 1996), como
objeto (0O), pessoas (X), Institui¢des (I) e as relagdes entre pessoas e objetos R(X,0).

Consideramos ainda, a abrangéncia que a Antropologia Cognitiva estd alcancando,
destacamos como particular o caso da Didatica da Matematica, referindo-se as relagdes
didaticas que sdo perceptiveis em sala de aula, como ressalta Cavalcante (2018), podemos nos
referir aos objetos relativos a conceitos ligados a matematica, bem como as relagdes que sao

formadas com esses objetos e com 0s sujeitos que participam dessa relagao.

Deve notar que o termo cognitivo ndo ¢ tomado aqui em sua acepgdo intelectualista
corrente: eu tenho uma relagéo pessoal com a minha escova de dente, com a maquina
de café da cafeteria, com o pedal do freio de meu carro, etc., todos os objetos que
fazem parte do meu universo cognitivo, da mesma forma que inclui, por exemplo, a
nog¢ao de equacdo quadratica ou de derivada. (Chevallard, 2009, p. 2).

Além disso, segundo Almouloud (2015) a Didatica da Matematica no campo da
antropologia do conhecimento, tem uma perspectiva que tudo pode ser considerado um objeto,
entre eles destacam-se alguns particulares sendo: as institui¢des, os individuos e as posi¢des
que os individuos ocupam nas instituigdes, tomando os individuos como sujeitos das

institui¢des. Podemos dizer que uma escola € uma instituicao, tal como uma sala de aula, mas
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existe igualmente a instituicdo “trabalhos orientados", a instituicdo “curso”, a institui¢ao
“familia” (Almeida, 2016, p.89).
Algumas relacdes entre sujeitos, objetos e instituigdo sdo permeadas por
intencionalidades diversas, tanto por parte dos sujeitos como por parte das instituicdes
perante os objetos em jogo nessa relacdo. Na sala de aula, podemos identificar varios
fenémenos didaticos (contrato didatico, transposi¢do didatica, gestdo do tempo) que

ocorrem devido a essas intencionalidades, mediante as relagdes entre alunos e
professores diante do saber a ser ensinado (Santos e Menezes, 2015, p. 652).

Em sua teoria Chevallard (1999) afirma que para se estabelecer relagdes entre o que se
¢ estudado e observado, faz-se necessario a utilizagdo desses trés conceitos que sao
fundamentais para sua teorizagdo, estabelecendo uma ligacdo entre eles que concretizam a
teoria, apresentam-se os objetos “O”, as pessoas “X”, e as institui¢des. Segundo Chevallard
(1998, p. 93) um objeto existe a partir do momento em que uma pessoa X ou uma instituicao I

o reconhece como existente (para ela).

A nogdo de conhecimento na teoria relaciona-se com o conhecimento de um objeto
O. Isso nos leva a seguinte questdo: como um individuo X conhece um objeto O?
Respondemos, entdo, que ele o conhece a partir do momento em que o objeto passa a
existir para ele. Em outras palavras, conhecer um objeto O significa ter uma relagéo
pessoal com ele. Além disso, podemos dizer que o objeto O somente existe para a
pessoa que o conhece. (Almeida, 2016, p.89).

Ainda nesse sentido, Chevallard (2003, p. 82) se refere a instituicdo como sendo “um
dispositivo social “total”, que certamente pode ter uma extensao reduzida no espago social, mas
permite - e impde - a seus sujeitos, isto €, as pessoas X que ocupam as diferentes posigoes p
ofertadas em [.” Assim uma pessoa X revela-se um sujeito adequado da instituicao I,
relativamente ao objeto institucional O, quando a sua relagdo pessoal R(X,0) ¢ considerada
conforme a relagao institucional RI(O).

E neste aspecto que a TAD, ir4 nos permitir através dos seus pressupostos, analisar um
determinado objeto a saber de uma institui¢do, além do nivel de conformidade das relagdes
existentes, sejam elas pessoais ou institucionais, assim essas relagdes tém um forte vinculo com
as praxeologias. Segundo Chevallard (2007, p. 71) “didatica se dedica a estudar as condigdes e
restrigdes sob as quais as praxeologias se propdem a viver, a migrar, a mudar, a operar, a
definhar, a desaparecer, a renascer, etc. no seio das instituigdes humanas”.

Podemos considerar que um objeto para existir depende do reconhecimento e do
relacionamento de uma instituicdo com pelo menos uma pessoa. Assim, quando nos referimos
ao conhecimento - e o saber, destacaremos como certa forma de organizagdo de conhecimentos
— logo o autor entende que um objeto existe se um sujeito ou uma instituicao o reconhece, se

ha um conhecimento e um saber reconhecido como forma de organizagdo desse conhecimento.
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Assim, através dos avancos e consolidagdes que a TAD apresenta como discursoes,
Chevallard e seus colaboradores retratam-na de paradigma de questionamento de mundo,
porque busca pelo aperfeicoamento de dispositivos didaticos, apresentando um criticidade ao
modelo escolar dominante. E neste aspecto que o sujeito se torna observador das obras
humanas. E nesse aspecto ento, que se apresenta o Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), assim
conhecido no Brasil, como um meio na qual os pesquisadores avangam as suas pesquisas
relacionadas a TAD, bem como o aprimoramento dos seus dispositivos didaticos.

Sobre um ponto de vista antropoldgico, para realizar uma analise das praticas que
ocorrem entre as relagdes com os sujeitos e os objetos em um determinado sistema didatico, foi

necessario estabelecer ferramentas que fossem consideradas apropriadas.

A praxeologia na TAD pressupde um método para analisar as praticas que ocorrem
no interior das Institui¢des, tanto pela sua descrigdo, quanto pelas condigdes em que
estas ocorrem. A organizagdo praxeologica diz respeito, portanto, a0 modo como as
praticas instituigdes sdo propostas (discurso) e efetivadas (pratica). A natureza
antropologica da analise assume a hipdtese de que € necessario romper as inumeras
fronteiras institucionais pelas quais estamos acostumados a transitar, visto que uma
analise praxeologica ¢ sempre um recorte do mundo social. (Cavalcante, 2018, p.127)

Discutiremos no proximo topico sobre a no¢ao praxeologicas e como ela se organiza em
determinados contextos de ensino, onde acontece o aprimoramento das relagdes institucionais

aqui descritas.

3.1.1 A nocao de praxeologias

A TAD “situa a atividade matemadtica, € em consequéncia a atividade de estudo em
matematica, num conjunto de atividades humanas e de institui¢des sociais” (Chevallard, 1999,
p.1). Almeida (2016), ressalta que toda atividade humana que esteja regularmente realizada,
pode ser definida e analisada, a partir de um modelo tnico definido como praxeologia. A TAD
e suas pesquisas trazem varias possibilidades de compreender as relacdes que se dao no ensino
da matematica. Segundo, Rodrigues, Menezes e Santos (2017, p. 41) na conducao das situagdes
didaticas propostas, a praxeologia ¢ um elemento presente na TAD que procura dar sentido e
sinalizagdo para os caminhos de ensino da Matemadtica, tais caminhos sdo alicercados e
direcionados por modelos de referéncia que orientam as condic¢des didaticas e matematicas.

Uma parte da teorizagdo da TAD diz respeito ao desenvolvimento da nogao de
praxeologia. Na relacdo com a didatica, podemos dizer que a "se dedica a estudar as condigdes
e restrigdes sob as quais as praxeologias se propdem a viver, a migrar, a mudar, a operar, a
definhar, a desaparecer, a renascer, etc. no seio das instituicdes humanas” (CHEVALLARD,

2007, p. 719).
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As questdes matemadticas envolvem nas suas resolugdes uma abordagem ampla de
conceitos e formulas, podemos analisd-las a partir das praxeologias, observando como
ocorreram o desenvolvimento de suas tarefas, técnicas, tecnologias e teorias, para que assim
possamos compreendé-las. Segundo Almouloud (2015, p.11) “para uma determinada tarefa,
geralmente, existe uma técnica ou um numero limitado de técnicas reconhecidas na instituicao
que problematizou essa tarefa, embora possam existir técnicas alternativas em outras
institui¢des.”

A praxeologia se constitui com nogdes chaves de tipo tarefas (T) a serem cumpridas por
meio de, pelo menos uma maneira de executd-las chamada técnica (7) que por sua vez, ¢
explicada e legitimada por elementos tecnologicos (6), justificados e esclarecidos por uma
teoria (®) (Almeida, 2016, p.93).

Almouloud (2015, pg.11) cita que “na TAD, as nogdes de (tipos de) tarefa, (tipos de)
técnica, tecnologia e teoria permitem modelar praticas sociais em geral e, em particular, a
atividade matematica. ” Em concordancia com o autor, toda pratica denominada de institucional
pode ser analisada, sob o olhar das praxeologias apropriando-se de diferentes maneiras em um
sistema de tarefas que estejam delineadas de maneira coerente.

Ainda em concordancia com o autor, destacam-se algumas atividades humanas que sao
consideradas tarefas que podem ser realizadas, por exemplo: calcular a fragdo correspondente
de uma quantidade, subir uma ladeira, digitar um trabalho entre outras tarefas que geram
algumas dificuldades para serem resolvidas, acarretando um certo esfor¢o para quem ira
executa-la. Esta pratica estd ligada a relacao a ecologia das tarefas, Bosch e Chevallard (1999,
p. 85-86) afirmam que “a ecologia das tarefas e técnicas sdo as condi¢des e necessidades que
permitem a producdo e utilizacdo destas nas institui¢des [...]”. Vale considerar que um tipo de
tarefa, diz respeito a um objeto relativamente preciso.

Chevallard (1999, p.223) retrata que, “na maioria dos casos, a associacao de uma tarefa
a um tipo de tarefa ¢ expressa por um verbo, como “desenvolver” a expressao literal dada,

“subir” uma escada etc.”

E possivel afirmar que, em sala de aula, existe um conjunto de préticas de ensino e
aprendizagem sistematizadas e compartilhadas na instituicdo (educacional). Essas
praticas dependem fortemente da organizacdo matematica executada pelo professor.
Entdo, podemos questionar: até que ponto as tarefas e as técnicas", que sdo elementos
da organizacdo matematica, mantém relacdo com o fenomeno "contrato didatico"?
Mais ainda, podemos perguntar: como ocorrem as negocia¢des, as rupturas, as
renegociagdes no momento em que o professor coloca em execugdo o bloco pratico-
técnico IT = [T,t], designado na linguagem corrente como saber-fazer (praxis), na
organizacdo didatica? (Almeida, 2016, p. 95)
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Para a realizagdo de tarefas, decorre do desenvolvimento de uma técnica. Na TAD, as
nogoes de (tipos de) tarefa, (tipos de) técnica, tecnologia e teoria permitem modelar praticas
sociais em geral e, em particular, a atividade matematica.

Na TAD, as nogdes de (tipos de) tarefa, (tipos de) técnica, tecnologia e teoria
permitem modelar praticas sociais em geral e, em particular, a atividade matematica.
De acordo com o autor, toda pratica institucional pode ser analisada, sob diferentes
pontos de vista e de diferentes maneiras, em um sistema de tarefas relativamente bem

delineadas. O cumprimento de toda tarefa decorre do desenvolvimento de uma
técnica. (Aumoulond, 2015, p.11)

Exemplificando poderiamos propor a seguinte tarefa: resolver o sistema 2x2

{x+ 2y=9
3x—4y =17

assim o sistema apresentado pode ser considerado uma tarefa, na qual sera
desenvolvida técnicas de resolugdo para esta, para resolvé-lo pode-se utilizar o método da
substituicdo ou adicdo para encontrar o conjunto solu¢do do sistema. Dependendo do
desenvolvimento pode haver a necessidade de as tarefas passarem por uma reconstrucao, que
podem ser denominadas na condi¢cdo de construgdes institucionais, que para Chevallard
caracteriza um problema a ser resolvido dentro da propria instituigdo, que no caso da sala de
aula, por exemplo, ¢ uma questdo didatica.

Outra consideragdo diz respeito a abrangéncias das técnicas, pois “para determinados
tipos de tarefas, muitas vezes, uma determinada técnica s6 consegue dar conta de alguns casos
especificos” (Cavalcante, 2018, p.130). No caso do exemplo aqui apresentado, se utilizdssemos
apenas uma técnica sendo ela o método da substituicdo ou da adi¢ao, chegariamos ao resultado
proposto a solucdo do sistema, logo caberia ao estudante definir quais caminhos de resolugao
poderia seguir. As técnicas assim produzidas sdo entdo organizadas para que funcionem
regularmente na instituicdo. Obtém-se assim um bloco “pratico-técnico”, formado por um tipo
de tarefas e por uma técnica, que pode ser identificado em linguagem corrente como um “saber-
fazer”. (Chevallard, 2002, p. 3)

Ademais, a praxeologia associadas a um determinado saber ¢ composta por quatro
elementos que sdo articulados a partir de dois blocos considerados pratico-técnico e
tecnologico-teodrico, sendo respectivamente no saber fazer e amparado no saber, ambos sao de
suma importancia para o modelo praxeologico.

As técnicas foram produzidas entdo organizadas para que funcionem regularmente na
institui¢ao. Obtém-se assim um bloco “pratico-técnico”, formado por um tipo de tarefas e por
uma técnica, que pode ser identificado em linguagem corrente como um “saber-fazer”.

(Chevallard, 2002, p. 3)
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Um saber diz respeito a uma organizagdo praxeoldgica particular que lhe permite
funcionar como uma maquina de producdo de conhecimento. A praxeologia
associada a um saber ¢ a jungdo de dois blocos: saber-fazer (técnico/pratico) e saber
(tecnolodgico/tedrico) cuja ecologia refere-se as condi¢des de sua construgdo ¢ vida
nas institui¢des de ensino que a produz, utiliza ou transpde. Consideram-se aqui as
condi¢des de “sobrevivéncia” de um saber e de um saber-fazer em analogia a um
estudo ecoldgico: qual o habitat? Qual o nicho? Qual o papel desse saber ou saber-
fazer na “cadeia alimentar”? Tais respostas ajudam na compreensdo da organizacao
matematica determinada por uma praxeologia.(Almoulond, 2015, p. 12).

O que distingue a atividade matematica das outras atividades humanas ¢ que diante de
uma tarefa, ¢ preciso saber como resolvé-la. “Como resolver a tarefa ¢ o motor gerador de uma
praxeologia: ¢ preciso ter (ou construir) uma técnica, que deve ser justificada por uma
tecnologia, a qual, no que lhe concerne, precisa ser justificada por uma teoria” Rossini (2006,
p. 26). Ja a teoria se “refere a um conjunto mais abstrato de conceitos e argumentos dispostos
em um discurso geral que justifica a tecnologia em si.” Martensen (2011, p. 218)

E notério, que esses elementos possuem uma relagio de concordancia na qual um
depende do outro para que ocorra a concretizacao da teoria. Chevallard (1999, p. 223) “propde
um postulado basico para essa teoria, admitindo que toda atividade humana pode ser submetida
a um modelo Unico, ou seja, uma praxeologia.”

Rossini (2006, p. 201) cita que o termo tecnologia ¢ um discurso racional (logos) sobre
a técnica. E a explicacdo e justificacdo, de maneira racional, da técnica, de tal forma que a
técnica garanta executar, realizar a tarefa do tipo T de maneira eficiente e logica.

A técnica refere-se a habilidade pratica de realizar tarefas, enquanto a tecnologia
envolve a aplicagdo sistematica de conhecimentos cientificos para criar ferramentas e processos
que facilitam essas tarefas. A descrigdo e justificagdo das técnicas utilizadas sdo essenciais para
garantir que as tarefas sejam realizadas de maneira eficaz e eficiente. Além disso, a capacidade
de "engendrar" ou "reconstruir" solugdes permite a adaptagdo e inovagdo, caracteristicas
centrais no desenvolvimento tecnologico.

Segundo Almeida (2016) a primeira funcdo da tecnologia ¢ descrever e justificar a
técnica utilizada como uma maneira de cumprir corretamente uma tarefa, ou mesmo permitir
engendrar (ou a reconstruir, quando ela ¢ "dada"). Ja a segunda funcao da tecnologia apontada
por Chevallard (1999) consiste em explicar para tornar inteligivel, esclarecer uma técnica t, isto
¢, "em expor por que ela funciona bem".

Além disso, a tecnologia tem o potencial de desenvolver novas técnicas, mais eficientes
e melhor adaptadas a execucao de tarefas especificas. No que diz respeito a relagdo entre tarefa
e técnica, independentemente do tipo de tarefa T, a técnica associada a T estard sempre

acompanhada, no minimo, de um embrido ou, com mais frequéncia, de um vestigio de
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tecnologia (CHEVALLARD, 2007). Em muitos casos, certos elementos tecnologicos podem
estar diretamente integrados a técnica. Dessa forma, podemos concluir que toda tecnologia
exige uma justificativa, que denominamos teoria da técnica.

Na TAD um ecossistema corresponderia ao conjunto de condigdes e restricdes
institucionais que permite a “vida” de um determinado saber. Rodrigues (2018, p. 49) respalda
que a dimensdo ecologica de um problema didatico possui questdes relacionadas as restrigdes

e condigoes praxeologicas diante dos niveis de codeterminagdo didatica.

3.1.2 Organizacao Didatica e Matematica

Segundo Almeida (2016), a Organizagdo Matematica (OM) possui relagdo com as
atividades matematica que ¢ construida na sala de aula a partir de uma organizacao didatica.
Podemos considerar que a algebra, destacando o saber em jogo sistemas de equacdes lineares,
sdo organizagdes matematicas que se desenvolvem através das organizacdes didaticas.

Evidenciando-se esses argumentos, as OM sdo as praxeologias matematicas que ja
foram exemplificadas no tdpico anterior, sendo assim elas sdo construidas em torno de tarefas
realizadas, de técnicas (t) matematicas explicadas, de tecnologias que sdo justificadas e de
teorias que sdo, os objetos matematicos a serem estudados ou construidos em momentos de
estudo.

Segundo Rodrigues (2018), esses niveis de codeterminagdo didatica (Chevallard, 2001,
2002) permitem que o individuo compreenda e estude sobre as influéncias e restrigdes que as
Organizacdes Matematica (OM) e Organizagdes Didaticas (OD) apresentam, proporcionado a
criagdo das condig¢des para a reorganizar e reestruturar as condi¢des tanto de ensino, como
também de aprendizagem, partindo do nivel mais genérico (civilizagdo) ao mais especifico
(problema matematico). A algumas problematicas no que tange a organizagdo praxeoldgica nas

instituicdes de ensino, que retratam outras nog¢des no contexto da TAD.

No caso dessas institui¢des, podemos destacar duas organizagdes distintas, porém
imbricadas, que s30 as organizagdes praxeoldgicas matemadticas (relativas a
praxeologia dos objetos matemadticos que vivem em uma dada instituicdo) e as
organizagdes praxeologicas didaticas (relativas as praticas desenvolvidas na
institui¢@o para que os objetos sejam ensinados). Assim, o professor de Matematica
em uma escola, ao realizar uma atividade de planejamento, lida concomitantemente
com organiza¢des matematicas e didaticas. (Cavalcante, 2016, p.133)

Sobre esses apontamentos, podemos definir que as organizag¢des didaticas (OD) irdo
expor as escolhas que serdo feitas pelo docente para a construcao de determinadas organizagdes

matematicas (OM) pelos seus alunos e que estdo previstas no curriculo. E assim que a OD, sera
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vista como a maneira possivel de cumprir determinadas tarefas, deixando explicita a
organizagdo do processo de estudo de uma determinada instituicao.

Sendo assim a OD emerge quando uma Organizacdo Matematica ¢ efetivamente
colocada em pratica. Isso significa que a atividade esta direcionada a forma como a execugao
da OM se da, ou seja, a realidade matematica. Bosch e Gascon (2007) retrata que as formas de
organizar o ensino escolar de matematica podem ser descritas por meio de praxeologias
didaticas, as quais possuem uma estrutura composta por blocos inseparaveis: o bloco pratico-
técnico (a praxis, o "saber-fazer" didatico) e o bloco tecnoldgico-tedrico (o logos, o "saber"
didatico).

A praxeologia que ¢ uma das principais nogdes teoricas da TAD, Chevallard ressalta
que ¢ como uma ferramenta que facilita a analise de todo processo didatico e complexidade
crescente das organizagdes matematicas (OM), estabelecida a partir da realizacdo de uma
atividade de planejamento elaborada pelo professor. Segundo Cavalcante (2018, p. 134) de
modo geral, as organizagdes didaticas (OD) revelam as escolhas feitas pelo professor para que
seus alunos possam construir ou reconstruir determinadas OM previstas no curriculo. Temos
ainda que:

Uma praxeologia pode ser matematica (PM) ou didatica (PD). Na PM, temos uma
organiza¢do matematica (OM) que esta relacionada com a constru¢do Matematica
ligada as situacdes didaticas; e, na PD, temos a organizagao didatica (OD), nas quais
sdo organizagdes que fazem a transposi¢do das OM para fins didaticos. O conjunto de
organizagdes (OM e OD) permite analisar a pratica durante as situagdes de ensino e
aprendizagem (Rodrigues, 2018, p. 45).

Nesse processo, o professor conduz uma agao didatica com o objetivo de fazer os alunos
aprenderem uma Organizacdo Matematica (OM). As construgdes realizadas vao moldando as
organizagdes matematicas, que, por sua vez, condicionam as possiveis formas de organizar os
estudos e, consequentemente, as organizagdes didaticas.

Chevallard (1999) comenta ainda que as praxeologias sdo utilizadas para facilitar a
analise do processo didatico, além da complexidade crescente das organizacdes matematicas.
E nesta perspectiva, que as praxeologias foram definidas através de organizagdes matematicas,
sendo elas denominadas de pontuais, locais, regionais e global. Gascon (2003, p.16) revela que
as organizagdes matematicas ou praxeologias mais elementares que se chamam pontuais estao
constituidas ao redor do que em uma determinada instituicao € considerado como um tnico tipo
de tarefa.

Desse modo, a organiza¢do matematica pontual (OMP) apresenta apenas uma técnica,
para assim ser utilizada em um unico tipo de tarefa, o que se define de inicio como um bloco

pratico-técnico. Ja em relagdo a organizagao matematica local (OML), “compde-se da interagao
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de varias OMPs, validadas e justificadas por uma tecnologia, com a finalidade de fundamentar
as organizagdes que fazem parte da OML” (Rodrigues, 2019, p. 46). Dessa forma, segundo
Chevallard (1999, apud Velenzuela, 2007, p.24) “a organizacao local agrega varias
organizagdes pontuais, via uma tecnologia comum, isto ¢ sua integracdo no centro de uma
organizagao regional regida por uma mesma teoria.”

Em relacdo a organizagdo matematica regional (OMR) apresenta na sua estrutura um
conjunto das OMLs, onde uma teoria (®) a fundamenta, coordena, além de integrar em um
discurso tedrico matematico comum. Por fim, apresenta-se a organizacdo matematica global
(OMG) que é composta segundo Fonseca (2004) de “uma OMR agregando varias teorias {®1,
02,03, ...,0n}.”

O estudo da resolugao de um problema de um determinado tipo - como efetuar a tarefa
te TC - caminha par a par com a construcdo de ao menos um embrido de técnica, a
partir do qual uma técnica mais desenvolvida podera eventualmente emergir: o estudo
de um problema particular, em breve percebido como um espécime do tipo estudado,
aparece, assim, ndo como um fim em si, mas como um meio para que tal técnica se
constitua. Trava-se assim uma dialética fundamental: estudar problemas ¢ um meio
que permite criar e por em pratica uma técnica relativa aos problemas do mesmo tipo,
técnica que sera seguida e o meio para resolver de maneira quase rotineira os
problemas desse tipo, quer dizer, efetuar as tarefas t e T1. (Chevallard, 2007, p. 731)

E nesse aspecto que nossa pesquisa buscara se respaldar nos elementos teéricos que
embasam a TAD, para que assim possamos realizar uma andlise praxeologia das organizacdes
crescentes matematicas que serdo construidas pelos estudantes através das praxeologias
desenvolvidas na resolugdo da sequéncia didatica. Assim, ela serd utilizada como a teoria base

do nosso trabalho, pois usufruiremos dos pontos principais para o apoio desta analise.

O préximo topico versara sobre a BNCC e nosso saber matematico, sendo ele sistema
de equagdes lineares, para compreendermos como tal saber estd alicer¢ado nesse documento

formativo.
3.2 A BASE COMUM CURRICULAR E SISTEMAS DE EQUAC()ES ALGEBRICAS

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um importante documento que aborda
em sua estrutura uma ementa que apresenta normas a serem cumpridas nas redes de ensino tanto
infantil e fundamental, como também no médio. Ela tem como principal objetivo garantir que
os discentes aprendam vérias tematicas que sdo consideradas de suma importincia para a
obten¢do do conhecimento e desenvolvimento de habilidades que sdo comuns. A criacdo da
BNCC, também visou a reducdo da desigualdade educacional presente no Brasil, promovendo
assim um ensino igualitario a todos e acesso a educacao, quando as exigéncias sdo cobradas e

aplicadas durante o percurso escolar.
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A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) ¢ um documento de carater normativo
que define o conjunto orgénico e progressivo de aprendizagens essenciais que todos
os alunos devem desenvolver ao longo das etapas ¢ modalidades da Educagéo Basica,
de modo a que tenham assegurados seus direitos de aprendizagem ¢ desenvolvimento,
em conformidade com o que preceitua o Plano Nacional de Educagdo (PNE).
(BRASIL, 2018, p. 7)

Nesta perspectiva as instituicdes de ensino publico e privado, devem nortear-se por este
documento para desenvolver e promover situagdes que estdo ligadas a base. Ao longo da
Educagao Basica, as aprendizagens essenciais definidas na BNCC devem concorrer para
assegurar aos estudantes o desenvolvimento de dez competéncias gerais, que consubstanciam,
no ambito pedagogico, os direitos de aprendizagem e desenvolvimento (Brasil, 2018, p.8).

Para compreendermos a estruturacdo da BNCC, faz-se necessario entender as defini¢des
do que sdo as competéncias e habilidades destacadas neste documento. Competéncia ¢ definida
como a mobilizacdo de conhecimentos (conceitos e procedimentos), habilidades (praticas
cognitivas e socioemocionais), atitudes e valores para resolver demandas complexas da vida
cotidiana, do pleno exercicio da cidadania e do mundo do trabalho (Brasil, 2018, p. 8).

J& a habilidade ¢ os conhecimentos que sdo a base para o desenvolvimento das
competéncias gerais ou especificas, ou seja, para que se coloque em pratica a competéncia faz-
se necessario um conjunto de habilidades que proporcionam um aprimoramento de
determinados conceitos e saberes que sdo pertinentes ao ensino.

A BNCC do ensino médio, divide-se em importantes areas do conhecimento, sendo elas:
Linguagens e suas Tecnologias, Matematica e suas Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas
Tecnologias e Ciéncias Humanas e Sociais Aplicadas, cada area apresenta a suas competéncias
especificas que sdo trabalhadas ao longo das etapas educacionais de ensino, que sdo amparadas
por habilidades. Destacamos aqui a d&rea da Matematica e suas Tecnologias, que apresenta como

principal foco a constru¢ao de uma visdo integrada da Matematica, aplicada a realidade.

Tais considera¢des colocam a area de Matematica e suas Tecnologias diante da
responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja constituido por esses estudantes,
para promover agdes que estimulem e provoquem seus processos de reflexdo e de
abstracdo, que deem sustentacdo a modos de pensar criativos, analiticos, indutivos,
dedutivos e sistémicos e que favore¢cam a tomada de decisdes orientadas pela ética e
o bem comum. (Brasil, 2018, p 518)

Podemos considerar que a BNCC do Ensino Médio, possui uma integragdo consistente
em relagdo aos campos tematicos, sendo eles: Aritmética, Algebra, Geometria, Probabilidade e
Estatistica, Grandezas e Medidas. Neste referencial, destacamos o campo da Algebra, que
consolida nosso objeto de estudo que ¢ sistema de equagdes lineares e como ele estd organizado

na BNCC.
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A competéncia que abrange a tematica de sistemas de equagdes lineares no campo da
Algebra é a terceira sendo ela: Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em
seus campos - Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e
Estatistica para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,
analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solucdes propostas, de modo a
construir argumentagdo consistente. Destacamos a primeira habilidade, definida com o
seguinte codigo EM13MAT301, referindo-se a “Resolver e elaborar problemas do cotidiano,
da Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equagdes lineares simultaneas,
usando técnicas algébricas e graficas, incluindo ou ndo tecnologias digitais.”

A denominacdo do codigo alfanumérico da habilidade EM13MAT301, apresenta a
seguinte composi¢ao: EM (Ensino Médio), 13 (1* a 3* ano do ensino médio), MAT (Matematica
e suas Tecnologias), 3 (competéncia na qual se refere a habilidade) 01 (habilidade especifica
da competéncia). Assim o codigo EM13MAT301 esta fazendo referéncia a primeira habilidade,
que se apresenta como proposta relacionada a Matematica e suas tecnologias na competéncia
especifica de nimero 3, que pode ser desenvolvida uma abordagem deste contetido de equagdes

lineares, tanto no primeiro ou terceiro ano do ensino médio.

[...] os estudantes também precisam construir significados para os problemas proprios
da Matematica. Para resolver esses problemas, eles devem, logo no inicio, identificar
os conceitos e procedimentos matematicos necessarios ou 0s que possam ser
utilizados, na chamada formulacdo matematica do problema. Depois disso, eles
devem aplicar esses conceitos, executar procedimentos e, ao final, compatibilizar os
resultados com o problema original, comunicando a solugdo aos colegas por meio de
argumentacdo consistente. (Brasil, 2018, p. 527)

Utilizamos a BNNC para observar como o conteudo de sistemas equagdes lineares esta
apresentado para ser desenvolvido, com base nisso a nossa sequéncia didatica buscara se
respaldar nesses pressupostos para seguirmos caminhos semelhantes. Sendo assim, ao retratar
sobre o contetido, percebemos que a BNCC reforga nesta competéncia a necessidade de abordar
aspectos que possuem ligagdes entre si, como exemplo a formulacdes de ideias pelo proprio
estudante que pode compartilha-las em sala de aula com seus demais colegas de turma através
de argumentagdes, tornando a escola um ambiente propicio a uma aprendizagem conjunta e

efetiva.
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3.3 0 OBJETO MATEMATICO: SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Neste topico iremos descrever algumas definigdes, bem como conceitualizagdo do nosso
objeto de estudo, sendo ele sistema de equagdes lineares. E necessdrio apresentar aqui essa
tematica, para compreendermos como tal tematica ¢ estudada e conceituada nas escolas e quais

os possiveis métodos de resolucdes que se apoiam em técnicas distintas.

Ainda percebemos que os estudantes sofrem dificuldades com tal contetido, ¢ nesse sentido
que se precisa buscar caminhos de amenizar esses desafios, seja por meio de atividades ludicas,

ou com a utilizacdo de software.
3.3.1 Equaciao Linear

A equagdo linear ¢ uma equacao que apresenta a seguinte forma: a;x; + axxz + azx3 +
... anXn = b em que a1, a2, as, ..., Na SA0 numeros reais, que recebem o nome de coeficientes e
incognitas xi, X2, X3, ..., Xn, € b € um niimero real chamado de termo independente.
Observamos um exemplo da solug@o da seguinte equacao linear: 3x + 2y = 18
Dizemos que:
e O par ordenado (4, 3) ¢ uma solugdo da equagao, pois 3.4 +2 .3 =18;
e O par ordenado (6, 0) ¢ uma solugdo da equacao, pois 3. 6 +2. 0 = 18;

e O par ordenado (5, 1) ndo ¢ solugdo da equagdo, pois 3. 5+ 2. 1 =18.

3.3.2 Sistema de Equagdes Lineares

Sistema de equagdes lineares simultdneas m x n (lemos: m por n), ou apenas sistema
linear m x n, é o conjunto de m equagdes lineares com n incdgnitas. A solu¢do de um sistema
linear ¢ a n-upla de numeros reais ordenados (11, 12, 13, ..., In) que ¢ simultaneamente, solu¢do
de todas as equagdes do sistema. Podemos ainda dizer que, quando o termo independente b de
uma equacao linear € igual a zero, ela ¢ denominada equagdo linear homogénea. Nesse caso
temos:

arx)taxe+...anxn=0

A énupla (0, 0, ..., 0) ¢ uma das solugdes de qualquer equacao linear homogénea. A
exemplo disso temos: a equagdo 2x —y + 3z = 0 ¢ homogénea e (0,0,0) ¢ uma das solugdes,
pois: 2.0 — 0 + 3. 0 = 0. Quando duas ou mais equagdes lineares t€ém o mesmo conjunto solucao

elas sdo denominadas de “equacdes equivalentes.
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3.3.2 Solu¢ao do sistema

Dizemos que a énupla ordenada (b1 , b2, b3, », by ) € solugdo de um sistema linear
quando ela ¢ solugdo de cada uma das equagdes do sistema, ou seja, quando satisfaz

simultaneamente todas as equagdes do sistema. Vejamos alguns exemplos:

. ~ . . 2x+ 3y =13 .

a) O par ordenado (5, 1) ¢ solugdo do sistema linear {3x—5y= 10 @ Pois
{2.5 + 3.1= 13
3.5—-51= 10

x+2y+3z=1
b) O terno ordenado (1, 3, -2 ) ¢ a solugao do sistema linear {4x —y—2z= 3, pois
x+y—z =6

1423+3.(-2)=1
41-3—-(-2)= 3
1+3-(-2)=6

3.3.3 O método de substituicao e adicao

Como sabemos existem diversos métodos algébricos que permitem a resoluciao de
sistemas lineares. No ensino fundamental, utiliza-se 0 método da substituicao e o método da
adi¢do para resolver sistemas lineares de duas equagdes e com duas incognitas, ja no ensino
médio esses métodos sdo ampliados para resolver sistemas lineares com mais equagdes e

incognitas. Apresentaremos a seguir esses dois métodos mais conhecidos pelos estudantes:

e Meétodo da Substituicao

2x—3y = —4 (I)

Considere o seguinte sistema: {Sx +y=7 D)

Para descobrir o conjunto solugao desse sistema utiliza-se o método da substitui¢do, que
consiste em isolar uma das incognitas em uma das equagdes e, entdo, substituir a expressao
encontrada. Inicialmente, isolamos uma incognita de uma das equagdes. Por exemplo, isolando
y na segunda equagdo 5x +y = 7 do sistema, obtemos:

Sx+y=7
y=7-5x

Substituimos y por 7 - 5x na primeira equacao 2x - 3y = - 4 do sistema:

2x-3(7-5x)=-4

2x =21+ 15x=-4

2x+15x=21-4
17x =17
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x=17/17
x=1
Para determinar o valor de y, substituimos x por 1 em uma das equagdes do sistema.

Escolhendo a primeira equagdo, obtemos:

2x-3y=-4
21-3y=-4
2-3y=-4
SBy=-4+2
By=-2
y=-2+3
y=1

A solugdo desse sistema linear € o par ordenado (1, 2) e essa solugdo € tnica.

e Meétodo da Adicao

2x —4y =16 (I)

Primeiramente iremos considerar o sistema linear 2 x 2: {3X _ 2}’ =0 (II)

Resolveremos esse sistema através do método da adicdo observaremos os coeficientes
da incognita x, optamos por multiplicar ambos os membros da primeira equagdo 2x - 4y = 16

por 3 e os da segunda 3x - 2y = 0 por -2.

Essa pratica € necessaria para que, em seguida, ao adicionarmos membro a membro as
duas equagdes, obtenhamos uma nova equacgao linear sem a incognita x:

6x — 12y = 48

{ 2x — 4y = 16 .(3)
3 —6x+ 4y =0

X— 2y =0 .(=2)%sm obtemos a equagao: {

Agora aplicaremos o método da adigdo para resolver:

{6x—12y= 48

—6x+ 4y =0
8y =48
y=6

Para encontrar o valor de x substituiremos o valor de y = 6 na equagao I:

2x -4y =16

2x—-4.6=16

2x —24=16

2x=16+24
2x =40
x =40/2
x =20
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Logo, a solugdo desse sistema linear ¢ o par ordenado (20, 6) e essa solugdo € unica.
3.3.4 Classificacoes do sistema e Interpretacio Geométrica

Cada equagao presente no sistema linear 2x2 possui uma representagao grafica pelos
pontos de uma reta do plano, j& o sistema linear 3x3 ¢ representado pelos pontos de um plano

do espago. Vejamos algumas classificagdes:

a) Sistema possivel e determinado (SPD):

x+y=28

2x— y =1 encontramos uma unica solugao, sendo ela o par

Resolvendo o sistema: {

ordenado (3, 5). Assim, dizemos que o sistema ¢ possivel, ou seja, tem solu¢do e ¢ determinado,
pois apresentara apenas uma unica solucao, logo classificamos como SPD. Ja em relacdo a sua
interpretagdo geométrica, podemos dizer que as retas serdo concorrentes, ou seja elas vao se
cruzar em um unico par ordenado, indicando assim que ha um par ordenado, sendo ele (3, 5),

conforme mostra a representacdo abaixo no GeoGebra:

Figura 1- Representagdo Geométrica do Sistema 2x2

Voo ~ || 3 _ —
AR O0 LN 2 Q=
£

@ eqlix+y=28 W \eq1 12 eq2 &

O eR:2x-y=1 : \

. A = Intersegio(eql, eq2) H 3

o

= (3.5) & A
+  Entrada 4

2 a 6 8 10 12 14 16 18 20

Fonte: A autora, 2024

b) Sistema possivel e indeterminado (SPI):

x+y=28

2x+2y = 16 verificamos que os pares ordenados (0,8), (1,7),

Resolvendo o sistema {

(2,6), (3,5) sdo algumas de suas infinitas solugdes. Por isso dizemos que o sistema ¢ possivel,
pois apresenta solucdes e indeterminado, pois tem infinitas solugdes. J4 em relacdo a sua
interpretacdo geométrica, podemos dizer que as retas serdo coincidentes, ou seja apossuem
infinitos pontos de intersec¢do, indicando que hé infinitos pares ordenados que sdo a solucdo

do sistema.
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Figura 2 - Representagdo Geométrica dos Sistemas 2x2
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Fonte: A autora, 2024

¢) Sistema impossivel (SI):

x+y=10

x—y =10" verificamos que nenhum par ordenado satisfaz simultaneamente

Para {

as equacdes, portanto, o sistema ¢ impossivel, ou seja, ndo apresentard uma solugdo. No que
tange a sua interpretagdo geométrica, salientamos que as retas serdo paralelas, assim elas ndo
irdo se cruzar, indicando que ndo existe nenhum par ordenado que solucionard o sistema

apresentado.

Figura 3 - Representagdo Geométrica
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Fonte: A autora, 2024
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3.3.5 Sistemas escalonados

Podemos utilizar regra de Cramer para discutir e resolver sistemas lineares em que o
nimero de equagdes (m) ¢ igual ao nlimero de incognitas (n). Quando m e n sdo maiores que
trés, torna-se muito trabalhoso utilizar essa regra. Por isso, usamos a técnica do escalonamento,
que facilita a discussao e a resolucdo de quaisquer sistemas lineares.

Dizemos que um sistema, em que existe pelo menos um coeficiente ndo-nulo em cada
equacao, esta escalonado se o numero de coeficientes nulos antes do primeiro coeficiente nao-
nulo aumenta de equagdo para equagao.

Observe o sistema linear e a seguinte matriz:

x+2y+3z=1 1 2 3 1
dx—y—z=3 4 -1 -1 3
XxX+y—z =6 1 1 -1 6

Borjono et al. (2020) ressalta que se houver linhas com todos os elementos igual a zero,
elas devem estar abaixo de todas as outras. Ainda seguindo os autores quando temos um sistema
linear escalonado de m equagdes com n incognitas, a ultima linha desse sistema serd a enésima
linha, que, se ndo estiver expressa no sistema, deve ser considerada totalmente nula. Na matriz
completa do sistema isso fica mais evidente, como pode ser verificado nos exemplos b ¢ ¢

anteriores.

3.3.6 Matrizes associada a um sistema Linear
A um sistema linear podemos associar as seguintes matrizes:

a) Matriz incompleta: a matriz A formada pelos coeficientes das incognitas do sistema.

2x+3y—z=0

Em relacdo ao sistema ao sistema: 4x+ z= 7 a matriz completa ¢ A=
—2x+y=4
2 3 -1
4 0 1
-2 1 0

b) Matriz completa: matriz B que se obtém acrescentando a matriz incompleta uma ultima

coluna formada pelos termos independentes das equagdes do sistema. Assim, para o

2 3 -10
mesmo sistema acima, a matrizcompletaé: B=14 0 1 7
-2 1 0 4
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3.3.7 Dificuldades no ensino e aprendizagem do Sistema de Equac¢des Lineares

Existem varios caminhos para o ensino de Matematica, alguns destes, favorecem uma
aprendizagem mais significativa e duradoura, chamamos aten¢do, positivamente, para a
utilizagdo das tecnologias digitais. Sobre essa perspectiva, Fonseca (2020) ressalta que, no
cenario educativo as implica¢des pedagogicas com o uso das tecnologias digitais vém crescendo
a passos largos, bem como se consolidando como um campo de pesquisa.

No que diz respeito aos conteudos, tanto aqueles que fazem parte do ensino fundamental
como os que fazem parte do ensino médio, possibilitam a utilizagdo dessas ferramentas, com
destaque, apontamos os sistemas de equagodes lineares. Para Andrade (2018) esse contetido ¢
fundamental para alunos do ensino médio, assim como para alunos do ensino superior.

O contetido aborda na pratica a passagem do campo algébrico para o geométrico, os
alunos encontram dificuldades justamente no esbogo desta passagem. Tais dificuldades estdao
relacionadas a constru¢do manual dos graficos, o que representa uma conversao de registro de
um sistema linear da forma algébrica para a forma gréafica (Andrade, 2018, pg. 34). Além disso,
essa pratica compromete a aprendizagem, visto que no ambiente de sala de aula estuda-se
somente o conceito e alguns métodos de resolucdo, ficando obscura a compreensdo da sua
classificagdo e do significado geométrico pela via grafica (Andrade, 2018, p. 34).

No estudo de sistemas de equagdes, além de trabalhar a técnica de resolugdo de
sistemas, ¢ recomendavel colocar a algebra sob o olhar da geometria. A resolugdo de
um sistema 2x2 de duas equagdes e duas variaveis pode ser associada ao estudo da
posicao relativa de duas retas no plano. Com operagdes elementares simples, pode-se
determinar a existéncia ou ndo de solugdes desse sistema, o que significa

geometricamente os casos de intersec¢do/coincidéncia de retas ou paralelismo de retas
(Brasil, 2008, p.77-78).

A élgebra ¢ a drea da matematica na qual estuda-se o contetido de sistemas de equagdes
lineares, alguns pesquisadores externam a sua preocupagdo com esse ambito do conhecimento:
“percebo no ambiente escolar a frustracdo dos alunos, estes ndo conseguem obter um
desempenho satisfatério nas aulas de matematica, em especifico nas Algebras, ja que muitas
vezes os alunos nao veem sentido em aprender o calculo literal” (Valenzuela, 2007, p.5).

Pesquisas dessa natureza prevalecem até os dias atuais, € sob essa perspectiva, que o
ensino da algebra ja se era estudado por diversos pesquisadores, como por exemplo, Filloy
(2001), Rojano (2001), Vergnaud (1990), entre outros. Para o desempenho e aprimoracao desta
competéncia, além da diminui¢ao das dificuldades apresentadas o uso de tecnologias possibilita

aos estudantes aprofundarem sua participacao ativa nesse processo de resolucao de problemas.
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Sao alternativas de experiéncias variadas e facilitadoras de aprendizagens que refor¢am
a capacidade de raciocinar logicamente, formular e testar conjecturas (Brasil, 2018, p. 528).
Neste viés, percebemos o quanto faz-se pertinente o uso de tecnologias para facilitar a
compreensdo dos estudantes no que tange a visualizagao grafica das equacoes lineares, no que
tange a passagem do campo algébrico para o geométrico. E sob essa perspectiva que
utilizaremos o software GeoGebra em nossa pesquisa, com foco em amenizar as dificuldades

sofridas pelos estudantes.
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3.4 AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E O SOFTWARE GEOGEBRA

A inser¢do das tecnologias digitais no ensino de matematica tem sido uma area de estudo
e pratica cada vez mais relevante, ou seja, o avango rapido da tecnologia e a ampla
disponibilidade de dispositivos eletronicos tém proporcionado novas oportunidades para o
ensino e a aprendizagem da matematica, transformando a forma como os alunos interagem com

0s conceitos matematicos e ampliando suas possibilidades no processo de compreensao.

“A utilizacdo tecnologia digital tem-se tornado cada vez mais indispensavel no
processo de ensino e aprendizagem, pois favorecem aos alunos novas formas de
visualizacdo que ajudam na compreensdo dos assuntos, assim como corrobora com a
metodologia do professor em sala de aula, utilizando as ferramentas proporcionadas
por ela, como softwares e programas educacionais, que auxiliam o professor no ensino
de determinado contetido.” (Lima, 2022, p. 01)

Os autores Vilaga e Aratijo (2016) abordam que “quando falamos de novas tecnologias
e educacgao escolar, falamos de seres humanos - professores, alunos e comunidade - que se
relacionam com e através dessas ferramentas, sem negligenciar os saberes edificados ao longo
de suas vivéncias.” Além disso, os docentes se veem na necessidade de estar buscando
continuamente novos conhecimentos, para que assim possa apropriar-se das tecnologias digitais
e integra-las aos contetidos curriculares, especificamente, na disciplina de Matematica.

O conhecimento cientifico e tecnologico tem tomado uma maior proporgdo, ou seja,
estamos cercados de aparatos a nossa disposi¢ao para uso cotidiano e no ambiente escolar. Além
disso, com os conhecimentos tecnoldgicos surgem também véarios softwares voltados para o
ensino de Matematica. Logo, as aulas estdo cada vez mais atrativas, pois despertam no estudante

a vontade e conhecer e aprender como manipular essas ferramentas facilitadoras de ensino.

Compreendemos que o conhecimento ¢ ampliado pelo operar das ferramentas
digitais, pois permitem outras possibilidades de compreensio dos conteudos
matematicos, uma vez que tornam suas atividades praticas e dindmicas, bem como
contribuem para inovar as metodologias, desencadeando discernimento e dominio do
que realizam na e para formagao de professores. (FONSECA, 2020, p. 15)

A fim de melhorar e diversificar cada vez mais o ensino, ressaltamos aqui a importancia
da utilizagdo de softwares como o GeoGebra. Este software foi criado pelo professor Markus
Hohenwarter, da Universidade de Salzburgo, na Austria, ele possui um acesso livre dindmico,
podendo ser utilizado de forma gratuita, com versdo disponiveis para celulares, tablets, e

smartphones, como também pode ser acessado online no google. E uma ferramenta pratica com
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interface amigavel que facilita a criacdo de constru¢des matematicas e modelos que permitem
exploragdes interativas, arrastando objetos e alterando parametros.

Nele ¢ possivel encontrar algumas caracteristicas importantes como graficos e tabelas
que estao interligados e possuem caracteristicas dinamicas e varios recursos sofisticados. Além
disso, pode ser considerada uma ferramenta de produgao de aplicativos interativos em paginas

da WEB e esta disponivel em varios idiomas para milhdes de usudrios em torno do mundo.

Um dos softwares que tem sido apontado por pesquisadores que pode colaborar com
o desenvolvimento de atividades pedagdgicas ¢ o GeoGebra. No entanto, para a sua
integragdo no dmbito da sala de aula, é necessaria a promogao de cursos de formagéo
docente que discutam as potencialidades de suas ferramentas e diferentes
metodologias para sua inser¢do nas praticas pedagogicas. (BALDINI&amp;
CYRINO, 2012, p. CLII)

A representagdo ¢ uma forte aliada para desenvolvimento cognitivo da matematica, que
segundo Abar e Almeida (2017) o funcionamento da atividade cognitiva requerida pela
matematica ¢ uma condi¢do essencial para a evolugdo do pensamento algébrico. Por ser um
software livre, 0 GeoGebra se torna uma excelente estratégia de ensino e aprendizagem de
contetdo, permitindo a professores e alunos a possibilidade de explorar, conjecturar, investigar
tais conteudos na constru¢ao do conhecimento matematico.

Na exploragdo e manuseio do GeoGebra € possivel construir figuras na area de trabalho
tanto em duas dimensdes, como também em trés, assim ¢ necessario haver um nivel de
conhecimento primdrio acerca das ferramentas que sdo utilizadas. Esse contato permite ao
operante a constru¢do de formas geométricas tridimensionais e bidimensionais as figuras sao
representadas de forma clara e compreensivel favorecendo o entendimento acerca do que se
estd sendo estudado.

Nestes aspectos, o sofiware apresenta ferramentas crucias que proporcionam aos
estudantes, de maneira intuitiva o processo que aborda o pensamento matematico, pois atraveés
dele ¢ possivel que os estudantes facam experimentos, apliquem estratégias e esbocem ideias

na resolucdo de problemas complexos que exigem uma visualizagdo pratica.

O uso de computadores forca, ndo somente apenas a reconhecer na 4rea de
experimentos uma fonte de ideias matematicas e um campo para ilustracdo de
resultados, mas também um lugar onde permanentemente ocorrera confrontagdo entre
teoria e pratica. Isso coloca um problema, que ocorrera no treinamento de professores
tanto quanto de estudantes, de estimular a atitude experimental (observagio, teste,
controle de variaveis...) ao lado, e no mesmo nivel, da atitude matematica (hipotese,
prova, verificagio...). (D’AMBROSIO, 1986, p. 110).

E possivel desenvolver também com o GeoGebra a capacidade de visualizacdo, pois

favorece aos estudantes uma melhor compreensao dos assuntos revisados, além de apresentar
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varias fun¢des matematicas, geométricas e algébricas, além da criacdo de figuras espaciais com

visualizagao em 3D.

O software Geogebra ¢ uma ferramenta que auxilia no instante de construir ou
mobilizar os registros de representacdo do objeto matematico [...], bem como no
momento de analisd-los de forma conjunta, visto que a conversdao dos signos
matematicos ocorre de forma rapida, dindmica, sem provocar dificuldades operatdrias
que podem gerar obstaculos na constru¢do dos significados. (SILVA, 2014, p. 34)

Além dos aspectos complementado, o GeoGebra pode ser considerado uma excelente
ferramenta para criar ilustragdes a serem usadas no Open Office, no Microsoft Word, ou no
LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o GeoGebra ¢ uma multiplataforma e,
portanto, pode ser instalado em computadores com Windows, Linox ou MacOS (Hohenwarter;
Jones, 2007).

A Tela inicial do GeoGebra apresenta uma interface padrao que ajuda na visualizagdo
ampla da area de trabalho que o software traz, o que possibilita o trabalho e explanacao de suas
ferramentas como por exemplo na éarea algébrica, geométrica, e na planilha de calculo
simultaneamente ou apenas em uma area por vez, conforme escolha do individuo na qual esta

manipulando. Vejamos abaixo a tela inicial:

Figura 4 - Tela inicial do GeoGebra
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Fonte: GeoGebra

No canto superior visualizamos a barra de menus que apresenta as opcdes de salvar o
arquivo, além de controlar configuragdes gerais do software. A barra de ferramentas que
concentra a maioria das atividades possibilita a construg¢ao de pontos, retas, figuras geométricas,
medidas de objetos construidos, entre outros que podem favorecer a representacdo. Dentro da

barra de ferramenta, tem-se doze conjuntos de icones, necessdrios para a construcido e
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desenvolvimento de diversificadas objetos matematicos, que podem ser acessados clicando em

cada um com o mouse em canto inferior direito, como mostra abaixo:

Figura 5: - Barra de Ferramentas do GeoGebra

X A Db e A @ LN e L

Fonte: GeoGebra

Outra parte importante ¢ a janela de algebra, nas quais sdo apresentadas as medidas,
equacdes, coordenadas e outras caracteristicas dos objetos construidos. No campo de entrada
temos a digitacdo de comandos. Ja na janela de visualiza¢cdo, podemos observar a representacao
geométrica que pode ser construido através da utilizagdo dos outros icones.

Além disso, a listagem de comandos predefinidos, que auxiliam nos comandos que estio
em conjunto com os icones da Barra de Ferramentas. No momento da constru¢do, o usudrio
deve selecionar a barra de icones e a janela de visualizagdo, ou simplesmente digitar as equagdes

ou os valores que serdo utilizados para a construcdo grafica.

3.4.1 Sistemas Lineares 2x2 no GeoGebra

Na abordagem do tema Sistemas Lineares, ¢ fundamental iniciar a sequéncia didatica
seguindo uma ordem de desenvolvimento. Focaremos a respeito dos sistemas lineares 2x2 ,
tema ja abordado no ensino fundamental, para posteriormente se trabalhar com os sistemas
lineares 3x3 e sua representagao grafica.

Para representar um sistema linear graficamente, podemos utilizar como apoio o
GeoGebra, sendo este um recurso que facilita a visualiza¢do. Para utilizarmos o GeoGebra
primeiramente, acessamos o site https://www.geogebra.org/classic (acesso em: 24 nov. 2023),

para obtermos o manuseio do GeoGebra Classic através da plataforma.


https://www.geogebra.org/classic
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Figura 6 - O GeoGebra
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Fonte: A autora, 2024

Agora vejamos 0 passo a passo para esbocar geometricamente o grafico do seguinte
sistema linear:
{ 3x—y=2
—x+3y=6
1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuracdes e selecione a op¢ao
de exibir eixos no plano cartesiano.
2° Passo: Na parte esquerda da tela sera apresentada o campo de entrada do comando,
onde digitamos a primeira equacdo 3x —y = 2 e clicamos em “Enter” e digitamos —x + 3y = 6.
Observamos que assim que se ¢ realizado esse processo as duas equagdes sdo nomeadas de eql

e eq2 e sao representadas por retas no plano cartesiano, como mostra a figura abaixo:
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Figura 7- Representacdo das retas

egql : Ix—y = 2

O eq2: —x+3y [

Fonte: A autora, 2024

asso: Determinar o ponto de intersec¢do dessas retas, se caso houver, assim no
3° P Det to de int d tas, h 3
campo de entrada marcaremos a opg¢do “Interse¢ao de Dois Objetos” e selecionaremos as duas

retas. Mediante a esse processo, aparecera o nome do ponto A, vejamos:

Figura 8 - Representacdo da solucdo do sistema 2x2 graficamente
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Fonte: A autora, 2024

O sistema apresenta como solu¢do os pontos A (1,5; 2,5). A interpretacdo geométrica
das retas ¢ que sdo concorrentes, ou seja, elas se cruzam em um unico ponto, fazendo com que
esse sistema seja classificado como SPD (Sistema Possivel e Determinado), apresentando

apenas uma unica solugao.
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3.4.2 Sistemas Lineares 3x3 no GeoGebra

Em relagdo ao sistema linear 2x2 cada equacdo representa os pontos de uma reta no

plano. No sistema linear 3x3, cada equagdo representa os pontos de um plano no espago. Segue
x+ 2y+3z=7
o sistema na qual iremos representa-lo graficamente: {2x —y +z = —1
—x+2y—z=1
1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuracdes e selecione a op¢ao
“janela de visualizacdo 3d” no canto direito da tela e o plano em 3d seré apresentado.
2° Passo: Na parte esquerda da tela sera apresentada o campo de entrada do comando,
onde digitamos em ordem as equagdes x + 2y +3z=7,2x —y +z= -1, -x + 2y — z=1.
Observamos que assim que se ¢ realizado esse processo as trés equacdes sdo nomeadas de eql,

eq2 e eq3, como na figura abaixo:

Figura 9 - Representagao do sistema 3x3 graficamente
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Fonte: A autora, 2024

3° Passo: O seguinte passo serd clicar na aba que indica a “interseccdo de duas
superficies”, sendo elas a retas e assim e marcaremos os pares das equacdes, por fim quando
aparecer o esbogo das retas clicaremos em “intersecdo entre os pontos”, marcando as duas retas

e chegando a solucao do sistema linear, sendo ele (-1, 1, 2), como mostra a figura abaixo:
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Figura 10: Representacdo da soluc@o do sistema 3x3 graficamente
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Fonte: Os autores, 2024

Logo a terna ordenada desse sistema ¢ (-1, 1, 2).

A visualizagdo grafica, quando utilizamos o GeoGebra, se torna mais interativa, pois
podemos acessar recursos que explanam claramente uma interpretagao algébrica dindmica e
aprimorada, fazendo que o estudante verifique e analise a resolucdo, pois além da visualizagao
do plano, podemos estudar as equagdes e as retas que se formam no plano, além de termos um

acesso direto aos pontos que sdo formados.
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4 METODOLOGIA

A pesquisa aqui descrita abordou em sua estrutura uma metodologia de cunho
qualitativo, onde interagimos com o campo de estudo, desse modo, os aspectos estudados se
complementaram entre si, possibilitando um melhor aporte para compreender os fendmenos
didaticos a serem analisados. Segundo Almouloud e Henriques (2022) a pesquisa qualitativa
considera a existéncia de uma relacdo dindmica entre o mundo real e o sujeito, ela ¢ descritiva,
seu foco principal € o processo.

Em relagdo aos objetivos, caracterizamos como exploratoria. Quanto aos
procedimentos, ressaltamos que a pesquisa ¢ um estudo de caso, ja que este tipo de
procedimento “visa conhecer em profundidade o como e o porqué de uma determinada situacao
que se supde ser unica em muitos aspectos, procurando descobrir o que ha nela de mais essencial
e caracteristico” (Fonseca, 2002, p.33). A metodologia adotada em nosso trabalho buscou
responder a indagacdo presente na questdo de pesquisa, na qual culminou no objetivo geral,
sendo este: Analisar a luz da Teoria Antropolégica do Didatico (TAD) as praxeologias
utilizadas pelos alunos na realizacdo da passagem do campo algébrico para o geométrico,
utilizando do objeto de estudo matematico sistemas de equagdes lineares com a explora¢do do

software GeoGebra.

4.1 Local e Populacio de Estudo

O local de estudo foi uma escola publica estadual do municipio de Abaiara, no estado
do Ceard, com estudantes do 3°ano do ensino médio. A pesquisa estd direcionada em sua
esséncia a analisar a luz da Teoria Antropologica do Didatico (TAD) as praxeologias utilizadas
pelos alunos na realizagdo da passagem do campo algébrico para o geométrico, utilizando do
objeto de estudo matematico sistema de equagdes lineares com a utilizagdo do software
GeoGebra.

Destacamos aqui, que os estudantes escolhidos para estarem participando da pesquisa
foram do terceiro ano do ensino médio da disciplina eletiva intitulada de “cultura digital”

realizada no laboratoério de informatica da escola, no turno da manha.

4.2 Coleta e critérios de Analise de dados

Aplicamos a sequéncia didatica em 6 encontros distribuidos em aulas, com duracgoes de
50 minutos cada encontro. Os elementos utilizados para a producdo de dados foram fotos e

gravacdo de audios e videos, anélise do livro didatico e da sequéncia desenvolvida. Para isso,



57

analisamos as praxeologias desenvolvidas pelos alunos de maneira individual, bem como
coletivamente. Observamos também a complexidade crescente das organizagdes matematicas,
verificando quais conhecimentos novos (ou ndo) foram desenvolvidos durante o percurso da
construcao do saber do aluno.

O nosso objetivo geral, deriva-se de trés objetivos especificos que geram subsidios
necessarios para os critérios que seguiremos em nossas andlises de dados. O primeiro foi
realizar uma andlise a priori de estudos, bem como do livro didatico para identificar as
praxeologias presentes no estudo de sistemas de equagdes lineares. O segundo desenvolver uma
sequéncia didatica com estudantes do ensino médio com base nas analises a priori, utilizando o
software GeoGebra e o terceiro analisar as praxeologias desenvolvidas pelos estudantes na
passagem do campo algébrico para o geométrico a luz da TAD. Desse modo, a concretiza¢ao
desses trés objetivos, estd vinculada a realizacdo das etapas que foram desenvolvidas no
trabalho e serdo discutidas mais adiantes.

Embora abordemos de forma sucinta nesse topico algumas das justificativas acerca da
tematica escolhida, ao decorrer da pesquisa traremos de forma mais detalhada na introdugao e
nos capitulos especificos o porqué da escolha da Teoria Antropoldgica do Didatico (as
praxeologias e organiza¢des matematica) para ser a base do campo tedrico e metodologico da
pesquisa, além do objeto do saber em jogo, sendo estes sistemas de equagdes lineares e a
utilizacao do GeoGebra.

Ressaltando os critérios estabelecidos para que os objetivos tragados na pesquisa fossem
cumpridos, nos respaldamos nos elementos que foram destacados na fundamentacao teorica,
focando nas praxeologias, observando as praticas desenvolvidas pelos estudantes, que foram
identificadas através de gravacdes de tela do computador, registros de voz e resolucdes
manuais.

Os critérios, foram construidos a partir de uma analise a priori do livro didatico utilizado
pela turma participante da pesquisa, com finalidade de observar como apresentava-se as tarefas
e técnicas nas atividades e exemplos no ensino de sistemas de equacdes lineares. Realizamos
um mapeamento de pesquisas que envolvessem os trés elementos base na nossa pesquisa, sendo
eles: TAD, Sistemas de equacdes lineares e GeoGebra.

Nessa busca, nao foi encontrado nenhuma pesquisa que apresentasse os trés eixos
norteadores no ensino médio. A dissertacdo de Andrade (2018) foi a tnica que trouxe aspectos
semelhantes com que estdvamos propondo através da verificagdo da passagem do campo

algébrico para o geométrico. Sendo assim, na constru¢do dos momentos que foram
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desenvolvidos com os estudantes procuramos trazer novos recursos que possibilitaram apontar
propostas que trouxeram aos estudantes a compreensdo através de novo recursos

Em relagdo a analise do livro didatico, as tarefas seguem praticamente um padrao de
utilizagdo de técnicas ou o estudante ira desenvolver o método da substituicao ou da adicao
propostas no livro, para chegar ao conjunto solu¢do esperado na tarefa. Essa verificagdo nos
deu subsidios para a constru¢do da nossa sequéncia, focando em elementos que abordassem
com mais precisao a utilizacdo desse software ja que nosso foco principal foi a andlise da
passagem do campo algébrico para o geométrico.

Seguindo o modelo de critérios de analises desenvolvido na tese de Almeida (2016),
apresentaremos no quadro abaixo um resumo dos tipos de tarefas, técnicas, tecnologia e teoria

que podera ser desenvolvida pelo estudante ao longo da resolugdo da sequéncia.

Quadro 4: Sintese de Critérios de Analises

Tipos de Tarefas Técnicas Tecnologias
Principal Auxiliar
T trap/t ms t cspT OrpG
T trRNEM/ t MS tEvTI OsL3x
T; tEm { MERN OsL
Ty tMa tre Opm

Fonte: A autora ,2025

Observamos que as tarefas expostas apresentam o ensino dos sistemas de equagdes
lineares, como mostraremos abaixo:
e Ti: Interpretar geometricamente cada sistema utilizando o GeoGebra.
e T,: Representacdo do Sistema na sua forma matriarcal
e Ts: Resolugdo dos Sistemas Escalonados
o T4 Calcular a diferenca entre os nimeros de quartos triplos € o nimero de quartos
duplos
Apresentamos no quadro as técnicas principais desenvolvidas para cada tipo de tarefa:
T, T2, Tz e Ta:
e Ti:trgr/tms= Representagao do Grafico no Plano e Método da Substituicao
e Ty:trnem/t Ms= Sistema na forma Matriarcal e Método da Substituicao ou Adi¢ao

e T;.tem: Escalonar a matriz
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e T4:twma: Método da Adigao
Abaixo as técnicas auxiliares desenvolvidas para cada tipo de tarefa: T1, T> , T3 ¢ Ts:
e Tj.tcspr=Classificagao do Sistema em Determinado ou Indeterminado
e Ty t gvri=Encontrar o Vetor dos Termos Independentes, através da resolugao
e T3.tmern=Multiplicagdo da Equagdo por um niimero real na nulo

o Ty4.trc: Regra de Cramer

Por fim, as tecnologias que buscam em sua esséncia justificar as tecnologias:

e Ti.tcs:0Orec: Representagdo grafica no plano
o Ty:trnem/t ms: OsL3x: Sistemas Lineares 3X3
e Ts.tem/ tmern: OesL: Escalonizagdo de Sistemas Lineares

e T4.tmern/tre: OpMm: Determinantes de Matrizes

Ao remeter-se a passagem do campo algébrico para o geométrico sdo poucos os
exercicios que apontam tal procedimento, destacando apenas os sistemas 2x2. Quando se trata
de sistemas lineares de ordem diferentes das acima mencionada, os autores nido realizam as
conversdes dos registros nem mesmo apresenta a preocupacdo em tal possibilidade. Nesse
aspecto, tentaremos com a aplica¢do da sequéncia desenvolver um complemento necessario
para além do livro didatico que se apresenta de forma escassa.

No topico da andlise do livro didatico destacamos as demais questdes que sdo
apresentadas acerca desse contetido. Nos baseamos assim nas organizacdes didaticas (os
momentos de aplicagdes) e organizagdes matematicas (tipos de tarefa, técnicas e tecnologias)
que sdo apresentadas no topico sobre a Teoria Antropologica do Didatico que respaldam nossos
momentos didaticos que foram desenvolvidos. Esperamos que ao final da aplicagdo da proposta

aqui apresentada possamos atingir os objetivos esperados.

4.3 Etapas da pesquisa

Esta pesquisa foi desenvolvida através de momentos, nas quais o primeiro deles foi a
verificagdo dos conhecimentos acerca do conteudo de sistemas de equagdes lineares e andlise
de como este objeto de conhecimento apresentava-se no livro didatico utilizado pelos estudantes
do ensino médio. Realizamos a analise praxeoldgica do capitulo que o nosso objeto matematico

se encontrava. Levamos em consideracdo as tarefas expostas e as técnicas que os estudantes
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iriam desenvolver no processo de resolucdo. Além disso, foi realizado um mapeamento de
pesquisas que abordassem a perspectiva da tematica estudada para que pudéssemos desenvolver
a justificativa do nosso trabalho.

O segundo momento foi a constru¢ao da sequéncia didatica, na qual propomos um
modelo apresentando as justificativas das escolhas, bem como a previsdo dos possiveis
comportamentos dos estudantes durante a aplicacdo. Ela foi alicer¢ada baseando-se na Base
Comum Curricular (BNCC), na qual analisamos no inicio da pesquisa para o desenvolvimento
dos passos seguintes. Assim a BNCC serviu como apoio, pois ndo focamos apenas na resolugao
dos sistemas por métodos algébricos, mas também geométrico através da construcao grafica no
GeoGebra. No que tange ao desenvolvimento algébrico, a sequéncia desta pesquisa utilizou
meios diversificados de resolucdo, visto que analisamos as praxeologias desenvolvidas.

No terceiro momento foi desenvolvida a sequéncia elaborada anteriormente, este
momento foi divido em seis encontros com a turma, sendo eles: apresentacdo e familiarizagao,
momento de conhecimento sobre o GeoGebra, relembrando o conceito de sistemas de equagdes
lineares e por fim a aplicagdo da sequéncia.

No ultimo momento desse trabalho realizamos as analises dos resultados obtidos durante
a experimentag¢do, sob um olhar da TAD o desenvolvimento da sequéncia didatica, focando nas
praxeologias e o crescimento da aprendizagem dos estudantes em relacdo ao seu

desenvolvimento intelectual e autonomia.

4.4 Metodologia de Analise

Através das respostas obtidas com a aplicacdo da sequéncia didatica proposta, iremos
analisar a luz da Teoria Antropolégica do Didatico as praxeologias desenvolvidas pelos
estudantes na passagem do campo algébrico para o geométrico. Além disso, analisaremos as
respostas desenvolvidas pelos estudantes e os niveis de organizagdo das complexidades
crescentes da organizacdo matematica verificando a evolugdo das técnicas e suas repetigoes.
Outro ponto serd a desenvoltura dos estudantes ao utilizarem um recurso tecnologico na sua
pratica escolar, bem como a sua apropriagdo de um saber matematico transposto ao uso do
GeoGebra, passando de uma representacao algébrica para geométrica.

Nao identificaremos os estudantes durante as analises, utilizaremos assim codinome
representados pelas letras maiusculas do alfabeto (estudante A, B C ...) pois relataremos

também as possiveis dificuldades apresentadas, bem como o passo a passo que foi
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desenvolvido, e quais caminhos foram percorridos nas técnicas desenvolvidas para a resolugao

das tarefas propostas.
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5. ANALISE DO LIVRO DIDATICO

Nesta se¢dao abordaremos uma analise prévia do livro didatico, verificando o capitulo
que apresenta o conteudo de sistemas de equagdes lineares, identificando assim as praxeologias
presentes na proposta deste contetido em relagdo as tarefas, técnicas tecnologias e teorias. Nesta
perspectiva, discutiremos também a importancia de o livro propor em suas atividades tarefas
que apresentem a passagem do campo algébrico, para o geométrico. Além disso, ¢ necessario
observar os diferentes pontos de vistas que o conteudo apresenta, como por exemplo a
linguagem natural, algébrica e geométrica.

Ainda hoje, “o livro didatico ocupa um papel central dentro da escola, mesmo
coexistindo com inlimeros outros recursos tecnologicos, ele ¢ um dos principais materiais do
ensino e da aprendizagem no contexto escolar” (Andrade, 2018, p.50). O livro didatico ¢ um
importante aliado tanto do professor, como também do aluno, o principal objetivo desta
ferramenta ¢ auxiliar na compreenséo de conteudos e resolugdo de atividades. E nesse sentido
que Andrade (2018) aponta que o livro deve trazer articulagdes consideradas nao lineares entre
os conteudos na qual aborda, para que ndo ocorra um tratamento isolado e desconectado dos
demais contetidos, assim ambos devem caminhar em sintonia.

Com a reforma no novo ensino médio, ocorreu mudancas na estruturagao dos livros,
sendo assim as unidades tematicas foram divididas em livros separados. O livro na qual
realizamos a andlise ¢ do terceiro ano do ensino médio, sendo ele do Programa Nacional do
Livro e Material Didatico (PNLD), com referéncia: BORJONO, José; JUNIOR, José; SOUSA,
Paulo. Matematica: sistemas, matematica financeira e grandezas. led. Sdo Paulo: Editora
FTD, 2020.

Ele est4 sendo utilizado na escola, na qual foi realizada o desenvolvimento da pesquisa.
Assim percebemos que na composi¢do o livro apresenta um total de 160 paginas, dividindo-se
em quatro capitulos sendo eles: Matrizes e sistemas lineares; Porcentagem e Juros; Matematica
financeira e por fim Grandezas. A sessdo que contempla o objeto matematico da pesquisa € o
primeiro capitulo retratando as matrizes e sistemas lineares.

Conforme mostra o sumario abaixo, da pagina 12 a 32 podemos notar a exposi¢ao do
conteudo matrizes, abordando as diversificadas tematicas do conteudo em questdo. Ja das
paginas 34 a 61 ¢ destinada a explicagdo e exemplificacdes sobre o conteudo de sistemas

lineares.
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Figura 11- Sumario
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Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 20

A parte inicial retrata a introducdo do conteudo de matrizes, contextualizando com
situacdes problemas ligados a alimentacdo, para assim propor a constru¢do da matriz. Essa
estratégia de ligacdo com o cotidiano, faz-se necessario para que o estudante compreenda
melhor o contetido. Observamos logo apds, a definicdo de matriz quadrada e sua representagao,
com exemplos e tarefas resolvidas que remetem a utilizagdo das técnicas apresentadas na
explicagdo, fechando esse topico apresenta-se uma atividade. Logo apds os autores continuam
a explicagdo sobre matrizes, remetendo ao conceito de igualdade, operagdes e propriedades das
matrizes baseadas nessas operacdes, apresentando ao final um novo bloco de atividades
resolvidas e propostas, assim o livro segue um padrdo de tarefas. Em concordancia com Bittar
(2017) o livro didatico pode ser um importante aliando do professor, pois pode proporcionar
uma boa aproximag¢do com a sua pratica em sala de aula, principalmente no que tange ao
conteudo exposto e as metodologias que sdo utilizadas.

O tdpico sobre o conteudo de Sistemas Lineares ¢ apresentado pelos autores no inicio
por uma situacao problema do cotidiano, para facilitar a compreensao dos estudantes acerca do
que estd sendo exposto. A contextualizagcdo do problema aborda o transporte coletivo na qual ¢
uma realidade que os estudantes estdo inseridos, para relembrar o que sdo as equagdes €
incognitas (valores desconhecidos) através da formulacgao de situagdes problemas, relacionando

as informagdes que serdo apresentadas, como mostra a imagem a seguir:
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Figura 12: Problematizagdo e defini¢ao de uma equagéo linear

Sistemas lineares

Vocé, provavelmente, estudou sistemas de equagdes no Ensino Fundamenta,
Vamos agora dar sequéncia a esse estudo, explorando também sistemas com mais
de duas equacdes e envolvendo mais de duas incégnitas. Quando possivel, vamos
estabelecer relagdes com problemas do dia a dia, explorando diferentes maneiras de
resolugao, inclusive utilizando o trabalho com matrizes.

Eguacao linear

Acompanhe a situacao a seguir.

Andréa percebeu que o saldo de seu cartao escolar de transporte era de
RS 120,00. Na cidade onde mora, os estudantes pagam RS 3,00 na viagem de &nibus,
RS 2,50 na de metrd, e a viagem de trem custa RS 2,00. Com esse saldo do cartéao,
quantas viagens ela pode fazer utilizando esses meios de transporte?

Uma situagao como essa pode ser traduzida para a linguagem matematica. Para
isso, p: mos utilizar ] W representadas por meio
de letras, relacionando-as com as informagodes apresentadas na situagio analisada.

Considerando x, y e z, respectivamente, © nimero de viagens de
S&nibus, de metrd e de trem, podemos escrever a seguinte sentenca:

3,00 - x + 250 -y + 2,00 -z = 120,00 ou 3x + 2S5y + 2z = 120

Toda equacao que pode ser escrita na forma geral a,x, +
+ a,x, + a,x, + ... + a,x, = b, em que a, a., a,, ..., a, e bsao
numeros reais e x,. X,, X, ..., X,, sao incoégnitas, € denominada
equacgao linear.

Na equagdo linear ax, + a,x, + ax, + ... + a,x, = b:

- a, a, .., a, s&o nameros reais chamados coeficientes (ou
parametros);
. X, Xy .., X, SBO as incégnitas;
- bé o termo (ou pa ) P te.
S = Osistema de te de alguns

utiliza cartdes nos quals € possivel carregar o crédito das
viagens. O valor de cada viagem realizada ¢ debitado de
acordo com o uso.

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Para a exposi¢do desta tarefa, notamos a presenca de uma organizacdo pontual na
problematizagdo, Gascon (2003, p.16) revela que “as organizacdes matematicas ou
praxeologias mais elementares que se chamam pontuais estdo constituidas ao redor de uma
determinada institui¢do e considerada como um unico tipo de tarefa. ”

Os autores abordam na sequéncia os sistemas lineares 2x2 novamente trazendo uma
situacdo cotidiana, fazendo uma alusdo a feira onde estava sendo vendidos tapiocas e sucos,
definindo o prego da tapioca pela incognita x e o prego do suco por y. Logo o livro contextualiza
uma situacdo problema, trazendo uma tarefa que aborda a montagem de um sistema de

equacdes, formado por duas equagdes lineares com duas incognitas.
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Figura 13 - Sistemas Lineares 2 X 2

Sistemas lineares 2 X 2

Em uma feira, as tapiocas tém prego Unico e os copos de suco
também. Uma cliente pagou R$ 31,50 por 5 tapiocas e 3 copos de
suco, e outro cliente pagou R$ 19,50 por 3 tapiocas e 2 copos de suco.

Quais sao os pregos da tapioca e do copo de suco?

Para representar essa situacao, identificamos como x o prego de
cada tapioca e como y o prego de cada copo de suco e montamos o
seguinte sistema de equacdes:

= A tapioca é um

{Sx +3y=3150 alimento de origem
3x+2y=19,50 indigena, feita de

Esse tipo de sistema de equacdes, que é formado por duas equacdes  'ecula extraida da
p equacoes, q po equac mandioca, e esta cada

lineares com.duas incognitas, vocé provavelmente ;é estudo.u nosanos o, ooi Presents
finais do Ensino Fundamental. Vamos retomar esse tipo de sistemaeas  na alimentagao dos
maneiras de resolvé-lo. brasileiros em todas as

ST RS SRS

i
i
H
g
!

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 202

Para a resolugdo da tarefa os autores dispdem da utilizagdo da técnica que se utiliza o

método da adigdo, conforme mostra os passos de resolugdo desta técnica na figura 14:

Figura 14: Método da Adicao

Para determinar o valor de x e o de y que satisfazem as duas equa- regides do pais.

¢oes desse sistema, vamos aplicar o método da adigao, que consiste em
adicionar membro a membro as equagdes com o objetivo de obter uma
equagao equivalente, em que o coeficiente de uma das incégnitas é zero.

Inicialmente multiplicamos ambas as equagdes por numeros
especificos, que nos permitam em um segundo momento adicionar,
membro a membro, as equagdes, de modo a anular o coeficiente de

uma das incégnitas. _m

3x +2y=19,50 —=32L,5, —15x —10y = —97,50
—y=—3,00
y= 3,00

{5x+3y=31,50 —@) 5, 15x + 9y =94,50

Substituindo y por 3,00 na primeira equagao, determinamos o valor

de x.
5x + 3 - 3,00 = 31,50 = 5x + 9,00 = 31,50
Logo, x = 4,50.
Assim, a tapioca custa R$ 4,50 e o suco custa R$ 3,00.

= Justifique por que a
primeira equacgao foi
multiplicada por3 e
a segunda equagao
por —5S.

Se quisermos
resolver o sistema
anulando o coefi-
ciente da incégnita
y ao adicionar as
duas equagdes,

Observe que os valores x = 4,50 e y = 3,00 satisfazem as duas equa- por quais nimeros

¢oes do sistema:
{5x+3y=5-(4,50)+3-(3,00) =22,50+9,00 = 31,50
3x +2y=3-(4,50)+2-(3,00) =13,50 + 6,00 = 19,50

devemos multiplicar,
respectivamente, a
primeira e a segunda
equagdes? Compare
a sua resposta com

Portanto, o par ordenado (4,50; 3,00) é a solugao do sistema, ou seja, ade um colega.

o conjunto solugdo desse sistema é S = {(4,50; 3,00)}.

37

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

A tarefa apresentada ¢ dada por “Definir o prego especifico da tapioca e do suco” logo,
para resolver essa determinada tarefa o autor ampara-se na seguinte técnica: “método da adigao”
como mostra a figura 39, em que consiste em adicionar membro a membro as equagdes com o
objetivo de obter uma equacdo equivalente, em que o coeficiente em uma dessas incognitas

venha ser zero. O primeiro passo de resolucdo ¢ a montagem do sistema através das informacdes
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dadas, para aplicar a técnica da adicdo. A TAD, mais especificamente, a praxeologia ou a
organizagdo praxeologica - um dos elementos conceituais da TAD - defende a existéncia de
justificacdo e explicacdao de qualquer que seja a agao, o fazer humano (Mendes, 2015, p. 200).

Outra técnica que apresenta-se para a resolugdo dos sistemas de equagdes e que o autor
traz logo em seguida ¢ a técnica da substitui¢do, intitulada, de “método da substituicdo” que
consiste em expressar uma incognita em func¢do da outra. Para a utilizagdo desta técnica,

apresenta-se a tarefa abaixo:

Figura 15 - Técnica da Substituicado

Sistemas lineares 2 X 2

Em uma feira, as tapiocas tém prec¢o Unico e os copos de suco
também. Uma cliente pagou R$ 31,50 por 5 tapiocas e 3 copos de
suco, e outro cliente pagou RS 19,50 por 3 tapiocas e 2 copos de suco.

Quais sao os pregos da tapioca e do copo de suco?

Para representar essa situagao, identificamos como x o prego de
cada tapioca e como y o prego de cada copo de suco e montamos o
seguinte sistema de equacgdes:

= A tapioca é um

{Sx 3y =3150 alimento de origem
3x +2y =19,50 indigena, feita de
Esse tipo de sistema de equagdes, que é formado por duas equagdes fécula extraida da
lineares com duas incégnitas, vocé provavelmente ja estudou nos anos \',';aznr:iaoi:*;':::::’:ada
finais do Ensino Fundamental. Vamos retomar esse tipo de sistema e as na alimentacao dos
maneiras de resolvé-lo. brasileiros em todas as
Para determinar o valor de x e o de y que satisfazem as duas equa- regides do pais.
¢des desse sistema, vamos aplicar o método da adigao, que consiste em
adicionar membro a membro as equagées com o objetivo de obter uma
equacao equivalente, em que o coeficiente de uma das incégnitas & zero.
Inicialmente multiplicamos ambas as equag¢ées por numeros
especificos, que nos permitam em um segundo momento adicionar,
membro a membro, as equagdoes, de modo a anular o coeficiente de

uma das incégnitas. %

T
:
E
g

5x +3y=3150 —2l 3 15x + 9y =94,50 - Justifique porque a
3x+2y=19,50 —==L5 —15x —10y = —97,50 primeira equag3o foi

= multiplicada por3 e

=¥ ™==3.00 a segunda equag3o
y= 3,00 por —5.

- Se quisermos

Substituindo y por 3,00 na primeira equacao, determinamos o valor g
resolver o sistema

dex anulando o coefi-
Sx + 3 - 3,00 = 31,50 = 5x + 9,00 = 31,50 ciente da incégnita
Logo, x = 4,50. y ao adicionar as
Assim, a tapioca custa RS 4,50 e o suco custa RS 3,00. duas equacgdes,

por quais naimeros
devemos multiplicar,
respectivamente, a

Observe que os valores x = 4,50 e y = 3,00 satisfazem as duas equa-
¢oes do sistema:

5x +3y =5-(4,50)+ 3-(3,00) =22,50 + 9,00 = 31,50 primeira e a segunda
3x +2y =3-(4,50)+2-(3,00) =13,50 + 6,00 = 19,50 equagdes? Compare
a suarespostacom
Portanto, o par ordenado (4,50; 3,00) é a solugao do sistema, ou seja, a de um colega.

© conjunto solugao desse sistema é S = {(4,50; 3,00)}. e

a7z
Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Para o desenvolvimento desta técnica o autor define a tarefa, como mostra a figura 15,
demonstrando alguns passos de resolucdo necessaria, como primeiramente isolar a incognita x
para depois substituir a expressao na outra equacao, desenvolvendo o processo para chegar ao
conjunto solucdo do sistema. Esse passo a passo apresentado, pode facilitar a compreensao do
estudante quanto este estiver realizando a leitura do livro. Por conseguinte, adentramos ao
topico denominado por “Interpretacdo geométrica e classificagdo”, amparando-se na
interpretacdo geométrica de um sistema de duas equagdes lineares nas incognitas x e y. Os
autores expoe trés exemplos resolvidos como tarefas, apresentando os sistemas, na qual o item

“a” traz como resolucao um sistema possivel e determinado (SPD), pois apresenta uma Unica
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solugdo, logo as retas apresentam um ponto de intersec¢do, representando assim a solu¢ao do

sistema.

Figura 16 - Interpretacdo Geométrica e classificacao

Interpretacdo geomeétrica e classificagao

A interpretacdo geométrica de um sistema de duas equagdes lineares nas
incognitas x e y pode ser feita por meio da representagao gréfica das retas corres-
pondentes a essas equagdes. Caso haja ponto de interseccdo entre essas retas, as
coordenadas desses pontos representam a solugao do sistema.

Observe os exemplos a seguir.
x+y=6
2x—3y=2"

Cada equagao linear desse sistema pode ser reescrita na forma y = ax + b,

que pode ser associada a lei de formagdo de uma fungao afim. Esbogando em
um mesmo sistema cartesiano o gréfico das fungoes afins associadas as equagdes

desse sistema, obtemos a representacgao gréfica a seguir.

Substitua os nameros

a) Considere o sistema linear {

Podemos observar que essas
retas sao concorrentes, ou’ s?Ja, do par ordenado
elas se cruzam em um unico (4, 2) nas equagdes
ponto. Isso indica que ha um do sistema do
unico par ordenado, nesse caso exemplo a e verifique

(4, 2), que é a solucdo do sistema. | que € uma solugao
das duas equagdes.

Nesse exemplo, temos um sistema possivel e determinado (SPD) porque esse
sistema possui uma Unica solugao.

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Ja no exemplo “b” a solu¢do € um sistema impossivel (SI), fazendo com as retas sejam
paralelas. Assim para compreender esta leitura ¢ necessario que o aluno tenha em mente as
defini¢des de retas, para assim fazer a compreensdo de maneira correta. O passo a passo para o
esbogo grafico ndo ¢ apresentado no livro, assim o professor deve se atentar na explicacdo do
contetdo para que o aluno compreenda como realizar essa passagem. Vejamos na figura 17 o

esboco grafico do sistema:
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Figura 17- Sistema impossivel (SI)

X—2y=2

2x—4y=0

Utilizando raciocinio anédlogo ao do exemplo anterior, representamos em um

mesmo sistema cartesiano o grafico das fungoes afins associadas as equagoes
desse sistema.

b) Considere o sistema linear {

f y
§ 4
g 3 Podemos observar que essas retas sao
E : paralelas, ou seja, elas nao se cruzam. Isso
g 1

=g indica que nao existe um par ordenado que
-2 % 3456 7 x sejasolucdo do sistema.

Nesse exemplo, temos um sistema que nao possui solugao e, por isso, dizemos
que é um sistema impossivel (SI).

39

Fonte: (Borjono, Junior ¢ Sousa, 2020, p.39)

No item “c” a resolucdo do sistema ocasionou um sistema possivel e indeterminado
(SPI), ja os esbocos das retas foram coincidentes, ou seja, possuem infinitos pontos de
intersec¢do. Para finalizar o topico os autores trazem um esquema resumindo as defini¢des dos
sistemas e por fim apresentam algumas atividades resolvidas e um bloco de atividades para

serem resolvidas pelos alunos.
Figura 18: Sistema possivel e Indeterminado (SPI)

—x +2y =1
3x —6y=—3

Utilizando raciocinio analogo, representamos em um mesmo sistema cartesiap,
- | o gréfico das fungdes afins associadas as equagdes desse sistema.

- ) Considere o sistema linear {

=1 | A 2 3 4 5 6 ,g

Podemos observar que essas retas sao coincidentes, ou seja, possuem infi.
- nitos pontos de intersecgao. Isso indica que ha infinitos pares ordenados que
= sao solugdes do sistema.
. Nesse exemplo, temos um sistema que tem infinitas solugées e o chamamos de
) sistema possivel e indeterminado (SPI).
(’ De maneira geral, os sistemas lineares 2 X 2 podem ser classificados, quanto ao
- numero de solugdes, como esquematizado a seguir.

Possivel (SP): quando Determinado (SPD): admite

admite solucdo

uma Gnica solucao.

[DIORA DEARTE

Indeterminado (SPI) admite
infinitas solucdes

Impossivel (S1): quando
nao admite solucao.

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020
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As apresentacdes em relacdo a temdtica exposta foram retratadas de forma clara e
sucinta, porém quando se ¢ apresentada o topico sobre o esbogo grafico percebe-se que os
autores trazem uma limitacdo da técnica explorada o que consequentemente dificulta a
resolucao desses problemas. Os exemplos sao apresentados de modo geral, ou seja, ndo trazem
o processo que ¢ utilizado até chegar ao grafico, dificultando assim a resolu¢do do exercicio,
pois apresentam uma visdo limitada do conceito envolvido. Ao tentar exemplificar esses
conceitos os autores retratam minimas explanagdes, como por exemplo calcular o passo a passo
de determinada questdo que ¢ apresentada, o que impossibilita o entendimento ja que € retratada
poucas demonstragdes.

Percebemos que nas atividades resolvidas nenhuma apresentava questdes que
envolvessem a passagem do campo algébrico para o grafico, as propostas ao encontro das
seguintes questoes:

Figura 19 - Tipos de Tarefas (T1) e Subtipos

B at1vioaoes Smmem

30.Considerando x, y e z as incégnitas, qualis) | 33.A equacdo linear Ox + Oy = 4 POSSUi solugs,
das seguintes equagdes sao lineares? Justifique.
adx—y+Z =0 34 Determine m, de modo que (=1, 2, —3) &, |
2 solugdo da equacgdo linear: 2a — 4b + mc=g f
b)Sx +2yz =0
35.Determine os valores de m para que a eqy; |
2x+3y—2'=0 ¢ox—4y+z=m2—4sejah0mogéne; ,
i ] 3B.Sendo @ um numero real qualquer, me;
31.Dos pares ordenados (0, —3), (1, 2), (4,--) tre que (a, 6 — 2a) é solugdo da equags!
1 3 2&X+y=6.
e (—-Z-.OJ. quais sao solugoes da equagao 37 Verifique se (—1, 2) é solucdo do sistema
2x -3y =9? {0‘4b=—9_
3a+b=—1
32.Considere a equagdo 4x — 2y + z = 8.

a)Verifique se a terna ordenada (0, 3, 2) & 38.Determine o conjunto solugao do sistema:

uma solugdo dessa equag3o. seguir.
b)Obtenha uma solu¢ao dessa equagdo cujo { 2x—y=15
valor de z seja zero. x+3y=25

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

As tarefas seguem praticamente um padrao de utilizagdo de técnicas ou o estudante ird
desenvolver o método da substitui¢ao ou da adi¢cdo proposto no livro, para chegar ao conjunto
solucdo esperado na tarefa. Notamos uma quebra de padrdo na questdo 42, sendo esta a unica
que abordava o esbogo grafico, solicitando o uso do GeoGebra, como podem os notar na figura

abaixo:
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Figura 20 - Tipo de tarefa (T1) e Subtipos

@Utilizando o GeoGebra, interprete geometri-
camente cada sistema a seguir e o classifique
em possivel e determinado, possivel e inde-
terminado ou impossivel.

a) X —S5y=—4
3x+2y=5
b)x—Zy—B
4x —8y =7
()Za+4b=2
4a4+8b=4

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Para a resolucdo ¢ necessario que o estudante perceba a presenga de duas tarefas no
enunciado, pois ¢ solicitado que além de interpretar geometricamente cada sistema, deve-se
definir ainda a classificagdo de cada um, sendo ele determinado, possivel, indeterminado ou
impossivel. Notamos entdo a presen¢a de uma organizag¢do local, que segundo Chevallard
(1999) ¢ formada pela agregacdo de varias praxeologias pontuais, ou seja, varias tarefas e
técnicas em torno de uma tecnologia.

No quadro abaixo, ¢ apresentado os tipos de tarefas T1, relacionada ao esbogo grafico:

Quadro 5 - Tipos de tarefas T1 e subtipos

T Interpretar geometricamente cada sistema utilizando o
GeoGebra.
T Classificar os sistemas em determinado, possivel,

indeterminado ou impossivel.

ti Realizar a representagao do grafico no plano

tio Utilizar o método da substitui¢do para encontrar o
conjunto solucdo do sistema.

ti3 Utilizar o método da adig@o para encontrar o conjunto
solucdo do sistema.

0 Representagdo grafica no plano.

] Teoria Algébrica

Fonte: A autora, 2024
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Os tipos de tarefas e seus subtipos abordado pelos autores, levam a construgdo grafica
dos sistemas, porém os exemplos abordados anteriormente sdo sucintos e ndo trazem passo a
passo dessa resolucdo, o que pode levar o estudante a buscar outras fontes de apoio para a
realizagdo dos exercicios ou simplesmente nao obter €xito na resolucdo. A existéncia de um
tipo de tarefa em um determinado sistema de ensino, segundo Chevallard (1998) deve estar
associada a pelo menos uma técnica de estudo, que ¢ amparada por uma tecnologia que se refere
a essa técnica, mesmo que a teoria que ampare essa tecnologia esteja omitida. Ja em relacao a
tecnologia (8) Barbosa (2017, p.47) ressalta que ¢ “definida como um discurso racional sobre
uma técnica (t), cuja primeira finalidade consiste em justifica-la racionalmente, isto ¢, em
garantir que a técnica permita que se cumpra bem a tarefa do tipo (T).”

Nesta perspectiva, mesmo o livro abordando as discussdes preliminares sobre a
intepretacdo grafica, apenas uma questdo solicita essa construgdo e ampara-se em recursos
tecnologicos para ser desenvolvida, percebemos que dentro de um conjunto de 18 questdes, que
abordavam sobre as solucdes dos sistemas dados, classificagdes e qual conjunto entre outras.

No topico seguinte os autores apresentam os sistemas lineares m x n na qual vemos m
equacdes com n incognitas, abordando assim a perspectiva de sistemas equivalente, ouseja
quando os dois admitem a mesma solugdo. Como exemplo, retrata-se o sistema linear 3x3 com
um mesmo conjunto solucdo, porém ndo revela as técnicas utilizadas para a realizagdo desta
tarefa.

Adiante a temdtica de “matrizes associadas a um sistema linear” adentrando as
exemplificagdes sobre matriz completa, matriz do coeficiente e sua forma matriarcal do sistema
linear. Posteriormente a explicacdo, aborda-se as atividades resolvidas, com duas questdes uma
apresentando a solugdo do sistema 3x3 através de uma situagdo problema de uma fabrica de
automoveis e a outra para representar o sistema na sua forma matriarcal, apesar das explicacdes
sobre essa temadtica serem sucintas. Notamos que nesse topico, ndo apresenta discussdes da

passagem geométrica dos sistemas 3x3, apenas suas resolugdes, como mostra a figura 21:
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Figura 21 - Atividades resolvidas

- — -

ATIVIDADES RESOLUIDAS |

A3.(UFPE) Uma fabrica de automoveis utiliza trés
tipos de ago, A, A, e A, na construciao de trés
tipos de carros C,. C, e C,. A quantidade dos
trés tipos de ago. em tonelada, usados na con-
fecc3o dos trés tipos de carro esta na tabela a

seguir.
A, 2 3 a
A, 1 1 2
A, 3 2 1

Se foram utili d 26 tor o de aco do

tipo A,. 11 toneladas do tipo A, e 19 toneladas
do tipo A,. qual o total de carros construidos
dos tipos G, C, ou C,?
Resolucio
Considerando x, y e z os respectivos numeros
de carros dos tipos C,. C, e G, que foram cons-
truidos e utilizando as informacoes fornecidas,
representamos a situagio por meio de um sis-
tema linear 3 X< 3 (3 equacdes e 3 incSgnitas),
como indicado a seguir.

2x +3y + 4z =26 @©

x4+ y +2z=11 @

3x +2y +z=19 @

1solando x na equacao (D), temos:

x=1 — y — 2=z

Substituindo x por 11 — y — 2z na equagao (D
temos:

2-(1 —y — 22) + 3y + 4z = 26

22 — 2y — 4z + 3y + 4z = 26

Logo.,y = 4.

Substituindo x por 11 — y — 2z na equacao (D,
temos:

3-1 —y —22) + 2y +z =19

33 — 3y — 6z + 2y +2z=19

¥y + Sz =14

Substituindo y por 4 na equacao (), obtemos z.

4 + Sz =149
Logo, z = 2.

Substituindo y por 4 e =z por 2 na eqguacy,
determinamos x. .
x=11—4a —2-2

Logo, x = 3.

Portanto, foram construidos 3 carros o,
C,. 4 carros do tipo G, e 2 carros do tipog,
um total de 9 carros.

14.Represente o sisterna linear a seguir nag,
matricial e verifique se a terna q:rd.~
(1, —2. O) &€ solugdo desse sistema.

2x +5y —z=0
ax — 3y +6z=—1
Tx+y —2z—28

Resolugio
Considerando A a matriz dos coeficients,
sistema, X a matriz das incSgnitas e 8. a mal
dos termos independentes. podermos eson,
a forma matricial do sistema, ou seja. A - X-|
Assim, temos:

[3 =2 EHE

Para verificar se a terna (1, —2, O) € solugac
sistema, podemos substituir os respect)
valores na matriz X, efetuar a multiplicacs
posteriormente comparar a matriz obtidac

a matriz 8.
2 s — L]
a4 —3 6 ~[—2]=
7 1 —2 o

2-1+ 5-(—2)+(—M - O —8
=l4-1+(—3)-(—2) + 6-0|— 10

Z-1+1-(—2) +(—2) - O s
Como a matriz resultante & diferente da m

B, a terna ordenada (1, —2, O) nao € soluga®
sistema considerado.

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Para resolver a questdo 13 os autores respaldam-se na técnica da substituicdo,

escolhendo a equagdo para isolar a incognita e substitui-la em uma das equagdes do sistema. J&

na questdo 14 a tarefa remete a representacdo do sistema na sua forma matriarcal, além de

verificar se as ternas ordenadas ¢ a solug@o desse sistema. Os autores apresentam as técnicas de

resolucdo, primeiramente reescrevendo o sistema na sua forma matriarcal, sendo este em matriz

e logo apos desenvolve a técnica de verificacdo, analisando se a terna ordena (1, -2, 0) ¢ a

resolugdo do sistema dado. Chega-se a conclusdo que como a matriz resultante ¢ diferente da

inicial, a terna nao € solucao.

Por conseguinte, sdo expostos os exercicios, que também ndo apresentam em sua

proposta o esbogo grafico dos sistemas 3x3, apenas seguem tarefas semelhantes das que foram

vistas durante as exemplificagdes anteriores. A tarefa 48, como mostra a figura 22 logo abaixo,

vai ao encontro com o exemplo resolvido (16), pois solicita ao estudante que verifique se as

ternas ordenadas sdo as solugdes do sistema que foi apresentado.
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Figura 22 - Tipo de tarefa (T2) e Subtipos

 ATIVIDADEsS J{E=sEma—>

/8) Considere o sisterma linear a seguir.

2%, +3x, — x5 —O
Xy — 25 35 —5
—, x5, 5 ——2

verifigue se as termnas ordenadas a seguir sao
solucdoes desse sistema.

a) 2, —1.. D
b) (O, O, O)

S, (UECE) Um hotel possui exatamente S8 uni-
dades de hospedagerm assim dJdistribuidas:
m gquartos duplos, p guartos triplos e g suites
para quatro pessoas. A capacidade maxima
de lotacao do hotel € 166 pessoas, sendo que,
dessas, 40 lotam completamente todas as sui-
tes. A diferenca entre © NnumMmero de guartos
triplos € o NnuMmero de quartos duplos é:

——

a)s
b) 10
<) 12

d) 14

Fonte: Borjono, Junior e Sousa, 2020

Na questdo 49, a tarefa ¢ calcular a diferenca entre os nimeros de quartos triplos € o
numero de quartos duplos, sendo assim para desenvolver essa tarefa, faz-se necessario primeiro
montar o sistema, para que assim utilizando umas das técnicas de resolugdo o estuante chegue
ao resultado. Cavalcante (2018 p. 129) ressalta que “a natureza das técnicas nem sempre €
algoritmica, ou seja, ¢ plausivel pensarmos em técnicas que ndo seguem um tipo de sequéncia
logica convencional. ” Assim ainda segundo o autor outro ponto também levantado ¢ que em
determinados tipos de tarefas, muitas vezes uma técnica s6 nao consegue da conta do que se ¢
proposto.

O ultimo topico abordado no capitulo do livro didatico ¢ o de Sistemas lineares
escalonados sendo este um método que também propde resolver e classificar sistemas lineares.
Assim os autores abordam a defini¢do, trazendo alguns exemplos de sistema linear escalonado
e a matriz correspondente. Dentro deste topico apresenta-se a classificacdo dos sistemas lineares
escalonados, quanto a possivel determinado (SPD), possivel e indeterminado (SPI) e impossivel
(SI), retratando exemplos resolvidos. Posteriormente vemos o subtopico intitulado
“escalonamento de sistemas lineares” relacionando sempre com o conteido de matrizes,

finalizando assim 1 questdo resolvida e uma atividade final para ser resolvida pelos estudantes.
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Figura 23 - Tipo de tarefa (T3) e Subtipos

ATIVIDADES 3
57. Em cada caso, resolva os sistemas escalonados.

Bx +2y =70
4y — 80

>x +y +2==—1
B) y —z=49

7z =21

a)

a—3b +2c —d = —1
Sb—3c+d=—3

<) B 2 X =1
2

By —S=z=—2

aA4x +2y — = —6
)
o= =1

Fonte: Borjono, Junior ¢ Sousa, 2020

Percebemos que a principal tarefa ¢ a resolucao dos sistemas escalonados, assim a
técnica a ser desenvolvida pelos estudantes ¢ escalonar a matriz dada a partir do sistema,
efetuando logo apds a multiplicagdo da equag@o por um ntimero real na nulo, adicionando assim
membro a membro, os resultados a outra equacdo. Essa nova equagdo ndo altera o conjunto
solugdo do sistema. Ademais, vemos que algumas das técnicas aqui expostas ndo se fazem
presentes nos exemplos que sdo abordados, o que necessita que os alunos revisitem algumas
técnicas anteriores que foi aprendido em series passadas, ou que o professor se aproprie de
outros materiais que complementard o conteudo visto, assim percebemos a presenca das
organizagdes matematicas.

Tal organizacdo ndo ¢ sendo uma organizagdo praxeologica de natureza matematica:
ela se constitui em torno de um ou de vérios tipos de tarefas matemadticas, mais ou menos bem
identificadas, que demandam a criacdo de técnicas matematicas mais ou menos adaptadas”
(CHEVALLARD, 1997, p.35).

Para finalizar, os autores trazem um pouco da historia da matematica, apresentando a
notacao de Leibniz, em relagdo ao inicio do estudo de um sistema linear. Além disso, aborda
um topico sobre “explorando a tecnologia” trazendo como sugestdo o “Matrix Calculator”,
sendo este um suporte apresentado como uma forma pratica de conferir o escalonamento de
uma matriz além disso, também traz as solugdes de sistemas de equacdes lineares. Nesta
perspectiva, o capitulo encerra-se com as atividades complementares. Assim o proximo capitulo
do livro didatico faz-se inferéncia ao contetido de porcentagem e juros.

Quando se trata da passagem da forma algébrica para a geométrica em via grafica, ¢

possivel identificar situagdes sucintas e especificas dos sistemas lineares 2x2. Quando se trata
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de sistemas lineares de ordem diferentes das acima mencionada, os autores ndo realizam as
conversdes dos registros nem mesmo apresenta a preocupagao em tal possibilidade.

Chevalard (1997) ressalta a importancia do professor em realizar através da praxeologia
matematica, a analise do livro didatico, analisando de maneira precisa os contetidos, focando
nos tipos de tarefas que ele contém, observando assim a técnica a tecnologia e teoria. O
professor deve-se questionar-se se as tarefas estdo bem identificadas, assim como as técnicas
recomendadas para a resolugao das tarefas foram efetivamente elaboradas, entre outras analises
necessarias.

Com essa analise do capitulo do livro didatico percebemos que as praxeologias
matematicas, refere-se a realidade matematica que pode ser apresentada em sala de aula, porém
ainda ¢ insuficiente em alguns aspectos complementares no conteudo de sistemas de equagdes
lineares que sdao essenciais a sua exposi¢ao para uma melhor compreensao dos estudantes. A
exemplo disso, a representacdo grafica dos sistemas que sdo pouco apresentados, tanto nas
exemplificagdes como no quesito de tarefas. Esses subsidios nos proporcionam subsidios
necessarios para a construcao da nossa sequéncia didatica que sera apresentada no proximo

capitulo.
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6. SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didatica aqui apresentada foi aplicada com os estudantes do 3°ano do
ensino médio, focamos em questdes que apresentasse a passagem do campo algébrico para o
geométrico, com auxilio do GeoGebra, que ficou evidenciado de forma mais clara no tltimo
momento da aplicagdo da sequéncia, depois que os estudantes se apropriaram dessa ferramenta.

Para coletar os dados das nossas analises, partimos inicialmente para a consolidag¢ao da
sequéncia. Assim, trabalhamos nesse momento de maneira direta com os estudantes
participantes da pesquisa. Levamos em consideracio que os estudantes tivessem um
conhecimento prévio acerca do contetdo. Pensando nisso, destinamos dois momentos para
retomar algumas ideias nas quais os alunos apresentam em relacdo aos sistemas de equagdes
lineares, tanto 2x2 como também 3x3. Assim apresentaremos esses momentos € seus respectivo

plano de aula.

o 1°¢2° Encontro: Conhecendo os Sistemas de Equacoes Lineares

Esse momento inicial, foi o primeiro contato na qual tivemos com os estudantes, sendo
assim apresentamos a proposta da pesquisa, bem como o que sera trabalhado durante os
encontros, as analises a priori acontecem entdo nesta fase, pois poderemos perceber a relacdo
que os alunos possuem com o conteudo que estd em jogo, assim identificaremos seus
conhecimentos prévios.

Inicialmente foi necessario adentrar ao contetido em si, para que possam relembrar sobre
sistemas de equagoes lineares e seus meios de resolucgao, logo apresentaremos uma explicacao
acerca do que estd sendo exposto, além de exemplificagdes nas quais o grupo de estudante
poderé participar expondo o que sabem. Nesta perspectiva, apresentaremos o plano de aula

seguido nesses dois encontros:

Disciplina: Cultura Digital Turma: 3°ano do EM Turno: Integral

Tema: Relembrando sobre os sistemas de equagdes lineares

Objetivo Geral: Desenvolver habilidades e compreensao no calculo de sistemas de equagdes

lineares, interpretando conceitos basicos, bem como suas classificacdes.
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Objetivos Especificos:

e Reconhecer as diferentes formas de resolugdes e classificagdes de um sistema linear.

e Compreender na pratica como desenvolve-se a resolucao dos sistemas 2x2 bem como

3x3.

Procedimentos:

Neste momento explanaremos com os alunos sobre os sistemas de equagdes lineares focando
primeiramente na explicacdo do sistema 2x2 para que assim eles possam relembrar alguns
conceitos basicos em relacdo ao contetido, bem como alguns métodos de resolugdo. Assim
abordaremos também, suas classifica¢des, sendo elas: Sistema possivel e determinado (SPD);
Sistema possivel e indeterminado (SPI); Sistema impossivel (SI). Além disso, tanto a
explicagdo quanto os exemplos serdo expostos em um slide interativo para facilitar a
compreensao dos estudantes, assim aplicaremos uma atividade de fixacdo, na qual servira para
a analise do campo algébrico. Finalizando o primeiro momento, seguiremos para o segundo,
onde explanaremos sobre sistemas lineares 3x3, focando em alguns conceitos basicos e
métodos de resolucao seguindo a mesma dindmica de apresentacdo do primeiro momento, com

exemplificagdes e atividade.

Recursos utilizados: Quadro, Slide, Materiais impresso.

Atividade: Relembrando Sistemas de Equacdes Lineares

1) Resolva os sistemas abaixo:

2x—y =5
2) {x +y=17
Resolucdo:

Um dos métodos a serem utilizados ¢ o da adi¢ao, sendo assim:

2x—y=5 (D)
{x+ y=7 ()
3x=12
x=12/3
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x=4
Substituindo na equacao II, temos:
4+y=7
y=7-4
y=3
—x+5y =11
b) { 3x— y=9
Resolucao:

Primeiramente multiplicaremos a equagao II por 5:

{ —x+5y =11
3x— y=9.(5

{ —-x+5y=11
15x — 5y = 45 . (5)

14x =56
x =56/14
x=4
Agora substituindo o valor de x na equagao I, temos:
-x+5y=11
4+ 5y=11
Sy=11+4
Sy=15
y=15/5
y=3

Assim, a solugdo desse sistema ¢ (4, 3)

Fonte: https://www.ime.unicamp.br.pdf

2) Os bichos de peltcia Pluto e Mickey pesam juntos 52 kg. Sabendo que a diferenca entre os
pesos de Pluto e Mickey ¢ de 4 kg, entao Mickey pesa?

Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/

Resolucao:

O primeiro passo para a resolugdo ¢ definir uma incdgnita para cada bicho de peldcia, assim:



https://www.ime.unicamp.br.pdf/
https://brasilescola.uol.com.br/
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p — peso de Pluto
m — peso de Mickey
Com as variaveis, montamos o seguinte sistema:

p+m=>52
{p -m= 4
Somando as equagdes, temos:
2p +0m =56
2p =56
p=56:2
p=28
Agora que sabemos o peso de Pluto, encontraremos o peso de Mickey:

pt+tm=352
28+ m=152
m=152-28
m =24 kg

3) Em um estacionamento, ha motos e carros, em um total de 25 veiculos. Sabendo que ha 74
rodas nesse estacionamento, podemos afirmar que:

a) ha 1 carro a mais que a quantidade de motos.
b) hé 2 carros a mais que a quantidade de motos.
c¢) hd 1 moto a mais que a quantidade de carros.
d) ha 2 motos a mais que a quantidade de carros.
Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/
Resolucdo:

Para montar o sistema, temos:

x — quantidade de carros

y — quantidade de motos

Entao, calcula-se:

{ x+y=25
4x + 2y =74
Isolando y na equagao I:

y=25-X

Substituindo na equacao II:
4x+2(25-x)=74
4x+50-2x=74
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2x =74 -50
2x =24
x=24:2
x =12 — Ha 12 carros.

Como ha um total de 25 veiculos, entdo 25 — 12 = 13. Logo, ha 13 motos.

Podemos afirmar, portanto, que ha 1 moto a mais que a quantidade de carros (Letra c).

4) Considere o sistema linear a seguir:

2x1+3x2— x3=0
x1—2x2+x3 =15
—x1+ x2+4+x3 = -2

Verifique se as ternas ordenadas sdo solugdes desses sistemas:
a) (29 '17 1)
Resolucao:

Substituindo a ternas ordenadas, temos:

2.2+3.(-1)—-1=0 (I
2-2.(-D+1=5 (D
2+ (-D+1=-2 (D

Assim, verificamos € a solucao deste sistema.
b) (0, 0, 0)
Resolucdo:
2.0+43.0-0=0 ()

2-0.0+0=5 (I
—24040 = =2 (I

Logo, concluimos que a terna ordenada (0, 0, 0) ndo ¢ a solucao do sistema.

Fonte: Autora (2024)

5) Determine, a solugdo do sistema a seguir:
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x+2y+z=2
a)i2x —y—z=3

x+y+z =6
Resolucao:

Primeiramente escolhemos duas das equagdes do sistema abaixo:
x+2y—z=2 (I)
2x—y+z=3 (I
x+y+z=6 (I
Assim escolheremos a [ e II:
{x +2y—z=2

2x—y+z=3
3x+y=5
Agora escolheremos a I e III:
X+2y—z=2
{x+ y+z=6
2x+3y =38

Agora juntaremos em forma de sistema as duas novas equagdes que foram encontradas:

3x+y=5 (I)
{2x+ 3y=8 (1)

Isolando o y da equagdo I:
y=5-3x

Substituindo na equacao II:
2x+3y =38
2x+3(5-3x)=8
2x+15-9x=8
2x - 9x=8-15
STx=-7.(-1)
x=17/7
x=1

Voltando para equagao na qual isolamos o y:

Agora voltaremos para a equagao III inicial do sistema:

X+ty+z=6
1+2+z=6
3+z=6
z=6-3
z=3




82

Assim, a solugdo desse sistema ¢ : S{ (1, 2, 3)}

Fonte: Autora (2024)

3°Encontro: Conhecendo o GeoGebra

Nesse encontro realizamos com os estudantes uma familiarizacao o uso da tecnologia
que se apresenta como aliada dos alunos no processo de aprendizagem, pois vemos na
atualidade os docentes aderindo a esses recursos como suporte em suas aulas. Abaixo

apresentamos o plano desse encontro:

Disciplina: Cultura Digital Turma: 3°ano do EM Turno: Integral

Tema: Conhecendo o GeoGebra

Objetivo Geral: Incentivar o uso de tecnologias como ferramenta para aprender contetidos

matematicos.

Objetivos Especificos:

e Reconhecer as ferramentas basicas apresentadas no GeoGebra;
e Verificar a familiaridade dos alunos com a tecnologia, bem como a utilizagao;
e Apresentar algumas das potencialidades do software e as possiveis conversoes dos

objetos matematicos por meio da janela algébrica e da janela grafica;

Procedimentos:

Neste momento explanaremos com os estudantes o software GeoGebra, fazendo com que eles
reconhecam as ferramentas bdasicas, através da propria manipulagdo. Sendo assim,
apresentaremos um slide interativo com um pouco da histéria do GeoGebra e seu criador, além
de expor os itens basicos como por exemplo: a barra de menu, a janela de visualizagdo, a caixa
de entrada, a barra de ferramentas, a janela da algebra, entre outras opg¢des que servirdo de

apoio para a pratica. Logo apos, partiremos para a manipulacdo, na qual os estudantes abrirao
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o software nos computadores do laboratorio e poderdo ter acesso ao que foi apresentado,
manipulando as ferramentas nele presentes. Além disso, no slide que sera apresentado,
contempla-se alguns exemplos e questdes onde os estudantes poderdo construir primeiro o
ponto e reta, depois de graficos de equagdes, para que assim no proximo encontro ja possa
estar familiarizado com a construgdo, para que assim possamos adentrar nas questdes que

envolvam o GeoGebra e os sistemas de equagdes lineares.

Recursos utilizados: Computador, GeoGebra, Slide, papel e caneta.

Fonte das questoes: https://www2.uesb.br/ppg/profmat/pdf

Atividade: Conhecendo o GeoGebra

1) Acesse o GeGebra e realize os seguintes procedimentos:
a) No campo de entrada, digite a reta: 2x + y = 5. Dé um Enter. Esse comando criara a

reta da equacao dada.

Resolucdo:
Figura 24 - Representacdo dareta2x + y=15 i
X X004 N 2@ Q =
+ Hty=5 : [EIRIE:=200 L -E - TR
i) 4 5 g

L.
a
a,

e

Fonte: A autora, 2024

b) No campo de entrada, digite a reta: -4x — 2y = -1. Dé um Enter. Esse comando criara a reta
da equacdo dada

Resolucdo:



https://www2.uesb.br/ppg/profmat/pdf
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Figura 25: Representacao da reta -4x — 2y = -1
eql: 2x+y =5 N \eqz eqt @0 A IoliE- I @

@

@  eq2: —4x-2y=-1

-9 -2 -7 -6 -5 -4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 5 [:} 7 g 9

JR R

Fonte: A autora, 2024
¢) Qual a classificagdo dessas retas?
Sao paralelas.
2) Em relacdo a constru¢ao de ponto e reta no GeoGebra, faca o que se pede:
a) Considerando a equagdo da reta r: x - y =4, verifique se o ponto (1,5) pertence a reta .
Resolucdo:
Como temos o ponto (1,5), tem-se que substituimos na equacao os valores x=1 e y=5:
rrx—y=4,assimr: 1-5=-4

Logo, podemos notar que o resultado ndo foi 4 e sim -4, portanto o ponto ndo pertence a reta
.

Verificando no GeoGebra:
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Figura 26: Representacdo daretar: x —y =4
VBB o NS IP INIEIE Q
AFACE N s S ERPNrSIrE

o i

Fonte: A autora, 2024

b) Considere a equagdo da reta s: x+ y = 10, verifique se o ponto (1,5) pertence a reta s.
Justifique sua resposta.

Resolucao:
Como temos o ponto (1,5), tem-se que substituimos na equacao os valores x=1 ¢ y=5:
s:x+y=10,assimr: 1+5=6

Logo, podemos notar que o resultado nao foi 10 e sim 6, portanto o ponto ndo pertence a reta
r.

Verificando no GeoGebra:
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Figura 27 - Representacdo daretas: x +y =10

-15

Fonte: Os autores, 2024

3) Esboce graficamente as seguintes equagdes no GeoGebra:

AL OO L N e Se Q=
A =, N HE A el : =
o A=@15 H
@ six+y=10

10
4

o

2% 2 15 4 3 ) 5

Resolucdo:

a)3x—y=2
Resolucdo:
Figura 28 - Representacdo dareta 3x —y =2
R|o* 7 @04 N =20 o Q =
LI =N RS @
. egl: 3x—y =2 H
+
L
oY
Q,
Fonte: A autora, 2024
b) x+ 3y =6.
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Figura 29 - Representacdo da reta —x + 3y = 6.

" Y w2 N 2 2
N D@D &N 22 Q
£ . ¥ HH 2

Fonte: A autora, 2024

4°Encontro: Sistemas de Equacoes Lineares 2x2 e 3x3 no GeoGebra

Seguimos para a fase em que unimos o objeto matematico estudado, com o software
GeoGebra para que os estudantes reconhegam na pratica como desenvolver as resolugdes
utilizando-se dos procedimentos aprendidos nos momentos anteriores, neste momento € nos
posteriores analisaremos a luz da Teoria Antropologica do Didatico (TAD), a realizagdo da
passagem do campo algébrico para o geométrico, assim focaremos nas praxeologias

desenvolvidas pelos estudantes, como vemos no plano da sequéncia:

Disciplina: Cultura Digital Turma: 3°ano do EM Turno: Integral

Tema: Conhecendo os sistemas de equagdes lineares

Objetivo Geral: Utilizar o GeoGebra na compreensao da resolugdo de sistemas lineares.

Objetivos Especificos:

e Determinar solugdo de um Sistema Linear de duas equagdes e duas varidveis por meio
geométrico;
e Determinar solugcdo de um Sistema Linear de trés equagdes e trés variaveis por meio

geométrico;
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e Usar ferramentas (inser¢ao de pontos, retas definidas por dois pontos) do GeoGebra

para representar retas (conversao de registro da equacao na forma algébrica) no plano.

Recursos utilizados: Computador, GeoGebra, Slide, papel e caneta.

Procedimentos:

Como os estudanets j& possuem uma apropriacdo inicial em relagdo ao GeoGebra,
explanaremos alguns pontos importantes retomando o que foi evidenciado no encontro
passado, traremos agora exemplos utilizando o GeoGebra focando no sistema 2x2, bem como
no 3X3. Desta forma, apos a exposicdao de exemplos serd aplicada uma atividade seguindo um

passo a passo para ser resolvida.

Atividade: Sistemas e GeoGebra

1) Por meio da utilizagdo do GeoGebra, determine a solugdo do sistema:

3x—y=2
3) {—x +3y=6
Resolucdo:

1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuracdes e selecione a opgdo de
exibir eixos no plano cartesiano.

2° Passo: Na parte esquerda da tela serd apresentada o campo de entrada do comando, onde
digitamos a primeira equacao 3x —y = 2 e clicamos em “Enter” e digitamos —x + 3y = 6.
Observamos que assim que se € realizado esse processo as duas equagdes sao nomeadas de eql

e eq2 e sdo representadas por retas no plano cartesiano, como mostra a figura abaixo
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Figura 30 - Representacdo das retas

R @0 LN e Q

@ ealidx-y=2 o]

@ eq2: —x+3y==6

+

Fonte: Os autores, 2024

3° Passo: Por conseguinte iremos determinar o ponto de intersec¢do dessas retas, se caso
houver, assim no campo de entrada marcaremos a opg¢do “Interse¢do de Dois Objetos” e
selecionaremos as duas retas. Mediante a esse processo, aparecerd o nome do ponto A.
Vejamos:

Figura 31: Representacdo da solug@o do sistema 2x2 graficamente

L g i S O P RN Q=
, I )
@ egl:i3x-y=2 " el |.‘ oA & & ES
1 -
@ e x+3y=6
4
_ A = Intersetar(eql, eq2)
@
= (1.5, 2.5) 8
+
1
V-i 15 4 3 2 0 7 2 [ 8
eq2 -
-
Y
=

Fonte: Os autores, 2024

Como podemos notar, o sistema apresenta como solugdo os pontos A (1,5; 2,5).

c) Facga o estudo das retas desse sistema e apresente sua classificagao.

Resolucdo:

A interpretagdo geométrica das retas € que sdo concorrentes, ou seja, elas se cruzam em um
unico ponto, fazendo com que esse sistema seja classificado como SPD (Sistema Possivel e

Determinado), apresentando apenas uma tnica solugao.
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2) Matheus tem um total de R$ 115,00 em notas de R$ 5,00 e de R$ 20,00. Considerando que
ele possui um total de 11 cédulas, a quantidade de notas de R$ 5,00 que ele possui a mais que
as de R$ 20,00 ¢ igual a quanto? Represente e resolva algebricamente e graficamente através

do GeoGebra a resolucdo. Fonte: https://brasilescola.uol.com.br/

Resolugdo Algébrica:
Primeiramente, montamos o sistema:

{5x+20y= 115
x+y=11

Isolando na equagao II a incognita x, temos:
x=11-y
Agora substituindo na equacgao II temos:
5.(11-y)+20y=115
55-5y+20y =115
15y =115-55
15y =60
y =60/15
y=4
Voltando para a equagdo II, obtemos o seguinte resultado:
x=11-4
x=7
A quantidade de notas de R$ 5,00 e de R$ 20,00 que Matheus possui, respectivamente, ¢ 7 ¢ 4

notas.
Resolucdo grdfica

1°Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuracdes e selecione a opgao de
exibir eixos no plano cartesiano.

2° Passo: Na parte esquerda da tela serd apresentada o campo de entrada do comando, onde
digitamos a primeira equagdo 5x + 20y = 115 e clicamos em “Enter” e digitamos x +y =
11. Observamos que assim que se € realizado esse processo as duas equagdes sdo nomeadas de

eql e eq2 e sdo representadas por retas no plano cartesiano, como mostra a figura abaixo:



https://brasilescola.uol.com.br/
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Figura 32: Representacdo das retas
R~ b > 004N =2 @ Q

@ eql:5x+20y =115 n Neg2 |§J (o JIEEN N I E < JHN S
O eq2: x+y = 11 H

+

Fonte: A autora, 2024

3° Passo: Determinar o ponto de intersec¢ao dessas retas, se caso houver, assim no campo de
entrada marcaremos a opcao “Interse¢do de Dois Objetos™ e selecionaremos as duas retas.

Mediante a esse processo, aparecera o nome do ponto A. Vejamos:

Figura 33 - Representacdo da solugdo do sistema 2x2 graficamente

R~ D@0 4L N =@ Q =
@ eql:5x+20y =115 Y| \eqz | E\o NS - &
@ eq:ix+y=11
—
eq?
A = Intersetar(eq2, eql)
@

= (7.4

Fonte: A autora, 2024

Como podemos notar, o sistema apresenta como solugdo os pontos A (7; 4).

3)Represente cada equagao no GeoGebra:

Fonte: Autoria Propria

a)x +2y +3x=7
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Resolucao:

1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuragdes e selecione a opgao “janela

de visualiza¢do 3d” no canto direito da tela. Assim o plano em 3d sera apresentado.

2° Passo: Na parte esquerda da tela serd apresentada o campo de entrada do comando, onde

digitamos a equagdo: x + 2y +3x =7

Figura 34: Representacdo da reta no plano

B A e | = - . I )
S Il AP P L AR NI

eql: x+2y+3x =7 P |||| h o & -

| 4

4

a, ;
Fonte: A autora, 2024

b)2x —y+z=-1
Resolucao:

1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuragdes e selecione a opcao “janela

de visualizacdo 3d” no canto direito da tela. Assim o plano em 3d sera apresentado.

2° Passo: Na parte esquerda da tela serd apresentada o campo de entrada do comando, onde

digitamos a equacdo: 2x —y +z=-1
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Figura 35: Representacdo da reta no plano em 3x3

[D__’J o .". :, »!' = -’;Jb :.._:_j -—/". N aBc "‘@’ O\ =
eql: 2x—y+z= -1 o |-l—||| | C & & 7N
N HRE
E '“z
@,
o Q
=
8
Fonte: A autora, 2024
c)-x+2y—z=1
Resolucdo:

1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuragdes e selecione a opgao “janela

de visualiza¢do 3d” no canto direito da tela. Assim o plano em 3d sera apresentado.

2° Passo: Na parte esquerda da tela sera apresentada o campo de entrada do comando, onde

digitamos a equagdo: -x + 2y — z=1

Figura 36: Representacdo da reta

RlA A& B e h@ LN P Q =
eql: —x4+2y-z=1 P -l—‘ 5sq (R , 1 =<0 - 10 L &
+
).
2
4
@,
.3\'
=z

Fonte: A autora, 2024
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d) Agora represente em um so plano as equacdes.

1° Passo: Com o GeoGebra Classic aberto, clique nas configuragdes e selecione a opgao “janela

de visualiza¢do 3d” no canto direito da tela. Assim o plano em 3d sera apresentado.

2° Passo: Na parte esquerda da tela sera apresentada o campo de entrada do comando, onde
digitamos em ordem as equagdes x +2y +3x=7,2x —y + z=-1, -x + 2y —z=1. Observamos
que assim que se € realizado esse processo as trés equagdes sao nomeadas de eql, eq2 e eq3,
como vemos na figura abaixo:

Figura 37: Representacdo do sistema graficamente

KX~ &> PB®d @&\ s Sea =
— & =N 2N
@ eal:x+2y+3x=7
@ e2:2x-y+z=-1
© e3: x+2y-z=1
=
L
Q
Q

Fonte: A autora, 2024

e) Perceba que chegamos a um sistema linear 3x3 com as equag¢des do plano. Agora ainda
utilizando o GeoGebra, apresente a terna ordenada desse sistema linear 3x3 através da

representagao grafica.

Resolucdo:

Para encontrar a solugdo dos trés, clicaremos na aba que indica a “interseccdo de duas
superficies”, sendo elas as retas e assim e marcaremos os pares das equagdes, por fim quando
aparecer o esbogo das retas clicaremos em “intersecao entre os pontos”’, marcando as duas retas

e chegando a solucao do sistema linear, sendo ele (1,2; 1,1; 0), como mostra a figura abaixo:
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Figura 38 - Representacao grafica

PRI A —
k/ ! L--‘(-!r)é"‘¢$®é.-"“sc"€’ Q =
- : A 7N
(O eqlix+2y+3x=7 H
O eq2:2x—y+z= -1
O eqd: —x+2y—-z=1
f : IntersegdoGeométrica(eql, eq3)
@)
= X=(12110) + A(-2 4 10)
g @ IntersecioGeométrica(xOy, eq3)
O]
= X =(-100) +A(2-10)
A = Intersetar(f, g)
o
= (12,11,0) L
+
Q

Fonte: A autora, 2024

5° ¢ 6° Encontro: Revisando

Nesse encontro final foi a apresentacao das questdes que focam na verificagdao de fato
da passagem do campo algébrico para o geométrico, pois trazem uma abordagem que resgata
tanto a resolucdo algébrica, como também a grafica, onde os estudantes utilizardo o GeoGebra
para poder classificar os sistemas lineares por meio da interpretagdo de sua representagao,

através do grafico exposto.

Disciplina: Cultura Digital Turma: 3°ano do EM Turno: Integral

Tema: Revisando Sistemas e GeoGebra

Objetivo Geral:

e Verificar o que foi aprendido na pratica, através de uma atividade de fixacao

utilizando os recursos tecnolédgicos.
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Objetivos Especificos:

e Encontrar a solugao de um sistema linear de duas equagdes e duas variaveis por meio
algébrico e geométrico com a utilizagao do software GeoGebra.
e Encontrar a solu¢ao de um sistema linear de trés equagdes e trés variaveis por meio

algébrico e geométrico com a utilizagao do software GeoGebra.

Procedimentos:

Primeiramente, serd entregue aos estudantes questdes envolvendo o que foi explorado
durante os momentos anteriores, sendo assim cada um tera acesso ao computador com o
GeoGebra, e receberdo uma atividade impressa com questdes que remetem ao que foi

trabalhado, tanto envolvendo a resolucdo algébrica, onde fardo o calculo, como também a

geométrica. Por fim, serd recolhida a atividade para anélises.

Recursos utilizados: Atividade impressa, Computador, GeoGebra.

Atividade: Aplicacido de Sistemas 2x2 e 3x3 no GeoGebra

1- Resolva os seguintes sistemas: (Fonte: Questdo adaptada do livro)

x—y=1
2) {Zx +y=5
Resolucdo:

Empregando o método da adi¢do, vamos resolver o primeiro sistema:

x—y=1 (D
{2x+y=5 (ID

Adicionando membro a membro, as equagdes I e II, obtemos: 3x = 6
Logo,x=2
Agora substituindo x por 2 na equagao I, temos:

x—y=1
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2-y=1
y=1-2
-y=-1 .(-1)
y=1

Assim o conjunto solucdo desse sistema ¢ (2, 1).

x—y=5
b){—2x+2y= -3

Resolucao:

Os estudantes deverdo perceber que ndo existe um par ordenado que corresponde a esse

sistema de equagao, pois ele ¢ um sistema impossivel, e suas retas serao paralelas.

{Zx +3y=7
) x+2y =4
Resolucao:

Isolando a incognita x da equagdo II, obtemos:

2x+3y=7 (I
{x+ Y D) 42y =4assim x =42y

x+2y=4 ()’
Substituindo x =4 — 2y na equagao I temos:

2x +3y=7
2(4-2y)+3y=7
8 —4y+3y=7
8—y=17
-y=-1.(-1)
y=1
Para determinar o valor de x, utilizaremos a relacdo: x =4 — 2y
Logo, x=2

Assim, o conjunto solucdo deste sistema ¢ S{(2, 1)}
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2- Levando em consideragdo a questdo anterior, utilizando o GeoGebra interprete

geometricamente o sistema de cada item da questao e realize sua defini¢ao.

x—y=1

a ) Resolucdo do sistema do item a: {Zx +y=5

Para realizar a interpretacdo geométrica do sistema, o aluno devera acessar o GeoGebra e na
janela grafica devera escrever cada uma das equagoes, e depois clicar na op¢ao intercessao,
para que assim o esbogo grafico seja realizado e apresente a solugcdo do sistema proposto,

como mostra a figura:

Figura 39 - Representagdo grafica das equagdes x-y =1e2x+y=5
NP NICIE AN Q

N \ehz 'Y

@ ealix-y=1
(] eq2: Zx+y =15
A = Intersetar(eql,eq2)

= (21

Fonte: A autora, 2024

Como apresentado na figura, as retas sao concorrentes, pois se cruzam em um Unico ponto A

(2, 1) logo podemos classificar o sistema como possivel e determinado (SPD).
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x—y=5

Resolucio do sistema do item b: {_2 x+2y= -3

Figura 40 - Representacdo grafica das equagdes x -y =5¢ -2x + 2y =-3

N < _ —
Rle - @0 4N =2+ Q =
i3RI N &
5
O eqlix-y=5
4
@  eq2: 2x+2y=-3
3
+
2
1
B 7 s 5 Ja 3 H 1 1 2 3 i /5 6 7 3 9
-1
<3
-3
@
4
Q
3
eq2 Aqt
= =

Fonte: A autora, 2024

Como apresentado na figura, as retas sdo paralelas, pois se tocam, assim ndo apresentam
nenhum ponto em comum, logo podemos classificar o sistema impossivel (SI) ndo

apresentando solugao.

2x+3y=7

Resolucao do sistema do item c: { x+2y=4

Figura 41 - Representacdo grafica das equagdes x -y =5¢ -2x + 2y =-3

P O 0L N e Q =
~.
AR Y T
O eql:2x+3y=7
Q@ eq2:ix+2y=4
A = Intersetar(eql, eq2)
@
=(21)
A
+ 1
o & 7 B B L 3 D 1 2 3 4 5 6 7 e 9
-
-2
-3
@
-4 S
Q
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Fonte: A autora, 2024

Como apresentado na figura, as retas sao concorrentes, pois se cruzam em um Unico ponto A

(2, 1) logo podemos classificar o sistema como possivel e determinado (SPD).
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) ) Xx—y=4 ) ) )
3- Dado o seguinte sistema {x +y =10 resolva os seguintes itens:

Fonte: https://www2.uesb.br/ppg/profmat/pdf

a) Utilizando uns dos métodos aprendidos, resolva o sistema.

Resolucio: Empregando o método da adi¢do, vamos resolver o primeiro sistema:

x—y=4 (D
{x-i—y = 10 (II)

Adicionando membro a membro, as equagdes I e II, obtemos: 2x =1, logo x =7

Substituindo x por 7 na equagdo I, temos:

X-y=
T—y=
—y=4-
-y=-3 .(-1)
y=3

4
4
7

Assim o conjunto solucdo ¢ S {( 7, 3)}

b) Agora utilizando o GeoGebra determine a solu¢do desse sistema.

Resolucao:

Figura 42 - Resolugao grafica do sistema -
004N e Q =
Al A Neg2 off @
@ eqlix-y=4 : P
@ eq2:ix+y=10 : B

A = Intersetar(eql, q2) 6
= (7.3) F
+ 2
T —— e T
2
) VN
" Q
w Q
& SN

Fonte: A autora, 2024



https://www2.uesb.br/ppg/profmat/pdf
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Assim como na resolucao algébrica a solugao desse sistema ¢ (7, 3).

4- Na cantina de uma escola, sdo oferecidos dois tipos de sanduiches, frango e vegetariano,
cujos pregos estdo indicados abaixo. Em um determinado dia, essa cantina arrecadou
R$324,00 na venda de 33 sanduiches. Sabendo que o sanduiche de frango custa R$8,00, ¢ o
vegetariano custa R$12,00. Responda os itens a seguir:

Fonte: https://www.repositorio.ufal.br/

a) Escreva um sistema de equacgdo que represente a situagdo apresentada.
Resolucao:

Primeiramente o estudante devera compreender como se realiza a montagem do sistema, para

assim desenvolver a técnica necessaria e chegar ao seguinte sistema:

{ x+ y=233
8x + 12y = 324

b) Quantas unidades de cada sanduiche foram vendidas naquele dia?

Resolucdo:

As técnicas utilizadas para a resolucdo, pode variar. Iremos exemplificar a resolucdo, através
do método da substitui¢do, que consiste em expressar uma incognita em fung¢do da outra.

Assim, temos o sistema:

{ x+y=33 ()
8x + 12y = 324 (1)

Isolando a incognita x da equacao I temos, x = 33-y. Assim substituindo x por 33-y na equagao

II teremos:

8x + 12y =324
8.(33-y)+12y=324
264 — 8y + 12y =324
264 + 4y =324
4y =324 -264
4y =60
y = 60/4
y=15
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Logo,y=15
Agora para determinar o valor de x, substituimos na equacao [ oy = 15:
x+y=33
x+15=33
x =33-15
x=18

Assim foram vendidos 18 sanduiches de frango e 15 sanduiches vegetariano.

¢) Utilizando o GeoGebra intérprete e classifique geometricamente o sistema.

Resolucao:

Figura 43 - Representacdo grafica dasretas x + y =33 e 8x + 12y = 324
N B S NI IP AN IR .

Pk I Y e

8

eql:x+y = 33
@ eq2:8x+12y =324 : o

A = Intersetar(eql, eq2) H %

= (18, 15)
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80 ~

Fonte: A autora, 2024

Podemos classifica-lo como sistema possivel e determinado (SPD), apresentando assim

apenas uma solucao, sendo ela S:(18, 15).

5- Durante uma visita a padaria, Karita comprou 2 pedagos de bolo de cenoura e uma dose
de café, pagando, ao todo, R$ 3,50. Sua irma, Karla, comprou 1 pedago de bolo de cenoura e
2 doses de café, pagando um total de R$ 2,50. Analisando essa situagdo, resolva os itens

abaixo:

Fonte; https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/

a) Se uma pessoa comprar 1 pedago de bolo de cenoura e 1 café, qual o valor pago por ela?

Resolucao:

Para montar o sistema de equagoes, temos:
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x — valor do pedago do bolo de cenoura
y — valor da dose de café

Entdo, calcula-se:
{ 2x + y = 3,50 (I)
x+ 2y = 2,50 (II)

Pelo método da substituicao, isolando y na equacao I, obtém-se o seguinte:
y=35-2x
Substituindo na equacao II:
x+2(3,5-2x)=2,5
x+7-4x=2,5
-3x=2,5-17
—-3x=-4,>5
x=—4,5/(-3)
x=1,5

Sabendo que x = 1,5, substituimos o valor na equagao I:

2x +y=3,50
2-1,5+y=3,50
3+y=3,50
y=3,50-3
y=0,5

Sendo assim, o pre¢o de um pedago de bolo mais uma dose de café ¢ de 1,5 + 0,5 =2, ou
seja, R$ 2,00.

b) Utilizando o GeoGebra determine a solucao do sistema formulado no item “a”.

Resolucdo:
Figura 44 - Representacao grafica do sistema
Y] 004N Q =
ST - N CS
Q eql: 2x+y = 35
(@) eq2: x+2y = 25
@ A = Intersetar(eql, eq2)
= (15.05)
+
160
.3
@
Q
~
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Fonte: A autora, 2024

6- Determine, graficamente através do GeoGebra e algebricamente, a solugdo do sistema a
seguir:

Fonte: A autora, 2024

x+2y+z=5
a) 3x —4y—z= -5
x—y+2z = -1

Resolucdo:

Primeiramente para encontrar a terna ordenada que soluciona esse sistema, sera necessario
inserir cada equacdo e encontrar a intercessao entre os trés planos simultanecamente. Assim
abrindo o GeoGebra o aluno deve-se direcionar a janela 3D e logo apés inserir as equagdes
passo a passo e assim surgira a o plano esbog¢ado de cada um, o aluno poderé atribuir uma

cor para cada plano, assim a visualizagdo sera melhor como mostra a figura:

Figura 45- Esboco grafico das equacdes do sistema linear
DR NCIE PANEE
E](A)%) : N - S

eql: x+2y+z=>5
eq2:3x—-4y—-2z= -5

eq3: x—y+2z= -1

© @ e

e

Fonte: A autora, 2024

Para encontrar a solugdo dos trés, clicaremos na aba que indica a “intersec¢do de duas
superficies”, sendo elas as retas e marcaremos os pares das equacdes, por fim quando
aparecer o esbog¢o das retas clicaremos em “intersecdo entre os pontos”, marcando as duas

retas e chegando a solucdo do sistema linear, sendo ele (1, 2, 0), como mostra a figura abaixo:
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Figura 46: Resolucao do sistema graficamente
& / ¥ ;'\* q) é 2o ‘_':Q, @ é N aBC ¢€>
W= : A

(O eqlix+2y+z=5

(O eq2:3x—4y-z=-5
eqd:x—y+2z= -1

f : IntersecioGeométrica(eql, eq2)

= X = (078 1.56, 1.11) + A (2, 4, -10)

g : IntersegdoGeométrica(eq3, eq2)

= X =(-161,-0.03,0.29) + A (9, 7, -1)

A = Intersetar(f, g) : 5 . e 3

= (1,20 -

Fonte: A autora, 2024

Resolucdo Algébrica:

Vamos determinar a forma escalonada do sistema dado na questdo. Assim, o estudante devera

escalonar a matriz completa do sistema:
1 2 1 5
3 =4 —-1-5
1 -1 2 -1

Multiplicaremos por 3 os elementos que compde a primeira linha da matriz e logo apds
subtraimos aos elementos correspondentes da segunda. Ainda assim, multiplicaremos por 1

os elementos da primeira linha e subtraimos aos elementos correspondentes da terceira.

1 2 1 5 1 2 1 5
3 —4 —1 —-5|3L1-L2 e LI-L3,resultandoem: |0 10 4 20
1 -1 2 -1 0 3 -1 6

. . . 1. 1 . .
Por conseguinte, iremos multiplicar por S 08 elementos da segunda linha da matriz para e

1 .
25 08 elementos da terceira linha, resultando em:

1 2 1 5
0 5 2 10

0 0 10
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Assim, obtemos o sistema escalonado:

x+2y+z=5
S5y+ 2z=10
z =0

Logo, substituindo z = 0, na equagao II temos:

S5y+2.0=10
5y +0=10
Sy=10
y=10/5
y=2

Substituindo z = 0 e y = 2, na equagao I teremos:

x+22+0=5
x+4=5
x=5-4
x=1

Assim o conjunto solucdo do sistema ¢ S: ( 1, 2, 0)

2x—y+2z=28
b)ix+ 2y +4z=5
3x—3y—z =7

Resolucdo:

Para encontrar a terna ordenada que soluciona esse sistema, o aluno deveré utilizar-
se do GeoGebra, sendo este um recurso que facilitard na intercessao entre os trés planos
simultaneamente. Acessando o GeoGebra o aluno deve-se direcionar-se a janela 3D e logo

apOs inserir as equagdes passo a passo € assim surgird a o plano esbogado de cada um.
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Figura 47 - Resolugdo do Sistema Graficamente
R]d o> PB®h @<L N P 5 4
W% : N

@ eql:2x-y+2z=8
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Fonte: A autora, 2024

O seguinte passo serd clicar na aba que indica a “intersec¢do de duas superficies”,
sendo elas a retas e assim e marcaremos os pares das equagdes, por fim quando aparecer o
esbogo das retas clicaremos em “intersecdo entre os pontos”, marcando as duas retas e

chegando a solu¢do do sistema linear, sendo ele (1, -2, 2), como mostra a figura abaixo:

Figura 48: Resolucdo do Sistema Graficamente
] DB e 4@ LN se Q=
W—(e N

O eql: 2x—y+2z =28

=N

eq2: x+2y+4z=>5

f - IntersecioGeométrica(eql, eq3)

O
O eq3: 3x—-3y—z=7
@

= X =(28,005 1.23) + A (7, 8, -3)

g : IntersegdoGeométrica(eq3, eq2)

= X = (3.4, 1.12, -0.16) + XA (-10, -13, 9)
/ >

A = Intersetar(f, g)

= (1.-22)
+ | Entrada.. 2z t @
Fonte: A autora, 2024
Resolugdo Algébrica:

Vamos determinar a forma escalonada do sistema dado na questdo. Assim, o aluno

devera escalonar a matriz completa do sistema:
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2 -1 2 8
[1 2 4 5]
3 -3 -17

Antes de iniciar as operagdes entre as linhas da matriz, pode-se trocar a posi¢ao da primeira

e segunda linha:
1 2 4 5
2 -1 2 8
3 -3 =17

Feito isso, multiplicaremos por -2 os elementos que compde a primeira linha da matriz e logo
apos adicionamos aos elementos correspondentes da segunda. Ainda assim, multiplicaremos

por -3 os elementos da primeira linha e adicionamos aos elementos correspondentes da

terceira.

1 2 4 5 1 2 4 5
2 —1 2 8| -2Li+L2 e -3Li1+L3,resultandoem: |0 -5 —6 —2
3 -3 =17 0 -9 -13 -8

. . .o 9 . .
Por conseguinte, iremos multiplicar por — S 08 elementos da segunda linha da matriz para

adicionarmos aos elementos correspondentes da terceira e obtemos a matriz escalonada do

sistema:

1 2 4 5 9
0 -5 -6 =2 —3 L2 + L3, resultando em: 0 -5 -6 =2
0 -9 -13 -8

Assim, obtemos o sistema escalonado:

x+2y+4z= 5
—5y—6z= -2
1 22
5 77 75
Descobrindo o valor de z, temos:
11 22 _
-5 Z= —?,logoz—2

Substituindo z = 2 , na segunda equacao temos:
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-S5y—-62=-2
Sy—-12=-2
Sy=-2+12
-5y =10
y = 10/5
y=-2

Agora, substituindo z =2 e y = -2, na primeira equagao temos:

x+2.(-2)+4.2=5
x-4+8=5
x+4=5
x=5-4
x=1

Assim, S = (1, -2, 2)
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7. ANALISE GERAL

Nesse topico iremos expor as analises norteadas através dos critérios estabelecidos, bem
como também o referencial tedrico. Dividimos essa analise em pontos sendo eles: a analise
geral, andlise especifica dos momentos e pdr fim a sintese das organizagdes didaticas.
Salientamos ainda que, nomeamos os estudantes para ndo serem identificados pelos nomes,

com letras maiusculas do alfabeto (Estudante A, B, C...).

7.1 1 eIl Encontro - Familiariza¢io com a proposta de aplicacido e Relembrando Sistemas

de Equacoes Lineares 2x2 e 3x3

O primeiro contato com a turma ocorreu de maneira interativa e dindmica, o local
sediado para as aplicagdes foi no laboratorio de informatica, sendo este um ambiente propicio
para o desenvolvimento das atividades, pois utilizamos dos computadores para o manuseio do
GeoGebra. De inicio, foi realizada uma dindmica para que pudéssemos conhecer melhor os
estudantes, para que estes compreendessem do que se tratava o projeto na qual estavam
participando. Esperava-se que os envolvidos tivessem um conhecimento prévio acerca dos
sistemas de equacdes lineares e como resolver tais sistemas, sejam eles de 2x2 ou 3x3, porém
no que tange aos sistemas 3x3 eles desconheciam os métodos de resolugao.

Tinhamos como principal objetivo desse encontro fazer com que os estudantes
desenvolvessem suas habilidades e compreensdo no calculo de sistemas de equagdes lineares,
interpretando conceitos basicos, bem como suas classificagdes. Sendo assim, averiguamos 0s
conhecimentos prévios existentes. Durante este momento percebemos que eles possuiam
dificuldades na resolugdo algébrica.

Ao serem questionados de inicio sobre o que compreendiam sobre sistemas de equacdes

e qual ano estudaram esse conteudo, obtivemos respostas do tipo:

Estudante A: “Sdo sistemas que pode usar o método da substituicdo e método da adigdo e eu
ndo lembro em qual ano estudei isso, acho que 8° ano.”

Estudante B: “E a equagdo para descobrir o valor de duas incégnitas(x,y) no caso do sistema
2x2 e 3 incognitas (x, y, z ) no caso do sistema 3x3.

Estudante C: Nado lembro a série que estudei esse conteudo, acredito que foi no nono ano, onde
as aulas eram online o que dificultou meu aprendizado, e eu ja ndo sou tdo boa em matematica
e ainda peguei essa pandemia.

Estudante D: Equacdo talvez seria uma forma de resolu¢do onde ndo ha tantas informagoes,
ou seja, é um pouco mais complexo a maneira que iremos seguir para chegar a resolugdo, pois
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eu acho que ndo tem so um percurso. devo ter visto no primeiro ano do ensino médio, sempre
tive dificuldade na resolugdo para encontrar o valor de x e y.

Estudante E: Lembro que vi esse conteudo no nono ano e também no segundo ano aqui no
ensino médio, mas ndo me lembro de como resolver.

Podemos notar algumas contradi¢cdes ao tentarem lembrar em qual periodo foi visto tal
conteudo e suas definigdes. Sabemos que os sistemas de equagdes lineares simultaneas m x n
(lemos: m por n), ou apenas sistema linear m x n, € o conjunto de m equagdes lineares com n
incognitas. A solugdo de um sistema linear € a n-upla de niumeros reais ordenados (ri, 12, 13, ...,
) que ¢ simultaneamente, solu¢ao de todas as equagdes do sistema. Essa linguagem quando
passada para os estudantes deve ser de maneira clara e sucinta, para que compreendam com
mais facilidade essa defini¢ao.

Na grade curricular das escolas e na BNCC, notamos que os sistemas sdo introduzidos
no oitavo ano do ensino fundamental, visto com mais aprofundamento no nono ano e,
posteriormente, no ensino médio. O estudante A relembrou os dois métodos mais utilizados
para resolucdo, sendo este da substituicao e adi¢do, alguns outros também citaram tais métodos
que sdo mais conhecidos entre os estudantes. Ja o estudante B foi mais direto em sua definigao,
retratando que seria um meio de encontrar os valores de x e y, porém ndo especifica nenhum
caminho de resolugdo para encontrar esses determinados valores.

O periodo pandémico também influenciou de fato o aprendizado, como argumentou o
estudante C em seu relato, que se sentiu diretamente prejudicada em nao ter aprendido devido
as aulas estarem sendo online. Essa foi uma realidade de diversos estudantes que se
encontravam em isolamento social.

Como ja previamos essa possibilidade, projetamos através de um slide interativo uma
breve explicacdo do que ¢ o sistema de equagdes lineares e como resolvé-los expondo os
diferentes tipos de métodos a serem seguidos para resolucao, como por exemplo: método da
adi¢do, método da substituicdo, igualdade, regra de Crammer e escalonamento entre outros.

Sendo assim no segundo encontro foi realizada a explanagdo final sobre sistemas 2x2 e
iniciamos sobre o 3X3, os estudantes também desconheciam a resolugdo desse sistema de
maneira algébrica. Este conteudo ¢ explanado no terceiro ano do ensino médio, porém muitos
professores ndo abordam de maneira aprofundada a tematica, apenas superficialmente ou as
vezes nao adentram tal conteudo. Ao serem indagados em relagdo ao método de resolugdo desse

sistema os estudantes apresentaram os seguintes argumentos:
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Estudante B: Ndo sabia que existia esse outro tipo de sistema, sempre pensei que so era possivel
0 que apresentava duas incognitas.

Estudante E: Ja tinha estudado um pouco sobre, mas acho muito dificil a resolu¢do manual,
muito extensa se tivesse uma maneira mais rapida de descobrirmos as ternas seria bom.

Percebemos que o estudante “E” externa sua dificuldade na resolug@o dos sistemas 3x3
nos encontros seguintes veremos que essas auséncias aumentam quando apresentamos a
maneira de resolucao algébrica, com a passagem do campo geométrico.

Ao final desses dois encontros, cada um com durag¢do de duas aulas, aplicamos uma
atividade inicial para verificar se os estudantes realmente compreenderam o conteudo abordado.
Nesse momento eles foram desafiados a resolver questdes algebricamente, envolvendo sistemas
2x2 e 3x3. Realizamos uma andlise praxeologica de algumas resolucgdes, a fim de avaliar os
métodos empregados e as técnicas utilizadas pelos estudantes ao longo do processo.

As questdes apresentadas variam entre contextualizadas para montarem o sistema e
resolvé-lo de acordo com o comando da questdo, como também questdes que apresentavam o

sistema pronto para serem respondido.

7.2 111 e IV Encontro —Conhecendo 0 GeoGebra e Sistemas de equacdes lineares 2x2 e 3x3

no GeoGebra

O terceiro encontro foi considerado primordial, pois através dele podemos verificar se
os estudantes apresentavam alguma habilidade com o manuseio do GeoGebra, porém notamos
que alguns desconhecia tal software, outros quando questionados salientaram que ja haviam
tido contato, porém de maneira breve em uma disciplina eletiva da escola. Entdo, foi
apresentado passo a passo de como adentrar o GeoGebra, destacando suas ferramentas
principais, deixamos um tempo livre para que os estudantes pudessem manusear os topicos que
possibilitam a construcdo de figuras em duas e trés dimensdes.

Percebemos uma empolgacao dos grupos ao terem esse contato inicial com o GeoGebra,
através dele se € possivel ter acesso a varias ferramentas matematicas que podem servir como
aliadas no ensino de determinados saberes. Desenvolvemos algumas atividades simples como
representacdo de ponto, retas e equagdes para uma maior familiarizagao.

No quarto encontro, como os estudantes ja tinham acessado o GeoGebra partimos para
a construcdo de alguns sistemas representados na forma 2x2 e 3x3, assim aplicamos uma
sequéncia de questdes direcionada a essa tematica. Durante esse processo surgiram alguns

questionamentos do tipo:
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Estudante 1: “Ndo consegui fazer manualmente todo processo, mas no GeoGebra acho muito
dinamico, olha ¢ so abrir a janela de visualizagcdo 3d e comegar fazer todo o passo a passo na
janela de dlgebra, todos os professores deveriam utilizar o GeoGebra na aplicagdo de
conteudos mais dificeis.”

Estudante 7: “A questdo é facil, o que é mais complicado ¢ reconhecer quando o sistema é
indeterminado e sem solu¢do, como é caso da letra b, ta mais dificil, porque ndo encontro a
solugdo, colocando no GeoGebra ajuda muito.”

Estudante 12: “No primeiro momento estava um pouco confusa no manuseio com o GeoGebra,
ndo conseguindo visualizar a janela em 3d o que dificultava o acesso a construgdo grafica,
porém os colegas sempre se ajudavam com algumas dicas entre eles, facilitando a
compreensdo.” [sic]

Vale salientar que, essa tecnologia fornece uma desenvoltura na visualizagdo, pois
facilita a verificacdo do processo de maneira mais dinamica e interativa, como relata: “Achei
um pouco complicado o passo dos sistemas 3x3 mas acho melhor evidenciar graficamente
utilizando o computador do que fazer manualmente toda conta, muito complexo.” Os
estudantes expdem de fato o quanto apreciaram resolver os sistemas na forma geométrica
utilizando o GeoGebra, pois de certo modo facilitou de maneira direta o aprendizado do saber
em jogo.

Separamos os encontros 5 ¢ 6 em um tdpico particular, pois nele aplicamos a sequéncia
didatica final que apresentard a passagem do campo algébrico para o geométrico e analisaremos

as praxeologias presente nessa passagem realizada pelos estudantes.
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7.3 ANALISE DAS PRAXEOLOGIAS DESENVOLVIDAS

No quinto e sexto encontro direcionamos de fato para o desenvolvimento da sequéncia
didatica, aqui apresentaremos as praxeologias desenvolvidas pelos estudantes seja de modo
individual, como também coletivo de cada uma das questdes. Destacamos, portanto os pontos
considerados mais importantes de debates, assim ndo apresentaremos por completo todas as

analises extraidas pela turma, pois em alguns pontos houve repeti¢des de praxeologias.

e Analise Praxeoldgica das Tarefale?2

As tarefas aqui descritas apresentam a mesma natureza, nesta perspectiva colocamos nesse

bloco as trés para analisarmos as praxeologias desenvolvidas, vejamos o quadro abaixo:

Quadro 6: Tarefas 1 ¢ 2

1- Resolva os seguintes sistemas:

x—y=1
2) 2x+y=>5

xX—y=5

®) —2x+ 2y = -3

(2x +3y =7
C)\x+2y= 4

2- Levando em consideracdo a questdo anterior, utilizando o GeoGebra interprete

geometricamente o sistema de cada item da questdo e realize sua defini¢ao.

x—y=4

x+y = 10 resolva os seguintes itens:

3- Dado o seguinte sistema {

a) Utilizando uns dos métodos aprendidos, resolva o sistema.

b) Agora utilizando o GeoGebra determine a solucdo desse sistema.

Fonte: A autora, 2024

As tarefas 1 e 2 sdo questdes complementares, a primeira traz os sistemas ja montados
para que o estudante pudesse através do desenvolvimento de técnicas resolvé-los. A tarefa
principal dessa questdo foi desenvolver os sistemas, sendo assim as técnicas utilizadas variaram,

entre a adi¢do, substituicao além da utilizagdo do raciocinio logico em alguns casos.
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O estudante 4 foi um dos que abordou em sua resolu¢cdo muitos questionamentos que
incentivou a turma a pensar em relagdo a utilizagdo do GeoGebra, discutindo com os colegas
de sala varias possibilidades de respostas, ndo aderindo apenas a uma técnica isolada. Mediante
a 1sso notamos que, o processo de devolugdo estava presente no sistema didatico estabelecido
(CHEVALLARD, 2009a) e, consequentemente, nas situagdes didaticas e na validagdo, pois o
estudante tinha o cuidado de compartilhar suas ideias ndo s6 com a turma mais também com o

professor, como mostra o didlogo abaixo:

Estudante 4: A questdo 1 pode ser resolvida sem problemas de cabe¢a, quando cancelamos as
incognitas automaticamente ja descobrimos o valor de x, vocés conseguem perceber isso?
Talvez nem o GeoGebra precise utilizar, por saber que sera um grdfico que tem solugdo entdo
ele sera um sistema determinado e possivel.

Estudante 2: Eu ja ndo conseguiria resolver de cabeca tem que fazer o passo a passo
principalmente da letra b que parece que nao tem resolugdo.

Estudante 1: Eu acho que as maneiras de resolu¢do podem variar vai do jeito que cada um
quer resolver, eu gosto sempre da substituicdo, se pudesse em todas varia por esse método.

[sic]

Percebemos claramente um didlogo evidenciando as formas de resolucdo dos
estudantes, estabelecendo uma articulagdo entre as técnicas conhecidas, nesse caso para
chegarem a resolugdo algébrica do sistema que foi apresentado, utilizando o conceito dos
diferentes métodos que sdo estabelecidos. Mediante a isso, consolidaram a mudanca de uma
OMP para uma OML, apreciando a formulagdo e a validacao em suas respostas, principalmente
quando desenvolve as técnicas de resolucdo sem necessitar da resolugdo algébrica.

A autonomia e proatividade do estudante, evidencia o quanto estd desenvolvendo seus
conhecimentos que permitem uma mudanga na fase comportamental da compreensao do que
esta sendo exposto, pois além de desenvolver técnicas diferenciadas para resolucgao, ele ainda
compartilha com os colegas o passo a passo seguido, proporcionando uma interacao e troca de
saberes que sdo essenciais em sala. Durante o didlogo, percebe-se o dominio no conteudo
quando repassa seus conhecimentos para outro colega, a técnica ensinada esté correta, sabendo
assim desenvolver sua resolucdo algébrica apresentando autonomia. Destaca-se o interesse do
estudante em responder com perguntas e questionamentos.

Sobre essa técnica o estudante comenta: “Acho o método da substituicdo mais adequado
para resolugdo, provavelmente o caminho da adi¢do seria mais complexo para chegar a
resolucdo.” Através desta fala, percebemos que a turma segue técnicas semelhantes na

resolugdo das questdes, pois a maioria no item “a” apresenta este raciocinio, como também no
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[P

item “c”. Segundo Almouloud (2015, p.11) “para uma determinada tarefa, geralmente, existe
uma técnica ou um numero limitado de técnicas reconhecidas na institui¢do que problematizou
essa tarefa, embora possam existir técnicas alternativas em outras institui¢oes.”

No item “b” o estudante nao necessitou do auxilio do GeoGebra para verificar que o
sistema seria indeterminado, apenas utilizou a técnica da multiplicacdo: “Aqui ndo tem solugdo
porque mesmo multiplicando pelos numeros presentes na equagdo, ndo consigo chegar a
nenhum valor que dé para cancelar a incognita de maneira correta.”

Ja o estudante 1 apresenta no item b uma dificuldade em desenvolver os sistemas, pois
ele ndo reconheceu a inexisténcia de um par ordenado que correspondia a esse sistema de
equacado, por ser um sistema impossivel. Nesta perspectiva, apenas na questdo 2 que exibia a
tarefa de utilizagdo do GeoGebra para a interpretacdo geométrica do sistema de cada item da
questdo 1, foi que o aluno percebeu que se tratava de um sistema impossivel (SI) que ndo
apresentava solugao.

Observamos abaixo a resolucao dos sistemas através da exposi¢ao grafica no GeoGebra,

o estudante utiliza o passo a passo corretamente e percebe que as retas sao paralelas definindo

um sistema impossivel:

Figura 49 - Resolucdo Geométrica da questdo 2
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Fonte: Estudante 1

Vejamos ainda que a técnica utilizada no GeoGebra sempre ¢ a mesma para todos os
estudantes, pois precisara escrever a equacao uma de cada vez, na aba de tarefas para que assim
na janela de visualizacdo seja possivel exibir o grafico no eixo quadriculado.

Cmpreendemos quando o autor Rossini (2006, p.26) destaca que o “Como resolver a

tarefa ¢ o motor gerador de uma praxeologia: € preciso ter (ou construir) uma técnica, que deve
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ser justificada por uma tecnologia, a qual, no que lhe concerne, precisa ser justificada por uma
teoria.” O estudante consegue interpretar na pratica o que esta desenvolvendo, sua percepcao
sobre a tarefa ¢ mutavel, como foi o caso do estudante 1 que através da manipulagao do
GeoGebra percebeu uma resolugdo que nao foi desenvolvida na perspectiva algébrica.

Na realizacdo dos calculos desenvolvidos pelos estudantes, ndo houve participagdo
efetiva da pesquisadora/docente em interpor que aceitassem, pois nesse momento era
importante desenvolver a autonomia caracterizando uma aceitagao do problema.

As dificuldades apresentadas podem estar relacionada a mudanga de uma organizagao
matematica pontual para uma organizagdo matematica local (CHEVALLARD, 1999), o que
implica a articulagdo das técnicas por parte do estudante. Percebemos que no GeoGebra o

conjunto solugdo do sistema era (2, 1), como vemos no grafico apresentando:

Figura 50: Resolugcdo Geométrica
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Fonte: Estudante 5, 2024

Estudante 5: Possivelmente segui um caminho errado nessa resolugcdo da letra ¢ aqui no
GeoGebra ta outro resultado o que sera que errei professora?

Estudante 7: Eu acho que vocé deve ta errando algum passo simples e nem ta percebendo, o
resultado correto é o que ta no GeoGebra ele nunca erra (risos).

Estudante 8: Professora poderia me explicar, eu sei que o GeoGebra é legal mas se eu
depender so da resposta sem saber o que errei quando ndo tiver ele vai errar de novo.[sic]

Percebemos a preocupagcdo do estudante em descobrir onde foi o erro no
desenvolvimento do item apos a explicagao e verificagdo no GeoGebra, refazendo todo o
processo de resolucdo e reorganizando suas respostas. Se faz importante agcdes desse tipo em

sala, pois aqui percebemos o protagonismo estudantil.
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e Analise Praxeoldgica da Tarefa 3
Nas trés primeiras questdes iniciais que seguiam particularmente o mesmo tipo de
tarefa, notamos que os estudantes utilizam técnicas usuais seguindo um padrdo comum para
resolugdo do que estava sendo proposto.
Quadro 7 -Tarefa 3

x—y=4
x+y = 10

3- Dado o seguinte sistema { resolva os seguintes itens:

a) Utilizando uns dos métodos aprendidos, resolva o sistema.

b) Agora utilizando o GeoGebra determine a solucdo desse sistema.

Fonte: A autora (2024)

O estudante 4 apresentou dificuldades no que tange ao passo a passo, sendo assim o
resultado da terna ordenada ¢ (7, 3) e o estudante chegou a (-3, -7) conforme mostra a imagem

abaixo:

Figura 51: Resolucdo da tarefa 3 algebricamente
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Fonte: Estudante 4, 2024

Vejamos que a tarefa € clara, solicita a resolug@o do sistema ja desenvolvido e a técnica
de resolugao fica a critério do estudante em utilizar um dos métodos aprendidos. Assim a técnica
utilizada foi a da adig@o, na qual realiza o cancelamento da incdgnita y de ambas as equagoes,
porém acontece um erro quando o estudante coloca na segunda equacdo depois da igualdade o
-10, sendo que € positivo, por conta disso a resposta final ¢ incorreta. Logo percebemos aqui
uma praxeologia matematica, que esta relacionada com a constru¢do Matematica ligada as
situagoes didaticas. Segundo Rodrigues (2018) o conjunto de organizagdes (OM e OD) permite

analisar a pratica durante as situagdes de ensino e aprendizagem.
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Ja a estudante 8 na resolugdo algébrica empregou o método da adi¢do, na qual foi
multiplicado por 2 a primeira equagao para que assim chegasse a solucdo do sistema, sendo (7,
2). A técnica utilizada ¢ usual, aqui temos os tipos de tarefas e técnicas utilizadas em outros

problemas semelhantes que podem apresentar equipamentos praxeoldgicos necessarios para a

resolugdo, como vemos na figura abaixo:

Figura 52: Resolu¢ado da tarefa 3 algebricamente
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Fonte: Estudante 8, 2024

Na construgao grafica € seguido as técnicas para resolugdo a estudante abre a janela da

algebra e adiciona as equagdes de maneira facil, como ela destaca;

Estudante 8: A janela da aba de visualizagdo das ferramentas traz todos os recursos para
resolver a questdo, logo o grdfico é apresentado quando a gente coloca a equagdo, so tive um

pouco de dificuldade ao destacar o ponto que é a solug¢do, mas segui algumas técnicas

diferentes.

Vejamos a construgdo geométrica:
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Figura 53: Representagdo algébrica no plano cartesiano da questdo 3
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Fonte: Estudante 8, 2024

Segundo Rodrigues (2019) “neste caso, nés os relacionamos a complexidade crescente
das organiza¢des matematicas, nas quais a sua evolugdo ¢ ocasionada pelo acumulo de técnicas
de maneira articulada, de forma a promover um aumento na compreensao das tecnologias e de

suas teorias.”

e Analise Praxeologica das Tarefas 4 e S
As tarefas aqui discorridas apresentam a mesma organiza¢do no quesito resolucao,

como vemos abaixo:

Quadro 8 - Tarefas 4 e 5
4- Na cantina de uma escola, sdo oferecidos dois tipos de sanduiches, frango e vegetariano,

cujos precos estdo indicados abaixo. Em um determinado dia, essa cantina arrecadou
R$324,00 na venda de 33 sanduiches. Sabendo que o sanduiche de frango custa R$8,00, e o

vegetariano custa R$12,00. Responda os itens a seguir:
a) Escreva um sistema de equacgdo que represente a situagdo apresentada.
b) Quantas unidades de cada sanduiche foram vendidas naquele dia?

¢) Utilizando o GeoGebra intérprete e classifique geometricamente o sistema.

5- Durante uma visita a padaria, Kérita comprou 2 pedagos de bolo de cenoura e uma dose
de café, pagando, ao todo, R$ 3,50. Sua irma, Karla, comprou 1 pedago de bolo de cenoura
e 2 doses de café, pagando um total de R$ 2,50. Analisando essa situagdo, resolva os itens

abaixo:
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a) Se uma pessoa comprar 1 pedago de bolo de cenoura e 1 café, qual o valor pago por ela?

b) Utilizando o GeoGebra determine a solucao do sistema formulado no item “a”.

Fonte: A autora , 2024

A tarefa 3 traz em seu enunciado uma situacao problema que foi definida como a tarefa
1, dividindo-se me subtarefas do tipo:
T, 1,1: Escrever o sistema de equacao que define a situacao
T, 1,2: Resolver o sistema para descobrir quantos sanduiches teriam sido vendidos
T, 1,3: Resolver algebricamente o sistema

Identificou-se a representagdo geométrica, mas ndo a algébrica, dessa forma hd uma
concepe¢do do objeto matematico como equacdes de duas varidveis, mas de forma fragmentada,
pensando que ha apenas uma maneira de representa-lo. Sobre essa perspectiva, Silva (2014, p.
25) defende que “um estudante de matematica que disponha de apenas uma forma de
representar determinado objeto certamente confundird o contetido da representagdo com o
conteudo do objeto, ou seja, vai achar que o objeto esta dado de todo em sua representacao.”

Na montagem do sistema na questao 4, analisamos de modo geral que os estudantes nao
conseguem interpretar corretamente os dados das duas equagdes presente no sistema. A
natureza antropoldgica da analise assume a hipotese de que € necessario romper as inimeras
fronteiras institucionais pelas quais estamos acostumados a transitar, visto que uma analise
praxeologica € sempre um recorte do mundo social. (Cavalcante, 2018, p.127)

O estudante 3 por exemplo, apresenta um passo a passo incorreto na técnica de
resolugdo, embora o sistema esteja montado corretamente o processo seguido foi realizado de
maneira incorreta, pois a terna ordenada que corresponde o sistema seria 18 sanduiches de

frango e 15 sanduiches vegetarianos, vejamos a resposta do estudante:
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Figura 54 - Resolugdo da questio 4
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Fonte: Resolu¢do do estudante 3, 2024

O estudante recorreu a técnica de adigao para resolucao do item b, porém bastava isolar
a incognita x para substitui-la na equacdo. Ainda notamos a utilizagdo da divisdo por 12,
evidenciando o erro, pois ndo necessita desse passo final, ele reconheceu que seu processo

estava expresso de maneira errada quando partiu para a resolucdo geométrica no GeoGebra:

“Estudante 3" : Acho que segui um passo a passo errado na letra b, porque aqui no GeoGebra
esta dando outro resultado diferente do que foi encontrado, o bom de utilizar esse recurso é
isso, poder verificar a resposta, da até pra perceber que o sistema é possivel e determinado

por causa do grdfico. [sic]

E possivel perceber o reconhecimento da classificacdo do sistema, abaixo veremos a

resolucdo apresentada geometricamente:
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Figura 55 - Resolu¢do da questio 4
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Fonte: Estudante 3, 2024

Percebemos que no GeoGebra o estudante ndo apresenta dificuldade ao esbogar
graficamente o sistema e chegar na resolu¢do adequada ele segue todo passo a passo de técnicas
que permitem uma melhor visualizagdo algebricamente, pois quando se adiciona corretamente
as equacdes o esbogo grafico € expresso. Ja estudante 7 comenta: “Acho mais facil questdo que

envolvem algo que acontece no dia, é como se a gente participasse do contexto” [sic].

Esse argumento do estudante ¢ de fato veridico, em sala de aula quando fazemos um
elo que contextualizam uma prética vivenciada em forma de questdo, o estudante consegue
visualizar com mais precisdo o que esta aprendendo, vejamos abaixo o caminho seguido pelo

estudante:
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Figura 56: Resolugao algébrica questio 4
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Fonte: Estudante 7, 2024

Claramente o estudante teve o cuidado de numerar cada equagdo com I e II, para que no
processo de resolu¢do pudesse evidenciar as técnicas que estaria seguindo. Notamos que a
técnica na qual se ¢ utilizada ¢ a da substitui¢do, para que ao final quando se encontrasse a
solugdo do sistema chegasse também a quantidade de unidades que foram vendidas através da
soma do valor das incognitas. No item “c” a tarefa T1,3 solicitava a constru¢ao com a utilizagdo
do GeoGebra, aqui a ferramenta tecnoldgica auxilia na visualizagao.

No que tange a representacdo grafica no primeiro momento foi aberta a aba do
GeoGebra para o estudante se situar, sendo que ja tinha tido o contato anteriormente com o
software. Notou-se um pouco de dificuldade por parte do estudante, porque todas as vezes que
adicionava a equagdo nao aparecia as retas, depois de algumas tentativas foi possivel chegar a

solugdo, vejamos:
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Figura 58- Resolugao geométrica da questio 4
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Fonte: Estudante 7, 2024
Ja na quinta tarefa, mais especificamente no item a o estudante 7 apresentou a seguinte
resposta:

Estudante 7: “Seguindo a logica, o bolo custa R$1,50 e o café R30,50 e se a pessoa comprar
um bolo mais um café vai da como valor total R$ 2,00.” [sic]

Como podemos perceber ndo foi realizada nenhuma montagem de sistema para
resolucao do problema, o estudante apenas deduziu pela logica a resposta correta.

A técnica utilizada foi a da substitui¢do e depois da adigdo, e em alguns momentos nao
registrou o passo a passo, percebemos que ele tomou por base alguns exemplos anteriores para
facilitar o desenvolvimento da resolucao, iniciando-se através de casos particulares até chegar
na sua generalizagdo, assim ele se fundamenta na tecnologia da indu¢ao matematica, tecnologia
que, naquele momento, ndo foi mencionada por nenhum dos sujeitos. A praxeologia na TAD
pressupde um método para analisar as praticas que ocorrem no interior das Institui¢des, tanto
pela sua descrigdo, quanto pelas condi¢cdes em que estas ocorrem. A organizagdo praxeoldgica
diz respeito, portanto, a0 modo como as praticas instituicdes sdo propostas (discurso) e
efetivadas (pratica).

Quando questionados pelos colegas o estudante 5 destaca:

Estudante 1: Nao compreendi como vocé chegou a uma resposta correta se o passo a passo

esta um pouco confuso...

Estudante 5: E que utilizei as duas técnicas de resolucdo que foram aprendidas durante as
aulas e consegui chegar no resultado sem precisar me estender, fui logo para a questdo do

GeoGebra quando achei a solugdo so testei no sistema.
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Essa falta de fundamentacdo tecnologica (RODRIGUEZ; BOCH; GASCON, 2007),
expressa pelos sujeitos, refor¢a a ideia da utilizacdo da técnica pela técnica, observada quando
o estudante ndo soube explicar o porqué do percurso seguido para resolucao, ficou evidenciado
que foi contrario, pois primeiramente encontrou a solu¢ao no GeoGebra através da visualizagao

geométrica, para depois resolver a algébrica, como mostra a figura:

Figura 59- Resolugdo geométrica da questio 5 item “a”
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Fonte: Estudante 5, 2024

Sobre essa perspectiva € possivel notar a pratica de uma organizagdo matematica local
(OML) que “compde-se da interagdo de varias OMPs, validadas e justificadas por uma
tecnologia, com a finalidade de fundamentar as organizagdes que fazem parte da OML”
(Rodrigues, 2019, p. 46). Dessa forma, segundo Chevallard (1999, apud Velenzuela, 2007,
p.24) “a organizacdo local agrega varias organizagdes pontuais, via uma tecnologia comum,

isto € sua integragdo no centro de uma organizagao regional regida por uma mesma teoria.”

e Analise Praxeologica da Tarefas 6
A tarefa 6 foi a unica tarefa que apresentava sistemas 3x3 na qual solicitava que o

estudante realizasse a resolugdo algébrica e grafica, como mostra abaixo:
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Quadro 9- Tarefa 6
Determine, graficamente através do GeoGebra e algebricamente, a solu¢do do sistema a
seguir:

x+2y+z=5
a) 3x —4y—z= -5
x—y+2z = -1

2x—y+2z=8
b){x+ 2y +4z=5
3x—-3y—z =7

Fonte: A autora, 2024

Poucos estudantes de fato conseguiram desenvolver a resolucdo algébrica da tarefa, pois

argumentavam que nunca tinham estudado nas series anteriores tal contetido:

Estudante 9 : “Ndo consegui fazer manualmente todo processo porque ndo tinha
estudado nos anos passados, mas no GeoGebra acho muito dindmico, olha é so abri a janela
de visualiza¢do 3d e comegar fazer todo o passo a passo na janela de dlgebra, todos os

professores deveriam utilizar o GeoGebra na aplicagdo de conteudos mais dificeis.” [sic]

Notamos uma maior facilidade na construgdo geométrica do dos sistemas 3x3. O
estudante 9 ao digitar a equagdo I o plano em trés dimensdes ja estava visivel e assim repetiu o
processo nas demais equacgdes, o aluno teve o cuidado nesse momento em destacar as cores dos
planos para que se diferenciam um do outro, como mostra a figura abaixo:

Figura 60 - Resolucdo geométrica da questio 6
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Fonte: Estudante 9, 2024
Ainda nesse passo, o estudante demonstrou o cuidado em realmente manipular o

GeoGebra:

Estudante 4: Olha consigo rodar os planos e visualizar eles realmente em trés dimensoes, que
top! Ta vendo ai estudante 6?
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Estudante 7: Dessa fungdo eu ndo sabia, por isso que acho interessante esse GeoGebra, mas
ainda ndo estou conseguindo fazer a manipula¢do dos sistemas 3x3, acho dificil e na sala de
aula ndao aprendemos tanto.

Estudante 9: Se fosse pra desenhar isso manualmente ia ser muito dificil, porque até a
resolugdo no caderno fica mais complicado. [sic]

Notamos que o estudante 4 possuia o dominio de técnicas mais elaboradas,
preocupando-se com a estética da sua representacdo. Assim, passou de uma OMP para uma
OML, mas ndo podemos afirmar se compreendeu a sua utiliza¢do e a sua fundamentacdo. Ao
prosseguir na resolugdo para descobrir a solucao dos trés o estudante indagou sobre o passo
seguinte que seria a intercessdo de duas superficies, assim ele selecionou a equagdo Il e Il e
instantaneamente a reta apareceu, repetindo o processo, porém com as equagdes I e II para

visualizar melhor o estudante apagou os planos e deixou apenas as retas, como mostra a figura:

Figura 61: Resolugdo geométrica da questdo 6
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Fonte: Estudante 9, 2024

A técnica utilizada, traz uma organizagdo no quesito visualiza¢do, pois ocorre uma
verificacdo mais precisa de todo passo a passo que estd sendo realizado. Por conseguinte, o
estudante continuou na resolucao, marcando agora a intersecao entre dois pontos, destacando
as duas retas e chegando na terna ordenada que ¢ a resolucdo do sistema 3x3 apresentado, sendo
este o ponto A optando por deixar visivel apenas o ponto na qual representaria essa resolugao,

como mostra a figura:
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Figura 62- Resolugao geométrica da questio 6
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Fonte: Estudante 9, 2024

No didlogo entre a turma, percebemos que o estudante 9 deixou claro que ndo conseguiu
desenvolver a questdo 6. Embora tenha sido explicado em sala previamente como acontecia a
resolugdo, eles tiveram extrema dificuldade, alguns tentaram resolver, outros utilizaram apenas
o recurso do GeoGebra. Compreendemos, portanto, que a dificuldade dos estudantes em
responderem a essa questdo pode estar relacionada a mudanga de uma OMP para uma OML,
mas também a necessidade de uma maior articulagdo entre as técnicas, e, consequentemente,
de sua compreensdo tecnologica.

Na maioria das vezes os estudantes buscam reproduzir o que aprenderam pelo professor
para conseguir resolver sem estabelecer uma relacdo entre a técnica e a sua tecnologia, porém
no caso do sistema 3x3 eles ainda ndo haviam estudado em sala de aula, porque este conteudo
¢ complexo e na maiorias das vezes os docentes optam por ndo aplicarem, devido ndo ser um
conteudo cobrado com frequéncia nas avaliagdes externas, como por exemplo o ENEM, j4 os
sistemas 2x2 sdo apresentados desde o ensino fundamental e perpassam para o médio.

Vejamos agora a tarefa resolvida algebricamente pelo estudante 7, vale ressaltar que

alguns seguiram essa mesma linha de resolugao.
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Figura 63 - Resolugao algébrica da tarefa 6
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Fonte: Estudante 7, 2024

Ao chegar no sistema escalonado o estudante inicia o procedimento de resolucdo da

seguinte maneira:

Figura 64 - Resolugao algébrica da tarefa 6
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Fonte: Estudante 7, 2024

Z =

E retrata bem as técnicas desenvolvidas através do escalonamento do sistema para a
forma de matriz, essa técnica consiste em um método para resolver sistemas de equagdes
lineares, quando existe solugdo, além de ser utilizado também para classificar estes sistemas
que podem possuir quaisquer ordens. A natureza pratica da técnica permite a coexisténcia de
varias técnicas para uma mesma tarefa. Consideramos entdo que, em relagdo as técnicas,
podemos destacar a sua natureza, na qual nem sempre ¢ algoritmica, nos fazendo compreender

que ndo seguem um tipo de sequéncia légica convencional. Basta pensarmos que existem
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tarefas em determinadas instituicdes cujo cumprimento pressupde solugdes criativas
(Chevallard, 1999).

Primeiramente ocorreu a escalonizagao do sistema, onde foi modificado suas equagdes
e termos obtendo um novo sistema escalonado, sendo equivalente ao primeiro, pois possuem
as mesmas solucdes. Apos esse processo, foi possivel isolar as incognitas das equagdes
seguindo um passo a passo necessario, para chegar até a terna ordenada (1, 2. 0) sendo esta a

solucao do sistema. No proximo topico veremos a sintese dessas organizagoes.
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7. 4 SINTESE DAS ORGANIZACOES MATEMATICAS

Baseando-se na tese de Almeida (2016), que apresentou uma sintese ao final das analises
dos momentos de aplicacdo de sua pesquisa, seguiremos aqui um padrao semelhante, porém
focando nos dois ultimos momentos de aplicagdo da sequéncia didatica. Sendo assim,
apresentaremos um quadro que remonta as principais tarefas, técnicas e tecnologias
desenvolvidas pelos estudantes nesse processo.

As organiza¢des matematicas apresentadas abaixo, retrata as 6 tarefas que foram
apresentadas na sequéncia didatica, sendo elas: T1 , T2, T3, T4, Ts e Ts. Mediante aos tipos de
tarefas apresentaremos as técnicas e tecnologias mais utilizadas pelos estudantes. Agrupamos
as tarefas que apresentam a mesma natureza de técnicas para resolu¢ao, como vemos no quadro
abaixo:

Tipos de tarefa:

x—y=1 b){

x—y=5 2x +3y =7
* Tl:a){2x+y=5 C){

—2x+2y= -3 x+2y=4

e T, : Interpretar Geometricamente os sistemas anteriores no GeoGebra

e T3. Resolugdo algébrica e geométrica: {X

x—y=4
+y = 10

Quadro 10 - Organizagdo Matematica desenvolvida pelos estudantes nas Tarefas 1,2 ¢ 3

Ou: Sistemas Homogéneos e
nao Homogéneos

Estudantes Estudantes 1,4, 5,7 8, 12 ¢ 15 | Estudantes 2, 3, 6,9, 10, 11, 13 ¢
(sete estudantes) 14 (oito estudantes)
Técnicas tma : Método da Adicao tms : Método da Substituicao
trL: Raciocinio Logico tcg : Construcdo Geométrica
tr. Igualdade
tcg . Construcao Geométrica
Elementos OsL: Sistemas Lineares 2x2 Osv: Sistemas Lineares 2x2
Tecnolodgicos Orus : Existéncia e unicidade da | feus : Existéncia e unicidade da
solugao solugao
Ocr: Compatibilidade e | O Compatibilidade e
Independéncia Independéncia

Ou: Sistemas Homogéneos e nao
Homogéneos

Fonte: A autora, 2025

No quadro acima dividimos as organizagdes através das praxeologias realizadas pelos

estudantes, sendo assim os estudantes 1,4, 5,7 8, 12, 15 desenvolveram na resolucao das tarefas

T1, T2 e T3 aqui destacadas as seguintes técnicas: tma : Método da Adigdo; tre : Raciocinio
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Logico; ti; Igualdade e tcg: Construgdo Geométrica. Ao decorrer dessas tarefas apresentava-se
os subtipos de tarefa, sendo o caso da T3, onde o estudante deveria além a resolucdo algébrica

realizar a geométrica. Ja os estudantes 2, 3, 6, 9, 10, 11, 13 e 14 aderiram apenas a trés dessas

técnicas, dois destes ndo conseguiram chegar a resolucao correta.

Percebemos que de maneira geral a tarefa da resolugdo geométrica foi considerada a

mais fécil pelos alunos, pois a maioria conseguiu desenvolver sem apresentar dificuldades. Ja

a construgao algébrica ainda notamos um pouco de dificuldades.

Tipos de Tarefas:

e T4 : Escrever o sistema que apresenta contextualizado, representd-lo e classifica-lo

geometricamente.

e Ts: Escrever o sistema que apresenta contextualizado, representd-lo e classifica-lo

geometricamente.

Quadro 11 - Organizacdo Matematica desenvolvida pelos estudantes nas Tarefas 4 e 5

Estudantes Estudantes 3, 4, 6, 7,9, 10, 11, | Estudantes 1, 2, 5, 8, 12 ¢ 13
14 e 15 (nove estudantes) (Seis estudantes)
Técnicas tigs : Montagem do Sistema tma : Método da Adigdo
tms : Método da Substituicao tms : Montagem do Sistema
trL . Igualdade tcg : Construgdo Geométrica
tis . Interpretacdo Geométrica
do Sistemas
Elementos Orpc : Representacdo grafica no | Orec : Representagdo grafica no
Tecnologicos plano plano
Orus : Existéncia e unicidade da | Orus : Existéncia e unicidade da
solugao solugao
Oca @  Compatibilidade e |6ca :  Compatibilidade e
Independéncia Independéncia
Ou : Sistemas Homogéneos e | Ou: Sistemas Homogéneos e ndo
nao Homogéneos Homogéneos

Fonte: A autora, 2025

As tarefas T4 e Ts sdo semelhantes, pois abordam uma contextualizacdo e suas
subtarefas, onde o estudante precisard montar o sistema e resolvé-lo tanto de modo algébrico
como também geométrico, alguns estudantes seguiram o padrdo utilizado na tarefa 2. Os
estudantes 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 14 e 15 seguiram as seguintes técnicas: tigs : Montagem do

Sistema; tvs : Método da Substituicdo; trr . Igualdade e tigs : Interpretagdo Geométrica do
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Sistemas. Ja seis destes abordaram na resolugdo trés técnicas, sendo elas: tva : Método da

Adic¢do, tus: Montagem do Sistema e tcg: Construcdo Geométrica.

e Tg: Determine, graficamente através do GeoGebra e algebricamente, a solugdo do

sistema a seguir: a)

x+2y+z=5
3x—4y—z= =5
x—y+2z = -1

2x—y+2z=8
e b)ix+ 2y+4z=75
3x=3y—z =7

Quadro 12 - Organizacdo Matematica desenvolvida pelos estudantes na Tarefa 6

Orim : Escalonamento e Inversdo
de Matrizes:

Estudantes Estudantes 1, 5, 8, 10, 12 e 13 | Estudantes (2, 3, 7 e 15 ) Quatro
(Cinco estudantes) estudantes
Técnicas tms : Método da Substitui¢cao tma : Método da Adicao
trr : Escalonar Matriz tr. Isolamento
tr. Igualdade trL : Escalonar Matriz
tcg . Construgdo Geométrica tcg . Construgdo Geométrica
Elementos Os.: Propriedades dos Sistema | Os.: Propriedades dos Sistema
Tecnologicos Lineares Lineares
Orus: Existéncia e unicidade da | Oeus: Existéncia e unicidade da
solucdo solucdo
Ocr: Compatibilidade e | O Compatibilidade e
Independéncia Independéncia

Orim: Escalonamento e Inversdo
de Matrizes:

Fonte: A autora, 2025

Na tarefa seis, podemos notar que nem todos os estudantes conseguiram desenvolver a

resolucao algébrica da tarefa dos sistemas 3x3, apenas a geométrica. Os estudantes 1, 5, 8, 10,
12 e 13 abordaram as seguintes técnicas: tms: Método da Substitui¢do; trr : Escalonar Matriz; t;
. Igualdade e tcg: Construgcdo Geométrica. Ja quatro optaram por: tma : Método da Adigao; tr .
Isolamento; trr : Escalonar Matriz e tcg . Construgdo Geométrica. Os demais ndo conseguiram
resolver corretamente ou nem chegaram a tentar, visto que ja tinham uma ideia formada que
nao conseguiram desenvolver uma resolugdo necessaria.

Acima destacamos os tipos de tarefas, técnicas e as tecnologias que analisamos durante
as resolugdes apresentadas pelos estudantes na sequéncia didatica. Além das tarefas que foram
apresentadas, podemos evidenciar também as subtarefas. Segundo Chevallard (1999, p. 238)
“uma OD surge com a intengdo de colocar em pratica, ou de conduzir, uma OM. Assim, a
dindmica da OD faz com que exista uma articulacdo com os tipos de tarefas ou subtipos de
tarefas, técnicas, tecnologias e teorias.”

A OM tem como o principal objetivo a realidade matematica que esta sendo envolvida

em sala como no caso aqui exposto os sistemas de equacdes lineares. Segundo Almeida (2016,
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p. 288) “as organizacdes praxeologicas sdo constituidas de forma dialética entre "organizagao
matematica e organizacgdo didatica" e sdo expressas através de pares (OM, OD).”

E nesse contexto que Higueireas e Garcia (2011), ressalta que a partir do momento em
que surgem as OM derivando-se das tarefas, técnicas e tecnologias ¢ que surgem as OD, bem
como seus momentos didaticos em sala, assim as organizagcdes mantem entre si uma certa

dependéncia.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

A presente dissertagdo, buscou em sua esséncia responder as seguintes indagacdes:
“Quais as praxeologias utilizadas por estudantes do ensino médio durante a constru¢do da
passagem do campo algébrico para o geométrico de um sistema de equagao linear utilizando o
GeoGebra?” e “Como essa passagem na interpretacao geométrica utilizando o software pode
contribuir para que os estudantes tenham uma melhor compreensdo da razao de ser do contetido
de sistema linear, quando sua classifica¢do e composi¢ao?”.

Para isso delimitamos o nosso objetivo: Analisar a luz da Teoria Antropologica do
Didatico (TAD) as praxeologias utilizadas pelos alunos do ensino médio na passagem do campo
algébrico para o geométrico, no estudo de sistemas de equacdes lineares com a utilizagcdo do
software GeoGebra.

Buscando respostas para esses questionamentos realizamos primeiramente um
mapeamento de pesquisas seguindo a proposta elaborada por Cavalcanti (2015). Sendo assim
buscamos através de um mapeamento horizontal e vertical, trabalhos que relacionassem a
Teoria Antropologica do Didatico (TAD), com o GeoGebra e sistema de equagdes lineares,
verificando pesquisas que apontavam sobre a passagem do campo algébrico para o geométrico,
buscando averiguar as possiveis dificuldades apresentadas, para justificar a presente pesquisa.

Foi nesse quesito que verificamos através do mapeamento que sdo poucos os estudos
que utilizam a tematica sobre “TAD e GeoGebra”, “Sistemas de equacdes Lineares e
GeoGebra” ou "Sistemas de Equacdes Lineares e TAD.” Nenhum dos trabalhos encontros tem
sua vertente voltada ao ensino médio.

A partir desse mapeamento percebemos as dificuldades presentes na passagem do
campo algébrico para grafico e para amenizar tais dificuldades apresenta-se como possibilidade
o uso do software GeoGebra. E sobre essa perspectiva, que nosso trabalho versou sobre essa
tematica, propondo assim caminhos para melhorar a pratica dos alunos nesse quesito.

Mediante a isso, nossa pesquisa se torna pertinente, pois buscou a luz da TAD realizar
uma analise praxeoldgica das praticas desenvolvidas pelos estudantes do ensino médio na
utilizacdo do GeoGebra para realizarem a passagem do campo algébrico para o grafico do
conteudo Sistemas de Equagdes lineares, trabalhando com base nas dificuldades apresentadas,
para que ocorra uma validacdo do conhecimento, observando as organizagdes matematicas.

A TAD ¢ umas das teorias que auxiliam de maneira direta no ensino da matematica,
devido a seus elementos apresentarem aportes suficientes para o desenvolvimento de analises

no campo de um determinado saber. E nesse aspecto que Chevarllad (1999) ressalta que situa
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toda atividade matematica, dentro de um conjunto de atividade humanas e de instituigdes
sociais. E nesse aspecto que a TAD, estuda o homem frente o saber matematico e que relagio
ele terd com esse tipo de saber dentro da instituigao.

Ainda buscando compreender acerca de como o saber em jogo estava sendo apresentado
nas salas de aula, averiguamos a BNCC onde trata sobre o contetido de sistemas de equagdes
lineares, percebemos que esse documento refor¢a a necessidade de abordar aspectos que
possuem ligagdes entre si, como exemplo a formulagdes de ideias pelo proprio estudante que
pode compartilhd-las em sala de aula com seus demais colegas de turma através de
argumentacdes, tornando a escola um ambiente propicio a uma aprendizagem conjunta e
efetiva.

Existem diversos métodos algébricos que permitem a resolucdo de sistemas lineares.
No Ensino Fundamental por exemplo, se utiliza o método da substitui¢ao ¢ o método da adi¢ao
para resolver sistemas lineares de duas equacdes e com duas incdgnitas, ja no ensino médio
esses métodos sdo ampliados para resolver sistemas lineares com mais equagdes e incognitas.
Podemos ainda salientar que, cada equacdo presente no sistema linear, sendo este 2x2 possui
uma representacdo grafica pelos pontos de uma reta do plano, j4 o sistema linear 3x 3 ¢
representada pelos pontos de um plano do espago.

A fim de melhorar e diversificar cada vez mais o ensino, ressaltamos aqui a importancia
da utilizacdo de softwares como o GeoGebra. Segundo Abar e Almeida (2017), para o
funcionamento da atividade cognitiva requerida pela matematica, a representacdo semidtica &
uma condicdo essencial para a evolugdo do pensamento matematico. Com a utilizagdo do
GeoGebra, ¢ possivel desenvolver a capacidade de visualizacdo, pois favorece aos estudantes
uma melhor compreensdo dos assuntos revisados, além de apresentar varias fungdes
matematicas, geométricas e algébricas, além da criacdo de figuras espaciais com visualiza¢ao
em 3D.

Realizamos uma anélise do livro didatico para servir como norteamento na construgao
da sequéncia didatica, verificando o capitulo que se apresenta o contetido de sistemas de
equacdes lineares, identificando assim as praxeologias presentes na proposta deste contetido
em relagdo as tarefas, técnicas tecnologias e teorias, focando na organizagdo matematica.
Verificamos também a importancia de o livro propor em suas atividades tarefas que apresentem
a passagem do campo algébrico, para o geométrico.

Percebemos que o livro abordava praxeologias matematicas, referindo-se a realidade
matematica que pode ser apresentada em sala de aula, porém ainda sdo insuficientes em alguns

aspectos complementares no contetido de sistemas de equagdes lineares que sdo essenciais para
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uma melhor compreensdo dos estudantes. A exemplo disso, a representacdo grafica dos
sistemas que sdo pouco apresentados, tanto nas exemplificagdes como no quesito de tarefas.

Quando se trata da passagem da forma algébrica para a geométrica em via grafica, ¢
possivel identificar situa¢des sucintas que sdo especificas de sistemas lineares 2x2, os autores
ndo realizam as conversdes dos registros nem mesmo apresenta a preocupagdo em tal
possibilidade.

Desse modo, nos baseamos nesses quesitos para o desenvolvimento da nossa sequéncia
didatica. Nesta perspectiva, o local de estudo para a aplicacdo foi uma escola estadual no
municipio de Abaiara, no estado do Ceara, com alunos do 3°ano do ensino médio. Dividimos
em 6 momentos distribuidos em aulas, com duragdes de 50 minutos que aconteceram no
laboratdrio de informadtica da escola. Os elementos utilizados para a producao de dados foram
fotos e gravagdo de audios e videos, analise do livro didético e da sequéncia desenvolvida.

Para isso, analisamos as praxeologias desenvolvidas pelos estudantes de maneira
individual, bem como coletivamente. Além de observamos a complexidade crescente das
organizagdes matematicas, verificamos também quais conhecimentos novos (ou nao) foram
desenvolvidos durante o percurso da constru¢ao do saber do aluno.

Nos penultimos momentos de aplicagdo podemos notar que na maioria das vezes os
estudantes buscam reproduzir o que aprenderam pelo professor, para conseguir resolver sem
estabelecer uma relacdo entre a técnica e a sua tecnologia, porém no caso do sistema 3x3 eles
ainda ndo haviam estudado em sala de aula, porque este conteudo ¢ complexo e na maiorias das
vezes os docentes optam por ndo aplicarem, devido ndo ser um conteudo cobrado com
frequéncia nas avaliagdes externas, como por exemplo o ENEM, ja os sistemas 2x2 sdo
apresentados desde o ensino fundamental e perpassam para o médio.

Os estudantes desenvolveram uma maior pratica no que tange a passagem do campo
algébrico para o geométrico, ressaltando que o uso do GeoGebra facilita de maneira direta a
aprendizagem e a visualiza¢dao. Rossini (2006, P.26) destaca que o “como resolver a tarefa € o
motor gerador de uma praxeologia: € preciso ter (ou construir) uma técnica, que deve ser
justificada por uma tecnologia, a qual, no que lhe concerne, precisa ser justificada por uma
teoria.”

Eles conseguiram interpretar na pratica o que foi desenvolvido expondo sua relagdo com
a tarefa, através da manipulagdo do GeoGebra perceberam uma resolu¢do que ndo foi
desenvolvida na perspectiva da sua resolugdo algébrica. Notamos claramente a presencga das
OM que tiveram como o principal objetivo apresentar a realidade matematica que esta sendo

envolvida em sala, como no caso aqui exposto os sistemas de equacdes lineares. Segundo
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Almeida (2016, p288) “as organizacdes praxeoldgicas sdo constituidas de forma dialética entre
"organiza¢gdo matematica e organizagdo didatica" e sdo expressas através de pares (OM, OD).”

Os participantes do projeto tiveram a oportunidade de desenvolver novos
conhecimentos acerca do contetido de sistemas de equacdes lineares, além de apropriar-se das
tecnologias digitais, a exemplo o GeoGebra que ¢ um importante aliado na aprendizagem de
contetdos matematicos. Além disso, os resultados obtidos através dessa pesquisa poderdo servir
de apoio para a comunidade académica em trabalhos futuros.

Assim podemos afirmar que nosso objetivo geral do trabalho foi alcangado, pois
podemos analisar de fato através das praxeologias como foi realizada essa passagem do campo
algébrico para o geométrico pelos estudantes, e como as ferramentas digitais podem ser uma
grande aliada nesse processo de modo direto.

Diante do que aqui foi exposto, pretendem-se continuar com a pesquisa abrangendo
alguns conceitos mais amplos futuramente, pensando em um doutorado com a construgdo de
um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP) voltado para os professores, baseando-se nos

resultados dessa dissertacao.
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