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Resumo

Duas classes de sistemas que apresentam desordem e complexidade foram abordadas

nesta tese. Na primeira, no contexto da Mecânica Estat́ıstica de Equiĺıbrio, estuda-

mos os sistemas magnéticos desordenados frustrados conhecidos como vidros-de-spins

abordando dois problemas. No primeiro, investigamos a estrutura do estado fun-

damental do modelo de vidros-de-spins de Ising, definidos na rede hierárquica de

Migdal-Kadanoff através da análise da distribuição do link overlap de um conjunto

de pares de réplicas do sistema. Nestas redes o link overlap pode ser calculado através

de um método recursivo exato em função da temperatura. Os resultados mostram

uma forte concordância com o cenário descrito pela teoria de escala, mais conhecido

como droplet model quando uma distribuição de probabilidades cont́ınua (Gaussiana)

para os acoplamentos é considerada, porém com pequenas discrepâncias quando a

distribuição inicial de acoplamentos é discreta (Delta bimodal). No segundo pro-

blema, estudamos a existência de transições de fase no modelo de vidros-de-spins

com variáveis de Potts de q estados definido na rede de Migdal Kadanoff usando o

método do grupo de renormalização por decimação. Os resultados para q = 2 recu-

peram, como esperado, aqueles reportados na literatura para o modelo com variáveis

de Ising onde a transição de fase vidro-de-spins é observada para redes com dimensão

maiores que dl(2) ∼ 2, 5. Para os casos q > 2, o modelo apresenta uma transição de

fase para dimensão igual ou acima de certo valor dl(q). Nestes casos, abaixo de certa

temperatura cŕıtica, o fluxo das distribuições de probabilidades renormalizadas evolui

para um atrator estranho localizado em uma região com temperatura finita em um

espaço de parâmetros apropriado. As respectivas temperaturas cŕıticas para vários



valores de q e para várias dimensões d foram obtidas utilizando-se três distribuições de

probabilidades iniciais para os acoplamentos: a distribuição gaussiana, a distribuição

uniforme e a distribuição delta-bimodal, todas com média nula e variância unitária.

O valor da temperatura cŕıtica correspondente à distribuição de “ponto-fixo” também

foi estimado.

Na segunda classe de sistemas complexos, num contexto dinâmico e fora do

equiĺıbrio, consideramos um modelo tipo autômato celular para descrever a dinâmica

da propagação de incêndios florestais em ambientes heterogêneos, isto é, com po-

pulações de árvores com distintos graus de resistência à queima. Esse modelo ge-

neraliza o modelo de propagação de incêndios em florestas homogêneas, considerado

na literatura como um dos paradigmas para se investigar sistemas que apresentam

criticalidade auto-organizada. Uma análise de escala das distribuições do tamanho e

do tempo de duração das queimadas mostra que a presença de árvores com grau de

resistência acima de certo valor cŕıtico provoca uma quebra no comportamento cŕıtico

auto-organizado do sistema. Isto é, ao invés de evoluir para um estado estacionário

com queimadas sem escalas de tempo ou tamanho caracteŕısticos, o sistema evolui

para um estado estacionário com queimadas relativamente pequenas e com tempos

de duração bem caracteŕısticos. Observações realizadas mostram que o modelo hete-

rogêneo é mais apropriado para descrever incêndios reais.



Abstract

Two classes of systems exhibiting disorder and complexity are studied in this The-

sis. In the first one, concerning to equilibrium statistical mechanics, two models

for disorder frustrated magnetic systems such as spin glasses are considered: the

spin-glass Ising model (SGIM) and the Potts glass model (PGM) both defined on

Migdal-Kadanoff hierarchical lattices. The nature of the condensed phase of the

SGIM is investigated by means of the distribution of the link overlap between the

configurations of pairs of replicas, which by it turns are calculated as a function of

the temperature via an exact recursion procedure, which encompass the real space

renormalization decimation scheme. The results lead to strong evidences that the

condensed phase is well described within the scenario emerging from the scaling the-

ory (droplet model) for continuous (Gaussian) probability distribution of coupling

constants, whereas particular discrepancies are observed in the very low temperature

behavior as far as the discrete delta-bimodal probability distribution is concerned.

Regarding to the q-state Potts glass model the existence of phase transitions between

the disordered and a condensed phase is investigated studying the flow of the renor-

malized probability distribution of coupling constants in an appropriated parameter

space. A continuous transitions is found to be present in models with q ≥ 2 and

dimensions above certain dl(q). For q = 2 (Ising model) results previous reported in

the literature are recovered indicating a phase transition for systems with dimension

greater than dl(2) ∼ 2.5 with the flow evolving toward either to the infinite or to

the zero temperature fixed point distribution. However, for q ≥ 3 an indication of



phase transition is obtained as far as, below certain critical temperature, the renor-

malized flow evolves toward a strange attractor located at a finite temperature region

of the appropriated parameter space. The corresponding critical temperatures for

several values of q and dimensions d are estimated considering three distinct initial

probability distributions for the couplings, namely the Gaussian, the uniform and the

delta-bimodal ones, all with zero mean and unitary width. The critical temperature

corresponding to the unstable fixed point distribution, which actually governs the

transition are also estimated.

In the second class of complex systems the dynamical behavior of the far from

equilibrium forest fire model is studied using a cellular automata which contains states

corresponding to sites (trees) with two distinct degrees of resistance to burn. This

model generalizes the forest fire model with homogeneous population of trees, reported

in the literature as one of the paradigms to study systems presenting self-organized

criticality. A scaling analysis of the distributions of the size and the duration of the

fires is presented indicating the breakdown of the power law behavior observed in

the homogeneous model, as far as trees with resistance degree above certain critical

value are present in the forest. In the latter case instead to evolve to an stationary

state without characteristic size and time scale the fire becomes restricted to small

regions with characteristic size and concomitant time duration. When compared with

real data, however, the studied model seems to be more appropriated to describe real

events.
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4.1 Definição do Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.2 Modelo Simplificado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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e várias temperaturas. O decaimento em forma de lei de potência não

nos parece evidente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Departamento de F́ısica - UFPE



LISTA DE FIGURAS v

2.11 Dependência com a temperatura do expoente ω para o modelo com

distribuição bimodal dos acoplamentos, assumindo-se um comporta-

mento do tipo lei de potência para a largura da distribuição do “link

overlap”. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.12 Distribuição do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas

da desordem, em redes de tamanho L = 4 (2 hierarquias) e no estado

fundamental. Cada amostra é representada por uma cor diferente. . . 57

2.13 Distribuição do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas

da desordem, em redes de tamanho L = 128 (7 hierarquias), para a

distribuição bimodal dos acoplamentos e no estado fundamental. Cada
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Este gráfico foi retirado de [1], página 240. . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.8 Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R =
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Caṕıtulo 1

Introdução

A F́ısica de sistemas complexos e desordenados vem recebendo grande atenção

nas últimas décadas, em vista disso, duas classes de sistemas complexos e desordena-

dos, que despertam particular interesse, foram abordados nesta tese. A primeira, no

contexto termodinâmico, compreende os vidros-de-spins [2–4], a segunda, no contexto

dinâmico e muito longe do equiĺıbrio, a criticalidade auto-organizada. Vidros-de-spins

são sistemas magnéticos desordenados onde as interações entre os spins estão em con-

flito, esse conflito é causado por algum tipo de desordem na estrutura do material,

muitas vezes a existência de impurezas ou defeitos [5]. Os vidros-de-spins apresen-

tam um cenârio bastante controverso e, ainda hoje, extremamente complexo e pouco

compreendido [6]. A criticalidade auto-organizada, por seu lado, é um fenômeno

que, acredita-se, pode ocorrer em sistemas dinâmicos com muitos graus de liberdade.

Sistemas desse tipo aparentemente evoluem, de forma espontânea, para um estado

considerado cŕıtico, esse estado é identificado, em analogia com a Mecânica Estat́ıstica

de Equiĺıbrio, pela ausência de escalas caracteŕısticas, seja de tamanho ou de tempo.

1



1.1 Vidros-de-Spins 2

1.1 Vidros-de-Spins

Uma teoria para os vidros-de-spins [2, 3, 7] surgiu da necessidade de se ex-

plicar uma série de resultados experimentais até então existentes. Esses resultados

foram inicialmente obtidos a partir do estudo de certas ligas metálicas, formadas por

um metal magnético dilúıdo em um metal paramagnético. Os exemplos t́ıpicos des-

sas ligas são: CuMn [8], AuCo [9] e AuFe [10], que apresentam um novo tipo de

comportamento cooperativo em baixas temperaturas. Sabia-se que a interação entre

duas impurezas magnéticas em uma rede cristalina paramagnética, fora estudada por

Ruderman e Kittel [11], que mostraram, em 1954, que há um acoplamento indireto

entre os spins do metal magnético mediado pela interação hiperfina com os elétrons

da banda de condução. Em 1956, foi mostrado por Kasuya [12] que essa interação

hiperfina dos elétrons da banda de condução com os núcleos é de natureza magnética

(“exchange”). Em vista disso, a interação dos núcleos magnéticos com a polarização

dos elétrons de condução em ligas de CuMn pôde ser explicada por Yosida [8] em

1957. Esse tipo de interação, que ficou conhecida como interação RKKY, apresenta

um comportamento que decai segundo uma lei de potência, oscilando entre valores

negativos e positivos com a distância, R, entre os núcleos atômicos magnéticos,

J(R) = J0
cos (2kFR + φ0)

(kFR)3
, (1.1)

onde J0 e φ0 são constantes e kF é o módulo do vetor de onda de Fermi do metal

nobre puro.

A natureza oscilatória da interação RKKY, sua dependência com a distância

entre os momentos magnéticos e a aleatoriedade na posição desses momentos em uma

amostra dilúıda oferecem os dois ingredientes considerados fundamentais para o sur-
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1.1 Vidros-de-Spins 3

gimento da fase vidro-de-spins, quais sejam, a desordem, devido ao caráter aleatório

das interações, e a frustração, devido a possibilidade de ocorrerem interações competi-

tivas entre um dado momento magnético com dois outros. Um exemplo de frustração,

que ocorre em um modelo antiferromagnético, é ilustrado na figura 1.1.

?

−J

−J

−J

Figura 1.1: Caso t́ıpico de frustração num modelo antiferromagnético.

Inicialmente denominados materiais mictomagnéticos, essas ligas, como várias

outras, apresentam ind́ıcios de uma transição de fases sem nenhuma ordem magnética

de longo alcance aparente, no regime em que o metal magnético é muito dilúıdo.

Bancroft [9], estudando ligas de AuCo, e Cannella e Mydosh [10], estudando ligas

de AuFe, com baix́ıssimas concentrações (. 1%) de Fe, observaram um pico em

forma de cúspide na susceptibilidade magnética, efeitos de histerese e remanecência

dependente do tempo. A temperatura onde a susceptibilidade magnética apresenta

seu valor máximo ficou conhecida como temperatura de congelamento. O efeito da

remanecência motivou o nome vidros-de-spins, devido a Brian Colles, pela semelhança

com as fases v́ıtreas, onde o sistema não está em equiĺıbrio estável mas numa fase

meta-estável, que eventualmente relaxa para a condição de mais baixa energia, após
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1.1 Vidros-de-Spins 4

um tempo suficientemente grande. Até hoje, não se tem certeza se é isso o que ocorre

com um vidro-de-spins, ou se o sistema representa, de fato, um estado de equiĺıbrio

estável, contudo, o nome vidro-de-spins já se consagrou e é utilizados para sistemas

onde haja interações aleatórias e frustradas.

Com a observação de comportamentos semelhantes aos das ligas magnéticas em

materiais isolantes, como o EuxSr1−xS, percebeu-se que os vidros-de-spins são muito

mais universais e a busca por uma teoria geral era necessária. Em 1975, Edwards e

Anderson [7] propuseram um teoria geral dos vidros-de-spins, onde um par de spins

interage através de uma constante de troca aleatória e independente para cada par.

Seu protótipo foi um modelo com spins semi-clássicos e do tipo Heisenberg (vetoriais),

mas com acoplamentos, Jij, aleatórios e simetricamente distribuidos em torno de uma

média nula. Essa distribuição simétrica é fundamental, pois possibilita a ocorrência

de frustração. Dessa forma, o hamiltoniano para o modelo de Edwards-Anderson é

dado por,

H = −
∑

<ij>

Jij
~Si · ~Sj, (1.2)

que foi resolvido por eles pela aproximação do campo molecular. As interações

aleatórias consideradas obedeciam uma distribuição gaussiana de largura J ,

P (Jij) =
1√

2πJ2
exp

(−J2
ij

J2

)

.

Edwards e Anderson adotaram como parâmetro de ordem a grandeza:

qEA =< ~S
(1)
i · ~S(2)

i >t , (1.3)

onde o spin da posição i é observado em dois instantes de tempo, (1) e (2), dis-
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tintos e muito distantes um do outro, e < . . . >t representa uma média temporal.

Esse parâmetro de ordem estabelece que, se o spin da posição i possui uma dada ori-

entação, ~Si, no instante (1), então, na fase ordenada haverá uma grande probabilidade

dele estar nessa mesma posição no instante (2), logo teremos qEA 6= 0, contudo, na

fase de alta temperatura, o sistema é paramagnético e a orientação de todos os spins

é totalmente dominada pela agitação térmica, desse modo, qEA = 0. O parâmetro

de ordem de Edwards-Anderson leva em consideração o fato de que a fase ordenada

de um vidro-de-spins corresponde a um estado onde os spins estão “congelados” em

posições aleatórias, mas com magnetização global nula. Há, contudo, uma magne-

tização local não-nula, abaixo da temperatura de congelamento, donde origina-se o

comportamento da susceptibilidade e o efeito de histerese. O parâmetro de ordem de

Edwards-Anderson mede a quebra da simetria de reversão temporal do sistema.

Sherrington e Southern [13], no mesmo ano, também resolveram o modelo de

Edwards-Anderson pela aproximação do campo molecular. Nesse trabalho, Sherring-

ton e Southern estenderam o resultado de Edwards-Anderson para o caso em que o

valor médio das interação não é nula, onde é posśıvel obter um diagrama de fases mais

rico, com as fases ferro e antiferromagnéticas podendo prevalecer. Essa assimetria da

distribuição acrescenta ao modelo o efeito da concentração do material magnético na

amostra. De fato, quando a concentração do material magnético é muito grande,

suas propriedades magnéticas dominam e o composto apresenta ordem magnética de

longo alcance. Ambos os trabalhos foram capazes de reproduzir o comportamento

da susceptibilidade, contudo, uma descrição precisa dos vidros-de-spins ainda não

era posśıvel. Foram Sherrington e Kirkpatrick (SK) [14] que propuseram um novo

modelo, baseado no modelo de Edwards-Anderson, com interações de alcance infi-

nito e spins de Ising (|~S| = Sz ≡ σ = ±1). No modelo Sherrington-Kirkipatrick, as
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constantes de troca seguem uma distribuição gaussiana,

P (Jij) =
1√

2πJ2
exp

[−(Jij − J0)
2

2J2

]

, (1.4)

com média,

J0 =
J̃0

N
,

e desvio padrão,

J =
J̃

N
,

devidamente escalados. Sherrington e Kirkpatrick notaram que é necessário calcu-

lar o valor médio da energia livre, ao invés do valor médio da função de partição.

Isso porque, fazendo-se a média sobre a distribuição de acoplamentos diretamente na

função de partição somos levados a um problema onde as constantes de acoplamento,

Jij, são tratadas matematicamente da mesma forma que os spins σ, podendo entrar

em equiĺıbrio termico com estes à medida que a amostra é resfriada. Esses sistemas

são conhecidos como sistemas recozidos (“annealed”) e não conduzem às propriedades

esperadas para um vidro-de-spins. São os sistemas temperados (“quenched”) que pos-

suem interesse, onde a amostra é resfriada muito rapidamente quando preparada e os

acoplamentos adquirem valores aleatórios, porém fixos. Esse é um dos grandes para-

digmas dos sistemas com desordem. Se cada amostra experimental possui seu próprio

conjunto de acoplamentos, seria de se esperar que cada medida apresentasse um re-

sultado diferente, mesmo mantendo-se todas as condições termodinâmicas idênticas.

Esse é o caso para grandezas intensivas, contudo, podemos esperar que grandezas

extensivas sejam automediadas. Uma grandeza é automediada quando uma medição

dessa grandeza em uma amostra particular for igual à sua média em várias amostras.

Isso pode ser entendido da seguinte forma: imagine que uma amostra muito grande
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possa ser dividida em várias subamostras, uma medida de uma grandeza extensiva,

feita sobre a amostra grande será, na verdade, uma média sobre todas as subamostras.

Do ponto de vista teórico, uma média sobre várias amostras é obtido através

da média sobre todas as configurações da desordem. Portanto, visto que a função de

partição não é uma quantidade extensiva, mas a energia livre sim, a média correta a

se calcular é:

F = −kBT

∫ ∞

−∞
ln [Z({Jij})]

∏

ij

P (Jij)dJij. (1.5)

Como essa integral não pode ser calculada exatamente de forma geral, utilizou-se um

procedimento que ficou conhecido como método das réplicas. Este método se baseia

na seguinte identidade,

ln (x) = lim
n→0

xn − 1

n
, (1.6)

a qual, quando substitúıda na integral (1.5), permite seu cálculo para qualquer valor

inteiro n. Isto é equivalente a resolver um problema onde há n réplicas do sistema

com interação entre quatro ou mais spins. Sherrington e Kirkpatrick consideraram

todas as réplicas simétricas e que o resultado da integral com n inteiro poderia ser

estendido para valores reais, afim de se tomar o limite n→ 0 no final. Os resultados

obtidos dessa forma concordam com as medidas experimentais para a susceptibilidade,

porém, a entropia tende a um valor negativo quando T → 0, violando a 3a lei de

termodinâmica. Sherrington e Kirkpatrick sugeriram, contudo, que este resultado

incoerente seria decorrente da troca da ordem dos limites N → ∞ e n→ 0 no cálculo

da energia livre.

O problema da entropia negativa foi abordado cuidadosamente por de Almeida

e Thouless [15]. Eles mostraram que a solução de Sherrington-Kirkpatrick é instável

em baixas temperaturas e sugeriram que a natureza dessa instabilidade seria con-
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seqüência da simetria entre as réplicas adotada. A solução estável, com quebra de

simetria entre as réplicas, foi encontrada por Parisi [16–19] pouco tempo depois e um

novo parâmetro de ordem local introduzido, a matriz n× n,

Qαβ
i =< σα

i σ
β
i >, (1.7)

onde σα
i é o valor do spin do śıtio i na réplica α, tomada no limite quando n → 0 e

< . . . > representa uma média termodinâmica. Os elementos dessa matriz são nulos

na diagonal principal e os elementos fora dessa diagonal são não-nulos apenas na fase

ordenada. No formalismo de Sherrington-Kirkpatrick foi considerado erroneamente

que a grandeza,

Qαβ ≡ 1

N

N
∑

i=1

Qαβ
i , (1.8)

fosse o parâmetro de ordem de Edwards-Anderson, qEA, quando α 6= β, independen-

temente dos ı́ndices α e β. Na verdade, os valores de Qαβ não são simétricos em

relação à permutação dos ı́ndices. No formalismo de Parisi são necessários infinitos

parâmetros para parametrizar a matriz Qαβ o que é equivalente a definir uma função

q(x), onde x denota a posição na matriz, tal que:

Qαβ = q(x). (1.9)

A função q(x), ou simplesmente q, é conhecida como parâmetro de ordem de Parisi e

é uma função cont́ınua no intervalo [0, 1], ela mede o grau de superposição (“overlap”)

entre os dois posśıveis estados α e β, representados pelas duas réplicas consideradas.

A questão de como estender os resultados de Sherrington-Kirkpatrick a mo-

delos com interações de curto alcance e dimensão finita, contudo, gerou grande con-
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trovésia na área. Uma das abordagens propostas, que ficou conhecida como modelo

de gotas, foi idealizada por Fisher e Huse [20]. Motivado pelos resultados de Bray,

Moore [21] e McMillan [22], o modelo de gotas admite que as excitações de mais baixa

ordem do estado fundamental são pequenos aglomerados, definidos como “gotas”, de

spins invertidos de modo coerente. A principal suposição do modelo é que a densidade

de estados das excitações é uma função de escala do comprimento linear da gota,

ρ(L) ∝ L−θ, (1.10)

onde 0 < θ ≤ d−1
2

, sendo d a dimensão da rede e L o diâmetro da gota. A consequência

direta dessa suposição é a existência de apenas dois estados de mı́nima energia em

T = 0, simétricos por uma inversão global dos spins. Esse resultado é totalmente

contrário aos resultados obtidos a partir do modelo de Sherrington-Kirkpatrick.

Investigar, detalhadamente, modelos vidros-de-spins com interações de alcance

finito torna-se, portanto, de suma relevância, no sentido de elucidar todas essas

questões.

1.2 Modelo de Potts

O modelo de Potts com q estados [23–25] é uma simplificação do modelo planar.

Contudo, ele possui como casos particulares o modelo de percolação quando q = 1 [26],

o modelo de Ising quando q = 2 [27] e o modelo de Ashkin-Teller quando q = 4 [28].

No modelo planar, o spin é confinado ao plano e pode assumir q orientações igualmente

espaçadas, possuindo ângulos θn = 2πn
q

, com n = 1, 2, . . . , q−1 (figura 1.2), a interação

de troca entre o par < ij > é uma função do ângulo relativo entre os spins, θij, de
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q = 4

θ0 = 0θ0 = 0 θ0 = 0

θ1 = π θ1 = 2π/3

θ2 = 4π/3
θ3 = 3π/2

θ1 = π/2

θ2 = π

q = 2 q = 3

Figura 1.2: Configurações de spin no modelo planar com q = 2, 3 e 4.

modo que o hamiltoniano tem a forma:

H = −
∑

<ij>

J(θij), (1.11)

onde a soma é tomada sobre todos os pares de spins interagentes do sistema e a

função J é periódica de peŕıodo 2π. Esse modelo possui simetria Z(q) e é de grande

importância em teorias de “gauge” na rede.

Seguindo a orientação de Domb, Potts começa a estudar um caso particular

do modelo planar, cuja função J da equação (1.11) toma a forma:

J(θij) = −J cos (θij),

onde J é uma constante. Esse modelo ficou conhecido com modelo planar de Potts e

foi resolvido para os casos q = 2, 3 e 4, apenas na criticalidade. Não satisfeito, Potts
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propõe um novo modelo, com uma função:

J(θij) = Jδσi
σj
, (1.12)

onde σi = 1, 2, . . . , q é a variável de spin de Potts e

δσi
σj

=







1 , se σi = σj

0 , se σi 6= σj

é o δ de Kronecker. Potts foi capaz de obter o ponto cŕıtico desse modelo para todos

os valores de q. Quando J > 0 dizemos que o modelo é ferromagnético e quando

J < 0 dizemos que o modelo é antiferromagnético. Embora simples, o modelo de

Potts só foi resolvido fora da criticalidade em alguns casos particulares. No caso

q = 2 obtemos o modelo de Ising, cuja solução em uma dimensão é bem conhecida e,

em duas dimensões sem campo, foi resolvido por Onsager em 1943 [29, 30]. No caso

q = 3, na rede quadrada, quando J < 0 e no limite T → 0, obtemos o problema de

três cores. No caso q = 4, na rede triangular, também para J < 0 e T → 0, obtemos

o problema de quatro cores. Ou seja, obtemos o problema de se colorir os vértices

da rede com três ou quatro cores, respectivamente, sem que dois vértices conectados

possuam a mesma cor. De modo geral, a função de partição do modelo de Potts, em

um grafo generalizado, pode ser expressa como um polinomial dicromático [25, 31].

Na ausência da solução exata, o modelo de Potts foi estudado na aproximação

de campo médio. Foi mostrado que em duas dimensões o resultado de campo médio

é exato para o termo dominante da expansão para q muito grande, é de se esperar,

portanto, que haja um valor cŕıtico, qc(d), tal que, em d dimensões, a solução de

campo médio seja exata para q > qc(d). Porém, a existência de qc(d) implica na
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Figura 1.3: Diagrama de validade da solução de campo médio para o modelo de Potts.

existência de uma dimensão cŕıtica superior, dc(q), onde também prevalece a solução

de campo médio para d > dc(q). Esquematicamente teremos o diagrama representado

no figura 1.3, onde os pontos qc(4) = 2, qc(2) = 4 e qc(6) = 1 são, respectivamente, os

valores conhecidos para o modelo de Ising, para o modelo de Potts em duas dimensões

e para percolação. A solução de campo médio também prevê que há uma transição

de primeira ordem quando q > 2, sendo associado um calor latente:

L = T∆S

= γJ
(q − 2)2

2q(q − 1)
,

onde γ é uma constante definida no hamiltoniano de campo-médio.

1.3 Redes Hierárquicas

O interesse em redes hierárquicas surgiu da descoberta feita por Berker &

Ostlund e Bleher & Žalis [32, 33] de que o esquema do grupo de renormalização de
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Migdal-Kadanoff [34,35] aplicado exatamente à certas redes hieráquicas leva a resul-

tados equivalentes à aproximação feita em redes de Bravais. Isso conduz à uma nova

classe de modelos exatamente solúveis. Haja vista o fato de que modelos exatamente

solúveis sejam raros em f́ısica estat́ıstica [36] e de que esses modelos trazem uma

grande compreensão fenomenológica, o estudo das redes hierárquicas se justifica.

De acordo com Griffiths e Kaufman [37], uma rede hierárquica é o resultado de

um processo iterativo que consiste em agrupar certos elementos geométricos, denomi-

nados unidades primitivas, um certo número de vezes, seguindo uma regra topológica

e geométrica bem definida. As unidades primitivas, que podem ser de qualquer na-

tureza, devem ser agrupadas convenientemente para formar a unidade de ordem 1,

denominada célula fundamental ou gerador da rede; dáı, essas unidades de ordem 1

são agrupadas, colapsando-se alguns de seus vértices, seguindo a mesma regra, para

formar a unidade de ordem 2 e assim sucessivamente, até que tenhamos constrúıdo

uma unidade de ordem n, que será a n-ésima hierarquia da rede. Vejamos o exemplo

dado na figura 1.4, onde mostramos os dois primeiros passos da formação da rede

diamante, também conhecida como rede de Migdal-Kadanoff.

Nesse exemplo, tomamos como unidades primitivas segmentos como aqueles

mostrados na figura 1.4(a). No primeiro passo agrupamos quatro unidades primitivas

para gerar a célula fundamental da figura 1.4(b). Depois, quatro células fundamentais

são agrupadas para gerar a unidade de ordem dois, como mostrado na figura 1.4(c).

Note que apenas os dois vétices mais externos (ćırculos vazados) são utilizados no

processo de aglutinação. Repetindo-se esse processo n vezes obtemos uma unidade de

ordem n arbitrária. Outros elementos podem ser adotados como unidades primitivas

para formar outras classes de redes hierárquicas, como pode ser visto na figura 1.5

Nesse caso, os elementos primitivos são triângulos equiláteros (figura 1.5(a)). Seis
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(a) (b) Formação do gerador da rede dia-
mante.

(c) Formação da segunda hierarquia

Figura 1.4: Exemplo da formação da rede diamante.

deles são utilizados no processo para gerar a célula fundamental (figura 1.5(b)), que

possui duas folhas num arranjo tridimensional.

Podemos acrescentar ligações extras às unidades geradas a cada hierarquia. Es-

sas ligações não fazem parte do processo de iteração e podem representar interações

diferentes daquelas das unidades iteráveis. Alguns exemplos são mostrados na fi-

gura 1.6. As unidades iteráveis são representadas por linhas cheias, enquanto as

ligações não-iteráveis são representadas pelas linhas tracejadas.

1.3.1 Topologia das Redes Hierárquicas

Uma rede hierárquica com n hierarquias forma um grafo. Seus vértices podem

ser classificados da seguinte maneira:

Vértices ligados são aqueles que também são vértices de alguma sub-unidade de

ordem menor que n;
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Figura 1.5: Rede Sierpiński gasket multifolhada.

Vértices livres são aqueles que não são ligados, ou seja, eles não são vértices de

nenhuma sub-unidade de ordem inferior a n, mas foram adicionados à rede no

processo de iteração através de ligações não-iteráveis;

Vértices externos são aqueles, livres ou ligados, que serão colapsados no processo de

formação da hierarquia n + 1, são representados pelas circunferências vazadas

em todos os exemplos; e

Vértices internos são aqueles que não são externos, ou seja, fazem parte da estrutura

fina da rede e não tomam parte do processo de agregação para gerar a próxima

hierarquia da rede, são representados pelos ćırculos cheios dos exemplos.

A figura 1.7 apresenta exemplos de cada uma das classes de vértices citados. As sub-

unidades iteráveis da rede também podem ser classificadas como sendo externas ou

internas. São externas quando qualquer um de seus vértices for um vértice externo

da rede toda, e são internas em caso contrário.
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Figura 1.6: Exemplo de ligações não iteráveis em redes hieráquicas.

Uma rede hierárquica pode ser gerada por processos de iteração completamente

arbitrários. Contudo, estamos particularmente interessados em redes que sejam auto-

similares e uniformes. Uma rede hierárquica é auto-similar quando, no processo de

iteração, são sempre agrupados o mesmo número B de sub-unidades para formar

a unidade de ordem imediatamente superior. Esse número é chamado número de

agregação e também é definido para redes não auto-similares, sendo contudo, nesse

caso, dependente da hierarquia da rede em cada passo. Ligações não-iteráveis não são

contabilizadas no cálculo de B. No caso da rede diamante apresentada na figura 1.4,

vemos que B = 4, no caso da rede Sierpiński “gasket” multifolhada (figura 1.5) B = 6

e nos casos das redes da figura 1.6 temos B = 4 e B = 2, respectivamente. Uma rede

é dita uniforme quando as unidades agrupadas a cada passo do processo iterativo são

idênticas. Todos os exemplos mostrados até agora são de redes uniformes e auto-
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Unidade Iterável

Unidade não−iterável

Sítio Externo Ligado

Sítio Interno Ligado

Sítio Externo Livre

Sítio Externo Ligado

Sítio Externo Ligado

Sítio Interno Ligado

Figura 1.7: Exemplos das diversas classes de vértices de uma rede hierárquica.

similares. Um exemplo de rede não-uniforme é mostrado na figura 1.8, onde há dois

elementos distintos sendo iterados.

Podemos, agora, definir distância, dimensão e conectividade em redes hierár-

quicas [38]. Definimos a distância entre dois vértices quaisquer da rede como o número

de ligações existentes sobre o menor caminho entre eles. O fator de escala b que é

usado no processo de renormalização da rede é, portanto, a distância entre os vértices

externos do gerador da rede. Se definirmos q como o número mı́nimo de ligações

que precisamos cortar para isolar um vértice externo do gerador (corte mı́nimo), a

definição da dimensão D e da conectividade Q serão dadas, respectivamente, por:

D =
log(B)

log(b)
(1.13a)
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Figura 1.8: Exemplo de Rede Não Uniforme.

e

Q =
log(q)

log(b)
. (1.13b)

1.3.2 Modelos de Spin em Redes Hierárquicas

Um dos primeiros estudos sistemáticos sobre modelos de spins em redes frac-

tais foi realizado por Gefen et ali [39], utilizando vários fractais conhecidos. Eles

mostraram que só seria posśıvel obter temperaturas cŕıticas não nulas, numa dessas

redes, se um certo parâmetro, definido por eles como ramificação, fosse infinito.

Entretanto suas redes não são hierárquicas no sentido definido aqui. Note que,

por exemplo, ao formarmos a rede Sierpiński “gasket” padrão (figura 1.9), nem todos

os vértices dos triângulos são colapsados para formar a próxima hierarquia, portanto

não há como definir quais vértices são internos ou externos.
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Figura 1.9: Rede Sierpiński “gasket” padrão

Motivados pela descoberta de que as equações de renormalização de Migdal-

Kadanoff eram exatas na famı́lia de redes hierárquicas conhecidas como redes dia-

mante, vários pesquisadores começaram a estudar modelos de spins em redes hierár-

quicas, não mais como aproximações, mas sim como modelos exatos e de interesse

próprio [40–43].

Um modelo de spins sobre uma rede hierárquica pode ser definido associando-

se a cada śıtio i da rede uma variável de spin σi e a cada unidade primitiva um

hamiltoniano reduzido, H (0)({σ}, {µ}), (H ≡ −βH) onde {σ} denota o conjunto de

todas as variáveis de spin associadas a śıtios internos, {µ} denota o conjunto de todas

as variáveis de spin associadas a śıtios externos, β ≡ 1
kBT

, T é a temperatura absoluta

e kB é a constante de Boltzmann. A função H (0) estabelece o modelo. Por exemplo,

para o modelo de Ising:

H(0) = K
(0)
ij σiσj, (1.14)

onde Kij é a energia de interação reduzida (βJij) entre as variáveis de spin σi e σj

associadas, respectivamente, aos śıtios i e j conectados por uma ligação.

Para uma rede com n hierarquias o hamiltoniano será a soma de todas as con-

tribuições das unidades primitivas que formam a rede mais um termo representando

ligações não-iteráveis, ou seja:
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H(n) ({σ}, {µ}) =
∑

α

H(0)({τ}α) + Ĥ(n), (1.15)

onde {τ}α denota o conjunto de todas as variáveis de spin associadas à unidade

primitiva denominada α e Ĥ(n) é a energia associada a ligações não-iteráveis.

Dado o hamiltoniano em (1.15), definimos a função de partição Restrita do sis-

tema, Zn({µ}), como o traço de exp (H (n)) sobre todas as variáveis de spin associadas

a śıtios internos da rede. Desse modo a função de partição será dada por:

Zn =
∑

{µ}
Zn({µ}) ≡ exp(Bnfn), (1.16)

onde definimos a energia livre adimensional por unidade primitiva fn.

O processo de renormalização consiste em encontrar o hamiltoniano efetivo,

Hn({µ}), entre o conjunto de variáveis de spin associadas aos śıtios externos {µ}, tal

que:

Zn({µ}) ≡ exp [Hn({µ}) + Cn] , (1.17)

onde a constante Cn fixa o referencial de energia e pode ser escolhida de modo que
∑

{µ}Hn({µ}) = 0.

A função de partição restrita de uma rede hierárquica de ordem n pode ser

escrita em termos das funções de partição restritas das B sub-unidades de ordem n−1

que são agregadas durante o processo de formação, ou seja:

Zn({µ}) =
∑

{σ}
Yn({σ}, {{µ}α})

B
∏

α=1

Zn−1({µ}α), (1.18)

onde {µ}α denota o conjunto das variáveis de spin associadas aos śıtios externos
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da sub-unidade α de ordem n − 1 e {{µ}α} a união de todos os conjutos {µ}α.

A função Yn({σ}, {{µ}α}) contém informações sobre o acréscimo de interações não-

iteráveis e sobre a geometria da rede, levando em conta o fato de que, no processo

de agregação das sub-unidades de ordem n − 1, seus śıtios externos são colapsados.

Por exemplo, na rede diamante, como não há ligações não-iteráveis, a função Yn será

um produto de deltas de Kronecker. A função de partição restrita correspondente

à primeira hierarquia será o produto das quatro funções de partição restritas das

unidades primitivas, devidamente ajustadas a geometria da rede. Ou seja:

Z1(µ1, µ2) =
∑

{σ}
Y1({σ}, {{µ}α})

B
∏

α=1

Z0({µ}α)

=
∑

Y1Z0(µ1, σ1)Z0(µ
′
1, σ2)Z0(µ2, σ

′
1)Z0(µ

′
2, σ

′
2)

=
∑

σ1,σ2

Z0(µ1, σ1)Z0(µ1, σ2)Z0(µ2, σ1)Z0(µ2, σ2).

Vê-se então que:

Y1({σ}, {{µ}α}) = δµ′

1

µ1
δσ′

1

σ1
δσ′

2

σ2
δµ′

2

µ2
.

Podemos reescrever a equação (1.18) usando a definição do hamiltoniano efe-

tivo (1.17), obtendo:

exp [Hn({µ}) + ψn] =
∑

{σ}
Yn({σ}, {{µ}α}) exp

[

B
∑

α=1

Hn−1({µ}α)

]

, (1.19)
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onde a constante ψn é definida como:

ψn ≡







Cn −BCn−1, se n > 0;

C0, se n = 0.

Combinando (1.16) e (1.17), tira-se que, no limite termodinâmico, a energia

livre será dada por:

f ≡ lim
n→∞

fn (1.20a)

onde,

fn ≡
n

∑

m=0

B−mψm, (1.20b)

desde que

lim
n→∞

B−n ln





∑

{µ}
exp[Hn({µ})]



 = 0,

o limite (1.20a) exista e a série (1.20b) convirja.

As condições para que modelos de spin em redes hierárquicas possuam energia

livre (1.20) bem determinada foram estabelecidas por Griffiths e Kaufman [37] através

de dois teoremas cujo enunciado está a seguir, mas cuja demostração não apresenta-

remos. De modo geral, estas condições estabelecem limites para o hamiltoniano H (0)

das unidades primitivas e para a função Yn. São eles:

Teorema I. O limite em (1.20a) existe e é finito se:

• H (0) for uma função real e finita;

• 0 ≤ Yn <∞;

• Para todo n houver, pelo menos, um valor de Yn maior que zero;
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• A série
∑∞

n=1B
−n max[ln(Yn)] convergir;

• Dentre todos os valores de Yn 6= 0, a série
∑∞

n=1B
−n min[ln(Yn)] convergir.

Teorema II. A série em (1.20b) converge e é igual ao limite em (1.20a) se

dadas condições do teorema I também existir um valor finito l tal que, para todo

n ≥ l haja, pelo menos, uma sub-unidade de ordem n − l onde Y
(l)
n (a função Yn da

l-ésima iteração de (1.18)) seja maior que zero.

Nessas condições pode-se garantir que as propriedades termodinâmicas serão

fisicamente aceitáveis, ou seja, possuem propriedades de convexidade apropriadas,

capacidade térmica positiva, etc.

Embora bem determinado termodinamicamente, alguns modelos apresentam

peculiaridades inesperadas: modelos com interações competitivas podem levar a ce-

nários caóticos [40] ou ao surgimento de uma fase vidro-de-spins sem ligações alea-

tórias [41]; evidências de divergência na susceptibilidade em altas temperaturas para

o esquema de Migdal-Kadanoff foram encontradas em [42] e seu comportamento

assintótico foi obtido em [44], embora, para o esquema de aglomerados finitos de

Niemeijer-van Leeuwen [45] o comportamento da susceptibilidade volte a ser finito

acima de Tc, retomando seu comportamento f́ısico [46]; evidências de multifractali-

dade [47] no parâmetro de ordem local [48–51]; etc. Outros sistemas, por outro lado,

apresentam caracteŕısticas raras, tais como linhas de pontos cŕıticos no espaço de

parâmetros com expoentes cŕıticos variando continuamente [52]. Uma caracteŕıstica

interessante é uma aparente quebra de universalidade, no sentido de que para modelos

com a mesma simetria do parâmetro de ordem, mesma dimensão fractal e interações

de mesmo alcance o comportamento cŕıtico varia nas diversas redes [38, 53].
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1.3.3 As Redes do Tipo Diamante

A famı́lia de redes hierárquicas que estamos interessados aqui contém como

caso particular a rede conhecida como rede diamante. Essa é uma rede uniforme

e auto-similar, tal como definido anteriormente, e seu gerador é mostrada na fi-

gura 1.4(b). Acompanhando o processo de iteração mostrado na figura 1.4, como

já foi descrito anteriormente, podemos identificar o número de agregação da rede

como sendo B = 4, o fator de escala b = 2 e o corte mı́nimo q = 2. Fica claro,

portanto, que a rede diamante possui dimensão:

D =
log 4

log 2
= 2

e conectividade:

Q =
log 2

log 2
= 1.

É posśıvel generalizar a rede diamante numa famı́lia de redes, assumindo que

o gerador da figura 1.4(b) possua p conexões ligando os vértices externos, cada qual

com l ligações. No caso da figura 1.4(b) tinhamos p = l = 2.

Em nosso estudo utilizamos uma famı́lia de redes do tipo diamante com p

conexões e 2 ligações por conexão, conforme ilustra a figura 1.10. Nessa famı́lia de

redes a dimensão e a conectividade são dadas em função do parâmetro p:

Dp =
log (2p)

log 2
, (1.21a)

Qp =
log p

log 2
. (1.21b)

Vale notar, também, que o número total de śıtios, Np(n), e de ligações, N
(p)
l (n), dessa
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p1 2 3

Figura 1.10: Rede diamante com p conexões.

famı́lia de redes, com p conexões, em uma dada hierarquia, n, é dado por:

Np(n) = 2 + 2p

[

(2p)n − 1

2p− 1

]

(1.22a)

e

N
(p)
l (n) = (2p)n. (1.22b)

1.4 Criticalidade Auto-Organizada

A criticalidade auto-organizada foi inicialmente proposta e estudada por Bak

e colaboradores [54, 55]. Eles pretendiam, com esse novo conceito, explicar alguns

fenômenos já bem conhecidos, tais como a grande ocorrêcia de estruturas fractais na

natureza [56] e o rúıdo “1/f” em sólidos [57].

O fato de que a natureza não pode ser descrita por esferas, linhas, planos

ou quaisquer outros objetos da geometria euclideana exige uma atenção especial dos

F́ısicos, haja vista seu principal objetivo é compreender o universo. Mandelbrot, em
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seu livro histórico [56], estabeleceu uma nova forma de ver o mundo, a natureza é,

na verdade, fractal [56, 58]. Sabemos muito bem da teoria das transições de fases e

fenômenos cŕıticos no contexto da mecânica estat́ıstica de equiĺıbrio [59, 60] que um

sistema no ponto cŕıtico não possui qualquer escala caracteŕıstica de comprimento,

contudo, isso só acontece se um conjunto muito particular de parâmetros, tais como

temperatura, pressão ou campo magnético, forem corretamente ajustado. Embora a

mecânica estat́ıstica padrão seja poderosa para a solução de problemas envolvendo

sistemas no equiĺıbrio, a natureza não está em equiĺıbrio e não podemos controlar seus

parâmetros para conduźı-la à qualquer ponto cŕıtico. Então, de onde vêm a grande

abundância de estruturas fractais observadas na natureza?

Em 1987, Bak, Tang e Wiesenfeld [54,55] propuseram que um fenômeno auto-

organizado poderia conduzir sistemas dinâmicos com um grande número de graus de

liberdade a um ponto cŕıtico sem nenhum ajuste fino de qualquer parâmetro. Esse

fenômeno foi chamado criticalidade auto-organizada e deste então uma grande quan-

tidade de trabalho foi realizado nesse tema. A principal motivação para Bak, Tang

e Wiesenfeld foi a de que a criticalidade auto-organizada pudesse explicar problemas

clássicos do mundo f́ısico, tais como o comportamento do tipo lei de potência (f−β)

do espectro de potência, conhecido como rúıdo “1/f”, em uma grande quantidade

de sistemas [57, 61], o fenômeno da turbulência e a estrutura fractal auto-similar da

natureza anteriormente observada por Mandelbrot [56].

Para fixar idéias foi proposto um modelo para a construção de uma pilha

de areia [54, 55], em analogia com um conjunto de pêndulos de torção acoplados.

Esse modelo, chamado modelo pilha-de-areia, busca reproduzir as avalanches pro-

duzidas pela adição periódica de grãos de areia à pilha. Os resultados obtidos por

Bak e colaboradores a partir de simulações numéricas em duas e três dimensões e
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em redes pequenas mostraram comportamento de escala tanto na distribuição de ta-

manhos como na distribuição de durações das avalanches. Eles argumentaram que

um comportamento na forma de lei de potência para a distribuição de durações das

avalanches conduziria diretamente a um espectro de potência compat́ıvel o rúıdo

1/f . Procurando aperfeiçoar os conceitos e incluir uma explicação para turbulência,

Bak, Chen e Tang propuseram um novo modelo, agora para incêndios florestais [62].

Nesse modelo, árvores crescem a uma taxa p e incêndios se espalham pela floresta

seguindo regras determińısticas. Contudo, o modelo não apresenta criticalidade auto-

organizada [63], possuindo um comportamento determińıstico e não-trivial. De fato,

ele apresentanda padrões globais de incêndios em forma espiral, cujas frentes de onda

estão em uma escala de comprimento bem definida (1/p) no limite p → 0. Dros-

sel e Schwabl [64] introduziram uma nova regra ao modelo de Bak, Chen e Tang, a

taxa de “queda de raios” (f). Esse novo modelo foi estudado através de simulações

de Monte-Carlo e um comportamento do tipo lei de potência para as distribuições

de tamanho e duração de incêndios teria, aparentemente, sido encontrado no limite

em que f/p → 0 [64, 65] e os expoentes relacionados a essas leis de potências esti-

mados [66]. Contudo, apesar de não discordar da existência de um comportamento

cŕıtico, Grassberger propõe que o comportamento em forma de leis de potência pre-

cisaria ser corrigido pois as simulações realizadas estariam longe da criticalidade [67].

Tentativas de estimar correções aos expoentes foram realizadas utilizando um método

de análise de momentos [68]. Mais recentemente, foi especulado que o comportamento

at́ıpico observado nas leis de potência do modelo poderia ser explicado assumindo-se a

existência de duas escalas distintas [69,70]. Contudo, simulações realizadas em redes

muito grandes e valores de f/p muito pequenos sugerem que as leis de potência até

então observadas seriam espúrias e que uma prova concreta de um comportamento
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cŕıtico auto-organizado no modelo Drossel-Schwabl continua em aberto [71, 72].

1.5 Objetivos e Organização desta Tese

O objetivo principal desta tese é estudar alguns sistemas complexos encon-

trados na F́ısica Estat́ıstica, entre eles os vidros-de-spins, no contexto da F́ısica Es-

tat́ıstica de Equiĺıbrio e o modelo para incêndios florestais, um automato celular

desenvolvido para esclarecer a ocorrência dos fenômenos discutidos na seção 1.4. Ela

está organizada da seguinte forma:

No caṕıtulo 2 analisaremos a estrutura do estado fundamental dos vidros-de-

spins de Ising na rede diamante com p conexões através do estudo da distribuição

do “link-overlap” entre duas réplicas independentes, utilizando uma metodologia re-

cursiva e exata para calcular o valor local das correlações de pares de spins em cada

réplica. Nosso objetivo é mostrar que, de fato, a distribuição do “link-overlap” é

compat́ıvel com a descrição do modelo de “gotas”, como é esperado que ocorra na

rede diamante, e verificar se seu comportamento pode ser relacionado com aquele

observado em simulações monte-carlo em redes regulares.

No caṕıtulo 3, estudaremos o modelo de Potts com q estados e interações

aleatórias e competitivas na rede diamante d-dimensional. Nosso objetivo é mostrar

a existência ou não de uma transição de fases para vários valores de q e d, estimar

a temperatura cŕıtica dessa transição e construir os diagramas de fluxo para o grupo

de renormalização de Migdal-Kadanoff para cada caso.

No caṕıtulo 4, estudaremos um modelo autômato celular para incêndios flores-

tais com árvores resistentes. Tratando-se de um modelo complexo e fora do equiĺıbrio,

nosso objetivo é mostrar como se comporta a criticalidade auto-organizada encon-
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trada no modelo Drossel-Schwabl com a introdução de árvores com resistência deter-

mińıstica e verificar se há casos onde o comportamento de escala persiste, estimando

os expoentes que governam esse comportamento.

Finalmente, no caṕıtulo 5, fecharemos nosso trabalho apresentando algumas

conclusões e apontando algumas perspectivas de continuidade, enfocando os proble-

mas que permanecem em aberto.
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Caṕıtulo 2

Estrutura dos Vidros-de-Spins de

Ising na Rede Diamante

Apesar dos quase trinta anos da formulação do modelo de Edwards-Anderson

[7] e da solução de Sherrington-Kirkpatrick [14], os vidros-de-spins continuam sendo

um grande mistério [6]. A própria existência de uma fase termodinâmica em bai-

xas temperaturas continua uma questão em aberto. Admitindo sua existência, a

configuração da fase vidro-de-spins é caracterizada pela desordem magnética com

frustração nos acoplamentos que não podem ser minimizados simultaneamente. A

presença de frustração e desordem pode induzir uma grande quantidade de esta-

dos termodinâmicos em baixas temperaturas, que não se relacionam por nenhuma

tranformação de simetria trivial. O parâmetro de ordem de Parisi, definido pelas

equações (1.7), (1.8) e (1.9) e normalmente conhecido com “overlap” de Parisi, é um

dos parâmetros apropriados para descrever a estrutura desses estados e a forma como

eles se relacionam. Ele foi bastante utilizado para determinar o número de estados

nos vidros-de-spins em sistemas com dimensão finita [73, 74]. A distribuição PJ(q),
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para o parâmetro de ordem de Parisi mede a probabilidade do valor do “overlap” estar

entre q e q + dq e é conhecida como distribuição de “overlap” de Parisi. Contudo,

outro parâmetro, conhecido como “link overlap” [75–77] parece ser mais apropriado

para se verificar as diferenças básicas entre os dois principais cenários existentes: o

cenário de Parisi e o cenário de gotas. A distribuição P
(L)
J (qL), para o “link overlap”,

referido em [78] como “energy overlap”, surge como um parâmetro mais confiável

que a distribuição PJ(q), pois ela não é senśıvel à presença de paredes de domı́nio,

o que pode induzir um comportamento não-trivial em PJ(q) e, conseqüentemente, a

interpretação de uma quebra de simetria entre réplicas.

A vantagem do “link overlap” sobre o “overlap” está em suas propriedades

de simetria com respeito a inversão de spins. Para o “overlap” de Parisi, uma in-

versão global dos spins de apenas uma das réplicas inverte seu sinal, enquanto o “link

overlap” permanece invariante. Essa propriedade é interessante, pois torna o “link

overlap” insenśıvel à fases relacionadas simplesmente por uma inversão de spins. Ou-

tra diferença está no fato de que a inversão de uma aglomerado finito de spins altera

o valor do “overlap” em uma quantidade proporcional ao volume desse aglomerado,

enquanto o “link overlap” sofre uma variação proporcional à área da superf́ıcie de

contorno do aglomerado, ou seja, uma grandeza proporcional ao número de ligações

invertidas ou à diferença de energia entre as duas configurações.

Neste caṕıtulo, estudaremos a distribuição dos valores do “link overlap” na

rede hierárquica diamante (figura 1.10) em três dimensões (p = 4), utilizando uma

técnica onde as correlações de pares de spins em cada réplica são calculadas exa-

tamente através de um método recursivo proposto por Morgado, Coutinho e Cu-

rado [48, 49].
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2.1 Previsões de Campo Médio

A solução exata do modelo de Sherrington-Kirkpatrick é reconhecida como a

aproximação de Campo Médio para o modelo de Edwards-Anderson com spins de

Ising. Essa solução mostra uma fase vidro-de-spins onde há quebra de simetria entre

réplicas e uma infinidade de estados termodinâmicos não-relacionados por qualquer

transformação de simetria. Isso representa uma quebra não-trivial da ergodicidade,

onde, no estado fundamental, várias regiões do espaço de fases estão separadas por

barreiras infinitas e intranspońıveis de energia. A existência de um número infini-

tamente grande de estados termodinâmicos distintos pode conduzir a um número

igualmente grande de valores para o parâmetro de ordem de Parisi (“overlap”), q,

ou para o “link overlap”, qL, portanto, é interessante obtermos a distribuição desses

valores para uma dada configuração da desordem (um conjunto fixo de acoplamentos,

{Jij}) e uma dada temperatura, T .

De acordo com o cenário de Parisi, que defende a continuidade dos resultados

qualitativos da solução de campo médio para sistemas com dimensão finita e com

interações de curto-alcance, tanto o “overlap” como o “link overlap” deverão possuir

uma estrutura não-trivial, refletindo a presença dos múltiplos estados. Além disso, as

distribuições dessas grandezas não seriam automediadas, variando sensivelmente de

amostra para amostra. No caso da distribuição PJ(q), tomada sua média sobre todas

as configurações da desordem,

P (q) = [PJ(q)]J , (2.1)

onde [· · · ]J representa o valor médio da grandeza através da distribuição de acopla-

mentos P (Jij), deveremos encontrar dois picos do tipo δ de Dirac nos valores ±qEA,
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o parâmetro de ordem de Edwards-Anderson (equação (1.3)), e um espectro cont́ınuo

entre esses valores, possuindo um patamar finito em q ∼ 0 [6]. No caso da distribuição

do “link overlap” também é esperado um comportamento não-trivial para a média

configuracional da distribuição P
(L)
J (qL),

P (L)(qL) =
[

P
(L)
J (qL)

]

J
, (2.2)

que possui uma forma assimétrica, com uma largura não-nula. Além disso, há uma

forte variação de amostra para amostra na distribuição P
(L)
J (qL) [75]. Foi conjecturado

por Drossel, Bokil, Moore e Bray [75] que o comportamento não-trivial da distribuição

do “link overlap” encontrado em simulações de Monte Carlo [78, 79] era devido a

efeitos de tamanho finito e de proximidade do ponto cŕıtico.

2.2 Previsões do Modelo de Gotas

O modelo de gotas baseia-se numa hipótese fenomenológica fundamentada nos

trabalhos de McMillan [22] e Bray e Moore [21] sobre Grupo de Renormalização com

Parede de Domı́nio. Como fora discutido na seção 1.1, pequenos aglomerados de

spins revertidos, denominados gotas, são as excitações elementares acima do estado

fundamental. A energia de cada uma dessas gotas obedece uma lei de potência com

o comprimento linear L da gota. Essa hipótese leva a previsões extremamente con-

traditórias àquelas do modelo de campo médio.

De acordo com a hipótese de escala apenas dois estados puros são esperados

na região abaixo da temperatura cŕıtica [20, 80], relacionados por uma simetria de

inversão de spins, tal como ocorre em um sistema homogêneo como o modelo de Ising

ferromagnético puro. Dessa forma, a energia livre possui apenas dois mı́nimos globais,
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não se descartando a possibilidade de uma infinidade de mı́nimos locais, resultando

em fases meta-estáveis. Não há quebra de simetria entre réplicas, nem há linha

de Almeida-Thouless, conseqüentemente, a presença de qualquer campo magnético

elimina a transição de fase.

Num cenário sem quebra de simetria entre réplicas todas as grandezas são

automediadas e, portanto, espera-se que as distribuições do “overlap”, P (q) (equa-

ção (2.1)) e do “link overlap” (equação (2.2)) apresentem comportamento trivial. Ou

seja, um par de deltas em ±qEA para P (q) e uma delta em qL(T ) para P (L)(qL). Con-

tudo, o comportamento trivial de P (q) em um sistema com dois estados relacionados

por inversão de spins foi questionado [81], pois a presença de paredes de domı́nio pode

introduzir um comportamento não-trivial.

2.3 Equação de Renormalização para o Modelo de

Ising com Réplicas

Vamos considerar duas réplicas da rede diamante com p conexões, cada qual

com o mesmo conjunto de valores para os acoplamentos reduzidos ({Ki, Li}), mas com

variáveis de spin independentes ({σi, τi, µ, µ
′, ν, ν ′}), conforme ilustrado na figura 2.1.

Consideramos, também, que as duas réplicas não interagem, conforme o seguinte

hamiltoniano:

−βH =

p
∑

i=1

[(Kiµ+ Liµ
′)σi + (Kiν + Liν

′)τi], (2.3)

onde o primeiro e o segundo termos representam as energias dentro de uma célula

fundamental de cada réplica.

Nesse esquema, os geradores das redes são dizimados em seus elementos pri-
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K 1 K2 K3

L 1 L 2 L 3 L p

Kp

pσ

p K

ν

τ 1 τ 2 τ 3 pτ

ν’

K1 K2 K3

L 1 L 2 L 3 L p

µ’

µ

σ 1 σ 2 σ 3

Figura 2.1: Esquema de renormalização para duas réplicas da rede diamante com p
conexões.

mitivos, como mostrado na figura 2.2, que também não interagem entre si e cujo

hamiltoniano efetivo, conforme definido na eq. (1.17), deve tomar a forma:

−βH
′ = K ′(µµ′ + νν ′). (2.4)

’

µ’

µ

K’

ν’

K

ν

Figura 2.2: Sistema com réplica renormalizada.

Os valores das novas constantes de acoplamento efetivas, K ′, são obtidos

seguindo-se os passos descritos na seção 1.3.2. Devemos, portanto, calcular a função
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de partição restrita, usando o hamiltoniano em (2.3),

z({µ}, {ν}) =
∑

{σ},{τ}
exp [−βH({µ}, {ν}, {σ}, {τ})]. (2.5)

Realizando as somas nos conjuntos de variáveis de spin, associadas aos śıtios internos

dos geradores, {σ} e {τ}, obtemos a expressão para a função de partição restrita dos

geradores,

z({µ}, {ν}) = 2p

p
∏

i=1

{cosh[Ki(µ+ν)+Li(µ
′+ν ′)]+cosh[Ki(µ−ν)+Li(µ

′−ν ′)]}. (2.6)

Da mesma forma, a função de partição restrita para o sistema renormalizado (fi-

gura 2.2) é obtida a partir do hamiltoniano efetivo da equação (2.4),

z({µ}, {ν}) = A exp[K ′(µµ′ + νν ′)], (2.7)

onde A é uma constante, tal qual a definida na equação (1.17).

Igualando as equações (2.6) e (2.7) e considerando todas as configurações

posśıveis para os spins associados as śıtios externos ({µ = ±1, µ′ = ±1, ν = ±1, ν ′ =

±1}), 24 = 16 no total, recáımos num sistema de equações algébricas não-lineares

para as constantes de acoplamento K ′,

{+,+,+,+} ⇒ Ae(2K′) = 2p

p
∏

i=1

{cosh [2(Ki + Li)] + 1} (2.8a)

{+,−,+,−} ⇒ Ae(−2K′) = 2p

p
∏

i=1

{cosh [2(Ki − Li)] + 1} (2.8b)

{+,+,+,−} ⇒ A = 2p

p
∏

i=1

{cosh (2Ki) + cosh (2Li)}, (2.8c)
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todas as outras treze possibilidades recaem nas mesmas equações. O sistema (2.8)

pode ser resolvido para K ′, resultando na equação de renormalização para as redes,

K ′ =

p
∑

i=1

1

2
ln

[

cosh (Ki + Li)

cosh (Ki − Li)

]

(2.9)

Caso haja transição de fases no sistema, a temperatura cŕıtica pode ser es-

timada através da iteração numérica das equação (2.9) por um processo conhecido

como método do reservatório, proposto por Southern e Young [82] e extensivamente

utilizado [51,83,84]. Nessa técnica, reservatórios são criados a cada passo do processo

de renormalização, neles os valores das constantes de acoplamento, Ki, Li, são arma-

zenadas em dois reservatórios, um paraKi e Li, que serão utilizados no próximo passo.

Partindo-se de uma distribuição inicial conhecida para Ki e Li, populamos o primeiro

reservatório com N valores, obtidos a partir do uso das equações (2.9) N vezes. No

segundo passo, as equações (2.9) são abastecida com valores retirados aleatoriamente

dos primeiros reservatórios até que os segundos reservatórios sejam populados com

N valores. Esse processo pode ser repetido indefinidamente e cada reservatório re-

presentará uma amostra da população de variáveis aleatórias cuja distribuição está

sendo renormalizada.

O estado fundamental pode ser obtido exatamente tomando-se o limite T →
0 na equação de renormalização, neste caso tomaremos o limite da equação (2.9).

Tomando-se o limite teremos,

J ′
0 ≡ lim

T→0
kBTK

′ =
1

2

p
∑

i=1

(|J (1)
i + J

(2)
i | − |J (1)

i − J
(2)
i |), (2.10)

onde J
(1)
i ≡ kBTKi, J

(2)
i ≡ kBTLi e | · · · | representa o valor absoluto da grandeza.
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2.4 Relações de Recorrência para a Magnetização

Local do Modelo de Ising

Suponhamos, agora, que a célula fundamental de uma das réplicas seja compo-

nente de uma grande rede (de alta hierarquia), então, os śıtios externos desse gerador

estarão sob a ação de campos locais resultantes da interação com śıtios que estejam

fora do gerador. Além disso, eles também interagem entre si através do restante da

rede. Em prinćıpio, esses campos e interações poderiam ser calculados caso o traço

sobre todas as var’áveis de spin externas fosse feito, isto é, o restante da rede fosse

tratado como um elemento de decoração entre os śıtios µ e µ′ [85]. Desse modo, es-

quematicamente, o sistema pode ser representado pelo sistema equivalente mostrado

na figura 2.3.

’

1 K2 K3

L 1 L 2 L 3 L p

hµ’

hµ

µ

K

µ

σ 1 σ 2 σ 3 pσ

pK

λ

Figura 2.3: Representação de um gerador da rede diamante incrustrada numa rede de
hierarquia arbitrária. hµ, hµ′ e µ representam as interações com o restante da rede.
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O hamiltoniano reduzido desse sistema equivalente será escrito na seguinte

forma,

H = hµµ+ hµ′µ′ + λµµ′ +

p
∑

i=1

(Kiµ+ Liµ
′)σi, (2.11)

onde a constante λ representa o acoplamento efetivo entre µ e µ′ através do restante

da rede e os campos hµ e hµ′ representam as interações efetivas com os śıtios vizinhos

a eles, mas externos ao gerador. A função de partição total para esse hamiltoniano é

dada, formalmente por,

Z =
∑

{µ}

∑

{σ}
exp (H)

=
∑

{µ}
exp (hµµ+ hµ′µ′ + λµµ′)

∑

{σ}

p
∏

i=1

exp [(Kiµ+ Liµ
′)σi]. (2.12)

A função de partição em (2.12) pode ser calculada exatamente. Usando que,

ex = cosh (x)[1 + tanh(x)], (2.13)

e visto que a função cosseno hiperpólico é par,

cosh (−x) = cosh (x),
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teremos,

Z = cosh (hµ) cosh (hµ′) cosh (λ)

[

p
∏

i=1

cosh (Ki) cosh (Li)

]

×

×
∑

{µ}
[1 + tanh (hµµ)][1 + tanh (hµ′µ′)][1 + tanh (λµµ′)] ×

×
p

∏

i=1

∑

σi=±1

[1 + tanh (Kiµσi)][1 + tanh (Liµ
′σi)]. (2.14)

Vamos, primeiramente definir algumas grandezas para tornar o cálculo de (2.14) mais

claro. Seja,

α ≡ cosh (hµ) cosh (hµ′) cosh (λ)

[

p
∏

i=1

cosh (Ki) cosh (Li)

]

, (2.15a)

γ(µ, µ′) ≡ [1 + tanh (hµµ)][1 + tanh (hµ′µ′)][1 + tanh (λµµ′)] (2.15b)

e

ϕ(µ, µ′) ≡
p

∏

i=1

∑

σi=±1

[1 + tanh (Kiµσi)][1 + tanh (Liµ
′σi)]

=

p
∏

i=1

{[1 + tanh (Kiµ)][1 + tanh (Liµ
′)] + [1 − tanh (Kiµ)][1 − tanh (Liµ

′)]} .

(2.15c)

Podemos notar que a função ϕ(µ, µ′), definida em (2.15c), possui as seguintes propri-
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edades,

ϕ(−1,−1) = ϕ(1, 1) (2.16a)

ϕ(1,−1) = ϕ(−1, 1), (2.16b)

as quais serão fundamentais para o cálculo da função de partição.

Substituindo as definições (2.15) em (2.14) e utilizando as propriedades (2.16),

teremos que,

Z = α
∑

µ,µ′=±1

γ(µ, µ′)ϕ(µ, µ′)

= α{[γ(1, 1) + γ(−1,−1)]ϕ(1, 1) + [γ(1,−1) + γ(−1, 1)]ϕ(1,−1)} (2.17)

De posse da função de partição total do sistema podemos obter as diversas

funções termodinâmicas, em particular, estamos interessados no cálculo das mag-

netizações locais e das correlações de pares. Para as magnetizações locais teremos,

< µ > =
1

Z

∂Z

∂hµ

(2.18a)

< µ′ > =
1

Z

∂Z

∂hµ′

(2.18b)

< σj > =
α

Z

∑

{µ}
γ(µ, µ′)Ψj(µ, µ

′), (2.18c)
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onde uma nova função, Ψj(µ, µ
′), é definida,

Ψj(µ, µ
′) ≡

∑

{σ}
σj

p
∏

i=1

[1 + tanh (Kiµσi)][1 + tanh (Liµ
′σi)]

= {[1 + tanh (Kjµ)][1 + tanh (Ljµ
′)] − [1 − tanh (Kjµ)][1 − tanh (Ljµ

′)]} ×

×
p

∏

i6=j

{[1 + tanh (Kiµ)][1 + tanh (Liµ
′)] − [1 − tanh (Kiµ)][1 − tanh (Liµ

′)]}.

(2.19)

A função Ψj(µ, µ
′) em (2.19) possui as seguintes propriedades,

Ψj(−1,−1) = −Ψj(1, 1) (2.20a)

Ψj(1,−1) = −Ψj(−1, 1), (2.20b)

dessa forma, substituindo (2.17) em (2.18) e utilizando as propriedades (2.16) da

função ϕ(µ, µ′) e (2.20) da função Ψj(µ, µ
′) teremos um sistema para as magnetizações

locais,

< µ > = Aϕ(1, 1) +Bϕ(1,−1), (2.21a)

< µ′ > = Aϕ(1, 1) −Bϕ(1,−1), (2.21b)

< σj > = AΨj(1, 1) +BΨj(1,−1), (2.21c)

onde,

A ≡ α[γ(1, 1) − γ(−1,−1)]

Z

e

B ≡ α[γ(1,−1) − γ(−1, 1)]

Z
,
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a função γ(µ, µ′) está definida em (2.15b).

Das equações (2.21a) e (2.21b) extráımos os valores de A e B em função de

< µ > e < µ′ >,

A =
1

2ϕ(1, 1)
(< µ > + < µ′ >) e (2.22a)

B =
1

2ϕ(1,−1)
(< µ > − < µ′ >), (2.22b)

que substitúıtos em (2.21c) nos conduz à uma relação de recorrência para as magne-

tizações locais dos śıtios internos do gerador em função das magnetizações locais dos

śıtios externos,

< σj >=
1

2

{[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
+

Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

< µ > +

[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
− Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

< µ′ >

}

.

(2.23)

Por conseguinte, dados < µ > e < µ′ > como condições de contorno, pode-

mos calcular todos os < σj >, visto que as funções ϕ e Ψj não contêm os valores

desconhecidos de λ, hµ e hµ′ .

Analogamente, podemos calcular as correlações de pares, ou seja,

< µµ′ > =
1

Z

∂Z

∂λ
, (2.24a)

< µσj > =
α

Z

∑

{µ}
µγ(µ, µ′)Ψj(µ, µ

′) e (2.24b)

< µ′σj > =
α

Z

∑

{µ}
µ′γ(µ, µ′)Ψj(µ, µ

′), (2.24c)

donde, através de passos análogos àqueles usados para se obter a equação (2.23)
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obtemos,

< µσj > =
1

2

{[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
+

Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

+

[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
− Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

< µµ′ >

}

e

(2.25a)

< µ′σj > =
1

2

{[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
− Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

+

[

Ψj(1, 1)

ϕ(1, 1)
+

Ψj(1,−1)

ϕ(1,−1)

]

< µµ′ >

}

.

(2.25b)

Substituindo as definições de ϕ(µ, µ′) (2.15c) e Ψj(µ, µ
′) (2.19) nas equa-

ções (2.25) obtemos,

< µσi > =
1

2
[a+ b < µµ′ >] (2.26a)

< µ′σi > =
1

2
[b + a < µµ′ >] , (2.26b)

onde,

a = tanh(Ki + Li) + tanh(Ki − Li), (2.27a)

e

b = tanh(Ki + Li) − tanh(Ki − Li). (2.27b)

O estado fundamental pode ser obtido tomando-se o limite T → 0 nas equa-

ções (2.27), donde,

a0 ≡ lim
T→0

a = sign(Ki + Li) + sign(Ki − Li), (2.28a)

e

b0 ≡ lim
T→0

b = sign(Ki + Li) − sign(Ki − Li), (2.28b)
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onde sign(x) representa a função sinal,

sign(x) ≡



















1 se x > 0;

0 se x = 0 e

−1 se x < 0.

Novamente, podemos impor condições de contorno para a correlação entre os

śıtios externos, < µµ′ >, e calcular, recursivamente, as correlações para todos os śıtios

internos.

As equações (2.23) e (2.26) podem ser iteradas numericamente, com as condi-

ções de contorno apropriadas e com os valores dos acoplamentos, Ki e Li, retirados

dos reservatórios gerados a partir da iteração da equação de renormalização como

explicado no final da seção 2.3.

2.5 Estudo da Distribuição do “Link Overlap”

O “link overlap” entre configurações de duas réplicas é definido como,

qL ≡





1

NL

∑

<i,j>
< σiσjτiτj >





J

, (2.29)

onde a soma é feita sobre todos os pares de śıtios ligados da rede, NL é o número de

ligações e, como já fora dito, [· · · ]J representa a média sobre todas as configurações

para as constantes de acoplamento. O conjunto de spins, {σ}, se refere a uma das

redes, enquanto o outro conjunto, {τ}, se refere à sua réplica.

Vamos considerar um sistema de réplicas não-interagentes. Nesse caso, a média

termodinâmica envolvendo grandezas entre as réplicas se desacopla, de modo que o
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“link overlap” pode ser escrito como,

qL ≡





1

NL

∑

<i,j>
< σiσj >< τiτj >





J

, (2.30)

assim, podemos utilizar as equações (2.25) em conjunto com (2.9) para calcular o

valor de cada correlação de pares em cada rede, obtendo o “link overlap” (2.30).

O processo numérico envolve duas etapas. Na primeira devemos “construir”

a rede, com sua réplica, a partir da escolha de um valor aleatório para o acopla-

mento em cada ligação, em uma certa hierarquia h. Esses valores são retirados de

uma distribuição de probabilidades definida e, então, obtém-se os acoplamentos re-

normalizados para todas as hierarquias inferiores, n < h, utilizando-se a equação

de renormalização (equação (2.9) ou (2.10)) para cada gerador da rede. Os valores

renormalizados são armazenados para serem utilizados na segunda etapa, onde as

equações de recorrência (2.26) são utilizadas para calcular o valor das correlações de

cada par da h-ésima hierarquia da rede. A primeira etapa é conhecida como processo

de dizimação, enquanto a segunda como processo de decoração. Para que possamos

obter informações relevantes é necessário que as réplicas estejam em posições distintas

do espaço de configurações, isso pode ser feito utilizando-se condições de contorno di-

ferentes para cada réplica nas equações de recorrência (2.26). Note que o processo do

reservatório, descrito no final da seção 2.3, não pode ser utilizado porque precisamos

garantir a correlação entre as réplicas.

Vamos tomar uma rede com p = 4 conexões, ou seja, uma rede com dimensão

de grafo d = 3, com h hierarquias a uma dada temperatura T . O tamanho linear dessa

rede é dado por L = 2h, de modo que o limite termodinâmico é alcançado quando

tomamos L → ∞, o que é equivalente a tomar h → ∞. Como distribuições de
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probabilidades iniciais para as constantes de acoplamento adotaremos a distribuição

gaussiana,

P (Jij) =
1√
2π

exp

(−J2
ij

2

)

,

e a distribuição delta bimodal,

P (Jij) =
1

2
δ(Jij + 1) +

1

2
δ(Jij − 1),

ambas com média nula e largura unitária. Quando a distribuição é cont́ınua a proba-

bilidade de ocorrência de frustração exata é nula, e quando a distribuição é discreta

há grande frustração, por isso escolhemos essas duas distribuições em particular. No

caso da distribuição bimodal o “link overlap” é idêntico à superposição energética

entre as réplicas.

Com a finalidade de simular várias possibilidades de condições de contorno,

vamos iniciar o processo de decoração pela primeira hierarquia, ao invés da hierarquia

de ordem zero. Após o processo de dizimação, fixamos os valores das correlações para

cada ligação da primeira hierarquia da rede em uma das réplicas de acordo com o

respectivo valor da constante de acoplamento, ou seja, se a constante de acoplamento

renormalizada para aquela ligação for positiva, adotaremos um valor de correlação

< µµ′ >= +1 para o par de spins por ela ligados, se a constante for negativa,

adotaremos o valor < µµ′ >= −1. Este será nosso estado padrão e é ilustrado na

figura 2.4(a). Na segunda réplica adotaremos todas as possibilidades ±1 para as

correlações de cada par de spins em uma ligação, independentemente do valor da sua

constante de acoplamento, uma das possibilidades é ilustrada na figura 2.4(b). Na

rede com p = 4 conexões teremos 28 = 256 possibilidades para as configurações da

segunda réplica. Com essas condições de contorno, faremos a decoração de cada rede,
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µ

µ’

σ1 σ2 σ3 4σ

(a) Estado padrão

ν

ν’

τ 1 τ 2 τ 3 4τ

(b) Amostra da segunda réplica

Figura 2.4: Condições de contorno para a primeira réplica do sistema, juntamente
com uma amostra das condições de contorno para a segunda réplica. As ligações
azuis representam correlações positivas, +1, as vermelhas representam correlações
negativas, −1.

até atingirmos a h-ésima hierarquia. De posse das duas réplicas decoradas, podemos

calcular o valor do “link overlap” para cada configuração diferente das condições de

contorno e levantar a distribuição do “link overlap”.

Nas figuras 2.5(a) e 2.5(b) podemos comparar as distribuições do “link overlap”

na temperatura cŕıtica para vários tamanhos lineares de rede, L = 4 até L = 128,

o que corresponde a redes de h = 2 à h = 7 hierarquias, tomadas 100 amostras da

desordem. Como fora notado por Drossel e colaboradores [75], vemos que há uma

grande dispersão para redes pequenas, principalmente com a distribuição bimodal,

mas que diminui rapidamente quando o tamanho da rede é aumentado.
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(a) Distribuição gaussiana, kBTc = 0.88.
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(b) Distribuição bimodal, kBTc = 1.15.

Figura 2.5: Distribuição média do “Link overlap” na temperatura cŕıtica para as
distribuições gaussiana e bimodal dos acoplamentos sobre 100 amostras distintas da
desordem.

O caso mais interessante é o do estado fundamental, como pode ser visto nas

figuras 2.6(a) e 2.6(b). Para a distribuição gaussiana, a distribuição do “link overlap”

aproxima-se de uma distribuição delta no valor qL = 1. Porém, para a distribuição

bimodal, o valor médio da distribuição apresenta uma saturação num valor próximo a

qL = 0.6. A convergência do valor médio das distribuições, quando o tamanho da rede

cresce, pode ser observado nas figuras 2.7(a) e 2.7(b) para o caso T = 0. Fica evidente

que o tamanho L = 128 é uma boa aproximação para o limite termodinâmicos L →
∞. Esse comportamento revela a existência de grande número de ligações frustradas

no estado fundamental do modelo com distribuição inicial bimodal, que corresponde

a um estado fundamental degenerado. Para temperaturas muito acima de Tc (fase

paramagnética), o pico da distribuição desloca-se para valores de qL ∼ 0 quando

L→ ∞ em ambas as distribuições.
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(a) Distribuição gaussiana.
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Figura 2.6: Distribuição média do “Link overlap” no estado fundamental para as
distribuições gaussiana e bimodal dos acoplamentos sobre 100 amostras distintas da
desordem.
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(a) Distribuição gaussiana.
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(b) Distribuição bimodal.

Figura 2.7: Comportamento do valor médio do “link overlap” em função do tamanho
da rede no estado fundamental para as distribuições gaussiana e bimodal com 100
amostras da desordem.
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O estudo da largura das distribuições do “link overlap”,

∆qL ≡
√

∫

(qL − qL)2P (L)(qL)dqL, (2.31)

onde x representa o valor médio da variável aleatória x sobre sua distribuição de

probabilidades, revela outra diferença. No caso da distribuição gaussiana, verificamos

um decaimento de ∆qL como função do comprimento linear da rede, L, de acordo

com o previsto no modelo de “gotas” [75], ou seja, com uma lei de potência do tipo,

∆qL ∼ L−ω, (2.32)

que pode ser observado na figura 2.8. Contudo, o expoente ω possui uma forte

dependência com a temperatura, conforme atesta a figura 2.9, indicando uma con-

vergência para o valor ω = 1 em T = 0! De acordo com a referência [75], no cenário

de Parisi o deve-se ter ω = 0, indicando que o cenário de gotas prevalece em nosso

caso.

No caso da distribuição bimodal, esse tipo de comportamento não é tão evi-

dente, como pode ser visto na figura 2.10. Contudo, supondo o mesmo comportamento

em lei de potência, podemos ajustar as curvas da figura 2.10 através da equação (2.32).

O expoente ω, nesse caso, apresenta um comportamento com a temperatura tal como

mostrado na figura 2.11, muito diferente daquele para a distribuição inicial gaussiana

em baixas temperaturas, estabilizando-se em um patamar em torno de 1, 25 a partir de

T ∼ 0, 5. Nessa faixa de temperatura o valor médio da distribuição também alcançou

seu limite qL ∼ 0, 6. Contudo, próximo a temperatura cŕıtica o comportamento desse

expoente parece ser o mesmo para as duas distribuições iniciais utilizadas.

O expoente ω foi estimado por Drossel e colaboradores [75] no contexto do
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Figura 2.8: Comportamento da largura da distribuição do “link overlap” com o ta-
manho linear da rede para a distribuição gaussiana dos acoplamentos e para várias
temperaturas na fase condensada. O decaimento em forma de lei de potência é evi-
dente.

modelo de “gotas” na rede diamante tridimensional. Foi encontrado o valor ω ≈ 1, 12

para o estado fundamental. Neste trabalho encontramos ω = 1, 000000 ± 0, 000004

para a distribuição de acoplamentos gaussiana e ω = 1, 32± 0, 04 para a distribuição

de acoplamentos bimodal. Contudo, o valor de ω obtido por Drossel e colaborado-

res, utilizando uma distribuição de acoplamentos gaussiana, na menor temperatura

por eles utilizada foi ω ≈ 1, 23 em T = 0, 45Tc, que concorda com nossos valores

ω = 1, 230 ± 0, 005 em T = 0, 4 ≈ 0, 45Tc para a distribuição de acoplamentos gaus-
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Figura 2.9: Dependência com a temperatura do expoente ω para o modelo com
distribuição gaussiana dos acoplamentos.

siana e ω = 1, 25 ± 0.04 em T = 0.5 ≈ 0, 45Tc para a distribuição de acoplamentos

bimodal. Os valores de ω em T = Tc obtidos por Drossel e colaboradores e por nós

também discordam, eles obtiveram ω ≈ 1, 43 e nós ω = 1, 54 ± 0, 01 para a distri-

buição gaussiana e ω = 1, 43 ± 0, 06 para a distribuição bimodal. Contudo, deve-se

salientar que os nossos valores foram obtidos com redes até 7 hierarquias, enquanto

eles utilizaram redes com até 5 hierarquias.

Todavia, discrepâncias a parte, o cenário de Parisi prevê que o valor de ω deve

ser nulo, prevalecendo, então, o cenário de “gotas” em ambas as distribuições

O comportamento do “link overlap” para uma amostra isolada da desordem
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Figura 2.10: Comportamento da largura da distribuição do “link overlap” com o
tamanho linear da rede para a distribuição bimodal dos acoplamentos e várias tem-
peraturas. O decaimento em forma de lei de potência não nos parece evidente.

também foi analisado. Vemos nas figuras 2.12(a) e 2.12(b) as distribuições do “link

ovelap” no estado fundamental com 10 amostras distintas da desordem, cada qual

representada por uma cor diferente, partindo das distribuições bimodal 2.12(a) e

gaussiana 2.12(b) para os acoplamentos em redes com apenas duas hieraquias (L =

4). Note que no caso da distribuição gaussiana do acoplamentos, a distribuição do

“link ovelap” é automediada em T = 0, ou seja, todas as amostras resultam numa

mesma distribuição, mesmo para redes muito pequenas. Contudo, o comportamento

quando a distribuição de acoplamentos é inicialmente bimodal, mesmo para redes
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Figura 2.11: Dependência com a temperatura do expoente ω para o modelo com
distribuição bimodal dos acoplamentos, assumindo-se um comportamento do tipo lei
de potência para a largura da distribuição do “link overlap”.

maiores, como mostrado na figura 2.13, a distribuição do “link overlap” demonstra

um comportamento variável de amostra para amostra. Isso pode ser visto pelas várias

cores que aparecem nas figuras 2.12(a) e 2.13 e uma única cor na figura 2.12(b).

Esse comportamento automediável da distribuição do “link overlap” para o

caso gaussiano, no entanto, não se mantém em temperaturas mais altas, como pode ser

visto na figura 2.14, onde apresentamos os resultados para 10 amostras da desordem

em redes com quatro hierarquias (L = 16), na temperatura cŕıtica (kBTc = 0.88),

onde cada amostra é representada por uma cor diferente. Esse último resultado está

em acordo com aquele obtido por Drossel e colaboradores [75], que encontraram essa
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variação de amostra para amostra em temperaturas próximas da temperatura cŕıtica

(T ∼ 0.7 · Tc) e em redes pequenas (L = 16).
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(a) Distribuição bimodal.
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Figura 2.12: Distribuição do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas
da desordem, em redes de tamanho L = 4 (2 hierarquias) e no estado fundamental.
Cada amostra é representada por uma cor diferente.
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Figura 2.13: Distribuição do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas da
desordem, em redes de tamanho L = 128 (7 hierarquias), para a distribuição bimodal
dos acoplamentos e no estado fundamental. Cada amostra é representada por uma
cor diferente.
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Figura 2.14: Distribuição do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas da
desordem, em redes de tamanho L = 16 (4 hierarquias), para a distribuição gaussiana
dos acoplamentos no ponto cŕıtico (Tc = 0, 88). Cada amostra é representada por uma
cor diferente.
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Caṕıtulo 4

Modelo para Incêndios Florestais

com Árvores Resistentes

Neste caṕıtulo transporemos os limites da Mecânica Estat́ıstica de Equiĺıbrio

estudando um problema dinâmico através de um modelo do tipo Autômato Celu-

lar [97]. Esse autômato se baseia no modelo pictórico para incêndios florestais pro-

posto por Drossel e Schwabl [64] e no modelo para formação de úlceras causadas pelo

V́ırus Simples da Herpes na córnea humana, proposto por Landini e colaboradores [98].

O modelo Drossel-Schwabl visa obter um cenário ilustrativo do fenômeno conhecido

como Criticalidade Auto-Organizada, proposto por Bak e colaboradores [54, 55] e já

discutido na seção 1.4 desta tese. O modelo, aqui estudado, incorpora os aspectos

dinâmicos do modelo Drossel-Schwabl e a heterogeneidade, devido à existência de

duas populações distintas de células, no modelo de Landini e colaboradores. Essa he-

terogeneidade é crucial para a propagação do Herpes na córnea humana [99,100] assim

como para a robustez do estado cŕıtico auto-organizado do modelo Drossel-Schwabl,

aspecto que será focalizado neste trabalho, pela introdução de duas populações de
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4.1 Definição do Modelo 74

árvores com distintos graus de resistência à queima.

4.1 Definição do Modelo

O modelo é definido sobre uma rede quadrada L×L, onde a cada śıtio (i, j) da

rede associamos uma variável do automato σij, a qual pode assumir quatro estados

distintos e que serão ilustrativamente denominados de árvores, em analogia com o

modelo para incêndios florestais, mas que possuem um caráter muito mais geral.

Esses estados são:

1. Árvore permisśıvel;

2. Árvore resistente;

3. Árvore incendiada;

4. Śıtio vazio (ausência de árvore).

Cada śıtio da rede interage com seus 8 vizinhos geométricamente mais próximos, o

que é conhecido como vizinhança de Moore, ilustrada na figura 4.1. No estado inicial

a rede é populada com árvores permisśıveis e resistentes apenas, com concentrações

iniciais ρ
(0)
p e ρ

(0)
r , respectivamente. A partir de então inicia-se a dinâmica do autômato

que obedece às seguintes regras, as quais são aplicadas no instante de tempo t para

terem efeito no instante de tempo seguinte (t+ 1):

1. Qualquer árvore, seja permisśıvel ou resistente, torna-se incendiada “esponta-

neamente” com probabilidade f se não houver nenhuma árvore incendiada em

sua vizinhança;
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4.1 Definição do Modelo 75

Figura 4.1: Ilustração da vizinhança de Moore na rede quadrada.

2. Num espaço vazio “nasce” uma árvore com probabilidade p, essa árvore é per-

misśıvel com probabilidade q ou resistente com probabilidade 1 − q;

3. Uma árvore permisśıvel torna-se incendiada se houver pelo menos uma árvore

incendiada em sua vizinhança;

4. Uma árvore resistente torna-se incendiada se houver pelo menos R árvores in-

cendiadas em sua vizinhança;

5. Uma árvore incendiada torna-se um śıtio vazio.

Em relação ao modelo Drossel-Schwabl as únicas diferenças são a regra 4, que in-

troduz um tipo determińıstico de resistência ao “fogo” e a adoção da vizinhança de

Moore ao invés da vizinhança simples, também conhecida como vizinhança de Neu-

mann. O tipo de resistência definido na regra 4 é diferente daquele definido em um

modelo anterior, onde a resistência possuia um caráter probabiĺıstica, regida por uma

probabilidade g [101]. Como pode ser visto, o modelo possui quatro parâmetros que

definem a sua dinâmica: p, f , q e R e dois que definem o estado inicial, ρ
(0)
p e ρ

(0)
r .

Os parâmetros p e f definem duas escalas de tempo: 1/p, o tempo médio entre o
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“nascimento” de duas árvores e 1/f , o tempo médio entre o surgimento “espontâneo”

de dois incêndios distintos. De acordo com as regras 1 a 5 um incêndio é iniciado

“espontaneamente” por algum motivo externo, a queda de um raio por exemplo (re-

gra 1), a partir dáı ele se propaga por todo o aglomerado de árvores de acordo com

as regras 3 e 4, abrindo espaço (regra 5) para que novas árvores nasçam (regra 2)

e o processo se repete de maneira indefinida. É esperado que após um intervalo de

tempo suficientemente grande o sistema evolua para um estado estacionário inde-

pende das condições iniciais. No caso do modelo Drossel-Schwabl, foi especulado que

esse estado estacionário seria um estado cŕıtico auto-organizado, caracterizado por um

comportamento do tipo lei de potência nas distribuições de tamanhos e de tempos de

incêndios nos limites onde 1/p → ∞, 1/f → ∞ e f/p → 0, esses limites definindo

uma dupla separação nas escalas de tempo do modelo [66,67]. Contudo, a existência

de um comportamento cŕıtico genúıno foi contestada [67,69–72] e até onde saibamos

esse tema continua controverso. O parâmetro R define o grau de resistência ao fogo

e é definido como sendo o número mı́nimo de árvores incendiadas necessárias para

incendiar por contigüidade uma árvore resistente, note que esse valor está limitado ao

número máximo de śıtios da vizinhança considerada e representa um fator totalmente

geométrico. O modelo aqui definido é reduzido ao modelo Drossel-Schwabl quando

tomamos R = 1 ou fazemos q = 1 e esperamos o limite t→ ∞.

O modelo definido pelas regras 1-5 foi estudado anteriormente, focalizando

o comportamento das densidades de cada população em função dos parâmetros di-

nâmicos do modelo [99]. Nesse contexto foram feitas uma aproximação de campo

médio e simulações em redes com L ∼ 102, cujos resultados foram comparados e

demonstraram boa concordância entre si.
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4.2 Modelo Simplificado

Nesta tese consideraremos os limites onde há a separação de escalas de tempo

na qual o modelo Drossel-Schwabl apresenta a controversa criticalidade auto-organi-

zada, ou seja, tomaremos os limites 1/f → ∞, 1/p→ ∞ e f/p→ 0. Nesses limites o

modelo apresenta uma separação das escalas de tempo da dinâmica em dois peŕıodos

bem definidos. O primeiro peŕıodo é o que chamaremos peŕıodo de queimada, onde,

iniciado um incêndio, ele se espalha inexoravelmente pelo aglomerado de árvores a

que pertence. O segundo peŕıodo de tempo será chamado peŕıodo de crescimento,

que caracteriza a relaxação do sistema após um incêndio, ele é definido como o tempo

entre o surgimento de dois incêndios consecutivos. O limite 1/p → ∞ estabelece

que o peŕıodo de queimada é muito pequeno comparado com o tempo médio entre

o nascimento de duas árvores, isso nos garante que durante o peŕıodo de queimada

nenhuma árvore nova é adicionada à rede. O limite 1/f → ∞ também estabelece

que o tempo médio entre o ińıcio de dois incêndios consecutivos é muito grande

comparado com o peŕıodo de queimada, assim, a probabilidade de haver dois incêndios

distintos na rede é praticamente nula. E o limite f/p→ 0 estabelece que o peŕıodo de

crescimento é muito grande comparado com o tempo entre o “nascimento” de duas

árvores. Em média, p/f árvores nascem no peŕıodo de crescimento, antes que um

novo incêndio se inicie.

Em virtude dessas considerações vamos simplificar as regras anteriormente de-

finidas, de modo a impor, implicitamente, os limites 1/f → ∞ e 1/p→ ∞ ao modelo,

assim, resta-nos apenas ajustar o limite f/p→ 0. As novas regras, simplificadas, são:

1. Se não houver nenhuma árvore incendiada na rede, escolhe-se um śıtio qualquer

(i, j) aleatoriamente,
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• se σij corresponder a uma árvore qualquer, permisśıvel ou resistente, então

essa árvore será incendiada;

• se σij corresponder a um śıtio vazio, então serão escolhidos outros θ ≡ p/f

śıtios aleatórios e uma nova árvore será colocada em todos aqueles que

estiverem vazios, sendo uma árvore permisśıvel com probabilidade q ou

uma árvore resistente com probabilidade 1 − q;

2. Enquanto houver árvores incendiadas na rede aplicam-se as regras de 3 a 5

definidas no modelo original.

Com essas novas regras passamos de quatro para três parâmetros, θ, o número

médio de árvores que nascem no peŕıodo de crescimento, q e R. Note que impomos a

condição de que dois incêndios nunca se sobrepõem e novas árvores nunca crescem en-

quanto um incêndio se propaga, essa última situação é bastante razoável em incêndios

florestais reais, aquela primeira, contudo, pode ser considerada aceitável em muitos

casos, mas não em todos. Essas serão as regras que usaremos para obter os resultados

das seções seguintes. Vale, contudo, uma pequena observação. A existência de um

estado cŕıtico auto-organizado pode trazer um problema com a suposição de que o

peŕıodo de queimada é muito curto em relação às outras escalas de tempo do modelo,

isso ocorreria porque o ponto cŕıtico iria impor um comportamento do tipo lei de

potência para o tempo de duração dos incêndios, portanto, sem nenhuma escala de

tempo caracteŕıstica. Esse problema, contudo, pode ser contornado tomando-se os

limites 1/f → ∞ e 1/p → ∞ antes do limite termodinâmico (L → ∞), assim, o

tamanho do sistema limita o tempo de duração dos incêndios ao tempo de varredura

da rede. Entretanto, o limite θ → ∞ esbarra no efeito de tamanho finito, o que pode

ser notado por um acúmulo nas caudas das distribuições de tamanho e tempo dos
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incêndios, como fora notado por Grassberger em [67], mas atribuido ao fato de θ ser

finito e não L.

Simulamos as regras simplificas definidas aqui em redes com L = 10.000 para

os casos R = 1, 2 e L = 20.000 nos casos 3 ≤ R ≤ 8, para vários valores de θ variando

de θ = 10.000 até θ = 100.000. Mantivemos o parâmetro q fixo em q = 0.5 em todas

as simulações e tomamos medidas do tamanho e do tempo de duração de N incêndios

no estado estacionário, sendo que N = 106 nos casos R = 1, 2 e N = 107 nos casos

R ≥ 3. Com esses dados obtivemos os histogramas das distribuições acumuladas,

convenientemente normalizadas, para incêndios com tamanho maior que s e duração

maior que t, ou seja,

P (s) ≡ 1
∫ ∞
1
N(s′)ds′

∫ ∞

s

N(s′)ds′, (4.1)

P (t) ≡ 1
∫ ∞
1
N(t′)dt′

∫ ∞

t

N(t′)dt′, (4.2)

onde N(s′) representa o número de incêndios que consumiram s′ árvores e N(t′)

representa o número de incêndios que duraram t′ passos de tempo.

4.3 Expoentes Cŕıticos

O caso R = 1 recupera o modelo Drossel-Schwabl, de modo que os resulta-

dos obtidos apresentam o mesmo comportamento apresentado em [66], qual seja, um

aparente comportamento do tipo lei de potência em uma região seguido de um rápido

decaimento, como pode ser visto nas figuras 4.2(a) e 4.2(b), onde vemos as distri-

buições acumuladas (4.1) e (4.2) para o caso R = 1 em uma rede com L = 10.000. Os
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histogramas foram obtidos a partir de uma amostragem de 106 incêndios no estado

estacionário numa escala log-log, note que o comportamento em lei de potência torna-

se mais evidente a medida que o valor de θ aumenta, tomando de pouco mais de 4

décadas em θ = 10.000 a quase 6 décadas em θ = 100.000 na distribuição acumulada

de tamanhos e de pouco mais de 2 décadas em θ = 10.000 a pouco mais de 3 décadas

em θ = 100.000 na distribuição acumulada de tempos. O decaimento acentuado nas
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Figura 4.2: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R = 1,
numa rede quadrada com L = 10.000 śıtios e levantadas numa amostragem de 106

incêndios no estado estacionário.

caudas das distribuições pode ser atŕıbuido a dois fatores. Um deles é a distância do

ponto cŕıtico genúıno, conforme foi dito em [102], que só ocorre no limite θ → ∞,

o outro é o efeito de tamanho finito, o qual também impede que tomemos o limite

θ → ∞. Note que o volume total de árvores no sistema é L2 = 108, valor próximo de

onde as curvas com o maior valor de θ começam a decair (∼ 106) até atingir o incêndio

de maior tamanho (∼ 107). A mesma análise pode ser feita no caso da distribuição

acumulada de tempos.
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O caso R = 2 apresenta o mesmo tipo de comportamento, nesse caso uma

parte da população de árvores é resistente ao fogo, mas essa resistência não é su-

ficientemente grande para alterar o comportamento cŕıtico do estado estacionário.

Podemos ver as distribuições acumuladas dos tamanhos de incêndios em escala log-

log nas figuras 4.3(a) e 4.3(b), contudo, nota-se que o decaimento nas caudas das
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Figura 4.3: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R = 2,
numa rede quadrada com L = 10.000 śıtios e levantadas numa amostragem de 106

incêndios no estado estacionário.

distribuições começam cerca de uma ordem de grandeza antes do que ocorria no caso

R = 1.

Esse comportamento do tipo lei de potência sugere o cálculo de expoentes

cŕıticos, que definem um comportamento universal das grandezas termodinâmicas na

criticalidade [59, 60]. Contudo, deve-se ressaltar, que o tipo de fenômeno cŕıtico

estudado aqui é muito diferente daquele estudado no contexto da mecânica estat́ıstica

de equiĺıbrio. Aqui, estamos tratando um sistema fora do equiĺıbrio, o qual se encontra

apenas em um estado estacionário, onde gradezas relevantes, como as distribuições de
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tamanhos e tempos das relaxações apresentam um comportamento compat́ıvel com a

teoria de escala. Em todo caso, uma analogia com o cenário dos fenômenos cŕıticos

em transições de fases que ocorre nos sistemas em equiĺıbrio pode ser utilizada [55,66,

67,103]. Vamos, portanto, obter os expoentes que definem o comportamento do tipo

lei de potência das distribuições acumuladas usando a teoria de escala de tamanho

finito [104], para isso aplicaremos o método da análise dos momentos introduzido

por De Menech e colaboradores [105, 106] e, posteriormente, aplicado por Pastor-

Satorras e Vespignani no contexto do modelo para incêndios florestais de Drossel e

Schwabl [68, 107].

Analisamos as distribuições acumuladas de tamanho, P (s), e de tempo, P (t),

dos incêndios como função de θ para os casos R = 1, 2 e calculamos os expoentes

cŕıticos associados às distribuições escritas na forma de escala,

P (s, θ) = s1−τf(s/θλ), (4.3)

P (t, θ) = t1−βg(t/θφ), (4.4)

onde os valores τ , λ, β e φ são constantes não-nulas. É assumido que o tamanho L

da rede é suficientemente grande para os valores de θ utilizados, de modo que o efeito

de tamanho finito possa ser desprezado e o único parâmetro de escala seja θ.

O método da análise de momentos consiste em obter os expoentes de uma

distribuição na forma,

P (x, L) = x−ηf(x/Lξ), (4.5)
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através do cálculo de seus momentos,

< xn >L ≡
∫ ∞

1

xnP (x, L)dx

=

∫ ∞

1

xn−ηf(x/Lξ)dx, (4.6)

onde substitúımos a equação (4.5). Fazendo a substituição y = x/Lξ em (4.6) e

supondo L >> 1, teremos que,

< xn >L = Lξ(n−η+1)

∫ ∞

L−ξ

yn−ηf(y)dy

≈ Lξ(n−η+1)

∫ ∞

0

yn−ηf(y)dy

∝ Lξ(n−η+1), (4.7)

podemos, então, definir uma função,

σ(n) ≡ ξ(n− η + 1), (4.8)

de modo que < xn >L∝ Lσ(n). A relação (4.8) é uma relação linear entre σ(n) e n,

cuja inclinação é ξ. Logo, podemos obter o valor do expoente do parâmetro de escala,

ξ, calculando a inclinação da reta definida pelo expoente dos momentos, σ(n), como

função da ordem do momento, n. O expoente η é, então, obtido pela relação,

σ(1) = (2 − η)ξ,

donde,

η = 2 − σ(1)

ξ
. (4.9)
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A vantagem desse método é que podemos utilizar toda a distribuição para cal-

cular o expoente cŕıtico, enquanto no método tradicionalmente utilizado é necessário

definir um ponto de corte nas curvas das figuras 4.2 e 4.3 para excluir a região de

cauda, onde o decaimento não obedece à lei de potência. Portanto, o que precisamos

fazer é calcular os momentos da distribuição para vários valores de n, calcular os

expoentes σ(n) e extrair os expoentes cŕıticos desejados. Contudo, deve-se tomar o

cuidado de verificar se a hipótese (4.5) está correta, o que é equivalente a verificar se

a relação (4.8) é, de fato, linear em n. Para isso utilizamos o teste do χ2 [108] para

determinar se a hipótese (4.8) é aceitável estatisticamente. É claro que o teste falha a

partir de um certo valor de n, pois os dados obtidos são oriundos de simulações com

amostras ainda pequenas e o cálculo numérico dos momentos também pode apresentar

imprecisões e divergências.

Os resultados obtidos para as curvas apresentadas nas figuras 4.2 e 4.3 são

mostrados na tabela 4.1, onde vemos os quatro expoêntes definidos pelas hipóteses

de escala. Não foi posśıvel estimar as barras de erro porque utilizamos o teste do χ2

para estimar a qualidade da regressão dos dados à hipótese de escala. Para incluir

uma barra de erro é necessário que se faça uma grande quantidade de amostras das

distribuições das figuras 4.2 e 4.3, o que é inviável em um tempo curto.

R 1 2
τ 1,09796 1,06917
λ 1,09618 1,06206
β 1,24702 1,22775
φ 0,57899 0,56668

Tabela 4.1: Expoentes da hipótese de escala para as distribuição acumuladas de
tamanho e tempo dos incêndios no estado estacionário dos casos R = 1, 2.

De posse dos expoentes na tabela 4.1, é posśıvel reescalar as distribuições (4.3)
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e (4.4) para obter seus colapsos em uma única função, como é esperado para teoria

de escala. Esses colapsos são apresentados nas figuras 4.4 e 4.5 e concordam com a

hipótese de pertencerem a uma curva universal.

4.4 Quebra da Criticalidade Auto-Organizada

Embora os resultados para R = 1 e R = 2 tenham se mostrado aceitáveis para

um comportamento cŕıtico auto-organizado, o mesmo não ocorre para os casos R ≥ 3,

onde as hipótese (4.3) e (4.4) devem ser fortemente rejeitadas.

Os dados das distribuições acumuladas de tamanho e tempo de incêndios apre-

sentam o comportamento anômalo no caso R = 3, que não se encaixa nem numa lei

de potência, caracterizando um comportamento cŕıtico e sem escala definida de ta-

manho e tempo, nem num comportamento exponencial, com escalas de tamanho e

tempo bem definidas para os incêndos. Esses resultados, para R = 3, podem ser

vistos em escala log-log nas figuras 4.6(a) e 4.6(b), onde utilizamos redes quadradas

com L = 20.000 śıtios de lado e foram medidos os tamanhos e o tempos de duração

de 107 incêndios no estado estacionário.

Esse comportamento das distribuições acumuladas dos tamanhos dos incêndios

parece se encaixar muito bem nos dados apresentados por Reed e McKelvey [1]. Nesse

trabalho é discutido que nen uma distribuição na forma de lei de potência, nem na

forma de uma exponecial são apropriadas para modelar os dados.

Os resultados para os demais valores de R, R ≥ 4, por outro lado, apresentam

um ńıtido decaimento exponencial, com tamanhos e tempos de duração de incêndios

bem definidos. As distribuições acumuladas de tamanho e tempo de duração dos

incêndios no estado estacionário para os casos R ≥ 4 são mostrados nas figuras 4.8 a

Departamento de F́ısica - UFPE



4.4 Quebra da Criticalidade Auto-Organizada 86

4.12.

Esse comportamento para valores grandes da resistência à queima pode ser

entendido observando-se como aglomerados de árvores resistentes são formados no

sistema, impedindo, assim, a propagação dos incêndios através de áreas muito gran-

des. O que ocorre, de fato, é a formação de grandes aglomerados de árvores resistentes,

que dominam o sistema no estado estacionário, como pode ser visto na figura 4.13,

onde vemos um flagrante de uma região do sistema no estado estacionário no caso

R = 3, numa rede com L = 1.000 śıtios de lado e θ = 1.000. Veja que as árvores

resistentes, representadas pelos ćırculos azuis, dominam a rede em relação às árvores

permisśıveis, representadas pelos ćırculos vermelhos, e aos śıtios vazios, representados

em branco. Outro dado indicativo de que incêndios significativos não conseguem se

propagar pelo sistema é a densidade total de árvores (resistentes + permisśıveis) em

função do número de passos do modelo simplificado, apresentado na figura 4.14(a),

que pode ser comparado com o comportamento da mesma grandeza para R = 1, o

modelo Drossel-Schwabl, apresentado na figura 4.14(b).

Pode ser visto que os dois estados estacionários são bem diferentes. No caso

R = 1 a densidade de árvores flutua bastante, devido à grande susceptibilidade à

perturbações externas, e mantém-se baixa. No caso R = 3 há uma tendência de

estabilização em um valor alto, comprovando que o sistema é robusto à perturbações

externas.

Vimos, portanto, que o modelo para incêndios florestais proposto por Dros-

sel e Schawbl não apresenta um estado cŕıtico auto-organizado robusto em relação

a introdução de árvores com uma resistência determińıstica. Há, contudo, um valor

cŕıtico da resistência, abaixo do qual o modelo apresenta um estado estacionário apa-

rentemente sem escalas de tamanho e tempo definidos, caracterizando a criticalidade
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auto-organizada, esse valor cŕıtico, no modelo estudado, é R = 3. A razão desse valor

pode ser compreendido em termos geométricos, a geometria da rede adotada não é

favorável a existência de mais de 4 vizinhos incendiados simultâneamente, contudo

esse valor máximo só ocorre em um caso muito particular, quando a frente de onda

de um incêndio atinge em diagonal um aglomerado com uma árvore resistente cen-

tral e oito árvores permisśıveis na sua vizinhança, esse comportamento é ilustrado na

figura 4.15. Em geral, a probabilidade de mais de duas árvores vizinhas estarem in-

cendiadas é muito pequena, porém 3 vizinhos incendiados ainda ocorrem de maneira

razoável, tanto no caso da frente em diagonal como no caso em que a onda atinge o

aglomerado pelas laterais.
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Figura 4.4: Colapso das distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios
para o caso R = 1. Rede com L = 10.000.
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Figura 4.5: Colapso das distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios
para R = 2. Rede com L = 10.000 e q = 0.5.
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Figura 4.6: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R = 3,
em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.
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Figura 4.7: Distribuições acumuladas de áreas queimadas em seis regiões florestais.
Este gráfico foi retirado de [1], página 240.
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Figura 4.8: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R = 4,
em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.
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Figura 4.9: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R = 5,
em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.
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Figura 4.10: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R =
6, em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.
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Figura 4.11: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R =
7, em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.
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Figura 4.12: Distribuições acumuladas de tamanhos e tempos de incêndios para R =
8, em redes com L = 20.000 e tomadas sobre 107 incêndios no estado estacionário.

Departamento de F́ısica - UFPE



4.4 Quebra da Criticalidade Auto-Organizada 95

0 5e+04 1e+05
Número de Passo do Modelo Simplificado

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D
en

si
da

de
 d

e 
Á

rv
or

es

Figura 4.13: Flagrante de uma região do sistema com R = 3 no estado estacionário em
uma rede com L = 1.000 śıtios de lado e θ = 1.000. Os ćırculos vermelhos representam
as árvores permisśıveis, os ćırculos azuis as árvores resistentes e os brancos os espaços
vazios.

Departamento de F́ısica - UFPE



4.4 Quebra da Criticalidade Auto-Organizada 96

0 5e+04 1e+05
Número de Passo do Modelo Simplificado

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D
en

si
da

de
 d

e 
Á

rv
or

es
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(b) R = 1

Figura 4.14: Densidade total de árvores ao longo de cada iteração do modelo simpli-
ficado para R = 1 e R = 3, L = 1.000 e θ = 1.000.
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4 1233

Figura 4.15: Frente de incêndio atingindo um aglomerado particular em diagonal.
Os ćırculos verdes representam árvores permisśıveis, o azul uma árvore resistente
e o vermelho uma árvore incendiada. A numeração indica em qual passo a frente
incendeia alguma árvore do conjunto.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas

Duas classes de sistemas envolvendo desordem e complexidade foram aborda-

dos neste trabalho. A primeira classe envolve dois problemas na F́ısica Estat́ıstica de

Equiĺıbrio, são eles o problema da estrutura da fase condensada dos vidros-de-spins

de Ising e o problema da existência de uma fase condensada vidro-de-spins no modelo

de Potts com interações aleatórias e competitivas. A segunda classe envolve um sis-

tema fora do equiĺıbrio, que atrai a atenção da comunidade cient́ıfica há vários anos.

É o problema da criticalidade auto-organizada no modelo para incêndios florestais,

que visa fornecer argumentos para relacionar a formação de estruturas complexas em

vários sistemas dinâmicos e na natureza.

No que concerne o problema da estrutura do estado fundamental dos vidros-

de-spins de Ising, estudamos, no caṕıtulo 2, a distribuição do “link overlap” utili-

zando uma metodologia diferente da utilizada anteriormente na literatura. Com esse

método as correlações locais em cada ligação de duas réplicas do sistema são calcula-

das recursivamente para qualquer temperatura, inclusive para o estado fundamental

(T = 0). O “link overlap” foi estimado diretamente partindo-se de duas distribuições
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de probabilidades iniciais para os acoplamentos entre pares de spins, a distribuição

gaussiana e a distribuição delta-bimodal, ambas com média nula e largura unitária.

Um comportamento compat́ıvel com o modelo de gotas foi encontrado para ambas as

distribuições e em todas as temperaturas abaixo de Tc, inclusive no estado fundamen-

tal (T = 0). Resultados semelhantes são encontrados na literatura para a distribuição

gaussiana, redes menores e para T > 0 apenas. O estudo do “link overlap” com a

distribuição inicial delta-bimodal para os acoplamentos de spins é importante porque

essa distribuição introduz frustração exata ao sistema e produz um estado fundamen-

tal degenerado, diferentemente do que ocorre com a distribuição gaussiana.

É necessário, contudo, um estudo mais refinado do comportamento da largura

da distribuição do “link overlap” para o caso da distribuição inicial bimodal para os

acoplamentos, utilizando redes maiores, numa faixa de baixas temperaturas. A analise

do “link overlap” também deve ser feita utilizando-se a distribuição de “ponto-fixo”,

onde um comportamento universal é esperado.

No modelo para vidros-de-spins de Potts, analisado no caṕıtulo 3, os sistemas

com q = 2, 3 e 4 estados foram estudados. O caso q = 2 reproduz o modelo de Ising,

bem conhecido na literatura, que foi inclúıdo para servir de base para os outros casos.

Uma fase condensada de baixas temperaturas foi encontrada para todos os casos

estudados, mas em dimensionalidades diferentes e dependentes do valor de q. Para

q = 3 a transição foi encontrada em d = 5 e para q = 4 em d = 6. As temperaturas

cŕıticas de cada transição foram estimadas utilizando-se três distribuições iniciais para

os acoplamentos: a distribuição gaussiana, a distribuição bimodal e a distribuição

uniforme. Assim como ocorre com os vidros-de-spins de Ising, o valor da temperatura

cŕıtica depende da distribuição inicial dos acoplamentos e uma distribuição de “ponto-

fixo”, representada por uma curva universal no espaço de parâmetros apropriado,

Departamento de F́ısica - UFPE



100

também foi identificada. A temperatura cŕıtica sobre a distribuição de “ponto-fixo”

também foi estimada para todos os casos considerados. Essa temperatura cŕıtica

sobre a distribuição de “ponto-fixo” estabelece o ponto-cŕıtico instável da equação

de renormalização no espaço de parâmetros adotado. Verificamos que o atrator da

fase de baixas temperaturas no espaço de parâmetros é um atrator estranho para

o caso q = 3 em cinco dimensões. O comportamento caótico dos parâmetros das

distribuições de acoplamentos ao longo dos passos de renormalização é referenciado

na literatura para esse mesmo caso (q = 3, d = 5), contudo, o atrator estranho ainda

não havia sido identificado. Não foi posśıvel identificar com clareza o atrator estranho

para o caso q = 4 e d = 6, devido a problemas númericos, contudo, ind́ıcios de sua

existência foram verificados.

É necessário estudar a natureza da fase condensada do modelo vidros-de-spins

de Potts e o comportamento das magnetizações locais sobre o atrator. Um algoŕıtmo

mais eficiente precisa ser desenvolvido para se verificar se a natureza da bacia de

atração da fase de baixas temperaturas é a mesma para outros valores de q e d. Um

estudo mais detalhado do atrator também é necessário, inclusive através do cálculo

de sua dimensão fractal. Sugerimos, também, um estudo das propriedades cŕıticas do

modelo, com a estimativa dos expoentes cŕıticos para cada uma das distribuições ini-

ciais de acomplamentos utilizadas e para a distribuição de “ponto-fixo”. Caso a fase

condensada seja, de fato, uma fase vidro-de-spins, um estudo da fase é, também, su-

gerido, utilizando-se a mesma metodologia do caṕıtulo 2 para se obter as distribuições

do “link overlap” e do “overlap” de Parisi.

Finalmente, no caṕıtulo 4, estudamos uma extensão do modelo para incêndios

florestais de Drossel e Schwabl e para formação de úlceras causadas pelo v́ırus sim-

ples da Herpes na córnea de Landini e colaboradores. A questão da criticalidade
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auto-organizada foi focalizada. O caso R = 1, onde o modelo Drossel-Schwabl é

reproduzido, foi estudado para que os resultados pudessem ser comparados com a

literatura. Utilizando-se um método de análise de momentos, os expoentes cŕıticos

das distribuições acumuladas de tamanhos e duração de incêndios foram estimados e

concordaram com aqueles apresentados na literatura, embora se saiba que o compor-

tamento em forma de lei de potência para essas distribuições esteja sendo questionado

para o modelo Drossel-Schwabl. O caso R = 2 apresenta resultados semelhantes ao

caso R = 1, onde um comportamento em forma de lei de potência também foi assu-

mido e os expoentes estimados pela mesma metodologia. Esses expoentes podem ser

comparados com aqueles para R = 1 e aparentam pertencer a uma mesma classe de

universalidade. Os casos para R ≥ 3 possuem um comportamento bastante distinto

dos casos R = 1, 2. O caso R = 3 apresenta um comportamento anômalo para as

distribuições acumuladas de tamanhos e duração de incêndios, não se comportando

nem como uma lei de potência, nem como uma exponencial. Os casos R > 3, por

outro lado, apresentam um comportamento nitidamente exponencial para essas dis-

tribuições, o que indica a existência de escalas de tamanho e tempo bem definidas

para os incêndios. O modelo também pode ser utilizado para se estudar incêndios

florestais reais.

É necessário, contudo, um estudo mais detalhado das classes de aglomerados

formados pelas diversas populações de śıtios que estão no sistema, para que se possa

entender como a dinâmica de ocupação muda quando árvores mais resistentes são

introduzidas. Além disso, uma comparação mais detalhada entre o modelo e dados

obtidos a partir de incêndios reais é necessária.
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[90] M. Kaufman and R. B. Griffiths. First-order transitions in defect structures

at a second-order critical point for the Potts models on hierarchical lattices.

Physical Review B, 26(9):5282, 1982.

[91] J. M. Yeomans and R. B. Stinchcombe. Critical behaviour of the dilute Ashkin-

Teller-Potts model. Journal of Physics C: Solid State, 13:L239, 1980.

[92] Constantino Tsallis and A. C. N. de Magalhães. Pure and random Potts-like
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