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Resumo

Duas classes de sistemas que apresentam desordem e complexidade foram abordadas
nesta tese. Na primeira, no contexto da Mecanica Estatistica de Equilibrio, estuda-
mos os sistemas magnéticos desordenados frustrados conhecidos como vidros-de-spins
abordando dois problemas. No primeiro, investigamos a estrutura do estado fun-
damental do modelo de vidros-de-spins de Ising, definidos na rede hierarquica de
Migdal-Kadanoff através da andlise da distribuicao do link overlap de um conjunto
de pares de réplicas do sistema. Nestas redes o link overlap pode ser calculado através
de um método recursivo exato em funcao da temperatura. Os resultados mostram
uma forte concordancia com o cendario descrito pela teoria de escala, mais conhecido
como droplet model quando uma distribuigao de probabilidades continua (Gaussiana)
para os acoplamentos é considerada, porém com pequenas discrepancias quando a
distribui¢ao inicial de acoplamentos é discreta (Delta bimodal). No segundo pro-
blema, estudamos a existéncia de transicoes de fase no modelo de vidros-de-spins
com varidaveis de Potts de ¢ estados definido na rede de Migdal Kadanoff usando o
método do grupo de renormalizacao por decimagao. Os resultados para ¢ = 2 recu-
peram, como esperado, aqueles reportados na literatura para o modelo com variaveis
de Ising onde a transicao de fase vidro-de-spins é observada para redes com dimensao
maiores que d;(2) ~ 2,5. Para os casos ¢ > 2, o modelo apresenta uma transi¢ao de
fase para dimensao igual ou acima de certo valor d;(q). Nestes casos, abaixo de certa
temperatura critica, o fluxo das distribuicoes de probabilidades renormalizadas evolui
para um atrator estranho localizado em uma regiao com temperatura finita em um

espaco de parametros apropriado. As respectivas temperaturas criticas para varios



valores de ¢ e para varias dimensoes d foram obtidas utilizando-se trés distribuicoes de
probabilidades iniciais para os acoplamentos: a distribuicao gaussiana, a distribuicao
uniforme e a distribuicao delta-bimodal, todas com média nula e variancia unitaria.
O valor da temperatura critica correspondente a distribuigao de “ponto-fixo” também
foi estimado.

Na segunda classe de sistemas complexos, num contexto dinamico e fora do
equilibrio, consideramos um modelo tipo automato celular para descrever a dinamica
da propagacao de incéndios florestais em ambientes heterogéneos, isto é, com po-
pulagoes de arvores com distintos graus de resisténcia a queima. Esse modelo ge-
neraliza o modelo de propagacao de incéndios em florestas homogéneas, considerado
na literatura como um dos paradigmas para se investigar sistemas que apresentam
criticalidade auto-organizada. Uma andlise de escala das distribui¢oes do tamanho e
do tempo de duragao das queimadas mostra que a presenca de arvores com grau de
resisténcia acima de certo valor critico provoca uma quebra no comportamento critico
auto-organizado do sistema. Isto é, ao invés de evoluir para um estado estacionario
com queimadas sem escalas de tempo ou tamanho caracteristicos, o sistema evolui
para um estado estacionario com queimadas relativamente pequenas e com tempos
de duragao bem caracteristicos. Observagoes realizadas mostram que o modelo hete-

rogéneo ¢ mais apropriado para descrever incéndios reais.



Abstract

Two classes of systems exhibiting disorder and complexity are studied in this The-
sis. In the first one, concerning to equilibrium statistical mechanics, two models
for disorder frustrated magnetic systems such as spin glasses are considered: the
spin-glass Ising model (SGIM) and the Potts glass model (PGM) both defined on
Migdal-Kadanoff hierarchical lattices. The nature of the condensed phase of the
SGIM is investigated by means of the distribution of the link overlap between the
configurations of pairs of replicas, which by it turns are calculated as a function of
the temperature via an exact recursion procedure, which encompass the real space
renormalization decimation scheme. The results lead to strong evidences that the
condensed phase is well described within the scenario emerging from the scaling the-
ory (droplet model) for continuous (Gaussian) probability distribution of coupling
constants, whereas particular discrepancies are observed in the very low temperature
behavior as far as the discrete delta-bimodal probability distribution is concerned.
Regarding to the g-state Potts glass model the existence of phase transitions between
the disordered and a condensed phase is investigated studying the flow of the renor-
malized probability distribution of coupling constants in an appropriated parameter
space. A continuous transitions is found to be present in models with ¢ > 2 and
dimensions above certain d;(q). For ¢ = 2 (Ising model) results previous reported in
the literature are recovered indicating a phase transition for systems with dimension
greater than d;(2) ~ 2.5 with the flow evolving toward either to the infinite or to

the zero temperature fixed point distribution. However, for ¢ > 3 an indication of



phase transition is obtained as far as, below certain critical temperature, the renor-
malized flow evolves toward a strange attractor located at a finite temperature region
of the appropriated parameter space. The corresponding critical temperatures for
several values of ¢ and dimensions d are estimated considering three distinct initial
probability distributions for the couplings, namely the Gaussian, the uniform and the
delta-bimodal ones, all with zero mean and unitary width. The critical temperature
corresponding to the unstable fixed point distribution, which actually governs the
transition are also estimated.

In the second class of complex systems the dynamical behavior of the far from
equilibrium forest fire model is studied using a cellular automata which contains states
corresponding to sites (trees) with two distinct degrees of resistance to burn. This
model generalizes the forest fire model with homogeneous population of trees, reported
in the literature as one of the paradigms to study systems presenting self-organized
criticality. A scaling analysis of the distributions of the size and the duration of the
fires is presented indicating the breakdown of the power law behavior observed in
the homogeneous model, as far as trees with resistance degree above certain critical
value are present in the forest. In the latter case instead to evolve to an stationary
state without characteristic size and time scale the fire becomes restricted to small
regions with characteristic size and concomitant time duration. When compared with
real data, however, the studied model seems to be more appropriated to describe real

events.
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Capitulo 1

Introducao

A Fisica de sistemas complexos e desordenados vem recebendo grande atencao
nas ultimas décadas, em vista disso, duas classes de sistemas complexos e desordena-
dos, que despertam particular interesse, foram abordados nesta tese. A primeira, no
contexto termodinamico, compreende os vidros-de-spins [2-4], a segunda, no contexto
dinamico e muito longe do equilibrio, a criticalidade auto-organizada. Vidros-de-spins
sao sistemas magnéticos desordenados onde as interacoes entre os spins estao em con-
flito, esse conflito é causado por algum tipo de desordem na estrutura do material,
muitas vezes a existéncia de impurezas ou defeitos [5]. Os vidros-de-spins apresen-
tam um cenario bastante controverso e, ainda hoje, extremamente complexo e pouco
compreendido [6]. A criticalidade auto-organizada, por seu lado, é um fenémeno
que, acredita-se, pode ocorrer em sistemas dinamicos com muitos graus de liberdade.
Sistemas desse tipo aparentemente evoluem, de forma espontanea, para um estado
considerado critico, esse estado é identificado, em analogia com a Mecanica Estatistica

de Equilibrio, pela auséncia de escalas caracteristicas, seja de tamanho ou de tempo.



1.1 Vidros-de-Spins 2

1.1 Vidros-de-Spins

Uma teoria para os vidros-de-spins [2,3,7] surgiu da necessidade de se ex-
plicar uma série de resultados experimentais até entao existentes. Esses resultados
foram inicialmente obtidos a partir do estudo de certas ligas metdlicas, formadas por
um metal magnético diluido em um metal paramagnético. Os exemplos tipicos des-
sas ligas sao: CuMn [8], AuCo [9] e AuFe [10], que apresentam um novo tipo de
comportamento cooperativo em baixas temperaturas. Sabia-se que a interacao entre
duas impurezas magnéticas em uma rede cristalina paramagnética, fora estudada por
Ruderman e Kittel [11], que mostraram, em 1954, que hd um acoplamento indireto
entre os spins do metal magnético mediado pela interagao hiperfina com os elétrons
da banda de conducdo. Em 1956, foi mostrado por Kasuya [12] que essa interagao
hiperfina dos elétrons da banda de conducao com os nicleos é de natureza magnética
(“exchange”). Em vista disso, a interacao dos nicleos magnéticos com a polarizac¢ao
dos elétrons de conducao em ligas de CuMn pode ser explicada por Yosida [8] em
1957. Esse tipo de interacao, que ficou conhecida como interacao RKKY, apresenta
um comportamento que decai segundo uma lei de poténcia, oscilando entre valores

negativos e positivos com a distancia, R, entre os nucleos atomicos magnéticos,

cos (2kp R + ¢y)

TR = = (1.1)

onde Jy e ¢y sao constantes e kr é o modulo do vetor de onda de Fermi do metal
nobre puro.

A natureza oscilatéria da interacao RKKY, sua dependéncia com a distancia
entre os momentos magnéticos e a aleatoriedade na posi¢ao desses momentos em uma

amostra diluida oferecem os dois ingredientes considerados fundamentais para o sur-
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1.1 Vidros-de-Spins 3

gimento da fase vidro-de-spins, quais sejam, a desordem, devido ao carater aleatério
das interacoes, e a frustracao, devido a possibilidade de ocorrerem interagoes competi-
tivas entre um dado momento magnético com dois outros. Um exemplo de frustracao,

que ocorre em um modelo antiferromagnético, € ilustrado na figura 1.1.

| -J

Figura 1.1: Caso tipico de frustragdo num modelo antiferromagnético.

Inicialmente denominados materiais mictomagnéticos, essas ligas, como varias
outras, apresentam indicios de uma transicao de fases sem nenhuma ordem magnética
de longo alcance aparente, no regime em que o metal magnético é muito diluido.
Bancroft [9], estudando ligas de AuCo, e Cannella e Mydosh [10], estudando ligas
de AuFe, com baixissimas concentragoes (S 1%) de Fe, observaram um pico em
forma de cuspide na susceptibilidade magnética, efeitos de histerese e remanecéncia
dependente do tempo. A temperatura onde a susceptibilidade magnética apresenta
seu valor maximo ficou conhecida como temperatura de congelamento. O efeito da
remanecéncia motivou o nome vidros-de-spins, devido a Brian Colles, pela semelhanca
com as fases vitreas, onde o sistema nao estd em equilibrio estavel mas numa fase

meta-estavel, que eventualmente relaxa para a condi¢cao de mais baixa energia, apos
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1.1 Vidros-de-Spins 4

um tempo suficientemente grande. Até hoje, nao se tem certeza se é isso o que ocorre
com um vidro-de-spins, ou se o sistema representa, de fato, um estado de equilibrio
estavel, contudo, o nome vidro-de-spins ja se consagrou e é utilizados para sistemas
onde haja interacoes aleatdrias e frustradas.

Com a observagao de comportamentos semelhantes aos das ligas magnéticas em
materiais isolantes, como o Fu,Sr1_,S, percebeu-se que os vidros-de-spins sao muito
mais universais e a busca por uma teoria geral era necessaria. Em 1975, Edwards e
Anderson [7] propuseram um teoria geral dos vidros-de-spins, onde um par de spins
interage através de uma constante de troca aleatéria e independente para cada par.
Seu protétipo foi um modelo com spins semi-classicos e do tipo Heisenberg (vetoriais),
mas com acoplamentos, J;;, aleatérios e simetricamente distribuidos em torno de uma
média nula. Essa distribuicao simétrica é fundamental, pois possibilita a ocorréncia
de frustracao. Dessa forma, o hamiltoniano para o modelo de Edwards-Anderson é

dado por,
H=-> J;8-5, (1.2)

<ij>
que foi resolvido por eles pela aproximacao do campo molecular. As interagoes

aleatorias consideradas obedeciam uma distribuicao gaussiana de largura .J,

_ 712
1 J,’j
P(JZ]) = 27TJ2 exXp J2 .

Edwards e Anderson adotaram como parametro de ordem a grandeza:
¢ =< V.57 >, (1.3)

onde o spin da posi¢ao i é observado em dois instantes de tempo, (1) e (2), dis-
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1.1 Vidros-de-Spins 5

tintos e muito distantes um do outro, e < ... >; representa uma média temporal.
Esse parametro de ordem estabelece que, se o spin da posicao ¢ possui uma dada ori-
entacao, g,-, no instante (1), entdo, na fase ordenada havera uma grande probabilidade
dele estar nessa mesma posicdo no instante (2), logo teremos ¢4 # 0, contudo, na
fase de alta temperatura, o sistema é paramagnético e a orientacao de todos os spins
é totalmente dominada pela agitacao térmica, desse modo, ¢¥4 = 0. O parametro
de ordem de Edwards-Anderson leva em consideracao o fato de que a fase ordenada
de um vidro-de-spins corresponde a um estado onde os spins estao “congelados” em
posicoes aleatdérias, mas com magnetizacao global nula. H&, contudo, uma magne-
tizacao local nao-nula, abaixo da temperatura de congelamento, donde origina-se o
comportamento da susceptibilidade e o efeito de histerese. O parametro de ordem de
Edwards-Anderson mede a quebra da simetria de reversao temporal do sistema.
Sherrington e Southern [13], no mesmo ano, também resolveram o modelo de
Edwards-Anderson pela aproximacao do campo molecular. Nesse trabalho, Sherring-
ton e Southern estenderam o resultado de Edwards-Anderson para o caso em que o
valor médio das interagao nao é nula, onde é possivel obter um diagrama de fases mais
rico, com as fases ferro e antiferromagnéticas podendo prevalecer. Essa assimetria da
distribuicao acrescenta ao modelo o efeito da concentracao do material magnético na
amostra. De fato, quando a concentracao do material magnético é muito grande,
suas propriedades magnéticas dominam e o composto apresenta ordem magnética de
longo alcance. Ambos os trabalhos foram capazes de reproduzir o comportamento
da susceptibilidade, contudo, uma descricao precisa dos vidros-de-spins ainda nao
era possivel. Foram Sherrington e Kirkpatrick (SK) [14] que propuseram um novo
modelo, baseado no modelo de Edwards-Anderson, com interacoes de alcance infi-

nito e spins de Ising (|S| = S, = ¢ = +1). No modelo Sherrington-Kirkipatrick, as
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1.1 Vidros-de-Spins 6

constantes de troca seguem uma distribuicao gaussiana,

P(J;;) = J%exp [_({]”2‘—{]_2&]0)2], (1.4)
com média, 5
Jo="5
e desvio padrao, ;
J = N

devidamente escalados. Sherrington e Kirkpatrick notaram que é necessario calcu-
lar o valor médio da energia livre, ao invés do valor médio da funcao de particao.
Isso porque, fazendo-se a média sobre a distribuicao de acoplamentos diretamente na
funcao de partigao somos levados a um problema onde as constantes de acoplamento,
Jij, sao tratadas matematicamente da mesma forma que os spins o, podendo entrar
em equilibrio termico com estes a medida que a amostra é resfriada. Esses sistemas
sao conhecidos como sistemas recozidos ( “annealed”) e ndao conduzem as propriedades
esperadas para um vidro-de-spins. Sao os sistemas temperados (“quenched”) que pos-
suem interesse, onde a amostra é resfriada muito rapidamente quando preparada e os
acoplamentos adquirem valores aleatorios, porém fixos. Esse é um dos grandes para-
digmas dos sistemas com desordem. Se cada amostra experimental possui seu préprio
conjunto de acoplamentos, seria de se esperar que cada medida apresentasse um re-
sultado diferente, mesmo mantendo-se todas as condigoes termodinamicas idénticas.
Esse é o caso para grandezas intensivas, contudo, podemos esperar que grandezas
extensivas sejam automediadas. Uma grandeza é automediada quando uma medicao
dessa grandeza em uma amostra particular for igual a sua média em varias amostras.

Isso pode ser entendido da seguinte forma: imagine que uma amostra muito grande
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1.1 Vidros-de-Spins 7

possa ser dividida em varias subamostras, uma medida de uma grandeza extensiva,
feita sobre a amostra grande sera, na verdade, uma média sobre todas as subamostras.

Do ponto de vista tedrico, uma média sobre varias amostras é obtido através
da média sobre todas as configuracoes da desordem. Portanto, visto que a funcao de
particao nao é uma quantidade extensiva, mas a energia livre sim, a média correta a

se calcular é:

F = —kgT /OO In [Z({J;;})] HP(Jij)dJij. (1.5)

—00

Como essa integral nao pode ser calculada exatamente de forma geral, utilizou-se um
procedimento que ficou conhecido como método das réplicas. Este método se baseia

na seguinte identidade,

-1
In (z) = lim ——, (1.6)

n—0 n

a qual, quando substituida na integral (1.5), permite seu calculo para qualquer valor
inteiro n. Isto é equivalente a resolver um problema onde ha n réplicas do sistema
com interacao entre quatro ou mais spins. Sherrington e Kirkpatrick consideraram
todas as réplicas simétricas e que o resultado da integral com n inteiro poderia ser
estendido para valores reais, afim de se tomar o limite n — 0 no final. Os resultados
obtidos dessa forma concordam com as medidas experimentais para a susceptibilidade,
porém, a entropia tende a um valor negativo quando 7' — 0, violando a 3¢ lei de
termodinamica. Sherrington e Kirkpatrick sugeriram, contudo, que este resultado
incoerente seria decorrente da troca da ordem dos limites N — oo e n — 0 no célculo
da energia livre.

O problema da entropia negativa foi abordado cuidadosamente por de Almeida
e Thouless [15]. Eles mostraram que a solugao de Sherrington-Kirkpatrick é instével

em baixas temperaturas e sugeriram que a natureza dessa instabilidade seria con-
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1.1 Vidros-de-Spins 8

sequéncia da simetria entre as réplicas adotada. A solucao estavel, com quebra de
simetria entre as réplicas, foi encontrada por Parisi [16-19] pouco tempo depois e um

novo parametro de ordem local introduzido, a matriz n x n,
QO =< ot >, (L7)

onde of* é o valor do spin do sitio ¢ na réplica a, tomada no limite quando n — 0 e
< ... > representa uma média termodinamica. Os elementos dessa matriz sao nulos
na diagonal principal e os elementos fora dessa diagonal sao nao-nulos apenas na fase
ordenada. No formalismo de Sherrington-Kirkpatrick foi considerado erroneamente

que a grandeza,

N
Qus = 5 S0, 18)
=1

fosse o parametro de ordem de Edwards-Anderson, ¢©4, quando a # 3, independen-
temente dos indices o e 3. Na verdade, os valores de (),3 nao sao simétricos em
relacao a permutacao dos indices. No formalismo de Parisi sao necessarios infinitos
parametros para parametrizar a matriz Qo3 0 que ¢ equivalente a definir uma funcao

q(z), onde = denota a posi¢ao na matriz, tal que:

Qap = q(). (1.9)

A fungao ¢(z), ou simplesmente ¢, é conhecida como parametro de ordem de Parisi e
é uma fungao continua no intervalo [0, 1], ela mede o grau de superposigao (“overlap”)
entre os dois possiveis estados « e 3, representados pelas duas réplicas consideradas.

A questao de como estender os resultados de Sherrington-Kirkpatrick a mo-

delos com interacoes de curto alcance e dimensao finita, contudo, gerou grande con-
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1.2 Modelo de Potts 9

trovésia na area. Uma das abordagens propostas, que ficou conhecida como modelo
de gotas, foi idealizada por Fisher e Huse [20]. Motivado pelos resultados de Bray,
Moore [21] e McMillan [22], o modelo de gotas admite que as excita¢oes de mais baixa
ordem do estado fundamental sao pequenos aglomerados, definidos como “gotas”, de
spins invertidos de modo coerente. A principal suposicao do modelo é que a densidade

de estados das excitagoes é uma funcao de escala do comprimento linear da gota,
p(L) o< L7°, (1.10)

onde 0 < 0 < %, sendo d a dimensao da rede e L o diametro da gota. A consequéncia
direta dessa suposicao ¢é a existéncia de apenas dois estados de minima energia em
T = 0, simétricos por uma inversao global dos spins. Esse resultado ¢ totalmente
contrario aos resultados obtidos a partir do modelo de Sherrington-Kirkpatrick.
Investigar, detalhadamente, modelos vidros-de-spins com interagoes de alcance
finito torna-se, portanto, de suma relevancia, no sentido de elucidar todas essas

questoes.

1.2 Modelo de Potts

O modelo de Potts com g estados [23-25] é uma simplificacao do modelo planar.
Contudo, ele possui como casos particulares o modelo de percola¢ao quando ¢ = 1 [26],
o modelo de Ising quando ¢ = 2 [27] e o modelo de Ashkin-Teller quando q = 4 [28].

No modelo planar, o spin é confinado ao plano e pode assumir ¢ orientagoes igualmente

espacadas, possuindo angulos 6,, = 2”7”, comn =1,2,...,q—1 (figura 1.2), a interagao

de troca entre o par < ij > é uma funcao do angulo relativo entre os spins, 6;;, de
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8,=0 8,=0
9,= 12
B
® y
0,=3m2 8,=T
q:2 q:3 q:4

Figura 1.2: Configuragoes de spin no modelo planar com ¢ = 2,3 e 4.

modo que o hamiltoniano tem a forma:

H==>3(0;), (1.11)
<ij>
onde a soma ¢ tomada sobre todos os pares de spins interagentes do sistema e a
fungao J é periédica de periodo 27. Esse modelo possui simetria Z(q) e é de grande
importancia em teorias de “gauge” na rede.
Seguindo a orientacao de Domb, Potts comeca a estudar um caso particular

do modelo planar, cuja fun¢ao J da equagao (1.11) toma a forma:
3(62]> = —JCOS (Gij),

onde J é uma constante. Esse modelo ficou conhecido com modelo planar de Potts e

foi resolvido para os casos ¢ = 2, 3 e 4, apenas na criticalidade. Nao satisfeito, Potts
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1.2 Modelo de Potts 11

propoe um novo modelo, com uma funcao:
3(0;5) = J&7:, (1.12)
onde 0; =1,2,...,q é a variavel de spin de Potts e

1 , 8€ 0; = 0j

57 =

” 0 ,seo; #0;
¢ 0 0 de Kronecker. Potts foi capaz de obter o ponto critico desse modelo para todos
os valores de q. Quando J > 0 dizemos que o modelo é ferromagnético e quando
J < 0 dizemos que o modelo é antiferromagnético. Embora simples, o modelo de
Potts s6 foi resolvido fora da criticalidade em alguns casos particulares. No caso
q = 2 obtemos o modelo de Ising, cuja solu¢ao em uma dimensao ¢ bem conhecida e,
em duas dimensoes sem campo, foi resolvido por Onsager em 1943 [29,30]. No caso
q = 3, na rede quadrada, quando J < 0 e no limite 7" — 0, obtemos o problema de
trés cores. No caso ¢ = 4, na rede triangular, também para J < 0 e T'— 0, obtemos
o problema de quatro cores. Ou seja, obtemos o problema de se colorir os vértices
da rede com trés ou quatro cores, respectivamente, sem que dois vértices conectados
possuam a mesma cor. De modo geral, a funcao de particao do modelo de Potts, em
um grafo generalizado, pode ser expressa como um polinomial dicromdtico [25,31].
Na auséncia da solucao exata, o modelo de Potts foi estudado na aproximacao
de campo médio. Foi mostrado que em duas dimensoes o resultado de campo médio
é exato para o termo dominante da expansao para ¢ muito grande, é de se esperar,
portanto, que haja um valor critico, q.(d), tal que, em d dimensdes, a solugao de

campo médio seja exata para g > ¢.(d). Porém, a existéncia de ¢.(d) implica na
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e

Figura 1.3: Diagrama de validade da solucao de campo médio para o modelo de Potts.

existéncia de uma dimensao critica superior, d.(q), onde também prevalece a solucao
de campo médio para d > d.(q). Esquematicamente teremos o diagrama representado
no figura 1.3, onde os pontos ¢.(4) = 2, q.(2) = 4 e q.(6) = 1 sdo, respectivamente, os
valores conhecidos para o modelo de Ising, para o modelo de Potts em duas dimensoes
e para percolagao. A solucao de campo médio também preve que hd uma transicao

de primeira ordem quando ¢ > 2, sendo associado um calor latente:

L = TAS
o lg=2)7
2q(q = 1)’

onde 7 é uma constante definida no hamiltoniano de campo-médio.

1.3 Redes Hierarquicas

O interesse em redes hierarquicas surgiu da descoberta feita por Berker &

Ostlund e Bleher & Zalis [32,33] de que o esquema do grupo de renormalizagao de
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Migdal-Kadanoff [34,35] aplicado exatamente a certas redes hierdquicas leva a resul-
tados equivalentes a aproximacao feita em redes de Bravais. Isso conduz a uma nova
classe de modelos exatamente soltiveis. Haja vista o fato de que modelos exatamente
soliveis sejam raros em fisica estatistica [36] e de que esses modelos trazem uma
grande compreensao fenomenoldgica, o estudo das redes hierarquicas se justifica.

De acordo com Griffiths e Kaufman [37], uma rede hierarquica é o resultado de
um processo iterativo que consiste em agrupar certos elementos geométricos, denomi-
nados unidades primitivas, um certo numero de vezes, seguindo uma regra topolégica
e geométrica bem definida. As unidades primitivas, que podem ser de qualquer na-
tureza, devem ser agrupadas convenientemente para formar a unidade de ordem 1,
denominada célula fundamental ou gerador da rede; dai, essas unidades de ordem 1
sao agrupadas, colapsando-se alguns de seus vértices, seguindo a mesma regra, para
formar a unidade de ordem 2 e assim sucessivamente, até que tenhamos construido
uma unidade de ordem n, que sera a n-ésima hierarquia da rede. Vejamos o exemplo
dado na figura 1.4, onde mostramos os dois primeiros passos da formacao da rede
diamante, também conhecida como rede de Migdal-Kadanoff.

Nesse exemplo, tomamos como unidades primitivas segmentos como aqueles
mostrados na figura 1.4(a). No primeiro passo agrupamos quatro unidades primitivas
para gerar a célula fundamental da figura 1.4(b). Depois, quatro células fundamentais
sdo agrupadas para gerar a unidade de ordem dois, como mostrado na figura 1.4(c).
Note que apenas os dois vétices mais externos (circulos vazados) sao utilizados no
processo de aglutinacao. Repetindo-se esse processo n vezes obtemos uma unidade de
ordem n arbitraria. Outros elementos podem ser adotados como unidades primitivas
para formar outras classes de redes hierarquicas, como pode ser visto na figura 1.5

Nesse caso, os elementos primitivos sdo triangulos equildteros (figura 1.5(a)). Seis
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\/ B M
@)
(a) (b) Formacao do gerador da rede dia- (¢) Formagcao da segunda hierarquia

mante.

Figura 1.4: Exemplo da formacao da rede diamante.

deles s@o utilizados no processo para gerar a célula fundamental (figura 1.5(b)), que
possui duas folhas num arranjo tridimensional.

Podemos acrescentar ligacoes extras as unidades geradas a cada hierarquia. Es-
sas ligagoes nao fazem parte do processo de iteragao e podem representar interagoes
diferentes daquelas das unidades iterdveis. Alguns exemplos sdo mostrados na fi-
gura 1.6. As unidades iterdveis sao representadas por linhas cheias, enquanto as

ligagoes nao-iteraveis sao representadas pelas linhas tracejadas.

1.3.1 Topologia das Redes Hierarquicas

Uma rede hierdrquica com n hierarquias forma um grafo. Seus vértices podem

ser classificados da seguinte maneira:

Vértices ligados sao aqueles que também sao vértices de alguma sub-unidade de

ordem menor que n;
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(a) (b)

Figura 1.5: Rede Sierpinski gasket multifolhada.

Vértices livres sao aqueles que nao sao ligados, ou seja, eles nao sao vértices de
nenhuma sub-unidade de ordem inferior a n, mas foram adicionados a rede no

processo de iteragao através de ligacoes nao-iteraveis;

Vértices externos sao aqueles, livres ou ligados, que serao colapsados no processo de
formagao da hierarquia n 4 1, sao representados pelas circunferéncias vazadas

em todos os exemplos; e

Vértices internos sao aqueles que nao sao externos, ou seja, fazem parte da estrutura
fina da rede e nao tomam parte do processo de agregacao para gerar a proxima

hierarquia da rede, sao representados pelos circulos cheios dos exemplos.

A figura 1.7 apresenta exemplos de cada uma das classes de vértices citados. As sub-
unidades iteraveis da rede também podem ser classificadas como sendo externas ou
internas. Sao externas quando qualquer um de seus vértices for um vértice externo

da rede toda, e sao internas em caso contrario.
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Figura 1.6: Exemplo de ligacoes nao iteraveis em redes hieraquicas.

Uma rede hierarquica pode ser gerada por processos de iteragao completamente
arbitrarios. Contudo, estamos particularmente interessados em redes que sejam auto-
similares e uniformes. Uma rede hierarquica é auto-similar quando, no processo de
iteragao, sao sempre agrupados o mesmo nimero B de sub-unidades para formar
a unidade de ordem imediatamente superior. Esse nimero é chamado numero de
agrega¢ao e também é definido para redes nao auto-similares, sendo contudo, nesse
caso, dependente da hierarquia da rede em cada passo. Ligagoes nao-iteraveis nao sao
contabilizadas no calculo de B. No caso da rede diamante apresentada na figura 1.4,
vemos que B = 4, no caso da rede Sierpiriski “gasket” multifolhada (figura 1.5) B = 6
e nos casos das redes da figura 1.6 temos B = 4 e B = 2, respectivamente. Uma rede
¢ dita uniforme quando as unidades agrupadas a cada passo do processo iterativo sao

idénticas. Todos os exemplos mostrados até agora sao de redes uniformes e auto-
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Sitio Externo Ligado

Sitio Interno Ligado ——» . .
<—— Unidade Iteravel

Sitio Externo Ligado ——= ()

Sitio Externo Ligagdo — (O

Figura 1.7: Exemplos das diversas classes de vértices de uma rede hierarquica.

similares. Um exemplo de rede nao-uniforme é mostrado na figura 1.8, onde ha dois
elementos distintos sendo iterados.

Podemos, agora, definir distancia, dimensao e conectividade em redes hierar-
quicas [38]. Definimos a distancia entre dois vértices quaisquer da rede como o ntiimero
de ligagoes existentes sobre o menor caminho entre eles. O fator de escala b que é
usado no processo de renormalizacao da rede é, portanto, a distancia entre os vértices
externos do gerador da rede. Se definirmos ¢ como o ntmero minimo de ligagoes
que precisamos cortar para isolar um vértice externo do gerador (corte minimo), a

definicao da dimensao D e da conectividade () serao dadas, respectivamente, por:

_log(B) N
D= Tos5) (1.13a)
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Figura 1.8: Exemplo de Rede Nao Uniforme.

_ log(q)
Q= og(b)’ (1.13Db)

1.3.2 Modelos de Spin em Redes Hierarquicas

Um dos primeiros estudos sistematicos sobre modelos de spins em redes frac-
tais foi realizado por Gefen et ali [39], utilizando varios fractais conhecidos. Eles
mostraram que so seria possivel obter temperaturas criticas nao nulas, numa dessas
redes, se um certo parametro, definido por eles como ramificacao, fosse infinito.

Entretanto suas redes nao sao hierarquicas no sentido definido aqui. Note que,
por exemplo, ao formarmos a rede Sierpiniski “gasket” padrao (figura 1.9), nem todos
os vértices dos triangulos sao colapsados para formar a préxima hierarquia, portanto

nao ha como definir quais vértices sao internos ou externos.
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Figura 1.9: Rede Sierpinski “gasket” padrao

Motivados pela descoberta de que as equagoes de renormalizacao de Migdal-
Kadanoff eram exatas na familia de redes hierarquicas conhecidas como redes dia-
mante, varios pesquisadores comecaram a estudar modelos de spins em redes hierar-
quicas, nao mais como aproximacoes, mas sim como modelos exatos e de interesse
préprio [40-43].

Um modelo de spins sobre uma rede hierarquica pode ser definido associando-
se a cada sitio ¢ da rede uma variavel de spin o; e a cada unidade primitiva um
hamiltoniano reduzido, H®({c}, {x}), (H = —BH) onde {o} denota o conjunto de
todas as variaveis de spin associadas a sitios internos, {;} denota o conjunto de todas

as variaveis de spin associadas a sitios externos, 3 T é a temperatura absoluta

— 1
— kpT’
e kp é a constante de Boltzmann. A funcio H(© estabelece o modelo. Por exemplo,
para o modelo de Ising:

0

1,

onde K;; é a energia de interagao reduzida (3.J;;) entre as varidveis de spin o; e o
associadas, respectivamente, aos sitios 7 e j conectados por uma ligacao.

Para uma rede com n hierarquias o hamiltoniano sera a soma de todas as con-
tribuigoes das unidades primitivas que formam a rede mais um termo representando

ligacoes nao-iteraveis, ou seja:
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H™ ({o},{u}) = ZH ({7}a) (1.15)

onde {7}, denota o conjunto de todas as varidveis de spin associadas a unidade
primitiva denominada o e H™ ¢ a energia associada a ligagoes nao-iteraveis.

Dado o hamiltoniano em (1.15), definimos a fun¢ao de particao Restrita do sis-
tema, Z,({x}), como o traco de exp (H ™) sobre todas as varidveis de spin associadas

a sitios internos da rede. Desse modo a funcao de particao sera dada por:

Zn =Y Zy{u}) = exp(B"f,), (1.16)
{n}
onde definimos a energia livre adimensional por unidade primitiva f,.
O processo de renormalizacao consiste em encontrar o hamiltoniano efetivo,
H,,({u}), entre o conjunto de varidveis de spin associadas aos sitios externos {u}, tal

que:

Zn({n}) = exp [Hu({p}) + Col, (1.17)

onde a constante C,, fixa o referencial de energia e pode ser escolhida de modo que

Z{M} Hp({u}) = 0.

A funcao de particao restrita de uma rede hierarquica de ordem n pode ser
escrita em termos das fungoes de particao restritas das B sub-unidades de ordem n—1

que sao agregadas durante o processo de formacao, ou seja:

Zo({n}) = Y Yo}, {{nda })H Zn1({1}a), (1.18)

{0} a=1

onde {u}, denota o conjunto das varidveis de spin associadas aos sitios externos
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da sub-unidade o de ordem n — 1 e {{u},} a unido de todos os conjutos {1},.
A funcdo Y, ({o},{{i}a}) contém informagdes sobre o acréscimo de interagdes nao-
iteraveis e sobre a geometria da rede, levando em conta o fato de que, no processo
de agregacao das sub-unidades de ordem n — 1, seus sitios externos sao colapsados.
Por exemplo, na rede diamante, como nao ha ligacoes nao-iteraveis, a funcao Y,, serd
um produto de deltas de Kronecker. A funcao de particao restrita correspondente
a primeira hierarquia sera o produto das quatro fungoes de particao restritas das

unidades primitivas, devidamente ajustadas a geometria da rede. Ou seja:

Zi(ppa) = Y Vil{o} {{ukad) [ Zo({ita)

{0} a=1
= Y ViZo(m, 1) Zo(ph, 02) Zo (1o, 01) Zo (1, %)

= ZZo(/ih01)20(,&17Uz)Zo(M270'1)Zo(,u2702)-

01,02

Ve-se entao que:

Yi{o} {{u}a}) = 04105105202,

Podemos reescrever a equagao (1.18) usando a definigdo do hamiltoniano efe-

tivo (1.17), obtendo:

oxp [Ha({p}) + ¢n) = > Yal{o}, {{n}a}) exp [Z Hn—l({:u}a>] : (1.19)

{o}

a=1
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onde a constante 1, é definida como:

C,—BC,_1, sen>0;
Co, sen =0.

Un

Combinando (1.16) e (1.17), tira-se que, no limite termodinamico, a energia

livre serd dada por:

f=lim f, (1.20a)
onde,
fa=> B ", (1.20b)
m=0
desde que

lim B™"In Zexp[Hn({,u})] =0,

e {u}
o limite (1.20a) exista e a série (1.20b) convirja.

As condicoes para que modelos de spin em redes hierarquicas possuam energia
livre (1.20) bem determinada foram estabelecidas por Griffiths e Kaufman [37] através
de dois teoremas cujo enunciado esta a seguir, mas cuja demostragao nao apresenta-
remos. De modo geral, estas condicoes estabelecem limites para o hamiltoniano H©
das unidades primitivas e para a funcao Y,,. Sao eles:

Teorema I. O limite em (1.20a) existe e é finito se:

e HO for uma funcio real e finita;
e <Y, <ox;

e Para todo n houver, pelo menos, um valor de Y,, maior que zero;
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e A série ) >°  B7"max[In(Y,)] convergir;
e Dentre todos os valores de Y,, # 0, a série Y>>, B~ min[In(Y,)] convergir.

Teorema II. A série em (1.20b) converge e é igual ao limite em (1.20a) se
dadas condigoes do teorema I também existir um valor finito [ tal que, para todo
n > [ haja, pelo menos, uma sub-unidade de ordem n — [ onde v, (a funcao Y, da
[-ésima iteracao de (1.18)) seja maior que zero.

Nessas condigoes pode-se garantir que as propriedades termodinamicas serao
fisicamente aceitaveis, ou seja, possuem propriedades de convexidade apropriadas,
capacidade térmica positiva, etc.

Embora bem determinado termodinamicamente, alguns modelos apresentam
peculiaridades inesperadas: modelos com interagoes competitivas podem levar a ce-
nérios cadticos [40] ou ao surgimento de uma fase vidro-de-spins sem ligagoes alea-
térias [41]; evidéncias de divergéncia na susceptibilidade em altas temperaturas para
o esquema de Migdal-Kadanoff foram encontradas em [42] e seu comportamento
assintético foi obtido em [44], embora, para o esquema de aglomerados finitos de
Niemeijer-van Leeuwen [45] o comportamento da susceptibilidade volte a ser finito
acima de T, retomando seu comportamento fisico [46]; evidéncias de multifractali-
dade [47] no parametro de ordem local [48-51]; etc. Outros sistemas, por outro lado,
apresentam caracteristicas raras, tais como linhas de pontos criticos no espaco de
parametros com expoentes criticos variando continuamente [52]. Uma caracteristica
interessante é uma aparente quebra de universalidade, no sentido de que para modelos
com a mesma simetria do parametro de ordem, mesma dimensao fractal e interagoes

de mesmo alcance o comportamento critico varia nas diversas redes [38,53].
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1.3.3 As Redes do Tipo Diamante

A familia de redes hierarquicas que estamos interessados aqui contém como
caso particular a rede conhecida como rede diamante. Essa é uma rede uniforme
e auto-similar, tal como definido anteriormente, e seu gerador é mostrada na fi-
gura 1.4(b). Acompanhando o processo de iteragdo mostrado na figura 1.4, como
ja foi descrito anteriormente, podemos identificar o nimero de agregacao da rede
como sendo B = 4, o fator de escala b = 2 e o corte minimo ¢ = 2. Fica claro,

portanto, que a rede diamante possui dimensao:

1
p—loed_,
log 2
e conectividade:
log 2
p— pr— 1
¢ log 2

E possivel generalizar a rede diamante numa familia de redes, assumindo que
o gerador da figura 1.4(b) possua p conexoes ligando os vértices externos, cada qual
com [ ligages. No caso da figura 1.4(b) tinhamos p =1 = 2.

Em nosso estudo utilizamos uma familia de redes do tipo diamante com p
conexoes e 2 ligacoes por conexao, conforme ilustra a figura 1.10. Nessa familia de

redes a dimensao e a conectividade sao dadas em funcao do parametro p:

log (2p)
D, = 1.21
log p
= . 1.21
Qp 10g2 ( b)

Vale notar, também, que o nimero total de sitios, N,(n), e de ligagoes, Nl(p )(n), dessa
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Figura 1.10: Rede diamante com p conexoes.

familia de redes, com p conexoes, em uma dada hierarquia, n, é dado por:

Np(n) =2+2p l7(22pp)"_—1 1} (1.22a)
NP (n) = (2p)™. (1.22b)

1.4 Criticalidade Auto-Organizada

A criticalidade auto-organizada foi inicialmente proposta e estudada por Bak
e colaboradores [54,55]. Eles pretendiam, com esse novo conceito, explicar alguns
fenomenos ja bem conhecidos, tais como a grande ocorrécia de estruturas fractais na
natureza [56] e o ruido “1/f” em sélidos [57].

O fato de que a natureza nao pode ser descrita por esferas, linhas, planos
ou quaisquer outros objetos da geometria euclideana exige uma atencao especial dos

Fisicos, haja vista seu principal objetivo é compreender o universo. Mandelbrot, em
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seu livro histérico [56], estabeleceu uma nova forma de ver o mundo, a natureza é,
na verdade, fractal [56,58]. Sabemos muito bem da teoria das transicoes de fases e
fenémenos criticos no contexto da mecanica estatistica de equilibrio [59,60] que um
sistema no ponto critico nao possui qualquer escala caracteristica de comprimento,
contudo, isso s6 acontece se um conjunto muito particular de parametros, tais como
temperatura, pressao ou campo magnético, forem corretamente ajustado. Embora a
mecanica estatistica padrao seja poderosa para a solucao de problemas envolvendo
sistemas no equilibrio, a natureza nao esta em equilibrio e nao podemos controlar seus
parametros para conduzi-la a qualquer ponto critico. Entao, de onde vém a grande
abundancia de estruturas fractais observadas na natureza?

Em 1987, Bak, Tang e Wiesenfeld [54,55] propuseram que um fenémeno auto-
organizado poderia conduzir sistemas dinamicos com um grande nimero de graus de
liberdade a um ponto critico sem nenhum ajuste fino de qualquer parametro. Esse
fenomeno foi chamado criticalidade auto-organizada e deste entao uma grande quan-
tidade de trabalho foi realizado nesse tema. A principal motivagao para Bak, Tang
e Wiesenfeld foi a de que a criticalidade auto-organizada pudesse explicar problemas
cldssicos do mundo fisico, tais como o comportamento do tipo lei de poténcia (f~P)
do espectro de poténcia, conhecido como ruido “1/f”, em uma grande quantidade
de sistemas [57,61], o fenomeno da turbuléncia e a estrutura fractal auto-similar da
natureza anteriormente observada por Mandelbrot [56].

Para fixar idéias foi proposto um modelo para a construcao de uma pilha
de areia [54, 55|, em analogia com um conjunto de péndulos de torgao acoplados.
Esse modelo, chamado modelo pilha-de-areia, busca reproduzir as avalanches pro-
duzidas pela adicao peridédica de graos de areia a pilha. Os resultados obtidos por

Bak e colaboradores a partir de simulagoes numéricas em duas e trés dimensoes e
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em redes pequenas mostraram comportamento de escala tanto na distribuicao de ta-
manhos como na distribuicao de duracoes das avalanches. Eles argumentaram que
um comportamento na forma de lei de poténcia para a distribuicao de duracoes das
avalanches conduziria diretamente a um espectro de poténcia compativel o ruido
1/f. Procurando aperfeigoar os conceitos e incluir uma explica¢ao para turbuléncia,
Bak, Chen e Tang propuseram um novo modelo, agora para incéndios florestais [62].
Nesse modelo, arvores crescem a uma taxa p e incéndios se espalham pela floresta
seguindo regras deterministicas. Contudo, o modelo nao apresenta criticalidade auto-
organizada [63], possuindo um comportamento deterministico e nao-trivial. De fato,
ele apresentanda padroes globais de incéndios em forma espiral, cujas frentes de onda
estdo em uma escala de comprimento bem definida (1/p) no limite p — 0. Dros-
sel e Schwabl [64] introduziram uma nova regra ao modelo de Bak, Chen e Tang, a
taxa de “queda de raios” (f). Esse novo modelo foi estudado através de simulagdes
de Monte-Carlo e um comportamento do tipo lei de poténcia para as distribuigoes
de tamanho e duracao de incéndios teria, aparentemente, sido encontrado no limite
em que f/p — 0 [64,65] e os expoentes relacionados a essas leis de poténcias esti-
mados [66]. Contudo, apesar de nao discordar da existéncia de um comportamento
critico, Grassberger propoe que o comportamento em forma de leis de poténcia pre-
cisaria ser corrigido pois as simulagoes realizadas estariam longe da criticalidade [67].
Tentativas de estimar correcoes aos expoentes foram realizadas utilizando um método
de andlise de momentos [68]. Mais recentemente, foi especulado que o comportamento
atipico observado nas leis de poténcia do modelo poderia ser explicado assumindo-se a
existéncia de duas escalas distintas [69,70]. Contudo, simulagoes realizadas em redes
muito grandes e valores de f/p muito pequenos sugerem que as leis de poténcia até

entao observadas seriam espurias e que uma prova concreta de um comportamento
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critico auto-organizado no modelo Drossel-Schwabl continua em aberto [71,72].

1.5 Objetivos e Organizacao desta Tese

O objetivo principal desta tese é estudar alguns sistemas complexos encon-
trados na Fisica Estatistica, entre eles os vidros-de-spins, no contexto da Fisica Es-
tatistica de Equilibrio e o modelo para incéndios florestais, um automato celular
desenvolvido para esclarecer a ocorréncia dos fenomenos discutidos na segao 1.4. Ela
estd organizada da seguinte forma:

No capitulo 2 analisaremos a estrutura do estado fundamental dos vidros-de-
spins de Ising na rede diamante com p conexoes através do estudo da distribuicao
do “link-overlap” entre duas réplicas independentes, utilizando uma metodologia re-
cursiva e exata para calcular o valor local das correlagoes de pares de spins em cada
réplica. Nosso objetivo é mostrar que, de fato, a distribuicao do “link-overlap” é
compativel com a descricao do modelo de “gotas”, como é esperado que ocorra na
rede diamante, e verificar se seu comportamento pode ser relacionado com aquele
observado em simulagoes monte-carlo em redes regulares.

No capitulo 3, estudaremos o modelo de Potts com ¢ estados e interacoes
aleatorias e competitivas na rede diamante d-dimensional. Nosso objetivo é mostrar
a existéncia ou nao de uma transicao de fases para varios valores de ¢ e d, estimar
a temperatura critica dessa transicao e construir os diagramas de fluxo para o grupo
de renormalizacao de Migdal-Kadanoff para cada caso.

No capitulo 4, estudaremos um modelo automato celular para incéndios flores-
tais com arvores resistentes. Tratando-se de um modelo complexo e fora do equilibrio,

nosso objetivo é mostrar como se comporta a criticalidade auto-organizada encon-
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trada no modelo Drossel-Schwabl com a introducao de érvores com resisténcia deter-
ministica e verificar se ha casos onde o comportamento de escala persiste, estimando
0s expoentes que governam esse comportamento.

Finalmente, no capitulo 5, fecharemos nosso trabalho apresentando algumas
conclusoes e apontando algumas perspectivas de continuidade, enfocando os proble-

mas que permanecem em aberto.
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Capitulo 2

Estrutura dos Vidros-de-Spins de

Ising na Rede Diamante

Apesar dos quase trinta anos da formulagao do modelo de Edwards-Anderson
[7] e da solucao de Sherrington-Kirkpatrick [14], os vidros-de-spins continuam sendo
um grande mistério [6]. A prépria existéncia de uma fase termodinamica em bai-
xas temperaturas continua uma questao em aberto. Admitindo sua existéncia, a
configuragao da fase vidro-de-spins é caracterizada pela desordem magnética com
frustra¢ao nos acoplamentos que nao podem ser minimizados simultaneamente. A
presenca de frustracao e desordem pode induzir uma grande quantidade de esta-
dos termodinamicos em baixas temperaturas, que nao se relacionam por nenhuma
tranformacao de simetria trivial. O parametro de ordem de Parisi, definido pelas
equagoes (1.7), (1.8) e (1.9) e normalmente conhecido com “overlap” de Parisi, é um
dos parametros apropriados para descrever a estrutura desses estados e a forma como
eles se relacionam. Ele foi bastante utilizado para determinar o niimero de estados

nos vidros-de-spins em sistemas com dimensao finita [73,74]. A distribuicdo P;(q),
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para o parametro de ordem de Parisi mede a probabilidade do valor do “overlap” estar
entre g e ¢ + dq e é conhecida como distribuicio de “overlap” de Parisi. Contudo,
outro parametro, conhecido como “link overlap” [75-77] parece ser mais apropriado
para se verificar as diferencas basicas entre os dois principais cenarios existentes: o
cendrio de Parisie o cendrio de gotas. A distribuicao P}L)(qL), para o “link overlap”,
referido em [78] como “energy overlap”, surge como um parametro mais confidvel
que a distribuigao P;(q), pois ela nao é sensivel & presenga de paredes de dominio,
o que pode induzir um comportamento nao-trivial em P;(q) e, conseqiientemente, a
interpretacao de uma quebra de simetria entre réplicas.

A vantagem do “link overlap” sobre o “overlap” estda em suas propriedades
de simetria com respeito a inversao de spins. Para o “overlap” de Parisi, uma in-
versao global dos spins de apenas uma das réplicas inverte seu sinal, enquanto o “link
overlap” permanece invariante. Essa propriedade é interessante, pois torna o “link
overlap” insensivel a fases relacionadas simplesmente por uma inversao de spins. Ou-
tra diferenca esta no fato de que a inversao de uma aglomerado finito de spins altera
o valor do “overlap” em uma quantidade proporcional ao volume desse aglomerado,
enquanto o “link overlap” sofre uma variacao proporcional a area da superficie de
contorno do aglomerado, ou seja, uma grandeza proporcional ao ntimero de ligagoes
invertidas ou a diferenca de energia entre as duas configuracoes.

Neste capitulo, estudaremos a distribuicao dos valores do “link overlap” na
rede hierdrquica diamante (figura 1.10) em trés dimensdes (p = 4), utilizando uma
técnica onde as correlagoes de pares de spins em cada réplica sao calculadas exa-

tamente através de um método recursivo proposto por Morgado, Coutinho e Cu-

rado [48,49].
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2.1 Previsoes de Campo Médio

A solucao exata do modelo de Sherrington-Kirkpatrick é reconhecida como a
aproximacao de Campo Médio para o modelo de Edwards-Anderson com spins de
Ising. Essa solucao mostra uma fase vidro-de-spins onde ha quebra de simetria entre
réplicas e uma infinidade de estados termodinamicos nao-relacionados por qualquer
transformacao de simetria. Isso representa uma quebra nao-trivial da ergodicidade,
onde, no estado fundamental, varias regioes do espago de fases estao separadas por
barreiras infinitas e intransponiveis de energia. A existéncia de um numero infini-
tamente grande de estados termodinamicos distintos pode conduzir a um nidmero
igualmente grande de valores para o parametro de ordem de Parisi (“overlap”), g,
ou para o “link overlap”, qr, portanto, é interessante obtermos a distribuicao desses
valores para uma dada configuragao da desordem (um conjunto fixo de acoplamentos,
{Ji;}) e uma dada temperatura, 7T'.

De acordo com o cendrio de Parisi, que defende a continuidade dos resultados
qualitativos da solucao de campo médio para sistemas com dimensao finita e com
interacoes de curto-alcance, tanto o “overlap” como o “link overlap” deverao possuir
uma estrutura nao-trivial, refletindo a presenca dos multiplos estados. Além disso, as
distribuicoes dessas grandezas nao seriam automediadas, variando sensivelmente de
amostra para amostra. No caso da distribuicao P;(q), tomada sua média sobre todas

as configuragoes da desordem,

P(q) = [Ps(a)];, (2.1)

onde [---]; representa o valor médio da grandeza através da distribuicao de acopla-

mentos P(.J;;), deveremos encontrar dois picos do tipo § de Dirac nos valores +qpa4,
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o parametro de ordem de Edwards-Anderson (equagao (1.3)), e um espectro continuo
entre esses valores, possuindo um patamar finito em ¢ ~ 0 [6]. No caso da distribui¢ao
do “link overlap” também é esperado um comportamento nao-trivial para a média

configuracional da distribuigao P}L) (qr),

PO a) = [P ()] (22)

que possui uma forma assimétrica, com uma largura nao-nula. Além disso, ha uma
forte variagao de amostra para amostra na distribuicao P}L) (qr) [75]. Foi conjecturado
por Drossel, Bokil, Moore e Bray [75] que o comportamento nao-trivial da distribuigao
do “link overlap” encontrado em simulagoes de Monte Carlo [78,79] era devido a

efeitos de tamanho finito e de proximidade do ponto critico.

2.2 Previsoes do Modelo de Gotas

O modelo de gotas baseia-se numa hipétese fenomenolégica fundamentada nos
trabalhos de McMillan [22] e Bray e Moore [21] sobre Grupo de Renormalizagdo com
Parede de Dominio. Como fora discutido na secao 1.1, pequenos aglomerados de
spins revertidos, denominados gotas, sao as excitacoes elementares acima do estado
fundamental. A energia de cada uma dessas gotas obedece uma lei de poténcia com
o comprimento linear L da gota. Essa hipdtese leva a previsoes extremamente con-
traditorias aquelas do modelo de campo médio.

De acordo com a hipdtese de escala apenas dois estados puros sao esperados
na regiao abaixo da temperatura critica [20,80], relacionados por uma simetria de
inversao de spins, tal como ocorre em um sistema homogéneo como o modelo de Ising

ferromagnético puro. Dessa forma, a energia livre possui apenas dois minimos globais,
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nao se descartando a possibilidade de uma infinidade de minimos locais, resultando
em fases meta-estaveis. Nao hd quebra de simetria entre réplicas, nem ha linha
de Almeida-Thouless, conseqiientemente, a presenca de qualquer campo magnético
elimina a transicao de fase.

Num cendrio sem quebra de simetria entre réplicas todas as grandezas sao
automediadas e, portanto, espera-se que as distribuigoes do “overlap”, P(q) (equa-
¢ao (2.1)) e do “link overlap” (equagao (2.2)) apresentem comportamento trivial. Ou
seja, um par de deltas em +qp4 para P(q) e uma delta em g (T) para P (q;). Con-
tudo, o comportamento trivial de P(g) em um sistema com dois estados relacionados
por inversao de spins foi questionado [81], pois a presenga de paredes de dominio pode

introduzir um comportamento nao-trivial.

2.3 Equacao de Renormalizacao para o Modelo de
Ising com Réplicas

Vamos considerar duas réplicas da rede diamante com p conexoes, cada qual
com o0 mesmo conjunto de valores para os acoplamentos reduzidos ({ K;, L;}), mas com
varidveis de spin independentes ({o;, 7;, i, i, v, ' }), conforme ilustrado na figura 2.1.
Consideramos, também, que as duas réplicas nao interagem, conforme o seguinte

hamiltoniano:

—BH =Y [(Kip+ Lip)oi + (K + L/)7i), (2.3)

i=1
onde o primeiro e o segundo termos representam as energias dentro de uma célula
fundamental de cada réplica.

Nesse esquema, os geradores das redes sao dizimados em seus elementos pri-
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Figura 2.1: Esquema de renormalizacao para duas réplicas da rede diamante com p

conexoes.

mitivos, como mostrado na figura 2.2, que também nao interagem entre si e cujo

hamiltoniano efetivo, conforme definido na eq. (1.17), deve tomar a forma:

—BH = K'(up' + /).

OF

O
m

<

Ov
v

Figura 2.2: Sistema com réplica renormalizada.

Os valores das novas constantes de acoplamento efetivas, K’, sdo obtidos

seguindo-se os passos descritos na secao 1.3.2. Devemos, portanto, calcular a funcao
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de particao restrita, usando o hamiltoniano em (2.3),

2({uyAvd) = D exp [-BH{u}, v} {o}. {7})]. (2.5)

{o}.{7}
Realizando as somas nos conjuntos de variaveis de spin, associadas aos sitios internos
dos geradores, {o} e {7}, obtemos a expressao para a funcao de particao restrita dos

geradores,

P

2({u}, {v}) =2° H{cosh[Ki(u+V)—i—Li(,u'le/)]+Cosh[Ki(,u—V)—|—Li(,u'—yl)]}. (2.6)
i=1
Da mesma forma, a funcao de partigao restrita para o sistema renormalizado (fi-

gura 2.2) é obtida a partir do hamiltoniano efetivo da equacao (2.4),

() () = Aexp[K (! + /)], (2.7)

onde A é uma constante, tal qual a definida na equagao (1.17).

Igualando as equagbes (2.6) e (2.7) e considerando todas as configuragoes
possiveis para os spins associados as sitios externos ({u = +1, /' = +1, v =+1, V' =
+1}), 2* = 16 no total, recaimos num sistema de equagoes algébricas nao-lineares

para as constantes de acoplamento K,

(444} = Ae2K) _ op ﬁ{cosh 2(K; + L;)| + 1} (2.8a)
(=4} = Ae(—2K") — 9p ﬁ{cosh 2(K; — L;)] + 1} (2.8b)
{+,+,+, -} = A=2°F ﬁ{cosh (2K;) + cosh (2L;)}, (2.8¢)

1=1
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todas as outras treze possibilidades recaem nas mesmas equagoes. O sistema (2.8)

ode ser resolvido para K’, resultando na equacao de renormalizacao para as redes
) bl

p
1, [cosh(K;+ L;)
K' = —1 2.
z; T [cosh(K,- - L,-)} (2:9)

1=

Caso haja transicao de fases no sistema, a temperatura critica pode ser es-
timada através da iteragdo numérica das equagao (2.9) por um processo conhecido
como método do reservatério, proposto por Southern e Young [82] e extensivamente
utilizado [51,83,84]. Nessa técnica, reservatérios sao criados a cada passo do processo
de renormalizacao, neles os valores das constantes de acoplamento, K;, L;, sdo arma-
zenadas em dois reservatérios, um para K; e L;, que serao utilizados no préximo passo.
Partindo-se de uma distribuigao inicial conhecida para K; e L;, populamos o primeiro
reservatorio com N valores, obtidos a partir do uso das equagoes (2.9) N vezes. No
segundo passo, as equagoes (2.9) sao abastecida com valores retirados aleatoriamente
dos primeiros reservatorios até que os segundos reservatorios sejam populados com
N valores. Esse processo pode ser repetido indefinidamente e cada reservatorio re-
presentara uma amostra da populacao de varidveis aleatoérias cuja distribuicao esta
sendo renormalizada.

O estado fundamental pode ser obtido exatamente tomando-se o limite 7" —
0 na equacdo de renormalizagdo, neste caso tomaremos o limite da equagao (2.9).

Tomando-se o limite teremos,

1 p
s r_ 2 : 1 &) 1 2)
onde Ji(l) = kpT K, Ji(z) = kgTL; e || representa o valor absoluto da grandeza.
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2.4 Relacoes de Recorréncia para a Magnetizacao

Local do Modelo de Ising

Suponhamos, agora, que a célula fundamental de uma das réplicas seja compo-
nente de uma grande rede (de alta hierarquia), entao, os sitios externos desse gerador
estarao sob a acao de campos locais resultantes da interacao com sitios que estejam
fora do gerador. Além disso, eles também interagem entre si através do restante da
rede. Em principio, esses campos e interagoes poderiam ser calculados caso o traco
sobre todas as var’aveis de spin externas fosse feito, isto é, o restante da rede fosse
tratado como um elemento de decoracdo entre os sitios p e p' [85]. Desse modo, es-
quematicamente, o sistema pode ser representado pelo sistema equivalente mostrado

na figura 2.3.

h
O

hu/u’

Figura 2.3: Representacao de um gerador da rede diamante incrustrada numa rede de
hierarquia arbitraria. h,, h,s e pu representam as interagoes com o restante da rede.
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O hamiltoniano reduzido desse sistema equivalente sera escrito na seguinte

forma,

p
H = hup+ hyop' + M\’ + Z(Kiu + L) o, (2.11)

i=1
onde a constante \ representa o acoplamento efetivo entre p e u’ através do restante
da rede e os campos h, e h, representam as interagoes efetivas com os sitios vizinhos
a eles, mas externos ao gerador. A funcao de particao total para esse hamiltoniano é

dada, formalmente por,

Z = ZZeXp(H)

{u} {0}
p
— Z exp (hup + by’ + App) Z H exp [(K;u + Lip)o;]. (2.12)
(i} (o} =1

A funcéo de partigdo em (2.12) pode ser calculada exatamente. Usando que,

e” = cosh (z)[1 + tanh(z)], (2.13)

e visto que a funcao cosseno hiperpélico é par,

cosh (—x) = cosh (),
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teremos,

Z = cosh(h,)cosh (h,)cosh (A Hcosh ;) cosh (L;) | %

X Z[l + tanh (h,u)][1 + tanh (b, p4')][1 + tanh (App')] x

{u}
X H Z 1 + tanh (K;uo;)|[1 + tanh (L;p'0;)]. (2.14)
i=1 o;==%1

Vamos, primeiramente definir algumas grandezas para tornar o calculo de (2.14) mais

claro. Seja,

a = cosh (h,)cosh (h,) cosh (A Hcosh ;) cosh (L) |, (2.15a)

Y(p, i) = [14 tanh (h,p)][1 4 tanh (A, p')][1 + tanh (App')] (2.15b)

H{ [1+ tanh (K;p)][1 4 tanh (L;p')] + [1 — tanh (K;u)][1 — tanh (L;p')]} .

(2.15¢)

Podemos notar que a fun¢ao ¢(u, '), definida em (2.15¢), possui as seguintes propri-
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edades,

o(=1,-1) = ¢(1,1) (2.16a)
o(l,=1) = ¢(-1,1), (2.16b)

as quais serao fundamentais para o cdlculo da fungao de particao.
Substituindo as definigoes (2.15) em (2.14) e utilizando as propriedades (2.16),

teremos que,

Z = a Y el )

pyp'==%1

= afy(L 1) + (=1, =Dle, 1) + [y (1L, =1) + (=1, D], =1)} (2.17)

De posse da funcao de particao total do sistema podemos obter as diversas
funcoes termodinamicas, em particular, estamos interessados no calculo das mag-

netizacoes locais e das correlagoes de pares. Para as magnetizacoes locais teremos,

107
<,u> = Ea—hu (218&)
1 07
/ — J—
<p > = 7 oh, (2.18b)
(8
<oj> = EZV(M,M’)%(M,M'), (2.18c)
{u}
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onde uma nova fungao, W, (u, it'), é definida,

W, ) = Z of H[l + tanh (K;uo;)][1 + tanh (L;p'o;)]

(7} =l
= {[1 + tanh (K;p)][1 + tanh (L;u")] — [1 — tanh (K;u)][1 — tanh (L;u')]} %
X H{[l + tanh (K;p)]|[1 + tanh (L;p')] — [1 — tanh (K;u)][1 — tanh (L)}
7]
(2.19)
A funcao W;(u, ') em (2.19) possui as seguintes propriedades,

U(—1,-1) = —W,(1,1) (2.20a)
U, (1,-1) = —U,;(-1,1), (2.20b)

dessa forma, substituindo (2.17) em (2.18) e utilizando as propriedades (2.16) da

funcao ¢(u, 1) e (2.20) da funcao W;(u, i) teremos um sistema para as magnetizagoes

locais,
<p> = Ap(1,1)+ Bp(l,-1), (2.21a)
<p > = Ap(1,1) — By(1l,-1), (2.21Db)
<o;> = AV;(1,1)+ BY;(1,-1), (2.21c)
onde,
_afy(1,1) = (=1, -1)]
A= Z
e
ol 1) —5(=11)

Z Y
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a fungao v(u, p') estd definida em (2.15b).
Das equagoes (2.21a) e (2.21b) extraimos os valores de A e B em fungao de

<p>e<pu >,

<u>4+<uy > 2.22
1

B—— — <y 2.22
2@(17_1)(<u> <y >), (2.22b)

que substituitos em (2.21c) nos conduz a uma rela¢do de recorréncia para as magne-

tizagoes locais dos sitios internos do gerador em funcao das magnetizacoes locais dos

<M>}

(2.23)

sitios externos,

([ oo -5

< 0; >= =<
’ 2 90(171) 90(17_1)

Por conseguinte, dados < p > e < u/ > como condig¢oes de contorno, pode-
mos calcular todos os < o; >, visto que as fungoes ¢ e ¥; nao contém os valores
desconhecidos de A, b, e h.

Analogamente, podemos calcular as correlacoes de pares, ou seja,

107
«
<poy> = o >, )W (1) e (2.24b)
{n}
(6%
<ploj> = 2> pu ), i), (2.24c)
{n}

donde, através de passos andlogos aqueles usados para se obter a equagao (2.23)
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obtemos,
) _ 1 _\Ijj(Ll) \I]J(lv_l) -\I]j(lvl)_\pj(lv_l)- / o
sh s = 2{_w<1,1> -1 e T oy S >}
(2.25a)
I _ 1 \Ilj(Ll)_\Ilj(lJ_l)- -\Ilj(Ll) \I]j(lv_l)- /
R 2{_w<1,1> -0 T emn T S >}'
(2.25b)

Substituindo as defini¢bes de ¢(u, 1) (2.15¢) e W,(p, ') (2.19) nas equa-
goes (2.25) obtemos,

1
<poi> = g [a+b< pu' >] (2.26a)
1
<po > = 3 b+a<pu >], (2.26b)
onde,
e

O estado fundamental pode ser obtido tomando-se o limite 7" — 0 nas equa-

coes (2.27), donde,

ap = %imoa = sign(K; + L;) + sign(K; — L), (2.28a)
e
by = :lrin%)b = sign(K; + L;) — sign(K; — L;), (2.28Db)
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onde sign(z) representa a funcao sinal,

1 sex>0;
&gn(x)E 0 sex=0e

-1 sexz <.

Novamente, podemos impor condi¢oes de contorno para a correlacao entre os
sitios externos, < up' >, e calcular, recursivamente, as correlacoes para todos os sitios
internos.

As equagoes (2.23) e (2.26) podem ser iteradas numericamente, com as condi-
¢oes de contorno apropriadas e com os valores dos acoplamentos, K; e L;, retirados
dos reservatorios gerados a partir da iteracao da equagao de renormalizagao como

explicado no final da segao 2.3.

2.5 Estudo da Distribuicao do “Link Overlap”

O “link overlap” entre configuracoes de duas réplicas é definido como,

1
qr. = N, Z < 00Ty > |, (2.29)

<iyj> ;

onde a soma é feita sobre todos os pares de sitios ligados da rede, N, é o niimero de
ligagbes e, como ja fora dito, [---]; representa a média sobre todas as configuragoes
para as constantes de acoplamento. O conjunto de spins, {o}, se refere a uma das
redes, enquanto o outro conjunto, {7}, se refere a sua réplica.

Vamos considerar um sistema de réplicas nao-interagentes. Nesse caso, a média

termodinamica envolvendo grandezas entre as réplicas se desacopla, de modo que o
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“link overlap” pode ser escrito como,

1
qr, = F Z <005 >< T;T; > , (230)

L cig> ;

assim, podemos utilizar as equagoes (2.25) em conjunto com (2.9) para calcular o
valor de cada correlagdo de pares em cada rede, obtendo o “link overlap” (2.30).

O processo numérico envolve duas etapas. Na primeira devemos “construir”
a rede, com sua réplica, a partir da escolha de um valor aleatério para o acopla-
mento em cada ligacao, em uma certa hierarquia h. FEsses valores sao retirados de
uma distribuicao de probabilidades definida e, entao, obtém-se os acoplamentos re-
normalizados para todas as hierarquias inferiores, n < h, utilizando-se a equacao
de renormalizacdo (equagao (2.9) ou (2.10)) para cada gerador da rede. Os valores
renormalizados sao armazenados para serem utilizados na segunda etapa, onde as
equagoes de recorréncia (2.26) sao utilizadas para calcular o valor das correlagoes de
cada par da h-ésima hierarquia da rede. A primeira etapa é conhecida como processo
de dizimacao, enquanto a segunda como processo de decoracdo. Para que possamos
obter informacoes relevantes é necessario que as réplicas estejam em posicoes distintas
do espago de configuracoes, isso pode ser feito utilizando-se condigoes de contorno di-
ferentes para cada réplica nas equagoes de recorréncia (2.26). Note que o processo do
reservatoério, descrito no final da se¢ao 2.3, nao pode ser utilizado porque precisamos
garantir a correlagao entre as réplicas.

Vamos tomar uma rede com p = 4 conexoes, ou seja, uma rede com dimensao
de grafo d = 3, com h hierarquias a uma dada temperatura T'. O tamanho linear dessa
rede é dado por L = 2", de modo que o limite termodinamico é alcancado quando

tomamos L — 00, o que é equivalente a tomar h — oo. Como distribuicoes de
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probabilidades iniciais para as constantes de acoplamento adotaremos a distribuicao

1 —JZ
P(J;) = or exp ( 5 ]) ,

gaussiana,

e a distribuicao delta bimodal,
1 1

ambas com média nula e largura unitaria. Quando a distribuicao é continua a proba-
bilidade de ocorréncia de frustracao exata é nula, e quando a distribuicao é discreta
ha grande frustragao, por isso escolhemos essas duas distribui¢oes em particular. No
caso da distribuicao bimodal o “link overlap” é idéntico a superposicao energética
entre as réplicas.

Com a finalidade de simular varias possibilidades de condi¢oes de contorno,
vamos iniciar o processo de decoracgao pela primeira hierarquia, ao invés da hierarquia
de ordem zero. Apds o processo de dizimacao, fixamos os valores das correlagoes para
cada ligacao da primeira hierarquia da rede em uma das réplicas de acordo com o
respectivo valor da constante de acoplamento, ou seja, se a constante de acoplamento
renormalizada para aquela ligacao for positiva, adotaremos um valor de correlagao
< pp' >= +1 para o par de spins por ela ligados, se a constante for negativa,
adotaremos o valor < pu’ >= —1. Este serd nosso estado padrao e é ilustrado na
figura 2.4(a). Na segunda réplica adotaremos todas as possibilidades +1 para as
correlacoes de cada par de spins em uma ligacao, independentemente do valor da sua
constante de acoplamento, uma das possibilidades ¢ ilustrada na figura 2.4(b). Na
rede com p = 4 conexdes teremos 28 = 256 possibilidades para as configuracoes da

segunda réplica. Com essas condi¢oes de contorno, faremos a decoracao de cada rede,
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u V
()
0-1 04 T 1 T 4
O O
u’ V’
(a) Estado padrao (b) Amostra da segunda réplica

Figura 2.4: Condicoes de contorno para a primeira réplica do sistema, juntamente
com uma amostra das condigdes de contorno para a segunda réplica. As ligagoes
azuis representam correlacoes positivas, +1, as vermelhas representam correlagoes
negativas, —1.

até atingirmos a h-ésima hierarquia. De posse das duas réplicas decoradas, podemos
calcular o valor do “link overlap” para cada configuracao diferente das condicoes de
contorno e levantar a distribuicao do “link overlap”.

Nas figuras 2.5(a) e 2.5(b) podemos comparar as distribuigdes do “link overlap”
na temperatura critica para véarios tamanhos lineares de rede, L = 4 até L = 128,
o que corresponde a redes de h = 2 a h = 7 hierarquias, tomadas 100 amostras da
desordem. Como fora notado por Drossel e colaboradores [75], vemos que had uma
grande dispersao para redes pequenas, principalmente com a distribuicao bimodal,

mas que diminui rapidamente quando o tamanho da rede é aumentado.
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(a) Distribuigao gaussiana, kg7, = 0.88. (b) Distribuicdo bimodal, kT, = 1.15.

Figura 2.5: Distribuicao média do “Link overlap” na temperatura critica para as
distribuicoes gaussiana e bimodal dos acoplamentos sobre 100 amostras distintas da
desordem.

O caso mais interessante é o do estado fundamental, como pode ser visto nas
figuras 2.6(a) e 2.6(b). Para a distribui¢ao gaussiana, a distribuicdo do “link overlap”
aproxima-se de uma distribuicao delta no valor q;, = 1. Porém, para a distribuicao
bimodal, o valor médio da distribuicao apresenta uma saturagao num valor préximo a
qr, = 0.6. A convergéncia do valor médio das distribuic¢oes, quando o tamanho da rede
cresce, pode ser observado nas figuras 2.7(a) e 2.7(b) para o caso T' = 0. Fica evidente
que o tamanho L = 128 é uma boa aproximacao para o limite termodinamicos L —
0o. Esse comportamento revela a existéncia de grande nimero de ligacoes frustradas
no estado fundamental do modelo com distribuicao inicial bimodal, que corresponde
a um estado fundamental degenerado. Para temperaturas muito acima de 7T, (fase
paramagnética), o pico da distribuicao desloca-se para valores de q;, ~ 0 quando

L — oo em ambas as distribuicoes.
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(a) Distribuigao gaussiana. (b) Distribui¢ao bimodal.

Figura 2.6: Distribuicao média do “Link overlap” no estado fundamental para as
distribuicoes gaussiana e bimodal dos acoplamentos sobre 100 amostras distintas da
desordem.
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(a) Distribuigao gaussiana. (b) Distribui¢ao bimodal.

Figura 2.7: Comportamento do valor médio do “link overlap” em fungao do tamanho
da rede no estado fundamental para as distribuigoes gaussiana e bimodal com 100
amostras da desordem.
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O estudo da largura das distribui¢oes do “link overlap”,

Aqp = \//(qL —q0)*P®) (qp)dqr, (2.31)

onde T representa o valor médio da variavel aleatéria x sobre sua distribuicao de
probabilidades, revela outra diferenca. No caso da distribuicao gaussiana, verificamos
um decaimento de Aqy como funcao do comprimento linear da rede, L, de acordo

com o previsto no modelo de “gotas” [75], ou seja, com uma lei de poténcia do tipo,
Agqp ~ L™, (2.32)

que pode ser observado na figura 2.8. Contudo, o expoente w possui uma forte
dependéncia com a temperatura, conforme atesta a figura 2.9, indicando uma con-
vergéncia para o valor w = 1 em 7" = 0! De acordo com a referéncia [75], no cendrio
de Parisi o deve-se ter w = 0, indicando que o cenario de gotas prevalece em nosso
caso.

No caso da distribuicao bimodal, esse tipo de comportamento nao é tao evi-
dente, como pode ser visto na figura 2.10. Contudo, supondo o mesmo comportamento
em lei de poténcia, podemos ajustar as curvas da figura 2.10 através da equagao (2.32).
O expoente w, nesse caso, apresenta um comportamento com a temperatura tal como
mostrado na figura 2.11, muito diferente daquele para a distribuigao inicial gaussiana
em baixas temperaturas, estabilizando-se em um patamar em torno de 1, 25 a partir de
T ~ 0,5. Nessa faixa de temperatura o valor médio da distribuicao também alcancou
seu limite g, ~ 0,6. Contudo, proximo a temperatura critica o comportamento desse
expoente parece ser o mesmo para as duas distribuicoes iniciais utilizadas.

O expoente w foi estimado por Drossel e colaboradores [75] no contexto do
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Figura 2.8: Comportamento da largura da distribuicao do “link overlap” com o ta-
manho linear da rede para a distribuicao gaussiana dos acoplamentos e para vérias
temperaturas na fase condensada. O decaimento em forma de lei de poténcia é evi-
dente.

modelo de “gotas” na rede diamante tridimensional. Foi encontrado o valor w ~ 1,12
para o estado fundamental. Neste trabalho encontramos w = 1, 000000 + 0, 000004
para a distribuicao de acoplamentos gaussiana e w = 1,32 40, 04 para a distribuicao
de acoplamentos bimodal. Contudo, o valor de w obtido por Drossel e colaborado-
res, utilizando uma distribuicao de acoplamentos gaussiana, na menor temperatura
por eles utilizada foi w ~ 1,23 em T = 0,45T,, que concorda com nossos valores

w=1,230£0,005em T = 0,4 =~ 0,457, para a distribui¢ao de acoplamentos gaus-
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Figura 2.9: Dependéncia com a temperatura do expoente w para o modelo com
distribuicao gaussiana dos acoplamentos.

siana e w = 1,25+ 0.04 em T = 0.5 = 0,457, para a distribuicao de acoplamentos
bimodal. Os valores de w em T = T, obtidos por Drossel e colaboradores e por nos
também discordam, eles obtiveram w ~ 1,43 e nés w = 1,54 + 0,01 para a distri-
buigao gaussiana e w = 1,43 + 0,06 para a distribuicdo bimodal. Contudo, deve-se
salientar que os nossos valores foram obtidos com redes até 7 hierarquias, enquanto
eles utilizaram redes com até 5 hierarquias.

Todavia, discrepancias a parte, o cenario de Parisi prevé que o valor de w deve
ser nulo, prevalecendo, entao, o cenario de “gotas” em ambas as distribuigoes

O comportamento do “link overlap” para uma amostra isolada da desordem
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Figura 2.10: Comportamento da largura da distribuicao do “link overlap” com o
tamanho linear da rede para a distribuicao bimodal dos acoplamentos e varias tem-
peraturas. O decaimento em forma de lei de poténcia nao nos parece evidente.

também foi analisado. Vemos nas figuras 2.12(a) e 2.12(b) as distribuigoes do “link
ovelap” no estado fundamental com 10 amostras distintas da desordem, cada qual
representada por uma cor diferente, partindo das distribuigoes bimodal 2.12(a) e
gaussiana 2.12(b) para os acoplamentos em redes com apenas duas hieraquias (L =
4). Note que no caso da distribuigdo gaussiana do acoplamentos, a distribui¢ao do
“link ovelap” é automediada em T = 0, ou seja, todas as amostras resultam numa
mesma distribuicao, mesmo para redes muito pequenas. Contudo, o comportamento

quando a distribuicao de acoplamentos é inicialmente bimodal, mesmo para redes
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Figura 2.11: Dependéncia com a temperatura do expoente w para o modelo com
distribuicao bimodal dos acoplamentos, assumindo-se um comportamento do tipo lei
de poténcia para a largura da distribuicao do “link overlap”.

maiores, como mostrado na figura 2.13, a distribuicao do “link overlap” demonstra
um comportamento variavel de amostra para amostra. Isso pode ser visto pelas vérias
cores que aparecem nas figuras 2.12(a) e 2.13 e uma tnica cor na figura 2.12(b).
Esse comportamento automediavel da distribuicao do “link overlap” para o
caso gaussiano, no entanto, nao se mantém em temperaturas mais altas, como pode ser
visto na figura 2.14, onde apresentamos os resultados para 10 amostras da desordem
em redes com quatro hierarquias (L = 16), na temperatura critica (kgT, = 0.88),
onde cada amostra é representada por uma cor diferente. Esse tultimo resultado estéa

em acordo com aquele obtido por Drossel e colaboradores [75], que encontraram essa
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variacao de amostra para amostra em temperaturas proximas da temperatura critica

(T'~0.7-T,) e em redes pequenas (L = 16).
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(a) Distribuigdo bimodal.
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Figura 2.12: Distribuicao do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas
da desordem, em redes de tamanho L = 4 (2 hierarquias) e no estado fundamental.
Cada amostra é representada por uma cor diferente.

Departamento de Fisica - UFPE



2.5 Estudo da Distribuicao do “Link Overlap” 58

0.4

03— —

L)
Py (@)
o
N
T
1

0.1

1

\ .
0,

858 059 0.60
A

Figura 2.13: Distribuicao do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas da
desordem, em redes de tamanho L = 128 (7 hierarquias), para a distribui¢ao bimodal
dos acoplamentos e no estado fundamental. Cada amostra é representada por uma
cor diferente.
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Figura 2.14: Distribuicao do “link overlap” por amostra para 10 amostras isoladas da
desordem, em redes de tamanho L = 16 (4 hierarquias), para a distribui¢ao gaussiana
dos acoplamentos no ponto critico (7, = 0, 88). Cada amostra é representada por uma
cor diferente.
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Capzsizs 3

Vidros-de-Spins de Potts na Rede

Diamante

Neste capthula estudaremos o modelo de Potts com | estados, apresentado na
12830 1.2, com inkaracoes Ekdrios e il na rede hisrdrquica diamante com gg
conexoes. Estudos anteriores sio encontradcs na literatura para o caso puro (ferro
e antiferromagn®ico) [86-91] e para o caso com ird¥Ta¢Oes HEFRFYrias positivas [92).
Na =830 3.1 deduziremos a idt-#a0 de WrEFZ TG40 para 0 modelo de forma ge-
neralizada, na @€do 3.2analisaremos o comportamento da Eri2ad®T¥30 da desordem
atravls de um diagrama de ¥ em um keewco de parametrosapropuiados. Veremas
que na fase de baixas temperaturas quando |g @ 2 e acima de uma certa dimensio
() os pardmetros da unfu®-¥T0 renormalizada evoluem para um atrator estr-
nho. Finalmente, na #¢io 3.3, nos casos onde hd fase condensada serdo estimadas
as temperaturas ciwd de cada FadTao para alguns valores de | e redes com
¥irias dimensdes, para tres ungwt-*5es de probabilidades iniciais conhecidas para
os acoplamentos Também ull estimada a temperatura crifinili da ek oo de
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Pt 03

3.1 ‘wws€ao de Henarmalizacao para o Modelo de
Potts

Seguindo passos idénticos Aqueles da @ €do 2.3 vamos obter a kt=#eao de re-
w=aLErAeio parao modelo de Potts na rede diamante com “g” conexoes e iri=a ¢oes
=airMrias de curto alcance. A cllula fundamental da rede & mostrada na :'.fs.rﬁﬁ 3.1,
seu hamiltoniano reduzido, um hamiltoniano de Potts, & escrito como,

i o

W uw

Figura 3.1: Esquema de wramzafira 6io da cflula fund amental da rede diamante com
3 conexoes.

Hom =D gk

ij>

= ) e EEE (3.)
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donde obtemos a0 de y=Edao restrita,
Sz m Y e ()
=
P
Zcxp {Z s_‘ +l-_‘1"|}
= i=1

[[= =) 62

Ll

sendo a A0 :(-:’) Wdpsy=2 por,
q
/@) en(uilig i) (33)
=
Essa XZgdo possui apenas dois valares independentes. Um deles quando 3 =73

o

=) = 3G=3)

kel

MA

exp (K = )MEG

il

(W= 1)+ exp (W&: +W), (3.4)

o outroquando 3 # 3,

g o es#e)
= (g + 55

= (=2)+exp WK:) + oxp (), (39
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portanto, a BEEdo de gedfgao restrita &5l

K+

i=1

mz) = {ﬁ:ﬁ”

ﬁ;@} (1K) (30

Com isso podemes encontrar o acoplamento efetivo, Il | tal que,

S(23) m Zexp (), (3.7

onde 4= & uma constarnte a determinar. Assim, quando 3 =73, teremos

P

Moo ) = [[=

i=1

e quando 3 #%,
de modo que,

donde obtemos ant a0 de MHTarE=&a0 com o uso das 4wlrtdes (3.4) e (3.5),

1y =1) +exp (gl + gl
- _I;hlI(I-Q)JFCXP (i) + exp (I:)I (3.9
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3.2 Diagramas de Fases para o Fluxo de Renorma-
lizacao

As wil@veis apropiiadas para se analisar o diagrama de#iszs das sucessivas

trevpmteatid #0es de rge ame ik a0 serdo a temperatura renormadizada, obtida como o

inverso do desvio padnio da Mardadeio de acoplamentos reduzidos (lll;; w il ; ),

em cada passo de Wl T3 630,

1

Wm0

(3.9

e a varidncia da ¥ofw®#30 de uma grandeza denominada por Tsallis e Levy [94]

como transmissividade t8mica, que no caso do modelo de Potts [92] & dada por,

1= =il

g, - op (<) (3.10)
L+ (e 1) exp (il %)

A Bl mea, da transmisdvidade t&rmica 8 obtida a partir da FetaE-$50 de aco-

plamentos reduzides atraves da F+-T¢@ho da wemdo (3.10) sobre a puaigTtao dos

acoplamentos reduzides e sua varidncia & dada por,
(- ))% (3.11)

Esse &m2¢0 de pardmetros foi proposto por por Curado e Meunier [83 para
estudar os vidros-de-spins de Ising e posteriormente usado para se investigar os ex-
poentes cri:gad de tal modelo [97].

Partindo de umanar®t 30 inici al gkMEria para os acoplamertos da filtima

hierarquia da rede, podemos utilizar o método de reservabrio, descrito no Ekih da
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ro 830 2.3, para encontrar amostras das sucessivas FeMadvlides renormalizadas. O
tamanho dessas amostras & ladmiz¥ pelo tamanho dos bancos de valores adotados e
deve ser grande paragarantir uma boa 1#3#&A0 estatitiet dos dados. A questao de
como bancos sucessivos podem estar correlacionadas, haja vista a 44:t#ao de renor-
&iTa4a0 (3.8) requerer g valores para cada valar gerado, € resolvida w2 ama-aik
que um banco com il valores pode gerar ll» comiid«€0es distintas enquanto 22!
comB M 0es sdo a™®Rrias. Assim, por exemplo, para aplicarmos o m&todo do re-
servabrio em uma rede com g = 4 conexdes (M = 3 dimensoes), um banco com
apenas 100 valores seria capaz de gerar 10'® combizaoes! Nfimero muito maior que
0s 24T = 800 valores nam=mirics para gerar o banco seguinte. Contudo, como esta-
mos interessados em estimar os parametros das e BGes a partir de estimadores
de suas amogras, nao poderemas utilizar bancos muito pequencs. Usaremos bancos
com il = 220 = 1,048,576 valores, para garantir bons estimadores estatma=gll

No primeito passo geramcs um conjunto de 2 valares seguindo uma distri-

20 conhecida inicial, utilizamos como rtwMi5es iniciais a l-bimodal,

2E)= ;I(ﬁj =8+ él(ﬁj +8), (3.12)
a gausslana, B . P_ﬁg]
CLOE IS i | (313)

e a uniforme
IRUEISNEY | V2
Lo Em=3cE @3

todas com m&dia nula e varidncia sz#¥iria. No segundo passo aplicamos a 4% wio

Zm) (3.14)

de wramz a2 Gao (3.8) para gerar uma constarte renormalizada. O processo 8 entao
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repetido Ml vezes para formar um banco com M valores, que se constitue em uma
amostra da primeira ¥rzéwfeio de acoplamentos renormalizada. No passo seguinte
esse primeio banco & usado para alimentar o processo de wrsFEH TR 60 ¢ construir
0 banco de valares da segunda Rehsd30 renormalizada. Em seguida o processo &
repetido sucessivamente para gerar os g&g@ximos bancos, gerando amostras das distri-
=asdes renormalizadas. A cada passo sio calculados os valores de ll e T para cada
amostra darntd-r¥30 renormalizada. O processo global & entdo, repetido M vezes
para se obter valares médios desses parametros. No az="go desses parametros os su-
cessivos valores medios de il ¢ M indicam o fluxe da Fededn-3G0 renormalizada. No
a0 Bl 5 T cada w50 de probabilidades 24 asw ciada a uma certa curva
contlima representati va. Parauma dada temperatura aurdui=#¢3o de acoplamentos

ooy

inicial deve Wl para uma trfwi-%To de “porko-fixe’! ZEiivel, cuja curva repre-

sentativa & invariante sob #raFE iz £a0. Se o sistema apresenta uma @30 de
fase, havasfl uma Ll 30 de “porkinfine’ mealivel para certa temp eratura ok

kil
‘=, representada por um ponto cuiladli sobre a curva represerfativa da FeiadbWi0
invariante, caracterizando uma v T30 entre uma fase pammagn etica de altas tem-
peraturas e uma fase condensada de baixas temperaturas. Nesse ponto, nao apenas
a forma da ZelsdnAio 8 invariante pela FR=Ee#R0 do grupo de NusAis G0, mas
também, a temperatura renormalizada.

Na #rsmef 3.2 vemos um diagrama de #his para o caso g = 2, que reproduz o
modelo de Ising, em trées dimensées. Esse diagrama & bem conhecido [50, 83. Vemos
as trés linhas MBlidas representando as tiés AxMwduvfiSes inicials, as linhas traceja-
das representam o fluxe de smnrraps =&ao, partido de cada uma das deut-Ges ¢
com illrias temperaturas iniciais. Esses {ramZ convergem para uma curva universal,
caracterizando a Kriait-r¥50 de porgka2is [93]. Vemos que hd um ponto-de-cela, o

T w
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1.0
kT

Figura 3.2 Diagrama de Huxe para o modelo de Ising (g =2) no as=~go Ml 5=. Na
w7630 vemos a regiao onde se localiza o ponto crafo, marcado por um asterisco

()

qual & ampliado na =k esse ponto representa o ponto criilo, que separa as fases
paramagn®tica, em altas temperaturas, e vidro-de-spins, em baixas temperaturas. Na
fase paramagntica, as sucessivas &dAf4edes do grupo de wmamE @i Gio conduzem
o Huxn a um poriheili? WERivel com = = 0 e = — oco. Na fase vidro-de-spins Il
um portiuiks % vel em Ml =1¢ = =0. A¥m disso, a fase vidro-de-spins € carac-
terizada por ter mBdia mila na teiriaurledo de acoplamentos fator importante para
que haja Feimagio. Essa mddia permanece invariante no modelo de Ising quando
aplicamos a +arsweio (3.8) acs sucessivos bancos.

No caso do modelo de Potts com 5 = 3 no encontramos o ponto de ¥a: 430

para uma fase condensada de baixas temperaturas em dimensio inferior a 5, mesmo
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em Za = 0, sempre hd um ¥ na diracio do poriaE onde = — 00, ou seja, para
a fase paramagn&ica. Contudo, em Z=5 encontramos um porto-crien, mas a fase
de baixas temperaturas, diferertemente do que acontece no caso | =2, naoii=® para
o ponrdFlt I — 1 I = (), mas, sim, para um outro tipo de atrator, onde & e X
oscilam caoticament e entre ¥arios valores. APm disso, sobre esse atrator amedia das
srinuteoes nao se mantem invariante, seguindo o mesmo comportamento aagtico
de ll ¢ B esse comportamento foi detectado por Banavar e Bray e especulado que
ele seria resultado do Zw'T3h entre energia e entropia [96]. Um desses atratores &
apresentado na Fp#r 3.3(a), onde utilizamos como Fstsin30 inicial a FehaEn30
gaussiana (3.13), numa rede com 16 conexdes (5 dimensoes), § = 3 estados e 100 000
Ereaddes dadamseao de snemremibe$io. Osatratores para as outras Revadwiides sio
identicos e sdo apresentados nasBugrida 3.3(b) e 3.3(c).

Para g 4 nao foi posdiael obter com clareza o atrator, devido ao fato de ser
E2mHErio trabalhar em uma dimensionalidade maior e um nflmero exp onenci almente
grande de conexdes. Por exemplo, em & =5, onde identlmasaii uma fase de baixas
temperaturas para o modelo com | = 4, sao ssEEEErias 3 = 32 conexoes, causando
sérios problemas num®ricos, com divergéncias em algumas dezenas de #2ze+a6es. Con-
tudo a M=t Ta0 & evidente, como pode ser visto na Fgef 3.4, onde vemos o diagrama
de ¥&nwd para 0 modelo com 4 estados em 6 dimensdes e para as trés e =¥T5eg
iniciais que estamos usando. Note que b4, de fato, um ponto crbies, onde as linhas
tracejadas, representando o fuxn de wramEaingGio, curvam-se tarto no sentido da

fase condensada como no sentido da fase paramagn®ica.
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3.3 Temperaturas Crimua:

As temperaturas dos casos onde Ml &+ 850 de fases podem ser estimadas
analisando-se os diagramas de Hwa correspondentes. O método consiste em veri-
hex, para cada #aimfurdeio inicial, em que temperatura o Huxe muda de sentido.
Isoo pode ser visto na J-asa) 3.5 onde vemos o diagrama de fiwxe para o caso g =3
em 5 dimensdes em Mrias temperaturas gximas da kT30 nas trés unfudToes
iniciais, bimodal, gaussiana e uniforme. Haja vistaa proximidade do ponto-craifsd au-
mentar a posd bilidade de que F1i?#EGes numéricas afetem o sentido do el vamos
adotar a segunda linha antes da mitimd%ia de sentido em cada lado do ponto-cr i
para “#wi* o intervalo onde se encontra a temperatura cuilisi de cada FetadE$io,
Assim, podemas estimar com maisasr=ida os intervales onde se encontram as tem-
peraturas criétadi dos #arios casos estudados aqui. Deve-se notar que as temperaturas

cr#eeat mudam para as lllrias 3 1Me5es, iss0 porque nao estamos sobre o ponto-

i3 crdislili (50]. Esse encontra-se sobre a @&@adsqo de pui-mea onde nao Ml a
temperatura crtbie s, mas também os expoentes sao universais, tal como obtido para
o caso Ising (g = 2) [93.

Natabela 3.1 resumimas todasas temperaturas créérat estimadas neste traba-
lho. Osvalarespara o casof = 2 (Isng), e paraas tres Zzhuadiv$ies iniciais adotadas
podem ser comparades com os da tabela 1 de [95] e os valores para a ¥rzixfedo de
porragei podem ser comparades com os da tabela 3.2 de [93], onde a FmtuinAG0
de ponrsFLt & calculada exatamente. Todos os valares parajf = 2 concordam perfei-
tamente dentro das barras de erro consideradas. Nao hé fre T30 nos casos onde se

vé um travessao.
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Didribwicio  dimensio| @g=2 | @=3 =4
. 3 | 1,13 = 1,15 | - -
Bimodal 1 220 m 232 i ) )
5 ] 3.63m366 | 3.34m 337 -
6 1540 m543 | 524 m 527 5,40mm 544
Gaussana 3 0,87 = 090 B B
4 2,07 = 2,10 - -
5 347 m 350 | 3,10 m 313 -
6 528 m 5,31 | 5,08 m 5,13 5.27=m A31
N 3 0,98 = 1,02 - -
Uniforme 4 2,10 m 222 B B
5 307 = 3,60 | 3.23 = 326 -
6 5e36 = 539 | 5ul7 m 522 5e363m 539
Lestribaicao 3 | 0.83=09 | - -
de 4 | 20m21 - -
Ponto-Fixo 5 34 =35 2,83 =29 -
6 525 m 535 | 4.9 m A0 4u6 == 47

Tabela 3.1: Temperaturas criétafi para ¥arics valores de g, em ¥irias dimensoes,
para as diversas tairtamlades inicials e para a WateRao de pui-me L estimada
pela convergencia do 1%t
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0,5 T T T T T T T
04 -
Hos3f -
.
-— 1
02 -
1 1 1
o IO 1 0,2 0,3 0,4 0.5
kT
(a) Gaussiana
T T T as T T T
¥ 3 - wl E
ot 4 ac} E
—_— —
I 3 - wf 4
T = 5 o T o = s o "
KT kT
(b) Bimodal (c) Uniforme

Figura 3.3: Atratores com 100,000 #:7rae0es, § = 3 € & = b para as #unfwicoes
iniciais gaussiana, bimodal e unifarme. A seta indica o sentido inicial do Ikt
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3.3 Temperaturas Craétad

0.045r

=== Bimodl 4
=== Gawsiana

- -~ Uniforme

0.040
b
0035
0.03(‘)‘ 5
B

Figura 3.4: Porto criigss parao modelo com f = 4 estados de Potts em 6 dimensoes.
As linhas contliaias representam as #wrwdcoes iniciais e as tracejadas a evidg#ao
do Fmll Note a existéncia do ponto-de-cela, indicado pela seta.
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0.1 T T T T T T T ) N
"\
o
-n.ox._
n.m.-
0.0 T————'

(a) Bimodal

01

00

00

(b) Gaussiana (¢) Uniforme

Figura 3.5: Estimativas da temperatura crdiiZ® do modelo com g = 3, B =5 para as
uniwad5es iniciais bimodal, gaussiana e uniforme.
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Capitulo 4

Modelo para Incéndios Florestais

com Arvores Resistentes

Neste capitulo transporemos os limites da Mecanica FEstatistica de Fquilibrio
estudando um problema dinamico através de um modelo do tipo Autémato Celu-
lar [97]. Esse automato se baseia no modelo pictérico para incéndios florestais pro-
posto por Drossel e Schwabl [64] e no modelo para formagao de tlceras causadas pelo
Virus Simples da Herpes na cérnea humana, proposto por Landini e colaboradores [98].
O modelo Drossel-Schwabl visa obter um cenario ilustrativo do fendmeno conhecido
como Criticalidade Auto-Organizada, proposto por Bak e colaboradores [54,55] e ja
discutido na secao 1.4 desta tese. O modelo, aqui estudado, incorpora os aspectos
dinamicos do modelo Drossel-Schwabl e a heterogeneidade, devido a existéncia de
duas populacoes distintas de células, no modelo de Landini e colaboradores. Essa he-
terogeneidade é crucial para a propagacao do Herpes na cérnea humana [99,100] assim
como para a robustez do estado critico auto-organizado do modelo Drossel-Schwabl,

aspecto que sera focalizado neste trabalho, pela introducao de duas populacoes de
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arvores com distintos graus de resisténcia a queima.

4.1 Definicao do Modelo

O modelo é definido sobre uma rede quadrada L x L, onde a cada sitio (i, j) da
rede associamos uma varidvel do automato o;;, a qual pode assumir quatro estados
distintos e que serao ilustrativamente denominados de drvores, em analogia com o
modelo para incéndios florestais, mas que possuem um carater muito mais geral.

Esses estados sao:
1. Arvore permissivel;
2. Arvore resistente;
3. Arvore incendiada;
4. Sitio vazio (auséncia de arvore).

Cada sitio da rede interage com seus 8 vizinhos geométricamente mais proximos, o
que é conhecido como wvizinhanga de Moore, ilustrada na figura 4.1. No estado inicial
a rede é populada com arvores permissiveis e resistentes apenas, com concentragoes
iniciais pl(,o) e p£0)7 respectivamente. A partir de entao inicia-se a dinamica do automato

que obedece as seguintes regras, as quais sao aplicadas no instante de tempo t para

terem efeito no instante de tempo seguinte (¢ + 1):

1. Qualquer arvore, seja permissivel ou resistente, torna-se incendiada “esponta-
neamente” com probabilidade f se nao houver nenhuma arvore incendiada em

sua vizinhanga;

Departamento de Fisica - UFPE



4.1 Definicao do Modelo 75

Figura 4.1: ITlustragao da vizinhanca de Moore na rede quadrada.

2. Num espago vazio “nasce” uma arvore com probabilidade p, essa arvore é per-

missivel com probabilidade ¢ ou resistente com probabilidade 1 — g¢;

3. Uma &arvore permissivel torna-se incendiada se houver pelo menos uma arvore

incendiada em sua vizinhanca;

4. Uma &arvore resistente torna-se incendiada se houver pelo menos R arvores in-

cendiadas em sua vizinhanca;
5. Uma arvore incendiada torna-se um sitio vazio.

Em relacao ao modelo Drossel-Schwabl as tnicas diferencas sao a regra 4, que in-
troduz um tipo deterministico de resisténcia ao “fogo” e a adocao da vizinhanca de
Moore ao invés da vizinhanga simples, também conhecida como wvizinhanc¢a de Neu-
mann. O tipo de resisténcia definido na regra 4 é diferente daquele definido em um
modelo anterior, onde a resisténcia possuia um carater probabilistica, regida por uma
probabilidade ¢g [101]. Como pode ser visto, o modelo possui quatro parametros que

) (0)

definem a sua dinamica: p, f, ¢ e R e dois que definem o estado inicial, ,0](00 e pr .

Os parametros p e f definem duas escalas de tempo: 1/p, o tempo médio entre o
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“nascimento” de duas drvores e 1/f, o tempo médio entre o surgimento “espontaneo”
de dois incéndios distintos. De acordo com as regras 1 a 5 um incéndio é iniciado
“espontaneamente” por algum motivo externo, a queda de um raio por exemplo (re-
gra 1), a partir dai ele se propaga por todo o aglomerado de arvores de acordo com
as regras 3 e 4, abrindo espaco (regra 5) para que novas arvores nasgam (regra 2)
e 0 processo se repete de maneira indefinida. E esperado que apds um intervalo de
tempo suficientemente grande o sistema evolua para um estado estaciondrio inde-
pende das condicoes iniciais. No caso do modelo Drossel-Schwabl, foi especulado que
esse estado estaciondrio seria um estado critico auto-organizado, caracterizado por um
comportamento do tipo lei de poténcia nas distribuicoes de tamanhos e de tempos de
incéndios nos limites onde 1/p — oo, 1/f — oo e f/p — 0, esses limites definindo
uma dupla separagao nas escalas de tempo do modelo [66,67]. Contudo, a existéncia
de um comportamento critico genuino foi contestada [67,69-72] e até onde saibamos
esse tema continua controverso. O parametro R define o grau de resisténcia ao fogo
e é definido como sendo o nimero minimo de arvores incendiadas necessarias para
incendiar por contigiiidade uma arvore resistente, note que esse valor esta limitado ao
nimero maximo de sitios da vizinhanca considerada e representa um fator totalmente
geométrico. O modelo aqui definido é reduzido ao modelo Drossel-Schwabl quando
tomamos R = 1 ou fazemos ¢ = 1 e esperamos o limite t — oo.

O modelo definido pelas regras 1-5 foi estudado anteriormente, focalizando
o comportamento das densidades de cada populacao em funcao dos parametros di-
namicos do modelo [99]. Nesse contexto foram feitas uma aproximagao de campo
médio e simulacoes em redes com L ~ 102, cujos resultados foram comparados e

demonstraram boa concordancia entre si.
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4.2 Modelo Simplificado

Nesta tese consideraremos os limites onde ha a separacao de escalas de tempo
na qual o modelo Drossel-Schwabl apresenta a controversa criticalidade auto-organi-
zada, ou seja, tomaremos os limites 1/f — oo, 1/p — oo e f/p — 0. Nesses limites o
modelo apresenta uma separacao das escalas de tempo da dinamica em dois periodos
bem definidos. O primeiro periodo é o que chamaremos periodo de queimada, onde,
iniciado um incéndio, ele se espalha inexoravelmente pelo aglomerado de arvores a
que pertence. O segundo periodo de tempo serd chamado periodo de crescimento,
que caracteriza a relazac¢ao do sistema apds um incéndio, ele é definido como o tempo
entre o surgimento de dois incéndios consecutivos. O limite 1/p — oo estabelece
que o periodo de queimada é muito pequeno comparado com o tempo médio entre
o nascimento de duas arvores, isso nos garante que durante o periodo de queimada
nenhuma arvore nova é adicionada a rede. O limite 1/f — oo também estabelece
que o tempo médio entre o inicio de dois incéndios consecutivos é muito grande
comparado com o periodo de queimada, assim, a probabilidade de haver dois incéndios
distintos na rede é praticamente nula. E o limite f/p — 0 estabelece que o periodo de
crescimento é muito grande comparado com o tempo entre o “nascimento” de duas
arvores. Em média, p/f arvores nascem no periodo de crescimento, antes que um
novo incéndio se inicie.

Em virtude dessas consideracoes vamos simplificar as regras anteriormente de-
finidas, de modo a impor, implicitamente, os limites 1/f — oo e 1/p — oo ao modelo,

assim, resta-nos apenas ajustar o limite f/p — 0. As novas regras, simplificadas, sao:

1. Se nao houver nenhuma arvore incendiada na rede, escolhe-se um sitio qualquer

(1,7) aleatoriamente,
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e se 0;; corresponder a uma arvore qualquer, permissivel ou resistente, entao

essa arvore sera incendiada;

e se o;; corresponder a um sitio vazio, entao serdo escolhidos outros § = p/ f
sitios aleatérios e uma nova arvore sera colocada em todos aqueles que
estiverem vazios, sendo uma &arvore permissivel com probabilidade ¢ ou

uma arvore resistente com probabilidade 1 — ¢;

2. Enquanto houver arvores incendiadas na rede aplicam-se as regras de 3 a 5

definidas no modelo original.

Com essas novas regras passamos de quatro para trés parametros, ¢, o nimero
médio de arvores que nascem no periodo de crescimento, g e R. Note que impomos a
condicao de que dois incéndios nunca se sobrepoem e novas arvores nunca crescem en-
quanto um incéndio se propaga, essa ultima situacao é bastante razoavel em incéndios
florestais reais, aquela primeira, contudo, pode ser considerada aceitavel em muitos
casos, mas nao em todos. Essas serao as regras que usaremos para obter os resultados
das secOes seguintes. Vale, contudo, uma pequena observagao. A existéncia de um
estado critico auto-organizado pode trazer um problema com a suposicao de que o
periodo de queimada é muito curto em relagao as outras escalas de tempo do modelo,
isso ocorreria porque o ponto critico iria impor um comportamento do tipo lei de
poténcia para o tempo de duragao dos incéndios, portanto, sem nenhuma escala de
tempo caracteristica. Esse problema, contudo, pode ser contornado tomando-se os
limites 1/f — oo e 1/p — oo antes do limite termodinamico (L — o0), assim, o
tamanho do sistema limita o tempo de duragao dos incéndios ao tempo de varredura
da rede. Entretanto, o limite # — oo esbarra no efeito de tamanho finito, o que pode

ser notado por um acimulo nas caudas das distribui¢goes de tamanho e tempo dos
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incéndios, como fora notado por Grassberger em [67], mas atribuido ao fato de 6 ser
finito e nao L.

Simulamos as regras simplificas definidas aqui em redes com L = 10.000 para
os casos R =1,2e L = 20.000 nos casos 3 < R < 8, para varios valores de 6 variando
de # = 10.000 até # = 100.000. Mantivemos o parametro ¢ fixo em ¢ = 0.5 em todas
as simulacoes e tomamos medidas do tamanho e do tempo de duracao de N incéndios
no estado estaciondrio, sendo que N = 10® nos casos R = 1,2 e N = 107 nos casos
R > 3. Com esses dados obtivemos os histogramas das distribuicoes acumuladas,
convenientemente normalizadas, para incéndios com tamanho maior que s e duragao

maior que t, ou seja,

=

—
(V)

S——
|

1 > / /
5 N(s’)ds_’/s N, -y

—_ 1 OO / /
PO = Ty /t N(#)dt, (4.2)

onde N(s") representa o nimero de incéndios que consumiram s’ drvores e N(#')

representa o nimero de incéndios que duraram ¢’ passos de tempo.

4.3 Expoentes Criticos

O caso R = 1 recupera o modelo Drossel-Schwabl, de modo que os resulta-
dos obtidos apresentam o mesmo comportamento apresentado em [66], qual seja, um
aparente comportamento do tipo lei de poténcia em uma regiao seguido de um rapido
decaimento, como pode ser visto nas figuras 4.2(a) e 4.2(b), onde vemos as distri-

buigdes acumuladas (4.1) e (4.2) para o caso R = 1 em uma rede com L = 10.000. Os
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histogramas foram obtidos a partir de uma amostragem de 10° incéndios no estado
estacionario numa escala log-log, note que o comportamento em lei de poténcia torna-
se mais evidente a medida que o valor de # aumenta, tomando de pouco mais de 4
décadas em 6 = 10.000 a quase 6 décadas em 6 = 100.000 na distribui¢ao acumulada
de tamanhos e de pouco mais de 2 décadas em 6 = 10.000 a pouco mais de 3 décadas

em # = 100.000 na distribuicao acumulada de tempos. O decaimento acentuado nas

P(s)
5

T

|
P(t)
5

T

|

-~ 6=10.000 o E ~ 9=10000
6=20.000 £ |- 8=20000
6=40.000 F 6= 40,000
10’57 8 =60.000 - 10°E 8 =60.000 _
6 =80.000 E 6 =280.000
6= 100.000 5 8= 100.000
6 wl il il wl wil vl | | L | |
10 10
10° 10" 10° 10° 10 10° 10° 10’ 10° 10° 10" 10° 10° 10 10°
s t
(a) Tamanhos (b) Tempos

Figura 4.2: Distribui¢oes acumuladas de tamanhos e tempos de incéndios para R = 1,
numa rede quadrada com L = 10.000 sitios e levantadas numa amostragem de 10°
incéndios no estado estacionario.

caudas das distribuigoes pode ser atribuido a dois fatores. Um deles é a distancia do
ponto critico genuino, conforme foi dito em [102], que sé ocorre no limite § — oo,
o outro é o efeito de tamanho finito, o qual também impede que tomemos o limite
6 — oo. Note que o volume total de &drvores no sistema é L? = 108, valor préximo de
onde as curvas com o maior valor de f comegam a decair (~ 10°) até atingir o incéndio
de maior tamanho (~ 107). A mesma andlise pode ser feita no caso da distribuigao

acumulada de tempos.
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O caso R = 2 apresenta o mesmo tipo de comportamento, nesse caso uma
parte da populagao de arvores é resistente ao fogo, mas essa resisténcia nao é su-
ficientemente grande para alterar o comportamento critico do estado estaciondrio.
Podemos ver as distribuicoes acumuladas dos tamanhos de incéndios em escala log-

log nas figuras 4.3(a) e 4.3(b), contudo, nota-se que o decaimento nas caudas das

)
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Figura 4.3: Distribui¢oes acumuladas de tamanhos e tempos de incéndios para R = 2,
numa rede quadrada com L = 10.000 sitios e levantadas numa amostragem de 10°
incéndios no estado estacionario.

distribuicoes comecam cerca de uma ordem de grandeza antes do que ocorria no caso
R=1.

Esse comportamento do tipo lei de poténcia sugere o calculo de expoentes
criticos, que definem um comportamento universal das grandezas termodindamicas na
criticalidade [59, 60]. Contudo, deve-se ressaltar, que o tipo de fendmeno critico
estudado aqui é muito diferente daquele estudado no contexto da mecanica estatistica
de equilibrio. Aqui, estamos tratando um sistema fora do equilibrio, o qual se encontra

apenas em um estado estaciondrio, onde gradezas relevantes, como as distribuicoes de
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tamanhos e tempos das relaxacoes apresentam um comportamento compativel com a
teoria de escala. Em todo caso, uma analogia com o cenario dos fenomenos criticos
em transicoes de fases que ocorre nos sistemas em equilibrio pode ser utilizada [55,66,
67,103]. Vamos, portanto, obter os expoentes que definem o comportamento do tipo
lei de poténcia das distribuigoes acumuladas usando a teoria de escala de tamanho
finito [104], para isso aplicaremos o método da andlise dos momentos introduzido
por De Menech e colaboradores [105,106] e, posteriormente, aplicado por Pastor-
Satorras e Vespignani no contexto do modelo para incéndios florestais de Drossel e
Schwabl [68,107].

Analisamos as distribui¢oes acumuladas de tamanho, P(s), e de tempo, P(t),
dos incéndios como funcao de 6 para os casos R = 1,2 e calculamos os expoentes

criticos associados as distribuicoes escritas na forma de escala,

P(s,0) = s'"Tf(s/0), (4.3)

P(t,0) = t'"Pg(t/69), (4.4)

onde os valores 7, A, 3 e ¢ sao constantes nao-nulas. E assumido que o tamanho L
da rede é suficientemente grande para os valores de 6 utilizados, de modo que o efeito
de tamanho finito possa ser desprezado e o tinico parametro de escala seja 6.

O método da andlise de momentos consiste em obter os expoentes de uma

distribuicao na forma,

P(x,L) = 27" f(x/L%), (4.5)
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através do calculo de seus momentos,

<a">p = / 2" P(z, L)dx
1

= /100 2" f(x/LF)dx, (4.6)

onde substituimos a equacao (4.5). Fazendo a substituicio y = x/L¢ em (4.6) e

supondo L >> 1, teremos que,

s, = [EnmD / y () dy
L

—£

~ [0 / Y"1 f(y)dy
0

oc L=t (4.7)
podemos, entao, definir uma funcao,
o(n)=¢(n—n+1), (4.8)

de modo que < 2™ >poc L™ . A relacdo (4.8) é uma relacio linear entre o(n) e n,
cuja inclinacao é £. Logo, podemos obter o valor do expoente do parametro de escala,
¢, calculando a inclinacao da reta definida pelo expoente dos momentos, o(n), como

funcao da ordem do momento, n. O expoente 7 é, entao, obtido pela relagao,

o(1) = (2 =n)¢,

donde,
n=2-— ﬂ. (4.9)
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A vantagem desse método é que podemos utilizar toda a distribuicao para cal-
cular o expoente critico, enquanto no método tradicionalmente utilizado é necessario
definir um ponto de corte nas curvas das figuras 4.2 e 4.3 para excluir a regiao de
cauda, onde o decaimento nao obedece a lei de poténcia. Portanto, o que precisamos
fazer é calcular os momentos da distribuicao para varios valores de n, calcular os
expoentes o(n) e extrair os expoentes criticos desejados. Contudo, deve-se tomar o
cuidado de verificar se a hipétese (4.5) esté correta, o que é equivalente a verificar se
a relagao (4.8) é, de fato, linear em n. Para isso utilizamos o teste do x? [108] para
determinar se a hipdtese (4.8) é aceitavel estatisticamente. E claro que o teste falha a
partir de um certo valor de n, pois os dados obtidos sao oriundos de simulagoes com
amostras ainda pequenas e o calculo numérico dos momentos também pode apresentar
imprecisoes e divergéncias.

Os resultados obtidos para as curvas apresentadas nas figuras 4.2 e 4.3 sao
mostrados na tabela 4.1, onde vemos os quatro expoéntes definidos pelas hipdteses
de escala. Nao foi possivel estimar as barras de erro porque utilizamos o teste do x>
para estimar a qualidade da regressao dos dados a hipdtese de escala. Para incluir
uma barra de erro é necessario que se faca uma grande quantidade de amostras das

distribuigoes das figuras 4.2 e 4.3, o que é invidvel em um tempo curto.

R 1 2
7 | 1,09796 | 1,06917
X | 1,00618 | 1,06206
3| 1,24702 | 1,22775
® 0,57899 | 0,56668

Tabela 4.1: Expoentes da hipdtese de escala para as distribuicao acumuladas de
tamanho e tempo dos incéndios no estado estacionario dos casos R = 1, 2.

De posse dos expoentes na tabela 4.1, é possivel reescalar as distribuigoes (4.3)
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e (4.4) para obter seus colapsos em uma tunica fungao, como é esperado para teoria
de escala. Esses colapsos sao apresentados nas figuras 4.4 e 4.5 e concordam com a

hipétese de pertencerem a uma curva universal.

4.4 Quebra da Criticalidade Auto-Organizada

Embora os resultados para R = 1 e R = 2 tenham se mostrado aceitaveis para
um comportamento critico auto-organizado, o mesmo nao ocorre para os casos i > 3,
onde as hipdtese (4.3) e (4.4) devem ser fortemente rejeitadas.

Os dados das distribui¢oes acumuladas de tamanho e tempo de incéndios apre-
sentam o comportamento anéomalo no caso R = 3, que nao se encaixa nem numa lei
de poténcia, caracterizando um comportamento critico e sem escala definida de ta-
manho e tempo, nem num comportamento exponencial, com escalas de tamanho e
tempo bem definidas para os incéndos. Esses resultados, para R = 3, podem ser
vistos em escala log-log nas figuras 4.6(a) e 4.6(b), onde utilizamos redes quadradas
com L = 20.000 sitios de lado e foram medidos os tamanhos e o tempos de duragao
de 107 incéndios no estado estaciondrio.

Esse comportamento das distribuicoes acumuladas dos tamanhos dos incéndios
parece se encaixar muito bem nos dados apresentados por Reed e McKelvey [1]. Nesse
trabalho é discutido que nen uma distribuicao na forma de lei de poténcia, nem na
forma de uma exponecial sao apropriadas para modelar os dados.

Os resultados para os demais valores de R, R > 4, por outro lado, apresentam
um nitido decaimento exponencial, com tamanhos e tempos de duracao de incéndios
bem definidos. As distribui¢oes acumuladas de tamanho e tempo de duracao dos

incéndios no estado estacionario para os casos R > 4 sao mostrados nas figuras 4.8 a
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4.12.

Esse comportamento para valores grandes da resisténcia a queima pode ser
entendido observando-se como aglomerados de arvores resistentes sao formados no
sistema, impedindo, assim, a propagacao dos incéndios através de areas muito gran-
des. O que ocorre, de fato, é a formacao de grandes aglomerados de arvores resistentes,
que dominam o sistema no estado estacionario, como pode ser visto na figura 4.13,
onde vemos um flagrante de uma regiao do sistema no estado estacionario no caso
R = 3, numa rede com L = 1.000 sitios de lado e # = 1.000. Veja que as arvores
resistentes, representadas pelos circulos azuis, dominam a rede em relacao as arvores
permissiveis, representadas pelos circulos vermelhos, e aos sitios vazios, representados
em branco. Outro dado indicativo de que incéndios significativos nao conseguem se
propagar pelo sistema é a densidade total de arvores (resistentes + permissiveis) em
funcdo do nimero de passos do modelo simplificado, apresentado na figura 4.14(a),
que pode ser comparado com o comportamento da mesma grandeza para R = 1, o
modelo Drossel-Schwabl, apresentado na figura 4.14(b).

Pode ser visto que os dois estados estacionarios sao bem diferentes. No caso
R = 1 a densidade de arvores flutua bastante, devido a grande susceptibilidade a
perturbagoes externas, e mantém-se baixa. No caso R = 3 hd uma tendéncia de
estabilizacao em um valor alto, comprovando que o sistema é robusto a perturbacoes
externas.

Vimos, portanto, que o modelo para incéndios florestais proposto por Dros-
sel e Schawbl nao apresenta um estado critico auto-organizado robusto em relagao
a introducgao de arvores com uma resisténcia deterministica. Ha, contudo, um valor
critico da resisténcia, abaixo do qual o modelo apresenta um estado estacionario apa-

rentemente sem escalas de tamanho e tempo definidos, caracterizando a criticalidade
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auto-organizada, esse valor critico, no modelo estudado, é R = 3. A razao desse valor
pode ser compreendido em termos geométricos, a geometria da rede adotada nao é
favoravel a existéncia de mais de 4 vizinhos incendiados simultaneamente, contudo
esse valor maximo sé ocorre em um caso muito particular, quando a frente de onda
de um incéndio atinge em diagonal um aglomerado com uma arvore resistente cen-
tral e oito arvores permissiveis na sua vizinhancga, esse comportamento € ilustrado na
figura 4.15. Em geral, a probabilidade de mais de duas arvores vizinhas estarem in-
cendiadas é muito pequena, porém 3 vizinhos incendiados ainda ocorrem de maneira
razoavel, tanto no caso da frente em diagonal como no caso em que a onda atinge o

aglomerado pelas laterais.
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Figura 4.4: Colapso das distribui¢oes acumuladas de tamanhos e tempos de incéndios
para o caso R = 1. Rede com L = 10.000.
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Figura 4.5: Colapso das distribui¢oes acumuladas de tamanhos e tempos de incéndios
para R = 2. Rede com L = 10.000 e ¢ = 0.5.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Duas classes de sistemas envolvendo desordem e complexidade foram aborda-
dos neste trabalho. A primeira classe envolve dois problemas na Fisica Estatistica de
Equilibrio, sao eles o problema da estrutura da fase condensada dos vidros-de-spins
de Ising e o problema da existéncia de uma fase condensada vidro-de-spins no modelo
de Potts com interacoes aleatérias e competitivas. A segunda classe envolve um sis-
tema fora do equilibrio, que atrai a atencao da comunidade cientifica hé varios anos.
E o problema da criticalidade auto-organizada no modelo para incéndios florestais,
que visa fornecer argumentos para relacionar a formacao de estruturas complexas em
varios sistemas dinamicos e na natureza.

No que concerne o problema da estrutura do estado fundamental dos vidros-
de-spins de Ising, estudamos, no capitulo 2, a distribuicao do “link overlap” utili-
zando uma metodologia diferente da utilizada anteriormente na literatura. Com esse
método as correlagoes locais em cada ligacao de duas réplicas do sistema sao calcula-
das recursivamente para qualquer temperatura, inclusive para o estado fundamental

(T'=0). O “link overlap” foi estimado diretamente partindo-se de duas distribuigdes
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de probabilidades iniciais para os acoplamentos entre pares de spins, a distribuicao
gaussiana e a distribuicao delta-bimodal, ambas com média nula e largura unitaria.
Um comportamento compativel com o modelo de gotas foi encontrado para ambas as
distribuigoes e em todas as temperaturas abaixo de T, inclusive no estado fundamen-
tal (T' = 0). Resultados semelhantes sdo encontrados na literatura para a distribuigao
gaussiana, redes menores e para 17" > 0 apenas. O estudo do “link overlap” com a
distribuicao inicial delta-bimodal para os acoplamentos de spins é importante porque
essa distribuicao introduz frustragao exata ao sistema e produz um estado fundamen-
tal degenerado, diferentemente do que ocorre com a distribui¢ao gaussiana.

E necessério, contudo, um estudo mais refinado do comportamento da largura
da distribuicao do “link overlap” para o caso da distribui¢ao inicial bimodal para os
acoplamentos, utilizando redes maiores, numa faixa de baixas temperaturas. A analise
do “link overlap” também deve ser feita utilizando-se a distribuicao de “ponto-fixo”,
onde um comportamento universal é esperado.

No modelo para vidros-de-spins de Potts, analisado no capitulo 3, os sistemas
com q = 2,3 e 4 estados foram estudados. O caso ¢ = 2 reproduz o modelo de Ising,
bem conhecido na literatura, que foi incluido para servir de base para os outros casos.
Uma fase condensada de baixas temperaturas foi encontrada para todos os casos
estudados, mas em dimensionalidades diferentes e dependentes do valor de ¢. Para
g = 3 a transicao foi encontrada em d = 5 e para ¢ = 4 em d = 6. As temperaturas
criticas de cada transicao foram estimadas utilizando-se trés distribuigoes iniciais para
os acoplamentos: a distribuicao gaussiana, a distribuicao bimodal e a distribuicao
uniforme. Assim como ocorre com os vidros-de-spins de Ising, o valor da temperatura
critica depende da distribuicao inicial dos acoplamentos e uma distribuicao de “ponto-

fixo”, representada por uma curva universal no espaco de parametros apropriado,
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também foi identificada. A temperatura critica sobre a distribuicao de “ponto-fixo”
também foi estimada para todos os casos considerados. Essa temperatura critica
sobre a distribuicao de “ponto-fixo” estabelece o ponto-critico instavel da equagao
de renormalizacao no espaco de parametros adotado. Verificamos que o atrator da
fase de baixas temperaturas no espaco de parametros é um atrator estranho para
0 caso ¢ = 3 em cinco dimensoes. O comportamento cadtico dos parametros das
distribuicoes de acoplamentos ao longo dos passos de renormalizacao é referenciado
na literatura para esse mesmo caso (¢ = 3, d = 5), contudo, o atrator estranho ainda
nao havia sido identificado. Nao foi possivel identificar com clareza o atrator estranho
para o caso ¢ = 4 e d = 6, devido a problemas niimericos, contudo, indicios de sua
existéncia foram verificados.

E necessério estudar a natureza da fase condensada do modelo vidros-de-spins
de Potts e o comportamento das magnetizacoes locais sobre o atrator. Um algoritmo
mais eficiente precisa ser desenvolvido para se verificar se a natureza da bacia de
atracao da fase de baixas temperaturas é a mesma para outros valores de ¢ e d. Um
estudo mais detalhado do atrator também é necessario, inclusive através do céalculo
de sua dimensao fractal. Sugerimos, também, um estudo das propriedades criticas do
modelo, com a estimativa dos expoentes criticos para cada uma das distribuigoes ini-
ciais de acomplamentos utilizadas e para a distribuicao de “ponto-fixo”. Caso a fase
condensada seja, de fato, uma fase vidro-de-spins, um estudo da fase é, também, su-
gerido, utilizando-se a mesma metodologia do capitulo 2 para se obter as distribuicoes
do “link overlap” e do “overlap” de Parisi.

Finalmente, no capitulo 4, estudamos uma extensao do modelo para incéndios
florestais de Drossel e Schwabl e para formacao de tlceras causadas pelo virus sim-

ples da Herpes na cérnea de Landini e colaboradores. A questao da criticalidade
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auto-organizada foi focalizada. O caso R = 1, onde o modelo Drossel-Schwabl é
reproduzido, foi estudado para que os resultados pudessem ser comparados com a
literatura. Utilizando-se um método de andlise de momentos, os expoentes criticos
das distribui¢oes acumuladas de tamanhos e duracao de incéndios foram estimados e
concordaram com aqueles apresentados na literatura, embora se saiba que o compor-
tamento em forma de lei de poténcia para essas distribuicoes esteja sendo questionado
para o modelo Drossel-Schwabl. O caso R = 2 apresenta resultados semelhantes ao
caso R = 1, onde um comportamento em forma de lei de poténcia também foi assu-
mido e os expoentes estimados pela mesma metodologia. Esses expoentes podem ser
comparados com aqueles para R = 1 e aparentam pertencer a uma mesma classe de
universalidade. Os casos para R > 3 possuem um comportamento bastante distinto
dos casos R = 1,2. O caso R = 3 apresenta um comportamento anomalo para as
distribui¢oes acumuladas de tamanhos e duracao de incéndios, nao se comportando
nem como uma lei de poténcia, nem como uma exponencial. Os casos R > 3, por
outro lado, apresentam um comportamento nitidamente exponencial para essas dis-
tribuicoes, o que indica a existéncia de escalas de tamanho e tempo bem definidas
para os incéndios. O modelo também pode ser utilizado para se estudar incéndios
florestais reais.

E necessario, contudo, um estudo mais detalhado das classes de aglomerados
formados pelas diversas populagoes de sitios que estao no sistema, para que se possa
entender como a dinamica de ocupagao muda quando arvores mais resistentes sao
introduzidas. Além disso, uma comparacao mais detalhada entre o modelo e dados

obtidos a partir de incéndios reais é necessaria.
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