Capitulo 5

Sincronismo de Sistemas
Caoticos

A sincronizagao de sistemas cadticos é relativamente recente (Fujisaka e Ya-
mada, 1983) e tem atraido grande interesse em varias dreas da ciéncia, tanto
do ponto de vista da fisica fundamental quanto de potencial aplicacao. O
fenomeno da sincronizacao pode acontecer quando dois sistemas, individual-
mente independentes, passam a reproduzir aproximadamente a mesma tra-
jetoria ao longo do tempo quando se cria um termo de interagao entre eles.
Dentre as diversas formas de sincronizagao vale ressaltar: a sincronizagao
generalizada (Rulkov et al., 1995), na qual as trajetérias nao sdo iguais, mas
tém uma relacao funcional; a anti-sincronizacao, na qual a ocorréncia de
picos de uma o6rbita estavel em um sistema inibe a ocorréncia simultanea
destes picos no outro; a sincronizagao retardada; a sincronizagao antecipada
(Voss, 2000; Masoller, 2001; Masoller et al., 2001), que ocorre em sistemas
com realimentagao atrasada e permite que o receptor antecipe a trajetoria
do transmissor antes que ela acontega; e a sincronizagao de fase (Rosenblum
et al., 1996), na qual nao existe uma relagao funcional entre os dois subsiste-
mas acoplados, mas as fases relativas das oscilagoes cadticas ficam travadas.

Uma aplicagao interessante, que motivou muitas publicacoes na area, é
o uso da sincronizacao para transmissao de mensagens mascaradas por uma
portadora caética (Cuomo e Oppenheim, 1993). Um sistema cadtico livre, do
qual emerge uma trajetoria “imprevisivel”, pode ser considerado como uma
fonte de entropia, na definicao de Shanon, o que permite o seu emprego como
um canal de comunicagao (Shanon e Weaver, 1963). Métodos foram criados
para controlar um sistema nao-linear de maneira a “guiar” sua trajetéria e
transmitir uma mensagem, codificada pela seqiiéncia de orbitas periddicas
instdaveis que serao aproximadamente exibidas pela trajetéria (Ott et al.,
1990). A mensagem ¢é enviada escolhendo quais érbitas instaveis serdo apro-
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ximadamente visitadas pelo sistema e em que seqiiéncia. O controle que pode
atuar sobre o sistema sem alterar drasticamente suas caracteristicas naturais
é limitado pela capacidade de canal, definida pela teoria da informacao (Tou-
chette e Lloyd, 2000; de Moraes et al., 2002).

Muitas técnicas de transmissao de informagao sao baseadas na sincro-
nizacao de trajetorias cadticas: além do mascaramento, no qual uma mensa-
gem ¢é somada ao sinal cadtico transmitido e subtraida no receptor sincroni-
zado, e do controle, no qual a mensagem é codificada em 6rbitas, foram pro-
postas técnicas de criptografia cadtica, como a modulacao do atrator cadtico
(Chaos Shift Keying), na qual uma modulacao de um parametro do sistema
transmissor causa uma mudanca na dinamica que sé é facilmente detectada
pelo receptor nao-linear adequadamente ajustado (Dedieu et al., 1993; de Mo-
raes et al., 1997). E possivel também a certificacio do transmissor (Tenny
et al., 2003), na qual um conjunto de parametros do sistema receptor é di-
vulgado publicamente e s6 leva ao sincronismo com sinais cadticos oriundos
do transmissor certificado, permitindo desta forma garantir a identidade do
transmissor da mensagem.

Neste capitulo apresentaremos algumas propostas de sincronizar (ou trans-
mitir informagao sobre o estado cadtico livre) dois lasers caéticos através de
um esquema simples de acoplamento incoerente de campo elétrico. O inte-
resse em lasers se deve ao fato deles serem a principal fonte de luz utilizada
em comunicagoes 6ticas. O acoplamento incoerente, no qual s6 importa a in-
tensidade da luz do transmissor, é mais simples de se implementar na pratica
do que o acoplamento coerente, sensivel a fase do campo elétrico, e portanto
a pequenas flutuagoes (da ordem do comprimento de onda da luz utilizada)
do percurso 6ptico, quer estas ocorram na distancia entre emissor e receptor
ou no indice de refragao do meio pelo qual a luz se propaga.

A sincronizagao por acoplamento incoerente (Otsuka e Chern, 1992) j4 foi
explicada e realizada experimentalmente em lasers de COy com absorvedor
saturdavel (Liu et al., 1994; Liu e Rios Leite, 1994; Sugawara et al., 1994)
e lasers de diodo com realimentagao dtica coerente (Sivaprakasam e Shore,
1999; Fischer et al., 2000). Rogister et al. (2001) estudaram numericamente
o sigilo da transmissao de informacao criptografada por portadora caotica
em lasers de diodo com realimentacao ética. A dinamica dos lasers pode
ocorrer em alta velocidade, permitindo uma grande taxa de transmissao de
informacao (Tang e Liu, 2001).
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5.1 Analise de Estabilidade

Para determinar se um determinado sistema, composto por dois subsistemas
acoplados, exibe sincronismo podemos fazer uma andlise de estabilidade da
variedade transversal, T | :

T, =T — Ta. (5.1)

Fazendo uma aproximacao linear para a evolugao temporal do vetor ', temos
uma equacao diferencial semelhante aquela que levou ao expoente de Lya-
punov (eq. 1.9). Se a condigao inicial 0 for estdvel o sincronismo do sistema
serd estavel e 1 = 5. Se as partes reais de todos os autovalores \; forem
sempre negativas o sincronismo serd sempre estavel. Se uma destas partes
reais de algum autovalor excursionar por valores positivos em algum instante
de tempo, porque os coeficientes da matriz jacobiana sao dependentes da
trajetoria, o sincronismo serd instavel naquele momento. Quando um ou
mais autovalor oscila de positivo para negativo em tempos comparaveis com
a evolugao do sistema temos uma sincronizagao intermitente (intermiténcia
on-off).

Vejamos um exemplo com o acoplamento unidirecional entre dois sistemas
de Rossler cujos parametros sao idénticos:

(i = —Y1— 21 (i, = —Ys — 2o + €(T1 — T2)
o= T +ay Yo = T+ ays (5.2)
l 2"1 - b+21($1—6) l Z"Q = b+22($2—0).

O termo de acoplamento, € (x; — z3), vai a zero quando os sistemas estao
sincronizados. A equacao para a evolucao da variedade transversal é

{i'J_ = —yJ__ZJ_"_EZBJ_
Yy = xi+ay; (53)
t Z.J_ = ZQCEJ_—F(IL'l—C)ZJ_,

e esta, por sua vez, pode ser escrita em notagao matricial, como uma equagao
diferencial linear nao-auténoma (os coeficientes z; e 21 nao sao constantes)

_ e —1 —1
7, =11 1 0 T, (5.4)
z 0 x1—c

A equagdo para os autovalores desta matriz é (e — A\)(1 — \)(x1 —c — \) +
2(1 = A) + 21 —c— X =0, e pode dar origem a As sempre negativos ou
sempre positivos ou oscilantes, dependendo dos parametros e das trajetérias
de x1 e x5. O autovalor dado por esta equagao é desenhado como fungao do
parametro de acoplamento na figura 3 da referéncia (Pecora et al., 1997).
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5.2 Modelo de Lang-Kobayashi

Lang e Kobayashi (1980) propuseram um modelo simplificado para descrever
o efeito de realimentacao 6tica coerente ou incoerente em lasers de diodo mo-
nomodo. As equacgoes de Lang-Kobayashi apresentam solugoes cuja dinamica
¢é qualitativamente semelhante as observagoes experimentais. Este modelo,
ou variagoes semelhantes das equacoes de Maxwell-Bloch, tém sido extensi-
vamente usados na literatura.

Nos introduzimos termos de acoplamento por saturacao de populagao
ou amplificacao de corrente causada pela injecao de uma intensidade de luz
vinda do laser transmissor nas equagoes para o receptor

[ By(t) = (1+iag)[Gy — 7o) Ea(t)
+roY2Es(t — T2)

lNQ(t) = iy(t)/q — V2 N2
—Go(){|Ea(t)|? + a| By (t — 112) |}, (5.5)

_ g2(N2—Nina)
Ga(t) = 1+52[\Eg(t)\2+a2|2?1(t—712)|2]’

ig(t) = ithg [1+52|E1(t—7'12>‘2] .

Aqui, 75 é o tempo de ida e volta de um pulso do laser 2 refletido pelo
espelho de realimentagao, o termo em as|E) (t —712)|? é a saturacao do ganho
do laser 2 causada pela intensidade do laser 1, e by |Ey(t — 712)|* é um termo
de ampliagao da corrente de bombeio no laser 2 causada pela intensidade
do laser 1. Fisicamente, o efeito de as; é uma reducao no valor instantaneo
do ganho do laser 2, causada pela redugao da inversao de populagao, Ns,
devida a emissao estimulada pelo laser 1. O efeito de b, pode ser causado
por fotocondutividade do semicondutor fora da regiao de amplificacao ou
pode ser introduzido artificialmente, usando-se um controle optoeletronico
da corrente de alimentacao do laser 2.

A figura 5.1 mostra uma possivel configuracao para este tipo de aco-
plamento. A saturacao do ganho causa uma tendéncia ao anti-sincronismo,
enquanto a presen¢a de amplificacio do bombeio leva a uma tendéncia de
sincronismo em fase. Nos dois casos existe um atraso dinamico entre o efeito
da luz incidente sobre a populagao e a resposta no campo emitido.

Fizemos cédlculos numéricos com as equacgoes de Lang-Kobayashi e os
modelos de acoplamento introduzidos nas equacoes 5.5, ativados individu-
almente. Os parametros usados nos célculos estao listados na tabela 5.1.
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4
Laser 2 DE?

13
Figura 5.1: Montagem proposta para acoplamento incoerente de lasers de di-
odo cadticos. 77 e 75 sao as correntes de bombeio dos lasers. As realimentagoes
com atrasos 7; e Ty sao feitas por espelhos de refletividades r1 e r5. DF1 e
DF2 sao divisores de feixe (beam splitters) e o tempo de acoplamento do laser
1 para o laser 2 é 75. Nesta figura o acoplamento é bidirecional, nos céalculos
numéricos nao consideramos o divisor de feixe DF2.

parametro simbolo valor
fator de aumento da largura de linha a1 = Qo 3,5
tempo de relaxagao da cavidade Y1 =2 282
refletividade do espelho de realimentacao ry =19 0,082
tempo de ida e volta na cavidade 1 1 6,00
tempo de ida e volta na cavidade 2 Ty 4,75
taxa de relaxacao da populacao Yel = Ve2 1,66
parametro de ganho g1 = Go 3,2x 1076
populacao de limiar Ny = Nyo | 1,5 x 108
coeficiente de saturacao €1 = € 5,0 x 1077
corrente de limiar 1 itn1 4.1 x 108
corrente de limiar 2 itno 4.5 x 108

Tabela 5.1: Parametros usados nos célculos para lasers de diodo. As unidades
de tempo e freqiiéncia (taxas) foram ajustadas para dar valores numéricos
em nanossegundos e GHz, respectivamente.
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Figura 5.2: Autocorrelagao de uma série temporal cadtica do laser de diodo.

CII, (1), I,(t-1)]

A qualidade do sincronismo nos dois casos é pobre. Nao hd um sincro-
nismo perfeito, nem mesmo uma relagao funcional univoca entre as oscilagoes
do laser 1 e do laser 2. Ainda assim, podemos caracterizar o sincronismo
através da integral de correlacao cruzada entre as intensidades, C(7), cuja
forma discreta é

o) = — 2t =TIt = 7) ~ To)
Zﬁil(ll(i) - 71)2 Zij\il([?(i) - 72)2

o (5.6)

A integral de correlagdo da um maximo com valor normalizado 1, quando as
séries sao idénticas a menos de transformagoes lineares (-1 quando a constante
de proporcionalidade é negativa). O valor de pico pode ocorrer quando uma
série ¢ atrasada ou adiantada com respeito a outra por um tempo 7.

Antes de analisar a integral de correlacao cruzada devemos ver a auto-
correlacao das séries temporais de intensidade dos lasers, como por exemplo
na figura 5.2. Elas podem apresentar caracteristicas relativamente incomuns:
apesar de nao serem periddicas, mostram picos que se destacam da média
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nula e se repetem periodicamente, em tempos multiplos do tempo de retorno
do espelho de realimentacao, 71; estes picos s6 mostram um sinal, ou sao
positivos ou negativos, e sua amplitude decai com o atraso, pois a série nao
é peridédica. Em séries periddicas sinusoidais, os picos oscilam entre -1 e +1
quando o tempo de atraso 7 entre as séries percorre o periodo das oscilagao.
Em séries nao autocorrelacionadas, como uma série estocastica, o pico s6 apa-
rece uma vez, no atraso nulo, mas pode ter uma largura finita, caracteristica
da apodizag¢ao no espaco de freqiiéncias. Em séries originadas de sistemas
caoticos sem termos de retorno, a autocorrelagao apresenta oscilagoes que
decaem rapidamente, a largura dos picos é da ordem do tempo de Lyapunov
do sistema, que vale o inverso da soma das partes reais dos expoentes de
Lyapunov positivos.

A figura 5.3a) mostra um segmento da série temporal para a intensidade
(|JE(t)]?) do laser 1, com seus pulsos rapidos (freqiiéncia da ordem de GHz)
e dinamica lenta (flutuagoes de baixa freqiiéncia, = 0,1us). A figura 5.3b)
mostra a relagao entre as intensidades dos lasers 1 e 2 quando ambos os
termos de acoplamento sao desativados. Com as, = 0 e by = 0, os dois
lasers oscilam de maneira completamente descorrelacionada. A integral de
correlacao cruzada praticamente se anula em todo atraso 7, conforme pode
ser visto na figura 5.3c). Ao ativarmos o acoplamento por saturacao de
populacao observa-se um trem de pulsos com correlagao negativa, indicando
uma anti-sincronizagao (figura 5.4b). A maior correlacao acontece para um
atraso negativo (causal) um pouco maior que a largura do pico. Os demais
indicadores de atraso aparecem em tempos que sao multiplos do tempo de
realimentacgao do laser transmissor, independendo do tempo de realimentacgao
do laser receptor. Quando usamos o acoplamento por modulacao de corrente
(figura 5.4c) os picos ficam positivos, indicando uma sincronizagao em fase.
O tempo de atraso para a corrclagao maxima continua da mesma ordem de
grandeza. Verificamos que estes dois tipos de sincronismo sao robustos a
pequenas variagoes de parametros entre os lasers e a presenca de ruido.
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Figura 5.3: Correlagoes entre séries temporais de lasers de diodo cadticos
desacoplados. a) Intensidade do laser 1. b) Intensidade do laser 1 versus
intensidade do laser 2. Nao se vé correlagao entre os pulsos. c¢) Integral de
correlacao cruzada das intensidades dos lasers 1 e 2. A correlagao é nula para
todo atraso 7.
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Figura 5.4: Correlagoes entre séries temporais de lasers de diodo cadticos
acoplados. a) sem acoplamento b) receptor com ay = 0,2 e by = 0 mostra
anti-sincronismo. ¢) receptor com ay = 0 e by = 10~% mostra sincronizacao
em fase.
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5.3 Modelo de Haken-Lorenz

Resultados numéricos semelhantes foram obtidos para o acoplamento de la-
sers de Haken-Lorenz por saturacao de populagao. O modelo de Haken-
Lorenz vem das equagoes de Maxwell-Bloch aplicadas a um laser monomodo.
O diagrama de niveis de energia é mostrado na figura 5.5. O tratamento de

2 A A
v
1
0 --L___¥y v _____

Figura 5.5: Diagrama com os niveis de energia relevantes para o modelo de
Haken-Lorenz.

(Haken, 1975) é semi-classico. O hamiltoniano que descreve a interacao de
dipolo elétrico (u = er) do meio material com o campo elétrico (Ey) é dado

por
0 —pk
H:H0+(_MEO ’6(’). (5.7)

Podemos usar a equacao de Heisenberg para a evolugao da matriz densidade
[ver p. ex. Jackson (1975, cap. 8)]

m% — [H,]. (5.8)

Basta tratar dois de seus elementos na mesma linha. Para a populacao
do nivel 1, p11, e coeréncia entre os niveis 1 e 2, pjo, obtemos as equacgoes
diferenciais

(ih%h = 2Re{pEopia} + 71 [p11 — pui(t = 0)]

\ ih% = —wopi2 + pEo(p11 — p22)-
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Definindo pg;(t) = 091(t)e ™" e py1 — poz = —AN e introduzindo os termos
de relaxacao chegamos a

(2 = (0 wp)ou — BRAN -2
d 10 1 AN—-AN
l EAN = _WTO(O_Zl_O_IQ)_TO-

A freqiiéncia de Bohr para este sistema é wy = (Eo — Ey)/h, e 012 = 05
sao os elementos da matriz densidade no referencial de onda girante. Despre-
zando termos de segunda ordem na freqiiéncia do campo (geracao de segundo
harménico) e usando a equagao de Maxwell para a taxa de variagao do campo
elétrico induzida pela polarizacao elétrica, resulta

( E=—k(E— AP)
P=—~,(P—-ED) (5.9)
\ D=—(D—-1+EP),

onde E = Epexp (iwt) é a amplitude (envoltéria) do campo elétrico cuja
freqiiéncia dtica é ressonante com os niveis do meio material, P = p (012 + 091)
é a (envoltéria da) densidade de polarizagao elétrica e D = AN é a densi-
dade de inversao de populacao. k é a taxa de decaimento do campo elétrico
na cavidade, vy = 71 = 72 = 1/T1 é a taxa de relaxacdo da populacao,
YL =21 = (11 +72) /2 + 7y = 1/T, é a taxa de relaxagao da polarizacéo.

As equagbes 5.9 sao homomorficas as de Lorenz (eq. 1.6) quando fazemos
vo=1e

E — T K = O
AP — y = A = r
AD — =z ’}/” = b.

Uma vez que chegamos ao sistema de Lorenz, pode-se realizar um proce-
dimento de sincronizacao total ou sincronizacao de fase por acoplamento de
campo elétrico ou de intensidade. Aparentemente, conseguimos obter sincro-
nizagao de fase, mas esta é instavel (intermitente) para trajetorias cadticas.

O resultado perseguido inicialmente com o sistema de Lorenz foi obtido
com a sincronizacao de sistemas de Rossler acoplados unidirecionalmente.
Seguindo a referéncia Rosenblum et al. (1996), o sistema de Rossler receptor
pode ser escrito como

(9 = —woys — 22 + €(@1 — x2)
Yo = waka + ays (5.10)
L 22 =b+ z(x2 —0).

A figura 5.6 mostra uma sincronizacao atrasada. Os parametros utilizados
foram w; = 0,99, wy, = 0,95, a = 0,165, b =0,2, c=10e ¢ = 0,3.
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Figura 5.6: Sincronizacdo retardada no sistema de Rossler: a) sem acopla-
mento nao ha relagdo entre as trajetorias, b) mesmo quando comparadas em
diferentes instantes. ¢) Com acoplamento (¢ = 0,3) percebe-se uma apro-
ximagao entre as trajetérias. d) A sincroniza¢do quase perfeita ocorre atra-
sada no tempo por 0,3 unidades.



http://www.getpdf.com

Capitulo 6

Conclusao

A bifurcacao que leva a intermiténcia de Pomeau e Manneville do tipo I é
uma caracteristica universal, abundante em sistemas dinamicos continuos e
discretos. Apresentamos, através de calculos numéricos, leis de comporta-
mento critico para este tipo de bifurcacao e também para aquela associada
a intermiténcia do tipo III, numérica e analiticamente. Esta, por sua vez, é
quantitativamente similar a de tipo II. Os resultados foram verificados expe-
rimentalmente em um oscilador eletronico altamente nao-linear. Ainda nao
ha uma teoria adequada para explicar a periodicidade em lei de poténcia ob-
servada nas bifurcagoes do tipo I. A tabela 6.1 faz uma listagem dos diversos
sistemas estudados neste tese, indicando para cada um o tipo de abordagem,
se numérica, analitica e/ou experimental; a natureza continua ou discreta
do sistema; e se o estudo abrange a consideracao de efeitos de ruido e nao-
uniformidade da reinjecao.

Também apresentamos um breve estudo do sincronismo de sistemas cao-
ticos, com énfase na possibilidade de sua implementagao através de sistemas
oticos, tais como os modelos de equacoes de taxa para os lasers de Haken-
Lorenz e Lang-Kobayashi. Uma rapida demonstracao numérica da sincro-
nizagao de sistemas de Rossler foi realizada.

Resumimos a seguir os principais resultados discutidos:

e A variagao da média das varidveis dinamicas com o parametro de con-
trole pode ser usada para obter informagoes sobre as bifurcacoes em
um sistema dinamico.

e Existem oscilagoes no comportamento critico associado as intermiténcias
de Pomeau e Manneville.

e A média de sistemas discretos e continuos com a classe de universali-
dade do mapa logistico, isto é, intermiténcia tipo I e nao-linearidade

114


http://www.getpdf.com

115

Sistema Abordagens Tempo | Ruido/Reinj.
Mapa Logistico numérica discreto | —

Forma Normal Tipo I | numérica discreto | ruido e reinj.
Forma Normal Tipo III | analitica e numérica | discreto | reinjecao
Mapa Quasi-Periédico | numérica discreto | —

Mapa So-Ose-Mori analitica e numérica | discreto | ruido e reinj.
Rossler numérica continuo | —

Lorenz numérica continuo | —

LAS numérica continuo | —

RLD Tipo I numérica e experim. | continuo | —

RLD Tipo III numérica e experim. | continuo | —

Tabela 6.1: Caracteristicas dos principais sistemas estudados nesta tese.

dominante quadratica, apresenta um comportamento critico da forma
€'/2In e somada a uma funcio que fica periédica com a transformacao
de escala € — e 1/2.

e Para a intermiténcia tipo I com nao-linearidade tipo z* o comporta-
mento parece ser do tipo €/# Ine.

e No caso do mapa linear-por-partes de So-Ose-Mori encontramos a de-
pendéncia In e decorada por uma flutuacao que se regulariza na escala
Ine.

e Para a intermiteéncia do tipo I1I encontramos expressoes analiticas para
o comportamento da média com —1/7e'/2Ine, para z = 3, e €/(=71),
para z > 3.

e Na intermiténcia do tipo III nao foram encontradas oscilacoes signifi-
cativas.

e O comportamento critico da média foi obtido experimentalmente em
bifurcagoes com intermiténcia tipo I e tipo III no circuito eletronico
oscilador RLD.

Os estudos aqui apresentados foram objeto de pelo menos sete artigos
publicados em revistas internacionais, destinados a literatura especializada
em dinamica de sistemas, caos, fisica estatistica e conceitos fundamentais de
fisica. O estudo do efeito do ruido na média do mapa logistico, assim como
das bifurcagoes experimentais do circuito RLD continua sendo realizado pela
equipe do Laboratorio de Dinamica de Lasers.
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