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2.7 Mapa Quasi-Periédico

Bergé et al. (1984) propuseram um mapa unidimensional inversivel com bi-
furcacao tangente, para estudar um prototipo de intermiténcia tipo I. A
inversibilidade inibe a existéncia de caos. As solugoes ou sao periddicas ou
quasi-peridédicas. O mapa é formado por dois arcos de circunferéncia, um
com raio r e centro em (0, 1) e o outro com raio 1 — r e centro em (1,0). O
mapa ¢ dado pela equagao

_ 2 _ .2 .
mn+1={ L VI~ bata a1 (2.15)

VA —7r)2—(1—-2,)?, para z,>r,

e esta desenhado na figura 2.20. Este mapa apresenta duas bifurcacoes tan-
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Figura 2.20: Mapa inversivel com bifurcacao tangente e sem caos. r = 0,700.

gentes para periodo 1, correspondendo aos valores de r._. = 1 — \/5/ 2 =
0,292893218813, quando o arco inferior tangencia a identidade por baixo; e
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re = v/2/2 = 0,70710678118654752, quando o arco de circulo superior tan-
gencia a identidade por cima.

O diagrama de bifurcacao deste mapa exibe uma seqiiéncia infinita de
janelas periddicas separadas por intervalos de quasi-periodicidade. A simetria
faz com que a média temporal das solugoes quasi-periédicas seja 1/2, ao passo
que a média em uma janela periddica assume um valor distinto, que evolui
com o parametro de controle. Neste sistema, as oscilacoes da média sao
naturalmente associadas ao surgimento de janelas periddicas separadas por
regides quasi-peridédicas. O que também parece acontecer no mapa da forma
normal para a intermiténcia tipo I.

O diagrama de bifurcagao e médias mostrados na figura 2.21 foram calcu-
lados usando-se 10° iteracoes. Assim como a ampliacao mostrada na figura
2.22, que mostras varias janelas periodicas de periodo maior que 1.

1,0 —
0,8
0,6 -
0,4
0,2
0,0 : |
0,8 —
0,6 —
0,4 -
0,2} -

O 0 1 | 1 | 1 | 1 ] 1
"0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

r

=l

Figura 2.21: Diagrama de bifurcacao e média do mapa quasi-periédico.

Na figura 2.23 a média foi colocada em escala logaritmica e o parametro
¢ foi definido como r. — r para observar a tangéencia do circulo superior. A
envoltéria das oscilagoes comporta-se como uma lei de poténcia com expoente
1/2 por mais de 6 ordens de grandeza na escala horizontal (aqui reproduzimos
apenas trés ordens de grandeza). O periodo das oscilagdbes muda com ¢, e
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Figura 2.22: Diagrama de bifurcacao e média do mapa quasi-periédico
proximo a bifurcacao tangente do circulo superior.
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Figura 2.23: Média do mapa quasi-periédico proximo a bifurcacao tangente
do circulo superior em escala logaritmica. Usamos € = \/5/ 2 —r. A linha
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tracejada ¢ uma curva € /< para comparagao.
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fica regularizado apenas se usarmos uma transformagao de escala com ¢

conforme vemos na figura 2.24.
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Figura 2.24: Média do mapa quasi-periédico proximo a bifurcacao tangente

do circulo superior. O eixo horizontal tem os valores de €~

1/2 para regularizar

o perfodo das oscilacdes na média. Usamos € = /2/2 — r.
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2.8 Efeito do Ruido

Também estudamos o efeito de ruido nestes mapas. O ruido pode ser de duas
classes: multiplicativo ou aditivo; e afetar ou os parametros ou as variaveis
dinamicas. Expressoes para o efeito do ruido no comportamento critico da
intermiténcia ja foram discutidas (Cho et al., 2002). Mas nao encontramos
nada tratando do efeito do ruido sobre as oscilagoes que formam a estrutura
fina da intermiténcia tipo I. Nao nos preocupamos com os detalhes da es-
tatistica do ruido e estudamos apenas o ruido aditivo e dinamico (ou seja,
atuando sobre as varidveis dinamicas do sistema, e nao sobre os parametros).

A figura 2.25 mostra algumas variaveis estatisticas calculadas para o mapa
de SOM, com ruido branco? e distribuicao de probabilidade gaussiana de
amplitude (dispersao) D = 1075,
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Figura 2.25: Média, comprimento médio das fases laminares e expoente de
Lyapunov para o mapa SOM afetado por ruido.

A posteriori, podemos dizer que o efeito do ruido limita o comprimento

2Chama-se ruido branco as flutuacoes aleatérias cuja correlacio temporal é nula, ou
seja, E@)E(t) >=0(t —t'). O teorema de Wiener-Kinchine implica que o ruido branco
oscila rapidamente, pois apresenta componentes de Fourier em todas as freqiiéncias, até
infinito.
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maximo, e, decorrentemente, o comprimento médio das fases laminares. An-
tes disso também destrdi a auto-similaridade do atrator, transformando a in-
variancia discreta de escala do conjunto fractal em uma invariancia continua
caracteristica do ruido branco. Este efeito sé ocorre quando a amplitude
do ruido é comparavel com alguma dimensao determinante da dinamica do
sistema, como a largura do canal, por exemplo. Em todos os mapas aqui
discutidos a largura do canal é proporcional a €. A destruicao das oscilagoes
na figura 2.25 ocorreu para € < D.

2.9 Efeito da Reinjecao

Pomeau e Manneville usaram a hipotese de reinjecao aleatoria com distri-
buicao uniforme para calcular as estatisticas das intermiténcias. Mas em mui-
tos sistemas importantes esta hipdtese nao é verificada. No mapa logistico,
por exemplo, o comportamento critico é do tipo In(e), sem contar com a
correcao das estruturas oscilatorias, janelas periddicas finas e desvios polino-
miais. O efeito da reinjegao foi estudado por Kwon et al. (1996).

Nés modificamos o mapa de So-Ose-Mori para controlar a distribuicao de
probabilidade de reinjecao e obtivemos a mesma dependéncia para freqiiéncia
das oscilagoes. A figura 2.26 mostra os méaximos e a média de um mapa
como o de So-Ose-Mori no qual a reinjecao ¢ aleatoria, uniforme. O terceiro
segmento de reta, no intervalo [b:1] foi substituido pela fungao random(0, 1),
que retorna um numero pseudo-aleatério gerado pelo computador. O periodo
da sequiéncia pseudo-aleatéria gerado pela funcao random do compilador de
linguagem C do sistema operacional FreeBSD é da ordem de 23% = 3 x 10'°.

Também ensaiamos fazer uma versao do mapa linear por partes na qual
a reinjecao é feita com um segmento de reta abaixo da altura do canal, de
modo que o mapa ¢ inversivel e nao cadtico. Mas, neste caso, a média é
sempre 1/2, pois nao hé janelas periddicas estaveis. Se a altura do segmento
sobe, tornando o mapa nao inversivel, o caos e as oscilagoes reaparecem.
Redefinindo o mapa para a forma

( ax, +0, para =z, <c¢;
Tpi1= a 'z, —(1=0)]+1, para ¢ x,<1-10; (2.16)
L —h(z, — 1), para x, >1—0,

o parametro h permite controlar a altura da reinjecao. Se h = 1/b, temos
o mapa SOM original; h = 1 dd4 um mapa inversivel, com solucoes quasi-
periédicas e sem caos; e para h qualquer no intervalo [1 : 1/b] temos caos.
Desenhamos um diagrama deste na figura 2.27.
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Figura 2.26: Diagrama de bifurcagao e média de um mapa linear-por-partes
com reinjecao aleatéria. A freqiiéncia das oscilagoes permanece inalterada.
Usamos b = 0,2.
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Figura 2.27: Outra generalizagao do mapa linear-por-partes de SOM. Usamos
b=02eh=2.
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Figura 2.28: Diagrama de bifurcagao e média de um mapa linear-por-partes
com reinjecao controlada. A freqiiéncia das oscilagoes permanece inalterada.
Usamos b = 0,35.
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2.10 Médias em Fluxos

A média (e, possivelmente, todos os outros observaveis estatisticos) em um
fluxo continuo de equagoes diferenciais ordinédrias também exibe o comporta-
mento critico caracteristico dos mapas nas bifurcagoes com intermiténcia. O
argumento apresentado na secao 2.2 é valido para atratores continuos. Ou-
tro argumento qualitativo para esperar por este fenomeno é que a evolugao
temporal continua de uma variavel pode ser rigorosamente aproximada por
uma série temporal discreta. Em geral, as trajetorias cadticas continuas exi-
bem um quasi-periodo, um tempo caracteristico de oscilagao, relacionado
com a parte imaginaria do auto-valor associado a algum ponto fixo instavel.
Por isso é comum falarmos de “oscilagoes cadticas” como sinonimo de tra-
jetorias em fluxos. Para que se possa realizar uma amostragem significativa
em tempo discreto das varidaveis continuas deve-se satisfazer o critério de
Nyquist, que diz que a menor taxa de amostragem para se detectar uma
oscilagao de freqiiéncia w deve ser 2w (ou entre 5w a 8w para recuperar as
mais importantes componentes de Fourier). Mas mesmo quando a taxa de
amostragem ¢ de apenas um ponto por (quasi-)periodo a série discreta obtida
contém (para um nimero suficiente de amostragens) a dinamica do fluxo, de
modo semelhante a um mapa por secao de Poincaré ou um mapa de Lorenz.
A série discreta construida pela aquisicao de valores da variavel continua em
intervalos a uma taxa constante, comparavel com o tempo caracteristico de
oscilagao do sistema forma o chamado mapa estroboscopico.

Cada ponto da série temporal discreta dentro de um quasi-periodo da
oscilacao constitui um mapa estroboscépico com diferente fase relativa ao
primeiro ponto. De maneira que cada ponto no primeiro quasi-periodo da
oscilagao é o primeiro ponto de uma familia de mapas estroboscépicos que
reconstitui a representacao discreta. Portanto, se um mapa estroboscopico
apresenta o comportamento critico descrito na secao 2.2, é bem possivel
que a média realizada sobre a familia dos mapas também tenha o mesmo
comportamento. Os requisitos sao: que a série discreta represente bem a
variavel continua; que os mapas estroboscopicos tenham a média laminar
diferente da média nao-periddica; e que as médias das familias de mapas com
diferentes fases relativas ao quasi-periodo nao sejam simétricas, de modo a
cancelar os efeitos dos mapas estroboscopicos individuais. Estas condigoes
sao tao gerais que encontramos o comportamento critico e estrutura fina na
média dos fluxos de Réssler, Lorenz, Tachikawa (Laser de trés niveis com
absorvedor saturavel) (Lefranc et al., 1991) e oscilador nao-linear com diodo.
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2.10.1 Meédia no Fluxo de Rossler

O fluxo de Réssler (Rossler, 1976) foi apresentado como “o mais simples fluxo
de equacoes diferenciais para o qual ha oscilagoes cadticas”, pois apresentava
o menor numero de requisitos para tal conhecidos na época: dimensao 3 e
um unico termo nao-linear de segunda ordem (produto entre duas variaveis
dindmicas). As equagbes podem ser escritas como

(&1 = —y—=z

Yy = z+ay (2.17)

L2 = b+z(r—o),
e valores tipicos de parametros sao a = 0,2, b = 0,2 e ¢ = 5. A figura
2.29 mostra um diagrama de bifurcagao dos maximos da varidvel continua
z(t) e a média desta como funcdo do parametro c. Nota-se uma grande
semelhanca com o mapa logistico. A figura 2.30 é uma magnificagao da
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Figura 2.29: Diagrama de bifurcagao de méximos e média de z(t) no sistema
de Rossler.

vizinhanca da maior janela de periodo 5. Tamanha é a semelhanca entre o
atrator de maximos do sistema de Rossler e o mapa logistico, que escolhemos
este periodo para substituir uma figura da janela de periodo 5 do mapa
logistico.
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Figura 2.30: Diagrama de bifurcagao de méximos e média de z(t) no sistema
de Rossler proximo a janela de periodo 5.
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2.10.2 Meédia no Fluxo de Lorenz

A figura 2.31 mostra diagramas de bifurcacao para os méaximos e a média
da varidvel continua z(t) do fluxo de Lorenz (eq. 1.6) calculado com os
parametros ¢ = 10, b = 8/3 e r € [166,050 : 166,250]. O diagrama de bi-
furcacao dos maximos indica que estamos préoximos de uma janela de periodo
2. A média, reproduzida em escala logaritmica na figura 2.32, mostra o com-
portamento critico com forma logaritmica e oscila¢oes com periodicidade tipo
lei de poténcia no parametro de controle € = rc.2) +r. Esta janela foi apre-
sentada por Manneville (1990) com Terit(2) = 166,06. Aperfeicoamos o valor
do parametro critico critico para 166,06149 4 0,00001.
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Figura 2.31: Diagrama de bifurcagdo de maximos e média de z(¢) no sistema
de Lorenz com intermiténcia tipo I.

Haken mostrou que o sistema de Lorenz é andlogo (as equagoes sao ho-
momérficas) a um modelo para laser monomodo (Haken, 1975). Neste mo-
delo, a variavel z é proporcional a inversao de populagao nos niveis de energia
do meio amplificador do laser e o parametro r é proporcional ao bombeio de
energia externa que causa esta inversao. Decorrentemente, é intuitivo es-
perar que a média de z aumente com 7, pois conseguimos armazenar mais
energia no meio material aumentando o bombeio. Com efeito, apesar do
valor da média diminuir localmente com o aumento de r apds a bifurcacao
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Figura 2.32: Média de z(¢) no sistema de Lorenz com intermiténcia tipo I. A
freqiiéncia das oscilagoes fica regularizada fazendo-se uma transformacao de
escala por lei de poténcia com expoente —1/2 no eixo .
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de periédico para caotico, existe uma tendéncia global da média crescer com
r de modo aproximadamente linear (desprezando as estruturas causadas por
bifurcagoes).

A média de varidveis dinamicas no modelo de Lorenz-Haken ja havia
sido sugerida como uma assinatura das bifurcagoes neste sistema (Lawandy
et al., 1987), onde a bifurcagao de periddico para pulsado (para parametros
tipicos os pulsos sao cadticos) é conhecida como segundo limiar de excitacao
do laser. Entretanto, o aumento da capacidade e velocidade computacionais
conseguido nas ultimas décadas permite um estudo muito mais detalhado do
que nas proposicoes iniciais.

2.10.3 Laser com Absorvedor Saturavel

Fazendo uma analogia aproximada, a bifurcacao estudada por Lawandy et al.
(1987) corresponde a uma transigao de fase de primeira ordem, na qual o
aumento do bombeio faz a média mudar abruptamente de valor quando o
atrator periédico perde sua estabilidade e um atrator cadtico ja existe para
atrair as trajetérias. O mesmo fenomeno acontece com a poténcia média do
laser de CO5 com absorvedor saturavel intracavidade (Lefranc et al., 1991;
de S. Cavalcante, 1999; de S. Cavalcante e Rios Leite, 2000a).

Fazendo-se uma descricao do meio amplificador como um sistema de trés
niveis de energia e do absorvedor como um sistema de dois niveis, ambos
interagindo através do campo elétrico com intensidade I, as equagoes de
taxa para o laser de CO5 com absorvedor saturavel (LAS) intracavidade sao

[( = I(U-T-1)

U = e[W-U@1+1I)

W= e (A+bU —W) (2.18)
lU = e [A-UQ1+al)].

Onde U é a inversao de populacdo do meio amplificador, U nao é a média
temporal de U, mas a inversao de populacao do meio absorvedor, na notagao
usada nas referéncias (Lefranc et al., 1991; de S. Cavalcante, 1999), W é a
deplecao da populacao do estado fundamental do amplificador, A é a taxa
de bombeio, A é a taxa de bombeio térmico no absorvedor, € e  sdo as taxas
de relaxagao dos meios amplificador e absorvedor, respectivamente (Lefranc
et al., 1991; de S. Cavalcante, 1999).

A figura 2.33 mostra um diagrama de bifurcagao e média para a in-
tensidade do laser de COy com os mesmos parametros de (Lefranc et al.,
1991). Diferentemente do mapa mapa logistico, a seqiiéncia de grandes jane-
las periddicas segue um comportamento tipo adigao de periodo (cada janela
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tem o periodo uma unidade maior que a anterior), caracteristico de sistemas
dominados por uma bifurcacao de tangéncia homoclinica. Conforme discu-
tido nesta referéncia, a tangéncia homoclinica esperada no final da seqiiéncia
de bifurcacoes foi substituida por uma bifurcagao de Hopf invertida. Apesar
desta diferenca, dentro de cada janela periédica pode ocorrer uma cascata
de Feigenbaum, apresentando toda a universalidade do mapa logistico. Para
a poténcia do laser (média da intensidade em intervalos longos de tempo),
observa-se a subida aproximadamente linear com o parametro de bombeio
A.

A figura 2.34 mostra um outro célculo feito em um intervalo menor do
parametro A, préximo a bifurcacao tangente que leva a orbita de periodo
3. O valor da distancia até o ponto critico ainda é grande o suficiente para
vermos grandes deformagoes no comportamento critico, inclusive a tendéncia
linear da média crescer com o bombeio. Apesar disso as oscilacoes ja sao
claramente distinguiveis. A figura 2.35 mostra uma regiao ainda menor. Nela
a proximidade da bifurcacao ja é suficiente para validar a lei de poténcia x
logaritmo, prevista para mapas quadraticos.
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Figura 2.33: Diagrama de bifurcacao de maximos e média de I(¢) no modelo
de 3-2 niveis para o laser de COy com absorvedor saturavel intracavidade
(eq. 2.18).
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Figura 2.34: Diagrama de bifurcagdo de maximos e média de I(¢) no mo-
delo para o laser de CO5 com absorvedor saturavel intracavidade com inter-
miténcia do tipo I.
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Figura 2.35: Diagrama de bifurcagdo de méximos e média de I(t) no mo-
delo para o laser de CO5 com absorvedor saturavel intracavidade com inter-
miténcia do tipo I.
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