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2.4 Mapa da Forma Normal

Podemos construir um mapa usando a forma normal da intermiténcia tipo I
(eq. 2.1). O processo de reinjecao serd introduzido artificialmente com uma
generalizagao do resto da divisao por um numero finito: definimos a fungao
modulo(a,b) = a — bfloor(a/b), onde floor(a/b) é o maior nimero inteiro
menor ou igual a a/b. Esta fungao traz os niimeros a que passam do limite b de
volta para o intervalo [0 : b]. Foi necessério fazer uma translagao do mapa da
forma normal para que a bifurcacao ocorra em x = 1, do contrario, a dinamica
da entrada no canal seria alterada pela exclusao dos valores negativos de x,,.
Escolhemos o valor limite 2 para a reinjecao, de modo que o mapa fica

Tpy1 = modulo(1+ € — x, + 22, 2), (2.9)
o que também pode ser encontrado na literatura representado como
Tpa1 = 1+e—:cn+xi mod 2.

O grafico deste mapa estd desenhado na figura 2.9 para ¢ = 0,05. A
figura 2.10 mostra o diagrama de bifurcagao e a média da variavel dinamica
para este mapa. Observa-se a existéncia de infinitas janelas periddicas cujo
periodo vai crescendo aditivamente a medida em que € vai a zero. O valor do
parametro critico para o qual as janelas se formam vai se reduzindo a uma
taxa que parece ser logaritmica. Uma andlise mais detalhada, entretanto,
mostra que a periodicidade é a mesma das oscilacoes da média, e, assim
como no mapa logistico, a lei de escala é com expoente —1/2.

A figura 2.11 é analoga a figura 2.6, com as quantidades estatisticas cal-
culadas para o mapa da forma normal. Observe que o expoente de Lyapunov
cruza o zero infinitas vezes, refletindo a presenca das janelas periddicas. No
mapa logistico também ha um numero infinito de janelas periddicas entre
quaisquer dois valores do parametro r, mas elas sao muito finas para apare-
cer com uma amostragem finita em uma escala arbitraria, o que faz com que
somente algumas sejam observadas. A lei de escala para o surgimento destas
janelas pode ser vista na referéncia (Yorke et al., 1985).
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Figura 2.9: Mapa da forma normal para intermiténcia tipo I com reinjecao
tipo modulo (eq. 2.9).
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Figura 2.10: Média temporal e atrator do mapa da forma normal para inter-
miténcia tipo I com reinjecao usando modulo 2.
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Figura 2.11: Média temporal, comprimento médio das fases laminares e ex-
poente de Lyapunov para o mapa da forma normal da intermiténcia tipo I.
Os parametros usados para o calculo estao descritos no texto.
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2.5 Mapa Quartico

Uma maneira de alterar a lei de escala, ou seja, o expoente que aparece no
comportamento critico, é alterar a forma da nao-linearidade dominante no
canal. E possivel, por exemplo, que na expansao em série de poténcias de
uma mapa especifico ao redor de um ponto fixo o termo dominante nao seja
quadratico, mas uma poténcia par arbitraria (Hirsch et al., 1982). Fizemos
calculos numéricos com um mapa no qual a poténcia dominante da tangéncia
¢é quartica:

Tpi1 = modulo [e + z, + (z, — 1)*, 2]. (2.10)

Mostramos um diagrama deste mapa na figura 2.12.
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Figura 2.12: Mapa da forma normal para intermiténcia tipo I com nao-
linearidade quartica.
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A figura 2.13 mostra o diagrama de bifurcacao do atrator e da média
da variavel x. Observa-se grande similaridade com o mapa quadratico. O
ramo peridodico antes da bifurcacao obedece a um comportamento critico
com expoente 1/4, este corresponde a raiz estavel da equacao quértica para
o ponto fixo com ¢ 0. Um mapa da forma

Tpy1 = modulo [e + ., + (x, — 1)°, 2], (2.11)

com o termo dominante da nao-linearidade par z, possui comportamento
. 1 e g -
critico com —(—e)= para a chegada periédica a bifurca¢ao em € = 0.
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Figura 2.13: Atrator e média do mapa quartico com reinjegao tipo modulo e
intermiténcia tipo I.

Apoés a bifurcagao, a envoltéria (parte ndo oscilante) da média satisfaz
aproximadamente um comportamento do tipo

T o —e/31ne, (2.12)

como pode ser visto no gréfico log-log da figura 2.14a). A figura 2.14b)
mostra um calculo numérico de [, para uma largura de canal definida como
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0,005, e um ajuste com lei de poténcia —3/4. O resultado estd de acordo
com previsoes tedricas que dao (Hirsch et al., 1982)

[ ox =22, (2.13)
O ajuste com logaritmo é baseado em uma solu¢ao da intermiténcia do
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Figura 2.14: Média (a) e comprimento laminar médio (b) do mapa quartico
com reinjecdo tipo modulo e intermiténcia tipo I. Ambos os calculos
numéricos estao ajustados por expressoes descritas no texto.

tipo III (de S. Cavalcante e Rios Leite, 2002) e sugere uma generalizagao
para o comportamento critico da envoltéria da média como ¢*=2/=Dlne
(z > 2). O resultado é muito melhor do que aquele que seria obtido usando-
se as aproximacoes da equagao 2.8.


http://www.getpdf.com

2.5. MAPA QUARTICO 45

[e—
=

- A—
oM
S
&

1074 g OB 12 16
e

Figura 2.15: Média do mapa quartico com reinjecao tipo modulo e inter-
miténcia tipo I. Usamos diferentes transformacoes de escala no eixo € para
encontrar a freqiiéncia das oscilagoes.
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Uma analise cuidadosa mostra que o expoente critico associado a freqiién-
cia das oscilagbes na média é —3/4, sugerindo que, para uma nao-linearidade
da forma x*, o comportamento critico sera ¢ = . Tlustramos trés tentativas de
regularizar a freqiiéncia das oscilagbes com as transformacoes de escala Ine,
€23 ¢ €73/* na figura 2.15. Em cada gréfico da figura 2.15 colocamos um
par de barras horizontais de mesmo comprimento para facilitar a percepcao
do periodo das oscilacoes. Na transformacao logaritmica a discrepancia dos
periodos é grande, o comprimento da primeira barra é quase o de duas os-
cilacoes na extremidade esquerda ou de uma, apenas, na extremidade direita.
Para as leis de poténcia a diferenca é mais sutil, pois as transformacoes com
expoente —3/4 e —2/3 sao semelhantes. Ainda assim podemos contar, com
0 mesmo comprimento nesta escala, 8 oscilagoes do lado esquerdo e 9 do lado
direito do grafico com expoente —2/3.

2.6 Mapa de So-Ose-Mori

Mapas lineares-por-partes podem ser mais simples de se tratar analitica-
mente. Ott (1997) consegue encontrar expressoes analiticas para a densidade
de probabilidade de visitacao de varios mapas unidimensionais lineares-por-
partes. Shobu et al. (1984) propuseram um mapa linear-por-partes que re-
produz qualitativamente a dinamica da intermiténcia tipo I. Eles também
resolveram analiticamente a densidade de probabilidade de visitagao neste
mapa para alguns valores de parametro que permitem reduzir a dinamica
do mapa aquela de uma particao de Markov. Este mapa foi citado em Ko-
bayashi et al. (1993) com o nome de “mapa de So-Ose-Mori” e associado a
nona referéncia deste artigo. De qualquer maneira podemos nos referir ao
mapa apresentado por Shobu et al. (1984) e a sua generalizacdo, apresen-
tada a seguir, pelo acronimo de “mapa de SOM”. Apresentamos uma forma
generalizada deste mapa como

( ax, +0, para =z, <c¢;
Tpy1= a'r,—(1-0)]+1, para ¢ xz,<1-V; (2.14)
L bz, — 1), para x, >1—0,

onde ¢ = (1 —b)/(1+a) ea =1—2b+e. Os tinicos parametros sao €, o
parametro de controle que leva a tangéncia, e b, a fragao do intervalo unitario
que corresponde a regiao de reinjecao. O estudo deste mapa apresentado aqui
motivou também a publicacao da referéncia de S. Cavalcante e Rios Leite
(2004).

O diagrama da figura 2.16 mostra como este mapa se assemelha a curva
tangente do mapa quadratico.
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Figura 2.16: Mapa linear-por-partes com intermiténcia tipo I. Neste grafico
usamos as equacoes 2.14 com b= 0,2 e ¢ = 0,0332.

Mas existe uma diferenca fundamental: é possivel mostrar que no mapa
de SOM a invariancia discreta de escala por variacao de x e € é perfeita até
o limite do tamanho do mapa. Conforme descrito por Shobu et al. (1984),
existe uma familia discreta de valores de € para os quais o mapa pode ser
descrito por uma particao de Markov simples. Quando ¢ assume um destes
valores €,, que formam uma progressao geométrica aproximada (e, /e, 1 =
1 —2b), a densidade de probabilidade do mapa forma uma escada dupla com
n degraus subindo até o valor da tangéncia e n degraus descendo até a regiao
de reinjecao. O comprimento e a altura dos degraus formam progressoes
geométricas perfeitas (para €  0,4), e o nimero de degraus vai a infinito
quando € — 0, de modo que a densidade de probabilidade do atrator cadtico
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forma um fractal com fator de escala 1 — 2b.

Isto leva a freqiiéncia das oscilagoes a ter um comportamento critico que
nao ¢ lei de poténcia, como nos mapas polinomiais, mas logaritmico, como
esperado da teoria apresentada na referéncia (Sornette, 1998). Aparente-
mente, esta diferenca é devida a deformagao que a curva polinomial causa na
separagao das iteragoes sucessivas no interior do canal. Observaveis como o
expoente de Lyapunov e o nimero de enrolamento® do mapa linear-por-partes
descontinuo usado para estudar a intermiténcia tipo V na referéncia (Qu
et al., 1998) também exibem oscilagoes logaritmicas.

Mostramos um diagrama de bifurcacao e a média do mapa de So-Ose-Mori
na figura 2.17. Nao hé janelas periddicas na regiao € > 0, o que garante que as
oscilagoes da média podem acontecer mesmo sem a ocorréncia destas janelas.
O comportamento critico na regiao periddica (¢~ 0) é linear, consistente com
a lei —(—¢)'/z para z = 1, ao passo que nos mapas quadraticos sem ruido
observa-se expoente 1/2.

A figura 2.18 mostra a média, comprimento médio das fases laminares e
expoente de Lyapunov em escala logaritmica. Vemos que a freqiiéncia das
oscilacoes permanece constante. O expoente de Lyapunov permanece sempre
acima de 0, consistente com a auseéncia de orbitas periddicas estaveis.

A figura 2.19 mostra dois comportamentos criticos para a média calcu-
lados com diferentes valores de b. O periodo da oscilacao corresponde ao
logaritmo do fator de escala, o qual neste mapa vale 1 — 2b. Na figura
2.19 a razao entre os periodos das oscilagoes deve valer log(0,6)/log(0,4) =
0,2218/0,3979 = 0,557. Para verificar este resultado desenhamos duas barras
cujos comprimentos sao aproximadamente iguais aos periodos das oscilagoes
respectivas e medimos a razao entre estes, obtendo 0,026,/0,043 = 0,6040,05.

1O nimero de enrolamento (winding number) é a razao entre as duas freqiiéncias de um
sistema quasi-periddico, ou entre as médias das variacoes de fase em um sistema cadtico
descrito por osciladores acoplados. Ver (Ott, 1997).
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Figura 2.17: Média e atrator do mapa linear-por-partes com intermiténcia
tipo I, b= 0,2
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Figura 2.18: Média, comprimento médio das fases laminares e expoente de
Lyapunov para o mapa linear-por-partes com intermiténcia tipo I, b = 0,2.
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Figura 2.19: Médias em dois mapas lineares-por-partes com diferentes leis
de escala. O comprimento das barras é aproximadamente igual ao periodo
da oscilacao. A razao entre os comprimentos é 0,60, aproximadamente igual
a razao entre os logaritmos dos fatores de escala (1 — 2b) da densidade de
probabilidade dos atratores caoticos.
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