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Resumo

Sistemas sensoriais biológicos usualmente são formados por redes complexas de milhares
de neurônios e podem atingir altos níveis de sensibilidade.O ser humano, por exemplo, conse-
gue perceber objetos em uma noite sem luar, apenas sob o brilho das estrelas assim como sob
incidência direta da luz do Sol. A diferença entre estas intensidades luminosas chega a 100 dB,
o que corresponde a uma razão de 109 entre seus valores. Esta sensibilidade elevada se traduz
em uma faixa dinâmica larga. Estudos recentes em física estatística sugerem que faixas dinâ-
micas largas emergem de sistemas excitáveis como um fenômeno coletivo de vários elementos
excitáveis, cujas faixas dinâmicas são pequenas. Este efeito tem possíveis aplicações práticas
na construção de sensores de alta sensibilidade a partir de vários elementos iguais de baixa
sensibilidade. Este trabalho propõe um circuito eletrônico excitável simples como o elemento
básico na construção de um sensor eletrônico de alta sensibilidade.

O circuito, composto apenas de um amplificador operacional,um capacitor e resistores,
apresenta dinâmica semelhante àquela do modelo neuronal deFitzHugh-Nagumo. Proprieda-
des deste modelo, como a bifurcação de Hopf que leva o sistemaa oscilar em um ciclo limite
estável, podem ser observadas experimentalmente. Dois modelos dinâmicos bidimensionais
são propostos para descrever o circuito a partir dos quais ajustamos os dados experimentais. A
não-linearidade do circuito tem origem no amplificador operacional, que se comporta como um
circuito comparador e cuja dinâmica é governada por uma função similar à função de Heaviside
ou degrau.

Em sistemas neuronais, a resposta a um estímulo pode variar de amostra para amostra
mesmo que a intensidade do estímulo se mantenha constante. Como fontes dessa variabilia-
dade podemos citar a aleatoriedade dos vários processos biofísicos que governam a geração
de potenciais de ação (spikes) além da própria natureza estocástica dos estímulos (flutuações
na concentração de odorante, tomando como exemplo o sistemasensorial olfatório). Procu-
ramos reproduzir estes efeitos no estímulo aplicado ao circuito eletrônico excitável através de
um gerador de ruído analógico, cujo princípio de operação é baseado na amplificação do ruído
térmico de um diodo Zener na região debreakdown. A intensidade do estímulo é controlada
através de uma tensão DC constante, que é adicionada ao ruído. A estatística dosspikesgerados
pelo circuito excitável sob este estímulo pode ser modeladapor um processo de Poisson homo-
gêneo. Temos, então, um conversor DC-Poisson, ou seja, a intensidade de um sinal constante é
convertido em uma taxa de Poisson. Medimos a resposta do circuito excitável ao estímulo DC
adicionado de ruído e obtivemos a relação entre a tensão DC e ataxa de Poisson, a partir da
qual a faixa dinâmica do circuito excitável é calculada.

Palavras-chave: Elementos excitáveis, Neurônios, Faixa dinâmica, Circuitoeletrônico, Pro-
cesso de Poisson.
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Abstract

Biological sensory systems usually are made of complex networks of thousands of neurons
and may achieve high sensibility. The human being, for example, is able to see objects in
a night without moon, only under starlight, as well as under direct sunlight. The difference
between these light intensities reaches 100 dB, corresponding to a 109 ratio between its values.
This high sensibility leads to a large dynamical range. Recent studies in statistical physics,
suggest that large dynamical range emerge from excitable systems as a collective fenomena of
excitable elements with small dynamical range. This effecthas possible practical applications
in the construction of high sensibility sensors made of simple elements of low sensibility. This
work proposes a simple excitable electronic circuit as a basic element in the construction of a
high sensibility electronic sensor.

The circuit, composed only of a operational amplifier, a capacitor and resistors, has dy-
namics equivalent to the dynamics of the FitzHugh-Nagumo model for neuronal excitability.
Properties of this model, like the Hopf bifurcation that leads the system to oscillate on a limit
cycle, can be verified experimentally. Two bidimensional dynamical models are proposed to
describe the circuit and are compared to experimental data.The circuit non-linearity has its
origins in the operational amplifier, whose dynamics is controlled by a function similar to the
Heaviside function.

In neuronal systems, the stimulus response may change between samples, even though the
stimulus intensity remains constant. As sources to this variability we cite the randomness of
the many biophysical process that controls the generation of action potentials, or spikes, and
the stochastic nature of the stimulus (fluctuations in the concentration of odorant molecules
that stimulates the olfactory sensory system, for example). To reproduce this effect on the
excitable electronic circuit, we introduce noise generated from an analogical noise generator
circuit, whose principle of operation is based in the amplification of thermal noise from a Zener
diode working in its breakdown region. The intensity of the stimulus is controlled through a
DC voltage, added to the noise. The statistics of the spikes generated by the excitable circuit
corresponds to that of a homogeneous Poisson process. We have, then, a DC-Poisson converter,
in other words, the intensity of a constant stimulus is converted to a Poisson rate. We measured
the excitable circuit response to the DC voltage added to noise and obtained a relation between
the DC voltage and the Poisson rate, from which the dynamicalrange of the excitable circuit
could be calculated.

Keywords: Excitable elements, Neurons, Dynamical range, Electroniccircuit, Poisson pro-
cess.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A sensibilidade de seres humanos a estímulos externos é objeto de estudo de cientistas
desde o século XIX. A área da psicologia que estuda a percepção de indivíduos a estímulos fí-
sicos, como calor, brilho, pressão, etc., é chamada de psicofísica. Ernst Heinrich Weber foi um
dos primeiros a estudar a resposta humana a um estímulo de maneira quantitativa. Mais tarde,
Gustav Theodor Fechner realizou um estudo teórico dos achados de Weber, o que ficou conhe-
cido como lei de Weber-Fechner. Os resultados de Weber e Fechner sugerem que a resposta
psicofísicaF , uma medida da percepção de um estímulo físico, seja uma função logarítmica
do estímulo externoS: F(S) = C log(S). Se o estímulo varia como uma progressão geomé-
trica, ou seja, multiplicado por um fator constante, a resposta correspondente varia como uma
progressão aritmética, ou seja, adicionada de uma constante. Mais tarde, por volta de 1960, o
psicofísico Stanley Smith Stevens [1] publicou uma série dedados psicofísicos que sugere que
a relação entre resposta e estímulo é uma lei de potênciaF(S) = CSm, o que ficou conhecido
como lei de Stevens. O expoentem é chamado expoente de Stevens. Outras funções foram
propostas para ajustar dados com um alcance maior de intensidade de estímulos a fim de levar
em conta a saturação da resposta, em particular, a função de Hill F(S) = FmaxSm/(Sm+Sm

0 ),
ondeFmax é o valor de saturação da resposta eS0 é o valor do estímulo correspondente à res-
postaFmax/2. A figura 1.1 mostra uma comparação entre a lei de Stevens e a função de Hill.
Na região de estímulos fracos, a função de Hill e a lei de Stevens coincidem.

Em geral, as leis psicofísicas mostram que indivíduos percebem com clareza várias ordens
de magnitude de estímulos resultando em grandes faixas dinâmicas. Estudos recentes em física
estatística [2] sugerem que faixas dinâmicas grandes surgem como um fenômeno coletivo de
elementos excitáveis de faixa dinâmica pequena ligados em rede. Este trabalho tem por objetivo
descrever um circuito eletrônico excitável cuja dinâmica ésemelhante à dinâmica do modelo
de neurônio de FitzHugh-Nagumo. A partir deste circuito, podemos construir um sensor ele-
trônico constituido de vários destes elementos excitáveis. Esperamos que o sensor opere com
grande sensibilidade baseado no efeito de alargamento da faixa dinâmica, quando elementos de
faixas dinâmicas pequenas são ligados em uma rede com conectividade crítica [2].

1.1 Meios excitáveis e elementos excitáveis

Excitabilidade é um fenômeno comum na natureza, ocorrendo,por exemplo, em incêndios
florestais, reações químicas, lasers, sistemas neuronais,tecidos cardíacos, dinâmica climática,
entre outros. Propriedades comuns a todos os elementos excitáveis são a existência de um es-
tado estacionário, um estado excitado e um estado refratário. A figura 1.2 mostra os diversos

1
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Figura 1.1 Comparação entre a lei de StevensF(S) =CSm e a função de HillF(S) =FmaxSm/(Sm+Sm
0 ),

com parâmetrosm= 0.5 C = 10, Fmax= 10 eS0 = 1 em escala log-log. O expoentem em ambas as
curvas pode set obtido através da inclinação das retas. O inset mostra o mesmo gráfico em escala log-
linear

comportamentos do elemento excitável quando sujeito a diferente formas de estímulo. O ele-
mento excitável permanece no estado estacionário caso não ocorra nenhuma perturbação. Se
um estímulo externo o perturbar, duas situações podem ocorrer: se a intensidade do estímulo
for pequena o elemento excitável produz uma resposta linearde baixa amplitude (figura 1.2a);
se o estímulo for mais intenso do que um certo limiar (threshold), o elemento deixa o estado
estacionário, passando pelos estados excitado e refratário. As respostas a estímulos de intensi-
dade maior que o limiar do sistema são fortemente não-lineares e correspodem a uma grande
volta das variáveis dinâmicas do sistema no espaço de fase. Um disparo, ouspikeocorre neste
caso (figura 1.2b). A resposta do elemento excitável é do tipotudo ou nada, ou seja, a forma
do spikeé aproximadamente independente da intensidade do estímulose ela estiver acima do
limiar de excitação (figura 1.2c). Após umspikeo elemento excitável entra no estado refratá-
rio, durante o qual mesmo estímulos acima do limiar de excitação não induzem novosspikes
no sistema (figura 1.2e). Após o período refratário, o elemento excitável retorna ao estado
estacionário podendo dar origens a novosspikes(figura 1.2d).

Em geral, elementos excitáveis não se apresentam na natureza de forma isolada; ao con-
trário, eles formam redes complexas de onde fenômenos coletivos interessantes surgem. Uma
rede de elementos excitáveis é usualmente chamada de meio excitável. Uma das principais
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Figura 1.2 Propriedades de elementos excitáveis: diferentes tipo de estímulo (coluna esquerda) re-
sultam diferentes tipos de resposta (coluna direita) da dinâmica do sistema (coluna do meio). a) Um
estímulo abaixo do limiar de excitação resulta em um movimento de baixa amplitude ao redor do estado
estacionário do sistema (círculo cheio na coluna do meio). b) Um estímulo acima dolimiar de excitação
faz o sistema escapar para longe do estado estacionário através de uma quase-separatriz ou um ponto
fixo instável (círculo vazio na coluna do meio), resultando em um movimento degrande amplitude das
variáveis do sistema (spike). c) Um aumento subsequente na intensidade do estímulo não altera a forma
dospikesignificativamente. d) Dois estímulos com separação temporal grande resultam em doisspikes.
e) Se os estímulos ocorrem em tempos próximos, o elemento excitável não responde com umspikeao
segundo estímulo devido ao efeito do período refratário. (Extraído de B. Lindneret al. (2004) [3])

propriedades de um meio excitável é a sua habilidade de propagar sinais ativamente, ou seja,
sem perda de amplitude. Por exemplo, um incêndio florestal viaja pela floresta como uma onda
a partir do ponto inicial e se regenera a cada árvore que é incendiada. A propagação ativa de
sinais difere da propagação passiva, que é caracterizada por uma perda gradual do sinal devido
ao amortecimento do meio de propagação. Ondas sonoras propagadas no ar são um exemplo
de propagação passiva.

A sensibilidade de meios e elementos excitáveis a diversas intensidades do estímuloSpode
ser analisada em termos da faixa dinâmica∆, que corresponde a um intervalo em que variações
na intensidade do estímulo (medidos em dB) são codificadas de forma robusta em variações na
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Figura 1.3 Curva de resposta para um meio excitável. A faixa dinâmica∆ é calculada excluindo res-
postas muito fracas (F < F0.1) e respostas muito próximas da saturação (F > F0.9). (Adaptado de O.
Kinouchi e M. Copelli (2006) [2])

resposta do elemento excitável. A faixa dinâmica é definida como:

∆ = 10log10

(

S0.9

S0.1

)

, (1.1)

ondeSx satizfaz
F(Sx) = F0+xFmax= F0+Fx. (1.2)

No cálculo da faixa dinâmica são excluídas as regiões em que aintensidade do estímuloS é
muito fraca para que a resposta do circuito possa ser distinguida da resposta mínimaF0 ou
muito forte a ponto da resposta não poder ser distinguida do nível de saturaçãoFmax. A figura
1.3 mostra um exemplo de curva de resposta para um meio excitável. Os parâmetros relevantes
para o cálculo da faixa dinâmica são mostrados na figura 1.3.

Faixas dinâmicas grandes em sistemas neuronais sensoriaissão comuns e, presumivel-
mente, são fator importante na sobrevivência das espécies.Os neurônios em tais sistemas
compõem um meio excitável de grande sensibilidade, mas nota-se que, em geral, a faixa dinâ-
mica dos neurônios como elementos excitáveis isolados do meio é menor do que a do sistema
completo. Deanset al. [4] mediram a resposta (taxa de disparos) de células ganglionares do
tipo on centerda retina a variações de intensidade luminosa (medida em moléculas isomeriza-
das de rodopsina por bastonete por segundo, ou Rh*/rod/s). A curva de respstaF(r), onder
é a intensidade do estímulo, foi obtida para ratos selvagens(wild typeWT) e para ratos cuja
expressão da proteína connexin36 (responsável pelos canais intercelulares, chamadas junções
comunicantes ou sinapses elétricas, entre os neurônios) foi inibida (Cx36-KO). A figura 1.4
mostra que a faixa dinâmica para ratos Cx36-KO (círculos brancos), ou seja, aqueles em que o
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Figura 1.4 Curvas de resposta experimentais (taxa de disparo normalizada vs. intensidade luminosa) de
células ganglionares centrais da retina em escala log-linear (gráfico principal) e log-log (inset). Dados
extraídos da Fig. 6 da referência [4]. Círculos pretos (brancos) sãodados de ratos tipo WT (Cx36-KO).
As linhas correspondem a simulações numéricas. (Adaptado de L.S. Furtado e M. Copelli (2006) [5])

acoplamento através de sinapses elétricas está ausente, é menor (14dB) do que a a faixa dinâ-
mica dos ratos do tipo WT (26dB) (círculos pretos), cujos neurônios conectam-se normalmente.

No restante deste capítulo, consideraremos apenas elementos excitáveis isolados, dando
ênfase a neurônios, cuja descrição como um sistema dinâmicobidimensional no modelo de
FitzHugh-Nagumo inspirou o modelo do circuito eletrônico excitável descrito no capítulo 2.

1.2 Rápida introdução à biofísica de neurônios

Neurônios são notáveis entre outras células pela capacidade de transmitir sinais a longas
distâncias rapidamente. Embora ocorram em grande variedade morfológica, um neurônio típico
pode ser dividido em três regiões principais: corpo celular, também conhecido como soma,
dendritos e axônio. Dendritos são filamentos de protoplasmaque se estendem do corpo celular
bifurcando-se múltiplas vezes, dando origem a uma “árvore dendrítica” complexa. O axônio é
um filamento protoplasmático especial que se origina do somaa partir de uma região chamada
cone axonal e se estende através do organismo, usualmente por grandes distâncias. O corpo
celular frequentemente origina vários dendritos, mas, em geral, não mais de um axônio, no
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Figura 1.5 Diagramas de três tipos de neurônios. A) Célula piramidal do córtex. Estes são os principais
neurônios excitatórios do córtex cerebral. O axônio de células piramidais bifurca-se localmente, criando
sinapses com neurônios próximos e, além disso, se projeta a distâncias maiores para enviar sinais a partes
mais distantes do cérebro e do sistema nervoso. B) Uma célula de Purkinje do cerebelo. Os axônios
destas células transmitem sinais do córtex cerebelar. C) Célulastellatedo córtex cerebral. Estas células
pertencem a uma grande classe de células responsáveis por enviar sinais inibitórios para neurônios do
córtex cerebral. Para dar uma idéia de escala, estas figuras foram amplificadas cerca de 150 vezes (o
corpo celular de um neurônio tem, tipicamente, diâmetros da ordem de 15µm). (Extraído de Peter Dayan
e L.F. Abott (2001) [6])

entanto o axônio pode se ramificar várias vezes antes de terminar. Os diagramas da figura 1.5
ilustram a disposição de dentritos, soma e axônio em três tipos de neurônios.

Neurônios conectam-se entre si através de junções especializadas chamadas sinapses. Si-
nais sinápticos vindos de outros neurônios são recebidos pelo soma e pelos dendritos; sinais
para outros neurônios são transmitidos tipicamente pelo axônio. Embora esta seja a configura-
ção mais comum, podem ocorrer sinapses em que dendritos enviam sinais e axônios de outros
neurônios os recebem.

Como todas as células animais, os neurônios possuem membranaplasmática, uma camada
bilipídica com várias estruturas proteicas incorporadas.A camada bilipídica funciona como
forte isolante elétrico devido à sua propriedade hidrofóbica: os vários íons presentes nos meios
intra e extra celular atraem moléculas de água impedindo a sua passagem pela membrana. Em
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Íon Concentração no cito-
plasma (mM)

Concentração no meio
extra celular (mM)

Potencial de equilíbrio
(mV)

K+ 400 20 -75
Na+ 50 440 +55
Cl− 52 560 -60
A− 385 - -

Tabela 1.1 Distribuição dos principais íons através da membrana em repouso para o axônio gigante da
lula. (Dados extraídos de E.R. Kandel (2000) [7])

neurônios, entretanto, muitas das proteínas incorporadasà membrana plasmática são eletrica-
mente ativas. Entre elas estão inclusos os canais iônicos, que permitem o fluxo de íons através
da membrana sob certas condições, e as bombas iônicas, que transportam ativamente íons de
um lado a outro da membrana.

O sinal elétrico relevante para o sistema nervoso é a diferença de potencial elétrico entre
os meios intra celular e extra celular dos neurônios. No estado estacionário, um neurônio tem
excesso de cargas positivas no seu exterior e um excesso de cargas negativas no interior. A
separação de cargas é mantida pela camada bilipídica da membrana plasmática e dá origem a
uma diferença de potencial elétrico, ou voltagem, através da membrana chamada de potencial
de membrana, definido como:

Vm =Vin −Vout, (1.3)

ondeVin é o potencial dentro da célula eVout o potencial no exterior. Convenciona-se definir
o potencial no exterior da célula como zero. Em neurônios comuns, o potencial de membrana
assume valores entre−60mV e−70mV. Todas as formas de sinalização elétrica no neurônio
são resultado de mudanças rápidas no potencial de membrana devido a alterações no fluxo
de corrente através da membrana a partir da abertura e fechamento de canais iônicos. Essas
mudanças podem reduzir a separação de cargas através da membrana, como resultado de uma
corrente de íons positivos (negativos) para dentro (fora) do neurônio, tornando o potencial de
membrana menos negativo ou até positivo, o que é chamado de despolarização, ou então au-
mentar a separação de cargas, como resultado de uma correntede íons positivos (negativos)
para fora (dentro) da célula, o que é chamado de hiperpolarização. Respostas a estímulos hi-
perpolarizantes, ou pequenas despolarizações são quase sempre passivas (veja a figura1.2a).No
entanto, se a despolarização atingir um certo limiar, o neurônio responde ativamente com a
abertura de canais iônicos dependentes do potencial de membrana, o que resulta em uma res-
posta do tipo tudo ou nada chamada de potencial de ação, também conhecida comospikeou
disparo (veja a figura 1.2b). O potencial de repouso da membrana de um neurônio é determi-
nado pela concentração dos íons ao redor da membrana e pelo fluxo destes através de canais
iônicos passivos, que, ao contrário dos canais iônicos dependentes de voltagem estão sempre
abertos. A Tabela 1.1 mostra a distribuição dos íons Na+ e Cl−, mais concentrados no exterior
da célula, K+ e ânions orgânicos (A−), mais concentrados no interior, no axônio gigante da
lula, cujo sangue tem concentração de sais similar a da água do mar.

Para determinar o potencial de repouso da membrana plasmática, consideraremos primei-
ramente o caso simples de células da glia, que, entre outras funções, dão suporte aos neurônios.
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Os canais iônicos passivos destas células são permeáveis aoíon K+. Como a concentração
deste íon é maior no interior da célula do que no exterior, eletendem a difundir para o meio
extra-celular. Como resultado, a membrana acumula cargas positivas no exterior e cargas ne-
gativas no interior, causando um potencial elétrico através da membrana que se opõe à difusão.
A membrana atinge um potencial de equilíbrio quando este potencial é suficiente para balan-
cear a difusão devido ao gradiente de concentração dos íons K+. Este potencial é chamado de
potencial de equilíbrio do potássio, que, para a maioria dascélulas da glia, fica em torno de
−75mV.

O potencial de equilíbrio para qualquer íonX pode ser calculado a partir de uma equação
obtida de princípios termodinâmicos pelo físico-químico alemão Walter Nernst em 1888:

EX =
RT
zF

ln

(

[Xo]

[Xi]

)

, (1.4)

ondeR é a constante dos gases,T é a temperatura absoluta (em Kelvin),z é a valência do íon,
F é a constante de Faraday e[Xo] e [Xi] são as concentrações dos íons fora e dentro da célula.
A equação (1.4) é conhecida como equação de Nernst. Os potenciais de equilíbrio para os íons
do axônio gigante da lula são mostrados na tabela 1.1.

Ao contrário das células da glia, a membrana plasmática de neurônios no estado estacioná-
rio possui canais iônicos passivos permeáveis aos íons Na+ e Cl−, além daqueles permeáveis
ao íon K+. Como visto acima, se a membrana for permeável apenas a íons K+, o potencial
de repouso da membrana é determinado apenas pelo gradiente de concentração do íon K+ e
será igual ao potencial de equilíbrio do potássioEK (−75mV). Considere agora o que acontece
se, além dos canais iônicos passivos do íon K+, forem adicionados à membrana alguns poucos
canais iônicos passivos permeáveis ao íon Na+. Como a concetração de Na+ é maior fora da
celula, os íons tenderão a fluir para o meio intra-celular. Além disso, o fluxo de íons Na+ para
o interior do neurônio também é favorecido pelo potencial deequilíbrio do potássio, que é ne-
gativo. A entrada de íons Na+ no neurônio o despolariza, levando o potencial da membrana
para valores menos negativos, e se afastando do potencial deequilíbrio do potássio, resultando
em fluxo de íons K+ do interior para o exterior da célula para contrapor a entrada de Na+.
Eventualmente, a membrana plasmática atinge um novo potencial de equilíbrio quando o fluxo
de K+ para o exterior contrabalança o fluxo de Na+ para o interior. Este valor (usualmente
−60mV) está longe do potencial de equilíbrio do sódio (+55mV) e é apenas um pouco mais
positivo do que o potencial de equilíbrio do potássio (−75mV).

Para o potencial de membrana atingir um valor de repouso é necessário que o gradiente de
concentração dos íons K+ e Na+ seja mantido constante, o que não aconteceria se o único me-
canismo de fluxo de íons através da membrana fosse causado pelo movimento passivo discutido
até agora. A dissipação dos gradientes de concentração é evitada pela bomba de Na+-K+, uma
estrutura proteica incorporada à membrana que desloca os íons Na+ e K+ contra os seus gradi-
entes eletroquímicos utilizando energia da hidrólise do ATP: ela retira Na+ da célula enquanto
adiciona K+.

Até agora desconsideramos os canais de Cl− para o cálculo do potencial de repouso da
membrana, apesar de muitos neurônios possuírem canais iônicos passivos permeáveis a este
íon. Esta aproximação é aceitável se o neurônio não possuir mecanismos para mover os íons
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Figura 1.6 Modelo de circuito equivalente para neurônios. O canais iônicos passivos dos íons K+,
Na+ e Cl− são representados como como condutores (g) e baterias (E) em série, que reproduzem o
potencial de equilíbrio dos íons em questão. O capacitorCm representa a habilidade da membrana de
armazenar carga. As correntes de sódioINa e potássioIK são mostradas na situação em que o potencial
da membranaVm é o potencial de repouso. Assumimos que não há transporte ativo de íons Cl− através
da membrana, portanto não há corrente resultante neste canal iônico. (Adaptado de E.R. Kandel (2000)
[7])

Cl− contra o seu gradiente eletroquímico. Nesse tipo de neurônio o potencial de repouso é
determinado apenas pelos fluxos de K+ e Na+ pois a concentração intracelular destes íons é
mantida constante pela bomba de Na+-K+, enquanto que a concentração de íon Cl− é deter-
minada apenas por forças passivas. Portanto, o fluxo de íons Cl− tende ao equilíbrio, de forma
queECl, o potencial de equilíbrio do íon Cl−, é igual ao potencial de repouso da membrana e
não há fluxo resultante de íons Cl−.

As propriedades funcionais de um neurônio discutidas até agora podem ser representadas
por um modelo de circuito equivalente, onde resistores ou condutores representam canais iôni-
cos, baterias representam os potenciais de Nernst dos íons relevantes e capacitores representam
a habilidade da membrana de armazenar carga. O circuito equivalente é mostrado na figura 1.6.

Considere, por exemplo, os canais iônicos passivos permeáveis aos íons K+. A membrana
possui uma codutância totalgK devido a esses canais. Se não houvesse gradiente de concen-
tração, a corrente pelos canais seria dada pela lei de OhmIK = gkVm, ondeVm é o potencial da
membrana. Como normalmente existe o gradiente de concentração, haverá uma força química
que desloca os íons K+ através da membrana. No circuito equivalente, esta força é represen-
tada por uma bateria, cuja força eletromotriz é dada pelo potencial de equilíbrio do potássio
(equação (1.4)). A corrente pelos canais de K+ é dada então por:

IK = gK(Vm−EK). (1.5)

Da forma análoga, encontramos as correntes para os outros íons nos canais iônicos passivos.
Como há muito mais canais iônicos de K+ do que de Na+, gK é cerca de 20 vezes maior do
quegNa (10×10−6S comparado com 0.5×10−6S).
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A membrana plasmática dos neurônios funciona como um capacitor, separando dois meios
condutores, o citoplasma e o meio extracelular. A corrente que flui em um capacitor depende
da variação do seu potencial:

IC =Cm
dVm

dt
. (1.6)

Valores típicos das capacitâncias de membranas chegam a 1µF/cm2 de área da membrana.
Podemos utilizar o modelo de circuito equivalente para calcular o potencial da repouso da

membrana plasmática. Neste casoVm = Vrest é constante e, portantoIC = 0. Além disso, a
corrente resultante circulando pela membrana deve ser nula, de onde temos:

INa+ IK = 0. (1.7)

Substituindo as correntes iônicas calculadas de acordo coma equação (1.5) na equação (1.7)
obtemos, após um pouco de álgebra, o valor do potencial de repouso da membrana:

Vrest =
(ENa×gNa)+(EK ×gK)

gNa+gK
. (1.8)

Substituindo os valores dos potenciais de equilíbrio (Tabela 1.1) e condutânciasgK = 10×10−6

S egNa= 0.5×10−6 S, encontramos para o potencial de repouso da membrana o valor Vrest =
−69 mV.

Podemos substituir as condutâncias e baterias dos canais iônicos passivos no modelo de
circuito equivalente por uma única condutânciagm, que é igual a soma das condutâncias de
todos o canais iônicos passivos:

gm = gK +gNa+gCl, (1.9)

e uma única bateriaVrest, cuja força eletromotriz é igual ao potencial de repouso da membrana.
Esta simplificação será útil quando tratarmos potenciais deação no neurônio.

Podemos analisar o que acontece quando o circuito equivalente é submetido a um estímulo
despolarizante abaixo do limiar de excitação, ou um estímulo hiperpolarizante. Nestes casos,
a capacitância da membranaCm tem um papel mais importante. A figura 1.7a mostra vários
estímulos que consistem em correntes constantes injetadasno neurônio. As mudanças cor-
respondentes no potencial de membrana são mostradas na figura 1.7b. Neste caso, o circuito
equivalente é um circuito RC, onde a resistência (ou condutância) é a resistência total devido
aos canais iônicos passivos da membrana. A equação diferencial que descreve a evolução tem-
poral do potencial de membrana é:

RmCm
dVm

dt
=Vrest+RmIm−Vm, (1.10)

ondeCm(dVm/dt) é a corrente no capacitor eIm é corrente (constante) injetada no circuito. É
fácil ver que a solução da equação (1.10) é dada por:

Vm(t) =Vrest+ ImRm(1−e−t/RmCm). (1.11)

Antes de prosseguimos para a descrição de potenciais de açãoe dos mecanismos que os
originam, vamos introduzir conceitos de dinâmica não-linear e tratar o neurônio como um
sistema dinâmico.
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Figura 1.7 Relação entre corrente e potencial de membrana. a) Pulsos de corrente no circuito equi-
valente RC. O pulsos são injetados tanto para o interior (inward) como para o exterior (outward) da
membrana. b) Potenciais de membrana correspondentes. Note que devido àcapacitânciaCm da mem-
brana o potencial muda mais lentamente do que os pulsos de corrente. (Adaptado de E.R. Kandel (2000)
[7])

1.3 Neurônios como sistemas dinâmicos

O formalismo de dinâmica não-linear pode ser usado para descrever inúmeros fenôme-
nos da natureza, desde crescimento de populações a sincronização de vaga-lumes [8]. No
contexto de neurociência, vários modelos descrevem o funcionamento de neurônios, mas con-
centraremos atenções em dois deles: o célebre trabalho de Alan Hodgkin e Andrew Huxley
[9, 10, 11, 12] que decreve o axônio gigante da lula, e uma simplificação deste modelo por
Richard FitzHugh [13] e J. Nagumo [14]. Inicialmente vamos introduzir conceitos básicos de
dinâmica não-linear.

Um sistema dinâmico den dimensões pode ser escrito como:

~̇x= ~f (~x), (1.12)

onde~x = (x1, . . . ,xn) é o conjunto de variáveis dinâmicas,~f = ( f1, . . . , fn) é o conjunto de
funções, normalmente não-lineares, que determina o sistema e o ponto (˙ ) corresponde a uma
derivada em relação ao tempo. O espaço das variáveis~x é chamado de espaço de fase do
sistema. A evolução temporal do sistema corresponde à trajetória de um ponto no espaço de
fase. A equação

~̇x= 0 (1.13)

definen curvas no espaço de fase denominadas isóclinas. Em cada isóclina, o fluxo em uma
das direções do espaço de fase é nulo. Se houver um ponto no espaço de fase onde todas as
isóclinas se encontram, ele é chamado de ponto fixo do sistemae nele não há fluxo, ou seja,
se o sistema estiver em um ponto fixo ele permanecerá nele se não for perturbado. Podemos
determinar a estabilidade do ponto fixo, ou seja, se as trajetórias nas suas proximidades tendem
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a se aproximar ou se afastar, linearizando o sistema. O pontofixo é dito estável se as trajetórias
tendem a se aproximar, e é dito instável caso contrário.

Seja~x∗ um ponto fixo deste sistema. Podemos expandir o sistema (1.12) em série de Taylor
até primeira ordem torno de~x∗ da seguinte forma:

~̇x= ~f (~x∗)+
n

∑
i

∂~f
∂xi

∣

∣

∣

~x∗
(xi −x∗i )+ . . . (1.14)

Pela definição de ponto fixo,~f (~x∗) = 0. Definindoxi −x∗i = yi como novas variáveis do sistema,
correspondentes a uma perturbação em relação à posição de equilíbrio ~x∗, notamos que ˙xi =
ẏi. Além disso, notamos também que∂∂xi

= ∂
∂yi

, portanto, a partir da equação (1.14), temos,

desprezando termos deO(y2
i ):

~̇y∼=
n

∑
i

∂~f
∂yi

∣

∣

∣

~x∗
yi . (1.15)

A equação (1.15) é a forma linearizada do sistema (1.12) e descreve como uma perturbação
~y = (y1, . . . ,yn) evolui nas proximidades do ponto fixo. A equação (1.15) pode ser escrita na
forma~̇y= A~y ondeA é a matriz jacobiana do sistema:

Ai j =
∂ fi
∂y j

∣

∣

∣

~x∗
. (1.16)

Sejam~vα e λα os autovetores e autovalores, respectivamente, da matriz jacobiana. Temos
então:

A~vα = λα~vα . (1.17)

A solução geral da equação (1.15) é, portanto:

~y(t) = ∑
α

cα~vαeλα t . (1.18)

A estabilidade do ponto fixo~x∗ depende do sinal da parte real dos autovalores. Se todos os
autovalores tiverem partes reais positivas, as perturbações crescerão exponencialmente e as
trajetórias se afastarão do ponto fixo. Neste caso, o ponto fixo é um nó instável. Se todos
os autovalores tiverem partes reais negativas, as perturbações decairão exponencialmente e as
trajetórias se aproximarão do ponto fixo. Neste caso, o pontofixo é um nó estável. No caso de
haver autovalores com partes positivas e outros com negativas, dizemos que o ponto fixo é um
sela.

Se a parte imaginária dos autovalores for não nula, as trajetórias oscilarão ao redor do ponto
fixo. Neste caso, um nó estável (instável) se torna uma espiral estável (instável).

Se, em um sistema dinâmico bidimensional, ao variarmos um parâmetro de controle as
partes reais dos autovalores mudarem de sinal enquanto as partes imaginarias são não nulas
dizemos que ocorreu uma bifurcação de Hopf (veja a figura 2.4).

A análise de estabilidade de pontos fixos será importante para a descrição do modelo de
FitzHugh-Nagumo na seção 1.3.2 e do circuito eletrônico excitável no Capítulo 2.
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Figura 1.8 Potenciais de ação em diferentes preparações de vertebrados e invertebrados. A) Axônio
gigante da lula a 16°C. B)Spikede um axônio de um nódulo de Ranvier em uma fibra mielinada de sapo
a 22°C. C) Cortex visual do gato a 37°C. (Adaptado de Christof Koch (1999) [15])

1.3.1 O modelo de Hodgkin-Huxley

A figura 1.8 mostra a forma de vários potenciais de ação em neurônios de animais verte-
brados e invertebrados. Comum a todos eles é a existência de umlimiar de excitação e a não
dependência do formato do disparo com o tipo ou a duração do estímulo. Em particular, a
figura 1.8A mostra o potencial de ação no axônio gigante da lula.

Os mecanismos iônicos responsáveis pela produção de potenciais de ação em tecidos ner-
vosos foram elucidados por vários autores através do estudodo axônio gigante da lula. Entre
eles, de forma mais notável, estão Alan Hodgkin e Andrew Huxley, que descreveram tais me-
canismos em uma série de artigos [9, 10, 11, 12] e que, em conjunto com Eccles, dividiram o
prêmio Nobel de Fisiologia em 1963.

O axônio gigante da lula, com diâmetro de cerca de meio milímetro, é realmente um gigante
entre axônios, que normalmente possuem diâmetros 1000 vezes menores. Para evitar a comple-
xidade da distribuição espacial da estrutura do neurônio emsuas análises, Hodgkin e Huxley
introduziram em seu interior um cabo de material altamente condutor, deixando o potencial
igual ao longo de todo o axônio, de forma semelhante ao que ocorre em partes reduzidas da
membrana plasmática. Esta técnica é chamadaspace clamp. Juntamente com outras técnicas,
comovoltage clampe uso de agentes farmacológicos bloqueadores de canais iônicos específi-
cos, Hodgkin e Huxley conseguiram separar a correnteIm através da membrana em cada uma
de suas componentes: as correntes iônicas e a corrente capacitiva:

Im(t) = Iionic(t)+Cm
dV
dt

. (1.19)

Com ajuda destas ferramentas, Hodgkin e Huxley [9, 10, 11] realizaram uma grande quantidade
de experimentos que levou a um modelo fenomenológico [12] para a geração de potenciais de
ação no axônio gigante da lula.

Hodgkin e Huxley detectaram que a geração de potenciais de ação envolve dois canais iô-
nicos dependentes de voltagem, sendo um deles referente ao íon Na+ e o outro ao íon K+.
Estes canais iônicos, da mesma forma que os canais iônicos passivos, também podem ser re-
presentados por uma bateria em série com uma condutância, entretanto diferindo no fato de que
as condutâncias são dependentes do potencial da membrana e do tempo. Para evitar confusão
entre as nomenclaturas dos canais iônicos passivos de sódiogNa e potássiogK chamaremos as
condutâncias dos canais dependentes de voltagem deGNa para o sódio eGK para o potássio.
As forças eletromotrizes das baterias associadas aos canais dependentes de voltagem, como no
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Figura 1.9 Circuito equivalente para o modelo de Hodgkin-Huxley. As condutânciasGNa e GK cor-
respondem aos canais iônicos dependentes de voltagem de sódio e potássio, respectivamente.gm é a
condutância dos canais iônicos passivos.

caso dos canais passivos, também são dadas pelo potencial deequilíbrio do íon correspondente,
calculadas através da equação de Nernst (1.4).

Além dos canais iônicos dependentes de voltagem, os canais iônicos passivos também con-
tribuem para a corrente iônica através da membrana. Eles sãoconsiderados como uma única
condutânciagm (equação (1.9)) em série com uma bateria cuja força eletromotriz é igual ao
potencial de repouso da membranaVrest. A corrente iônica total pela membrana então é (veja a
figura 1.9):

Iionic = INa+ IK + Ileak, (1.20)

ondeIleak é a corrente através dos canais iônicos passivos da membrana.
As correntes iônicas estão relacionadas com os potenciais resultantes de acordo com a lei

de Ohm:
Ii = Gi(V(t), t)(V(t)−Ei), (1.21)

onde o potencial de membranaV é medido em relação ao potencial de repouso da membrana e
o potencial de equilíbrio do íon “i” é dado pela equação Nernst para o íon apropriado, também
medido em relação ao potencial de repouso. Vamos analisar a dependência das condutâncias
dos canais iônicos dependentes de voltagem com o potencial da membranaV a fim de calcular
as correntes iônicasINa e IK.

Hodgkin e Huxley [12] modelaram a corrente do íon potássio nos canais dependentes de
voltagem como:

IK = GKn4(V −EK), (1.22)

ondeGK é o valor máximo atingido pela condutânciaGK (36 mS/cm2) e EK = −12mV é o
potencial de equilíbrio do potássio relativo ao potencial de repouso.n descreve o estado de
uma partícula fictícia de ativação e é um número entre 0 e 1. As partículas de ativação existem
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apenas em dois estados: um estado permissivo ou aberto e um não-permissivo ou fechado. Para
que um canal iônico dependente de voltagem esteja aberto é necessário que todas as partículas
de ativação estejam nos estados permissivos. Para o canal depotássio existem quatro partículas
de ativação. Vamos assumir que uma das partícula de ativaçãoesteja em seu estado permissivo
com probabilidaden (e está no estado não-permissivo com probabilidade 1−n). As partículas
de ativação podem transitar entre seus estados permissivose não-permissivos através de uma
reação de 1a ordem:

n
βn
⇋
αn

1−n, (1.23)

ondeαn é a taxa de transição entre os estados fechado e aberto eβn é a taxa de transição entre os
estados aberto e fechado. Ambas as taxas são expressas em unidades de 1/s e são dependentes
do potencial de membrana. Podemos descrever a reação em termos de uma equação diferencial:

dn
dt

= αn(V)(1−n)−βn(V)n, (1.24)

que é equivalente à equação
dn
dt

=
n∞ −n

τn
, (1.25)

onde

τn =
1

αn+βn
(1.26)

e
n∞ =

αn

αn+βn
. (1.27)

Na equação (1.25),n∞ representa o valor do estado estacionário da partículan (quandot → ∞)
e τn é uma constante de tempo dependente do potencial da membrana.

Hodgkin e Huxley propuseram uma dependência den∞ eτn com o potencial da membrana,
conforme mostrado na figura 1.10. Enquantoτn atinge um máximo e depois decresce,n∞ é uma
função crescente do potencial da membrana. A condutância dos canais iônicos dependentes de
voltagem do potássio é mostrado na figura 1.11 quando aplicado um degrau de tensão despola-
rizante mantida constante (voltage clamp) à membrana. Podemos ver que a despolarização da
membrana resulta em um aumento na condutância do íon K+.

A dinâmica da condutância do íon Na+ difere da do íon K+, como pode ser visto na fi-
gura 1.11. Ao ajustar o comportamento da corrente de sódio, Hodgkin e Huxley postularam a
existência de uma partícula de inativaçãoh, além de três partículas de ativaçãom:

INa = GNam
3h(V −ENa), (1.28)

ondeGNa é o valor máximo alcançado pela condutância de sódio (GNa= 120 mS/cm2) eENa é
o potencial de equilíbrio do sódio (ENa = 115mV relativo ao potencial de repouso).m e h são
números entre 0 e 1. Hodgkin e Huxley assumiram que as partículasmeh são independentes e
por isso seguem dinâmicas de transição entre os estados aberto e fechado independentemente:

dm
dt

=
m∞ −m

τm
(1.29a)
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Figura 1.10 Constantes de tempo (A) e estados estacionários (B) como funções do potencial de mem-
branaV para a partícula de ativaçãom (linha sólida) e inativaçãoh do sódio (linha tracejada longa) e
para ativação do potássion (linha tracejada curta) do modelo de Hodgkin-Huxley. (Extraído de Christof
Koch (1999) [15])

dh
dt

=
h∞ −h

τh
. (1.29b)

As equações (1.29) foram obtidas da mesma forma que a equação(1.25). Note queh
é a probabilidade de que a partícula de inativação não estejano seu estado fechado (ou de
inativação). Para que os canais iônicos dependentes de voltagem do íon Na+ estejam abertos,
é necessário que as três partículas de ativação estejam em seu estado aberto e a partícula de
inativação não esteja no seu estado fechado. A figura 1.10 mostra as constantes de tempo e
os estados estacionários das variáveism e h. Como no caso da partículan do potássio, tanto
τm comoτh são funções que atingem um máximo, masτh é cerca de 10 vezes maior queτm.
Enquanto quem∞ é uma função monotonicamente crescente deV, como esperado da variável
de ativação,h∞ decresce com o aumento da despolarização da membrana.

A fração da condutância de sódio aberta quando a membrana está no seu potencial de re-
pouso é menos de 1% da sua condutância máxima. Na figura 1.10B notamos a razão: para
tensões abaixo ou perto do potencial de repouso do axônio, a variável de ativaçãom tem va-
lores perto de zero, enquanto que a variável de inativaçãoh, para potenciais positivos (despo-
larização) é próxima de zero. Portanto, a corrente iônica doestado estacionário do íon sódio
GNam3

∞h∞(V −ENa) é sempre pequena. Para obter grandes valores de condutâncianos canais
iônicos de sódio dependentes de voltagem, é necessário que ocorra uma rápida despolarização
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Figura 1.11 Mudanças nas condutâncias dos íons K+ e Na+ durante aplicação de uma tensão constante
despolarizadora à membrana do axônio gigante da lula a 6.3°C. Círculos para dados experimentais e
linhas para cálculos teóricos. Para tensões maiores,GNa cresce rapidamente antes de decair para zero
(devido à inativação), enquanto queGK permanece ativado. (Extraído de Christof Koch (1999) [15])

da membrana: a constante de tempoτm é muito menor do queτh, por issom atinge o valor 1
muito rapidamente (cerca de 1 ms), aumentando a condutânciado canal iônico de sódio, en-
quantoh decai lentamente para o valor 0 (cerca de 5 ms) proporcionando uma redução lenta
da condutância. A figura 1.11 mostra como varia a condutânciado íon Na+ em resposta a uma
tensão despolarizante. Percebemos o rápido crescimento seguido de uma lenta diminuição.

Podemos agora escrever uma única equação para todas as corrente que fluem através da
membrana plasmática:

Cm
dV
dt

= GNam
3h(ENa−V)+Gkn

4(EK −V)−gmV + Iin j , (1.30)

ondeIin j é a corrente injetada na membrana e.g. através de um eletrodointracelular ou através
de uma sinapse. A equação (1.30) em conjunto com as equações (1.25) e (1.29), que descrevem
a evolução das variáveisn, m e h, compõem um sistema dinâmico não-linear de quatro dimen-
sões. A geração de potenciais de ação na membrana do axônio pode ser explicada a partir deste
conjunto de equações diferenciais.

Considere um pulso curto de corrente sendo injetada na membrana (figura 1.12). Se a in-
tensidade do pulso for abaixo do limiar de excitação da membrana, a pequena despolarização
resultante causará um pequeno aumento no valor das variáveis n e m, além de uma pequena
redução na variávelh. Haverá uma aumento nas condutâncias de sódio e potássio, noentanto, a
corrente de potássio supera a de sódio, de forma que o potencial da membrana, após uma breve
hiperpolarização devido ao lento decaimento da variáveln, retorna ao seu valor de repouso. Se
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Figura 1.12 Potencial de ação no modelo de Hodgkin-Huxley calculado em resposta a um pulso de
corrente de duração 0.5 ms e intensidade 0.4 mA (linha sólida) em comparação com a resposta a um
pulso abaixo do limiar de excitação de intensidade 0.36 mA de mesma duração (linha tracejada). A)
Correntes iônicas de sódioINa e potássioIK . B) Potencial da membrana em resposta aos estímulos
acima e abaixo do limiar. A corrente injetada carrega a capacitância da membrana tornando a corrente
INa grande o suficiente para superar a correnteIK . O pulso de corrente menor não causa um potencial
de ação, mas cria uma despolarização, seguida de uma pequena hiperpolarização devido à ativação dos
canais de portássio. C) Dinâmica das variáveis de ativação e inativação.A ativação do sódiom muda
muito mais rapidamente do queh ou n. A lenta recuperação deh e n após o pico do potencial explica
porque a membrana se hiperpolariza e passa pelo período refratário. (Extraído de Christof Koch (1999)
[15])
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Figura 1.13 A) Resposta do potencial de membrana à injeção de correntes constantes na membrana.
A membrana gera um potencial de ação se a corrente ultrapassar o limiar de excitação. Um aumento
subsequente da corrente acaba por induzir um trem infinito de disparos na membrana. B) Potencial da
membrana no estado estacionário em função da corrente injetada. C)Frequência de disparos em função
da corrente injetada. Até a correnteI1 a membrana responde com uma despolarização sustentada (linha
sólida). Após esta corrente, o sistema perde estabilidade e passa a oscilarem um ciclo limite (linha
tracejada). (Adaptado de Christof Koch (1999) [15])

a amplitude do pulso de corrente for aumentada acima do limiar de excitação, a despolarização
causada chegará ao ponto em que a corrente de sódio supera a depotássio. Um processo de re-
alimentação positiva acontece: a correnteINa despolariza a membrana, causando um aumento
do valor da variável de ativaçãom, o que contribui para o aumento da correnteINa, novamente
aumentando o valor dem. Este processo ocorre rapidamente devido ao pequeno valor de τm

(0.1 a 0.2 ms), levando o potencial da membrana para valores positivos. Após um certo tempo,
a inativação do sódioh é reduzida para valores próximos de zero, contribuindo paraa redução
da condutância de sódio. A ativação do potássio também entraem ação com atraso em relação
à variávelm, aumentando a condutância dos canais de potássio. Estes dois processos contri-
buem para a redução do potencial da membrana. Como a corrente de sódio cai para zero em
aproximadamente 1 ms e a corrente de potássio persiste por umtempo maior, o potencial da
membrana acaba caindo abaixo do seu potencial de repouso, ouseja, a membrana hiperpola-
riza, passando pelo período refratário. Nestes potenciaisbaixos, a ativação do potássio acaba
por “desligar” e o potencial da membrana retorna ao seu valorde repouso.

Uma propriedade interessante do modelo de Hodgkin-Huxley pode ser observada quando
a membrana é submetida a uma injeção de corrente constante. Se a corrente estiver abaixo do
limiar de excitação, a membrana ajusta o seu potencial para um valor levemente despolarizado,
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mas não ocorrem potenciais de ação. Se a corrente estiver imediatamente acima do limiar
de excitação, um potencial de ação ocorre e a membrana volta aum estado estacionário com
potencial acima do potencial de repouso. Um aumento subsequente na corrente pode levar a
membrana a gerar um trem infinito de potenciais de ação, ou disparos, igualmente espaçados. É
dito que o sistema perdeu a estabilidade e agora se move em um ciclo limite no espaço de fase
conforme será visto em detalhe na seção 1.3.2. Trens de disparos, assim como a relação entre
a frequência de disparos e a intensidade da corrente injetada, são mostrados na figura 1.13.

1.3.2 O modelo de FitzHugh-Nagumo

Apesar do modelo de Hodgkin-Huxley descrever várias propriedades da membrana do axô-
nio gigante da lula com grande precisão quantitativa, a sua construção requer conhecimento
detalhado da dinâmica das correntes iônicas. Modelos qualitativos da excitabilidade neuronal
que retêm algumas das propriedades principais da dinâmica neuronal mas com complexidade
reduzida são boas saídas para evitar a necessidade de conhecimentos precisos sobre a estru-
tura de neurônios. Estes modelos simplificados pode ser utilizados para realizar simulações
computacionais, por exemplo.

O modelo de FitzHugh-Nagumo é uma simplificação do modelo de Hodgkin-Huxley jus-
tificada pela observação de que, neste modelo, tanto o potencial da membranaV(t) quanto a
variável de ativação do canal iônico sódiom têm escalas de tempos similares durante o po-
tencial de ação. Da mesma forma, as variáveis de inativação do sódio e ativação do potássio
também possuem escalas de tempo similares, entretanto maislentas do que as anteriores. Isto
pode ser observado quando plotamosV em, representando a excitabilidade do sistema, usando
coordenadas normalizadas em resposta a um pulso de corrente(figura 1.14A). Dada a simila-
ridade entre essas duas variáveis, faz sentido agrupá-las em uma única variável de ativaçãoV
(figura 1.14C). A mesma observação pode ser feita com as variáveisn e 1−h (figura 1.14B),
resultando em uma única variávelW que representa o grau de acomodação ou refratoriedade
do sistema (figura 1.14D). O comportamento deste sistema bidimensional é qualitativamente
equivalente ao modelo de quatro dimensões de Hodgkin-Huxley.

FitzHugh [13] e, independentemente, Nagumo, Arimoto e Yoshizawa [14], obtiveram o
seguinte conjunto de equações que descrevem qualitativamente o que ocorre em um neurônio
excitável:

V̇ =V −
V3

3
−W− I (1.31a)

Ẇ = φ(V +a−bW), (1.31b)

onde os parâmetros
a= 0.7, b= 0.8, φ = 0.08, (1.32)

são adimensionais, assim como as variáveisV e W. A amplitude da constanteφ , correspon-
dente ao inverso de uma constante de tempo, determina o quão rápido a variávelV muda em
relação à variávelW. Comφ = 0.08,V muda substancialmente mais rápido queW, poisV̇ é
tipicamente 1/0.08= 12.5 vezes maior quėW. A dinâmica do sistema, como consequência,
consiste em rápidos segmentos, ondeV evolui tão rapidamente queW pode ser considerado
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Figura 1.14 Comparação entre as escalas de tempo das variáveis do modelo de Hodgkin-Huxley e
variáveis do modelo de FitzHugh-Nagumo. A) Potencial de membranaV e a variável de ativação do
sódiom. B) Inativação do sódio 1− h e ativação do potássion. C) Variável de excitabilidadeV do
modelo de FitzHugh-Nagumo. D) Variável de acomodaçãoW também do modelo de FitzHugh-Nagumo.
(Extraído de Christof Koch (1999) [15])

aproximadamente constante, conectados com segmentos lentos, onde a variávelW não perma-
nece constante.

Devido à não-linearidade das equações (1.31), a obtenção desoluções analíticas é difícil,
no entanto podemos usar o método de análise de estabilidade linear (página 11) para deduzir
aspectos qualitativos do sistema. Primeiramente, consideraremos as isóclinas do sistema. De
acordo com a equação 1.13, a isóclinas são obtidas fazendoV̇ = 0 eẆ = 0 nas equações (1.31):

V̇ = 0⇒W =V −
V3

3
+ I (1.33a)

Ẇ = 0⇒W = (V +a)/b. (1.33b)

O plano de fase do modelo de FitzHugh-Nagumo com as suas isóclinas é mostrado na figura
1.15. Se o sistema está localizado na isóclinaV̇ = 0, sua trajetória é vertical, apontando para
cima (seẆ > 0) ou para baixo (sėW < 0). Além disso, para todos os pontos acima (abaixo)
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da isóclinaV̇ = 0, V̇ < 0 (V̇ > 0). De forma similar, se sistema estiver na isóclinaẆ = 0 sua
trajetória é horizontal. Para pontos à esquerda (direita) desta isóclina,̇W < 0 (Ẇ > 0).

Devido à escolha dos parâmetros do sistema (b< 1), as isóclinas se encontram em apenas
um ponto fixo(V∗,W∗) e, seI = 0, (V∗,W∗) = (−1.2,−0.625). Da linearização das equações
(1.31) (consulte a equação (1.15)) obtemos:

V̇ ′ = (1− (V∗)2)V ′−W′

Ẇ′ = φ(V ′−bW′),
(1.34)

ondeV −V∗ =V ′ eW−W∗ =W′. O sistema (1.34) pode ser escrito em uma forma matricial
~̇r = A~r, onde:

~r =

(

V ′

W′

)

(1.35)

eA é a matriz jacobiana do sistema:

A=

(

(1− (V∗)2) −1
φ bφ

)

. (1.36)

Por ser linear, o sistema (1.34) admite soluções do tipo:

~r = c1~r1eλ1t +c2~r2eλ2t , (1.37)

ondeci são constantes que dependem das condições iniciais do sistema,~r i são os autovetores
da matriz jacobiana eλi são os autovalores, que são determinados pelas raízes da equação
característica da matrizA:

λ1,2 =
−((V∗)2−1+bφ)±

√

((V∗)2−1−bφ)2−4φ
2

. (1.38)

QuandoI = 0 os autovalores são complexos conjugados com valoresλ1,2 = −0.5±0.42i.
Como a parte real dos autovalores é negativa e as partes imaginárias são não-nulas, isto re-
sulta que o ponto fixo é estável e as trajetórias na suas proximidades são espirais, ou seja, as
trajetórias oscilam com amplitudes cada vez menores ao redor do ponto fixo.

O modelo de FitzHugh-Nagumo, quando submetido a pulsos de corrente, se comporta de
maneira similar ao modelo de Hodgkin-Huxley. A figura 1.16 mostra a resposta do modelo
a diversas intensidades de pulsos de corrente instantâneosdo tipo I(t) = qδ (t). O pulsos de
corrente deslocam a variávelV do valorV∗ = −1.2 do estado estacionário por um valorQ.
Se a intensidade do pulso for pequena, o sistema retorna quase imediatamente ao estado de
equilíbrioV∗, mas antes atingindo valores menores queV∗, devido às trajetórias espirais nas
proximidades do ponto fixo. Se a amplitude do pulso for aumentada de forma a alterar o valor
deV além de−0.64 o sistema se afasta da isóclinaV̇ = 0, comV crescendo rapidamente eW
permanecendo aproximadamente constante até o ramo direitoda isóclinaV̇ = 0 ser encontrado,
definindo o valor máximoV. Este comportamento tem origem no valor pequeno deφ . Em se-
guida, a trajetória no espaço de fase sobe lentamente próxima a isóclinaV̇ = 0 até o máximo
local desta isóclina. O sistema, então, passa por uma nova fase rápida, atingindo valores deV
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Figura 1.15 Plano de fase e isóclinas do modelo de FitzHugh-Nagumo paraI = 0. As setas são propor-
cionais a (̇V,Ẇ) e indicam a direção e a taxa com que as variáveis dinâmicas mudam: normalmente, V
muda muito mais rápido do queW. (Extraído de Christof Koch (1999) [15])

abaixo do valor estacionário, para finalmente entrar em outra fase lenta, retornando próximo
ao ramo esquerdo da isóclinaV̇ = 0 ao seu estado estacionário (figura 1.16A). Enquanto o sis-
tema está hiperpolarizado, ou seja, nas proximidades do ramo esquerdo na isóclinȧV = 0, é
necessário que a variável de inativaçãoW seja trazida de volta ao seu valor de estado estacio-
nárioW∗ = −0.625 para que o sistema possa novamente executar a trajetóriadescrita acima.
As figuras 1.16B e C mostram, respectivamente, o disparo do sistema de FitzHugh-Nagumo,
cujo formato básico independe da intensidade do pulso de corrente injetado e a variável de
inativaçãoW.

Mesmo apresentando uma resposta do tipo tudo ou nada, o modelo de FitzHugh-Nagumo
não apresenta limiar de excitação bem definido. De um ponto devista numérico, a intensidade
do pulso pode ser variada quase continuamente de−0.65 até−0.64, dando origem a todas as
trajetórias intermediárias entre disparos e respostas a pequenos pulsos despolarizantes. De fato,
é conhecido tanto computacionalmente quanto experimentalmente que o axônio gigante da lula
não apresenta limiar de excitação bem definido. Em ambos os casos, existe apenas uma região
separatriz a partir da qual trajetórias divergem rapidamente para respostas do tipo potencial
de ação ou para pequenas despolarizações. No entanto, o tamanho desta região em situações
fisiológicas normais é tão pequena que um comportamento tudoou nada é observado. No caso
do modelo de FitzHugh-Nagumo, a constanteφ controla o tamanho da região separatriz, sendo
ela menor quanto menor forφ .

Se o sistema de FitzHugh-Nagumo for estimulado com uma corrente constante positiva
(despolarizante), a isóclinȧV = 0 será deslocada para cima no plano de fase, enquanto a isó-
clina Ẇ = 0 permanece inalterada. Isto muda a posição do ponto fixo do sistema, podendo
alterar a sua estabilidade. Assim que as partes reais dos autovalores da matriz jacobiana se
tornarem positivos, pequenas perturbações ao redor do ponto fixo tendem a se afastar do ponto
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Figura 1.16 A) Um pulso de corrente de amplitudeI =Qδ (t) estimula o sistema de FitzHugh-Nagumo,
deslocando-o do seu estado estacionário ao longo da linha horizontal tracejada aumentandoV. B) e C)
mostram a evolução das variáveisV eW. Uma mudança emV do seu valor inicial−1.2 para−0.8 ou
−0.65 só causa um pequena despolarização e o sistema retorna rapidamente ao estado estacionário. Se a
intensidade do pulso de corrente for grande o suficiente de forma queV ultrapasse−0.64, um potencial
de ação é gerado. (Extraído de Christof Koch (1999) [15])

de equilíbrio. De acordo com a equação (1.38), parte real dosautovalores muda de sinal em
dois valores deV∗:

V∗
± =±

√

1−bφ , (1.39)

portanto, o ponto fixo é estável quando o encontro das isóclinas se dá nos ramos direito e
esquerdo da isóclinȧV = 0. Na parte central da isóclinȧV = 0, |V∗| <

√

1−bφ , portanto os
autovalores têm parte real positiva, ou seja, o ponto fixo é instável.

Se o sistema estiver no seu estado estacionário~r∗ e for estimulado com uma corrente cons-
tante positiva de baixa amplitude, a parte real dos autovalores permanece negativa e o novo
ponto de equilíbrio~r∗′ é estável. Se a corrente estiver entre dois valores críticos, I− = 0.33 e
I+ = 1.42, as isóclinas se intersectam na parte central da isóclinaV̇ = 0 e o ponto fixo se torna



1.3 NEURÔNIOS COMO SISTEMAS DINÂMICOS 25

Figura 1.17 Resposta do modelo de FitzHugh-Nagumo à injeção de corrente constante. A) O sistema
é submetido a uma corrente constante de amplitudeI . ParaI < 0.32 o novo ponto fixo é estável e o
sistema permanece abaixo do limiar de excitação. Para valores maiores (aquiI = 1) o novo ponto fixo
está localizado na parte central da isóclinaV̇ = 0 e é instável. Como o sistema possui um ciclo limite,
um trem de disparos é gerado (B). (Extraído de Christof Koch (1999) [15])

instável. Como mostra a figura 1.17A, o sistema segue rapidamente para a direita no plano de
fase até atingir a isóclinȧV = 0, sobe lentamente nas suas proximidades, segue rapidamente
para esquerda e depois lentamente para baixo próximo à isóclinaV̇ = 0. Este comportamento é
semelhante à resposta a um pulso de corrente, mas, diferentemente do caso anterior, o sistema
não retorna ao novo ponto de equilíbrio~r∗′, pois ele é instável. O sistema segue novamente de
forma rápida para direita e encontra a sua trajetória anterior, que agora se repete produzindo
um trem infinito de potenciais de ação (figura 1.17B). Como as oscilações são estáveis, mas o
termo estado-estacionário normalmente se refere a estadosque não mudam ao longo do tempo,
o sistema é dito que oscila em um ciclo limite estável. Trajetórias começando em qualquer
ponto no plano de fase (exceto pelo ponto fixo instável) tenderão ao ciclo limite.

A frequência das oscilações no ciclo limite é determinada pela parte imaginária dos auto-
valores da matriz jacobiana. A perda de estabilidade do ponto fixo para os valores de corrente
I− = 0.33 eI+ = 1.42 faz o sistema oscilar a partir de um valor de frequência não-nula, pois
a parte imaginária dos autovalores é não-nula. Este tipo de fenômeno dinâmico, onde oscila-
ções de grande amplitude surgem abruptamente como resultado da mudança contínua de um
parâmetro, chamado parâmetro de bifurcação (neste casoI ), é chamado de bifurcação de Hopf
subcrítica. Este fenômeno é uma propriedade conhecida do modelo de Hodgkin-Huxley, cuja
frequência mínima de disparos em resposta à injeção de corrente constante é cerca de 50 Hz.
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Figura 1.18 A) Estado estacionário da variável de ativaçãoV em função da correnteI . ParaI < I− o
ponto fixo do sistema é estável eV se ajusta a um novo estado estacionário. SeI > I−, o ponto fixo perde
a estabilidade e o sitema passa a ocilar no ciclo limite estável. B) Frequência de oscilação em função da
correnteI . Note que a frequência mínima de oscilação é não-nula, uma característica dabifurcação de
Hopf que ocorre durante a perda de estabilidade do ponto fixo. (Extraído de Christof Koch (1999) [15])

Esperimentalmente, isto é verdade para a maioria das membranas axonais assim como para
a geração de trens despikesno soma de certos tipos de neurônios. No modelo de FitzHug-
Nagumo, a frequência mínima de disparos é cerca de 23 Hz paraI = I−. Se continuarmos a
aumentarI a frequência atinge um máximo e depois volta ao valor de 23 Hz quandoI = I+.
A figura 1.18A mostra o valor de estado estacionário da variável de excitaçãoV em função do
parâmetro de bifurcaçãoI . Na figura 1.18B é mostrada a frequência de oscilação no ciclolimite
em função da correnteI . Os resultados são similares àqueles do modelo de Hodgkin-Huxley
(figura 1.13).

1.4 Neurônios modelados por circuitos

Para concluir este capítulo, mostraremos exemplos de circuitos eletrônicos simples que
apresentam comportamento excitável e reproduzem qualitativamente a dinâmica de neurônios.
Citaremos também um exemplo mais complexo onde muitas das propriedades fisiológicas ob-
servadas experimentalmente em neurônios, como ativação e inativação de canais iônicos depen-
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Figura 1.19 Circuito proposto por Nagumoet al. (a) e curva de resposta do diodo túnel (b). (Adaptado
de Nagumoet al. (1962) [14])

dentes de voltagem e correntes de fuga que representam canais iônicos passivos, são emuladas.
Os trabalhos de FitzHugh e Nagumo na obtenção de uma forma simplificada do modelo de

Hodgkin-Huxley foram inspirados no modelo de oscilador não-linear conhecido como modelo
de Bonhoeffer-van der Pol, do qual o modelo de FitzHugh-Nagumo é um caso particular. O
circuito analógico proposto por Nagumoet al. [14] (figura 1.19a) reproduz a não-linearidade
cúbica da equação (1.33a) através da resposta peculiar do diodo túnel utilizado. A figura 1.19b
mostra a curvaF(V), que corresponde à relação corrente-voltagem deste diodo.Podemos notar
que existe uma região onde ele opera com resistência negativa, ou seja, a corrente decresce para
aumentos da tensão aplicada.

É fácil ver que a aplicação das leis de Kirchoff ao circuito dafigura 1.19a leva ao seguinte
conjunto de equações:

CV̇ = I −F(V)−W

LẆ = E−RW+V,
(1.40)

onde I , é a corrente injetada no circuito eW é a corrente que passa pelo indutorL. Note
a semelhança das equações (1.40) com as equações (1.33) do sistema de FitzHugh-Nagumo.
Nagumo modelou a curvaF(V) do diodo túnel através de uma função cúbica e, com uma
mudança adequada de variáveis, reduziu as equações (1.40) ao modelo de FitzHugh-Nagumo.

Outros circuitos foram propostos para reproduzir o modelo de FitzHugh-Nagumo. De
forma bastante intuitiva, o circuito apresentado por Lancaster e Hellen [16] utiliza circuitos
integrados muiltiplicadores de tensão em vez do diodo túnelpara produzir a não-linearidade
cúbica do modelo. A figura 1.20a mostra um circuito esquemático para o modelo de FitzHugh-
Nagumo, ondẽV(V) é uma função não-linear construída de forma a corresponder àequação
cúbicaṼ(V) = V(V −a)(1−V). A aplicação das leis de Kirchoff ao circuito da figura 1.20a
leva ao seguinte conjunto de equações:

CV̇ =
Ṽ −V

R
− I + Is

Lİ =V − IRL,

(1.41)
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Figura 1.20 Circuito apresentado no trabalho de Lancaster e Hellen. a) Circuito esquemático para
o modelo de FitzHugh-Nagumo. A função não-linearṼ(V) é obtida através do circuito em (b). c)
Comparação entre dados numéricos do modelo de FitzHugh-Nagumo e dadosdo circuito. (Adaptado de
Lancaster e Hellen (2010) [16])

ondeIs é a corrente injetada no circuito eI é a corrente que passa pelo indutorL. A corrente
de entrada no bloco de circuito não-linear da figura 1.20a é considerada nula devido à alta im-
pedância de entrada do bloco. A figura 1.20b mostra como é produzida a tensãõV a partir da
tensão de entradaV. O circuito é constituido de alguns amplificadores operacionais, funcio-
nando como amplificadores inversores ou buffers. A alta impedância de entrada é garantida
pela presença de um circuito buffer logo após a tensãoV. Dois dos quatro multiplicadores do
circuito integrado MLT04 são utilizados. As transformações que os multiplicadores e ampli-
ficadores operacionais aplicam à tensão de entradaV são mostradas na figura 1.20b. A figura
1.20c mostra uma comparação entre os resultados numéricos do modelo de FitzHugh-Nagumo
e os dados obtidos do circuito da figura 1.20a.

Apesar de obter resultados compatíveis com os do modelo de FitzHugh-Nagumo, circuitos
integrados multiplicadores podem ser substituidos por componentes mais simples, como dio-
dos. Binzaket al. [17] propôs o circuito mostrado na figura 1.21a para estudar adinâmica
do modelo de FitzHugh-Nagumo modificado, em que três pontos fixos coexistem em vez de
apenas um e a perda de estabilidade do estado estacionário ocorre através da criação de uma
sela em vez de uma bifurcação de Hopf. A não-linearidade deste circuito está contida na cor-
renteINL e é causada pelo uso de diodos comutados e um circuito conversor de impedância
negativa, que funciona como um resistor cuja resistência é negativa. A função que modela a
não-linearidade novamente é uma função cúbica:

INL =
1
R0

[

U −
γ2U3

3

]

, (1.42)

ondeR0 e γ são constante obtidas através do ajuste dos dados experimentais. O uso dos diodos
faz com que a isóclina da variável de ativaçãoV = γU seja linear por partes. A presença do
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Figura 1.21 Circuito proposto por Binzaket al. para reproduzir o comportamento do modelo de
FitzHugh-Nagumo modificado. A não-linearidade do circuito (a) está contidana correnteINL que é
gerada na região tracejada. As isóclinas do circuito são lineares por partes. Note que existem três pontos
fixos neste sistema. c) Trajetória no plano de fase (linha sólida) correspondente ao trem de disparos
mostrado no inset. (Adaptado de Binzaket al. (2003) [17])

diodo D7 e das duas condutânciasL1 e L2 também torna a isóclina da variável de inativação
W = γR0(I1+ I2) linear por partes:

V̇ =

[

V −
V3

3
−W

]

Ẇ = ε[g(V)−W−η ],

(1.43)

ondeg(V) = αV seV > 0 eg(V) = βV seV < 0 e as constantesε, η , α e β dependem dos
valores dos componentes do circuito. As isóclinas e os três pontos fixos deste circuito são
mostradas na figura 1.21b. O retrato de fase do sistema exibindo o ciclo limite resultante da
perda de estabilidade do estado estacionário é mostrado na figura 1.21c. O inset mostra a série
de potenciais de ação que ocorre nesta situação.

Ao invés construir circuitos que reproduzem o comportamento excitável de sistemas dinâ-
micos conhecidos, pode-se procurar descrever um circuito eletrônico que apresente comporta-
mento excitável através de um novo sistema dinâmico. A partir dos dados do circuito apresen-
tado na figura 1.22a, Lancaster e Hellen [16] propuseram o seguinte conjunto de equações para
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Figura 1.22 Circuito excitável de três transistores proposto por Lancaster e Hellen (a). A dinâmica
da região marcada pela linha tracejada é substituida pela dinâmica de uma resistência dependente da
tensãoV no capacitorC. b) Cálculo numérico do plano de fase do circuito mostrando as isóclinas das
variáveis dinâmicasV eVb assim como a trajetória correspondente a um disparo (linha sólida). c) Trem
de disparos experimental (linha tracejada) e os dados do cálculo numérico(linha sólida). (Adaptado de
Lancaster e Hellen (2010) [16])

descrever o seu comportamento:

CV̇ =
5−V

Rf ast(V)
+

5−V
Rs

−
V

100
−

V −Vb

Rsl
− IC(V,Vb)

CslV̇b =
V −Vb

Rsl
− IB,

(1.44)

ondeIc e IB são as correntes nos terminais coletor e emissor do transistor npn eRf ast corres-
ponde a uma resistência dependente da tensãoV do capacitorC e contém a dinâmica da região
marcada pela linha tracejada. As correntes nos terminais dos transistores são calculadas através
do modelo de Ebbers-Moll. A figura 1.22b mostra uma simulaçãonumérica do plano de fase
do circuito e as isóclinas das variáveisV e Vb, assim como a trajetória descrita pelo sistema
durante um disparo. A figura 1.22c mostra um trem de disparos experimental (linha tracejada)
e os dados da simulação das equações (1.44) (linha sólida).

Um modelo de circuito com forte base fisiológica, capaz de reproduzir várias das caracte-
rísticas funcionais dos neurônios piramidais da região neocortical do cérebro, foi proposto por
Mahowald e Douglas [18]. O chamado neurônio de silício é capaz de emular eficientemente
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Figura 1.23 Dados do “neurônio de silício” proposto por Mahowald e Douglas. a) Resposta do circuito
à injeção de correntes constantes. Um estímulo abaixo do limiar de exitação (linha tracejada) e outro
acima (linha sólida) são mostrados. VMEM corresponde ao potencial de membrana, ENA e EK são os
potenciais de equilíbrio dos íons sódio e potássio, respectivamente. A tensão do circuito é comparada
com o potencial de membrana de um neurônio real. b) Resposta do circuito em comparação à reposta
de um neurônio da região neocortical. Para intensidades maiores da corrente injetada pode-se observar
o efeito de adaptação (redução gradual da taxa de disparos). (Adaptado de Mahowald e Douglas (1991)
[18])

as correntes iônicas que causam os impulsos nervosos. Mahowald e Douglas usaram com-
binações de dispositivos CMOS (complementary-metal-oxide-semiconductor) integrados para
simular os diferentes canais iônicos. A figura 1.23a mostra os resultados do neurônio de silício
em resposta à aplicação de uma corrente constante. A figura 1.23b mostra uma comparação en-
tre os dados do neurônio de silício e a resposta, sob circunstâncias equivalentes, de neurônios
piramidais da região neocortical.

O circuito proposto por Mahowald e Douglas demonstra propriedades de adaptação. Quando
estimulado intensamente, um neurônio inicialmente dispara uma rápida sequência de potenci-
ais de ação, mas após um certo tempo, a taxa de disparos diminui. Isto explica porque um
barulho muito intenso incomoda muito a princípio, mas, à medida que o tempo passa, o inco-
modo diminui. Um dos módulos do circuito representa um canalde íon potássio dependente da
concentração de sódio. Um neurônio disparando continuamente tem um grande fluxo de sódio
para o seu interior. Atingida uma certa concentração de sódio no interior da célula o canal de
potássio dependente da concentração de sódio é ativado, contribuindo para hiperpolarização
da membrana e a diminuição da taxa de disparos. O efeito de adaptação pode ser observado
na figura 1.23b tanto no neurônio de silício quanto no neurônio piramidal da região neocortical.

Nos dois capítulos seguintes descreveremos um circuito eletrônico excitável simples, cuja
dinâmica é semelhante a do modelo de FitzHugh-Nagumo. Mostraremos dois modelos bi-
dimensionais capazes de descrever o comportamento do circuito. Além disso, mostraremos
como o circuito se comporta quando estimulado por uma tensãoDC (equivalente a uma cor-
rente constante) adicionada de ruído.



CAPÍTULO 2

Um circuito eletrônico excitável simples

Com o propósito de construir uma rede neural eletrônica composta de muitos elementos
idênticos, o circuito eletrônico excitável por nós proposto procura manter a simplicidade, assim
como o baixo custo desses elementos. Na figura 2.1 apresentamos o circuito, composto apenas
de resistores, um capacitor e um amplificador operacional. AtensãoVin corresponde à tensão de
entrada do circuito, equivalente a um estímulo externo,Va eVb são, respectivamente, as tensões
de alimentação positiva e negativa do amplificador operacional eV+ e V− são as tensões nos
terminais não-inversor (+) e inversor (−) do amplificador operacional. Informações sobre os
valores dos componentes e tensões utilizados no circuito dafigura 2.1 e em outros circuitos
eletrônicos ao longo do texto podem ser encontradas no Apêndice B.

R1

R2

R3 R4

R5

I2

I3

I1

Vb

Va

V in

Vout

V+

V1

C V_

Figura 2.1 Circuito eletrônico excitável.

No circuito da figura 2.1 o amplificador operacional se comporta como um circuito compa-
rador simples, ou seja, um circuito cujo único componente é opróprio amplificador operacio-
nal1:

{

Vout =Va, seV+ >V−

Vout =Vb, seV+ <V− .
(2.1)

Este é o comportamento de um comparador ideal. Um modelo paraum comparador real deve
levar em conta que a saída do amplificador operacional não muda instantaneamente, mas está
condicionada a uma característica própria do amplificador:o slew rate S, dado emV/s. Po-
demos medirS facilmente em um circuito comparador. A figura 2.2a mostra como varia a
tensãoVout em função da diferençaV+−V− em um circuito comparador. A tensãoVout satura

1Consulte o Apêndice A para obter mais informações sobre circuitos comparadores e outros circuitos que
utilizam amplificadores operacionais.
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Figura 2.2 Resposta de um circuito comparador experimental. a) Diferença entre as tensões dos termi-
nais não-inversor e inversorV+−V− e a tensão de saídaVout em um circuito comparador. Note que a
saturação deVout não é exponencial. b)dVout/dt em função deVout. Note a queda abrupta dedVout/dt.
A partir do gráfico dedVout/dt em função deVout podemos obter o valor doslew rate Sdo amplificador
operacional.

nos valores das tensões de alimentação,Va ouVb se a diferençaV+−V− for positiva ou nega-
tiva, respectivamente. Na figura 2.2b,Spode ser obtido medindo o valor quedVout/dt assume
na região em que o gráfico é uma reta horizontal. Para o amplificador operacional utilizado
(TL017CN) medimosS= 15.8 V/µs, que está de acordo com o valor fornecido pelodatasheet
no produto (S= 16 V/µs).

A seguir, discutiremos dois modelos que descrevem o comportamento de um comparador
de forma mais realista e mostraremos como obter a dinâmica docircuito da figura 2.1 a partir
destes modelos.

2.1 Modelo linear

Inicialmente, propomos um modelo simples para a dinâmica deum circuito comparador:

dVout

dt
=

1
ε
[Vb−Vout+(Va−Vb)Θ(V+−V−)] , (2.2)

ondeε ≡ 0.63(Va−Vb)/Sé o tempo característico2 do sistema eΘ(x) é a função de Heaviside
ou degrau. De acordo com a equação (2.2), é fácil ver que a tensãoVout do comparador satura
exponencialmente com valores iguais as das tensões de alimentação dependendo do sinal de
(V+−V−).

Definido o comportamento deVout no comparador, podemos tratar o circuito da figura 2.1
como um sistema dinâmico bidimensional cujas variáveis sãoVout eV−. Através da aplicação
das leis de Kirchoff chegamos ao seguinte conjunto de equações:

V+ = αVout (2.3a)

V1 = βVout+ γVin, (2.3b)

20.63≈ 1−e−1.
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onde

α ≡
R1

R1+R2
(2.4a)

β ≡
R4

R4+R5
(2.4b)

γ ≡
R5

R4+R5
. (2.4c)

Para obter a equação (2.3b) assumimos queR3 ≫ R4,R5 e, portanto,I3 ≃ 0. Além disso,
calculando a corrente no capacitor obtemos:

dV−
dt

=
V1−V−

R3C
. (2.5)

Substituindo (2.3a) em (2.2) e (2.3b) em (2.5), obtemos o sistema dinâmico em função das
variáveisVout eV−:



























dVout

dt
=

1
ε

[

Vb−Vout+(Va−Vb)Θ(αVout−V−)

]

dV−
dt

=
1

R3C

[

βVout+ γVin −V−

]

.

(2.6)

Para realizar análises numéricas envolvendo os modelos propostos substituímos a função de
HeavisideΘ por uma função analítica. A escolha realizada para a nova funçãoΘ é a seguinte:

Θ(x) =
1

1+e−x/x′0
, (2.7)

ondex′0 ≪ 1.
Podemos ainda reescrever o sistema (2.6) em função de variáveis adimensionais:

v≡
Vout

Vc
, w≡

V−

Vc
, (2.8)

ondeVc é uma tensão característica do sistema.Vc é positivo e é da ordem do módulo da tensão
de alimentação de maior módulo (Va ou Vb). Em nossas simulações utilizamosVc = 10V.
Obtemos, portanto, o sistema adimensionalisado:

v̇= b−v+
(a−b)

1+e−(αv−w)/x0
(2.9a)

ẇ= φ [βv+ γ j −w] , (2.9b)

onde definimos os grupos adimensionais:

a=
Va

Vc
; b=

Vb

Vc
; φ =

ε
R3C

; j =
Vin

Vc
; x0 =

x′0
Vc

(2.10)
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e v̇ e ẇ são derivadas em relação ao tempo adimensionalτ ≡ t/ε. Na equação (2.9) já substi-
tuimos a função de Heaviside pela função apresentada na equação (2.7).

Na equação 2.9b, a constanteφ separa as escalas de tempo do sistema da mesma forma
que a constanteφ do modelo de FitzHugh-Nagumo:φ ≪ 1 de forma que a variávelv é rápida,
enquantow é lenta.

A seguir, apresentaremos um estudo analítico-computacional do modelo linear proposto no
sistema (2.9).

2.1.1 Isóclinas, pontos fixos e estabilidade

Iniciaremos obtendo as isóclinas do sistema (2.9). A partirdelas podemos determinar as-
pectos qualitativos da dinâmica do circuito da figura 2.1.

Em um sistema dinâmico bidimensional, isóclinas são curvasno plano das variáveis di-
nâmicas em que o fluxo das trajetórias é horizontal ou vertical, ou seja, ˙v = 0 ou ẇ = 0. Na
equação (2.9a), podemos verificar facilmente que ˙v= 0 implica:

w= x0 ln
(a−v

v−b

)

+αv, (2.11)

enquanto que, na equação (2.9b), ˙w= 0 resulta em:

w= βv+ γ j. (2.12)

Podemos observar a semelhança do modelo linear com o modelo de FitzHugh-Nagumo na
figura 2.3.

Note que quandox0 → 0 a equação (2.7) se reduz à função de Heaviside: a isóclina ˙v= 0,
neste caso, torna-se linear por partes (figura 2.3a):

v̇= 0
x0→0
⇒











v= b seαv< w,

v= a seαv> w,

w= αv.

(2.13)

Nas figuras 2.3b e c as isóclinas foram plotadas parax0 = 9×10−3.
Nos pontos de encontro das duas isóclinas o fluxo é nulo, ou seja, o sistema permanece em

um estado estacionário se não for perturbado. Estes pontos são chamado pontos fixos do sis-
tema (figura 2.3a). Igualando (2.11) e (2.12) obtemos a equação que determina os pontos fixos
do sistema (2.9), que é resolvida numericamente através do método da bissecção. Podemos
ainda fazer uma análise de estabilidade linear dos pontos fixos, ou seja, a partir da lineariza-
ção do sistema estudar analiticamente o comportamento das trajetórias no plano de fase nas
vizinhanças dos pontos fixos.

Antes de obter a linearização do sistema note que no casox0 = 0 existe apenas um ponto
fixo seβ > α. Parax0 > 0 a derivada da isóclina ˙v= 0 é sempre menor queα, portanto, para
termos apenas um ponto fixo no sistema (2.9) é suficiente queβ > α (figura 2.3a). Vamos
assumir queβ > α daqui por diante.

De acordo com a equação (1.15), para linearizar um sistema dinâmico, basta calcular as
derivadas das funçõesf que definem o sistema. Seja(v∗,w∗) o ponto fixo do sistema para uma
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Figura 2.3 a) Isóclinas dos sistemas (2.9) (modelo linear) e (2.20) (modelo não-linear,conforme seção
2.2) com parâmetrosα = 0.0909; β = 0.5; γ = 0.5; φ = 0.01; a = 1; b = −1. As linhas tracejadas
correspondem à isóclina ˙w = 0 para alguns valores dej (Vin). A linha sólida corresponde à isóclina
v̇ = 0 parax0 = 0. O círculos nas interseções das isóclinas indicam os pontos fixos do sistema. Note
que só há um ponto fixo para cada valor dej seβ > α . b) O mesmo de a), mas comx0 = 9×10−3.
A linha tracejada vermelha corresponde a uma trajetória no plano de fase com condição inicial (CI)
(−0.5,−0.075) e j = 1 terminando no ponto fixo estável do sistema. c) O mesmo de b) mas comj = 0.
A linha tracejada vermelha corresponde ao ciclo limite do sistema. O ponto fixo neste caso é instável.

determinada escolha de parâmetros, então o sistema (2.9), em sua forma linearizada é escrito
como:

v̇′ =
∂ v̇
∂v

∣

∣

∣

(v∗,w∗)
v′+

∂ v̇
∂w

∣

∣

∣

(v∗,w∗)
w′ (2.14a)

ẇ′ =
∂ ẇ
∂v

∣

∣

∣

(v∗,w∗)
v′+

∂ ẇ
∂w

∣

∣

∣

(v∗,w∗)
w′, (2.14b)

ondev′ = v− v∗ e w′ = w−w∗. As derivadas em (2.14a) e (2.14b) podem ser calculadas
facilmente e nos levam ao sistema linearizado para o modelo em questão3:

v̇′ ≃
(

−1+
α
x0
(a−b)Θ(1−Θ)

∣

∣

∣

(v∗,w∗)

)

v′−
( 1

x0
(a−b)Θ(1−Θ)

∣

∣

∣

(v∗,w∗)

)

w′

ẇ′ = φ [βv′−w′].

3Note quee−(αv−w)/x0 = 1−Θ
Θ .
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Figura 2.4 Partes reais (linhas pretas) e imaginárias (linhas vermelhas) dos dois autovalores (λ+ e λ−)
da matriz jacobianaA em função do parâmetroj (equivalente aVin no circuito) paraα = 0.0909;β = 0.5;
γ = 0.5; a= 1; b=−1; φ = 6.3×10−4; x0 = 1.18×10−3. As linhas verticais separam as regiões onde
o ponto fixo tem comportamentos distintos.∆ j indica o intervalo de valores dej onde o ponto fixo se
comporta como uma espiral (estável ou instável). Inset:∆ j em função dex0. Experimentalmente não
observamos espirais devido ao pequeno valor dex0.

Nas equações acima já desprezamos os termos de ordem quadrática. Note que a segunda equa-
ção é exata, pois a expressão para ˙w em (2.9) é linear emv e w. Para simplificar a notação,
vamos definirg≡ (a−b)

x0
Θ(1−Θ). A forma linearizada do sistema (2.9) é, portanto:






v̇′ ≃
(

−1+αg
∣

∣

∣

(v∗,w∗)

)

v′−g
∣

∣

∣

(v∗,w∗)
w′

ẇ′ = φβv′−φw′,
(2.15)

que pode ser escrito como na forma~̇x= A~x, onde:

~x=

(

v′

w′

)

eA é a matriz jacobiana do sistema:

A=

(

−1+αg
∣

∣

∣

(v∗,w∗)
−g
∣

∣

∣

(v∗,w∗)

φβ φ

)

. (2.16)

Através dos autovalores da matriz jacobiana, determinamosa estabilidade do (único) ponto
fixo do sistema (2.9). Qualitativamente, um ponto fixo pode exibir diversos comportamentos
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Figura 2.5 Comparação entre o modelo linear e os dados obtidos do circuito com parâmetros experi-
mentaisVa = 10 V,Vb =−10 V,α = 0.0909,β = γ = 0.5,Vin =−6.0 V, ε = 6.3×10−7 s eR3C= 10−3 s
(φ = 6.3×10−4). Dados experimentais sempre em preto. Na integração numérica do modelo utilizamos
x′0 = 10−4 V. a) As variáveis dinâmicas do sistema (2.6).Vout em vermelho eV− em verde para o modelo
linear. b) Spike do sistema definido como 1.5V−−0.67Vout. Spike em vermelho para o modelo linear.
c) Ciclo limite decorrente da bifurcação de Hopf no plano de fase do sistema.d) Frequência do sistema
em função do parâmetro de controleVin (note a descontinuidade característica da bifurcação de Hopf).

enquanto variamos um parâmetro de controle, tanto em relação à forma das trajetórias na sua
proximidade quanto a sua estabilidade. A análise de estabilidade linear permite diferenciar
estes comportamentos através do sinal das partes reais e imaginárias dos autovalores do sistema.
No nosso caso, encontramos quatro diferentes comportamentos do ponto fixo do sistema (2.9)
enquanto variamosj: nó estável na região em que a parte real dos autovalores é negativa e as
partes imaginárias são nulas; espiral estável na região em que as partes reais são negativas (e
iguais, pois os autovalores são complexos conjugados) e as partes imaginárias são não nulas;
espiral instável onde as partes reais são positivas e as partes imaginárias não nulas; nó instável
onde as partes reais são positivas e as partes imaginárias nulas. A figura 2.4 mostra as partes
reais e imaginárias dos autovalores do sistema (2.9) em função do parâmetroj (Vin) na região
onde podemos observar os quatro comportamentos do ponto fixodo sistema.

O parâmetro∆ j indica o intervalo de valores dej onde podemos observar espirais no sis-
tema. O inset da figura 2.4 mostra como este intervalo varia emfunção do parâmetrox0. Experi-
mentalmente, esperamos quex0 ≪ 1; como veremos a seguir, estimamosx0 ≃ 10−5 resultando
∆ j ≃ 10−4 (∆Vin ≃ 1 mV) tornando difícil a visualização de espirais sem equipamentos que
forneçam tensões com alta precisão.

A perda de estabilidade do ponto fixo, quando as partes reais mudam de negativas para
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Figura 2.6 Resultado da equação (2.2) para um circuito comparador.

positivas (figura 2.4), é regida por uma bifurcação de Hopf. Um ciclo limite passa a ser o
único atrator estável do sistema (figuras 2.3c e 2.5c). As trajetórias nas proximidades do ciclo
obedecem duas escalas de tempo: nas regiões “horizontais” do ciclo as trajetórias são rápidas
e regidas porε, determinado peloslew ratedo amplificador operacional; nas regiões verticais
do ciclo as trajetórias são lentas e regidas porR3C, o tempo característico de carga e descarga
do capacitor. As trajetórias no domínio das espirais instáveis tendem ao ciclo limite que surge
na bifurcação de Hopf. A grande diferença nas escalas de tempo das duas variáveis dinâmicas4

também dificulta a visualisação de espirais.
Na figura 2.5 mostramos algumas comparações entre o modelo linear e resultados expe-

rimentais do circuito eletrônico. Voltaremos à notação dasequações do sistema (2.6) para
facilitar o entendimento dos resultados em termos das tensões medidas no circuito. O valor
deVin utilizado implica que o ponto fixo do sistema é instável e, portanto, o circuito oscila
no ciclo limite decorrente da bifurcação de Hopf. Na figura 2.5a, são mostradas as variáveis
dinâmicas em função do tempo. A figura 2.5b mostra o disparo ouspikedo sistema. Definindo
s(t) = 1.5V− − 0.67Vout, obtemos uma função que reproduz qualitativamente o potencial de
membrana neuronal (compare com a figura 1.17B do Capítulo 1). Os valores 1.5 e 0.67 são
escolhidos de forma a facilitar a construção de um circuito subtrator de tensões (figura A.4,
Apêndice A). O plano de fase contendo o ciclo limite do sistema é mostrado na figura 2.5c. Na
figura 2.5d, note que a mudança do regime estácionário, onde ocircuito não está disparando,
para o modo de disparos periódicos não acontece de forma contínua. O sistema não admite os-
cilações com frequências arbitrariamente pequenas, uma característica da bifurcação de Hopf
que ocorre durante a perda de estabilidade do ponto fixo.

Para concluir a descrição deste modelo, compararemos o resultado da análise numérica da
equação (2.2) para um circuito comparador com o resultado experimental da figura 2.2. Na
figura 2.6a podemos observar queVout satura exponencialmente na tensão de alimentaçãoVa.
Na figura 2.6b, notamos que a saturação exponencial não representa bem o que na verdade
ocorre. Ainda sim o modelo linear consegue reproduzir o comportamento do circuito excitável.
Isto ocorre devido a grande diferença nas escalas de tempoε e R3C usadas no circuito, que
resulta emφ ≪ 1. A saturação exponencial que ocorre quando as trajetóriasse aproximam

4Veja os parâmetros experimentaisε e R3C do circuito na figura 2.5. Consulte também o Apêndice B para
obter informações sobre os valores dos componentes utilizados nos circuitos.
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Figura 2.7 Ciclo limite experimental (a) em comparação à integraçao numérica dos modelos linear (b) e
não-linear (c) (conforme seção 2.2) com parâmetros experimentaisVa = 10 V,Vb =−10 V, α = 0.0909,
β = γ = 0.5, Vin = −7.0 V, R3C = 5× 10−5 s. Para o modelo linear (não-linear),ε = 6.3× 10−7 s
(5×10−7 s), resultandoφ = 0.012 (0.01). Nas integrações numéricas utilizamosx′0 = 10−4 V.

dos ramos verticais da isóclina ˙v = 0 fica mascarada pela aproximação rápida a estes ramos
pelas partes “horizontais” do ciclo limite. Se aumentarmoso valor do parâmetroφ no circuito
excitável, através da diminuição da capacitânciaC, por exemplo, podemos notar com mais
clareza a discrepância entre o modelo linear e os dados experimentais do circuito. A figura
2.7 mostra o ciclo limite experimental do circuito excitável (a) em comparação ao ciclo limite
obtido da integraçao numérica do modelo linear (b) comφ = 0.012. Os ramos “horizontais” do
ciclo limite experimental se aproximam de maneira abrupta aos ramos verticais, em contraste
com a forma suave do ciclo limite para o modelo linear.

2.2 Modelo não-linear

A fim de melhor se aproximar do resultado da figura 2.2, modificamos a equação (2.2) de
forma a reproduzir a região horizontal no gráficodVout/dt×Vout:

dVout

dt
= Ssign(Vb−Vout+(Va−Vb)Θ(V+−V−)), (2.17)
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Figura 2.8 Resultado da equação (2.17) para um circuito comparador.

ondeSé oslew ratedo amplificador operacional. A função sign(x) é definida como:

sign(x) =











1, sex> 0

−1, sex< 0

0, sex= 0,

(2.18)

ou seja, ela retorna o sinal do seu argumento. Na figura 2.8 podemos ver como se comporta
um circuito comparador governado pela equação (2.17). O resultado de (2.17) é mais realista e
dele podemos extrair oslew rateda mesma forma realizada na figura 2.2.

Através de cálculos similares aos que levaram à equação (2.6) obtemos em (2.19) um novo
sistema dinâmico que descreve o comportamento do circuito:























dVout

dt
=

Vc

ε
sign

(

Vb−Vout+(Va−Vb)Θ(αVout−V−)
)

dV−
dt

=
1

R3C

[

βVout+ γVin −V−

]

.

(2.19)

Em (2.19),Vc/ε = S. O sistema (2.19) pode ser adimensionalizada através dos mesmos grupos
adimensionais utilizados no modelo linear (equação (2.10)) resultando:















v̇= sign

(

b−v+
(a−b)

1+e−(αv−w)/x0

)

ẇ= φ [βv+ γ j −w] .

(2.20)

A análise de estabilidade linear realizada para o modelo não-linear pode ser realizada da
mesma forma mostrada anteriormente para o modelo linear, tomando-se o cuidado de definir a
derivada da função5 sign(x) emx= 0. Entretanto, enfatizaremos apenas a mudança da forma
do ciclo limite como consequência da alteração da equação (2.2).

5Podemos substituir sign(x) por uma função contínua de forma similar ao que foi feito com afunção de
HeavisideΘ: sign(x) = tanh(kx) ondek≫ 1
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Figura 2.9 Isóclinas do modelo não-linear com parâmetrosα = 0.0909;β = 0.5; γ = 0.5; φ = 0.01;
a= 1; b= −1 ex0 = 9×10−3. As linhas tracejadas pretas correspondem à isóclina ˙w= 0 para alguns
valores dej (Vin). As linha sólidas pretas corresponde à isóclina ˙v= 0. Os círculos nas interseções das
isóclinas indicam os pontos fixos do sistema. a) A linha tracejada vermelha corresponde a uma trajetória
no plano de fase com condição inicial (CI)(−0.5,−0.075) e j = 1 terminando no ponto fixo estável do
sistema. b) O mesmo de a) mas comj = 0. A linha tracejada vermelha corresponde ao ciclo limite do
sistema. O ponto fixo neste caso é instável.

As isóclinas do sistema (2.20) podem ser calculadas facilmente e são idênticas às isóclinas
do modelo linear (equações (2.11) e (2.12)). Para o casox0 = 0, as isóclinas são mostradas na
figura 2.3a. A figura 2.9 mostra as isóclinas quandox0 = 9×10−3: em 2.9a é mostrada uma
trajetória com condição inicial (CI)(−0.5,−0.075) terminando no ponto fixo estável sistema
quando j = 1; em 2.9b é mostrado o ciclo limite do modelo não-linear quando j = 0. Para
valores deφ próximos de 1, quando as escalas de tempoε e R3C tem valores mais próximos,
o modelo não-linear fornece uma melhor descrição do circuito. Note que o ciclo limite do
modelo linear (figuras 2.3 e 2.7) é mais arredondado do que o domodelo não-linear devido à
saturação exponencial da variável dinâmicav.

Na figura 2.10 podemos ver os resultados do modelo não-linearem comparação com os
resultados experimentais do circuito da figura 2.1. Para os valores das escalas de tempoε e
R3C indicados na figura 2.10, o modelo não-linear é tão satisfatório quanto o modelo linear
para descrever o comportamento do circuito excitável.

2.3 Sistema de Liénard

Para finalizar o capítulo, apresentamos um estudo do circuito eletrônico excitável como
um sistema com dependência explícita apenas na variávelV− (w na versão adimensionalisada).
O fato de podermos descrever o circuito apenas em função da variável V− nos permite, em
princípio, determinar o valor experimental do parâmetrox0 usado nos dois modelos apresenta-
dos acima, além de fornecer mais uma ferramenta de análise docomportamento deste sistema
excitável.

Para fazer a análise teórica utilizaremos o modelo linear com os parâmetros da figura 2.5,
já que para estes valores o modelo reproduz bem o comportamento do circuito. Partindo do
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Figura 2.10 O mesmo da figura 2.5 para o modelo não-linear, com parâmetros experimentaisVa = 10
V, Vb = −10 V, Vc = 10 V, α = 0.0909,β = γ = 0.5, Vin = −6.0 V, ε = 5.0×10−7 s eR3C = 10−3s
(φ = 5×10−4). x′0 = 10−4 V na integração numérica do modelo não-linear.

sistema adimensional (2.9), definimos:
ẇ= z. (2.21)

Calculamos ˙z derivando a equação (2.9b):

ż= φ [β v̇− ẇ], (2.22)

de onde obtemos:
ż= φ [β v̇−z]. (2.23)

Isolandov em (2.9b) obtemos:

v=
1
β

[ z
φ
− γ j +w

]

. (2.24)

Substituindo a equação (2.24) na equação (2.9a), achamos uma relação do tipo ˙v = f (z,w),
portanto obtemos um novo sistema dinâmico que depende apenas dew e de suas derivadas no
tempo:

ẇ= z (2.25a)

ż= φ
[

β f (z,w)−z
]

, (2.25b)

onde

f (z,w) = b−
1
β

[ z
φ
− γ j +w

]

+
(a−b)

1+e−[α
β (

z
φ −γ j+w)−w]/x0

. (2.26)
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Figura 2.11 Superfície teórica ˙z(z,w) (vermelho) e a curva obtida da integração numérica (azul) do
sistema (2.25) com parâmetrosa= 1, b=−1, α = 0.0909, β = γ = 0.5, φ = 6.3×10−4, j =−0.55.
a) x0 = 10−5, b) x0 = 4×10−3. Neste gráfico zp=˙z. x0 controla a “dobra” na superfície, sendo ela mais
suave para valores maiores dex0 e mais brusca para valores menores.

O sistema dinâmico (2.25) é chamado de sistema de Liénard em referência ao teorema de
Liénard, que trata de osciladores não-lineares.

As trajetórias no plano de fase(v,w) são mapeadas em curvas contidas na superfície ˙z(z,w).
Dada uma série temporalw(t), por derivação obtém-sez= ẇ e ż= ẅ, o que gera uma sequência
de pontos(w(t),z(t), ż(t)) que descrevem uma curva sobre a superfície definida pela equação
(2.25b).

Para obter o valor experimental dex0, o único parâmetro cujo valor não podemos medir
diretamente no circuito, basta adquirir uma série temporalparaV−, ou seja,w, derivar nume-
ricamente uma vez para obterz e mais uma vez para obter ¨w. O valor experimental dex0 é
obtido quando ajustamos a superfície teórica de forma que ela contenha a curva experimental.
Na figura 2.11 é mostrada a superfície teórica ˙ze a curva obtida através da integração numérica
do sistema (2.9).

Algumas dificuldades surgem quando tentamos obter a curva experimental no espaço(ż,z,w).
Inicialmente, para realizar as derivações numéricas da série temporal deV− se faz necessário
suavizar o ruído presente no sinal; devido à amplificação dasrápidas e bruscas oscilações do
ruído pela derivada, a sua saída acaba sendo completamente mascarada. Para suavizar a série
temporal, a dividimos em pequenas janelas de tempo e realizamos médias sobre essas janelas.
O método utilizado reduz a amostragem do sinal pois todos os pontos dentro de uma janela
temporal são substituídos por um único cujo valor é o resultado da média sobre essa janela, e,
no nosso caso, este método é repetido sucessivamente, ou seja, realizamos médias sobre médias
até atingir um bom resultado na suavização da série temporal. Deve haver um balanço entre
o tamanho da janela das médias, o número de médias realizadase quanto do ruído deve ser
eliminado, pois a realização de muitas médias sucessivas ouo uso de janelas de tempo muito
grandes resulta em perda de informação do sinal. O tamanho das janelas utilizadas depende da
quantidade de pontos na série. As séries temporais da variável w adquiridas do circuito excitá-
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Figura 2.12 Resultado de médias sucessivas aplicadas a uma série temporalw(t) experimental. Os
índices numéricos indicam passos de aplicação das médias sucessivas sobre a sériew(t). As médias do
passoi são aplicadas sobre a série obtida no passoi − 1. Passo 1: média aplicada sobre a sériew(t)
experimental de tamanho 106 pontos com uma janela temporal de tamanho 5 pontos. Passo 2: média
aplicada sobre a sériew(t) do passo 1 com uma janela temporal de tamanho 5 pontos. Passo 3: duas
médias sucessivas aplicadas sobre a sériew(t) do passo 2, cada uma com janela temporal de 4 pontos.
A série resultante contém 2500 pontos. a) Série temporalw(t). b) z(t) = ẇ. c) zp= ż(t) = ẅ.

vel, tipicamente, contém 106 pontos. Realizamos cerca de 4 médias sucessivas sobre um série
típica, com janelas temporais de 4 ou 5 pontos, o que reduz a quantidade de pontos da série
para cerca de 2500. A figura 2.12 mostra o resultado da aplicação de médias sucessivas sobre
a série temporalw(t) e as derivadas obtidas dessas séries suavizadas.

Na figura 2.13 mostramos algumas comparações entre a integração numérica do sistema
(2.25) e os dados experimentais do circuito. A figura 2.13a mostra a curva experimental ˙z(z,w)
obtida sem a suavização da sériew(t). A forma da curva fica totalmente mascarada devido ao
ruído da série. A figura 2.13b mostra o resultado da curva ˙z(z,w) após a suavização da série
w(t), em preto para dados experimentais e em vermelho para a integração numérica. As figuras
2.13 c), d) e e) mostram projeções da curva ˙z(z,w) mostrada em b) nos planos(w,z), (z, ż) e
(w, ż), respectivamente.

A figura 2.14 mostra mais algumas comparações entre os resultados da integração numérica
e dados experimentais. Os gráficos com índice 1 (esquerda) mostram resultados experimentais,
enquanto que os com índice 2 (direita) mostram resultados daintegração numérica. Os gráficos
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Figura 2.13 Comparação entre integração numérica e dados experimentais para o sistemade Liénard
(2.25) com os mesmos parâmetros da figura 2.5. a) Curva ˙z(z,w) experimental sem suavização da
série temporal da variávelw. b) O mesmo de a) mas com séries temporais da variávelw suavizadas,
em preto para dados experimentais, em vermelho para a integração numérica. c), d) e e) Projeções
nos planos(w,z), (z, ż) e (w, ż) da curva ˙z(z,w) com séries temporais suavizadas, em preto para dados
experimentais, em vermelho para a integração numérica.

a) mostram a série temporalw(t) sem suavização. Os gráficos em b), c) e d) mostramw(t) sua-
vizada,z(t) e ż(t), respectivamente, ondez(t) e ż(t) foram obtidos da série temporal suavizada.
A série numéricaw(t) foi suavizada de modo a ter a mesma amostragem da série experimental.

Para obter resultados compatíveis entre os dados experimentais e a integração numérica
é necessário que ambos os dados tenham aproximadamente a mesma amostragem, ou seja, é
preciso realizar a mesma suavização realizada nos dados experimentais nos dados da integração
numérica. O uso de médias para suavizar as séries temporais experimentais dew a fim de
fornecer melhores resultados nas derivações numéricas acaba por impedir que ajustemos o
valor dex0 devido à perda de informação que delas resulta. Na figura 2.14d2, por exemplo, os
picos em ˙z atingem valores maiores quando a amostragem da série teórica não é reduzida por
médias. Apesar de não podermos ajustar o valor experimentaldex0 a partir dessas curvas, os
resultados das simulções numéricas e experimentais são compatíveis para o valorx0 = 10−5.
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Figura 2.14 Mais uma comparação entre simulação numérica e dados experimentais para o sistema de
Liénard (2.25) com o mesmos parâmetro da figura 2.5. Os gráficos com índice “1” mostram resultados
experimentais e os com índice “2” mostram resultados da integração numérica. a) Séries temporais da
variávelw. b) Séries temporais da variávelw suavizadas através de médias. A integração numérica em
b2) foi suavizada de modo a ter aproximadamente a mesma amostragem da sérieexperimental em b1).
c) Derivadas numéricas das séries temporais dew. d) Derivadas numéricas dez.



CAPÍTULO 3

Conversor DC-Poisson

Continuando o estudo do circuito eletrônico excitável, procuraremos agora mostrar como
ele se comporta diante de um estímulo mais realista em termosbiológicos em oposição ao que
foi apresentado no capítulo anterior, ou seja, estímulos representados por tensões constantes.
Experimentalmente, sabe-se que a resposta de um neurônio real pode variar de amostra para
amostra mesmo que um estímulo físico externo se mantenha constante em cada uma delas.
Como fontes dessa variabilidade podemos citar a aleatoriedade dos vários processos biofísicos
que afetam a geração de potenciais de ação (spikes) no neurônio medido, como por exemplo a
difusão de íons através dos canais iônicos da membrana plasmática, além da própria natureza
estocástica dos estímulos (flutuações na concentração de odorante, tomando como exemplo o
sistema sensorial olfatório). A complexidade das sequências de potenciais de ação geradas por
um neurônio torna difícil a construção de um modelo que seja capaz de descrever e prever o
tempo de ocorrência de cada spike deterministicamente. Procuramos, então, um modelo que
possa descrever a variabilidade das séries de potenciais deação em termos de probabilidades.

Neste capítulo discutiremos a implementação e caracterização de um circuito eletrônico
gerador de ruído e seu uso como conversor de estímulo para o circuito eletrônico excitável
apresentado no capítulo anterior. Além disso, discutiremos o processo de Poisson homogêneo
como modelo estocástico para análise de séries despikese compararemos com resultados do
circuito excitável.

Mostraremos como obter a faixa dinâmica do circuito excitável, um primeiro passo na im-
plementação de uma rede neuronal eletrônica capaz de atuar como um sensor ótimo, baseado
no efeito de aumento da faixa dinâmica de uma rede de elementos excitáveis quando a conec-
tividade da rede é crítica [2].

3.1 Circuito eletrônico gerador de ruído

Neurônios sujeitos a estímulos na natureza frequentementenão respondem de forma de-
terminística; flutuações de ordem biológica nos próprios neurônios ou mesmo flutuações no
estímulo fazem com que a resposta tenha característica estocástica. Para incluir este aspecto
estocástico em nosso modelo de elemento excitável eletrônico adicionamos ao estímuloVin, até
agora uma tensão DC, uma componente aleatória de ruído. Uma questão importante na constru-
ção de uma fonte de ruído é o fato de que gostaríamos que flutuações de diferentes frequências
fossem levadas em conta com o mesmo peso quando avaliarmos o que faz o circuito excitável
produzir umspike. Esta é uma das propriedades do ruído branco, cujaintensidade espectral
é constante para todas as frequências. Na prática, ruído nãopode ser gerado com intensidade

48
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espectral constante até frequências arbitrariamente grandes, mas apenas até uma frequênciade
corte finita. No entanto, isto não representa um problema se afrequência de corte for acima
da frequência máxima de disparos do elemento excitável (para o circuito eletrônico excitável a
frequência máxima de disparos é aproximadamente 1.2 kHz (figura 2.5)).

Podemos descrever o ruído branco em termos da sua função de autocorrelação temporal.
A função de autocorrelação temporalQss, assim como a função de correlação temporal de
duas quantidades indica como elas estão correlacionadas emum dado instante de tempo, indica
como uma quantidades, avaliada em um instante de tempo, está relacionada com ela mesma,
avaliada em outro instante de tempo. Matematicamente, escrevemos

Qss(τ) =
1
T

∫ T/2

−T/2
s(t)s(t + τ)dt, (3.1)

ou seja,Qss é a média sobre o intervalo de tempoT do produto da quantidades avaliada nos
tempost e t + τ. Para o ruído branco esperamos que a autocorrelação temporal seja nula para
todoτ 6= 0, ou seja:

Qss(τ) = σ2
s δ (τ), (3.2)

ondeδ (τ) é a função delta de Dirac. A constanteσs determina a amplitude do ruído branco.
Utilizamos o circuito da figura 3.1 como fonte de ruído. Seu funcionamento é baseado

no ruído térmico do diodo zenerDz operando na região debreakdown, ou seja, em estado
de alimentação reversa. Como o ruído gerado pelo diodo zener éde baixa amplitude, antes
de alimentar o circuito excitável ele é amplificado por um fator 10000 em dois estágios por
amplificadores inversores (região demarcada pela linha tracejada na figura 3.1).

Vcc> 12V

uF10 uF10

Dz

Vruido

10nF

100k

2N2222A

100nF

10k

3,3M

1k

100k 100k

1k

1N75 (12V)

Figura 3.1 Circuito eletrônico gerador de ruído. A área demarcada pela linha tracejadacorresponde a
dois estágios de amplificação: cada um multiplica o sinal por um fator 100.

Para verificar a qualidade do ruído produzido pelo circuito da figura 3.1 devemos anali-
sar a sua intensidade espectral, que é definida como a transformada de Fourier da função de
autocorrelação temporalQss(τ) do estímulos(t) (no nosso caso, o ruído):

Q̃ss(ω) =
1
T

∫ T/2

−T/2
Qss(τ)eiωτdτ, (3.3)

ondeω tem unidade de frequência angular e o estímulo é suposto periódico fora do intervalo
da amostra[−T/2,T/2]. A transformada de Fourier fornece uma descrição completa de fun-
ção original no domínio de frequências e permite retornar a função original por meio de uma
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Figura 3.2 a) Ruído gerado pela circuito da figura 3.1. b) Sua transformada de Fourier.

transformada inversa. Substituindo a equação (3.2) na equação (3.3), obtemos que, para o ruído
branco, a intensidade espectral é constante para todas as frequências:

Q̃ss(ω) =
1
T

∫ T/2

−T/2
σ2

s δ (τ)eiωτdτ =
σ2

s

T
. (3.4)

Substituindo a equação (3.1) na equação (3.3) podemos deduzir outra definição para a intensi-
dade espectral de uma funçãos(t):

Q̃ss(ω) =
1
T

∫ T/2

−T/2
s(t)dt

1
T

∫ T/2

−T/2
s(t + τ)eiωτdτ

=
1
T

∫ T/2

−T/2
s(t)e−iωtdt

1
T

∫ T/2

−T/2
s(t + τ)eiω(t+τ)dτ.

(3.5)

A primeira integral da segunda igualdade da equação (3.5) é ocomplexo conjugado da
transformada de Fourier do estímulo:

s̃(ω) =
1
T

∫ T/2

−T/2
s(t)eiωtdt, (3.6)

enquanto que a segunda integral da segunda igualdade da equação (3.5) é a própria transfor-
mada de Fourier do estímulo devido à periodicidade do integrando. Temos, portanto:

Q̃ss(ω) = |s̃(ω)|2, (3.7)
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Figura 3.3 Diagrama de blocos do circuito utilizado para medir a resposta do circuito eletrônico exci-
tável. A tensão de entradaVin do circuito eletrônico excitável (bloco 2) é obtida somando-se uma tensão
DC e a saída do circuito gerador de ruído no módulo somador (bloco 1). As saídas do circuito excitável,
Vout eV− são subtraídas no módulo subtrator (bloco 4), cuja saída corresponde ao spikedo sistema. Para
evitar perda de tensão na saídaV− quando submetida ao módulo subtrator, é necessário mantê-la sob alta
impedância através de um Buffer (bloco 3).

ou seja, a intensidade espectral é apenas o quadrado do módulo da transformada de Fourier da
funçãos(t). Na figura 3.2, usamos a definição acima para calcular a intensidade espectral da
saída do circuito gerador de ruído. Mais adiante, mostraremos que, no regime de excitabilidade
do circuito da figura 2.1, a saída do circuito gerador de ruídoé constante até frequências supe-
riores ao limite de sensibilidade do nosso elemento excitável.

Antes de investigarmos a resposta do circuito eletrônico excitável a um estímulo de natu-
reza estocástica, vamos descrever como o aparato eletrônico é montado para a realização das
medições.

Na figura 3.3, apresentamos o diagrama de blocos do circuito eletrônico montado1 a partir
do qual medimos a resposta do circuito excitável. O estímuloexternoVin é obtido no módulo
somador (bloco 1) adicionado-se uma tensão DC ao ruído produzido pelo circuito da figura
3.1. Para obter o potencial de ação (spike) do circuito excitável (bloco 2) é preciso subtrair
as saídasVout e V− em um módulo subtrator (bloco 4), no entanto é preciso ter o cuidado de
manter a saídaV− sob alta impedância com um buffer (bloco 3) para evitar perdas de tensão e,
consequentemente, a modificação da forma dospike.

3.2 Estatística de séries de spikes

Sob ação de um estímulo físico, um neurônio sensorial costuma responder com uma série
temporal despikes, que, como dito anteriormente, em geral varia de amostra para amostra
mesmo que a intensidade do estímulo permaneça constante. Sefaz necessário que a descrição
da resposta neuronal seja feita de forma estatística a fim de obter um estimativa da probabilidade
de que determinada série despikesocorra. Um parâmetro importante na determinação das
probabilidades de ocorrência de spikes é a taxa média de disparos (mean firing rate) r(t) que
indica, em média, a quantidade despikesque ocorre por unidade de tempo na resposta de um
neurônio sob ação de um determinado estímulo. Quando a probabilidade de ocorrência de um
spike independe da ocorrência de outrosspikes, ou seja, se osspikesforem estatisticamente
independentes,r(t) é suficiente para determinar a probabilidade de ocorrência de qualquer
série de disparos. A figura 3.4 mostra a resposta do lobo da linha lateral do peixe elétrico

1Consulte o Apêndice B para obter informações sobre os circuito componentes dos blocos da figura 3.3.
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Figura 3.4 Resposta às variações de campo elétrico do lobo da linha lateral do peixe elétrico Eigenma-
nia. a) Potencial elétrico utilizado para gerar o campo elétrico ao qual os neurônios do lobo da linha
lateral são sensíveis. b) A resposta destes neurônios. Note que a taxa média de disparos é maior quando
a variação do potencial elétrico utilizado para gerar o campo elétrico é maior.(Adaptado de Peter Dayan
e L.F. Abott, 2000) [6]

Eigenmaniaa campos elétricos. Este peixe elétrico é capaz gerar camposelétricos oscilantes
a partir de um orgão elétrico interno em reposta a distorçõesdo campo elétrico causadas por
objetos próximos. Potenciais elétricos flutuantes, como o da figura 3.4a, causam a ativação dos
neurônios do lobo da linha leteral, mostrada na figura 3.4b. Ataxa média de disparos é maior
onde a variação do potencial elétrico, ou seja, a intensidade do estímulo, é maior.

Um processo estocástico em que a ocorrência de um evento é estatisticamente independente
de qualquer outro evento anterior é chamado processo de Markov. O caso particular em que
o processo pontual (point process) descreve uma taxa (probabilidade por unidade de tempo)
constante, o processo estocástico é denominado processo dePoisson homogêneo. A estatística
de processos de Poisson descreve com boa aproximação a resposta neuronal. Como veremos
adiante, esta estatística também modela bem a resposta do circuito eletrônico excitável sob ação
de um estímulo DC adicionado de ruído.

Em um processo de Poisson homogêneo a taxa média de disparosr(t), devido a sua in-
dependência temporal, é denotada simplesmente porr. A partir dela podemos determinar a
probabilidade de ocorrência de qualquer série den spikesem um período de tempoT. Deno-
tamos esta probabilidade porPn(T). Para determinarPn(T), dividimos o intervalo de tempoT
em M bins de tamanho∆t = T/M. Assumimos que∆t é suficientemente pequeno, de forma
que não encontramos doisspikesem um único bin. A probabilidadePn(T) é um produto de
três fatores: a probabilidade den spikesocorrerem em um determinado conjunto deM bins,
a probabilidade de não ocorreremspikesnosM −n bins restantes e o fator combinatório das
possíveis formas de alocarn spikesemM bins. A probabilidade de ocorrer umspikeé um dado
bin é igual ar∆t, portanto, probabilidade den spikesocorrerem emn bins específicos é(r∆t)n.
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Da mesma forma, a probabilidade de não ocorreremspikesnosM − n bins restantes é dada
por (1− r∆t)M−n. Finalmente, o número de formas de alocarn spikesemM bins é dado pelo
coeficiente binomialM!/(M−n)!n!. Agrupando estes três fatores obtemos, no limite em que
o tamanho do bin tende a zero:

Pn(T) = lim
∆t→0

M!
(M−n)!n!

(r∆t)n(1− r∆t)M−n. (3.8)

Note que como∆t → 0, M → ∞ pois M∆t = T e portantoM − n ≈ M = T/∆t. Definindo
δ =−r∆t obtemos:

lim
∆t→0

(1− r∆t)M−n = lim
δ→0

((1+δ )1/δ )−rT = e−rT , (3.9)

onde usamos a definição do número neperianoe= limδ→0(1+δ )1/δ . Para grandes valores de
M vale a aproximaçãoM!/(M−n)! ≈ Mn = (T/∆t)n, de forma que a probabilidade de quen
spikesocorram em um intervalo de tempoT é escrita como:

Pn(T) =
(rT )n

n!
e−rT . (3.10)

A equação (3.10) é chamada distribuição de Poisson2. Na figura 3.5a, o gráfico da probabi-
lidadePn(T) é mostrado para alguns valores den. Note que quandon cresce,Pn(T) atinge
um máximo para maiores valores deT. A figura 3.5b mostra a probabilidade de ocorrência de
vários números despikespara um valor derT = 10. Note também que para grandes valores
de n a distribuição de Poisson se aproxima da distribuição Gaussiana com média e variância
iguais arT . A figura 3.5b mostra que paran= 10, esta aproximação já é muito boa.

A condição de normalização da distribuição de Poisson em relação à variáveln, válida para
qualquer valor deT, é dada por:

∞

∑
n=0

Pn(T) = 1. (3.11)

A equação (3.10) já obedece a esta normalização3.
A partir da distribuição de probabilidades de Poisson podemos calcular o número médio de

spikes〈n〉 assim como a variânciaσ2 de uma amostra de períodoT:

〈n〉= σ2 = rT. (3.12)

O resultado da equação (3.12), obtido no Apêndice C, é uma assinatura do processo de Pois-
son e serve como um teste para determinar se um processo estatístico segue a distribuição da
equação (3.10). Para avaliar uma série temporal despikesvamos definirts como intervalo de
tempo entre doisspikessucessivos da série temporal. A distribuição das probabilidades de que
não ocorra umspikeatéts dada a ocorrência de umspikeem t = 0 é igual a distribuição dos

2Consulte o Apêndice C para outra derivação da distribuição de Poisson.
3Veja a equação (C.5) do Apêndice C.
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Figura 3.5 Distribuição de PoissonPn(T) =
(rT )n

n! e−rT . a) A probabilidade de que um processo de
Poisson homogêneo geren spikesem função do períodoT para alguns valores den. A probabilidade
é plotada em função derT , tornando o gráfico aplicável a qualquer taxa média de disparosr. b) A
probabilidade de encontrarn spikesem um processo de Poisson comrT = 10 (pontos) em comparação
com uma distribuição gaussiana com média e variância iguais a 10 (linha).

intervalos entrespikessucessivos. Em um processo de Poisson homogêneo essa distribuição é
equivalente a distribuição de Poisson (3.10) comn= 0:

P0(ts) = e−rts, (3.13)

ou seja, a distribuição de intervalos entrespikesé exponencial, podendo ser caracterizada por
um intervalo característico 1/r. Intervalos curtos entrespikessão mais prováveis do que inter-
valos longos. A equação (3.13) também pode ser utilizada como teste para determinar se um
processo estatístico segue a distribuição de Poisson.

A distribuição de Poisson, apesar de simples, é capaz de modelar a resposta de alguns
sistemas neuronais com boa aproximação. A figura 3.6a mostraa relação entre o número médio
despikese a respectiva variância extraída de medições em neurônios MT (medial temporal) de
macacos em estado de vigília. A área MT é uma região visual do cortex de primatas onde
muitos neurônios são sensíveis a imagens em movimento. As médias e variâncias individuais
estão concentradas ao redor da linha diagonal prevista peladistribuição de Poisson (equação
(3.12)).

Para analisar a distribuição de intervalos entrespikessucessivos a partir de dados experi-
mentais utilizam-se histogramas, ou seja, conta-se a quantidade de intervalos entrespikesque
pertencem a cada divisão realizada no tempo. A figura 3.6)b mostra um histograma dos inter-
valos entrespikessucessivos (isi) de neurônios da região MT de macacos sujeitos a imagens
que consistem em pontos cujos movimentos são aleatórios. Para intervalos maiores que 10 ms,
a forma do histograma é exponencial de acordo com a equação (3.13), no entanto, para valores
menores, o histograma apresenta uma rápida queda, em oposição ao aumento para pequenos
intervalos previsto pela distribuição de Poisson. Este resultado advém do período refratário dos
neurônios, que tornam intervalos curtos entrespikespouco prováveis. A figura 3.6c mostra um
histograma teórico da distribuição de intervalos entrespikesobtido da distribuição de Poisson
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Figura 3.6 Comparação entre a distribuição de Poisson e a resposta de neurônios MTde macacos em
estado de vigília. a) Relação entre a média despikes〈n〉 e as respectivas variânciasσ2 em amostras
de 256 ms. A linha diagonal é a previsão da distribuição de Poisson (equação (3.12)). b) Histograma
da distribuição de intervalos de tempo entre spikes sucessivos (isi). A distribuição é exponencial para
valores dos intervalos maiores que 10 ms e cai rapidamente para valores menores devido ao período
refratário do neurônio em questão. c) Histograma teórico da distribuição de intervalos entrespikes
obtido a partir da distribuição de Poisson adicionada de um período refratário estocástico. (Adaptado de
Peter Dayan e L.F. Abott, 2000) [6]

com a adição de um período refratário estocástico, que leva em conta as regiões absolutamente
refratária e relativamente refratária dos neurônios.

Na figura 3.7 mostramos uma série temporal despikesobtida do circuito eletrônico excitá-
vel na montagem da figura 3.3 como resposta à tensão de entradaVin. A tensãoVDC é ajustada
de forma a deixar o sistema em um ponto fixo estável, mas próximo da bifurcação de Hopf, o
que corresponde a deixar o sistema na região de excitabilidade, em contraste com a região onde
oscilações sustentadas ocorrem (para uma descrição completa dos parâmetros experimentais
utilizado consulte o Apêncice B). A tensãoVruido gera uma série de pulsos de tensão, alguns
despolarizantes e outros hiperpolarizantes. Os pulsos deslocam a isóclinȧV− = 0 (equivalente
a ẇ = 0) e podem fazer o sistema dar uma volta ao longo do ciclo limite, retornando em se-
guida ao ponto fixo estável determinado porVDC, se a amplitude do pulso for suficiente para
ultrapassar a tensão que determina a perda de estabilidade do ponto fixo. Neste caso umspike
ocorre. A taxa média de disparosr pode ser ajustada alterando o valor deVDC: quanto maior a
proximidade da tensão onde ocorre a bifurcação de Hopf, maior a taxa média de disparos.

O histograma de uma série despikesobtida do circuito eletrônico excitável é mostrado no
inset da figura 3.8a. Para comparar este resultado com a estatística de Poisson verificaremos
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Figura 3.7 Série despikesobtida do circuito eletrônico excitável na montagem da figura 3.3. A tensão
VDC foi ajustada de forma a deixar o sistema em um ponto fixo estável, mas próximo da bifurcação de
Hopf. Um dos intervalos entrespikessucessivos (ou isi:interspike interval) é mostrado explicitamente.
Para avaliar as propriedades estatísticas da série, a dividimos em janelas temporais. Podemos assim
determinar o número médio despikes〈n〉 e a variânciaσ2 da série em função do tamanho da janela.

se as equações (3.12) e (3.13) descrevem bem a estatística dasérie. Em vez de compararmos
diretamente o histograma da série temporal com a equação (3.13), é mais vantajoso analisar a
distribuição acumuladaD(t):

D(t) = A
∫ ∞

t
P0(ts)dts = e−rt , (3.14)

ondeA = r é uma constante de normalização positiva. Note que a normalização na equação
(3.14) é em relação à variávelts:

∫ ∞

0
AP0(ts)dts =

∫ ∞

0
re−rtsdts = D(0) = 1. (3.15)

A distribuição acumuladaD(t) é estritamente decrescente e representa a soma das probabilida-
des de que não ocorra umspikeaté um tempots dado que ocorreu umspikeem t = 0, ondets
varia de um tempot até um tempo arbitrariamente grande. Com dados experimentais, o histo-
grama da distribuição acumulada apresenta menos flutuações, sendo por isso mais fácil obter
o valor da taxa média de disparosr. Na figura 3.8a, mostramos a distribuição acumulada, em
escala log-linear, do histograma mostrado no inset do mesmográfico. A linha tracejada é um
ajuste da distribuição de Poisson, fornecendo uma taxa média de disparosr = 10 s−1.

Como mostrado na figura 3.7 dividimos a série temporal em janelas de tempo e contamos
o número despikesem cada janela. O número médio despikesda série é, então, a média do
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Figura 3.8 Estatística de uma série despikesde duração 100 s obtida do circuito eletrônico na mon-
tagem da figura 3.3. a) Distribuição acumulada dos intervalos entrespikessucessivosD(t) em escala
log-linear. Inset: histograma correspondente dos intervalos entrespikessucessivos. A linha tracejada
é um fit da distribuição de Poisson com taxa média de disparosr = 10 s−1. Nos gráficos seguintes,
dividimos a série temporal em pequenas janelas de tempo. O número médio despikes〈n〉 (b) e variância
σ2 (c) são mostrados em função do tamanho da janela de tempo. Para valores maiores da janela de
tempo, o número de divisões na série temporal diminui, tornando a incerteza na estatística maior. As
linhas tracejadas são fits do resultado da equação (3.12). d) Variância da série despikesem função do
número de médio de disparos. A linha tracejada é um ajuste da equaçãoσ2 = k〈n〉. Para a distribuição
de Poisson,k= 1.

número despikesrealizada sobre as janelas temporais, ou seja:

〈n〉=
1
N

N

∑
i=1

ni , (3.16)

ondeN é o número total de janelas eni é o número despikesna janelai. Após calcularmos〈n〉,
a variância da série temporal pode ser calculada da seguinteforma:

σ2 =
1
N

N

∑
i=1

(ni −〈n〉)2, (3.17)

que é equivalente aσ2 =
〈

n2
〉

−〈n〉2. De acordo com a equação (3.12), tanto o número médio
despikescomo a variância em uma série despikesque segue a distribuição de Poisson crescem
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Figura 3.9 Gráfico da variância em função do número médio despikespara algumas séries temporais de
spikescom diferentes taxas médias de disparo. A linha diagonal é a previsão da distribuição de Poisson.

linearmente com o tamanho das janelas de tempo sobre as quaisessas quantidades são calcu-
ladas. As figura 3.8b e c mostram a dependência de〈n〉 e σ2 com o tamanho das janelas de
tempo, que estão em acordo com a previsão da equação (3.12). Afigura 3.8d mostra a variância
da série despikesem função do número de médio de disparos. A linha tracejada é um ajuste da
equaçãoσ2 = k〈n〉. Para a distribuição de Poisson,k= 1.

Para concluir o estudo da estatística das séries despikesdo circuito eletrônico excitável, a
figura 3.9 mostra a relação entre a variância e o número médio de disparos de séries temporais
despikescom diferentes taxas médias de disparo. Os pontos se concentram em torno da linha
diagonal prevista pela distribuição de Poisson (equação (3.12)).

3.3 Determinando a faixa dinâmica

A faixa dinâmica de um sistema determina a capacidade de resposta deste sistema às diver-
sas intensidades de estímulo. Redes neuronais são capazes deprocessar estímulos de diversas
intensidades. Seres humanos, por exemplo, conseguem perceber objetos em uma noite sem
luar, apenas sob o brilho das estrelas assim como sob incidência direta da luz do Sol. A di-
ferença entre estas intensidades luminosas chega a 100dB, o que corresponde a uma razão de
109 entre seus valores. As leis que governam faixas dinâmicas grandes foram estudadas tanto
em um nível psicológico [1], através da piscofísica, como nonível neural [19, 20] , no entanto
sem considerar que mecanismos eram responsáveis por tais leis. Recentemente, estudos em fí-
sica estatística [2] sugeriram que grandes faixas dinamicas em sistemas neuronais podem surgir
como um fenômeno coletivo de elementos excitáveis com faixas dinâmicas pequenas.
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Figura 3.10 RespostaF do circuito eletrônico excitável na montagem da figura 3.3 como função da
intensidade estímulo externoV. DeterminamosV0, o valor do estímulo a partir do qual a resposta passa
a diferir deF0 determinando o ponto de interceção de uma reta ajustada no gráficoF ×V (inset).

Como um primeiro passo na obtenção da faixa dinâmica de uma rede de elementos excitá-
veis formada a partir do circuito eletrônico excitável da figura 2.1, mostraremos como medir a
faixa dinâmica de um dos elementos da rede.

A figura 3.10 mostra a respostaF do circuito eletrônico excitável na montagem da figura
3.3 em resposta ao estímulo externoVDC. Para obterF a partir de dados experimentais é
preciso adquirir pelo menos uma série temporal despikespara cada valor deV examinado.
A partir das séries temporais, calculamos a taxa média de disparos (mean firing rate) para
cada valor deV dividindo o número despikesna série pelo tempo de aquisição da série. A
estatística dos resultados poderia ser melhorada se usássemos um procedimento semelhante
ao da seção enterior, dividindo as séries temporais em janelas e calculando a taxa média de
disparos como uma média sobre as janelas, entretanto, como sistemas sensoriais na natureza
tem poucos milisegundos para decodificar as informações captadas, torna-se importante que as
séries temporais despikessejam de curta duração, assim como a decodificação da série emuma
resposta. Na figura 3.10, as séries temporais despikestêm duração de 10 s.

A respostaF do circuito excitável apresenta um valor mínimoF0, correspondente a uma
taxa média de disparosr = 0, e uma resposta máximaFmax, correspondente a um nível de
saturação. Para simplificar a notação, a partir de agora chamaremos o estímulo externoVDC

apenas deV. A faixa dinâmica, definida como:

∆ = 10log10

(

V0.9

V0.1

)

, (3.18)
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Figura 3.11 RespostaF do circuito eletrônico excitável em função do estímulo normalizadoV −V0.
Os níveis de resposta mínimoF0 e de saturaçãoFmax estão indicados por linhas tracejadas. A região de
resposta[F0.1,F0.9] relevante para o cálculo da faixa dinâmica∆ do circuito excitável está indicada por
linhas sólidas. A faixa dinâmica encontrada tem valor∆ = 8.47dB.

ondeV0.1 eV0.9 satisfazem a equação:

F(Vx) = xFmax+F0(1−x). (3.19)

Na figura 3.10, a reposta mínima éF0 = 0. A faixa dinâmica∆ corresponde a um intervalo
onde variações na intensidade do estímulo (medidos em dB) podem ser codificadas de forma
robusta em variações na resposta do circuito excitável. As regiões em que a intensidade do
estímulo é muito fraca para que a resposta do circuito possa ser distinguida da resposta mínima
F0 ou muito forte a ponto da resposta não poder ser distinguida do nível de saturaçãoFmax

são descartadas do cálculo da faixa dinâmica.V0 é definido como a tensão a partir da qual a
resposta passa a diferir da resposta mínimaF0. Na figura 3.11 mostramos a curva de resposta
do circuito excitável em função do estímulo normalizadoV −V0. Os valores dos estímulosV0.9

eV0.1 e as repostas correspondentes (F0.9 e F0.1) estão indicadas por linhas sólidas. O nível de
resposta mínimaF0 e de saturaçãoFmax estão indicados por linhas tracejadas. O valor obtido
da faixa dinâmica foi∆ = 8.47dB.

Para medir a respostaF do circuito excitável, devemos ter o cuidado de deixar o sistema
na região de excitabilidade, ou seja, fora da região de oscilações sustentadas. Podemos ver
como a taxa média de disparos do circuito excitável na montagem da figura 3.3 se comporta na
região pós-bifurcação de Hopf na figura 3.12. A frequência deoscilação do circuito excitável
quando submetido apenas a uma tensão constante, sem adição de ruído, também é mostrada4.

4Veja as figuras 2.5d e 2.10d para comparação.
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Figura 3.12 Comparação entre os regimes de excitabilidade e de oscilações sustentadasdo circuito
eletrônico excitável. O circuito é submetido a um estímulo externo DC adicionado de ruído conforme
a figura 3.3 (círculos pretos). A respostaF é medida como função do estímuloV. Ao aumentarmos a
intensidade deV além de−7.93V o circuito passa da região excitável, em que, após umspikecausado
por um pico despolarizante do ruído, retorna ao ponto fixo estável, paraa região onde ocorrem oscilações
sustentadas, em que o ponto fixo do sistema é instável e o único atrator é o ciclo limite decorrente da
bifurcação de Hopf. Quando o circuito é submetido apenas a um estímulo DC,sem adição de ruído,
a respostaF só é não nula na região de oscilações sutentadas (quadrados brancos). Os patamares em
valores múltiplos de 60 Hz possivelmente ocorrem devido ao acoplamento da respostaF com oscilações
da rede de energia elétrica.

Note que a taxa média de disparos apresenta patamares em valores de frequência múltiplos de
60 Hz (linhas pontilhadas horizontais). Este comportamente, possivelmente, tem origem no
acoplamento da respostaF do circuito com as oscilações da rede de energia elétrica (60Hz e
harmônicos).



CAPÍTULO 4

Conclusão

Neste trabalho descrevemos um circuito eletrônico simples, constituido apenas de resisto-
res, um capacitor e um amplificador operacional, que possui propriedades de excitabilidade.
Apresentamos dois modelos bidimensionais com características semelhantes ao modelo de
FitzHugh-Nagumo, que descrevem qualitativamente a dinâmica de potenciais de membranas
neuronais. O circuito é construído de modo a ter apenas um ponto fixo, cuja estabilidade é
governada por uma bifurcação de Hopf: a perda de estabilidade faz com que o circuito oscile
em um ciclo limite estável, de forma similar ao que ocorre no modelo de FitzHugh-Nagumo.

Para simular as condições da variabilidade da resposta de umneurônio a estímulos físicos,
adicionamos à tensão DC utilizada para estimular o circuitoeletrônico excitável a tensão de
saída de um circuito gerador de ruído, cujo funcionamento é baseado na amplificação do ruído
térmico de um diodo Zener. Verificamos que a resposta do circuito excitável, medida através
da taxa de média de disparos (mean firing rate), obedece, com boa aproximação, a estatística
de um processo de Poisson homogêneo.

A faixa dinâmica∆ do circuito excitável, quando estimulado por uma tensão DC adicionada
de ruído, foi medida e resultou no valor∆ = 8.47 dB.

Em trabalhos futuros, pretendemos conectar várias cópias do circuito eletrônico excitável
em rede, obtendo assim um meio excitável. A cada elemento da rede deve estar associado uma
fonte de ruído independente, de forma a aumentar a variabilidade da resposta. A conexão entre
os elementos deve ser feita através de um circuito “sináptico”, capaz de integrar temporalmente
os vários estímulos que chegam a um elemento da rede. Como objetivo principal, procuraremos
medir a resposta da rede a um estímulo (tensão) DC. Esperamos que ocorra um aumento da
faixa dinâmica do sistema em relação à faixa dinâmica de um elemento isolado de acordo com
as referências [2, 5]. Poderemos ainda verificar a dependência da faixa dinâmica com o tipo de
rede em que os circuitos excitáveis estão conectados.
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APÊNDICE A

Circuitos eletrônicos simples com amplificadores
operacionais

Ao longo deste trabalho, mencionamos vários circuitos que utilizam amplificadores ope-
racionais como principal componente. Ao contrário dos componentes eletrônicos passivos,
como resistores e capacitores, amplificadores operacionissão componentes ativos, ou seja, eles
requerem uma tensão de alimentação para funcionar corretamente.

A.1 Circuito comparador

Vb

Va

V+

Vout

V−V+ −

Vb

Va

Gopen−loop

Vout

V_

b)

a)

Figura A.1 a) Circuito comparador (amplificador operacional). b) Tensão de saídaVout em função de
V+−V−.

O uso mais simples de um amplicador operacional é circuito comparador, cujo único com-
ponente é o próprio amplificador. A figura A.1a mostra o amplificador com seus terminais
inversor (−), não-inversor (+), as tensões de entrada (V+ eV−), a tensão de saída (Vout) e ten-
sões de alimentação (Va eVb). Operando na forma de um circuto comparador, a tensão de saída
é uma função da diferença das tensões de entrada:

Vout = Gopen−loop(V+−V−), (A.1)

ondeGopen−loop é uma constante e tem valores da ordem de 106. Apesar dos grandes valores
atingidos pela constanteGopen−loop, Vout satura nas tensões de alimentação (figura A.1b) e por
isso a região de valores deV+−V− onde não ocorre saturação é muito pequena. Em situações
práticas, a saída do circuito comparador pode ser aproximada por:

{

Vout =Va, seV+ >V−

Vout =Vb, seV+ <V− .
(A.2)
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A.2 Circuito amplificador inversor

Usos mais interessantes do amplificador operacional surgemquando o teminal inversor
é retro-alimentado pela saídaVout. Nesta condição, chamada retro-alimentação negativa, as
tensõesV+ e V− são mantidas próximas eVout passa a depender apenas da forma em que a
conexões do circuito são realizadas: a constanteGopen−loop deixa de ser importante.

Vout

R f

Vin R in

Figura A.2 Circuito amplificador inversor.Vout =−
Rf

Rin
Vin.

Duas regras governam a operação de amplificadores operacionais sob condições de retro-
alimentação negativa: (1) as tensões nos terminais inversor e não-inversor são iguais; (2) não
há fluxo de corrente para estes terminais. A regra (2) implicaque os terminais inversor e não-
inversor tem impedância infinita. As regras (1) e (2) são válidas apenas se a saída não estiver
saturada.

O circuito amplificador inversor (figura A.2) é um exemplo de uso do amplificador opera-
cional em condições de retro-alimentação negativa. A tensão de saídaVout pode ser calculada
facilmente a partir das duas regras. Como o terminal não-inversor está aterrado, seu potencial
é nulo. Da regra (1) temos:

V+ = 0=V−. (A.3)

Como não há fluxo de corrente para o terminal inversor, a corrente I que passa pelo resistorRin

é a mesma que passa pelo resistorRf , portanto:

Vout =Vin − (Rin +Rf )I . (A.4)

Usando o resultado da equação (A.3), obtemos queI = Vin/Rin. Substituindo o valor deI na
equação (A.4) nos dá o resultado desejado:

Vout =−
Rf

Rin
Vin. (A.5)

O circuito da figura A.2 é chamado inversor pois a tensão de saída tem o sinal contrário ao da
tensão de entrada. O fator de amplificação pode ser controlado através dos resistoresRin eRf .

A.3 Buffer

O circuito da figura A.3 é chamado buffer ou seguidor de tensão, pois a tensão de saída é
igual a de entrada. Um buffer proporciona alta impedância deentrada, impedindo que elemen-
tos do circuito posteriores a ele drenem corrente dos elementos anteriores. Pode-se utilizá-lo
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por, exemplo, para ligar um resistor de baixa impedância à uma fonte de tensão real sem que a
tensão provida pela fonte seja alterada. A relaçãoVout =Vin decorre imediatamente das regras
(1) e (2).

Vout
Vin

R

Figura A.3 Buffer. Vout =Vin.

A.4 Circuito subtrator

Vout

R

R

V

V

1
1

2

3

R2
R4

Figura A.4 Circuito subtrator.Vout =
(R1+R3)

R1

R4
(R2+R4)

V2−
R3
R1

V1.

Utilizamos o circuito subtrator (figura A.4) para obter ospikedo circuito eletrônico ex-
citável. A relação entre as tensõesV1, V2 e Vout é obtida considerando as regras (1) e (2).
Lembrando que não flui corrente para os terminais inversor e não-inversor do amplificador
operacional, note que a correnteI2, que passa pelos resistoresR2 eR4, é dada por:

I2 =V2/(R2+R4). (A.6)

O potencial no terminal não-inversor é dado por:

V+ =V2−R2I2 = R4I2 =
R4

R2+R4
V2 =V−, (A.7)

onde na última igualdade utilizamos a regra (1). A correnteI1, que passa pelos resistoresR1 e
R3, é obtida utilizando-se o resultado da equação (A.7):

I1 =
V1

R1
−

R4

R2+R4

V2

R1
. (A.8)

ComoVout =V1−(R1+R3)I1, substituindo o valor deI1 obtido da equação (A.8), encontramos
a relação entreVout, V1 eV2:

Vout =
(R1+R3)

R1

R4

(R2+R4)
V2−

R3

R1
V1. (A.9)
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A tensão de saída do circuito subtrator, portanto, é um subtração ponderada das tensõesV2 eV1.
Podemos controlar os pesos ajustando os valores dos resistores. Em particular, seR1 = R2 =
R3 = R4 obtemos uma subtração simples:Vout =V2−V1.

A.5 Circuito somador

Utilizamos o circuito somador (figura A.5) para obter o sinalde estímulo do circuito ele-
trônico excitável, somando o ruido originado do circuito dafigura 3.1 com uma tensão DC.
Para obter a relação entre as tensõesVout, V1 e V2, basta notar queI1 = V1/R1, I2 = V2/R2, e
Vout =−(I1+ I2)R3:

Vout =−

(

R3

R1
V1+

R3

R2
V2

)

. (A.10)

A tensão de saída do circuito somador é uma soma ponderada dastensõesV2 eV1 com sinais
inversos. SeR1 = R2 = R3 temosVout =−(V1+V2).

VoutR2

RV 1
1

V2

R3

Figura A.5 Circuito somador.Vout =−
(

R3
R1

V1+
R3
R2

V2

)

.



APÊNDICE B

Instrumentos e valores dos compontes eletrônicos
utilizados

Utilizamos uma fonte de tensão modelo Minipa para alimentaros circuitos. A tabela B.1
mostra os valores dos componentes utilizados no circuito eletrônico excitável (figura 2.1).

Componente Valor Especificações adicionais

R1 1kΩ precisão 1%
R2 10kΩ precisão 1%
R3 1MΩ precisão 1%
R4 10kΩ precisão 1%
R5 10kΩ precisão 1%
C 1nF cerâmica
Va 10V −
Vb −10V −

Tabela B.1 Valores dos componentes eletrônicos utilizados no circuito eletrônico excitável.

Note que a aproximaçãoI3 ≃ 0 assumida na página 34 é razoável pois

R4

R3
=

R5

R3
= 0.01. (B.1)

Utilizamos um gerador de função modelo HP para fornecer a tensão DCVin aplicada ao cir-
cuito excitável. Os dados do circuito foram adquiridos por um osciloscópio modelo Tektronics.
A amostragem dos dados é ajustada no osciloscópio e as aquisições são feitas com séries de
106 pontos (a amostragem é obtida dividindo esta quantidade de pontos pela duração da série
temporal).

No diagrama de blocos da figura 3.3 utilizamos um circuito subtrator, um somador e um
buffer. Como visto no Apêndice A, cada um destes circuitos contém um amplificador opera-
cional. Na montagem da figura 3.3, estes amplificadores fazemparte de um circuito integrado
TL074CN contendo quatro amplificadores operacionais iguais. As tensões de alimentação são
compartilhadas por todos o amplificadores operacionais no circuito integrado. Utilizamos o
quarto amplificador operacional do circuito integrado TL074CN para montar o circuito eletrô-
nico excitável. Os componentes eletrônicos de cada circuito estão relacionados na tabela B.2.
As valores das tensões de alimentaçãoVa eVb também são mostradas.

O bloco somador, com os valores do componentes da tabela B.2, tem como tensão de saída
Vout =−(V1+V2). Já bloco subtrator possui tensão de saídaVout = (1.5V2−0.67V1).
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Bloco Componente Valor Especificações adicionais

R1 10kΩ precisão 5%
Somador R2 10kΩ precisão 5%

R3 10kΩ precisão 5%

R1 1.5kΩ precisão 5%
Subtrator R2 100Ω precisão 5%

R3 1kΩ precisão 5%
R4 1kΩ precisão 5%

Buffer R 1kΩ precisão 5%

Alimentação Va 10V −
Vb −10V −

Tabela B.2 Valores dos componentes eletrônicos utilizados nos blocos da figura 3.3. A montagem de
cada bloco e os índices das resistências estão de acordo com os circuitosapresentados no Apêncice A.



APÊNDICE C

Processo de Poisson

Um processo de Poisson é um processo estocástico em que eventos ocorrem continuamente
e indepedentemente uns dos outros. Um número grande de fenômenos são bem modelados
por processos de Poisson. Entre eles estão decaimento radioativo de átomos, chamadas em
uma central telefônica, pingos de chuva caindo em uma determinada área, etc.. No Capítulo 3
deste trabalho vimos que a resposta neuronal a estímulos, medida como uma taxa de disparos
ou potenciais de ação, também pode ser modelada por um processo de Poisson. A seguir,
apresentaremos uma dedução diferente da apresentada no Capítulo 3 da distribuição de Poisson
e complementaremos alguns resultados usados naquele capítulo.

C.1 Equação mestra e função geratriz para o processo de Poisson

Em física, uma equação mestra é grupo de equações diferenciais de primeira ordem que
descrevem a evolução das probabilidades de um sistema de estados discretos ocupar cada um
dos seus estados:

dPn(t)
dt

= ∑
m

WnmPm(t)−∑
m

WmnPn(t). (C.1)

Pn(t) é a probabilidade do sistema estar no estadon no tempot. Wnm é uma matriz que repre-
senta a taxa com que o sistema muda do estadompara o estadon. Em um processo de Poisson,
a matrizW é definida como:

Wnm= δm,n+1r, (C.2)

ou seja, só ocorrem transições entre estados consecutivos ea taxa dessas transições é constante
e igual ar. A equação mestra para o processo de Poisson é, portanto:

dPn(t)
dt

= rPn−1(t)− rPn(t). (C.3)

Para determinar a distribuição de probabilidadesPn(t), utilizamos uma função geratriz, que
consiste em uma série de potências formal em uma variável. Para processos de Poisson, a
função geratriz é dada por:

f (x, t) =
∞

∑
n=0

Pn(t)x
n. (C.4)

Podemos observar algumas propriedades desta função geratriz atribuindo valores à variávelx:

f (x= 1, t) =
∞

∑
n=0

Pn(t) = 1, (C.5)
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que é a condição de normalização da distribuição de probabilidadesPn(t), válida para qualquer
instante de tempo. Aplicando derivadas sucessivas a funçãogeratriz encontramos cada uma das
funçõesPn(t):

f (x= 0, t) = P0(t)

f (1)(x, t) =
∞

∑
n=0

nPn(t)x
n−1 x=0

= P1(t)

f (2)(x, t) =
∞

∑
n=0

n(n−1)Pn(t)x
n−2 x=0

= 2P1(t)

...

(C.6)

onde f (n) representa a n-ésima derivada em relação à variávelx. De forma geral, temos:

f (n)(x= 0, t) = n!Pn(t). (C.7)

Ao calcularmos a derivada temporal da funçãof (x, t) obtemos uma equação diferencial de
primeira ordem para a funçãof (x, t) utilizando o resultado da equação (C.3):

d f(x, t)
dt

=
∞

∑
n=0

xndPn(t)
dt

(C.3)
=

∞

∑
n=0

xn[rPn−1(t)− rPn(t)]. (C.8)

Fazendon− 1 = m no primeiro termo do somatório (∑n=0xnrPn−1(t) → ∑m=0xm+1rPm(t))
temos:

d f(x, t)
dt

=
∞

∑
m=0

xm+1rPm(t)−
∞

∑
n=0

xmnrPn(t) = rx f (x, t)− r f (x, t) =−r(1−x) f (x, t). (C.9)

Resolvendo esta equação diferencial chegamos ao resultado:

f (x, t) = e−rt e−rtxg(x), (C.10)

ondeg(x) é uma função só dex que resulta da integração da equação diferencial. Utilizando a
condição de normalização (C.5), temos que

f (x= 1, t) = 1= g(1). (C.11)

Fazendog(x) = 1 a condição é satisfeita:

f (x, t) = e−rt ertx. (C.12)

Portanto determinamos a função geratriz do processo de Poisson através da equação mestra
(C.3). Utilizando a equação (C.7), podemos calcular as distribuições de probabilidadesPn(t):

P0(t) = f (x= 0, t)e−rt

P1(t) =
∂ f
∂x

∣

∣

∣

x=0
= rte−rt

P2(t) =
∂ 2 f
∂x2

∣

∣

∣

x=0
=

1
2!
(rt )2e−rt

...

(C.13)
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ou, de forma mais geral:

Pn(t) =
(rt )n

n!
e−rt , (C.14)

que é o mesmo resultado da equação (3.10). A figura 3.5a mostrao gráfico da probabilidade
Pn(t) para alguns valores den.

Ainda podemos utilizar a função geratriz para calcular o número médio de eventos que
ocorrem em um intervalo de tempot. Note quef (1)(x= 1, t) = ∑∞

n=0nPn(t) = 〈n〉, portanto, da
equação (C.12):

〈n〉= rte−rt ert = rt . (C.15)

Para a variânciaσ2, primeiro calcularemos
〈

n2
〉

:

f (2)(x= 1, t) =
∞

∑
n=0

n(n−1)Pn(t) =
〈

n2〉−〈n〉

= (rt )2,

(C.16)

portanto:
〈

n2〉= (rt )2+ 〈n〉= (rt )2+ rt . (C.17)

A variância é, portanto,:

σ2 =
〈

n2〉−〈n〉2 = (rt )2+ rt − (rt )2 = rt . (C.18)

O resultado das equações (C.15) e (C.18) é o mesmo da equação (3.12).
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