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Resumo

Sistemas sensoriais biolégicos usualmente sao formadagges complexas de milhares
de neurdnios e podem atingir altos niveis de sensibilid@der humano, por exemplo, conse-
gue perceber objetos em uma noite sem luar, apenas sob @ taghestrelas assim como sob
incidéncia direta da luz do Sol. A diferenca entre estaggitiades luminosas chega a 100 dB,
0 que corresponde a uma razdo dé dftre seus valores. Esta sensibilidade elevada se traduz
em uma faixa dindmica larga. Estudos recentes em fisicdstista sugerem que faixas dina-
micas largas emergem de sistemas excitaveis como um fedokativo de varios elementos
excitaveis, cujas faixas dinamicas sao pequenas. Este tfgi possiveis aplicacdes praticas
na construcao de sensores de alta sensibilidade a partérae wlementos iguais de baixa
sensibilidade. Este trabalho propde um circuito elet@ekcitavel simples como o elemento
bésico na construcdo de um sensor eletrénico de alta detzsilei

O circuito, composto apenas de um amplificador operaciamalcapacitor e resistores,
apresenta dinamica semelhante aquela do modelo neurokékEeigh-Nagumo. Proprieda-
des deste modelo, como a bifurcacdo de Hopf que leva o sistersalar em um ciclo limite
estavel, podem ser observadas experimentalmente. DoislosodinAmicos bidimensionais
Sao propostos para descrever o circuito a partir dos quatajos os dados experimentais. A
nao-linearidade do circuito tem origem no amplificador apgmal, que se comporta como um
circuito comparador e cuja dinamica € governada por umaifusignilar a fungéo de Heaviside
ou degrau.

Em sistemas neuronais, a resposta a um estimulo pode vari@amdstra para amostra
mesmo que a intensidade do estimulo se mantenha constante fGotes dessa variabilia-
dade podemos citar a aleatoriedade dos varios procesdtsdoi® que governam a geracao
de potenciais de acasgike$ além da propria natureza estocastica dos estimulos (litga
na concentracdo de odorante, tomando como exemplo o sisemsarial olfatério). Procu-
ramos reproduzir estes efeitos no estimulo aplicado aaitreletrénico excitavel através de
um gerador de ruido analégico, cujo principio de operacéasédilo na amplificacdo do ruido
térmico de um diodo Zener na regido lleakdown A intensidade do estimulo é controlada
através de uma tensdo DC constante, que € adicionada aoAgdtatistica dospikeggerados
pelo circuito excitavel sob este estimulo pode ser modgladam processo de Poisson homo-
géneo. Temos, entdo, um conversor DC-Poisson, ou sejanaioidde de um sinal constante
convertido em uma taxa de Poisson. Medimos a resposta ditgiexcitavel ao estimulo DC
adicionado de ruido e obtivemos a relacao entre a tensdo Di@xa @e Poisson, a partir da
qual a faixa dindmica do circuito excitavel é calculada.

Palavras-chave: Elementos excitaveis, Neurdnios, Faixa dinAmica, Circaliétrénico, Pro-
cesso de Poisson.
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Abstract

Biological sensory systems usually are made of complex r&saaf thousands of neurons
and may achieve high sensibility. The human being, for exeyrip able to see objects in
a night without moon, only under starlight, as well as undeea sunlight. The difference
between these light intensities reaches 100 dB, correspomalia 18 ratio between its values.
This high sensibility leads to a large dynamical range. Restrdies in statistical physics,
suggest that large dynamical range emerge from excitabtes as a collective fenomena of
excitable elements with small dynamical range. This effest possible practical applications
in the construction of high sensibility sensors made of sngements of low sensibility. This
work proposes a simple excitable electronic circuit as &cleElement in the construction of a
high sensibility electronic sensor.

The circuit, composed only of a operational amplifier, a cétpa and resistors, has dy-
namics equivalent to the dynamics of the FitzHugh-Nagumdehor neuronal excitability.
Properties of this model, like the Hopf bifurcation thatdeahe system to oscillate on a limit
cycle, can be verified experimentally. Two bidimensionatayical models are proposed to
describe the circuit and are compared to experimental deta. circuit non-linearity has its
origins in the operational amplifier, whose dynamics is oatgd by a function similar to the
Heaviside function.

In neuronal systems, the stimulus response may change dresaeples, even though the
stimulus intensity remains constant. As sources to thimbdity we cite the randomness of
the many biophysical process that controls the generafi@actmn potentials, or spikes, and
the stochastic nature of the stimulus (fluctuations in theceatration of odorant molecules
that stimulates the olfactory sensory system, for exampl@) reproduce this effect on the
excitable electronic circuit, we introduce noise genatdtem an analogical noise generator
circuit, whose principle of operation is based in the angatiion of thermal noise from a Zener
diode working in its breakdown region. The intensity of thiensilus is controlled through a
DC voltage, added to the noise. The statistics of the spikesmted by the excitable circuit
corresponds to that of a homogeneous Poisson process. @dlhan, a DC-Poisson converter,
in other words, the intensity of a constant stimulus is coie¢kto a Poisson rate. We measured
the excitable circuit response to the DC voltage added teerand obtained a relation between
the DC voltage and the Poisson rate, from which the dynamacaje of the excitable circuit
could be calculated.

Keywords: Excitable elements, Neurons, Dynamical range, Electromauiit, Poisson pro-
cess.
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CapPiTuLo 1

Introducéao

A sensibilidade de seres humanos a estimulos externos  algeestudo de cientistas
desde o século XIX. A area da psicologia que estuda a perceeci@dividuos a estimulos fi-
sicos, como calor, brilho, presséo, etc., € chamada defisieo Ernst Heinrich Weber foi um
dos primeiros a estudar a resposta humana a um estimulo dérangnantitativa. Mais tarde,
Gustav Theodor Fechner realizou um estudo teérico dos asltEdWeber, o que ficou conhe-
cido como lei de Weber-Fechner. Os resultados de Weber enéeshgerem que a resposta
psicofisicaF, uma medida da percepcao de um estimulo fisico, seja umaduagaritmica
do estimulo extern&: F(S) =Clog(S). Se o estimulo varia como uma progressdo geomé-
trica, ou seja, multiplicado por um fator constante, a retspoorrespondente varia como uma
progressao aritmeética, ou seja, adicionada de uma coestdais tarde, por volta de 1960, o
psicofisico Stanley Smith Stevens [1] publicou uma séridatis psicofisicos que sugere que
a relagdo entre resposta e estimulo é uma lei de potErila= CS", o que ficou conhecido
como lei de Stevens. O expoemteé chamado expoente de Stevens. Outras funcdes foram
propostas para ajustar dados com um alcance maior de n€elesile estimulos a fim de levar
em conta a saturacéo da resposta, em particular, a fun¢adl de(B) = FnaS"/(S"+ S,
ondeFmax € 0 valor de saturacdo da respost® € o valor do estimulo correspondente a res-
postaFmax/2. A figura 1.1 mostra uma comparacéo entre a lei de Stevenaregad de Hill.
Na regido de estimulos fracos, a funcéo de Hill e a lei de 8teweincidem.

Em geral, as leis psicofisicas mostram que individuos peroecom clareza véarias ordens
de magnitude de estimulos resultando em grandes faixand@f Estudos recentes em fisica
estatistica [2] sugerem que faixas dinamicas grandesraucgeno um fendmeno coletivo de
elementos excitaveis de faixa dindmica pequena ligadoseéen Este trabalho tem por objetivo
descrever um circuito eletrénico excitavel cuja dinamiceelhante a dinamica do modelo
de neurdnio de FitzHugh-Nagumo. A partir deste circuitajgmos construir um sensor ele-
trénico constituido de varios destes elementos excita¥speramos que 0 sensor opere com
grande sensibilidade baseado no efeito de alargamentxdalfadmica, quando elementos de
faixas dindmicas pequenas sao ligados em uma rede com igateatz critica [2].

1.1 Meios excitaveis e elementos excitaveis

Excitabilidade é um fenbmeno comum na natureza, ocorrggud@xemplo, em incéndios
florestais, reagfes quimicas, lasers, sistemas neurte@dns cardiacos, dindmica climatica,
entre outros. Propriedades comuns a todos os elementddvexsisdo a existéncia de um es-
tado estacionario, um estado excitado e um estado refrat@rigura 1.2 mostra os diversos
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Figura1.1 Comparacéo entre a lei de Stevér{S) =CS" e a fungéo de HilF (S) = FnaS"/(S"+S)),
com parametromm= 0.5 C = 10, Fnax= 10 e = 1 em escala log-log. O expoenteem ambas as
curvas pode set obtido através da inclinacdo das retas. O inset mostsano g&fico em escala log-
linear

comportamentos do elemento excitavel quando sujeito eedife formas de estimulo. O ele-
mento excitavel permanece no estado estacionario casocoé@ menhuma perturbacdo. Se
um estimulo externo o perturbar, duas situacées podemescaee a intensidade do estimulo
for pequena o elemento excitavel produz uma resposta lideehaixa amplitude (figura 1.2a);
se o0 estimulo for mais intenso do que um certo limiareshold, o elemento deixa o estado
estacionario, passando pelos estados excitado e reftaddrrespostas a estimulos de intensi-
dade maior que o limiar do sistema sao fortemente ndo-kseacorrespodem a uma grande
volta das variaveis dinamicas do sistema no espaco de faselidparo, ospikeocorre neste
caso (figura 1.2b). A resposta do elemento excitavel é dattiggo ou nada, ou seja, a forma
do spikeé aproximadamente independente da intensidade do estdmela estiver acima do
limiar de excitacéo (figura 1.2c). ApGs wpikeo elemento excitavel entra no estado refrata-
rio, durante o qual mesmo estimulos acima do limiar de ex@itando induzem novagpikes
no sistema (figura 1.2e). Apo6s o periodo refratario, o elémercitavel retorna ao estado
estacionario podendo dar origens a nospkes(figura 1.2d).

Em geral, elementos excitaveis ndo se apresentam na retlegprma isolada; ao con-
trério, eles formam redes complexas de onde fenbmenosvosi@tteressantes surgem. Uma
rede de elementos excitaveis é usualmente chamada de nog@vek Uma das principais
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Figura 1.2 Propriedades de elementos excitaveis: diferentes tipo de estimulo (colyuexdzs re-
sultam diferentes tipos de resposta (coluna direita) da dinadmica do sistelmn@a(do meio). a) Um
estimulo abaixo do limiar de excitacao resulta em um movimento de baixa amplitudbadeestado
estacionario do sistema (circulo cheio na coluna do meio). b) Um estimulo aciimdatale excitacéo

faz o sistema escapar para longe do estado estacionario através deas@aeparatriz ou um ponto

fixo instavel (circulo vazio na coluna do meio), resultando em um movimengoathele amplitude das
variaveis do sistemapike. c) Um aumento subsequente na intensidade do estimulo ndo altera a forma
do spikesignificativamente. d) Dois estimulos com separacdo temporal grandtamesm doisspikes

e) Se os estimulos ocorrem em tempos proximos, o elemento excitavel ndodegom unspikeao
segundo estimulo devido ao efeito do periodo refratario. (Extraido dménéret al. (2004) [3])

propriedades de um meio excitavel é a sua habilidade de gaopgmais ativamente, ou seja,
sem perda de amplitude. Por exemplo, um incéndio floresig piela floresta como uma onda
a partir do ponto inicial e se regenera a cada arvore que adiaga. A propagacao ativa de
sinais difere da propagacéo passiva, que é caracterizadanagperda gradual do sinal devido
ao amortecimento do meio de propagacdo. Ondas sonoragjpt@sano ar sao um exemplo
de propagacéo passiva.
A sensibilidade de meios e elementos excitaveis a divemgassidades do estimuBpode

ser analisada em termos da faixa dinanicgque corresponde a um intervalo em que variagdes
na intensidade do estimulo (medidos em dB) sdo codificadasma fobusta em variagdes na
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Figura 1.3 Curva de resposta para um meio excitavel. A faixa dinamiéacalculada excluindo res-
postas muito fracad(< Fo 1) e respostas muito proximas da saturagac-(Fpo). (Adaptado de O.
Kinouchi e M. Copelli (2006) [2])

resposta do elemento excitavel. A faixa dinamica é definacc

S.9
A =10l —_— 1.1
ondeS; satizfaz
F(S) = Fo+ XFmax= Fo + Fx. (1.2)

No céalculo da faixa dinamica sao excluidas as regiées em dutersidade do estimuld é
muito fraca para que a resposta do circuito possa ser digfimgla resposta minima ou
muito forte a ponto da resposta ndo poder ser distinguiddveb de saturacéBmax. A figura
1.3 mostra um exemplo de curva de resposta para um meioww{ci@s parametros relevantes
para o célculo da faixa dindmica sdo mostrados na figura 1.3.

Faixas dinamicas grandes em sistemas neuronais sens#wisomuns e, presumivel-
mente, s&o fator importante na sobrevivéncia das espé€lesneurdonios em tais sistemas
compdem um meio excitavel de grande sensibilidade, masseagaie, em geral, a faixa dina-
mica dos neurdnios como elementos excitaveis isolados @mémaenor do que a do sistema
completo. Deanst al. [4] mediram a resposta (taxa de disparos) de células garagée do
tipo on centerda retina a variagdes de intensidade luminosa (medida eécoiak isomeriza-
das de rodopsina por bastonete por segundo, ou Rh*/rod/sirva de respst& (r), onder
€ a intensidade do estimulo, foi obtida para ratos selva@yaftstype WT) e para ratos cuja
expressao da proteina connexin36 (responsavel pelosdatetcelulares, chamadas juncdes
comunicantes ou sinapses elétricas, entre os neurdnias)jlfimla (Cx36-KO). A figura 1.4
mostra que a faixa dindmica para ratos Cx36-KO (circulosdms)nou seja, aqueles em que o



1.2 RAPIDA INTRODUCAO A BIOFiSICA DE NEURONIOS 5

- i3 -*"-’-O C:'
. B
LE - S f
B ';'f of I
08 L. 7 o
e A
i o = 0.58(5) /°
. ':}EP ‘“:J-E 1. LUNLiEm  § puom § o aueml .I‘! _."‘; =
E ! w1t 1w 8 P
& ¢ J
. i ® ; 2l
0.4 A d
I"-‘- G";
# H
i A ¥ ; WT e i
0.2 ;’f 4 P ©x36-KO o
4o
.:',.('/ P
0 M-MMHM%M
107 107! 10" 10" 10 10° 10*
r (Rh*/rod/s)

Figura 1.4 Curvas de resposta experimentais (taxa de disparo normalizada vsidiatierisminosa) de
células ganglionares centrais da retina em escala log-linear (graficippf)re log-log (inset). Dados
extraidos da Fig. 6 da referéncia [4]. Circulos pretos (brancosjasdms de ratos tipo WT (Cx36-KO).
As linhas correspondem a simulaces numéricas. (Adaptado de L.Sid-ar4. Copelli (2006) [5])

acoplamento atraves de sinapses elétricas esta ausergapeé (14dB) do que a a faixa dina-
mica dos ratos do tipo WT (26dB) (circulos pretos), cujos ngiogconectam-se normalmente.
No restante deste capitulo, consideraremos apenas etsreitaveis isolados, dando
énfase a neurbnios, cuja descricdo como um sistema dinddooensional no modelo de
FitzHugh-Nagumo inspirou o modelo do circuito eletrénigoitivel descrito no capitulo 2.

1.2 Rapidaintroducao a biofisica de neurénios

Neurdnios sdo notaveis entre outras células pela capacaatransmitir sinais a longas
distancias rapidamente. Embora ocorram em grande vagedadologica, um neurdnio tipico
pode ser dividido em trés regides principais: corpo celudanbém conhecido como soma,
dendritos e axdnio. Dendritos sao filamentos de protoplagraae estendem do corpo celular
bifurcando-se multiplas vezes, dando origem a uma “arvengldtica” complexa. O axdnio é
um filamento protoplasmatico especial que se origina do sopaatir de uma regido chamada
cone axonal e se estende através do organismo, usualmergeapdes distancias. O corpo
celular frequentemente origina varios dendritos, mas, eralgndo mais de um axénio, no



1.2 RAPIDA INTRODUCAO A BIOFiSICA DE NEURONIOS 6

Figura 1.5 Diagramas de trés tipos de neurénios. A) Célula piramidal do cortex. Bstes principais
neurdnios excitatorios do cartex cerebral. O axdnio de células piramiflaisahse localmente, criando
sinapses com neurdnios proximos e, além disso, se projeta a distanciessrpaia enviar sinais a partes
mais distantes do cérebro e do sistema nervoso. B) Uma célula de Purkirgeetbelo. Os axdnios
destas células transmitem sinais do cortex cerebelar. C) Gidlilatedo cortex cerebral. Estas células
pertencem a uma grande classe de células responsaveis por enviaingitarios para neurénios do
cortex cerebral. Para dar uma idéia de escala, estas figuras foram adpéificerca de 150 vezes (o0
corpo celular de um neurdnio tem, tipicamente, didametros da ordenae)1fExtraido de Peter Dayan
e L.F. Abott (2001) [6])

entanto o axénio pode se ramificar varias vezes antes denarn®s diagramas da figura 1.5
ilustram a disposicao de dentritos, soma e axdnio em trés tip neurdnios.

Neurdnios conectam-se entre si através de juncdes espadéad chamadas sinapses. Si-
nais sinapticos vindos de outros neurdnios séo recebidosspma e pelos dendritos; sinais
para outros neurdnios sdo transmitidos tipicamente pélniaxEmbora esta seja a configura-
¢do mais comum, podem ocorrer sinapses em que dendrit@serinais e axonios de outros
neurdnios os recebem.

Como todas as células animais, 0os neurénios possuem menpbaanatica, uma camada
bilipidica com varias estruturas proteicas incorporadasamada bilipidica funciona como
forte isolante elétrico devido a sua propriedade hidraf@bos varios ions presentes nos meios
intra e extra celular atraem moléculas de agua impedinda passagem pela membrana. Em



1.2 RAPIDA INTRODUCAO A BIOFiSICA DE NEURONIOS 7

lon | Concentracdo no cito-Concentracdo no meipoPotencial de equilibrio
plasma (mM) extra celular (mM) (mV)

K* | 400 20 -75

Na" | 50 440 +55

Cl— | 52 560 -60

A~ | 385 - -

Tabela 1.1 Distribuicdo dos principais ions através da membrana em repouso paiaio gigante da
lula. (Dados extraidos de E.R. Kandel (2000) [7])

neurdnios, entretanto, muitas das proteinas incorpoadasmbrana plasmatica sao eletrica-
mente ativas. Entre elas estéo inclusos os canais idnigegearmitem o fluxo de ions atraves
da membrana sob certas condi¢des, e as bombas ibnicasagseadrtam ativamente ions de
um lado a outro da membrana.

O sinal elétrico relevante para o sistema nervoso € a difarda potencial elétrico entre
0s meios intra celular e extra celular dos neurénios. Nalestatacionario, um neurdnio tem
excesso de cargas positivas no seu exterior e um excessogas oggativas no interior. A
separacao de cargas é mantida pela camada bilipidica dararearflasmatica e da origem a
uma diferenca de potencial elétrico, ou voltagem, atragésmeimbrana chamada de potencial
de membrana, definido como:

Vim = Vin —Vout, (1-3)

ondeVi, é o potencial dentro da célulavg,; 0 potencial no exterior. Convenciona-se definir
o0 potencial no exterior da célula como zero. Em neuréniosucsino potencial de membrana
assume valores entre60mV e —70mV. Todas as formas de sinalizagcéo elétrica no neurénio
sdo resultado de mudancas rapidas no potencial de membegit @ alteracées no fluxo
de corrente através da membrana a partir da abertura e feot@moe canais ibnicos. Essas
mudancas podem reduzir a separacao de cargas através daam&naomo resultado de uma
corrente de ions positivos (negativos) para dentro (fasa)eirénio, tornando o potencial de
membrana menos negativo ou até positivo, o que é chamadacspelaezacéo, ou entdo au-
mentar a separacdo de cargas, como resultado de uma cateeimes positivos (negativos)
para fora (dentro) da célula, o que é chamado de hiperpat@itiz Respostas a estimulos hi-
perpolarizantes, ou pequenas despolarizagbes sao qugze gassivas (veja a figural.2a).No
entanto, se a despolarizacdo atingir um certo limiar, oGrearresponde ativamente com a
abertura de canais idnicos dependentes do potencial de naemio que resulta em uma res-
posta do tipo tudo ou nada chamada de potencial de acado,rand¥hecida comspikeou
disparo (veja a figura 1.2b). O potencial de repouso da meamali@ um neurénio € determi-
nado pela concentracé@o dos ions ao redor da membrana e peladéstes através de canais
ibnicos passivos, que, ao contrario dos canais idnicosndigpees de voltagem estdo sempre
abertos. A Tabela 1.1 mostra a distribuicdo dos ions &l&€l-, mais concentrados no exterior
da célula, K e anions organicos (A, mais concentrados no interior, no axénio gigante da
lula, cujo sangue tem concentracéo de sais similar a da dgoead

Para determinar o potencial de repouso da membrana plasmé&iinsideraremos primei-
ramente o caso simples de células da glia, que, entre outrg8d's, ddo suporte aos neurdnios.
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Os canais i6nicos passivos destas células sdo permeavieis K6. Como a concentracéo
deste ion é maior no interior da célula do que no exteriortezgldem a difundir para o meio
extra-celular. Como resultado, a membrana acumula cargatsvpe no exterior e cargas ne-
gativas no interior, causando um potencial elétrico aga@membrana que se opde a difusao.
A membrana atinge um potencial de equilibrio quando estenp@tl é suficiente para balan-
cear a difusdo devido ao gradiente de concentragéo dos fongdfe potencial é chamado de
potencial de equilibrio do potassio, que, para a maioriacéagas da glia, fica em torno de
—75mV.

O potencial de equilibrio para qualquer rpode ser calculado a partir de uma equacao
obtida de principios termodinamicos pelo fisico-quimitsoreio Walter Nernst em 1888:

_ R (2 (1.4)

ST

ondeR é a constante dos gasd@s¢ a temperatura absoluta (em Kelvin a valéncia do ion,

F é a constante de Faraday)@| e [X] sdo as concentra¢des dos ions fora e dentro da célula.
A equacao (1.4) é conhecida como equacéo de Nernst. Os f@gae equilibrio para os ions

do ax6nio gigante da lula sdo mostrados na tabela 1.1.

Ao contréario das células da glia, a membrana plasméaticaut®nies no estado estaciona-
rio possui canais idnicos passivos permedaveis aos ioheeNzl—, além daqueles permeaveis
ao ion K. Como visto acima, se a membrana for permeéavel apenas a fgns potencial
de repouso da membrana é determinado apenas pelo gradieco@akntracdo do ion'Ke
sera igual ao potencial de equilibrio do potagsio—75mV). Considere agora o que acontece
se, além dos canais idnicos passivos do ionfiirem adicionados & membrana alguns poucos
canais i6nicos passivos permeaveis ao iofi.Naomo a concetracdo de N& maior fora da
celula, os ions tenderdo a fluir para o meio intra-celulagnitlisso, o fluxo de fons Nigpara
o interior do neurdnio também é favorecido pelo potenciaaidglibrio do potassio, que € ne-
gativo. A entrada de ions Niano neurdnio o despolariza, levando o potencial da membrana
para valores menos negativos, e se afastando do potenequdibrio do potassio, resultando
em fluxo de ifons K do interior para o exterior da célula para contrapor a eatce N4 .
Eventualmente, a membrana plasméatica atinge um novo paiteircequilibrio quando o fluxo
de K' para o exterior contrabalan¢a o fluxo de*Naara o interior. Este valor (usualmente
—60mV) esta longe do potencial de equilibrio do sédi®%mV) e é apenas um pouco mais
positivo do que o potencial de equilibrio do potassiatmV).

Para o potencial de membrana atingir um valor de repousoasséao que o gradiente de
concentragdo dos ions'ke Na" seja mantido constante, o que ndo aconteceria se o Unico me-
canismo de fluxo de ions através da membrana fosse causadog@amento passivo discutido
até agora. A dissipacéo dos gradientes de concentracéméapela bomba de NaK™*, uma
estrutura proteica incorporada a membrana que desloca®slé e K+ contra os seus gradi-
entes eletroquimicos utilizando energia da hidrélise dB:Afla retira Na da célula enquanto
adiciona K.

Até agora desconsideramos 0s canais de [@2lra o calculo do potencial de repouso da
membrana, apesar de muitos neurdnios possuirem canassSqrassivos permeaveis a este
ion. Esta aproximacao € aceitavel se o neurbnio ndo posegamsMOs para mover os ions
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Extracellular side

Cytoplasmic side

Figura 1.6 Modelo de circuito equivalente para neurdnios. O canais ibnicos passdos ions K,

Na" e CI~ sdo representados como como condutoge<® (baterias £) em série, que reproduzem o
potencial de equilibrio dos ions em questdo. O capaCitorepresenta a habilidade da membrana de
armazenar carga. As correntes de sdgipe potassidx sdo mostradas na situacdo em que o potencial
da membran&;, é o potencial de repouso. Assumimos que nao ha transporte ativo del foasavés

da membrana, portanto ndo ha corrente resultante neste canal idnieptdéal de E.R. Kandel (2000)

[71)

Cl~ contra o seu gradiente eletroquimico. Nesse tipo de neupiotencial de repouso é
determinado apenas pelos fluxos de & Na" pois a concentracéo intracelular destes ions é
mantida constante pela bomba detN&™, enquanto que a concentragdo de ion Eldeter-
minada apenas por for¢as passivas. Portanto, o fluxo de iorts@le ao equilibrio, de forma
guekEc, o potencial de equilibrio do ion CJ é igual ao potencial de repouso da membrana e
néo hé fluxo resultante de ionsCI

As propriedades funcionais de um neurdnio discutidas aiéaggpdem ser representadas
por um modelo de circuito equivalente, onde resistores adwinres representam canais ioni-
cos, baterias representam os potenciais de Nernst dosienantes e capacitores representam
a habilidade da membrana de armazenar carga. O circuiteedeptie € mostrado na figura 1.6.

Considere, por exemplo, 0s canais ibnicos passivos periseg&ions K. A membrana
possui uma codutancia totgk devido a esses canais. Se ndo houvesse gradiente de concen-
tracdo, a corrente pelos canais seria dada pela lei delbnyVm, ondeVy, é 0 potencial da
membrana. Como normalmente existe o gradiente de concéotiagvera uma forca quimica
gue desloca os ions'Katravés da membrana. No circuito equivalente, esta forearésen-
tada por uma bateria, cuja forca eletromotriz é dada peleng@l de equilibrio do potassio
(equacéo (1.4)). A corrente pelos canais deé&kdada entdo por:

Ik = Ok (Vim — Ex). (1.5)

Da forma analoga, encontramos as correntes para 0S out®8ds canais idnicos passivos.
Como ha muito mais canais idnicos de o que de N&, gk é cerca de 20 vezes maior do
quegna (10x 1078S comparado com.Bx 10°6S).
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A membrana plasmatica dos neurénios funciona como um dapagparando dois meios
condutores, o citoplasma e o meio extracelular. A correnéeflyi em um capacitor depende

da variacéo do seu potencial:
dVin
lc =Cn——. 1.6
c=Cm— (1.6)
Valores tipicos das capacitancias de membranas chegaf/er® de area da membrana.
Podemos utilizar o modelo de circuito equivalente parautat® potencial da repouso da
membrana plasmatica. Neste ca4p= Viest € cOnstante e, portantg = 0. Além disso, a

corrente resultante circulando pela membrana deve serdaitande temos:
INna+ 1k = 0. 2.7)

Substituindo as correntes idnicas calculadas de acordaaceqguacédo (1.5) na equacéao (1.7)
obtemos, apés um pouco de algebra, o valor do potencial desemla membrana:

Viest — (Enax gna) + (Ex x gK)' (1.8)

ONna+ Ok
Substituindo os valores dos potenciais de equilibrio (TEabd) e condutanciagk = 10x 106
S egna=0.5x10"%S, encontramos para o potencial de repouso da membranar&/gle-
—69 mV.
Podemos substituir as condutancias e baterias dos canaes@assivos no modelo de

circuito equivalente por uma uUnica condutangig que € igual a soma das condutancias de
todos o canais iGnicos passivos:

Om = 9k +9Na+ dei, (1.9)

e uma unica bateris;, cuja forca eletromotriz é igual ao potencial de repouso eiabrana.
Esta simplificacdo sera Gtil quando tratarmos potenciaégée no neurdnio.

Podemos analisar o que acontece quando o circuito equieaesubmetido a um estimulo
despolarizante abaixo do limiar de excitacdo, ou um estirniplerpolarizante. Nestes casos,
a capacitancia da membra@g tem um papel mais importante. A figura 1.7a mostra varios
estimulos que consistem em correntes constantes injetadasurénio. As mudancas cor-
respondentes no potencial de membrana sdo mostradas raafigbr Neste caso, o circuito
equivalente é um circuito RC, onde a resisténcia (ou condiala@a@ resisténcia total devido
aos canais idnicos passivos da membrana. A equacao disdrgue descreve a evolugao tem-
poral do potencial de membrana é:

dV
Rmcmd—tm — Viest+ Rmlm — Vin, (1.10)

ondeCn(dViy/dt) é a corrente no capacitorlg € corrente (constante) injetada no circuito. E
facil ver que a solucao da equacéo (1.10) € dada por:

Vin(t) = Viest + ImRm(1 — e /RrlCm), (1.11)

Antes de prosseguimos para a descricdo de potenciais deeali@mecanismos que 0s
originam, vamos introduzir conceitos de dinamica naoaline tratar o neurébnio como um
sistema dinamico.
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Figura 1.7 Relacdo entre corrente e potencial de membrana. a) Pulsos de cooeteuito equi-
valente RC. O pulsos sdo injetados tanto para o inteievatrd) como para o exterioroutward da
membrana. b) Potenciais de membrana correspondentes. Note que deafshrdancia,, da mem-
brana o potencial muda mais lentamente do que 0s pulsos de correntetaghidg E.R. Kandel (2000)

[71)

1.3 Neurdnios como sistemas dinamicos

O formalismo de dinamica néo-linear pode ser usado paraelescnumeros fenébme-
nos da natureza, desde crescimento de popula¢cfes a smg@mide vaga-lumes [8]. No
contexto de neurociéncia, varios modelos descrevem odnagiento de neurdnios, mas con-
centraremos aten¢es em dois deles: o célebre trabalhoadeHsldgkin e Andrew Huxley
[9, 10, 11, 12] que decreve o axbnio gigante da lula, e umalsicagédo deste modelo por
Richard FitzHugh [13] e J. Nagumo [14]. Inicialmente vamdsaduzir conceitos basicos de
dindmica n&o-linear.

Um sistema dinamico dedimensdes pode ser escrito como:

x=f(%), (1.12)

ondeX = (x1,...,%)) é 0 conjunto de variaveis dinamicab= (fy,..., f,) é o conjunto de
funcdes, normalmente ndo-lineares, que determina o sistamponto (') corresponde a uma
derivada em relagdo ao tempo. O espaco das varidweishamado de espaco de fase do
sistema. A evolucdo temporal do sistema corresponde adiajele um ponto no espaco de
fase. A equacao

X=0 (1.13)

definen curvas no espaco de fase denominadas isoclinas. Em catladsacfluxo em uma
das direcdes do espaco de fase € nulo. Se houver um pontoagpetpfase onde todas as
iséclinas se encontram, ele é chamado de ponto fixo do sisterele ndo ha fluxo, ou seja,
se o sistema estiver em um ponto fixo ele permanecera neledemgerturbado. Podemos
determinar a estabilidade do ponto fixo, ou seja, se asdrigjstnas suas proximidades tendem
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a se aproximar ou se afastar, linearizando o sistema. O finaté dito estavel se as trajetorias
tendem a se aproximar, e é dito instavel caso contrario.

SejaX* um ponto fixo deste sistema. Podemos expandir o sistemg €ni&érie de Taylor
até primeira ordem torno dé& da seguinte forma:

o nof
X=X+ —| X—x)+... (1.14)
dei g

Pela definicao de ponto fixcﬁ(i*) = 0. Definindox; — X" = y; como novas variaveis do sistema,
correspondentes a uma perturbacdo em relagédo a posicaaitibregx*, notamos que; =

y;. Além disso, notamos também qg@i = diyi’ portanto, a partir da equacgéao (1.14), temos,
desprezando termos @¥y?):
a2 oaf
~ . 1.15
A ¥ v (1.15)

A equacéo (1.15) é a forma linearizada do sistema (1.12) @elescomo uma perturbagéo
Y = (Y1,-.-.,Yn) evolui nas proximidades do ponto fixo. A equacéo (1.15) pedescrita na
formay = Ay ondeA é a matriz jacobiana do sistema:

~0f

i == - 1.16
AlJ dy] s+ ( )
SejamVy e Ay 0s autovetores e autovalores, respectivamente, da matobipna. Temos

entao:

AVG — AaVa. (117)
A solucao geral da equacédo (1.15) é, portanto:
yt) =y CaVgelat. (1.18)
a

A estabilidade do ponto fix@ depende do sinal da parte real dos autovalores. Se todos o0s
autovalores tiverem partes reais positivas, as pertudsactescerao exponencialmente e as
trajetorias se afastardo do ponto fixo. Neste caso, o poracéfixm né instavel. Se todos
0s autovalores tiverem partes reais negativas, as pegtigbalecairdo exponencialmente e as
trajetorias se aproximardo do ponto fixo. Neste caso, o go@@ um no estavel. No caso de
haver autovalores com partes positivas e outros com nagatlizemos que o ponto fixo € um
sela.

Se a parte imaginéria dos autovalores for ndo nula, asdrasscilardo ao redor do ponto
fixo. Neste caso, um ng estavel (instavel) se torna uma éspiével (instavel).

Se, em um sistema dinamico bidimensional, ao variarmos ud@npro de controle as
partes reais dos autovalores mudarem de sinal enquantaotas paaginarias sdo nao nulas
dizemos que ocorreu uma bifurcacao de Hopf (veja a figura 2.4)

A andlise de estabilidade de pontos fixos sera importante paescricdo do modelo de
FitzHugh-Nagumo na secao 1.3.2 e do circuito eletrénicdd@e no Capitulo 2.
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A) 4] 50 mvV B) J 50 mV C)
1msec { 1 maec ==

Figura 1.8 Potenciais de acdo em diferentes preparacdes de vertebradostebiradms. A) Axbnio
gigante da lula a 16°C. BJpikede um axdnio de um nédulo de Ranvier em uma fibra mielinada de sapo
a 22°C. C) Cortex visual do gato a 37°C. (Adaptado de Christof Kogaq)L[15])

20mvV

1.3.1 O modelo de Hodgkin-Huxley

A figura 1.8 mostra a forma de varios potenciais de acdo enon@s de animais verte-
brados e invertebrados. Comum a todos eles é a existéncia timamde excitacdo e a ndo
dependéncia do formato do disparo com o tipo ou a duracéottouds. Em particular, a
figura 1.8A mostra o potencial de agdo no axdnio gigante da lul

Os mecanismos idnicos responsaveis pela producéo de @isethe acdo em tecidos ner-
vosos foram elucidados por varios autores atraves do edtud®onio gigante da lula. Entre
eles, de forma mais notavel, estdo Alan Hodgkin e Andrew éftixjue descreveram tais me-
canismos em uma série de artigos [9, 10, 11, 12] e que, emridorgom Eccles, dividiram o
prémio Nobel de Fisiologia em 1963.

O axodnio gigante da lula, com didmetro de cerca de meio niloné realmente um gigante
entre axénios, que normalmente possuem diametros 1008 vezeres. Para evitar a comple-
xidade da distribuicdo espacial da estrutura do neurdnigues analises, Hodgkin e Huxley
introduziram em seu interior um cabo de material altameat®lator, deixando o potencial
igual ao longo de todo o axénio, de forma semelhante ao queeoem partes reduzidas da
membrana plasmatica. Esta técnica é chanspdae clampJuntamente com outras técnicas,
comovoltage clampe uso de agentes farmacolégicos bloqueadores de canaissd@specifi-
cos, Hodgkin e Huxley conseguiram separar a corrgntdravés da membrana em cada uma
de suas componentes: as correntes idbnicas e a correntéigapac

dv
dt
Com ajuda destas ferramentas, Hodgkin e Huxley [9, 10, 1likeegam uma grande quantidade
de experimentos que levou a um modelo fenomenologico [1r2] pgeracao de potenciais de
acao no axonio gigante da lula.

Hodgkin e Huxley detectaram que a geracéo de potenciaisateesnyolve dois canais i0-
nicos dependentes de voltagem, sendo um deles referente &af e o outro ao ion K.
Estes canais i6nicos, da mesma forma que os canais idnisss@s também podem ser re-
presentados por uma bateria em série com uma condutantetaeto diferindo no fato de que
as condutancias sao dependentes do potencial da membrartiaregb. Para evitar confuséo
entre as nomenclaturas dos canais ibnicos passivos deg@deopotassi@k chamaremos as
condutancias dos canais dependentes de voltageaygpara o sodio €&k para o potassio.
As forcas eletromotrizes das baterias associadas aos clpEndentes de voltagem, como no

Im(t) = lionic(t) + Cin (1.19)
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Figura 1.9 Circuito equivalente para o modelo de Hodgkin-Huxley. As condutar@igse Gk cor-
respondem aos canais ibnicos dependentes de voltagem de sodiostoposspectivamentegy, € a
condutancia dos canais ibnicos passivos.

caso dos canais passivos, também sdo dadas pelo poteraigiililerio do ion correspondente,
calculadas através da equacéo de Nernst (1.4).

Além dos canais i6nicos dependentes de voltagem, os canass$ passivos também con-
tribuem para a corrente ibnica através da membrana. Elesos&aderados como uma Unica
condutanciam (equacao (1.9)) em série com uma bateria cuja forca eletran#igual ao
potencial de repouso da membrafa;. A corrente ibnica total pela membrana entéo é (veja a
figura 1.9):

lionic = INa+ Ik =+ lieak, (1.20)

ondeljgak € a corrente através dos canais ibnicos passivos da membrana
As correntes idnicas estéo relacionadas com os potenegitantes de acordo com a lei
de Ohm:
I =Gi(V(1),)(V(t) - E), (1.22)

onde o potencial de membravig@ medido em relacdo ao potencial de repouso da membrana e
o potencial de equilibrio do ion “i” é dado pela equacdo Nggaga o ion apropriado, também
medido em relacdo ao potencial de repouso. Vamos analisggendéncia das condutancias
dos canais idnicos dependentes de voltagem com o poteaamaé¢othbran® a fim de calcular
as correntes idnicdgg € lk.

Hodgkin e Huxley [12] modelaram a corrente do ion potass®acamais dependentes de
voltagem como:

Ik = Gkn*(V — Ex), (1.22)

ondeGyk é o valor maximo atingido pela condutan&g (36 mS/cm) e Ex = —12mV é o
potencial de equilibrio do potassio relativo ao potence&tre&pouso.n descreve o estado de
uma particula ficticia de ativacdo e € um namero entre 0 e 1aAkplas de ativacao existem
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apenas em dois estados: um estado permissivo ou aberto eorpemaissivo ou fechado. Para
gue um canal idnico dependente de voltagem esteja abertteésdgio que todas as particulas
de ativacao estejam nos estados permissivos. Para o cgahdsio existem quatro particulas
de ativacdo. Vamos assumir que uma das particula de atieatga em seu estado permissivo
com probabilidad@e (e esta no estado ndo-permissivo com probabilidade)l As particulas
de ativacdo podem transitar entre seus estados permigshds-permissivos através de uma
reacdo de3ordem:

n i 1-—n, (1.23)

Qn

ondea, é a taxa de transi¢cao entre os estados fechado e alfréoeetaxa de transicao entre 0s
estados aberto e fechado. Ambas as taxas sao expressagiadesrie 1/s e sdo dependentes
do potencial de membrana. Podemos descrever a reacéo evs tlgrmma equacéo diferencial:

dn
Fri an(V)(1—n)—Ba(V)n, (1.24)
gue é equivalente a equacao
dn  nNe—n
Gt T (1.25)
onde
Tn= 1 (1.26)
n On+ Bn -
e
On
Noo = . 1.27
On+ Bn ( )

Na equacao (1.25. representa o valor do estado estacionario da particfgaanda — o)
e Tp, € uma constante de tempo dependente do potencial da membrana

Hodgkin e Huxley propuseram uma dependénciage 1, com o potencial da membrana,
conforme mostrado na figura 1.10. Enquantatinge um maximo e depois decrestg £ uma
funcdo crescente do potencial da membrana. A condutansieashais ibnicos dependentes de
voltagem do potassio é mostrado na figura 1.11 quando aplicaddegrau de tensao despola-
rizante mantida constanteditage clampa membrana. Podemos ver que a despolarizacéo da
membrana resulta em um aumento na condutancia dofon K

A dinamica da condutancia do ion Nalifere da do ion K, como pode ser visto na fi-
gura 1.11. Ao ajustar o comportamento da corrente de sodidgkin e Huxley postularam a
existéncia de uma particula de inativa¢éi@lém de trés particulas de ativagéio

Ina= Gnam°h(V — Ena), (1.28)

ondeGya é 0 valor méximo alcancado pela condutancia de s@@ & 120 mS/cr) e Ena é
o potencial de equilibrio do sodiff; = 115mV relativo ao potencial de repousa).e h sdo
nuameros entre 0 e 1. Hodgkin e Huxley assumiram que as pagfoe h sdo independentes e
por isso seguem dinamicas de transicao entre os estadts aliechado independentemente:

dm_ Mo, —M
dt 1

(1.29a)
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Figura 1.10 Constantes de tempo (A) e estados estacionarios (B) como fun¢bes doiglaie mem-
branaV para a particula de ativac@o(linha sélida) e inativacab do sédio (linha tracejada longa) e
para ativagao do potassidlinha tracejada curta) do modelo de Hodgkin-Huxley. (Extraido de Christo
Koch (1999) [15])

d_h_hoo—h
d 1

(1.29b)

As equacdes (1.29) foram obtidas da mesma forma que a eq(b@&). Note queh
€ a probabilidade de que a particula de inativacdo ndo estegeu estado fechado (ou de
inativacdo). Para que os canais idnicos dependentes dgeoitdo ion Na estejam abertos,
€ necessario que as trés particulas de ativacdo estejanmuesstado aberto e a particula de
inativagdo nado esteja no seu estado fechado. A figura 1.10arass constantes de tempo e
0s estados estacionarios das variameish. Como no caso da particulado potassio, tanto
Tm COMO Ty, sdo funcbes que atingem um maximo, mge cerca de 10 vezes maior qug
Enquanto quen, € uma fungdo monotonicamente crescent¥ deomo esperado da variavel
de ativagaoh., decresce com o aumento da despolarizacdo da membrana.

A fracdo da condutéancia de sodio aberta quando a membranaceseu potencial de re-
pouso € menos de 1% da sua condutancia maxima. Na figura 1dt@Bos a razdo: para
tensdes abaixo ou perto do potencial de repouso do ax6narjé&vel de ativacae tem va-
lores perto de zero, enquanto que a variavel de inativaggara potenciais positivos (despo-
larizacdo) é proxima de zero. Portanto, a corrente idnicastiado estacionario do ion sodio
GrnaB heo (V — Ena) € sempre pequena. Para obter grandes valores de condutés@anais
ibnicos de sodio dependentes de voltagem, é necessaricqua ama rapida despolarizacéo
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Figura 1.11 Mudangas nas condutancias dos iorfssNa" durante aplicacéo de uma tenséo constante
despolarizadora & membrana do axdnio gigante da lula a 6.3°C. Circulngauos experimentais e
linhas para calculos teéricos. Para tensdes mai@igscresce rapidamente antes de decair para zero
(devido a inativacéo), enquanto g@g permanece ativado. (Extraido de Christof Koch (1999) [15])

da membrana: a constante de tempe muito menor do que,, por issom atinge o valor 1
muito rapidamente (cerca de 1 ms), aumentando a condu@dmaanal idnico de sbédio, en-
guantoh decai lentamente para o valor O (cerca de 5 ms) proporcianama reducéo lenta
da condutancia. A figura 1.11 mostra como varia a condutaiocian Na em resposta a uma
tensdo despolarizante. Percebemos o rapido crescimegnutillsele uma lenta diminuicao.

Podemos agora escrever uma Unica equacgéo para todas agecque fluem através da
membrana plasmatica:

Cm?j_\t/ = GNam3h(ENa—V) + Gkn4(EK —V) —0OmV + Iinj; (2.30)
ondeljyj € a corrente injetada na membrana e.g. atraves de um el@ttoatelular ou atraves
de uma sinapse. A equacao (1.30) em conjunto com as equac@esd (1.29), que descrevem
a evolucéo das variaveis m e h, compdem um sistema dinamico ndo-linear de quatro dimen-
sbes. A geracéo de potenciais de agao na membrana do axdeisgraexplicada a partir deste
conjunto de equacdes diferenciais.

Considere um pulso curto de corrente sendo injetada na meanffigura 1.12). Se a in-
tensidade do pulso for abaixo do limiar de excitacdo da manahra pequena despolarizacéo
resultante causard um pequeno aumento no valor das vamégen, além de uma pequena
reducao na variavél. Haverd uma aumento nas condutancias de sédio e potassiotamto, a
corrente de potassio supera a de sédio, de forma que o paltdachembrana, apds uma breve
hiperpolarizagdo devido ao lento decaimento da varidveatorna ao seu valor de repouso. Se
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Figura 1.12 Potencial de acdo no modelo de Hodgkin-Huxley calculado em respostapallgo de
corrente de duracda® ms e intensidade.d mA (linha solida) em comparacdo com a resposta a um
pulso abaixo do limiar de excitagdo de intensidadd@nA de mesma duragéo (linha tracejada). A)
Correntes ibnicas de sbdlQ, e potassidk. B) Potencial da membrana em resposta aos estimulos
acima e abaixo do limiar. A corrente injetada carrega a capacitancia da mendmasndo a corrente
Ina grande o suficiente para superar a corréteO pulso de corrente menor ndo causa um potencial
de acdo, mas cria uma despolarizacdo, seguida de uma pequena hijzaigidadevido a ativagdo dos
canais de portassio. C) Dindmica das variaveis de ativacao e inativagitvacdo do sédion muda
muito mais rapidamente do qheou n. A lenta recuperacao dee n apds o pico do potencial explica
porque a membrana se hiperpolariza e passa pelo periodo refratatiaid& de Christof Koch (1999)
[15])
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Figura 1.13 A) Resposta do potencial de membrana a inje¢do de correntes constmnbesnbrana.

A membrana gera um potencial de acédo se a corrente ultrapassar o limiaitded®. Um aumento
subsequente da corrente acaba por induzir um trem infinito de disparoembrana. B) Potencial da
membrana no estado estacionario em fun¢éo da corrente injetada. U&heiegde disparos em funcéo

da corrente injetada. Até a corretiiea membrana responde com uma despolarizacéo sustentada (linha
sélida). Apds esta corrente, o sistema perde estabilidade e passa aeayacilar ciclo limite (linha
tracejada). (Adaptado de Christof Koch (1999) [15])

a amplitude do pulso de corrente for aumentada acima dorlgeiaxcitacdo, a despolarizacao
causada chegara ao ponto em que a corrente de sodio supgratasio. Um processo de re-
alimentacédo positiva acontece: a corrdftgdespolariza a membrana, causando um aumento
do valor da variavel de ativacda o que contribui para o aumento da correftg novamente
aumentando o valor da. Este processo ocorre rapidamente devido ao pequeno &aig d
(0.1 a 0.2 ms), levando o potencial da membrana para valosisvps. Apds um certo tempo,
a inativacdo do sodib é reduzida para valores proximos de zero, contribuindo paealucao
da condutancia de sédio. A ativacdo do potassio tambémemtegdo com atraso em relacéo
a variavelm, aumentando a condutancia dos canais de potassio. Essegrdoessos contri-
buem para a reducdo do potencial da membrana. Como a coreeaéalid cai para zero em
aproximadamente 1 ms e a corrente de potassio persiste pamyoo maior, o potencial da
membrana acaba caindo abaixo do seu potencial de repousejaga membrana hiperpola-
riza, passando pelo periodo refratario. Nestes poterua®s, a ativacdo do potassio acaba
por “desligar” e o potencial da membrana retorna ao seu daloepouso.

Uma propriedade interessante do modelo de Hodgkin-Huxdele ser observada quando
a membrana é submetida a uma injecdo de corrente constamecdBrente estiver abaixo do
limiar de excitagdo, a membrana ajusta o seu potencial paralor levemente despolarizado,
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mas nao ocorrem potenciais de acdo. Se a corrente estivdiatareente acima do limiar
de excitacdo, um potencial de a¢do ocorre e a membrana voltaestado estacionario com
potencial acima do potencial de repouso. Um aumento subs&gjna corrente pode levar a
membrana a gerar um trem infinito de potenciais de acéo, pardis, igualmente espacados. E
dito que o sistema perdeu a estabilidade e agora se move emglarinsite no espaco de fase
conforme sera visto em detalhe na se¢éo 1.3.2. Trens deahspasim como a relacéo entre
a frequéncia de disparos e a intensidade da corrente iajetad mostrados na figura 1.13.

1.3.2 O modelo de FitzZHugh-Nagumo

Apesar do modelo de Hodgkin-Huxley descrever varias pedades da membrana do axo-
nio gigante da lula com grande precisdo quantitativa, a enaticdo requer conhecimento
detalhado da dindmica das correntes i6nicas. Modelostainads da excitabilidade neuronal
gue retém algumas das propriedades principais da dinarawwamal mas com complexidade
reduzida sédo boas saidas para evitar a necessidade deinmites precisos sobre a estru-
tura de neurdnios. Estes modelos simplificados pode seradiils para realizar simulacdes
computacionais, por exemplo.

O modelo de FitzHugh-Nagumo é uma simplificacdo do modelo aligkin-Huxley jus-
tificada pela observacdo de que, neste modelo, tanto o Eitdacmembran® (t) quanto a
variavel de ativacdo do canal ibnico sodiotém escalas de tempos similares durante o po-
tencial de acdo. Da mesma forma, as variaveis de inativag&odio e ativacdo do potassio
também possuem escalas de tempo similares, entretantéemiais do que as anteriores. Isto
pode ser observado quando plotardosm, representando a excitabilidade do sistema, usando
coordenadas normalizadas em resposta a um pulso de cdffigata 1.14A). Dada a simila-
ridade entre essas duas variaveis, faz sentido agrup&lasna Gnica variavel de ativac&o
(figura 1.14C). A mesma observacao pode ser feita com as g&iae 1— h (figura 1.14B),
resultando em uma Unica variawWl que representa o grau de acomodacao ou refratoriedade
do sistema (figura 1.14D). O comportamento deste sisteniadmngional € qualitativamente
equivalente ao modelo de quatro dimensdes de Hodgkin-kMuxle

FitzHugh [13] e, independentemente, Nagumo, Arimoto e Masta [14], obtiveram o
seguinte conjunto de equacdes que descrevem qualitativ@re&ue ocorre em um neurdnio
excitavel:

. V3
V:V—g—W—I (1.31a)
W =@V +a—bw), (1.31b)
onde os parametros
a=07 b=038, ¢=0.08 (1.32)

sdo adimensionais, assim como as variavesW. A amplitude da constantg, correspon-
dente ao inverso de uma constante de tempo, determina o @oido & variave{/ muda em
relacdo & variavalv. Com = 0.08,V muda substancialmente mais rapido tgepoisV é
tipicamente 10.08 = 12.5 vezes maior que/. A dinamica do sistema, como consequéncia,
consiste em rapidos segmentos, oNdevolui tdo rapidamente qU& pode ser considerado
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Figura 1.14 Comparacao entre as escalas de tempo das variaveis do modelo de Hddglken-e
variaveis do modelo de FitzHugh-Nagumo. A) Potencial de membraaa variavel de ativagdo do
sédiom. B) Inativacdo do so6dio & h e ativacdo do potassim C) Variavel de excitabilidad¥ do
modelo de FitzHugh-Nagumo. D) Variavel de acomodaydambém do modelo de FitzHugh-Nagumo.
(Extraido de Christof Koch (1999) [15])

aproximadamente constante, conectados com segmentos, lentle a varidvéV ndo perma-
nece constante.

Devido a nao-linearidade das equacdes (1.31), a obtencoluighes analiticas é dificil,
no entanto podemos usar o0 método de analise de estabilidade (pagina 11) para deduzir
aspectos qualitativos do sistema. Primeiramente, cams@laos as isoclinas do sistema. De
acordo com a equacao 1.13, a iséclinas sdo obtidas faxerdbeW = 0 nas equacées (1.31):

. V3
V=0=W=V-——+ (1.33a)
W=0=W=(V+a)/b. (1.33b)

O plano de fase do modelo de FitzHugh-Nagumo com as suagya®€é mostrado na figura
1.15. Se o sistema esta localizado na iséclina 0, sua trajetdria € vertical, apontando para
cima (seW > 0) ou para baixo (s&/ < 0). Além disso, para todos 0s pontos acima (abaixo)
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da iséclinaV =0,V < 0 (V > 0). De forma similar, se sistema estiver na isécliia= 0 sua
trajetéria é horizontal. Para pontos a esquerda (diregtstadsoclinaW < 0 (W > 0).

Devido a escolha dos parametros do sistelna (), as iséclinas se encontram em apenas
um ponto fixo(V*,W*) e, sel =0, (V*,W*) = (—1.2,—0.625). Da linearizacao das equagdes
(1.31) (consulte a equacéo (1.15)) obtemos:

\'// _ (1_ (V*)Z)V/ _W/

. 1.34
W/ — (p(vl _ bwl)’ ( )

ondeV —V* =V’ eW —-W* =W'. O sistema (1.34) pode ser escrito em uma forma matricial

r = Ar, onde:
V/
- ( ) (1.35)

e A é a matriz jacobiana do sistema:

A ((1_ ((I\)/*)Z) E;)' (1.36)

Por ser linear, o sistema (1.34) admite solugdes do tipo:
P = cifeM' + e’ (1.37)

ondec; sdo constantes que dependem das condi¢des iniciais do&jstesdo 0os autovetores
da matriz jacobiana @&; sdo os autovalores, que sdo determinados pelas raizes aigiequ
caracteristica da matrix

—((V*)?—1+Dbg) £ /((V))*~1-bg)?— 49

5 (1.38)

Ao =

Quandol = 0 os autovalores séo complexos conjugados com valares- —0.5+0.42.
Como a parte real dos autovalores € negativa e as partes ariagisdo nao-nulas, isto re-
sulta que o ponto fixo é estavel e as trajetdrias na suas pdades sdo espirais, ou seja, as
trajetorias oscilam com amplitudes cada vez menores ao dedwonto fixo.

O modelo de FitzHugh-Nagumo, quando submetido a pulsos mente, se comporta de
maneira similar ao modelo de Hodgkin-Huxley. A figura 1.16sir a resposta do modelo
a diversas intensidades de pulsos de corrente instantdoeg | (t) = gd(t). O pulsos de
corrente deslocam a variawéldo valorV* = —1.2 do estado estacionario por um val@r
Se a intensidade do pulso for pequena, o sistema retorna quadiatamente ao estado de
equilibrioV*, mas antes atingindo valores menores Ytiedevido as trajetorias espirais nas
proximidades do ponto fixo. Se a amplitude do pulso for auatientie forma a alterar o valor
deV além de—0.64 o sistema se afasta da iséclna= 0, comV crescendo rapidamentaé
permanecendo aproximadamente constante até o ramo diagitoclinav = 0 ser encontrado,
definindo o valor maxim&'. Este comportamento tem origem no valor pequeng.deém se-
guida, a trajetéria no espaco de fase sobe lentamente méisoclind/ = 0 até o maximo
local desta iséclina. O sistema, entdo, passa por uma nesadpida, atingindo valores e
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Figura 1.15 Plano de fase e isdclinas do modelo de FitzHugh-Nagumol pa@ As setas s&o propor-
cionais a¥,W) e indicam a direcdo e a taxa com que as variaveis dindmicas mudam: normaWmente
muda muito mais rapido do qW. (Extraido de Christof Koch (1999) [15])

abaixo do valor estacionario, para finalmente entrar emadage lenta, retornando préximo
ao ramo esquerdo da iséclia= 0 ao seu estado estacionario (figura 1.16A). Enquanto o sis-
tema esta hiperpolarizado, ou seja, nas proximidades do eaguerdo na isoclind = 0, é
necessario que a variavel de inativagéi®eja trazida de volta ao seu valor de estado estacio-
narioW* = —0.625 para que o sistema possa novamente executar a trajggéddta acima.

As figuras 1.16B e C mostram, respectivamente, o disparostensa de FitzHugh-Nagumo,
cujo formato basico independe da intensidade do pulso derderinjetado e a variavel de
inativacaon.

Mesmo apresentando uma resposta do tipo tudo ou nada, oorael€itzHugh-Nagumo
ndo apresenta limiar de excitacdo bem definido. De um ponigstienumeérico, a intensidade
do pulso pode ser variada quase continuamente@e5 até—0.64, dando origem a todas as
trajetorias intermediarias entre disparos e respostaguepes pulsos despolarizantes. De fato,
€ conhecido tanto computacionalmente quanto experinmeetaé que o axonio gigante da lula
nao apresenta limiar de excitagcado bem definido. Em ambossos,caxiste apenas uma regiao
separatriz a partir da qual trajetorias divergem rapidaenpara respostas do tipo potencial
de acao ou para pequenas despolarizacdes. No entanto, mthtadesta regido em situacdes
fisiolégicas normais é tdo pequena que um comportamentomtudada € observado. No caso
do modelo de FitzHugh-Nagumo, a constapisontrola o tamanho da regido separatriz, sendo
ela menor quanto menor fau.

Se o sistema de FitzHugh-Nagumo for estimulado com uma rer@onstante positiva
(despolarizante), a isoclina = 0 sera deslocada para cima no plano de fase, enquanto a is6-
clinaW = 0 permanece inalterada. Isto muda a posi¢cao do ponto fixostkEns, podendo
alterar a sua estabilidade. Assim que as partes reais dogbures da matriz jacobiana se
tornarem positivos, pequenas perturbacdes ao redor do fismtendem a se afastar do ponto
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Figura 1.16 A) Um pulso de corrente de amplitutle- QJ(t) estimula o sistema de FitzHugh-Nagumo,
deslocando-o do seu estado estacionario ao longo da linha horizootghtta aumentandd. B) e C)
mostram a evolugao das variaveis W. Uma mudanca e do seu valor inicial-1.2 para—0.8 ou
—0.65 s causa um pequena despolarizacdo e o sistema retorna rapidanestaela estacionario. Se a
intensidade do pulso de corrente for grande o suficiente de formé glieapasse-0.64, um potencial
de acao é gerado. (Extraido de Christof Koch (1999) [15])

de equilibrio. De acordo com a equacao (1.38), parte reahdtmvalores muda de sinal em

dois valores d&/*:
Vi=+,/1-bg, (1.39)

portanto, o ponto fixo € estavel quando o encontro das ig&cke da nos ramos direito e
esquerdo da isoclind = 0. Na parte central da isoclina= 0, |V*| < \/1—bg, portanto os
autovalores tém parte real positiva, ou seja, 0 ponto fixat@wuel.

Se o sistema estiver no seu estado estacioriagdor estimulado com uma corrente cons-
tante positiva de baixa amplitude, a parte real dos autm&lpermanece negativa e 0 novo
ponto de equilibria™ é estavel. Se a corrente estiver entre dois valores critices 0.33 e
|. = 1.42, as iséclinas se intersectam na parte central da isa¢kad e o ponto fixo se torna
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Figura 1.17 Resposta do modelo de FitzHugh-Nagumo a injecdo de corrente constadesigiema

€ submetido a uma corrente constante de amplitudearal < 0.32 o novo ponto fixo é estavel e o
sistema permanece abaixo do limiar de excitacdo. Para valores maiorek=atjud novo ponto fixo
esta localizado na parte central da is6chha: 0 e é instavel. Como o sistema possui um ciclo limite,
um trem de disparos € gerado (B). (Extraido de Christof Koch (199) [

instavel. Como mostra a figura 1.17A, o sistema segue rapittarpara a direita no plano de
fase até atingir a is6clind = 0, sobe lentamente nas suas proximidades, segue rapigament
para esquerda e depois lentamente para baixo préximo &¥ck 0. Este comportamento é
semelhante a resposta a um pulso de corrente, mas, difeearteedo caso anterior, 0 sistema
ndo retorna ao novo ponto de equilibrig, pois ele é instavel. O sistema segue novamente de
forma rapida para direita e encontra a sua trajetéria anteyiie agora se repete produzindo
um trem infinito de potenciais de acéo (figura 1.17B). Como aitagdes sao estaveis, mas o
termo estado-estacionario normalmente se refere a esjados®io mudam ao longo do tempo,

o sistema é dito que oscila em um ciclo limite estavel. Toaj@s comecando em qualquer
ponto no plano de fase (exceto pelo ponto fixo instavel) teémdao ciclo limite.

A frequéncia das oscilacdes no ciclo limite é determinada parte imaginaria dos auto-
valores da matriz jacobiana. A perda de estabilidade doofoat para os valores de corrente
|- =0.33 el, =1.42 faz o sistema oscilar a partir de um valor de frequénciamém pois
a parte imaginaria dos autovalores é ndo-nula. Este tiperarieno dindmico, onde oscila-
cOes de grande amplitude surgem abruptamente como resdiéachudanca continua de um
parametro, chamado parametro de bifurcacéo (nestd ;asohamado de bifurcacao de Hopf
subcritica. Este fenbmeno é uma propriedade conhecida delsmde Hodgkin-Huxley, cuja
frequéncia minima de disparos em resposta a injecao dent®renstante € cerca de 50 Hz.
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Figura 1.18 A) Estado estacionario da variavel de ativayaem fungéo da corrente Paral <|_ o
ponto fixo do sistema € estaveVese ajusta a um novo estado estacionarid. Sé_, o ponto fixo perde
a estabilidade e o sitema passa a ocilar no ciclo limite estavel. B) Frequéncicldedmsem funcéo da
correntel. Note que a frequéncia minima de oscilagcdo é ndo-nula, uma caracterighifarcacéo de
Hopf que ocorre durante a perda de estabilidade do ponto fixo. (Extlai€hristof Koch (1999) [15])

Esperimentalmente, isto € verdade para a maioria das meashexonais assim como para
a geracao de trens dpikesno soma de certos tipos de neurdnios. No modelo de FitzHug-
Nagumo, a frequéncia minima de disparos é cerca de 23 H4 pata. Se continuarmos a
aumental a frequéncia atinge um maximo e depois volta ao valor de 23udndpl = I ,.

A figura 1.18A mostra o valor de estado estacionario da valride excitacd® em fungéo do
parametro de bifurcacdoNa figura 1.18B € mostrada a frequéncia de oscilagcéo noluoiite

em funcédo da corrente Os resultados sao similares aqueles do modelo de Hodgkite
(figura 1.13).

1.4 Neurbdnios modelados por circuitos

Para concluir este capitulo, mostraremos exemplos deitoiscaletronicos simples que
apresentam comportamento excitavel e reproduzem qoeditante a dinamica de neurdnios.
Citaremos também um exemplo mais complexo onde muitas dpagutades fisioldgicas ob-
servadas experimentalmente em neurbnios, como ativagatieicao de canais ibnicos depen-
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Figura 1.19 Circuito proposto por Nagumet al. (a) e curva de resposta do diodo tanel (b). (Adaptado
de Nagumcet al. (1962) [14])

dentes de voltagem e correntes de fuga que representars ameds passivos, sdo emuladas.
Os trabalhos de FitzHugh e Nagumo na obtencao de uma fornpdifsitada do modelo de
Hodgkin-Huxley foram inspirados no modelo de oscilador-dear conhecido como modelo
de Bonhoeffer-van der Pol, do qual o modelo de FitzHugh-Nagémm caso particular. O
circuito analdgico proposto por Nagurmebal. [14] (figura 1.19a) reproduz a néo-linearidade
cubica da equacéo (1.33a) através da resposta peculiandimtdinel utilizado. A figura 1.19b
mostra a curvé (V), que corresponde a relacdo corrente-voltagem deste dradi@mos notar
gue existe uma regido onde ele opera com resisténcia negailigeja, a corrente decresce para
aumentos da tensao aplicada.
E facil ver que a aplicacéo das leis de Kirchoff ao circuitdigara 1.19a leva ao seguinte
conjunto de equacdes:
CV=I-F(V)-W
LW = E — RW+V,

ondel, € a corrente injetada no circuitoVé é a corrente que passa pelo indultor Note
a semelhanca das equacdes (1.40) com as equac0Oes (1.38jedwasie FitzHugh-Nagumo.
Nagumo modelou a curvE (V) do diodo tdnel através de uma fungéo cubica e, com uma
mudanca adequada de variaveis, reduziu as equacoes (@ a@pdalo de FitzHugh-Nagumao.
Outros circuitos foram propostos para reproduzir o modeld-iizHugh-Nagumo. De
forma bastante intuitiva, o circuito apresentado por Laterae Hellen [16] utiliza circuitos
integrados muiltiplicadores de tensdo em vez do diodo tpaed produzir a ndo-linearidade
cubica do modelo. A figura 1.20a mostra um circuito esquemd@tra o modelo de FitzHugh-
Nagumo, ond#/ (V) é uma funcdo n&o-linear construida de forma a corresponelguacio
ctbicaV (V) =V (V —a)(1—V). A aplicagéo das leis de Kirchoff ao circuito da figura 1.20a
leva ao seguinte conjunto de equagoes:

(1.40)

. V=V
V=g Itk (1.41)

LI =V — IR,
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Figura 1.20 Circuito apresentado no trabalho de Lancaster e Hellen. a) Circuitoreatjoe para
o modelo de FitzHugh-Nagumo. A fungdo nao-lin®4V) é obtida através do circuito em (b). c)
Comparacéo entre dados numéricos do modelo de FitzHugh-Nagumo eddazasiito. (Adaptado de
Lancaster e Hellen (2010) [16])

ondels é a corrente injetada no circuitol & a corrente que passa pelo indutorA corrente
de entrada no bloco de circuito ndo-linear da figura 1.20a8iderada nula devido a alta im-
pedancia de entrada do bloco. A figura 1.20b mostra como & pidala tensa¥ a partir da
tensdo de entradd. O circuito é constituido de alguns amplificadores operaig funcio-
nando como amplificadores inversores ou buffers. A alta dépeia de entrada é garantida
pela presenca de um circuito buffer logo apos a telsadois dos quatro multiplicadores do
circuito integrado MLTO04 sao utilizados. As transformaggee os multiplicadores e ampli-
ficadores operacionais aplicam a tensdo de enWasko mostradas na figura 1.20b. A figura
1.20c mostra uma comparacao entre os resultados numéaensdelo de FitzHugh-Nagumo
e 0s dados obtidos do circuito da figura 1.20a.

Apesar de obter resultados compativeis com os do modeldziéugh-Nagumo, circuitos
integrados multiplicadores podem ser substituidos porpoorantes mais simples, como dio-
dos. Binzaket al. [17] prop0s o circuito mostrado na figura 1.21a para estudhnamica
do modelo de FitzHugh-Nagumo modificado, em que trés pontos fioexistem em vez de
apenas um e a perda de estabilidade do estado estaciondmie atraveés da criagcdo de uma
sela em vez de uma bifurcacédo de Hopf. A ndo-linearidade a@&siuito esta contida na cor-
rentelyL € € causada pelo uso de diodos comutados e um circuito conkrsmpedancia
negativa, que funciona como um resistor cuja resisténcegativa. A funcdo que modela a
nao-linearidade novamente € uma funcéo cubica:

3
- glo- 7 142

ondeRy e y sdo constante obtidas através do ajuste dos dados expeisn€huso dos diodos
faz com que a isoclina da variavel de ativagde- YU seja linear por partes. A presenca do
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Figura 1.21 Circuito proposto por Binzalet al. para reproduzir o comportamento do modelo de
FitzHugh-Nagumo modificado. A nao-linearidade do circuito (a) est4 contideorrentdy que é
gerada na regido tracejada. As isdclinas do circuito séo lineares pes.ddote que existem trés pontos
fixos neste sistema. c) Trajetéria no plano de fase (linha sélida) conespie ao trem de disparos
mostrado no inset. (Adaptado de Binzstlal. (2003) [17])

diodo D7 e das duas condutanclase L, também torna a isoclina da variavel de inativacao
W = yRy(l1 + 1) linear por partes:

(1.43)

ondeg(V) =aV seV >0eg(V) =BV seV < 0 e as constantes n, a e 3 dependem dos
valores dos componentes do circuito. As iséclinas e os wésop fixos deste circuito sédo
mostradas na figura 1.21b. O retrato de fase do sistema @aibiciclo limite resultante da
perda de estabilidade do estado estacionario é mostradguna fi.21c. O inset mostra a série
de potenciais de acdo que ocorre nesta situagao.

Ao invés construir circuitos que reproduzem o comportamentitavel de sistemas dina-
micos conhecidos, pode-se procurar descrever um cirdeiidrico que apresente comporta-
mento excitavel através de um novo sistema dindmico. Argios dados do circuito apresen-
tado na figura 1.22a, Lancaster e Hellen [16] propuseramwirgegconjunto de equacgdes para
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Figura 1.22 Circuito excitavel de trés transistores proposto por Lancaster e He)lerA(dinamica

da regido marcada pela linha tracejada é substituida pela dindmica de umacesidépendente da
tensdodv no capacitolC. b) Calculo numérico do plano de fase do circuito mostrando as is6clinas das
variaveis dindmica¥ eV, assim como a trajetéria correspondente a um disparo (linha sélida).m) Tre
de disparos experimental (linha tracejada) e os dados do célculo nurtiiétieosélida). (Adaptado de
Lancaster e Hellen (2010) [16])

descrever o seu comportamento:

9V +5—V_ \% _V—Vb
Rfast(V) RS 100 Rs|

cV

(1.44)
V-V

S|

CsiVp = — g,
ondel; e lg sdo as correntes nos terminais coletor e emissor do traneh eRsag; COrres-
ponde a uma resisténcia dependente da tevisiiocapacitoC e contém a dinamica da regido
marcada pela linha tracejada. As correntes nos terminaisasistores séo calculadas através
do modelo de Ebbers-Moll. A figura 1.22b mostra uma simulagénérica do plano de fase
do circuito e as is6clinas das variaveise V,,, assim como a trajetdria descrita pelo sistema
durante um disparo. A figura 1.22c mostra um trem de dispamerienental (linha tracejada)
e os dados da simulacdo das equagoes (1.44) (linha sélida).

Um modelo de circuito com forte base fisiol0gica, capaz deodyzir varias das caracte-
risticas funcionais dos neurdnios piramidais da regideorical do cérebro, foi proposto por
Mahowald e Douglas [18]. O chamado neurdnio de silicio € za@aemular eficientemente
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Figura 1.23 Dados do “neurdnio de silicio” proposto por Mahowald e Douglas. ap&sa do circuito

a injecdo de correntes constantes. Um estimulo abaixo do limiar de exitac@otffinhjada) e outro
acima (linha solida) sdo mostrados. VMEM corresponde ao potencial dernaremiiENA e EK sédo os
potenciais de equilibrio dos ions sédio e potassio, respectivamente. A tims#cuito € comparada
com o potencial de membrana de um neurénio real. b) Resposta do cincud@oreparacdo a reposta
de um neurdnio da regido neocortical. Para intensidades maiores dateanjetada pode-se observar
o efeito de adaptacao (reducéo gradual da taxa de disparos).téddaje Mahowald e Douglas (1991)
[18])

as correntes ibnicas que causam os impulsos nervosos. Mhehewbouglas usaram com-
binacdes de dispositivos CMOSamplementary-metal-oxide-semiconduriotegrados para
simular os diferentes canais ibnicos. A figura 1.23a mostr@sultados do neurdnio de silicio
em resposta a aplicacdo de uma corrente constante. A fi@@Btarhostra uma comparacao en-
tre os dados do neur6nio de silicio e a resposta, sob cidnosias equivalentes, de neurénios
piramidais da regido neocortical.

O circuito proposto por Mahowald e Douglas demonstra pegiaides de adaptacédo. Quando
estimulado intensamente, um neurdnio inicialmente déspara rapida sequéncia de potenci-
ais de acdo, mas apdos um certo tempo, a taxa de disparos dirtstaexplica porque um
barulho muito intenso incomoda muito a principio, mas, aidedue o tempo passa, o inco-
modo diminui. Um dos médulos do circuito representa um cdeébn potassio dependente da
concentracdo de sédio. Um neurdnio disparando continugntesm um grande fluxo de sodio
para o seu interior. Atingida uma certa concentracdo desainterior da célula o canal de
potassio dependente da concentracdo de sédio é ativaddpumlo para hiperpolarizacao
da membrana e a diminui¢cdo da taxa de disparos. O efeito qagéda pode ser observado
na figura 1.23b tanto no neurénio de silicio quanto no neandinémidal da regido neocortical.

Nos dois capitulos seguintes descreveremos um circuitidrieo excitavel simples, cuja
dindmica é semelhante a do modelo de FitzHugh-Nagumo. Bfestios dois modelos bi-
dimensionais capazes de descrever o comportamento daairédlém disso, mostraremos
como o circuito se comporta quando estimulado por uma te€a(equivalente a uma cor-
rente constante) adicionada de ruido.



CAPiTULO 2

Um circuito eletrbnico excitavel simples

Com o proposito de construir uma rede neural eletrbnica cetapte muitos elementos
idénticos, o circuito eletrénico excitavel por nés propgsicura manter a simplicidade, assim
como o baixo custo desses elementos. Na figura 2.1 apresentacircuito, composto apenas
de resistores, um capacitor e um amplificador operacionn#&d/i, corresponde a tensao de
entrada do circuito, equivalente a um estimulo extevpe,\V,, sdo, respectivamente, as tensdes
de alimentacao positiva e negativa do amplificador openatieV, eV_ sdo as tensdes nos
terminais nao-inversory) e inversor ) do amplificador operacional. Informacfes sobre os
valores dos componentes e tensdes utilizados no circuifmaia 2.1 e em outros circuitos
eletronicos ao longo do texto podem ser encontradas no AqeeBd

Figura 2.1 Circuito eletrénico excitavel.

No circuito da figura 2.1 o amplificador operacional se cortgpoomo um circuito compa-
rador simples, ou seja, um circuito cujo Unico component@gprio amplificador operacio-
nalt:

Vout = Va, SeV; >V_
out a + (21)
Vout - Vb, SEV+ < Vf .

Este € o comportamento de um comparador ideal. Um modelaupa@mparador real deve
levar em conta que a saida do amplificador operacional nda mathntaneamente, mas esta
condicionada a uma caracteristica propria do amplificadaiew rate $Sdado enV /s. Po-
demos medilS facilmente em um circuito comparador. A figura 2.2a mostracvaria a
tensadvyy: em funcéo da diferengd,. —V_ em um circuito comparador. A tens¥g,; satura

1Consulte o Apéndice A para obter mais informacdes sobreitos: comparadores e outros circuitos que
utilizam amplificadores operacionais.

32
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Figura 2.2 Resposta de um circuito comparador experimental. a) Diferenca entreséssalos termi-
nais ndo-inversor e inversdi, —V_ e a tensado de saii@, em um circuito comparador. Note que a
saturacao d¥,,: Ndo é exponencial. [@Vyy:/dt em funcéo dé&/,,. Note a queda abrupta d&%,/dt.

A partir do gréafico delV,,/dt em funcao d&/,,; podemos obter o valor didew rate Slo amplificador
operacional.

nos valores das tensdes de alimentagamu V,, se a diferenc®, — V_ for positiva ou nega-
tiva, respectivamente. Na figura 2.Zpode ser obtido medindo o valor qd¥,,t/dt assume
na regido em que o grafico € uma reta horizontal. Para o amaglificoperacional utilizado
(TLO17CN) medimos$S= 15.8 V/us, que esta de acordo com o valor fornecido pelasheet
no produto §= 16 V/us).

A sequir, discutiremos dois modelos que descrevem o coanperito de um comparador

de forma mais realista e mostraremos como obter a dinamicaaoto da figura 2.1 a partir
destes modelos.

2.1 Modelo linear

Inicialmente, propomos um modelo simples para a dinAmieandeircuito comparador:

dV, 1
gt = 2 Mo~ Vour+ (Va—Vo)O(Vy — VL)) (2:2)

ondes = 0.63(Va — V) /Sé o tempo caracteristi¢ado sistema ©(x) é a fungéo de Heaviside
ou degrau. De acordo com a equacao (2.2), € facil ver que ax¥pg do comparador satura
exponencialmente com valores iguais as das tensdes dentdighe dependendo do sinal de
(Vy—=Vo).

Definido o comportamento dé&,; no comparador, podemos tratar o circuito da figura 2.1
como um sistema dindmico bidimensional cujas variaveid/sge@ V_. Através da aplicacao
das leis de Kirchoff chegamos ao seguinte conjunto de eggacd

V_|_ - aVOut (2361)
V1 = BVout + Win, (2.3b)

2063~1—e1
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onde R
1

a= Rit Ry (2.4a)
R4

— 2.4b

B=r-r (2.4)
Rs

= 2.4
V=R Re (2.4c)

Para obter a equacao (2.3b) assumimosRye> R4, Rs e, portanto)s ~ 0. Além disso,
calculando a corrente no capacitor obtemos:
dv.  Vi—-V_
dt RsC

Substituindo (2.3a) em (2.2) e (2.3b) em (2.5), obtemostersis dindmico em funcéo das
variaveisVout e V_:

(2.5)

(
d\ 1
d('EUt =2 | Vo~ Vour+ (Va—Vb)O(aVout —V-)
(2.6)
dVv_ 1
_— V i _V_ '
|t R:C BVout + Win

Para realizar analises numeéricas envolvendo os modelpegios substituimos a funcéo de
Heaviside® por uma funcédo analitica. A escolha realizada para a novz@ba é a seguinte:

1
OX) = —, 2.7
0= (2.7)
ondex; < 1.
Podemos ainda reescrever o sistema (2.6) em funcao deeiarédimensionais:

Vout V_
V=E —, W= — 2.8
VC ) VC7 ( )

ondeV; é uma tensao caracteristica do sistev@a positivo e é da ordem do médulo da tenséo
de alimentacdo de maior modulgz(ou V). Em nossas simulagdes utilizamds= 10V.
Obtemos, portanto, o sistema adimensionalisado:

(a—b)

v=b-v+ 1e @ Wi (2.9a)
W= @[Bv-+yj—w, (2.9b)
onde definimos os grupos adimensionais:
A /
a:\é-b:\é-cp:i'j:\@;XOZE (2.10)

Ve ’ Ve ’ RBC ’ Ve Ve
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eV ew sdo derivadas em relagdo ao tempo adimensipraal /. Na equagéo (2.9) ja substi-
tuimos a funcéo de Heaviside pela funcao apresentada ned&n(a7).

Na equacgao 2.9b, a constamtesepara as escalas de tempo do sistema da mesma forma
gue a constante do modelo de FitzHugh-Nagum@ < 1 de forma que a variavelé rapida,
enquantov é lenta.

A seguir, apresentaremos um estudo analitico-computalaommodelo linear proposto no
sistema (2.9).

2.1.1 lIséclinas, pontos fixos e estabilidade

Iniciaremos obtendo as iséclinas do sistema (2.9). A pdelims podemos determinar as-
pectos qualitativos da dindmica do circuito da figura 2.1.

Em um sistema dindmico bidimensional, isoclinas sdo cungaplano das variaveis di-
namicas em que o fluxo das trajetérias € horizontal ou vértcaseja,v =0 ouw = 0. Na
equacao (2.9a), podemos verificar facilmente €0 implica:

a—v
W= x0|n<rb) tav, (2.11)
enguanto que, na equacéo (2.9b)- 0 resulta em:

w=LpBvV+Yy]j. (2.12)

Podemos observar a semelhanga do modelo linear com o moeldfaztHugh-Nagumo na
figura 2.3.

Note que quandgy — 0 a equacao (2.7) se reduz a funcao de Heaviside: a isGch@, -
neste caso, torna-se linear por partes (figura 2.3a):

v=>Db seav < w,

. —0

v=0%"{v=a seav > w, (2.13)
wW=aqav.

Nas figuras 2.3b e c as is6clinas foram plotadas gaa9 x 103,

Nos pontos de encontro das duas isoclinas o fluxo € nulo, aussjstema permanece em
um estado estacionario se nao for perturbado. Estes pdigashamado pontos fixos do sis-
tema (figura 2.3a). Igualando (2.11) e (2.12) obtemos a équaige determina os pontos fixos
do sistema (2.9), que é resolvida numericamente atravésétiodm da bissec¢do. Podemos
ainda fazer uma andlise de estabilidade linear dos pontos, fdu seja, a partir da lineariza-
¢cao do sistema estudar analiticamente o comportamentagajagtias no plano de fase nas
vizinhancas dos pontos fixos.

Antes de obter a linearizacédo do sistema note que noxgasd existe apenas um ponto
fixo sef3 > a. Paraxp > 0 a derivada da is6climna= 0 é sempre menor que, portanto, para
termos apenas um ponto fixo no sistema (2.9) é suficientgBguex (figura 2.3a). Vamos
assumir qug > a daqui por diante.

De acordo com a equacdao (1.15), para linearizar um sistendandio, basta calcular as
derivadas das fun¢ddsque definem o sistema. Séjd,w*) o ponto fixo do sistema para uma
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®)o1

Figura 2.3 a) Iséclinas dos sistemas (2.9) (modelo linear) e (2.20) (modelo nao-lowedorme secao
2.2) com parametrog = 0.0909; 3 =0.5; y=0.5; ¢ =0.01;a=1; b= —1. As linhas tracejadas
correspondem a iséclina = 0 para alguns valores de(Vin). A linha sélida corresponde a iséclina
v =0 paraxp = 0. O circulos nas interse¢des das isoclinas indicam os pontos fixos doasidiote
que s6 ha um ponto fixo para cada valorjdee 8 > a. b) O mesmo de a), mas coxg = 9 x 1073,

A linha tracejada vermelha corresponde a uma trajetoria no plano de fasearmlicdo inicial (CI)
(—0.5,—-0.075) e j = 1 terminando no ponto fixo estavel do sistema. ¢) O mesmo de b) mag-edn
A linha tracejada vermelha corresponde ao ciclo limite do sistema. O ponto Si@aaso é instavel.

determinada escolha de parametros, entdo o sistema (@ %yaforma linearizada é escrito
como:

ov ov

V/ - d_\/ (V*7w*) d_\N (V*7w*)V\/ (214a)
- OW ow
W= v’ ow (WW)W, (2.14b)

ondeV =v—Vv* ewW =w—w*. As derivadas em (2.14a) e (2.14b) podem ser calculadas
faciimente e nos levam ao sistema linearizado para 0 modelguestad:

1

Ve (—1+X%(a—b)@(l—@))(ww))\/— (X—O(a—b)e(l—e) W

’(v*,w*))
w = @[V —w].

3 —(av-w)/x _ 1.0
Note quee™(aV-W/%0 = 18,
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Figura 2.4 Partes reais (linhas pretas) e imaginarias (linhas vermelhas) dos doialargew | e A_)

da matriz jacobianA em fungéo do parametidequivalente &, no circuito) parax = 0.0909;3 = 0.5;
y=05a=1;b=—1;9p=6.3x10"% xo=1.18x 10°3. As linhas verticais separam as regiées onde
o ponto fixo tem comportamentos distintdsj indica o intervalo de valores deonde o ponto fixo se
comporta como uma espiral (estavel ou instavel). In&¢tem funcéo dey. Experimentalmente nao
observamos espirais devido ao pequeno valogde

Nas equacdes acima ja desprezamos os termos de ordem gpaaditéate que a segunda equa-
cao € exata, pois a expressao param (2.9) € linear env e w. Para simplificar a notacéo,

vamos definilg = % O(1— 0©). Aforma linearizada do sistema (2.9) é, portanto:

ve(-trag, Vg, W (2.15)
W= @BV — oW,

gue pode ser escrito como na forfa AX, onde:

v
- (w)
e A é a matriz jacobiana do sistema:

-1
A= ( +ag (v, W) g (v*,w*)) ) (2.16)
B Q@

Através dos autovalores da matriz jacobiana, determinanestabilidade do (Unico) ponto
fixo do sistema (2.9). Qualitativamente, um ponto fixo podbieriversos comportamentos
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Figura 2.5 Comparacéao entre 0 modelo linear e os dados obtidos do circuito com parguegieri-
mentais/, =10 V,V, = —10V,a =0.0909,8 = y=0.5,Vi, = —6.0V,e =6.3x 10 " seRs:C=10"3s

(¢ =6.3x 10~%). Dados experimentais sempre em preto. Na integracio numérica do mtilieimos

Xy =10-% V. a) As variaveis dinamicas do sistema (2\&),: em vermelho &_ em verde para o modelo
linear. b) Spike do sistema definido com&\L_ — 0.6 V. Spike em vermelho para o modelo linear.
¢) Ciclo limite decorrente da bifurcacdo de Hopf no plano de fase do sistBrisequéncia do sistema
em funcao do parametro de contrdlg (note a descontinuidade caracteristica da bifurcacéo de Hopf).

enquanto variamos um parametro de controle, tanto em mefafd@ma das trajetorias na sua
proximidade quanto a sua estabilidade. A analise de esladd linear permite diferenciar
estes comportamentos através do sinal das partes reaigia&mas dos autovalores do sistema.
NoO nosso caso, encontramos quatro diferentes comportasnéntponto fixo do sistema (2.9)
enguanto variamog noé estavel na regido em que a parte real dos autovaloresaévaeg as
partes imaginarias sdo nulas; espiral estavel na regidaueragjpartes reais sao negativas (e
iguais, pois os autovalores sdo complexos conjugados) argespmaginarias sdo nao nulas;
espiral instavel onde as partes reais séo positivas e &s pawdginarias nao nulas; no instavel
onde as partes reais sao positivas e as partes imaginakias Aufigura 2.4 mostra as partes
reais e imagindarias dos autovalores do sistema (2.9) enadduthg parametrg (Vin) na regiao
onde podemos observar os quatro comportamentos do pontdofisistema.

O parametrd\j indica o intervalo de valores deonde podemos observar espirais no sis-
tema. O inset da figura 2.4 mostra como este intervalo varfaegio do parametry. Experi-
mentalmente, esperamos g@e< 1; cComo veremos a seguir, estimanxgs~ 10~° resultando
Aj ~ 107% (AVin ~ 1 mV) tornando dificil a visualizacio de espirais sem equipaaseqtie
fornecam tensdes com alta precisao.

A perda de estabilidade do ponto fixo, quando as partes raaiam de negativas para
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Figura 2.6 Resultado da equacéo (2.2) para um circuito comparador.

positivas (figura 2.4), é regida por uma bifurcacdo de Hopifn ticlo limite passa a ser o
Unico atrator estavel do sistema (figuras 2.3c e 2.5¢). Aetdrégas nas proximidades do ciclo
obedecem duas escalas de tempo: nas regides “horizontats¢ld as trajetérias sao rapidas
e regidas pok, determinado pelslew ratedo amplificador operacional; nas regiées verticais
do ciclo as trajetérias séo lentas e regidasiR2, o tempo caracteristico de carga e descarga
do capacitor. As trajetdrias no dominio das espirais imssdendem ao ciclo limite que surge
na bifurcacéo de Hopf. A grande diferenca nas escalas detdasgpduas variaveis dinamiéas
também dificulta a visualisacdo de espirais.

Na figura 2.5 mostramos algumas comparacdes entre 0 modelr i resultados expe-
rimentais do circuito eletrbnico. Voltaremos a notacéo eiisacdes do sistema (2.6) para
facilitar o entendimento dos resultados em termos das ¢ésns@didas no circuito. O valor
de Vi, utilizado implica que o ponto fixo do sistema € instavel etguo, o circuito oscila
no ciclo limite decorrente da bifurcacdo de Hopf. Na figua2sao mostradas as variaveis
dindmicas em funcéo do tempo. A figura 2.5b mostra o dispaspiedo sistema. Definindo
S(t) = 1.5V_ — 0.6y, Obtemos uma funcdo que reproduz qualitativamente o piatete
membrana neuronal (compare com a figura 1.17B do Capitulo 4valdres 15 e Q67 séo
escolhidos de forma a facilitar a constru¢cao de um circuitiirator de tensoes (figura A.4,
Apéndice A). O plano de fase contendo o ciclo limite do sist&mostrado na figura 2.5c. Na
figura 2.5d, note que a mudanca do regime estacionario, oogteuito néo esta disparando,
para o modo de disparos peridédicos ndo acontece de formiaganO sistema ndo admite os-
cilacdes com frequéncias arbitrariamente pequenas, uraetedstica da bifurcacdo de Hopf
gue ocorre durante a perda de estabilidade do ponto fixo.

Para concluir a descricdo deste modelo, compararemos ltadksda analise numérica da
equacdao (2.2) para um circuito comparador com o resultageriemental da figura 2.2. Na
figura 2.6a podemos observar gt satura exponencialmente na tensdo de alimentdgéo
Na figura 2.6b, notamos que a saturacdo exponencial nacsespacbem o que na verdade
ocorre. Ainda sim o modelo linear consegue reproduzir o astapento do circuito excitavel.
Isto ocorre devido a grande diferenca nas escalas de tered®C usadas no circuito, que
resulta emp < 1. A saturacdo exponencial que ocorre quando as trajetegiaproximam

“Veja os parametros experimentai® RsC do circuito na figura 2.5. Consulte também o Apéndice B para
obter informag@es sobre os valores dos componentes dtikzaos circuitos.
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Figura 2.7 Ciclo limite experimental (a) em comparacao a integracao numérica dos modetoghihe
nao-linear (c) (conforme se¢éo 2.2) com parametros experimégtaid0 V,Vp, = —10 V, a = 0.0909,
B=y=05,V,=-70V, RRC=5x10"°s. Para o modelo linear (ndo-lineag)= 6.3x 10" s
(5x 107 7s), resultandg = 0.012 (Q01). Nas integracdes numéricas utilizamps- 10~ V.

dos ramos verticais da isocline= 0 fica mascarada pela aproximacao rapida a estes ramos
pelas partes “horizontais” do ciclo limite. Se aumentarmealor do parametrg no circuito
excitavel, através da diminuicdo da capacitamgigpor exemplo, podemos notar com mais
clareza a discrepancia entre o modelo linear e os dadosimgueais do circuito. A figura

2.7 mostra o ciclo limite experimental do circuito excit{a@® em comparacado ao ciclo limite
obtido da integracao numérica do modelo linear (b) gom0.012. Os ramos “horizontais” do
ciclo limite experimental se aproximam de maneira abruptaramos verticais, em contraste
com a forma suave do ciclo limite para o modelo linear.

2.2 Modelo nao-linear

A fim de melhor se aproximar do resultado da figura 2.2, modifasaa equacéo (2.2) de
forma a reproduzir a regido horizontal no grafig,:/dt x Vou:

d\, .
St = SSigNVo —Vour + (Va— Vo) (Vi —V-)), (2.17)
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Figura 2.8 Resultado da equacéo (2.17) para um circuito comparador.

ondeS é oslew ratedo amplificador operacional. A funcdo sign(x) é definida como

1, sex>0
signx) = ¢ -1, sex<O0 (2.18)
0, sex=20,

ou seja, ela retorna o sinal do seu argumento. Na figura 2.&npasl ver como se comporta
um circuito comparador governado pela equacéao (2.17). @taee de (2.17) € mais realista e
dele podemos extrair slew rateda mesma forma realizada na figura 2.2.

Através de calculos similares aos que levaram a equacdoofgmnos em (2.19) um novo
sistema dinamico que descreve o comportamento do circuito:

dv, Ve

d(;m = ?Cslgn<Vb —Vout + (Va_Vb)@(aVOUt_V_)>
N (2.19)
ot Rec | Pl V-

Em (2.19)\;/e = S. O sistema (2.19) pode ser adimensionalizada através csmeserupos
adimensionais utilizados no modelo linear (equacao (Rr&8ultando:

S (a—Db)
v_S|gn<b—v+ Tre @ W/

W= @[BV+yj—w].

A analise de estabilidade linear realizada para o modeldinéar pode ser realizada da
mesma forma mostrada anteriormente para o modelo lin@aando-se o cuidado de definir a
derivada da fun¢&osign(x) emx = 0. Entretanto, enfatizaremos apenas a mudanca da forma
do ciclo limite como consequéncia da alteracdo da equac2p (2

(2.20)

SPodemos substituir sigx) por uma fungéo continua de forma similar ao que foi feito cofargédo de
Heaviside®: sign(x) = tanh(kx) ondek >> 1
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Figura 2.9 Iséclinas do modelo nao-linear com parametmos 0.0909;8 = 0.5; y=0.5; ¢ = 0.01;
a=1;b=—1exy=9x103. As linhas tracejadas pretas correspondem & iséalined para alguns
valores dej (Vin). As linha sélidas pretas corresponde a iséclina0. Os circulos nas intersecfes das
iséclinas indicam os pontos fixos do sistema. a) A linha tracejada vermeleagonde a uma trajetoria
no plano de fase com condigéo inicial (¢H0.5,—0.075) e j = 1 terminando no ponto fixo estavel do
sistema. b) O mesmo de a) mas cpmm 0. A linha tracejada vermelha corresponde ao ciclo limite do
sistema. O ponto fixo neste caso € instavel.

As is6clinas do sistema (2.20) podem ser calculadas factereeséo idénticas as iséclinas
do modelo linear (equacgdes (2.11) e (2.12)). Para o xas00, as iséclinas sdo mostradas na
figura 2.3a. A figura 2.9 mostra as iséclinas quargle: 9 x 10~3: em 2.9a é mostrada uma
trajetéria com condi¢&o inicial (Cl}-0.5,—0.075) terminando no ponto fixo estavel sistema
guandoj = 1; em 2.9b é mostrado o ciclo limite do modelo ndo-linear doan= 0. Para
valores dep préximos de 1, quando as escalas de tempd;C tem valores mais préximos,
0 modelo nao-linear fornece uma melhor descricdo do cacuiote que o ciclo limite do
modelo linear (figuras 2.3 e 2.7) é mais arredondado do quensadi@lo ndo-linear devido a
saturacao exponencial da variavel dinamica

Na figura 2.10 podemos ver os resultados do modelo ndo-lemaatomparacdo com os
resultados experimentais do circuito da figura 2.1. Paraatmses das escalas de tempe
RsC indicados na figura 2.10, o modelo ndo-linear é tdo satisfatfuanto o modelo linear
para descrever o0 comportamento do circuito excitavel.

2.3 Sistema de Liénard

Para finalizar o capitulo, apresentamos um estudo do a@relgtronico excitavel como
um sistema com dependéncia explicita apenas na vaxa\@l na versao adimensionalisada).
O fato de podermos descrever o circuito apenas em funcaor@deld/_ nos permite, em
principio, determinar o valor experimental do paramegrasado nos dois modelos apresenta-
dos acima, além de fornecer mais uma ferramenta de analsentigortamento deste sistema
excitavel.

Para fazer a analise tedrica utilizaremos o modelo linear @® parametros da figura 2.5,
ja que para estes valores 0 modelo reproduz bem o compot@mercircuito. Partindo do
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Figura 2.10 O mesmo da figura 2.5 para o modelo ndo-linear, com parametros experinvgntald
V,Vp=-10V,V; =10V, a =0.0909, =y=05,Vi, =—60V, e =50x10"seRC=10"3s
(p=5x10"%). Xo = 104V na integracéo numérica do modelo n&o-linear.

sistema adimensional (2.9), definimos:
W=z (2.21)
Calculamog derivando a equacéao (2.9b):

2= Q[BV—Vi], (2.22)
de onde obtemos:
z=@[pv—17. (2.23)
Isolandov em (2.9b) obtemos: L
z .
v:E[q—D—wa] (2.24)

Substituindo a equacéo (2.24) na equagéo (2.9a), achanmsealagdo do tipy = f(z,w),
portanto obtemos um novo sistema dindmico que dependesgenee de suas derivadas no
tempo:

W=2z (2.25a)

z=o[Bf(zw) -2, (2.25b)

onde

(2.26)
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Figura 2.11 Superficie tedrica(z,w) (vermelho) e a curva obtida da integragdo numérica (azul) do
sistema (2.25) com parametras=1, b= -1, a =0.0909 3 =y=0.5, ¢=6.3x107%, j = —0.55.

a)xg = 1075, b) xo = 4 x 10~3. Neste gréafico zpz %o controla a “dobra” na superficie, sendo ela mais
suave para valores maioresxgee mais brusca para valores menores.

O sistema dinamico (2.25) € chamado de sistema de Liénarcefamémcia ao teorema de
Liénard, que trata de osciladores nao-lineares.

As trajetorias no plano de fage w) sdo mapeadas em curvas contidas na superfzia).
Dada uma série tempona(t), por derivacdo obtém-se=\Wez= W, 0 que gera uma sequéncia
de pontogw(t), z(t),2(t)) que descrevem uma curva sobre a superficie definida pelg&mua
(2.25b).

Para obter o valor experimental dg o Unico parametro cujo valor ndo podemos medir
diretamente no circuito, basta adquirir uma série tempmaedV_, ou sejaw, derivar nume-
ricamente uma vez para obtee mais uma vez para obter O valor experimental dgy é
obtido quando ajustamos a superficie tedrica de forma gueositenha a curva experimental.
Na figura 2.11 é mostrada a superficie teOrieaa curva obtida através da integracdo numerica
do sistema (2.9).

Algumas dificuldades surgem quando tentamos obter a cupeiexental no espaga, z, w).
Inicialmente, para realizar as derivacdes numéricas de tednporal de/_ se faz necessario
suavizar o ruido presente no sinal; devido a amplificacaoajadas e bruscas oscilagbes do
ruido pela derivada, a sua saida acaba sendo completamastarada. Para suavizar a série
temporal, a dividimos em pequenas janelas de tempo e nemlizenédias sobre essas janelas.
O método utilizado reduz a amostragem do sinal pois todo®©pog dentro de uma janela
temporal sao substituidos por um Unico cujo valor é o redoltia média sobre essa janela, e,
No NOSSO caso, este método € repetido sucessivamenteaoeakyamos medias sobre meédias
até atingir um bom resultado na suavizacao da série tempDesle haver um balanco entre
o tamanho da janela das médias, o numero de médias realeageasto do ruido deve ser
eliminado, pois a realizacdo de muitas médias sucessivasiea de janelas de tempo muito
grandes resulta em perda de informacao do sinal. O tamaistjartgas utilizadas depende da
guantidade de pontos na série. As séries temporais daehnia@dquiridas do circuito excita-
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Figura 2.12 Resultado de médias sucessivas aplicadas a uma série temfigrakperimental. Os
indices numéricos indicam passos de aplicacdo das médias sucedsiess Sériav(t). As médias do
passo sdo aplicadas sobre a série obtida no passt. Passo 1: média aplicada sobre a séfig
experimental de tamanho 4Pontos com uma janela temporal de tamanho 5 pontos. Passo 2: média
aplicada sobre a sérig(t) do passo 1 com uma janela temporal de tamanho 5 pontos. Passo 3: duas
médias sucessivas aplicadas sobre a sétiedo passo 2, cada uma com janela temporal de 4 pontos.
A série resultante contém 2500 pontos. a) Série tempdtal b) z(t) = w. c)zp=Z(t) = w.

vel, tipicamente, contém $@ontos. Realizamos cerca de 4 médias sucessivas sobre em séri
tipica, com janelas temporais de 4 ou 5 pontos, o que reduarmdidade de pontos da série
para cerca de 2500. A figura 2.12 mostra o resultado da afbcde médias sucessivas sobre

a série temporak(t) e as derivadas obtidas dessas séries suavizadas.

Na figura 2.13 mostramos algumas comparacdes entre a igdiegnamerica do sistema
(2.25) e os dados experimentais do circuito. A figura 2.13stra@ curva experimenta|z, w)
obtida sem a suavizacéo da sénig). A forma da curva fica totalmente mascarada devido ao
ruido da série. A figura 2.13b mostra o resultado da cafxav) apos a suavizacao da série
w(t), em preto para dados experimentais e em vermelho para sig&egnumérica. As figuras
2.13 c), d) e e) mostram projecdes da curimw) mostrada em b) nos planés, z), (z,z) e
(W, 2), respectivamente.

A figura 2.14 mostra mais algumas comparac¢des entre osagssitia integracdo numeérica
e dados experimentais. Os graficos com indice 1 (esquerddlamoresultados experimentais,
enquanto que os com indice 2 (direita) mostram resultadogetracdo numeérica. Os graficos
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Figura 2.13 Comparacao entre integracdo numérica e dados experimentais para o disteiéaard
(2.25) com os mesmos parametros da figura 2.5. a) Cz{mav) experimental sem suavizagdo da
série temporal da variavel. b) O mesmo de a) mas com séries temporais da vanaeelavizadas,

em preto para dados experimentais, em vermelho para a integracdo run@ric) e e) Projegbes
nos planosw, z), (z,2) e (w,2) da curvaz(z,w) com séries temporais suavizadas, em preto para dados
experimentais, em vermelho para a integracdo numeérica.

a) mostram a série tempona(t) sem suavizacdo. Os graficos em b), c) e d) moswéamsua-
vizada,z(t) e Z(t), respectivamente, ondé& ) e Z(t) foram obtidos da série temporal suavizada.
A série numeéricav(t) foi suavizada de modo a ter a mesma amostragem da sérieragpéal.
Para obter resultados compativeis entre os dados expégisiena integracdo numeérica
€ necessario que ambos os dados tenham aproximadamentena arasstragem, ou seja, €
preciso realizar a mesma suavizacao realizada nos dadesregptais nos dados da integracao
numérica. O uso de médias para suavizar as sé€ries temprp@sneentais dav a fim de
fornecer melhores resultados nas derivagbes numéricas @oa impedir que ajustemos o
valor dexg devido a perda de informacao que delas resulta. Na figura2, pébr exemplo, 0s
picos emz atingem valores maiores quando a amostragem da sériea@dace reduzida por
meédias. Apesar de ndo podermos ajustar o valor experimdxgla partir dessas curvas, 0s
resultados das simul¢cdes numéricas e experimentais sgmtivais para o valot = 107°.
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Figura 2.14 Mais uma comparagao entre simulagdo numérica e dados experimentais istema de
Liénard (2.25) com o mesmos parametro da figura 2.5. Os gréaficos cora fidimostram resultados
experimentais e os com indice “2” mostram resultados da integracao nuna@rigéries temporais da
variavelw. b) Séries temporais da variAwelsuavizadas através de médias. A integracdo numérica em
b2) foi suavizada de modo a ter aproximadamente a mesma amostragem easEnimental em bl).

c¢) Derivadas numéricas das séries temporaig.d) Derivadas numéricas de



CAPITULO 3

Conversor DC-Poisson

Continuando o estudo do circuito eletrénico excitavel, pracemos agora mostrar como
ele se comporta diante de um estimulo mais realista em tdyioldgjicos em oposicdo ao que
foi apresentado no capitulo anterior, ou seja, estimulm®sentados por tensées constantes.
Experimentalmente, sabe-se que a resposta de um neurahjgodke variar de amostra para
amostra mesmo que um estimulo fisico externo se manteniséaot® em cada uma delas.
Como fontes dessa variabilidade podemos citar a aleatdeedtas varios processos biofisicos
gue afetam a geracado de potenciais de aggii€3 no neurénio medido, como por exemplo a
difusé@o de ions através dos canais idnicos da membranagileapalém da propria natureza
estocéstica dos estimulos (flutuacdes na concentracdmdentel tomando como exemplo o
sistema sensorial olfatorio). A complexidade das seqaérd® potenciais de agao geradas por
um neurdnio torna dificil a construcdo de um modelo que s|j@az de descrever e prever o
tempo de ocorréncia de cada spike deterministicamenteufnmos, entdo, um modelo que
possa descrever a variabilidade das séries de potenciaggideem termos de probabilidades.

Neste capitulo discutiremos a implementacao e caract@dzede um circuito eletrénico
gerador de ruido e seu uso como conversor de estimulo parauiteieletronico excitavel
apresentado no capitulo anterior. Além disso, discutissmprocesso de Poisson homogéneo
como modelo estocastico para andlise de sériepitese compararemos com resultados do
circuito excitavel.

Mostraremos como obter a faixa dindmica do circuito exeitaym primeiro passo na im-
plementacdo de uma rede neuronal eletrbnica capaz de atnarum sensor 6timo, baseado
no efeito de aumento da faixa dinamica de uma rede de elemextdaveis quando a conec-
tividade da rede é critica [2].

3.1 Circuito eletrdnico gerador de ruido

Neurdnios sujeitos a estimulos na natureza frequenterméoteespondem de forma de-
terministica; flutuacbes de ordem biolégica nos propriagém@os ou mesmo flutuacbes no
estimulo fazem com que a resposta tenha caracteristiczassta. Para incluir este aspecto
estocastico em nosso modelo de elemento excitavel eletradicionamos ao estimwg,, até
agora uma tensao DC, uma componente aleat6ria de ruido. Usstiqumportante na constru-
cdo de uma fonte de ruido € o fato de que gostariamos que fietuee diferentes frequéncias
fossem levadas em conta com 0 mesmo peso quando avaliarmesfazp circuito excitavel
produzir umspike Esta é uma das propriedades do ruido branco,intgasidade espectral
€ constante para todas as frequéncias. Na pratica, ruidpadoser gerado com intensidade

48
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espectral constante até frequéncias arbitrariamentelggamas apenas até uma frequénciade
corte finita. No entanto, isto ndo representa um problemafisaéncia de corte for acima
da frequéncia maxima de disparos do elemento excitavel (peircuito eletrdnico excitavel a
frequéncia méxima de disparos € aproximadame&Hz (figura 2.5)).

Podemos descrever o ruido branco em termos da sua funcadoderagiacéo temporal.
A funcéo de autocorrelacdo tempof@ds assim como a funcdo de correlacdo temporal de
duas quantidades indica como elas estéo correlacionadas@ado instante de tempo, indica
como uma quantidadg avaliada em um instante de tempo, esta relacionada comesiaar
avaliada em outro instante de tempo. Matematicamentes\esups

T/2
Qso(T) =7 / +1)dt, (3.1)

T/2
ou seja,Qss € a média sobre o intervalo de tempalo produto da quantidadeavaliada nos
tempog et + 1. Para o ruido branco esperamos que a autocorrelacao tére@araula para
todot # 0, ou seja:

Qss(T) = 058(7), (3.2)
onded (1) é a funcao delta de Dirac. A constamedetermina a amplitude do ruido branco.
Utilizamos o circuito da figura 3.1 como fonte de ruido. Sencfanamento é baseado
no ruido térmico do diodo zen&, operando na regido dereakdown ou seja, em estado
de alimentacado reversa. Como o ruido gerado pelo diodo zeterbéixa amplitude, antes
de alimentar o circuito excitavel ele & amplificado por unofdt0000 em dois estagios por
amplificadores inversores (regido demarcada pela linbajrda na figura 3.1).

10K ..
Vo> 12V | 100k 100k |
100k \ 1k 1k
[ | — - - I
: }—:O erdo
. | 2 10uF 10pF:
[]3,3m |
10nFI | |
= | T |

z
IN75(2vy [ s

Figura 3.1 Circuito eletrbnico gerador de ruido. A area demarcada pela linha tracejerdaponde a
dois estagios de amplificacao: cada um multiplica o sinal por um fator 100.

Para verificar a qualidade do ruido produzido pelo circuadidgura 3.1 devemos anali-
sar a sua intensidade espectral, que € definida como a maasfa de Fourier da funcdo de
autocorrelagédo tempor@ss(7) do estimulas(t) (no nosso caso, o ruido):

T/2 o1
st T/ Qss(T) el dr, (3.3)

ondew tem unidade de frequéncia angular e o estimulo é supostadp=yifora do intervalo
da amostrd—T/2,T /2]. A transformada de Fourier fornece uma descricdo compkefard
cao original no dominio de frequéncias e permite retornangéo original por meio de uma
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Figura 3.2 a) Ruido gerado pela circuito da figura 3.1. b) Sua transformada deFour

transformada inversa. Substituindo a equacdo (3.2) na&qgya.3), obtemos que, para o ruido
branco, a intensidade espectral é constante para todasjasgificias:

o3

Qss(@ == / 1)eeTdr = - (3.4

Substituindo a equacéo (3.1) na equacéao (3.3) podemosidedtra definicdo para a intensi-
dade espectral de uma funcsiv):

Qss(w) = 1 T/Z s(t+1)€9Tdr
ST ~T/2

eivtgrt / S(t+ 1)dOtHgr.
T/T/Z T —T/2(+)

A primeira integral da segunda igualdade da equacéo (3.5¢@mplexo conjugado da
transformada de Fourier do estimulo:

T/2 .
_ %/T/zs(t)e"*’tdt, (3.6)

enquanto que a segunda integral da segunda igualdade dgiieqBsb) € a propria transfor-
mada de Fourier do estimulo devido a periodicidade do iatetyr. Temos, portanto:

Qss(w) = [§(w)[%, (3.7)

(3.5)

m
—~
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Figura 3.3 Diagrama de blocos do circuito utilizado para medir a resposta do circuitoretetréxci-

tavel. A tensao de entradlig do circuito eletrdnico excitavel (bloco 2) é obtida somando-se uma tensao
DC e a saida do circuito gerador de ruido no modulo somador (bloco 1aidassdo circuito excitavel,

Vout €V_ sao subtraidas no moédulo subtrator (bloco 4), cuja saida correspmspi&edo sistema. Para
evitar perda de tenséo na sailaquando submetida ao médulo subtrator, € necessario manté-la sob alta
impedancia através de um Buffer (bloco 3).

ou seja, a intensidade espectral é apenas o quadrado doonatddinbinsformada de Fourier da
fungdos(t). Na figura 3.2, usamos a defini¢do acima para calcular a idees espectral da
saida do circuito gerador de ruido. Mais adiante, mostrasaque, no regime de excitabilidade
do circuito da figura 2.1, a saida do circuito gerador de raidonstante até frequéncias supe-
riores ao limite de sensibilidade do nosso elemento exalitav

Antes de investigarmos a resposta do circuito eletronic@tésel a um estimulo de natu-
reza estocastica, vamos descrever como o aparato elet@nontado para a realizacao das
medicdes.

Na figura 3.3, apresentamos o diagrama de blocos do cirdett@eico montadba partir
do qual medimos a resposta do circuito excitavel. O estimxtiernoVi, € obtido no médulo
somador (bloco 1) adicionado-se uma tensao DC ao ruido pidmpelo circuito da figura
3.1. Para obter o potencial de ac&pike do circuito excitavel (bloco 2) é preciso subtrair
as saida¥oyt € V- em um moédulo subtrator (bloco 4), no entanto € preciso telidado de
manter a saide_ sob alta impedancia com um buffer (bloco 3) para evitar gedaaensao e,
consequentemente, a modificagao da formapike

3.2 Estatistica de séries de spikes

Sob acéo de um estimulo fisico, um neurdnio sensorial castasponder com uma série
temporal despikes que, como dito anteriormente, em geral varia de amostra gaiostra
mesmo que a intensidade do estimulo permaneca constarfee Bressario que a descricao
daresposta neuronal seja feita de forma estatistica a fitntdelon estimativa da probabilidade
de que determinada série dpikesocorra. Um parametro importante na determinacéo das
probabilidades de ocorréncia de spikes € a taxa média dardssfean firing rat@ r (t) que
indica, em média, a quantidade sj@kesque ocorre por unidade de tempo na resposta de um
neurénio sob acao de um determinado estimulo. Quando alplidade de ocorréncia de um
spikeindepende da ocorréncia de outsyskes ou seja, se ospikesforem estatisticamente
independentes;(t) é suficiente para determinar a probabilidade de ocorrérecigudlquer
série de disparos. A figura 3.4 mostra a resposta do lobo Ha lateral do peixe elétrico

1Consulte o Apéndice B para obter informagdes sobre os tircaimponentes dos blocos da figura 3.3.
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Figura 3.4 Resposta as variacdes de campo elétrico do lobo da linha lateral do péii® &8genma-
nia. a) Potencial elétrico utilizado para gerar o campo elétrico ao qual oémesrdo lobo da linha
lateral sdo sensiveis. b) A resposta destes neurdnios. Note que a thaalmdisparos é maior quando
a variacao do potencial elétrico utilizado para gerar o campo elétrico é rffsdaptado de Peter Dayan
e L.F. Abott, 2000) [6]

Eigenmaniaa campos elétricos. Este peixe elétrico é capaz gerar caghftoisos oscilantes

a partir de um orgéo elétrico interno em reposta a distorgdéesampo elétrico causadas por

objetos proximos. Potenciais elétricos flutuantes, comafigdra 3.4a, causam a ativagao dos
neurdnios do lobo da linha leteral, mostrada na figura 3.4taxA média de disparos € maior

onde a variacdo do potencial elétrico, ou seja, a intensidadestimulo, é maior.

Um processo estocastico em que a ocorréncia de um eventtiétestmente independente
de qualquer outro evento anterior é chamado processo deoMagkcaso particular em que
0 processo pontuapint procesydescreve uma taxa (probabilidade por unidade de tempo)
constante, o processo estocastico é denominado proceBsisden homogéneo. A estatistica
de processos de Poisson descreve com boa aproximacgao staasporonal. Como veremos
adiante, esta estatistica também modela bem a respostauitoatletronico excitavel sob agéo
de um estimulo DC adicionado de ruido.

Em um processo de Poisson homogéneo a taxa média de disfgratevido a sua in-
dependéncia temporal, é denotada simplesmente. pérpartir dela podemos determinar a
probabilidade de ocorréncia de qualquer séri@ dpikesem um periodo de tempb. Deno-
tamos esta probabilidade pey(T). Para determina®,(T), dividimos o intervalo de temp®d
emM bins de tamanhét = T /M. Assumimos quét é suficientemente pequeno, de forma
que ndo encontramos dapikesem um Unico bin. A probabilidadg,(T) € um produto de
trés fatores: a probabilidade despikesocorrerem em um determinado conjuntoMebins,

a probabilidade de nédo ocorrerapikesnosM — n bins restantes e o fator combinatério das
possiveis formas de alocaispikesemM bins. A probabilidade de ocorrer uspikeé um dado
bin é igual arAt, portanto, probabilidade despikesocorrerem enm bins especificos gAt)".
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Da mesma forma, a probabilidade de ndo ocorrespikesnosM — n bins restantes € dada
por (1—rAt)M=". Finalmente, o nimero de formas de alocapikesemM bins € dado pelo
coeficiente binomiaM! /(M — n)!nl. Agrupando estes trés fatores obtemos, no limite em que
o tamanho do bin tende a zero:

Pa(T) = lim

AHOm(rm)“(l—rm)“"*”. (3.8)

Note que comait — 0, M — o pois MAt = T e portantoM —n~ M = T /At. Definindo
0 = —r/At obtemos:

; N M—n _ i 1/0\—1T _ o IT
AI:To(l rit) (Islino<(l+ 0)7°) e, (3.9)

onde usamos a definicdo do nimero neper@aadim 5_,o(1+ 8)Y/2. Para grandes valores de
M vale a aproximagcaM! /(M —n)! ~ M" = (T /At)", de forma que a probabilidade de que
spikesocorram em um intervalo de tempoé escrita como:

o) = Tl T, (3.10)

A equacéo (3.10) é chamada distribuicdo de Pofssbla figura 3.5a, o gréfico da probabi-
lidade P,(T) é mostrado para alguns valoresmeNote que quanda cresce,P,(T) atinge
um maximo para maiores valores @eA figura 3.5b mostra a probabilidade de ocorréncia de
varios numeros dspikespara um valor deT = 10. Note também que para grandes valores
de n a distribuicdo de Poisson se aproxima da distribuicdo Ganessom média e variancia
iguais arT. A figura 3.5b mostra que pare= 10, esta aproximacao ja € muito boa.

A condic&o de normalizacéo da distribuicdo de Poisson eagdela variavet, valida para
qualquer valor dd, é dada por:

iPn(T) =1 (3.11)

A equacéo (3.10) ja obedece a esta normalizacéo
A partir da distribuicao de probabilidades de Poisson paderalcular o nimero médio de
spikes(n) assim como a variancia?® de uma amostra de perio@o

(n) = g2 =1rT. (3.12)

O resultado da equacéo (3.12), obtido no Apéndice C, € umaaassa do processo de Pois-
son e serve como um teste para determinar se um processstiestaegue a distribuicdo da
equacao (3.10). Para avaliar uma série temporapidesvamos definits como intervalo de
tempo entre doispikessucessivos da série temporal. A distribuicdo das prollaiéis de que
nao ocorra unspikeatéts dada a ocorréncia de uspikeemt = 0 é igual a distribuicdo dos

2Consulte o Apéndice C para outra derivacio da distribuigi@aisson.
3Veja a equacio (C.5) do Apéndice C.
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Figura 3.5 Distribuicdo de PoissoR,(T) = %e‘”. a) A probabilidade de que um processo de

Poisson homogéneo gemespikesem fun¢éo do period® para alguns valores de A probabilidade
é plotada em funcdo dd , tornando o grafico aplicavel a qualquer taxa média de dispartg A
probabilidade de encontrarspikesem um processo de Poisson com= 10 (pontos) em comparacao
com uma distribuicdo gaussiana com média e variancia iguais a 10 (linha).

intervalos entrespikessucessivos. Em um processo de Poisson homogéneo essaunidtrié
equivalente a distribuicdo de Poisson (3.10) ¢omO:

Polts) =€, (3.13)

ou seja, a distribuicdo de intervalos ergpkesé exponencial, podendo ser caracterizada por
um intervalo caracteristico/L. Intervalos curtos entrgpikessdo mais provaveis do que inter-
valos longos. A equacao (3.13) também pode ser utilizada ¢este para determinar se um
processo estatistico segue a distribuicdo de Poisson.

A distribuicdo de Poisson, apesar de simples, é capaz delan@leesposta de alguns
sistemas neuronais com boa aproximacéao. A figura 3.6a neostlacao entre o numero médio
despikese a respectiva variancia extraida de medi¢cdes em neuréidsiddial temporglde
macacos em estado de vigilia. A &rea MT € uma regido visuabdexcde primatas onde
muitos neurdnios sdo sensiveis a imagens em movimento. Agsne variancias individuais
estdo concentradas ao redor da linha diagonal previstadsttdouicdo de Poisson (equagao
(3.12)).

Para analisar a distribuicdo de intervalos espikessucessivos a partir de dados experi-
mentais utilizam-se histogramas, ou seja, conta-se aigadetde intervalos entispikesque
pertencem a cada divisdo realizada no tempo. A figura 3.6trenom histograma dos inter-
valos entrespikessucessivos (isi) de neurdnios da regido MT de macacos&uitmagens
gue consistem em pontos cujos movimentos sao aleatorisirfarvalos maiores que 10 ms,
a forma do histograma € exponencial de acordo com a equad®), (8o entanto, para valores
menores, 0 histograma apresenta uma rapida queda, emapasi@umento para pequenos
intervalos previsto pela distribuicdo de Poisson. Estdtado advém do periodo refratario dos
neurdnios, que tornam intervalos curtos espi&kespouco provaveis. A figura 3.6¢ mostra um
histograma teérico da distribuicao de intervalos egpi&esobtido da distribuicdo de Poisson
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Figura 3.6 Comparacéo entre a distribuicdo de Poisson e a resposta de neurdondesivicacos em
estado de vigilia. a) Relacdo entre a médispiées(n) e as respectivas varianciag em amostras
de 256 ms. A linha diagonal é a previsdo da distribuicdo de Poisson fex(&d?2)). b) Histograma
da distribuicdo de intervalos de tempo entre spikes sucessivos (isi). #uisdio é exponencial para
valores dos intervalos maiores que 10 ms e cai rapidamente para valoreesdevido ao periodo
refratario do neurénio em questdo. c) Histograma tedrico da distribuigdntervalos entrespikes
obtido a partir da distribuicdo de Poisson adicionada de um periodo riefredéocastico. (Adaptado de
Peter Dayan e L.F. Abott, 2000) [6]

com a adicdo de um periodo refratario estocastico, que fev@ata as regides absolutamente
refrataria e relativamente refrataria dos neurénios.

Na figura 3.7 mostramos uma série temporaspikesobtida do circuito eletrénico excita-
vel na montagem da figura 3.3 como resposta a tenséo de evradaensadvpc € ajustada
de forma a deixar o sistema em um ponto fixo estavel, mas poosarbifurcacado de Hopf, o
gue corresponde a deixar o sistema na regido de excital@liéan contraste com a regido onde
oscilacdes sustentadas ocorrem (para uma descricdo ¢ardpke parametros experimentais
utilizado consulte o Apéncice B). A tensip,qo gera uma série de pulsos de tensao, alguns
despolarizantes e outros hiperpolarizantes. Os pulséscaas a iséclind/_ = 0 (equivalente
aw = 0) e podem fazer o sistema dar uma volta ao longo do ciclodimétornando em se-
guida ao ponto fixo estavel determinado pBg, se a amplitude do pulso for suficiente para
ultrapassar a tensdo que determina a perda de estabilidgutb fixo. Neste caso uspike
ocorre. A taxa média de disparopode ser ajustada alterando o valoMge: quanto maior a
proximidade da tensdo onde ocorre a bifurcacao de Hopf rradéxa média de disparos.

O histograma de uma série dpikesobtida do circuito eletrénico excitavel € mostrado no
inset da figura 3.8a. Para comparar este resultado com &sessatle Poisson verificaremos
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Figura 3.7 Série despikesobtida do circuito eletrbnico excitavel na montagem da figura 3.3. A tensédo
Vpc foi ajustada de forma a deixar o sistema em um ponto fixo estavel, mas préaibituctacdo de
Hopf. Um dos intervalos entigpikessucessivos (ou isinterspike intervgl € mostrado explicitamente.
Para avaliar as propriedades estatisticas da série, a dividimos em janglasais. Podemos assim
determinar o nimero médio deikes(n) e a variancias? da série em fung&o do tamanho da janela.

se as equacdes (3.12) e (3.13) descrevem bem a estatistiédalaEm vez de compararmos
diretamente o histograma da série temporal com a equa¢i®),(8.mais vantajoso analisar a
distribuicdo acumuladB(t):

D(t) = A /t “Roltydis = e, (3.14)

ondeA =r é uma constante de normalizac&o positiva. Note que a naagab na equacao
(3.14) é em relacao a variavel

(o) B 00 7rts - -
/0 ARy(ts)dts = /0 re"sdlts — D(0) = 1. (3.15)

A distribuicdo acumuladB(t) é estritamente decrescente e representa a soma das pdababil
des de que nao ocorra wpikeaté um tempds dado que ocorreu uispikeemt = 0, ondets
varia de um tempb até um tempo arbitrariamente grande. Com dados experiragathisto-
grama da distribuicdo acumulada apresenta menos flutyasgieto por isso mais facil obter
o valor da taxa média de dispanasNa figura 3.8a, mostramos a distribuicdo acumulada, em
escala log-linear, do histograma mostrado no inset do meséiiwo. A linha tracejada € um
ajuste da distribuicio de Poisson, fornecendo uma taxaandédiisparos = 10 s,

Como mostrado na figura 3.7 dividimos a série temporal emaardd tempo e contamos
0 numero despikesem cada janela. O namero médio sfakesda série é, entdo, a média do
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Figura 3.8 Estatistica de uma série dpikesde duracédo 100 s obtida do circuito eletrdnico na mon-
tagem da figura 3.3. a) Distribuicdo acumulada dos intervalos spikessucessivo®(t) em escala
log-linear. Inset: histograma correspondente dos intervalos gpikessucessivos. A linha tracejada
é um fit da distribuicdo de Poisson com taxa média de dispato40 s 1. Nos gréaficos seguintes,
dividimos a série temporal em pequenas janelas de tempo. O nimero mégiketen) (b) e variancia

02 (c) sdo mostrados em funcdo do tamanho da janela de tempo. Para valimes da janela de
tempo, o numero de divisdes na série temporal diminui, tornando a inceaezstatistica maior. As
linhas tracejadas sao fits do resultado da equagéo (3.12). d) Varians@id despikesem fungdo do
namero de médio de disparos. A linha tracejada é um ajuste da equéeéik(n). Para a distribuicdo
de Poissonk = 1.

numero despikesrealizada sobre as janelas temporais, ou seja:

(n) = %_im, (3.16)

ondeN € o numero total de janelasieé o numero dspikesna janeld. Apos calcularmosn),
a variancia da série temporal pode ser calculada da sedoine:

2 1 N 2
UGN (3.17)

que é equivalente @? = <n2> — (n>2. De acordo com a equacao (3.12), tanto o nimero meédio
despikescomo a variancia em uma série sfjgkesque segue a distribuicdo de Poisson crescem
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Figura 3.9 Grafico da variancia em funcao do nimero médisplkegpara algumas séries temporais de
spikescom diferentes taxas médias de disparo. A linha diagonal é a previsa&tritauitao de Poisson.

linearmente com o tamanho das janelas de tempo sobre aseggasquantidades séao calcu-
ladas. As figura 3.8b e ¢ mostram a dependénciénie o2 com o tamanho das janelas de
tempo, que estdo em acordo com a previsdo da equacéao (3.flQ)ra3.8d mostra a variancia
da série despikesem funcdo do nimero de médio de disparos. A linha tracejadaauste da
equacda? = k(n). Para a distribui¢&o de Poissdn 1.

Para concluir o estudo da estatistica das sériepitesdo circuito eletrdnico excitavel, a
figura 3.9 mostra a relag&o entre a variancia e o numero medicsgaros de séries temporais
de spikescom diferentes taxas médias de disparo. Os pontos se coaoesrn torno da linha
diagonal prevista pela distribuicdo de Poisson (equacag))3

3.3 Determinando a faixa dinamica

A faixa dindmica de um sistema determina a capacidade destesgeste sistema as diver-
sas intensidades de estimulo. Redes neuronais sao capgueseksar estimulos de diversas
intensidades. Seres humanos, por exemplo, conseguenb@endgetos em uma noite sem
luar, apenas sob o brilho das estrelas assim como sob ic@déineta da luz do Sol. A di-
ferenca entre estas intensidades luminosas chega a 100dB,amigesponde a uma razao de
10° entre seus valores. As leis que governam faixas dinamieamligs foram estudadas tanto
em um nivel psicolégico [1], através da piscofisica, comaivel neural [19, 20] , no entanto
sem considerar que mecanismos eram responsaveis poidaRdeentemente, estudos em fi-
sica estatistica [2] sugeriram que grandes faixas dinamitesistemas neuronais podem surgir
como um fenébmeno coletivo de elementos excitaveis comdaligmicas pequenas.
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Figura 3.10 Respostd do circuito eletrénico excitavel na montagem da figura 3.3 como funcao da
intensidade estimulo exterivb Determinamo¥/), o valor do estimulo a partir do qual a resposta passa
a diferir deFy determinando o ponto de intercecdo de uma reta ajustada no grafivo(inset).

Como um primeiro passo na obtencao da faixa dinamica de urealeedlementos excita-
veis formada a partir do circuito eletrénico excitavel daifeg2.1, mostraremos como medir a
faixa dinamica de um dos elementos da rede.

A figura 3.10 mostra a respogtado circuito eletrénico excitavel na montagem da figura
3.3 em resposta ao estimulo exteiisr. Para obteiF a partir de dados experimentais é
preciso adquirir pelo menos uma série temporakplikespara cada valor d¢ examinado.

A partir das séries temporais, calculamos a taxa média ¢aardis (nean firing rat¢ para
cada valor dé&/ dividindo o numero despikesna série pelo tempo de aquisicdo da série. A
estatistica dos resultados poderia ser melhorada se msfssen procedimento semelhante
ao da secdao enterior, dividindo as séries temporais emagmetalculando a taxa média de
disparos como uma média sobre as janelas, entretanto, dstemas sensoriais na natureza
tem poucos milisegundos para decodificar as informacOeadag torna-se importante que as
séries temporais dpikessejam de curta duragdo, assim como a decodificacdo da séuimam
resposta. Na figura 3.10, as séries temporaspdestém duracéo de 10 s.

A respostaF do circuito excitavel apresenta um valor minifRg) correspondente a uma
taxa média de disparas= 0, e uma resposta maxinka,ax correspondente a um nivel de
saturacdo. Para simplificar a notacdo, a partir de agoraareamos o estimulo externg,c
apenas d¥. A faixa dinamica, definida como:

0.1

A= 10|oglo<¥> , (3.18)
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Figura 3.11 Respostd do circuito eletrdnico excitavel em funcdo do estimulo normali2adeVy.

Os niveis de resposta mininkg e de saturacabBnax estao indicados por linhas tracejadas. A regido de
respostdFy 1, Fo.o] relevante para o célculo da faixa dinamiao circuito excitavel esté indicada por
linhas solidas. A faixa dindmica encontrada tem vAler 8.47dB.

ondeVp 1 e Vp g satisfazem a equagéao:
F(Vx) = XFmax+ Fo(1—X). (3.19)

Na figura 3.10, a reposta minima¢ = 0. A faixa dindmicaA corresponde a um intervalo
onde varia¢des na intensidade do estimulo (medidos em d@nhpsdr codificadas de forma
robusta em variagcdes na resposta do circuito excitavel.egi®es em que a intensidade do
estimulo é muito fraca para que a resposta do circuito pesshstinguida da resposta minima
Fo ou muito forte a ponto da resposta ndo poder ser distinguadaivel de saturacabBmax
sdo descartadas do célculo da faixa dinamig¢gé definido como a tensdo a partir da qual a
resposta passa a diferir da resposta mirifgaaNa figura 3.11 mostramos a curva de resposta
do circuito excitavel em funcéo do estimulo normaliz&ldeVy. Os valores dos estimuldg g
eVp.1 e as repostas correspondentesy(e Fo.1) estdo indicadas por linhas sdlidas. O nivel de
resposta minimé&y e de saturacabmax €stdo indicados por linhas tracejadas. O valor obtido
da faixa dinamica folA = 8.47dB.

Para medir a respostado circuito excitavel, devemos ter o cuidado de deixar @sist
na regiao de excitabilidade, ou seja, fora da regido deagésb sustentadas. Podemos ver
como a taxa média de disparos do circuito excitavel na mentata figura 3.3 se comporta na
regido pos-bifurcacdo de Hopf na figura 3.12. A frequénciastéacéo do circuito excitavel
quando submetido apenas a uma tens&o constante, sem aglicidal também é mostrada

4Veja as figuras 2.5d e 2.10d para comparagao.
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Figura 3.12 Comparagao entre os regimes de excitabilidade e de oscilagbes sustelataiiasiito
eletrbnico excitavel. O circuito é submetido a um estimulo externo DC adicioreadddab conforme

a figura 3.3 (circulos pretos). A resposteéé medida como fung&o do estimWo Ao aumentarmos a
intensidade d¥ além de—7.93V o circuito passa da regido excitavel, em que, apdspikecausado
por um pico despolarizante do ruido, retorna ao ponto fixo estavelapegéo onde ocorrem oscilagdes
sustentadas, em que o ponto fixo do sistema € instavel e o Unico atratori@ lovdte decorrente da
bifurcagdo de Hopf. Quando o circuito é submetido apenas a um estimulseDCadicéo de ruido,
a respostd s € ndo nula na regido de oscilagbes sutentadas (quadrados hr&egatamares em
valores multiplos de 60 Hz possivelmente ocorrem devido ao acoplamerdspisstd com oscilaces
da rede de energia elétrica.

Note que a taxa média de disparos apresenta patamares eas\dddrequéncia multiplos de
60 Hz (linhas pontilhadas horizontais). Este comportameobssivelmente, tem origem no
acoplamento da respodtado circuito com as oscilagdes da rede de energia elétricblZ6®
harmoénicos).



CaPiTULO 4

Conclusao

Neste trabalho descrevemos um circuito eletrénico simplasstituido apenas de resisto-
res, um capacitor e um amplificador operacional, que posspripdades de excitabilidade.
Apresentamos dois modelos bidimensionais com caradtadssemelhantes ao modelo de
FitzHugh-Nagumo, que descrevem qualitativamente a dicehe potenciais de membranas
neuronais. O circuito é construido de modo a ter apenas uno fi@o, cuja estabilidade &
governada por uma bifurcacédo de Hopf: a perda de estalglifdFadcom que o circuito oscile
em um ciclo limite estavel, de forma similar ao que ocorre maeho de FitzHugh-Nagumo.

Para simular as condi¢des da variabilidade da resposta seur@nio a estimulos fisicos,
adicionamos a tensdo DC utilizada para estimular o ciralégtrénico excitavel a tensdo de
saida de um circuito gerador de ruido, cujo funcionamentséddo na amplificacdo do ruido
térmico de um diodo Zener. Verificamos que a resposta doitrencitavel, medida atraves
da taxa de média de disparasdan firing rat¢, obedece, com boa aproximacéo, a estatistica
de um processo de Poisson homogéneo.

A faixa dindmicaA do circuito excitavel, guando estimulado por uma tenséo @¢anada
de ruido, foi medida e resultou no valbe= 8.47 dB.

Em trabalhos futuros, pretendemos conectar varias copiagclito eletrénico excitavel
em rede, obtendo assim um meio excitavel. A cada elemen&deésdeve estar associado uma
fonte de ruido independente, de forma a aumentar a vadabtédida resposta. A conexao entre
os elementos deve ser feita através de um circuito “sirdptiepaz de integrar temporalmente
0s varios estimulos que chegam a um elemento da rede. Contiw@pjéncipal, procuraremos
medir a resposta da rede a um estimulo (tenséo) DC. Esperaraaxqgrra um aumento da
faixa dinamica do sistema em relacédo a faixa dinamica de emegito isolado de acordo com
as referéncias [2, 5]. Poderemos ainda verificar a deperad@adaixa dinamica com o tipo de
rede em gue 0s circuitos excitaveis estdo conectados.
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APENDICE A

Circuitos eletronicos simples com amplificadores
operacionais

Ao longo deste trabalho, mencionamos varios circuitos diiegam amplificadores ope-
racionais como principal componente. Ao contrario dos comeptes eletrdnicos passivos,
como resistores e capacitores, amplificadores opera@aaisomponentes ativos, ou seja, eles
requerem uma tenséo de alimentagé&o para funcionar cogetam

A.1 Circuito comparador

\% + /Gopenfloop

Figura A.1 a) Circuito comparador (amplificador operacional). b) Tensédo de ¥aidam funcéo de
V. —-V_.

O uso mais simples de um amplicador operacional é circuitgpemador, cujo Unico com-
ponente € o proprio amplificador. A figura A.1la mostra o angaldfor com seus terminais
inversor (), ndo-inversor ), as tensdes de entrada (eV_), a tensdo de saids) e ten-
sOes de alimentacadyeVy). Operando na forma de um circuto comparador, a tensdodk sai
€ uma funcao da diferenca das tensdes de entrada:

Vout = Gopemloop(v+ —V,), (A-l)

ondeGgpen-loop € UMa constante e tem valores da ordem de Apesar dos grandes valores

atingidos pela constan@gpen-ioop: Vout Satura nas tensoes de alimentacao (figura A.1b) e por

isso a regido de valores e —V_ onde nao ocorre saturacao € muito pequena. Em situacdes

praticas, a saida do circuito comparador pode ser aproximad
{Vout - Va7 SEV+ > V,

(A.2)
Vout - Vb, SeV+ < V, .
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A.2 Circuito amplificador inversor

Usos mais interessantes do amplificador operacional suggemdo o teminal inversor
é retro-alimentado pela sait¥g,;. Nesta condicdo, chamada retro-alimentacdo negativa, as
tensGes/, eV_ sdo mantidas proximas\@; passa a depender apenas da forma em que a
conexdes do circuito séo realizadas: a const@ggen-ioop deixa de ser importante.

Ry

Vin R in
O— " N\—
Vout

R
R, Vin-

Figura A.2 Circuito amplificador inversoigy = — R

Duas regras governam a operacao de amplificadores opaecgwb condicdes de retro-
alimentacg&o negativa: (1) as tensbes nos terminais inverséao-inversor sao iguais; (2) néo
h& fluxo de corrente para estes terminais. A regra (2) implieaos terminais inversor e nao-
inversor tem impedancia infinita. As regras (1) e (2) saadadliapenas se a saida nao estiver
saturada.

O circuito amplificador inversor (figura A.2) € um exemplo d® ulo amplificador opera-
cional em condi¢Bes de retro-alimentacdo negativa. A tede&aidd/y; pode ser calculada
facilmente a partir das duas regras. Como o terminal ndosavesta aterrado, seu potencial
é nulo. Da regra (1) temos:

V. =0=V_. (A.3)

Como nédo ha fluxo de corrente para o terminal inversor, a derfreue passa pelo resistB,
€ a mesma que passa pelo resiggrportanto:

Vout = Vin — (Rin +Rg)I. (A.4)

Usando o resultado da equacéo (A.3), obtemosl ga&/i, /Rn. Substituindo o valor dé na
equacéao (A.4) nos da o resultado desejado:
R¢
Vout = —ﬁvin- (A.5)
O circuito da figura A.2 é chamado inversor pois a tenséo dia$am o sinal contrario ao da
tensdo de entrada. O fator de amplificacdo pode ser contratealés dos resistorgy, e Rs.

A.3 Buffer

O circuito da figura A.3 € chamado buffer ou seguidor de tensdis a tensdo de saida é
igual a de entrada. Um buffer proporciona alta impedancienteda, impedindo que elemen-
tos do circuito posteriores a ele drenem corrente dos ekenamteriores. Pode-se utiliza-lo
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por, exemplo, para ligar um resistor de baixa impedanciaafomte de tenséo real sem que a
tensdo provida pela fonte seja alterada. A relagg@o— Vi, decorre imediatamente das regras

1) e (2).
P OVout

Figura A.3 Buffer. Vout = Vin.

V,0

A.4 Circuito subtrator

VOUT

Figura A.4 Circuito subtratorVyy = (RIFZ Re) (R2§4R4)V2 — RV,

Utilizamos o circuito subtrator (figura A.4) para obtespikedo circuito eletrénico ex-
citvel. A relacdo entre as tensdés V, e Vot € obtida considerando as regras (1) e (2).
Lembrando que ndao flui corrente para os terminais inversaioeinversor do amplificador
operacional, note que a corremieque passa pelos resistofese Ry, € dada por:

l2=V2/(Re+Ry). (A.6)

O potencial no terminal ndo-inversor € dado por:

Vi =Vo—Rola =Rylx = Vo =V_, (A.7)

R4
Ro+ Ry
onde na ultima igualdade utilizamos a regra (1). A corréntque passa pelos resistoRse
Rs, € obtida utilizando-se o resultado da equacao (A.7):

Vi R Ve
Ri R+RiRy

ComoVoyt = V1 — (R1 + Rs)l1, substituindo o valor di obtido da equacéo (A.8), encontramos
arelacéo entr¥yy, Vi eVo:

l1 (A.8)

_RitR) R, Ry (A.9)

Ri (RR+R4) R
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A tensao de saida do circuito subtrator, portanto, € umatéxrponderada das tensteg V;.
Podemos controlar os pesos ajustando os valores dos resisEEm particular, sB; = R, =
R3 = R4 obtemos uma subtrac&o simpl®gy: = Vo — Vi

A.5 Circuito somador
Utilizamos o circuito somador (figura A.5) para obter o sidalestimulo do circuito ele-
tronico excitavel, somando o ruido originado do circuitofigara 3.1 com uma tensdo DC.

Para obter a relagdo entre as tensdgs Vi e Vo, basta notar que = Vi /Ry, 12 =Vo /Ry, €
Vout = —(l1+12)Ra:

R3 R3
Vour=—[ =V1+=—V> |]. A.10
out (Rl 1+ R, 2) ( )

A tensédo de saida do circuito somador € uma soma ponderatdendasd/, e V; com sinais
inversos. S&; = Ry = Rz temosVoyt = — (V1 + Vo).

VOUl

Figura A.5 Circuito somadotVyy; = — (%Vl + %’V2> .



APENDICE B

Instrumentos e valores dos compontes eletronicos
utilizados

Utilizamos uma fonte de tensdo modelo Minipa para alimeosagircuitos. A tabela B.1
mostra o0s valores dos componentes utilizados no circwetodelico excitavel (figura 2.1).

| Componentg Valor | Especificagdes adicionajs

Ry 1kQ precisao 1%
R> 10kQ precisao 1%
R3 1MQ precisao 1%
R4 10kQ preciséo 1%
Rs 10kQ precisao 1%
C 1nF ceramica
Va 10V —

Vo —10V —

Tabela B.1 Valores dos componentes eletrbnicos utilizados no circuito eletrénico excitav

Note que a aproximacdg ~ 0 assumida na pagina 34 é razoavel pois

Re_Rs
Rs Rs

Utilizamos um gerador de funcéo modelo HP para fornecersiteDCVi, aplicada ao cir-
cuito excitavel. Os dados do circuito foram adquiridos porasciloscépio modelo Tektronics.
A amostragem dos dados é ajustada no osciloscopio e as¢dgsisdo feitas com séries de
10° pontos (a amostragem é obtida dividindo esta quantidademtegpela duracéo da série
temporal).

No diagrama de blocos da figura 3.3 utilizamos um circuitdraidr, um somador e um
buffer. Como visto no Apéndice A, cada um destes circuitogé&corum amplificador opera-
cional. Na montagem da figura 3.3, estes amplificadores fgzete de um circuito integrado
TLO74CN contendo quatro amplificadores operacionais ig@egensdes de alimentacao séo
compartilhadas por todos o amplificadores operacionaisroagito integrado. Utilizamos o
guarto amplificador operacional do circuito integrado TAOR para montar o circuito eletro-
nico excitavel. Os componentes eletrénicos de cada airestiéio relacionados na tabela B.2.
As valores das tensdes de alimentagge V, também sdo mostradas.

O bloco somador, com os valores do componentes da tabela&B12amo tensao de saida
Vout = — (V1 +V2). J& bloco subtrator possui tensdo de s¥jgda= (1.5V> — 0.67V).

=0.01 (B.1)
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| Bloco || Componente Valor | Especificacdes adicionais
Ry 10kQ preciséo 5%
Somador Ry 10kQ precisao 5%
R3 10kQ precisao 5%
Ry 1.5kQ precisao 5%
Subtrator Ro 100Q precisao 5%
R3 1kQ preciséo 5%
Ra 1kQ preciséo 5%
| Buffer | R | 1kQ | precisdo 5% |
Alimentacao Va 10V -
Vo —-10V —

Tabela B.2 Valores dos componentes eletrénicos utilizados nos blocos da figura 3.3ntagem de
cada bloco e os indices das resisténcias estdo de acordo com os capresentados no Apéncice A.



APENDICE C

Processo de Poisson

Um processo de Poisson € um processo estocastico em quessvenitrem continuamente

e indepedentemente uns dos outros. Um numero grande dedanérado bem modelados
por processos de Poisson. Entre eles estdo decaimentathamlide atomos, chamadas em
uma central telefnica, pingos de chuva caindo em uma detada area, etc.. No Capitulo 3
deste trabalho vimos que a resposta neuronal a estimuldgjan@mo uma taxa de disparos
ou potenciais de acdo, também pode ser modelada por um goodesPoisson. A seguir,

apresentaremos uma deducao diferente da apresentada hddCada distribuicdo de Poisson
e complementaremos alguns resultados usados naqueld@apit

C.1 Equacéo mestra e funcao geratriz para o processo de Poisson

Em fisica, uma equacéo mestra € grupo de equagOes difasedeiprimeira ordem que
descrevem a evolucado das probabilidades de um sistemaadi®gsliscretos ocupar cada um

dos seus estados:
dRy(t)

dt
Ph(t) é a probabilidade do sistema estar no estado tempat. Wy, € uma matriz que repre-

senta a taxa com que o sistema muda do estgara o estadn. Em um processo de Poisson,
a matrizW é definida como:

=3 WarP(t) = 3 WhnnPa(t). (C.1)

Whm = Omn+af, (C.2)

ou seja, s6 ocorrem transi¢des entre estados consecutiias@ dessas transicées é constante
e igual ar. A equacgéo mestra para o processo de Poisson €, portanto:

dRy(t)
dt
Para determinar a distribuicéo de probabilida@gs), utilizamos uma fungéo geratriz, que

consiste em uma série de poténcias formal em uma variavea fracessos de Poisson, a
funcéo geratriz é dada por:

= rPy_1(t) — rPy(t). (C.3)

f(xt)= iPn(t)x”. (C.4)

Podemos observar algumas propriedades desta funcddgatatuindo valores a variavel

[o0]

f(x=11t) = Z)Pn(t) =1, (C.5)
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que é a condi¢do de normalizagdo da distribuicéo de pradiadbdsP,(t), valida para qualquer
instante de tempo. Aplicando derivadas sucessivas a fgggatriz encontramos cada uma das
funcdeshk(t):
f(x=0,t) = R(t)
fW(x 1) = T RO Py(1)

i (C.6)

2 (xt) = Zon(n— DRy ()X 2" 2Py 1)

ondef (" representa a n-ésima derivada em relacéo a vana@# forma geral, temos:
f(W(x=0,t) = nIPy(t). (C.7)

Ao calcularmos a derivada temporal da fun¢é&r,t) obtemos uma equacéo diferencial de
primeira ordem para a fungédgx, t) utilizando o resultado da equagéo (C.3):

df o ndR(t) €3 « n

Fazendon — 1 = m no primeiro termo do somatoridsf_oX"rPn_1(t) = S moX™ 1rPm(t))
temos:

= éoxmﬂrpm(t) - ixm”rpna) = rxf(xt) =rf () = =r(1=x) f(xt). (C.9)

n=
Resolvendo esta equacéo diferencial chegamos ao resultado:

f(xt)=e e ™g(x), (C.10)

ondeg(x) € uma funcéo s6 deque resulta da integracédo da equacéao diferencial. Utdizan
condicdo de normalizacao (C.5), temos que

f(x=11t)=1=g(1). (C.11)
Fazenda(x) = 1 a condigéo é satisfeita:
f(xt) =e e (C.12)

Portanto determinamos a funcéo geratriz do processo dedPoiraves da equacao mestra
(C.3). Utilizando a equacéao (C.7), podemos calcular as blisgdes de probabilidad@(t):

Po(t) = f(x=0,t)e"

Pi(t) = of —rte "

0X Ix=0

92f 1 ) (C.13)
P =G lo 2 h)e
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ou, de forma mais geral:
()"

Pa(t) =€, (C.14)
gue € o mesmo resultado da equacao (3.10). A figura 3.5a nmogtédico da probabilidade
Ph(t) para alguns valores de

Ainda podemos utilizar a funcdo geratriz para calcular o enammédio de eventos que
ocorrem em um intervalo de tempoNote quef Y (x = 1,t) = T&_,nRy(t) = (n), portanto, da
equacéo (C.12):

(n) =rte "t =rt. (C.15)

Para a variancia?, primeiro calcularemosn?):

[oe]

f@x=11t)= Zon(n— 1)Pa(t) = (n?) —(n)

e (C.16)
= (rt)?,
portanto:
(n?) = (rt)% 4 (n) = (1) +rt. (C.17)
A variancia é, portanto,:
02 = (n?) — ()% = (r)?4-rt — (rt)2 = rt. (C.18)

O resultado das equacdes (C.15) e (C.18) € o mesmo da equak3o (3.
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