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RESUMO

O presente estudo investigou o efeito da explicitacdo da correspondéncia um para
muitos na resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa, de proporcéo simples,
envolvendo multiplicacdo e divisdo, por criancas do 3°, 4° e 5° anos do Ensino
Fundamental. Fundamentado na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud, o
estudo parte da premissa de que a correspondéncia um para muitos é um principio
fundamental do raciocinio multiplicativo. Assim, o objetivo do estudo foi examinar se
a explicitagdo dessa correspondéncia no enunciado dos problemas influenciaria o
desempenho e os procedimentos de resolucdo adotados pelos estudantes.
Participaram da pesquisa 120 estudantes, distribuidos igualmente entre os trés anos
escolares investigados (3°, 4° e 5°). Os participantes foram solicitados a resolver seis
problemas mateméticos, sendo trés na Condi¢do 1, na qual a correspondéncia um
para muitos estava explicitamente mencionada no enunciado, e trés na Condicéo 2,
na qual essa relacdo era implicita, ou seja, inexistente ou tendo que ser inferida
durante a resolucdo. A coleta de dados foi realizada em dois momentos: no primeiro,
por meio de uma aplicacdo coletiva para anélise do desempenho; e no segundo, por
meio de entrevistas individuais com seis participantes de cada ano escolar, visando
examinar os procedimentos de resolucdo adotados. Os resultados indicaram que,
independentemente do ano escolar, os participantes apresentaram um desempenho
significativamente melhor na Condicao 1 (explicita) do que na Condi¢éo 2 (implicita),
evidenciando que a explicitacdo da correspondéncia um para muitos favorece a
resolucdo de problemas de proporcao simples. Além disso, os estudantes do 3° ano
apresentaram um desempenho inferior em comparacdo aos do 4° e 5° anos, sem
diferencas significativas entre estes ultimos, sugerindo que criancas a partir do 4° ano
se beneficiam mais do efeito facilitador da explicitacdo. A analise a partir da entrevista
com 18 criangcas revelou cinco tipos de procedimentos. Em articulagdo com o
desempenho, o procedimento baseado na razdo (Tipo 5) gerou mais acertos do que
erros, porém, o procedimento mais frequente em ambas as condi¢bes foi o Tipo 4
(algoritmico). Mesmo se beneficiando da correspondéncia um para muitos quanto ao
desempenho, o0s estudantes ndao mencionam explicitamente 0 uso dessa
correspondéncia como procedimento de resolucdo. Esses achados sugerem que a
explicitacdo da correspondéncia um para muitos pode ser uma estratégia pedagdgica
eficaz para o ensino de conceitos multiplicativos e para a facilitacdo da resolucéo de
problemas de proporgéo simples, inclusive os que trazem a correspondéncia um para
muitos na condicdo implicita. O estudo traz implicagcbes educacionais relevantes,
apontando para a necessidade de praticas de ensino que promovam a compreensao
explicita da relacdo um para muitos.

Palavras-chave: resolucdo de problemas matematicos; proporcao simples; estrutura
multiplicativa; correspondéncia um para muitos; ensino fundamental.



ABSTRACT

The present study investigated the effect of the making explicit the one-to-many
correspondence in multiplicative structure problems, specifically simple proportion
problems involving multiplication and division, by children in the 3rd, 4th, and 5th years
of elementary school of Brazil. Based on the Theory of Conceptual Fields, by
Vergnaud, the study assumes that one-to-many correspondence is a fundamental
principle of multiplicative reasoning. Thus, the objective of the study was to examine
whether making this correspondence explicit in the verbal problems would influence
students' performance and problem-solving procedures. The research had 120
participants, evenly distributed among the three school years investigated (3rd, 4th,
and 5th). The participants were asked to solve six mathematical problems, three in
Condition 1, in which the one-to-many correspondence was explicitly mentioned in the
verbal problem, and three in Condition 2, in which this relationship was implicit,
meaning it was absent or had to be inferred during problem-solving. Data collection
was conducted in two stages: first, through a collective testing to analyse performance,
and second, through individual interviews with six students from each school year,
aiming to examine the problem-solving procedures. The results indicated that,
regardless of school year, participants performed significantly better in Condition 1
(explicit) than in Condition 2 (implicit), demonstrating that making the one-to-many
correspondence explicit facilitates the resolution of simple proportion problems.
Additionally, 3rd-year students performed worse than those in the 4th and 5th years,
with no significant differences between the latter, suggesting that children from the 4th
year onward benefit more from the facilitating effect of explicitness in verbal problems.
The analysis based on interviews with 18 children revealed five types of procedures.
When compared to performance data, the ratio-based procedure (Type 5) resulted in
more correct answers than errors. However, the most frequently used procedure in
both conditions was Type 4 (algorithmic). Even though students benefited from the
one-to-many correspondence in terms of performance, they did not explicitly mention
using this correspondence as a problem-solving procedure. These findings suggest
that making the one-to-many correspondence explicit can be an effective pedagogical
strategy for teaching multiplicative concepts and facilitating the solving of simple
proportion problems, including those in which the one-to-many correspondence is
implicit. The study has important educational implications, highlighting the need for
teaching practices that promote an explicit understanding of the one-to-many
relationship.

Keywords: mathematical problem-solving; simple proportion; multiplicative structure;
one-to-many correspondence; elementary school.
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1 INTRODUCAO

O estudo da resolucao de problemas de estrutura multiplicativa, em termos de
enquadramento tedrico e empirico, esta inserido no ambito da Psicologia Cognitiva,
especificamente Psicologia do Desenvolvimento Cognitivo, uma vez que investiga o
desenvolvimento da capacidade mental de raciocinio I6gico-matematico. Uma teoria
que demonstra a relacdo entre Psicologia da Educacdo Matemética e Psicologia
Cognitiva é a Teoria dos Campos Conceituais. Esta € uma teoria cognitiva pos-
construtivista, com foco na formacéo de conceitos, que, segundo Spinillo e Lautert
(2006), expressa seu carater psicoldgico através da nocao de desenvolvimento a partir
de campos conceituais, além das nocfes de esquema (trazida inicialmente por Jean
Piaget), e teoremas-em-acao.

A Teoria dos Campos Conceituais foi desenvolvida por Gérard Vergnhaud, que
dedicou seus estudos a compreender como conceitos matematicos sdo adquiridos e
desenvolvidos, com maior enfoque no ensino-aprendizagem e tendo como publico
principal criancas e adolescentes. Tal teoria gerou contribuicdes importantes para a
pratica profissional de professores e para o estudo do desenvolvimento cognitivo
humano (GITIRANA; CAMPOS; MAGINA; SPINILLO, 2014).

Vergnaud (1982, p. 12) define o campo conceitual como “um conjunto de
situagdes cujo dominio requer uma variedade de conceitos, procedimentos e
representacdes simbdlicas firmemente unidos uns aos outros”. Grandes campos
conceituais sédo definidos por Vergnaud (2009), e dois deles serdo discutidos neste
texto: o das estruturas aditivas, e o das estruturas multiplicativas. No campo conceitual
das estruturas aditivas se inserem situacdes que envolvem a adi¢cédo, a subtracdo ou
a combinacdo de ambas as operagbes. Ja no campo conceitual das estruturas
multiplicativas, estédo inseridas as situacdes que envolvem a divisdo, a multiplicacéo
ou a combinacdo de ambas as operacfes. Situacbes que envolvem combinatdria,
fracdo e proporcao, por exemplo, fazem parte do campo conceitual das estruturas
multiplicativas.

O raciocinio aditivo, para Nunes e Bryant (1997), est4 associado a acdes de
unir ou separar objetos ou conjuntos de objetos, relacionando-se ao esquema de
correspondéncia termo a termo, ou um para um. O raciocinio multiplicativo, por sua
vez, relaciona-se ao esquema de correspondéncia (ou relagcdo) um para muitos, que

é invariante em situagcdes multiplicativas e ndo esta presente no raciocinio aditivo. O
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pensamento de que a multiplicacdo € apenas uma adicao repetida é equivocado, pois
a multiplicacéo nédo envolve acdes de unir ou separar objetos, e sim um novo conjunto
de invariantes e sentidos de numeros. A correspondéncia um para muitos € um
invariante essencial para a compreensao do conceito de proporc¢ao, incluido no campo
conceitual multiplicativo.

Em termos educacionais, € amplamente reconhecida a dificuldade que alunos
do ensino fundamental experimentam na resolugdo de problemas de estrutura
multiplicativa. Em termos psicoldgicos, € igualmente reconhecida a complexidade
desses problemas que requerem formas de raciocinar que envolvem o
estabelecimento de relacées que nem sempre sdo compreendidas pelas criangas. Em
vista disso, pesquisadores no campo da Psicologia da Educacdo Matematica tém
procurado responder a seguinte questdo: Que situacdes poderiam favorecer a
resolucao dos problemas de estrutura multiplicativa?

Estudos ja desenvolvidos neste campo mostraram que a explicitacdo da
correspondéncia um para muitos foi fator determinante do sucesso na resolucao de
problemas de produto cartesiano (e.g. MELO, SILVA, SPINILLO, 2016; SILVA, 2010;
SPINILLO, SILVA, 2010). Diante disso, surge a seguinte pergunta: O efeito facilitador
da explicitacdo da correspondéncia um para muitos também seria observado na
resolucao de problemas de multiplicacdo e de divisdo do tipo propor¢cao simples? Se
a resposta a essa pergunta for afirmativa, além das implicacdes tedricas acerca do
campo conceitual das estruturas multiplicativas, estaremos diante de uma ferramenta
didatica da maior relevancia e de grande amplitude que se aplica a problemas que
envolvem tanto o raciocinio combinatorio como o proporcional. Essa € a questao
central da presente investigacdo que procura ampliar o conhecimento acerca do
raciocinio matematico de alunos do Ensino Fundamental referente ao campo
conceitual das estruturas multiplicativas.

O impacto social e a relevancia do presente estudo se justificam diante da
dificuldade de alunos do Ensino Fundamental frente a resolucéo de problemas que
requerem a multiplicacdo e a divisdo. Estudos anteriores demonstraram que a
correspondéncia um para muitos é um desafio para a crianga compreender conceitos
complexos (e.g. NUNES; BRYANT, 1997; GITIRANA et al, 2014; SPINILLO; SILVA,
2016). No entanto, pesquisas feitas no Brasil referentes ao raciocinio combinatério em
criancas tém demonstrado que quando essa correspondéncia é explicitada, as

criancas apresentam um melhor desempenho em problemas de produto cartesiano,
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do que quando essa correspondéncia ndo € explicitada (e.g. SPINILLO; SILVA, 2010;
SPINILLO; SILVA, 2016; SILVA; SPINILLO, 2020).

O presente estudo se propde a examinar se a explicitacdo da correspondéncia
um para muitos também facilitaria a resolucdo de problemas de proporcédo simples.
Se isso se confirmar, a explicitacdo da correspondéncia um para muitos se mostrara
uma ferramenta didatica importante para o ensino de matematica no Ensino
Fundamental, sendo essa uma informacdo relevante a ser veiculada em livros

didaticos e cursos de formacédo de professores do Ensino Fundamental.
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2. CONSIDERACOES TEORICAS

Em sua Teoria dos Campos Conceituais, que € a base do presente estudo,
Gérard Vergnaud (2003; 2009; 2017) define conceito como a juncao de trés conjuntos,
gue devem ser considerados para entender a formacéo do préprio conceito (C):

A formula utilizada para entender esta relacéo é C = (S, |, R), onde:
e S refere-se ao conjunto de situacdes que dao sentido ao conceito
e | é o conjunto de invariantes operatdrios relacionados ao conceito, eles
estruturam as formas de organizacdo de atividades (eskemas) do individuo
diante das situacdes
e R designa o conjunto de representacdes simbdlicas que indicam as situacées

e 0s procedimentos presentes em uma situagao.

As situacdes, no cotidiano escolar, podem se apresentar através de tarefas,
atividades, problemas (entre outras formas), e tornam o conceito significativo ao
estarem relacionadas ao contexto em que o problema se apresenta ao individuo. J&
0s invariantes sao objetos, propriedades e relagcées que podem ser reconhecidos pelo
sujeito diante das situacdes, e que, como o préprio nome implica, sdo elementos que
nao variam. Diante de uma nova situacdo-problema, o estudante podera utilizar os
invariantes ja construidos para analisar, compreender e solucionar. Assim, um
esquema, isto é, “uma organizacao invariante do comportamento para certa classe de
situagdes” é formado (VERGNAUD, 1998, p.168). Sdo 0s esquemas e invariantes que
irdo determinar a acéo do individuo diante da situacdo-problema (VERGNAUD, 1988;
2017).

Para Vergnaud (1994; 1998), os invariantes operatorios consistem nas
propriedades matematicas, que se fazem presentes tanto na situacdo (como
igualdade, razdo, relacdo um para muitos, equivaléncia, entre outros), como no
raciocinio utilizado pelo estudante em seu processo de resolucédo. E relevante
mencionar que o0s invariantes podem ser implicitos ou explicitos: sdo implicitos
guando estéo ligados aos esquemas de ac¢ao individuais do aluno quando ele ndo tem
consciéncia, mas sao explicitos quando estdo ligados a uma concepgdo geral,
estando expressos por palavras ou por outras representacdes simbdlicas comuns. Os
invariantes podem ser explicitos na situagéo-problema em diferentes formas de

representacdo: linguistica, numérica, diagramatica, entre outras.
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Ainda de acordo com Vergnaud (1998, p. 177), “um conceito ndo € apenas uma
definicdo. Ele se refere a um conjunto de situacdes, envolve um conjunto de diferentes
invariantes operatorios, e suas propriedades podem ser expressadas por diferentes
representagdes simbdlicas e linguisticas”. Um conceito ndo é compreendido de uma
s6 vez, mas ao longo do tempo, mediante as experiéncias, maturidade e
aprendizagem, de forma progressiva (Vergnaud, 1982). Diversos fatores podem
influenciar na formagédo e no desenvolvimento de conceitos, e o conhecimento
conceitual emerge a partir da resolucao de situacdes de carater tedrico ou prético, em
gue cada problema traz varios conceitos que precisam ser dominados para que seja
solucionado.

E importante conhecer sobre o processo de formacgdo de conceitos por parte
dos estudantes, bem como o0s raciocinios que surgem ao longo dele, para que se
possa auxilia-los, uma vez que este processo apresenta grandes desafios. Assim,
descrever e explicar formas de raciocinar para criancas € importante para que o
conceito de proporc¢ao, por exemplo, seja trabalhado em contexto escolar.

Para que um conceito seja ensinado, € preciso que ele seja apresentado aos
estudantes em situacbes diversas, e de maneira articulada com o0s Varios outros
conteudos aos quais se relaciona. Uma Unica situacdo pode envolver diversos
conceitos e um mesmo conceito pode estar presente em diferentes situacdes
(VERGNAUD, 2017). Isso porque o conceito ndo é compreendido de forma isolada,
mas em articulacdo com outros, o que resulta nos chamados campos conceituais,
como por exemplo o campo das estruturas multiplicativas que envolvem problemas
de multiplicacéo e divisdo, e conceitos como fracdo, razéo, proporcao, entre outros. O
conceito de multiplicagéo pode estar presente em diversas situagdes-problema, seja
em contexto escolar, apresentados por exemplo através de enunciados verbais, com
imagens, material concreto, entre outros, ou em contexto cotidiano, como em uma
compra, ou até uma receita feita em casa (VERGNAUD, 2003; 2009; 2017).

Os autores Magina, Merlini e Santos (2016) elaboraram um esquema (Figura
1) com o objetivo de sintetizar as ideias do Campo Conceitual Multiplicativo, a partir
das obras de Vergnaud (1983, 1994, 1996). O presente estudo se dedica a investigar

problemas que se inserem no eixo proporgao simples, do tipo discreto.
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Figura 1 — Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo
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Existem dois tipos de relacdes dentro da estrutura multiplicativa, séo elas a
ternaria e a quaternaria. A propor¢ao simples € um eixo cuja relacdo é a quaternaria.
Isto porque envolve quatro quantidades, de duas grandezas distintas, seguindo uma
razao que estabelece esta relacdo (a x b = ¢ x d). Um exemplo de problema deste
tipo, utilizado no presente estudo, é o seguinte: “Tobias foi em um supermercado e viu
que 1 pacote de barrinha de cereal vem com 4 barrinhas. Ele comprou 5 pacotes.
Quantas barrinhas de cereal ele comprou?”. Neste caso, a quantidade de barrinhas é
proporcional a quantidade de pacotes, duas grandezas diretamente proporcionais,
sendo, portanto, um problema de propor¢éo simples.

O eixo de proporcéo simples pode ser subdivido em duas classes de situagoes:
a correspondéncia um para muitos e a correspondéncia muitos para muitos. Na classe
um para muitos a relacdo entre as quantidades estd explicita (no problema
apresentado é explicita pois 0 enunciado traz qual a quantidade que vem em apenas
um pacote de barrinhas). Na classe muitos para muitos, a relacdo entre as
quantidades esté implicita. Em alguns problemas de proporcdo simples € possivel
chegar a relacdo um para muitos. Um problema deste tipo, utilizado no presente
estudo é o seguinte: “Alex faz bolos para vender na lanchonete. Para fazer 3 bolos ele
usa 15 ovos. Ele recebeu uma encomenda para fazer 9 bolos. Quantos ovos ele vai
precisar?” (aqui, é possivel encontrar a correspondéncia de 5 ovos para 1 bolo). Em
outros problemas néo faz sentido, e ndo € possivel, identificar a relacdo um para
muitos, como o seguinte problema: “Em uma gincana na Escola Saber, a cada 3 voltas

correndo na quadra, o aluno marcava 4 pontos. Gustavo ganhou 12 pontos. Quantas
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voltas ele deu na quadra?” (neste problema € impossivel saber quantos pontos se
ganha fazendo cada volta, pois s6 se ganha 4 pontos ao completar 3 voltas).

O eixo referente a proporcdo dupla, a qual consiste em uma relacdo
quaternaria, envolve mais de duas grandezas, relacionadas duas a duas, mas sem
relagdes entre si. Um exemplo desse tipo de problema é: “Um grupo com 30 pessoas
vai passar 15 dias na casa de praia. Elas precisam comprar uma quantidade de
macarrao suficiente. Por semana 10 pessoas consomem 20kg de macarrdo. Quantos
quilos de macarrao elas precisam comprar?”. Este eixo também é dividido entre as
classes de correspondéncia um para muitos e correspondéncia muitos para muitos.

Existe ainda o eixo de proporcao multipla, também de relacdo quaternaria entre
mais de duas grandezas, relacionadas duas a duas, mas que apresentam uma relacao
de dependéncia entre si, diferente da proporc¢éo dupla. Em ambos os casos, ao alterar
o valor de qualquer grandeza envolvida, todos os outros sdo alterados. A seguir, um
exemplo de problema de propor¢gao multipla: “a receita de panqueca de Juliana é
assim: para cada 6 copos de leite ela usa 18 ovos, e para cada 2 ovos ela usa 4
xicaras de farinha de trigo. Ela notou que s6 tem 3 copos de leite na geladeira. Para
fazer o bolo usando esses 3 copos de leite, quantas xicaras de farinha de trigo ela vai
precisar?”. Neste eixo também ha as classes um para muitos e muitos para muitos.

Dentre as relacfes ternarias, o Unico eixo que € necessario explorar, levando
em conta os objetivos do presente estudo e as pesquisas que o embasam, € o de
produto de medidas. O eixo produto de medidas consiste em uma relagao ternaria e
€ composto por duas classes: configuracdo retangular e combinatéria. Os problemas
de configuracdo retangular sdo situacdes em que as quantidades representam
medidas dispostas na horizontal e na vertical, dispostas de forma retangular. Um
exemplo desse tipo de problema é o seguinte: “Qual a area de um campo de futebol
gue mede 15 metros de frente e 35 metros de comprimento?”.

Os problemas de combinatoria, por sua vez, remetem a nog¢do do produto
cartesiano entre dois conjuntos disjuntos, isto €, a quantidade de agrupamentos ou
relacdes que podem ser formadas a partir de elementos. Um exemplo de problema de
combinatéria é este: “Ana tem 2 saias (marrom e preta) e 5 blusas (rosa, laranja, azul,
verde e vermelha). Ela quer combinar as saias e as blusas para formar conjuntos.
Quantos conjuntos diferentes ela pode formar?”. A correspondéncia um para muitos
também é um principio invariante do eixo produto de medidas, uma vez que esse

raciocinio é essencial as estruturas multiplicativas.
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As classes de problemas apresentadas demonstram que problemas
multiplicativos podem ter estruturas diferentes capazes de gerar dificuldade de
resolugcdo. O préprio Vergnaud (2017, p. 41) afirma que “a aprendizagem destes
diferentes casos de calculo requer a identificacdo e eventualmente a explicitacao

verbal ou simbdlica de uma variedade de conceitos”.

2.1 CORRESPONDENCIA UM PARA MUITOS: SUA NATUREZA E COMPLEXIDADE

De acordo com Piaget e Szeminska (1971), o esquema de correspondéncia é
um instrumento, construido gradativamente no pensamento das criancas, que ajuda
na decomposicao de quantidades a serem comparadas entre si. Em um primeiro
momento, ha o desenvolvimento da correspondéncia termo a termo em que a crianga
compara objetos, quantidades ou conjuntos individualmente, um para um. A
correspondéncia termo a termo é um dos principios da contagem de um conjunto de
objetos. Ao contar, para que se chegue ao total correto, é necessario contar cada item
apenas uma vez, sendo, portanto, crucial a compreensao da correspondéncia termo
a termo inclusive para a contagem, base do conhecimento matemaético.

Este esquema de correspondéncia termo a termo é desenvolvido em trés fases,
gue evoluem de maneira gradativa: na primeira fase, a crianca ainda nao tem nocoes
de correspondéncia nem de equivaléncia; na segunda fase, hda a nocdo de
correspondéncia termo a termo, porém ainda sem equivaléncia duravel; por fim, na
terceira fase ha a presenca de correspondéncia termo a termo, acompanhada de
duracéo da equivaléncia. Além desse esquema de correspondéncia termo a termo, ha
0 esquema de correspondéncia um para muitos. Este esquema, por sua vez, consiste
na relacéo entre um elemento e um conjunto de elementos. O desenvolvimento da
correspondéncia um para muitos é também gradativo e marca as primeiras nocdes de
multiplicagéo, ja que a crianga comeca a entender que um elemento pode estar
relacionado a varios outros (PIAGET; SZEMINSKA, 1971).

Diversos autores (GITIRANA et al, 2014; NUNES; BRYANT, 1997,
VERGNAUD, 1983; 2003) apontam a relagdo um para muitos (ou correspondéncia um
para muitos), inerente ao raciocinio multiplicativo, como uma nog¢ao que precisa ser
compreendida pelas criangcas para que sejam capazes de resolver problemas de
estrutura multiplicativa que envolvem a divisdo e multiplicacdo. Esses sé@o conceitos

basicos para a aprendizagem de conceitos complexos como fracdo, proporcéo,
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porcentagem, probabilidade e combinatoria, essenciais para 0 sucesso em anos
escolares posteriores. O desenvolvimento da correspondéncia um para muitos
depende do entendimento de que um objeto pode se relacionar ndo somente com
outro, como na correspondéncia termo a termo que caracteriza o raciocinio aditivo,
mas com varios outros (SPINILLO; SILVA, 2016).

A correspondéncia um para muitos se caracteriza pela relacéo entre um dado
elemento de um conjunto com elementos de outro conjunto, como no seguinte
problema: “A vitamina de banana que a mae de Pedro faz para ele leva um copo de
leite para duas colheres de acucar. Ela quer fazer vitamina para mais pessoas usando
trés copos de leite. Quantas colheres de agucar ela vai usar?” No caso de serem
usados trés copos de leite, serdo necessarias seis colheres de acucar, de maneira
que arazédo 1:2, relativa a copos de leite e colheres de aclcar, se mantém constante,
mesmo quando a quantidade de elementos varia (3:6). A razdo é um tipo de relagéo
um para muitos que pode ser usada como estratégia na resolucdo de problemas
(AVCU; DOGAN, 2014). A razao unitaria (1:X) assume papel importante em situacdes
de ensino de conceitos multiplicativos, como evidenciado em um estudo de
intervencdo em que os estudantes a usavam de maneira intuitiva para raciocinar de
maneira cada vez mais sofisticada (SEN; GULER, 2017). E possivel perceber que a
razao unitaria €, em ultima instdncia, uma relacdo um para muitos simplificada e
explicitada. Esse comentario é importante pois serve de base para a presente
investigacdo, que considera o papel da explicitacdo da correspondéncia um para
muitos na resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa.

De acordo com Nunes e Bryant (1997), enquanto em situacdes aditivas a acao
utilizada é unir ou separar, no caso da propor¢ao, a acdo necessaria para manter a
invariabilidade é a replicacdo. A replicacdo consiste em somar a cada conjunto a
unidade necessaria para manter a correspondéncia um para muitos, isto é, a razéo
unitaria da situagdo-problema. Quando a replicacédo é efetuada, a razdo permanece,
mesmo que 0 numero de objetos em um conjunto mude, como no exemplo da
vitamina, em que, para replicar a receita e obter 3 copos de vitamina, seréo
necessarias 6 colheres de agucar.

Nunes e Bryant (1997) destacaram ainda que as situa¢des de correspondéncia
um para muitos se referem a dois sentidos de numero: o primeiro € a proporgao, isto
€, a expressao da relacdo entre dois conjuntos, permanecendo invariavel mesmo

7

guando o tamanho dos conjuntos varia; e o0 segundo é o fator escalar, que



20

corresponde ao numero de replicacdes realizadas em ambos 0s conjuntos, ao mesmo
tempo em que mantém a proporcdo constante apesar da variacdo no tamanho dos
conjuntos.

Com relacdo a influéncia da escolaridade na compreensdo das relagbes
presentes em problemas de proporcédo, Nunes e Bryant (1997) apontam que muitas
criancas ja utilizam o esquema de correspondéncia um para muitos antes mesmo de
serem ensinadas sobre multiplicacdo na escola. Ha pesquisas que trazem evidéncias
de que criancas desde o 2° ano jA se mostram capazes de resolver problemas que
envolvem o raciocinio proporcional, demonstrando no¢des de correspondéncia um
para muitos (e.g. LARA, 2011; VANLUYDT, VERSHAFFEL, VAN DOOREN, 2018).
Ha também estudos que mostram que, ao longo dos anos escolares do ensino
fundamental, isto €, do 1° ao 9° ano, as criancas apresentam uma melhora no
desempenho em problemas de proporc¢éo simples da classe um para muitos, e muitos
para muitos (e. g. MAGINA, FONSECA, 2018).

Para investigar o raciocinio proporcional de criancas de 4 a 5 anos (média de
idade 5 anos e 3 meses), Vanluydt, Verschaffel e Van Dooren (2018) entrevistaram
criancas individualmente, apresentando-lhes problemas com quantidades discretas,
como o seguinte: “quantas uvas vocé teria que dar a esses 4 bonecos (conjunto B: 4
bonecos/nimero de uvas desconhecidas) para ser justo?”. Em cada item, as criancas
tinham que construir um conjunto B equivalente ao conjunto A (2 uvas para cada
boneco de madeira), colocando os elementos do conjunto B na mesma razao que 0s
elementos no conjunto A.

Como resultado, os autores apontam que por conta da idade e falta de instrucéo
formal no contexto escolar, as criancas acertaram em média um item a cada cinco
itens apresentados. Porém, os autores destacam que mais da metade das criancas
respondeu corretamente ao item em que a quantidade de uvas do conjunto B era
desconhecida, tal item envolvia a relagdo um-para-muitos. Este resultado mostra que
criancas aos 4 e 5 anos ja demonstram noc¢des de correspondéncia um-para-muitos.
Além disso, constataram também que muitos participantes adotavam estratégias
errdbneas de resolucdo, mas que apontavam tentativas de compreensdo das
correspondéncias um para muitos e muitos para muitos, passos importantes para o

desenvolvimento do raciocinio proporcional.
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2.2 FORMAS DE RACIOCINAR EM PROBLEMAS DE PROPORCAO

A proporcionalidade € um dos conceitos matematicos mais importantes de
serem aprendidos no ensino fundamental. Este conceito se relaciona e tem aplicacdes
em diversas areas (fisica, quimica, economia, entre outras), além de ser amplamente
utilizado no dia a dia (ao fazer uma receita, ou para comprar o frasco com a maior
guantidade pelo menor preco, por exemplo). Para resolver uma situagéo-problema de
proporgéo, € possivel utilizar dois operadores: o operador escalar, e 0 operador
funcional. O operador escalar refere-se as vezes em que cada quantidade da mesma
natureza pode ser multiplicada para gerar uma razao equivalente. Ja o operador
funcional é a relacdo multiplicativa existente entre duas quantidades de naturezas
distintas na proporcado (MAGINA, LAUTERT, SANTOS, 2020).

No problema: “Alex faz bolos para vender na lanchonete. Para fazer 3 bolos ele
usa 15 ovos. Ele recebeu uma encomenda para fazer 9 bolos. Quantos ovos ele vai
precisar?”. E possivel utilizar o operador escalar ao encontrar a relagdo entre as
quantidades de bolos inicial e a quantidade de bolos necessaria (x3), aplicando-a na
guantidade de ovos (15x3) e encontrando, assim, o valor desconhecido (45 ovos). Ja
com o uso do operador funcional, encontra-se a relacao entre a quantidade inicial de
bolos e a quantidade de ovos correspondente (x5), aplicando a mesma relagéo na
quantidade de bolos e ovos necesséria (9x5), encontrando assim o mesmo valor
desconhecido (MAGINA, LAUTERT, SANTOS, 2020). Existiria, ainda, a possibilidade
de resolucao desta situacao através da chamada “regra de trés”, em que se multiplica
a quantidade de bolos necessaria (9) pela quantidade de ovos utilizados (15),
dividindo o resultado pelo nimero de bolos inicial (3). Vergnaud (1998), portanto,
pontua que este tipo de procedimento é raramente utilizado pelos estudantes, nao
fazendo sentido para eles.

Diversas pesquisas se dedicaram a investigar os tipos de raciocinio utilizados
por criangas para resolver problemas de estrutura multiplicativa. Kaput e West (1994)
observaram que algumas criangas utilizam erroneamente o raciocinio aditivo para
resolver problemas de proporc¢édo. Outras se propuseram a entender a relagdo entre o
raciocinio aditivo e o multiplicativo e a preferéncia por um ou outro na resolucdo de
problemas por criancas. Van Dooren, De Bock e Verschaffel (2010) afirmam que as
criangas podem nao diferenciar ambos os tipos de raciocinio, utilizando tanto o

raciocinio aditivo para resolver problemas multiplicativos quanto o contrario, fazendo
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uso da multiplicacdo em problemas aditivos. Degrande et al. (2018) identificaram que
algumas criancas preferem utilizar o raciocinio multiplicativo, em vez do aditivo, na
resolucdo de problemas em que ambos sao validos.

Vanluydt et al. (2019) investigaram habilidades iniciais de propor¢édo em
criancas de 5 a 9 anos de idade, antes da insercao da proporcéo no curriculo escolar.
Incorporando ao método diferentes problemas desenvolvidos sem o uso de nimeros
convencionais, os autores observaram que tanto o raciocinio aditivo quanto o
multiplicativo sdo preditores do raciocinio proporcional, especialmente em problemas
gue envolvem quantidades discretas. Isto é, a utilizacdo do raciocinio aditivo para
resolver problemas multiplicativos, quando valida, ndo atua como uma barreira, mas
auxilia o desenvolvimento do raciocinio proporcional.

Pelen e Artut (2016) investigaram as estratégias que estudantes do oitavo ano
utilizaram para resolver problemas aditivos, de proporcdo direta e inversa, com
estruturas numéricas diferentes, com o intuito de constatar se as estratégias de
resolugdo mudam conforme as estruturas. Os autores entendem que a estrutura
numeérica nas relagdes multiplicativas pode ocorrer de duas formas: dentro, isto €, a
relacdo de elementos na mesma razdo (exemplo: um pacote de sabdo acaba em 3
semanas quando a roupa € lavada 4 vezes por semana. Se a roupa for lavada 2 vezes
por semana, em quantas semanas 0 mesmo pacote de sabdo acaba?); e entre,
referente a relacao multiplicativa entre as partes correspondentes de razdes diferentes
(exemplo: 4 tubos derramando a mesma quantidade de 4gua enchem uma piscina
vazia em 12 horas. Em quantas horas 6 tubos vdo encher a mesma piscina vazia?).
Os resultados do estudo indicam que a estrutura numérica em problemas de
proporc¢édo inversa influencia as estratégias utilizadas pelos alunos, além de influenciar
no desempenho, uma vez que problemas com a estrutura entre razdes diferentes se

mostrou mais dificil para as criancas.

2.3 SITUACOES QUE FACILITAM A RESOLUCAO DE PROBLEMAS DE
PROPORCAO

Esta subsecdo versard sobre os aspectos considerados facilitadores do
raciocinio das criancas na resolucao de problemas de estrutura multiplicativa. Os
aspectos facilitadores mais frequentemente apontados na literatura sdo dois: o

primeiro deles refere-se as caracteristicas numeéricas das tarefas, isto é, a natureza
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das quantidades, enquanto o segundo refere-se a natureza do suporte de
representacdo disponibilizado durante o processo de resolucdo. Ambos aspectos
serdo tratados adiante. Adicionalmente, um aspecto que vem sendo investigado em
estudos recentes, e que é o0 objeto central da investigacdo do presente estudo, é o
papel da explicitacdo da relacdo um para muitos em problemas de estrutura
multiplicativa. A Ultima parte desta subsecdo se dedicara ao detalhamento de

resultados obtidos por pesquisas que testaram o potencial desta explicitacéo.

2.3.1 O papel desempenhado pela natureza das quantidades

A natureza das quantidades propostas em situacdes-problema é o primeiro
aspecto elencado por Spinillo, Lautert e Santos (2021) como facilitador da resolucao
por criangas. Em muitos destes problemas, é necessario associar um niamero a uma
determinada grandeza, que pode ser discreta ou continua. A aprendizagem da
proporcionalidade, para Vergnaud (2017, p. 40) “envolve o encontro com uma
diversidade de situacdes de proporcionalidade entre grandezas continuas ou entre
quantidades discretas”. As grandezas discretas, para Morais e Teles (2014) sé&o
originarias de nameros naturais, nestes casos, a medida obtida é expressa por um
namero inteiro, isto €, sem fracionamento (como por exemplo: quatro macas). Ja as
grandezas continuas, € possivel obté-las por meio de medicdo, e podem ser
expressas por numeros inteiros, fracionarios ou decimais (como por exemplo: trés
litros de agua). As quantidades discretas ou continuas, juntamente com numeros
inteiros ou fracionarios, nimeros inteiros pequenos (um ou dois digitos) ou grandes
(de trés ou mais digitos) sdo frequentemente estudados em pesquisas com problemas
matematicos de proporc¢ao.

Uma pesquisa classica acerca da natureza das quantidades em problemas
matematicos é a de Piaget, Grize, Szeminska e Bang (1968) que evidenciaram que
as criancas tinham um melhor desempenho em tarefas com quantidades continuas
do que com quantidades discretas. Pesquisas realizadas posteriormente continuaram
trazendo resultados na mesma direcdo com criancas da educacéo infantil e de anos
iniciais do ensino fundamental (e.g. BEGOLLI et al., 2020; BOYER; JEONG; LEVINE;
HUTTENLOCHER, 2008; BOYER; LEVINE, 2015; HURST; CORDES, 2018;
SPINILLO; BRYANT, 1999).
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Segundo Piaget, Grize, Szeminska e Bang (1968), uma possivel explicacao é
que, mediante quantidades discretas, as criancas tendem a usar estratégias de
contagem de elementos, o que, a depender da situacao, gera respostas incorretas. As
quantidades continuas, por sua vez, possibilitam que as criancas raciocinem em
termos relativos e ndo em termos absolutos. Outra possivel explicacéo € a sugerida
por Mix, Huttenlocher e Levine (2002): as quantidades continuas permitem o uso de
pontos de referéncia de natureza perceptual, 0 que pode ser mais acessivel para as
criancas, inclusive desde mais cedo. O estudo de Spinillo e Bryant (1991) traz
resultados no mesmo sentido ao mostrar que criancas desde 0s 6 anos resolviam com

sucesso tarefas de proporgao utilizando o referencial de ‘metade’.

2.3.2 O papel desempenhado pelos suportes de representacao

Suportes de representacédo se referem a signos, ferramentas e/ou materiais
usados durante a resolucdo de uma situacao-problema (ANGHILERI, 1998). Alguns
exemplos de suportes de representacdo sdo material concreto manipulativo como
fichas, objetos diversos e dedos, ou recursos graficos como desenhos, tabelas e
ilustracdes, e até recursos tecnolégicos como aplicativos ou calculadoras. Anghileri
(1998), afirma que suportes de representacdo, quando inseridos em uma situacao-
problema, conferem sentido ao conceito e influenciam as formas de resolucéao.

Ha& pesquisas que se dedicam a comparar variagdes na resolucdo de
problemas a partir de diferentes suportes de representacdo, mostrando que
determinadas situacfes sao mais favoraveis que outras. Por exemplo, Schliemann
(1998) pontua que tanto adolescentes como adultos com pouca ou nenhuma
escolarizagao tém dificuldades em compreender expressdes como “quanto € 27 mais
19?7”, a0 mesmo tempo em que compreendem e respondem de maneira adequada
perguntas como “Se vocé tivesse 27 reais e alguém lhe desse mais 19 reais, com
quantos reais vocé ficaria?’, mesmo na auséncia de moedas ou cédulas no
enunciado. O uso de referentes, e ndo apenas a apresentacdo dos numeros, parece
facilitar a compreensao.

Batista e Spinillo (2008) apresentaram material concreto definido (com relacao
com os elementos trazidos no enunciado dos problemas, explicitando a que
guantidades se referem, como copos ou flores) e material concreto indefinido (sem

relacdo evidente com os elementos do enunciado dos problemas, néo deixando claro
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a gue gquantidades se referem, como fichas), em diferentes situacdes-problema.
Enquanto resultado do estudo, o material concreto definido favoreceu o desempenho
e 0 uso de procedimentos apropriados pelas criancas de 8 anos, porém 0 mesmo nao
ocorreu com o material concreto indefinido, fortalecendo a hipétese levantada pelas
autoras. Concluiu-se que a natureza do material concreto apresentado as criancas
precisa ser considerada, especialmente quanto a sua relacdo com os referentes das
guantidades presentes no enunciado.

Selva (1998) analisou o desempenho e as estratégias adotadas por criangas
de 6 a 8 anos ao resolverem problemas de divisdo inexata por meio de diferentes
situacdes: a primeira com uso de lapis e papel; a segunda com uso de material
concreto (fichas); e a terceira e Gltima com calculo oral sem uso de qualquer suporte.
A autora comparou essas trés situacoes e observou que o uso de fichas e o uso de
lapis e papel levavam a um desempenho semelhante, porém, superior ao que foi
obtido nas situacdes apenas com o célculo oral, indicando que o suporte gréafico
favorecia o desempenho da mesma forma que o material concreto. Além disso, as
representacdes graficas produzidas com lapis e papel possibilitaram estratégias mais
flexiveis e apropriadas aos problemas do que a manipulacéo de fichas, com as quais
as criancas faziam apenas representacdes diretas do enunciado.

Selva e Borba (2005) examinaram o efeito da combinacdo de diferentes
suportes de representacdo na resolucdo de problemas de divisdo inexata. Neste
estudo, criangas de 9 a 11 anos de idade resolveram trés situagdes-problema: 1)
fazendo uso de primeiro lapis e papel e depois calculadora; 2) o oposto da situacéo
anterior, utilizando primeiro a calculadora, e depois lapis e papel; e 3) com utilizacéo
de manipulativos e depois lapis e papel. A situacdo que mais propiciou estratégias
eficazes de resolucéo foi aguela em que primeiro usavam lapis e papel e depois a
calculadora. Uma conclusdo importante deste estudo € que a combinacéo e a ordem
em que diferentes suportes séo apresentados influenciam a resolucéo de problemas.

Borba e Azevedo (2012) compararam o desempenho de criancas do 5° ano do
Ensino Fundamental em diferentes situacdes com problemas de combinatéria. As
situagcdes em que as criangas resolviam os problemas por meio da elaboracéo de
arvores de possibilidades com o suporte de um software ou com o suporte de lapis e
papel, se mostraram mais efetivas. A utilizacdo da arvore de possibilidades favoreceu
que as criangas tivessem um maior controle e monitoramento das combinacdes,

evitando a repeticdo de combinacgbes ja feitas e permitindo estabelecer todas as
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combinacgdes possiveis. Concluiu-se que a elaboracao de arvores de possibilidades,
tanto de forma virtual como gréfica, € um recurso facilitador na resolucéo de problemas
de combinatéria, especialmente os de produto cartesiano.

Pessoa e Borba (2009) observaram que a natureza das representacdes
simbdlicas utilizadas pode influenciar na resolucao de problemas. Neste estudo, até
mesmo estudantes do Ensino Médio que ja haviam entrado em contato formal a
Andlise Combinatdria conforme a estrutura curricular, deram preferéncia a registros
mais transparentes, como por exemplo listagens, ao invés de registros em que as
relacfes ndo estavam claramente a amostra, como mediante a utilizacdo de formulas.

Van Essen e Hamaker (1990) apontam que criar uma representacao grafica de
um problema, utilizando lapis e papel, pode reduzir a quantidade de informacdes
processadas pela memoria de trabalho, uma vez que algumas informacdes séo
incorporadas na propria representacdo, possibilitando o resgate. Além disso, a
representacdo pode tornar as relagcdes matematicas subjacentes ao problema mais
explicitas, ao reorganizar as informacdes contidas no problema.

Van Dooren, Vancraenenbroeck e Verschaffel (2013) investigaram o papel das
representacdes na resolucao de seis problemas multiplicativos (trés de isomorfismo e
trés de produto cartesiano) por criancas estudantes do terceiro ano do Ensino
Fundamental. Os efeitos dos suportes de representacdo foram avaliados através de
quatro condicBes diferentes: 1) sem suporte de representacdo sistematico e sem
instrucbes especificas; 2) sendo solicitadas a desenhar sua propria representacao,
esboco ou desenho, para cada problema; 3) recebendo representacées adequadas a
cada problema (diagrama para os problemas de isomorfismo e arranjo retangular para
os problemas de produto cartesiano), com a instrucdo de que estas representacdes
as ajudariam a resolver; 4) recebendo representacdes menos adequadas a cada
problema (o contrario, com arranjo retangular para os problemas de isomorfismo e
diagrama para os problemas de produto cartesiano).

Os resultados indicaram que as criangcas que receberam o suporte de
representacao tiveram um melhor desempenho que as criangas que tiveram que criar
as préprias representacdes, pois muitas criangas construiram suportes que as
levaram ao erro. Receber o suporte de representacdo auxiliou ainda mais na
resolucao de problemas de produto cartesiano, em comparac¢ao com os problemas de
isomorfismo. Por fim, com relacdo ao terceiro questionamento, os autores (VAN
DOOREN; VANCRAENENBROECK; VERSCHAFFEL, 2013) concluem que fornecer



27

um suporte de representacdo contribuiu apenas em problemas nos quais as criancas
apresentaram maior dificuldade, isto €, nos problemas de produto cartesiano.

Portanto, é possivel, a partir dos estudos mencionados acima, reafirmar que o
suporte de representacdo auxilia na resolugéo de problemas por criancas. Além disso,
aspectos como as caracteristicas numeéricas dos problemas e a natureza dos suportes
de representacdo disponibilizados s&o fatores que influenciam a resolucdo de
problemas de estrutura multiplicativa.

Contudo, além da natureza das quantidades e dos suportes de representacao,
outro fator tem surgido no campo das pesquisas sobre resolucado de problemas de
estrutura multiplicativa: a explicitacao das relagées um para muitos. Como discutido a
seguir, pesquisas tém investigado o papel desempenhado por esta explicitacdo de
problemas de combinatéria e em problemas de proporgao simples.

2.3.3 O papel desempenhado pela explicitacdo da correspondéncia um para

muitos

Para Vergnaud (1996, p. 176), a transformacao de invariantes operacionais em
palavras e textos nao é direta:

Quando invariantes operacionais sdo expressos e envolvidos em sistemas de
conceitos e simbolos, seu status cognitivo muda, de forma que esquemas
possam por vezes se tornar algoritmos. Quando as propriedades relevantes
dos objetos matematicos e operagdes envolvidas na acdo séo explicitas, se
torna possivel analisar suas conexdes, e eventualmente demonstrar que um
certo conjunto de regras € efetivo para uma certa classe de situagoes.

7

Como mencionado, a correspondéncia um para muitos € um elemento
importante para o raciocinio multiplicativo, e devido a sua complexidade, € um desafio
para criancas. Na maioria das situacdes, tanto em pesquisas como no contexto
escolar, as relacdes um para muitos estdo implicitas, tendo que ser estabelecidas por
aguele que resolve o problema. Este é um aspecto crucial, pois a explicitacdo dessa
correspondéncia pode ser um fator determinante na resolucdo de problemas de
estrutura multiplicativa, conforme apontaram Nunes e Bryant (1997) ao discutirem as
dificuldades das criancas na resolucdo de problemas de produto cartesiano.

Analisando estudos que buscaram favorecer a resolucdo de problemas de
produto cartesiano, Spinillo e Silva (2016) evidenciaram que a explicitacao da relagcéao
um para muitos pode acontecer de duas formas: diagramatica, que permite organizar
o raciocinio de forma sistematica, oferecendo uma viséo clara das rela¢des contidas

na situacao-problema, e a forma linguistica, que expde as rela¢cdes de maneira verbal.
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Com relacéo a primeira forma, as autoras mencionam a pesquisa realizada por
Borba e Azevedo (2012) para mostrar como a arvore de possibilidades, com e sem o
uso de software, pode promover um melhor desempenho na resolugcéo de problemas
de produto cartesiano. Aparentemente, o uso de setas e tracos que ligam um elemento
de um conjunto a outros de outro conjunto permite que as criangas gerenciem as
diferentes relacbes um para muitos que se estabelecem neste tipo de problema e
melhorem seus procedimentos de resolucdo. O efeito facilitador da arvore de
possibilidades é reafirmado pelo estudo de Montenegro, Borba e Bittar (2020), que
afirmam que esta ferramenta auxiliou o desempenho dos participantes, se mostrando
mais eficiente do que a listagem sistematizada, por possuir mais congruéncia com a
expressdo numérica. A arvore de possibilidades, portanto, € um importante exemplo
de diagrama capaz de explicitar a relagdo um para muitos presente nos problemas de
estrutura multiplicativa, em especial, os de combinatoria.

A segunda forma de explicitacdo da relagdo um para muitos, denominada por
Spinillo e Silva (2016), € a linguistica. Para as autoras, é possivel, através da lingua
natural, deixar evidentes no enunciado os principios e as relacbes que regem o
raciocinio combinatdrio. Como ilustrado pelos estudos relatados a seguir.

Spinillo e Silva (2010) apresentaram problemas de produto cartesiano a
criancas de sete e oito anos em duas situacdes distintas. Na situacdo 1, os principios
invariantes que governam o raciocinio combinatério, incluindo a correspondéncia um
para muitos, estavam implicitos. Na situacdo 2, esses principios eram explicitamente
mencionados no enunciado dos problemas. O desempenho das criancas foi
significativamente melhor na situacéo explicita do que na implicita, tanto em relacdo
ao numero de acertos como em relacdo as estratégias adotadas na resolucao dos
problemas que eram mais sofisticadas na situacdo explicita. Os dados revelaram,
ainda, que as criancas que resolviam primeiro 0s problemas na situacéo explicita eram
capazes de resolverem problemas na situagédo implicita com maior sucesso do que as
criancas que faziam na ordem inversa. A concluséo foi que mais criangas sédo capazes
de resolver problemas de produto cartesiano quando a correspondéncia um para
muitos é explicitamente mencionada no enunciado dos problemas, e que conseguem
aplicar esse principio na resolucdo de problemas com a correspondéncia implicita.

Melo, Silva e Spinillo (2016) desenvolveram um estudo subsequente ao citado
acima, no qual investigaram se o auxilio da explicitacéo da relacdo um para muitos na

resolucdo de problemas, também se aplicaria a problemas de combinacdo. Os
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resultados deste estudo mostraram que o papel facilitador da explicitacdo foi mais
efetivo na resolucdo de problemas de produto cartesiano, ndo sendo expressivo na
resolucao de problemas de combinagdo com subgrupos de elementos.

No ambito da proporgcdo, had pesquisas que comparam o desempenho de
estudantes do ensino fundamental na resolucéo de problemas de proporcao simples,
da classe um para muitos e da classe muitos para muitos (e.g. LAUTERT, SANTOS,
MERLINI, 2018; MAGINA, SANTOS, MERLINI, 2014; MAGINA, MERLINI, SANTOS,
2016; MAGINA, FONSECA, 2018; MAGINA, LAUTERT, SANTOS, 2020). Tais
estudos utilizam a nomenclatura “muitos para muitos” ao se referir aos problemas em
que a relacdo de um elemento com um conjunto de elementos esta implicita, que é
equivalente, no presente estudo, aos problemas apresentados na Condicdo 2
(implicita). Em tais pesquisas, os problemas da classe muitos para muitos, isto é,
agueles que tinham a relagcdo um para muitos implicita, foram mais dificeis para as
criancas do ensino fundamental.

Dando prosseguimento a investigacdo do efeito da explicitacdo linguistica no
enunciado de problemas de proporcéo, Spinillo, Lautert e Santos (2021) realizaram
um estudo que examinou os efeitos da explicitacdo da relagdo um para muitos em
problemas de proporc¢éo, por 1.160 estudantes do 3° e do 5° ano de escolas publicas
do nordeste brasileiro. Os participantes foram solicitados a resolver, utilizando lapis,
papel e borracha, trés problemas que eram lidos em voz alta pelo examinador, sendo
um por vez e apresentados em ordem fixa. No Problema 1, a relagdo um para muitos
era explicitamente mencionada na primeira frase do enunciado. No Problema 2, a
relacdo um para muitos era explicitada na segunda frase do enunciado. Por fim, no
Problema 3 a relacdo um para muitos nao era explicitada, tendo que ser inferida pelo
participante. Esperava-se que as criangas tivessem mais dificuldades no Problema 3.

Os resultados da pesquisa de Spinillo, Lautert e Santos (2021), analisados a
partir do desempenho dos participantes, mostraram que independentemente do ano
escolar, as criangas apresentaram um bom desempenho nos Problemas 1 e 2, isto €,
problemas em que a relagdo um para muitos era explicitamente mencionada no
enunciado. As criangas obtiveram mais acertos no Problema 1, de multiplicagcéo, que
traz a relacdo um para muitos ainda mais explicita, estando logo na primeira frase.
Todavia, como mencionado pelos autores, é possivel pensar que o melhor
desempenho no Problema 1 (multiplicacdo) do que no Problema 2 (divisdo), decorreu

também do fato de a multiplicagdo ser uma operacdo mais facil que a divisdo. Os
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Problemas 2 e 3 envolviam a divisdo como operacao central, sendo o maior diferencial
a explicitacdo da relagdo um para muitos, e, como esperado, criancas de ambos os
anos escolares apresentaram mais dificuldades na resolucdo do Problema 3, no qual
esta relagéo estava implicita.

Sem duavida, o estudo de Spinillo, Lautert e Santos (2021) € de grande
relevancia, contudo, alguns aspectos precisam ser considerados acerca dos
procedimentos adotados. Um primeiro aspecto refere-se a auséncia de controle em
relacdo a quantidade de problemas de multiplicacéo e de divisao na referida pesquisa.
Como comentado anteriormente, € possivel pensar que o melhor desempenho no
Problema 1 (multiplicacdo) do que no Problema 2 (divisdo) tenha sido consequéncia
do fato de ser um problema de multiplicacao, que € mais facil que o de divisdo. Sendo
assim, é necessario que haja um estudo que controle esse fator, apresentando a
mesma quantidade de problemas de divisdo e de multiplicacdo, de modo a gerar
situacdes variadas nas quais sera possivel identificar se o que facilitou o desempenho
foi a explicitacdo da relacdo um para muitos no enunciado ou se foi o fato do problema
ser de multiplicacdo. Esse controle serd adotado na presente investigacao.

Um segundo aspecto, ainda acerca desse estudo, como enfatizado pelos
autores, é o fato de os dados terem sido obtidos por meio de uma aplicagéo coletiva
em que apenas o produto final do processo de resolucdo foi analisado, o que
impossibilitou 0 acompanhamento individual durante a resolu¢cdo dos problemas.
Assim, faz-se necesséria, além da aplicacdo coletiva, a realizacdo de entrevistas
individuais que permitam identificar os procedimentos de resolucdo adotados pelas
criancas. Dessa forma, seria possivel analisar se a explicitacdo da correspondéncia
um para muitos geraria formas de raciocinar distintas daquelas adotadas na resolugao
de problemas em que essa relacdo estaria implicita. Além disso, a andlise dos
procedimentos de resolucdo poderia favorecer a identificacdo dos erros mais
frequentes, elucidando as possiveis dificuldades apresentadas pelas criancas.

Esses dois pontos acima mencionados podem ser melhor explorados com a
realizacdo do presente estudo, que investiga se a explicitagdo da relacdo um para
muitos exerce algum efeito sobre o desempenho das criangas em problemas de
natureza multiplicativa, especificamente em problemas de propor¢ao simples. No
presente estudo, sera possivel levar em conta o raciocinio utilizado pelas criancas

através de entrevistas individuais.
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3 METODO

3.1 OBJETIVOS E HIPOTESES

Conforme demonstrado na fundamentacao tedrica, a correspondéncia um para
muitos trata-se de uma nocdo complexa, considerada uma forma de raciocinar
necessaria na resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa. Alguns estudos
verificaram que a explicitacdo desta correspondéncia em situacdes de resolugéao de
problemas de produto de medidas favorecia o desempenho de criancas (e.g. MELO,
SILVA, SPINILLO, 2016; SPINILLO, SILVA, 2010; SPINILLO, SILVA, 2016). Em vista
disso, a pergunta que norteia a presente investigacdo é: o efeito facilitador da
explicitacdo da correspondéncia um para muitos também seria observado na
resolucao de problemas de multiplicagéo e de divisao do tipo propor¢ao simples? Essa
€ a questao central da presente investigacdo que procura ampliar o conhecimento
acerca do raciocinio matematico de alunos do Ensino Fundamental referente ao
campo conceitual das estruturas multiplicativas.

Portanto, o estudo teve como objetivo examinar o efeito da explicitacdo da
correspondéncia um para muitos na resolucdo de problemas de proporcao simples,
de multiplicacéo e divisdo por alunos do 3°, 4° e 5° anos do Ensino Fundamental. Para
iSs0, seguiu-se 0s objetivos especificos: (i) examinar o desempenho das criancas na
resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa de proporcdo simples em duas
condi¢cBes: correspondéncia um para muitos explicita e correspondéncia um para
muitos implicita; (i) examinar os tipos de procedimentos utilizados pelas criangas na
resolucdo dos problemas apresentados nas duas condi¢des (explicita e implicita); e
(i) investigar o papel da escolaridade no desempenho e nos procedimentos de
resolucao adotados pelos participantes nas duas condi¢des.

Neste estudo exploratério combina-se uma analise do desempenho e dos
procedimentos de resolucdo adotados com vistas a testar as seguintes hipoteses: (i)
de que os participantes de todos os anos escolares apresentariam um desempenho
melhor na resolucdo de problemas na condic¢do explicita do que na condigédo implicita;
e (i) de que na resolugdo dos problemas apresentados na condi¢cdo explicita os
procedimentos adotados pelas criangas seriam caracterizados pela explicitacdo da
correspondéncia um para muitos.

A pesquisa pode trazer contribuicbes para a Psicologia da Educacao

Matematica através do estudo do desenvolvimento do raciocinio proporcional em
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criancas, além de implicacbes educacionais, ao explorar o potencial didatico da

explicitacdo da correspondéncia um para muitos em problemas de proporcéo simples.

3.2 PARTICIPANTES

Foram 120 criancas de ambos os sexos, estudantes do 3° (média de idade: 8
anos e 7 meses, DP: 5,48), 4° (média de idade: 9 anos e 11 meses, DP: 6,46) e 5°
ano (média de idade: 10 anos e 6 meses, DP: 9,33) do Ensino Fundamental de duas
escolas da Regido Metropolitana de Recife (PE), com desenvolvimento tipico,
igualmente divididas em trés grupos em funcédo do ano escolar. Os anos escolares
investigados foram selecionados pois os estudantes do 3° ano ja séo introduzidos
acerca da resolucéao de problemas de estrutura multiplicativa, de acordo com a Base
Nacional Comum Curricular (BRASIL, 2017).

Foram incluidas na pesquisa as criancas que estavam devidamente
matriculadas, que tinham habilidades de comunicacdo verbal para possivel
participagdo nas entrevistas, e estavam presentes na escola no momento da coleta
de dados, que foi realizada em ambiente escolar no horario de aula, entre os meses
de marco a agosto de 2023. Os participantes foram recrutados apés contato inicial
com as escolas e obtida autorizacdo da sua participacéo pelos responsaveis através
da assinatura do Termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE), bem como
assinatura do Termo de Assentimento Livre e Esclarecido (TALE) por parte das
criancas, previamente informadas dos objetivos e procedimentos do estudo. A
pesquisa foi aprovada pelo Comité de Etica em Pesquisa da Universidade Federal de
Pernambuco (CAAE: 66740123.0.0000.5208).

3.3 MATERIAL, PROCEDIMENTOS E PLANEJAMENTO EXPERIMENTAL

A coleta de dados foi realizada em ambiente escolar, em horario de aula, nos
turnos da manha e tarde, com a autorizacdo da coordenacdo pedagogica e da
professora de cada turma, respeitando o calendario e as atividades desenvolvidas.

A presente investigacéo foi de natureza quanti-qualitativa, e teve sua coleta de
dados realizada em dois momentos. No primeiro momento foi realizada uma aplicagao
coletiva em sala de aula, e no segundo momento, que acontecia imediatamente apos
o primeiro, foram realizadas entrevistas clinicas individuais com parte das criancas

gue participaram do primeiro momento.
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3.3.1 Primeiro momento

O objetivo do primeiro momento era analisar o desempenho dos participantes
na resolugdo dos problemas. Para isso foi realizada uma aplicacdo coletiva dos
problemas matematicos na forma escrita, que foram resolvidos individualmente por
todos os participantes em sessao unica com duracdo de 40 a 60 minutos.

Foi disponibilizado um caderno de respostas para cada crianga responder
individualmente, levando o tempo que fosse necessario. Este caderno de respostas
continha seis problemas impressos em folhas de papel A4, com espaco suficiente para
resolucdo com lapis e borracha.

Estas aplicagbes coletivas aconteceram em conformidade com o primeiro
objetivo especifico do estudo, que foi examinar o desempenho das criancas na
resolucdo de problemas de estrutura multiplicativa de proporcdo simples em duas
condi¢cBes: correspondéncia um para muitos explicita e correspondéncia um para
muitos implicita.

Na Condicdo 1 (explicita), a correspondéncia um para muitos é explicitada no
enunciado dos problemas. Na Condicdo 2 (implicita), a correspondéncia um para
muitos ndo é explicitada no enunciado dos problemas. Ao todo, cada participante
resolveu seis problemas, sendo trés na Condicdo 1 (explicita) e trés na Condi¢éo 2
(implicita), como ilustrado no Quadro 1.
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Quadro 1 — Os problemas de proporcédo simples em cada condicéo.

Condicao 1 — Problemas com a correspondéncia um para muitos explicita

Multiplicagao

Problema 1: Tobias foi em um
supermercado e viu que 1
pacote de barrinha de cereal
vem com 4 barrinhas. Ele
comprou 5 pacotes. Quantas
barrinhas de cereal ele
comprou?

Problema 2: A receita da massa
de pizza de Dona Marlene é
assim: para 1 copo de leite ela
usa 3 ovos. Para fazer a massa
usando 3 copos de leite, quantos
ovos ela vai precisar?

Divisao

Problema 3: Rafael comprou um pacote de figurinha. No pacote
vem 15 figurinhas. A cada 5 figurinhas ele recebe 1 brinde na
lojinha da esquina. Quantos brindes ele vai receber?

Condicéo 2 -

Problemas com a correspondéncia um para muitos implicita

Multiplicagao

Problema 4: Alex faz bolos para
vender na lanchonete. Para
fazer 3 bolos ele usa 15 ovos.
Ele recebeu uma encomenda
para fazer 9 bolos. Quantos
ovos ele vai precisar?

Problema 5: Juliana plantou 24
rosas em seu jardim. Para cada
6 rosas ela tem que usar 2
colheres de fertilizante. Quantas
colheres de fertilizante ela vai
usar?

Divisao Problema 6: Em uma gincana na Escola Saber, a cada 3 voltas
correndo na quadra, o aluno marcava 4 pontos. Gustavo ganhou
12 pontos. Quantas voltas ele deu na quadra?

Fonte: Dados da pesquisa

Nos problemas apresentados na Condicdo 1 (explicita), a razdo era unitaria,
sendo explicitamente mencionada no enunciado dos problemas. No Problema 1 a
correspondéncia um para muitos € explicitada quando se menciona que “[...] 1 pacote
de barrinha de cereal vem com 4 barrinhas” (razédo 1:4). No Problema 2, a explicitacéo
ocorre quando se menciona que “[...] para 1 copo de leite ela usa 3 ovos” (razado
unitaria 1:3). No Problema 3, a explicitacdo ocorre quando se menciona que “[...] a
cada 5 figurinhas ele recebe 1 brinde [...]” (razdo 1:5). Assim, nos problemas
apresentados na Condicao 1 (explicita) a razao era unitéria.

Nos problemas apresentados na Condi¢cdo 2 (implicita), a razdo ndo era
unitaria. No Problema 4 a razdo pode ser encontrada no trecho “Para fazer 3 bolos ele
usa 15 ovos” (razao 3:15). Na resolugao deste problema a crianca poderia recorrer ao
uso da razao unitaria (1:5), porém esta teria que ser inferida durante o processo de
resolucdo, uma vez que ndo € apresentada no enunciado. No Problema 5 a razéo
pode ser encontrada no trecho “Para cada 6 rosas ela tem que usar 2 colheres de
fertilizante”. Na resolucéo deste problema a crianca poderia recorrer ao uso da razao
unitaria (1:3), porém esta teria que ser inferida durante o processo de resolugao, uma

vez que ndo é apresentada no enunciado. No Problema 6 a razdo pode ser encontrada
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no trecho “a cada 3 voltas correndo na quadra, o aluno marcava 4 pontos”. Esse
problema apresenta uma particularidade que o difere dos demais problemas
apresentados na Condicao 2 (implicita). Nele, a correspondéncia um para muitos nao
é possivel ser inferida, sendo ela inexistente, como observado no trecho: “a cada 3
voltas correndo na quadra, o aluno marcava 4 pontos” (razdo 3:4). Sendo assim, no
processo de resolucdo do Problema 6 ndo é possivel inferir uma razao unitaria. Assim,
nos problemas apresentados na Condicao 2 (implicita) a razdo nao era unitéria.

Para mitigar um possivel efeito de ordem, os problemas foram apresentados
da seguinte forma: metade das criancas em cada ano escolar recebeu um caderno de
respostas com os trés problemas na Condicdo 1 sendo apresentados primeiro, e
depois os trés problemas na Condic¢do 2 (Ordem 1). A outra metade recebeu o caderno
de respostas com os problemas na ordem inversa (Ordem 2).

3.3.2 Segundo momento

O objetivo deste segundo momento foi analisar os procedimentos adotados
pelos participantes na resolucdo dos problemas que haviam solucionado no primeiro
momento. Para isso, logo apds a conclusédo do primeiro momento, 18 crian¢as foram
solicitadas a participar do segundo, que consistia em entrevistas clinicas individuais,
sendo seis de cada ano escolar. Uma por vez, essas criancas foram entrevistas em
outra sala da escola. Elas foram recrutadas para participacdo no segundo momento
conforme disponibilidade, sem nenhum critério de sele¢éo ligado ao desempenho.

Durante a entrevista a examinadora apresentava para a crianca o caderno de
resposta que havia recebido no primeiro momento. Cada um dos problemas que havia
solucionado no primeiro momento era apresentado, solicitando-se que a crianca
explicasse seu modo de pensar ao resolver cada problema. As entrevistas duraram
cerca de 10 minutos cada e foram gravadas digitalmente em audio, sendo

posteriormente transcritas em protocolos individuais.
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4 RESULTADOS

Considerando os objetivos do estudo, os dados foram analisados em funcéo do
desempenho na resolucdo dos problemas e em funcdo dos procedimentos de
resolucdo adotados. Os dados relativos a frequéncia de acertos foram tratados
estatisticamente por meio de testes ndo paramétricos em fung¢édo da escolaridade e
das condicdes de resolucéo dos problemas. Os procedimentos de resolucéo adotados
foram classificados em cinco tipos, definidos a partir das explicacbes verbalmente
apresentadas pelos estudantes durante as entrevistas clinicas e dos registros feitos
por eles no caderno de resposta.

Os dados relativos ao desempenho foram analisados considerando todos os
120 participantes da pesquisa, e os dados relativos aos procedimentos de resolucéo
foram analisados considerando os 18 participantes entrevistados no segundo

momento, sendo seis em cada ano escolar.

4.1 ANALISE DO DESEMPENHO

Esta andlise se baseou no primeiro objetivo especifico do estudo, isto é,
examinar o desempenho das criangas na resolucdo de problemas de estrutura
multiplicativa de proporcao simples em duas condicfes: correspondéncia um para
muitos explicita e correspondéncia um para muitos implicita. Além disso, buscou-se
analisar o papel da escolaridade no desempenho dos participantes nas duas
condi¢cdes, em conformidade com o terceiro objetivo especifico deste estudo. Os
dados foram analisados por meio de testes estatisticos ndo paramétricos, sendo eles
o teste de postos sinalizados de Wilcoxon, o teste U de Mann-Whitney, o Kruskal-

Wallis e o teste de Dunn.

4.1.1 O desempenho por condigdo experimental em cada ano escolar

A Tabela 1 mostra que nos trés anos escolares os estudantes tiveram um
melhor desempenho nos problemas na Condicéao 1 (explicita) do que na Condicdo 2
(implicita). Este resultado foi confirmado pelo teste de postos sinalizados de Wilcoxon
que apontou diferenca significativa entre as condi¢des, considerando os trés anos
escolares conjuntamente (Z= 9479; p < 0,001). O teste também apontou diferencas
significativas entre as condi¢cdes no 3° ano (Z= 1070; p < 0,002), no 4° ano (Z= 1050;
p < 0,002) e no 5° ano (Z = 1140; p < 0,001). Em cada ano escolar o desempenho foi
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melhor na Condicdo 1 (explicita) que na Condicdo 2 (implicita), confirmando a
hipotese de que a explicitacdo da correspondéncia um para muitos no enunciado dos
problemas seria um fator que facilitaria a resolugdo dos problemas de proporgcao

simples.

Tabela 1 — NUmero e percentual de acertos (entre parénteses) em cada condicao (explicita ou
implicita) e ano escolar

Ano escolar Condicao 1 (explicita) Condicao 2 (implicita)
3°ano 22 (18,3) 5 (4,2)
4° ano 53 (44,2) 25 (20,8)
5°ano 67 (55,8) 34 (28,3)

Fonte: Dados da pesquisa.

Com o intuito de comparar o desempenho entre 0s anos escolares em cada
condicéo, foi aplicado o teste Kruskal-Wallis, que apontou diferenca significativa entre
eles na Condicéo 1 (explicita) (gl = 2; p < 0,001) e na Condicéo 2 (implicita) (gl =2; p
<0,001). O teste de Dunn, com ajuste do valor de p, comparou 0s anos escolares dois
a dois, obtendo-se os niveis de significancia que constam na Tabela 2.

Tabela 2 — Niveis de significancia obtidos por meio do Teste de Dunn nas comparagfes entre 0s anos
escolares em cada condig&o experimental

Anos escolares Condicao 1 (explicita) Condicéo 2 (implicita)
3°ano vs. 4° ano p=0,0130 p=0,0172
3°ano vs. 5° ano p= 0,0000520 p= 0,000145

4° ano vs. 5° ano p= 0,149 (ns) p= 0,211 (ns)

Fonte: Dados da pesquisa.

O que se observa na Tabela 2, € que tanto na Condigéo 1 (explicita) como na
Condicdo 2 (implicita) as criangcas do 3° ano apresentam um desempenho
significativamente mais limitado que as do 4° e 5° ano. Por sua vez, o desempenho
das criancas do 4° e 5° ndo difere na Condi¢do 1 e nem na Condi¢éo 2. Estes dados
apontam uma aproximacao entre 0 4° ano e o 5° ano e um distanciamento desses
anos escolares em relacdo ao 3° ano.

Ao que parece, a explicitagdo da correspondéncia um para muitos é fator
facilitador na resolugéo de problemas de proporcgéo simples por criancas do 3°, 4° e
5°anos do ensino fundamental. Os dados sugerem que, a partir do 4° ano, o estudante
parece se beneficiar ainda mais da explicitacdo da correspondéncia um para muitos,

ainda que esse efeito facilitador ja seja observado entre as criancas do 3° ano.
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4.1.2 O desempenho por ordem de aplicacdo das condi¢gdes experimentais

Como descrito anteriormente, foram adotadas duas ordens de aplicagéao: a
Ordem 1 (explicita-implicita), na qual os problemas na Condicdo 1 (explicita) foram
apresentados primeiro e os problemas na Condicdo 2 (implicita) foram apresentados
depois; e a Ordem 2 (implicita-explicita), na qual os problemas foram apresentados
de maneira inversa.

Na analise realizada a partir do teste U de Mann-Whitney, considerando os trés
anos escolares conjuntamente, ao comparar o desempenho entre o grupo de
participantes que recebeu os problemas na Ordem 1 e o0 grupo que recebeu os
problemas na Ordem 2, ndo houve diferenga significativa (p = 0,678). Quanto ao
desempenho dos participantes por ano escolar, a Figura 2 apresenta o numero de
acertos de cada grupo, tanto na Ordem 1, como na Ordem 2.

Figura 2 — Grafico comparativo entre as ordens de aplicagao

120
100

80

62
60 Ordem 1

Ordem 2
40 39
40 38

20
20

3% ano 4° ano 5% ano
Nota: Ordem 1 — condicdo explicita seguida da condi¢cdo implicita; Ordem 2 — condicao
implicita seguida da condic¢ao explicita.
Fonte: Dados da pesquisa.

Para comparar o desempenho dentro de cada ano escolar, por ordem de
aplicagao, foi realizado o teste U de Mann-Whitney. O teste apontou diferenca
significativa no 3° ano (p = 0,03), indicando que os estudantes do 3° ano que
receberam os problemas na Ordem 2 (implicita-explicita), tiveram um melhor
desempenho do que os que receberam na Ordem 1. Ja no 5° ano, que teve o

desempenho oposto ao do 3° ano e tendo mais acertos na Condigcao 1 o teste U de
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Mann-Whitney apontou diferenca significativa (p = 0,02) indicando que os estudantes
que receberam os problemas na Ordem 1 (explicita-implicita), tiveram um melhor
desempenho. No 4° ano, por sua vez, ndo houve diferenga significativa com relagéo
a ordem de aplicagéo.

O efeito de ordem em cada ano escolar por condicdo em cada ordem de

aplicagao é ilustrado nas Tabelas 3 e 4.

Tabela 3 — Numero de acertos em cada condig@o por ano escolar na Ordem 1 (explicita-implicita)

Ano escolar Condicéo 1 Condigéo 2
3°ano 6 1
4° ano 28 10
5° ano 42 20

Nota: Condi¢éo 1 — Explicita; Condicao 2 — Implicita.
Fonte: Dados da pesquisa.

A Tabela 3 demonstra apenas os estudantes que receberam os problemas na
Ordem 1 (explicita-implicita). Para comparar o desempenho entre os trés anos
escolares na Ordem 1, em cada condicao, foi aplicado o teste Kruskal-Wallis, que
indicou diferenga significativa tanto na Condi¢cao 1 (explicita) (p < 0,01), como na
Condigéo 2 (implicita) (p < 0,01).

Com o objetivo de identificar a direcdo das diferengas entre os anos escolares
em cada condicao na Ordem 1 (explicita-implicita), comparando-os dois a dois, foi
realizado o teste de Dunn, com ajuste do valor de p. Na Condi¢cdo 1 (explicita), o
desempenho entre o0 3° e 0 4° ano diferiu significativamente (p = 0,01), e também entre
03%°e 05°ano (p <0,01). Na Condigéo 2 (implicita), o teste de Dunn apontou diferenca
significativa apenas entre 3° e 5° anos escolares (p < 0,01). Aqui, é possivel notar que
o desempenho dos estudantes do 5° ano que receberam os problemas na Ordem 1
(explicita-implicita) foi o melhor tanto na Condi¢cédo 1 quanto na Condigao 2.

Tabela 4 — Numero de acertos em cada condi¢ao por ano escolar na Ordem 2 (implicita-explicita)

Ano escolar Condicéao 1 Condicao 2
3°ano 16 4
4° ano 25 15
5% ano 25 14

Nota: Condi¢éo 1 — Explicita; Condigao 2 — Implicita.
Fonte: Dados da pesquisa.
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A Tabela 4 traz apenas os estudantes que receberam os problemas na Ordem
2 (implicita-explicita). Na comparagao entre os anos escolares, dentre os estudantes
que receberam os problemas na Ordem 2, o teste Kruskal-Wallis ndo indicou
diferencas. Da mesma maneira, o teste U de Mann-Whitney ndo apontou diferenca
significativa em nenhuma das comparagdes dentro de cada ano escolar.

Diante das analises apresentadas é possivel inferir que a Ordem 1 (explicita-
implicita), favoreceu o desempenho dos estudantes do 5° ano. Isto porque os
estudantes do 5° ano que receberam os problemas na Ordem 1 se destacaram nas
analises entre os anos escolares tanto na Condigao 1 (explicita), quanto na Condicao
2 (implicita), o que nao foi observado entre os estudantes que receberam os
problemas na Ordem 2 (implicita-explicita). Contudo, € necessario que estudos futuros
ampliem a investigacdo da ordem de aplicagdo, uma vez que no desempenho geral
dos participantes, e também no 3° e 4° anos escolares, a analise feita nesta pesquisa

nao evidenciou diferengas significativas.

4.1.3 O desempenho em cada problema por condi¢gao experimental

O desempenho em cada um dos seis problemas € apresentado na Tabela 5.
Dados os valores baixos de desempenho em cada problema, néo foi possivel aplicar
testes estatisticos, de forma que os resultados sédo discutidos em termos de

tendéncias.

Tabela 5 — NUmero e percentual de acertos (entre parénteses) em funcdo da escolaridade

Condicao 1 (explicita) Condicao 2 (implicita)
Ano Problema Problema Problema | Problema Problema Problema
escolar 1 2 3 4 5 6
3% ano 16 (40) 4 (10) 2 (5) 4 (10) 1(2,5) 0

4°ano  21(525) 18(45) 14(35)  12(30) 5(125)  8(20)
50ano  29(72,5) 26(65)  12(30)  20(50) 10 (25) 4 (10)

Fonte: Dados da pesquisa.

Na Condicdo 1 (explicita), o Problema 1 e o Problema 2, que envolviam a
multiplicacédo, tiveram mais acertos que o Problema 3 que era de divisao. Com o0
avango da escolaridade, em termos de tendéncia, tanto no Problema 1 como no
Problema 2, é possivel observar um progresso, visto que as criancas do 4° ano
acertaram mais do que criancas do 3° ano, e criangas do 5° ano acertaram mais do

que criancas do 4° ano.
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Na Condicéo 2 (implicita), o Problema 4, de multiplicacdo, teve mais acertos
em todos os anos escolares, e o Problema 6 foi particularmente dificil para as criancas
do 3° ano, visto que ndo houve nenhum acerto. Uma tendéncia de melhora no
desempenho em funcéo da escolaridade pode ser notada nos Problemas 4 e 5, sendo
estes problemas de multiplicacéo.

Uma possivel explicacdo para o baixo percentual de acertos no Problema 6, é
que além de ser um problema de divisdo, ndo era possivel, durante sua resolucéo,
buscar a raz&o unitéria, o que poderia ocorrer na resolu¢cdo do Problema 4 e do
Problema 5, ambos de multiplicacdo. Esta discussdo remete ao fato de que a razéo
unitaria, que é, em ultima instancia, uma correspondéncia um para muitos, pode se
configurar de trés maneiras distintas na resolucdo de problemas de estrutura
multiplicativa: (i) estar explicita no enunciado, como ocorreu na Condigdo 1; (ii) estar
implicita porém possivel de ser adotada durante o procedimento de resolu¢do, como
ocorreu no Problema 4 e no Problema 5 na Condicéo 2; e (iii) estar implicita porém
impossivel de ser adotada durante o procedimento de resolu¢cdo, como ocorreu no
Problema 6 na Condigéo 2.

De modo geral, em ambas as condi¢cBes os problemas de multiplicacao tendiam
a ser mais faceis que os de divisdo, sendo este desempenho potencializado quando
sdo apresentados na Condicdo 1. Nos problemas de divisdo, tanto na Condicédo 1
como na Condicdo 2, ndo foi observada uma progressdo mais acentuada no
desempenho em funcdo da escolaridade, evidenciando uma aproximagao entre o

desempenho do 4° e do 5° ano.

4.2 ANALISE DOS PROCEDIMENTOS DE RESOLUCAO

Nesta secdo serdo apresentadas as analises relativas ao segundo momento do
estudo, isto é, as entrevistas individuais realizadas com 18 participantes, sendo seis
de cada ano escolar. Esta analise foi desenvolvida de acordo com o segundo objetivo
especifico da presente pesquisa, a saber. examinar os tipos de procedimentos
utilizados pelas criangas na resolugcdo dos problemas apresentados nas duas
condicbes (explicita e implicita). Além disso, buscou-se investigar o papel da
escolaridade nos procedimentos de resolucédo utilizados pelos participantes, em
consonancia com o terceiro objetivo especifico do presente estudo.

Foram identificados tipos de procedimentos adotados pelas criangas na

resolucao dos problemas a partir da analise e discussao entre dois juizes (orientadora
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e orientanda). Ressalta-se que o0s procedimentos ndo se caracterizavam como
categorias hierarquicas.

Inicialmente serdo descritos e exemplificados os tipos de procedimento
identificados. Em seguida, apresenta-se a distribuicdo dos tipos de procedimentos em
funcdo da escolaridade e da condicdo experimental (Condicdo 1 - Explicita; e
Condicao 2 - Implicita). Por fim, sera apresentada a relacdo entre tipo de procedimento

e desempenho na resolucéo dos problemas.

4.2.1 Os tipos de procedimento

Neste estudo foi possivel identificar cinco tipos de procedimentos que sao

descritos e exemplificados a seguir.
Tipo 1 — Procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informacdes

A crianca néo explicita o procedimento adotado ou apenas repete informacdes

numericas presentes no enunciado do problema.

Figura 3 — Procedimento Tipo 1 adotado na resolucao do Problema 4 na Condigdo 2 (implicita)
(Participante: 3° ano, 8 anos e 4 meses)

Alex faz bolos para vender na lanchonete. Para fazer 3 bolos ele usa
15 ovos. Ele recebeu uma encomenda para fazer 9 bolos. Quantos
ovos ele vai precisar?

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Esse eu néo entendi, tia.

E: Mas como vocé chegou nesse resultado?

C: SO coloquei o que tinha aqui, quando eu ndo entendia eu
colocava o que tem em cima [apontando para o trecho do
enunciado “...ele usa 15 ovos”].
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Figura 4 — Procedimento Tipo 1 adotado na resolucéo do Problema 3, na Condigcéo 1 (explicita)
(Participante: 5° ano, 10 anos e 9 meses)

Rafael comprou um pacote de figurinha. No pacote vem 15
figurinhas. A cada 5 figurinhas ele recebe 1 brinde na lojinha da
esquina. Quantos brindes ele vai receber? 7 5 0y janclos..

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: 15 brindes. Fiz de cabeca.

E: Mas como vocé pensou?

C: Porqgue se ele vai comprar 15 figurinhas vao ser 15 brindes porque é um
pra cada figurinha.

Tipo 2 — Procedimento por adicédo repetida ou por agrupamento

A crianca utiliza a adicao repetida (somando parcelas iguais repetidamente até
esgotar a quantidade de elementos) ou realiza agrupamentos dos elementos e em
seguida realiza uma contagem dos grupos que formou. Representacdes icOnicas

(bolas, tracos), pictograficas (desenhos) e simbdlicas (nUmeros) podem ser adotadas.

Figura 5 — Procedimento Tipo 2 adotado na resolucéo do Problema 1, na Condi¢éo 1 (explicita)
(Participante: 4° ano, 10 anos e 3 meses)

Tobias foi em um supermercado e viu que 1 pacote de barrinha de cereal
vem com 4 barrinhas. Ele comprou 5 pacotes. Quantas barrinhas de cereal
ele comprou? () () {4/ {0

) ) \ ' Yor<r YO
\/ 4}—%/ ‘L',.'7/ - —‘L/ 4--&/' = o

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: No pacote de cereal vinha 4 barrinhas, jA que ele comprou 5 eu fui
contando.

E: E como vocé contou?

C: Eu botei 4 mais 4 aqui até dar 20. Até dar o célculo certo.
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Figura 6 — Procedimento Tipo 2 adotado na resolucdo do Problema 3, na Condigcéo 1 (explicita)
(Participante: 5° ano, 10 anos e 10 meses)

iguri 15 figurinhas. A
Rafael camprou um pacote de hgunnha.'_rh pacote vem ‘
cada 5 figurinhas ele recebe 1 brinde na lojnha da esquina. Quantos brindes

ele vai receber?

0H 000
voDOU

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Pra responder esse eu fiz bolinhas de 5 até chegar em 15

E: Entendi. E como vocé chegou nesse resultado?

C: Aqui deu 3 grupos de 5 figurinhas, entdo ele ganhou 3 brindes.

Tipo 3 — Procedimento por contagem

A crianga resolve o problema por meio da contagem de cada elemento utilizando

os dedos ou representacdes iconicas (bolas, tracos) e pictogréficas (desenhos).

Figura 7 — Procedimento Tipo 3 adotado na resolucédo do Problema 1, na Condi¢éo 1 (explicita)
(Participante: 4° ano, 10 anos e 10 meses)

Tobias foi em um supermercado e viu que 1 pacote de barrinha de cereal

vem com 4 ba llnhas EICC I rinha re
omprou 5 acotes. Quantas b I S
ol : p p Q ad as de cereal

Fonte: Dados da pesquisa.

C: Aqui ‘tava”dizendo que ele foi no supermercado e viu que um pacote de
cereal vem com 4 barrinhas, ai ele decidiu levar 5 pacotes, e dai eu fui
fazendo o saco pra contar mais facil.

E: Entdo esses desenhos s&o 0s sacos?
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C: Sim, ai eu fui contando as barrinhas de cereal que tinha dentro, e no
total ele comprou 20 barrinhas.

Figura 8 — Procedimento Tipo 3 adotado na resolucdo do Problema 6, na Condi¢éo 2 (implicita)
(Participante: 3° ano, 8 anos e 7 meses)

Em uma gincana na Escola Saber, a cada 3 voltas correndo na
quadra, o aluno marcava 4 pontos. Gustavo ganhou 12 pontos.
Quantas voltas ele deu na quadra? 3

\ i\

Vi |

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Esse aqui eu peguei 0s numeros, ai eu peguei 12, 3 e 4 ai eu juntei
eles e ficou 19. Eu acabei tendo dificuldade muito tempo, mas eu
somei e deu 19.

Tipo 4 — Procedimento algoritmico

A crianca utiliza os nimeros ou os digitos dos numeros presentes no enunciado
do problema, realizando uma operacgéo aritmética sobre eles. Observe que este tipo
de procedimento é diferente do procedimento de adicdo repetida (Tipo 2), néo
consistindo na soma de parcelas iguais, mas correspondendo a uma operagao
canlnica, isto é, tipica do contexto escolar. Representacdes simbdlicas sdo utilizadas

(nUmeros).
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Figura 9 — Procedimento Tipo 4 adotado na resolucdo do Problema 6, na Condi¢éo 2 (implicita)
(Participante: 3° ano, 8 anos e 7 meses)

Alex favz bolos para vender na lanchonete. Para fazer 3 bolos ele usa 15
Ovos. Ele recebeu uma encomenda para fazer 9 bolos. Quantos ovos ele vai
precisar?

Resposta dada ao Problema 5 (M., 3° ano)

: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

: Primeiro ai, eu armei a conta e depois eu somei

: Com quais numeros?

:Como5,3el

: E de onde vocé tirou esses numeros?

: Daqui de cima (apontando para o enunciado do problema).
: Foi uma conta de que?

: De mais.

omomoOomQOm

Figura 10 — Procedimento Tipo 4 adotado na resolucdo do Problema 2, na Condicéo 1
(explicita) (Participante: 5° ano, 10 anos e 10 meses)

ber. a cada 3 voltas correndo na quadia, 0

i na Escola Sa
I hou 12 pontos. Quantas voltas eledeu

aluno marcava 4 pontos. Gustavo gan
na quadra?

' 3 \\ / Q\_\,\ Qt D

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Eu botei 3 vezes 3 que é igual a 9, entdo eu botei que ele deu 9 voltas
na quadra.

E: O 3vezes 3 é 0que?

C: Pra marcar quantas voltas ele deu, como ele deu trés voltas...
guantas voltas ele deu? (Ié novamente). Ah entendi agora, o 3 vezes 3
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significa que ele deu... como deu 12, eu dividi 12 para 4, ai deu 3, e 3
voltas vezes 3 da 9. Foi 9 voltas mesmo.

Tipo 5 — Procedimento baseado na razao

A crianca utiliza a razdo na resolugédo do problema. Pode envolver a razéo
unitaria em que € estabelecida a correspondéncia um para muitos, ou pode envolver a

razao ndo unitaria, em que é estabelecida a correspondéncia muitos para muitos.

Figura 11 — Procedimento Tipo 5 adotado na resolucao do Problema 3, na Condicéo 1
(explicita) (Participante: 4° ano, 10 anos e 3 meses)

Rafael comprou um pacote de figurinha. No pacote vem 15 'ﬁgurinhas. A
cada 5 figurinhas ele recebe 1 brinde na lojinha da esquina. Quantos

brindes ele vai receber? -

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Esse daqui sao 15 figurinhas, e a cada 5 vinha um brinde. Como era
15, ai eu fui contando. Nas 5 primeiras ele recebeu o primeiro, depois
mais 5 mais um brinde, mais 5 mais um... desse jeito.

Figura 11 — Procedimento Tipo 5 adotado na resolucao do Problema 3, na Condic¢ao 1 (explicita)
(Participante: 4° ano, 10 anos e 3 meses)

Em uma gincana na Escola Saber, a cada 3 voltas correndo na quadra, 0
aluno marcava 4 pontos. Gustavo ganhou 12 pontos. Quantas voltas ele deu

na quadra? ‘
..!, 2 e 74) 3
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Fonte: Dados da pesquisa.
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C: Teve uma gincana na escola e a cada 3 voltas correndo na
quadra o aluno marcava 4 pontos, ai esse menino correu...
Gustavo correu 3... 4 trés vezes. Aqui 6. um, dois, trés
(apontando com o dedo para cada circulo desenhado, conforme
conta cada um).

E: Como vocé fez esse célculo?

C: Eu fiz 4 mais 4 mais 4, ai deu 16, ai ele dando 16 voltas
marcava 9 pontos.

E: No final sua resposta foi qual?

C: Ele deu 12 voltas na quadra. Porque Gustavo ganhou 12
pontos, quantas voltas ele deu? E a cada 3 voltas correndo na
quadra... ah ta entendi. Mas é porque aqui eu botei 4 mais 4
mais 4, ndo ia dar 12 voltas... ai... (pausa e calcula
mentalmente). Ele deu 9 voltas pra ganhar 12 pontos.

Foram identificadas formas de resolucéo hibridas que envolviam mais de um

dos tipos de procedimento acima mencionados como exibido nas Figuras 11 e 12.

Figura 12 — Procedimentos Tipo 5 e Tipo 4 adotados na resolucdo do Problema 5, na Condicéao
2 (implicita) (Participante: 4° ano, 10 anos e 10 meses)

Juliana plantou 24 rosas em seu jardim. Para cada 6 rosas ela tem que usar
2 colheres de fertilizante. Quantas colheres de fertilizante ela vai usar?
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Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Ela queria saber quantas colheres de fertilizante ela ia usar pra
24 rosas. Ai eu fui contando 6 mais 6 igual a 12, ai 12 mais 12
deu 24 ai eu fui contando ali do lado e deu 8 colheres.

E: E aqui do lado como vocé fez [apontando para as
correspondéncias entre 6 e 2, no canto superior esquerdo]?

C: Eu contei 12 mais 12, ai da 24, ai 2, 2, 2, 2, que € das colheres
que ela ia botar, ai deu 8.
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Figura 13 — Procedimentos Tipo 5 e Tipo 4 adotados na resolucdo do Problema 5, na Condicao
2 (implicita) (Participante: 5° ano, 10 anos e 9 meses)

Leia e resolva o seguinte problema:
para fazer 3 bolos ele usa

ra vender na lanchonete.
g i L fazer 9 bolos. Quantos

15 ovos. Ele recebeu uma encomenda para
ovos ele vai precisar? Y5 (g, 565

Fonte: Dados da pesquisa.

E: Me explica como foi que vocé respondeu esse.

C: Esse deu 45 ovos, eu fiz a conta de vezes, 5 vezes 9 deu 45.
E: E 0 5? Onde vocé encontrou?

C: Porque... pra fazer 3 bolos ele ndo usa 15 ovos? Entdo 1 bolo
€ 5 ovos. Ai eu fui contando de 5 em 5 e deu o resultado.

4.2.2 Os tipos de procedimento e a escolaridade

Os dados desta sec¢ao foram obtidos no segundo momento do estudo com seis
criancas de cada ano escolar. Em vista do baixo nimero de procedimentos, os dados
nao foram submetidos a tratamento estatistico, sendo analisados em termos de
tendéncias. A distribuicdo dos tipos de procedimento em cada ano escolar consta na
Tabela 6.

Tabela 6 — Nimero de tipos de procedimento adotados em fungéo da escolaridadel

Procedimento 3% ano 4° ano 5° ano
Tipo 1 (n=13) 9 3 1
Tipo 2 (n=23) 8 9 6
Tipo 3 (n=12) 6 5 1
Tipo 4 (n=59) 13 16 30
Tipo 5 (n=13) 0 6 7

Nota: Tipo 1 — procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informagbes presentes no enunciado; Tipo
2 — procedimento por adicdo repetida ou por agrupamento; Tipo 3 — procedimento por contagem; Tipo
4 — procedimento algoritmico; Tipo 5: procedimento baseado na razéo.

Fonte: Dados da pesquisa.

1 Como havia formas de resolucdo hibridas que envolviam mais de um tipo de procedimento, o nimero de tipos
de procedimento ndo corresponde ao nimero de participantes em cada ano escolar (seis).
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Conforme a Tabela 6, o procedimento do Tipo 4 (algoritmico) foi o mais
frequente, correspondendo a 49% das formas de resolucdo adotadas pelos
participantes entrevistados oriundos dos trés anos escolares conjuntamente, sendo
ISso observado em cada ano escolar, sobretudo entre os estudantes do 5° ano.

O segundo tipo de procedimento mais frequente foi o Tipo 2 (adicao repetida
ou agrupamento), presente em 19% das formas de resolucdo adotadas pelas criancas
gue participaram das entrevistas, sendo ligeiramente mais frequente no 3° e no 4° ano
do que no 5° ano.

Procedimentos do Tipo 1 (ndo explicitado ou repeticdo de informacdes
presentes no enunciado do problema) e do Tipo 3 (contagem) foram mais observados
entre as criancas do 3° e 4° ano do que entre as do 5° ano. O procedimento Tipo 5
(baseado na raz&o) nunca foi adotado pelas criancas do 3° ano.

E valido ressaltar que as respostas hibridas, aquelas com mais de um tipo de
procedimento, sdo consideradas em mais de uma célula, conforme os tipos de
procedimento utilizados. Ao todo, foram obtidas 11 respostas hibridas, sendo oito no
5° ano, trés no 4° ano, e nenhuma resposta hibrida no 3° ano. Ao que parece, as
criancas em anos escolares mais adiantados, como as do 5° ano, combinam
diferentes procedimentos como formas de resolver os problemas. Contudo, devido ao
namero limitado de participantes entrevistados, ndo se pode fazer generalizacdes

acerca deste dado.

4.2.3 Os tipos de procedimento e as condi¢cdes experimentais

A relacdo entre as condi¢des experimentais (Condicao 1 - explicita; e Condicao
2 - implicita), e os procedimentos de resolugdo adotados é ilustrada na Tabela 7.
Devido ao numero limitado de procedimentos, os dados ndo foram submetidos a

tratamento estatistico, sendo analisados em termos de tendéncias.

Tabela 7 — Numero de tipos de procedimento adotados em cada condi¢do experimental

Procedimento Condicao 1 (explicita) Condicao 2 (implicita)
Tipo 1 (n=13) 6 7
Tipo 2 (n=23) 11 12
Tipo 3 (n=12) 11 1
Tipo 4 (n=59) 26 33
Tipo 5 (n=13) 3 10

Nota: Tipo 1 — procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informagbes presentes no enunciado; Tipo
2 — procedimento por adi¢cao repetida ou por agrupamento; Tipo 3 — procedimento por contagem; Tipo
4 — procedimento algoritmico; Tipo 5 — procedimento baseado na razao.

Fonte: Dados da pesquisa.
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O Tipo 4 (algoritmico) foi o mais frequente em ambas as condicdes. Diferencas
entre as condicOes foram observadas em relacéo ao procedimento Tipo 3 (contagem)
que foi mais frequente na Condicdo 1 (explicita), e em relacdo ao procedimento Tipo
5 (baseado na razdo) que foi mais frequente na Condicao 2 (implicita).

O procedimento Tipo 3 (contagem) foi expressivamente mais frequente em
problemas na Condicéo 1 (explicita), sendo adotado uma Unica vez em problemas na
Condicéo 2 (implicita). E possivel que isto tenha ocorrido porque os problemas em
que a correspondéncia um para muitos estava explicita permitiam que algumas
criancas utilizassem a correspondéncia termo a termo, explicitando este procedimento
através da contagem dos elementos.

O procedimento Tipo 5 (baseado na razéo) foi mais utilizado em problemas na
Condicdo 2 (implicita) do que na Condigdo 1 (explicita). Esse foi um resultado
inesperado pois a expectativa era que este procedimento fosse mais utilizado na
resolucdo de problemas apresentados na Condicdo 1, uma vez que nela a razao
unitaria era explicitamente mencionada no enunciado dos problemas. E possivel inferir
que, apesar de se beneficiar da explicitagdo da correspondéncia um para muitos
(Condicéo 1) na resolucdo dos problemas, as criancas ndo adotavam a razdo como
estratégia de resolucdo dos problemas nesta condicao.

Importante mencionar que em nove das dez ocasides em que o procedimento
Tipo 5 (baseado na razao) foi adotado, aparecia em formas de resolucao hibridas,
acompanhado de procedimentos do Tipo 2 (adi¢cao repetida ou agrupamento) ou Tipo

4 (algoritmico).

4.2.4 Os tipos de procedimento em cada ordem de aplicacao

A andlise a seguir teve o propdsito de investigar a relacdo entre os
procedimentos adotados e a ordem de aplicacdo dos problemas. Das 18 criancas (seis
em cada ano escolar) que participaram das entrevistas, metade recebeu os trés
problemas na condicdo explicita primeiro, e, em seguida, os trés problemas na
condicdo implicita (Ordem 1), enquanto a outra metade recebeu os problemas na
ordem inversa (Ordem 2). A relacdo entre os procedimentos adotados e a ordem de
aplicacdo dos problemas é ilustrada na Tabela 8. Devido ao numero limitado de
procedimentos, os dados ndo foram submetidos a tratamento estatistico, sendo

analisados em termos de tendéncias.
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Tabela 8 — Nimero de tipos de procedimento em cada ordem de aplicacéo

Procedimento Ordem 1: Ordem 2:
Explicita - Implicita Implicita - Explicita

Tipo 1 (n=13) 7 6

Tipo 2 (n=23) 11 12

Tipo 3 (n=12) 6 6

Tipo 4 (n=59) 27 32

Tipo 5 (n=13) 9 4

Nota: Tipo 1 — procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informag8es presentes no enunciado; Tipo
2 — procedimento por adicao repetida ou por agrupamento; Tipo 3 — procedimento por contagem; Tipo
4 — procedimento algoritmico; Tipo 5 — procedimento baseado na razéo.
Fonte: Dados da pesquisa.
Como mostra a Tabela 8, ndo fica evidente a existéncia de um efeito da ordem
de apresentacdo das condi¢cOes experimentais sobre os tipos de procedimentos
adotados pelos 18 participantes. Ao que parece, os tipos de procedimentos de

resolucao parecem independem da ordem de aplicacdo das condicdes.

4.2.5 Os tipos de procedimento em cada problema

Assim como foi analisado o desempenho das criancas em cada problema,
buscou-se observar também quais tipos de procedimentos surgiram diante de cada
problema apresentado. A Tabela 9 mostra a frequéncia de cada tipo de procedimento
em cada problema por condi¢cdo. Dada a quantidade baixa de procedimentos, nao foi

possivel aplicar testes estatisticos.

Tabela 9 — Numero de tipos de procedimento em cada problema por condigao

Condicao 1 (explicita) Condicéo 2 (implicita)

Tipo Problema Problema Problema| Problema Problema Problema

1 2 3 4 5 6
Tipo 1 0 2 4 3 3 1
Tipo 2 5 3 3 6 0 6
Tipo 3 5 2 4 0 0 1
Tipo 4 10 11 5 10 13 10
Tipo 5 0 0 3 4 3 3

Nota: Tipo 1 — procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informacbes presentes no enunciado; Tipo
2 — procedimento por adicdo repetida ou por agrupamento; Tipo 3 — procedimento por contagem; Tipo
4 — procedimento algoritmico; Tipo 5 — procedimento baseado na razao.

Fonte: Dados da pesquisa.

A Tabela 9 detalha as distingdes observadas entre as condicbes com relacao
ao procedimento Tipo 3 (contagem) e o procedimento Tipo 5 (baseado na razédo). O

Tipo 3 (contagem) foi mais observado na Condicao 1 (explicita), na Tabela 9 é possivel
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observar que ele aparece apenas no Problema 6. O Tipo 5 (baseado na razéo), por
sua vez, foi mais observado na Condicdo 2 (implicita), contudo, ele foi utilizado
também no Problema 3, na Condicéo 1 (explicita).

A partir da Tabela 9 é possivel destacar os dados com relagcdo ao Problema 6,
gue, como mencionado, € impossivel inferir, a partir do seu enunciado, a
correspondéncia um para muitos. Mesmo o Problema 6 sendo o mais dificil para
participantes de todos 0s anos escolares, no recorte de participantes entrevistados foi
possivel identificar a utilizagdo de todos os cinco tipos de procedimentos de resolucao.
Além disso, o procedimento Tipo 5 (baseado na razéo) foi utilizado por trés
participantes, evidenciando que, mesmo sem identificar a razdo unitaria, as criancas

utilizavam o procedimento baseado na razéo para resolver este problema.

4.2.6 Os tipos de procedimento e o desempenho naresolu¢cao dos problemas

A relacdo entre o desempenho e os tipos de procedimento adotados € ilustrada
na Tabela 10. Devido ao numero limitado de procedimentos, os dados ndo foram

submetidos a tratamento estatistico, sendo analisados em termos de tendéncias.

Tabela 10 — Nimero de acertos e erros em cada tipo de procedimento

Procedimento Acerto Erro
Tipo 1 (n=13) 1 12
Tipo 2 (n= 23) 15 8
Tipo 3 (n=12) 6 6
Tipo 4 (n=59) 26 33
Tipo 5 (n=13) 11 2

Nota: Tipo 1 — procedimento ndo explicitado ou repeticdo de informacgdes presentes no enunciado; Tipo
2 — procedimento por adicao repetida ou por agrupamento; Tipo 3 — procedimento por contagem; Tipo
4 — procedimento algoritmico; Tipo 5: procedimento baseado na razéo.

Fonte: Dados da pesquisa.

Alguns dados chamam a atencdo na Tabela 10. O primeiro € que o
procedimento Tipo 1 (explicitado ou repeticdo de informacdes) praticamente nao
conduz ao acerto, expressando a dificuldade das criangas em solucionar o problema.
O segundo dado é que o procedimento Tipo 5 (raz&o) e o procedimento Tipo 2 (adi¢éo
repetida ou agrupamento) levam a um ndimero mais expressivo de acertos que de
erros. Mais uma vez enfatiza-se a relacdo entre agrupamento e adicao repetida com
0 uso da razdo como formas de raciocinar associadas e que auxiliam na resolugao
dos problemas.

Merece destaque, ainda, o fato de que embora o procedimento algoritmico

(Tipo 4) tenha levado tanto a um maior nimero de acertos como a um maior numero
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de erros, quando comparado aos demais procedimentos, 0 uso desse procedimento
gerou mais erros. Ao que parece, 0 maior numero de acertos esta associado ao uso

da razéo (Tipo 5) e do agrupamento e adi¢ao repetida (Tipo 2).
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5 DISCUSSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Nesta secdo, serdo apresentadas discussOes acerca dos resultados
encontrados na presente pesquisa. Inicialmente serdo discutidos os resultados
relativos ao desempenho. Em seguida, seréo discutidos os resultados relativos aos
tipos de procedimentos utilizados na resolucdo dos problemas. Posteriormente,
havera uma discussao articulando desempenho e tipos de procedimento, tal analise
permitiu observar quais tipos de procedimento mais levaram acerto e quais
conduziram a um maior niumero de erros nas respostas dos participantes. Por fim,
serdo trazidas as conclusdes do estudo por meio de discussbes sobre as
contribuicGes e limitagdes do estudo, implicagdes educacionais e sugestbes para
pesquisas futuras que poderdo ampliar o conhecimento deste campo de investigacéo.

Antes de apresentar as discussdes, é importante retomar as pesquisas que
inspiraram o estudo e sustentam suas escolhas metodologicas. Tais estudos,
mencionados anteriormente, sdo os referentes a explicitacdo dos invariantes de
problemas de estrutura multiplicativa.

Segundo Spinillo e Silva (2016), a explicitagédo da relagdo um para muitos pode
ser diagramatica, que oferece uma visdo clara das rela¢cdes contidas no problema a
partir da sistematizacdo; e linguistica, explicitando as relacdes verbalmente. No
presente estudo, optou-se por investigar a explicitacdo da relacdo um para muitos na
forma linguistica, através do enunciado dos problemas de proporgéo simples.

A forma linguistica de explicitacdo da correspondéncia um para muitos se
mostrou uma ferramenta importante em problemas do tipo combinatério. Esse
resultado foi encontrado por Spinillo e Silva (2010), ao observar que criancas de sete
a oito anos tiveram um melhor desempenho ao resolver os problemas em que o0s
principios invariantes que governam o raciocinio combinatério estavam explicitos,
incluindo a correspondéncia um para muitos. As autoras observaram, ainda, que 0s
estudantes que resolviam primeiro os problemas na situagédo explicita, tiveram mais
sucesso ao resolverem problemas na situacao implicita do que as que faziam na
ordem inversa, apresentando estratégias de resolu¢cao mais elaboradas. Melo, Silva e
Spinillo (2016), em estudo subsequente, observaram que o papel facilitador da
explicitagdo esteve mais presente na resolucao de problemas de produto cartesiano,

do que em problemas de combinacdo com subgrupos de elementos.
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Tendo como foco os efeitos da explicitacdo da relacdo um para muitos na
resolucao de problemas de proporcéo, um estudo importante foi o de Spinillo, Lautert
e Santos (2021), realizado com estudantes do 3° e do 5° ano. Nele, os autores
constataram que, em ambos 0s anos escolares, os estudantes tiveram um melhor
desempenho ao resolver os problemas com a correspondéncia um para muitos
explicita. Contudo, no estudo citado ndo foram realizadas entrevistas individuais para
compreensao dos procedimentos de resolucao, o que permitiria a analise do efeito da
condigéo sobre os procedimentos de resolucéo e a relagcéo destes procedimentos com
o desempenho dos participantes. Como forma de complementar esses achados, no
presente estudo foi realizada a analise dos procedimentos de resolucéo considerando
as entrevistas individuais.

O presente estudo buscou ampliar o conhecimento trazido pelos estudos
mencionados, tendo como principal objetivo: examinar o efeito da explicitacdo da
correspondéncia um para muitos na resolucdo de problemas de propor¢cdo simples,

de multiplicacéao e divisdo por alunos do 3°, 4° e 5° anos do Ensino Fundamental.

5.1. DISCUSSAO ACERCA DO DESEMPENHO

A hipétese inicial deste estudo foi a de que os participantes de todos 0s anos
escolares apresentariam um melhor desempenho na resolugdo de problemas na
condicdo explicita do que na condicdo implicita. Essa hipotese foi confirmada, uma
vez que em cada um dos trés anos escolares os estudantes tiveram significativamente
mais sucesso nha resolucdo dos problemas na Condicdo 1 (explicita) do que na
Condicéo 2 (implicita).

Estes resultados se somam aqueles estudos nacionais que evidenciam o papel
facilitador da explicitacdo das relacbes matematicas em problemas de estrutura
multiplicativa, entre elas a correspondéncia um para muitos, envolvendo problemas
do eixo produto cartesiano, seja essa explicitacdo feita de forma linguistica ou
diagramatica (e.g. BORBA, AZEVEDO, 2012; MELO, SILVA, SPINILLO, 2016;
MONTENEGRO, BORBA, BITTAR, 2020; SPINILLO, SILVA, 2010).

Tomando como base a Teoria dos Campos Conceituais, de Vergnaud (1998),
€ possivel compreender que, em sendo a correspondéncia um para muitos um
invariante, isto é, um dos trés componentes envolvidos na formacao de um conceito,

a explicitacdo da desta correspondéncia possibilita que a crianca estabeleca relagbes
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ainda ndo consideradas ao resolver problemas da estrutura multiplicativa. Isto é
constatado na pesquisa de Silva (2010), com problemas de produto cartesiano, ao
verificar que as criangas resolveram melhor os problemas apresentados com a
correspondéncia um para muitos na forma explicita, sendo essa explicitagdo presente
tanto na forma linguistica quanto com representacdes graficas. Os dados do presente
estudo, por sua vez, reforcam o efeito facilitador da explicitacdo da correspondéncia
um para muitos na forma linguistica, através do enunciado, em problemas de
proporcao simples, outro eixo do Campo Multiplicativo.

Em vista da similaridade metodoldgica, e por se tratar de uma pesquisa sobre
explicitacdo da correspondéncia um para muitos em problemas do eixo proporgao
simples, é relevante articular os resultados desta pesquisa com os obtidos por Spinillo,
Lautert e Santos (2021). Mediante a analise de desempenho em trés problemas de
proporc¢ao resolvidos por criancas do 3° e 5° anos, a pesquisa mostrou que as criangas
apresentaram um melhor desempenho nos problemas em que a correspondéncia um
para muitos era explicitamente mencionada no enunciado, em comparagao com seu
desempenho em problemas em que essa correspondéncia estava implicita. No
presente estudo, também foi observado um melhor desempenho nos problemas na
Condicdo 1 (explicita) do que na Condicdo 2 (implicita), reafirmando, assim, a
explicitacdo da correspondéncia um para muitos, na forma linguistica, como um fator
facilitador da resolucdo de problemas de proporcdo simples além daqueles de
combinatdria, conforme documentado por estudos anteriormente mencionados (e.g.
MELO, SILVA, SPINILLO, 2016; SILVA, 2010; SPINILLO, SILVA, 2010).

Spinillo, Lautert e Santos (2021) também descobriram que, independentemente
do ano escolar (3° e 5° anos), as criangas apresentaram um bom desempenho nos
problemas em que a relacdo um para muitos era explicitamente mencionada no
enunciado. Na presente pesquisa, além do 3° e 5° anos, incluiu-se também o 4° ano
escolar, e, os resultados foram reafirmados, isto €, nos trés anos escolares
investigados, os problemas na Condicdo 1 (explicita) geraram mais acertos.

Ao comparar o desempenho entre 0s anos escolares em ambas as condi¢des,
dados do presente estudo mostraram que criancas do 4° e 5° ano escolares tém
desempenhos similares, ao passo em que ambos se distanciam do 3° ano, que
apresentou um desempenho limitado em problemas de proporc¢ao simples, em ambas
as condi¢cbes. Houve um ganho significativo, com o avanco da escolaridade, entre o

3° e 0 4° anos escolares tanto em problemas na Condicdo 1 (explicita), quanto na
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Condicao 2 (implicita), o que pode ser visto como um indicador da aprendizagem das
criancas acerca de situacdes proporcionais. JA na comparacao entre o 4° e 5° anos,
em ambas as condi¢bes, ndo foram encontradas diferencas significativas. Uma
possivel explicacdo para este resultado é que as criangas do 4° ano ja apresentam
uma maior familiaridade com os problemas de estrutura multiplicativa que foram
introduzidos no 3° ano. Apesar de existir uma melhora no desempenho conforme a
crianga avanca do 3° ao 4° ano, é importante ressaltar que o desempenho em
problemas na condi¢&o implicita ainda € muito baixo.

Os achados do presente estudo também se unem as pesquisas que comparam
o desempenho de estudantes do ensino fundamental na resolucdo de problemas de
proporcao simples, da classe um para muitos e da classe muitos para muitos (e.g.
LAUTERT, SANTOS, MERLINI, 2018; MAGINA, SANTOS, MERLINI, 2014; MAGINA,
MERLINI, SANTOS, 2016; MAGINA, FONSECA, 2018; MAGINA, LAUTERT,
SANTOS, 2020). Como ja descrito, estes estudos utilizam a nomenclatura “muitos
para muitos”, na qual a relagdo de um elemento com um conjunto de elementos esta
implicita, que é equivalente, no presente estudo, aos problemas apresentados na
Condicao 2 (implicita). Assim como refletido em nossos resultados, em todas as
pesquisas citadas, os problemas da classe muitos para muitos foram mais dificeis
para as criancas do ensino fundamental.

Magina, Santos e Merlini (2014), realizaram uma pesquisa com 175 estudantes
do 3° e 5° anos de uma escola publica em Sao Paulo, com dois problemas de
proporcao simples envolvendo a divisdo, sendo um da classe um para muitos (que
neste estudo é relativo a Condicéo 1) e outro da classe muitos para muitos (relativo a
Condicao 2). Na pesquisa dos autores, estudantes do 5° ano tiveram um desempenho
significativamente melhor em comparagdo com o 3° ano no problema da classe um
para muitos. Porém, com relacao ao problema da classe muitos para muitos, 0 mesmo
nao foi observado, mostrando que o desempenho de ambos os anos foi aproximado.
Este segundo resultado é diferente do que foi observado no nosso estudo, pois, aqui,
o0 desempenho dos estudantes do 5° e também do 4° ano foram significativamente
melhores que o desempenho do 3° ano em ambas as condi¢des, tanto explicita quanto
implicita.

Para comparar o desempenho de estudantes do 3° e 5° anos do ensino
fundamental, de escolas publicas de Recife e Ilhéus, Lautert, Santos e Merlini (2018)

desenvolveram um estudo cujo objetivo era investigar o desempenho e o0s
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procedimentos de resolucéo utilizados por esses participantes em quatro problemas
de divisdo envolvendo proporcdo simples um para muitos e muitos para muitos. Os
autores identificaram diferenca significativa na comparacdo entre os anos escolares
investigados, sinalizando que a instrug&o escolar influencia o desempenho, uma vez
que os estudantes que ja foram formalmente instruidos sobre divisdo (5° ano)
apresentam melhor desempenho que as criangas ainda néo instruidas (3° ano).

No que se refere a andlise da ordem de aplicacdo das condicbes em que 0s
problemas foram apresentados, observam-se diferengas entre dados obtidos no
presente estudo, e os encontrados por Spinillo e Silva (2010). No estudo feito pelas
autoras, ao resolver primeiro os problemas de produto cartesiano na situacéo
explicita, as criancas de sete a oito anos eram capazes de resolver os problemas na
situacdo implicita com maior sucesso do que as criancas que o faziam na ordem
inversa. A conclusdo das autoras foi que as criangas sdo capazes de resolver melhor
problemas de produto cartesiano quando a correspondéncia um para muitos é
explicitamente mencionada no enunciado dos problemas, e que, a partir disso, séo
capazes de compreender as relacfes, aplicando este mesmo principio na resolugéo
de problemas em que essa correspondéncia esta implicita.

No presente estudo, no entanto, esse efeito ndo foi observado em todos os
anos escolares. Na primeira analise, que considerou o0s trés anos escolares
conjuntamente, ndo foi observada diferenca entre os grupos por ordem de aplicagao.
Quando comparadas as ordens de aplicacdo em cada ano escolar, no 4° ano néo foi
observada diferenca; no 3° ano, as crian¢as que resolveram os problemas na Ordem
2 (implicita-explicita) tiveram mais acertos; no 5° ano, o efeito contrario foi observado,
ou seja, quem resolveu os problemas na Ordem 1 (explicita-implicita) teve mais
sucesso. Em vista desses resultados, afirma-se que a anélise da ordem de aplicacdo
do presente estudo néo trouxe conclusdes suficientes para estabelecer uma ordem
de apresentacdo dos problemas que favoreca o desempenho dos estudantes em
problemas de proporcéo simples, sem diferenciacao por condi¢cdo de explicitacdo da
relacdo um para muitos.

Quando realizada a comparacao entre as condigdes em cada grupo por ordem
de aplicacao, foi encontrado um resultado semelhante aos achados de Spinillo e Silva
(2010). Dentre o grupo que recebeu os problemas na Ordem 1 (explicita-implicita),
observou-se melhora no desempenho a favor da escolaridade na Condi¢cdo 1

(explicita), visto que as criangas do 4° ano tiveram significativamente mais acertos do
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que as do 3° ano, e criancas do 5° ano acertaram mais do que as do 4° ano. Na
Condicao 2 (implicita), por sua vez, verificou-se diferenca significativa apenas entre o
3° e 5° anos escolares. Dentre o grupo que recebeu os problemas na Ordem 2
(implicita-explicita), ndo houve influéncia da escolaridade e nem diferenca significativa
entre as condi¢cdes em cada ano escolar.

Portanto, o desempenho dos estudantes do 5° ano que receberam os
problemas na Ordem 1 foi o melhor, em comparacédo com o 3° e 4°, tanto na Condi¢ao
1 quanto na Condigdo 2. E provavel que ter recebido os problemas na Condigdo 1
(explicita) primeiro, tenha favorecido os estudantes do 5° ano, uma vez que eles se
destacaram entre 0s anos escolares em ambas as condi¢cdes. Entretanto, para
confirmar este dado, é necessério que sejam realizados outros estudos que visem
construir e testar sequéncias didaticas no ensino da proporc¢ao.

Quanto a analise de cada problema em cada condicdo, no presente estudo foi
possivel elucidar alguns pontos levantados por Spinillo, Lautert e Santos (2021),
tornando possivel observar os efeitos da multiplicacdo e da divisdo sobre o
desempenho por problema. No estudo dos autores néo foi possivel distinguir se as
criancas tiveram um melhor desempenho em determinado problema por este ter a
explicitacdo da relacdo um para muitos logo na primeira frase do enunciado, ou se 0
melhor desempenho seria atribuido a operacdo mais indicada para a resolucdo do
problema ser a multiplicacdo. Os dados obtidos mostraram que tanto na Condicéo 1
(explicita) como na Condicdo 2 (implicita), os problemas de divisdo foram os mais
dificeis para os estudantes de todos 0s anos escolares investigados. Este resultado
evidencia que problemas de proporcéo envolvendo a multiplicacdo tendem a ser mais
faceis para as criancas do que os que envolvem a divisdo, especialmente quando a
correspondéncia um para muitos é explicitada.

Nos problemas de divisdo, tanto na Condicdo 1 (explicita) como na Condi¢ao 2
(implicita), ndo foi observada uma progressao mais acentuada no desempenho em
funcado da escolaridade, o que evidencia uma aproximacao entre o desempenho do 4°
e do 5° ano. Sendo assim, € possivel inferir que a maior dificuldade dos participantes
nos problemas de propor¢do envolvendo a divisdo, € um fator que pode explicar a
proximidade no desempenho do 4° e 5° anos, ja que o 3° ano ainda nao foi
formalmente instruido acerca dessa operacao.

Outros estudos sinalizam a dificuldade maior dos estudantes ao resolver

problemas de divisdo. No estudo de Magina e Fonseca (2018), dentre os problemas
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da classe um para muitos, as autoras constataram que o problema cuja operacao
indicada era a multiplicacéo foi resolvido com sucesso por 30% dos estudantes do 2°
ano. Por outro lado, apenas a partir do 7° ano é que metade dos estudantes foram
capazes de resolver com sucesso 0s trés problemas apresentados, incluindo os de
divisdo, mesmo sendo da classe um para muitos.

Ainda sobre a analise de cada problema, é importante discutir as caracteristicas
do Problema 6. Como dito anteriormente, o Problema 6, além de ser um problema que
demanda a operacgéo de divisdo para sua resolucdo, nele, € impossivel chegarmos a
correspondéncia um para muitos. Veja o problema a seguir: “Em uma gincana na
Escola Saber, a cada 3 voltas correndo na quadra, o aluno marcava 4 pontos. Gustavo
ganhou 12 pontos. Quantas voltas ele deu na quadra?”. Neste problema, a razéo (3:4)
pode ser identificada pela crianca, porém, a correspondéncia entre voltas e pontos
nao pode ser transformada em uma correspondéncia um para muitos, uma vez que
Gustavo s6 ganha quatro pontos ao completar trés voltas.

Nesse sentido, Magina, Merlini e Santos (2016) discutem, ao trazer um
esquema baseado nos estudos de Vergnaud (1983, 1988, 1994, 1996) que, em
problemas de proporcéo simples, a relacdo entre as quantidades esta implicita, mas
pode aparecer em duas situacdes: na primeira situacdo € possivel chegar a relacéo
um para muitos, como os problemas de multiplicacéo utilizados no presente estudo,
ja na segunda, a exemplo do Problema 6, ndo faz sentido se obter a relagdo um para
muitos. Desta maneira ndo seria possivel para a crian¢a, em problemas deste tipo,
utilizar em seu procedimento de resolucéo a explicitacdo da relagdo um para muitos,
gue afirmamos ser facilitadora também em problemas de proporc¢éo. Por esse motivo,
é provavel que o Problema 6 tenha tornado a Condigéo 2 (implicita) ainda mais dificil
para as criancas. Na proxima secdo havera mais discussbes acerca dos
procedimentos de resolucéo utilizados pelas criancas.

A partir dos achados do presente estudo, e com base nas pesquisas
mencionadas, € possivel inferir que a explicitacdo da correspondéncia um para muitos
no enunciado dos problemas facilita o desempenho de criancas desde o 3° ano do
ensino fundamental, entretanto, seu efeito facilitador beneficia ainda mais o

desempenho das criangas a partir do 4° ano.
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5.2. DISCUSSAO ACERCA DOS PROCEDIMENTOS DE RESOLUCAO

Além da aplicagdo coletiva, no presente estudo, como mencionado, foram
realizadas entrevistas individuais que permitiram identificar os procedimentos de
resolucdo adotados pelas criancas. Dessa forma, buscou-se observar se a
explicitagcdo da correspondéncia um para muitos geraria formas de raciocinar distintas
daquelas adotadas na resolucéo de problemas em que essa relagdo estaria implicita.
Além disso, a analise dos procedimentos de resolucdo auxiliou a descobrir possiveis
dificuldades apresentadas pelas criangas, e, ainda a identificacdo de procedimentos
gue podem auxiliar o desempenho, ou que conduzem com maior frequéncia ao erro.

A partir dos registros escritos e das entrevistas feitas com os participantes,
observou-se cinco tipos de procedimentos de resolucao diferentes. Essa sec¢do sera
relativa as discussdes em torno de cada tipo, bem como dos resultados encontrados
em sua analise.

O Tipo 1 foi definido a partir dos procedimentos nédo explicitados ou com
repeticdo de informacgBes presentes no enunciado. Ressalta-se que este tipo ndo é
compreendido como o mais basico, pois os tipos de procedimento ndo foram definidos
a partir de uma ordem hierarquica. Contudo, observa-se que, ao resolver os
problemas desta maneira, a crianga demonstra que ainda ndo compreende o tipo de
problema que estd sendo apresentado, uma vez que seu registro ndo apresenta
conexdo com o enunciado, ou ndo sabe explicitar qual o raciocinio utilizado para sua
resolucao.

O Tipo 2 refere-se aos procedimentos por adicao repetida ou por agrupamento.
Nele, a crianca utiliza a adicéo repetida (somando parcelas iguais repetidamente até
esgotar a quantidade de elementos) ou realiza agrupamentos dos elementos e em
seguida realiza uma contagem dos grupos que formou. Representacdes iconicas
(bolas, tracos), pictograficas (desenhos) e simbdlicas (nUmeros) podem ser adotadas.
Segundo Magina, Santos e Merlini (2014), esta estratégia se aproxima do pensamento
multiplicativo enquanto permanece ancorada no raciocinio aditivo.

Em procedimentos do Tipo 3 (contagem) crianca resolve o problema por meio
da contagem de cada elemento utilizando os dedos ou por meio de representagdes
icbnicas (bolas, tracos) e pictograficas (desenhos). Ao que parece, a crianga se
depara com uma situacao de estrutura complexa, isto €, a relacdo um para muitos,

relacionada ao raciocinio multiplicativo, e tenta resolvé-la com base em uma estrutura



63

simples — a correspondéncia termo a termo, que se relaciona ao raciocinio aditivo
(PIAGET, 1972; NUNES, BRYANT, 1997).

O Tipo 4 encontrado foi nomeado procedimento algoritmico. Ao resolver os
problemas dessa forma, a crianga utiliza os ndmeros ou os digitos dos numeros
presentes no enunciado, realizando uma operacéo aritmética sobre eles. Observe que
este tipo de procedimento € diferente do procedimento de adicdo repetida (Tipo 2),
nao consistindo na soma de parcelas iguais, mas correspondendo a uma operagao
canbnica, isto €, tipica do contexto escolar. Neste tipo de procedimento, as
representacdes simbolicas sdo utilizadas (nimeros). E importante mencionar que néo
realizamos separacao entre as operacdes aritméticas aditivas e multiplicativas, pois,
neste estudo, buscamos observar a explicitacdo das relacbes matematicas no
procedimento das criancas, e ndo apenas a congruéncia entre a operacdo mais
indicada, e o registro realizado por cada participante.

Os procedimentos do Tipo 5, por sua vez, sdo os baseados na razdo. Na
resolucdo do problema, a crianca utiliza a razéo, podendo ser a razdo unitaria em que
€ estabelecida a correspondéncia um para muitos, ou a razdo nao unitaria, em que é
estabelecida a correspondéncia muitos para muitos. Segundo 0s preceitos da Teoria
dos Campos Conceituais elaborada por Vergnaud (1983; 1988; 1994; 1998), a
formacdo de um conceito envolve o contato com uma variedade de situacdes em que
ele se faz presente, acontecendo de forma gradual e durante um longo periodo de
tempo. Portanto, diferentes situacdes precisam ser exploradas em sala de aula para
gue ocorra a aprendizagem das estruturas matematicas. Na proporcéo, por exemplo,
ndo basta apenas dominar ou reproduzir os calculos relativos as operacdes
multiplicativas (como no Tipo 4), mas é preciso compreender os multiplos conceitos e
invariantes envolvidos, sendo capaz, por exemplo, de explicitar a razdo contida na
situacao-problema.

Observou-se que o Tipo 4 (algoritmico) foi 0 mais frequente em todos os anos
escolares, sobretudo no 5° ano. Provavelmente isso decorreu do efeito do ensino das
operacodes aritméticas no contexto escolar que valoriza o uso de algoritmos, sobretudo
nos anos mais avangados do ensino fundamental.

Faz-se importante, ainda, discutir esse resultado em articulagdo com o segundo
tipo de procedimento mais frequente entre os registros dos participantes: o Tipo 2
(adicdo repetida ou agrupamento). Esse procedimento, como mencionado, se

aproxima do pensamento multiplicativo, mas esta ancorado no raciocinio aditivo pois
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envolve adicdo de parcelas iguais. O procedimento que leva em conta o agrupamento
também foi incluido neste tipo, pois, 0 agrupamento se caracteriza pela reunido dos
elementos em grupos que serdo contados repetidamente.

Mesmo ndo sendo o procedimento mais adequado para a resolugao de
problemas de estrutura multiplicativa, o procedimento Tipo 2 (adicdo repetida ou
agrupamento) foi o segundo mais utilizado tanto em problemas na Condi¢cdo 1
(explicita), como na Condicdo 2 (implicita). Além disso, verificou-se que este tipo de
procedimento levou os participantes a um namero mais expressivo de acertos do que
de erros. Isso mostra que existem muitas situacfes em que a adicao repetida é
suficiente para a resolucdo de problemas, todavia, em vista do niumero de erros,
também existem situacdes em que essa abordagem é inadequada.

Magina, Santos e Merlini (2014), ao investigar as estratégias de resolucéo de
criancas ao resolver problemas de propor¢do simples, observaram que a adicdo
repetida foi mais utilizada pelos estudantes do 3° ano do que pelos do 5° ano, assim
como na presente pesquisa. Eles explicam que estas operagfes de adicao repetida
sdo comumente ensinadas com base em uma ordem fixa: primeiro a adicédo, depois a
subtracdo e, em seguida, multiplicacédo e divisdo. Esta ordem se baseia na ideia de
gue a multiplicacdo s6 pode ser compreendida a partir da aprendizagem da adi¢éo
repetida, como um fator que conecta ambas as estruturas, aditiva e multiplicativa.
Assim, entende-se que a multiplicacdo s6 pode ser ensinada quando a crianca ja tiver
aprendido a utilizar esse tipo de procedimento. Todavia, as autoras afirmam que
relacionar multiplicacdo a adicéo repetida implica que multiplicacdo sempre gera um
aumento, o que nem sempre é verdade, como no caso dos numeros racionais
(exemplo: 0,5 x 0,5 =0,25).

O préximo passo entdo, segundo Magina, Santos e Merlini (2014), dentro da
l6gica que as escolas brasileiras comumente seguem, seria inserir problemas com
mais elementos, gerando uma necessidade de um maior nimero de parcelas. Isto faz
com que o procedimento ndo seja mais possivel de ser utilizado, uma vez que se torna
exaustivo. Ai entédo introduz-se o procedimento de multiplicar um dado valor por esse
namero de parcelas, o procedimento algoritmico (Tipo 4), que aparece com muita
frequéncia em todos os anos escolares, tendo, por vezes, a adicdo como operacgao, e
aos poucos passando a tomar a forma de operacédo multiplicativa. Por fim, inicia-se
um processo de memorizagdo da tabuada, que ainda é muito presente nas escolas,

sendo trazida inclusive no discurso de algumas criangas entrevistadas nesta pesquisa.
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Contudo, o procedimento algoritmico (Tipo 4) apresentado pelos participantes
desta pesquisa, ndo se mostrou suficiente para explicitar o raciocinio proporcional.
Isto foi refletido em nossos resultados, ao observar que ao utilizar procedimentos do
Tipo 4, as criancas nao explicitavam claramente o uso da razdo e as relagdes
proporcionais estabelecidas na sua resolu¢cdo, ou ndo as mencionavam em seu
discurso. Além disso, o procedimento Tipo 4 levou tanto ao acerto como ao erro, mas
guando comparado aos demais procedimentos, 0 uso deste gerou mais erros do que
acertos. De acordo com Vergnaud (1994; 1998), ao nao registrar o raciocinio
explicitamente, a crianca pode estar fazendo uso implicito do invariante. Para o autor,
0s invariantes operatorios se referem as propriedades mateméaticas do conceito
envolvido no problema, e também se referem aos procedimentos que o estudante
adota ao resolvé-lo. Tais invariantes podem estar explicitos ou implicitos, neste caso,
ao utilizar os procedimentos do Tipo 4, a crianca nao explicitou os invariantes
operatorios envolvidos no conceito de propor¢cdo em sua resolucao.

Com relacdo aos procedimentos nédo explicitados ou de repeticdo de
informagbes presentes no enunciado do problema (Tipo 1), esses foram mais
observados entre as criancas do 3° e do 4° ano, do que entre as criancas do 5° ano,
sendo ainda mais utilizados pelas criancas do 3°. Estes resultados estdo na mesma
direcdo que os observados nas pesquisas de Lautert, Santos e Merlini (2018), e de
Magina, Santos e Merlini (2014), nas quais os estudantes do 3° ano apresentavam
mais procedimentos sem conexao com o enunciado, que nao explicitavam a operagao
utilizada ou que nao foi possivel identificar o raciocinio utilizado, do que os do 5° ano.
Apesar das pesquisas citadas ndo se tratarem da explicitacdo da relacdo um para
muitos, elas mostram que, no 3° ano, as criangcas apresentam mais dificuldade de
explicitar seu raciocinio em problemas de proporcdo simples, quando comparadas
com criangas do 5° ano, assim como constatado na presente pesquisa.

A dificuldade das criancas que fizeram uso de procedimentos do Tipo 1, se
traduz também em seu desempenho, pois, tanto na Condigéo 1 (explicita), como na
Condicao 2 (implicita), este tipo de resolucédo gerou mais erros do que acertos. Além
disso, esse foi um tipo de resolugdo que teve a mesma frequéncia em ambas as
condigbes, 0 que mostra que a nao explicitacdo do procedimento pode ocorrer
independentemente da explicitacdo da relacdo um para muitos.

Quanto aos procedimentos do Tipo 3, que envolviam a contagem, estes

também foram mais utilizados pelos participantes do 3° ano e 4° anos, do que pelos
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do 5° ano. Além disso, esse tipo de procedimento esteve mais presente em problemas
com a condicdo explicita. E possivel relacionar este dado ao estudo de Merlini e
Teixeira (2018), no qual foram analisados o desempenho e as estratégias de
resolucdo em problemas de propor¢cdo simples, cuja operacdo mais indicada é a
multiplicacéo. Os autores observaram que mesmo os estudantes do 1° ano do ensino
fundamental, que ainda ndo haviam sido formalmente instruidos acerca da estrutura
multiplicativa, utilizaram a representagdo icdnica como estratégia para resolver, com
sucesso, 0s problemas de proporgao.

Outra pesquisa que se relaciona a este aspecto, € a de Vanluydt, Vershaffel e
Van Dooren (2018), cujo intuito foi investigar se havia algum raciocinio proporcional
em criangas de quatro a cinco anos. As conclusdes do estudo apontam que ja existe
uma nocao de correspondéncia um para muitos na maioria das criangas de quatro a
cinco anos, 0 que parece um importante passo inicial no desenvolvimento do
raciocinio proporcional. Para realizacdo da pesquisa, os autores utilizaram fichas, com
o intuito de que a situacdo-problema fosse apresentada de maneira ndo-verbal as
criangas, que ainda nao estavam alfabetizadas.

Os estudos de Merlini e Teixeira (2018) e de Vanluydt, Vershaffel e Van Dooren
(2018) foram trazidos como exemplos, pois, como observado por Piaget (1972), ao
relatar seus estudos sobre a correspondéncia termo a termo, a utilizacéo de recursos
mais simples e concretos, como as representacdes icOnicas e 0S materiais
manipulaveis, auxilia a resolugéo de problemas matematicos que a crianca ainda nao
foi ensinada a resolver. Isto ocorre pela maior possibilidade de explicitacdo das
relacbes matematicas através dessas formas de representacdo. O uso da contagem,
predominantemente por criangas do 3° ano, pode ser visto como uma utilizacdo da
correspondéncia termo a termo para resolucdo do problema, uma vez que a crianca
precisa visualizar cada item da situacdo problema, ndo se apoiando apenas em
registros simbolicos (nUmeros). Contudo, esse tipo de procedimento, por ser ancorado
ao raciocinio aditivo, n&o reflete o entendimento das relagbes proporcionais. No
presente estudo, sua utilizacdo gerou tanto erros como acertos, mostrando que este
(Tipo 3) é um procedimento que ndo garante um bom desempenho em situagdes-
problema de estrutura multiplicativa.

Por fim, o procedimento baseado na razdo (Tipo 5) foi mais utilizado nos
problemas na Condicéo 2 (implicita). Este € um dado interessante, pois, embora o

desempenho geral tenha sido melhor na Condicao 1 (explicita), isto ndo se reflete nos
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procedimentos utilizados. O procedimento baseado na razao (Tipo 5) foi, ainda,
utilizado por participantes na resolucdo do Problema 6, em que era impossivel
identificar a razdo unitaria. Ou seja, a crian¢a ndo utiliza a explicitacdo da razado na
resolucéo de problemas com a correspondéncia um para muitos explicita, mas a utiliza
em problemas com a correspondéncia um para muitos implicita, mesmo diante de uma
situacdo na qual é impossivel encontrar a correspondéncia um para muitos. Isto
contraria a segunda hipétese do estudo: a de que na resolugcdo dos problemas
apresentados na condi¢céo explicita os procedimentos adotados pelas criancas seriam
caracterizados pela explicitacdo da correspondéncia um para muitos.

Importante mencionar que o procedimento baseado no uso da razéo (Tipo 5)
se expressou de duas maneiras: na primeira, a crianga usa a razao contida no
problema e explicita essas relacdes em sua resolugcdo; ou usa a razao unitaria, em
gue identifica a unidade minima da relacéo proporcional entre as quantidades, e lanca
mao da correspondéncia um para muitos, na sua resolucao.

Esta mesma estratégia foi observada na pesquisa de Magina, Santos e Merlini
(2014). Os autores identificaram que os participantes descobriam a relagdo um para
muitos na resolucdo de um problema da classe muitos para muitos (Condi¢do 2 —
implicita), encontrando a quantidade correspondente para cada item, sendo capazes,
a partir disso, de replicar os itens quantas vezes fosse necessario, até alcancar o
resultado. Os autores também observaram que esta estratégia levava frequentemente
ao acerto, resultado também similar ao do presente estudo. Neste sentido, Spinillo,
Lautert e Santos (2021) apontam que o estabelecimento da razdo € relevante na
resolucao de problemas de estrutura multiplicativa, sendo a relagdo um para muitos
“‘um modo de raciocinar que facilita a compreensao de situagdes que envolvem
conceitos proprios das estruturas multiplicativas, inclusive agueles mais complexos
como a proporgao e a combinatéria” (p. 125).

No presente estudo, ndo ficou evidente a existéncia de um efeito da ordem de
apresentacdo das condicdes experimentais sobre os tipos de procedimentos
adotados. Esse resultado foi diferente do encontrado por Spinillo e Silva (2010) com
criangas de sete a oito anos em problemas de combinatdria. Os resultados mostraram
que as criancas que resolviam primeiro 0os problemas na situacdo explicita tiveram
mais sucesso ao resolverem problemas na situacao implicita do que as que faziam na
ordem inversa, apresentando estratégias de resolucido mais elaboradas. E possivel

gue a ordem de apresentacéo dos problemas nao tenha exercido nenhum efeito em
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problemas do eixo proporcdo simples, assim como observado em problemas de
combinatdria. No entanto, para confirmar ou confrontar tal resultado, € necessario que
sejam realizados novos estudos que testem o efeito da ordem de aplicagéo sobre os
procedimentos de resolugdo a partir de entrevistas com um maior niamero de
participantes, que viabilize a utilizacao de andlises estatisticas.

Em suma, os resultados da presente pesquisa evidenciam que a explicitacédo
da correspondéncia um para muitos contribui expressivamente no desempenho de
criancas do 3°, 4° e 5° anos do ensino fundamental, sobretudo a partir do 4° ano. Foi
possivel constatar que, neste estudo, as criancas utilizaram a razdo como
procedimento de resolucéo (Tipo 5), mas lancaram mao tanto da razao unitaria, como
da razdo ndo unitaria, ndo utilizando, de maneira expressiva, a explicitacdo da
correspondéncia um para muitos como procedimento de resolugédo. Estes dados
mostram que, mesmo se beneficiando da correspondéncia um para muitos quanto ao

desempenho, os estudantes ndo explicitam essa correspondéncia na sua resolucéo.

5.3. IMPLICACOES EDUCACIONAIS

O estudo mostrou que o desempenho das criancas melhora significativamente
guando é explicitada a relacdo um para muitos no enunciado dos problemas de
proporcao simples. Ademais, o uso do procedimento Tipo 5 (baseado na razéo),
envolvendo a razdo ndo unitaria, mas também a razao unitaria, com a identificacdo da
relacdo um para muitos, mostrou-se eficiente na resolucdo de problemas tanto na
condicdo explicita como implicita, gerando mais acertos do que erros. Portanto,
sugere-se a utilizacdo da explicitacdo da relagdo um para muitos como ferramenta
para auxiliar a resolucéo de problemas de proporcédo simples, tanto na sua forma
linguistica, como mostrado na presente pesquisa, quanto na forma diagraméatica. A
inclusdo de problemas que explicitam a correspondéncia um para muitos no ensino
pode facilitar a compreensdo de estruturas multiplicativas e proporcdes, assim, a
introducéo de problemas em que essa correspondéncia esta implicita sera menos
desafiadora para as criancas.

A dificuldade encontrada pelos alunos do 3° ano em resolver problemas de
proporcao simples da classe um para muitos revela a necessidade de apresentar
procedimentos de resolucdo passiveis de serem compreendidos e utilizados pelos
estudantes. Quando os estudantes ndo se mostram, ainda, capazes de explicitar o

raciocinio proporcional, € importante que o professor possa oferecer essa explicitagéo
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de modo que as relacdes fiquem evidentes. Uma sugestao seria utilizar esquemas de
explicitacdo diagramatica, isto €, visuais, € com material manipulavel, viabilizando,
assim, um avanco no conhecimento dos estudantes sobre proporcionalidade, e
possibilitando a formagéo de estruturas do campo conceitual multiplicativo.

Alguns estudos trazem intervencdes com o ensino de estratégias de resolucéo,
incluindo o uso da razdo unitaria, que comprovadamente contribuiram com o
desempenho e habilidades de raciocinio proporcional de criangas, inclusive com
dificuldade de aprendizagem na matematica (SEN; GULER, 2017; ZHANG et al.,
2015). Essas descobertas, junto com as contribuicdes do presente estudo, trazem a
possibilidade da utilizacdo da explicitacdo em situacdes de ensino, de modo a auxiliar

o desenvolvimento do raciocinio multiplicativo de criangas do ensino fundamental.

5.4. CONTRIBUICOES DO ESTUDO E PESQUISAS FUTURAS

As contribui¢cdes do presente estudo estdo centradas na confirmacéo do papel
facilitador da explicitacdo da correspondéncia um para muitos. A pesquisa reforca e
amplia evidéncias anteriores trazidas por Spinillo, Santos e Lautert (2021), mostrando
gue a explicitacdo dessa correspondéncia melhora o desempenho de criangas desde
o 3° ano do ensino fundamental em problemas de proporcdo simples, tanto de
multiplicagéo quanto de diviséao.

O presente estudo contribui também para a ampliagdo dos conhecimentos
acerca da estrutura multiplicativa, se somando aos estudos que evidenciam o papel
facilitador da explicitacdo das relacdes matematicas, entre elas a correspondéncia um
para muitos, em problemas de produto cartesiano, seja essa explicitacédo feita de
forma linguistica ou diagramética (e.g. BORBA, AZEVEDO, 2012; MELO, SILVA,
SPINILLO, 2016; MONTENEGRO, BORBA, BITTAR, 2020; SPINILLO, SILVA, 2010).
A partir dos resultados da presente pesquisa, reafirma-se a importancia da
explicitagcdo linguistica da relacdo um para muitos em problemas de proporgao
simples, além dos de produto cartesiano, mostrando que este tipo de explicitacédo
beneficia a compreensdo de situagbes complexas que envolvem o raciocinio
multiplicativo.

Ao incluir entrevistas individuais, o presente estudo trouxe conhecimentos
acerca dos procedimentos utilizados pelas criancas na resolugéo de problemas de
proporcao simples. A partir disso, foi possivel observar, com mais detalhes, o

raciocinio utilizado por criancas de cada ano escolar para resolver problemas de
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proporcao simples, analisando também como esse raciocinio se apresentou tanto em
problemas com a correspondéncia na condicdo explicita, como também na condi¢céo
implicita.

Ressalta-se também as contribuicbes acerca da investigacao do 3°, 4° e 5°
anos escolares, possibilitando a identificacdo de como as diferentes condi¢cbes de
explicitacdo da relacdo um para muitos influenciam o desempenho e procedimentos
de resolugéo das criancgas, perpassados pelo fator escolaridade. Assim, observou-se
as particularidades de cada ano escolar, sendo revelado que a relagdo um para muitos
€ também um modo de raciocinar que facilita a compreensdo de situacbes
multiplicativas envolvendo proporcédo simples desde o 3° ano, e que, mesmo se
beneficiando, elas n&o utilizam a explicitagdo como procedimento de resolugcéo. Essas
contribuicdes reforcam a relevancia do estudo tanto com relacdo a Psicologia
cognitiva, como também a Psicologia do desenvolvimento, e ao campo da Educacéo
Matematica.

Dentre as limitacdes do estudo, ressalta-se que a populagcéo entrevistada foi
reduzida em comparacdo com a populacdo que participou da aplicacao coletiva dos
problemas. Uma populacdo maior de entrevistados poderia evidenciar uma maior
variedade de estratégias, podendo surgir outros tipos de procedimento além dos
observados no presente estudo. Além disso, seria possivel constatar se o
procedimento baseado na razdo ocorreria em uma maior frequéncia do que a
identificada. Outro ponto que poderia ser melhor investigado em um namero maior de
entrevistas seria a possibilidade de construir uma sequéncia didatica a partir da
identificacdo de uma hierarquia de procedimentos.

Outra limitacdo do estudo envolve a investigacao apenas com problemas de
proporcdo simples. Como mencionado, os tipos de proporcdo dupla e multipla,
exploram mais de duas grandezas, que se relacionam duas a duas, e sao
considerados mais dificeis de resolucdo pelas criancas. Seria importante em
pesquisas futuras investigar se a explicitacdo da relacdo um para muitos favoreceria
também estes tipos de problema.

Neste estudo, foram apresentados aos estudantes seis tipos de problema,
sendo dois de multiplicacdo e um de divisdo, em cada condi¢do de explicitagdo da
correspondéncia um para muitos. Sendo assim, sugere-se 0 desenvolvimento de

novos estudos que incluam uma quantidade similar de problemas de cada tipo de
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operacdo, para que se observe se a explicitacdo beneficia mais a resolucdo de um
tipo de operacéo ou de outro, ou até se beneficia igualmente ambos.

Por fim, sugere-se o desenvolvimento de pesquisas de intervencdo, que
promovam a aprendizagem de estratégias eficientes de resolucéo de problemas de
estrutura multiplicativa, especialmente incluindo a explicitacdo da relacdo um para
muitos. Criar e testar sequéncias didaticas baseadas na explicitacdo das relacées um
para muitos, verificando seu impacto no desempenho e nas estratégias dos alunos
pode ser um caminho importante para ampliar o conhecimento e as contribuigcdes na

aprendizagem matematica.
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