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Resumo

No século XX, a cosmologia deixou o campo da metafísica para ser consolidada como um
ramo da ciência teórica e experimental. Nos últimos anos tem sido observado um grande avanço
no importante aparato observacional da cosmologia tornando possível sondar eventos físicos
que ocorreram a cerca de 13 bilhões de anos, supostamente ocorridos próximos à singularidade
inicial conhecida como Big Bang. Entretanto, muitos mistérios permanecem esperando para
ser resolvidos neste novo e promissor século. Entre eles estão as questões da formação de
estruturas cosmológicas e das flutuações de densidade na radiação cósmica de fundo (CMB).
A solução mais popular parece ser a chamada inflação cosmológica, a ideia de que um período
de expansão acelerada ocorrido cerca de 10−43 s após o início do Universo poderia explicar as
condições iniciais do Big Bang e o espectro da CMB. Neste trabalho, analisamos a generalidade
do modelo mais simples e mais usado na literatura, o modelo φ -FRW, e suas propriedades no
espaço de fase da teoria. A ação estudada consiste na de Einstein-Hilbert onde supomos uma
métrica do tipo Robertson-Walker acoplada com um campo escalar φ e um potencial arbitrário
V (φ). Aplicamos a equação de Wheeler-DeWitt no modelo φ -FRW e, então, propomos uma
medida quântica no espaço de fase modificada pelo princípio holográfico de forma a contar
heuristicamente a degenerescência proveniente dos graus de liberdade quânticos da gravitação.

Palavras-chave: Cosmologia, Inflação, Friedmann-Robertson-Walker, Campo escalar, Wheeler-
DeWitt, Holografia
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Abstract

Cosmology has lost its metaphysical status to become a branch of experimental and the-
oretical physics in the 20th century. In the last years great progress has been observed on
the important observational apparatus of cosmology making possible to probe physical events
which happened some 13 billion years ago, supposedly very near the Universe’s initial sin-
gularity know as the Big Bang. However, many misteries still remain to be solved in this
new and promissing century. Among them are the questions of the formation of cosmological
structures and density fluctuations on the Cosmic Microwave Background (CMB). The most
popular solution to some of these problemas appears to be cosmological inflation, the idea that
a period of accelerated expansion occurred 10−43 s after the Universe’s beginning which could
explain the initial conditions of the Big Bang and the CMB radiation spectrum. In this work,
we analyse the generality of the simplest and most used model in the literature, the φ -FRW
model, and its properties in phase space. We study the Einstein-Hilbert action supposing a
Robertson-Walker metric coupled to a scalar field φ and an arbitrary potential V (φ). Applying
the Wheeler-DeWitt equation to the φ -FRW model, we further propose a quantum measure on
the configuration space modified to incorporate the holographic principle, a heuristic correction
proposed in order to count the degeneracy provenient from the degrees of freedom of quantum
gravity.

Keywords: Cosmology, Inflation, Friedmann-Robertson-Walker, Scalar Field, Wheeler-DeWitt,
Holography
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CAPÍTULO 1

Introdução

A cosmologia pode ser considerada um dos mais novos e ousados campos da física mod-
erna. Seu objetivo é descrever a evolução do Universo, o conteúdo de matéria-energia que o
compõe, seu estado futuro e, possivelmente, seu estágio inicial. Nesta dissertação, estaremos
preocupados com a última questão sobre o estado inicial do Universo e o que aconteceu nos
seus primeiros segundos, assim como sobre a possibilidade de fazermos inferências falsificáveis
sobre esta época. A solução praticamente ubíqua na literatura encontra-se no chamado modelo
inflacionário. Tal modelo supõe um breve período de expansão acelerada após o Big-Bang com
pretensões de apresentar uma justificativa dinâmica que explique a observada homogeneidade,
isotropia e platitude do Universo diante de condições iniciais genéricas. Entretanto, muitas
críticas podem ser feitas ao modelo inflacionário. Nosso objetivo neste trabalho é apresentar
tais críticas e digressar sobre o potencial preditivo das diversas maneiras de implementar o
modelo inflacionário. Em particular, desejamos saber se é possível obter uma medida de prob-
abilidade confiável no espaço de fase da teoria clássica, usando argumentos semiclássicos, que
responda a seguinte pergunta: qual a probabilidade de ocorrer uma fase inflacionária após o
Big-Bang dadas condições iniciais genéricas ao Universo? Por outro lado, existem várias pro-
postas de medidas a priori para o Universo assim como uma ampla gama de respostas quantita-
tivas para a questão acima. Portanto, gostaríamos também de responder à seguinte pergunta: é
possível usar de algum sólido princípio teórico, tal como a segunda lei da termodinâmica, para
colocar restrições sobre a medida do Universo?

Neste capítulo, apresentaremos uma breve revisão histórica da cosmologia e sua emanci-
pação como ciência baseada em dados empíricos expondo os progressos relevantes na área de
cosmologia inflacionária e assuntos afins. No capítulo 2, será dada uma introdução ao mod-
elo cosmológico padrão, que descreve com bastante precisão os parâmetros cosmológicos, e à
solução inflacionária. No capítulo 3, apresentaremos o problema da medida em cosmologia,
a proposta da medida canônica dos universos e como identificar um período inflacionário no
espaço da fase da teoria. O formalismo ADM da relatividade geral e a equação de Wheeler-
DeWitt serão introduzidos no capítulo 4, no qual os aspectos semiclássicos serão discutidos.
Veremos as dificuldades envolvidas na quantização canônica da relatividade geral via a equação

1



2 CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO

de Wheeler-DeWitt e vamos propor uma nova maneira de contar estados na teoria quântica em
busca de definir uma medida de probabilidades no espaço de configurações. Por fim, apre-
sentaremos o princípio holográfico e nossa proposta de incorporá-lo na medida quântica. No
capítulo 5, serão apresentadas as considerações finais.

1.1 Breve História da Cosmologia

Em 1915, a história da ciência, em particular da física, foi drasticamente alterada. Um ci-
entista chamado Albert Einstein, o outrora oficial de escritório de patentes, mostrou-se gênio e
tornou-se mito descobrindo relações profundas entre matéria, energia, espaço, tempo e geome-
tria. A esta revolução filosófica e científica ele deu o nome de Teoria da Relatividade Geral1.
Inspirado pelas ideias de Mach, seu objetivo era relativizar todo movimento, até mesmo o acel-
erado, buscando generalizar seu esquema já bem sucedido em entender a eletrodinâmica dos
corpos em movimento. Em meio à busca, ele percebeu que a força que mantém os planetas
presos em suas órbitas, a qual chamamos de gravidade, pode ser engenhosamente entendida
como a curvatura intrínseca do espaço-tempo, e seu potencial atrativo resultado de como as
geodésicas se curvam e se atraem em relação aos corpos massivos geradores de curvatura. Fi-
nalmente, a proposta de um princípio da equivalência entre aceleração e gravidade fez com que
Einstein percebesse a natureza global da gravitação e a necessidade de se percorrer distâncias
finitas para medir o que chamamos de campo gravitacional. Einstein soube escolher a estrutura
matemática apropriada, campos tensoriais em variedades diferenciáveis, postulou a covariância
da teoria e escreveu sua celebrada equação tensorial, a equação de Einstein 2

Rab −
1
2

Rgab =
8πG
c2 Tab

relacionando a curvatura do espaço-tempo com o tensor energia-momento da matéria. Esta
equação tensorial pode ser vista como um conjunto de 10 equações diferenciais não-lineares
acopladas descrevendo a evolução do protótipo de uma geometria, a métrica gab. Apesar destas
equações não necessariamente definirem uma topologia global do espaço-tempo, é possível
propor soluções razoáveis com certo grau de simetria. A partir deste ponto, Einstein e outros
cientistas perceberam que as equações da RG poderiam descrever a conformação e evolução
de todo o Universo e, assim, o embrião de uma nova ciência foi criado, a cosmologia obser-
vacional. A abstração do homem chegou a níveis antes inimagináveis, permitindo o homem

1Daqui pra frente, apenas RG.
2Neste trabalho, adotaremos c = h̄ = 1 a não ser quando apropriado explicitar as constantes
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especular a origem e evolução das estrelas e galáxias. A ciência mais uma vez alcançara os
mitos.

Apesar da presença de vários modelos teóricos, a cosmologia observacional demorou muitos
anos para chegar num status científico razoável. Os dois grandes resultados da pré-história da
cosmologia observacional foram as medidas de Hubble do desvio para o vermelho das galáx-
ias (redshift galáctico), corroborando com modelos de um Universo se expandindo no tempo
(ver Figura 1.1), e as flutuações de temperatura da radiação cósmica de fundo,3 primeiramente
medidas pelo telescópio COBE em 1992 e depois pela sonda WMAP lançada em 2001 (ver
Figura 1.2). Estas medidas cosmológicas se mostraram surpreendentes e cruciais para o in-
ício da cosmologia, pois estão em clara contradição com a visão de um Universo eterno e
estático implicitamente presente na física Newtoniana. O próprio Einstein se viu preso a este
preconceito introduzindo uma inexplicada constante cosmológica em suas equações para obter
um Universo estático. Só depois de discussões com o astrônomo holandês Willem de Sitter
e com a aparição dos dados de Hubble que ele se convenceu estar vivendo num Universo em
expansão. Foram necessários vários anos para que a comunidade científica se convencesse da
possibilidade de se fazer inferências testáveis sobre a evolução do Universo e da matéria em
larga escala.

1.1.1 Modelo Cosmológico Padrão

Na década de 40, George Gamow e seus colaboradores foram os responsáveis por criar o
que posteriormente seria chamado de modelo do Big-Bang Quente. Eles uniram argumentos de
física de partículas e cosmologia para tentar explicar a abundância dos isótopos de elementos
leves na natureza, isto é, as diferentes proporções de deutério, hélio-3, hélio-4 e lítio-7 com
relação ao hidrogênio. Seus resultados comprovaram-se extremamente bem sucedidos e uma
das previsões da teoria foi a presença de uma radiação cósmica de fundo remanescente do
Big-Bang com temperatura atual da ordem de 3 K. Tal resultado é considerado hoje o mais
importante do modelo e o ajudou a se estabelecer ante as outras opções existentes na época.

No final da década de 80, foi estabelecido um consenso entre os cosmólogos sobre os in-
gredientes básicos do modelo do Big Bang sob o nome de modelo cosmológico padrão. O
modelo do Big-Bang é baseado no modelo FRW (ver capítulo 2) e tal descrição do Universo
tem como base o chamado princípio cosmológico. Este princípio defende que a nossa galáxia
não ocupa um lugar especial no Universo, podendo ser considerado como uma extensão do
princípio Copernicano a escalas cosmológicas. O princípio cosmológico toma sua forma no

3Em inglês, cosmic microwave background. Daqui pra frente, apenas CMB
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Figura 1.1 Gráfico da velocidade de recessão das galáxias (km/s) em função da distância estimada
(Mpc) de um conjunto de 1355 galáxias. O melhor ajuste aos pontos é uma reta, demonstrando a lei de
Hubble. Figura retirada de [1]

.

Figura 1.2 Projeção de Mollweide das flutuações de temperatura da radiação cósmica de fundo medidas
pelo WMAP. Créditos: NASA/WMAP Science Team.
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modelo padrão como um Universo homogêneo e isotrópico em larga escala que se expande
depois de um início altamente denso e quente, possivelmente apresentando uma singularidade
inicial. São consideradas como as principais evidências experimentais do modelo:

• O redshift galáctico;

• A homogeneidade e isotropia em larga escala;

• A radiação CMB de temperatura T ≈ 2.7 K;

• A abundância dos elementos leves (resultado da teoria da nucleossíntese primordial).

Este modelo solidificou-se e extendeu-se devido a influência do avançado estágio da física de
partículas na época, avanço este amalgamado no aclamado modelo padrão das partículas ele-
mentares. Os físicos de partículas já haviam percebido a importância da cosmologia na verifi-
cação de vários aspectos do modelo padrão não facilmente testáveis nos aceleradores e também
como possível fonte de nova física presente nas várias propostas de extensão do modelo padrão
a energias mais altas. Às diversas aplicações deste campo da física na cosmologia chamou-se
de cosmologia de partículas e suas principais aplicações referem-se ao denso e quente Uni-
verso primordial após o Big Bang. O Universo primordial, com sua alta energia, funciona
efetivamente como o mais poderoso acelerador de partículas da natureza.

1.1.2 Cenário Inflacionário

Apesar dos seus declarados sucessos, o modelo padrão da cosmologia apresenta certos
problemas relacionados com a dificuldade de se especificar as condições iniciais do Universo
compatíveis com a observação. Em geral, os obstáculos mais citados com relação ao Universo
primordial são:

• Problema do horizonte;

• Problema da platitude;

• Problema da homogeneidade e isotropia.

O problema do horizonte4 refere-se a certas regiões que não estariam em contato causal no
universo primordial e, portanto, não poderiam apresentar a mesma temperatura no espectro
CMB. O problema da platitude tem a ver em como a relação entre matéria e curvatura ex-
trínseca, decorrente das equações de Einstein, mostra que o Universo é muito plano atualmente

4Horizonte de eventos: região causalmente conectada a uma determinada era (ver Capítulo 2)
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Figura 1.3 Demonstração pictórica do problema do horizonte. A região da CMB vista hoje (última
superfície de espalhamento) está contida no cone de luz passado, denotado pela intersecção do cone
maior com o superfície. Os dois cones menores demonstram que as regiões hachuradas não tiveram
tempo para entrarem em contato causal, impossibilitando a termalização das mesmas.

apesar de tal condição mostrar-se instável nas equações da dinâmica. Por fim, o problema
da homogeneidade e isotropia pode ser resumido com a pergunta: por que o espectro CMB
(consequentemente, o Universo observável) apresenta alto grau de homogeneidade e isotropia
mesmo tendo ocorrido cerca de 300.000 anos após o Big Bang? Não deveríamos considerar
tais condições como atípicas? Todas essas questões nos levam a, pelo menos, três possíveis
alternativas: (a) O Universo começou com condições muito especiais (b) Algum mecanismo
dinâmico gerou as condições iniciais de homogeneidade e isotropia do Universo primordial, ou
(c) É impossível explicar o que ocorreu no Universo primordial, a energias próximas da ener-
gia de Planck sem antes termos uma teoria quântica da gravidade gerando modelos e predições
observáveis para essa época. Dentre as alternativas, a hipótese de um mecanismo dinâmico é
a mais fácil de ser desenvolvida e testada. Esta hipótese encontra-se encapsulada no modelo

inflacionário no qual, supostamente, todas os problemas acima seriam resolvidos.

Mais do que um modelo, podemos dizer que existe uma ideia ou cenário inflacionário,
que tem como característica crucial um período de expansão acelerada ocorrido entre cerca
de 10−43 s e 10−34 s após o início do Universo provocado pelo potencial efetivo de algum
campo quântico presente nessa era. O mecanismo da inflação seria, então, uma justificativa
das condições iniciais aparentemente atípicas do Universo. Além de propor uma solução para
os problemas do modelo do Big Bang, a inflação permite reproduzir com grande precisão o
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espectro CMB e a formação de estruturas de larga escala5, embora necessite de um ajuste fino
das constantes envolvidas e uma escolha apropriada do potencial.

No modelo inflacionário, o problema do horizonte seria resolvido pois, por exemplo, uma
expansão acelerada expande o horizonte futuro de regiões inicialmente sem conexão causal
de forma que se encontrem dentro do horizonte observável hoje na CMB (ver fig. 1.3). Já o
problema da platitude seria resolvido pois um período acelerado resulta numa planificação do
Universo, isto é, o caso plano passa a ser um ponto fixo estável do sistema durante este período.
Por fim, o problema da isotropia seria solucionado através da análise do espectro das flutuações
quânticas impostas nas perturbações de densidade (ou temperatura) produzidas após a inflação.

Historicamente, o modelo inflacionário surgiu num artigo de Alan Guth [2] como uma pro-
posta de resolver o problema do horizonte e isotropia, além de diluir a grande quantidade de
monopolos magnéticos no Universo presentes em certas teorias de grande unificação6, incom-
patível com a observação. Embora Guth seja considerado o pai da inflação, Starobisnky [3]
propôs um mecanismo similar, embora mais complexo, um ano antes do referido artigo acima.
Em seu artigo seminal [2], Guth observou que uma transição de fase de primeira ordem no
potencial do bóson de Higgs no modelo SU(5) de grande unificação7, equivalente a um mecan-
ismo de superresfriamento do Universo, poderia gerar um vácuo metaestável, chamado de falso

vácuo, e, consequentemente, uma densidade de energia do vácuo positiva que faria o Universo
inflar (ver figura 1.4). A inflação terminaria quando o campo tunelasse para o mínimo global
do potencial e, a partir daí, haveria produção de entropia devido a criação de partículas e um
eventual reaquecimento do Universo. Esta última fase serviria como um novo início do Uni-
verso, pois as condições iniciais anteriores à inflação seriam perdidas, e as novas condições
seriam aquelas do modelo do Big Bang Quente já discutido.

O mecanismo de Guth remete a uma das principais ideias do modelo padrão de partículas,
também conhecida em teoria do estado sólido e em mecânica estatística: a quebra espontânea
de simetria. No modelo padrão, as partículas elementares ganham massa devido a quebra de
simetria do potencial associado ao bóson de Higgs. A detecção do bóson de Higgs é uma das
grandes esperanças do LHC8 quando este começar a funcionar neste ano de 2009.

A relação entre transições de fase e o Universo primordial é um dos principais pontos que
fizeram a cosmologia de partículas se consolidar como principal ferramenta preditiva do Uni-

5Large Scale Structures ou LSS.
6Grand Unified Theories ou GUT’s.
7O modelo de Higgs pode ser visto como uma generalização relativística da teoria de Ginzburg-Landau da su-

percondutividade. O campo clássico do modelo de Higgs seria análogo ao condensado de Bose-Einstein composto
de pares de Cooper em um supercondutor.

8Large Hadron Collider, o acelerador de partículas do CERN
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Figura 1.4 Diagrama representando uma transição de fase de 1ª ordem num potencial inflacionário
genérico. Enquanto o Universo infla a sua temperatura cai de T1 a T4. Na teoria de Guth, Inflação ocorre
em T2. Entre T2 e T3, o potencial apresenta dois mínimos. Em Tc, os mínimos têm o mesmo valor. Figura
adaptada de [4].

verso primordial. Especula-se que houveram pelo menos duas transições de fase no início do
Universo, a quebra de simetria eletrofraca e a chamada Bariogênese na qual os quarks passaram
a existir em estado ligado formando, por exemplo, prótons e neutrons. Na próxima seção, será
apresentada uma cronologia do Universo primordial em função da densidade de energia do
Universo explicitando as transições de fase supostamente ocorridas no Universo primordial.

Apesar de seus avanços, o modelo de Guth apresentou o chamado problema da saída gra-

ciosa devido à formação e colisão de regiões de simetria quebrada, também chamadas de uni-
versosbolha ou pocket universes. Estas “bolhas de universo” ajudariam a resolver o problema
da abundância de monopolos magnéticos no modelo SU(5), pois o número de monopolos for-
mados seria da ordem de bolhas formadas e esta quantidade poderia ser pequena. A eventual
colisão das bolhas produziria energia suficiente para reaquecer estas regiões e, consequente-
mente, o Universo a energias próximas a da Grande Unificação de 1015 GeV. Entretanto, o
mecanismo de colisões produziria um universo muito inomogêneo em comparação com o ob-
servado [5, 6].

1.1.2.1 Tipos de Inflação

As dificuldades iniciais da proposta de Guth foram rapidamente superadas e logo surgiram
alternativas, formuladas principalmente por Andrei Linde [7]. Hoje considera-se que existem,
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Figura 1.5 O mecanismo de slow-roll da nova inflação. O potencial é plano o suficiente para gerar
inflação com V (φ) ≈ cte. O campo rola lentamente até o poço, quando começa a oscilar e decair em
outras partículas, correspondendo ao reaquecimento.

basicamente, três tipos de modelos inflacionários: a velha inflação, a nova inflação e a inflação
caótica. A velha inflação consiste no modelo de falso vácuo discutido acima proposto por
Guth. Já a nova inflação, proposta por Linde para resolver o problema da saída graciosa, tem
como principal ideia transformar a brusca transição de fase por tunelamento do modelo de Guth
por uma transição mais suave em que o campo “rolaria suavemente” para o vácuo verdadeiro,
o chamado mecanismo de slow-roll. De acordo com a nova inflação, em vez de existirem
dois mínimos na fase de transição, o mínimo correspondente ao falso vácuo seria degenerado,
provocando um deslocamento clássico do campo em direção ao vácuo verdadeiro formado
na transição (ver fig. 1.5). Na fase de slow-roll, a energia potencial seria aproximadamente
constante tempo suficiente para fazer o universo inflar. O campo começaria a oscilar e decairia
em novas partículas quando atingisse o vácuo verdadeiro, reaquecendo o universo.

Com o tempo, o campo gerador da inflação disassociou-se do Higgs e passou a ser chamado
de Inflaton. O modelo antes específico gerador da inflação passou a ser considerado um mecan-
ismo genérico. Linde passou a disseminar a ideia de que inflação seria uma propriedade
genérica do modelo FRW minimamente acoplado com um campo escalar na chamada Inflação

Caótica. Um período inflacionário poderia ser produzido por um imensa gama de potenciais,
até mesmo um bem simples como V (φ) = 1

2m2φ 2 [8]. De fato, Linde reconheceu em seu livro
[4] que inflação não seria natural em teorias de partículas elementares no contexto da velha e
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nova inflação devido às fortes restrições necessárias na forma do potencial do inflaton e a certas
hipóteses que não poderiam ser satisfeitas pela teoria. Estes problemas não estariam presentes
na Inflação Caótica.

A ideia básica da Inflação Caótica é que o inflaton poderia tomar valores aleatórios (i.e.,
caóticos) no universo primordial em diferentes regiões do espaço. De acordo com o princípio
da incerteza, quando o Universo tivesse a idade de um tempo de Planck tp, a densidade de
energia do inflaton poderia assumir valores entre zero e a densidade de energia de Planck M4

p.
Como as equações clássicas da RG devem valer apenas para tempos maiores que tp, este seria
o período apropriado para se impor as condições iniciais do Universo. Dessa forma, o inflaton
seria livre para começar sua evolução com valores de φ grandes o suficiente para gerar um
período inflacionário razoável. A ideia é que regiões com φ maior implicam num V (φ) maior
e, portanto, uma expansão mais rápida e prolongada, fazendo estas regiões dominarem sobre as
outras.

1.1.2.2 Inflação e Teoria de Perturbações Cosmológicas

Apesar do modelo inflacionário ter surgido para resolver o problema das condições ini-
ciais do Universo, seu maior sucesso está na dedução do espectro CMB (ver fig. 1.2) e das
anisotropias associadas a ele. O método usado para tratar o Universo primordial é chamado
de teoria de perturbações cosmológicas e está na base da teoria de formação de estruturas em
larga escala, isto é, galáxias e aglomerados de galáxias.

Como esta dissertação trata-se mais especificamente do problema das condições iniciais da
inflação, o tratamento usado para descrever as flutuações de densidade do Universo primordial
não será apresentado em detalhes aqui. De acordo com [9], a própria teoria de formação de
estruturas é muito mais extensa do que a usada nos modelos inflacionários, pois estes se limitam
a tratar da evolução de pequenas perturbações e, portanto, restrigem-se ao regime linear da
teoria. Uma breve discussão com os principais pontos físicos no caso inflacionário foi feita no
apêndice B. Para mais detalhes da teoria de perturbações cosmológicas, ver [10, 9].

1.2 Breve História do Universo

O cenário inflacionário gerou tantos sucessos que acabou sendo incorporado ao modelo
cosmológico padrão. É praticamente consenso entre os cosmólogos que o Universo surgiu com
energia da ordem de Mpl por algum mecanismo desconhecido (tunelou do "nada", emergiu
da esponja espaço-temporal) e logo sofreu um período de expansão acelerada devido a um
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mecanismo igualmente desconhecido, modelado heuristicamente pelo campo inflaton.

A física além da escala de Planck é o território de teoria de cordas e de quaisquer outras teo-
rias de gravidade quântica. Existem várias propostas na literatura sobre a origem do Universo,
tais como cosmologia de gás de cordas [11], condensados taquiônicos [12] e loop quantum

cosmology [13].

Como vimos acima, o período inflacionário serve para gerar condições iniciais apropriadas
para o modelo do Big Bang Quente que descreve a evolução subsequente do Universo. Tal
modelo baseia-se numa métrica homogênea e isotrópica cuja variável dinâmica é o fator de
escala a(t) (ver seção 2.1). O conteúdo de energia do Universo divide-se, em geral, entre
matéria bariônica, radiação, matéria escura, neutrinos e energia escura. Existem vários modelos
cujas proporções e presenças desses componentes são diferentes. Para mais detalhes, ver 2.4.3.

Podemos dividir a evolução do Universo em épocas como função da escala energética e do
conteúdo de energia dominante. Como veremos no cap. 2, a densidade de energia da matéria
vai com ρm ∝ a−3 e da radiação com ρr ∝ a−4. Isso implica que, no Universo primordial,
quando a(t)→ 0, a radiação dominava e podemos considerar sua evolução clássica como a de
um gás de fótons muito denso e quente em primeira aproximação. No cap. 2, quando tratarmos
da termodinâmica do Universo, veremos que tal aproximação é razoável.

Em termos gerais, podemos resumir a cronologia do Universo nas seguintes fases [9] em
função da energia da radiação primordial:

• Mpl > ρ1/4 > 100 GeV

Predominam teorias especulativas sem aparentes testes diretos;

Inflação acontece;

Big Bang Frio ocorre após inflação;

Partículas decaem em partículas relativísticas, há o reaquecimento iniciando o Big Bang

Quente no qual a matéria estaria em equilíbrio térmico com a radiação;

• 100 GeV > ρ1/4 > 10 GeV

Física descrita pelo modelo padrão ou alguma extensão dele;

Transição de fase eletrofraca em ρ1/4 ∼ 100 GeV : Eletromagnetismo e força fraca se
separam;

Possível geração da assimetria bárion-antibárion;
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∼ 100 MeV: Transição quark-hádron na escala QCD9. Quarks deixam de existir em
estado livre e passam a existir como prótons, neutrons e píons livres;

∼ 10 MeV: Última energia na qual o Big Bang Quente valida os cálculos da nucleossín-
tese.

∼ 0.1 MeV: Era da Nucleossíntese

Prótons e neutrons se unem para formar núcleos de elementos leves.

∼ 10 eV: Fim da era de domínio da radiação (ρr ∼ ρm).

• 10 eV > ρ1/4

Começa a era de dominação da matéria;

∼ 0.1 eV: Era da Recombinação 10

Elétrons passam a se ligar com núcleos formando átomos. Radiação não desacopla
completamente pois ainda existem íons gerando espalhamento.

Logo após a recombinação, acontece a era do Último Espalhamento. A radiação de-
sacopla da matéria e o Universo passa a ser transparente. A superfície da CMB
vista na fig. 1.2 formou-se nesta era quando o Universo tinha cerca de 300.000 anos
e é chamada de última superfície de espalhamento;

∼ 10−3 eV: Começa a formação de estruturas em larga escala quando o Universo
tinha cerca de 109 anos. Teoria de perturbações cosmológicas permite descrever
a evolução das irregularidades no Universo homogêneo.

1.3 Inflação Eterna e o Problema da Medida

O fenômeno considerado pelos especialistas da área como sendo uma característica básica,
talvez, até mesmo, essencial, dos modelos inflacionários é a chamada Inflação Eterna. Apesar
de aparentemente se referir a um outro tipo de inflação, a inflação eterna refere-se ao aspecto
assintótico dos modelos inflacionários e sobre o eventual domínio de regiões inflacionárias sob
as outras regiões do Universo. O fato das regiões inflacionárias se expandirem muito mais
rápido que as outras faz com que o volume do Universo seja dominado pela expansão infla-
cionária.

9Quantum Chromodynamics
10O nome Recombinação é um pouco enganador, pois os objetos em questão nunca estiveram combinados

antes.
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Figura 1.6 Uma visão artística da evolução do Universo. Créditos: NASA/WMAP Science Team.

A inflação eterna foi descoberta em 1983 por Steinhardt [15] e Vilenkin [16] no contexto
da nova inflação. A ideia deles pode ser resumida se imaginarmos o Universo como iniciado
todo num falso vácuo. Apesar de algumas regiões tunelarem e decairem num Universo normal,
a taxa de decaimento é menor do que a taxa com que as regiões de falso vácuo se expandem,
gerando um Universo que infla eternamente numa escala global (ver fig. 1.7). Esse mecanismo
geraria um multiverso aleatoriamente populado por universosbolha, enquanto que a estrutura
global do multiverso se expandiria para sempre no falso vácuo. O comportamento assintótico
do multiverso implicaria na existência de infinitos universos similares ao nosso.

Por outro lado, os universosbolha não seriam idênticos. Poderiam diferir, por exemplo, no
período de inflação e isso geraria diferenças observáveis na CMB e no conteúdo de matéria do
universo. Esse cenário geraria um problema na determinação das condições iniciais do mul-
tiverso (o Universo, com ’U’ maiúsculo). Acredita-se que o comportamento assintótico do
multiverso seria alcançar um estado estacionário, isto é, um estado de equilíbrio, no qual nat-
uralmente as condições iniciais seriam perdidas. O multiverso não teria memória. Portanto, o
máximo que poderíamos fazer seria definir uma distribuição de probabilidade sobre universos-
bolha e tentar saber quão típico é o nosso universo. Mas, a quantidade infinita de universos e a
dificuldade de se definir uma seção espacial de tempo constante englobando todos os universos
mostrou-se um grande obstáculo na definição de uma medida probabilística no multiverso. Este
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Figura 1.7 A evolução de um Universo unidimensional com inflação eterna, mostrado em coordenadas
comóveis. A taxa de criação de universos é constante e as regiões onde ocorrem o tunelamento são
constantes para facilitar a visualização. Num modelo quântico, as taxas e regiões são aleatórias. Figura
adaptada de [14].

é o chamado problema da medida da inflação eterna.

No ano 2000, Leonard Susskind, um dos pais da teoria de cordas, sugeriu o panorama

antrópico11 da cosmologia, no qual a medida seria definida no espaço dos campos moduli da
teoria de cordas, associados com as possíveis compactificações das dimensões extras [17]. As
diversas configurações possíveis de campos e compactificações no panorama estariam rela-
cionadas com diferentes vácuos de cordas. Susskind notou que uma medida baseada em prob-
abilidades iguais a priori seria genérica demais para se concluir que nosso universo é um ele-
mento típico no multiverso. Ele propôs que as únicas afirmativas sensíveis da cosmologia no
multiverso seriam baseadas no princípio antrópico, isto é, só seria relevante perguntar: “Dado
o subconjunto de universos que seres humanos podem vir a existir, quão típico é o nosso uni-
verso?”. Em suma, com o princípio antrópico espera-se que as condições de existência de vida
seriam naturalmente as mais prováveis.

A realização prática do panorama antrópico seria definir uma medida sob os parâmetros
efetivos da natureza, como as constantes de acoplamento do modelo padrão de partículas. As
primeiras propostas surgiram em torno da constante cosmológica. A comunidade de cordas
vislumbrou a possibilidade de se estabelecer o primeiro resultado confirmável da teoria se
eles conseguissem mostrar no contexto do panorama de cordas, não necessariamente usando o
princípio antrópico, que o valor observado da constante cosmológica é o mais provável [18, 19].
De fato, existem vários artigos na literatura propondo uma nova medida no multiverso.

11Anthropic landscape, em inglês



CAPÍTULO 2

Modelo Cosmológico Padrão e a Solução
Inflacionária

Neste capítulo, apresentamos uma breve revisão das bases do modelo padrão da cosmologia,
encapsuladas no chamado modelo FRW, de forma predominantemente heurística. Começamos
por descrever a métrica de Robertson-Walker na seção 2.1, que está relacionada ao princípio
cosmológico de homogeneidade e isotropia em larga escala. Na seção 2.2, falamos sobre o
Universo em expansão e o redshift galáctico, consequências diretas do modelo FRW observadas
experimentalmente. Para concluir a exposição dos elementos cinemáticos, descrevemos as
escalas características envolvidas no modelo na seção 2.3.

Partimos para a descrição da dinâmica do modelo FRW na seção 2.4, na qual expomos
o tensor de energia-momento de um fluido perfeito relativístico e as equações de Friedmann-
Lemâitre responsáveis pela evolução do fator de escala da métrica. A topologia e subsequente
evolução do Universo dependem do conteúdo e composição energética do mesmo e são tam-
bém discutidas nessa seção. Na seção 2.5, vemos que o Universo primordial é razoavelmente
descrito por um plasma relativístico de partículas em equilíbrio térmico e, daí, deduzimos sua
termodinâmica. Finalizamos o capítulo com a seção 2.6 que trata do essencial da cosmologia
inflacionária, principal interesse do presente trabalho.

Uma revisão recente mais detalhada da cosmologia do Big Bang pode ser encontrada em
[20]. Supõe-se aqui que o leitor tenha conhecimentos básicos de Relatividade Geral, conforme
[21] e [22]. Ao longo deste capítulo, considere que c = h̄ = kB ≡ 1, a não ser quando as
constantes estejam explicitadas.

2.1 Métrica de Robertson-Walker

O protótipo da cosmologia padrão é o chamado modelo de Friedmann-Robertson-Walker,
o modelo FRW, baseado na métrica de Robertson-Walker (também conhecida como métrica

15
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FRW, terminologia usada adiante):

ds2 =−dt2 +R2(t)
[

dr2

1−Kr2 + r2(dθ
2 + sen2

θ dφ
2)
]

(2.1)

onde a métrica representa uma variedade isomorfa a R×Σ tal que as seções de tempo con-
stante Σ são 3-superfícies maximalmente simétricas1, t é o tempo cósmico e R(t) é o fator de
escala que modela a expansão do Universo. A constante K está associada à curvatura extrínseca
das seções espaciais, podendo ser redefinida como κ = K/|K|, de forma que o fator de escala
normalizado a(t) = R(t)/R0 tome o valor a0 = 1 na era atual. Dessa forma, κ = +1,−1,0 pas-
sam a ser os valores correspondentes a uma geometria fechada (esférica), aberta (hiperbólica)
ou plana, respectivamente. Em [22], os conceitos de homogeneidade e isotropia são definidos
matematicamente e é demonstrado que estes implicam que a métrica de Σ deve ser a de uma
superfície maximalmente simétrica.

Note que em (2.1) estamos escolhendo coordenadas específicas para descrever o Universo
observável e o único grau de liberdade presente na métrica é o fator de escala R(t), i.e., ape-
nas o fator de escala tem dimensão. As coordenadas (t,r,θ ,φ) são chamadas de coordenadas

comóveis e são escolhidas com relação aos chamados observadores isotrópicos. Tais obser-
vadores são definidos com relação ao fluido isotrópico que modela o Universo em larga escala
(ver seção 2.4.1). É, por vezes, conveniente reexpressar a métrica (2.1) como

ds2 =−dt2 +a2(t)
[
dx2 +S2

κ(x)(dθ
2 + sen2

θ dφ
2)
]
, (2.2)

onde Sκ(x) = (senx,x,senhx) para κ = (+1,0,−1) e a(t) é o fator de escala adimensional
definido acima. O tempo próprio entre as seções espaciais é dado por ∆t, e a distância própria
quando dt = dθ = dφ = 0 é dada por a(t)∆x. A distância própria é por vezes chamada de
distância física, enquanto que ∆x é chamada de distância comóvel.

2.2 Expansão de Hubble e o Redshift Cosmológico

Na década de 20, o astrônomo Edwin Hubble fez a grande descoberta, ilustrada pela fig.
1.1, de que as galáxias próximas a nossa estão se distanciando com velocidade dada pela famosa

1Note que a topologia de R×Σ é escolhida pela conveniência das coordenadas e não existe princípio físico que
a determine. Apesar disso, a topologia de Σ é passível de determinação através de experimentos. Em cosmologia
quântica usa-se o formalismo de integral de trajetórias definido no espaço de 3-métricas positivo-definidas. É
possível estender a integração sobre diferentes topologias e calcular a geometria mais provável.
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lei de Hubble:
v = H0r, (2.3)

onde H0 é a constante de Hubble. É importante ressaltar que esta equação trata de uma veloci-
dade média, desprezando o movimento aleatório das galáxias próximas devido às chamadas
velocidades peculiares das mesmas. À primeira vista, a eq. (2.3) parece contradizer o princípio
cosmológico de homogeneidade; a vizinhança de qualquer galáxia deve parecer a mesma em
qualquer lugar do Universo. Mostremos que é exatamente isso que implica a eq. (2.3).

Considere as posições r1 e r2 respectivamente a duas galáxias próximas entre si. No caso
não-relativístico, isto é, no caso da lei de Hubble, válida a curtas distâncias, a velocidade rela-
tiva v12 de distanciamento das duas galáxias é dada por

v12(r1− r2, t) = v1(r1, t)−v2(r2, t), (2.4)

o que implica, pela eq. (2.3), em

v12 = H0(r1− r2) = H0r12, (2.5)

mostrando que o resultado (2.3) está de acordo com o princípio cosmológico de homogenei-
dade. De fato, a equação mais geral que mantêm a homogeneidade e isotropia da distribuição
de velocidades é da forma v(t) = f (t)r. Este resultado está contido na métrica (2.2), pois, se
dois corpos estão distantes de D(t) = a(t)Dc, a velocidade relativa entre eles será

Ḋ(t) = ȧ(t)Dc

= H(t)D(t),

onde H(t)≡ (ȧ/a)(t) é chamado de parâmetro de Hubble. Este parâmetro indica se o Universo
está se expandindo ou se contraindo, correspondente aos casos H(t) > 0 e H(t) < 0, respecti-
vamente. O parâmetro de Hubble é aproximadamente constante a curtas distâncias, sendo este
o resultado básico da lei de Hubble (2.3).

A maneira mais direta, usada por Hubble, de medir a distância dos objetos celestes é pela
análise espectroscópica da radiação emitida pelos mesmos. O que Hubble observou nas suas
medidas foi um redshift (desvio para o vermelho) de certas frequencias características no es-
pectro das galáxias. Este resultado é uma consequencia direta da lei de Hubble se definirmos o
redshift z como

z≡ ν1−ν2

ν1
≈ v12

c
, (2.6)
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onde ν1 é a frequencia da luz emitida, ν2 é a frequencia observada e v12 é a velocidade relativa
entre as fontes. Tal qual acima, a aproximação é valida para curtas distâncias. Usando a métrica
(2.2), é possível mostrar que

1+ z =
ν1

ν2
=

a2

a1
. (2.7)

Este resultado é válido para qualquer distância [21, 22].

2.3 Escalas Características e Horizontes

Para completarmos a apresentação das características cinemáticas do Universo, falta in-
troduzirmos as escalas características da expansão e os conceitos de horizonte de partícula
e horizonte de eventos. As escalas características mais importantes estão relacionadas com
o parâmetro de Hubble H: o tempo de Hubble H−1 e o raio de Hubble cH−1 (iguais nas
unidades em que c = 1). O raio de Hubble é por vezes chamado de horizonte, pois é uma
estimativa aproximada da distância percorrida por um raio de luz idealizado (caminho sem ob-
stáculos) num período aproximadamente igual ao tempo de Hubble. Estas escalas podem ser
visualizadas geometricamente por meio dos chamados cones de luz, geralmente desenhados
em diagramas conformes ou em diagramas de Penrose. Tais diagramas explicitam a estrutura
causal do Universo ou de uma dada região do Universo devido à hipótese da velocidade da luz
ser a maior velocidade possível. Exemplos de cones de luz podem ser vistos na fig. 1.3.

Raios de luz são aqueles que percorrem caminhos tal que ds2 = 0, i.e., caminhos com norma
nula ou tipo luz. De acordo com a métrica (2.2), isto implica que dt = a(t)dx e, portanto, a
distância comóvel percorrida por um raio de luz ideal é dada por

∆x =
∫ t2

t1

dt
a(t)

≡ ∆τ , (2.8)

que coincide com a definição do tempo conforme, τ , correspondente a uma reparametrização
do tempo comóvel tal que a métrica FRW seja conforme a uma das métricas maximalmente
simétricas. Quando t1 = 0, correspondente ao Big Bang, a distância física

rhor(t)≡ a(t)∆x = a(t)
∫ t

0

dt ′

a(t ′)
. (2.9)

é chamada pelos cosmólogos de horizonte de partícula, que é a distância máxima ideal per-
corrida pela luz desde o Big Bang até um dado tempo t. Mais precisamente, o horizonte de
partícula corresponde à fronteira do cone de luz passado cujo raio máximo é dado por (2.9).
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Analogamente, o horizonte de eventos corresponde à fronteira da região casualmente conectada
por raios de luz num tempo futuro. As definições acima podem ser entendidas geometricamente
como as fronteiras da parte inferior e superior de um cone de luz, respectivamente.

Tais escalas são importantes para estudarmos a evolução de outras escalas relevantes no
período inflacionário, como, por exemplo, a escala correspondente ao Universo observável
atualmente. É interessante notar que podemos ignorar a expansão do Universo em regiões
muito menores que o raio de Hubble e em tempos muito menores que o tempo de Hubble e,
portanto, processos físicos, como o estabelecimento do equilíbrio, podem ser tratados sem se
considerar a expansão do Universo.

2.4 Dinâmica do Modelo FRW

A métrica (2.1) nos remete, em princípio, a uma estrutura que pode ser interpretada como
sendo o correspondente matemático do que é costumeiramente chamado de espaço-tempo. Por
outro lado, de acordo com uma visão Machiana do Universo, o espaço-tempo per se não tem
significado a não ser como um modelo relacional construido das posições relativas dos corpos
massivos. Assim, uma maneira intuitiva de realizar o espaço-tempo nessa ideia é vê-lo como
uma estrutura que emerge da imposição de coordenadas à distribuição de matéria do Universo
tomada no limite do contínuo, significando que podemos considerar o Universo em sua total-
idade como um fluido relativístico. Assim, de acordo com essa visão, qualquer modelo do
Universo está incompleto enquanto a distribuição de matéria não for imposta na forma de um
tensor de energia-momento Tab na equação de Einstein.

Entretanto, existem soluções da equação de Einstein onde Tab = 0, como, por exemplo, a
solução de Schwarzschild, que representa um buraco negro estático, mostrando uma aparente
dificuldade na defesa do ponto de vista Machiano. Por outro lado, podemos interpretar fisica-
mente tais soluções assim como interpretamos soluções das equações de Maxwell no vácuo,
isto é, como perturbações no campo advindas de uma fonte distante. A solução de Schwarzschild
é, portanto, interpretada como o campo gravitacional exterior a uma distribuição de matéria es-
fericamente simétrica muito densa, cuja natureza não é crucial para a solução. Esta discussão
nos leva a conclusão de que uma solução cosmológica tipo FRW deve apresentar necessari-

amente uma fonte de energia ou matéria em função do caráter global da solução. Assim, a
métrica FRW pode ser vista como uma aplicação não-trivial da equação de Einstein, no sentido
que seu uso natural estaria atrelado a encontrar soluções de campos gravitacionais locais, como
as dos buracos negros.
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2.4.1 Tensor de Energia-Momento e Equações de Friedmann-Lemâitre

As simetrias decorrentes da homogeneidade e isotropia da métrica FRW são bastante fortes
de modo a restringir qualquer proposta de distribuição de matéria a de um fluido perfeito rela-
tivístico. A forma relativística do tensor de energia-momento deste fluido é dada por2

Tab = (ρ +P)uaub +Pgab (2.10)

onde ρ é a densidade de energia do fluido, P é a pressão e ua é a velocidade normalizada do
fluido parametrizada pelo tempo cósmico, i.e., uaua =−1. Para chegarmos à expressão (2.10),
basta escrevermos o tensor de um fluido em repouso nas coordenadas comóveis,

T µ

ν =


−ρ

P

P

P

 ,

em forma covariante (independente de coordenadas), i.e., num referencial em que o fluido se
move com velocidade ua.

A equação de Einstein em sua forma mais geral é dada por

Rab− 1
2Rgab = 8πGTab +Λgab, (2.11)

onde Λ é a chamada constante cosmológica, principal candidata a responsável pela atual ex-
pansão acelerada do Universo. A constante Λ é frequentemente interpretada como uma den-
sidade de energia do vácuo ρΛ = Λ/8πG. Entretanto, um cálculo ingênuo em teoria quântica
de campos supondo um cutoff na energia de Planck dá um valor para Λ cerca de 10121 vezes
maior que o observado, possivelmente o maior erro de estimativa teórica da história da física.
Modelos nos quais Λ pode evoluir no tempo são chamados de modelos de energia escura ou
quintessência, denotando o fato da desconhecida origem dessa energia do vácuo. Como vere-
mos abaixo, o período inflacionário em que o fator de escala cresce exponencialmente com o
tempo é equivalente a uma época dominada pela constante cosmológica.

Impondo o tensor energia-momento (2.10) na equação (2.11) acima e usando a métrica
(2.2), chegamos nas equações de movimento de Friedmann-Lemâitre, daqui em diante chamadas

2É importante notar que, em geral, estaremos escrevendo os tensores em forma abstrata, isto é, os índices
latinos abc . . . representam as “entradas” das aplicações lineares num espaço abstrato, enquanto que índices gregos
µνρ . . . representam as coordenadas do tensor em um sistema de coordenadas específico.
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de equações de FRW (vide cap. 5 de [22]):

H2 =
8πGρ

3
− κ

a2 +
Λ

3
, (2.12)

ä
a

= − 4πG
3

(ρ +3P) +
Λ

3
, (2.13)

onde a primeira equação é muitas vezes chamada de equação de Friedmann. A conservação do
tensor energia-momento ∇µT µν = 0 nos gera uma outra equação dinâmica importante:

ρ̇ +3H (ρ +P) = 0. (2.14)

Esta equação pode ser deduzida a partir das outras duas e, portanto, temos um sistema com duas
equações diferenciais não-lineares acopladas cujas variáveis relevantes podem ser interpretadas
como sendo a,H,ρ eP.

A eq. (2.14) pode ser vista como consequencia da 1ª lei da termodinâmica se interpretarmos
E = ρa3 como a energia de uma porção de fluido num volume V = a3 e dW = PdV como o
trabalho realizado pelo fluido quando se expande por um volume dV :

dρa3 +3a2da(ρ +P) = 0 , por (2.14)

d(ρa3) =−Pda3

dE =−dW

Isto significa que dQ = 0 e a expansão do fluido cósmico pode ser vista como adiabática.

Estas considerações termodinâmicas são válidas com relação a um referencial se expandindo
com o fluido cósmico. Para referenciais em movimento, existem algumas formulações alter-
nativas da Termodinâmica relativística. A abordagem clássica deixa as equações da termod-
inâmica invariantes, como visto em [23], que também discute modificações da termodinâmica
usual no contexto da RG. Uma alternativa seria supor que a temperatura T do fluido é invariante
por transformações de Lorentz, como visto em [24].

2.4.2 Soluções Particulares e Épocas

A abordagem mais comum para se encontrar soluções particulares das equações de FRW é
supor que o fluido é barotrópico, i.e., obedece a uma equação de estado P = wρ . Daí, a equação
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(2.14) pode ser explicitamente resolvida

ρ̇ =−3
ȧ
a

(1+w)ρ

dρ

ρ
=−3(1+w)

da
a

∴ ρ ∝ a−3(1+w). (2.15)

Substituindo (2.15) na equação de Friedmann (2.12), temos que, no caso w 6=−1 e Λ = κ = 0 ,

a(t) ∝ t 2/[3(1+w)] . (2.16)

Os casos particulares fisicamente relevantes da equação de estado são do tipo poeira w = 0,
correspondendo a um conteúdo de matéria, e do tipo radiação w = 1/3. Estes são os valores
compatíveis com a mecânica estatística usual de um fluido não-relativístico, no qual Pm = 0, e
de um fluido relativístico, no qual Pr = ρ/3. Daí, temos que as densidades de matéria e radiação
vão com ρm ∝ a−3 e ρr ∝ a−4, respectivamente. Note a dependência esperada com o inverso
do volume comóvel na matéria. No caso da radiação, a potência inversa maior corresponde ao
redshift 1/a sofrido pelos fótons, de acordo com a eq. (2.7).

Assim, podemos definir duas épocas, isto é, dois períodos cuja densidade dominante é a
de matéria ou de radiação. No Universo primordial, acredita-se que tenha sido uma época
de domínio da radiação. Isto segue devido as altas densidades e temperaturas alcançadas
nessa época. Falaremos brevemente sobre a termodinâmica do Universo primordial na próxima
seção. Como a densidade da radiação cai com a quarta potência de a(t) e o Universo se ex-
pande, a matéria tende a dominar. Vimos na introdução que isto ocorreu quando ρ1/4 ∼ 10eV,
perto do tempo de recombinação. Em suma, temos as seguintes eras, de acordo com (2.15) e
(2.16) :

Radiação: ρr ∝ a−4 a(t) ∝ t1/2 H(t) = 1/2t

Matéria: ρm ∝ a−3 a(t) ∝ t2/3 H(t) = 2/3t

Analisando a eq. (2.15), vemos que, para w > −1/3, ρ > Ca−2, onde C é uma constante.
Isto implica que podemos desprezar o termo de curvatura em (2.12) no Universo primordial.
Assim, κ = 0 e o Universo é efetivamente plano. Este é o problema da platitude mencionado
na introdução.

Por fim, existe um regime exótico w =−1 equivalente a um universo dominado por Λ. Este
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valor de w está relacionado a um fluido onde P =−ρ . uma equação de estado cujo componente
é desconhecido pela física padrão. A eq. (2.14) implica em ρ = cte, algo no mínimo estranho
para um Universo em expansão como o nosso. Note também que um universo dominado por
Λ > 0 se expande aceleradamente, de acordo com (2.13).

Como vimos no final da subseção 2.4.1, quando o Universo se expande por um volume
dV , ele perde uma energia dE = −PdV . Entretanto, para manter ρ constante, o fluido deve
ganhar uma energia dE = ρdV . Portanto, podemos interpretar esta expansão como se o flu-
ido estivesse conectado a um reservatório térmico disponibilizando energia ilimitada para a
expansão. A grande questão em torno de Λ é: de onde vem essa energia?

Em suma, um universo preenchido com um fluido com w = −1 equivale a um universo
dominado pela constante cosmológica Λ. Este universo se expande aceleradamente com o
fator de escala crescendo de forma exponencial

a(t) ∝ e
√

Λ/3 t (2.17)

e a métrica neste período corresponde a do espaço de de Sitter

ds2 =−dt2 + e
√

Λ/3 t(dx2 +dy2 +dz2) . (2.18)

Esta métrica é o protótipo ideal de um espaço-tempo que infla.

2.4.3 Parâmetros Cosmológicos e Conteúdo de Energia do Universo

Os parâmetros do modelo FRW tais como o parâmetro de Hubble H e a constante κ não
são simples de serem medidos experimentalmente. Um dos maiores problemas da cosmolo-
gia observacional é encontrar maneiras indiretas de medir estes parâmetros e o contéudo de
matéria do Universo. Eventualmente, é útil reescrever os parâmetros do modelo em termos
de outras quantidades observáveis, os chamados parâmetros cosmológicos. Por exemplo, uma
prática padrão quando se trata de medir tempos e distâncias cosmológicas é procurar escrever
os parâmetros relevantes no modelo em termos do redshift z, que é um observável facilmente
mensurável. Para mais detalhes sobre parâmetros cosmológicos e sobre como eles são medidos,
vide [25].

A topologia do Universo, isto é, o valor de κ , pode ser inferida se reexpressarmos a
eq. (2.12) como

Ωtot(a)−1 =
κ

a2H2 , (2.19)
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Figura 2.1 Conteúdo de Matéria e Energia do Universo na epóca da formação da CMB e na época atual.
Créditos: NASA/WMAP Science Team.

onde Ωtot(a) = (ρ/ρc)(a) é o parâmetro de densidade cosmológica e ρc = 3H2/8πG é a
densidade crítica tal que κ = 0 e o Universo é plano. Note a dependência do fator de es-
cala em Ωtot(a) e que estamos considerando Λ como uma contribuição ρΛ na eq. de Fried-
mann. Dessa forma, o conteúdo energético do Universo em função da época pode ser expresso
como Ωtot(a) = Ωm(a)+Ωr(a)+ΩΛ(a), correspondendo às densidades de matéria (incluindo
matéria escura), radiação e energia escura (possivelmente variando no tempo), respectivamente.
A introdução da matéria e energia escuras é necessária para os valores teóricos se aproximarem
dos medidos. Por isso, o modelo padrão da cosmologia é muitas vezes chamado de modelo
ΛCDM 3. Na fig. 2.1, vemos os resultados médios aproximados de 3 anos da sonda WMAP,
usando o modelo ΛCDM com κ = 0, indicando que a energia escura domina o conteúdo de
energia do universo atual.

É possível definir um parâmetro de curvatura Ωκ(a)≡−κ/a2H2, apesar do mesmo não se
referir a uma fonte de densidade de energia física. Este parâmetro define uma escala, a escala
de curvatura rc = a |κ|−1/2. É possível verificar que, nos casos κ 6= 0, a métrica (2.2) tende à
métrica plana no limite r� rc. Isto é, localmente é sempre possível descrever o Universo como
plano.

É útil reexpressarmos (2.19) em termos dos parâmetros de densidade atuais, Ωi ≡ ρ0
i /ρ0

c ,
tal que ρ0

c = 3H2
0 /8πG:

(
H
H0

)2

= ∑
i

Ωia−3(1+wi) +Ωκa−2 , (2.20)

3CDM significa Cold Dark Matter.
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Figura 2.2 Análise de Verossimilhança (likelihood) no espaço de parâmetros ΩΛ vs. Ωm. Os pon-
tos coloridos derivam do Método Monte-Carlo nos dados do WMAP e, juntamente com os dados de
Supernovas (SNLS), favorecem um Universo plano com Ωm ' 0.25. Figura retirada de [20].

onde usamos (2.15). Note que ∑i Ωi +Ωκ = 1 na época atual. De acordo com a fig. 2.1 e 2.2,
temos que Ωκ ≈ 0 e, dado que Ωm = Ωbárions +Ωdark , Ωb ≈ 0,046, Ωd ≈ 0,23 e ΩΛ ≈ 0,72.

No status atual da cosmologia, existe frequentemente mais de uma maneira de determinar
um parâmetro experimentalmente. Uma consequência disto é a incerteza no valor do parâmetro
de Hubble no presente, dado em função do parâmetro de Hubble reescalado h :

H0 ≡ 100h km s−1 Mpc−1

onde as observações sugerem que h esteja entre 0,5 e 0,8. Note que 1Mpc = 1 Megaparsec =
3,26× 106 anos-luz. O melhor resultado recente indica que H0 = 72km s−1 Mpc−1± 10%.
Para uma descrição dos métodos observacionais usados na medição de H0, ver [20]. Daí temos
que a idade estimada do Universo e o tamanho do Universo observável são dados por

H−1
0 = 9,78 h−1 Gyr

= 2998 h−1 Mpc.

Outro parâmetro cosmológico importante é o espectro de potência da peturbação de cur-
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vatura:

∆
2
R (k) = ∆

2
R (k∗)

[
k
k∗

]n−1

, (2.21)

onde n é conhecido como o índice espectral e k∗ é uma escala escolhida arbitrariamente. Tal
parâmetro está definido na seção B.1.2 do apêndice B. O espectro de Harrison-Zel’dovich cor-
responde ao caso n = 1, i.e., com valor constante independente de escala4. As observações
mostram que o espectro CMB tem n ≈ 1, sendo um espectro quase livre de escala. Com o
tempo, o espectro muda de forma e, no caso CMB, a teoria de perturbações lineares funciona
até o presente. No entanto, no caso de flutuações de densidade de matéria, é preciso levar em
conta termos não-lineares na evolução gravitacional.

O parâmetro cosmológico capaz de aferir experimentalmente se o universo está se ex-
pandindo aceleradamente ou não é o parâmetro de desaceleração, q0, definido por

q0 =−aä
ȧ2

∣∣∣∣
0
=

1
2

Ωm +Ωr +
1+3w

2
ΩΛ , (2.22)

onde a segunda igualdade foi expressa em termos de parâmetros observáveis. Note que só para
w <−1/3 o último termo à direita pode ser negativo e implicar em ä > 0. A melhor estimativa
da equação de estado para Λ é w =−0,967+0,073

−0,072 , baseado no modelo ΛCDM [20].

Para uma descrição mais abrangente dos parâmetros cosmológicos, ver [25].

2.5 Termodinâmica do Universo Primordial

De acordo com o modelo padrão, o Universo primordial deve ser bem descrito por um
período dominado por radiação identificada como um plasma de partículas relativísticas for-
mado por quarks, léptons, bósons de calibre e bósons de Higgs em equilíbrio térmico. É
importante ressaltar que tais afirmações só valem num sentindo aproximado, mas, apesar de
parecerem por demasiado artificiais, elas funcionam e seu sucesso está demonstrado na de-
scrição da CMB e na predição da abundância de elementos leves na natureza. Cabe aqui nesta
seção uma justificativa dessas aproximações e a menção de alguns resultados básicos da teoria
de gases ideais que definem as quantidades termodinâmicas relevantes do plasma primordial.

Enquanto a questão do domínio da radiação justifica-se pela exposição da seção acima, a
afirmação sobre o equilíbrio térmico não parece tão óbvia. Afinal, o Universo se expande numa
taxa H e este fato deve influenciar o estabelecimento do equilíbrio das partículas, ou, dito de

4Scale-free spectrum.
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outra forma, o fato da métrica FRW não ser estacionária deve afetar a dinâmica de equilíbrio.
Com certeza, o conteúdo de matéria não pode ter evoluido para o estado atual se tivesse se
mantido sempre em equilíbrio térmico e deve ter passado por fases fora do equilíbrio. Por
outro lado, estima-se que tais fases possam ser desprezadas [20] dado que a taxa de interações
Γi de partículas de uma espécie i obedeça

Γi > H .

Isto significa que deve haver pelo menos uma interação num tempo H−1. Na prática, tal
condição serve para sabermos se as partículas em questão devem ser consideradas como com-
ponentes do plasma primordial, isto é, em linguagem de física de partículas, se as partículas
estão acopladas com o banho térmico. Num procedimento mais preciso de estabelecimento do
equilíbrio devemos integrar a equação de Boltzmann e uma descrição de tal tratmento pode
ser vista em [26]. Por hora, usemos tal critério para estabelecer alguns resultados interessantes
sobre o plasma primordial.

De acordo com a estatística de um gás perfeito relativístico, as expressões para a densidade
de energia ρ e pressão P são dadas por

ρ =
∫

E dnp , (2.23a)

P =
1
3

∫ p2

Ep
dnp (2.23b)

onde E2
p = p2 +m2 e a densidade de estados é dada por

dnp =
g

2π2
1

exp[(Ep−µ)/T ]±1
p2 d p , (2.23c)

onde g é o número de graus de liberdade da espécie, µ corresponde ao potencial químico e o ±
corresponde à estatística de Fermi e Bose, respectivamente. Note que a expressão da pressão
acima vem da equação P = 1

3
N
V 〈p

dE
d p 〉 da mecânica estatística usual [27]. Assim, a densidade

de espécies é n =
∫

dnp e a densidade de entropia é dada por

s =
ρ +P−µn

T
. (2.24)

Note que, no caso não-relativístico m� T , é possível usar as expressões (2.23) para obter
ρ = mn e P = nT , implicando em P = (T/m)ρ . Logo, P� ρ neste limite, confirmando o uso
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Figura 2.3 O número efetivo de graus de liberdade em função da temperatura. As duas curvas cor-
respondem a diferentes modelos nos quais a energia da transição QCD difere entre 150 e 450MeV.
Retirado de [20].

de P = 0 num fluido tipo poeira.

O potencial químico pode ser frequentemente desprezado nos cálculos relacionados ao
modelo padrão e, portanto, é razoável tomarmos T � µ . As expressões acima podem ser
calculadas explicitamente no caso relativístico T � m. Considerando que a radiação é com-
posta apenas por fótons, usamos a estatística de Bose e g = 2 nas equações (2.23) e a eq. (2.24)
para obter

ργ =
π2

15
T 4 ; Pγ =

1
3

ργ ; sγ =
4ργ

3T
; nγ =

2ζ (3)
π2 T 3 , (2.25)

onde ζ (x) é a função zeta de Riemann. Das expressões acima, temos que ργ ∝ T 4 ∝ sγ T , e,
então, podemos converter (2.14) em uma equação de conservação da entropia:

d(sa3)
dt

= 0 . (2.26)

Esta equação pode ser vista como consequência da relação T ∝ a−1 da expansão e resfriamento
da radiação.

Agora, note que ρ ∝ n ∝ exp(−m/T ) no caso não-relativístico, enquanto que ρ ∝ T 4 no
caso relativístico. Portanto, a densidade de energia do fluido primordial pode ser aproximada-
mente expressa apenas em termos das partículas relativísticas. No limite relativístico referido
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acima, a radiação deve ser composta por mais partículas além de fótons, surgidas através da
produção de pares partícula-antipartícula, cujas massas obedecem m� T . Podemos definir um
número efetivo de graus de liberdade N(T ) da radiação primordial como função da temperatura
através da equação

ρ =

(
∑
B

gB +
7
8 ∑

F
gF

)
π2

30
T 4 ≡ π2

30
N(T )T 4 , (2.27)

onde gB(F) é o número de graus de liberdade de cada espécie bosônica (fermiônica). O fator 7/8
vem da diferença das integrais estatísticas de Bose e de Fermi. A dependência de N(T ) com
a temperatura depende do modelo de partículas específico usado (ver fig. 2.3). Por exemplo,
numa extensão do modelo padrão na qual haja supersimetria o número efetivo de graus de
liberdade deve ser, no mínimo, multiplicado por 2 devido a presença dos superparceiros de
cada partícula.

Podemos combinar a expressão (2.27) na eq. (2.14) e, lembrando que a ∝ T−1, integrar
(2.14) para obtermos uma estimativa da idade do Universo em função de T na era de radiação:

t =
(

90
32π3GN(T )

)1/2

T−2 , (2.28)

ou, expressando T em MeV

t =
2.4√
N(T )

T−2
MeV . (2.29)

Estima-se que a abordagem acima de equilíbrio termodinâmico local deve se tornar inválida
para temperaturas maiores que 1016GeV, correspondendo a tempos menores que 10−38s, isto
é, na época do período inflacionário. Portanto, neste aspecto inflação deve ser um fenômeno de
não-equilíbrio.

Vale ressaltar aqui que, à medida que a temperatura vai caindo e com ela a taxa de interação
de uma dada espécie i, a situação de equilíbrio deixa de valer para esta espécie e dizemos que
ela desacopla do banho térmico. Isto resulta numa diminuição de N(T ) e, como a entropia
deve permanecer constante, diz-se que a entropia daquelas partículas passaram para o plasma
primordial. Por outro lado, as espécies altamente relativísticas, TD � m, e altamente não-
relativísticas, T � m, que desacoplam na temperatura TD com o banho térmico permanecem
“congeladas” num estado de equilíbrio, mantendo a mesma distribuição estatística na energia de
desacoplamento ED. Isto ocorre, por exemplo, no caso dos fótons, ou partículas sem massa em
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Figura 2.4 O espectro de potências da CMB é praticamente idêntico ao espectro de uma radiação de
corpo negro com temperatura T ≈ 2.7K.

geral, pois, enquanto a energia sofre um redshift E ∝ a−1 de acordo com (2.7), a temperatura cai
igualmente com T ∝ a−1, mantendo a razão da distribuição estatística E/T = aDED/aDTD =
ED/TD constante. Dizemos que tal distribuição é auto-similar e isto justifica a distribuição de
corponegro da radiação CMB com temperatura T ≈ 2.7K nos dias de hoje (ver fig. 2.4).

A interpretação física do modelo FRW decorrente desta seção é a de um gás ideal inicial-
mente denso e quente, identificado como um plasma relativístico de partículas elementares
homogêneo e isotrópico que sofre expansão (ou contração) adiabática. Este plasma vai ficando
menos homogêneo a medida que o tempo passa devido à natureza universalmente atrativa da
gravidade. Em princípio, o aparecimento das inomogeneidades parece ser contra-intuitiva, pois
um gás ideal tende a se homogeneizar com o tempo de acordo com 2ª lei da termodinâmica.
Acontece que a taxa de interações Γ das espécies vai diminuindo com o tempo, implicando num
posterior fase de domínio gravitacional onde o crescimento das pequenas inomogeneidades
passa a ter influência predominante, pelo menos no que concerne à estrutura local do Universo,
culminando no surgimento de galáxias e outras estruturas observadas atualmente. Entretanto, o
modelo FRW como apresentado acima pressupõe que o Universo começou num estado muito
homogêneo, distinto do comportamento assintótico de um gás ideal, trazendo dúvidas para os
cosmólogos sobre as condições iniciais do modelo e sua aparente arbitrariedade. Daí surgi-
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ram, entre outros, os problemas do horizonte, da platitude e da homogeneidade e isotropia. A
solução mais popular para estes problemas está nos chamados modelos inflacionários, apresen-
tada na próxima seção.

2.6 Cosmologia Inflacionária

Como vimos na introdução, o modelo cosmológico padrão parte do pressuposto que o Uni-
verso deve ter sofrido um período de expansão acelerada, chamado de inflação, resultado de
uma transição de fase do campo inflaton na era de Planck ρ1/4 ∼Mpl ∼ 1019GeV. Nesta seção
iremos explicar melhor como a inflação propõe resolver os problemas associados às condições
iniciais e como implementar inflação usando o campo inflaton minimamente acoplado com po-
tencial V (φ). Entretanto, antes de tratarmos das características básicas do cenário inflacionário,
vamos dirigir algumas palavras sobre o status epistemológico da teoria inflacionária.

Os modelos inflacionários têm feito sucesso desde a decada de 80 até hoje por terem gerado
uma rica gama de resultados relacionados com uma suposta solução dos problemas filosóficos
das condições iniciais do Universo e, principalmente, por terem explicado os desvios da homo-
geneidade e isotropia em larga escala. Provavelmente, muito mais importante no caminho de
construção e validação de uma teoria são seus resultados teóricos concordarem com os exper-
imentos, trazendo à tona novas indagações e fenômenos a serem explorados. Entretanto, sob
esse ponto de vista a inflação não deve ser encarada como uma teoria, mas como, no máximo,
uma prototeoria, enquanto não existir delineamento claro da física em escalas superplanck-
ianas, isto é, enquanto não houver uma teoria da gravidade quântica validada experimental-
mente. Teoria de cordas é, sem dúvida, uma possível teoria da gravidade, pelo menos no
sentido perturbativo, e já gerou diversos modelos sobre o início do Universo. Mas a liberdade
da teoria (ou teorias) de cordas em determinar parâmetros físicos é tão grande que dificilmente
será possível decidir-se sobre estas questões num contexto metafísico. Faltam, evidentemente,
vínculos observacionais para truncar a máquina geradora de teorias e modelos na escala de
Planck. A não ser que a teoria das teorias mostre-se única e gere um fluxo de renormalização
no ensemble de arbitrariedade aparente intrínseco a um panorama de 10500 vácuos de cordas.

A nosso ver, a inflação consiste apenas em um regime dinâmico possível no modelo FRW
cuja origem física ainda é obscura. Existe a suposição da existência de um campo escalar
chamado inflaton, acoplado com um potencial arbitrário V (φ), gerando um período infla-
cionário em meio às condições iniciais aleatórias no possível ensemble de universos perten-
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centes ao multiverso5. De fato, há ainda muita liberdade nas hipóteses dos modelos para se
referir a uma teoria inflacionária. Portanto, no que concerne a esta dissertação, a inflação deve
ser tratada apenas como um regime dinâmico possível nos chamados modelos φ -FRW, de um
ou mais campos escalares acoplados com gravidade 6.

Diante deste terreno altamente especulativo sobre as condições iniciais do Universo, várias
tentativas foram feitas para responder a pergunta: quão genéricas são as órbitas inflacionárias?
Isto é, dadas condições iniciais arbitrárias no modelo FRW, qual a probabilidade do universo
inflar? Por outro lado, será possível inverter a lógica e nos perguntarmos: dadas as condições
atuais do universo, qual a probabilidade dele ter inflado?

No decorrer desta seção, iremos apresentar o formalismo e argumentos padrões da chamada
cosmologia inflacionária como preparação para os capítulos posteriores na tentativa de elucidar
as questões postas acima. Os resultados concernentes à geração das flutuações da CMB estão
expostos no apêndice B. No que segue, considere M2

pl = (8πG)−1 = 1.

2.6.1 Resolvendo os Problemas do Big Bang

Inflação até hoje foi a ideia mais bem sucedida em explicar as anisotropias da CMB e a
formação de estruturas em larga escala no Universo primordial. Acontece que resultados ex-
perimentais validam um modelo, mas não solidificam uma teoria. No caso da inflação, tal
alimento teórico está na suposta solução para os problemas nas condições iniciais do modelo
FRW. Não por acaso, foi assim que a inflação surgiu no artigo [2], como uma solução para os
problemas do horizonte e platitude, além de procurar resolver o excesso de monopolos magnéti-
cos da teoria SU(5). Agora que já apresentamos o modelo FRW em seus detalhes matemáticos,
iremos descrever como estes problemas emergem neste contexto.

I. Problema do Horizonte

Como vimos na fig. 1.3, o problema do horizonte resume-se a como explicar a termalização
de regiões distantes que não tiveram tempo de entrar em contato causal desde o Big Bang. A
CMB apresenta um aspecto termalizado, algo inesperado dadas condições iniciais arbitrárias
para um gás ideal.

O região comóvel em contato causal com um evento em t = 0 num universo plano tem raio

5Assim é o caso da inflação caótica eterna, bastante mencionado na literatura
6Embora nada impeça que tal regime seja gerado por outros tipos de campos tensoriais.
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dado pela eq. (2.8):

x =
∫ a

0

da
Ha2

=
1

H0

∫ a

0

da

Ω
1/2
i (a)a2

que, usando (2.15), nos dá

x ∝

{
a Radiação

a1/2 Matéria

Portanto, a distância causal do Big Bang até a última superfície de espalhamento é xCMB ∼
a(tCMB), enquanto que a região observada da CMB hoje é de x0 ∼ 1−a1/2(tCMB)≈ 1, dado que
1� atCMB . Logo, x0 � xCMB e a região observável hoje é bem maior que a possível região
termalizada.

II. Problema da Homogeneidade

Os cosmólogos supõem que o universo primordial era bem mais homogêneo do que hoje
baseado nas observações da CMB. As variações de densidade na última superfície de espal-
hamento são da ordem de 10−5. Por outro lado, como já discutido, a tendência local da gravi-
dade é acumular matéria num ponto, tendendo a uma singularidade dependendo da distribuição
de velocidades locais. De fato, este comportamento singular das soluções gravitacionais foi
inicialmente descartado por ser considerado anômalo. Entretanto, na década de 60, devido aos
teoremas topológicos de Hawking e Penrose, descobriu-se que a formação de singularidades é
um comportamento ubíquo nas soluções da RG e o surgimento de singularidades é natural na
teoria clássica.

III. Problema da Platitude

O problema da platitude, como já foi dito, é resultado de Ω = 1 ser um ponto fixo instável
da equação de Friedmann (2.19), pois o raio de Hubble comóvel H−1/a ∝ t1+3w decresce com
o tempo dado que w > −1/3, isto é, para conteúdos de matéria obedecendo a condição de

energia forte. Logo, Ω→ 1 quando t→ 0. Por outro lado, vimos que o Universo mesmo hoje
ainda é quase plano, implicando numa enorme platitude no universo primordial. O fato desta
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Figura 2.5 A diminuição do horizonte comóvel (Ha)−1 mostra como inflação supostamente resolve o
problema do horizonte. A região que hoje é vista como homogênea estava fora do horizonte na época da
CMB. Entretanto, não existe justificativa clara para a termalização anterior da região homogênea. Figura
adaptada de [9].

configuração ser instável em evoluções normais leva os cosmólogos a crerem que tal situção
requer um ajuste fino das condições iniciais do universo.

Em suma, os problemas do Big Bang geram uma dificuldade no poder preditivo do modelo
cosmológico padrão pelo fato das condições iniciais parecerem ter sido escolhidas por um
criador cósmico, já que não são previstas nem no contexto da RG, nem no contexto da física
de partículas. Como não é possível estabelecer condições iniciais precisas, os cosmólogos se
contentariam com uma explicação termodinâmica das observáveis.

Uma análise crua dos problemas acima indica uma solução simples: fazer com que H−1/a

diminua com o tempo em vez de aumentar. Desta forma, o ponto fixo passa de instável para
estável e a diminuição do horizonte comóvel permitiria uma homogeneização do universo en-
globando uma região termalizada antes da inflação. De fato, não é difícil mostrar que

d
dt

(
H−1

a

)
< 0 ⇔ ä > 0 ⇔ ρ +3P < 0 . (2.30)

Não por acaso, a eq. (2.30) apresenta três definições equivalentes para um período acelerado do

universo. Em particular, inflação corresponde ao período de expansão exponencial equivalente
ao caso w =−1.
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Figura 2.6 Diagramas conformes de um universo com Big Bang, que apresenta singularidade no pas-
sado, e de um universo sofrendo inflação, não apresentando singularidade. Adaptado de [28].

Vejamos com mais detalhes como se dá a evolução de escalas no período inflacionário para
entendermos melhor a resolução do problema do horizonte. A análise da estrutura causal de um
espaço-tempo pode ser simplificada se usarmos o tempo conforme, cuja expressão é idêntica
a (2.8). Esta transformação deixa a métrica na forma ds̄2 = a2(t)ds2 e, portanto, como toda
transformação conforme, deixa raios de luz invariantes. Na fase de de Sitter, H é constante, e,
portanto, o tempo conforme é dado por

τ = H−1
∫ da

a2

=−H−1

a
, (2.31)

cuja imagem é −∞ < τ < 0, como mostrado na fig. 2.6, sendo que a inflação supostamente
termina antes de a→ ∞. Note que o domínio da transformação é −∞ < t < ∞, implicando na
ausência de singularidade no espaço-tempo em evidente contraste com a solução tipo Big Bang,
que apresenta uma singularidade no passado. De fato, de acordo com (2.16), o espaço-tempo
apresentará singularidade no passado se w > −1/3. Assim, sem a singularidade no passado,
há tempo das regiões mais distantes dentro do horizonte observável terem entrado em contato
e termalizarem.

Podemos citar pelo menos duas dificuldades com as resoluções dos problemas acima. Primeira-
mente, a terceira definição de inflação exige a presença de um fluido exótico desconhecido que
não obedece a condição de energia forte. No entanto, extensões do modelo padrão de partículas
e os campos moduli de teoria de cordas formam um conjunto abudante de possíveis candidatos
a inflaton, embora não seja fácil encontrar um bom candidato com as propriedades requeridas.
Em segundo lugar, pode-se argumentar que o problema do horizonte é apenas parcialmente
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resolvido dado que a questão da termalização da região observável é deixada para o período
pré-inflacionário, o universo pode ter começado num tempo qualquer no passado.

2.6.2 Modelo φ -FRW

A dinâmica de um campo escalar φ minimamente acoplado com gravidade é gerada pela
extremização da seguinte ação:

S =
∫

dx4√−g
(

1
2

R+Lφ

)
, (2.32)

tal que R é o escalar de curvatura, a métrica tem signatura (− + ++) e

Lφ =−1
2

gab
∇aφ∇bφ −V (φ) , (2.33)

é a lagrangiana do campo escalar. Note a escolha do sinal negativo na frente do termo cinético
devido à signatura da métrica.

Usando a definição covariante do tensor energia-momento (ver, por exemplo, [22]),

Tab =− 2√
−g

δSφ

δgab ,

obtemos
Tab = ∇aφ∇bφ −gab

(
1
2

gcd
∇cφ∇dφ +V (φ)

)
. (2.34)

Devido à homogeneidade da métrica FRW, é razoável supor que φ = φ(t). Assim, o tensor
energia-momento pode ser reescrito em coordenadas comóveis como

Tµν = φ̇
2uµuν −gµν

(
1
2

φ̇
2 +V (φ)

)
.

A eq. (2.10) implica que T 0
0 =−ρ e T i

i = P, e, aplicando isto acima temos

ρ =
1
2

φ̇
2 +V (φ) , (2.35)

P =
1
2

φ̇
2−V (φ) . (2.36)

Por enquanto, não temos uma equação de estado bem definida, pois para cada valor de ρ fixo, a
pressão P não está univocamente determinada. Como nosso objetivo é obter ä > 0, é necessário
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que w = P
ρ

<−1/3 ⇒ φ̇ 2 < V (φ). Portanto, inflação ocorre quando o potencial V (φ) domina
a energia cinética 1

2 φ̇ 2.

As equações de movimento do modelo φ -FRW podem ser obtidas extremizando a ação
(2.32) com relação à métrica ou, mais facilmente, substituindo (2.35) e (2.36) nas equações
(2.12) e (2.14):

H2 =
1
3

(
1
2

φ̇
2 +V (φ)

)
− κ

a2 , (2.37)

φ̈ +3Hφ̇ +V,φ = 0 , (2.38)

onde V,φ ≡ dV/dφ . Essas são as equações básicas para se tratar inflação. Note que (2.38) é a
equação de Klein-Gordon na métrica FRW. A eq. (2.38) equivale a de um oscilador harmônico
amortecido pela expansão do universo devido ao parâmetro H no caso V (φ) = 1

2m2φ 2 ou para φ

próximo de um mínimo do potencial. Os regimes interessantes do modelo podem ser entendi-
dos essencialmente através desta equação. As equações acima podem ser entendidas como três
equações ordinárias de 1ª ordem definidas no espaço de condições iniciais (H,φ , φ̇). Iremos
mais a fundo na análise do espaço de fase no cap. 3 em que apresentaremos a medida canônica
dos universos.

Uma outra equação interessante para a análise do sistema pode ser obtida derivando-se
(2.37) com relação ao tempo e usando (2.38):

Ḣ =−1
2

φ̇
2 +

κ

a2 (2.39)

Note que H(t) atinge um máximo quando Ḣ = 0, isto é, no caso plano, quando φ̇ 2 = 0 e,
portanto, a taxa de expansão é máxima nesse caso. É possível ver também nesta equação que
a tendência natural de H(t) é decrescer com o tempo, a não ser no caso acima ou quando a(t)
e φ̇ forem pequenos o suficiente. Isto significa que, mesmo com V (φ) = 0, podemos ter um
período inflacionário gerado pela alta curvatura do universo.

2.6.3 Aproximação Slow-Roll

Para que haja um período acelerado no universo, como vimos, temos que ter φ̇ 2 <V . Entre-
tanto, existe um período acelerado ideal, no qual a taxa de expansão é máxima e a(t) ∝ exp(Ht),
o chamado período de Sitter ou inflacionário, equivalente a uma época dominada pela constante
cosmológica. A ideia da aproximação slow-roll é se aproximar ao máximo deste período ideal.
Então, para gerar o máximo de inflação possível, a energia potencial deve dominar sobre a en-



38 CAPÍTULO 2 MODELO COSMOLÓGICO PADRÃO E A SOLUÇÃO INFLACIONÁRIA

ergia cinética e o termo inercial do campo deve ser pequeno o suficiente para haver o tempo de
inflação necessário:

φ̇
2�V (φ) (2.40a)

|φ̈ | � |3Hφ̇ |, |V,φ | (2.40b)

Definindo os parâmetros de slow-roll como

ε(φ)≡ 1
2

(
V,φ

V

)2

, (2.41a)

η(φ)≡
V,φφ

V
, (2.41b)

pode-se verificar que as condições (2.40) são equivalentes a ε, |η | � 1. Usando esta aproxi-
mação em (2.37) e (2.38), temos que

H2 ≈ 1
3

V (φ) , (2.42)

3Hφ̇ ≈−V,φ . (2.43)

Note que as condições de slow-roll (2.41) são necessárias, mas não suficientes para que (2.40)
sejam satisfeitas. Ela restringe a forma do potencial não necessariamente restrigindo o valor
de φ̇ , resultado de reduzirmos a ordem do sistema FRW para 1. Supõe-se que a inflação acaba
quando ε ≈ 1. As condições de slow-roll podem ser feitas precisas no formalismo de Hamilton-
Jacobi da inflação, delineado abaixo.

A conexão entre ä > 0 e as condições de slow-roll é facilmente entendida se usarmos (2.42)
e (2.43) na expressão abaixo:

ä
a

= H2
(

1+
Ḣ
H2

)
≈ H2(1− ε) , (2.44)

que é claramente positivo para ε � 1.

Naturalmente, para que inflação resolva os problemas do Big Bang, ela deve ocorrer por um
período suficiente de modo que o horizonte comóvel adentre a região termalizada. É costume
usar o número de e-foldings como parâmetro de duração da inflação

N = ln
(

a f

ai

)
=
∫ t f

ti
Hdt ≈

∫
φi

φ f

V
V,φ

dφ , (2.45)
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onde a última expressão decorre da aproximação slow-roll.

2.6.4 Formalismo de Hamilton-Jacobi da Inflação

As condições de slow-roll acima não são exatas e não permitem um ajuste mais preciso
das condições para a inflação ocorrer. No artigo [29], os autores apresentam uma maneira
de tratar as não-linearidades surgidas no tratamento das perturbações de vários campos e da
métrica geradas no período inflacionário. Tal tratamento permite uma definição exata para o
fim da inflação. No que segue, apresentaremos o caso mais simples de uma métrica FRW plana
acoplada com apenas 1 campo.

A essência do método está em notar que, em fez de descrever a inflação através do potencial
V (φ), podemos obter equações exatas para o parâmetro de Hubble H(φ), onde o campo φ é
interpretado como a variável tempo. A relação entre φ e o tempo decorre da eq. (2.39), pois,
supondo que φ̇ 6= 0, podemos dividir a equação por φ̇ e obter

φ̇ =−2H,φ . (2.46)

Substituindo este resultado na eq. (2.37), temos uma equação similar a de Hamilton-Jacobi:

(H,φ )2− 3
2

H2 =−1
2

V (φ) . (2.47)

Antes tinhamos um sistema com 3 equações de 1ª ordem dependentes de duas variáveis (a,φ)
que foi agora reduzido para duas equações de 1ª ordem dependentes de φ . De fato, em geral, H

deve ser uma função de (φ ,a) ou de (φ , t), mas, como mostra a eq. (2.46), H é função apenas
de φ no caso plano. Isto significa que, achada a solução H(φ), podemos integrar (2.46) ob-
tendo φ(t) e, consequentemente, H(t) cuja integração leva a a(t) ou a(φ). Portanto, a variável
dinâmica relevante no caso plano é apenas φ e o espaço de fase (φ , φ̇).

Como inflação é um fenômeno caracterizado principalmente por seu caráter geométrico,
impor condições sobre H(φ) parece ser mais apropriado do que em V (φ). Os parâmetros de
slow-roll de Hamilton-Jacobi podem ser definidos como

εH ≡ 2
(

H,φ

H

)2

, (2.48a)

ηH ≡ 2
H,φφ

H
. (2.48b)
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Note que o primeiro parâmetro de slow-roll pode ser reescrito como

εH = 2
(

H,φ

H

)2

= 3− V
H2 por (2.47)

=
φ̇ 2/2

φ̇ 2/2+V
por (2.37)

=
3
2

P+ρ

ρ

εH =
3
2
(1+w) .

Como w < −1/3 é a condição para haver um período acelerado, podemos dizer precisamente

que há inflação quando εH = 0. Além disso, o segundo parâmetro pode ser escrito na forma

2
H,φφ

H
=− φ̈

Hφ̇
⇒ ηH = 3

(
φ̈

3Hφ̇

)
,

onde a primeira equação segue de (2.46).
Em suma, temos que

εH =
φ̇ 2/2

φ̇ 2/2+V
,

ηH = 3
(

φ̈

3Hφ̇

)
,

e, portanto, εH , |ηH | → 0 é equivalente à condição de slow-roll com ε e η . De fato, é possível
mostrar que, na aproximação slow-roll, εH → ε e ηH → η − ε . Por fim, podemos usar H(φ)
no número de e-foldings

N(φ) =−1
2

∫
φ f

φ

H
H,φ

dφ . (2.49)

onde usamos a relação (2.46).



CAPÍTULO 3

Generalidade da Inflação e o Problema da Medida

No capítulo anterior, vimos que o cenário inflacionário propõe resolver o problema das
condições iniciais do big bang e gerar o espectro de perturbações de densidade do universo
primordial1. Entretanto, o cenário inflacionário não se faz uma teoria devido a ainda presente
arbitrariedade em seus modelos. Existe a pretensão do inflaton ser gerado por algum modelo
de física de altas energias, mas a questão permanece elusiva. Além dos problemas com sua
declarada arbitrariedade, nem todos os cientistas estão convencidos que modelos inflacionários
não necessitam de condições especiais. Neste capítulo iremos analisar o grau de generalidade
das órbitas inflacionárias no espaço de fase do modelo φ -FRW. Revisaremos as principais ten-
tativas de se definir uma medida de probabilidade com relação às condições iniciais do modelo
clássico. A ideia é deduzir, dadas condições iniciais iguais a priori, qual a probabilidade de
termos um universo que infla.

Como vimos na seção 2.6.1, os problemas do big bang são resolvidos através de um mecan-
ismo dinâmico que estabelece as condições iniciais do modelo, mas deixa de lado a sensibil-
idade das condições da própria inflação, como, por exemplo, na questão da existência prévia
de uma região com simetria Robertson-Walker. De fato, esta crítica, entre outras, foram enfati-
zadas por Wald e Hollands em seu artigo [30]. O principal resultado do artigo foi um simples
modelo não-inflacionário, considerado artificial pelos autores, gerando um espectro livre de
escala, único resultado realmente válido da inflação, de acordo com os autores.

Outro comentário no artigo foi sobre o disseminado caráter genérico da inflação. De acordo
com os autores, não existe motivo forte para se esperar que o estado de equilíbrio do universo
seja igual ao de um gás ideal, pois o caráter puramente atrativo da gravidade deve gerar um
universo assintoticamente inomogêneo. Supondo um universo fechado, dado que este se ini-
cie num big bang inflacionário, é difícil imaginar, segundo [30], que o campo escalar suba o
potencial novamente num período de “deflação” no big crunch. Portanto, deflação seria er-
godicamente pouco provável e, portanto, como a evolução da equação de Einstein é simétrica
no tempo, a inflação deveria ter a mesma pequena probabilidade da deflação.

Kofman et al [31] produziram uma réplica ao artigo de Wald e Hollands. Na réplica, os au-

1Ver Apêndice B

41
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tores ressaltaram que inflação é dinamicamente provável devido ao “atrator inflacionário”, que
veremos abaixo, e o caráter irreversível da inflação devido ao processo de criação de partícu-
las na época do reaquecimento. Evidentemente, enquanto os modelos inflacionários estiverem
atrelados às suas várias possíveis formulações, potenciais e não se condensarem em uma teoria
inambígua, será difícil por um fim nessas questões.

Existem duas maneiras correntes de analisar a generalidade de um período inflacionário.
A mais discutida na literatura é aquela apresentada na seção 1.3, na qual se considera que
inflação pode acontecer em instantes e regiões diferentes do espaçotempo. Tenta-se, portanto,
definir uma medida no volume do multiverso de possíveis vácuos ou condições iniciais da
inflação caótica. Uma via muito menos ambiciosa explorada na literatura, se resumindo a
alguns poucos artigos ao longo de cerca de 30 anos, é a análise do multiverso clássico, isto é,
o ensemble gerado pelas condições iniciais no espaço de fase dos modelos inflacionários. Esta
abordagem procura responder, dado que a inflação tenha ocorrido numa escala ρ .M4

pl , qual
a probabilidade do universo inflar em sua evolução. Ambas as questões, nos dois multiversos
possíveis, são frequentemente referidas como o problema da medida em cosmologia.

Possivelmente, a primeira análise do tipo foi feita em 1985 por Belinskii, Grischuk,
Zel’dovich e Khalatnikov em [32], na qual os autores concluiram que inflação é algo genérico
nos modelos. Papel crucial na análise foi o caráter atrativo das órbitas dos modelos infla-
cionários, atualmente chamado de atrator inflacionário. Em 1987, motivados por esse artigo,
Gibbons, Hawking e Stewart [33] usaram a medida natural induzida pela estrutura simplética
do espaço de fase de sistemas hamiltonianos para concluir que inflação realmente seria algo
provável classicamente. Revisaremos essa abordagem na seção 3.2. Um ano depois, Hawking
e Page [34] publicaram um artigo utilizando a mesma medida para concluir que as probabili-
dades de inflação e deflação seriam ambíguas por serem divergentes. Recentemente surgiram
abordagens renovadas do problema da medida baseados no príncipio da indiferença de Laplace
ou príncípio da informação mínima [35, 36].

Curiosamente, Hawking [37] já havia endereçado a questão da probabilidade de ocorrer
inflação num tratamento semiclássico de φ -FRW usando a função de onda do universo [38]. No
próximo capítulo, apresentaremos a abordagem semiclássica atráves da equação de Wheeler-
DeWitt.
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3.1 Atrator Inflacionário

Nesta seção iremos analisar o espaço de fase do modelo φ -FRW exposto na seção 2.6.2
com um potencial V (φ) = 1

2m2φ 2. Neste caso, de acordo com (2.35) e (2.36), a densidade e
pressão do campo são dadas por

ρ =
1
2

φ̇
2 +

1
2

m2
φ

2 , (3.1)

P =
1
2

φ̇
2− 1

2
m2

φ
2 . (3.2)

Podemos dizer que há três regimes possíveis na dinâmica:

i) φ̇ 2� m2φ 2 ⇒ P =−ρ Regime de Sitter

ii) φ̇ 2� m2φ 2 ⇒ P = ρ Regime Rígido

iii) 〈φ̇ 2〉t ∼ 〈m2φ 2〉t ⇒ 〈P〉t = 0 Regime tipo Poeira ,

onde 〈 ·〉t significa uma média temporal. Estes regimes são essencialmente consequência da
equação de movimento do campo φ , que é a equação do oscilador harmônico amortecido. As
equações de movimento de FRW (2.13) e (2.14) ficam

Ḣ +H2 =−1
3

(
φ̇

2− 1
2

m2
φ

2
)

(3.3)

φ̈ =−3Hφ̇ −m2
φ , (3.4)

estão definidas no espaço de condições iniciais (φ , φ̇ ,H) e obedecem ao vínculo hamiltoniano2

dado pela equação de Friedmann (2.37)

H2 =
1
6
(
φ̇

2 +m2
φ

2)− κ

a2 . (3.5)

Usando (3.5) em (3.3), temos que

Ḣ =−1
2

φ̇
2 +

κ

a2 . (3.6)

Esta equação implica que H é uma função monótona nos casos κ = 0,−1 e, portanto, que as
órbitas só cruzam superfícies de H constante uma única vez.

2Para uma explicação mais aprofundada dessa nomenclatura, ver cap. 4.
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z

x

y

Expansão (H > 0)

Contração (H < 0)

Figura 3.1 Restrições no espaço de fase.

Definindo as variáveis (x,y,z,η)

φ =
√

6x, φ̇ =
√

6my, H = mz, t =
η

m

o sistema acima pode ser reescrito como
xη = y ,

yη =−x−3zy ,

zη = x2−2y2− z2 ,

(3.7)

onde zη = aη/a é o parâmetro de Hubble. Já o vínculo (3.5) torna-se

x2 + y2− z2 =
κ

m2a2 . (3.8)

Quando κ = 0, o vínculo acima define um cone no espaço de fase (ver fig. 3.1) e o movimento
limita-se a este cone. Nos casos κ =−1,+1, é fácil ver que as órbitas permanecem dentro do
cone e fora do cone, respectivamente, por (3.8). Note que, nos casos κ =−1,0, o sinal de H não
pode mudar, correspondendo a universos que sofrem apenas expansão ou contração. Também
de acordo com a mesma equação, vemos que a origem do gráfico corresponde a a(t)→ ∞.
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Figura 3.2 Espaço de fase fica reduzido ao plano (x,y) no caso plano. O campo vetorial em azul mostra
como as órbitas tendem às assíntotas em y =±1/3, nas quais o regime de Sitter acontece. Assintotica-
mente as órbitas tendem à espiral em torno da origem, passando a um regime tipo poeira.

Para compreendermos o aspecto qualitativo do sistema, vamos nos restringir ao caso plano
em expansão, κ = 0, H > 0. Uma análise mais completa desse sistema pode ser encontrada
nos artigos originais [32, 39] e no artigo mais recente [40]. Usando o vínculo (3.8), reduzimos
a dimensão do sistema (3.7) para dois:{

xη = y ,

yη =−x−3y
√

x2 + y2 .
(3.9)

O espaço de fase correspondente ao sistema reduzido encontra-se na fig. 3.2, na qual fica claro
o porque do termo atrator. As trajetórias tendem à espiral estável na origem, único ponto fixo
do sistema, assintotando as retas y =±1/3.

Usando coordenadas polares, o sistema (3.9) fica{
rη =−3r2 sen2

θ

θη =−1−3r senθ cosθ ,
(3.10)
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mostrando que o centro é realmente estável, pois rη ≤ 0. No limite assintótico η → ∞, equiv-
alente a r→ 0, temos que θη ≈ −1 e, portanto, θ ≈ −η . Substituindo na equação para rη ,
obtemos a solução assintótica:

r ≈ 2
3η

(3.8)⇒ z =
aη

a
=

2
3η
⇒ a ∝ η

2/3 ,

correspondente a solução tipo poeira, como esperado no regime iii) acima. Fisicamente, este
seria o regime final da inflação, a fase de reaquecimento, onde o campo φ comporta-se como
um oscilador harmônico amortecido.

Vejamos o que acontece no sistema nos dois outros regimes:

i) y2� x2 (Regime de Sitter)

Neste caso, z≈ |x|, e, portanto, {
xη = y ,

yη =−(1±3y)x
(3.11)

Nas assíntotas horizontais da fig. 3.2, temos que yη � x e, portanto, pela equação acima,
y∗ ≈∓1/3. Assim,

φ(t) =∓
√

2
3

mt ; H(t) =−1
3

m2t ,

com t começando de −∞.

ii) y2� x2 (Regime rígido)

Neste caso, z≈ |y|, e, portanto,
xη = y ,

yη =∓3y2 ⇒ y =± 1
3η

⇒ z =
1

3η
e x =±1

3
lnη ,

isto é,

φ(t) =±
√

2
3

ln
(

t
t0

)
; H(t) =

1
3t

com t0 arbitrário e t0 < t < ∞.
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Iremos agora fazer algumas estimativas com relação à solução inflacionária. Sem perda de
generalidade, consideremos o caso x > 0. Primeiramente, note que z≈ x e (3.11) implicam que

z =
aη

a
≈−

yη

1+3y

⇒
a(t f )
a(ti)

≈
[

φ̇(ti)− φ̇∗
φ̇(t f )− φ̇∗

]1/3

, (3.12)

Por outro lado, dividindo as duas equações em (3.11), obtemos

y
y− y∗

dy =−3xdx

−
∫

φ̇

φ̇ − φ̇∗
dφ̇ = m

√
3
8

φ
2

⇒ (φ̇ − φ̇∗)e−φ̇/φ̇∗ ∝ e3φ 2/4

Como, neste caso, φ̇ ∼ φ̇∗ ⇒ e−φ̇/φ̇∗ ∼ 1, podemos escrever que (φ̇− φ̇∗) ∝ e3φ 2/4. Substituindo
este resultado em (3.12):

a(t f )
a(ti)

= exp [(φ 2
i −φ

2
f )/4]

O período inflacionário termina quando m2φ 2 ∼ φ̇ 2
∗ , isto é, quando φ f ∼

√
2/3. De acordo

com [9], para satisfazer as observações costuma-se estimar que a inflação deve durar cerca de
60 e-folds. Logo,

(φ 2
i −φ

2
f )/4∼ 60

φi ∼ 2
√

60 .

Como estamos fazendo Mpl = mpl/
√

8π = 1 e φ tem unidade de massa, temos que

φi ∼ 2

√
60
8π

mpl ⇒ φi ∼ 3mpl , (3.13)

que é, portanto, o raio mínimo para ocorrer inflação3. Este valor nos permite fazer uma esti-
mativa da região no espaço de fase que não infla o suficiente, dado que a inflação se inicie na
escala de Planck. De acordo com a fig. 3.3, ∆L∼ 6mpl e dado que o comprimento da esfera de

3Note que, apesar desta estimativa estar acima da escala de Planck, a energia potencial escala com m2m2
pl e,

portanto, m < mpl permite uma densidade de energia menor que m4
p.
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Figura 3.3 Desenho do espaço de fase (φ , φ̇) truncado na esfera de Planck ρ ∼ m4
pl . Trajetórias que

não inflam o suficiente estão dentro da região hachurada na qual φ . 3mpl .

Planck é L ∼ 2πφpl ∼ 2πm2
pl/m, podemos estimar a densidade das soluções que não inflam o

suficiente se usarmos probabilidades iguais a priori na esfera de Planck:

∆L
L
∼ m

mpl
. (3.14)

A massa do campo escalar pode ser estimada através dos resultados obtidos no apêndice B para
flutuações de densidade geradas na inflação. De acordo com a seção B.1.2, ∆S ∼ V 3/2

V,φ
. Usando

a estimativa do espectro ∆S ∼ 10−5 citada em (B.31), obtemos

V 3/2

V,φ

∣∣∣∣
k=aH

∼ mφ
2
H ∼ 10−5 . (3.15)

Cálculos feitos em [4] indicam que, na época da saída do horizonte, φH ∼ 10 e, portanto,
estima-se que m∼ 10−7 em escalas naturais, isto é, m∼ 10−7mpl . Logo, podemos estimar que

∆L
L
∼ 10−7 , (3.16)

indicando que a inflação parece ser algo inevitável no modelo em questão.
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3.2 Medida Canônica no Espaço de Fase

A discussão do atrator inflacionário acima nos levou à conclusão de que inflação parece ser
algo genérico no espaço de fase clássico. Entretanto, a suposição de probabilidades iguais a

priori na esfera de Planck é algo não muito genérico, pois não existe uma teoria garantindo
a escala inicial da inflação ou garantindo a suposição de probabilidades iguais. A abordagem
tomada por Gibbons et al em [33] procura definir uma medida no espaço de fase de maneira
mais formal e precisa para resolver a questão da generalidade das órbitas inflacionárias proposta
em [32]. Nesta seção, iremos revisar a medida canônica no espaço de fase e sua aplicação.

3.2.1 Construção da Medida

Sistemas hamiltonianos são sistemas dinâmicos definidos no espaço de fase. Veremos
abaixo que o modelo φ -FRW pode ser visto como um sistema dinâmico 4-dimensional com
um vínculo dado pela eq. (2.37), que pode ser entendido como a energia total do sistema. O
que foi mostrado em [33] é que sistemas hamiltonianos têm um elemento de volume natural
no espaço de fase definido através das equações de movimento ou, na linguagem de sistemas
dinâmicos, definido pela estrutura simplética do espaço de fase. Esse elemento de volume é
uma medida da densidade de órbitas na variedade gerada pela dinâmica e pode, portanto, ser
interpretado como uma medida de probabilidades iguais a priori no espaço de fase. Isto sig-
nifica que estamos definindo uma medida de informação mínima, isto é, com grau de ignorância
máximo, de acordo com o princípio da indiferença de Laplace. Segundo [33], tal medida deve
obedecer as seguintes importantes propriedades:

(i) Ser positivo definida;

(ii) Independer da escolha da superfície de Cauchy4 e das variáveis descrevendo o espaço de
fase;

(iii) Ser construida apenas usando as simetrias do sistema dinâmico, isto é, sem usar su-
posições ad hoc como, por exemplo, cutoffs na escala de Planck.

Vamos construir a medida canônica e mostrar que realmente apresenta tais propriedades.

4Superfície apropriada para imposição das condições iniciais
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Figura 3.4 Órbitas do campo vetorial V µ geram uma variedade n-dimensional θ embebida em M. Duas
hipersuperfícies, Σ e Σ′, cortam o fluxo gerando duas superfícies, S e S′.

3.2.1.1 Estrutura Simplética e o Espaço de Fase

Dada uma variedade n-dimensional M, considere um sistema dinâmico n-dimensional in-
dependente do tempo5 em M:

dxµ

dt
= V µ(x1, . . . ,xn) , (µ = 1, . . . ,n) . (3.17)

onde xµ : M→Rn são coordenadas locais6 em M e V µ : M→R são funções de classe C∞(M).
Podemos ver a evolução do sistema de duas formas usando uma família de difeomorfismos a um
parâmetro φ : R×M→M; globalmente, se fixarmos um dado t ∈ R, como um difeomorfismo
φt : M → M, ou, localmente, a partir das órbitas geradas por φt(p) : R → M, resultado da
integração de (3.17) para um dado p ∈M inicial. Por isso, chamamos o vetor V de gerador das

órbitas φt . Além disso, pelo teorema da existência e unicidade das soluções, sabemos que existe
apenas uma órbita passando por um dado p ∈M e, portanto, cada ponto em M corresponde a
uma solução única. Por fim, dado que o sistema dinâmico acima tenha um vínculo algébrico
C = 0, a evolução fica limitada a uma variedade (n-1)-dimensional θ , conforme a fig. 3.4.

No caso de interesse do sistema dinâmico (3.17), definimos uma medida µ : S→ R numa

5Note que todo sistema de EDOs não-autônomo (n− 1)-dimensional pode ser convertido num sistema
autônomo n-dimensional se escolhermos xn ≡ t.

6Note que, mais precisamente, na definição (3.17), deveríamos escrever xµ ≡ (ψ ◦C) : R→ Rn, tal que C :
R→M é uma curva suave em M e ψ : (O⊂M)→ (U ⊂ Rn) corresponde a uma carta em M.
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hipersuperfície S de θ como
µ(S) =

∫
S

ω (3.18)

onde ω é uma (n−2)-forma em S. Para que a medida seja independente da superfície S, temos
que impor µ(S) = µ(S′), isto é, ∫

S
ω =

∫
S′

ω . (3.19)

Dado que S′ = φtS, podemos usar o pullback φ∗t para obtermos o seguinte resultado7:∫
S′

ω =
∫

φtS
ω

=
∫

S
φ
∗
t ω

⇒ ω = φ
∗
t ω , (3.20)

onde usamos (3.19) na última linha. Por fim, esta última condição é equivalente a

£V ω = 0 , (3.21)

onde £V é a derivada de Lie de ω com relação ao campo vetorial V gerador das órbitas φt . Uma
p-forma que obedeça uma das três condições equivalentes (3.19), (3.20) ou (3.21) é dita um
invariante integral.

Uma estrutura simplética numa variedade 2n-dimensional M2n é definida como uma 2-
forma ω2 que seja fechada e não degenerada, isto é, respectivamente,

dω
2 = 0 e ∀ ξ , ∃ η : ω(ξ ,η) 6= 0 ,

onde ξ ,η ∈ TpM e a dupla (M2n,ω2) forma o que chamamos de variedade simplética. Pelo
Teorema de Darboux [41], é sempre possível achar coordenadas locais (pi,qi) numa variedade
simplética tal que a estrutura simplética seja dada por

ω
2 =

n

∑
i=1

d pi∧dqi . (3.22)

Suponha que o sistema dinâmico (3.17) seja hamiltoniano. Isto significa que está definido
num espaço de fase 2n-dimensional Γn , mapeado por n coordenadas generalizadas qi e por
seus n momentos conjugados pi = ∂L/∂ q̇i, onde L é a lagrangiana do sistema. Nos referimos

7Note que o pullback, neste caso, equivale a uma mudança de coordenadas em M.
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a 2n-upla (p,q)≡ (pi,qi) como um ponto em Γn. Como o sistema considerado é independente
do tempo, a hamiltoniana é naturalmente constante, correspondendo a um vínculo algébrico
H(p,q) = 0 no sistema dinâmico8, restringindo a evolução a uma hipersuperfície θ . A evolução
do fluxo hamiltoniano obedece às equações de Hamilton

dqi

dt
=

∂H
∂ pi

,
d pi

dt
=−∂H

∂qi , (i = 1 . . .n) (3.23)

e, portanto, o gerador das curvas integrais no espaço de fase VH é dado por

VH =−∂H
∂qi

∂

∂ pi
+

∂H
∂ pi

∂

∂qi , (3.24)

onde passamos a usar a convenção de soma de Einstein. Naturalmente, podemos verificar que
a hamiltoniana é conservada ao longo das órbitas tomando a derivada de Lie da mesma

£VH H(p,q) = VH(H) =
∂H
∂ pi

∂H
∂qi −

∂H
∂qi

∂H
∂ pi

= 0.

De acordo com um teorema mostrado em [41], todo agregado cotangente T ∗M =
⋃

p∈M T ∗p M

possui uma estrutura simplética natural, isto é, construida apenas através da projeção natural
f : T ∗M → M. Podemos resumir a demonstração deste teorema com as seguintes consider-
ações: (a) T ∗M é 2n-dimensional e pode ser mapeado por coordenadas locais (p,q); (b) Uma
1-forma em M pode ser escrita nessas coordenadas como ω1 = ∑i pidqi; (c) Por fim, a derivada
exterior ω2 = dω1 = ∑i d pi∧ dqi nos dá uma estrutura simplética natural em T ∗M, da forma
(3.22). Como o espaço de fase Γn é um agregado cotangente, os teoremas citados acima garan-
tem que existe uma estrutura simplética natural ωn em Γn dada por (3.22).

A estrutura simplética do espaço de fase nos permite definir uma forma-volume em Γn como
a n-ésima potência de ωn, isto é, Ωn ∝ (ωn)n, que pode ser feita positivo-definida multiplicando-
se por uma constante apropriada dependente de n, satisfazendo, assim, a condição (i) acima.
A condição (iii) acima também é satisfeita por essa medida dado que sua construção é natural,
isto é, independe de suposições externas ao sistema dinâmico. Assim, resta apenas mostrarmos
que Ωn é um invariante integral, respeitando a condição (ii). Para isso, basta mostrarmos que
a estrutura simplética ωn é um invariante integral, pois, dado um pullback φ∗, uma p-forma
ω ∈Ωp(M) e uma q-forma η ∈Ωq(M), a seguinte propriedade segue da definição de pullback:

φ
∗(ω ∧η) = φ

∗
ω ∧φ

∗
η (3.25)

8Que, como veremos, corresponde ao caso da RG.
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Portanto, se a estrutura simplética ωn é um invariante integral, então, por (3.20) e (3.25), (ωn)n

também o é.

Entretanto, como vimos acima, nós não queremos uma medida em Γn, mas, sim, na hiper-
superfície de energia constante θ onde ocorre a evolução do sistema hamiltoniano. Para isso,
basta aplicarmos o pullback φ∗1 : Ωp(Γn)→ Ωp(θ) em ωn. Na prática, o teorema de Darboux
nos garante que podemos mapear Γn usando novas coordenadas (Pi,Qi) tal que Pn = H(p,q) e,
por (3.23) , Qn = t. Assim,

ωn =
n−1

∑
i=1

dPi∧dQi +dH ∧dt

≡ ωn−1 +dH ∧dt , (3.26)

onde ωn−1 é a estrutura simplética natural no espaço de condições iniciais Γn−1, isto é, o
espaço de fase obtido com a restrição a uma hipersuperfície de t constante em θ . Note que,
as coordenadas originais se relacionam com as novas através de uma transformação canônica
(pi,qi)→ (Pi,Qi). Por fim, dado o pullback φ∗2 : Ωp(θ)→ Ωp(Γn−1), segue de (3.26) que
ωn−1 = φ∗2 φ∗1 ωn.

É possível mostrar que a restrição φ∗1 ωn é um invariante integral usando a seguinte identi-
dade

£VH (φ∗1 ωn) = iVH d(φ∗1 ωn)+diVH (φ∗1 ωn) , (3.27)

onde iV : Ωp(M)→Ωp−1(M) é a derivada interior com relação ao campo V . O primeiro termo
é zero pela naturalidade da derivada exterior e por ωn ser fechada:

d(φ∗1 ωn) = φ
∗
1 dωn = 0 .

Já o segundo termo necessita de uma pequena manipulação

iVH (φ∗1 ωn) = iVH ωn−1 + iVH (0∧dt)

= ωn−1(VH , ·)

=−
n−1

∑
i=1

∂QiHdQi +∂PiHdPi

=−dH
∣∣
θ

,

que é claramente zero em θ e, portanto, (3.27) é zero.

Definimos, então, uma 2-forma invariante em θ como ωC ≡ (ωn)|H=0 que, pelas consid-
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erações acima, gera um forma volume invariante Ωθ em θ . Além disso, podemos definir uma
forma volume numa hipersuperfície de tempo constante em Γn−1 como Ωn−1 ∝ (ωn−1)n−1

obedecendo £VH ΩM = 0, resultado equivalente ao teorema de Liouville em Γn−1. Note que,
como

ωC = ωn−1 +0∧dt ,

então, ΩM = Ωθ |t=const . Portanto, a medida procurada em Γn−1 é a restrição de Ωθ a uma
hipersuperfície de tempo constante.

Podemos interpretar a medida µ(S) =
∫

S Ωθ , tal que S ⊂ θ , como o fluxo de um “campo
magnético” B ≡ ?Ωθ , onde ? : Ωp(N)→ Ωn−p(N) denota o operador dual de Hodge numa
variedade métrica n-dimensional N. Note que, neste caso, N = Γn e a métrica é o delta de
Kronecker δab. Além disso, como Γn é 2n dimensional e Ωθ uma 2n-1 forma, B é uma 1-forma
em θ . Como Ωθ é fechada, temos que d ?B = 0 e, como consequência direta,

? d ?B = 0 ⇒ ∂aBa = 0 (3.28)

Assim, pelo teorema de Stokes, B é conservado em θ . Além disso, como dH = ωn−1(VH , ·) = 0
em θ , Ωθ (VH , ·) = ωn−1(VH , ·) = 0 e, portanto, (?B)(VH , ·) = 0. Em notação indicial, a última
igualdade pode ser escrita como

ε
ab

c...e f Ba(VH)b = 0 ⇒ B[a(VH)b] = 0 ou B∧VH = 0 ,

onde εab
c...e f é o tensor de Levi-Civita. Este resultado implica que B e VH são paralelos, indi-

cando que podemos entender B como um campo de fluxo das órbitas no espaço de fase.

Por fim, notamos que ΩM = dA globalmente, pois, como vimos acima, ωn−1 = d(pidqi)
e, portanto, existe uma definição natural para o “potencial vetor” A. Assim, podemos usar o
teorema de Stokes para reduzir a dimensão da integral da medida:

µ(S) =
∫

S
?B =

∫
∂S

A , (3.29)

que pode ser visto como uma generalização do teorema da circulação do cálculo vetorial.

3.2.2 Aplicação da Medida Canônica no Modelo φ -FRW

A RG é uma teoria invariante por difeomorfismos e, em particular, invariante por uma
reparametrização da coordenada tempo. A introdução de parâmetros explicitando essa reparametriza-
ção está na essência do formalismo ADM da RG, visto em detalhes no cap. 4. Na prática, para
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o modelo FRW, esta reparametrização é introduzida na métrica através da função lapso N(t):

ds2 =−N2(t)dt2 +a2(t)γi jdxidx j . (3.30)

Usando esta métrica na ação (2.32) e fazendo o volume espacial comóvel igual a 1, obtemos a
lagrangiana

L =− 3
N

aȧ2 +3Nκa+
1

2N
a3

φ̇
2−Na3V (φ) .

Assim, os momentos conjugados

pa =− 6
N

aȧ , pφ =
1
N

a3
φ̇ , (3.31)

nos permitem escrever a hamiltoniana do sistema

H = N

(
− p2

a
12a

+
p2

φ

2a3 +a3V (φ)−3κa

)
. (3.32)

Se encararmos N como uma variável do sistema, temos que pN = ∂L/∂ Ṅ = 0 e, portanto,
H = 0, correspondendo ao vínculo algébrico citado acima, equivalente à equação de Fried-
mann (3.5). A hamiltoniana nula é uma propriedade característica de sistemas hamiltonianos
invariantes por difeomorfismos [42, 43], como é o caso da RG. Assim, a função N pode ser
vista como um multiplicador de Lagrange na hamiltoniana que é, necessariamente, um vínculo
e, portanto, faremos N = 1 nas considerações abaixo sem perda de generalidade.

O espaço de fase de (3.32) é (pa, pφ ,a,φ), podendo ser reduzido para apenas 3 variáveis
usando o vínculo hamiltoniano. Seguindo [36], escolhemos eliminar pφ em (3.32) :

pφ =±
√

1
6

p2
aa2−2a6V (φ)+6a4κ . (3.33)

É conveniente trabalhar com as variáveis (H,λ ,φ), onde λ ≡ lna, H = λ̇ e, portanto, pλ =
apa =−6He3λ . Nessas variáveis,

ωC = (d pλ ∧dλ +d pφ ∧dφ)
∣∣∣
H =0

= e3λ (−6dH ∧dλ ±3
6H2−2V +4κe−2λ√

6H2−2V +6κe−2λ
dλ ∧dφ

± 6H√
6H2−2V +6κe−2λ

dH ∧dφ) .

(3.34)
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Neste caso, a dimensão do sistema é 4 e, portanto, n = 2 e Ωθ ∝ ωC. Consequentemente, ΩM

é a restrição de ωC a uma superfície de tempo constante. Podemos escolher uma das variáveis
(H,λ ,φ) representando o tempo, dado que a escolha da variável tempo é arbitrária. Esta es-
colha faz sentido desde que a variável escolhida seja monótona, pelo menos num intervalo bem
definido. Isto equivale a contar as órbitas de forma unívoca, isto é, escolher uma superfície na
qual as órbitas cruzem uma única vez. Por (3.6), sabemos que, nos casos κ = 0,−1, as órbitas
cruzam superfícies de H constante uma única vez, pois H é uma função monótona. Fazendo
H = HS = constante em (3.34) e integrando, obtemos a medida no espaço de condições iniciais
(λ ,φ):

µ(S) =
∫∫

S
3e3λ

6H2
S −2V +4κe−2λ√

6H2
S −2V +6κe−2λ

dφdλ . (3.35)

Esta integral diverge para λ → ∞ e, portanto, a medida não está bem definida. Semelhante
resultado foi obtido por Hawking e Page em [34], onde tentou-se calcular a razão entre órbitas
inflacionárias e não-inflacionárias. Os autores notaram que pode-se conseguir um resultado
finito nesta razão se calcularmos a integral acima para um dado λ finito e depois tomarmos o
limite λ → ∞. Entretanto, sendo ambas as medidas infinitas, a razão entre as órbitas depende
de como o limite é tomado, isto é, depende da escolha da superfície de Cauchy e de como a
medida é truncada. De fato, em [34], superfícies de Cauchy com ρ constante foram escolhidas
como exemplo, assim como no artigo do atrator inflacionário [32], e foi mostrado que a medida
das órbitas não-inflacionárias é pequena para ρ � m2, isto é, na esfera de Planck, e grande
para ρ � m2. Este exemplo explicita a ambiguidade envolvida no processo de truncagem de
medidas infinitas.

A proposta de Gibbons e Turok em [36] é que soluções com λ grande são fisicamente
indistinguíveis por serem planas, de acordo com a equação de Friedmann com H constante.
A ideia é impor um limite inferior ∆Ωκ no parâmetro de curvatura Ωκ = −κ/(e2λ H2

S ), que
tende a zero quando λ → ∞. Isto equivale a limitar a superfície S num valor λ = λm e, assim,
podemos usar o potencial vetor A = pλ dλ + pφ dφ para simplificar a integral da medida, como
feito em (3.29):

µ(S) =
∫

∂S
A

=
∫

λ=λm

pφ dφ +
∫

λ→−∞

pφ dφ + lim
φ→∞

[
−
∫

λm

−∞

pλ dλ

∣∣∣
φ>0

+
∫

λm

−∞

pλ dλ

∣∣∣
φ<0

]

=±
∫

∞

−∞

e3λm

√
6H2

S −2V +6κe−2λm dφ , (3.36)
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onde o segundo termo da segunda linha se anula pela dependência e3λ em pφ e os outros dois
termos são idênticos de sinais contrários dado que V (φ) é par. Este resultado pode ser obtido
diretamente se integrarmos (3.35) em λ até o valor limite λm. Para contarmos de forma correta
o número de órbitas, nos livramos da duplicidade do sinal de pφ multiplicando a medida acima
por 2. Assim,

µ(S) = 2
∫

a3|φ̇ |dφ ≡
∮

pφ dφ , (3.37)

resultado que corresponde ao invariante adiabático do sistema com hamiltoniana

Hφ =
1
2

p2
φ

a3(t)
+a3(t)V (φ) (3.38)

isto é, um campo φ(t) acoplado com um parâmetro a(t) que evolui lentamente em comparação
ao campo. Note que, como pode ser visto na fig. 3.2, no final da inflação m� H e o campo
entra no período oscilatório. Assim, podemos aproximar V (φ) por 1

2m2φ 2. De acordo com
[36], para ∆Ωκ e HS pequenos o suficiente, a evolução do campo φ(t) é adiabática e a medida
canônica torna-se independente do cutoff. Isto implica que a medida calculada com λ finito no
final da inflação é a mesma no limite λ → ∞.

Agora podemos usar estas considerações e calcular a medida de probabilidade de soluções
inflacionárias com N e-foldings voltando no tempo. Este seria um exemplo de approach top-

down na inferência de probabilidades em cosmologia [44] . Primeiramente, contemos todas as
soluções na superfície H = HS. Usando (2.46) em (3.37), temos que

µ(S) =
∫

φ+

φ−
4a3
∣∣∣∣dH

dφ

∣∣∣∣dφ (3.39)

calculada em H = HS. Os limites de integração são dados pela (2.47), isto é, φ± =±HS
√

6/m.
Para calcular a densidade de órbitas inflacionárias, a equação relevante é também a de Hamilton-
Jacobi (2.47). Como vimos acima, a solução slow-roll corresponde a H ≈

√
V/3 e, então, é

possível resolver (2.47) iterativamente ao redor deste valor, obtendo uma solução exata HSR(φ)
[36], correspondente às separatrizes da fig. 3.2.

O resto do argumento de [36] consiste em calcular o número de soluções com N =
∫

dtH

e-foldings fazendo uma perturbação H→ HSR +δH. Esta variação aplicada em (2.47) nos dá

dδH
dφ

= 3
HδH
H,φ

. (3.40)

onde desprezamos termos de 2ª ordem. Por outro lado, usando (2.46) com o tempo invertido,
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temos que
dN
dφ

= 2
H

H,φ

e, portanto,

dδH
dφ

=
3
2

dN
dφ

δH (3.41)

dδH
dN

=
3
2

δH . (3.42)

Assim, a perturbação cresce com o número de e-foldings. Se δH for positivo, a solução torna-
se rapidamente dominada pela energia cinética e foge da solução slow-roll. Por outro lado, se
δH for negativo, a solução tende a cair na espiral perto do centro e também não infla. Logo,
de acordo com essa análise, inflação seria um regime frágil entre esses dois comportamentos e
não seria muito provável. Explicitamente, a probabilidade de ocorrer N e-foldings é

P(N)≈ δHS

µ(S)
≈ C(N)e−3N/2

µ(S)

onde C(N)≈ (H−
√

V/3)SR é uma função que cresce lentamente com N. Portanto, de acordo
com [36], N e-foldings de inflação slow-roll seria um regime exponencialmente suprimido
classicamente.

De acordo com [31], tal conclusão é dúbia, pois poderíamos ter invertido todo o argumento
fazendo t→−t e obteríamos justamente a resposta contrária. Os autores de [31] defendem que
a segunda lei da termodinâmica seria o fator decisivo para escolher a outra opção, já que os
processos de criação de partículas no período inflacionário são irreversíveis. Entendemos que
é necessária a discussão de argumentos físicos além desse modelo clássico simplificado, algo
que faremos no próximo capítulo.



CAPÍTULO 4

Equação de Wheeler-DeWitt e Inflação

No capítulo anterior, vimos como construir uma medida de probabilidades no espaço de
fase do modelo φ -FRW. Entretanto, tal abordagem mostrou-se insuficiente em vista da medida
ser infinita. Hawking e Page mostraram que mesmo a razão entre órbitas inflacionárias e não-
inflacionárias é ambígua, isto é, a obtenção de um resultado finito varia com a escolha da
superfície de Cauchy. Gibbons e Turok propuseram uma resolução do problema supondo um
cutoff físico na medida e argumentaram que inflação seria pouco provável com relação a medida
canônica. Entretanto, a argumentação não nos parece definitiva. Neste capítulo, iremos propor
uma nova medida de probabilidades baseada no cálculo da função de onda do universo, Ψ,
através da equação de Wheeler-DeWitt, o equivalente cosmológico da equação de Schrödinger.

4.1 Formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral

O formalismo Hamiltoniano da RG, também chamado de formalismo ADM1, é o caminho
natural para uma quantização canônica da RG. Foi Dirac um dos primeiros a tentar quantizar
a RG usando o procedimento canônico [45]. Ele notou os problemas envolvidos em quantizar
uma teoria hamiltoniana com vínculos e acabou desenvolvendo um método geral para tratar a
questão. Entretanto, o procedimento não fixa o espaço de Hilbert das soluções univocamente,
gerando outros problemas teóricos. Bryce DeWitt publicou no final da década de 60 uma série
de três artigos [46] propondo soluções para alguns dos problemas envolvidos na quantização
canônica da gravidade. A abordagem iniciada por Dirac e desenvolvida por DeWitt não gerou
muitos frutos na época devido à enorme dificuldidade de se quantizar a RG com os méto-
dos conhecidos de teoria de campos. Foi no primeiro destes artigos que DeWitt introduziu a
chamada equação de Wheeler-DeWitt que apresentaremos abaixo. Alguns dos problemas asso-
ciados à quantização canônica são o problema do ordenamento, a definição do produto escalar
no espaço de Hilbert associado e o problema do tempo.

Atualmente, existe uma proposta de quantização inspirada na quantização canônica de

1Arnowitt-Misner-Wheeler.

59
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Dirac chamada de Loop Quantum Gravity, na qual diz-se conseguir resolver os problemas em
quantizar a gravidade usando novas variáveis, no caso, as holonomias associadas ao espaço-
tempo [47].

Considere uma teoria de campos genérica no espaço de Minkowski dada pela ação

S[Ψ] =
∫

L d4x (4.1)

onde S[Ψ] é um funcional nos campos tensoriais representados aqui genericamente por Ψ =
{φ ,ψa,χabc, . . .} e L = L (Ψ,∂µΨ) representa uma lagrangiana2 de caráter local. A extensão
usual dessa construção adotada em teoria de campos em espaços curvos é simplesmente substi-
tuir o espaço plano de Minkowski por uma variedade n-dimensional M e as derivadas parciais
por derivadas covariantes ∇a. Portanto, a ação fica

S[Ψ] =
∫

M
L e≡

∫
M

L , (4.2)

onde L = L (Ψ,∇aΨ) e ε =
√
−ge é o volume invariante definido em (A.2), sendo que, por

motivos de praticidade, o fator jacobiano é absorvido na lagrangiana.

A passagem do formalismo lagrangiano para o hamiltoniano, embora trivial no espaço
plano, exige uma certa cautela no espaço curvo, pois, em geral, não existe um vetor de killing
tipo tempo em M que induza uma folheação temporal no espaço-tempo. Portanto, só é possível
construir uma teoria hamiltoniana em M dado que exista um isomorfismo φ : M→R×Σt , onde
Σt representa uma família de (n-1)-superfícies tipo espaço embebidas em M. Isto nos permite
quebrar a simetria entre espaço e tempo no formalismo lagrangeano e escrever

S =
∫

R
L , L =

∫
Σ

L .

Assim, seguimos o procedimento padrão definindo o momento conjugado

Π =
δL

δ Ψ̇
,

e, dado que Π é invertível, obtemos a hamiltoniana através da transformação de Legendre

H = ΠΨ̇−L , H =
∫

Σ

H .

Em geral, a função Π não é invertível, podendo ser então encarada como um vínculo [45]. Por

2Mais precisamente, uma densidade de Lagrangiana.
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Figura 4.1 Decomposição do vetor ta com relação às hipersuperfícies Σt .

fim, a extremização da ação δS = 0, que se dá fixando as configurações dos campos com relação
a duas hipersuperfícies Σt inicial e final, nos dá as equações de Hamilton para os campos

Ψ̇ =
δH

δΠ
, (4.3)

Π̇ =−δH

δΨ
. (4.4)

O principal motivo de termos revisado tal construção canônica, além de estabelecer notação, é
explicitar a escolha do tempo no formalismo hamiltoniano. Em princípio, a escolha do difeo-
morfismo φ é completamente arbitrária no formalismo hamiltoniano, isto é, podemos folhear
M da maneira que acharmos mais conveniente. Por outro lado, espera-se que, pelo menos, tal
folheação nos dê alguma noção de energia bem definida.

A ação da RG é a chamada ação de Einstein-Hilbert

SG =
∫

M

√
−gR , (4.5)

onde R é o escalar de curvatura ou escalar de Ricci. As equações de Einstein são obtidas
extremizando a ação com relação à métrica gab.

Para podermos formular a RG em termos de uma hamiltoniana, precisamos escolher o
difeomorfismo φ que diz como se dá a evolução temporal do sistema. Isto é equivalente a es-
colher um campo ta em M tal que ta∇at = 1, onde t é a coordenada tempo. Podemos decompor
ta com relação ao campo na normal às hipersuperfícies Σt :

ta = Nna +Na , (4.6)

onde N = −nata é a função lapso, Na = habtb é o vetor deslocamento e hab = gab + nanb é a
métrica induzida em Σt . Assim, podemos escrever a métrica em M em termos de coordenadas
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locais (t,xi) como

ds2 = (−N2 +NiNi)dt2 +2Nidxidt +hi jdxidx j . (4.7)

Portanto, em vez de descrevermos a RG através do par (M,gab), estamos usando o conjunto
(Σ,hab,N,Na), que, como mostrado em [22], contém a mesma informação que (M,gab). In-
tuitivamente, o que estamos fazendo é observar a evolução temporal de uma hipersuperfície
(Σ,hab) embebida em M. Em termos físicos, a métrica induzida hab é o campo apropriado para
descrever a dinâmica em RG.

Para definirmos o espaço de fase, só nos resta escolher qual quantidade geométrica deve
representar o momento canonicamente conjugado a hab. A quantidade apropriada é a curvatura

extrínseca3, Kab, dada por

Kab =
1
2

£nhab = h c
a ∇cnb . (4.8)

A curvatura extrínsica, ao contrário da curvatura intríseca, que é um invariante local indepen-
dente da imersão, representa a curvatura de uma superfície quando embebida numa variedade
de dimensão maior. Uma possível intepretação geométrica é que Kab codifica a falha do trans-
porte paralelo da normal na em Σ, conforme a fig. 4.2. Entretanto, no nosso caso, a interpre-
tação apropriada é que Kab mede a variação temporal de hab. Isto fica claro se escolhermos um
difeomorfismo tal que Na = 0 e N = 1, de forma que:

Kab =
1
2

∂hab

∂ t
≡ 1

2
ḣab . (4.9)

Usando a métrica espacial hab e a curvatura extrínseca, é possível reescrever o tensor de
Riemann e obter as relações de Gauss-Codazzi. A demonstração dessas relações e o que segue
abaixo é um pouco extensa e não muito elucidativa, podendo ser encontrada em [22]. Usando
coordenadas isotrópicas, isto é, tal que N = 1 e Na = 0, podemos escrever as relações de Gauss-
Codazzi como

R 0
i jk = DiK jk−D jKik , (4.10)

R m
i jk = 3R m

i jk +K jkKm
i −KikKm

j , (4.11)

onde R d
abc é o tensor de Riemann e Da é a derivada covariante em Σ. Usando estas relações,

3Também conhecida como segunda forma fundamental em geometria diferencial de superfícies no Rn.
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Figura 4.2 Falha do transporte paralelo de na(p) até q coincidir com na(q)

pode-se calcular as seguintes projeções do tensor de Einstein Gab em forma covariante:

Gabnanb =
1
2

[
3R−KabKab +K2

]
(4.12)

Gcdnchd
b = DaKa

b −DbKa
a . (4.13)

É possível verificar que estas equações dependem apenas de primeiras derivadas no tempo [22]
e que, portanto, correspondem a vínculos nas equações de Einstein, já que estas últimas são
equações de evolução, apresentando derivadas segundas na variável temporal.

Com um pouco mais de manipulação algébrica, os vínculos acima nos permitem reescrever
a ação de Einstein-Hilbert na forma

LG =
√
−g R = N

√
h
[

3R+KabKab−K2
]

, (4.14)

a menos de um termo de superfície. O momento conjugado a hab pode finalmente ser obtido a
partir de LG:

π
ab =

δLG

δ ḣab
=
√

h
(

Kab−Khab
)

(4.15)

Podemos usar este resultado para obter a hamiltoniana, dada por

HG = π
abḣab−LG

=
√

h
{

N
[
−3R+h−1

π
ab

πab−
1
2

h−1
π

2
]
−2Da(h−1/2

π
ab)Nb

+2Da(h−1/2
π

abNb)
}

,

(4.16)

onde o último termo é um termo de fronteira em HG =
∫

Σ
HG e será desprezado no que segue.

As equações de Hamilton podem ser diretamente obtidas de HG, mas não iremos colocá-las
aqui por não serem muito elucidativas. Mais importantes são os vínculos obtidos pela variação
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de HG com relação a N e Na :

δHG

δN
= 0 ⇒ −3R+h−1

π
ab

πab−
1
2

h−1
π

2 = 0 (4.17)

δHG

δNa
= 0 ⇒ Da(h−1/2

π
ab) = 0 , (4.18)

onde a primeira equação é o vínculo hamiltoniano e a segunda é o vínculo no momento. Estas
equações são a manifestação hamiltoniana da invariância por difeomorfismos da teoria.

Vamos agora especializar o formalismo ADM para o caso homogêneo e isotrópico do mod-
elo φ -FRW. Neste caso, a métrica (4.7) reduz-se a

ds2 =−N2dt2 +hi jdxidx j , (4.19)

pois Na = 0 e hi j = a2(t)γi j , onde γi j é a métrica da hipersuperfície maximalmente simétrica.
Incluindo a hamiltoniana Hφ associada ao campo φ em (4.16), obtemos a hamiltoniana4

H =−1
2

N
√

h
[

3R−4h−1
π

ab
πab +2h−1

π
2
]
+N
√

hHφ , (4.20)

onde
Hφ =

1
2

h−1 p2
φ +V (φ) . (4.21)

A curvatura extrínseca é dada por

Kab =
1

2N
ḣab

=
1
N

aȧγab

=
1
N

θhab , (4.22)

onde θ ≡ ȧ/a é fator de expansão da métrica. Substituindo em (4.15), obtemos o momento
conjugado

π
ab =− 2

N
θ
√

h hab . (4.23)

Note que Πab corresponde apenas a contração ou distenção da métrica hab.

É interessante para o tratamento quântico da próxima seção reescrever o vínculo hamiltoni-
ano como a equação de Hamilton-Jacobi da RG, obtida através da substituição dos momentos
por derivadas da função principal de Hamilton S[hab,φ ]. Vamos escolher usar como variável

4Note que o acoplamento entre gravidade e matéria se dá via S =
∫ m2

p
16π

LG +Lφ .
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de configuração o volume espacial,
√

h, ao invés de hab. Esta escolha é fisicamente justifi-
cada, pois a isotropia da métrica FRW permite codificar os graus de liberdade de hab apenas no
volume associado à hab. Dito de outra forma, a eq. (4.8) sugere que a evolução gravitacional
apenas expande ou contrai o volume comóvel por um fator

√
h, sendo esta a dinâmica efetiva

de hab. No que segue, faremos N = 1, o que equivale a uma reparametrização do tempo tal que
dτ/dt = N.

Pela regra da cadeia, escrevemos

δS
δhab

=
δS

δ
√

h

δ
√

h
δhab

. (4.24)

Usando a identidade
δ
√

h =
1
2

√
hhab

δhab (4.25)

em (4.24), obtemos

π
ab =

δS
δhab

=
1
2

√
hhab δS

δ
√

h
, (4.26)

e, tirando o traço,

π = habπ
ab =

3
2

√
h

δS

δ
√

h
. (4.27)

Portanto,

π
ab

πab =
3
4

h
(

δS

δ
√

h

)2

,

π
2 =

9
4

h
(

δS

δ
√

h

)2

,

e o vínculo hamiltoniano fica

3
4

(
δS

δ
√

h

)2

− 1
2

h−1
(

δS
δφ

)2

+
1
2
[3R−2V (φ)

]
= 0 , (4.28)

que é a equação de Hamilton-Jacobi do modelo φ -FRW.

A proposta de Wheeler-DeWitt para quantizar a RG é usar a regra de correspondência
canônica no vínculo hamiltoniano H = 0 e obter uma equação diferencial responsável pela
descrição quântica do sistema, a chamada equação de Wheeler-DeWitt. Faremos isso na próx-
ima seção.
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4.2 Quantização Canônica e a Equação de Wheeler-DeWitt

Quando DeWitt escreveu seu trabalho [46] em 1967, um dos seus intuitos era descrever a
variedade infinito-dimensional M correspondente a todas as configurações possíveis da métrica
espacial hi j, que, como vimos, denota os graus de liberdade da gravitação no formalismo ADM.
Esta variedade M é costumeiramente chamada de superespaço e sua “métrica” associada,
Gi jkl , de supermétrica. Wheeler sugeriu a DeWitt que a equação referente à evolução quântica
seria obtida usando a regra de correspondência

π
i j =−i

δ

δhi j
(4.29)

no vínculo HG = 0, obtendo[
Gi jkl

δ

δhi j

δ

δhkl
+ 3R

√
h
]

Ψ[hi j] = 0 , (4.30)

onde Ψ[hi j] é chamada de função de onda5 do universo e a supermétrica é dada por

Gi jkl =
1
2

h1/2(hikh jl +hilh jk−hi jhkl) . (4.31)

A eq. (4.30) é conhecida como equação de Wheeler-DeWitt (WDW).

A equação de WDW é uma equação diferencial funcional hiperbólica de segunda ordem
definida no espaço de configurações M e, devido à natureza de Gi jkl , deve ser resolvida ponto-
a-ponto na hipersuperfície Σ. Isto significa que a cada ponto temos uma equação diferencial
diferente a ser resolvida. Tal tarefa é extraordinária dentro dos limites atuais da análise de
equações diferenciais funcionais, mas, por outro lado, o modelo φ -FRW apresenta simetria
suficiente para reduzir o número de graus de liberdade a dois,

√
h e φ , ambos funções apenas

de t, de forma que a equação de WDW passa a ser tratável. Dizemos, assim, que a eq. (4.30)
está definida no minisuperespaço, nomeclatura convencional da área de cosmologia quântica.

A equação (4.30) pode ser vista como um operador que projeta funções quadrado inte-
gráveis L2(R) genéricas no subespaço S de soluções de (4.30), assim como toda equação
dinâmica na física. Para definirmos um espaço de Hilbert H em S , precisamos de um produto
interno 〈 · | ·〉 : H×H→C bem definido. Não existe um procedimento genérico para isso e este
é chamado de o problema do espaço de Hilbert. De fato, tal tarefa não é simples, pois, além
das propriedades naturais, o produto interno precisa ser conservado no tempo para que haja

5Mais precisamente, funcional de onda.
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uma descrição probabilística bem definida no espaço de fase, assim como na mecânica quân-
tica. Para isso, é necessária uma noção global de tempo, algo não disponível genericamente
na teoria covariante da RG. Logo, a definição do espaço de Hilbert está associada ao famoso
problema do tempo da cosmologia quântica, pois é necessária uma noção de tempo a priori

para impor conservação temporal. Outra maneira de notar o problema do tempo é perceber que
não podemos usar a hamiltoniana H para expressar evolução temporal no sentido de mecânica
quântica já que esta é identicamente nula.

DeWitt propôs em seu artigo seminal [46] um produto interno conservado com relação às
hipersuperfícies Σt , mas que, em geral, não é positivo-definido. Atualmente, um ex-aluno do
Bryce DeWitt, agora professor de Matemática na Turquia, Ali Mostafazadeh, trabalha com
a teoria de operadores pseudo-hermitianos, e já propôs algumas possíveis definições unitaria-
mente equivalentes de um produto interno em H [48], algo ainda a ser investigado pelo presente
autor.

Alguns outros problemas envolvidos com a quantização canônica da RG são o problema das

observáveis, que consiste na dificuldade em se dizer quais as variáveis físicas observáveis do
problema descrevem a dinâmica quântica, e o problema do ordenamento na equação de WDW,
já que a prescrição (4.29) não define univocamente a forma da equação de WDW (4.30).

4.2.1 Cosmologia Quântica. Interpretação e Probabilidades.

A pergunta fundamental da cosmologia quântica é a seguinte: qual a interpretação física da
função de onda do universo? Tal questão gerou debates acirrados na comunidade com relação
a utilidade e interpretação desse conceito. Assim como na Mecânica Quântica (MQ) usual, não
há consenso com relação ao caráter físico da função de onda e boa parte dos físicos se sente
incomodada com a interpretação ortodoxa da MQ, apesar de sua evidente aplicabilidade.

Assim como em MQ, espera-se que a função de onda do universo esteja associada à prob-
abilidade de se observar um determinado universo. Entretanto, existem questões ainda mais
incômodas no caso da cosmologia quântica, como, por exemplo, o fato do nosso Universo
ser considerado o sistema fechado por excelência. Relacionado a isto, aparentemente não é
possível observar outros universos. Em MQ, é comum usar a noção de probabilidade fre-
quencista como uma maneira prática de compreender o caráter não determinista das medições
em sistemas quânticos. A manifestação probabilística se dá por meio de um ensemble físico de
experimentos, isto é, usa-se a função de onda para se calcular médias de observáveis numa se-
quencia de experimentos com condições idênticas. Mas, como já notamos acima, não dispomos
de um ensemble de universos no sentido dessa interpretação.
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Dadas essas considerações, parece ser inevitável tomar uma postura Bayesiana no caso
da Cosmologia Quântica. Isto significa que devemos partir de certas probabilidades a priori,
o que quer que signifiquem tais probabilidades, e usar o chamado princípio da indiferença

de Laplace, também conhecido como princípio da máxima ignorância ou informação mínima
[36]. Essa postura de um mínimo de informação é equivalente a supor probabilidades iguais
a priori. A partir daí, se desejável, podemos impor novas condições baseados em inferências
experimentais. Uma possível crítica a tal postura seria que esta interpretação é subjetiva ou
antrópica. Geralmente, o que se supõe é que estamos inferindo a probabilidade de qualquer

sistema físico medir um certo valor observável. O que chamamos de medida é simplesmente a
interação do sistema com outro sistema físico, como, por exemplo, um elétron interagindo com
os fótons vindos da CMB.

De acordo com a discussão em [36], chamamos de P(U) a probabilidade a priori de se estar
num universo U e P(O) a probabilidade de se fazer uma observação O em qualquer universo U .
A probabilidade condicional P(O|U) de se estar em U e observar O é chamada de likelihood6

e a probabilidade P(U |O) de, dada uma observação O, se estar num universo U é chamada de
probabilidade a posteriori. Por fim, a probabilidade se estar num universo U e observar O é
P(U ∪O).

É um resultado básico da teoria da probabilidades a seguinte identidade

P(U ∪O) = P(U |O)P(O) = P(O|U)P(U) (4.32)

e , portanto, podemos calcular probabilidades a posteriori a partir de likelihoods através da
fórmula

P(U |O) =
P(O|U)P(U)

P(O)
=

P(O|U)P(U)∫
M P(O|U)P(U)dU

. (4.33)

onde a integral é definida sobre o multiverso M. Note que o denominador segue da normaliza-
ção da probabilidade P(U |O). No caso da cosmologia, o que determina o universo U são os
parâmetros cosmológicos comentandos na seção 2.4.3. Na figura 2.2, temos um exemplo do
uso de uma distribuição likelihood na qual o observável é o parâmetro de Hubble H0.

Probabilidades a priori P(U) seriam algo definido por uma teoria fundamental da física7

e estão intimamente relacionadas ao panorama de vácuos de teoria de cordas mencionado na
introdução [17, 18]. Por outro lado, aqueles que advogam o princípio antrópico da cosmologia
afirmam que não é possível determinar P(U) e estamos limitados a fazer inferências a posteriori

6Verossimilhança, confiança.
7Existe também a alternativa de se usar a prioris impróprios, desde que se deseje tomar uma postura Bayesiana

do problema [49].



4.2 QUANTIZAÇÃO CANÔNICA E A EQUAÇÃO DE WHEELER-DEWITT 69

P(U |O). Este tratamento top-down da cosmologia inspirou trabalhos recentes de Gibbons e
Turok [36] e de Hawking e Hertog [44].

Em princípio, as análises vistas no cap. 3 resumiram-se a usar dU como a medida canônica
no espaço de fase (3.29), supondo P(U) constante, e a inferir a probabilidade de inflação de
forma a posteriori a partir do valor de H no final da inflação. Nesta abordagem, não nos
importamos em explicar de onde vem a inflação, mas, sim, em saber se é provável, dado que é
uma plausível explicação para o Universo observável.

4.2.2 Aplicação ao Modelo φ -FRW

Agora, iremos aplicar o procedimento de quantização canônica na equação (4.28). Fazendo
a mudança de variável α ≡ log

√
h, usamos a prescrição8

pα =
∂S
∂α

=
√

h
∂S

∂
√

h
→ −i

∂

∂α
, pφ =

∂S
∂φ
→ −i

∂

∂φ
, (4.34)

para obter a equação de WDW do modelo φ -FRW a partir de (4.28)[
3
4

∂ 2

∂α2 −
1
2

∂ 2

∂φ 2 +
1
2

e2α
[
2V (φ)− 3R

]]
Ψ(α,φ) = 0 , (4.35)

que, fazendo α →
√

3/2α , fica[
∂ 2

∂α2 −
∂ 2

∂φ 2 +W (α,φ)
]

Ψ(α,φ) = 0 , (4.36)

onde W (α,φ) = e
√

6α
[
2V (φ)− 3R(α)

]
. Chamemos esta equação de WDW-FRW. No que

segue abaixo, supomos um Universo plano, i.e., 3R(α) = 0 e absorveremos o fator de 2 no
potencial V (φ).

Não existe solução geral conhecida para a equação hiperbólica acima. A transformada
de Fourier da equação (4.36) não nos permite achar a função de Green diretamente pois o
termo misto W (α,φ)ψ(α,φ) induz uma relação entre diferentes componentes de Fourier via
o teorema da convolução. Por outro lado, nosso interesse é achar soluções para algum caso
particular de interesse, como o potencial quadrático V (φ) = m2φ 2 ou o potencial exponencial
V (φ) = exp(Aα), onde A é uma constante. O primeiro caso foi resolvido de forma aproximada
por Hawking usando a aproximação semiclássica (WKB) e geometrias compactas no formal-

8Note que susbtituimos as derivadas funcionais por derivadas parciais dado que, no modelo φ -FRW, α e φ não
são funções em Σ.
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ismo de integral de trajetórias9 [37]. O método foi recentemente revisitado em [50] no contexto
inflacionário. Entretanto, Hawking usa a interpretação ortodoxa da função de onda e não dis-
cute sobre os problemas envolvidos na definição de um produto interno positivo definido. O
caso exponencial foi resolvido por Salopek e Bond [29] transformando a equação (4.36) numa
equação de Klein-Gordon através de uma mudança de coordenadas apropriada. O procedi-
mento vale para vínculos hamiltonianos particulares que podem ser colocados na forma

−p2
1 + p2

2 +Ae(aq1+bq2) = 0 ,

através de uma transformação canônica [51, 52]. Note que ambos os casos dependem da forma
do potencial e, portanto, das coordenadas usadas para escrever a equação de WDW-FRW. Uma
boa revisão sobre os problemas envolvidos em encontrar soluções particulares e interpretações
para a equação de WDW encontra-se em [52].

O método de mudança de coordenadas pode ser visto de uma maneira mais genérica se
supormos possível dividir a eq. (4.36) por W, obtendo

(�W +1)ψ = 0 , (4.37)

onde

�W ≡ Gab
∂a∂b

=
1

W

(
∂ 2

∂α2 −
∂ 2

∂φ 2

)
. (4.38)

Assim, podemos identificar Gab como a inversa da supermétrica associada ao elemento de linha

ds2 = Gab dxadxb

= W (α,φ)(dα
2−dφ

2) . (4.39)

Portanto, a solução da equação (4.37) depende apenas de encontrarmos uma mudança de co-
ordenadas que leve a supermétrica (4.39) a uma métrica conhecida, como, por exemplo, a
de Minkowski ou a de um pedaço de deSitter. Daí, recaimos numa equação diferencial cuja
solução é conhecida. Tentamos obter uma transformação genérica dessa métrica para uma das
métricas maximalmente simétricas em 4D, mas, aparentemente, tal transformação não existe,

9A proposta envolve uma soma sobre variedades sem fronteira (No-boundary proposal). O método se baseia
na intuição de Hawking de que variedades com fronteira exigem o conhecimento exato das condições de contorno
do universo, algo não acessível a um observador local. Filosoficamente, a ausência de fronteira seria desejável.
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exceto no caso particular acima em que V (φ) é uma exponencial. Isso se deve ao fato dessas
métricas serem conformes a Minkowski por um fator Ω(x) dependendo de apenas uma var-
iável, o tempo conforme, enquanto o fator W (α,φ) de (4.39) depende genericamente de duas
variáveis.

Seria interessante, se possível, estabelecer alguma relação entre WDW-FRW e a equação
de Schrödinger. Suponha que possamos tomar t ≡ α como a coordenada temporal intrísenca
do sistema. O vínculo hamiltoniano (4.28) pode ser reescrito como

−p2
α + p2

φ + eAαV (φ) = (pα +h)(−pα +h) = 0 ,

onde h(α) ≡
√

p2
φ
+ eAαV (φ). Daí, podemos supor que a eq. de WDW é equivalente a duas

equações de Schrödinger

i
∂ψ

∂α
=± ĥψ , (4.40)

dado que seja possível estabelecer um significado preciso ao operador ĥ. Por outro lado, se
tentarmos obter a equação de WDW-FRW através de uma dessas equações aplicando ĥ em
(4.40), obtemos

∂ 2ψ

∂α2 ± i
∂ ĥ
∂α

ψ + ĥ2
ψ = 0 , (4.41)

que é inequivalente a (4.36) devido ao termo ∂ ĥ/∂α . Portanto, este procedimento só permite
uma identificação entre as soluções de WDW e a equação de Schrödinger se h independer da
variável escolhida como tempo. Note que isto não é possível, em geral, na eq. de WDW-FRW.

4.3 Medida Quântica para o Modelo φ -FRW

Nesta seção, iremos propor uma nova maneira de contar estados em cosmologia quântica
baseada em argumentos básicos de mecânica quântica (MQ). Entretanto, veremos que esta
maneira não se aplica diretamente a WDW-FRW, pois esta equação não é separável. Usaremos
esta exposição para motivar uma possível abordagem covariante do problema. Também serão
apresentadas as condições de slow-roll no espaço de fase do modelo φ -FRW, com o intuito de
serem usadas para contar o número de soluções que inflam na teoria.
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4.3.1 Soma de Estados em Mecânica Quântica

Em MQ, o propagador associado a equação de Schrödinger i∂tψ = Ĥψ é dado por

G(x,y, t, t0) = 〈x|e−iĤ(t−t0)|y〉

= ∑
n

H∗n (x)Hn (y)e−iEn(t−t0) , (4.42)

onde Hn(x) são autofunções do operador hamiltoniano Ĥ independente do tempo, supondo um
espectro discreto sem degenerescências. Fazendo t0 = 0, obtemos a seguinte identidade

G(t)≡
∫

dxdy δ (x− y) G(x,y, t,0)

= ∑
n

(∫
dxH∗n (x)Hn(x)

)
︸ ︷︷ ︸

=1

e−iEnt

= ∑
n

e−iEnt

= ∑
n
〈n|e−iĤt |n〉

G(t) = Tr(e−iĤt) .

É fácil ver que, sob uma transformação de Wick t→−iβ , G(t) vai em Z(β ), onde Z é a função
de partição da mecânica estatística quântica, que conta o número de estados do sistema quântico
em questão. Isto indica que a função de Green está associada ao número de estados contidos
no espectro de Ĥ. Entretanto, o procedimento acima só vale para equações tipo Schrödinger, a
rotação de Wick introduz condições de contorno períodicas na função de onda e, em princípio,
Z(β ) conta estados apenas no limite termodinâmico. Assim, precisamos de um procedimento
alternativo para contar todos os estados de um sistema quântico qualquer que esteja relacionado
diretamente com a função de Green da equação de Schrödinger associada.

Seguindo a pág. 114 do livro do Sakurai [53] , definimos a função G̃(E) como

G̃(E) =−i
∫

∞

0
dt G(t)eiEt

=−i∑
n

∫
∞

0
dt ei(E−En)t

=−i∑
n

δ (E−En)

=−i∑
n
〈n|δ (E−En)|n〉 . (4.43)
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Figura 4.3 Contorno de integração de
∮

C G̃(z)dz.

Note que esta é uma definição formal e a divergência na delta pode ser evitada fazendo uma
continuação analítica para o plano complexo através da prescrição E → E + iε . Calculando a
integral em t explicitamente, temos que

G̃(E + iε) = ∑
n

1
E−En + iε

. (4.44)

A função (4.44) pode ser entendida como a densidade de estados com energia E = En para um
dado n fixo. Se integrarmos em E fazendo ε → 0, acertamos os pólos da função (E −En)−1

e podemos definir formalmente que estamos contando o número N de estados presentes no
espectro de H

N =
1
π

lim
ε→0

∫ E2

E1

Im G̃(E + iε)dE , (4.45)

onde ImG(E) significa que estamos tomando a parte real de G. O fator de Im G̃(E) segue
do contorno mostrado na fig. 4.3 e da propriedade G̃(E − iε)∗ = G̃(E + iε), que segue da
definiçaõ de G̃(E). Note que no contorno da figura estamos supondo um espectro finito, isto é,
E1 < E < E2, e que não há polos em E1 e E2.

Este tratamento simplificado pode ser visto em mais detalhes no cap. 2 do livro de teoria
de campos em espaços curvos de S. A. Fulling [54] onde o autor expõe a teoria espectral de
operadores diferenciais elípticos autoadjuntos. Lá os passos mostrados aqui para um espectro
discreto são generalizados usando a chamada medida de Stieltjes dµ( j), definida sob o espectro
σ(Ĥ) da hamiltoniana, que leva em conta espectros mistos, i.e., contínuos e discretos, e suas
degenerescências. O cálculo da densidade de estados para um espectro genérico segue de forma
similar ao que deduzimos acima

N(ω,µ) =
∫

dµ( j) 〈 j|δ (Ĥ−ω
2)| j〉 (4.46)

=
∫

dµ( j)dt 〈 j|e−i(Ĥ−ω2)t | j〉

=
∫

dt
[∫

dµ( j)dφ H j(φ)H∗j (φ)e−iω2
j t
]

eiω2t

=
∫

dt G(t)eiω2t .
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Portanto, o número de estados no espectro de Ĥ é dado por

N(µ) =
1
π

lim
ε→0

∫
σ(H)

Im N(ω + iε,µ)dω . (4.47)

Por outro lado, fazendo a integral de N sobre t,

N(ω,µ) =
∫

dφ

∫
dµ( j)

H j(φ)H∗j (φ)

ω2
j −ω2

= i
∫

dφ Gω(φ ,φ) , (4.48)

onde Gω(x,y) é a função de Green associada à equação (Ĥ−ω2)u = 0.

4.3.2 Soma de Estados em WDW-FRW

Podemos agora tentar aplicar a medida (4.47) no problema de interesse. A equação WDW-
FRW (4.36) pode ser reescrita como[

∂ 2

∂α2 + K̂(α,φ)
]

ψ(α,φ) = 0 , (4.49)

onde

K̂(α,φ)≡− ∂ 2

∂φ 2 +V (φ)eAα . (4.50)

é um operador diferencial elíptico autoadjunto. Se não fosse a dependência de H em α ,
poderíamos fazer a transformada de Fourier da equação acima, obtendo uma equação do tipo
K̂u(φ) = ω2u(φ), recaíndo num problema similar ao tratado acima, isto é, o caso de uma
equação de Schrödinger independente do tempo. Entretanto, como já mencionamos, a trans-
formada de Fourier de (4.49) induz uma equação entre diferentes componentes de Fourier,
dificultando a obtenção direta do autovalor ω de K̂. Apesar da inadequação do método, a eq.
(4.48) indica que a soma de estados deve estar relacionada com o cálculo da função de Green
no mesmo ponto.

Uma definição conveniente para o nosso problema é, em vez de K̂(α,φ), usar a hamilto-
niana relativística Ĥ ≡ ∂ 2

α + K̂ e tentar especializar o procedimento acima para Ĥψ = 0, isto
é, para o caso de autovalor nulo. A partir daí, não é dífícil notar que estamos interessados em
calcular a projeção equivalente a (4.46) no caso ω = 0

N(µ) =
∫

dµ( j)〈 j|δ (Ĥ) | j〉. (4.51)
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Note que neste caso estamos contando todos os estados que são solução de WDW-FRW, pois

δ (Ĥ) ∼ P̂≡
∫

dτ e−iĤτ (4.52)

projeta autovetores genéricos em autovetores com autovalor nulo. Em particular, estamos in-
teressados em contar os estados na representação do espaço de configurações (φ ,α). Podemos,
então, definir autovetores simultâneos dos operadores φ̂ e α̂ , denotados por |φ ,α〉, de modo
que

N =
∫

dφdα 〈φ ,α| P̂ |φ ,α〉

=
∫

dφdαdτ 〈φ ,α|e−iĤτ |φ ,α〉

=
∫

dφdαdτ G(φ ,φ ,α,α ; t) (4.53)

é o número total de estados |φ ,α〉 soluções de Ĥ |φ ,α〉 = 0. Note que G(φ ,φ ,α,α ; t) é a
função de Green da equação de Schrödinger associada calculada no mesmo ponto. Por outro
lado, formalmente temos que∫

dφ dα dτ 〈φ ,α|e−iĤτ |φ ,α〉=
∫

dτ dµ( j) H j(φ ,α)H∗j (φ ,α)e−iω jτ

=
∫

dµ( j)
1

ω j
H j(φ ,α)H∗j (φ ,α)

= G(φ ,φ ,α,α)

onde G(φ ,φ ′,α,α ′) é a função de Green da equação Ĥψ = 0. Assim,

N =
∫

dφdα lim
φ→φ ′

α→α ′

G(φ ,φ ′,α,α ′) (4.54)

é a medida que estávamos procurando e o principal resultado desta seção. Em particular, temos
que N = dim(H), onde H é o espaço de Hilbert das soluções de WDW-FRW. Apesar do limite
coincidente tomado acima ser claramente divergente para o caso de Ĥ hiperbólico, é possível re-
mover esta divergência através da regularização (identificar e explicitar os termos divergentes)
e renormalização (curar as divergências) da função de Green, algo que será discutido na próx-
ima subseção.

No capítulo 3, vimos que para uma geometria plana ou aberta α , que está relacionada
com o volume do Universo, é uma função monótona e, portanto, pode ser encarada como uma
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parametrização da evolução dinâmica no período inflacionário. Assim, é interessante restringir
a medida a uma hipersuperfície de α constante de forma a contarmos todos os estados do campo
φ presentes num dado volume do Universo

N(α) =
∫

dφ lim
φ ′→φ

α ′→α

G(φ ,φ ′,α,α ′). (4.55)

Definimos o número de graus de liberdade N de um sistema quântico como sendo

N = lnN = ln[dim(H)], (4.56)

de forma que um sistema de n spins tem N = 2n estados e N = n ln2 ∼ n graus liberdade.
Vale ressaltar que, se o número de estados N(α) varia com α , o número de graus de liberdade
do sistema também varia e, consequentemente, a entropia. Em particular, como o volume do
Universo eα tende a crescer com a evolução, o número de graus de liberdade deve aumentar com
eα . Como vimos no capítulo 2, o período inflacionário é equivalente a um período dominado
pela constante cosmológica e, portanto, não deve ser considerado uma evolução adiabática já
que neste caso a densidade de energia ρ permanece constante. De fato, esta é a ideia básica da
inflação, expandir o Universo tão rapidamente que os graus de liberdade locais não entrem em
equilíbrio térmico, de forma que regiões inicialmente homogêneas se expandam e continuem
homogêneas.

4.3.3 Comportamento Singular das Funções de Green

Na subseção acima vimos como contar estados de um operador autoadjunto separável a
partir do núcleo resolvente do mesmo. Os argumentos apresentados baseiam-se em∫

∞

0
e−λ t dt =

1
λ

,

fato este que, traduzido para operadores elípticos K̂, implica na identidade formal∫
∞

0
e−t(K̂−z)dt = (K̂− z)−1 , (4.57)

onde (K̂− z)−1 pode ser entendido como o operador inverso de (K̂− z) e o seu núcleo natu-
ralmente corresponde à função de Green ou núcleo resolvente da equação de autovalores de K̂.
Além disso, dado que Ĥ tenha um espectro limitado inferiormente, o teorema de Cauchy sob



4.3 MEDIDA QUÂNTICA PARA O MODELO φ -FRW 77

um caminho apropriado10 nos dá [54]

1
2πi

∮
C

(K̂− z)−1dz = 1 .

A projeção deste resultado no espaço das funções integrada na medida de Stieltjes corresponde
ao resultado (4.48) acima.

De um certo ponto de vista, o que está sendo feito neste procedimento é relacionar o núcleo
H(t,x,y) de e−tK̂ com o núcleo resolvente Gz(x,y). De fato, a projeção de (4.57) é dada por

Gz(x,y) =
∫

∞

0
H(t,x,y)etzdt , (4.58)

onde H(t,x,y) é também chamada de núcleo de calor11, pois está associado à equação de calor

∂H
∂ t

=−K(x)H . (4.59)

Logo, em princípio, o conhecimento de H determina Gz. É possível usar uma expansão aproxi-
mada de H no limite t→ 0 e x→ y se o núcleo de calor não for conhecido, a chamada expansão

no núcleo de calor12

H(t,x,y)∼ (4πt)−
d
2 e−σ(x,y)/2t

∞

∑
n=0

an(x,y)tn , (4.60)

onde σ(x,y) = 1
2gµν(x− y)µ(x− y)ν é a metade da distância geodésica e d é a dimensão da

variedade. Em particular,

H(t,x,x)∼ (4πt)−
d
2

∞

∑
n=0

an(x)tn . (4.61)

Este limite é chamado de limite coincidente. Existe um teorema garantindo a convergência
local da expansão baseado no comportamento regular dos operadores elípticos e do núcleo de
calor. Este teorema também indica uma prescrição para calcular os coeficientes an(x) da série
recursivamente e mostra que estes coeficientes são independentes de coordenadas, dependendo
apenas de invariantes de curvatura intrínsecos da variedade. Para mais detalhes e o enunciado
do teorema, ver [54].

Por outro lado, nosso problema é diferente, pertencendo à classe dos operadores hiper-
bólicos. Isto complica a questão de se encontrar as funções de Green deste operadores, pois

10Tomando o sentido horário.
11Heat kernel.
12Heat kernel expansion.
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estes apresentam singularidades e podem depender do caráter global da variedade na qual estão
definidos. Portanto, a abordagem de uma série aproximada como a descrita acima fatalmente
não irá convergir localmente de forma uniforme, minando o procedimento neste caso. En-
tretanto, é um resultado da teoria assintótica de equações diferenciais parciais lineares que
a estrutura singular das funções de Green é univocamente determinada, trabalho seminal do
primeiro quarto de século devido a Hadamard [55]. Em vez de se tentar obter uma solução
absolutamente convergente, usa-se o procedimento acima para achar uma solução aproximada
chamada parametriz da forma

G ∼ Gsingular +Gsuave

na qual a estrutura singular é univocamente definida. O resultado depende de se a dimensão
da variedade é par ou ímpar e serve para mostrar a existência e unicidade da função de Green
de uma dada classe de equações diferenciais parciais. Note que, em geral, Gsuave não coincide
assintoticamente com a parte suave da função de Green real, dependendo das condições de
contorno impostas na função de Green.

O procedimento de Schwinger-DeWitt corresponde a expandir o núcleo da equação obtida
via uma rotação de Wick de (4.60)

i
∂H
∂ s

= K(x)H , (4.62)

onde K(x) é um operador hiperbólico. O resolvente segue analogamente a (4.58)

Gm(x,y) = i
∫

∞

0
H(s,x,y)e−im2sds , (4.63)

onde x = (x0,x) e y = (y0,y). A substituição da série equivalente a (4.60) em (4.63) nos dá
a série de Hadamard da função de Green. A identidade anterior pode ser formalmente obtida
através do análogo de (4.57)

i
∫

∞

0
e−i(�+···+m2)sds = (�+ · · ·+m2)−1. (4.64)

No caso d = 4, a série de Hadamard é dada por

G(x,y)∼ U
σ

+V lnσ +W , (4.65)

onde U,V e W são funções suaves [54]. A função V apresenta uma expansão

V (x,y)∼
∞

∑
n=0

Vn(x,y)σ
n ,
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e W também apresenta uma expansão similar.

Voltando à equação (4.55), vemos que a medida proposta depende da função de Green cal-
culada no mesmo ponto, isto é, do limite coincidente da mesma. No caso d = 2, correspondente
à WDW-FRW, a série de Hadamard tem uma singularidade logarítmica e, portanto, o limite co-
incidente não está bem definido. Este mesmo problema é encontrado em Teoria Quântica de
Campos quando se necessita calcular funções de dois pontos no mesmo ponto. No caso de
espaços curvos, este tipo de divergência é encontrada na definição do valor esperado do Tensor
Energia-Momento 〈Tµν〉(x,x). A solução convencional é chamada de renormalização do tensor
energia-momento e pode ser encontrada através de diversas implementações, sendo que a mais
significante fisicamente é o método de point-splitting. Este método consiste em subtrair a parte
singular da expansão de Hadamard de forma que o valor esperado seja definido como o limite
coincidente da parte suave da expansão. Este procedimento é similar ao ordenamento normal
de Tµν no espaço de Minkowski. Sua justificativa física está no fato de que apenas diferenças
de energia com relação ao estado de vácuo, ou a um estado apropriado, são mensuráveis. Nossa
pretensão futura é delinear com mais precisão os argumentos acima e usar o point-splitting para
renormalizar a medida (4.55).

4.3.4 Condições de Slow-Roll no Espaço de Fase

Definida a medida do número de estados da teoria, queremos traduzir as condições de slow-
roll para o espaço S de soluções da equação de WDW-FRW. É interessante reescrever as
condições de slow-roll

φ̇
2 � V (φ) ,

|φ̈ | � |3Hφ̇ | ,

em termos de pa =−6aȧ =−6e
√

3/2 e pφ = a3φ̇ . A primeira condição fica

( pφ

a3

)2
� V (φ) . (4.66)

Já a segunda condição, usando que ṗφ = 3Ha3φ̇ +a3φ̈ = 3H pφ +a3φ̈ , temos

|ṗφ −3H pφ | � |3H pφ |

|ṗφ |− |3H pφ | � |3H pφ |

|ṗφ | � |6H pφ | . (4.67)
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Por outro lado, ṗφ =−∂Hφ/∂φ =−V,φ e 6H =−pa/a2, e, portanto, as condições de slow-roll
podem ser escritas como ( pφ

a3

)2
� V (φ) (4.68)

|V,φ | �
∣∣∣ pa pφ

a2

∣∣∣ . (4.69)

Em termos de α =
√

2/3loga3 =
√

6 loga, temos que α̇ =
√

6(ȧ/a) =−pa/
√

6a2 e, portanto,

pα =
da
dα

pa =
1√
6

pa

a2 e
√

6α

2 .

Logo, substituindo estes resultados em (4.68) e (4.69), concluimos que

p2
φ � V e

√
6α (4.70)

|V,φ | �
√

6e−
√

6α

2 |pα pφ | (4.71)

Podemos usar a equação (4.70) para achar uma aproximação de WDW-FRW no período
inflacionário. No procedimento canônico, esta condição se traduz como

− ∂ 2

∂φ 2 ψ � Ve
√

3α
ψ .

Isto implica que podemos desprezar a derivada segunda em φ na eq. (4.36) , obtendo[
∂

2
α + e

√
6αV (φ)

]
ψ = 0 . (4.72)

onde ∂α ≡ ∂

∂α
. Fazendo a transformação u = e

√
6α/2, a eq. acima se reduz a[

1
u

d
du

(
u

d
du

)
+

2
3

V
]

ψ(u) = 0 , (4.73)

que é a equação de Bessel de ordem ν = 0 e a solução é dada em termos de funções de Bessel
apropriadas às condições de contorno. É possível usar a aproximação WKB nas regiões em que
o fator de escala é muito pequeno e muito grande, algo feito em [56] para um universo fechado
κ = 1.
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4.4 Princípio Holográfico e o Problema da Medida

Esta última seção consiste na apresentação do princípio holográfico e da implementação do
mesmo em nossa proposta de uma medida quântica para o modelo φ -FRW. As considerações
aqui feitas serão breves dado o caráter heurístico e preliminar da proposta.

Em 1972, Jacob Bekenstein [57] percebeu que se um sistema físico for jogado dentro de um
buraco negro, a entropia desse sistema desapareceria do Universo a não ser que se associe uma
entropia ao buraco negro. Baseando-se no famoso teorema da área demonstrado por Hawking
um ano antes [58] de que a área de um buraco negro genérico só pode aumentar, Bekenstein
propôs que a entropia do buraco negro deve ser proporcional à área A do horizonte de eventos
do mesmo, isto é, S = ηA. O fenômeno semiclássico da radiação Hawking emitida por um
buraco negro [59] posteriormente permitiu calcular o fator de proporcionalidade como sendo
η = 1/4 em unidades de Planck. Logo, em unidades convencionais

S = k
A

4l2
p

, (4.74)

onde k é a constante de Boltzmann e l2
p = Gh̄/c3 é o quadrado do comprimento de Planck.

Assim, Bekenstein propôs a segunda lei da termodinâmica generalizada13 na qual a soma
das entropias do buraco negro e da matéria deve ser sempre positiva. Entretanto, a área de um
buraco negro aumenta de acordo com a massa jogada nele, independente da entropia da matéria
do sistema, isto é,

∆Stotal =
∆A
4
−Smatéria .

Portanto, a GSL pode ser quebrada dado que existam sistemas com entropia arbitrariamente
grande. Tal fato fez com que Bekenstein propusesse um limite superior para a entropia de

um sistema qualquer, o chamado limite de Bekenstein [60], o qual não será revisado aqui. Por
outro lado, existe um outro limite mais fraco do que o de Bekenstein para a entropia chamado
de limite de Susskind[61] ou limite de entropia esférico. Este limite se baseia no processo de
colapsar um dado sistema físico num buraco negro com a mesma massa, de forma que

Smatéria ≤
A
4

, (4.75)

onde A é a área mínima de uma superfície esférica que encobre o sistema. Claramente, a massa
inicial do sistema deve ser menor do que a massa de um buraco negro de área A, senão o sistema

13Generalized Second Law (GSL).
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Figura 4.4 Na figura, as regiões Γ1 e Γ2 têm um raio menor e igual ao horizonte cosmológico RH ,
respectivamente, e a quantidade de entropia que entra no cone de luz passado é a mesma que chega nas
regiões tipo espaço. Já no caso da região Γ3 em que o raio é maior que RH e o cone de luz é truncada na
singularidade em t = 0, existe entropia que alcança a região sem passar pelo cone de luz.

já seria efetivamente um buraco negro. Este limite é tido como válido dadas certas condições
apropriadas no sistema [62].

Inspirados por estes limites na entropia de um sistema qualquer, ’t Hooft [63] e Susskind
[61] propuseram separadamente que estes resultados impõem limitações intrísecas no número
de graus de liberdade contidos numa dada região espacial, remontando ao significado da en-
tropia em mecânica estatística. Esta ideia está encapsulada na forma do princípio holográfico,
o qual diz que uma região qualquer de área A deve ser completamente descrita por não mais
que A/4 graus de liberdade [64]. Tal afirmativa é no mínimo desconcertante para o status quo

da física teórica moderna baseada em teorias de campos locais nas quais o número de graus de
liberdade escala com o volume da região e não com a área.

Entretanto, o princípio holográfico não se sustentou por si só, pois o limite de entropia
esférico mostrou-se falho em casos importantes como o da cosmologia. É fácil ver que, em
cosmologias tipo FRW, o limite superior de entropia é quebrado. Considere um universo plano
com densidade de entropia comóvel s. A equação (4.75) implica que, dada uma região com
raio comóvel R,

s
4πR3

3
< πR2 .

Este limite é saturado quando R≥ 3/4s.

Fischler e Susskind [65] propuseram uma modificação no limite de entropia que leva em
conta o fluxo de entropia no cone de luz passado da região de interesse. Eles notaram que
uma superfície esférica tipo espaço deve ter um raio no máximo do tamanho do horizonte
cosmológico de modo que a entropia contida na região não supere a quantidade de entropia que
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flui pela superfície do cone de luz passado, conforme a fig. 4.4. Portanto, o limite de entropia
fica nesse caso

sR3
H < [aRH ]2 , (4.76)

onde
RH(t) =

∫ t

0

dt ′

a(t ′)
. (4.77)

Note que a desigualdade (4.76) pode ser respeitada todo tempo desde que o universo se expanda
numa taxa apropriada. Posteriormente, Bousso generalizou este raciocínio no que ele chamou
de limite de entropia covariante [66]. Para uma revisão do princípio holográfico, ver [64].

Toda essa discussão aplica-se à nossa medida quântica de φ -FRW se notarmos que (4.55)
não conta as degenerescências implicadas pelo princípio holográfico. Mais precisamente, para
cada valor de a no espaço de configurações, deve haver uma degenerescência proporcional a
a2, isto é, proporcional a área do horizonte cosmológico em questão. Isto significa que existem
graus de liberdade da gravitação quântica que não estão sendo contados na medida semiclássica
(4.55). Nossa proposta, por fim, é que, pelo princípio holográfico, a degenerescência deve ser
proporcional a àrea do horizonte cosmológico (H−1)2, isto é, deve ser proporcional a a2 ou,
equivalentemente, a um fator e2α/3 no número de graus de liberdade da inflação

NH(α) ∝ e2α/3 lnN(α). (4.78)



CAPÍTULO 5

Conclusões e Perspectivas

Desde as civilizações mais antigas existem mitos cosmogônicos sobre a origem do Uni-
verso. Foram necessários cerca de 300 anos de desenvolvimento da ciência galileana, tal como
conhecemos , para começarmos a sondar algo sobre os primórdios do vasto cosmos. A cos-
mologia é uma ciência ainda incipiente, mas que caminha num ritmo acelerado na precisão das
observações e teorias sobre os parâmetros cosmológicos.

Nesta dissertação, apresentamos vários fatores relevantes na busca de um entendimento da
área mais especulativa da cosmologia, o início do Universo. Na introdução, vimos um pouco
da história e dos desenvolvimentos do modelo padrão da cosmologia, seus principais sucessos e
do seu mais recente desdobramento, o período inflacionário. Apresentamos os tipos de inflação
e a noção de inflação eterna.

No capítulo 2, vimos o modelo padrão cosmológico com mais detalhes. Discutimos os
problemas com as condições iniciais do Big Bang e apresentamos a solução inflacionária: jus-
tificar as condições iniciais do modelo cosmológico padrão através de uma expansão acelerada
pós Big Bang. Entretanto, o modelo inflacionário consiste na introdução de um potencial ad

hoc acoplado com gravidade e isto gerou dúvidas na comunidade científica sobre o status de
mecanismo dinâmico fundamental propagado pelos descobridores do mesmo. De acordo com
Andrei Linde e seus colaboradores, inflação seria um fenômeno genérico da natureza.

No capítulo 3, vimos que enquanto não temos uma teoria quântica da gravidade dizendo
algo sensível e testável sobre as condições iniciais do universo, uma possível abordagem para a
questão da generalidade da inflação é analisar a densidade de órbitas inflacionárias no espaço de
fase da RG. Apresentamos a argumentação clássica do atrator inflacionário e sobre a aparente
predominância das órbitas no espaço de fase da teoria feita no trabalho de Belinskii et al.
Revisamos o trabalho de Gibbons, Hawking e Stewart de 1987, que propuseram uma medida
natural sobre o conjunto de todos os universos baseada na estrutura simplética do espaço de
fase e concluiram precipitadamente que as órbitas inflacionárias eram realmente algo genérico.
Entretanto, vimos que Hawking e Page reviram a conclusão um ano depois argumentando que
a razão entre órbitas inflacionárias e nãoinflacionárias é ambígua. Gibbons e Turok refizeram a
análise e concluiram que inflação é exponencialmente suprimida com o número de e-foldings.
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Com isso, revisamos a literatura básica sobre o problema da medida em cosmologia.

Apresentamos o formalismo hamiltoniano da RG visando aplicar a quantização canônica
na teoria no capítulo 4. A Relatividade Geral é uma teoria invariante por difeomorfismos e,
portanto, a hamiltoniana é proporcional aos seus vínculos. Usamos a regra de correspondência
canônica no vínculo hamiltoniano e obtivemos a famosa equação de Wheeler-DeWitt, análogo
semiclássico da equação de Schrödinger em RG, proposta por Bryce DeWitt em 1967. A
solução dessa equação, a chamada de função de onda do universo, não é fácil de ser encontrada
e sua intepretação depende da interpretação probabilística da teoria e, portanto, da definição
de um produto interno no espaço de Hilbert. Este problema está relacionado ao fato de que a
equação de WDW não apresenta um tempo bem definido, dependendo apenas das coordenadas
generalizadas. Por causa desses problemas, as tentativas de associar o quadrado da função de
onda a uma probabilidade não foram bem sucedidas até hoje.

A equação de WDW passa a ser tratável na aproximação do minisuperespaço, como no
caso do modelo φ -FRW, onde o infinito número de variáveis de configuração se reduz a uma
quantidade finita. Mesmo assim, o problema do tempo e, portanto, do espaço de Hilbert per-
manecem. Possíveis soluções são tomar uma das variáveis como um tempo intrínseco ou impor
um tempo extrínseco na teoria e tentar achar uma equação de Schrödinger equivalente a WDW.
Entretanto, vimos que as soluções de WDW são equivalentes a de uma equação de Schrödinger
se a hamiltoniana associada independer do tempo. Essa dificuldade pode ser superada se for
possível achar uma transformação canônica que leve a equação de WDW para um caso tratável.

Apesar das dificuldades inerentes ao problema de introduzir uma interpretação probabilís-
tica bem definida e, portanto, uma medida na abordagem quântica da RG, desenvolvemos no
final do capítulo 4 as bases para uma medida quântica que conta os estados associados da RG.
A proposta está relacionada com o espectro do operador hermiteano Ĥ associado à equação de
WDW de forma que procuramos expressar a medida em termos da função de Green da equação
reduzida. Vimos que a medida envolve o cálculo da função de Green no mesmo ponto, função
esta que apresenta divergências características catalogadas por Hadamard na década de 20. O
conhecimento do comportamento assintótico das funções de Green de operadores diferenciais
parciais lineares faz parte do argumento de renormalização via o método de point-splitting,
procedimento que pretendemos usar para obter uma contagem finita de estados via a medida
quântica. Apresentamos as condições de slow-roll no espaço de fase visando a aplicação futura
na medida proposta. Por fim, revisamos os insights físicos contidos no princípio holográfico e
sobre como pretendemos incorporá-lo na medida quântica.

O objetivo deste trabalho foi revisar a literatura de cosmologia inflacionário e ganhar in-
tuição sobre o problema da medida em cosmologia e propor uma nova medida quântica no
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espaço de soluções do modelo φ -FRW. Este é um problema muito importante e, ao nosso ver,
ainda não resolvido satisfatoriamente. Apesar de todos os sucessos dos modelos inflacionários,
gostaríamos de obter, se possível, um resultado semiclássico robusto o suficiente para servir
como guia no imensidão de vácuos da teoria quântica da gravitação.

Uma maneira de entender o princípio holográfico é dizer que os graus de liberdade de um
sistema gravitacional estão codificados numa hipersuperfície do volume em que o sistema se
encontra. Como vimos no cap. 3, a medida canônica é proporcional ao volume do universo a3.
Nossa ideia foi introduzir holografia em nossa proposta de contagem de estados de forma que
o número de graus de liberdade seja proporcional à área, i.e., proporcional a a2. Pretendemos
dar continuadade ao trabalho aqui exposto analisando quantitativamente as consequencias do
conceito de holografia na medida quântica proposta neste trabalho no caso particular da inflação
para diferentes potenciais V (φ).



APÊNDICE A

Variedades e Formas Diferenciais

Neste apêndice, vamos revisar alguns conceitos básicos do cálculo em variedades de forma
bastante livre sem nos preocupar com detalhes formais, apesar de buscarmos precisão nas
definições. Para mais detalhes, ver [22, 21].

Uma variedade é um espaço topológico M com uma cobertura de abertos {Oα} e uma
família de cartas {ψα}, chamada atlas, tal que ψα : Oα →Uα , onde {Uα} são abertos em Rn.
Além disso, as funções de transição ψα ◦ψ

−1
β

devem ser suaves, isto é, devem ser C∞. Se, além
disso, as cartas em si forem suaves, isto é, se forem difeomorfismos, dizemos que M tem uma
estrutura diferenciável e é dita uma variedade diferenciável. Informalmente, uma variedade
pode ser vista como uma “colagem” de abertos {Oα} que localmente se parecem com Rn e as
cartas correspondem a mudanças de coordenadas.

Vetores tangente são aplicações lineares Vp : C∞(M)→ R definidas em p ∈M e nos referi-
mos ao o espaço de todos os vetores tangentes em p ∈M como o espaço tangente TpM. Este
objeto pode ser extendido para o de um campo vetorial V : C∞(M)→C∞(M), definido em cada
ponto p de M. Vetores tangente são análogos à derivada direcional de funções ou, similar-
mente, a vetores tangentes a uma curva em M. De fato, esta analogia serve para extendermos
o conceito geométrico de vetores de objetos extensos para objetos definidos em cada ponto.
Então, é possível definir uma base coordenada {∂µ} como uma derivada usual de funções em
M e escrever vetores tangente e campos vetoriais das seguintes formas

Vp = vµ
∂µ

∣∣
p e V = vµ

∂µ .

Vetores cotangente são aplicações lineares ωp : TpM→R definidas sobre vetores tangentes
em p e o espaço de todos os vetores cotangentes em p é chamado de espaço cotangente T ∗p M.
Tais vetores consistem na contraparte dual dos vetores tangente e, se definirmos uma base dual
associada {dxµ} por dxµ(∂ν) = δ

µ

ν , temos que dim TpM = dim T ∗p M.

Para definirmos integração de funções em M, necessitamos definir uma orientação e uma
forma volume em M. Uma orientação está bem definida em M se for sempre possível achar
duas cartas xµ , yν , tal que o jacobiano J = det(∂xµ/∂yν) seja positivo. Uma forma volume em
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M é definida como uma n-forma positivo definida. Dado que M é orientável, existe uma forma
volume dada por

ω = h(p)dx1∧·· ·∧dxn , (A.1)

tal que h(p) : M → R e h(p) > 0, ∀ p ∈ M e ’∧’ é o produto exterior entre duas p-formas.
Como a n-forma acima é única a menos de uma função multiplicativa, segue que toda forma
volume em M é equivalente a (A.1) a menos do sinal de h(p) e podem ser divididas em dois
tipos: orientação positiva e negativa. Dado que M tenha uma métrica, podemos definir uma
forma volume invariante por mudança de coordenadas dada por

ε =
√
|g|dx1∧·· ·∧dxn ≡

√
|g|dnx . (A.2)

Por fim, definimos a integral de f : M→ R num aberto U ⊂M com carta ψ como∫
U

f ω ≡
∫

ψ(U)
f
(
ψ
−1(x)

)
h
(
ψ
−1(x)

)
dx1 . . .dxn ,

onde a última integral corresponde a integral convencional de Riemann ou Lebesgue em Rn.



APÊNDICE B

Geração Quântica das Perturbações Cosmológicas

Vamos agora descrever em termos físicos o maior sucesso do cenário inflacionário, as flu-
tuações de densidade do universo primordial. A evolução clássica do campo φ não pode gerar
flutuações de densidade a não ser pela presença de termos estocásticos afetando sua dinâmica
com condições iniciais ajustadas para concordar com a observação. A proposta da inflação é
produzir o espectro de perturbações como consequência de flutuações quânticas microscópicas.
As flutuações seriam efeito da produção de partículas no vácuo em teoria quântica de campos1.

Os exemplos teóricos mais conhecidos da criação de partículas estão no efeito Unruh e na
radiação Hawking de um buraco negro [67, 68]. Estes efeitos, apesar de similares matemati-
camente, são distintos por ocorrerem em vácuos com diferentes simetrias. De acordo com o
livro [68], a característica essencial para a criação de partículas nesses casos é a presença de
horizontes, mais especificamente, horizontes de killing bifurcados. De fato, os observadores
inerciais no espaço de Minkowski não veem o banho térmico de partículas característico do
efeito Unruh, diferentemente de observadores relacionados às órbitas geradas por boosts de
Lorentz, pois, para estes observadores, não há horizontes. Efeito similar ocorre no espaço de
de Sitter; este é o que nos interessa para inflação. Existem observadores estáticos para os quais
existe horizonte. Portanto, é de se esperar que haja criação de partículas no espaço de Sit-
ter e esta seria a motivação física do efeito perturbativo que vamos descrever abaixo. Fomos
particularmente influenciados pela excelente introdução pedagógica à inflação encontrada em
[28] e, como neste artigo, tomaremos uma abordagem que predomina a descrição física da in-
flação sem entrar em muitos detalhes na extensa álgebra envolvida. Para um tratamento mais
aprofundado, ver [9, 10].

No período inflacionário, é de se esperar que efeitos quânticos microscópicos estendam-se
para escalas cosmológicas muito maiores que as originais devido à grande expansão do fa-
tor de escala. Esta ideia justifica como as flutuações quânticas, caracterizadas pela função de
dois pontos no vácuo, influenciam na formação de estruturas em larga escala. Flutuações de
densidade geram flutuações de temperatura e, portanto, o espectro CMB deve apresentar carac-
terísticas equivalentes às das flutuações de densidade. Além disso, perturbações de densidade,

1De agora em diante, TQC.
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devido ao acoplamento entre matéria e gravidade, devem intuitivamente gerar flutuações da
métrica. De fato, o que produz todas as flutuações é o campo escalar φ do modelo φ -FRW
quando quantizado. Para cada flutuação δg, existe uma função de transferência, especificada
pelo modelo cosmológico, relacionando os modos δgk com os modos δφk:

δgk = Tg(t,k)δφk .

Por motivos que não serão explicados aqui, costuma-se obter as flutuações em termos da per-

turbação de curvatura R(t,x), pois, em geral, esta não varia após a saída do horizonte (ver
abaixo). A definição do espectro dada em (2.21) é análoga às definições dos espectros dadas
mais abaixo. Para mais detalhes desse processo e da teoria de perturbações cosmológicas, junto
com uma definição de R(t,x), ver [9].

Em suma, flutuações escalares geram o espectro da CMB, enquanto que as flutuações ten-
soriais da métrica geram anisotropias neste espectro devido às ondas gravitacionais. A física
básica na geração de perturbações está surpreendentemente relacionada ao oscilador harmônico
e, naturalmente, à distribuição gaussiana. Parece continuar a valer que quanto a mais altas en-
ergias chegamos, mais fundamental e simples, em termos lógicos, é a física.

Suponha que o campo φ(t,x) possa ser decomposto como

φ(t,x) = φ0(t)+δφ(t,x) , (B.1)

onde φ0(t) é o campo de fundo homogêneo e δφ(t,x) é uma perturbação supostamente pe-
quena. A ação descrevendo a evolução desse campo acoplado com a métrica é dada por (2.32)
e, se substituirmos, além de (B.1), uma perturbação na métrica, gµν = g(0)

µν + hµν , na ação e
explicitarmos termos até 2ª ordem em δφ , obteremos equações não-lineares de evolução das
perturbações. O procedimento involve manipulações extensivas que não são cruciais para nosso
objetivo e estão detalhados na referência [10]. No tratamento abaixo,a perturbação do campo
desacopla da perturbação da métrica, permitindo-nos calcular apenas a perturbação escalar do
campo. Tal procedimento é exato no chamado calibre espacial plano e para escalas distantes
bem menores que o horizonte.

A ação de um campo escalar real num espaço-tempo FRW é dada por (2.32), cuja extrem-
ização com relação a φ nos dá a equação de Klein-Gordon FRW:

φ̈ − 1
a2 ∇

2
φ +3Hφ̇ +V,φ = 0 .

Usando (B.1), vemos que tal equação é válida para a perturbação δφ(t,x). Expandindo δφ em
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componentes de Fourier,

δφ(t,x) =
∫ d3k

(2π)3/2 (δφk)e−ik ·x ,

a equação de movimento fica

δ φ̈k +3Hδ φ̇k +
k2

a2 δφk +V,φφ δφk = 0 , (B.2)

onde expandimos V,φ em primeira ordem na perturbação. Note que a expansão se dá em co-
ordenadas comóveis. Isto significa que as escalas físicas relevantes são dadas por λk ∼ a/k.
Dizemos que, quando k < aH, a escala está fora do horizonte, e quando k > aH a escala está
dentro do horizonte. Em particular, escolhe-se uma escala cosmológica máxima λmax ∼ k−1

min,
correspondendo aproximadamente ao tamanho do universo observável, e uma escala mínima
λmin ∼ k−1

max como cutoff da análise inflacionária, estimando-se que a inflação acabe quando
kmax = aH.

No limite slow-roll, η =V,φφ/V � 1 implica em V,φφ �H2 e, portanto, podemos desprezar
o último termo em (B.2):

δ φ̈k +3Hδ φ̇k +
k2

a2 δφk = 0 . (B.3)

Note que esta equação é a de um oscilador harmônico amortecido com constante de mola k/a

e coeficiente de fricção H. A discussão do parágrafo anterior nos induz a analisar os dois
limites interessantes da equação, k� aH e k� aH. No primeiro caso, a escala física está
bem dentro do horizonte e a eq. (B.3) se reduz a de um oscilador harmônico simples com
frequência dependente do tempo k/a. Já no segundo caso, quando a escala está bem fora do
horizonte, a equação tende a de um oscilador superamortecido, em que a velocidade decai
exponencialmente com o tempo e a amplitude permanece praticamente constante.

Definindo a variável de Mukhanov v ≡ aδφ e mudando para o tempo conforme (2.31),
obtemos a principal equação da teoria de perturbações inflacionárias

v′′k +
(

k2− a′′

a

)
vk = 0 . (B.4)

Esta equação decorre da extremização da seguinte ação:

δ2S =
A
2

∫
dτd3x

[
(v′)2− (∂iv)2 +

a′′

a
v2
]

,
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tal que v = v(t,x). Se tivessemos realizado o procedimento completo de expandir a ação orig-
inal até 2ª ordem na perturbação teríamos chegado ao mesmo resultado, a menos da constante
multiplicativa. Analisemos, novamente, os limites relevantes da análise inflacionária:

• k� aH (Limite Subhorizonte):
Neste limite, temos que

a′′

a
=

d
dt

(aȧ)

=
d
dt

(a2H)

≈ 2a2H2 , (B.5)

onde usamos a aproximação slow-roll na última equação. Portanto, o termo k2 domina
na eq. (B.4):

v′′k + k2vk = 0 , (B.6)

e, portanto, a solução normalizada em função do tempo conforme é dada por

vk(τ) =
1√
2k

e−ikτ . (B.7)

Esta solução é escolhida de forma que o estado de vácuo da teoria quântica seja um
autoestado da hamiltoniana Ĥ (ver B.1).

• k� aH (Limite Superhorizonte):
Já neste limite, temos que

v′′k−
a′′

a
vk = 0 ⇒ vk ∝ a ⇒ δφ =

v
a

∝ const.

Os modos não evoluem fora do horizonte. Diz-se que estão “congelados”.

De acordo com (B.5), a equação (B.4) pode ser reescrita como

v′′k +
(

k2− 2
τ2

)
vk = 0 ,

que é equivalente à equação de Bessel se fizermos a substituição z = kτ ,

d2vk
dz2 +

(
1− 2

z2

)
vk = 0 ,
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e a transformação vk = z1/2 fk:

d2 fk
dz2 +

1
z

d fk
dz

+
(

1− ν2

z2

)
fk = 0 ,

tal que ν2 = 9/4, cuja solução pode ser escrita apropriadamente como uma combinação linear
das funções de Hankel H(1)

3/2 e H(2)
3/2. Devido ao comportamento assintótico dentro do horizonte

(B.7), no qual k|τ| → ∞, a função de Hankel apropriada é

H(2)
3/2(z) =−

√
2

πz
e−iz

(
1+

1
iz

)
,

e a solução normalizada e ajustada ao comportamento assintótico é, por fim,

vk(τ) =
e−ikτ

√
2k

(
1− i

kτ

)
, (B.8)

chamada de função de Bunch-Davies.

B.1 Quantizando a Perturbação

A equação (B.4) é equivalente a equação do oscilador harmônico com frequencia depen-
dente do tempo. Portanto, a quantização dos modos (B.8) segue da mesma forma, só que ao
invés de quantizarmos as coordenadas posição e momento, em teoria quântica de campos nós
quantizamos os campos e as coordenadas simplesmente servem para indexar o campo. Vejamos
uma breve revisão do processo de quantização de campos no espaço plano.

Dada a ação da teoria

S[φ ] =
∫

dt L(φ ,∂µφ) =
∫

d4xL (φ ,∂µφ) =
∫

d4x
(
−1

2
η

µν
∂µφ∂νφ −V (φ)

)
(B.9)

da teoria, o procedimento de quantização canônica de um campo escalar no espaço de Minkowski
segue da seguinte forma:

1. Define-se o momento conjugado ao campo

π =
δL

δ (∂tφ)
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2. Para transformar a hamiltoniana H em operador, promovemos φ e π a operadores φ̂ e π̂

tais que valham as relações de comutação canônicas em tempos iguais:

[φ̂(t,x), π̂(t,x′)] = iδ 3(x−x′) (B.10)

e os outros comutadores se anulem2. Em particular, hamiltonianas quadráticas nos cam-
pos e nos momentos tornam-se auto-adjuntas com a prescrição acima.

3. Expande-se o campo em termos dos operadores de criação e destruição â e â†:

φ̂(t,x) =
∫ d3k

(2π)3/2

[
âk uk(t,x)+ â†

k uk
∗(t,x)

]
(B.11)

onde uk ,u∗k formam uma base completa da equação de Klein-Gordon resultante, isto é,

δS
δφ

= 0 ⇒ �φ −V,φ = 0 (B.12)

onde �φ ≡ ∂µ∂ µφ é o operador d’Alembertiano. A imposição das relações de comu-
tação induzem a definição de um produto interno3 definido como

(u,w) =−i
∫

dt (u∂tw∗− (∂tu)w∗) ,

≡−i
∫

dt (u
↔
∂tw) .

(B.13)

Se impormos as condições

(uk ,u∗k′) = 0 ,

(uk ,uk′) = δ
3(k− k′) ,

(u∗k,u∗k′) =−δ
3(k− k′) ,

(B.14)

obtemos as relações de comutação entre â e â†:

[âk , â†
k′] = δ

3(k− k′) ,

[âk , âk′] = [â†
k, â†

k′] = 0 .

2A regra de substituição de funções no espaço de fase por operadores pode levar a ambiguidades no orde-
namento de fatores da Hamiltoniana. Não existe uma resposta geral a essa questão e o ordenamento deve ser
escolhido com cautela dependendo do problema.

3Este produto interno serve apenas para normalizar os modos, pois não é positivo defindo. Descartamos, assim,
seu caráter métrico, exceto nos subespaços apropriados.
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4. Definimos, por fim, o espaço de Fock associado aos operadores âk e â†
k de forma igual

ao do oscilador harmônico, isto é, definimos o estado de vácuo como

âk|0〉= 0 , ∀ k , (B.15)

e o estado de n partículas no modo k como

|n〉 ≡ 1√
n!

(a†
k)n|0〉 .

Os estados com diferentes números de partículas distribuidos entre diferentes modos
segue igual ao oscilador harmônico.

A descrição acima é apenas um resumo operacional para o que vem abaixo. Para mais
detalhes sobre o processo de quantização de campos, ver [69, 67, 68, 54]. A extensão para
espaços curvos é simples, apesar dos desdobramentos não-triviais [67, 68, 54]. Grosseiramente,
basta introduzir o fator jacobiano

√
−g na ação, isto é, definir os campos sobre uma variedade

qualquer. Segue que a equação de Klein-Gordon torna-se mais geral e pode gerar uma extensa
classe de equações diferenciais dependendo das simetrias e coordenadas escolhidas.

Voltando ao nosso problema de quantizar os modos vk do espaço de Sitter, expandimos o
campo v(t,x) como

v̂(τ,x) =
∫ d3k

(2π)3/2

[
b̂k vk(τ)eik ·x + b̂†

k vk
∗(τ)e−ik ·x

]
, (B.16)

onde os modos são dados em (B.8) e definimos o chamado vácuo de Bunch-Davies impondo
(B.15). Os modos vk são definidos a partir das condições (B.14).

É importante notar que a escolha deste vácuo depende intrisecamente das simetrias do es-
paço de de Sitter. Isto significa, em particular, que depende das coordenadas usadas para ma-
pear a variedade, já que a forma específica da equação de Klein-Gordon (B.12) está relacionada
com a escolha das coordenadas. Logo, não existe um único vácuo no espaço de Sitter, assim
como não existe um vácuo preferencial em espaços-tempo genéricos. Por isso, ainda não existe
consenso sobre a escolha do vácuo apropriado para inflação.

B.1.1 Espectro de Potências e Flutuações

A ideia da inflação é que as flutuações quânticas subhorizonte oscilem, evoluam e congelem
fora do horizonte. Portanto, vamos calcular a função de dois pontos no limite subhorizonte. A
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função de dois pontos no vácuo é dada por

〈δφ
2〉 ≡ 〈0|δ φ̂(x)δ φ̂(x)|0〉

=
∫ d3k

(2π)3/2
d3k′

(2π)3/2 〈δ φ̂kδ φ̂k ′〉eik ·x eik′ ·x ,

onde expandimos δφ em termos dos modos δ φ̂k . A condição de realidade implica que δ φ̂∗k =
δ φ̂−k e, portanto,

〈δφ
2〉=

∫ d3k
(2π)3/2

d3k′

(2π)3/2 〈δ φ̂k δ φ̂
∗
k ′〉ei(k−k′) ·x .

Como vimos, os modos δ φ̂k obedecem a equação do oscilador harmônico amortecido. Por-
tanto, obedecem uma distribuição equivalente a da posição do oscilador, isto é, uma gaussiana,
que é uma distribuição isotrópica. Tal hipótese de isotropia foi assumida implicitamente quando
expandimos a perturbação em modos de fourier, base apropriada para tratar com simetrias de
translação e rotação. Logo, temos que 〈δ φ̂k δ φ̂∗k ′〉= 〈|δ φ̂k|2〉δ 3(k−k′) e, portanto,

〈δφ
2〉=

∫ d3k
(2π)3

〈
|δ φ̂k|2

〉
=
∫ k2 dk

(2π)3 4π
〈
|δ φ̂k|2

〉
〈δφ

2〉 ≡
∫ dk

k
∆

2
φ (k) , (B.17)

onde o espectro de potência é definido por

∆
2
φ (k)≡ k3

2π2

〈
|δ φ̂k|2

〉
. (B.18)

Notando que
δ φ̂k = b̂kuk + b̂†

−ku∗−k ,
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onde uk = vk/a, e usando a propriedade de aniquilação do vácuo dos operadores b̂k e b̂†
k , temos

que

〈
|δ φ̂k|2

〉
= uku∗−k 〈0|bkb†

−k|0〉

= uku∗−k 〈0|[bk ,b
†
−k]|0〉

= |uk|2 ,

Assim, o espectro fica

∆
2
φ (k) =

k3

2π2
|vk|2

a2

=
k3

2π2
1

2ka2

[
1+

1
(kτ)2

]
=

1
4π2

[
p2 + H2 ] , (B.19)

onde p ≡ k/a é o momento físico. Note que o primeiro termo corresponde ao espectro do es-
paço de Minkowski, gerando uma divergência ultravioleta em (B.17), enquanto que o segundo
é o resultado realmente não trivial da inflação, originando as flutuações observadas. Na liter-
atura, supõe-se que a divergência pode ser evitada através de uma renormalização da integral,
embora ainda haja dúvidas sobre a validade tal procedimento de subtração [70]. De fato, é
comum descartar o primeiro termo e se referir a

∆
2
φ =

H2

4π2 (B.20)

como o espectro quase livre de escala da inflação4. Note que este resultado deve ser consid-
erado como aproximado, pois tomamos o limite slow-roll exato quando desprezando o termo
V,φφ da equação (B.2). Também podemos chegar ao mesmo resultado se tormamos o limite
kτ → 0 de (B.19) , isto é, tomando o limite subhorizonte.

Podemos truncar a função de dois pontos de forma heurística lembrando as escalas mínima
e máxima de interesse da inflação, comentadas acima. Assim, a eq. (B.17) fica:

〈δφ
2〉=

∫ kmax

kmin

dk
k

H2

4π2 +O(p2)

∼ H2 ln
(

kmax

kmin

)
4Nearly scale-free spectrum.
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∴ 〈δφ
2〉 ∼ H2 . (B.21)

B.1.2 Gerando as Perturbações de Densidade

É possível relacionar as flutuações do campo escalar com as flutuações de densidade de
forma simplificada através do formalismo de atraso temporal5, criado por Guth e Pi em [71].
Esse formalismo é apropriado para justificar o tratamento meramente expositivo que faremos
no resto dessa seção.

A ideia por trás do formalismo é que flutuações positivas δφ fazem o campo subir o poten-
cial V (φ) e, com isso, prolongam a inflação na região na qual ocorre a flutuação. A partir de
(B.21), estimamos que δφ ∼ H, já que a flutuação média é zero, e, portanto,

δ t =
δφ

φ̇
∼ H

φ̇
(B.22)

De acordo com o cenário inflacionário, as flutuações de δφ só são transferidas aos graus de
liberdade de matéria na época do reaquecimento, na qual, supostamente, ρ = 3H2 e H ∼ t−1

para fluidos normais. Um prolongamento da inflação provoca um aumento de densidade dado
por

δρ

ρ
= 2

δH
H
∼−Hδ t . (B.23)

Usando (B.22) e as equações de slow-roll, obtemos

(
δρ

ρ

)2

∼
(

H2

φ̇

)2

∼ V 3

V 2
,φ

⇒
(

δρ

ρ

)2

∼ V
ε

. (B.24)

Como essa expressão é apenas aproximada, devemos escolher com cautela em que momento
da inflação calcular o lado direito da mesma. Geralmente escolhe-se o tempo no qual a escala
de interesse sai do horizonte, k = aH.

5Time-Delay Formalism
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Definimos o espectro equivalentemente ao do campo escalar:〈(
δρ

ρ

)2
〉
≡
∫

∆
2
S(k)d lnk (B.25)

tal que o espectro de potência adimensional é dado por ∆2
S(k) = (k3/2π2)〈|δk|2〉 e os modos

de fourier δk são chamados de perturbações de densidade fracionárias. No tratamento pertur-
bativo mais geral, há contribuições de todos os conteúdos de energia do modelo padrão. Os
modos δk expressos em termos da transformada inversa de Fourier são proporcionais a δρ/ρ

e, portanto, devem ser proporcionais a (B.24). É possível mostrar que

∆
2
S(k)

∣∣∣
k=aH

=
1

24π2
V
ε

∣∣∣∣
k=aH

∝ kns−1

onde o fator numérico vem do cálculo exato não explicitado. Costuma-se calcular o espectro
em k = aH, pois, a partir daí, a perturbação em questão deixa de evoluir. Define-se o índice

espectral escalar através da expressão:

nS−1 =
d ln∆2

S
d lnk

∣∣∣∣
k=aH

(B.26)

Notando que, quando k = aH,

d lnk =
dk
k

=
da
a

= Hdt =−3H2

V,φ
dφ =− V

V,φ
dφ ,

pode-se reexpressar (B.26) através dos parâmetros de slow-roll:

nS−1 = 2η−6ε . (B.27)

Quando nS = 1, temos um espectro livre de escala de Harrison-Zeldovich.

B.1.3 Perturbações Gravitacionais

Além das perturbações quânticas dos campos escalares presentes na inflação, falta comen-
tarmos um pouco sobre os resultados da perturbações tensoriais. Como já foi dito, o acom-
plamento do inflaton com a métrica na ação (2.32) é o que gera as perturbações δhµν . Estas
perturbações, em sua parte, são identificadas como ondas gravitacionais e induzem polariza-
ções no espectro CMB, apesar de ainda não terem sido identificadas pelos satélites. A previsão
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da geração de ondas gravitacionais é considerada a única previsão não genérica da inflação, já
que outros modelos conseguem igualmente produzir um espectro quase livre de escala, como,
por exemplo, no cenário do universo ekpyrótico6 proposto em [72]. Neste modelo, o universo
teria sido criado por um choque de duas branas embebidas num espaço de dimensão maior
e é naturalmente realizado em teoria de cordas, sendo que apresenta um espectro de ondas
gravitacionais diferente da inflação.

As perturbações gravitacionais são deduzidas de forma completamente análoga à vista
acima, sendo possível mostrar que

δh∼ H ∼
√

V ,

onde h representa uma das duas polarizações possíveis das ondas gravitacionais. O espectro de
flutuações tensoriais é dado por

∆
2
T (k)

∣∣∣
k=aH

=
2

3π2V
∣∣∣∣
k=aH

∝ knT . (B.28)

É importante notar que a detecção do espectro acima permite inferir a escala de energia apro-
priada para ocorrer inflação, V 1/4. Já o índice tensorial espectral é definido como

nT ≡
d ln∆2

T
d lnk

≈−2ε . (B.29)

Note que nT = 0 corresponde a um espectro livre de escala, diferentemente do caso escalar,
por uma escolha histórica de diferente convenções. Por fim, definimos o importante parâmetro
experimental, a razão tensorescalar:

r ≡ ∆2
T (k)

∆2
S(k)

= 16ε . (B.30)

Uma estimativa razoável para que ondas gravitacionais sejam observadas além do nível de ruido
é que r > 0.01. Por enquanto, os experimentos já chegaram a r < 0.3 e ainda não detectaram as
polarizações. Valores típicos para alguns dos observáveis acima são, de acordo com os dados
de 3 anos da WMAP [28, 73],

∆S(k0) = (4,75±0,10)×10−5 , k0 ≡ 0,05 ,

nS = 0,96±0,04 (r ≡ 0 a priori) .
(B.31)

6Ekpyrotic Universe. A palavra ekpyrosis, o fogo cósmico que tudo queima, representa a fase de contração no
universo cíclico que é destruido e reconstruido na filosofia estóica.
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Desvios da Gaussianidade e da aproximação adiabática são sempre testados, mas não foram
encontrados. Para os dados de 5 anos da WMAP e sua interpretação nos parâmetros cos-
mológicos, ver [74].
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