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Resumo

Os resultados apresentados nesta tese podem ser divididos em duas partes. Na
primeira estudamos uma classe de ensembles de movimento browniano (EMB) da teoria de
matrizes aleatérias, gerados a partir da teoria matricial de processos estocédsticos markovi-
anos. Os ensembles sdo caracterizados por uma equacao de Fokker-Planck e estao intima-
mente relacionados a hamiltonianos de sistemas quanticos do tipo Calogero-Sutherland.
Esta conexfo leva a um esquema geral de classificacdo baseada numa recente genera-
lizacao multidimensional dos polinomios ortogonais cldssicos. Mostramos que, sob certas
condicoes, os EMB englobam os ensembles de matrizes de transferéncia. Desta forma,
desenvolvemos um tratamento unificado dos ensembles de polindmios e de matrizes de
transferéncia que, além de servir como um esquema de classificacdo das diversas classes de
simetria, fornece técnicas eficientes de calculo. Desenvolvemos métodos de Fokker-Planck
para o calculo de médias de observaveis representados por estatisticas lineares, assim como
para o calculo de fungbes de correlagao. Neste contexto, desenvolvemos um método de
transformada integral e uma generalizacdo do método das funcGes biortogonais para o
calculo da funcao de correlacao de n-pontos. Os resultados deduzidos neste contexto geral
sao aplicados a pontos e fios quanticos. Em particular, apresentamos um estudo numérico
de propriedades de transporte em pontos quanticos com simetria quiral. Na segunda
parte, estudamos uma cavidade cadtica balistica acoplada, via barreiras de transparéncia
arbitraria, a dois guias semi-infinitos usando as duas abordagens de teoria de circuito dis-
poniveis na literatura: a escalar e a matricial. Mostramos a equivaléncia destas teorias
através do célculo dos cumulantes da estatistica de contagem. Para isso, determinamos
as fungoes geratrizes fornecidas pelas duas teorias e verificamos a concordancia dos 18
primeiros cumulantes usando um programa de computacao algébrica. Também estudamos
distribuicoes exatas de corrente de alguns sistemas simples de dois terminais, como um
ponto quantico com barreiras simétricas. Estes resultados sdo importantes, pois fornecem

uma grandeza diretamente mensurdvel em experimentos.

Palavras-chave: teoria de matrizes aleatérias, equacao de Fokker-Planck, modelo de
Calogero-Sutherland, polindmios de Jack, fisica mesoscépica, regime semiclassico, teoria

de circuitos.



Abstract

The results presented in this thesis can be divided into two parts. In the
first one we study a class of Brownian motion ensembles (BME) obtained from the
general theory of matricial Markovian stochastic processes of random matrix theory.
The ensembles are characterized by a Fokker-Planck equation and are closely related
to Hamiltonians of Calogero-Sutherland type quantum systems. This connection al-
lows a general classification scheme based on a recent multivariate generalization of
classical orthogonal polynomials. We show that, under certain conditions, the BME
can be applied to transfer matrix ensembles. Therefore, we developed a unified tre-
atment of polynomial and transfer matrix ensembles that, apart from being used
as a classification scheme of diverse symmetry classes, allows efficient calculation
techniques. We developed Fokker-Planck methods to calculate ensemble averages of
observables represented by linear statistics, and to obtain correlation functions. In
this case, we developed an integral tansform method and a biorthogonal polynomial
method to calculate the n-point correlation function. The results obtained at this
general context are applied to quantum dots and quantum wires. In particular,
we present a numerical study of transport properties in quantum dots with chiral
symmetry. At the second part, we study an open ballistic chaotic cavity coupled,
via barriers of arbitrary transparency, to two semi-infinite waveguides by using both
the known circuit theory available in the literature: the scalar and the matricial
theories. We show the equivalence between them by obtaining the cumulants of
charge counting statistics via the generating function from both approaches and by
verifying the agreement of the first 18 cumulants via algebraic computation softwa-
res. We also studied exact distributions of electrical current for some two terminals
simple systems, such as a quantum dot with symmetric barriers. These results are

important, since they supply a measurable quantity in experiments.

Keywords: random matrix theory, Fokker-Planck equation, Calogero-Sutherland

model, Jack polynomials, mesoscopic physics, semiclassical regime, circuit theory.
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Capitulo 1

Introducao

O titulo desta tese revela as duas linhas de investigacao adotadas. Na primei-
ra, desenvolvemos novos métodos para o estudo dos ensembles fora do equilibrio da
teoria de matrizes aleatérias, também chamados de ensembles de movimento brow-
niano (EMB). Esta linha é mais matematica ligando a teoria de matrizes aleatdrias a
areas como teoria de processos estocasticos, espacos simétricos e polinomios simétri-
cos de Jack. A segunda parte, seguimos uma linha mais fisica, estudando proprieda-
des de transporte em sistemas mesoscépicos. Em particular, no regime semiclassico,
estudamos teorias de circuitos para associagoes de dispositivos mesoscépicos. A

seguir apresentamos um resumo do contetido dos préximos capitulos.

1.1 Capitulo 2. Teoria de matrizes aleatorias

Neste capitulo fazemos uma introdugao elementar aos tépicos discutidos na
tese. Apresentamos uma rapida revisao da teoria de matrizes aleatérias (TMA)
aplicada a sistemas fechados e abertos. Iniciamos com os ensembles gaussianos onde
apresentamos a distribuicao conjunta de niveis e, em particular para o ensemble
unitario, apresentamos o céalculo das funcoes de correlacao através do método dos
polinomios ortogonais. Também discutimos sistemas abertos. Em particular, esta-
mos interessados nas aplica¢oes em pontos e fios quanticos. Nestes casos, proprieda-

des de transporte como condutancia e poténcia do ruido de disparo sao calculadas
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através do formalismo de Landauer-Biittiker, que trata a conducao elétrica como
um problema de espalhamento, sendo a condutancia do sistema proporcional ao co-
eficiente de transmissao. Para o caso de pontos quanticos aplicamos o método de
maxima entropia informacional na construgao de ensembles de matrizes de espalha-
mento. Também apresentamos os ensembles de matrizes de transferéncia usados na
descricao das propriedades de transporte em fios quanticos. De acordo com a pre-
senca de simetrias basicas como reversao temporal e rotagao de spin, estes ensembles
de matrizes aleatérias sao divididos em trés classes: ortogonal, unitaria e simplética.

Recentemente percebeu-se que este esquema de classificacao nao é exaustivo
e surgiram novas classes de simetria em diversos problemas de interesse tedrico e
experimental. Também surgiu um novo esquema de classificagao das teorias de ma-
trizes aleatdrias, baseado numa relacao um a um com a tabela de espagos simétricos
de Cartan onde os ensembles sao classificados em termos dos mesmos diagramas de
Dynkin e redes de raizes usados na classificacao das algebras de Lie destes espacos.
De acordo com a nova classificacao existem dez classes de universalidade na TMA,
divididas em trés categorias: (i) Wigner-Dyson (3 classes); (ii) Bogoliubov-de Gen-
nes (4 classes); (iii) quiral (3 classes). A subdivisdao em cada categoria depende
da presenga ou da auséncia de simetria de reversao temporal e de rotagao de spin.
Em fisica mesoscopica as classes Wigner-Dyson sao apropriadas para condutores
desordenados convencionais, as Bogoliubov-de Gennes aparecem na descricao de
quase particulas em supercondutores fracamente desordenados e as classes quirais
sao relevantes em problemas de transporte com desordem fora da diagonal, como
nos modelos de hopping aleatério. Devido a sua importancia, apresentamos um
breve resumo da teoria de espagos simétricos e sua relacao com a teoria de matrizes
aleatdrias.

A teoria de espagos simétricos também esta intimamente relacionada a sis-
temas quanticos com hamiltonianos integraveis tipo Calogero-Sutherland, dos quais
destacamos o modelo de Calogero-Sutheland trigonométrico cujas autofuncgoes dos
estados excitados estao relacionadas aos polindmios simétricos de Jack. Os po-
linomios de Jack sao fungoes simétricas homogéneas que servem como base para as
demais fungoes simétricas e, em particular, para generalizacoes multidimensionais

dos polinémios ortogonais classicos. O modelo de Calogero Sutherland é apresentado
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na ultima secao capitulo 2 e as propriedades dos polinomios de Jack sao mostrados

nos apeéndices B e C.

1.2 Capitulo 3. Transporte em pontos quanticos
quirais

Estudamos propriedades de transporte em pontos quanticos com simetria de
sub-rede (quiral) acoplados a reservatérios de elétrons através de contatos pontu-
ais. A teoria de matrizes aleatdérias para este problema pode ser formulada de duas
maneiras. Na primeira, constréi-se um ensemble de matrizes de espalhamento a
partir de um principio de maxima entropia informacional. Este método fornece a
distribuicao conjunta de autovalores de transmissao usada diretamente no calculo de
observaveis como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo. Na segunda abor-
dagem, a TMA ¢ construida modelando-se o hamiltoniano da cavidade fechada por
um membro dos ensembles gaussianos quirais. A matriz de espalhamento é obtida a
partir do hamiltoniado e das matrizes que descrevem o acoplamento cavidade-guias
através da formula de Mahaux-Weidenmiiller. As propriedades de transporte sao cal-
culadas diretamente a partir da matriz de espalhamento usando-se o formalismo de
Landauer-Biittiker. Implementamos esta formulacao hamiltoniana numericamente
e calculamos os valores médios e as distribuicoes da condutancia e da poténcia do
ruido de disparo. Observamos que, para um sistema com nimero pequeno de canais
abertos, as distribuicoes sao bastante largas e, a medida que este nimero de canais
aumenta, tornam-se mais estreitas tendendo a gaussianas, que corresponde ao re-
sultado do limite semiclassico. Os resultados numéricos e analiticos estao em 6tima

concordancia, demonstrando a equivaléncia das duas abordagens.

1.3 Capitulo 4. Ensembles de movimento brow-

niano

Apresentamos uma nova formulacao para ensembles fora do equilibrio da te-
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oria de matrizes aleatdrias baseada na teoria geral de processos estocasticos. Cons-
truimos um processo estocastico markoviano para os autovalores de uma matriz
aleatoria e obtivemos a equacao Chapmann-Kolmogorov que descreve a evolugao
da distribuicao conjunta dos autovalores. Retringindo-nos ao caso de trajetérias
amostrais continuas no espaco de matrizes obtemos uma equagao de Fokker-Planck
para o processo. Também mostramos que o processo estocastico matricial pode ser
mapeado num problema de muitos corpos descrito por um hamiltoniano do tipo
Calogero-Sutherland. Este mapa mostra uma conexao entre os EMB e a teoria de
polinomios simétricos de Jack, usados no calculo das fungoes de correlagao do mode-
lo de Calogero-Sutherland. Sob determinadas condigoes matematicas esta equagao
de Fokker-Planck descreve o decaimento da distribuicao conjunta de niveis para a
solucao caracteristica dos ensembles de polindmios ortogonais da TMA. Os ensem-
bles de matrizes de transferéncia, embora nao possuam solucao de equilibrio, também
podem ser incluidos na formulacao. Desta forma construimos uma formulagao unifi-
cada de ensembles de movimento browniano que engloba os ensembles de polinomios
ortogonais e os de matrizes de transferéncia. Esta descricao unificada pode ser usada
como esquema de classificacao alternativo a classificacao geométrica, baseada nas
tabelas de Cartan, cobrindo certos casos de interesse onde a ultima nao se aplica.
Nosso esquema de classificacao nao depende de uma realizacao matricial especifica
para os ensembles, cada um deles é definido por uma equacao de Fokker-Planck.
Além disso, o indice de Dyson [ da teoria de matrizes aletatérias aparece apenas
como um parametro podendo assumir, em principio, valores distintos dos valores
classicos B € {1,2,4} usados na TMA. Além do atrativo estético, este esquema de
classificacao também fornece métodos unificados para abordar problemas praticos,
como o calculo de fungoes de correlacao e propriedades estatisticas de observaveis
fisicos para qualquer classe de simetria. Utilizamos métodos de Fokker-Planck para
determinar a evolucao temporal de médias de observaveis. Em particular, mostra-
mos que a equacao de movimento para fungao de n-pontos segue uma complicada
hierarquia (tipo BBGKY) de equagoes integro-diferenciais singulares, revelando a
complexidade do problema do calculo de fungoes de correlacao para ensembles fora
do equilibrio. Métodos de Fokker-Planck também podem ser usados no estudo de

propriedades estatisticas de interesse em ensembles de equilibrio, em particular en-
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contramos um esquema til para o calculo de assintéticos da média e da variancia
de observaveis de transporte em pontos quanticos nas classes de Wigner-Dyson e

quiral.

1.4 Capitulo 5. Método da transformada integral

Neste capitulo apresentamos um método de transformada integral, alterna-
tivo ao método da supersimetria, para desacoplar a hierarquia BBGKY das fungoes
de correlagao dos ensembles de movimento browniano, vélido para valores racionais
de B. O método é uma generalizacao multidimensional da técnica de transformada
integral usada para resolver equagoes diferenciais ordinarias como uma integral de
contorno no plano complexo, e consiste em mapear a equagao de Fokker-Planck
para a distribui¢ao conjunta de niveis, numa outra equacao de Fokker-Planck que
evolui num espaco imagem de dimensao menor. A dimensao do espaco auxiliar é
independente da dimensao do espaco original e depende apenas da ordem da funcao
de correlacao desejada. Uma vez construida a equacao de Fokker-Planck neste novo
espago, usamos uma transformagao de Sutherland e construimos o hamiltoniano
associado. As autofungoes do hamiltoniano sao usadas na solu¢ao do problema
original. Em particular no ensemble unitério, encontramos o hamiltoniano de um
sistema de particulas livres. Como aplicacao deste método apresentamos o calculo
da funcao de um ponto para a equacao DMPK para o ensemble unitdrio da classe
Wigner-Dyson. No caso geral, mostramos que as autofuncoes do hamiltoniano sao
determinadas pelos polinomios de Jack deformados, recentemente introduzidos na

literatura por Sergeev.

1.5 Capitulo 6. Método das funcoes biortogonais

Neste capitulo apresentamos um método de calculo das fungoes de correlacao
para os EMB especifico para o ensemble unitario (8 = 2). Resolvemos a equagao
de Fokker-Planck para uma condicao inicial tipo delta explorando a conexao com

um hamiltoniano de um sistema de N férmions nao interagentes. Construimos um
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método de fungoes biortogonais para escrever a probabilidade de transicao numa
forma determinantal. Desta maneira, para uma certa classe de condigoes iniciais, as
funcoes de correlecao podem ser escritas numa forma determinantal fatorada similar
a obtida em ensembles de equilibrio através do método dos polinomios ortogonais.
A funcao de correlacao de n-pontos € escrita em termos de um nucleo que depende
apenas de dois niveis. Conseguimos escrever uma representagao integral para o
nicleo em termos das fungoes de Green de uma particula. Este método foi usado
no calculo das amplitudes de transicao para os ensembles de Hermite, Laguerre e
Jacobi. Nossos resultados concordam com os obtidos por Baker e Forrester usando

métodos de polindmios de Jack.

1.6 Capitulo 7. Teoria de circuitos

Neste capitulo estudamos transporte quantico em dispositivos mesoscopicos
acoplados a reservatérios de elétrons através de guias de onda com um niimero
muito grande de canais propagantes (regime semicldssico). Utilizamos métodos de
elemento finito conhecidos na literatura como teorias de circuitos. Nesta formulacao
o sistema é representado por um grafo cujas arestas representam conectores e cujos
vértices representam noés ou terminais, analogamente a teoria de circuitos cléssica
usada em engenharia elétrica. Um no representa uma cavidade quantica, um conec-
tor pode ser de diferentes tipos: juncao de tunelamento, contato balistico ou um fio
difusivo. Generalizacoes das leis de Kirchhoff permitem o cdlculo da densidade de
autovalores de transmissao do sistema. Existem duas versoes da teoria de circuitos:
(i) a teoria matricial e (ii) a escalar. Estudamos uma cavidade cadtica balistica
acoplada, via barreiras de transparéncia arbitraria, a dois guias semi-infinitos. Na
descri¢ao usual da teoria de matrizes aleatorias, a matriz de espalhamento da cavi-
dade é distribuida de acordo com o nticleo de Poisson e as propriedades de transporte,
como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo, sao obtidas com o formalismo
de Landauer-Biittiker. Usamos (i) e (ii) na formulacao deste problema e mostramos
a equivaléncia destes métodos no calculo dos cumulantes da estatistica de conta-
gem. Também determinamos as distribuicoes exatas de corrente de alguns sistemas

simples de dois terminais, como um ponto quantico com barreiras simétricas.
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Capitulo 2

Teoria de matrizes aleatorias

A teoria de matrizes aleatérias (TMA) [1] foi desenvolvida a partir da década
de 50 com o objetivo de descrever estatisticamente os padroes observados no espalha-
mento de néutrons lentos por ntcleos pesados. Devido ao grande nimero de graus
de liberdade e a complexidade do processo de espalhamento, nao é possivel nem
desejavel construir o hamiltoniano do sistema a partir de primeiros principios. Uma
alternativa viavel consiste em modelar-se o hamiltoniano do nicleo por uma matriz
aleatoria pertencente a um ensemble caracterizado apenas por certas propriedades de
simetria. Um resultado central deste estudo foi a famosa lei de Wigner-Dyson para a
distribuicao de espagamentos de ressonancias consecutivas. Apds normalizacao pelo
espacamento médio, todos os dados experimentais colapsam numa mesma curva
universal. O primeiro grande triunfo da TMA foi a demonstragao de que esta lei
universal resulta da perda de relevancia estatistica de grande parte das informagoes
microscopicas com excecao de certas simetrias basicas, como a invariancia a reversao
temporal e a invariancia de rotacao de spin. O comportamento universal da TMA
depende da validade de uma hipotese ergddica, de acordo com a qual médias so-
bre certos intervalos contendo um niimero estatisticamente significativo de niveis é
equivalente a uma média sobre ensembles. A partir da década de 80 a TMA passou
por uma explosao de atividade, adquirindo status multidisciplinar através da asso-
ciagao com o fenémeno de caos quantico. Atualmente ela é aplicada a uma grande

variedade de sistemas fisicos cobrindo diversas ordens de magnitude, desde nicleos
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8 Teoria de matrizes aleatorias

complexos [2], a nanodispositivos [3] e cavidades macroscépicas de microondas [4].
Uma perspectiva historica sobre o avanco da TMA pode ser encontrada nas refs.
[5, 6]. Além de gerar uma profunda intuicdo fisica e uma enormidade de aplicagoes
em problemas de valor pratico, esta formulagao também possui um grande poder
de unificacao do ponto de vista de estruturas matemadticas, inter-relacionando areas
como a teoria de nimeros, sistemas hamiltonianos integraveis, analise harmonica em
espagos simétricos classicos, teoria de campo supersimétrica, teoria de campo con-
forme, polinomios de Jack, gas ideal de anyons, gravitacao bidimensional e muito
mais.

Nas proximas secoes, a fim de estabelecer a notacao usada na tese, apresenta-
remos uma breve revisao da TMA aplicada a sistemas fechados e abertos. Iniciamos
com os ensembles gaussianos e usaremos o método de polinomios ortogonais para
o calculo de funcoes de correlagao. A seguir, apresentamos teorias de matrizes
aleatorias tteis em problemas de espalhamento, usadas em pontos e fios quanticos.
Finalizamos apresentando a classificagao dos ensembles da TMA através de espacos

simétricos.

2.1 Ensembles gaussianos

Considere um conjunto de matrizes hermitianas H, N x N, com densidade
de probabilidade
P(H) = Cexp|[-fTrV(H)], (2.1)

onde C' é uma constante de normalizacao e § é um parametro de simetria que indica
o numero de graus de liberdade dos elementos de H, e é usado para especificar os
ensembles. O indice de Dyson, como também é chamado, pode assumir os valores
3 = 1 para elementos reais, 3 = 2 para complexos e 3 = 4 para quaternions reais'.
A probabilidade de encontrarmos um membro do ensemble no elemento de volume
dH é dada por

P(H)dH (2.2)

. , . . . 3
'Um quaternion real é expresso em termos das matrizes de Pauli ¢ = ag + i > ke k0%, com
coeficientes ag, a1, as e as reais.
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2.1 Ensembles gaussianos 9

onde dH é o produto das diferenciais de todos os elementos independentes de H.
Os ensembles de matrizes aleatérias com distribuigao (2.1) sdo invariantes
sob o automorfismo
H—UHU, (2.3)

onde U é uma matriz ortogonal (8 = 1), unitaria (5 = 2) ou simplética (5 = 4).
Por esta razao eles sao denominados ensembles ortogonal, unitario e simplético,
respectivamente.

Fisicamente o ensemble ortogonal aplica-se a dois tipos de sistemas com sime-
tria de reversao temporal: os de spin inteiro e os de spin semi-inteiro com invariancia
de rotacao. Neste caso, o hamiltoniano pode ser representado por uma matriz real e
simétrica. O ensemble unitario aplica-se a sistemas com simetria de reversao tempo-
ral quebrada, por exemplo pela acao de um campo magnético externo. Finalmente,
o ensemble simplético aplica-se a sistemas com spin semi-inteiro, invariantes sob
reversao temporal mas com invariancia de rotagao quebrada, por exemplo por uma

forte interagao spin-orbita. Tal classificacao, devida a Dyson, é resumida na tabela

abaixo:
B | SRT SRS H U
1| sim sim real ortogonal
2 | nao | irrelevante complexo unitaria
4 | sim nao quatérnion real | simplética

Tabela 2.1: Resumo da classificagao de Dyson. A matriz hermitiana H e a matriz
dos autovetores U sao classificadas pelo indice § dependendo da presenca ou da
auséncia das simetrias de reversao temporal (SRT) e de rotacao de spin (SRS).

Se o potencial é do tipo V(H) o< H?, o ensemble é dito gaussiano. A prati-
cidade dos ensembles gaussianos resulta do fato de que os elementos de matriz sao

variaveis aleatorias independentes, visto que

TrV(H) = TrH* = Y |Hyl® (2.4)
i,

e a distribuicao fatora, simplificando os calculos. A escolha do potencial V' afeta
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10 Teoria de matrizes aleatodrias

caracteristicas globais do espectro, mas nao caracteristicas locais como flutuagoes

na escala do espacamento médio, que tém comportamento universal.

Ensembles de matrizes aleatérias podem ser deduzidos via teoria de in-

formacao, associando-se uma entropia de Shannon a densidade de probabilidade
S[P(H)] = —/dHP(H) InP(H). (2.5)

Os ensembles gaussianos sao obtidos pela maximizacao da entropia, sujeita aos
vinculos de normaliza¢do e de existéncia de um segundo momento para H [7].
Métodos de méxima entropia também sao aplicados para ensembles de matrizes S [8],

usados na descricao estatistica de propriedades de transporte em pontos quanticos.

Uma vez especificada a densidade de probabilidade P(H) podemos investigar
as propriedades estatisticas dos autovalores de H. A fim de determinar correlagoes

entre os autovalores, diagonalizamos a matriz aleatéria
H=UXU", (2.6)

onde X = diag(zy,...,ry) é uma matriz diagonal que contém os autovalores? e a
matriz unitdria U contém os autovetores. Como TrV(H) = ). V(z;) depende ape-
nas dos autovalores, a distribuigdo (2.1) nao depende dos autovetores. Isto significa
que U é uniformemente distribuido no grupo unitario, para § = 2, e nos grupos
ortogonal e simplético para § = 1 e 4, respectivamente. O elemento de volume em

termos das coordenadas radiais e angulares fica (a menos de uma constante)

dH = Js({z}) du(U de,, (2.7)

onde du(U) é a medida de Haar dos grupos ortogonal, O(N), unitario, U(N), ou
simplético, Sp(2N). O fator Jg é o jacobiano da transformagao de similaridade

(2.6) e pode ser escrito em termos do determinante de Vandermonde Ay ({z}) =

2Para 3 = 4 cada autovalor é duplamente degenerado, fato decorrente da degenerescéncia de
Kramers.
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[Ticj(@i — ;)
Ts({a}) = 1A ({z ) = [ =i — =", (2.8)
i<j
Apresentamos no apéndice A o célculo do jacobiano para o ensemble unitario. A ex-
tensao para os demais ensembles é imediata. Combinando tudo, obtemos a seguinte

distribuicao conjunta de autovalores

P{}) = Co L s =l TL eV, (29)

1<J k

Esta densidade de probabilidade pode ser interpretada como o fator de Boltzmann

P({z}) = Cge ™, A== Iz —aj|+ > Vax) (2.10)

i<j k

de um gas classico de N particulas, nas posicoes 1, ..., Ty, interagindo logaritmica-
mente e confinadas pelo potencial V. Este sistema de cargas pontuais em equilibrio
térmico, com indice de Dyson fazendo o papel de inverso da temperatura, é conhe-

cido como o modelo do gds de Coulomb [9].

2.2 Funcoes de correlacao

Propriedades estatisticas na seqiiéncia de niveis {z,...,zx} sdo caracteri-

zadas pela funcao de correlacao de n-pontos, definida como

N!

Ry(z1,...,2,) = N —n)

/P(l’l,...,I’N)dI‘n+1...dl‘N, (211)
que representa a densidade de probabilidade de que n niveis se encontrem em torno
das posigoes z1, ..., x,, independente dos demais. A integral (2.11) pode ser cal-
culada de forma fechada. O caso f = 2 é matematicamente mais simples e, com o

auxilio do método dos polindmios ortogonais, obtém-se a estrutura determinantal

Rn(l'l, N ,l’n) = det[KN(l’“ xj)]i,j:l,...,n' (212)
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12 Teoria de matrizes aleatodrias

As entradas do determinante sao expressas em termos do nicleo Ky(z,y) que de-
pende apenas de dois niveis. Para f = 1 e § = 4, também existe um método
sistematico, embora menos intuitivo, de calcular R, explicitamente em termos dos
polinémios anti-ortogonais classicos [1, 10]. A seguir apresentaremos detalhada-
mente o método dos polinémios ortogonais usado no caso unitdrio. Alguns resulta-
dos desta secao serao utilizados no capitulo 6, no qual desenvolveremos um método

de polinomios biortogonais.

2.2.1 Método dos polindmios ortogonais

Na teoria de matrizes aleatdrias, os ensembles de polinomios ortogonais sao
introduzidos via integrais de Selberg [1]. Neste contexto, a distribuigao de varidveis

aleatérias ou niveis, a < x; <b (i =1,...,N), é dada por

P({z}) = CnJs({zun({z}), (2.13)

onde Jz({z}) é o jacobiano (2.8) e w({z}) é definida pelo produto

N

wy({z}) = [Jw(). (2.14)

i=1

A funcio peso w(x) = e #V(®) & real, positiva e integravel no intervalo [a,b] e Cy é
uma constante de normalizacao, cujo valor é obtido da integral de Selberg associada.
Além disso, impomos os vinculos usuais da teoria de polindmios ortogonais classicos

[11], para os quais consideramos a seqiiéncia de fungoes

— (w(z)s"(x)), n=0,1,2,... (2.15)

que satisfazem as condi¢oes

(i) p1(x) é um polindomio de primeira ordem

pi(x) = r(z) =ro+ ruz, (2.16)
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(ii) s(z) é um polinémio com raizes reais, de grau nao maior que 2
s() = 80+ 517 + 590° = so(w — sT)(x — 57), (2.17)
(iii) o peso w(x) satisfaz a condigdo de contorno
w(a)s(a) =0 =w(b)s(b). (2.18)

Nas eqs. (2.16) e (2.17) 7o, r1, So, S1, 82, ST € s~ sdo constantes reais. Os polinémios

assim construidos satisfazem as condicoes de ortogonalidade e completeza

onde h, é uma constante de normalizacao.

/ W(Z) P ()P () = hndpm

o(z —y)

- pn(x)pn(y) _
2

w(z)

(2.19)

(2.20)

A tabela 2.2 mostra o intervalo de

defini¢ao, funcao peso, fungao auxiliar s(z) e normaliza¢ao para os polindomios or-

togonais classicos. O método dos polinomios ortogonais consiste em reescrever a

Intervalo | funcdo peso w(x) s(x) I, polinémio
(—00,00) | e 1 2"nl\/m Hermite
[0, 00) e ™ (v > —1) x I'n+v+1)/n! Laguerre
v 2V FEFIT (n4v+1)C(n 1 .
[—1,1] 1—z)(1+z)" (v,u>-1)|1—2? (2n+y+ui;;n?}()niyi‘ﬂl)) Jacobi

Tabela 2.2: Polinomios ortogonais classicos.

densidade de probabilidade P({z}) do ensemble unitario em termos dos polinémios

pn- O ponto de partida é o determinante de Vandermonde

An({z}) = (=)D det

1

X1

(2.21)
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14 Teoria de matrizes aleatodrias

Como o determinante nao muda ao fazermos combinagoes lineares em suas linhas, a
k—1 - . s A . k—1
entrada z;” " da k-ésima linha pode ser trocada pelo polinémio py_1(z;) = ag_12;  +

...+ aiz; + ag. As operacoes sao realizadas de modo a gerar polinomios ortogonais

em relagao ao peso w(x). Desta forma, o determinante de Vandermonde é reescrito

po([[’l) e p()(ZE'N)
Ay({z}) = # det pl(:xl) pl(‘?N) . (2.22)
pn-1(z1) ... py-1(zN)

Portanto, a densidade de probabilidade para 3 = 2 é reescrita, a menos de uma

constante multiplicativa, na forma
5 2
P({}) oc [T wai) (detlpia(z)isien ) - (2.23)

onde introduzimos os polinémios normalizados pi(z) = pr(x)/v/ hi. Seja A a matriz

cujas entradas sdo A;; = p;_1(x;) entdo

(det A)? = det AT det A = det ( Ak,-Akj). (2.24)
0

=2

B
Il

Além disso, eliminamos o fator [[, w(z;) multiplicando a j-ésima coluna de A por

w(x;). Desta forma, a densidade é escrita na forma compacta
P({I‘}) = CN det[KN(l’i, zj)]i,j:l,...,N, (225)

onde C'y é uma constante e a funcao Ky(x,y), conhecida na literatura como nucleo,

é definida por

=

Pe(@)ps(y). (2:26)

K(e,y) = w(z) y_ 2

e
Il
o
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2.2 Fungdes de correlagao 15

E facil ver que o nucleo satisfaz as propriedades

/b Kn(z,z)dx = N, (2.27)
b
/ Ky(z,2)Ky(z,y)dz = Ky(z,y). (2.28)

A constante Cy é determinada com o auxilio do seguinte teorema [1]

Teorema 2.1 Seja J,, = (J;j)1<ij<n wma matriz n X n cujas entradas dependem do

vetor real X = (z1,...,x,) € tém a forma J;; = f(x;, x;) onde f € uma funcao que
satisfaz a propriedade
[ty = .2 (2:20)
Entao
/det Jp(x)dx, = [q — (n —1)]det J,,_1, (2.30)

onde ¢ = [ f(z,x)dx, e a matriz J,_1 = (Jij)1<ij<n—1 tem a mesma estrutura de

Jn com x substituido por (x1,Za, ..., Tn_1).

No nosso caso ¢ = N, entao

1= /P({l‘})dl‘l .. .d!L’N = CN/det[KN(l’i,l’j)]i7j:17...7NdlL'1 .. .dl‘N

.....

.....

= 1><2><...x(N—l)xC’N/KN(a:,x)dx
= NICy
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16 Teoria de matrizes aleatodrias

Portanto Cy = 1/N!. A funcao de correlacao é obtida da mesma forma:

N!
Rn(Ila"'axn) = W/P({x})dﬁﬁn+ldl’]\[
1
= m /det[KN(SCi, z))ij=1,. NATpyi1 ... dTN
= det[Kn (i, 2;)ij=1,..n- (2.31)

Portanto, toda a informacao sobre as correlacoes espectrais estd contida no ntcleo,
que depende apenas de dois niveis. No capitulo 6 vamos generalizar esta equacao
para ensembles fora de equilibrio. Consideremos agora alguns casos particulares de
(2.11).

e Funcao de 1-ponto
A funcédo de 1-ponto Ry(z) = Ky(x,x) é a densidade média de niveis

Ry (x) = p(z) = {p(x)), (2.32)

onde a densidade “microscépica” de niveis é definida por
plr) = 6z — ). (2.33)

A densidade de niveis nao é uma funcao universal pois depende da escolha do po-
tencial V' (H) do modelo de matriz aleatéria. Por exemplo, nos ensemble gaussianos
escolhemos V(H) = NH?/4)?. A densidade de niveis para o ensemble gaussiano

unitario é dada por

N Na2y =21 N
P(r) =\ 552 P ( - 4; ) 2 2kk!H’3<\/ N2 x) (2.34)

k=0

No limite de N grande podemos obter uma relacao entre a densidade, p, e o potencial
confinador, V', através do modelo do gas de Coulomb, eq. (2.10). Neste limite temos

um fluido classico com densidade macroscépica continua [1, 9] cuja energia pode ser
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2.2 Fungdes de correlagao 17

aproximada pelo funcional

Hpl()] = / AoV (x)p(a) — / dudyp(x)p(y) Inlz =yl (2.35)

A densidade é escolhida de modo a minimizar J¢[p(x)], satisfazendo o vinculo
[ dzp(z) = N, portanto

5
op(x)

onde C' é um multiplicador de Lagrange. Da condicao de extremo resulta a equagao

[ oot (Vi) - [ dupl) e~y - ) =0, (2.36)

de campo médio

V()= [ dyoty)nle — gl + C. (2.37)
cuja solugdo para os ensembles gaussianos, V(x) = Nz?/4\? resulta na lei do
semicirculo de Wigner

N
p(x) VANZ — 22, (2.38)

2w \2
O parametro A controla a escala de energia e o espacamento médio na origem, x = 0,
que é dado por A = 7A/N. A lei do semicirculo é uma propriedade dos ensembles
gaussianos e nao tem relevancia fisica direta ja que densidades diferentes sao obtidas
para outros potenciais. A figura 2.1 mostra como a densidade (2.34) converge para

o semicirculo (2.38) com valores crescentes de V.

A densidade de niveis também pode ser obtida numericamente. Para isso
construimos uma matriz aleatéria hermitiana cujas entradas tém distribuicao gaus-

siana de média zero e variancias dadas por

NS
- 5 (2:39
(ReMy)?) = = ((mHy)), (2.40)

calculamos seus autovalores e fazemos um histograma. Escolhendo A = 1/2, os
autovalores ficam distribuidos no intervalo [—1,1] e o limite N — oo é atingido

elevando-se a dimensao da matriz. A figura 2.1 mostra a densidade de autovalores
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18 Teoria de matrizes aleatodrias

obtida numericamente para uma matriz 500 x 500.

0.6

0.5

p(x) p(E) |

— semicirculo 02
N=5

— N=10 \ I
— N=50 0.1

| L
0.5 1

<ol

Figura 2.1: Lei do semicirculo. A figura da esquerda mostra a convergéncia para o
semicirculo (2.38) da densidade dada pela equagao (2.34) para valores crescentes de
N. A figura da direita mostra um histograma obtido pela diagonalizacdo de uma
matriz aleatéria hermitiana 500x500. Para esta dimensao ja temos boa concordancia
com a lei do semicirculo (linha vermelha).

¢ Funcgao de 2-pontos

Assim como Ry, a funcao de dois pontos Ra(x,y) também pode ser escrita da forma

Ro(z,y) = Z <5(x — )y — xj)> = N(N —1) /P(x, Y, s, - on)des . TN
7 (2.41)

Outra funcao de dois pontos que sera utilizada nesta tese é o correlator densidade-

densidade, definido por

Clx,y) = (p(x)p(y)) — (p(2))(p(y)), (2.42)

que sera usado mais adiante no calculo da variancia de estatisticas lineares. Usando a

definigdo da densidade microscépica de niveis, eq.(2.33), e separando a contribuicao
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2.2 Fungdes de correlagao 19

diagonal (i = j) da nao-diagonal (i # j), podemos escrever
C(z,y) = To(z,y) + Ri(z,z)0(x — y), (2.43)
onde introduzimos a funcao de cluster de dois niveis
Ty(z,y) = Ra(x,y) — Ri(x)Ri(y), (2.44)

que pode ser escrita em termos do niicleo Ky (z,y) da seguinte forma

) — Kn(z, ) Kn(y,y)

= —[Kn(z,y)]". (2.45)

Vimos que potenciais V' diferentes geram densidades diferentes. Estas proprieda-
des nao-universais do espectro sao eliminadas reescalando os niveis de modo que o
espagamento entre niveis vizinhos seja medido em unidades do espacamento médio

local. Para isso definimos as variaveis adimensionais

&) :/ deRi(x), i=1,...,N (2.46)
A fungao de correlagao reescalada, X, (&1, . .., &,), é obtida igualando-se as probabi-

lidades diferenciais
Xn(&1, .., &0)dE .. dEy = Ry(xq, .. xp)dxy . .. day, N — 0. (2.47)

Desta forma X;(§) = 1 e temos as mesmas propriedades de flutuagao em diferentes
partes do espectro. As flutuacoes no espectro reescalado sao independentes de V,
portanto sao universais. Para os ensembles gaussianos, com densidade de niveis
(2.38), podemos introduzir & = x;/D onde D é o espagamento médio na origem
D =1/Ry(0) = mA/N. As funcao de correlagao tornam-se universais no limite de
Dyson

Xa(&1, - &) = lim D"Ry(Dgy, ..., DE,). (2.48)
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20 Teoria de matrizes aleatodrias

No limite de Dyson as fungoes tornam-se invariantes de translacao, ou seja, depen-
dem apenas das diferencas & —¢;. Em particular, a funcao de cluster de dois pontos
(2.44) é dada por

T5(61,62) = — (%) - (2.49)

2.2.2 Estatistica linear

Em alguns sistemas fisicos os observaveis da teoria nao sao os niveis pro-
priamente ditos, mas certas combinacoes de fungoes dos mesmos. Por exemplo,
em transporte mesoscopico através de pontos quanticos, a condutancia adimensio-
nal é dada pela férmula de Landauer, ¢ = ), z;, na qual os niveis, 0 < z; < 1
(i =1,...,N), representam os autovalores de tt', com t representando a matriz de
transmissao do sistema. Para o mesmo sistema a poténcia do ruido de disparo, que
caracteriza a natureza discreta da carga dos portadores, é representada pela formula
p=_,z;(1—x;). Nestes casos, dizemos que os observaveis sao estatisticas lineares
dos niveis, desde que a soma nao envolva produtos de autovalores diferentes. Uma

estatistica linear geral é definida por

F=Y fa), (2:50)

e onde f(z) é uma fungao arbitraria integravel no intervalo [a,b]. O conhecimento
das funcoes de correlacao permite o calculo dos cumulantes de observaveis. Por

exemplo, para a estatistica linear (2.50), a média e a variancia sao dadas por

(F) = / daf(2)p () (2.51)
b b
var(F) = (F?) — (F)? = / / dadyf(2)f ()C(z,y). (2.52)

Se f(x) é um polindémio as integrais podem ser calculadas usando-se as relagoes de
recorréncia dos poliomios ortogonais. Para cumulantes de ordem maior, todavia,

tanto as integrais quanto as somas sao de dificil execucao e o método de polindomios
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2.3 Problemas de espalhamento 21

ortogonais perde a utilidade pratica. O mesmo ocorre para f(x) nao polinomial,
como no caso da condutancia de um sistema em contato com reservatérios normal

e supercondutor [12].

2.3 Problemas de espalhamento

A maior parte da informacao sobre sistemas quanticos é obtida via experi-
mentos de espalhamento. A TMA, que teve sua motivagao inicial em problemas de
espalhamento de neutrons por ntucleos pesados, também encontrou aplicagoes em
outros problemas, tais como na transmissao de ondas eletromagnéticas em meios
desordenados [13] e no transporte eletronico em sistemas mesoscépicos como pontos
e fios quanticos [14]. A conducao eletronica nestes sistemas é tratada como um pro-
blema de espalhamento [15], no qual a condutancia do sistema é expressa em termos
da probabilidade de transmissao dos elétrons através da amostra.

Enquanto um sistema fechado é caracterizado pelos niveis de energia e fungoes
de onda, um sistema aberto conectado a guias é descrito pela matriz de espalha-
mento S. A matriz S relaciona as ondas espalhadas com as incidentes e desempenha
um papel central na teoria de transporte de Landauer-Buttiker [16]. Em sistemas
balisticos com geometria nao-integravel, a matriz S comporta-se de forma irregular
quando parametros das ondas incidentes (energia, por exemplo) ou da regiao de es-
palhamento (forma da cavidade, intensidade de um campo magnético aplicado, etc.)
variam suavemente. Desta forma, uma descricao estatistica baseada em distribuigoes
e fungoes de correlagao torna-se mais apropriada.

Pode-se construir a matriz S via TMA de duas maneiras. A primeira usa a
formula de Mahaux-Weidenmiiller, a qual expressa a matriz S em termos do hamil-
toniano do sistema fechado, modelado como um membro dos ensembles gaussianos
da TMA, e de uma matriz fenomenolégica que descreve o acoplamento da cavi-
dade aos guias. Esta abordagem hamiltoniana sera discutida com mais detalhes no
proximo capitulo. O segundo método consiste em construir a TMA diretamente
para a matriz S através de um principio de maxima entropia, sem nenhuma re-
feréncia ao hamiltoniano. A equivaléncia entre esses dois métodos foi demonstrada

nas referéncias [17] e [18]. O principio de méxima entropia informacional também
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22 Teoria de matrizes aleatodrias

é utilizado localmente na construcao dos ensembles de matrizes de transferéncia

usados em fios desordenados.

2.3.1 DMatrizes de espalhamento

Vamos considerar o problema de espalhamento de elétrons num sistema de
dois terminais como mostrado na figura 2.2. Uma cavidade 2D é conectada a reser-
vatérios de elétrons por guias ideais. O confinamento transversal nos guias produz
modos discretos, ou canais, de propagacao. Por simplicidade, vamos considerar guias

de mesma largura, portanto com o mesmo nimero N de modos. A funcao de onda

2

-—a

. b2

al—

b1<7

L

X

Figura 2.2: Cavidade 2D com 2 guias semi-infinitos.

nos guias pode ser escrita como o vetor N dimensional

V() = [ (), ..., 4], (2.53)

onde indice j indica os guias da direita, 7 = 1, e esquerda, j = 2. As entradas deste

vetor sao combinacoes lineares de ondas planas com normalizacao de fluxo unitario

N Sy ¥ W i (2.54)
" " (hk,/m)'/? " (hky,/m)V/2’
—iknx iknx
2 g €77 2 €7
= =1.... N. 2.
wn a’n(hkn/m)l/g +bn(hkn/m)1/27 n ) ) ( 55)

Para N modos propagantes no nivel de Fermi estas amplitudes podem ser agrupadas
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nos vetores 2N dimensionais b e a definidos por

a:<Z;) :(Z) (2.56)

A matriz de espalhamento conecta as amplitudes das ondas que saem na cavidade

com as que entram, sendo definida pela equacao
b = Sa. (2.57)

O elemento de matriz S,Z’l conecta o [-ésimo modo propagante do guia j ao k-ésimo
modo do guia i. A condicdo de conservacao de fluxo, bfb = afa, implica a unitari-

edade da matriz S, ou seja
STS =1. (2.58)

Na auséncia de outras simetrias este é o unico vinculo imposto a matriz S. A pre-
senca de simetria de reversao temporal impoe um novo vinculo: para sistemas com
simetria de rotacdo de spin a matriz S fica simétrica, S = ST. Para particulas de spin
1/2 com simetria de rotagiao de spin quebrada, a matriz S fica autodual®, S = ST

Em sistemas de dois terminais, como o da figura 2.2, a matriz S tem a seguinte

Sll 512 r t/
s[5 sl .

onde r,r’,t e t’ sao matrizes N x N de reflexdo e transmissao. A unitariedade de S

estrutura de blocos

implica as seguintes relagoes entre os blocos [14]

rir it =1, (2.60)
A (2.61)
rit 4+ i =0, (2.62)
e+t =o0. (2.63)
Consequentemente, t1t, #/7¢', 1—rrt e 1—'r'! tém 0s mesmos autovalores {m1,T2,..., TN}

30 dual ¢® do quatérnion ¢ = ag + i 22:1 ayoy ¢ definido por ¢ = ag — 1 Zi:l ok
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Cada um desses “autovalores de transmissao” é um numero real compreendido entre
Oel.

2.3.2 Teoria de Landauer-Buttiker

O formalismo de Landauer-Biittiker [19, 20] relaciona propriedades de trans-
porte do sistema as propriedades do problema de espalhamento subjacente. Desta
forma, corrente elétrica passa a ser entendida como o resultado da injecao de cargas
no contato e da probabilidade das mesmas atravessarem a amostra. Ao contrario
das teorias cldssicas de transporte em sistemas macroscopicos, o formalismo de
Landauer-Buttiker leva em conta aspectos do processo de medicao e tem sido am-
plamente usado na interpretagdo de experimentos em fisica mesoscépica [16, 3, 15].
O condutor é modelado por uma regiao desordenada, ou uma cavidade balistica,
conectada a reservatérios de elétrons por meio de guias ideais. A figura 2.3 mostra

uma geometria de dois terminais. Os reservatorios sao considerados suficientemente

Hq 12
o guia 1 amostra guia 2 T,
L UMM
Vi

Figura 2.3: Exemplo de um sistema de dois terminais.

grandes para estarem em equilibrio termodinamico. Desta forma, eles podem ser
caracterizados por temperaturas T, e potenciais quimicos p, bem definidos, com
a = 1,2 indicando esquerda e direita, respectivamente. Portanto, os elétrons nos

reservatorios obedecem a fungao de distribuicao de Fermi-Dirac

1
fo(E) = 1+ e(B—na)/kpTa”

(2.64)

Os reservatorios, além de funcionarem como fonte de elétrons, também funcionam

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Problemas de espalhamento 25

como sumidouros perfeitos, ou seja, os elétrons passam dos guias para os reser-
vatorios com probabilidade de reflexao nula. Os guias ideais funcionam como “guias
de onda eletronicos” introduzidos para a definicao de uma base de espalhamento,
construcao da matriz S e do operador corrente [21]. Seguindo as referéncias [21, 22],

pode-se mostrar que o valor esperado do operador corrente é dado por

(=5 [ dEIA(E) - L) A (EE) (2.65)
0

onde f, sao as distribuicoes de Fermi-Dirac dos reservatorios e t é a matriz de

transmissao. Aplicando-se uma diferenca de potencial V' entre os reservatorios

tal que p; — pe = eV temos que, no regime de resposta linear, a condutancia

G = limy_o(I)/V, é dada por

G= %/000 dE (-3—2) T tH(E)t(E). (2.66)

Em particular, para T" = 0, apenas elétrons no nivel de Fermi contribuem para a

condutancia, e a eq. (2.66) reduz-se a formula de Landauer

G = e—;Tr tit. (2.67)
O formalismo também permite o estudo de flutuagoes temporais na corrente causada
pela discreteza da carga dos portadores. Essas flutuacoes sao denominadas ruido
de disparo. O ruido é apropriadamente caracterizado pela densidade espectral, que
¢ a transformada de Fourier, P(w), da funcao de correlacdo corrente-corrente [21].
Usando o formalismo de Landauer-Biittiker pode-se mostrar que a componente de

frequiéncia nula da densidade espectral, denominada poténcia do ruido de disparo, é

dada por
P:2—22 dE{[fi(1 = fo) + fo(1 = fO)] Te(ttrrT) + [f1(1 = f1) + fo(1 = fo)] Te(tt"etT) }.

(2.68)
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Em temperatura nula e no regime de resposta linear, a eq. (2.68) fornece a relagao

23
2,

P v[ttt (1 — ). (2.69)

. 2¢e3 N . , . . . ,
Definindo Py = = h‘w, a potencia do ruido de disparo adimensional é dada por

p— g = Tt (1= #7)] = 3 (1 — 7). (2.70)

onde usamos os autovalores de transmissao.

2.3.3 Matrizes aleatérias em problemas de espalhamento

Conforme descrevemos anteriormente existem duas abordagens para descre-
ver o transporte de elétrons em cavidades cadticas usando TMA: a do Hamiltoniano
e a da matriz de espalhamento. Na primeira, modelamos o Hamiltoniano, H, da
cavidade por uma matriz aleatoria N. x N, pertencente a um dos ensembles gaus-
sianos. O acoplamento da cavidade aos guias é descrito pela matriz nao aleatoria
W. A matriz de espalhamento S(E) é obtida de H através da férmula de Mahaux-

Weidenmiiller .

W.
E—H+inWWT

O limite N, — oo é tomado no fim dos calculos de modo que a estatistica da matriz

S(E) =1—2miW’ (2.71)

S nao dependa da matriz aleatoria H, sendo desta forma universal.

O segundo método consiste em aplicar a TMA diretamente a matriz de es-
palhamento, sem nenhuma referéncia ao Hamiltoniano. Nesta abordagem, estamos
interessados nas propriedades estatisticas de um conjunto de sistemas representados
por um ensemble de matrizes S. Para cédlculos neste ensemble precisamos definir a
medida invariante du(S) do espago das matrizes S. Por definigdo a medida perma-
nece invariante sob um automorfismo de uma dada classe de simetria nela mesma,
isto é,

dp’(S) = dp”(S"), (2.72)

para 0 = 2 temos S’ = UySVj, onde Uy e Vj sdo matrizes unitarias fixas. Esta relacao
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define um automorfismo sobre o conjunto das matrizes unitarias. Para § = 1 temos
Vo = Ul e para 3 = 4, Vj = Up. O célculo da medida invariante, embora longo,

segue o algoritmo:
1. Definimos o elemento diferencial de arco

ds* = Tr[dS'dS).

2. Identificamos o tensor métrico do espaco através da relagao

ds® = Zgw(:)s)éxuéx,,.
u,

3. Obtemos o elemento de volume a partir da relacao

dV = |detg(x)|*/? H dz,,.
m

A densidade de probabilidade P(S) de encontrarmos a matriz S no volume
du(S) pode ser obtida pelo o método de méxima entropia, no qual associamos uma

entropia de informacao a probabilidade P(S) dada pela férmula de Shannon
S—— / du(SYP(S) InP(S). (2.73)

Note que toda a informagao de simetria ja esta contida na parametrizacao da matriz

S. Ao maximizar a entropia, sujeita ao vinculo de normalizagao

/ P(S)du(S) = 1, (2.74)

encontramos

P(S) = constante, (2.75)

ou seja, devido as flutuagoes, a matriz de espalhamento cobre a variedade com distri-

buigao uniforme. Isto significa que a matriz S é uniformemente distribuida no grupo
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unitario, sujeita apenas, se for o caso, a possiveis vinculos devido as simetrias de
reversao temporal e/ou rotagao de spin. A caracteristica fundamental do método da
maxima entropia é a possibilidade de acessar diretamente propriedades estocasticas
universais da matriz de espalhamento, eliminando a necessidade da especificagao de
detalhes microscopicos do hamiltoniano subjacente. Médias de observaveis fisicos
sao calculadas realizando-se integrais sobre o grupo unitario, como mostrado na

proxima subsecao.

2.3.4 Meédia sobre o grupo unitario

De acordo com a férmula de Landauer, a condutancia de um sistema de dois
terminais é dada por
T
g(S) = Tr (t'") =[S (2.76)
4,
Portanto, o valor médio da condutancia pode ser calculado pela integral sobre o

grupo unitario das matrizes S
) = [ an(s)a(5)= Y [ an(s)siz(siy (277
]
Em geral, para uma funcao arbitraria f(S), a média é definida por

((5)) = / au($)£(S), (2.78)

onde a medida invariante é normalizada tal que [ du(S) = 1. Integrais deste tipo
sao freqiientemente encontradas na literatura e podem ser resolvidas com o método
desenvolvido na ref. [23]. Este método direto, no entanto, apresenta algumas dificul-
dades de natureza pratica. Este fato sera ilustrado através da andlise apresentada
na ref. [24] para a fungdo polinomial

f(S) = Saiby - SanbnSap, -+ Sa (2.79)

MamfBm”
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Usando argumentos de simetria pode-se mostrar que a média (f(.S)) é nula a menos

que n =m, aq,...,q, seja uma permutagao P de aq,...,a, e (1,..., B, seja uma
permutacao P’ de by, ...,b,. A estrutura geral da média é entao
n
* * _
(Sarbr -+ Sanb Sy - Sivrgn) = Onm D Verr | [ ayans) 000 (2.80)
PP j=1
onde a soma é sobre todas as permutacoes P e P’ dos ntmeros 1,...,n. Os coefi-

cientes Vp pr dependem apenas da estrutura de ciclos da permutagao P~'P’. Como
qualquer permutacao tem uma fatoracao tinica em ciclos disjuntos de comprimentos
_ \k : —1pr
ciy.. o ¢p (0 =35 ), Vpp depende apenas da estrutura de ciclos de P~'P" e
podemos escrever V;, . em vez de Vppr. Os coeficientes V' sao determinados pela

relagao de recorréncia [25]

k
N‘/Cly---vck + E , ‘/;37Q7C27---7Ck + E :Cj‘/Cl"l‘cj7027---7Cj7170j+17---70k = 5011V027---7Ck’ (2'81)

ptg=c1 Jj=2

com Vo = 1. Em principio estas relagoes permitem o calculo exato da média de
qualquer funcao polinomial de S. Resultados para V até n = 5 sao dados no
apéndice A da ref. [24]. Obviamente, quando o nimero de S’s e S*’s aumenta, o

método torna-se incoveniente.

Para um exemplo concreto do método, voltaremos a integral (2.77) que é
resolvida com uma aplicagao direta das férmulas (2.80) e (2.81). Como hé apenas a
permutagao identidade temos V3 = 1/N, onde N é a dimensao da matriz. Portanto,

a média da condutancia é simplesmente
1 N
= — = —. 2.82
W=D 5% =3 (282)

Extensoes deste método para as outras classes de simetria podem ser encontradas

nas referéncias [8, 14].
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2.3.5 Representacao Polar

O problema da integragao direta sobre o grupo unitario pode ser evitado

através da decomposigao polar da matriz S [§]

S:<vl 0)(—\/1—7' VT )(1)3 0) (2.83)
0 vy T V-7 0 vy )’ .

onde 7 representa uma matriz diagonal N-dimensional com os autovalores de trans-
missao 7, (a = 1,...,N). Osv; (i = 1,...,4) sdo matrizes unitdrias N x N ar-
bitrarias para o caso 3 = 2. No caso ortogonal, 3 = 1, temos as restrigoes vz = v]
e vy = vg. No caso simplético?, 3 = 4, , as matrizes v; sao quatérnions auto-duais
N x N com as restricoes v3 = ¥y e vy = Uy. Esta representacao é natural para o
estudo da condutancia pois separa os autovalores de transmissao de fatores irrele-

vantes de fase (as matrizes v;). Neste caso, a medida de Haar fatora numa parte

radial e outra angular, e pode ser escrita na forma [§]

) H|7‘ —Tb|6H7' 1Hml_[ah' Hdu (2.84)

a<b

Com uma integracao sobre os graus de liberdade angulares obtemos a distribuicao

conjunta dos autovalores de transmissao

P({r}) = Cs [l — nl’ HT—HB/? (2.85)

a<b

onde Cj é uma constante de normalizacao. Desta forma, médias de observaveis
podem ser calculadas com o auxilio do método dos polinomios ortogonais para 3 = 2
ou anti-ortogonais para 3 = 1,4. Discutiremos aqui, a interpretacao da equagao
(2.85) como uma distribuicao de Gibbs para um gés de Coulomb, que nas varidveis

Ai = (1 —m7)/7; tem a forma

P({A}) = —e—ﬁf, H==|\Ni—\ |+Zv (2.86)

1<j

40s autovalores de transmissdo sao duplamente degenerados, 7 = diag(m11, 721,...,7x51)
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onde V(A) = NIn(1 + A\) é o potencial de confinamento. A densidade de niveis,
definida por

v(A) =) (6(A = N\)), (2.87)

%

pode ser calculada no limite N > 1 usando a aproximacao de continuo

Hw(\)] = / VNN — = / / AN V(N (V) In [A — V. (2.88)

Adotando o mesmo principio variacional usado na eq.(2.36), obtemos a seguinte

equacao integral para a densidade de niveis

V(A = /d)\'z/()\') In|A—\N|+C, (2.89)
que é equivalente a
, N
77/ d)\>\ )\’_1+)\' (2.90)

A solugao desta equagao foi obtida na ref. [14] e tem a forma

N

W Ry

(2.91)

que, voltando para as variaveis originais 7 = 1/(1 4+ \), pode ser reescrita como

N
p(r) = —— . 2.92
= (292)
Observaveis de transporte geralmente podem ser representados como uma estatistica
linear, A = A({r}) = >, a(7,), dos autovalores de transmissdao. De posse da
distribuicao conjunta de autovalores de transmissao, podemos obter valores médios
desses observaveis por meio da integral

(A = / ()P [Lon (2.93)
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que também pode ser escrita em termos da densidade de autovalores de transmissao

(A) = Y (a(m))
= > /0 dr(6(t — 7))a(r)

= /0 drp(t)a(T). (2.94)

Para a condutancia, por exemplo, temos a(7) = 7. No regime semicldssico N >
1, usando a densidade de autovalores (2.92), obtemos (g) = N/2. Este valor é
conseqiiéncia da exploracao ergddica da cavidade de modo que, em média, apenas
metade dos elétrons que entram no ponto quantico sao transmitidos, resultando
numa transmissao média de 1/2 por modo. Para a poténcia do ruido de disparo
temos a(7) = 7(1 — 7), desta forma no regime semicldssico obtemos (p) = N/8.
Observe que este valor é quatro vezes menor que a poténcia do ruido de disparo
de um processo Poisson. O comportamento sub-poissonico reflete a presenca de
correlacao entre os elétrons devido ao principio de exclusao de Pauli. Uma medida
destas correlagoes é o fator F' de Fano, definido como a razao entre a poténcia
do ruido investigado e a poténcia do ruido poissonico. Portanto, para um ponto

quantico com contatos pontuais simétricos temos F' = 1/4.

2.4 Ensembles de matrizes de transferéncia

Na se¢ao anterior descrevemos o transporte numa cavidade cadtica a partir
de sua matriz de espalhamento. Agora estamos interessados em conectar varias
cavidades em série, formando uma estrutura de fio. As propriedades de transporte
deste fio sao determinadas a partir da matriz de espalhamento total do sistema.
Como exemplo, vamos considerar o problema de duas cavidades em série mostrado
na figura 2.4. As cavidades estao ligadas por um fio ideal de modo que as matrizes

de espalhamento S e Sy sejam bem definidas.
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Figura 2.4: Duas amostras mesoscopicas em série, conectadas por um guia ideal.

As matrizes de reflexdo e transmissao do sistema composto sao dadas por [16]

ro= 7+t —riry) oty

t = t(1—rir) ',

t = (1 —rery) My,

o= ta(1 — ror)) ), (2.95)

Vemos que a regra de composicao de matrizes de espalhamento é complicada e en-
volve inversoes matriciais. Portanto, uma formulacao via matrizes de espalhamento
parece inadequada para este problema. Uma regra de composicao mais simples é
obtida com o auxilio da matriz de transferéncia M. A fim de definir a matrix M
para uma cavidade voltaremos a figura 2.2. Agrupando as amplitudes das ondas

planas a esquerda e a direira da cavidade nos vetores 2N dimensionais

C1:<b1 ) e C2:<b2>, (296)

definimos a matriz de transferéncia pela equagao
Co = MCl. (297)

A regra de composicao para a matriz de transferéncia é simplesmente o produto

das matrizes de transferéncia dos componentes. Entao, a matriz de transferéncia do
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sistema da figura 2.4 é
M = MMy, (2.98)

onde M; e M5 sdo as matrizes das cavidades individuais. A matriz de transferéncia

também pode ser decomposta em quatro blocos

M= < T ) , (2.99)

Mo MMa2

a partir dos quais podemos reconstruir a matriz de espalhamento do sistema

| -1
S:< M T ) (2.100)

-1 —1
(m1;) M12Mgy
A simplicidade da regra de composicao torna a matriz de transferéncia mais

conveniente para o estudo de transporte quantico em fios. Além disso, as simetrias

fisicas impoem vinculos & matriz de transferéncia:

1. Conservagao de corrente

MY M=%, ou MM =%, (2.101)
onde
Iy 0
Y., =0, @1y = 2.102
g N ( 0 —1y ) ( )

¢ uma generalizagao 2N dimensional da matriz de Pauli o,.

2. Reversao temporal

M =Y. MY, (2.103)
onde
0 1un
o &N (nN 0 ) (2.104)

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



2.4 Ensembles de matrizes de transferéncia 35

3. Reversao temporal (spin 1/2)

M*=2MY", (2.105)
onde
0 -1
1 0
0 K ’
Y= , com K = . (2.106)
K 0
o) 0 -1
1 0 2N x2N

Um estudo detalhado desses vinculos ¢é feito nas referéncias [26] e [27], onde também

¢ mostrado que uma matriz de transferéncia pode ser parametrizada na forma

fw 0 VIEX VA v 0
i (0 ) (T AN () e

onde uy, ug, V1 € v sa0 matrizes unitarias e A é uma matriz diagonal com elementos

reais 0 < \; < oo,72=1,...,N, que sao os autovalores da matriz
1
Q= Z(MM +(MTM)™ —2), (2.108)

e se relacionam com os autovalores de transmissao de acordo com

Mo DT (2.109)

Ti

A parametrizagao (2.107) vale para o caso unitario. Nos casos ortogonal e simplético

temos os vinculos® uy = u} e vy = v}.

5No caso simplético as matrizes u; sio quaternions unitérias e, neste caso, o simbolo * indica
conjugacao complexa quaternionica.
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2.4.1 Equacao DMPK

Devido a simplicidade da regra de combinagao, adota-se uma abordagem via
matrizes de transferéncia na descricao estatistica de transporte em fios quanticos.
Tais sistemas sao condudores desordenados quase unidimensionais, ou seja, de com-
primento muito maior que a largura (L > W). Na abordagem estatistica, um
ensemble de condutores macroscopicos de comprimento L > /¢, todos com mesma
desordem macroscopica, caracterizada pelo caminho livre médio ¢, mas diferentes
realizagoes microscépicas de desordem, é descrito por um ensemble de matrizes
aleatérias cuja probabilidade diferencial depende parametricamente de L e pode

ser escrita como
dpr(M) = p(M)dpu(M). (2.110)

Onde dp é a medida de Haar do grupo, que pode ser escrita em termos dos parametros
da eq. (2.107) como

dp(M) = J) [T A du(@dp(v): I ) = [T = A" (2.111)

1<j

O indice # desempenha o mesmo papel do indice de Dyson dos ensembles gaussi-
anos, podendo assumir os valores 1,2 e 4 para os ensembles ortogonal, unitario e
simplético, respectivamente.

A propriedade multiplicativa das matrizes de transferéncia fornece uma abor-
dagem local do problema: o sistema é dividido em fatias de comprimento d L, macros-
copicamente pequenas, mas suficientemente grandes para conter muitas impurezas.
Desta forma, pode-se adicionar uma fatia de comprimento 6L a um fio de compri-

mento L para formar um fio de comprimento L + dL, como mostra a figura 2.5.

Sendo M', M" e M = M" M’ as respectivas matrizes de transferéncia, as densida-
des de probabilidade psz(M’), p,(M" = MM'™") e prisp(M) relacionam-se pela

convolugao [28]

prest() = [ LM i (M) du(M). (2.112)

A equagao (2.112) tem a estrutura da equagao de Chapman-Kolmogorov para um

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



2.5 Novas classes de simetria 37

L SL

A
}
A

Figura 2.5: Embebimento de uma fatia de comprimento 6 L num fio desordenado de
comprimento L.

processo Markoviano, em que a probabilidade no “instante” L+dL é dada em termos
da distribuicao no “instante” L e de uma probabilidade de transicao psr,. Esta, por
sua vez, pode ser obtida a partir do critério de maxima entropia informacional [28],
resultanto em ps, (M) o exp —Tr(MTM). Portanto, a probabilidade de transicao é
isotrépica, ou seja, depende apenas dos autovalores {\}. A propriedade de isotropia
é preservada pela convolugao, portanto a distribuigao pr (M) também é isotrépica:
pr(M) = p({\}; L).

A equacao de Chapman-Kolmogorov pode ser escrita como uma equagao de

Fokker-Planck para a distribui¢ao de autovalores em funcao de L,

ap 2 ) 0 p
2 _ 1 i
oL ~ N T =5 2o, W gy

(2.113)

que descreve o movimento browniano executado pelos autovalores de transmissao a
medida que o comprimento do fio aumenta. Esta equacao de Fokker-Planck é co-

nhecida na literatura como equagao Dorokhov-Mello-Pereyra-Kumar (DMPK) [14].

2.5 Novas classes de simetria

Nas secoes anteriores apresentamos os ensembles cléssicos de matrizes aleaté-
rias nas suas trés versoes: hamiltoniana, matriz de espalhamento e matriz de trans-
feréncia. Cada um destes ensembles pode ser classificado, de acordo com as simetrias
basicas, em trés classes de universalidade: ortogonal, unitaria e simplética. Apesar

da enormidade de aplicagoes em diversos sistemas fisicos, este esquema nao é exaus-
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tivo. Existem sistemas com comportamento universal distinto destas trés categorias,
hoje denominadas classes de Wigner-Dyson. Estas novas classes de universalidade
surgem quando simetrias adicionais ou novos vinculos sao impostos as matrizes. Por
exemplo, durante a década de 90 foram introduzidos os trés ensembles guassianos
quirais no estudo de propriedades universais do espectro do operador de Dirac em
QCD [29, 30]. Nestes modelos o operador de Dirac é representado por uma matriz
aleatoria com blocos nulos na diagonal e submatrizes retangulares aleatérias fora
da diagonal. Hamiltonianos com esta mesma estrutura também aparecem na te-
oria de transporte de elétrons em redes bipartidas, como em modelos de hopping
aleatorio e de fluxo aleatério. Também foram introduzidas mais quatro classes de
universalidade na descricao de propriedades universais em sistemas com interfaces
metal normal-supercondutor [31]. Estes sistemas NS s@o descritos por hamiltonia-
nos de Bogoliubov-deGennes (BdG) que sdo modelados por matrizes aleatérias com
caracteristicas similares as quirais. Neste novo cenario, pesquisadores passaram a
investigar os efeitos das simetrias adicionais em propriedades ja estudadas nas clas-
ses Wigner-Dyson. Por exemplo, o estudo de propriedades de transporte de elétrons
em fios quanticos das classes quiral e BAG [32] [33] revelou propriedades anomalas

no comprimento de localizagao.

A inclusao dessas classes de universalidade tornou a teoria de matrizes aleaté-
rias ainda mais geral e surgiu a necessidade de um novo esquema de classificagao
para os ensembles. FEste esquema emergiu em conseqiiéncia do trabalho pioneiro
de Zirnbauer [34], que demonstrou a existéncia de 10 classes de universalidade que
seguem uma relacao direta, biunivoca, com a tabela de Cartan das grandes familias
de espagos simétricos [35]. As dez classes de universalidade dividem-se em trés ca-
tegorias: (i) Wigner-Dyson (3 classes), introduzidos por Dyson nos anos 60, sao
apropriadas para condutores desordenados convencionais; (ii) Bogoliubov-de Gen-
nes (4 classes), relevantes na descrigdo de quaseparticulas em supercondutores nao
convencionais (tipo onda-d) fracamente desordenados; (iii) quiral (3 classes), que
aparecem em problemas em que a desordem é puramente fora da diagonal, como em
modelos de hopping aleatorio ou na descricao de uma particula quantica na presenca
de um fluxo magnético aleatério. A simetria quiral também é chamada de simetria

de subrede.
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Devido a sua importancia no esquema de classificacao da teoria de matri-
zes aleatorias, apresentaremos na proxima secao um resumo da teoria de espagos
simétricos. Finalizaremos esta discussao com a tabela classificacao das teorias de
matrizes aleatérias formuladas em termos do hamiltoniano, matriz de espalhamento

e matriz de transferéncia baseadas nas caracteristicas geométricas destes espacos.

2.6 Classificacao por espacos simétricos

As variedades de integragao das teorias de matrizes aleatorias com aplicacoes
na fisica podem ser identificadas com espacos simétricos irredutiveis. Um espago
simétrico X pode ser realizado como um conjunto de cosets® G/K de um grupo de
Lie conexo G sobre seu subgrupo K. Os espagos simétricos sao homogéneos, ou seja,
o grupo G atua transitivamente sobre o espaco. Isto significa que qualquer ponto x
pode ser obtido a partir de um ponto fixo xy por uma transformacao do grupo G:
T = gxo, g € G. O subgrupo K é definido pela condicao kxg = x¢, k € K, portanto
é o subgrupo de isotropia no ponto xy. A seguir vamos considerar trés exemplos

importantes desses espacos, identificando os grupos G e K em cada caso.
1. O espaco euclidiano bidimensional R2.

Considere o plano euclidiano R?* = {x = (x1,22)}. O grupo de simetria é G =
Ey = {g}, o grupo das transformagoes lineares no espaco euclidiano bidimensio-
nal que preservam o comprimentos dos vetores. A acao do grupo é definida por:

gr =kxr+a,onde a € R? e k € K = SO(2) é o grupo de rotagoes no plano.
2. A esfera S?.

A esfera bidimensional unitéria é definida por S? = {z = (z1, 29, 3), 23 + 23 + 23 =
1}. O grupo de simetria é G = SO(3), o grupo de rotagdes no espago euclidiano

tridimensional. O subgrupo de isotropia K = SO(2) deixa o pdlo norte x3 = (0,0, 1)

6Um coset G/K ¢é um conjunto de subconjuntos de G na forma gK, onde K é subgrupo de G
eg€ed.
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fixo.

3. O plano de Lobachevsky HZ.
Considere o hiperboloide H? = {x = (1, xq, x3), 23—2?—235 = 1,23 > 0}. Neste caso

o grupo de simetria ¢ G = SO(2,1). O subgrupo de simetria permanece K = SO(2).

A classificacao dos espacos simétricos é realizada localmente em relacao a algebra
de Lie G do grupo de simetria G, através de um automorfismo involutivo” sobre G.
A involucao o tem autovalores +1, o que permite decompor G em dois subespacos

K, de autovalor +1, e L, de autovalor —1:
G=K+1L,

tais que
K,K]cK, [K,LjcL, e [L,L]CcK. (2.114)

A notagao [A, B] denota o subespago gerado pelo produto de Lie entre os elementos
de A e B. A subdlgebra K é denominada simétrica e corresponde a algebra de Lie
do grupo K. O subespaco L pode ser interpretado como o espaco tangente a X no
ponto Xj,. O mapa exponencial da algebra no grupo G 2, @ leva, em particular,

o subespago L no espago simétrico X ~ G/K. Existem trés possibilidades:

1. G é semisimples® e compacto?, entdao X tem curvatura positiva
2. G ¢é semisimples e nao-compacto, entao X tem curvatura negativa

3. G é nao-semisimples e L é um ideal abeliano, [L,L] = 0. O espaco X tem

curvatura zero.

“Um automorfismo involutivo é o mapa o : G — G tal que 02 =1

8Uma 4lgebra de Lie é semisimples se ndo possui ideais nio triviais e se [L, L] # 0. Um ideal é
uma subalgebra que contém todos os produtos entre seus elementos e os elementos da algebra.

9Um grupo G é compacto se toda seqiiéncia infinita de elementos de G tem um ponto de
acumulacao em G.
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Propriedades das algebras de Lie e de espagos simétricos podem ser encontrados
em livros como [36], [37], [38] e [39]. Também existe a excelente revisao [40] con-
tendo um apanhado de defini¢oes e muitos exemplos de interesse fisico, em particular
aplicagoes a teoria de matrizes aleatorias. A seguir apresentaremos um resumo das
principais propriedades da teoria de espagos simétricos relevantes na teoria de ma-

trizes aleatorias seguindo a ref. [41].
1. Triplicidade

Cada espaco simétrico ocorre em triplas X, X, X de curvatura positiva, negativa

e zero, com mesmo subgrupo K. Se L gera X entao X~ é gerado por iL
2. Coordenadas esféricas

Cada espago simétrico admite um sistema de coordenadas esféricas, cujas compo-
nentes radiais, denotadas por ¢;, sao obtidas pelo mapa exponencial da subalgebra
de Cartan de L

3. Classificagcao completa

Espacos simétricos irredutiveis podem ser classificados com técnicas similares aquelas
utilizadas na classificacao das algebras de Lie. Eles sao classificados pela rede de
raizes e por um conjunto de inteiros positivos m, chamados multiplicidades. Uma
rede de raiz é gerada por um conjunto R = {«a} C V, onde V é um espago vetorial
n-dimensional. Estes vetores sao chamados vetores raizes e satisfazem certas regras
[37], que permitem a classificacdo completa das redes. Existem cinco classes deno-
tadas por A,, B,, C,, D, e BC,,. O indice n é o posto da rede que coincide com a
dimensao de V. Também existem redes associadas as algebras de Lie excepcionais,
mas essas nao sao relevantes nesta analise. As cinco grandes classes sao definidas a

seguir:

1. A,_1: Seja V o hiperplano em R"*! definido por v; + vy + ... +v,41 = 0. Seja
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€1,€2,...,6nt1 & base canonica de R™™!. A rede de raizes contém os vetores
{ei —ej i #j}

2. B,: Neste caso V = R" as raizes sao R = {£e;, te; £ e;,i # j}

3. Cp: Seja V = R" as rafzes sdo R = {+2e;, £e; L €;,7 # j}

4. D,: Seja’V = R" as raizes sao R = {£e; L e;,7 # j}

5. BC,: Seja V = R™ as raizes sao R = {+te;, £2¢;, +e;,i # j}

As raizes de médulos 1, v/2 e 2 sdo chamadas rafzes curtas, ordindrias e longas, res-
pectivamente. As multiplicidades destas raizes sao representadas por myg, m, € m;.
Para cada classe de redes de raizes existem apenas alguns valores de m,, compativeis
com os vinculos que definem os espacos simétricos. Juntos, eles geram 11 séries de
triplas que, exceto pelas solugoes excepcionais, “exaurem” o conjunto dos possiveis

espagos simétricos.
4. Operador de Laplace Beltrami
As informagcoes sobre as redes de raizes permitem a construcao, para cada espaco

simétrico, de uma forma explicita para a parte radial do operador de Laplace-
Beltrami B em termos das coordenadas radiais ¢;

(2.115)

aCJk

onde n é o posto da rede de raizes, s € {0,+,—} e Js(¢q) é o jacobiano da trans-

formacao para coordenadas polares definido por

Jo@) = ] [Flga)]™ (2.116)

a€ERt

onde a funcao Fs(q) é dada por, Fy(q) = g, para espagos planos, Fy (q) = sin(q) para
os espagos de curvatura positiva e F__(q) = sinh(q) para os espagos de curvatura

negativa. Denotamos por Rt o subconjunto de raizes positivas da rede, m, é a
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multiplicidade da raiz « e ¢, indica a projecdo em {q} da raiz «, por exemplo, se

a = e; —e; entao ¢, = ¢; — qj.

2.6.1 Classificacao dos ensembles de matrizes aleatorias

Vimos que na TMA a distribuicao conjunta de niveis, ¢;, representam as
coordenadas fisicas relevantes, tais como os niveis de energia de sistemas cadticos
fechados, as autofases ou os autovalores de transmissao em problemas de espalha-
mento, e assim por diante. Esta distribuicao pode ser obtida a partir do principio
de maxima entropia informacional ou usando a estrutura de espagos simétricos sub-
jacente, mapeando as coordenadas radiais do espaco simétrico nos niveis descritos
pela TMA. Em particular, as correlagoes entre os autovalores da TMA tem origem
geométrica associada aos sistemas de raizes que caracterizam os espacos simétricos.

Ambos os procedimentos resultam em

P{q}) = Cn m({q})H v (2.117)

i=1

onde Cy é uma constante de normalizacao, V(q) é um potencial confinador dos

niveis e

N

Tonda) =T1IECwl T 1Fla—a)PIFa + )1 (2.118)

i=1 1<i<j<N

é o jacobiano (2.116). Os expoentes «, [ e 7 estao listados na tabela 2.3 e s =
{0, 4, —}. O método de maxima entropia aplica-se aos espacos planos dos ensembles
de matrizes H hermitianas e também aos espacgos compactos associados as matrizes
de espalhamento unitarias. Espacos nao compactos hiperbdlicos nao aparecem na
TMA cléssica, i.e. ensembles ergddicos satisfazendo o principio de maxima entropia.
No entanto, eles aparecem em ensembles nao ergddicos de matrizes de transferéncia,
M. Estes ensembles nao satisfazem o principio de méxima entropia de informacao

e nao podem ser representados como na eq.(2.117). Em vez disto eles sdo definidos
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Classe || RT RS HS|alB|y||l M |a|B]|y
Sim Nao ATl (o1 0 CI |1]1]1

WD Nao | Sim/Nao A JO|20AIII|1|2]2
Sim Nao AIl {040 DII|1]|4]4

Sim Sim BDI |0 |1 |1 Al |(0]1]|0

Quiral || Nao | Sim/Nao || AIIT | 1 [2 2] A |0]2]0
Sim Nao CIT | 3|44 AIl (0|40

Sim Sim Cl |1]1]1 C 21212

BdG || Nao Sim C 212 12| CIT |3|4]|4
Nao Nao D 0|22 BDI|0]1]1

Sim Nao DIII | 1|44 D |0]2]2

Tabela 2.3: Classificacao das dez classes de simetria da teoria de matrizes aleatorias
de acordo com os espagos simétricos de Cartan. A tabela mostra os trés conjun-
tos de classes dos ensembles de matrizes aleatérias: Wigner-Dyson (WD), quiral e
Bogoliubov-de-Gennes (BdG). Os indices «, 3 e v sdo as multiplicidades das raizes
longas, ordindrias e curtas da algebra de Lie subjacente e indicam a presenca ou a
auséncia de simetrias de rotacao de spin (RS) e de reversao temporal (RT)

por equacoes de difusao da forma

P 0 O P
— = —J . — 2.119
at ; aql aﬁ“/aqi Jésg),y ( )

onde ¢t é um parametro adimensional. A eq. (2.119) também pode ser escrita como

or Bl 0?2
5 = > <— aquﬂ e D§2>) P = LppP, (2.120)
i=1 v i

onde os coeficientes de deriva e de difusao sao dados por

oln J®)
D = %, e D® =1 (2.121)
q;

Também é possivel escrever equacoes de Fokker-Planck para os ensembles
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gaussiano e circular que descrevem o decaimento para a configuracao de equilibrio
caracterizada pela distribuigao (2.117). Este procedimento sera adotado no capitulo

4 na definicao de ensembles de movimento browniano.

O operador diferencial que aparece na equacao de Fokker-Planck da TMA
esta relacionado ao operador de Laplace Beltrami do espacgo simétrico através da
equacao

e

Lrp=J3) B )™, (2.122)

de modo que o problema pode ser interpretado como uma difusao isotrépica neste
espago. Esta conex@o ¢é usada na ref.[42] para a solu¢do da equacdo DMPK no

ensemble unitario da classe Wigner-Dyson.

2.7 O modelo de Calogero-Sutherland

O modelo de Calogero-Sutherland (MCS) descreve um sistema unidimen-
sional de N particulas quanticas nao relativisticas com interacao que decai com
o inverso do quadrado da distancia. O hamiltoniano deste sistema, considerando
h/2m =1, é dado por

02 2a(av — 1)
H=-— ; 57+ > Bz (2.123)

onde d(x; — x;) é a distancia entre as particulas i e j, e a é uma constante adimen-
sional que controla a interagdo. Para os valores especiais @ = 1,1/2 e 2 o modelo
pode ser relacionado aos ensembles ortogonal, unitario e simplético da teoria de
matrizes aleatorias, respectivamente. Uma variante deste hamiltoniano, o chamado
modelo de Calogero-Sutherland trigonométrico (MCSt), consiste em considerar as

particulas localizadas num anel de comprimento L, como mostrado na figura 2.6.

Neste caso a distancia entre as particulas passa a ser a corda

L
d;; = =|sin %(xi — ), (2.124)

™
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Figura 2.6: Modelo de Calogero-Sutherland trigonométrico

e o hamiltoniano (2.123) fica

N
o T\ 2 ala—1)
H=-) ——+I(+ : 2.12
—1 61’22 + (L) Z sin? %(xz — xj) ( 5)
1= i<j

E importante notar que os resultados do MCS na reta sao facilmente obtidos
tomando-se o limite L — oo. A distancia entre as particulas fica |z; — z;| e o

hamiltoniano torna-se

H:—Za—;+ LO‘_D. (2.126)

2.7.1 Estado fundamental

O MCSt pode ser resolvido algebricamente com a introdugao dos operadores
de criagao e aniquilagao [43]

Ai = piti Z [z, x)) (2.127)
J(#1)

Al = pi—i Y [l ay), (2.128)
J(#4)
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onde x; e p; = _ia%i sao os operadores posi¢ao e momento, e
A m(x; — xj)
flzi,z;) = A cot (#) . (2.129)

Com o auxilio das relacoes de comutacao

(x5, ;] = i, (2.130)
[z, f (@i, 25)] = —igg', (2.131)

podemos reescrever o hamiltoniano (2.125) como

H=> AlA; + E, (2.132)
onde s N(N? 1)
yiye: —
Eo = (T) —— (2.133)

é a energia do estado fundamental |¥y). A fungao de onda correspondente é obtida

a partir da identidade A;|Wy) = 0. Na representacao de coordenadas obtemos

.0
_Zaxi +i ;) f(xi,zj) | Yo =0, (2.134)
j

que, ao ser resolvida, fornece a funcao de onda

Uy ~ exp (Z/dxif(xi, :Lg)) ~ Hsino‘ %(a:l — ;) (2.135)

1<j 1<j

2.7.2 Estados excitados

As fungoes de onda dos estados excitados podem ser escritas na forma ¥ ({z}) =
O({x})Vo({x}), onde ® deve ser uma fungao simétrica para que ¥ e ¥, tenham

o mesmo comportamento sob troca de particulas. E 1til realizar a mudanca de
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variaveis
z; = 2w/l (2.136)

A varidvel z; representa a posicao da i-ésima particula ao longo da circun-
feréncia de comprimento L no plano complexo. Nas novas varidveis, o hamiltoniano

(2.125) e a funcdo de onda do estado fundamental ficam

- (V[0 o

1<j

Wy ~ [ 12 —zj|aH —eN-1/2 (2.138)

1<J

Desta forma, temos as equacoes de autovalor

HesWVo = Eg¥y (2.139)
HosU = EU. U =aU, (2.140)

Podemos obter uma equacao de autovalor apenas para ¢ efetuando a seguinte trans-

formacao de similaridade

2
H= (;) Uy (Hes — Eo) Vo, (2.141)
™

obtemos entao a equagao de autovalor
H® = d, (2.142)

onde o hamiltoniano e a autoenergia sao dados por

H = i 2 24—042 it 2 0 Z-i (2.143)
"0z 2 — % Zazl jazj

- (%)2 (E— Ey). (2.144)
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Como discutido no apéndice B as autofungoes de H sao os polindmios simétri-

cos de Jack
o =J"({z}) (2.145)

com autoenergias dadas por

e=> [N +a(N+1—2i)\] (2.146)

Embora exista uma férmula de rodrigues para estes polinomios, obtida com
auxilio dos operadores de Dunkl, uma maneira bastante instrutiva de obteé-los é
através do método de Gurappa, como mostrado no apéndice C. Os polinomios de
Jack possuem duas relagoes de ortogonalidade: uma definida diretamente no anel
polinomial [44] (ver apéndice B) e outra no espago de fungoes com fungao peso dada

pelo fator de Jastrow [45]

N L
VA = 4311 / da; [ lei = P (DI (=) = b, (2147)
j=1

1<j

onde z; = exp(i2mx;/L), a barra indica conjugacdo complexa e a constante é dada

por
2 _ M1+ a)
NTULNT(L+aN)

Por essas propriedades os polinémios de Jack sao usados com sucesso no

(2.148)

célculo de fungoes de correlagao do modelo de Calogero-Sutherland [45, 46, 47]. Eles
também formam uma base do espaco de fungoes simétricas e sao fundamentais para a
construcao de generalizagoes multidimensionais dos polinémios ortogonais classicos,
como veremos nos capitulos 4 e 5. No préximo capitulo, ainda no contexto das
novas classes de simetria na teoria de matrizes aleatorias, estudaremos propriedades

universais de transporte em pontos quanticos nas trés classes quirais.
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Capitulo 3

Transporte em pontos quanticos

quirais

Desde a introdugao da teoria de escala para o problema da localizagao de
Anderson [48], sabe-se que propriedades de transporte sdo universais, desde que
a desordem seja suficientemente fraca, as temperaturas baixas e a coeréncia seja
mantida por grandes distancias. O modelo usual de Anderson considera um elétron
movendo-se com amplitude de hopping constante numa rede com potencial aleatério
nos sitios (desordem diagonal). Neste contexto surgem as classes de Wigner-Dyson.
A desordem afeta diretamente as propriedades de transporte, e pode transformar
um condutor, com funcao de onda estendida, num isolante, com funcao de onda
localizada. Uma variacao do modelo de Anderson consiste em considerar um elétron
movendo-se numa rede com amplitudes de hopping aleatorias. Sabe-se, desde o
trabalho de Dyson [49], que tais sistemas com desordem nao-diagonal tém compor-

tamento dramaticamente diferente dos sistemas com desordem puramente diagonal.

O hamiltoniano do modelo de hopping aleatorio possui espectro simétrico,
i.e. invariantes a transformacao £ — —F, onde F denota a energia. Fora do
centro da banda, £ = 0, as propriedades de localizacao sao as mesmas obtidas
para o modelo de Anderson usual. Exatamente no centro da banda, uma simetria
adicional do hamiltoniano, denominada simetria de sub-rede ou simetria quiral, que

reflete a invariancia com respeito a permutacao das subredes, afeta dramaticamente

50
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as propriedades de transporte, resultando em comportamentos bastantes diferentes
dos observados no caso usual. Estes resultados, incompativeis com as classes de

Wigner-Dyson, sao caracteristicos das classes quirais.

Sistemas desordenados unidimensionais com simetria quiral foram estudados
por varios métodos e em diferentes contextos, e suas propriedades de localizagao
sao bem entendidas. No caso bidimensional a situacao é diferente, os tratamentos
analitico e numérico sao bastante complicados e os resultados nao estao bem es-
tabelecidos. Este fato levou a um grande esforco em busca do entendimento das
propriedades de fios quanticos “quase-unidimensionais”. Os fios quanticos quirais,
assim como nas classes Wigner-Dyson, foram estudados analiticamente através do
modelo o nao-linear supersimétrico [50, 51] e pela teoria de matrizes aleatdrias,
formulada em termos da matriz de transferéncia [32, 33, 52]. Os resultados mais
interessantes obtidos nestes trabalhos sao a dependéncia do comprimento de locali-
zacao com a paridade do numero de canais abertos e o comportamento anomalo
da densidade de estados no centro da banda. Pontos quanticos quirais, definidos
como o limite zero dimensional de fios com simetria de subrede, apresentam efeitos
similares: as propriedades de transporte dependem do nimero de sitios [51] e dos

tipos de sitios envolvidos no acoplamento com os guias [52].

Pontos quanticos quirais foram estudados sob uma perspectiva diferente na
ref [53, 56], na qual o ensemble de matrizes de espalhamento foi construido a partir
de um principio de maxima entropia informacional. Foram calculadas médias de
observaveis como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo, em particular,
para o caso de apenas um modo propagante, foram obtidas as distribui¢oes completas
destes observaveis para todas as classes de simetria. Neste capitulo complementamos
os resultados da ref. [56], através da formulagao hamiltoniana, ou seja, modelando a
cavidade por uma matriz aleatéria quiral e encontrando a matriz S usando métodos
da teoria quantica de espalhamento. Encontramos numericamente a matriz S e
calculamos as propriedades estatisticas dos observaveis através do formalismo de

Landauer-Bittiker.
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3.1 Simetria quiral

Considere uma particula quantica movendo-se numa rede bipartida, formada
pelas subredes A e B com N4 e Np sitios, respectivamente. A figura 3.1 representa
um rede bipartida, onde sitios da subrede A sao representados por bolas pretas e os

da subrede B por bolas brancas.

ooof\tf\ | Iﬂtooo

O—@—O S

QOQUIU Iulooo
L

Figura 3.1: Modelo de hopping aleatoério

O hamiltoniano para este problema é

H = th C;er, (31)

€A
jEB
onde ¢ e j representam os sitios da rede, c} e ¢; sao operadores de criacao e ani-
quilacao de elétrons no sitio j, e os elementos de matriz de hopping t;; sao nao nulos
apenas para primeiros vizinhos, portanto, conectam sitios de subredes diferentes.
A equagao (3.1) com t;; aleatério é conhecida na literatura com modelo de hopping
aleatdrio. O caso especial onde apenas a fase da amplitude de hopping t;; = €'
é aleatéria, é conhecido como problema do fluxo aleatorio, e se aplica a uma rede
submetida a um campo magnético aleatorio perpendicular, figura 3.2. Num salto de
um sitio para outro o elétron adquire uma fase dependente do campo que se torna
completamente aleatéria para campos intensos.
Como as amplitudes de hopping conectam sitios de subredes diferentes, é

possivel ordenar convenientemente os vetores da base para escrever o hamiltoniano
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Figura 3.2: Problema do fluxo aleatério

na seguinte representacao matricial puramente nao diagonal

0 ¢
H = ( L ) , (3.2)

onde top é uma matriz Ny X Ng. A existéncia de blocos apenas fora da diagonal

no hamiltoniano pode ser indicada pela condicao

SUHE, = —H, (3.3)

s, e O (3.4)
0 —ly,

¢ uma generalizacao da matriz o, de Pauli. Seguindo a nomenclatura adotada em

onde

QCD, simetrias com vinculos da forma (3.3) sdo chamadas de simetrias quirais. O

problema de autovalor H|¢) = €[1)) pode ser escrito nesta base como

L)L) e

onde 14 e ¥p denotam as fungdes de onda nos sitios das sub-redes A e B, respec-

tivamente. Assumindo, sem perda de generalidade, que N4 > Np pode-se mostrar
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que existem Ny — Np autovalores de energia nula, € = 0, com as respectivas auto-
funcoes na sub-rede A [54]. As demais energias sdo simétricas em rela¢do ao centro
da banda, +e.

3.1.1 Matriz de espalhamento quiral

O problema de espalhamento num sistema com simetria quiral pode ser cons-
truido com o auxilio de um modelo de hopping num sistema constituido por N ca-
deias acopladas na regiao desordenada e desacopladas nos guias ideais, como mostra
a figura 3.3.

Figura 3.3: Modelo de hopping aleatério descrito pela Eq. (3.6), para N = 3. A
regiao desordenada tem comprimento L = 4a. As diferentes cadeias sdo acopladas
na regiao desordenada e desacopladas nos guias ideais.

A equacao de Schrodinger para as IN-cadeias com hopping aleatério entre as

subredes e sem potencial no sitio pode ser escrita na forma matricial [33]
U, =T, Uy + T U, 4, (3.6)

onde ¥, é um vetor coluna contendo as fungoes de onda da sub-rede indexada por
n, T,, é uma matriz de hopping N x N. Para particulas de spin-1/2, ¥,, é composta
de N spinores e a matriz de hopping N X N consiste de quatérnions. Nos guias,

as cadeias sao independentes t,,;; = td;j, a matriz de hopping fica T,, = t1, e as
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componentes de ¥,, ficam desacopladas, resultando em

_‘Ewn = t(d}n—i-l + djn—l)a (37)

inka

para cada cadeia. Esta equacao tem solugao tipo onda plana 1 x e e relacao de

dispersao ¢, = —2t cos(ka), onde a é o parametro de rede (ver figura 3.3), portanto,
as solugoes para os guias sao dadas por superposicoes de ondas planas entrando e

saindo da regiao desordenada

Ule) = a

;e—ikna + bieikna7 (38)
Ui(e) = al

6—ikna + bgeikna. (39)

Seguindo a notagao introduzida no capitulo 2, a’ e b® (i=1,2) sao vetores coluna

contendo as amplitudes dessas ondas planas. Desta forma, a matriz de espalhamento

< Eé ) = S(e) ( Z: ) . (3.10)

Na equagao de Schédinger (3.6) a energia muda de sinal ao trocarmos o sinal

é definida por

da funcdo de onda em apenas uma subrede ¥, — (—1)"¥,. Esta transformagao
troca ondas incidentes com energia € por ondas saindo da regiao desordenada com
energia —¢ e vice-versa. Para visualizar esta troca de sentido de propagacao, deve-
mos notar que a mudanga no sinal da energia acarreta uma translagdo de 7/a na

rede reciproca [55], ou seja,

5—>—g:>k—>k+§. (3.11)

Como o intervalo relevante de k é a primeira zona de Brillouin, k£ € [—7/a,7/al,
esta mudanca leva k negativo num k positivo e leva um k positivo para segunda

zona, que entao é rebatido da faixa negativa da primeira zona.

Se as propriedades de espalhamento nao mudam com essa troca de sentido,
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a matriz que conecta os estados de espalhamento é a mesma, ou seja,

< Z:Z ) — S(e) ( Elza ) . (3.12)

Usando as equagoes (3.10) e (3.12), juntamente com a condigao de unitariedade da

matriz S, concluimos que a simetria quiral implica o vinculo extra

S(e) = ST(—e). (3.13)

3.2 Principio de maxima entropia

Uma vez caracterizada a simetria quiral na matriz de espalhamento, podemos
verificar como ela se manifesta nas propriedades de transporte. Na ref. [56] estu-
damos propriedades de transporte num ponto quantico quiral. O sistema consiste
de uma cavidade com simetria de sub-rede acoplado a reservatorios de elétrons por
dois guias ideais. A propagacao nos guias é genérica, sem simetria de sub-rede. O
transporte no ponto quiral, ¢ = 0, é estudado assumindo-se uma densidade finita
de estados de energia nula, que o acoplamento do ponto com os guias seja ideal e
que esta conexao envolva sitios das duas sub-redes, o que garante a existéncia de

corrente nao-nula atravessando o ponto quantico [52].

Na abordagem de teoria de matrizes aleatérias um ensemble de sistemas é
representado por um ensemble de matrizes S. A probabilidade P(S) é introduzida
através da medida invariante do espaco das matrizes unitarias. De acordo com a eq.

(3.13), a matriz de espalhamento no centro da banda, e = 0, fica hermitiana
S =", (3.14)
e pode ser escrita na representacao polar como
g [ 0 —cos 2P sen2® ut 0 | (3.15)
0 v sen2®  cos 2P 0 ot
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3.3 Célculo de médias e de distribuicoes Y

onde u e v sao matrizes N x N ortogonais, unitarias ou quatérnions reais, usadas nos
casos ortogonal (f = 1), unitéario (5 = 2) ou simplético (3 = 4), respectivamente. A
matriz ® é diagonal e contém N autovalores 0 < ¢; < m/2, que se relacionam com os
autovalores de transmissao por 7; = sen?(2¢;), i = 1,..., N. Nesta parametrizagao

[53], as partes radial e angular fatoram e a medida pode ser escrita na forma

N
) o H H |sen(¢; + 0¢;) |ﬁHsen (2¢;) quﬁi dp(u)du(v), (3.16)

1<j o=%

onde ( é o parametro de Dyson que caracteriza os ensembles. A distribuicao de
autovalores de transmissao é encontrada através do principio de maxima entropia e,

apds uma integragao sobre a parte angular, resulta em

P({¢})=Cy H H |sen(¢; + o¢;)|° Hsen (2¢). (3.17)

i<j o==%

onde Cy é uma constante de normalizacao. A grande virtude do principio de méxima
entropia é que ele nao leva em consideracao detalhes microscépicos irrelevantes do
modelo, por exemplo, quantos sitios sao usados para definir o acoplamento da cavi-
dade com os guias. O unico aspecto importante, além da existéncia do acoplamento,
¢ o fato do mesmo usar sitios de sub-redes diferentes, garantindo a presenca de cor-

rente.

3.3 Calculo de médias e de distribuicoes

A eq. (3.17) é fundamental pois permite o célculo de propriedades de trans-

porte como a condutancia e a poténcia de ruido de disparo, que na parametrizagao
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58 Transporte em pontos quanticos quirais

(3.15) sao definidos, em unidades adimensionais, por

g = Zsinz(%i), (3.18)
p = Zsin2(¢i)0082(2¢i). (3.19)

A ref. [56] apresenta célculos das médias e variancias desses observéveis
em diversos casos, desde um modo propagante N = 1 até o regime semicléssico,
N > 1. Nesta secao vamos listar os resultados obtidos no caso N = 1 e mostrar
novos resultados obtidos para o caso N = 2. Estes resultados servirao de base para

comparagao com os resultados numéricos obtidos na préxima secao.

3.3.1 Sistema com um modo propagante

Para o sistema com um modo propagante, N = 1, a distribugao (3.17) tem a forma

simplificada
_ 2F(ﬁ/2 +1/2)
val(5/2)

Em termos da variavel ¢, a condutancia e a poténcia do ruido de disparo sao dados

P(¢) sin”~1(2¢). (3.20)

por

= sin?(2¢), (3.21)
p = sin®(2¢) cos*(2¢). (3.22)

As médias destes observaveis resultam em

w/2 . B 6
@) = 2 @i - 2 (3.23)
= 2 ﬂ/zP(¢)sin2(2¢)cos2(2gb)d¢— g (3.24)
= / NCERIEEE) |
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3.3 Célculo de médias e de distribuicoes 59

As distribuicoes sao definidas por

w/2

Plo) = 2 §(g—sin*20) Pe)as. (3.25)
w/2

W(p) = 2 /0 § (p — sin®(2¢) cos®(2¢)) P(¢)d¢. (3.26)

No caso da condutancia temos uma distribuicao beta

L(3/2+1/2) "
VTL(B/2) V1—g’

P(g) = (3.27)

bastante diferente da lei de poténcia

Plg) = (8/2)g"*

encontrada para as classes de Wigner-Dyson [57, 58]. Para a poténcia do ruido de

disparo, temos

_T(B/2+1/2) AJA
Wip) = 0(3/2)/(1 — 4p)m = VI X (3:28)
onde
Ay = 1+oyi-dp (3.29)

2 )
que difere significativamente da distribuicao obtida para pontos quanticos de Wigner-
Dyson [59]

(1 + oI —4p )‘”5/2

W(p) = (3.30)

2¢1—7Z

Mostramos na figura 3.4 os gréaficos destas distribuigoes para todos os valores de £3.

Também comparamos estes resultados com os das classes de Wigner-Dyson.
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Figura 3.4: Distribui¢ao da condutéancia (coluna da esquerda) e da poténcia do ruido
de disparo (coluna da direita) para o caso N =1e =1,2 e 4. Os resultados para
pontos quanticos com simetria quiral sao mostrados em vermelho e os dos pontos
de Wigner-Dyson, em azul.
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3.3 Calculo de médias e de distribuicoes 61

3.3.2 Sistema com dois modos propagantes

Para N = 2 temos que levar em conta o fator de correlacao entre os autovalores,

neste caso a distribucdo (3.17) torna-se
P(¢1,¢2) = Cg|sin(¢y + ¢o) sin(¢r — ¢2)|” sin” " (2¢1) sin® ' (2¢,), (3.31)

onde a constante de normalizacao, dependente de 3, assume os valores C; = 1,
Cy=06e Cy=175/2. As médias da condutancia e da poténcia do ruido de disparo

sao dadas por

(9) = 2Cz1(B,8+1,8-1), (3.32)
(p) = (9)—2CsI(3,8+3,6—-1), (3.33)

onde definimos
w/2 w/2
I, B,7) = / dx/ dy| sin(z + y) sin(x — y)|* sinﬁ(2x) sin”(2y). (3.34)
0 0

Resolvendo as integrais para os casos de interesse, § = 1,2, 4, encontramos os resul-

tados mostrados na tabela 3.1

(g) 8 16 32
g 9 15 27
py | 26| 32| 136
P 225 105 2079

Tabela 3.1: Médias da condutancia e da poténcia do ruido de disparo para dois
modos propagantes (N = 2).
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O célculo de distribuigdes é mais complexo e envolve as integrais

w/2 w/2
%@=:A ml 06y 6(g — sin®(2n) — sin®(26)) P(dn, dn).  (3.35)

w/2 w/2
Ws(p) = /0 doy /0 do 5(p — sin?(2¢,) cos?(2¢,) — sin?(2¢5) sin2(2¢2))
X P(¢1, ¢2). (3.36)

Resolvemos analiticamente a primeira integral para os casos 3 = 1,2,4. As respec-

tivas distribuicoes de condutancia sao dadas por

0<g<1
Pl(g) _ 2\/2(2 g) fo 1 z2 (1 ma)’ =9=> (3 37>
2\/_9‘[0\/(1 n2x2(1x 1<g_
32— in(;L 0<g<1
i) = { 1027 aresin(emy) =9=""(3.38)
2(2-g) l1<g<
25 (20vT=9(20 - 209 + 7¢%)
Pyg) = (g — 2)(40 — 60g + 6% + 7g?) arcsm(ﬁ» 0<g<1 (339
(g% + 20g — 20)(g — 2)?, 1<g<2

onde definimos m = ¢g/(2—g) e n = (2—g)/g. As distribuicoes equivalentes no caso
Wigner-Dyson podem ser facilmente obtidas, resultando em

) 4, 0<g<1
Pig) = {gw—wﬁ), l<g<? (3.40)
Py(g) = 2(1—1-g])*, (341)
_ ) 7 0<g<1
Pl = { L(2-g)°(g*+10g—10). 1<g< 342)

As distribuigoes para os casos ortogonal e unitario foram obtidas na ref. [§]. Na
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figura 3.5 comparamos as distribui¢oes de condutancia para os casos Wigner-Dyson

e quiral.

2 ’ T 2 T

L B: 1 — Wigner-Dyson B L B =2 — Quiral
H — Quiral — Wigner-Dyson

= -

S \ -

chl 1 =L |
2 2
A A

05 — 05 —

! ! ! ! ! !
0 0
0 05 1 L5 2 0 05 1 L5 2
g g
25 I
- [B=4 i

—— Quiral
— Wigner-Dyson

Figura 3.5: Distribuicao da condutancia para os casos § = 1,2 e 4. Os resultados
para pontos quirais estao mostrados em vermelho e para pontos de Wigner-Dyson
em azul.
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64 Transporte em pontos quanticos quirais

3.4 Solucao numérica

As propriedades de transporte em um ponto quantico quiral também podem ser ob-
tidas pela formulacao hamiltoniana. Nesta, modelamos diretamente o hamiltoniano
da cavidade fechada por uma matriz aleatoria. A matriz S é obtida em funcao do

hamiltoniano e das matrizes que descrevem o acoplamento da cavidade aos guias.

3.4.1 Hamiltoniano quiral

Modelamos o hamiltoniano da cavidade como uma matriz aleatéria quiral M x M

0 H
H = (HT 0 ) (3.43)

onde H é uma matriz aleatéria retangular Ly X Ls (L; > Lo) com distribuigao

na forma

gaussiana

P(H) = Cexp (—%Tm* H) (3.44)

Dos M autovalores de H, temos N, = L, — Lo autovalores nulos e os autovalores
restantes sao simétricos em relacao a origem € = 0. A parte positiva do espectro
pode ser obtida extraindo-se a raiz quadrada positiva dos autovalores de HTH [9].

A distribuicao conjunta dos autovalores positivos dos ensembles gaussianos quirais

[30] é dada por
Py =C ]l - |6Heﬁ"+ﬁ lemomret, (3.45)

1<J

Em particular, a densidade de autovalores no caso unitario pode ser calculada com

o auxilio do método dos polinémios ortogonais [60], resultando em

onde os LF’s sdo os polinémios de Laguerre associados. Esta densidade pode ser
obtida numericamente. A figura 3.6 mostra a densidade de autovalores para uma

matriz com 1000 x 1000 com 50 autovalores nulos, que nao estao mostrados no
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3.4 Soluc¢ao numérica 65

histograma.

Figura 3.6: Densidade de autovalores de uma matriz quiral unitaria 1000 x 1000 com
50 autovalores nulos (omitidos no histograma). A curva azul representa a densidade
(3.45).

3.4.2 Matriz de espalhamento

A matriz de espalhamento é obtida a partir do hamiltoniano com o auxilio da férmula
de Mahaux-Weidenmdiller [14]

1

— 1 omwt
S(E) = 1= 2miW! e W,

(3.47)

onde W é uma matriz nao aleatoria que descreve o acoplamento dos estados da
cavidade com os modos propagantes dos guias. Para um sistema de dois terminais
pode-se escrever a matriz W explicitamente em termos de matrizes W; e Ws, que
descrevem os acoplamento individuais entre a cavidade e os guias. Desta forma a

matriz S tem a estrutura de blocos

# 1 — 2irWi D1 2ir Wi D1
SE)=| " _ ,””:1 W 2y ! M2 ) (g
t 7 —2WyD™IW, 1 — 2in W) D~ W,
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onde
D = E — H + in(W,W] + WoW)). (3.49)

A universalidade dos resultados no caso Wigner-Dyson é garantida se as matrizes

de acoplamento satisfizerem o vinculo de ortogonalidade [61]
; 1
WyW, = ;5p7q. (3.50)

Esta condicao é necessaria mas nao suficiente para o caso quiral. Os vinculos im-

postos pela simetria quiral no hamiltoniano e na matriz de espalhamento
S.HYE, =H e S(E)=S'(-E), (3.51)

sao compativeis com a féormula de Mahaux-Weidenmiiller apenas se as matrizes de

acoplamento também satisfizerem a condicao
W =W, =12 (3.52)

Fizemos um programa para implementar a formula de Mahaux-Weidenmiiller para
um ponto quantico quiral. Uma vez determinados o hamiltoniano quiral e as ma-
trizes de acoplamento, respeitando os vinculos (3.50) e (3.52), obtemos a matriz
D, dada pela eq. (3.49). Os observaveis de transporte sao calculados através do
formalismo de Landauer-Biittiker. A condutancia e a poténcia do ruido de disparo
adimensionais sao obtidos através dos blocos de transmissao ¢ e reflexao da matriz

r da matriz de espalhamento de acordo com as férmulas

= Tr(th) (3.53)
p = Tr(tthrr?). (3.54)

Este procedimento gera apenas uma realizacao dos valores da condutancia e da
poténcia do ruido de disparo. Novos valores de g e p sao obtidos repetindo-se o pro-

cedimento para diferentes realizacoes do hamiltoniano, gerando, desta forma, uma
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quantidade suficiente de dados para uma anédlise estatistica. Vale salientar que as
funcoes de correlagao sao calculadas analiticamente no limite M — oo. Numeri-
camente, considerar M grande, por exemplo de ordem 1000, gera dificuldades nos
processos de inversao matricial usados no calculo de D. Gasta-se muito tempo na
obtengao de poucos valores de g e p. Este problema pode ser resolvido simplesmente
adotando-se matrizes pequenas, digamos 10 x 10 e fazendo um ntimero muito grande
de realizagbes. A figura 3.7 mostra um caso tipico desta analise, com 10000 valores
da condutancia obtidos de hamiltonianos 40 x 40.

2000 4000 6000 8000 10000

Figura 3.7: Condutancias obtidas para um ponto quantico quiral no ensemble
unitario ligado a guias com dois canais abertos.

A partir destes resultados pode-se calcular as médias dos observaveis em

questao. A tabela mostra as médias da condutancia para os casos N =1e N = 2.

L | p=1 | pB=2 | B=4 |

N=1] =05 | 2~0,6667 | =0,8
0,5032 0,6737 0,8035

N=2]5~0,889] £ ~1,0667 | 2 ~1,1852
0,8889 1,0679 1,1851

Tabela 3.2: Valores médios da condutancia para os casos de um, N = 1, e dois,
N = 2, canais abertos.

Os resultados numéricos foram obtidos a partir de hamiltonianos quirais

10 x 10 com 10000 realizagdes. Note que os resultados numéricos estao em boa
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concordancia com os obtidos analiticamente, a partir do método de maxima entro-
pia. Os resultados andlogos para a poténcia do ruido de disparo estao mostrados na
tabela 3.3

[ W [ p=1 [ B=2 | pB=4 ]
N=1] £=0,125 | 2~0,1333 | -+ ~0,1143
0,1251 0,1335 0,1131
N=2|2~0,248) | 22 ~0,3048 | ;25 ~ 0,3540
0, 2482 0,3051 0,3536

Tabela 3.3: Comparagao entre os resultados numéricos e exatos para a média
poténcia do ruido de disparo, (p).

A partir dos dados da figura 3.7 é possivel construir um histograma determi-

nando a distribui¢ao da condutéancia, como mostra a figura 3.8.

Figura 3.8: Distribuicao da condutancia

O estudo de propriedades estatisticas no limite quantico extremo (N pe-
queno) é muito importante pois revela informagao sobre transporte quantico no
regime nao perturbativo, que é facilmente realizdvel experimentalmente [62]. As
distribuicoes sao largas demostrando claramente o carater nao autopromediante dos
observaveis de transporte em fisica mesoscopica. As distribui¢ées da condutancia e
da potencia do ruido de disparo para o caso de apenas um canal aberto sao mos-
tradas na figura 3.9. Esta figura também mostra comparacoes com os resultados

analiticos da secao 3.3.
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Figura 3.9: Distribuicao da condutéancia (coluna da esquerda) e da poténcia do ruido
de disparo (coluna da direita) para o caso N =1e 3 =1,2 e 4. As curvas azuis sao
os resultados analiticos obtidos pelo principio da maxima entropia
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Estas figuras mostram uma excelente concordancia entre os resultados obti-
dos pela formulagao da matriz S com principio de méxima entropia e a formulacao
hamiltoniana com uso da férmula de Mahaux-Weidemiiller. O que também é cons-
tatado na figura 3.10 com as distribuigdes da condutancia para um sistema com dois

canais abertos.

1.

1.
1.

[ B e e o B e N e A

o o o O

ol

Figura 3.10: Distribuicao da condutancia para dois canais abertos. Estao mostrados
os casos # = 1 (parte superior esquerda), § = 2 (parte superior direita) e § = 4
(parte inferior).

As figuras 3.4, 3.5, 3.9 e 3.10 mostram distribui¢oes bastante largas carac-
teristicas do limite quantico extremo. Em contraste, no limite semicléssico, N > 1,
todas as distribuicoes sao gaussianas. A figura 3.11 ilustra este comportamento no
ensemble quiral ortogonal para o caso N = 10. Usamos hamiltonianos quirais de

dimensao M = 30 com N, = 10 autovalores nulos.
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Figura 3.11: Condutancia (parte superior) e poténcia do ruido de disparo (parte
inferior) para um sistema com N = 10. Os gréficos da direita mostram os pri-
meiros 500 valores dessas grandezas obtidos numericamente. As linhas horizontais
representam as médias calculadas na ref. [56]. A direita mostramos as respectivas

distribugoes.

O valores médios da condutancia e da poténcia do ruido de disparo obti-

dos para 5000 realizagoes foram (g) = 4,7923 e (p) = 1,2064, que concordam

razoavelmente com as expressoes obtidas na ref.[56]

(9) = §+W+O(N_l)
) = 3+ O,

para o caso particular de 3 =1e N = 10.

(3.55)

(3.56)
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No préximo capitulo desenvolveremos um método de movimento browniano
para o calculo de observaveis de transporte em qualquer classe de simetria. Em

particular mostraremos uma dedugao das equacoes (3.55) e (3.56).
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Capitulo 4

Ensembles de movimento

browniano

Os ensembles de movimento browniano (EMB) foram introduzidos por Dy-
son [63], no contexto da teoria de matrizes aleatérias, como um modelo matematico
para um gas de Coulomb dependente do tempo, usado na descricao de proprie-
dades estatisticas de niveis de energia de sistemas complexos (tais como o nicleo
atomico) na presenga de um parametro externo que quebra parcialmente a simetria.
O modelo descreveria, por exemplo, o processo da quebra continua da simetria de
reversao temporal em uma cavidade cadtica pela aplicacao de um campo magnético
externo. A variagao do parametro externo provoca uma caminhada aleatéria da
matriz hamiltoniana em sua variedade, processo que é descrito por uma equacao
de Fokker-Planck similar a equagao (2.120). Este método foi usado para descrever
transicoes graduais entre classes de universalidade em sistemas cadticos fechados,
tais como pontos quanticos e bilhares cadticos, causados pela variacao de algum
parametro externo [64]. Para sistemas abertos, tais como pontos quanticos acopla-
dos via guias a reservatorios de elétrons, o formalismo oferece métodos poderosos
para calcular funcoes de correlacao de autovalores de transmissao e as propriedades
estatisticas dos observaveis de transporte através da solugao estacionaria de um pro-
cesso markoviano ficticio [65, 66]. Além disso, no caso de fios quanticos, EMB podem

ser usados na descrigao exata de equagoes de escala em fungao do comprimento da
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amostra, como por exemplo a distribui¢ao conjunta de autovalores de transmissao,
resultando em expressoes fechadas para as propriedades estatisticas de observaveis
de transporte tais como a condutancia e a poténcia do ruido de disparo, cobrindo

varios regimes fisicos de interesses: balistico, metdlico e insolante [14, 67].

A ref. [68] apresenta um esquema de classificagdo dos EMB da teoria de
matrizes aleatorias baseado nas propriedades da equacao de Fokker-Planck destes
ensembles. O esquema inclui os ensembles de polinomios ortogonais e o ensemble da
matriz de transferéncia para a classe Wigner-Dyson. Neste capitulo, introduzimos
os ensembles de movimento browniano a partir da teoria de processos estocasticos
markovianos. Com a imposi¢cao de certas condigoes matematicas, encontramos os
EMB de polindmios ortogonais estudados na referéncia [68] e os ensembles de matri-
zes de transferéncia para as trés classes: Wigner-Dyson, quiral e BdG. Desta forma,
apresentamos um esquema de classificacao mais amplo que o apresentado na ref.
[68] e que serve como alternativa a classificagdo geométrica baseada na tabela de
Cartan. Além disso, apresentaremos em métodos unificados para abordar proble-
mas praticos como o cédlculo de fungoes de correlacao e propriedades estatisticas de
observaveis fisicos para qualquer classe de simetria. Os resultados deste capitulo

foram publicados em [69].

4.1 Ensembles de movimento browniano

Seja =(t) = diag(&(t), ..., &n(t)) uma varidvel estocastica matricial execu-
tando um processo markoviano, onde a < &;(t) < b. A densidade de probabilidade
de encontrarmos Z(¢) em torno de um valor fixo X é dada pela seguinte média no

ensemble de trajetoérias possiveis
P(X,t)=(0(X —E(t))) = /dXOP(X,t|X0,tO)P(XO,tO), (4.1)

onde dXy = Hf\il dxo;, a < xo; < b, e P(X,t|Xo,1ty) é a probabilidade de transicao.

Como o processo é markoviano, vale a equacao de Chapman-Kolmogorov para a
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probabilidade de transicao
P(X,t| X0, ty) = /dYP(X,t|Y, T)P(Y, 7| X0, to). (4.2)

E conveniente decompor o processo markoviano matricial geral em seus sub-
processos, consistindo de uma parte discreta descrevendo saltos e uma parte continua
contendo os processos de difusao e de deriva. Encontramos a seguinte versao dife-

rencial da equac¢ao de Chapman-Kolmogorov [70]

(55— on) POCHX ) = [V WYL 10

—/dYW(Y|X, t)P(X,t| Xo, o), (4.3)

onde

Lpp= —i iD“)(X t) + i > DP (X, 1)
Er = i1 8:61 ‘ ’ i1 8:618353 g ’

é o operador de Fokker-Planck , com DM (X, #) e D®(X,t) sendo os coeficientes de
deriva e de difusao respectivamente. A funcao

W(X|Y,1) = lim P(X,t +7[Y,1)/7 (4.4)

descreve a parte descontinua das trajetorias amostrais no espago matricial. Note que
a variavel temporal ¢t nao tem significado fisico no nosso modelo, sendo apenas um
parametro ficticio. O modelo de movimento browniano de ensembles de polinomios

ortogonais é definido impondo-se as seguintes condi¢oes ao processo markoviano:
(i) Continuidade das trajetorias: W(X|Y,t) =0 =W (Y|X, 1)
(ii) Homogeneidade: D@ (X,t) = D®(X) parai = 1,2 e todo t.

(iii) Distribuicao de equilibrio dada pela fungao de distribuigao conjunta de um dos

ensembles de polindmios ortogonais da TMA

lim P(X,t) = Poy(X) = CnJs(X)wy(X), (4.5)

t—o0
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onde

Jg = H i — 27 e wy = Hw(x,-), (4.6)

i<j

com corrente de probabilidade nula

lim Ji(X, ) =0, (4.7)
onde 5 5
Z(X, t) = (ngN)_l (P@—@S(%Z)ng]\/ — ngNaTZS(‘TZ)P) . (48)

(iv) Conjunto completo de autofun¢oes polinomiais generalizadas para o operador

auto-adjunto ‘H definido por:
H= (wle/z) 1£FP(wNJ51/2) = HT. (49)

O tnico processo markoviano que satisfaz as condi¢oes acima é descrito pela equacao
de Fokker-Planck

(% — ,CFP) P(X,t|X0,t0) = 0, (410)
onde
0
EFP = Z a ZE, Jﬁ'UJNax (Jﬁ'LUN) 1. (4.11)

Antes de discutir em mais detalhes o significado das condigoes acima, vamos in-
troduzir algumas defini¢oes tteis. O operador de Fokker-Planck também pode ser

escrito na forma convencional

N
Ler =3 |-2D0 + 7 pel (4.12)
— o0x; ox?

onde os coeficientes de difusao e de deriva sao dados respectivamente por

Dgl) =r(x;) + 0 Z s(2:) e DZ@) = s(x;), (4.13)
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onde fizemos uso da equagao (2.16). Introduzimos o operador adjunto, E}P, pela

relagao

/ e Py ({2} LrpPy({r}) = / PeP({a)ChpP({a}).  (414)

Inserindo (4.11) na esquerda de (4.14) temos

N
0 0
Lhp= Z(Jﬁwm_l@x,s(xiﬂﬁwN&m = (Jpwn) ' Lrp(Jswn), (4.15)
i=1 ¢ ¢
que, na forma padrao, torna-se
N
0 0>

i=1

A distribuigdo de probabilidade, P(X,t), também satisfaz a eq. (4.10) e pode ser

escrita na forma de uma equacao da continuidade

op 0T
-+ » =, (4.17)

na qual a corrente de probabilidade é dada pela eq. (4.8).

Neste ponto estamos em condigoes de discutir os detalhes das condigoes (i)-
(iv) usadas na definigdo dos ensembles de movimento browniano. A condi¢ao (i)
corresponde fisicamente a eliminar os processos de salto e implica eliminacao do lado
direito da eq. (4.3). Se a condicao (ii) for satisfeita, o processo é dito homogéneo,
o que fisicamente significa que a variavel estocéstica, Z(t), evolui, com o passar do
tempo, para uma distribuigao estacionaria. Na condigao (iii), exigimos que a solucao
estaciondaria do processo estocéastico deva coincidir com os ensembles de polindomios
ortogonais da teoria de matrizes aleatérias e que a corrente de probabilidade deva

anular-se no equilibrio. De (2.13), (4.11) e (4.8) é facil verificar que

P.,(X) = lim P(X,t) visto que LL,Py,=CnLLp(Jswy) =0,  (4.18)

t—o0
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) N 0 0
tli}rg) Z(X, t) = (Jﬁw]v) 1 (JﬁwN—al‘iS(xi>JﬁwN — JﬁWN—axiS(xi)JﬁwN> =0
(4.19)

como exigido. A condigao (iv) foi motivada pelos resultados das refs. [71] e [72], e

sua verificacao é menos imediata. Vamos tratar esta questao na secao seguinte.

4.2 Conexao com o problema de Calogero-
Sutherland

Como vimos na segao anterior, a quarta condigao dos EMB considera a exis-
téncia de autofucoes polinomiais associadas ao operador autoadjunto H. A cons-
trucao deste operador consiste em mapear o processo estocastico, descrito pela
equagao de Fokker-Planck, num sistema quantico interagente do tipo Calogero-
Sutherland.

A distribuicao de probabilidade P({z},t) relaciona-se com a “fungao de

onda” WU({z},t) através da seguinte transformacao de similaridade

que mapeia a equacao de Fokker-Planck na equacao de Schrodinger com tempo

imaginario , 7 = —it,
zg—\f =HY, (4.21)
onde o hamiltoniano é dado por
12 ot 1—1/2 Y10 15}
H=—Jy " Lhpt; " =— Zl o) (w(m)s(mi)a—%) +V, (4.22)

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



4.2 Conexao com o problema de Calogero-
Sutherland 79

e V, o potencial de muitos corpos, é dado por

1 1 d dln J 91nJ Oln J
V:5;{w<xi>dxi (wizs(z) axiﬁ“(x")[ 0a’? ﬁ+2< &czﬁ) ”

(4.23)
Para operadores de Fokker-Planck gerais o hamiltoniano associado é uma soma de

um operador hermitiano e um anti-hermitiamo [71]. No nosso caso na parte anti-

hermitiana se anula, como pode ser visto da definicao de operador adjunto

[ v ie) os((eho) = [ Proy{ehvaiie) 01w ()0
(4.24)
Inserindo (4.22) no lado esquerdo de (4.24) e usando a defini¢do de adjunto, eq.

(4.15), encontramos

H = —(wnJY*) Lpp(wndy?) = H. (4.25)

O potencial, V', pode ser simplificado com o auxilio da condigao (2.16) e explorando

a estrutura algébrica do jacobiano Jg. Da eq. (4.6) temos

8an5 . 1
Tl‘i - ﬁ Z ) (426>

i) Vi

que, apds inserida na eq. (4.23), leva a

_ B rotnm B ;) ﬂ
T 35 o) D

i#j 2753 ioj(#) k

Usando as seguintes identidades

ZTQ"‘Tll’Z’ o N(N—l)

Ty — Ty 2

ri, (428)

e i I

1 j(F#£i) k(1) z;éj
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podemos reescrever o hamiltoniano na forma

ey 19 (w(xi)s(xi) 0 )+6(6—2)Z s(@:) v (43)

— w(x;) O; O 4 (- )

=1

onde

Vo = M(SQ B(N —2)+3r;). (4.31)
Mapeamos o operador de Fokker-Planck, £ rp, em um hamiltoniano do tipo Calogero-
Sutherland, que descreve N particulas nao-relativisticas numa linha, com interacao
do tipo inverso do quadrado. Este modelo tem sido extensivamente estudado no
contexto de estatistica fracionaria [73] e técnicas matemadticas poderosas foram de-
senvolvidas para o calculo de funcoes de correlacao estaticas e dinamicas usando
a teoria de polinémios simétricos de Jack [45, 46, 47]. O estado fundamental, em

particular, é definido pela equacao de autovalor
HY, = EyVy, (4.32)

com ¥y = J;/z e Fy = 0. A funcdo de onda para os estados excitados pode ser
construida pela multiplicacao de um polinémio simétrico a fun¢ao de onda do estado
fundamental, ¥ = ®W¥,, de tal forma que ¥ e ¥, tenham o mesmo comportamento
sob troca de particulas. A equacao de Schrodinger , HV = EW, para os estados

excitados resulta na seguinte equacao de autovalor para a funcao ¢
Lh,® = —Fd, (4.33)

onde usamos a eq. (4.16) para escrever E} p COMO

N 2

0 0 s(z;)) O
T E E
J

i1 i — Zj 8@

As autofuncoes, ®, coincidem com a definicao usual de polindmios ortogonais mul-

tivariados [72], estabelecendo portanto a validade da condigao (iv).
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Como um exemplo concreto, considere o ensemble de Hermite (ou gaussiano),

para o qual s(z) = 1, w(z) = e, rg = 0 e r; = —2, levando ao operador diferencial
N
0? 0 1 0
Ly = = — 2T — . 4.35
1= J 7

Neste caso as solugoes da eq. (4.33), conhecidas como polinémios de Hermite gene-
ralizados [74] ou polinomios Hi-Jack, podem ser gerados sistematicamente usando-se
o método das refs. [75, 76, 77, 78|, que consiste de um operador exponencial atuando

nos polinomios de Jack[44], de tal forma que

9l

Oy = He({2};2/8) = We_AH/4C£2/5)({$}); Ey = 2[k|,  (4.36)
onde ) o2 . 5

AH:Z:a—xfﬁ;xi—xjaxi' (4.37)

A eq. (4.36) é conhecida como férmula de Lassalle [72]. O rétulo k = (k1,...,kN)

designa um diagrama de Young descrevendo os nimeros quanticos ;. Adotamos a
convencao usual, de modo que || = ), k; denota o grau da partigao «, e o seguinte

ordenamento, k1 > ... > ky > 0, é assumido.

v

Para os ensembles de Laguerre temos s(z) = z, w(z) = 2¥e 1o =14+v e

ry = —1, o que implica

(4.38)

N
0? 0 x 0
T _§’ E:
EFP_ - l’za—x?—i‘(V—i‘l—l‘l)a—xl‘i‘ﬁ#()
1= i 1

i
Ty — Xy 8@

As autofungdes da eq.(4.38) sdo os polinomios de Laguerre generalizados [79], que

também podem ser escritos numa forma tipo Lassalle

_ v . _ (_1)|H‘ A > 2
B = Le2/8) = o e (—A - 4 DB ) CE (e (439)

By = |kl (4.40)
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onde

PP PA) o B e B=Y2 (4.41)
L= Z, "Ox? oy x; — x; Oxy’ L= Z, ox; '

Uma anélise similar para a escolha s(z) = 1 —2?, w(z) = (1—2)"(1+2)", rog = p—v
er; = —(2+4 p+v) leva aos polinomios de Jacobi generalizados P**({x};2/3) [80],

definidos pela equacao diferencial

N &2 )
> ((1—x?>a—+<u—u—<2+u+u>xi>axi

o5
1-— x2 0
7 L,y ) _
0 Lt g, — x5 04 + By | PY({x};2/6) =0, (4.42)
J#@)
onde
EJ:(N+V)|fi|+ZI€¢(M—|—1)+§Z(N_Z->M. (4.43)

Muitas propriedades dos polinomios de Hermite e Laguerre generalizados foram
estudados em detalhe na ref. [72] e os polinémios de Legendre generalizados, um

caso particular dos polinomios de Jacobi para p = v = 0, aparece na ref. [81].

E interessante notar que a eq. (4.34) contém, como caso particular, o opera-

dor diferencial que define os polindmios de Jack. Para isso consideramos

s(z) =22 wx)=2"2 rx)=0 (4.44)

N
A 0? x;
Lhp=D = ) alom+0) — (4.45)

N 2
x; 0 0
— Z_ﬁ&cé (Jﬁ &Ci) (4.46)
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Os polinémios de Jack, .J f satisfazem a equagao de autovalor [44]

DJ = ex(B)JS (4.47)
onde N
ex(B) = Z AilAi =1+ BN —4)]. (4.48)

i=1

4.3 Ensembles de Matrizes de Transferéncia

Nesta secao, vamos estender nossa descricao dos EMB para incluir os en-
sembles de matrizes de transferéncia. Estes ensembles sao usados na descricao de
transporte de elétrons em fios quanticos. Em tais sistemas a distribui¢ao conjunta
dos autovalores de transmissao evolui, com o comprimento da amostra, de acordo
com uma equacao de Fokker-Planck conhecida como DMPK, ver se¢ao 2.4.1. Para
cada classe de simetria a equacao DMPK pode ser interpretada como uma equacao

de difusao em cada membro da familia de espagos simétricos de Cartan [82, 83] dada

por
opP o P
or-_ 7. 4.49
8t Z aQZ 7 g 8% Ja,@w ( )
Jogy = H sinh®(2¢;) H | sinh”(¢; — ¢;) sinh” (¢; + ;)| (4.50)
1<J

A informacao geométrica dos espacos simétricos estd contida no Jacobiano J,g,. Os
expoentes «, 3 e v estao relacionados as multiplicidades das raizes da algebra de Lie

subjacente, ver tabela 2.3. A equacao (4.49) pode ser escrita como uma equagao de
Fokker-Plack

Z ——D(l + %D (4.51)

com coeficientes de deriva e de difusao dados por

pv _ 9Jasy

(1) _ D¥ —1. 4.52
3 aql 3 ( )
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E possivel, contudo, introduzir coordenadas “normais” nas quais a eq. (4.49) possa

ser reescrita numa forma similar a eq. (4.11)

o P
4.
Z ox; sl@i)wnJog - 8x wNJﬁ (4.53)
ou na forma
or < B N () e
ot B L i)l P 4.54
ot ; O rlm) ¥ ﬁj(é) T; — X, - 8x228(x ) (4.54)

o que permite sua inclusao no nosso esquema de classificacao. Vamos apresentar

agora, para cada classe, as mudacas de varidveis necessarias e exibir as fungoes

w(z), s(x) e r(z).

e Classes WD e BdG

De acordo com a tabela 2.3 temos v = 3 para as duas classes. Neste caso o

jacobiano ¢é dado por

J = Hsmho‘ 2q;) H | sinh(q; — ¢;) sinh(g; + ¢;)|°, (4.55)

1<j

onde 0 < ¢; < oo. Em particular @« = 1 para a classe WD. A equacao de
Fokker-Planck correspondente, eq. (4.51), possui coeficientes de deriva e de
difusao dados respectivamente por

sinh(2¢;)

DY — 20 coth(2q:) + 2 K
Z acoth(2g;) + 28 _(%:) cosh(2¢;) — cosh(2g;)’ ’ Z
Vi (2

(4.56)
As coordenadas normais sao obtidas pela mudanca de varidveis z; = cosh(2¢;)

e fazendo t — t/4. Os novos coeficientes de deriva e de difusdo, ver apéndice
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D, sao dados por

2
5 2 q ~
DY = (a+ g+ T, e  DP=(}-1). (457

Comparando (4.57) com (4.13) temos

w(z) = (2% — 1)@ Y2, s(z) =a2*—1 e r(x)=(14+a)r. (4.58)

e Classe Quiral

Neste caso, de acordo com a tabela 2.3, temos @« = 0 = 7. Portanto, o

jacobiano ¢ dado por

J =[] Isinh(q; — g;)I”, (4.59)

1<j

onde —o00 < ¢; < 0o. A equacao de Fokker-Planck correspondente tem coefi-

cientes de deriva e difusao dados respectivamente por

(2 _
o 2ﬁ Z 62‘11 _ 62qJ - ﬁ(N - 1)7 € Dz =1. (460)

Z

As coordenadas normais sao obtidas fazendo-se x; = €% e t — t/4, de modo

que os coeficientes de deriva e de difusao ficam

e D® =22 (4.61)

~ 2— N—l
J(#Z

Comparando (4.61) com (4.13) obtemos

w(z) = 20-M8-22 @)= e r(z)=[1-B(N-1)/2z. (4.62)

Note que as fungoes s(x) e w(x) satisfazem as condigoes (2.16) e (2.17) mas
nao a (2.18), permitindo solugdes nao polinomiais e implicando que w(z) nao se

relaciona com as funcgoes peso dos polinomios ortogonais. Apesar dos ensembles
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de matrizes de transferéncia, ao contrario dos EMB de polinomios ortogonais, nao
possuirem solucao estaciondria, a equagao de Fokker-Planck associada tem a mesma
estrutura matematica e pode ser resolvida usando métodos similares.

Deve-se enfatizar que a nossa descri¢ao unificada de ensembles de movimento
browniano na TMA nao exige um conhecimento da estrutura matricial do problema.
Os ensembles sao introduzidos por uma subclasse de processos estocdsticos descri-
tos genericamente pela eq.(4.53). O problema estd completamente determinado
especificando-se as fungoes w(z) e s(z) ou, de forma equivalente, pelas fungoes r(z)
e s(z). Estas fungoes encontram-se listadas na tabela 4.1. Este é o conceito novo
mais importante do nosso esquema de classificacao e é a origem dos métodos unifica-
dos que serao descritos a seguir. Para uma comparacao com a classificacao através
de espacos simétricos, observe que os ensembles de Hermite e Lagerre aplicam-se
aos espacos planos, os ensembles de Jacobi aparecem em espacos compactos e 0s

ensembles de matrizes de transferéncia ocorrem em espacos hiperbdlicos.

Intervalo | w(x) s(x) r(z) Ensemble
(—o00,00) | e 1 —2x Hermite
[0, 00) e ® (v > —1) x l+v—ux Laguerre
[—1,1] 1—2)Q+2)* (v,p>-1)|1—2* | p—v—(2+ u+v)r | Jacobi
[1,00) 1 -1\ 2z MT-WD
[1,00) gl1-N)5=2]/2 x? [1—3B(N—-1)/2]x MT-quiral
[1,00) (2% — 1)(a=1)/2 2—1] (1+a)x MT-BdG

Tabela 4.1: Classificagao dos ensembles de movimento browniano baseda nas pro-
priedades das fungdes w(z) e s(x), e suas condigbes de contorno. Neste esquema
unificado, que cobre ensembles de polindmios e matrizes de transferéncia (MT),
cada classe de simetria é descrita por sua equacao de Fokker-Planck correspondente.

4.3.1 Equacao de movimento para as funcoes de correlagao
Assim como nos ensembles de matrizes aleatdrias convencionais, o principal

objetivo nos EMB é a obtencao da funcao de correlagao de n-pontos definida como

pn(llj'l,...,l'n;t) = /dl’n+1...dINP(Il,...,ZL'N;t). (463)

(N —n)!
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Nesta secao vamos deduzir uma equacao geral para a evolugao com o tempo ficticio,
t, do movimento browniano descrito pela distribuicao conjunta de probabilidade
P(xy,...,zy;t). Como ponto de partida considere o observavel, F' = F(xq,...,xy),

cuja média no ensemble evolui no tempo de acordo com a seguinte equacao

(F) = [ daF({a)P((a}.) (1.64)
Tomando a derivada de (F') em relagdo ao tempo e usando eq. (4.14) temos

@ = / ANz P({x}y, )L F({x}). (4.65)

Inserindo a defini¢ao de E}P, eq. (4.16), e as expressoes para os coeficientes de

deriva e de difusao dadas pela eq. (4.13), obtemos a seguinte equacao de evolugao

10— (5 [t + o] + 5T 55 o — s3] )

i

(4.66)
Escolhemos .
/
F=>TI6:i—w), (4.67)
ay =1
onde {I} = {l1,ls,...,l,}, com [; =1,...,N, e a linha no somatério indica que a

soma ¢é sobre indices distintos. Como demonstraremos a seguir, a fungao de n-pontos

é a média no ensemble de I

Pn(T1s ..o, Tn3t) = <F>:Z,<H6(‘ri_yli)> (4.68)

1 \i=1
- Z/H5 Pyr,...,ynit) dyr ... dyn (4.69)
{0
N!
= m/d%ﬂ JdrnP(zy,...,zN;3t). (4.70)
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Substituindo (6.53) em (4.66) e ap6s algumas manipulagoes, ver apéndice E para

mais detalhes, obtemos

9 " (9 9 »

p=1

—ﬁiS(SL’p)P/ pn+1($; vy Ty Tpg1; t) dl’n_H} (471)

8371) p Tn+1

Com isso mostramos que as fungoes de correlacao dos EMB satisfazem a uma com-
plicada hierarquia de equagoes integro-diferenciais singulares. Um resultado similar
foi obtido na ref.[84] para os ensembles gaussianos e na ref. [85] para os ensem-
bles circulares. Em algumas circunstancias ¢ ttil introduzir o limite de Dyson, no
qual a parte universal local da repulsao de niveis é destacada pela supressao das
contribuigoes globais nao-universais. Do ponto de vista técnico, introduzimos novas
variaveis r, na vizinhanca de um ponto arbitrario x no corpo do espectro, tais que
T, = x+7r,A, onde A = 1/pi(x,t) é o espagamento médio de niveis. Introduzindo a
varidvel temporal reescalada 7 = t/A?, podemos definir o limite universal de Dyson

para a funcao de n-pontos como

Ru(ry,...,mn;7) = lim A"pu(z +11A, ..., 2+ 1,0, 7A?) (4.72)

N—oo

Das eqs.(4.71) e (4.72) recuperamos as relagoes hierdrquicas universais obtidas na

ref. [84]
OR, = 0 O (R, Ryt
=25 V5 \7.) — dryp1———— 5, 4.73
or pz:;@rp{ﬁﬁrI,(]g) ﬁP/ THrp—rnH} (4.73)
onde Iy = [, |ri — r;|?. Ao contrario dos ensembles de matrizes aleatérias esta-

ciondrios convencionais, onde métodos poderosos baseados em polinémios ortogonais
e anti-ortogonais estao disponiveis na literatura [1], ndo hé esquema analitico efici-
ente para o célculo de p,(x1,...,x,;t) ou R,(ry,...,r,;7) para n e 3 arbitrarios.
Para valores racionais de (3, i.e. § = p/q onde p e g sdo primos entre si, expressoes
exatas para Ra(r1,79; 7) foram obtidas usando-se o método de polinémios simétricos

de Jack [45, 47]. Para § = 2 e n arbitrério, cdlculos exatos sao possiveis pois o
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termo de interagdo do hamiltoniano associado, eq. (4.30), anula-se resultando em
um sistema de férmions ndo interagentes [86]. Solugoes aproximadas da eq. (4.73)

podem ser encontradas na ref.[85].

4.4 Aplicacoes dos ensembles de movimento brow-

niano

Pontos quanticos sao cavidades caodticas balisticas acopladas via guias con-
dutores ideais a reservatorios de elétrons. Como discutido no capitulo 2, numa
descricao de matrizes aleatdrias, o ensemble da matriz S é construido por meio de
um principio de méxima entropia, no qual associamos uma entropia de informagao
S = — [du(S)P(S)In P(S) a distribuigao de probabilidade P(S). A medida du(S),
conhecida como medida de Haar, é invariante sob automorfismos numa dada classe
de simetria das matrizes. A maximizagdo da entropia, sujeita aos vinculos de si-
metria de S e condigdo de normalizacao de P(S), resulta em uma densidade de
probabilidade constante, de modo que elementos de volume iguais du(S) sao igual-
mente provaveis [7]. Isto significa que a matriz S estd uniformemente distribuida
sobre o grupo unitario, sujeita apenas aos possiveis vinculos impostos pelas simetrias
reversao temporal e/ou rotagao de spin. Estes sdo os ensembles circulares de Dyson
[1].

Desta forma, médias de observaveis fisicos podem ser calculadas realizando-
se integrais sobre o grupo unitario. Este método foi aplicado com sucesso as classes
Wigner-Dyson nas referécias [57, 8]. Extensoes para as classes Bogoliubov-de-Gennes
podem ser encontradas na referéncia [31]. Uma caracteristica deste método é a forte
dependencia da classe de simetria do ensemble de matrizes S em questao, além disso,
ele pode se tornar muito inconveniente em aplicacoes praticas, como por exemplo
regime semicldssico [24]. Uma alternativa a integragao direta no grupo unitdrio ¢é a
utilizacao do método dos polindomios ortogonais, ou anti-ortogonais, para o calculo
de cumulantes de estatisticas linares dos autovalores de transmissao, A = ). a(7).
No entanto, além da dependéncia da classe de simetria, expressoes exatas para os

primeiros cumulantes de A podem ser calculadas apenas se a(7) for um polinémio.
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Um exemplo de a(7) ndo polinomial aparece na ref. [12] para a condutancia de um
sistema em contato com um reservatério normal e outro supercondutor.

Nesta secao vamos demonstrar como nosso esquema de classificacao pode ser
usado na construgao de métodos eficientes de calculo dos cumulantes de estatisticas

lineares em todas as classes de simetria.

4.4.1 Meédias no ensemble de observaveis de transporte em

pontos quanticos

Propriedades universais de transporte em pontos quanticos de dois terminais
para as classes Wigner-Dyson e quiral foram estudadas nas referéncias [58, 57, 56]
a partir da distribuig¢ao conjunta dos autovalores de transmissao. Nestas aplicagoes
estamos interessados em caracteristicas estatisticas (momentos, cumulantes e a dis-
tribuigao completa) dos observaveis de transporte tais como condutancia e poténcia

do ruido de disparo adimensionais, que podem ser escritas respectivamente como

g="Tr[ttT] = p="Tr[tt'(1 —tth)] (4.74)

||Mz
||Mz

onde fy(z) =z e fy(z) = (1 — z) para a classe WD, enquanto f,(z) =1 — 2 e

fp(z) = 2*(1 — 2?) para classe quiral. Na tabela 4.2 mostramos como os ensembles
de matrizes aleatérias destes sistemas podem ser classificados de acordo com nosso

esquema dando as funcoes w(z), s(x), r(z) apropriadas e o intervalo [a, b].

Classe w(z) s(x) r(x) So | s1| s2 | To 1 a
WD aP/2t r(l—x) | B/2—B+2)z/2]0 | 1| -1|8/2|—-(B8+2)/2| 0
quiral | (1 —22)%2=1 ] 1 — 22 —fBx 1]10(-1]0 -0 -1

Tabela 4.2: Classificacao das teorias de matrizes aleatorias para pontos quéanticos das
classes de Wigner-Dyson e quirais. A tabela mostra explicitamente os coeficientes
de s(x) e r(z).

Para ilustrar o poder de unificacao da nossa abordagem, vamos calcular os

cumulantes da condutancia e da poténcia do ruido de disparo nas seis classes de
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simetria (Wigner-Dyson e quiral com 3 = 1,2 e 4) usando a familia de estatisticas

lineares definida por

onde ¢ é um inteiro positivo.

adimensionais podem ser reescritos em termos dos X,, como mostra a tabela 4.3.

A condutancia e a poténcia do ruido de disparo

Observavel F f(z)
Wigner-Dyson g X4 x
P X1 —Xo | z(1—2)
Quiral g N - X, 1—a?
P Xo— X, | 22(1 — 2?%)

Tabela 4.3: Estatistica linear, F' = > f(z,), para a condutancia, g, e a poténcia
do ruido de disparo, p, nas classes de Wigner-Dyson e quirais dadas em termos de

Xq = Zn .Z'gl

Embora a equagao de Fokker-Planck tenha sido originalmente apresentada
como um modelo para sistemas com simetrias parcialmente quebradas, ela pode ser
usada como uma ferramenta eficiente para calcular médias no ensemble em diferentes
classes de simetria. Para isso, precisamos simplesmente tomar o limite ¢ — oo,
no qual a funcao de distribuigao tende a sua forma estationaria. Usando a eq.
(4.66) com F = X,, ¢ =1,2,..., obtemos uma hierarquia de equagoes de evolucao
acopladas para os momentos de X,, que podem ser resolvidas como uma expansao
assintética, para N > 1, usando o método dos momentos [87]. No entanto, em
alguns casos especiais este conjunto de equagoes pode ser resolvido exatamente para
N finito. Por exemplo, tomando F = X;, X, e X? obtemos o seguinte conjunto de

equagoes de movimento

d<X1> = N’f’(]‘i‘ @

dt 2

(N —1)+ (Os2( N — 1) +r1)(X1) (4.76)
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A2 Nsy(BN 42 0) +2 (0 + 51 (IN +1- ) (X0)
+(2r1 + 52(28N + 2 = 30)) (X2) + Bs2(X7), (4.77)
d<;§12> = 2N80 + (2N’l"0 + 81(6N2 - ﬁN + 2)) <X1> + 282<X2>

+2 (11 + BN — 1)s2) (X7), (4.78)

A solugao estaciondria é obtida impondo-se a condigao d(X7)/dt = 0, resultando
em um sistema linear para as incégnitas (X;), (X3) e (X?). A solucdo exata deste

sistema ¢é dada por

ﬁSlN(l—N)—Q’I“QN

(X1) s — 1) 1] (4.79)
() = 2, (480
X = 2 (1.81)

onde

A = 8Nry®ri —8N1m2sg+4NSBr%sg—4N2Br%so+8Nryr s
—12Nﬁr0rlsl+12N26rorlsl—4Nﬁr1512+4]\72ﬁ7’1312
+AN 351" —8N? B risi> +4N? B2r1 1> =8N Bro’ sa + 4 N* Bry” 59
+20 N 3118083 — 16 N2 11 S0 S2 — 8 N 3211 50 52 + 16 N2 3% 11 50 59
—8N3/627’1$052—12Nﬁr05152+8]\72/@7’05152—|—12N527'05152
—20N? 3% 195150+ 8 N3 321y s1 59+ 6N 251259 — 10 N? 32 512 55
+AN3 3251255 —4AN 3351259 + 11 N? 3351259 — 10 N3 32 512 59
+3 N1 335,255 — 12N 32 5 592 + 20 N2 32 50 5% — 8 N3 3% 50 55>
+4 N 3% 5989 — 12 N? 33 5059 + 12 N® 33 50 557 — 4 N* 3 5 592, (4.82)
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B = 8N?rg®ri —8Nnr%sg+8Nroris; —S8N*Bror; s1 +8N>Bror; s
—ANBr1 512 +4N?Bri 512+ 2N2 21 512 —AN3 21 5.2 + 2N 521y 542
—8N19* 82+ 8N?1p> s — 12N? Brg” 55 + 8 N* 819> 52+ 16 N By 80 82
—12 N2 37y 5050 — 12 N? Bro sy s+ 8N Brg sy 59+ 12 N? 32 ry 51 59
—20N3 32 rgsy 50+ 8N 3% rg sy 59+ 2N 3251250 — A N3 52512 59
+2N1 3251255 —3N? 3351259 + 8 N3 3351259 — TN 32 512 59
+2N° 351255 — 8 N %50 89> + 12 N? 3% 50552 — 4 N? 3% 5 522, (4.83)

D = 4 (Tl_/@SQ‘I’N/BSQ) (Tl—I—SQ—ﬁSQ—I—NﬁSQ) (2’/"1—3ﬁ$2+2N632). (484)

A varidncia de um observdvel F ¢ definida por var(F) = (F?) — (F)2. Com as
equagoes (4.79) e (4.81) obtemos

var(X;) =
N(2T1 + 598(N —2)) [4(r1(ro81 — 80) — 1150) + B(512 — 45082) (N — 1)(2 + Bsa(N — 1))].
Ary 4+ (N —=1) 859) (211 4+ (2N = 3) 852) (r1 + (14 B(N — 1)) s5)

(4.85)

Também podemos calcular expansoes assintoticas para N > 1, que resultam em

181 — 27"082

S1
X)) = 5N O(1/N 4.86
(X,) = 35%_7‘215(%5’2]\, n 87‘18082—1-167“08182—107“18%;-(5—1—2)(5%32 — 4s052)
853 1643s;
+O(1/N), (4.87)
2
—4
var(X;) = %Hoa/zv). (4.88)
p

A simplicidade do método empregado na obtencao destes resultados deve ser
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contrastada com a complexidade das regras diagraméticas da ref. [24] para célculos
similares. E importante enfatizar que os resultados acima sao validos para todas
as seis classes de simetria. Apenas devemos escolher os coeficientes apropriados das
fungoes mostradas na tabela 4.2. Como um exemplo concreto vamos considerar a
condutancia. Com uma escolha apropriada dos coeficientes sg, s1, 2, 79 € 71 na tabela

4.2, encontramos as seguintes expressoes para N finito e as expansoes assintoticas

correspondentes
N? N -2
<g>WD = Qﬁ]\ﬁi——Q—ﬁ :?—Fi—ﬁ—'—(/)(l/]v), (489)
B BN? N B-2
(Daoui = NI @ BN —1 =5+ TOW/N). (4.90)

O resultado para as classes WD foi obtido na ref. [57] usando um método de inte-
gracao no grupo unitario, enquanto a férmula para as classes quirais foi deduzida
na ref. [56] usando o método da equacao de Fokker-Planck. Fisicamente, o termo
dominante na expansao de N grande ¢ interpretado como a condutancia classica de
Boltzmann, obtida pela adicao de probabilidades, em vez de amplitudes de probabi-
lidade. O segundo termo é uma corregao devido a efeitos de interferéncia quantica,
conhecida como localizacao fraca para f = 1 e anti-localizacao fraca para g = 4.

Voltaremos a discutir essas correcoes na secao 4.4.2.

Também podemos obter uma expressao exata para a variancia da condutancia

para as trées classes de Wigner-Dyson. Encontramos

N2 (24 (N —1) 8)*

vrtgwn = (1+(N—1) B)(4+2N-1)B) (2+ 2N —1) §)’ 9
_ % v 2 ﬁ_jv L O(1/N?), (4.92)

em concordancia com a ref.[14], onde foram usados métodos de integragao sobre o
grupo unitario. O termo dominante na expressao assintética representa o fenomeno
conhecido como flutua¢do universal da condutancia [16], que foi objeto de mui-

tas investigacoes nos primeiros estagios do desenvolvimento da fisica mesoscépica.
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Uma férmula geral para o termo universal dominante da variancia de um observavel
arbitrario de transporte serd deduzida, pelos métodos de Fokker-Planck, na secao
4.4.2.

Concluimos essa secao apresentando uma expressao exata para a média da
poténcia do ruido de disparo para as classes Wigner-Dyson

N23 (24 B(N - 1))*

Whwo = SATEN - @+peN 1) G+ dev—1) %
_ % + O(1/N). (4.94)

A férmula para N finito, eq. (4.93), coincide com o resultado obtido recentemente
nas refs. [88] e [89] usando métodos diferentes. O termo dominante na expansao
assintética é quatro vezes menor que a potencia de ruido de disparo de um processo
Poisson associado a elétrons descorrelacionados [21]. Este ruido sub-poissonico in-
dica a presenca de correlagoes quanticas entre os elétrons devido ao principio de
exclusao de Pauli. A auséncia de correcao de localizacao fraca também é uma
caracteristica notavel de sistemas com contatos simétricos. Uma discussao fisica
detalhada destes resultados pode ser encontrada no artigo de revisao de Beenakker
[14].

Em resumo, nosso método permite um tratamento unificado de todas as
classes de simetria dos ensembles de matrizes aleatérias para transporte quantico e
pode ser facilmente adaptado para a extracao de assintotios por métodos simples
e sistematicos. Neste ponto ele é uma boa alternativa aos métodos baseados em

integragdo no grupo unitario [23, 24|

4.4.2 Expansao semiclassica

A expansao assintotica, para N > 1, discutida na secao anterior ¢ fisicamente
equivalente a expansao semiclassica. O termo dominante (de ordem N) corresponde
a contribuicao classica, onde efeitos de interferéncia sao desprezados, e o termo
de ordem NP corresponde & correcao quantica, conhecida como localizacao fraca.

Métodos diagramaticos muito elaborados podem ser empregados para deduzir tais
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expansoes para sistemas desordenados e cadticos. Nesta se¢ao, apresentamos um

método simples e sistematico para obter uma expansao semiclassica diretamente da

equacao de Fokker-Planck.

Como ponto de partida introduzimos a seguinte mudanca de variaveis

CL)\Z—Fb
x N < 00

A equacao de Fokker-Planck neste novo conjunto de variaveis fica

P10 =3 (D00 + J D) PN,

i
onde os coeficientes de deriva e de difusao sao dados respectivamente por

0 15 - @)
D) e D =),

DY = (Jgi(\) ™!
onde definimos

Js = JTn=N1%,
1<J
_ ap + ag X + ap)?
0 = =g AN

e w(A) é solucdo da equagao diferencial

Olnw B -=N) a1 +2mA+(b—a)r (b—a)(b+ aX)r

oN 1+ Qo + X + ap)? (14 X (a0 + aa A+ az\?)

Os coeficientes ag, a; e ag sao definidos por

gy = 8(b>,
ap = s(a)+s(b) — (b—a)?sy,
ay = s(a).

(4.95)

(4.96)

(4.97)

(4.98)

(4.99)

. (4.100)

(4.101)
(4.102)
(4.103)
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Desejamos estender a andlise da secao anterior para uma estatistica linear
arbitraria, portanto, precisamos deduzir uma expansao assintotica para a densidade
média de niveis p;(\,t). Fazendo n = 1 na equacao de movimento geral para a

fungao n-pontos, eq. (4.71), obtemos

Op(At) O Ol NG = uP(A N 1)
(4.104)

Esta equacgao é exata e valida para N finito. No regime N > 1 usamos a aproxi-

magao de Dyson para a transformada de Cauchy da func¢ao de dois pontos [90]

- /ﬁ2()‘v)‘/;t) ~ = /OO /ﬁl()‘/at) 13 ~
73/0 WEEEE = ) [P NI gt (4.105)

Inserindo a eq. (4.105) na (4.104) obtemos uma equagao de evolucao nao-linear para

a funcao de um ponto

9000 = D5 a0 [+ 1+ 372 S mpn e - o7 [~ ax B

(4.106)
onde o subescrito 1 foi omitido por simplicidade. A solugao estacionaria é obtida

anulando o termo entre colchetes, o que resulta na equacao integral

* oo PN 2-p0lnp 10w
77/0 d>\>\—)\’_ 28 X B O (4.107)

Decompomos a densidade em uma contribuicao py de ordem N e uma corregao dp

de ordem 1, tal que p = py + dp. O termo dominante, py, satisfaz

,po(N) N
= 4.1
73/0 N = (4.108)

juntamente como a condi¢ao de normalizagao

/ T o) = N, (4.109)
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A solucao é dada por
N
pp(N\) = ———. 4.110
Po(d) (1 + M)V ( )

A correcao dp, por outro lado, satisfaz a equacgao integral

P/“wﬁmX)_,ﬂ—21_ﬁ+2 1 o1 + 200\ + (b — a)rg
o A=N 4B X 28 14X Blagtah+ax\?)
(b —a)(b+al)r

+ ;
6(1 + )\)(OZO + Oél)\ + Oé2)\2)

(4.111)

com o seguinte vinculo

/ i 670(A) = 0. (4.112)

A equagao (4.111) pode em principio ser resolvida numa forma fechada usando
métodos de equagoes integrais singulares [91]. Aqui, vamos nos concentrar em dois
casos particulares de interesse fisico: as classes de Wigner-Dyson e quirais. A apro-

ximagao semiclassica para a média da densidade, em termos da varidvel normal

a+b
A+1 0

T = é mostrada abaixo.

e Wigner-Dyson (a =0, b=1)

_N 1 2= Brsia) — 6(x —
plz) = — o | [0(2) = d(z = 1)]. (4.113)
e Chiral (a=-1,b=1)
N 1 2— 3 P

drz+1)+6(x—1)— (4.114)

N o
A partir da forma explicita da densidade média é possivel deduzir férmulas tteis
para o calculo das expansoes semiclassicas de uma estatistica linear arbitraria, F =
>, f(xy), onde a < z,, <b. Com este propdsito introduzimos a varidvel angular ¢
definida por

r=0b—(b—a)sin?(6/2), 0<6<m. (4.115)
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A média da estatistica linear F' é dada por
b g 5
(F) = [ dof(@ipo) = [ do7P(0)06), (4116)
a 0

onde

F@ (@) = f(b— (b —a) sin?(6/2)) (4.117)

e 0(f), a densidade média na nova variavel, é dada por

o(@)wp = [6(6) = 6(0 — )] (4.118)

A=Az

+
o= o2

15(0) +6(0 — =) — 2, (4.119)

™

U(e)qui

onde v = (2 — (3)/(2f). Inserindo a identidade

1 2¢
0(0) = —+ — 0 4.120
(0= 2+ 23 costa) (4.120)
em (4.118) e (4.119), reescrevemos o valor médio do observével F, eq. (4.116), na
forma
- 2-3 .
(F)wp = N - 25 Z farl), (4.121)
n=1
para a classe WD e
(F) g = NJT + 2210 i fan (4.122)
qui 0 2ﬁ — 2n ) .

para as classes quirais, onde

e I . 2 [T .
foh == / dofev ) e flob == / dof () cos(nf), n=1,2,...
T Jo T Jo
(4.123)
sdo os coeficientes de Fourier da série de cossenos de f(@) (). Concluimos que, no
limite semiclassico, a diferenca entre as classes de Wigner-Dyson e quiral aparece

apenas nos termos sensiveis a coeréncia de fase. Os termos dominantes correspondem
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a soma de probabilidades classicas, desprezando os efeitos de interferéncia quantica.
Aplicando estas formulas para a condutancia e a poténcia do ruido de disparo, veja
tabela 4.3, obtemos

(Dwp = g - % +O(1/N), (4.124)
(Pwp = g + O(1/N), (4.125)

respectivamente para a classe de Wigner-Dyson e

(D) qu = g — % +O(1/N), (4.126)
(P)qui = g — % +O(1/N), (4.127)

para a classe quiral. Estas expressoes concordam com os resultados obtidos na se¢ao
4.4.1.

4.4.3 Foérmula para flutuagoes universais

Uma aplicagao importante da teoria de matrizes aleatorias é o calculo do
limite N > 1 da variancia de uma estatistica linear geral. Em fisica mesoscépica
este limite é usado, por exemplo, na descricao do fenomeno da flutuagao universal
da condutéancia, que consiste em flutuagoes da ordem de e?/h na condutancia, de
amostra para amostra, a baixas temperaturas, independente de seu tamanho ou de
seu grau de desordem.

Seja F' = Zf\il f(x;) uma estatistica linear geral. Sua variancia pode ser

calculada no limite N > 1 pelo método da derivada funcional [92], resultando em

var(F W /dx/ dy[ Y- Z:gy;”lﬂ ;(_x)ydiyf(y), (4.128)

onde P indica o valor principal da integral. Vimos, na se¢ao 2.2.2, que a variancia

de uma estatistica linear geral é dada em termos do correlator densidade-densidade,
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C(z,y), de acordo com

b b
var(F) :/ dx/ dyC(z,y)dxdy. (4.129)

Comparando (4.129) com (4.128), e apdés uma integragdo por partes obtemos a

funcao de correlacao de dois pontos

1 1 o
Clart) =~ et (V=@ =)l =31, (4130)

que pode convenientemente ser reescrita na forma

Clany) = 1 0? In (a+b)(x +y) — 2ab—2zy + 2+/(x — a)(b— z)(y — a)(b—y)
’ 2072020y \ (a+b)(x +y) — 2ab—2zy — 2y/(x —a)(b—2)(y —a)(b—y) |
(4.131)
Introduzindo variaveis angulares através das relagoes
r=0b—(b—a)sin’*(0/2) e y=b—(b—a)sin®(¢/2), (4.132)
onde 0 <0 <me0<¢<m, podemos escrever a variancia como
war(F) = [do [ dofer(6)feD (6)C16.0), (4.133)
0 0
onde f@(f) foi definida na eq. (4.117) e a funciio correlacio fica
N 1 0? 1 —cos(0 + ¢)
= 1 : 4.134
¢(®.9) 20372 000¢ . ' 1 — cos(0 — ¢) (4.134)

Definindo

0 sin 0 0 = 0
BlO)=— (——— | =21 b =2
(0) 50 (1—(:050) 50 m;e ;ncos(nQ),
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podemos escrever eq. (4.134) como

0(0.9) = 2;7T2 (BO+0)+ B~ 0) (1135)
= 57?2 chos nf) cos(ne). (4.136)

Substituindo eq. (4.136) na eq. (4.133) obtemos a férmula compacta
var(F) = L i (flab)y (4.137)
- 2% 2 ,

onde os coeficientes de Fourier fu” foram definidos na eq. (4.123). A fim de ilustrar
a utilidade da eq. (4.137) vamos considerar alguns exemplos de estatisticas lineares.

Usando a notagao da segao 4.4.2 | veja eq. (4.75), escolhemos F' = X;. Neste caso

flx)=xe
at+b b—a
+

feoe) = 4=+ 5

cos . (4.138)

Note que apenas o coeficiente f) flab) = (b — a)/2 contribui para variancia, portanto

b _ 2
var(X) = 8ﬁf> , (4.139)
em concordancia com a eq. (4.88), pois neste caso sg = —ab, s =a+be sy = —1.
Para F' = X, temos f(z) = z?, entao
~ 3a® + 2ab+ 3b> b — a? b—a)?
flab(g) = “ g il + 5 T cosf+ (b=a) cos 26. (4.140)

Coletando os coeficientes de Fourier fl(a’b) e fz(a’b) e inserindo na eq. (4.137) obtemos

(b—a)® (96 + 14ab+9a?)
643 ’

var(Xy) = (4.141)

que generaliza os resultados apresentados da secao 4.4.2. Neste ponto estamos pron-

tos para calcular o limite N — oo da variancia da condutancia para pontos quanticos
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das classes Wigner-Dyson (a = 0,b = 1) e quiral (e = —1,b = 1). Obtemos

var(g)wp = var(X) = %, (4.142)
‘ 1
var(g)qu = var(Xs) = 15 = 2var(g)wp. (4.143)

Portanto a variancia da condutancia do ponto quantico quiral é o dobro da ob-
tida para a classe Wigner-Dyson. De fato, usando a eq. (4.137), é facil mostrar
que este resultado estende para uma estatistica linear arbitraria dos autovalores de

transmissao, A = Y a(7,), resultando em [56]
var(A)qu = 2 var(A)wp. (4.144)

Note, no entanto, que 7 = x para a classe Wigner-Dyson e 7 = 1 — 2% para a quiral.
Um fator 2 similar foi obtido na ref. [83] para fios quanticos desordenados nas
classes BAG e quiral. Para encerrar esta se¢ao resumimos na tabela 4.4 as féormulas

semicléssicas deduzidas para pontos quanticos nas classes Wigner-Dyson e quiral.

quiral Wigner-Dyson
Média <A> = NCLQ + 7y Zzozl Ao, <A> = NCL() + v Z;L.Ozl A4pn—2
Variancia | var(F) = 555,72, na; var(F) = 45> .2, na;,

Tabela 4.4: Férmulas assintéticas para a média e a variancia de uma estatistica linear
arbitraria dos autovalores de transmissao, A = > a(7,), para pontos quanticos das
classes Wigner-Dyson e quiral. Os coeficientes da expansao sao dados por ag =

1 [Fa(sin®6) e a, = 2 [ a(sin®#) cos(nd), além disso definimos v = (2 — 5)/(2).

Vimos que os ensembles de movimento browniano fornecem métodos eficien-
tes de cédlculo de observaveis no regime estacionario. No préximo capitulo apresen-
taremos um método de cédlculo de fungoes de correlagao para os ensembles fora de

equilibrio.
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Capitulo 5

Método da transformada integral

Recentemente o foco da pesquisa em teoria de matrizes aleatorias mudou
da funcao de correlacao de m-pontos para objetos mais gerais contendo produtos
e/ou razoes de polinémios caracteristicos de matrizes aleatérias, denominados de-
terminantes espectrais (93, 94, 95]. Espera-se que estes novos tipos de fungao de
correlagao possam trazer avancos nas aplicagoes de determinantes espectrais em di-
versas areas tais como teoria de nimeros [96], caos quantico [97] e cromodinamica
quantica [29]. Muitas propriedades notaveis das fungées de correlacdo de determi-
nantes espectrais tém origem em certas classes de integrais multidimensionais tipo
Selberg. Estas integrais, conhecidas como integrais de correlagao de Selberg, tém
sido usadas na construcao de generalizacoes multidimensionais das fungoes hiper-
geometricas [98] e dos polinémios ortogonais cldssicos [72], através de expansoes
em séries de polinomios simétricos de Jack. Mais recentemente, foram encontradas
relagoes entre fungoes de correlacao de determinantes espectrais e o problema de
Riemann-Hilbert para polinémios ortogonais [99] e certas aplicagoes do principio de
localizagao de Duistermaat-Heckman em espagos simpléticos nao-compactos [100].
Outro resultado interessante foi obtido por T. Guhr [101, 102], que introduziu classes
de fungoes de correlacao definidas como superdeterminantes espectrais, i.e. razoes
entre produtos de determinantes espectrais, no estudo da classe gaussiana (ou Her-
mite) dos EMB através do método da supersimetria. A equagao de Fokker-Planck

para o processo de Wiener matricial foi mapeada num conjunto de equagoes de di-
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5.1 Transformada integral 105

fusao desacopladas descrevendo processos de Wiener independentes no setor radial
de certos superespacos. Como as fungoes de correlacao introduzidas por Guhr po-
dem ser usadas, em principio, para deduzir as fungoes de correlacao de n-pontos
reescaladas, R, (r1,...,7,;7T), 0 mapa no superespago pode ser interpretado como
uma ferramenta poderosa para desacoplar as relagoes hierdrquicas da eq. (4.73)
para § = 1,2 e 4. Uma técnica similar foi usada na ref. [103] para mostrar a
equivaléncia entre a equacao DMPK do transporte em condutores desordenados
quase-unidimensionais e certas equagoes de difusao no espaco quociente de Efetov
[104].

Neste capitulo apresentaremos uma extensao das fungoes de correlagao in-
troduzidas por Guhr que generaliza seus resultados com as seguintes caracteristicas

adicionais:
1. O método aplica-se a todos EMB da tabela 4.1 para valores racionais ar-

bitrarios de 3, ou seja, 3 = p/q com p e g primos entre si.

2. Nao ha necessidade da introducao da geometria de superespaco para desacoplar

as relagoes hierarquicas.

3. O método pode ser interpretado como uma generalizacao multivariada da
técnica de transformada integral [11] usada na solucdo de equagoes diferen-

ciais ordinarias através de uma integral de contorno no plano complexo.

5.1 Transformada integral

No capitulo 4 apresentamos os ensembles de movimento browniano nos quais
a distribui¢ao conjunta de niveis P({x},t) evolui no tempo de acordo com a equagao
de Fokker-Planck

1
wNJg.

N
0
—_— = ,CFPP, »CFP = E %S($i)w1\7¢]g (51)
i=1 "

Cada ensemble é caracterizado pelas fungées w(z) e s(z), assim como pelo dominio

das variaveis, como mostrado na tabela 4.1 . Também mostramos que a funcao de

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



106 Método da transformada integral

correlagao de m-pontos

NI

pn(ll'l,...,llfn;t) = m

/b dxpyy . ..deyP({z},t) (5.2)

evolui no tempo de acordo com uma hierarquia tipo BBGKY

n

0 0 0 1

p=1
—/6%(9(%'13)73/ pn+l(I17 co oy Ty Tt 15 t)dl’yH_l} ) (53)
p

Tp — Tnt1

O célculo da funcao de correlagao de n-pontos para os EMB corresponde formal-
mente a resolver a equagao (5.3), o que, em principio, é uma tarefa nao trivial. No
entanto, as relagoes hierarquicas podem ser desacopladas efetuando-se a seguinte

trasformada integral multidimensional sobre a fun¢ao de distribuicao conjunta

W({r}t) = (Qs({e}, {v}) = /dev Qs({x}, {v})P({z},1), (5.4)

onde o ntcleo é escolhido como uma razao de produtos de determinantes espectrais

na forma

[[pe, det(X —vorly) o TI (2 — vor)

[T det™*(X —vyly) oy T2 (i — vu)??

Qs({z},{v}) =

onde ng e ny sao inteiros positivos que satisfazem o vinculo fn; = 2ny. Esta escolha
para o ntcleo contém toda a informagao da funcao de correlagdo de n-pontos para

valores racionais arbitrarios de (3. De fato, para 5 = p/q temos

o _p_ P
n 2q q

onde p e ¢ sdao primos entre si. Se tomarmos ng = pn e n; = ¢n, e definirmos o

operador Dy, = Imd/0vyy, onde Im indica a parte imagindria, obtemos a fungao de
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5.1 Transformada integral 107

n-pontos, p,(z1,...,x,;t), para x; # x; (i,j =1,...,N), através da férmula

pulTr, .. T t) = HDk {30 (5.6)

C

onde C indica condigao

Vogk = Wojetn = - -+ = Voot (p—l)n = Tk — ) = Vi g = Vijgn = - - - = Vit (2g—1)n-  (D-7)

Na seqiiéncia vamos demonstrar que W ({v};t) satisfaz uma equagao de Fokker-
Planck que pode ser classificada através de uma correspondéncia um a um com
as classes mostradas na tabela 4.1. A transformada integral, eq. (5.4), pode ser
interpretada como um mapa da fungao de distribuigao conjunta, P({x},t), do espago
x para o espaco v. Nosso objetivo é determinar a equacao de evolugao da imagem,

W ({r},t), neste novo espago. Tomando a derivada temporal da eq. (5.4) obtemos

SWL = [ 0ue) hg P
_ / ¥z Qs({a}, {v}) LoP({x},1)
= [ P({a}.0) £100({a}. () (5.8)

onde usamos L, para o operador de Fokker-Planck em vez de L p para enfatizar que
este operador atua no espaco z, também usamos a definicao do operador adjunto,
eq. (4.14), na ultima linha. O ingrediente principal do método é a existéncia de um

operador atuando no espaco v, M que satisfaz a relacio

MIQs({z} {v}) = LIQs({2}, {v}). (5.9)

Substituindo (5.9) em (5.8) obtemos uma equagao de Fokker-Planck que descreve a
evolugao temporal de W ({r},t) no espago v

(% — MT) W({r},t)=0. (5.10)
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108 Método da transformada integral

O préximo passo é a construcao do operador de Fokker-Planck M, que pode ser

escrito na forma geral

= 0 02
M = Z<D(()lka—+D >+Z< g +D”afl>' (5.11)

k=1

Para determinar os coeficientes de deriva e de difusao comparamos a acao dos opera-
dores LI e M, sobre o nicleo Qg({z},{v}). Deixando os detalhes para o apéndice

F, escrevemos o resultado final:

B 1 0(s(vor)VB)

pw _ _P 12
ok 2VB vy, (5.12)
1 9(s(vy)VDB)
P 1
= VB ovy (5.13)
€
D(()i) = _gs(VOk)u (5.14)
D = (). (5.15)

De posse destes coeficientes, podemos reagrupar os termos da equacao de modo a

escrevé-la numa forma compacta similar a eq. (4.15)

onde introduzimos as fungoes

V= Hw0<V0k)Hw1(V1l>a (5-17>

B H |l/0k — VOk’| /ﬁ H |I/1[ — V11/|BH |l/0k — V1 2, (518)

k<K <
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5.1 Transformada integral 109

que desempenham papéis similares aos de wy e Jg na eq. (4.15), respectivamente.

Além disso, as fungdes wy(v) e wy(v) relacionam-se com w(v) e s(v) da tabela 4.1

através de
wo(v) = w¥P(v)s¥PL(v), (5.19)
w) = 0 (5.20)
w(v) '

Para as classes de Dyson da equagdo DMPK temos que w(v) = 1, portanto, wo(v) =
s20=1(v) ew, (v) = s7/%71(v), que est4 de acordo com [103], onde uma transformacao
similar foi usada para estabecer a equivaléncia entre o modelo sigma nao-linear
supersimétrico unidimensional e a equagao DMPK na descricao de um condutor

desordenado quase unidimensional.

Expressoes similares a B, eq. (5.18), aparecem em muitos outros contextos.
Ela aparece, por exemplo, nas refs. [101, 102] como parte do bereziniano, ou seja,
o jacobiano associado a transformacao do elemento de volume cartesiano de uma
supermatriz hermitiana para coordenadas tipo autovalor-angulo, e corresponde aos
valores particulares § € {1,2,4}. Também aparece como parte do fator de forma
da funcao de correlagdo densidade-densidade do modelo de Calogero-Sutherland
[73, 47], que estd relacionada a fungao de correlagdo de muitos pontos do modelo

gaussiano quiral [105]. Este ultimo exemplo sera desenvolvido na préxima secao.

Do ponto de vista computacional a vantagem da equagao de Fokker-Planck
no espago v em relacao a do espaco x vem do fato de que, na teoria de matrizes
aleatorias, geralmente estamos interessados no limite de niimeros muito grandes,
N > 1, de graus de liberdade no espago z. Por outro lado, o ntimero de graus
de liberdade no espaco v é independente de N, sendo um ntmero fixo dado por
M = (p+ ¢)n, onde n é a ordem da fungao de correlacao desejada. Ilustraremos
este ponto na se¢ao 5.3.2, onde obteremos a fungao de correlacao de um ponto para

a equacao DMPK no ensemble unitario da classe Wigner-Dyson.
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5.2 Modelo gaussiano quiral

A ref. [105] mostra uma relacdo entre a funcdo de correlagdo densidade-
densidade do modelo de Calogero-Sutherland e as fungoes de correlagao do modelo

gaussiano quiral, definido pela acao
1
S=o / drd(9,0)(0.D — i0,D), (5.21)

onde as integrais cobrem o plano bidimensional z7. Modelos quirais aparecem na
descricao de estados de borda de portadores de corrente do fluido quantico incom-
pressivel de Hall [106]. A quiralidade maximal dos estados de borda é responsavel
pela auséncia de retroespalhamento no efeito Hall quantico inteiro e, portanto, pela
sua estabilidade [107]. A média de uma funcdo arbitrdria de ® é definida pela

integral funcional
1
== / 2 S F[@), (5.22)

onde a funcao de partigao é definida por

= / P e 51%, (5.23)

A maneira usual de construir funcoes de correlacao é através da introducao de uma

fonte externa na funcao de particao, de modo que
= /@cp exp [-5[@] + /dgn( 3@(3} , (5.24)

onde introduzimos o vetor E = (1,2) e n é um campo escalar. Note que Z|0]
corresponde a fungao de parti¢ao (5.23). Calculando-se a integral funcional [108]
observamos que Z[n] pode ser escrito como o produto da fungdo de particio nao
perturbada, Z[0], e um fator de perturbagdo que é a exponencial de um termo

quadratico em 7

— —

2] = Z[0] exp[ [ @ [ ndoEn@). (5.25)
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5.2 Modelo gaussiano quiral 111

onde G (E, 13 ) é a fungao de Green, que satisfaz a equagao
~i0:(0; + i0;)G(€,€) = 4md(€ - €), (5.26)

cuja solucao ¢ dada por

—,

GE &)= =2In[(t — ) +i(z — )] = —2In(z — 2'), (5.27)

onde introduzimos a coordenada complexa z = 7 + ix. Escolhendo a fonte externa

como uma “densidade de cargas” da forma
N
n€)=i) B 0E~&) (5.28)
j=1

e substituindo na eq. (5.24), temos

N N
Z[n) = /@cb S e = z[o] <H 6i5j¢(n3)> : (5.29)
j=1 Jj=1

Por outro lado, substituindo (5.28) em (5.25) obtemos

1

Z[n) = Z[0] exp [— > GBGE.§) — 5 ) BG(E: 5)] : (5.30)

i<j i

Portanto, comparando (5.29) com (5.30), obtemos a relagao entre a fungao de cor-

relagao e a fungao de Green
N L1 o
<H 6Zaj<1><nj>> — exp [— > BiBGEL &) - 5 > BG(E, gi)] . (5.31)
j=1 i<j i

Nesta expressao, a fungao de Green do segundo somatorio esta avaliada nos mesmos

pontos, sendo portanto divergente. Eliminamos esta divergéncia com a seguinte
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regularizacao

G(E &)= <(R—2) , (5.32)

z—2')? 4 a?

onde R é o raio de um grande disco e a é um espacamento de rede. Desta forma

N - -\ 266 5 2
<H€z‘ﬁj<1>(£j)> -TI (I& ; §j|> (%)(ZLB) _ (5.33)

j=1 i<j

obtemos

Este resultado é nao nulo no limite R — oo apenas se impusermos a condi¢ao de

“neutralidade da carga”
N
> Bi=0. (5.34)
j=1

Entao

T c0(6) 4\
H eI J — H (;) 5ZJ ﬁj,o‘ (535)
7=1

1<j

Vamos considerar um sistema constituido de duas classes de “cargas”
) .
B = 22 /2 (5.36)
_<B> ) j_17“‘7n0

tais que N = ng +ny. A condicao (5.34) resulta em

1/2 1/2
_(%) n0+<§) =0, (5.37)

que é equivalente a (fn; = 2ng. Desta forma, a funcao de correlagao (5.33) torna-se

no ] 2t
<H 6—2\/%<I>(l/0k) H 6i\/§<1>(l/11)> — B, (538)
k=1 =1

onde B ¢é a fungao definida pela eq. (5.18).

Em contraste, para o modelo gaussiano usual, que representa bodsons livres
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sem massa em 20, temos a acao
1
S = o /dfdx(& —10,)P(0; + 10,)P (5.39)

e portanto N
<H eiﬁj‘1>(zj)> — H (@)2@@ 52j 3,,0- (5.40)
j=1 i<j
Note que a natureza quiral do modelo da eq. (5.21) se reflete no holomorfismo, i.e.
a dependéncia apenas na varidvel z = 7 4 ix das fungoes de correlagao. Salienta-
mos também que o espaco imagem da transformada integral fornece um promissor
ponto de partida para a bozonizagao completa do sistema Calogero-Sutherland sem

a necessidade do limite termodinamico [109)].

5.3 O mapa de Sutherland no espaco imagem

No capitulo 4 apresentamos uma formulacao estocéstica para os ensembles
fora de equilibrio da teoria de matrizes aleatorias. O ponto forte da nossa formulacao
para os ensembles de movimento browniano é a existéncia do mapa de Sutherland,
ver coluna da esquerda na figura 5.1. Este mapa leva a equagao de Fokker-Planck
numa equagao de Schrodinger, mapeando o processo estocastico original num pro-
blema de muitos corpos descrito por um hamiltoniano do tipo Calogero-Sutherland.
Através desta conexao, fizemos contato com os polinémios simétricos de Jack e com
os polinomios ortogonais gereralizados. Neste capitulo introduziremos o método
da transformada integral como ferramenta para o cédlculo de fungoes de correlacao
dos EMB, ver figura 5.1. O método consiste em mapear o processo estocdstico dos
niveis num outro processo, também descrito por uma equacao de Fokker-Planck. O
numero de graus de liberdade do espaco imagem é associado a ordem da funcao
de correlacao desejada, sendo, em geral, muito menor que o nimero de graus de
liberdade do espaco original.

Uma vez construido o operador de Fokker-Planck no espaco imagem, a seqiién-

cia natural seria adaptar os procedimentos usados no espago original. Por exemplo,
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usar uma transformacao de Sutherland e construir o hamiltoniano associado, como
mostra a coluna da direita na figura 5.1. Isto possibilitaria, por exemplo, a cons-

trucao de extensoes dos polinomios de Jack para o espago imagem.

Ensembles de Movimento Browniano| Transformada > Equagdo de Fokker-Planck

(Equacdo de Fokker-Planck) integral (Variaveis reduzidas)

Transformacéo | de Sutherland
Transformagao | de Sutherland
(Espaco| imagem)

Modelo de Calogero-Sutherland Equacao de Schrodinger
(Equacao de Schrodinger) (Variaveis reduzidas)

Figura 5.1: Esquema do método da transformada integral aplicado aos ensembles
de movimento browniano.

Nesta se¢ao vamos construir um hamiltoniano do tipo Calogero-Sutherland
para o espaco imagem. As fungoes de onda e a base de polinomios de Jack, denomi-

nados polinomios de Jack deformados, serao desenvolvidas posteriormente.

5.3.1 Mapa de Sutherland

Seguindo os mesmos passos adotados na secao 4.2 definimos a transformacgao

de Sutherland no espaco imagem através de
W({v},t) = BY2u({v}, 1), (5.41)

que mapeia a equagao de Fokker-Planck na equacao de Schrodinger com tempo
imaginario
ov
ot

onde o hamiltoniano é definido por

— A0, (5.42)

H, = B2 M B2, (5.43)
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O efeito da transformacio de similaridade sobre o operador de Fokker-Planck M,

¢ a adicao de uma correcao dependente de B ao mesmo, ou seja,

A, = MT_I_ZZ{ a]%lnB+D(2

a=0 j=1

<8lnB) 1?InB  90InB 9

Oy j

} |

2 81/2’]- B Weaj Vaj
(5.44)

Calculando as derivadas de

InB = Z In |vor — vorr| + ﬁZln lvy — | — 2Zln |vor — v (5.45)

k<k’ <t

e agrupando os termos, usando truques similares aos usados na secao 4.2, chegamos

a forma final do hamiltoniano
H, = Ho+ Y, (5.46)

onde o primeiro termo, a parte nao interagente, é dado por

oty — i{s@u) o+ (55250 = ) ]

B X 02 2 0
_ § ; |iS(V0k)873k + BT(VOk>8TOk:| . (547)

Esta equacao pode ser escrita num formato similar ao seu correspondente no espago
de niveis {x}. Com o auxilio das fungoes wy(v) e wy(v) definidas em (5.19) e (5.20)

podemos escrever

ni 1 0 o 6 no 1 P ( 9 )

I = — = — — ).
° ; wq(vy) Ovy (wl(uu) (Vu)al/u) 2 = wo (Vo) Ovor, wO(VOk)S(VOk)aVOk
(5.48)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



116 Método da transformada integral

O termo de interagao do hamiltoniano é dado por

_2- 5 Z s(vok) +ﬂ(24— B) Z s(vy) ﬁ 2 Z s(vor) + s Vll)_‘_,y/o’
k#, Yok — VOk’ Y (Vu - Vu' %l VOk - Vu/
(5.49)
onde .

Portanto o hamiltoniano representa um sistema com dois tipos de particulas lo-
calizadas em vy, ...,%n, € Vi1,..., V1, cOM interagoes entre particulas de uma
mesma classe e entre particulas de classes diferentes. Um resultado similar foi en-
contrado por Guhr e Kohler [110] num modelo em que s(z) = 1 = w(x). Estes
autores apresentam uma interpretacao em termos de um modelo de semicondutor
quase-unidimensional. Como esperado, o caso unitério (3 = 2) corresponde ao caso

nao interagente, com hamiltoniano dado por

—nwl/a 3(1/11)8_" liwz/syi
= Z ( 11)37/15 (w(lflz)a’/lz) Zw(lfo;c) Oy, < (0e)s( 0k)37/0k>’ (5:51)

=1 k=1

onde usamos o fato de que ng =ny; =n, wi1(v) = 1/w(v) e wo(v) = w(v). A seguir,
mostraremos como o mapa estudado nesta secao pode ser usado no calculo da funcao

de correlagao de 1-ponto para a equacao DMPK.

5.3.2 Aplicagao: Funcao de 1-ponto para equagcao DMPK

A solugao exata da equagdo DMPK no ensemble unitério (§ = 2) foi obtida
por Beenakker e Rejaei [86] através de um mapa da equagao de Fokker-Planck num
modelo de férmions livres. A partir desta solugdo, Frahm [65, 111] obteve a fungao
de correlagao de n-pontos usando o método das fungoes biortogonais. Nesta secao,
aplicaremos o método da transformada integral para obter expressoes exatas para
a densidade média de autovalores transmissao (fungao de correlagdo de um ponto).
Este método é mais direto que os utilizados nas referéncias [86] e [65, 111], pois nao
precisamos resolver a equacao DMPK para obter a funcao de 1-ponto.

Como vimos na secao 4.3, a equacao DMPK na classe Wigner-Dyson pode
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se escrita em coordenadas normais usando as fungoes
w(z) =1, e s(r)=1"-1, (5.52)

que podem ser lidas da tabela 4.1. Naref. [86] os autores resolvem a equagao DMPK
com condicao inicial balistica, ou seja, com todos os autovalores de transmissao 7
iguais a 1 quando o comprimento do fio tende a zero. Os autovalores de transmissao

relacionam-se com as coordenadas normais de acordo com a equagao

2
=132 (5.53)
portanto, a condicao inicial balistica pode ser escrita como
N
lim P({z}, ) = H(S(mi —1). (5.54)

Neste modelo o tempo t é proporcional ao comprimento do fio. No que diz respeito ao
ntcleo, Q({z}, {v}), o caso § = 2 requer o mesmo nimero de variaveis auxiliares {vg}
e {r1}. Além disso, como estamos interessados na func¢ao de 1-ponto, basta escolher
uma varidvel de cada tipo (ng = ny = 1). Portanto, o nicleo da transformada (5.4)

adquire a forma simples

N x; + U
Qz; v, 11) = LU (5.55)
iy x; + 11
onde definimos vy; = —1p e 117 = —ry. Aplicando o método da transformada

integral obtemos a seguinte equacao de evolugao no espago imagem

(% - MT) W ({v},t) =0, (5.56)

com operador de Fokker-Planck dado por

Mi = uo—uﬂi )l+e a<(”2_1) a) (5.57)

prs (Vo — 11)? Ovg
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A condicao inicial, necessaria para a solucao desta equacao, é obtida inserindo as
egs. (5.54) e (5.55) na eq. (5.4), resultando em

N-1
) . 1"—1/0 N_ I/O—V1 1"—1/0
Wvo, 11;0) = (1—|—V1) 1 2 1+ (5.58)

=0

Asegs. (5.54) e (5.58) mostram a simplicidade da implementacao da condigao
inicial. Esta é outra conveniéncia do método de transformada integral, em contraste
com o método usado nas refs. [86, 111], que envolve um processo sutil de elimi-
nacao de divergéncias numa razao de determinantes. Para resolver a eq. (5.56)
mapeamos a equacao de Fokker-Planck numa equagao de Schrodinger através da

seguinte transformacao de Sutherland
wW=1 + (1/0 - Vl)\I’. (559)

Note que a presenga do 1 na eq. (5.59) nao afeta a forma final do hamiltoniano
obtido na secdo anterior. Em particular, fazendo n = 1, w(v) = 1 e s(v) = v? — 1

no hamiltonino (5.51) chegamos a

H = Z(—nlwa—%@g — 1)6—%. (5.60)

Nesta etapa, devemos especificar o dominio das variaveis auxiliares vy e v;. Este
problema é formalmente similar a especificagado de um contorno apropriado para
a construcao de representacgoes integrais para solucoes de equagoes diferenciais or-
dinarias. Evitamos uma analise matematica complicada para esta escolha buscando
inspiracao na formulacao supersimétrica deste problema, que resulta em dois graus
de liberdade na representacao integral final: um compacto e outro nao-compacto.
Desta forma, escolhemos —1 <15 < 1el <1 < co. Com esta escolha os autove-
tores de 7 ficam

Onk(v0, 1) =/ (n+1/2)k tanh(k:w)Pn(Vo)P_%Hk(ul), (5.61)
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5.3 O mapa de Sutherland no espago imagem 119

onde P,(x) é o polinomio de Legendre e P /o1x(x) é a fungao conica [112]. Estas
autofungoes satisfazem as condicoes de ortogonalidade e completeza dadas respecti-

vamente por

/_ " /1 " o o (Vs 1) o (v, 11) = Do S — K) (5.62)
¢ 0 oo
Z/o dk ok (Vo 1) onr(Vh, V1) = 0(vo — 15)0(1y — 14). (5.63)
n=0
Os autovalores sao
Enk:n(n+1)+k2+%; n=0,1,...; k>0. (5.64)

A funcao de Green associada a esta equacao de Schodinger satisfaz

(4 0G0, ()e1) = (5.65)

com condic¢ao inicial

G} {v'10) = 6({w} = {}) = 6(r0 — 1)d (v — 7). (5.66)

A fungao de onda V({r};t) pode ser obtida a partir da fun¢ao de Green pela relagao

geral
wmwaLM[dmmmwwmwmx (5.67)

onde a condigao inicial

W({v},0) = N1(1+W)l (5.68)

].—|—I/1 —o ]_—I—Vl

é obtida a partir das eqs. (5.58) e (5.59). Usando a resolugao espectral da funcao

de Green

G{v} {V'};t) = Z /000 dk @1 (o, 1) onk(Vh, vy )enk! (5.69)
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obtemos a solugao da equacgao de Fokker-Planck no espago imagem

W({v}t) = 1+(ry—1y Z n+1/2) / dk k tanh(km)e” "+ P, (vo) P_1 jorir(1)a(N, n, k),
n=0

(5.70)
onde

[ee) P_ ;
a(N,n, k) }:/‘m@1+w (@/]dm—ﬁﬁﬁgﬁ. (5.71)
1

(14 1)1

Usando os resultados das integrais abaixo

t/im@+¢ya<)— 207 g (5.72)

1 (l—=n)(l4+n+1)

o P—12z’k()
.[ MTJEﬁmf—%“wa+U2+mH (5.73)

a soma (5.71) pode ser executada explicitamente, resultando em

W k) gy 1y, C(Nymo k) = AL EY2ZHRIE oy

a(N,n, k) =2 -~ (N—1—n)(N+n)!’

onde 6(z) é a fungao degrau de Heaviside. Portanto, a solugao final pode ser escrita

como
N-1
o C(N,n,k
W({V},t) = 1—|—<I/0—I/1) (2n—|—1) / dk ktaﬂh(l{?ﬂ')e_enkt%Pn(l/o)P_l/g_H'k(V1>.
n=0 0 nk
(5.75)
A funcao de correlacao de 1-ponto é obtida através da relagao
1. oW t
ol t) = — L1 D0 11:0) (5.76)
m 81/0 l/():—"E-'riT]:l/l

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



5.4 Polinomios de Jack deformados 121

Inserindo a eq. (5.75) na eq. (5.76) e usando as identidades

P.(—z+in) = (=1)"P.(x) (5.77)
Im P_yjop(—x +1in) = —cosh(km)P_ijopm(x), n— 07 (5.78)

obtemos nossa expressao final

1 [ 2
p(x) = %/ dk k:sinh(kw)P_l/zﬂk(x)e_(k +1/4)thk(x, t) (5.79)
0
onde N 1
"(2n + 1) P,(2)C(N,n, k)e n+1)t
fuw(z,t) Z )P (@)C )e . (5.80)

n(n+1)+k2+1/4

Este resultado estd em perfeita concordancia com a férmula exata obtida por Frahm
(65, 111]. Este método da transformada integral estende-se facilmente para as outras

classes da equacao DMPK.

5.4 Polinomios de Jack deformados

Nas secoes anteriores apresentamos varias conexoes entre o método da trans-
formada integral e outros problemas. Acreditamos que estas conexoes possam ser
luteis para desenvolvimentos posteriores do modelo de movimento browniano no
espaco v. Em particular, acreditamos que a construgao explicita de uma base poli-
nomial de fungoes simétricas, similar aos polinomios de Jack para o espaco x, sera
fundamental para colocar as duas formulagoes em pé de igualdade. Existem duas
destas extensoes dos polinomios de Jack disponiveis nas literatura. A primeira,
abordada nas referéncias [113, 114], generaliza o modelo de Calogero-Sutherland
trigonométrico usando mecanica quantica supersimétrica. As autofucgoes, denomi-
nadas superpolinomios de Jack, sao polinomios simétricos com variaveis comutan-
tes e anti-comutantes. A segunda abordagem [115, 116, 117] também estuda um
andlogo supersimétrico do modelo de Calogero-Sutherland, mas, em vez de intro-
duzir varidves de grassmann, constroi o operador diretamente a partir da estrutura

das redes de raizes associadas as superalgebras de Lie gl(n|m).
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A estrutura final da construgao de Sergeev é matematicamente equivalente a
encontrada pelo método da transformada integral. Nesta secao mostraremos como
a nossa construcao se relaciona com a de Sergeev e exploraremos este fato para

construir os polinomios de Jack deformados.

5.4.1 Conexao com a construcao do Sergeev: polinémios de

Jack no espaco imagem

Usando as formas abertas dos coeficientes de difusao e de deriva, ver apéndice

F, o operador de Fokker-Planck no espaco imagem pode ser escrito na forma explicita

ni 2
'MIT' - Z 3(1/11)88—2 + {ﬁ ;— 23/(%1) - T(Vu)} a%ll + 52 78(1/10 i

=1 Y1 1z VT vy
o ( 0? 2 0 ) s(vor) O
—— 5 — + = — =2
2 ; (VOk)ank BT(VOk)aVOk 1; Vok — Vokr Ovor,
1 0 16 0
+2 ; — (S(V”)aTu + §s(u0k)670k) : (5.81)

que depende das fungoes s(x), r(x) e do parametro 3. Este operador é equivalente
ao LI, que atua no espaco de niveis {z}. Vimos que os polinémios de Jack usuais

sao autofuncoes do operador LI com as seguintes restricoes
s(r) =2 e r(z)=0. (5.82)

Por analogia, podemos esperar que os polinomos de Jack do espaco imagem sejam

autofuncoes do operador M com estas mesmas restricoes, i.e. que sejam auto-
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funcoes de

ni
M, = +2) — +
lZ:; Vlla T Z 19 V1 Z vy — i 51/11

1Al
0 0? 2 0
—52@8—2—2 EE
1 Yok Py Vor — Vo' OVok
1 o B, 0
2 2 ey p— 5.83
* ; Yor. — <V1l Oy * QVOkaVOk) ’ ( )

que também pode ser escrito na forma compacta

MT:iV_%li< ) ZVOk < 0 ) +(B+2) Zl/u
l vy B 0wy Ovor oy

v _— B 81/11
(5.84)

No entanto, segundo Sergeev, os polinomios de Jack deformados sao autofungoes do

operador

ni
ﬁ V1 + 14V 8 8
M, = = —
(Vll 81/11> 2 Zl: vy — i 8yll g ayu,

=
0 9 \? m+m< ) a)
(V ) KZI, Yok A Vok VoK Vo

Ok 9
Yok YWk — Vor!

( 0 _F i). (5.85)

Ve L

k_
vy + Yok
+ Z
Vi — Yok
De fato, isto nao constitui um problema pois os polinomios de Jack sao homogéneos
e podemos relacionar os operadores M, e .#, com auxilio de operadores de Euler

Y — S Vok
81/11 2 8V k
0

nas variaveis vy e vy;. Portanto, é facil mostrar que

EVEN ALY L~ BN W
«//V = MV 9 (; 1Y) 8V11 + ; ok 81/0k . (586)

A equagao (5.86) estabelece a conexao entre o método da transformada in-
tegral e a construcao de Sergeev. Note que esta ambiguidade na definicao também
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ocorre com os polinomios de Jack usuais. Como mostra o apéndice B, na litera-
tura sao adotados dois operadores. O primeiro é obtido a partir do operador de

Fokker-Planck adjunto com as restrigdes da eq. (5.82), resultando em

L=

(5.87)

O segundo operador, por sua vez, é definido por

L, = Z(ax,) ﬁz<x +xjaij) (5.88)

i=1 1<j

Estes dois operadores relacionam-se pela adicao de um certo multiplo do operador

de Euler no espaco x

L =Ci+ (“ 2 ) le&c (5.89)

o que completa a analogia entre os operadores definidos no espago original, {z}, e
no espaco imagem, {r}. Também é interessante notar que Seergev [117] introduz,

como consequéncia de outros fatos, uma relacao similar a nossa relacao fundamental
Lio({z}, {v}) = MIQ({z}, {r}), (5.90)

em termos dos operadores £ e .. Usando as relagoes (5.85) e (5.88) na equacio
(5.90) obtemos

Loz} {v}) = 4)0({} {v}) - <Zx ) {z}{v}). (591

Sergeev usa uma forma diferente para o ntucleo, obtido pela mudanga de varidveis
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x; — 1/y;. Desta forma

N ngo ny

Q{e}, {1 — eyt Avh) = TTTI0 = wven) [T(0 = yar) ™ (5.92)

i=1 k=1 =1

- 7 (5.93)

xT

0 0
;xlﬁ—xl — _;yiﬁ—y- (5.94)

(2

e a condicao (5.91) é levada em

Yi

Zyp(yy Av}) = Ay} {v}) + g (Z Yi ) {y} v}, (5.95)

que corresponde a equagao (4.4) da referéncia [117]. Introduzindo o operador

NB 5,
L =Ly~ ;y’ay, (5.96)

podemos reescrever a relagao (5.96) numa forma mais compacta

Zyo(y} Av}) = A0y} {v}). (5.97)

Esta relacao é usada na construcao dos polinomios de Jack deformados. Note que
os polinomios de Jack Jy(z, 5) também sao autofungées do operador £, mas com
autovalores

B=> [N+ 2(1 — 20)N], (5.98)

%

5.4.2 Construgao dos polindmios

Nesta segao, seguindo a referéncia [117], vamos definir os polindémios de Jack
deformados e mostrar que eles sao autofungoes do operador .. Para isto, introdu-

zimos a algebra A dos polindomios nas variaveis vy 1, 1.2, . . ., Vong € V1,1, V1.2, - - - Y1y -

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



126 Método da transformada integral

A soma de Newton é definida em A por
pe{wod {m}) = Y v+ D v (5.99)
l k
Os polindmios de Jack em A sao definidos por

I({w}, {n}: 8) = 177 ({v)), (5.100)

onde {v} = {v11,112,. -, Vong, V1,1, V1,25 - - - s V1 .y b~ Considere o automorfismo wg :

A — A, cuja acao sobre as somas de Newton é definida como
T 2 T
wﬁ[pT({V0}7{V1}>] = ZVU - BZVOk' (5101)
l k

Esta equacao define as somas de Newton deformadas. Analogamente os polinémios

de Jack deformados [117] s@o definidos por

(b A} B) = ws[({vo} {ni}: 8)]. (5.102)

Para mostrar que estes polinomios sao autofunc¢oes do operador de Fokker-Planck

no espacgo imagem introduzimos a funcao auxiliar

N ng ni

I({vo}, {m}.{z}) = HHH 1 —mivor) P21 = )2, (5.103)

1=1 k=1 1=1

Lema 5.1 A acdao do automorfismo wg sobre a fungao auziliar é dada por

well({wo}, {w}, {x}) = w({z}, {v}). (5.104)

Prova. Como wg é um homomorfismo basta considerar N = 1, que corresponde

a apenas uma variavel . Além disso, como wg atua apenas nas varidveis {vy},
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podemos escrever

wall({vo}, {v1.2)} = [[(@ = 2v1) P Pws [ (1 — 2vr) =2, (5.105)
=1 k=1

A agio de wg sobre [[12, (1 — zvg,) /2 é calculada a seguir:

no

w3 H(l —zvge) ? = wgexp —g Zln(l - IL‘VOk)) (5.106)

k=1
= wgexp s Z Z ’ VOk) (5.107)

k j>1
- ﬁ p] VO
— wgexp Z (5.108)
j>l
- exp< Zpﬂ %)z ) (5.109)
j>1

= [0 - 2vw), (5.110)

k
onde, nas quatro primeiras linhas, expandimos a func¢do In(1 — xvg), usamos a
definicao das somas de Newton e aplicamos wg sobre elas. Na tultima passagem
usamos a eq. (B.24), obtida a partir da fungao geratriz das somas de Newton.

Desta forma

N ng

wsll({wo}, {m, {2})} = HH 1— zvr) (1 = zvn) 772 = ({2}, {v}). (5.111)
k=1 =1

O que completa a prova.

Lema 5.2 O nicleo o({z},{v}) pode ser expandido em termos dos polinémios de

Jack usuais e deformados de acordo com a equagao

Pk 4vD) = 3 = A3 8) (@i ) (5.112)
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Prova. A funcao auxiliar pode ser expandida em termos de polinémios de Jack com
o auxilio da identidade de Cauchy [44]

N({wo}, {m}, {}) = - Ao}, {m}: 8) h({a}: ). (5.113)
A

Completamos a prova aplicando o automosfismo wg sobre os dois lados de (5.113),

usando o lema 1 e a defini¢ao de _Z, (v, 11; B).

Teorema 5.1 Os polinomios de Jack deformados satisfazem a equacgao de autovalor

///V/A(Vo,l/l;ﬁ) = b;/A(VO,Vﬁﬁ)v (5-114)
onde
A= [N+ §(1 — 20)),]. (5.115)

(2

Prova. Partindo da identidade (5.97)

Lyt Av}) = Ae({y}, {v}) (5.116)

e expandindo ¢ de acordo com o lema 5.2 temos

A

Z %\/}\(VO, vi; B) Ly Iz, B) = Z ji)\(%l//)\(y07 7R ﬁ))J,\(:L’, B). (5.117)

Completamos a prova notando que os polinomios de Jack satisfazem a equacao de

autovalor
Lr (2, 8) = Uiz, ). (5.118)

Para finalizar vamos construir explicitamente alguns polinomios de Jack de-

formados. Para isso seguimos a prescri¢ao abaixo

1. Escreva o polinémio de Jack Jy({r}, #) na base de somas de Newton.
2. Separe nas somas de Newton os dois tipos de varidveis vy e 14

3. Aplique o automorfismo wg
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Como exemplo vamos considerar as partigoes de 2

1A= (1,1)
Pany({rhB) = may) (5.119)
= %pf — %pz (5.120)
= %[pl(Vo) +p1(n)]® — %[pz(Vo) + pa(11)], (5.121)
onde px(vo) = vg e pr(11) = vf.
2. A= (2)
2
Poy({r},B) = me + %m(m) (5.122)
= %p? T35 (5.123)
= %[Pl(’fo) +pi(n)]? + %[pﬂ%) +po(1n)]  (5.124)
Aplicando o automorfismo wg temos
1 2 1 2
Hayvo, v f) = 5 <p1(Vo) — Bm(m)) b (pg(V(]) — Bpg(yl)) (5.125)
2
= % (Vo - %Vl) - % (Vg - %I/f) ; (5.126)
(5.127)
2
T, ;3 8) = % <p1(7/0) - %pl(ul)) + % (pQ(uo) — %pg(l/l)) (5.128)
2
— 357G fﬂ (1/0 — %yl) + —2i <V02 — %V%) . (5.129)
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Os polinomios deformados de Jack podem ser usados para construir de-
formacoes dos polinomios generalizados classicos através de formulas do tipo Lassale.
Isto fornecera uma ferramenta analitica poderosa para o célculo de funcoes de cor-
relagao em ensembles de movimento browniano. No proximo capitulo introduzimos

um método especifico para as classes unitétias (5 = 2).
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Capitulo 6

Método das funcoes biortogonais

Introduzimos no capitulo 4 uma formulacao para ensembles de matrizes
aleatérias fora do equilibrio baseada na teoria geral de processos estocdsticos. Apre-
sentamos um modelo em que N niveis, os autovalores de uma matriz aleatéria,
{z} = (x1,...,2N) evoluem no tempo segundo um processo markoviano. Em par-
ticular, para uma certa classe de processos com trajetorias amostrais continuas,
construimos a equacao de Fokker-Planck que descreve a evolugao temporal da dis-
tribuicao conjunta de niveis. Esta construcao nao dependente de uma realizagao
matricial especifica para o problema, desta forma os ensembles podem ser classifi-
cados de acordo com a equacao de Fokker-Planck resultante. Além disso o indice de
simetria 3 das teorias de matrizes aleatorias aparece na formulacao apenas como um
parametro, podendo assumir valores diferentes dos classicos 3 = 1,2 e 4. Generali-
zagoes dos valores de 3 fazem parte de tépicos recentes de pesquisa em TMA, como
por exemplo as conexdes com modelos de Calogero-Sutherland com acoplamentos
racionais [47], novos métodos numéricos para ensembles com [ arbitrario [118] e na

teoria de comunicacdo sem fio [119, 120].

Os ensembles de movimento browniano introduzidos nesta tese unificam e ge-
neralizam os ensembles de TMA fora do equilibrio usados na literatura. Em particu-
lar apresentamos uma descri¢ao unificada dos ensembles de movimento browniano
e ensembles de matrizes de transferéncia. Como subproduto desta construcao obti-

vemos varios métodos unificados de calculo de médias de observaveis e de fungoes
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de correlacao. Vimos, por exemplo, no capitulo 2 que a funcao de correlagao de
n-pontos é escrita numa forma fatorada que depende apenas de combinagoes de
funcoes de dois pontos. Tal fatoragao é fundamental para o calculo de observéveis e
desempenha papel similar ao do teorema de Wick em fisica de muitos corpos. Esta
estrutura é construida, no caso unitario, com o auxilio do método dos polindémios
ortogonais [1]. Para as demais classes de simetria uma fatorizacao similar é ob-
tida com a algebra de quatérnions, através do método de polinémios anti-ortogonais
[1, 10]. Por outro lado, o calculo de fungées de correlagdo para ensembles fora do
equilibrio tem se mostrado uma tarefa nao-trivial. Solugoes exatas foram obtidas
apenas no caso da transicao gradual entre os ensembles circulares unitario e ortogo-
nal [121] e em problemas de equagdes DMPK para os ensembles unitérios das classes
Wigner-Dyson [86, 14] e quiral [32]. Em constraste, solugoes exatas para a classe
BdG foram encontradas para sistemas com simetria de reversao temporal (classes
DIII e CI) [122]. A dificuldade intrinseca da obtencao de férmulas explicitas para as
funcgoes de correlagao nas demais classes de simetria estd intimamente relacionada ao
problema de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber, cujas solucoes sao conhecidas apenas
para grupos conexos e compactos, que é o caso do grupo unitario [123]. Em alguns
casos a integral de Itzykson-Zuber para o grupo unitario é utilizada no célculo de
fungoes de correlagao, como, por exemplo, no problema de uma matriz aleatéria
hermitiana acoplada a uma fonte externa matricial [124, 125, 126]. Recentemente
Baker e Forrester [72], usando métodos de polinomios de Jack, apresentaram uma
solucao para a equacao de Fokker-Planck com condicao inicial tipo delta, valida para
todas classes de simetria dos ensembles de Hermite e de Laguerre. Vale ressaltar
que, apesar da importancia deste resultado, o problema do célculo de fungoes de
correlagao continua em aberto, uma vez que nao é ébvio como obter a funcao de

n-pontos a partir da solucao apresentada por estes autores.

Neste capitulo calcularemos funcoes de correlagao, no caso unitario, para os
ensembles de movimento browniano de polindémios ortogonais. Apresentamos uma
generalizacdo do método das fungdes biortogonais usado na ref. [32] que serd uti-
lizada para escrever as fungoes de correlacao numa estrutura matricial fatorada,
similar & encontrada nos ensembles de equilibrio. Conseguimos representar o ntcleo

em termos das fungoes de Green associadas aos polinomos ortogonais classicos. Em
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particular, para os ensembles de Hermite e Laguerre nossos resultados sao equiva-

lentes aos de Baker e Forrester.

6.1 Ensembles de movimento browniano de po-

linémios ortogonais

No capitulo 4 apresentamos os ensembles de matrizes aleatérias fora do
equilibrio nos quais os niveis {x} = (x1, x9, ..., xy) executam um movimento brow-
niano com distribuicdo conjunta P({z},t) evoluindo no tempo de acordo com a
equacao de Fokker-Planck

opr A, o 1
E = ;CFPP, »CFP = Zzzl: al‘Z <Jﬁsz(xi)a—l‘iJ5wN) s (61)
onde
N
Js = |An({z})?, Ax({z}) =[[(@i—2;) e wy=]]w). (6.2)
i<j i=1

Esta formulacao é adequada para tratar ensembles de polindomios ortogonais
classicos com funcao peso w(z). Em particular, para t — 0o a equagao de Fokker-

Planck possui uma solucao estacionaria dada por

Feg({7}) = OnJs({z})wn({z}), (6.3)

que corresponde a distribuicao conjunta que caracteriza os ensembles de polinomios
ortogonais da teoria de matrizes aleatdrias [1]. A tabela 6.1 mostra a classifica¢ao
dos ensembles dada em termos das fungoes w(x) e s(z), assim como do dominio de

definicao dos niveis.

Métodos gerais de solucao da equacao de Fokker-Planck envolvem um mapa

que leva o operador Lpp (ndo hermitiano) num operador hermitiano [71]. Na nossa
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Intervalo w(z) s(z) | Ensemble

(—00,0) e 1 Hermite
[0, 00) e ™ (v > —1) T Laguerre
-1,1] |[(1—-2)(1+2)* (v,u>—-1)|1—2*] Jacobi

Tabela 6.1: Classificacao dos ensembles de movimento browniano de polinomios
ortogonais.

construcao este mapa é escrito como
P({z},t) = wyJy *e P ({x}, 1), (6.4)
com FEj definido por
Ey=BN(N —1)(s2 B(N —2) + 3711)/12. (6.5)

Desta forma, a equagao de Fokker-Planck (6.1) é levada numa equagao de Schrodin-

ger em tempo imaginario para N férmions interagentes num espaco unidimensional,

dada por
ov
—— =HV 6.6
o~ N1t (6.6)
com operador hamiltoniano dado por
H = —(wNjﬁlﬂ)_l;CprNJﬁlﬂ — E() (67)

N

1 9 0\ , BB-2 e

= (7 — )

A antisimetria da funcao de onda fermionica sob troca de particulas é garantida pela

transformacao

T3 — Jsign(An({2})) (6.9)

onde sign(z) é a funcao sinal e Ayx({z}), definida em (6.2), é uma funcao anti-

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



6.1 Ensembles de movimento browniano de polinémios ortogonais 135

simétrica. A solucao geral da equagao de Fokker-Planck (6.1) pode ser escrita como

P({x},1) = /de'P({x},tl{x'},O)P({ﬂf’}ﬁ)), (6.10)

onde a probabilidade de transicao satisfaz

(55 — £er) Pl 2.0 =0 6.11)

com condigao inicial tipo delta simetrizada

P({z},0[{z'},0) N' > H5 i — () (6.12)

PeSy j=1

onde a soma € sobre o grupo de permutacao Sy. Por outro lado, a solugao geral da

equacao de Schrodinger pode ser escrita como

‘P({xat})Z/ 7 wy({2'}) Gz}, t{a'}, 0) W ({2, 0}), (6.13)

onde a funcao de G({z},t|{z'},t') é definida por

(% + H) G({z},t|{'},t') =0, (6.14)

com condic¢ao inicial antisimétrica

N

Gk '}0) = s S (=D [ o=l

PeSN =1

1 ! ..
= W det[d(z; — Ij)]z,]:l ..... N

1 O(x; — 2)
= —det | ——L— . (6.15)
N w(z;)w(x))

J

Comparando (6.10) com (6.13) e usando a transformagao (6.4), obtemos a seguinte
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relagao entre a probabilidade de transicao e a funcao de Green

i1t 0 — e Fotg e fany (LD N (AU Y o .
Plht).0) = untlad) (T ) s (535 ) 90t ;?@

O problema estara completamente resolvido se encontrarmos a funcao de
Green de N férmions. Este calculo pode ser feito exatamente para o caso parti-
cular = 2, como demonstraremos na préxima secao. Vale salientar que outras
atribuicoes para a estatistica das particulas interagentes tem sido usadas na lite-
ratura. Em particular para valores racionais, # = p/q, é possivel atribuir estatisticas

fracionarias (anyons) de modo que o sistema forme um gas livre [45].

6.2 Solucao exata para [ =2

Para o ensemble unitério (5 = 2) o termo de interacao de dois corpos anula-
se, reduzindo o sistema a um gas de férmions livres e H a uma soma de hamiltonianos
) N
de uma particula H =) ., H,,, onde

H, - —w(lx> % (w(:p)s@)%) | (6.17)

O hamiltoniano de uma particula satisfaz a equacao de autovalor

As funcoes de onda sao os polinémios ortogonais, devidamente normalizados, asso-

ciados ao peso w(x), e satisfazem as condi¢oes de ortogonalidade e completeza

/ dzw(z)pn(2)om(x) = dpm, (6.19)
> pnlalenls) = "o (6:20)
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As respectivas autoenergias sao dadas por
€n=58m>+(ri—sy)n, n=0,1,2,.... (6.21)

A fungao de Green de uma particula g(x,t|y,t’), definida pelo problema de valor

inicial 5 5 )
r—Y
H tly,t) = 0; tly,t) = ———— 6.22
(55 + Ha)g(, tly, ¢) =05 glz,tly,1) o) (6.22)
tem decomposicao espectral
gl tly, 1) Zson ouly)e 1), (6.23)

De (6.15) e (6.22), a funcao de Green de N-férmions G torna-se um determinante

de Slater com fungoes de uma particula g(z;,t|z;,0) nas entradas

1
G({x}, tf2'},0) = — det[ (i, t]25,0)]i j=1,...N- (6.24)
Obtemos portanto uma forma fatorada simples para a probabilidade de transicao

e A({z})

P({x}.tl{z'},0) = A v({z}) detlg(s, t|2], 0)]i s, (6.25)
onde N
Ey=> en (6.26)

A equagao (6.25) é formalmente equivalente a solucao da integral de Harish-Chandra-
Itzykson-Zuber, que aparece naturalmente como a amplitude de propagacao para a

equagao de difusao associada aos autovalores de uma matriz hermitiana [123, 5].
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6.3 Funcoes de Correlacao: Método das Funcoes

Biortogonais

O objeto de interesse central na TMA é a funcao de correlagao de n-pontos

b b
(1, T t) = ﬁ /a dxpiq ... /a denP({z},1), (6.27)
que esta relacionada a médias de observaveis em varios modelos de matrizes aleatérias.
Para os ensembles de equilibrio, estas fungoes de correlagao estao disponiveis na lite-
ratura [1], sendo obtidas pelo o método dos polindmios ortogonais no caso unitério
e, nos casos ortogonal e simplético, pelo método de polinomios anti-ortogonais. No
entanto, para os ensembles fora do equilibrio estudados nesta tese, o céalculo des-
tas fungoes de correlacao torna-se um problema nao trivial. Um exemplo desta

complexidade é a equacao de movimento obtida na secao 4.3.1

9 ) _ - 9 9 ~1 i
apn(m,...,xmt) = pz:;{a—xp (s(xp)wNJﬁa—xp(wNJﬁ) )pn(xl,...,xmt)

—ﬁiS(SL’p)P/ pn-i—l(xz co oy Ty Tt 15 t) dl’n_H} : (628)

8517;; p Tn+1

que mostra uma complicada relagao hierdrquica entre as fungoes de correlacao, onde
a equacao de movimento de pi(x;t) depende de po(z1, x2;t), a equagao de movimento
de po(x1, x9;t) depende de p3(x1, x9, x3;t), € assim por diante. Solugoes aproximadas
podem ser obtidas quebrando-se a hierarquia. Por exemplo, escrevendo ps(x1, z9;t)

em funcao de pi(x1;t) e p1(z2;t), como na aproximacao de Dyson [90].

Expressoes exatas para funcoes de correlagao de ensembles fora de equilibrio
foram obtidas na ref. [121] no estudo de transigoes graduais entre os ensembles
circulares ortogonal e unitario. Também foram obtidas no contexto dos ensembles
unitérios da equagdo DMPK [111, 65] com o auxilio do método das fungoes bior-
togonais desenvolvido na ref. [127]. A idéia do método das fungdes biortogonais é

explorar a estrutura determinantal para uma certa classe de condigoes iniciais da
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solucao da equacao de Fokker-Planck, tentando escrevé-la na forma
P({SL’}, t) = CN det [K(l’l, X3 t)]i,j:l,...,N; (629)
de modo que o nicleo K(z,y;t) satisfaca as condigoes
b
/ QoK (z,z:t) = N (6.30)
b a
[ dK 0K Gyt = K (6.31)

e Cy é uma constante. Note que estas condigbes sao as mesmas requeridas pelo
teorema 2.1, portanto, se tal func¢ao existir, entdo a constante serd Cy = 1/N! e a

funcao de correlacao podera se escrita como
pn(z1, ..o wpt) = det[K (2, 255 )]i =1, - (6.32)

Nesta secao faremos a construcao deste nicleo usando uma generalizacao do
método das fungoes biortogonais usado na ref.[32] no contexto da equagdo DMPK

do ensemble quiral unitario.

6.3.1 Sistema biortogonal

Considere a equagao diferencial

(% - Hm) x(z,t) =0, (6.33)

onde H, é definido em (6.17), e possui um conjunto completo de autofungoes in-

tegraveis em [a, b] com peso w(z). A solugdo geral de (6.33) pode ser escrita como

x(z,t) = / dyw(y)g(z,tly, 0)x(y,0), (6.34)

onde g(z,t|y,t') é a funcao de Green com decomposigao espectral (6.23). Considere
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a equagao diferencial obtida de (6.33) pela transformacao t — —t

(%+Jg)w%ﬂza (6.35)

que corresponde a uma reversao temporal. Sua funcao de Green, g, relaciona-se com

a funcao g através de g(z,t|a’,t'") = g(2/,t'|x,t). Impondo as condigbes iniciais

Xoml(2,0) = D" Tmil) oy g1 N1 (6.36)
U (z,0) = fulz), n=0,1,...,N—1, (6.37)

encontramos as respectivas solugoes

xm(2,t) = g(x,t|2),,1,0), (6.38)

bulz,t) = / dyw(y)g(y, 01, £) fu(y, 0). (6.39)

Definimos a matriz de “produto escalar” destas solugoes por

F;mxt)::J/ A (2)0n (2, ) xom (2, 1). (6.40)

Usando as defini¢oes das fungoes ¢, (x,t) e x.n(x,t) encontramos

b b
Fymlt) = / dyw(y) fuly) / drw(x)g(y, O, Dg(z, 1] 11,0).  (6.41)

A integral em z mostra uma composi¢ao de func¢oes de Green (propagadores) que
leva o sistema de ¢ = 0 para um tempo arbitrario ¢t e depois de volta para t = 0.

Usando a regra de composigao de propagadores [128] temos
b
| druwta)at.0le. Dot 1.0) = 0,0l 11,0) = (6.42)

Portanto, a matriz de superposicao é independente do tempo e depende apenas da
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escolha da fungao f,(x)
Fom(t) = Fom = fu(2),1). (6.43)

Escolhendo convenientemente f,,(z) como o polinomio interpolador de Lagrange

=2

-1 f
r—XT

fal@) = Lyi(z) = || —4, n=0,...,N -1, (6.44)

1=0 zn-l—l _Il-i-l

l#n

ol

obtemos uma matriz diagonalizada

Portanto o conjunto de fungoes ¥, (x,t) e xm(z,t) forma um sistema biortogonal

/ A0 () (2, D) xon (2, 1) = B (6.46)

6.3.2 Construcao do nucleo

O ponto de partida é a solugao (6.25). Escrevendo Ay ({x}) como um deter-

minante de Vandermonde

A({z}) = [ [ (@i = 25) = det(2])ijmr,n (6.47)

1<j

podemos reescrever a equacao (6.25) na forma

1 det[d;_1(zk, )]k det[xj—1(Tk, )]k
P{a}, t|{x'},0) = —wn({z ] J J 2 6.48
() #1').0) = puon({o)) S ek R (6.48)
onde definimos as funcoes
bp(x,t) = 2"e ", n=0,...,N—1 (6.49)
om(@ ) = gla bt 0),  m=0,.. N—1 (6.50)
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_ N—-1 _ . .
u r =IL_ ram incorpor riz ¢;_1(x;,t).
Note que os fatores e~ Fot neo € " foram incorporados na mat N

Além disso, com auxilio das identidades

b
bpa(al) = [ duya(a)dle - o)
— /de($)¢j—l(x>g(x70|x;€70)
= /dxw(x)¢j_1($)xk_1($,o)> (6.51)

podemos reescrever a eq. (6.48) na forma

det[pj—1(wx, t)]j det[x;—1(zx, t)]jn _
det [fab dx w(x)gbj_l(z,O)Xk_l(LO)Lk

P({e}, t{a'},0) = wruw({a)) (6.52)

Esta decomposi¢ao nao é unica. Como o determinante nao se altera, a menos de
uma constante de normalizagao, quando efetuamos operacoes elementares sobre as
linhas, temos liberdade para trocar as fungoes ¢; por certas combinacoes lineares.

Com esta liberdade podemos escolher o novo conjunto de funcoes

b
¢n(x,t)—>¢n(x,t)=/ dy w(y) Lns1(y) 9(y, 0lz, 1), n=0,1,...,N =1, (6.53)

e escrever a probabilidade de transicao em termos do conjunto biortogonal cons-

truido na secao anterior.

det[th; 1 (r, )]k det[x;—1(2x, 1)1

P({z}, t|{a'},0) = Cy qux})det [fabdxw(x) @/)j—l(fao)xk—l(z’o)}jk’

(6.54)

Note que a integral resultante no denominador é exatamente a integral (6.46), por-
tanto o denominador reduz-se ao determinante da matriz identidade: det[d;;] = 1.
Desta forma, a probabilidade de transicao é escrita como o produto de dois deter-

minantes

P({z}, tl{a'},0) = Oy wy({w}) detlthj 1 (wr, )]k detl; 1 (zx, )]k (6.55)
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—Fot o peso wy({z}) =[], w(x;) também pode

Finalmente, assim como o fator e
ser inserido no primeiro determinante multiplicando-se a k-ésima coluna da matriz

pela funcao w(zg). Desta forma

P{x},t|{z'},0) = Cy det [@bj_l(:)sk,t)w(xk)}m:lmN det [Xj_l(xk,t)}k’jzlmN.
(6.56)
Como a transposicao de uma matriz nao altera o seu determinante e o produto de
dois determinantes é igual ao determinante do produto das respectivas matrizes,

podemos reescrever a eq. (6.56) na forma
P({a}, t|{z'},0) = Cy det[K (x;, 245 t)]i j=1.. N, (6.57)

onde o nucleo é dado por

K yit) = w(@) 3 (@ ) xa(v. ). (6.58)

n=0

O fato das fungoes ¥, (z,t) e xn(z,t) formarem um sistema biortogonal garante
a validade das propriedades (6.30) e (6.31). Usando as defini¢oes destas fungoes

podemos escrever o ntucleo em termos das fungoes de Green de uma particula

b
K(r.yit) = w) g(x,t|x;+1,0>/ A€ w(E) L (€)9(E,0ly. ).

N

— () [ dew(E) €. 0003 Lu(©glo 0. (659)

n=1

Usando a férmula integral de Cauchy podemos reescrever (6.59) na forma

K(x,y;t):w(x)/ de w(€) g(€, Oy, ¢ Z]{ dz Ln(&9(@,112,.0) 4 )

27 z—x

onde a integral engloba o ponto x] no plano complexo. O ntcleo obtido na ref.[32]

também envolve o polinomio interpolador de Lagrange, o que nao é muito eficiente na
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realizacao de calculos explicitos. Nos elimininamos esta dependéncia com o auxilio
da identidade

Uz, 2) = H - If =1—(z—2x) Z Lu(2) (6.61)

oyl
xn

N

n=1
0 que permite escrever o nicleo em termos de duas integrais acopladas envolvendo
apenas as funcoes de Green de uma particula

K(wgst) = wla) [ agu(e) § A EDIEI 0o 2). o)

Este é o resultado principal deste capitulo. Em particular, para condicoes iniciais

homogéneas, i.e., ¥’ = xg,Vn, podemos usar a identidade
) y L ) )

— x4 N N-1 — )
Q,2) = (5 ) =1-(z2-8 ) % (6.63)

z—To — (z —

Desta forma, as integrais fatoram e o nicleo (6.62) simplifica para
K(z,y;t) =w(zx) y IJ, (6.64)

onde

I, = %%M (6.65)

27i (2 — x)H 1

5 = / 4 w(€) (€ — 20)lg(&, 0]y, 1), (6.66)

Se o calculo das integrais sobre as fungoes de Green nao for conveniente, pode-se usar

a decomposicao espectral (6.23) diretamente nas integrais (6.65) e (6.66) e escrever
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o nucleo na forma

N-1 o0 00

K(z,y;t) = w(z) > Gabinton (@) () + > b tn () (y) e
=0 n=0 n,m=0
n#Em

(6.67)

onde os novos coeficientes a,; e by, sao dados por

= j{ &z _Yalz) (6.68)

27i (z — xo) !

b
b = / 4 w(€) (€ — 20)'tn(©), (6.69)

que sao as mesmas integrais, mas com os polinomios classicos em vez das fungoes
de Green. Na préxima secao apresentamos aplicacoes das férmulas acima para os

ensembles de Hermite, Laguerre e Jacobi.

6.4 Aplicacoes

6.4.1 Ensemble de Hermite

Da tabela 6.1 vemos que a = —00, b = 00, s(z) = 1 e w(z) = e~**. O hamiltoniano

de uma particula é dado por

Hy= —— + 22—, (6.70)
a

cujas autofungoes sao polinomios de Hermite normalizados
1
V 2mnly/T

com autoenergias €, = 2n. Portanto, a fun¢ao de Green de uma particula fica

Up(x) = H,(z), (6.71)

I < 1 ot
g(w,tly.t) = —= > oy (@) H()e ™71, (6.72)
n=0 ’
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Esta soma pode ser executada explicitamente [112], resultado em

e oy (1)
ﬁ

gz, tly,t') =

onde 7 =t —t' e as fungdes ay(t) e ay(t) sao dadas por

(7)) (t)
(03] (t)

E conveniente trabalhar com a forma

exp [—ai(7)(z — ao(1) y)?] (6.73)
e (6.74)
1/V1 —e . (6.75)

fechada da funcao de Green. Neste caso o

ntcleo é dado pela eq. (6.64) com coeficientes dados pelas integrais simples

2

x —a2(t)(z—ao(t)2)?
L = ° al(t)]{d—z.e : (6.76)
NZS 2mi (2 — xp)tH!
_t oo
J, = 0‘157?) / d€ (€ — zp)t e~ TN Ea0(=0)* (6.77)

z

A primeira integral é resolvida usando a transformacao z — o+ @@ © fazendo

uso da representacao integral do polindmio de Hermite

dz 1l

2mi 21

resultando em

“ap(t)alt!

NG

(t)

I =

exp (—af(t)(z — ao(t)zo)?) Hy(an(t)(z — ap(t)z)).

e =2 = e Hy(),

(6.78)

A segunda integral é resolvida de modo similar. Primeiro, aplicamos a transformacao

de escala & — zo+ D

as identidades

Oé(](—t)
v (—t)

depois eliminamos o argumento negativo em o e oy usando

1/an(t)

—i&o (t)(l/l (t)
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onde ¢ = /—1. Finalmente usamos a representacao integral

/Z % (2i€)! ™" = Hy(a) (6.81)
para obter o resultado
Ji= L H(a(®)y — anlt)zo). (6.82)

(2a0(t)on (1))’

Substituindo as eqs. (6.78) e (6.82) na eq. (6.64) obtemos

K(x,y;t) = 041_\/(7_?15) exp (—oz%(t)(x — oco(t):co)z)
X %Hl (a1 () (z — ao(t)mo)) Hi (ca (8)(y — ao(t)o)) - (6.83)

A soma sobre os polinémios de Hermite pode ser realizada usando-se a férmula de

Christofell-Darboux [112]. Desta forma, obtemos a expressao final para o nticleo

€ Hy(©Hx(n) = Hyoa(§) Ha(n)
VT 2N(N —1)! T—y

K(z,y;t) (6.84)
onde definimos & = ay(t)(z — ao(t)zo) e 1 = a1 (t) (y — o (t)zo).

Este resultado é equivalente ao obtido por Baker-Forrester [72]. Para o en-
semble de Hermite no caso § = 2 esses autores encontraram, na notacao desta
secao, o seguinte resultado para a amplitude de propagacao com condicoes iniciais

homogéneas

J=1

P({a} t {0}, 0) = Anfon (0] (An({}) exp (—a%of) S () - a0<t>xo)2) ,
(6.85)

onde Ay é uma constante. Esta expressao pode facilmente ser colocada na forma

(6.84) com uma adaptagdo do método de polinémios ortogonais.
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6.4.2 Ensemble de Laguerre

v,—1

Da tabela 6.1 temos a = 0, b = 0o, s(x) = z e a funcdo peso é w(x) = z”e ', com

v > —1. O hamiltoniano fica
H,=—-1——-(14+v—z)— (6.86)

cujas fungoes de onda sao polinémios de Laguerre normalizados

nl 2
N e R (657)

com autoenergias €, = n. Portanto a funcao de Green de uma particula fica

[e.9]

g(x, tly,t') Z TiT7) LY (z) LY (y)e ). (6.88)

n=0

Como no caso Hermite, esta soma pode ser realizada [112] resultando em

a—(l—i—z/) T
gz, tly,t') = F(li—l—(u)) exp [(1—04(7))(:10—1—3/)} oF1 (1+I/;oc(7')(oz(7')—1)xy), (6.89)

onde a(t) = = 1e,t et =1t—1t. Como no caso anterior podemos escolher trabalhar

com a forma fechada (6.89) em vez da expansao (6.88). Neste caso o niicleo é dado

pela soma (6.64) com coeficientes dados por

b= S f MO0,y
(1 +v) 2mi 2
—(14+v OO
5 = ST e / dg &7 e oy (14 w5 (=) (a(—1) — 1)8y).
L(1+v) 0
(6.91)

Para resolver a primeira integral realizamos a transformacao de escala

z — z/ (1 — a(t)). Em seguida usamos a representacao integral dos polindmios

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



6.4 Aplicagoes 149

de Laguerre

dz € oFi(1+v;—x2) I'l+v)

= LV * 2
2ri 2 IETESVRA (042

levando a ()] I
o ()1 —aft)) =0 LY (o(t)z). (6.93)

F'l+v+1)

A segunda integral é resolvida através da transformacao de escala & — &/a(—t)

seguida da substituicdo a(—t) = 1 — a(t). Finalmente, usando a representagao
integral
/ dée ¢ (1 +v;—&x) =1 T (v+ 1) e LY (z), (6.94)
0
obtemos !
Jy=———— L (a(t)y). (6.95)

(1- a(t))

Substituindo a eq. (6.93) e a eq. (6.95) na eq. (6.64) obtemos

=z

K(z,y;t) = a(t) (oz(t)x)ye_o‘(t)l’ ! )Lz ( (t ):z:)L}’ (a(t)y). (6.96)

Fl+v+1

3
Il
=)

Esta soma também pode ser realizada através da identidade de Christoffel-Darboux,
resultando em
Nzt e B (0(00) s 00)) = B (a(00) . )

m(a(t}x e

K(x,y;t) =
(6.97)

Este resultado é equivalente ao obtido por Baker-Forrester [72]. Para o en-
semble de Laguerre no caso 8 = 2 e condigoes iniciais homogéneas z!, = 0, Vn, o

resultado deles pode ser escrito, na notagao desta se¢ao, na forma

P({z},t{xo},0) = Byla(®)¥ [Ax({a®)z})]” [[la®)z] e O, (6.98)

i=1

onde By ¢é uma constante. Esta expressao pode facilmente ser colocada na forma
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(6.97) com uma adaptagdo do método de polinémios ortogonais.

6.4.3 Ensemble de Jacobi

Da tabela 6.1 temos que a = —1, b =1, s(z) =1 —2? e w(z) = (1 —x)"(1 +2)*. O
hamiltoniano de uma particula é dado por
Ho= == s v psrwtp+2)0) L (6.99)
dx? dx’

cujas autofungoes sao polinomios de Jacobi normalizados
pa() = c(n, v, ) P (), (6.100)

onde

(6.101)

e(n, v 1) = Cn+v+pu+)nT(n+rv+pu+1) 12
=\ T Tt v+ DD (n+ g+ 1) ’

com autoenergias €, = n(n+ v + p+ 1). A fungdo de Green de uma particula fica

o0

Z(2n+u+u+1)n!F(n+V+u+1)
— 2 l(n4 v+ Dl(n+p+1)

P )P () ) (6.102)

g(x, tly,t)

X

Diferentemente dos casos Hermite e Laguerre, nao ha uma férmula de soma
para os polinomios de Jacobi e a fungdo de Green (6.102) nao pode ser escrita numa

forma fechada. Neste caso usamos a férmula (6.67)
k(z,y;t) = (1—2)"(1+ )"

X (Z Fonn€? (n, v, ) B () PY (3)
n=0

+ Y Knmc(n, v, p)e(m, v, ) P () BYH) <y>e—<€”—€m>t><6.103>

m#n
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onde
N-1

Rnm = E (079] blm

=0

com coeficientes dados por

dz P ()
app = C(”? v, lu) % % (Z)l+1
c(n,v, ) Fl+n+v+p+)I'A+n+v)
27 T'n+v+p+ 1) IA+n—-DI'Q+v+1)
X oFi(—n+l,—n—wl+v+1;-1)0n—1) (6.104)

1
b = c(n,v, ,u)/ dx(1—2z)"(1+ x)ﬂxlpévw)@)
1

b — dmuéfﬂ+wﬂ*‘mﬁi{@4f<2f2)(“Zk)

k=0
I'l+v+k)
h@+l+u+@
()T +v+n—k)
O E—

oFi(—v—n+k1+52+1+v+k—1)

oFi(—v—k,1+0L2+ 14+ p+n—Fk; —1)] } .(6.105)

Onde <z) = % é o coeficiente binomial e #(x) a fungao degrau de Heavi-

side.

Vale ressaltar que o método de fungoes biortogonais aqui desenvolvido também
pode ser aplicado no calculo das funcoes de correlagao para a equacao DMPK nos
ensembles unitarios das classes Wigner-Dyson, quiral e DMPK. O grande desafio
passa a ser a generalizagao dos métodos aqui desenvolvidos para os demais ensem-
bles com (3 # 2. Esta é uma tarefa nao trivial pois corresponde a resolver o problema
de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber para classes diferentes da unitaria. Uma ferra-
menta promissora para estas extensoes sao os polinémios de Jack deformados, ainda
em desenvolvimento. Propriedades destes polinomios poderiam ser obtidas através
de uma extensao do método de Gurappa. Também serviriam como base para cons-

trucao de deformacoes dos polinomios classicos generalizados. Uma formulagao in-
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dependente para o problema pode ser obtida com uso do método da supersimetria.
Calculo dos superdeterminantes e das superintegrais resultantes desta formulacao
podem ser implementados em softwares de computacao algébrica. Atualmente esta-
mos criando num pacote Maple com esses recursos. Acreditamos que a formulacao
do problema de, pelo menos, duas maneiras diferentes produzird avancos no seu

entendimento.
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Capitulo 7

Teoria de circuitos

Vimos que a teoria de transporte em fisica mesoscopica é baseada no forma-
lismo da matriz de espalhamento de Landauer-Biittiker, que na auséncia de in-
teracao, fornece uma descrigao completa da dinamica eletronica em condutores coe-
rentes que inclui a condutancia elétrica e a poténcia do ruido de disparo. Este
por sua vez, estda associado a discreteza da carga do elétron e contém importan-
tes informacoes sobre correlagoes eletronicas que nao sao acessiveis por medidas de
condutancia. Conhecendo todos os cumulantes da corrente que passa pelo sistema
podemos determinar a estatistica de contagem de carga transmitida, ou seja pode-
mos calcular a probabilidade de que N elétrons sejam transmitidos num dado tempo
to. A teoria microscépica para a obtencao da estatistica de contagem de carga foi
formulada por Levitov e Lesovik [129, 130]. Estes autores introduzem uma variavel
de spin acoplada ao campo magnético gerado pela corrente de modo que o angulo de
precessao do spin seja proporcional ao nimero de cargas que passam pelo sistema no
tempo de observacgao tg. O modelo de galvanometro de spin tem dois avangos con-
ceituais: A primeira é a introducao de um mecanismo de medi¢ao no formalismo.
A segunda é que o processo de medicao é estendido no tempo, contrastanto com
a prescricao usual de colapso instantaneo da fungao de onda num auto estado do

observavel.

A prescricao de Levitov-Lesovik permitiu o aparecimento de predigoes tedricas

para a estatistica de contagem de carga em nanodispositivos reais. Em particular,
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destacamos as contribui¢oes de Nazarov que incorporou a informagao sobre o pro-
cesso de medicao na linguagem de fungoes de Green de Keldysh. Na aproximacao
semiclassica, i.e. desprezando contribuigoes devido a interferéncia quantica, o forma-
lismo de Keldysh leva a uma equacao de difusao matricial com condigoes de contorno
nao triviais. Nazarov propos uma discretizagao do suporte espacial desta equacao,
preservando certas leis de conservacao, que levaram a uma teoria de circuitos com
regras de Kirchhoff generalizadas muito similares a teoria classica de circuitos da
engenharia elétrica [131, 132, 133].

A teoria circuitos consiste em dividir o sistema em elementos finitos consis-
tindo de terminais, nés e conectores. Os nds sao especificados por fungoes de Green
matriciais e os conectores por correntes matriciais. O calculo exato das correntes
matriciais nos conectores apresenta dificuldades relacionadas a perda de validade
das equagoes de transporte semiclassicas na proximidade de fronteiras e de interfa-
ces, onde os efeitos quanticos tornam-se dominantes. Desta forma, a aplicagao da
teoria torna-se injustificavel em algumas situacoes. Uma solucao para este problema
foi dada por Macédo [134] através da formulagao de uma teoria de circuitos escalar
onde a corrente para um conector geral é calculada diretamente a partir do modelo
sigma nao-linear supersimétrico, descrevendo completamente os efeitos quanticos
sem a necessidade de hipdteses adicionais para o calculo de médias sobre a dinamica
cadtica subjacente. As duas teorias foram aplicadas com sucesso em varias situagoes
conduzindo aos mesmos resultados [135, 136].

Neste capitulo resumiremos as leis de Kirchhoff que caracterizam as teorias
matricial e escalar e as aplicaremos em alguns sistemas de interesse. Em particular
estudaremos uma cavidade cadtica com contatos assimétricos de transparéncia ar-
bitraria. Mostraremos que as duas formulacoes sao equivalentes para este problema.
Também apresentaremos um calculo detalhado das distribuicoes de corrente para

este dispositivo.
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7.1 Estatistica de contagem de carga

Na determinacao da estatistica de contagem de carga estamos interessados
na probabilidade P;,(n) de que n cargas sejam transmitidas num intervalo de tempo
to. A carga total transmitida no tempo de observacao é dada por Q = ne = It,,
onde e é carga elementar e I é a corrente elétrica. E conveniente introduzir a funcio

caracteristica y(A) dada pela série de Fourier
X(\) = Py (n)e". (7.1)
n=0

A funcdo x(\) é 2m-periédica no campo de contagem A e deve satisfazer a condicao
de normalizagao x(0) = 1. Como veremos a seguir, a fungao caracteristica pode ser
calculada microscopicamente, portanto a probabilidade P(n) pode ser obtida pelo

coeficiente de Fourier

T dA in
Polm) = | Goxe™, (72)
Em geral estamos interessados nos cumulantes da estatistica de contagem. Eles sao
dados por
aTL
C,=—(=i)" S(A\ , 7.3
) 50| (73)

onde a fungao geratriz dos cumulantes é obtida a partir da fungao caracteristica de
acordo com
S(A) = —Inx(A). (7.4)

Na ref. [129] Levitov e Lesovick deduziram a seguinte expressao para um condutor

multicanal arbitrario a temperatura nula

M

X = T+ (e = D)™, (7.5)

n=1

onde 7, sdo os autovalores de transmissao, M = eVity/h é o nimero de tentativas
de transmissao no tempo de observagao tg, V' é tensao aplicada e N é o nimero de

canais abertos. Fisicamente isto significa que cada canal transmite carga indepen-
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dentemente segundo um processo binomial. Os cumulantes podem ser calculados a
partir de [137]

k=1,2,.... (7.6)

Desta forma, o primeiro cumulante é a condutancia adimensional dada por
0= 7,=9 (7.7)
J

O segundo cumulante é a poténcia do ruido de disparo adimensional

@ = ZTj(l —7;) = p. (7.8)

J

Os terceiro e quarto cumulantes sao dados respectivamente por
qs = ZTj(l_Tj)(l_sz) (79)
J

@ = Y 7(l—7)(1—67+67) (7.10)

J

7.2 Teoria matricial

Nesta secao apresentaremos os elementos para o uso pratico da teria de cir-
cuitos matricial de Nazarov. Nesta teoria o sistema é dividido em terminais, nés e
conectores. Os terminais sao as conexoes do sistema a um circuito externo e espe-
cificam condigoes de contorno como, por exemplo, a voltagem aplicada. O circuito
propriamente dito é representado por nés e conectores. A seguir listaremos as leis
de Kirchhoff para este circuito bem como as regras para a construcao da funcao

geratriz de cumulantes:

(i) Separe o sistema em terminais, nds e conectores
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(ii) A funcdo de Green G} em cada terminal é fixada por

~ . 1-— ka(e) —ka(e)
Gl = ( (1 file) 2ile) 1 ) | Ay

onde
1

ele—eVi)/ksT 1 1

fi(e) =

é a distribuicao de Fermi nos terminais. A presenca do campo de contagem, A,

(7.12)

modifica G(¢) de acordo com

Gk(c":‘, >\k) = €i)\k63/2ék(€)€_i>\k63/2, (713)

1 0 . iA/2 0
03 = o 2= ° —ix2 |-
0 —1 0 e

Note que as funcoes de Green dos terminais incorporam as condigoes de contorno

onde

fornecendo informagoes sobre voltagem, temperatura e campo de contagem.

(iii) O conector (i, j), elemento do circuito que liga os nés i e j, é caracterizado pelo

conjunto de autovalores de transmissao 79 As propriedades de transporte estao

contidas na corrente matricial

] G
L= —=n GGl (7.14)
A corrente matricial em cada nd é conservada

> I =0. (7.15)

(iv) A solucdo das equacbes resultantes com a condicio G7 = 1 fixa a funcio de

Green Gy, para cada no.
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(v) A funcao geratriz de cumulantes S (X) ¢ obtida pela soma das contribuicoes de
cada conector S(X) = > Sij(A), onde

Sij(\) = —;—2 > / deTr [m (1 + iT}f’j)({Gi, G} — 2)} . (7.16)

(vi) A estatistica da transferéncia de elétrons é dada por

- TTT A sk
- A i 1
/| 15 , (717)

que é uma generalizagdo multidimensional da equacao (7.2).

7.2.1 Representacao Vetorial

As funcoes de Green matriciais tém trago nulo e podem ser parametrizadas na forma

de um produto escalar

onde §; = g;j161 + gj262 + gj3é3 ¢ um vetor 3D com o vinculo g; - g; =1 e =

G161 + G269 + 363 é um vetor com componentes dadas pelas matrizes de Pauli

571:(0 1), &2:<Q _i> e &3:<1 O). (7.19)
10 i 0 0 -1

As componentes do vetor g; sao dadas por

gin = —(eNfi+e (- f), (7.20)
gia = —i(eMfi—e N1 - fy), (7.21)
giz = 1—2f; (7.22)
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Nesta parametrizacao o anticomutador e o comutador que aparecem na definicao da

corrente matricial (7.14) sao dados por

{Gi.G;} = 2§, (7.23)
[Gi,Gy] = 25 - (3, x 7)), (7.24)

onde o produto
Gi gy = riy=14+2Jy, (7.25)

Ty = RO R)ES 1)+ 0 f) ™) 1 (10)

Portanto, a corrente matricial pode ser escrita na forma

< 1 5 x 2
[z" = §Zij(rij> [G“ Gg:| = Z[ij © 0, (727>

onde introduzimos a corrente vetorial

-

]ij = Zij(rij) g; X g} (728)

A funcao Z;;(z) incorpora toda a informacdo sobre os autovalores de transmissao

do conector (1, j), e é definida por

Zij(x) =

— 2+ —1)

7_7(12',]')

(7.29)

Analogamente, substituindo (7.23) em (7.16) obtemos a fungao geratriz de cumu-

lantes

onde

Sy() ==Y In[1+ 7z —1)/2]. (7.31)
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Note que % = —Z,;j(x). Portanto, a fungdo Z;;(z) especifica completamente o

problema. Concluiremos a se¢ao considerando dois tipos de conectores estudados

por Nazarov:

1.

Barreira de Tunelamento: Os autovalores de transmissao sao tais que i)«

1, Vn. Neste caso temos
1 (i) 1
Sij(z) = —i(zfn’ ):—ig(x—l) (7.32)
g
Zy(w) = %, (7.33)

onde g é a condutancia adimensional do sistema.

(4,9)

Contato pontual: Os autovalores de transmissao sao tais que 7, ' = 1, para
n=1,...,Ne ) = 0, caso contrario. Neste caso temos
1+2
N
Ly = . 7.35
@) = (7.35)

A seguir daremos alguns exemplos de aplicagdo da teoria em circuitos de dois ter-

minais.

7.2.2 Circuitos de dois terminais

Consideraremos circuitos de dois terminais como o mostrado na figura 7.1,

que representa uma cavidade caotica ligada por dois conectores aos terminais. As

fungoes de Green da cavidade e dos terminais sao respectivamente G, G e Gs.

A c
Vio—~1 ] o I B
G] GC G2

Figura 7.1: Circuito de dois terminais
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Neste caso de dois terminais, devido a conservacao de corrente, precisamos
de apenas um campo de contagem e podemos fazer A\; = A e Ay = 0. A conservacao

de corrente I; + I, = 0 pode ser escrita como
P1 [Gla GV!C] +p2 [GQa G{Cj| - O (736)

onde p; = Z;(r; - 7.), 7 = 1,2. A solucdo desta equagdo pode ser escrita como
G, =T, & onde

Go = RN (171 + paia), (7.37)
onde 7] e Ty sao os vetores associados as fungoes de Green nos terminais e o fator

R é determinado pela condi¢ao da normalizagao 7, - 7, = 1. Desta forma p;, ps e R

sao determinados pelo sistema

m = Z (R_l(pl + 7“12]92)) (7.38)
P2 = Z (R_l(Pz + T12p2)) (7.39)
R® = pi+p;+2ropips, (7.40)

que, para Z;(z) geral, constitui um sistema de equagdes nao lineares e pode ser
resolvido numericamente [132, 138]. A seguir daremos exemplos em que este sistema

pode ser resolvido analiticamente.

7.2.3 Duas juncoes de tunelamento

Este é o caso mais simples pois a fungao Z; = ¢;/2 é uma constante. Desta forma,

o vetor normalizado que caracteriza a cavidade é dado por

L 9171 + GoT1
V93 + 93 + 2g19o712

(7.41)

Além disso, S;(z) = —g;(x — 1)/2, portanto a funcdo geratriz é dada por

SN =230 / de(F - 7 — 1) (7.42)
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Efetuando o produto escalar obtemos

to

SN =5

de(/ (g1 + 92)° — 49192112 — (g1 + 92)) (7.43)
Neste ponto é importante notar que a funcao geratriz satisfaz a condigao S(0) = 1.
No caso particular de temperatura nula as funcoes de Fermi nos reservatorios ficam
fi(e) = 0(s —eV) e fa(e) = 6(e), onde V é a diferenga de potencial aplicada nos

terminais. Efetuando a integral na energia encontramos a expressao fechada

toeV
2h

S(A) =— (\/(gl + 92)% + 49192 (M1 220 — 1) — (g1 + g2)).- (7.44)
Como discutido anteriormente, precisamos apenas de um campo de contagem, desta
forma podemos fazer A\ = A e Ay = 0. No caso particular de barreiras simétricas

g1 = go = g a equagao (7.44) é escrita como

_toeVg
h

S(\) = (e™? —1). (7.45)

Esta expressao permite o cdlculo dos cumulantes através da formula (7.3). A distri-

buicao de contagem de carga é obtida pela formula

T dA .
P — wr —S(A) ,—iAn 4
(n) /_ﬂ 5 e (7.46)
Note que
t
—S(\) —iAn = %‘/9(&/2 —1) —i\n (7.47)
t 2
= EO (—6 }‘L/g (eM? —1) - m) (7.48)
= M (M —1-i)T), (7.49)
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onde definimos

toeVg . togGQV

M= s (7.50)
I n

onde Gy = €*/h é o quantum de condutancia e I é a corrente elétrica no sistema.
O problema pode ser resolvido em termos do nimero de cargas n ou da corrente

adimensional Z. As respectivas distribuigoes relacionam-se de acordo com
P(n)dn = W(Z)dZ. (7.52)

Desta forma, a distribuigao de corrente é dada pela integral

™ dA .
—exp [M(e™? —iNT)]. (7.53)

W(Z)=Me™ / .

—T

Estamos interessados na situa¢ao em que nimero de cargas transmitidas n = Ity/e >
1. Neste caso, a integral (7.53) pode ser resolvida através do método da fase esta-

cionaria resultando em

W(T) = \/WEI M=) (97 )2MT (7.54)

Esta equacao permite o calculo direto dos momentos da corrente
my = / dZ "W (T). (7.55)
0

Os cumulantes de corrente sao obtidos a partir dos momentos. Os quatro primeiros

cumulantes sdo dados por [139]

Cl = My (756)
Cg = M3 — 3m1m2 + 2m3 (758)
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Cy = my—3m3— 4mims + 12mimy — 6m (7.59)

A figura 7.5 mostra um grafico da distribuicao de corrente comparando a solugao
aproximada em (7.54) com o resultado obtido pela integracao numérica da equagao
(7.53). A concordancia é excelente, indicando a validade da aproximagao neste

regime. Note que, apesar da aparéncia, a distribuicao nao é gaussiana.

Figura 7.2: Distribuicao da corrente para M = 1000. A linha continua ¢é o grafico
da funcdo (7.54) e os pontos sao solu¢oes numéricas da integral (7.53).

7.2.4 Contatos pontuais

Nesta se¢ao consideraremos uma cavidade com contatos pontuais. Este caso
nao ¢é tao simples quanto o anterior pois Z; nao é constante, mas uma funcao dada

por
N;

Zi() (7.60)

O caso geral de contatos assimétricos foi tratado na referéncia [140] através da te-
oria de circuitos de Nazarov. Neste trabalho o autor obtém a funcao geratriz de
cumulantes e estuda efeitos de temperatura na estatistica de contagem. Nos esta-

mos interessados em determinar a distribuicao da corrente e para isso consideramos
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inicialmente o caso mais simples de contatos simétricos Ny = Ny = N. Na repre-

sentacao vetorial da funcao de Green a cavidade é representada pelo vetor
e = R (a7 + 7), (7.61)

onde p1, ps e R satisfazem as equacoes

N

= ) 7.62

n 14+ R~ (p1 + 712p2) ( )
N

= , 7.63

b2 14+ R~ (p2 + r12p1) ( )

R = pi+ps+2piparia. (7.64)

A partir das duas primeiras equagoes conclui-se que p; = ps = N — R/2. Substi-

tuindo este resultado na terceira equacao encontramos

R—on_ Y1t/ (7.65)

1+V1+J

A funcao geratriz de cumulantes é dada por

S(A) = —%g i / cIn (#) | (7.66)

i=1

Efetuando os produtos escalares
Fl'Fc:FQ'FC: 1+J, (767)

encontramos

S(A) = _%_Og/dg In (1 v 12+ ‘]@) . (7.68)

h

Como vimos na se¢ao anterior a funcao geratriz a temperatura nula é encontrada

com uso da regra [de — eV e J — ¢ — 1, desta forma encontramos
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(7.69)

ir/2
S(A) = —2MN In <1+7€> ,

2
onde definimos M = eVty/h. Este resultado também foi obtido por Borba [135]

através da teoria de circuitos escalar. A distribuigao de carga P(n) é dada pelo
coeficiente da série de Fourier de e=*™ . Como discutido na secao anterior, podemos

trabalhar diretamente com a distribui¢ao de corrente W (Z), dada por

W(Z)= MN /_: % exp {MN {2 In (‘BWTH) — i\ I)} } . (7.70)

Esta integral é resolvida no caso M N > 1 pelo método da fase estacionéria, resul-

tando na distribuicao nao-gaussiana

y(@-1)y 2MN
W(Z):,/ﬂ?f]fz) (“ QII)I ) , (7.71)

cujo grafico é mostrado na figura abaixo para o caso particular M N = 100. Mais

uma vez comparamos o resultado obtido com uma integra¢gao numérica da equagao
(7.70).

Figura 7.3: Distribuicao da corrente para para uma cavidade cadtica acoplada a dois
terminais. A linha continua representa a fungao (7.71) com M N = 100 e os pontos
sao solugdes numéricas da integral (7.70).
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7.3 Teoria escalar

Na teoria de circuitos escalar também particionamos o sistema em elemen-
tos finitos denominados terminais, nds e conectores, representando, desta forma, os
caminhos de condugao de carga por uma rede interligada na qual podem ser im-
plementadas leis de conservagao. A teoria é formulada em termos de um potencial
complexo especificado nos terminais, ®; = ¢ e &3 = 0, e desconhecido nos nés.
Cada conector (i, j) é sujeito a uma diferenca de pseudo-potencial A®;;, que gera

uma pseudo-corrente 1;;(A®;;) definida por

B al T, sin(AD;;)
Ly(A®y) =3 < 1— 7, sin’(AD; /2)> ’ (7.72)

n=1

onde 7, sao os autovalores de transmissao que caracterizam o conector. A corrente

espectral, como também é conhecida, pode ser reescrita da seguinte maneira

com F' dado por

M

<1 — 7 sin’ <¢/2>> B / - ;ﬁ?@/z)- (7.74)

onde introduzimos a densidade de autovalores de transmissao.

N

p(r) = (d(r = 7)), (7.75)

n=1
Existe uma lei de conservacao da pseudocorrente que atravessa cada nd, o que for-
nece um nuimero suficiente de equacgoes para determinar o pseudopotencial em cada

né do circuito. A seguir listaremos as regras para o uso pratico da teoria escalar

(i) Represente o sistema como um grafo, identificando nds, conectores e terminais.

Os conectores devem ter relagao corrente-tensao conhecida.
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Figura 7.4: Teoria escalar para um circuito de dois terminais.

(ii) Resolva as equagbes para a conservacao da pseudocorrente em cada né

e determine o potencial em cada né.

(ili) Obtenha a relagdo corrente-voltagem para todo o circuito I(¢) = sin(¢)F(¢).
A partir da fungao F'(¢) pode-se encontrar a densidade de autovalores e calcular os

cumulantes da estatistica de contagem de carga.

Um aspecto importante da teoria é o conhecimento prévio da relagao corrente-
tensao dos conectores usados no circuito. Estas relagoes devem ser deduzidas a partir
de modelos microscopicos. Na ref. [134] Macédo, usando o modelo o nao-linar

supersimétrico, determinou a corrente espectral para um conector arbitrario

Zl F sin? ¢/2) (7.77)

i=1

Este resultado generaliza os casos estudados por Nazarov nas referéncias [141] e
[131] para contatos pontuais e barreiras de tunelamento. Num contato pontual
temos ', = 1, paran =1,..., N e ', = 0, caso contrario. Nestas condicoes a eq.

(7.77) é reescrita como
I(¢) = 2N tan(p/2). (7.78)
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Por outro lado, para uma jungao de tunelamento temos 7, < 1;Vn, e a eq. (7.77) é

reescrita como

I(¢) =sing » T, (7.79)

7.3.1 Densidade de autovalores de transmissao

Uma vez encontrada a corrente espectral de todo o circuito pode-se determi-
nar a densidade de autovalores de transmissao e calcular médias de observaveis como
condutancia e poténcia de ruido de disparo. Neste ponto é conveniente introduzir a

funcao auxiliar

h(z) = /0 gy TP : (7.80)

de modo que

1)
F(¢) = g h(sin® ¢/2). (7.81)
Usando a propriedade
L _pl i) 0t (7.82)
= P— — .
vTip = Py Fim). :

pode-se inverter a equagao (7.80) e escrever a densidade de autovalores de trans-

p(7) = 27?12'7'2 [h (7’ —1i0+> -h <7 +1z'0+>] ‘ (7.83)

Além disso os momentos dos autovalores de transmissao, definidos por

missao na forma

gm:/o drm"p(T), (7.84)

podem ser obtidos diretamente da fungao F(¢). Em particular, temos

2 oF
sing 0¢ $=0

go = NV, glz(yi%F(Cb) e gy =
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7.3.2 A pseudocorrente K(x)

Na referéncia [142] a teoria é formulada em termos de uma pseudocorrente K ()

definida por

K(z) = %1(—2@:1:) = < sinh 2z > , (7.85)

cosh 2z + cosh 2

onde as variaveis z; estao relacionadas aos autovalores de transmissao de acordo

com T; = sech2xj. Neste caso podemos introduzir a densidade média

v(z) =) (6(x — ) (7.86)

J

e reescrever a pseudo-corrente como uma transformada integral

o v(y)sinh 2x
K(z) = d 7.87
(z) /0 Y cosh 2z + cosh 2y’ (7.87)
que pode ser invertida fornecendo
p . .
v(z) = %Im[K(x +im/2 —i07)]. (7.88)

A equagao (7.77) também pode ser escrita em termos das varidveis z. Neste caso é

conveniente escrever as transparéncias na forma
I, = sech?(a,/2), (7.89)

de modo que a relagao corrente-tensao para um conector arbitrario fica dada por

K(z) = i sinh 2z (7.90)
B = cosh 2z + cosh a, )

7.4 Aplicacoes do formalismo

Nesta secao vamos usar as duas formulagoes de teoria de circuitos para des-

crever uma cavidade cadtica acoplada a guias assimétricos por barreiras de trans-
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paréncia arbitraria.

7.4.1 Teoria escalar

O circuito esta esquematizado na figura abaixo. A lei de conservagao para a

N N. /
x\ . o 0
/ L vy b \
pseudo-corrente é dada por
K(z) = Ki(z —y) = K»(y). (7.91)

Para canais equivalentes podemos escrever a pseudocorrente na forma

sinh 2x
K = N, 7.92
(@) P cosh 2z 4 cosh o, (7.92)

N,
= 7p[tanh(x + a,/2) + tanh(z — «,/2)]. (7.93)
Usando a equagao (7.93) a conservacao da pseudocorrente fica

Ni[tanh(x —y + oy /2) + tanh(z —y — a1 /2)] = Na[tanh(z + a2/2) 4 tanh(x — as/2)].
(7.94)
Com o auxilio da identidade

_ tanhx & tanhy
1+ tanhztanhy’

tanh(x — y) (7.95)
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a equagao (7.94) pode ser reescrita como

N, [ tanh(z 4+ oy /2) — tanhy tanh(z — «1/2) — tanhy } _ (7.96)
1 —tanh(z 4+ a1 /2) tanhy 1 — tanh(x — «1/2) tanhy '
tanh y + tanh(ae/2) tanh y — tanh(ay/2)
? {1 + tanh y tanh(ae/2) 1 — tanhytanh(og/Q)] ' (7.97)

Usando mais uma vez a identidade (7.95) para tanh(z 4 «y/2), agrupando os termos
e usando tanh? a;/2 = 1 —T';, encontramos a seguinte equacdo quartica para a

variavel £ = tanhy

NIy (1 —Ty) tanh z &*
+((NiT1(Ty — 1) + NoDp) tanh® @ + NIy Ty — 1) + NoT'o(T'y — 1)) &7
—(Ny + 2Ny)I' Iy tanh o €2
((NoD'p(Ty — 1) + NiTy) tanh? z 4+ NiTy + Nolp) €
—NiIytanhz = 0. (7.98)

Escolhendo a raiz fisica determinamos a pseudo-corrente através da relacao

B Nol'2§
11— (1 —Ty)e?

K(z) (7.99)

7.4.2 Teoria matricial

Neste caso podemos usar a férmula

Zi(x) = o FJFZ(’; 5 (7.100)

n

A corrente matricial nos conectores é dada por

~ —

Iy =il - &, (7.101)

onde

= Fk an X ’l?c
I, = E : . 7.102
g 2+ Do - 7 — 1) (7.102)

n
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Para canais equivalentes a corrente vetorial pode ser escrita como

- NkaFkX’f_”C

PR T — 1) ’ (7.103)

Em temperatura nula a representagao vetorial é ainda mais simples. Os vetores que

representam os terminais sao dados por

7 = —cosh?z(é; 4 iéy) — é3 (7.104)
To = —él + Zég - ég, (7105)

onde fizemos e* = cosh? z. Nesta parametrizacio os vetores satisfazem as relacoes

T = Tyerp=1 (7.106)
71 -7y = cosh2x (7.107)
7 X 7y = —isinh®xé; + (1 4 cosh® 2)é; — 2i cosh? xés. (7.108)

A conservacao da corrente vetorial fl + fg = 0 resulta na equacao

2 +]\§11P(gl- ;F— n 3 +]\§22~F(222- ;F— =0 (7.109)
Esta equacao pode ser resolvida com o seguinte ansatz
T. = A1 + AoTs. (7.110)
A condi¢ao de normalizagao 7. - 7. = 1 implica o vinculo
A+ A3 +2A, A cosh(2z) = 1 (7.111)

Além disso, os produtos escalares que aparecem em (7.109) sao dados por

771 . Fc = Al + Ag COSh(2ZL‘) (7112)
Ty Te = Ag+ Ajcosh(2z). (7.113)
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Portanto, a partir da conservagao da corrente vetorial encontramos a seguinte equagao

N1P1A2 - N2F2Al
24T (A + Aycosh2z — 1) 24+ Ty(Ay + Ajcosh2z — 1)

(7.114)

A solugao das equagoes (7.111) e (7.114) fornece A; e As. A partir da corrente

vetorial encontramos a pseudo-corrente através da relagao
K(z) = —itanh(z) 15 - é3. (7.115)
Efetuando o produto misto
(75 X T) - é5 = 2iA; cosh® z, (7.116)

obtemos I - €3 e portanto a teoria de circuitos matricial produz a seguinte expressao

para a pseudo-corrente

N2F2A1 sinh 2x
K(z) = 7.117
(z) 2+ T9(Ay + Ay cosh 2z — 1)’ ( )
onde os coeficentes A; e Ay sao dados pelo sistema de equagoes
A%+ A2+ 2A,Aycosh2x = 1,
(7.118)

Flrg[(Nl - Ng)AlAg cosh 2x + NlAQ(AQ - ].) - NQAl(Al - 1)]
—|—2(N1F1A2 - NQFQAl) = 0.

Os dois métodos fornecem esquemas completamente diferentes para se obter
a pseudo-corrente K (x) de todo o sistema. No entanto, podemos comparar os dois
resultados expandindo as expressoes para K (x) fornecidas por cada um deles em
série de poténcias de = e comparando termo a termo. Fizemos um programa no
Mathematica para executar tal tarefa e checamos a concordancia dos termos até a

1

ordem z'®, 0 que é um forte indicio da equivaléncia das duas teorias para o problema

em questao.
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7.4.3 Distribuicao de corrente na presenca de barreiras

Finalmente vamos estudar a distribuicao de corrente para o sistema na pre-
senca de barreiras. Devido as dificuldades encontradas na solucao do problema
geral vamos considerar aqui a versao simplificada de conectores simétricos, ou seja,

Ny = Ny=Nel;=T5=T. Neste caso podemos usar

NI

Zl(x) = ZQ(LU) = m

(7.119)

O vetor que representa a cavidade é 7, = R~ (pi7y + pars), onde pi, ps e R sao

obtidos a partir do sistema

NT
= 7.120
b 1+ FR‘I(]M + 7’12]92) ( )
NT
= 7.121
b 1+ R (p2 + 712p1) ( )
R® = pi+p;+2rapips. (7.122)

As duas primeiras equagoes permitem-nos concluir que p; = py = a(N — R/2), onde

a=TI/(2—T). Substituindo este resultado na terceira equagao encontramos

V1
R—on_ovits (7.123)

1+avi+J

A funcao geratriz de cumulantes é dada por

ﬂMz—%Ni;/%m<lezﬁ_lw- (7.124)

Usando os produtos escalares 7 - 7. = 75 - 7. = /1 + J encontramos
2 2+T(\/1+J —1
S(A) = —%N/da In ( I ;L (<) ) . (7.125)
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Esta expressao, para temperatura nula, resulta em
Ui
S(A) =—2MN In 5(6 -1)+1), (7.126)
onde M = tgeV/h = toGyV/e. Esta fungao geratriz foi obtida na referéncia [135]

através da teoria de circuitos escalar. Neste caso a distribuicao de corrente é dada

pela integral

W(Z)= MN /_: % exp {MN {2 In (g(eiw — 1)+ 1) — A I)} } . (7.127)

que mais uma vez pode ser resolvida pelo método da fase estaciondria, resultando

O -\ (i) (etrp) - o

A figura abaixo mostra um exemplo da distribuicao da corrente para um ponto

em

quantico com barreiras simétricas de transparéncia I' = 0,6. Este é um resultado

Figura 7.5: Distribuigao da corrente para M N = 100 e ' = 0,6. A linha continua é
o grafico da funcao (7.128) e os pontos sdo solu¢oes numéricas da integral (7.127).

importante ja que fornece uma grandeza facilmente mensuravel em experimentos.
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Capitulo 8

Conclusoes e perspectivas

Nesta tese apresentamos uma classe especial de ensembles de movimento
browniano introduzida a partir da teoria geral de processos estocasticos markovia-
nos matriciais. Determinamos a equacao de Fokker-Planck que descreve a evolucao
temporal da distribuicao conjunta dos autovalores. Sob determinadas condig¢oes
matematicas esta equacao de Fokker-Planck descreve o decaimento da distribuicao
conjunta de niveis para as distribuicoes caracteristicas dos ensembles de polinomios
ortogonais da teoria de matrizes aleatérias. Por outro lado, mostramos que a equagao
de Fokker-Planck também estéd relacionada a hamiltonianos do tipo Calogero-Suther-
land, o que permite conectar o problema original com a teria de polinémios simétricos
de Jack e com as generalizacoes multidimensionais dos polinémios ortogonais cléssicos.
Nossa formulacao fornece um ponto de partida natural para a introducao desses
polinémios, unificando varios resultados dispersos na literatura. Além disso, es-
tendemos o método para os ensembles de matrizes de transferéncia. Desta forma,
pudemos fazer uma descrigao unificada de ensembles de polinomios e de matrizes de
transferéncia que serve como um esquema de classificacao alternativo a classificacao
geométrica baseada em espacos simétricos. Do ponto de vista pratico, esta for-
mulacao unificada foi usada para o desenvolvimento de novos métodos aplicaveis em
qualquer classe de simetria. Por exemplo, usamos métodos de Fokker-Planck para o
calculo de valores médios e de assintoticos de estatisticas lineares de interesse. Em

particular, obtivemos formulas assintoticas tteis para a média e a variancia de ob-

177
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servaveis de transporte em pontos quanticos para as classes Wigner-Dyson e quiral.
Comparamos os resultados exatos obtidos a partir do método do movimento brow-
niano com resultados numéricos, obtidos através da implementacao da féormula de
Mahaux-Weidenmiiller em pontos quanticos com simetria quiral. Verificamos, neste
problema especifico, a equivaléncia entre a abordagem hamiltoniana e a de matriz
S para a descrigao de sistemas abertos.

Também usamos métodos de Fokker-Planck para o calculo de fungoes de cor-
relacdo. Mostramos que a evolucao temporal da funcao de correlacao de n-pontos
segue uma complicada hierarquia (tipo BBGKY) de equagdes integro-diferenciais
singulares, revelando a complexidade do problema do cédlculo de fungoes de cor-
relacao em ensembles de nao-equilibrio em geral. Apresentamos uma alternativa
para desacoplar esta hierarquia através do método de transformada integral, que
consiste em mapear a equacao de Fokker-Planck para a distribuicao conjunta de
niveis, numa outra equacao de Fokker-Planck que evolui num espago imagem de
dimensao menor, que depende da ordem da fungao de correlagao desejada. Cons-
truimos o operador de Fokker-Planck para o espaco imagem e mostramos sua relagao
com a teoria de polinomios de Jack deformados. Vale salientar que em nossa for-
mulacao o “indice de Dyson” 3 aparece como um parametro e pode em principio
assumir qualquer valor racional. Em particular para § = 2 usamos o método da
transformada integral para o calculo da fun¢do um ponto da equagao DMPK na
classe Wigner-Dyson. Ainda para o caso unitario, desenvolvemos um método de
funcoes biortogonais para o cdlculo da funcao de correlacao de n-pontos. Com este
método pudemos escrever a probabilidade de transicdo numa forma determinan-
tal similar a encontrada em ensembles de equilibrio através método de polindmios
ortogonais.

Vimos que os ensembles de movimento browniano tém muitas ramificagoes,
como sugere a figura 8.1, revelando um grande potencial para futuras aplicagoes.

Um aspecto importante ainda em aberto é o calculo das fungoes de cor-
relagdo para ensembles de movimento browniano com 3 # 2. Esta é uma tarefa
nao-trivial que corresponde a resolver o renomado problema de Harish-Chandra-
Itzykson-Zuber para classes diferentes da unitaria. Nossa formulagao fornece pers-

pectivas interessantes para este problema, que descreveremos sucintamente a seguir.
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| Polindmios Simétricos de Jack| |Estatistica fracionaria 1d|
s Transformacao Color—flavor‘

Integrais de Selberg«——[Ensembles de Movimento Browniano|—>Modelo gaussiano quiral|

A
[Modelo de Calo gero—Sutheerand‘ Integral de Harish-Chandra-Itzykson-Zuber|

A
Polindmios ortogonais generalizados|

Figura 8.1: Ramificagoes do problema de movimento browniano no espago de ma-
trizes.

Uma vez estabelecida a conexao com os polinomios de Jack deformados poderiamos
uséa-los na construcao dos polinomios generalizados para o espaco imagem através
de uma generalizacao de método de Gurappa. As propriedades destes polinomios,
assim como no caso convencional, poderiam ser usadas na construcao da solucao
da equacao de Fokker-Planck no espaco imagem. Também poderiamos estender o
método das funcoes biortogonais para a algebra de quatérnions, que é usada no
calculo de fungoes de correlacao nos casos 3 = 1 e § = 4 para os ensembles de
equilibrio. Finalmente, como terceira alternativa, temos a formulagao do problema
usando supersimetria, que tem sido usada em calculos de funcoes de correlacao
de objetos gerais como razoes de polindmios caracteristicos de matrizes aleatérias.
Como os calculos em supersimetria podem se tornar muito extensos, envolvendo
variaveis comutantes e anticomutantes, recursos computacionais tornam-se indis-
pensaveis. Estamos desenvolvendo um pacote Maple para manipulagoes algébricas,
calculo de superdeterminantes e superintegrais que sera bastante util nesta etapa do

problema.

Nesta tese também estudamos teorias de circuitos usadas em dispositivos
mesoscopicos no regime semiclassico, ou seja, com nimero grande de canais abertos
ou propagantes. Aplicamos as “leis de Kirchhof” das duas teorias usadas na lite-
ratura no caso especifico de uma cavidade cadtica balistica acoplada, via barreiras de

transparéncia arbitraria, a dois guias semi-infinitos e mostramos que estas teorias
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sao equivalentes comparando os resultados fornecidos para a pseudo-corrente nas
duas formulacoes. Também determinamos as distribuicoes exatas de corrente de
alguns sistemas simples de dois terminais, como um ponto quantico com barreiras
simétricas. Como objetivo de curto prazo neste tema podemos considerar o estudo
da distribuicao de corrente para o caso geral de barreiras arbitrarias e a extensao

da teoria escalar para dispositivos de trés ou mais terminais.

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



Apeéendice A
Ensemble gaussiano unitario

Neste apéndice apresentamos o ensemble gaussiano unitario em detalhes. Na
secao A.1 apresentamos um calculo sistematico do Jacobiano associado a diagona-
lizagdo que decompoe a matriz hermitiana na sua representagao polar (autovalor-
autovetor). Também escrevemos a densidade conjunta de autovalores que caracteriza
o ensemble de Hermite unitario. Na secao A.2 apresentamos um calculo da integral

de Itzykson-Zuber baseado no método da equacao de difusao.

A.1 Definicao

Seja GL(N) o grupo de matrizes complexas N x N. Um elemento de GL(N)
possui 2N? parametros reais independentes. Seja H uma matriz auto-adjunta (her-
mitiana). O vinculo H = H' reduz o nimero de graus de liberdade a N? parametros

reais. Uma matriz hermitiana pode ser escrita como
H=HY +;gW (A1)

onde H® e HM s3o matrizes reais simétrica e anti-simétrica, respectivamente. O

ensemble gaussiano unitario é definido pela distribuicao de probabilidade

P(H) = Cye @ ™H* (A.2)
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onde Cy é uma constante de normalizagao. O traco é facilmente calculado, resul-

tando em

Tt = 30 = YD 23 () ] (as)
i

7 1<J
O elemento de arco

ds’ = Te(dH?) =Y _ g,,d&"de” (A.4)
v

permite identificar o tensor métrico do espaco g,, nas coordenadas definidas pelas

N? varidveis independentes & = (H\, Hi(](-)), Hi(jl)). Podemos escrever

In ¢
() = 2 X Iynv-1)2 - (A.5)
¢ 2 X Inwv-1)/2

O elemento de volume é definido a partir do tensor métrico através da féormula

dv = /lg| T ] d¢*, (A.6)

onde g = det (g,,). Portanto

N
_ 9N(N-1)/2 (0) (@) _ 9N(N-1)/2
dVy = 2YWVVRTTam) ] [[ass = 2V 1%dH. (A7)
i=1

a=0,1i<j

Definimos dH, o elemento de volume cartesiano, como o produto das diferenciais de
todos os elementos independentes de H. A condigao de normaliza¢ao, [ dHP(H) =

1, é satisfeita escolhendo-se

™

NZ2/2
Oy = 2V (_) | (A8)

Portanto o EGU ¢é constituido por matrizes hermitianas aleatérias cujos elementos

sao estatisticamente independentes, com distribuicao gaussiana de média zero e
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variancia
o = L A9
43 2@2 ( . )
o 1
HY = o a=01 (A.10)

Um objeto de interesse na TMA ¢é a distribuicao de autovalores da matriz H. Como
uma matriz hermitiana pode ser diagonalizada por uma matriz unitaria, podemos

escrever

H=UXU". (A.11)

Neste ponto é fundamental encontrar o jacobiano associado a transformacgao das
variaveis de integracao dos elementos de matriz HZ-(;-I) para os autovalores X; e auto-

vetores U;;. Diferenciando (A.11) temos
dH = U(dX + [§U, X))UT, (A.12)

onde introduzimos a matriz anti unitaria 6U = UTdU. Desta forma o elemento de
arco (A.4) fica
TrdH? = Tr[dX? + 2X0U XU — 2X?(0U)?). (A.13)

A matriz anti-hermitiana 0U pode ser escrita como
0U = da + i ds, (A.14)

onde ds é uma matriz real simétrica e da, real e anti-simétrica. Calculando os tragos
em (A.13) temos

ds® = (dwi)* +2) (2 — 2;)*[(8ay)* + (354)°), (A.15)

i= i<j
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o que permite identificar o tensor métrico nas varidveis { = (x;, da;j, ds;;) e, conse-

quentemente, o elemento de volume

dV = 2NWV=D21A |2deZH5a,j i (A.16)

1<J

onde Ay = [[,;(z; — x;) é o determinante de Vandermonde. Portanto, diagona-

lizando H, o elemento de volume dH se transforma como
dH = CA%(X)dXdU, (A.17)

onde dU ¢é a medida de Haar do grupo unitario, normalizada para f dU =1, e

dX =[], dz;. A constante C' é determinada pela condicao de normalizacao
1=Cy / dHe "™ — oy C / dU / dXe T An (X)) (A.18)

A parte radial é resolvida com o auxilio da integral de Selberg [1], levando a

aNW-1)/2
=1"

Desta forma, encontramos a densidade conjunta de autovalores
oN(N-1)/2,N* N
P(X) = AT a ] H [ (A.20)

1<j

que define o ensemble de Hermite unitario, caracterizado pelo peso gaussiano.

A.2 Equacao da difusao

De posse do tensor métrico pode-se construir o operador de Laplace-Beltrami

0

Z\/f&gug”” |9|8§V-

(A.21)
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Usando o tensor métrico (A.5) em (A.21) obtemos o laplaciano no espago de matrizes

V=) —— 5 Z > — H(O‘ (A.22)

% a= OZ<_]

(H

Em coordenadas polares

1 X9 )
vy = 2 (X)Zax'Ai,(X) ax-+V2U (A.23)
N i=1 v v
1 XL o
_ AN(X)Z aszN(X)%—VQU. (A.24)

Os graus de liberdade angulares estao contidos em V. A tltima igualdade deve-se

ao fato de que S 2 Ay (z) = 0. Considere a equacio da difusio

Zlé)x

(; 2v2> F(H.T) =0, (A.25)

com condicdo inicial F'(H,0) = f(H), onde f(H) é uma fungao invariante. Um

processo de Wiener multidimensional, descrito pela equacao da difusao

Q—EZD@—Q F(6,t)=0 (A.26)
ot 2 - 1 0¢? O '
com condi¢ao inicial F'(£,0) = f(&), tem solucao dada por

F(¢,t) /K &,m;t)f(n)dn, (A.27)

onde

K(&,m;t) H\/ﬁ ( Z%) (A.28)
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desempenha o papel da fungao de Green. Portanto o nicleo de difusao associado ao
problema (A.25) é dado por

K(H, Hy;t) =

TY(H——H@Q) , (A.29)

1
N2 () N7z P (_ 2t

e entao
F(H,t) = /dHOK(H, Hy;t)f(Hy). (A.30)

As matrizes H e Hy podem ser diagonalizadas por transformacoes unitarias
H=UXU'" Hy=VYVT (A.31)

Para uma funcao invariante f(VYVT) = f(Y), a funcao F(H,t) depende apenas

dos autovalores de X e satisfaz

(% _ % -N1 a%) An(X)F(X,t) =0. (A.32)

A solugio de (A.25) com condico inicial Ay (X)F(X,0) = Ax(X)f(X) é dada por
AN(X)F(X,t) = W / AYK(X,Y; ) Ax(Y)f(Y) (A.33)
- W / dY exp G é(x - yi)z) An(Y)f(Y) (A.34)
_ mPEN(—l)P/dYeXp (% é(m - yPi)2> An(Y)f(Y).

A tltima igualdade explora o fato de que Ay (Y') é uma fungao antisimétrica, o que

permite escrever o nicleo numa forma determinantal. Portanto

F(X,t) = m / dVY det [exp G(x _yj)2>:| ijjé?)f(i/). (A.35)
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Por outro lado, a diagonalizagao (A.31) transforma o nicleo de difusdo de acordo

Cco1m

K(H, Hy;t) = K(X,U'VYVU), (A.36)

portanto a equagao (A.30) pode ser escrita como
F(X,t)=C / dVA Y AL (VK(X,UTVYVID)F(Y). (A.37)
Efetuando a transformacao U — UV, temos
F(X,t)= C’/dUdNYA?V(Y)K(X, UYUNf(Y) (A.38)

Comparando (A.35) com (A.38) temos

N CN!(zlm)Nm AN(X)lAN(Y) . {exp (%(x _ yﬂ?j §9>

Usando a definigao da constante C, eq. (A.19), chegamos ao resultado da integral

/ dUK(X,UYU";t)

de Itzykson-Zuber

/ dU exp M vatrpurt ) = ¥ ]ﬁlklw (A.40)
t P} AN(CL)AN(()) )
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Apeéendice B

Funcoes simétricas e polindmios de
Jack

Nesta tese referimo-nos diversas vezes a polinomios simétricos de Jack e de-
finimos certos nimeros quanticos como particoes. Apresentamos aqui o material
necessario para o entendimento desses conceitos. Devido a caréncia de material
acessivel em portugués, apresentamos neste apéndice um resumo da teoria de po-
linémios simétricos baseado principalmente na ref. [143] e em outros artigos citados

no texto da tese.

B.1 Funcoes simétricas

Seja A um conjunto nao vazio dotado de duas operacoes bindrias denotadas
por “+7 e “.7” denominadas soma e produto, respectivamente. Denominamos
(A, 4+, ) um anel se as seguintes 6 propriedades sao verificadas para quaisquer que
sejam a, be c € A.

1. Associatividade da soma: (a+b)+c=a+ (b+c)

2. Ezisténcia de elemento neutro para a soma: Existe um (tinico) elemento 0 € A,

denominado elemento neutro, tal que a +0 =0+ a = a, para todo a € A

188
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3. Existéncia de inverso aditivo: Para todo a € A existe um tnico b € A, deno-
tado por b= —a, talquea+b=b+a =0

4. Comutatividade da soma: a + b = b+ a para quaisquer a,b € A
5. Associatividade do produto: (a-b)-c=a-(b-c)

6. Distributividade do produto em relagio a soma: a-(b+c¢) =a-b+a-c;
(a+b)-c=a-c+b-c

Portanto, um anel é um grupo abeliano em relacao a operacao de soma e um semi-
grupo em relacao a operacao de produto. Sendo a operacao de produto distributiva

em relagdo a soma. Além disso, se um anel (A, +, -) satisfaz as propriedades

e Existe o elemento 1 € A, chamado unidade, tal que 1-a = a-1 = a para todo

a € A, dizemos que A, +,- é um anel com unidade
e Sea-b=>b-a, dizemos que A é um anel comutativo
e Sea-b=0=a=0o0ub=0, dizemos que A é um anel sem divisores de zero

Um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero é denominado anel de
integridade ou dominio de integridade. Um dominio de integridade (A,+,-) que

satisfaz a propriedade

e Para qualquer a € A, a #0, exitebe Atalquea-b=0b-a=1

1. Corpos sdo grupos comutativos em relacio & operacao de

¢ denominado corpo
adicao e mondides comutativos em relacao a operacao de produto. Os conjun-
tos Q,ReC sao exemplos de corpos em relagao as operagoes usuais de soma e de
produto. Seja K um corpo qualquer. Chamamos de polindmio sobre K em uma

indeterminada x a expressao formal

plx)=ay+az+...+apz™ + ..., (B.1)

'Em inglés usa-se a palavra field.
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190 Funcgoes simétricas e polinomios de Jack

com a; € K,Vi € Nedn € N tal que a; =0, Vj > n. Vamos denotar K[z] o con-
junto de todos os polinomios, sobre K, em uma indeterminada x. Considere também
as operagoes usuais de adigdo de polinomios, em que o polinomio nulo p(x) =0 é o
elemento neutro, e de produto de polinomios, em que polinomio constante p(x) = 1
desempenha o papel de identidade. Pode-se mostrar que (K[x],+,+) é um dominio

de integridade.

Se D ¢é um dominio de integridade, entao de modo inteiramente andlogo a
construgao de Klz], onde K é um corpo, pode-se construir um dominio de integri-
dade D[z] em que todos os polindmios na indeterminada z tém coeficientes em D.
Um exemplo importante dessa constru¢ao é o dominio K|z, y| dos polinémios em
duas indeterminadas = e y com coeficientes em um corpo K. Isto é equivalente a
construir o dominio D[y] em uma indeterminada y onde D = K|[z], o dominio dos
polinomios na interminada x com coeficientes em K. Desta construgao x-y = y-x em
Dly] = K|z, y]. De modo analogo pode-se estender essa construcao para os dominios
K[xq,...,z,] dos polindmios em n indeterminadas z1,...,x, com coeficientes em

um corpo K.

Fungoes simétricas sdo invariantes sob a ac¢ao do grupo simétrico (ou per-
mutagoes) Sy. Se x = (x1, ...,z y) representa um conjunto de varidveis, uma funcao

F(x) é dita simétrica se for invariante sob troca de suas varidveis, ou seja
K F(x)=F(z), VYi,j
onde K;; é o operador de transposicao (ou exchange), cuja agao é definida por
Kijf(wi,zg) = f(xg,2:) K g, (B.2)

em que f(x;,x;) representa uma fungdo ou operador.

O grupo simétrico S,, atua no anel polinomial Z[zy, ..., xz,| permutando os
2's. Seja
s
N, =Zxy, ..z,
o subanel dos polinomios simétricos em x4, ..., x,. Existe uma inclusao natural de

A, em A, que consiste em fazer a indeterminada x,.; = 0. Também ¢é conveni-
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ente considerar o limite formal A de A, quando n tende a infinito. Neste caso, os
elementos de A nao sao mais polinémios, sendo tradicionalmente chamados funcgoes
simétricas.

Nas proximas segoes listaremos varias bases para o anel de polindmios simétri-

cos, que serao indexadas por particoes.

B.1.1 Particoes

Uma partigao é uma seqiiéncia decrescente de inteiros nao negativos
A= (A1, Ay, ), (B.3)

onde A\y > Ay > ...\, > 1. Os inteiros \; sao chamados partes de A. O comprimento
da partigao, £ = £(\), é o nimero de partes de A\. O peso, ou ordem, da parti¢ao é

dado pela soma das partes
£\

A = Z A (B.4)

Seja P, o conjunto de todas as partigdes de n, ou seja, partigdes tais que |A| = n.

O ntmero de elementos de P, pode ser obtido pela fungao geratriz

1 o
=14 ) p.a". (B.5)
Hn:l(l - xn) nZ:;
Os primeiros p,’s sao p1 = 1, ps = 2, p3 = 3 e p, = 5. Por exemplo, existem 5
particoes de n = 4, sao elas: (4),(3,1),(2,2),(2,1,1)e (1,1,1,1) .
Cada particao A pode ser representada graficamente por um diagrama de

Young
D) = {(i,j) € Z*1 <i < U(N\),1 < j <\ (B.6)

Assim como ocorre nas matrizes, a posigao (i,j) refere-se a i-ésima linha e a j-
ésima coluna. Além disso, os pontos (i, j) da rede sao representados por quadrados.
Portanto, o diagrama de Young associado a particao A consiste em \; caixas na

linha do topo, Ay caixas na segunda linha, e assim sucessivamente, todas alinhadas
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a esquerda. O conjugado da particao A, representado por )\, é a particao cujo
diagrama é o transposto de A. A figura B.1 mostra um exemplo destes diagramas.

A X
il

Figura B.1: Tabelas de Young para a partigao A = (7,6,4,4,3,1, 1) e sua conjugada

N = (8,5,5,4,2,2,1)
Para cada quadrado s = (7, j) do diagrama D(\), definimos {(s), I'(s), a(s) e

a'(s) por
a(s)=XN—j, d(s)=75-1 (B.7)
I(s) =N —i, U'(s)=1i—1, (B.8)

que representam o nimero de quadrados acima, abaixo, a direita e a esquerda do

quadrado s, veja figura B.2. Também definimos funcao
h(s) =1(s) +a(s) + 1, (B.9)

que representa o comprimento do “anzol” formado pelo quadrado s juntamente com

os quadrados abaixo e a direita de s.

Funcoes simétricas monomiais
.) uma particdo. Associado a essa particao definimos o monoémio

(B.10)

B.1.2
Seja A = (Mg, Ag, ..

NS YRP ¥
=ity
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i I'(s)

lis)

a’'(sh als)

Figura B.2: Bracos e pernas associados ao diagrama de Young.

A func¢ao monomial simétrica é a soma de todos os monomios distintos obtidos a

partir de z* pela permutacao dos z’s.

/ /
my = Z P(x) = Z x?;(l)x?f(z) . .x?;zn). (B.11)

PESN PESN

A linha no somatoério indica que cada termo aparece apenas uma vez. Por exemplo,
as fun¢oes monomiais simétricas associadas as partigoes de ordem |A| < 3 sdo dadas

por
may = Z{Ei, (B.12)
me = Y i, (B.13)

may = ZL% (B.14)
1<j

me = >, (B.15)

may = > (T 4 wal), (B.16)
1<j

m(17171) = Z TiTjTk- (B17>
1<j<k
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A tabela B.1 mostra estas fungoes monomiais simétricas para o caso especifico de

quatro variaveis.

Ordem || Particao Fungao monomial
Al A ma(z)
0 (0) 1
1 (1) 1+ Ty + T3+ Ty
2 (12) T1To + 13 + X124 + XoX3 + Loy + T3T4
(2) o]+ x5 + a3 + a]
3 (13) T1ToT3 + T1ToTy + T1X3T4 + ToT3Ty
(21) | 2tmy + aixs + wiwy + vdey + 233 + 130y
+x371 + 2379 + 2374 + Tix) + TiXy
(3) o3+ o+ ad +

Tabela B.1: Fungoes monomiais simétricas com peso peso |A| < 3 e N = 4 varidveis.

Se o niimero de variaveis é menor que o comprimento da particao, a fungao m
correspondente é nula. Para A percorrendo as partigdes de comprimento () < n,
os my(xy,...,x,) formam uma base de A,,. Se \ percorre todas as partigoes, m

forma uma base de A

B.1.3 Funcoes simétricas elementares

Quando A = (17), my é a r-ésima func¢ao simétrica elementar e,

€pr = Myir = Z Liy + - Lo (B18>

11<...<lp

Para r = 0 define-se ¢y = 1. Os e, podem ser obtidos a partir da fungao geratriz

E(t) =) et" =[] +at). (B.19)

r>1 i>1

Para cada particdo A = (A1, Ag,...) definimos ey = ey, ey, - ..
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B.1.4 Funcoes simétricas completas

Para cada r > 1, a r-ésima fungao simétrica completa h, é definida por

he =Y ma, (B.20)

[A|l=r

a soma ¢ realizada sobre todos os monomios de ordem r. Para r = 0 definimos

ho = 1. A funcao geratriz para h, é

H(t) =Y ht" =][(1—at)™ (B.21)

r>1 i>1

B.1.5 Soma de poténcias

Para cada r > 1, a r-ésima soma de poténcias p,, também conhecida como soma de

Newton, é definida por
Dr = M) = ZIZ. (B.22)

Para r = 0 temos py = 1. A funcao geratriz para os p,’s é

P(t) = Zprtr_l = Z ﬂ—xill‘,t) (B23)

r>1 i>1

Integrando os dois lados da equacao (B.23) em relacao a t, encontramos

S 0 - ). (B.24)

r 5
r>1 i>1

O argumento do logaritmo é a funcao geratriz das fungoes simétricas elementares,

E(t), portanto encontramos uma relagao entre as duas fungoes geratrizes

/ P = — In B(—1), (B.25)
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que, apos ser derivada em relacao a t, pode ser escrita na forma
E'(t) = E(t)P(t). (B.26)

Em geral, relagoes entre fungoes geratrizes possibilitam relacionar diretamente os
polinomios e efetuar mudancas de base. Por exemplo, usando as definigdes de E(t)

e P(t) podemos escrever

ne, = Z(—l)’"_lpren_r, (B.27)

r=1
que pode ser resolvida iterativamente. Escrevendo as func¢oes simétricas elementares

em funcao das somas de poténcias, temos

o = m-1 (529

e = pi, (B.29)
1

ey = 5@% — Do), (B.30)
1 1 1

€3 = épi’ ~ P2 + 53 (B.31)
1 1 1 1 1

€4 = ﬂpil - Zp%pz + 3PP + gpg VL (B.32)

B.1.6 Polindmios de Jack

Os polinémios de Jack, Jy(z1,...,x,; @), constituem uma familia de polinomios
simétricos que dependem de um parametro o. Pertencem ao anel Q(«)[z1, ..., 2n]sy
dos polinémios simétricos com coeficientes racionais em «. Eles sao unicamente
caracterizados pelas condigoes [44]

1. Ortogonalidade: (Jy, J,) = 6x ujx

2. Triangularidade: Jy(z; ) = my + 3,y vau(a)my,

3. Normalizacdo: Se |A\| =n o coeficiente vy 1» de z129 - - - 2, € n!
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onde o produto escalar é definido em termos de somas de Newton

(Pxs Duda = Oxpzac® (B.33)

onde zy = [[,5; ¢™m;!, m; é o numero de partes de X iguais a i. Portanto, os po-
linomios podem ser construidos pelo processo de Gram-Schmidt no anel polinomial.

A constante de normalizacao é dada por

=TT rs(o)n(s). (B.34)

SEA

Além dos polinomios “J”, existem outras padronizacoes adotadas na literatura. A
padronizacao “P”é caracterizada por polindbmios monicos, ou seja, com coeficiente

do maior monomio igual a 1

Py(xy,...,xy) =) a4 (B.35)

A padronizacao “C” é especificada pela condi¢ao

(£E1++IL‘N)”: ZC’/(\O‘)(xl,,xN), (B36)
[Al=n

sendo tteis na defini¢do de fungoes hipergeométricas de argumentos matriciais [98].

Os polinémios P.%) e C\*) relacionam-se com J\*) através de

o aMEl
C')(\ )(zl,...,xN) = jl | J§ )(xl,...,:)sN) (B.37)
P = L@ B.38
hY ($1a"'7$N) H* A (:El?"'axN) ( : )
A
o aMIAL
C)(\ )(xlw"va) = }I‘)\| P)E )(xlv"’ax]\/') (B39>

onde definimos

Hy=][]r(s) e H}=]]ris). (B.40)

SEX SEA
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Alguns exemplos de polinomios de Jack expandidos na base de fun¢des monomiais

simétricas sao mostrados na tabela B.2

Ordem || Particao Polinomio de Jack
B A P
0 (0) m(0)
1 (1) m(l)
2 (1%) maz)
(2) me) + M)
3 (13) m(ls)
(21) men) + Z%m(lz)
(3) meE) + e men + arairea 0
4 (13) m(14)
(2122) mee) + %m(lfg
(2%) mez) + Tha!M21?) + Tre)@ra) M)
(BL) | m@) + Tamen + ui—a?zm((m?) )+ a0
4 6(1+a
(4) m(41)2+ Tr3a M3 T (T+2a)(L3a) m(22)

+ i 3 @1 T aranreaasg 1Y)

Tabela B.2: Polinomios de Jack como peso |A| < 4

Os polinomios de Jack generalizam varios tipos de polinomios simétricos

sx(x1,...,zy) (Fungbes de Schur) , a—1
P)\O‘)(xl, o) — mx(x1,...,TN) (Fung(:)es mon?miais) , a— 00
Zx(x1,...,zn) (Fungbes zonais) , a—2
ex(z1,...,xy) (Fungoes elementares) , « — 0
(B.41)
onde X é a particao conjugada. Os polinémios de Jack P;a) (x1,...,2N), com L(N) <

N, também podem ser definidos como funcgoes que satisfazem a equacao de autovalor

D(a)J™ = dyJ\, (B.42)

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



B.1 Funcoes simétricas 199

onde D(«a) é o operador diferencial

N
. 0? 2 x2 0
_ 2 = d
Dla) =4 sz ta > P (B.43)
i=1 1<i#j<m
com autovalor
N 2
dy = ;&-P\z—l—a(i—lﬂ + [A[(NV —1) (B.44)
N 2
= > N[hi- 1+E(N—i)}. (B.45)

Esta definicao é mais til para os nossos propdsitos e serd usada nos proximos
capitulos. Além disso, os polinémios de Jack sao fungoes simétricas de grau |A|, ou
seja

T by, .. tey) = NI (@, ). (B.46)

Portanto, satisfazem a equacao de autovalor
6 7(e) _ ()
EL =|AJ), (B.47)

onde € é o operador de Euler
N
4 0
2 o

Neste ponto enfatizamos que o operador (B.43) nao é o tunico usado na literatura
para definir os polinomios de Jack, o que pode causar uma certa confusao. Ex-
plorando o fato de que J ia) é autovalor do operador de Euler podemos introduzir
novos operadores que tem os polinémios de Jack como autofungoes. Considere, por

exemplo, o seguinte operador

A

P(a) =D(a)+[1— (N —1)/a). (B.49)
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usando as identidades

Y9 B B
(N—l);xiaxi - Z(xia—%mja—%) (B.50)

1<J
i — ? — B.51
in—xjax,- Z(xi_xjaxi+xj_xiaxj)’ ( )
i#] <y

chegamos a

O\ I—=mita [ 0 G,
() o X it (o) @

Este operador aparece na ref. [114] como definigao dos polindémios de Jack através

da equacao de autovalor

D(a) ] = by J, (B.53)
com
N
by=> [N+ (N+1-2i)/al. (B.54)
i=1

Também aparece na ref. [45] no contexto do modelo de Calogero-Sutherland trigono-
métrico. Finalizamos esta secao listando algumas propriedades que serao usadas nos
préoximos capitulos. Freqiientimente precisa-se dos polinomios de Jack avaliados em
1V = (z; = 1,29 = 1,...,oy = 1). Diferentes padronizacoes assumem valores

diferentes. Em particular temos
(@) (4 N OMW!
o (aN) = — [T W-(-1D+a@i-1). (B.55)
(4,9)EX

Um resultado importante que permite trabalhar com duas classes de indeterminadas

x = (r1,22,...) ey = (Y1, Y, ...) é a identidade de Cauchy

S IO @)1 ) =[]0 = ) (B.56)

N A i
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Apeéendice C
O método de Gurappa

Recentemente Gurappa e colaboradores [75, 76, 77] publicaram um novo
método de solucao de equacoes diferenciais lineares baseado num mapa entre o
espaco de solugoes e o espaco de monomios. Além de produzir novas expressoes para
as solucoes, o método permite deduzir varias propriedades dos polinémios ortogonais
de uma maneira unificada. A idéia do método é baseada no fato de que o operador
de Euler é diagonal no espaco de monomios, ou seja, Ex* = \a* e que qualquer
operador diferencial ou monomio, @a, tem grau « em relagao ao operador de Euler,
ie. [E,0° = a®* Além disso o método é facilmente estendido para o caso
de muitas variaveis. Neste apéndice, apresentaremos a solucao de Gurappa para
algumas equagoes diferenciais ordinarias e parciais. Além disso, mostraremos como

o método pode ser usado na construcao dos polinomios de Jack.

C.1 O mapa

Uma equagao diferencial ordinaria pode ser escrita na forma

A A

[F(E)+ P(x,D)]y(z) = 0, (C.1)

onde F = 2L é o operador de Euler, D = L+ F(E) =¥ __a,E" e P(x,D) é

dx dr n=—o00

uma funcao polinomial arbitraria. A solucao de Gurappa é especificada no seguinte
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202 O método de Gurappa

teorema:

Teorema C.1 A equagio (C.1) tem uma solugao dada por

y<x>=cx{2<—1>m F(lE)P(x’D)] } (C2)

desde que F(E)z* =0 e Cy seja uma constante.

A equagao (C.1) conecta uma solu¢do da equagao diferencial com o espago de

mondmios. Deve-se notar que F(E) é diagonal neste espaco, portanto, sua inversa
é bem definida. A prova de (C.1) é simples e segue por substituigao direta.

(F(E) + P(z, D) {Z(—nm ﬁP(m,f))] }:ﬁ

m=0

_ F(E)Z:()(—l)m F(lE)p(x,D) x*+F(E>Z:()(—1)m F(lE)p(x,ﬁ>] 2
= F(E)2
= 0.

Este resultado é geral e serve como alternativa aos métodos de expansao em série
de poteéncias de Fuchs-Frobenius. Além disso, o método revela de forma natural
a estrutura algébrica das solugoes, fornecendo um algoritmo para a construgao das
mesmas. Outra representacao bastante til pode ser obtida com o auxilio do seguinte

teorema:

Teorema C.2 Se os operadores F = F(E) ¢ P = P(x, D) satisfazem as condigées

[F,P] = P (C.3)
Ffx) = 0 (C.4)
Pf(x) # 0, (C.5)

onde a € uma constante e f(x) é uma func¢ao bem comportada de modo que todas

as deriwadas facam sentido, entao a série pode ser somada formalmente, resultando
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C.1 O mapa 203

em

i FTYPY™ f(a) = exp (—P/a)f(:c> (C.6)

m=0

Prova: Vamos inicialmente mostrar que

—1 py\m 1 DM
(F71PY" f(a) = —— P f(2), (1)
mla
que poder ser provado por indugao.
iym=1
A ~ 1 - A A
FUPf(r) = ~F(E Pl
_ LpvEp - PRy
o
1 -
= —P
“Pf(a)

i1) Vamos supor que a relagao é verdadeira para m e checar a validade para o sucessor
m+1

(B P fa) = FP(E P)™ f(a) = — — F PP f(n)

mla™

Notando que
FP™ ' f(x) = ([F,P™+ P"E) f(x)

_ N PHE, PPt ()
k=0
— (m+1)aP (),

podemos escrever
1

(m + 1)aPm+1f(x)' (C8)

F—lpm—i-lf(x) _

Portanto

(B Py f(a) = FRLPm (), (C.9)

(m + 1)lam+!
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204 O método de Gurappa

o que completa a prova de (C.7). Portanto,

SO EP ) = Y (m'a: (z) = exp (-éﬁ) f@),  (C.10)

0 que completa a prova do teorema.
Em alguns casos F(E) pode ser fatorado F(E) = Fy(E)Fy(E) e o seguinte

teorema torna-se necessario.

Teorema C.3 Se os operadores Fy, Iy e P satisfazem as condicoes

[F1, Pl =aP, [F, ) =0, Ef(x)=0 ePf(z)#0, (C.11)
entao -

S (—)™MEF T P)"f(x) = exp (—F2_1]5/a) F(x). (C.12)

m=0

A prova deste teorema segue as mesmas linhas do teorema C.2 e nao a apresentare-

mos.

C.2 Exemplos

Para adquirir mais familiaridade com o método, vamos aplica-lo a alguns problemas

especificos.
1. Polin6mios de Hermite
Considere a equagao de Hermite
[d—2 — 2:70% + 24 y(z) = 0. (C.13)

Na formulagao de Gurappa esta equagao pode ser escrita como

A

[E —n— %152} y(z) = 0. (C.14)
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Esta equaciio tem exatamente a forma (C.1) com F(E) = E—ne P(z, D) = _%[)2.
A condicao F (E)ycA = 0 implica A = n, portanto, de acordo com o teorema C.1,

podemos escrever uia SOlU.QENLO como

y(z) = C, {Z(—nm [E - _P(s, f))} } . (C.15)

m=0

Além disso, os operadores satisfazem a seguinte condicao de comutacao
. 1o oy " .

[F, P| = —§[E,D | =D* = —-2P. (C.16)

Portanto, pelo teorema C.2, podemos escrever a solu¢ao na forma
n 1 - 2 n
y(x) = 2" exp _ZD ", (C.17)

onde a escolha C,, = 2" fixa a normalizagao usual dos polinémios de Hermite.
2. Polinémios de Laguerre
A equacao de Laguerre

[xd—Q +(v+1- m)% + n] y(x) = 0. (C.18)

dz?

Na formulagao de Gurappa esta equagao pode ser escrita como

~

[E —n—aD*—(v+ 1)15} y(x) =0. (C.19)

Esta equacdo tem exatamente a forma (C.1) com F(E) = E —n e P(z,D) =
—zD? — (v + 1)D. A condicio F(E)z* = 0 implica A = n, portanto podemos

escrever a solugao como

y(z) = C, {Z(—nm l ! pe, D)} }g;" (C.20)
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Além disso, usando os comutadores [E, D] = —D e [E,2D? = —zD? concluimos

que [F , f’] = —P. Portanto, de acordo com o teorema B.2, a solucao fica

y(z) = C, exp(P)z".

(C.21)

Escolhendo C,, = (—1)"/n!, temos os polindomios de Laguerre

y(x) = Ly ()

n! dx?

CL” (—xd—2 — 1)%) "

(C.22)

A tabela C.1 mostra um resumo de solugoes dos polinémios ortogonais classicos

obtidas com o método de Gurappa.

Equagao diferencial F(E) Solugao
[% —2zd 4 Qn] H,(z)=0 E—n H,(z)=C, exp[—i%]x”
E—n LY (z) = C, eXp[—$% — (v +1)L]am

o+ v+ 1)k 0 y(@) = 0.
[(1 — 2L 92 4 p(n+ 1)} Po(z) =0
(=2 — 2 +0?| To(2) = 0
[(1 — 2L _3pd 4 n(n + 2)] Un(z) = 0

[(1 — 2L~ 20+ Da 4+ n(n+ zw X
xCMNz) =0

(E+n+2)\)(E —n)

2 n
P.(z) = C, exp[—z(EJrlnH) %]x

To(z) = Cp exp[—3 L& 1ym

(B+n) da?
2 n
Un(x) = Gy exp[— 2(E+1n+2) el

2

Tabela C.1: Solugoes de Gurappa para as polinomios ortogonais cldssicos. Na ordem
de cima para baixo estao listados os polindmios de Hermite, Laguerre, Legendre,
Chebyshev tipo I, Chebyshev tipo II e Gegenbauer. Nao é possivel encontrar uma
forma exponencial para os polindmios de Jacobi.

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



C.3 Generalizagao para mais de uma varidvel 207

C.3 Generalizacao para mais de uma variavel

A generalizagao para o casos de N varidveis é imediata [75]. Neste caso, uma equacao

diferencial parcial pode ser escrita na forma

( 3 an(ZEn> n P) ({a}) =0, (C.23)

n=—oo

onde introduzimos o operador de Euler associado a i-ésima varidavel

E =x —. .24
§= T (C.24)

O operador 3, EI ¢ diagonal no espaco das fungées monomiais simétricas, my ({z}),

com autovalores . A7, portanto

Z ( (ZE”>—%(ZA">>mA {z})=0. (C.25)

n=—oo

Supondo que a agao de P no espago das fungoes monomiais simétricas seja dada por

Pm,\ = e\ym) + Z C’Mmu, (C26>

p<A

a solugao da equagao (C.23) é dada por

k
e

1 .
y({z}) = (P —e)| ma{a}).
2 2 (0SB e ) ]

(C.27)
com Y < a,(3°,A") +ex=0.

Vimos que os polinomios de Jack sao as autofungoes do modelo de Calogero-
Sutherland trigonométrico. A seguir mostraremos como o método de Gurappa pode

ser usado na construgao destas autofungoes [78|. Estamos interessados em resolver
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208 O método de Gurappa

a equacao de autovalor

N 2

i=1

Py = b\ P, (C.28)

onde P, denota o polindmios de Jack. Na formulacao de Gurappa esta equagao de

autovalor pode ser reescrita na forma

(Z(E? a4t S B By S bA> Py =0, (C.29)

« Ti — T;
i i<j " J

cuja solucao ¢ dada por

Py=my+ Y (—1)"Symy (C.30)
n=1

onde definimos os operadores

1 A

S\=— 7 C.31
yE - (©31
¢ 1 +
~ €T, T: A ~
Iy == = (B — E; A2 — by .32
A a;xi_xj( J)_'_;z A (C.32)

A acéo do operador Z, na base de monémios simétricos é dada por [45]

A 1
Zymy = (a ZO\Z —Aj) + Z)\g - bA) my

1<J
5 Ai—Aj—1
—I— a Z()\Z - )\j) Z m(,,.7)\i—s ,,,,, )\j+37~~~)' (033)
i<j s=1

Portanto, a acao de S sobre my resulta numa singularidade que pode ser eliminada

simplesmente zerando-se o coeficiente de m, em (C.33). Desta condi¢ao resulta o
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espectro do modelo

by = > M+ é > (= A) (C.34)

i<j

= YV 120, (C:35)

i

que estd de acordo com a equacao (B.54). Com esta escolha para by podemos

escrever a expressao final para os polinomios de Jack
m Z 1)’ St m (C.36)
Py $an 2 PNRLON .

onde

o 1 Ty +x;, ~ A
Sy =— uEZ-—E- — N+1-=-20)\ ). C.37
i (Z_< )= ( z>> (C.37)

7

A equagao (C.36) pode ser usada na construcao dos polinémios de Jack mos-
trados na tabela B.2. Como exemplo vamos considerar os polindmios de ordem dois,

ou seja |A| = 2.
1. A= (2)

De acordo com a eq. (C.36) os polinomios sao dados por
o _1 n /\n
Poy=ma+) — ) Se me- (C.38)
n=1

A acao do operador S na base de mondmios é dada por

§(2)m(1,1) = My, (C.39)
3(2)7"1(2) = —2my,. (C.40)
O que nos permite escrever (S(g))"m(g) = —2my ;. Portanto
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o0 _1 n
Py = m<2>—2Z(—) ma (C.41)

n=1 @
2
= m(g) + H—am(lyl). (C42>
2.\ =(1,1)
Neste caso
o _1 n An
P(Ll) = m(lyl) + Z (?) 5(171) m(171). (043)
n=1

A acao do operador 5’(171) é dada por S(lyl)m(lyl) = 0, portanto
Py = ma,- (C.44)
O método de Gurappa também pode ser usado na obtencao das generalizagoes

multidimensionais dos polindmios classicos. Por exemplo, vimos na se¢ao 4.2 que os

polinémios de Hermite generalizados satisfazem a equagao de autovalor

N 2
> 0 2x18+5z 0 +ex| Hy=0. (C.45)

p— 82 Ox T — x; Ox;

Esta equacao pode ser escrita na forma

N
(Z 20E; - N)—A+en+2) A,-) H, =0, (C.46)

1=1

onde introduzimos o operador

2 Z — ax, (C.47)
(i)
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Portanto, a solucao da equagao diferencial pode ser escrita como

HA_C)‘Z( ' A—Z)\ — ) my, (048)

onde c) é uma constante. Note que a acao do operador A sobre uma base de funcoes
monomiais my reduz a ordem dos mondémios |A| para || — 2, portanto, ndo produz
termos diagonais. Os termos diagonais produzem singularidades e sao evitados com
a iImposicao

A=—2) A= =2}, (C.49)

portanto a eliminagao das singularidade fornece os autovalores. Desta forma, a

solucao passa a ser escrita como

1 R n
H)\ —C)\g <mz4> my. (C50)

Os operadores da eq. (C.50) satisfazem a relagao de comutagao

[ (8 — X)), A] = —4 A, (C.51)

e podemos usar o teorema C.2 para escrever a solucao na forma de um operador

exponencial atuando no espago de monoémios conhecida como férmula de Lassale
[72]

H)\ = c,\e_A/4 my. (C52)

Vale salientar que poderiamos escolher os proprios polinomios de Jack em vez dos
monomios simétricos para a construcao da solucao. Esta escolha é a usada na ref.

[72], onde os autores escrevem a seguinte férmula de Lassalle

21l ; 5
Hy=—— M35, (C.53)
cyrayy

onde Ci/ féo polinomio de Jack na “padronizacao C” e a constante é fixada em
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cy = 2P/ Ci/ A (1™). O mesmo método pode ser empregado para os polinomios de

Laguerre generalizados, resultando na férmula de Lassalle (4.40).
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Apeéendice D

Mudanca de variaveis na equacao
de Fokker-Planck

Nesta secao vamos mostrar como a equagao de Fokker-Planck se transforma
sob uma mudanca de varidveis. Vamos nos concentar no caso especifico da matriz
e . . 2 2 :
de difusao ser diagonal, ou seja, Di(j) = Df )5ij. Resultados para uma matriz de

difusdo geral podem ser encontrados no livro do Risken [71]. Como ponto de partida

considere a equacao de Fokker-Plack nas varidves {z} = (z1,...,2y)

N

=Y [ai D ({a}) + %Dﬂ{x}) P({z},0). (D)

Agora vamos realizar a mudanca de variaveis

Deve-se notar que a mudanca de variaveis nao altera a probabilidade de encontar o

sistema num dado elemento de volume, ou seja
PdNz = PdVi. (D.3)

213
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Portanto, as densidades de probabilidade P e P relacionam-se por
P=JP, (D.4)

onde J é o Jacobiano da transformagcao

N .
g xz‘Det(axl)‘. (D.5)

T Vi 0i;

A equacao de Fokker-Planck nas varidaveis novas pode ser escrita como

N

P A 0 x5

onde os novos coeficientes de deriva e de difusao novos sao espressos em termos dos

antigos por

- N - 9~
A1) 6$Z 6$Z (1) 81', (2)
b=t {aijﬂ' Tz D } (D7)
= J
. N o797\ 2
DY = (8 ) DY, (D.8)
j=1 N

Estas sao as regras de transformagao usadas na secao 4.3.
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Equacao de movimento para a

funcao de correlacao de n-pontos

Usando a equagao (4.66) com F' dado pela eq. (6.53) obtemos a equagao de

movimento da fungao de n-pontos p, = p,(x1,...,T,;t)
N CHILD (ED
o FP :
{1}

A acao do operador de Fokker-Planck adjunto L}P no produto de fungoes delta

pode ser escrita como

n 2
cppﬂé v — ) = Z(D?%Jer 8?;) —u,) [] oa:

p=1 i(#p)

(1 >’ @
= ——DV 4+ Z_D| — Sz —
Z ( 8yl 8 2 ) ylp)ig) (ZE

Yip=Tp

Note que substituimos y;, por x, na ultima linha. Usando os coeficientes de deriva

215
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e de difusao definidos pela eq. (4.13) podemos escrever

E}PH O(z; —
i=1

= 0 0?

= —— | r(z,) + 0 + s(xp) Sz — xy,)
; i oz, P n+%l ?Jln+1 8x12] P 1:[
- 0 0 Tps1 — Y, y) 0?

= ——| r@,) + Bsx /dxn 2+ = s(x
; Oz, ) (lfilz(;élp) +l Tp — Tpt1 Ox? ()

X H (i — ay,) (E.4)
Substituindo a eq. (E.4) na eq. (E.1) e usando a definigao de p,,, eq.(4.68), temos
Opn & 02 0
ot Z { [@3(%) - %T(%)} Pn
p:l p p
8 dxn+1 ! s
B stay) [ (ST [[ow-wm) ) e (E9)
p

Ty — Tp+1 .
PN G () i=1

O valor médio que aparece na integral pode ser escrito como

n+1
<Z Z H5 i — Ty > :pn(x1a~~~>xn;t) Z 5(xn+1_xq)+pn+l(xla~~~>xn+1;t)-

{1} i (#lp) =1 q(#p)
(E.6)
Substituindo (E.6) em (E.5) temos
opn "\ | 02 0 s(xp)
o Z ws(fﬁp) 8—% r(zp) — Z H Pn
p=1 P a(#p)
0 pn+1(x17"'7xn+l)
R d,, , E.7
gty [ doy Pt (.7

que, com as defini¢oes de r(z) e Jg, resulta na equac¢do de movimento (4.71).
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Apéndice F

Construcao do operador de

Fokker-Planck no espaco imagem

O operador de Fokker-Planck no espaco imagem é construido a partir da relacao
MIQ = LIQ. E conveniente escrever o operador de Fokker-Planck no espaco ima-

gem forma

P m_9 m_ 9 ., pe 8
Mu - (DO,k&VO,k +D0ka ) Z (Dll 8 ll 8V127l> : <F1>

A fim de determinar a acido de M sobre ) percisamos das seguintes derivadas

S
S

1 09

Qovy, Z T — Vog (-2)
1 09 g

— == _ L F.
Q 8V1[ 2 ; .IZ' — I/ll ( 3)
1 9°Q 1 1 1

2 — F.4
Q a’/gk ; Ti — X (xz — Vo X5 — V%) (F-4)
19%Q B(B+2) 1 32 1 1 1

—— = - — — F.
Qov 4 zz: (i —vy)? 4 i~ (mi -y T — 1/11) (5)
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Desta forma encontramos

1 DY) B L BB+2) DY
Z it — _ 0k 1
QM”Q Z( zk:x —I/()k Zx — vy 4 Z:L’,'—l/ll

i il

le_%[zﬂ%(xf )

i — Vok XTj — Vok

1 1
EN" D@ - . F.6
+ 4 Zl: u <:L',-—1/u :L'j—l/ll)] (F.6)

Para lado direito é conveniente usar a forma simetrizada do operador adjunto

=% <r(xi>a% + S(xi)aa—:;) + g ; - ! - <s(xi>a% _ s(@-)a%) (57

%

A acao deste operador sobre o nicleo é determinada com o auxilio das derivadas

1 00 1 1G] 1

il — = F.8
Q Oz, ;ﬂfi_Vok 2 in—vu (-8)

1520 ﬁ+2 1 1 1
Qox2 Zx—u > < - )

l k£k' Vor — Vok! T; — Vo i — Vok!
2 1 1 1
iz (L)
1 1 1
= ( - ) : F.9
Z Vo, — V11 \T; — Vo, X3 — V11 ( )

k.l

Tese de Doutorado- Departamento de Fisica - UFPE



219

Resultando em

1
—LI0 =
Q 14
> Ly
- — T Vok 2w — vy
6+2 s(x;) 1 ( s(x;) s(x;) )
+ —p -
iz Yok — Vow \Ti — ok Tj — Vow 4 o Vu T vw \Ti—vu &= vw
BZ Z( s(z:) S (z;) ) 52( s(z;) ) . (F.10)
i Ty — Xy A Z; — Dok Ty — Vo T, — UV %’—Vu
Igualando as equagoes (F.6) e (F.10), e com o auxilio das identidades
7’0+7“1:L'2- _— 4 T0+T1 Vak7 (Fll)
Ty — Vak Ti — Vak
S\T; S(Va
(3) = 81+ So(x; + var) + (Vat) , (F.12)
Ti — Vak Ti — Vak
S(ZL’Z) 51+ 289 Vo S(Vak)
I F.13
(2 — Vak)? 2 v * (2 — Var)?’ (.13)

determinamos os coeficientes de deriva e de difusao

DY~ i) Vo) F.14
0k o) k,z Yo,k — Vo,k! Zl/olc—’/ll ( )
(#h) :
49 1/11
o B _stm) F.15
1 9 s'(vu) = r(vu +ﬁlz Vi — Vi Zlflz—’/ok ( )
()
@ _ 0
Dy, = _ES(VOk)a (10
N (F.17)
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220 Construgao do operador de Fokker-Planck no espago imagem

Os coeficientes de deriva podem covenientemente ser rescritos em termos de B, eq.
(5.18), na forma

Oln B
Dy = —r(vo) - gS(VOk) o (F.18)
+2, Oln B
DS) = 5 s'(vy) — r(vu) + s(vu) ——-. (F.19)
2 8yll
Além disso, a partir da defini¢ao de V', eq. (5.17), o seguinte é verdadeiro
1 0 2
V ovor [s(vor)V] = BT(VOk) (F.20)
1 0 +2
V—al/u [8(V11>V:| = ﬂ 5 8/(1/1[) — ’/’(1/1[), (F21>

onde s indica a primeira derivada de s. Combinando as equagoes (F.18), (F.19),
(F.20) e (F.21), obtemos

B 1 0[5(V0k)VB}

D = F.22
ok 2VB v, (F-22)
1 0[s(vu)VB]
pY . F.2
! VB 0wy (£.23)
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