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Resumo

Nesta tese, propomos um modelo dinamico estocastico para intermiténcia em tur-
buléncia completamente desenvolvida. O modelo ¢ baseado na nocao fenomenoléogica da
cascata de energia em turbuléncia, segundo a qual a energia é injetada na escala integral
do sistema por um fluxo externo, formando estruturas coerentes (vortices) grandes que
eventualmente se dividem em voértices menores, que por sua vez se dividem em vortices
ainda menores, até atingirem a escala de dissipacao, onde a energia é dissipada por efeitos
de viscosidade. Desta maneira, a energia é transferida essencialmente sem dissipagao pela
cascata através de uma hierarquia de vortices de tamanhos cada vez menores. Em nosso
modelo, a dinamica dos fluxos de energia (i.e., as taxas de transferéncia de energia)
entre escalas sucessivas ¢ descrita por um sistema de equacoes diferenciais estocasticas
acopladas que sao deduzidas a partir de condicoes fisicamente razoaveis. Sob a hipotese
adicional de que as escalas de tempo caracteristico para a dinamica em escalas sucessi-
vas sd30 bem separadas, é possivel calcular a funcao densidade de probabilidade (fdp) do
fluxo de energia em um dado nivel N da cascata de energia como uma integral miltipla
que envolve os fluxos de energia de todas as escalas acima. Os momentos da taxa de
dissipacao de energia em uma dada escala r sao encontrados e exibem comportamento
de lei de poténcia cujos expoentes foram calculados analiticamente. Também mostramos
que o modelo Log-Normal de Kolmogorov de intermiténcia é obtido do nosso modelo no
limite de uma cascata infinita. Usando a fdp do fluxo de energia, a distribui¢ao de prob-
abilidade dos incrementos de velocidade é calculada explicitamente e expressa em termos
de funcoes hipergeométricas generalizadas do tipo nFpy. Estas distribuicoes sao general-
izacoes naturais das distribuicoes gaussiana e da chamada ¢-gaussiana, correspondendo
aos casos oIy e 1 I, respectivamente, e representando (para N > 0) uma grande classe
de distribui¢oes de probabilidade com caudas de lei de poténcia e variancia finita. As
predicoes do modelo estao em excelente acordo com experimentos de turbuléncia Euleri-
ana e turbuléncia Lagrangeana. O modelo também ¢é aplicado para descrever flutuagoes
dos precos de ativos financeiros. No contexto da analogia entre turbuléncia e mercados
financeiros, nosso modelo de intermiténcia é reformulado como um modelo de volatilidade
estocéstica, descrevendo quantitativamente pela primeira vez a chamada cascata de infor-
macao dos mercados financeiros. Mostramos que as distribuicoes tedricas ajustam muito
bem as distribuicoes empiricas dos retornos do Ibovespa para registros de alta frequéncia
(cotagoes intraday). Uma aplicagdo do modelo a precificagao de opgoes também é discu-
tida brevemente. Finalmente, uma generalizacao do nosso modelo é apresentada, a qual
resulta em toda a familia de distribui¢bes baseadas nas fun¢oes hipergeométricas gener-
alizadas nF);. Possiveis aplicacoes desta classe geral de distribuigoes sao mencionadas
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Abstract

In this dissertation, a stochastic dynamical model is proposed for intermittency in
fully developed turbulence. The model is based upon the phenomenological notion of
the energy cascade in turbulence, whereby energy is injected at the integral scale by an
externally driving mechanism, forming large coherent structures (eddies) that eventually
break up into smaller eddies, which then split into even smaller eddies, and so on, all
the way down to the dissipative scale, where energy is dissipated by viscous effects. In
this way, energy is transferred essentially without dissipation along the cascade through a
hierarchy of eddies of decreasing size. In our model, the dynamics of the energy fluxes (i.e.,
the rates of energy transfer) between successive scales in the energy cascade is described
by a system of coupled stochastic differential equations that is derived from physically
reasonable assumptions. Under the additional hypothesis that the characteristic time
scales for the dynamics at the successive scales are well separated apart, it is possible to
compute the probability density function (pdf) for the energy flux at a given step N of the
energy cascade as a multiple integral involving the energy fluxes at all scales above. The
moments of the rate of energy dissipation at a given scale r are found to exhibit power-law
behavior and the scaling exponents are computed analytically. It is also shown that the
Kolmogorov lognormal model of intermittency is obtained from our model in the limit
of an infinite cascade. Using the pdf of the energy flux, the probability distribution of
velocity increments is then calculated explicitly and expressed in terms of generalized
hypergeometric functions of the type yFy. Such distributions are a natural extension of
the Gaussian and the so-called ¢-Gaussian distributions, corresponding to ¢Fy and | Fyp,
respectively, and represent (for N > 0) a large class of probability distributions with
power-law tails and finite variance. The model predictions are found to be in excellent
agreement with experiments on both Eulerian and Lagrangean turbulence. The model
is also applied to describe fluctuations in financial asset prices. In view of the analogy
between turbulence in fluids and price fluctuations in financial markets, our intermittency
model is reformulated as a stochastic volatility model, thus quantitively describing for
the first time the so-caled information cascade in financial markets. The theoretical pdfs
are shown to fit extremely well the empirical distribution of the Ibovespa returns for
high-frequency data (intraday quotes). An application of the model for option pricing is
also briefly discussed. Finally, a generalization of our model is presented which yields the
entire family of distributions based on the generalized hypergeometric functions yFy;.
Possible applications of this general class of distributions are briefly mentioned.

Keywords: Turbulence, Intermittency, Stochastic Differential Equations, Power- Law
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CAPITULO 1

Introducao

1.1 Turbuléncia

Considerado um dos maiores problemas em aberto da fisica classica, as flutuacoes
irregulares do movimento dos fluidos ganharam importancia em varias areas do conhec-
imento nas tultimas décadas. Por um lado, acredita-se que as equacoes de Navier-Stokes
contenham toda a informacao necessaria para explicar a complexidade da turbuléncia.
Neste caso, estariamos diante de um problema puramente mateméatico cuja solucao colo-
caria um novo marco na teoria de equacoes diferenciais parciais nao-lineares. O interesse
da comunidade é tamanho que um prémio foi instituido para quem conseguir realizar esta
faganha [1], consagrando o problema também como um dos maiores problemas matemati-
cos em aberto. Por outro lado, ha os que perceberam que uma teoria bem sucedida de
turbuléncia pode resolver problemas praticos na simulacao de escoamentos de fluidos
passando por veiculos, aeronaves e até reatores nucleares. Além disso, o fenomeno da
turbuléncia é o responsavel pela mistura rapida de ar e fluido no motor de combustao,
pela dissipacao de energia em linhas de escoamento de dgua e esté relacionada com a dis-
persao de poluentes na atmosfera e oceanos. Ele esta relacionado até com a distorcao na
propagacao de sinais eletromagnéticos. Mas, definitivamente, foram suas manifestacoes
mais corriqueiras as responsaveis pelo fascinio criado nas mentes dos pensadores. Seja
pela forma estranha que fica desenhada na 4gua quando um corpo passa rapidamente ou
pelas curvas que emergem da fumaca que corta o céu, os cientistas foram atraidos desde
cedo por este mistério que ronda a dinamica dos fluidos. Registros que ilustram este
fascinio podem ser encontrados em antigos desenhos de Leonardo da Vinci (Figura 1.1),
que esbocou o movimento erratico de escoamentos turbulentos. Porém, uma situacao
atipica surgiu quando os fisicos tentaram atacar o fendmeno de um ponto de vista mais
quantitativo: quando o assunto é turbuléncia, nao sabemos exatamente qual problema

devemos resolver.

Pode-se imaginar que a resposta imediata é que devamos tratar diretamente as equacoes

de Navier-Stokes na tentativa de encontrarmos uma solucao que explique a complexidade
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Figura 1.1 Desenho de Leonardo da Vinci (1452-1519) representando um escoamento turbu-
lento.

encontrada nos experimentos. Esta é uma abordagem ambiciosa e possui muitos adep-
tos. Este ¢ o caminho da linha de pesquisa que tenta extrair a turbuléncia de um ponto
de vista puramente deterministico, em que as flutuacoes irregulares sao causadas pelo
caos que surge das equagoes diferenciais nao lineares e nao de hipoteses sobre um ruido
emergente no sistema. Nessa abordagem deterministica, estuda-se o comportamento de
sistemas dinamicos nao lineares inspirados nas equacoes de Navier-Stokes, muitas vezes

com ajuda de simulagoes computacionais.

Outra linha principal de pesquisa em turbuléncia considera que algumas variaveis do
escoamento sao aleatorias e tenta-se modelar suas distribuigoes de probabilidade. Este
caminho segue os passos de Kolmogorov, considerado o pesquisador mais influente na area,
cujas hipoteses e resultados sao revisitados e refinados em busca de maior adequacao aos
experimentos. Contudo, existem outras formas mais recentes de modelar a turbuléncia,

com a utilizacao de conceitos de sistemas complexos, multifractalidade e renormalizacao.

E possivel que estejamos em uma posicao analoga ao surgimento da fisica estatistica:
apesar de nao ser possivel calcular as propriedades de um géas a partir das leis de Newton,
as variaveis relevantes para a descricao experimental do sistema ainda podem ser tratadas.
Os calculos necessarios se tornaram a mecanica estatistica, donde surgiram os conceitos

de equilibrio, calor, temperatura, entropia, distribuicao de Maxwell-Boltzmann, etc. As
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leis de Newton continuaram respeitadas, mas uma nova fenomenologia teve que entrar
em cena. Uma fenomenologia apropriada para a escala do experimento que gostariamos
de explicar. De forma anéloga, precisamos fazer a pergunta certa para o fenomeno de
turbuléncia, a fim de descartar, se necessario, abordagens que requeiram um esforco
matematico descomunal para modelar partes do fenémeno que talvez nao sejam contem-
pladas pelos experimentos.

Quando um fluido escoa lentamente passando por um objeto solido, como as esfera
da Figura 1.2, podemos perceber as linhas de corrente do fluido desenhando suavemente
o contorno do corpo. Neste caso, dizemos que o escoamento é laminar. Ao aumentarmos
progressivamente a velocidade do fluido, as linhas de corrente separam-se da esfera na
parte posterior da mesma e forma-se uma zona de recircula¢do (com dois vortices atras
da esfera). Aumentando-se ainda mais a velocidade, a zona de recirculagdo aumenta
até eventualmente tornar-se instavel. Em seguida, um aumento da velocidade do fluido
causa uma quebra da uniformidade do escoamento e o fluido passa a apresentar compor-
tamento oscilante e periddico no tempo. Finalmente, apos atingir um determinado limiar
do nimero de Reynolds, parametro definido a seguir, perceberemos que o escoamento
apresenta-se de forma erratica logo atras da esfera, como mostra a Figura 1.3. O campo
de velocidades passa a oscilar de maneira ca6tica e aparentemente imprevisivel e dizemos
que este escoamento esta em regime turbulento.

Quando visto de uma escala apropriada, o que parece apenas ruido mostra uma hi-
erarquia de estruturas (chamadas de eddies, em inglés, ou turbilhdes, em portugués) que
evoluem no tempo e espaco. Elas se esticam, dobram-se, aglomeram-se e apresentam
grande sensibilidade as condigbes iniciais do experimento. Obter indicios da existéncia
desses turbilhoes a partir das equacoes de Navier-Stokes é uma tarefa muito dificil e ainda
nao foi concretizada. Entretanto, a partir das equacoes de Navier-Stokes pode-se definir
um parametro adimensional, o chamado nimero de Reynolds, que serve para caracterizar
o estagio de desenvolvimento da turbuléncia. Mais especificamente,

R = ﬂ, (1.1)

v
onde L e V sao respectivamente a escala caracteristica e a velocidade do fluido, e v é a
viscosidade cinematica do fluido, definida por n/p, onde n é a viscosidade dinamica e p
¢ a densidade do fluido. Fisicamente, o niimero de Reynolds representa a razao entre as
forcas inerciais e forcas viscosas, ou seja, é a razao entre os termos nao linear e linear das
equagoes de Navier-Stokes. Pelo principio de similaridade [2]| para fluidos incompressiveis,

o numero de Reynolds é o tnico parametro de controle dos experimentos. Portanto, as
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Figura 1.2 Escoamento de um fluido passando por uma esfera. (a) R = 9.15, (b) R = 25.5,
(¢) R=137.7, (d) R =118; do livro “Album of Fluid Motion” de Milton Van Dyke [2].

Figura 1.3 Escoamento de um fluido passando por uma esfera, R = 15000; do livro “Album of
Fluid Motion” de Milton Van Dyke [2].
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Figura 1.4 Construcdo de um histograma a partir da série temporal de velocidades [4].

medidas de turbuléncia deveriam variar monoticamente com este parametro, o que acon-
tece de fato nos experimentos. Neste aspecto, no limite de niimero de Reynolds infinito,
a chamada turbuléncia completamente desenvolvida pode ser descrita apenas por var-
iaveis aleatérias. Alternativamente, pode-se dizer, de um ponto de vista emergentista,
que um modelo de varidveis aleatorias consegue capturar de forma satisfatoria a fisica
necessaria para explicar uma dada classe de experimentos e, portanto, merece ser explo-
rado. Nesse contexto, podemos dizer que um dos objetivos da pesquisa em turbuléncia
¢ quantificar as flutuacoes de velocidade observadas em pontos distintos em um mesmo
instante de tempo (turbuléncia euleriana) ou para uma mesma particula em instantes de
tempos distintos (turbuléncia lagrangeana). Estas flutuagoes sao registradas como séries
temporais a partir de experimentos e usualmente estudadas através da funcao densidade
de probabilidade (fdp). A Figura 1.4 mostra uma série temporal tipica de incrementos
de velocidade medidos em um escoamento turbulento. Como mostra a figura, esta série
pode ser imediatamente associada a um histograma dos incrementos de velocidades, que
serd nosso objeto de estudo.

Encontrar um modelo de turbuléncia para as flutuacoes de velocidade consiste, em
ultima instancia, em obter uma forma funcional para esta fdp. Existem véarias propostas
de modelos para os incrementos de velocidade, o que resulta em uma grande variedade
de possiveis fdp’s. Contudo, uma caracteristica é marcante nos dados experimentais: a
distribuicao empirica dos incrementos de velocidade nao ¢ uma gaussiana para escalas
observacionais pequenas. A Figura 1.5 mostra um histograma para incrementos de ve-
locidade de turbuléncia lagrangeana, normalizado pelo desvio padrao, e uma distribuicao
Normal de mesma média e variancia que os dados. Os dados foram obtidos da Ref. [3]. As

curvas sofreram uma translacao para uma melhor visualizacdao. Note que a distribuicao
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Figura 1.5 Histograma dos incrementos de velocidade de um experimento de turbuléncia la-
grangeana vs. distribuicao Normal.

Normal falha completamente no ajuste aos dados, sobretudo na regiao das caudas.
Além da forma funcional da fdp para os incrementos de velocidade, procura-se esta-
beler uma relacao entre os momentos estatisticos das distribucoes encontradas em escalas
espaciais (ou temporais) distintas. Serd que existe alguma relagao entre a fdp dos incre-
mentos de velocidade para experimentos realizados em escalas observacionais diferentes?
A resposta é contemplada de diferentes maneiras pelos diversos modelos de turbuléncia.
Vamos revisa-los brevemente, comecando com uma exposicao historica das contribuigoes

encontradas para o fendbmeno de turbuléncia.

1.2 Breve Introducao Histérica a Turbuléncia

O problema de um sistema livre, no qual nao ha forcas externas, é trivial em algumas
teorias fisicas, pois resultam em equacoes diferenciais cujas solugoes sao relativamente
simples. A dinamica de fluidos, por outro lado, é descrita por uma equacao diferencial
nao linear dificil de ser resolvida. Ao aplicar as leis de Newton e a conservacao da massa a
um fluido (tratado como meio continuo) e langar méao de uma relagao constitutiva linear,
surge uma equacgao aparentemente simples, a equacao de Navier-Stokes, conhecida hé

cerca de 150 anos. O problema é que, como mencionamos, sua solucao geral, particular-
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mente no regime turbulento, ainda nao foi encontrada. Apesar dos esforgos iniciais, até o
final do séc. XIX nao se tinha nocdo clara do que era turbuléncia. Apenas notava-se que os
escoamentos poderiam ser laminares ou turbulentos e que estes tiltimos conseguiam trans-
portar calor, matéria e momento bem melhor que os escoamentos laminares. Percebeu-se
a partir de observagoes de canais de 4gua que existia uma analogia entre as moléculas de

géas e turbilhoes no sentido de carregar e transportar momento.

Foi o fisico inglés Reynolds quem comegou o estudo sisteméatico de turbuléncia [4].
A partir da visualizacao de escoamentos em canos, ele conseguiu estimar o critério para
a ocorréncia de turbuléncia a partir de um parametro de controle adimensional, hoje
conhecido como Ntumero de Reynolds, que introduzimos acima. Ele também introduziu a
chamada “Decomposicao de Reynolds”, em que separa a parte média da parte flutuante do
movimento do fluido. As equagdes de Reynolds para a velocidade média demonstraram o
chamado “closure problem” em turbuléncia: se, a partir da equagao de Navier-Stokes, for
gerada uma equagao auxiliar para um momento estatistico de ordem menor da velocidade
(como a média, por exemplo), a equagio resultante contem momentos de ordem mais alta
(e.g. a variancia) de forma que, em qualquer nivel na hierarquia de momentos estatisticos
existe sempre uma variavel a mais que o niimero de equacoes. Este tipo de caracteristica

nao é observada em processos gaussianos, por exemplo.

Posteriormente, um ntmero maior de cientistas se dedicaram ao estudo de turbulén-
cia, tanto teoricamente quanto através de experimentos. Apesar de Reynolds possuir
um trabalho relevante sobre o problema de fechamento das equagoes dos momentos das
velocidade, os fundamentos deste problema parecem ter sidos explorados pela primeira
vez por Keller e Friedmann [5]. Eles deduziram uma equagao dinamica geral para os
momentos e mostraram que, na equacao de cada momento, surgia momentos de ordem
superior. Desta forma, nao ha maneira de resolver a equacao sem a adigao de alguma
hipotese sobre a estatistica das velocidades. Varias tentativas foram feitas no sentido de

fechar as equacoes dos momentos.

Em 1922, a descrigdo fenomenologica da turbuléncia ganhou uma nova ferramenta
com a introdu¢do do conceito de cascata de energia por Richardson |6]. Segundo essa
proposta, quando inserimos energia em um escoamento turbulento, os maiores turbilhoes
sao criados e transferem sua energia para turbilhdes menores. Este processo se repete
em varias escalas até que a energia seja dissipada. Como veremos, esta idéia é de grande

utilidade em trabalhos classicos na area de turbuléncia.

Em 1935, Taylor introduziu o conceito de turbuléncia isotropica e homogénea [7].

Como as equacoes de Navier-Stokes podem ser vistas como aplicacoes das Leis de Newton
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aos fluidos, as transformagoes Galileanas preservam a forma das equacoes. Nao podemos
falar exatamente em simetrias da velocidade em um escoamento turbulento pois ela nao
¢ uma fungao bem comportada do tempo, mas podemos falar das simetrias no sentido
estatistico. Isto é, as simetrias, que sao quebradas quando aumentamos o nimero de
Reynolds e saimos de um escoamento laminar para um turbulento, sao reestabelecidas
em um sentido estatistico no limite do namero de Reynolds muito grande [8]|. Na pratica,
isto significa que podemos esperar algumas propriedades gerais a serem obedecidas pelo
campo de velocidades (e por sua distribuigdo de probabilidade). Por exemplo, as dis-
tribuicoes de velocidade (e seus momentos) em turbuléncia sao invariantes sob o efeito de
translacoes, rotagoes e reflexdes nos eixos coordenados. Além disso, herdam invariancias

por transformacoes de escala deduzidas a partir das equacoes de Navier-Stokes.

Taylor também foi o responsével pela introducao de uma hipotese muito importante
que leva seu nome. A hipotese de Taylor relaciona as flutuaces na diferenca instantanea
de velocidades que existe entre dois pontos fixos do escoamento (turbuléncia euleriana)
com flutuacoes que existem na velocidade medida em instantes diferentes para um mesmo
ponto fixo do escoamento. Desta maneira, experimentos de turbuléncia euleriana podem
ser feitos a partir de apenas um tnico sensor capaz de medir velocidade do escoamento
localmente, obtendo-se assim uma série temporal das medidas de velocidade. Em seguida,
os dados podem ser tratados e, de posse da velocidade média do escoamento, podemos

acessar diferentes escalas espaciais da turbuléncia a partir de uma mesma série temporal.

Em 1941, Kolmogorov entra em cena e, sem referéncia direta as equagoes de Navier-
Stokes, postula que as menores escalas da turbuléncia sao estatisticamente isotropicas,
nao importando como a turbuléncia é produzida [9, 10]. Juntamente com outras hipoteses,
a teoria de Kolmogorov, que ficou conhecida como K41, conseguiu deduzir alguns resulta-
dos que se mostraram em concordancia com os experimentos. Ele mostrou que a densidade
espectral de energia varia com o numero de onda, k, de acordo com ¢(k) = ckez/%’g,
onde € é a taxa na qual a energia é dissipada nas escalas menores da cascata de energia
e ¢, € uma constante universal, mas desconhecida. Esta lei ficou conhecida como a “Lei
dos 5/3” e ajustou de maneira consideravel os dados experimentais. A nocao de Kol-
mogorov, de que a energia ¢ injetada nas escalas maiores do experimento e, em seguida,
¢é transferida para escalas intermedidrias até atingir as escalas menores e ser dissipada é
uma descri¢do aproximada da idéia de cascata de energia introduzida por Richardson [6].
Esta visao captura grande parte da fenomenologia da turbuléncia. Como veremos mais
adiante, pode-se obter parte da abordagem de Kolmogorov para a cascata de energia a

partir das equacoes de Navier-Stokes, com a deducao da equacao de balango detalhado
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da energia.

A partir da década de 50, uma linha de argumentagao baseada em similaridade ganhou
certa notoriedade. Usando idéias de andlise dimensional e simetrias das equacgoes de
Navier-Stokes, alguns resultados foram obtidos desta maneira, que pode ser considerada
aproximada [11]. Por exemplo, a propria teoria de Kolmogorov pode ser introduzida,
como veremos mais adiante, no sentido de anélise dimensional e seus maiores resultados
podem ser deduzidos de maneira heuristica. Contudo, a maior problemética deste tipo de
abordagem ¢ que as constantes adimensionais que aparecem nas expressoes nao podem
ser obtidas. Por isso, este tipo de analise funciona como uma ponte entre a fenomenologia

e as teorias mais robustas, inclusive em pesquisas modernas.

Em 1962, Kolmogorov propos uma modificacdo em sua teoria, com idéias também
atribuidas a Obukhov [12]. Esta teoria, muitas vezes chamada de K62, surgiu inicial-
mente a partir de uma critica de Landau [13] com respeito a taxa de dissipagdo de
energia, €, considerada constante em K41. Kolmogorov contornou o problema assumindo
que esta varidvel poderia flutuar em torno de um valor médio e propos uma distribuicao
de probabilidade Log-Normal para governar as flutuagoes desta grandeza. Com esta pro-
posta, os momentos estatisticos dos incrementos de velocidade, calculados anteriormente
em K41, sofreram alteracoes. Este resultado tornou-se mais um marco na area de tur-
buléncia e possibilitou um melhor ajuste aos dados experimentais que surgiram anos mais
tarde. Assim, dizemos que a teoria K62 modela o fenéomeno da intermiténcia, pois con-
sidera flutuagoes na taxa de dissipagao de energia. No contexto de sistemas dindmicos,
dizemos que intermiténcia é uma alternancia entre fases de dinamica aparentemente per-
iodica e dinamica cadtica. Neste trabalho, usaremos o termo intermiténcia no contexto
de turbuléncia para indicar flutuacoes na dissipacao de energia, fato que resulta imediata-
mente em distribuigoes nao-gaussianas para os incrementos de velocidade, em oposicao
ao modelo K41.

Dado o sucesso obtido por Kolmogorov em suas duas teorias principais, além da nocao
natural herdada de mecanica dos fluidos de que nimero de Reynolds é o tinico parametro
ajustavel, passou-se a acreditar que o fendmeno da turbuléncia seja universal. Isto sig-
nifica que nao importa a forma geométrica do escoamento ou o tipo de fluido que seja
utilizado. Se olharmos em escalas muito pequenas, as estatisticas relacionadas a flutuacao
de velocidades ou ao fluxo de energia devem ser as mesmas. As técnicas experimentais es-
tao evoluindo no sentido de testar a universalidade dos resultados tedricos. O refinamento
experimental expos algumas falhas dos modelos tedricos e alguns fundamentos precisaram

ser revistos. Atualmente, alguns grupos conseguem obter o histograma dos incrementos
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de velocidade de uma tnica particula do fluido com medicoes que correspondem a até 600,
onde o é o desvio padrao dos dados [14]. Estes experimentos de turbuléncia lagrangeana
sao precisos e nao fazem uso da hipodtese de Taylor. A forma da densidade de probabili-
dade encontrada mostra claramente seu carater ndo-gaussiano (Figura 1.5), com caudas
que podem ser interpretadas como exponenciais esticadas ou leis de poténcia [15, 16]. O
problema nao é simplesmente saber se a distribuicao Log-Normal, exponencial esticada
ou lei de poténcia, ajusta melhor os dados. Importa também a validade dos principios

que cada argumento emprega [11].

Os procedimentos experimentais também revelaram novas estimativas dos momentos
da distribuicao em funcao da escala de observacao. A teoria de Kolmogorov (K41), como
veremos no capitulo 2, estima os expoentes de escala a partir de argumentos simples.
Como mencionamos, considerar a taxa de dissipacao constante resulta em expoentes que
variam linearmente com a ordem dos momentos. Os dados claramente mostram que
isto nao é verdade e a intermiténcia, primeiramente modelada em K62, tem um papel

fundamental nos modelos mais modernos de turbuléncia.

Paralelamente ao desenvolvimento desta linha de pesquisa, surgiram as formalizagoes
matemaéticas de variaveis que se comportam de maneira aleatéria. O ruido utilizado por
Bachelier e Einstein para modelar o movimento dos pregos de ativos [17] e movimento
browniano [18|, respectivamente, passaram por um estudo mais aprofundado que deu
origem ao calculo estocastico. Modelos em que as variaveis poderiam flutuar aleato-
riamente ganharam um formalismo matematico cujo tratamento passou a ser possivel.
Wiener formalizou o conceito de movimento browniano [19, 20|, possibilitando a general-
izagdo de processos estocasticos por It6 [21] e Doeblin [22], gerando ramo da matematica
que ficou conhecido como Calculo de It6-Doeblin. Entretanto, existem outras formu-
lacoes do caculo estocastico. Todas elas possuem vantagens de aplicabilidade e o calculo
de It6-Doeblin foi escolhido como ferramenta para o presente trabalho por questoes de
conveniéncia na demonstracao dos resultados. Todos esses esforgos permitiram que os
modelos (sejam de fisica ou economia) pudessem considerar variaveis cujas flutuagoes sdo
relevantes para a dinamica do sistema. Estas variaveis sao funcoes continuas do tempo,
mas nao sao diferenciaveis em nenhum ponto. Na Figura 1.6, estao exemplificadas algu-
mas realizacoes estocasticas de um processo que serd o centro desta tese. Note que seu
aspecto de ruido impossibilita qualquer tratamento do calculo usual. Perde-se a nocao
de derivada, mas uma generalizacdo da nocao de integral (e de diferencial) permitira a

realizacao dos célculos. Por isso, faremos uso constante desta ferramenta neste trabalho.

Na fisica, é comum propor equacoes diferenciais que contenha todas as simetrias pos-
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Figura 1.6 Trés realizacoes estocasticas do fluxo de energia no nosso Modelo Hipergeométrico
Generalizado de duas escalas (N = 2), que serd explorado nos capitulos seguintes.

siveis e capturam toda a fenomenologia de um sistema. Em seguida, deve-se tentar
resolvé-las. Para o caso das equacoes de Navier-Stokes, ainda nao foi possivel encontrar
uma solucao que explique melhor o fendémeno da turbuléncia. Entao, os cientista tomaram
a liberdade de comegar a estudar o problema a partir de uma etapa intermediaria: propor
equagoes diferenciais que capturem explicitamente mais detalhes fenomenolégicos da tur-
buléncia. O problema é que as varidveis interessantes nesta estratégia nao sao variaveis
deterministicas, que variam de maneira suave no tempo, e sim sao variaveis que flutuam
de maneira brusca, de modo que a tinica maneira de representéa-las é com o uso do célculo

estocastico.

Este mesmo calculo, a partir da década de 70, entrou na economia de maneira mais
intensa e passou a ser uma maneira padrao de modelagem para precos de ativos e precifi-
cagao de derivativos [23]. Como veremos, nosso modelo também encontraré aplicabilidade

nesta area de pesquisa.
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1.3 Objetivos e Organizacao da Tese

De uma maneira geral, o presente trabalho é uma tentativa original de modelar, de
forma dinamica e estocastica, o fenomeno de intermiténcia em turbuléncia. Esta forma,
que sera explorada nos capitulo seguintes, nao é a maneira padrao de tratar este fenémeno.
Na verdade, a pluralidade de modelos de intermiténcia nos leva a afirmar que nao existe
maneira candnica de atacar este assunto. Este campo é competitivo e os resultados teori-
cos sao dificeis de serem obtidos, mas os modelos possuem caracteristicas gerais e podem
frequentemente ser generalizados e aplicados em outras areas de pesquisa, como ficara
claro para nosso modelo no capitulo 5. Nosso modelo tenta capturar a intermiténcia de
maneira dindmica, propondo um sistema de equacoes diferenciais estocasticas acopladas

para os fluxo de energia ao longo da cascata.

Nesta tese, estaremos interessados inicialmente em obter um modelo simples para o
fluxo de energia entre as sucessivas escalas da cascata de energia em um fluido no regime
turbulento. Deste modelo, obteremos a auto-correlacao do fluxo de energia, calcularemos
a flutuacao da energia total do sistema e a solucao exata. Em seguida, introduziremos a
hipotese de separacao dos tempos caracteristicos das escalas de energia e resolveremos o
modelo nesta aproximacao, obtendo a distribuicao de probabilidade de equilibrio para o
fluxo de energia em uma dada escala. A partir desse resultado, obteremos a distribuicao
de probabilidades dos incrementos de velocidade, para a respectiva escala, em uma forma
analitica em termos de funcoes hipergeométricas generalizadas. Até onde sabemos, essa
familia de distribuicoes de probabilidade é inédita na literatura. Aplicaremos estes re-
sultados a dados de turbuléncia euleriana e lagrangeana, onde encontramos um excelente
ajuste. Em seguida, aplicaremos o modelo a econofisica e ajustaremos os dados de re-
tornos financeiros também de maneira notavel. O efeito do modelo sobre a volatilidade
implicita é calculado e formulas de precificacdo de opgoes sao encontradas. Finalmente,
mostramos como uma modificacdo do modelo pode gerar a familia geral de distribuicoes
hipergeométricas generalizada e comentamos possiveis aplicacoes. Uma descricao mais

detalhada do contetido de cada um dos capitulos desta tese sera apresentada a seguir.

1.3.1 Capitulo 2

Neste capitulo, vamos explorar algumas consequéncias das equacoes de Navier-Stokes
(NS). Inicialmente, vamos discutir quais tipos de simetrias essas equacoes possuem. Va-

mos entao deduzir, a partir das equacoes de NS, a equacao do balanco detalhado de
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energia. Em seguida, abordaremos a teoria de Kolmogorov (K41) e discutiremos seus
principais resultados do ponto de vista fenomenolégico. A teoria modificada de Kol-
mogorov (K62), chamado de modelo Log-Normal, também é explorada. Em seguida,
faremos uma breve revisao dos varios modelos de intermiténcia considerados na liter-

atura.

1.3.2 Capitulo 3

Neste capitulo, vamos partir da descri¢ado fenomenologica de Kolmogorov (K41) e
propor uma hipotese sobre as flutuagoes do fluxo de energia no regime de turbuléncia
altamente desenvolvida. A partir da equagao do balanco de energia, deduziremos heuris-
ticamente um sistema de equagoes diferenciais ordinarias para a dinamica do fluxo de
energia. Mostraremos que o resultado de equilibrio ¢ o mesmo previsto por Kolmogorov.
Encontraremos condigoes necessarias e suficientes obedecidas pelo sistema de equacoes
dos fluxos de energia e aplicaremos essas mesmas condi¢oes a um sistema geral de equagoes
estocasticas. Introduziremos nosso modelo estocéstico como sendo o tinico que obedece
a este conjunto de condigoes fisicamente razoaveis. Demonstraremos que o modelo prevé
uma auto-correlacao que cai no tempo como uma soma de exponenciais. Verificaremos a
conservacao de energia média no modelo e calcularemos a flutuacao da energia do sistema

em torno dessa média. Resolveremos ainda o modelo exatamente em termos de processos

de Wiener.

1.3.3 Capitulo 4

Neste capitulo, vamos encontrar explicitamente a distribuicao de probabilidade de
equilibrio para o fluxo de energia no nosso modelo. Demonstraremos um teorema que diz
como calcular a distribuicao de equilibrio de uma variavel que faz parte de um sistema
de equagoes diferenciais estocasticas acopladas no limite de grande separacao temporal
entre as variaveis. Primeiramente, resolvemos o nosso modelo de uma cascata de apenas
um nivel, para encontrarmos a distribuicao de probabilidade do fluxo de energia p(e;).
Aplicamos o teorema deste capitulo no nosso modelo de duas escalas e calculamos ex-
plicitamente a fdp do fluxo de energia p(ez). Passamos para o caso geral do modelo com
N escalas e encontramos a fdp p(ey) do fluxo de energia na ultima escala da cascata.
A partir do conhecimento de p(ey), encontramos a fdp dos incrementos de velocidade

e encontramos uma nova distribuigao explicitamente que pode ser escrita em termos de
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fungdes hipergeométricas generalizadas (v Fp). Em face desse resultado, vamos nos referir
ao nosso modelo (para a distribuicao de probabilidade dos incrementos de velocidade)
como Modelo Hipergeométrico Generalizado (MHG). Mostraremos que o MHG ajusta
de maneira excelente os dados experimentais tanto de turbuléncia lagrangeana quanto
de turbuléncia euleriana. Finalmente, vamos mostrar que o MHG reproduz o modelo

Log-Normal em um limite de cascata continua.

1.3.4 Capitulo 5

Iniciaremos este capitulo fazendo uma breve revisao da literatura dos modelos es-
tocasticos para a dinamica de pregos de ativos negociados no mercado financeiro. Es-
tamos interessados no modelo de Black-Scholes (BS) de precificagdo de op¢oes e suas
modificacdes em que a volatilidade dos retornos é uma variavel estocastica. Apresentare-
mos inicialmente um novo modelo de volatilidade estocastica de duas escalas, fortemente
baseado no MHG. Este modelo, como mostraremos, ¢ uma generalizacao do modelo de
Hull-White [24] e prevé uma auto-correlagdo com decaimento exponencial com dois tem-
pos de relaxacao diferentes, a depender da escala temporal considerada, concordando com
observagoes dos precos reais de bolsas de valores, inclusive a brasileira [25]. Utilizaremos
uma formula de Merton para corrigir os precos de derivativos a partir de um modelo
de volatidade estocastica para duas escalas, onde a fdp da volatilidade foi calculada ex-
plicitamente no capitulo 4. Tracamos a curva que representa o sorriso da volatilidade
(“volatility smile”) implicita pelo modelo de Black-Scholes a partir do nosso modelo de
uma e duas escalas. Mostramos ainda uma série de precos de op¢oes dados pelo modelo
de uma escala, em comparacao com Black-Scholes. Em seguida, aplicaremos o MHG
com N escalas para descrever a distribuicao de probabilidade dos retornos para dados
financeiros de alta frequéncia (em contagoes “intraday”). Encontramos um bom ajuste
do modelo a distribuicdo empirica dos retornos do IBOVESPA para diversos incrementos

temporais.

1.3.5 Capitulo 6

Neste capitulo estamos interessados em possiveis generalizacoes do MHG para obter-
mos distribuicoes baseadas em outras fun¢oes hipergeométricas generalizadas do tipo , Fj.
A generalizacao que estudaremos aqui consiste em propor novas equacoes diferenciais es-

asti X0, € variav A% i %
tocésticas para o “fluxo”, €, de alguma variavel relevante do sistema, preservando algumas
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caracteristicas fundamentais do modelo. Mostramos que para uma dinamica especifica,
a cascata resulta em uma fdp de equilibrio do tipo nya Fis, generalizando assim nosso
modelo para toda a familia de funcoes hipergeométricas generalizadas ,F,. Possiveis

aplicagoes deste modelo geral serao brevemente mencionadas.

1.3.6 Capitulo 7

Neste capitulo fazemos uma revisao dos principais resultados obtidos nesta tese. Apre-
sentamos também algumas perspectivas para continuidade da pesquisa e outras possiveis

aplicacoes do modelo que nao foram contempladas ao longo deste trabalho.






CAPITULO 2

Equacao de Navier-Stokes e Modelos de
Turbuléncia

Neste capitulo, vamos explorar algumas consequéncias das equagoes de Navier-Stokes
(NS). Inicialmente, estamos interessados em verificar quais tipos de simetrias essas equagoes
possuem, pois acreditamos que o ponto de partida para um modelo que englobe a
fenomenologia do escoamento turbulento é que ele respeite de alguma forma as equagoes
de NS, ou que, pelo menos, possua certas caracteristicas baseadas nestas equagoes. Por
isso, antes de introduzir nosso modelo, vamos deduzir, a partir das equagoes de NS, a
equacao do balanco detalhado de energia, que relaciona o fluxo de energia que entra e o
fluxo de energia que sai de uma determinada escala espacial. Esta equacao sera utilizada
para justificar nosso modelo para a dinamica do fluxo de energia, o qual serd apresentado
no capitulo 3. Em seguida, abordaremos a teoria de Kolmogorov para turbuléncia (K41)
e discutiremos seus principais resultados do ponto de vista fenomenologico. As hipoteses
desta teoria servirao como fundamentos para nosso modelo. J4 os resultados obtidos por
Kolmogorov funcionardo como metas a serem atingidas pelo modelo no limite de nao
intermiténcia. Introduziremos a critica de Landau ao modelo original de Kolmogorov,
que levou Kolmogorov a reformulacao da sua teoria (K62) e introducao do modelo Log-
Normal para as flutuacoes da taxa de energia dissipada (intermiténcia). Mostraremos os
principais resultados deste tipo de consideracao sobre a intermiténcia, que é a chave para

entender a turbuléncia e um dos pontos centrais desta tese.

A partir da evidéncia de intermiténcia, faremos uma breve revisao dos modelos que
capturam este fenomeno. De maneira geral, eles podem ser divididos em modelos baseados
na velocidade e modelos baseados na dissipacao. Esta revisao tem o objetivo de expor
os trabalhos relevantes de intermiténcia que generalizam a teoria de Kolmogorov, apesar
de possuirem origens bastante distintas. Além disso, o capitulo tem o objetivo de deixar
claro que nao existe uma maneira padrao de modelar a intermiténcia, o que torna o

assunto dificil de ser tratado.

17
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2.1 As Equacoes de Navier-Stokes e suas Simetrias

Para fluidos incompressiveis, as equagoes de Navier-Stokes (NS) podem ser obtidas
se aplicarmos a mecanica newtoniana ao escoamento de um fluido, considerando o termo
de viscosidade como atrito [26]. Da equagao de NS sera deduzida a equagao do balango
detalhado de energia. Para encontrar a equacdao do balanco de energia e justificar de
uma forma mais quantitativa o processo fisico da cascata de energia, precisamos dedicar
um esforco consideravel em sua demonstragao. Inicialmente, nesta segao, vamos discutir
as simetrias e principais leis de conservacao exibidas pelas equacgoes de NS. Na secao

seguinte, deduziremos entao a equagao do balanco detalhado de energia.

2.1.1 Simetrias

As equacoes de NS sao

. 1.
O+ - Vi = —=Vp + vV?37, (2.1)
p
V-7=0, (2.2)
onde 0; = %, U =19(x,y,z,t) & o campo de velocidades em 3 dimensoes, p = p(x,y, z,t) é a
pressao (grandeza escalar), v ¢ a viscosidade cinética do fluido (v = ). Por simplicidade,

vamos redefinir a pressao como sendo a razao %, de modo que a eq. (2.1) torna-se

QT +7T-Vi=—Vp+ vV (2.3)

Seguindo a Ref. [8], apresentamos abaixo uma lista das simetrias conhecidas, obser-

vadas nas equacoes de NS. Sao elas

—

- Translacio espacial: (t,7,7) — (t,7 4 p,7), com j € R?.
- Translacdo Temporal: (¢,7,7) — (¢t + 7,7,7), com T € R.
- Transformagdo de Galileu: (¢,7,70) — (t,7+ Ut, o+ [7), com U € R

- Paridade: (t,7,9) — (t, —7, —0).
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- Rotacdo: (t,7,7) — (t, A7, Av), com A € SO*(R?).

- Invariancia de Escala: (¢,7,7) — (A7, A7, M%), com A € R, ,h € R.

Na expressao acima, SOg(RE’) ¢ o grupo de rotacoes no espaco euclidiano de 3 dimen-
soes. A pressao nao consta nas transformacoes acima pois ela pode ser eliminada das
equagoes de NS e suas transformagoes podem ser vistas como a mesma transformacgao
observada para a varidvel escalar v* = v? [8]. As demonstragoes de algumas das pro-
priedades de simetria acima sao 6bvias. Por exemplo, as simetrias de translacao espacial
e temporal sao imediatas pois os termos nao dependem explicitamente do tempo nem das
coordenadas espaciais. Para a transformacao de Galileu, quando fazemos a substituicao
de #(t, 7) por #(t,#— Ut) + U, ocorre um cancelamento entre os termos originados de 8,7
e -V A paridade, por sua vez, provoca uma multiplicagao por —1 em todos os termos
da equagao, deixando, portanto, a equacgao invariante. Para a transformacao de escala,
quando efetuamos as mudancas de escala de tempo, espaco e velocidade da maneira
indicada, todos os termos da equacao sao multiplicados por A>*~!, exceto o termo de vis-
cosidade que aparece multiplicado por \*~2. Portanto, para viscosidade finita, o tnico h
permitido, ou seja, que permite o cancelamento dos fatores envolvendo A\, é h = —1. Esta
tranformacao de escala faz com que o nimero de Reynolds R permaneca o mesmo, pois
R =U'L'/v = \"'R = R, para h = —1. Podemos afirmar que esta simetria é equiva-
lente ao principio de similaridade em mecéanica dos fluidos, segundo o qual solucoes das
equagoes de NS para diferentes escalas de comprimento e velocidade, mas com mesmo
numero de Reynolds, sao 'similares’, ou seja, relacionadas entre si por uma mera transfor-
magcao de escala. O limite de nimero de Reynolds muito grande possibilita a escolha de
qualquer expoente h, pois o termo de viscosidade é eliminado neste limite. Note também
que todas as simetrias, exceto a de escala, sao consequéncias diretas das simetrias das

equacoes de Newton da mecanica cléssica.

2.1.2 Leis de Conservacgao

Nosso objetivo aqui ¢ obter algumas importantes leis de conservagao a partir das
equagoes de NS. Os fisicos, motivados pelo teorema de Noether [27] e pela formulagao
lagrangeana da mecanica, tendem a relacionar leis de conservacao a simetrias mesmo

quando esta relagao nao é inteiramente justificada. No nosso caso, as equacoes de NS
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formam um sistema dissipativo e nao teriamos, portanto, uma lei de conservacao de
energia no senso estrito. Contudo a energia total presente no sistema pode ser conservada
se adicionarmos um fluxo de energia constante externo ao sistema, que compense a taxa
de energia dissipada. Para obter tal equagao, que chamaremos do balanco de energia,

vamos fazer algumas definicoes.

Vamos considerar, como em [8], condi¢oes de contorno periddicas e denotaremos as

médias sobre o volume B, relevante por ():

1
=73 .

o) (R (2.4)
Como sabemos, qualquer funcao peridédica bem comportada pode ser escrita como uma
série de Fourier [28]. Por outro lado, as componentes de Fourier de uma fungao periddica
possuem média zero, ja que a média ¢ uma integral em um dominio que contém um
numero inteiro de periodos. Logo, a média de uma funcao peridédica é apenas o seu
modo constante (o modo k = 0), jA que a média dos outros modos se anula. Quando
derivamos uma funcao periddica, as componentes continuam sendo obviamente modos
de Fourier, pois derivamos uma série de exponenciais oscilantes. Além disso, o modo

constante (k = 0) anula-se pela agdo da derivada. Por isso, podemos afirmar que

(9if) =0, (2.5)
onde 0; = 5%. Pelo mesmo motivo, temos que
((9:f)g + (9ig)f) = (9:(f9)) = 0, (2.6)
donde segue que
((9:f)g) = —((9ig) f)- (2.7)
Em notacao vetorial, temos
(Vhg) =—=((V9) ). (2.8)

Mais adiante, vamos precisar da identidade

—

(@ (V x0)) = (7 (Vx1)), (2.9)

que pode ser facilmente verificada aplicando-se o argumento anterior ao termo V - (@ x 7).
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Outra relacao util é
(@ (V?0) = =((V x @) - (V x 7)), (2.10)

que pode ser deduzida a partir da identidade vetorial (2.9) e usando a condigao de in-

compressibilidade V-7 =0.

Vamos agora aplicar as identidades obtidas acima para deduzir a conservacao do
momento linear. Para isso, vale notar que o termo nao linear das equacoes de NS pode

ser escrito na forma
3 3
28 v;V;) sz 0;v;) + v;(0;v;)] Zvja v = U - (2.11)
j=1 =1

onde utilizamos V - 7 = 0 na segunda passagem.

Tomando a média espacial (()) em ambos os lados da equacdo de NS dada em (2.3), os
termos podem ser vistos como médias de derivadas espaciais, exceto o termo de derivada
temporal. Como vimos acima, derivadas espaciais possuem média zero e tais termos

resultam nulos, logo o tinico termo nao nulo ¢ o da derivada temporal:

d,
- (0) = 0. (2.12)

Esta é a lei de conservacao do momento linear, onde a massa (densidade) é omitida

por simplicidade, ja que estamos trabalhando com as equagoes de NS normalizadas pela
densidade.

Para a conservacao de energia, vamos multiplicar a componente ¢ das equacoes de NS
por v; para obter
v;0v; + vv;0;v; = —v;0;p + vv; Vv, (2.13)

onde o primeiro termo pode ser escrito como a derivada 9;(v?), pela regra do produto. O

segundo termo pode ser obtido a partir da relacao
1 v v o
5 Z 8j<1}j?}ﬂ}i) = 5 Z 8]-(1)]-) + gj Z 8]- (Ui”l}i) = V; Z vjajvi, (214)

onde utilizamos novamente a eq. (2.2) na segunda passagem. Assim, ficamos com a

equagao para a energia

2
1
at% + §8jUZ-2Uj = —vlazp + I/Uiv21}i. (215)
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Tomando a média da equacdo acima e utilizando a eq. (2.5), cancelamos os termos de
derivadas. O termo de pressao pode ser escrito na forma (v;0;p) = —(pd;v;), com o uso da
eq. (2.6). Finalmente, com o uso da eq. (2.9), podemos escrever o termo de viscosidade

na forma ((V x @) - (V x 7)) e obter

1 .
7 (57 = =5r Q@i + 00))*) = —v{|&P), (2.16)

1,J
onde W = V x v. Na equagao acima, a igualdade entre o termo do somatoério e a defini¢ao
de w pode ser mostrada facilmente. A eq. (2.16) expressa a conservagao de energia total
do sistema e nos diz que a existéncia de viscosidade implica na dissipacao de energia

cinética, como ja era esperado.

Se utilizarmos a notagao de |[8], podemos escrever a conservacao de energia de uma

forma muito simples:

d
—FE =—-9200 2.1
onde .
E = (5P, (218)
12,
0= <§\w\ ). (2.19)

Chamaremos F de energia total média, ou simplesmente energia. A grandeza () definida
acima é chamada de enstrofia. A partir das equacoes de NS é possivel deduzir outras leis
de conservagao, como a conservacao da helicidade. Entretanto, nao faremos esta discussao

aqui uma vez que tais grandezas nao serao necessarias para o presente trabalho.

2.2 Equacao do Balanco de Energia

Nesta etapa, estamos interessados em utilizar as definicoes da secao anterior e obter a
partir das equagoes de NS uma relacao importante que servird como base para a apresen-
tacao do nosso modelo. Esta equacao, que serd chamada de equacgao do balanco detalhado
de energia, relaciona a energia total acumulada em todas as escalas de comprimento, até
uma determinada escala, com o fluxo de energia através desta escala.

E notavel que a relacdo para a energia encontrada na secdo anterior nao dependa

do termo nao linear das equagoes de NS. Este termo, responsavel pela complexidade

das equagbes de NS, foi cancelado quando tomamos a média espacial da eq. (2.17) e
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passou a ser desnecessario para a conservacao de energia total. Esta tultima afirmagao
¢ verdadeira quando tratamos da energia total do fluido. Por outro lado, o termo nao
linear é responsavel pela distribuicao da energia entre as diferentes escalas espaciais, sem
afetar a energia total do escoamento, como ficara claro nesta secao. Em outras palavras,
apesar de a energia total nao ser afetada pelo termo nao linear, a maneira como a energia
é distribuida pelos diferentes modos de Fourier depende deste termo nao linear. Este
acoplamento entre modos de Fourier é caracteristico de sistemas nao lineares. Como
veremos, ele nos possibilitard a definicao do fluxo de energia responsavel por transferir

energia de uma escala espacial para a escala seguinte.

Considere a decomposicao em série de Fourier da forma

F7) =" fre™, (2.20)
i

onde k denota os vetores de onda dos respectivos modos, a soma em k deve ser entendida
como soma em todos os possiveis modos (k;, &y, k.) e k = |/2| Se truncarmos a série
de Fourier acima até um determinado ntimero de onda, estaremos descartando os modos
com numeros de onda maiores que um determinado valor. Desta maneira, a funcao
resultante é uma atenuacao da funcao original, sem as flutuacoes observadas nas menores
escalas de comprimento. Dizemos entao que a fun¢ao passou por um filtro passa baixa.

Formalmente, podemos escrever o filtro passa baixa como

fi = fe™, (2.21)

k<K

e o filtro passa alta é definido analogamente

G (2.22)

k>K

A decomposi¢ao acima foi utilizada primeiramente por Obukhov [29]. Para cada filtro,
existe uma escala espacial relacionada ao nimero de onda de corte (maximo ou minimo)

dada pela expressao ¢ ~ K.

Seguindo a notacao da Ref. [8], podemos definir o operador de filtro passa baixa Pk
Px: f(F)— fr (2.23)

Nosso objetivo agora é aplicar este operador nas equacoes de NS e, em seguida, tirar
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médias espaciais no sentido da secao anterior. Para isso, precisamos utilizar algumas

identidades. Inicialmente, note o efeito dos operadores V e V2 em uma funcéo f (7)

V@) = D) fre™, (2.24)
k

V() = (k) fe (2:25)
k

Podemos entdo afirmar que o operador Px comuta com V e V2, pois ao aplicarmos o
filtro passa baixa as equacoes acima obtemos a mesma funcao que a aplicacao de V e V2
a PKf

Outra propriedade que sera importante precisa da identidade de Parseval [30]:
(f9) = feg_i (2.26)
E

Para verificar esta relagao, basta observar que, ao decompor f e g em modos de Fourier
e fazer o produto, obtemos um somatoério duplo em todos os modos possiveis. Quando
aplicamos a média espacial, todos os modos (que sao funcoes periddicas) serao anulados,
exceto os modos que possuem niimero de onda zero, pois sao constantes. Estes modos
sao os que anulam a exponencial do termo f;; com a exponencial do termo g ;. Portanto,
se considerarmos o produto de uma funcao g com a versao filtrada da fungao f, ou vice-
versa, e calcularmos a média, teremos que truncar o somatoério até um nimero de onda
maximo

(9Pr(f)) = (fPx(9) > frg i (2.27)
k<K

Finalmente, a proxima relacao é simples e dada por

(frgx) =0, (2.28)

cuja demonstracao é imediata, visto que todos os modos harménicos deste produto sao
funcoes periddicas. Além disso, nao existem modos de nimero de onda zero, pois o corte
em K permite que f7 possua modos com vetores de onda que obedecem k > K, equanto
g% possui modos que obedecem k < K. Desta maneira, as duas fungées nao possuem
modos simétricos para serem cancelados. Em outras palavras, estamos considerando o

produto interno de vetores ortogonais no espaco das fungoes periddicas.
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Vamos agora aplicar o filtro passa baixa Pk as equacoes de NS. Considere as equagoes

de NS com o termo de forca externa f,
QT+ 7T -Vi=—-Vp+vVi+ [, (2.29)
onde f é considerado uma forca periddica. Aplicando Px & equacao acima, obtemos
O + Pic( + %) - V(U + T7) = =Vpi +vV20% + i, (2.30)

onde utilizamos a identidade f(7) = fz(7) + fz (7). Tomando o produto escalar de U

com a equacao acima e fazendo médias espaciais, obtemos
(U - Oh) + (0 - Pc(U + T7) - V(0 + 0%)) = (2.31)

(T - Vpg) + v(T - V2T3) + (U5 - fro).

Utilizando as propriedades da funcao Pk obtidas acima, podemos escrever a expressao

anterior na forma
1 — =, —
<8t§|77f<(|2> +(Ug - (Vg +0%) - V(U + %)) =

—(0% - Vo) + (i - VROR) + (0% - fR)s (2.32)

Vamos cancelar alguns termos da equacao acima. Primeiro, note que <77[<(6p}<(> = 0, pois
a média considera apenas os modos de niimero de onda zero, mas a derivada anula o modo
zero da pressao, resultando na igualdade proposta. Também temos a seguinte igualdade
para o termo de viscosidade: v (U5 - (U5 - V2Ux)) = —v (|Jd%|?). Esta igualdade é uma
consequéncia imediata da eq. (2.9) e da definicao da vorticidade &. Note que o termo

nao linear pode ser escrito como:

(T - (T - VIR)) + (T - (T - VIR)) + (0% - (0% - VIR)) + (0 - (0% - VIR).  (2.33)

(Uk - (U - VUg)) = (U - (Ug - VUR)) = 0. (2.34)

Esta igualdade pode ser demonstrada usando a condigao de incompressibilidade das

equagoes de NS. Reescrevendo a eq. (2.32) com as condigdes descritas acima, obtemos um
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resultado para a dinamica da energia que ¢ a chamada de equagao de balanco detalhado.

Neste caso, a equagao ¢ definida para cada escala (¢ ~ K1) e assume a forma
8tEK—|—HK = —QI/QK—l—FK, (235)

onde a energia total, Fx, acumulada até o numero de onda K ¢é definida por

1 "
Ex = > P (2.36)

k<K

A enstrofia total acumulada até o nimero de onda K é definida por

1 ,
Qe =5 > R (2.37)

k<K

A taxa de energia injetada entre os modos 0 e K é definida por

1 7
Fie =3 S it (2.38)

k<K

Finalmente, o fluxo de energia através da escala K ! é definido por

Mg = (U - (v - VUg)) + (U5 - (U - VUg)) (2.39)

Podemos interpretar a eq. (2.35) como uma lei de conservagao local de energia, com
a presenca de dissipacao dada pela viscosidade. Ao considerarmos um nimero de onda

K, que corresponde a uma escala espacial ¢ ~ K~}

, a taxa de variacao da energia total
contida nas escalas maiores que ¢ é igual a taxa de energia injetada no sistema menos
a energia dissipada por forcas dissipativas e menos um termo correspondente ao fluxo
de energia da escala ¢ para as escalas menores que ¢. Este termo de fluxo de energia
é resultado do termo nao linear das equacdes de NS. Como vimos, a energia total nao
depende deste termo, mas quando escrevemos o balanco de energia detalhado para cada
escala especifica, o termo nao linear aparece como um distribuidor de energia interna do
sistema, ou seja, um termo de interacao entre escalas espaciais sucessivas, ou entre os
sucessivos modos de Fourier do campo de velocidades. Este resultado é interessante pois
combina a descricao precisa das equacoes de NS com a idéia qualitativa da cascata de
energia. Como veremos no capitulo 3, vamos partir desta equacao do balanco de energia

para propor um modelo dindmico estocastico para o fluxo de energia ao longo da cascata.
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Antes de prosseguir, faz-se necessério discutir a teoria fenomenolégica para turbuléncia
proposta por Kolmogorov em 1941, usualmente conhecida como K41, bem como outros

modelos posteriores.

2.3 Teoria de Kolmogorov K41

Apoés dar contribuicoes a teoria dos conjuntos, analise de Fourier e aos processos es-
tocasticos, Andrey Kolmogorov voltou sua atenc¢do a turbuléncia de fluidos e, em 1941,
propos um conjunto de hipoteses simples que resultariam na maior contribuicao para a
area até entdo |9, 10|. Essa teoria corresponde as hipoteses de similaridade e universali-
dade de Kolmogorov e suas consequéncias. Esta teoria, além de servir diretamente para a
obtencao de pelo menos dois resultados experimentais conhecidos, é um ponto de partida
para os modelos fenomenologicos que pretendem capturar maiores detalhes do fen6meno.
Vamos formular as hipoteses de Kolmogorov seguindo a Ref. 8], que traz uma versdo

adaptada as pesquisas modernas, cujo conceito permanece idéntico ao original.

Hipoétese 1 No limite de niimero de Reynolds infinito, todas as possiveis simetrias
das equagoes de Navier-Stokes (geralmente quebradas pelo mecanismo de producao do
escoamento turbulento) sao restauradas de uma maneira estatistica nas pequenas escalas

e longe das fronteiras.

A escala utilizada como referéncia para a definicao das escalas menores é a chamada
escala integral do sistema ¢, que, no nosso caso, pode ser relacionada as dimensoes tipicas
das paredes do sistema em que o fluido esta escoando. As escalas pequenas obedecem a
relacao ¢ < fy. Estamos interessados na estatistica dos incrementos de velocidade, v,

entre dois pontos do espaco que estao separados por uma distancia £:

— —

SU(F, ) = (7 + €) — 5(7). (2.40)

Estes incrementos, por hipotese, nao deveriam depender da posicao em que foram cal-
culados, pois como a simetria translacional ¢ verificada nas equacoes de NS, entao a
funcao distribuicao de probabilidade dos incrementos de velocidade nao deveria depender
de posicao. Da mesma maneira, a isotropia encontrada nas equacoes de NS significa que
nao existe direcao preferencial no célculo dos incrementos de velocidade, se considerarmos

medicoes suficientemente distantes das fronteiras do sistema.

Hipoétese 2 Sob as mesmas condicoes que a Hipdtese 1, o escoamento turbulento €
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auto-stmiliar nas escalas menores. Ou seja, existe um unico expoente h tal que
IT(N) = /\héﬁ(ﬁ) (2.41)

O expoente é % para turbuléncia euleriana e % para turbuléncia lagrangeana. O
valor destes expoentes pode ser obtido com o postulado sobre a dissipagao de energia
que serd apresentado ainda nesta secao. Vale ressaltar que o expoente da turbuléncia
lagrangeana é o esperado para um movimento browniano. Portanto, espera-se que uma
equacao diferencial estocastica semelhante & equacao de Langevin governe este processo

estocéastico.

Hipoétese 3 Sob as mesmas condicoes que a Hipdtese 1, o escoamento turbulento tem

uma tazxa de dissipacao de energia, €, por unidade de massa constante e positiva.

Existe uma hipotese adicional de universalidade de Kolmogorov. Esta hipotese nao é
necessaria para a demonstracao dos resultados da teoria K41, que podem ser deduzidos de
maneira rigorosa a partir da relagdo de Karman-Howarth-Monin [31]. Contudo, o apelo
desta hipotese é bastante intuitivo e pode ser utilizado qualitativamente para a obtencao

dos momentos estatisticos dos incrementos de velocidade:

Segunda Hipo6tese de Similaridade de Kolmogorov No limite em que o nimero
de Reynolds tende para infinito, todas as propriedades estatisticas nas escalas menores
(0 < ly) sao unicamente determinadas pela escala em questio { e pela taza média de
dissipacao de energia €.

A partir desta hipotese, podemos deduzir heuristicamente uma relagao para a funcao
de estrutura de segunda ordem (ou segundo momento) das flutuagoes de velocidade
(69(0)%). Esta grandeza possui dimensido de [L]*[T]2 e a tnica combinagao das var-
iaveis ¢ e € que pode resultar em uma grandeza com mesma dimensdo é €2/3¢%/3 assim

podemos escrever

(60(0)%) = C /3023, (2.42)

onde C' é uma constante adimensional. A questao sobre a universalidade da constante C'
permanece alvo de investigagao experimental [32|. De posse da equacao (2.42), podemos
obter os expoentes para os demais momentos da distribuicao de velocidade. Na notacgao
da Hipotese 2, esta Hipotese de Similaridade implica que h = % para a turbuléncia

euleriana. Temos entao que
(60(0)P) = C,eP/3ep/3, (2.43)

O expoente de ¢ na equacao acima traz a conhecida formula dos exponentes de escala, ¢, =
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P, dos incrementos de velocidade na teoria K41. Kolmogorov apresentou uma féormula
exata para o terceiro momento de velocidades, conhecida como lei dos 4/5. Contudo,
os demais momentos sao obtidos apenas de maneira heuristica, a partir da Hipo6tese de
Universalidade. Vamos enunciar abaixo a lei dos 4/5 [10], mas optamos por omitir sua
deducao, pois ela nao serd explorada ou modificada pelo nosso modelo, por nao tratar
diretamente do fenémeno da intermiténcia. A intuicao desta férmula ja foi dada acima
de maneira simploria com base apenas em argumentos dimensionais, mas o valor da

constante multiplicativa é encontrado apenas na deducao completa.

Lei dos 4/5 Em turbuléncia homogénea e isotrépica, no limite de nimero de Reynolds
infinito, o momento de terceira ordem dos incrementos de velocidade, avaliado para dis-
tancias £ muito menores que a escala integral do sistema, € dado pela taxa de dissipacao

média de energia (positiva e constante) vezes a escala ¢ pela formula
(00(0)°) = —56@ (2.44)

Este resultado é notavel e introduz a idéia de universalidade da constante multiplica-
tiva dos momentos dos incrementos de velocidade. Como ressaltado em [8], as teorias
de turbuléncia devem obedecer a esta lei ou explicitamente violar alguma das condicoes

utilizadas em sua deducao.

A teoria K41 apresentou um bom ajuste aos dados experimentais em um primeiro mo-
mento. Contudo, conforme a resolucao das medigoes experimentais aumentou, observou-
se uma discrepancia entre as previsoes da teoria e os dados experimentais. Em particular,
o expoente (, calculado a partir dos dados nao apresenta o perfil linear proposto em K41 e
esta teoria precisou de uma modificacao. Basicamente, os resultados experimentais indi-
cavam que taxa de dissipagao de energia, €, nao pode ser considerada constante. Modelos
que consideram flutuacoes do fluxo de energia sao considerados modelos de intermiténcia
e generalizam de alguma maneira o expoente ¢, de K41. Em 1962, surgiu uma proposta
de Kolmogorov e Obukhov para modificar a teoria original de 1941 que ficou conhecida

como K62, a qual serd abordada na proxima secao.

2.4 Modelo Log-Normal de Kolmogorov-Obukhov (K62)

Em 1962, no Colloque International de Mécanique de la Turbulence, em Marseille,

Kolmogorov apresentou sua teoria sobre a intermiténcia (K62) e deu o crédito a Lan-
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dau pela alteracao fundamental da teoria K41 que resultou na nova teoria. A critica de
Landau a teoria K41 foi em relacao ao fato de a taxa de dissipacao de energia ser con-
siderada constante. Landau argumentou que, devido ao carater essencialmente aleatorio
do mecanismo de transferéncia de energia para escalas menores, a variacao da dissipagao
de energia deveria aumentar sem limites com a diminui¢ao da razao ¢/fy. O contexto
histérico por tras da nova teoria de Kolmogorov possui ainda um ponto de destaque. O
trabalho experimental realizado por Gurvitch [33] no Instituto de Fisica Atmosférica de
Moscou indicou que a amplitude das flutuacoes temporais do campo de velocidades sofre
variacoes bruscas. Obukhov, que foi aluno de doutorado do proprio Kolmogorov, afirmou
que estas variacoes na intensidade poderiam ser explicadas se a taxa de dissipacao € pos-
suir uma certa variancia em torno da média [29]. Como o fluxo de energia entre escalas
nao é uma grandeza facilmente mensuravel (ou que possa ser definida precisamente, em

geral), Obukhov propds como grandeza alternativa a taxa de dissipacao de energia média,

1
— Erle(th +7' 2.4
€ @3y /BZ r'e(ro +7'), (2.45)

em uma esfera de raio ¢, centrada em 7. Na expressao acima, a grandeza € corresponde

a taxa local de dissipacao de energia dada por

i 14 an av,- 2

A dependéncia em 7 foi omitida no lado esquerdo da eq. (2.45) pois em um sistema

isotropico, a dissipacao média nao deve depender da posicao. A idéia de Obukhov é
que a taxa média de dissipacao em um volume de tamanho caracteristico ¢ corresponde
ao fluxo de energia para as escalas menores. Obukhov propoés ainda que para pequenas
escalas, ¢ < {y, o logaritmo da taxa de dissipacao média €, deveria ter uma distribuicao

normal.

De acordo com o artigo original da conferéncia, Kolmogorov escreve que ¢ “natural
assumir” que a variancia de Ine¢, varia em funcao da escala ¢ do experimento de acordo
com a féormula

o = A+ uln(%o), (2.47)

onde 1 ¢ uma constante universal. Kolmogorov estava interessado em distribui¢oes do
tipo Log-Normal desde a publicacao de seu trabalho, em 1941, sobre a distribuicao dos

tamanhos de minerais pulverizados aleatoriamente [34]. Um modelo de cascata para este
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tipo de fenémeno foi invocado por ele, e Obukhov, ao propor a distribuigao Log-Normal
para a dissipacao de energia, fez referéncia ao trabalho original de Kolmogorov sobre esta
aplicacao a fragmentacao.

Podemos agora introduzir a segunda hipotese de similaridade refinada de Kolmogorov,
que diz que, sob as mesmas condicoes da hipotese original, os momentos estatisticos dos
incrementos de velocidade sao dados como funcao apenas de €, e da escala r. Assim,

podemos escrever

(6,07) = Celrh. (2.48)

As fungbes que caracterizam a estrutura do regime turbulento sao os momentos da
taxa de dissipacao de energia e das flutuacoes de velocidade e suas respectivas relagoes

de escala, definidos como
(ef) = e5(¢/L)™, (2.49)

(6v)) = (eol) 5 (£/ L)% (2.50)

Pode-se mostrar que o modelo Log-Normal implica nos expoentes de escala

Ty = g(q — %), (2.51)
P Ha
G =3+ 150 —p) (2.52)

Por outro lado, em turbuléncia lagrangeana, os momentos dos incrementos de veloci-
dade sao escritos em funcao da escala temporal 7 em que os incrementos sao medidos, de

acordo com a equagao
(6v2) = (eo7)5 (r/T)". (2.53)

Nesse contexto, o expoente ¢, para o modelo Log-Normal ¢ dado por

)\2
G =5+ 5 (=), (2.54)

N3

onde \? é um parametro livrte do modelo. O gréfico desta funcio de estrutura esté
representado na Figura 2.1, retirada do trabalho de Beck [35], na tentativa de ajustar
dados medidos por Xu et al. [3].

O modelo Log-Normal para intermiténcia apresenta duas inconsisténcias conhecidas.
Ele viola a desigualdade de Novikov [36], formulada como 7, + 3¢ > 0 (para ¢ > 0),
e implica em velocidades supersonicas para nimeros de Reynolds muito altos, pois ¢,

nao é uma fungdo monotonica de p [8]. Apesar desses problemas, o modelo atingiu
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Figura 2.1 Expoente das funcoes de estrutura do modelo Log-Normal para turbuléncia La-
grangeana

grande popularidade e foi o responsavel pelo surgimento de diversas generalizagoes, como

discutiremos a seguir.

Os modelos de intermiténcia mais discutidos na literatura da area farao parte, por
questao de completeza, de uma breve revisao neste capitulo. Entretanto, esses modelos
nao serao diretamente relevantes para o trabalho descrito nesta tese, de modo que o
restante deste capitulo pode ser lido superficialmente em um primeiro momento, sem

comprometer o entendimento dos capitulos seguintes.

2.5 Modelos de Intermiténcia

2.5.1 Modelo

Uma maneira diferente de incorporar o fenémeno da intermiténcia em um modelo
fenomenologico de cascata de energia é assumir que um determinado turbilhdo pode
dividir-se em outros turbilhdes menores, os quais ocupardo apenas uma fragao 3 (com
B < 1) do volume do turbilhao original [37]. A fracdo [ ¢ um parametro ajustével do

modelo. Definindo a porcao ativa do espago p, = " (ativa no sentido de estar fazendo
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parte de um turbilhdo), apos uma sequéncia de n divisoes, temos

14
pe=p"= ([)3‘D, (2.55)
0
onde 3
n
—D=— 2.56
3 Inr ( )

Como os turbilhoes ativos de tamanho ¢ ocupam apenas uma fracao p, do volume total,

entao a energia total acumulada em uma escala ¢ é dada por

0 o
Ep ~vipe = 0f ()7, (2.57)
0
e o fluxo de energia é
Eg U3 12
I, = — ~ L(=)3P 2.58
4 T / (60) ( )

A maneira original como D ¢é escolhida é equivalente a inserir o resultado do terceiro
momento de Kolmogorov ((6v3) ~ €f) como condi¢ao de contorno. Gostariamos de
enfatizar que esta etapa de fazer com que novos modelos reproduzam resultados tidos
como exatos é, neste modelo 3 e em muitos outros modelos, implementada como condi¢ao

de contorno. Assim, temos

1)3

I, ~ € ~ ﬁ (2.59)

Comparando (2.58) e (2.59), podemos encontrar o expoente de escala para as fungoes de

estrutura previsto por este modelo:

+3-D)(1-5), (2.60)

Cp = 3

w3

onde o caso (1, chamado de expoente de escala da velocidade no conjunto de dimensao

fractal D, é denotado por h e dado por
h=-———. (2.61)

Uma consequéncia do expoente (, ¢ que o espectro de energia é ligeiramente diferente do
introduzido por Kolmogorov

B(k) ~ k=G50, (2.62)
que ¢é consistente com a lei de 4/5 por construcao. A teoria de Kolmogorov (K41) é

recuperada com D = 3, escolha essa que elimina a correcao devido a intermiténcia. Um
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dos problemas deste modelo é que, apesar de gerar expoentes diferentes de K41 para a
velocidade, o expoente (, ainda é linear em p. Quando obtido experimentalmente, este
expoente ¢ ligeiramente concavo e nao aparenta ser uma fungao linear de p [38|.

O modelo 3 apresentado acima é um tipo de modelo que surge a partir da fenomenolo-
gia de turbuléncia, sem fazer referéncia direta as equacgoes de Navier-Stokes. Uma inter-
pretacao do modelo pode ser feita segundo o conceito de dimensao fractal desenvolvido
por Mandelbrot [39] e esta aplicacdo em turbuléncia nao teve aceitagdo imediata por

utilizar matematica considerada exotica para a época [8].

2.5.2 Modelo Bifractal

Uma generaliza¢ao natural do modelo 8 (ou monofractal) ¢ o modelo bifractal. A
modificagdo consiste em assumir que existem dois conjuntos ¢ e ¢y (do espago fisico) nos
quais os momentos da velocidade tem expoentes hy e ho respectivamente. Os conjuntos
considerados possuem dimensées fractal Dy e Dy. Assim, utilizando a relacao entre h e
a dimensao fractal do conjunto D encontrada no modelo 3, podemos calcular a funcao
de estrutura como a média ponderada entre dois modelos 3 diferentes. Isto implica que

o momento de d,v, no modelo bifractal, é dado por

ovp AN CNP T

onde as constantes (1 e s sao da ordem da unidade. Note que este modelo implica em
uma funcao de estrutura como combinacao de leis de poténcia. A depender da escala
considerada, um dos expoentes vai dominar. Considerando o limite ¢ < ¢y, o expoente
sera:

¢ = min(phy + 3 — Dy, phy + 3 — Dy). (2.64)

O grafico deste expoente possui um analogo a uma transicao de fase em p = 3, como

pode ser visto na Figura 2.2, para D = 2.5.

Apesar de nao parecer um expoente natural, dada a forma brusca com que ocorre a
variacao de (,, vale ressaltar que existem maneiras conhecidas de um modelo bifractal

surgir em sistemas fisicos. Por exemplo, a equacio de Burgers [40]
O + vi,v = v, v, (2.65)

que é um anélogo unidimensional das equacoes de Navier-Stokes, possui bifractalidade
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Figura 2.2 Expoente das fun¢des de estrutura para o modelo Bifractal

no sentido dos expoente dos momentos da velocidade v. Para p > 1, temos (, = 1 e
para 0 < p <1, temos (, = p. Desta forma, nao ¢ um absurdo intuir que sistemas nao
lineares de dimensoes superiores possam conter certas transicoes de fase nos expoentes

das funcoes de estrutura.

2.5.3 Modelo Multifractal

Um problema do modelo bifractal (ou monofractal) é que os expoentes da funcao
de estrutura sao localmente lineares. Isto nao é observado nos dados experimentais,
apesar da critica que existe contra os métodos de estimacgao destes expoentes a partir
das medigoes experimentais, sobretudo os expoentes dos momentos mais altos (p > 8,
por exemplo). Para ajustar os expoentes estimados de maneira mais adequada, uma
generalizacdo do modelo bifractal foi proposta, em que uma infinidade de expoentes h

sao considerados, dando origem ao modelo multifractal [41].

Esta idéia é parcialmente justificada com base nas simetrias estudadas das equacoes de
Navier-Stokes. Vimos que existem um continuo de expoentes h que deixam as equagoes de
NS invariantes no limite de auséncia de viscosidade. Esta propriedade ¢ implementada no
modelo da seguinte maneira: considera-se que existem invariancias de escala obedecidas

localmente no sistema. Todos os h sao permitidos, sendo que para cada h existe um
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conjunto fractal do espaco fisico com dimensao fractal D(h) no qual a lei de escala vale

com expoente h.

A hipotese de multifractalidade, assumindo o mesmo que a hipotese H1 da teoria K41
, diz que existe um intervalo de expoentes I = (Apin, Pmaz), € que para cada h neste
intervalo, existe um conjunto do espaco fisico ¢, C R?® com dimensio fractal D(h) de

forma que, quando ¢ — 0, temos

ovelr) (6 )h, rE on. (2.66)

Vo 4

Assim como no modelo bifractal, em que foi tomada uma média ponderada entre dois
expoentes, pode-se tomar uma média ponderada entre os infinitos expoentes que compoe

o continuo do intervalo I. Desta forma, obtemos

vy C \pht3—D(h
T [ duuopteem, 2.67)
Yo I 0
onde du(h) da o peso do conjunto de expoente h. No limite de ¢ — 0, a féormula da
medida du(h) ndo faz diferencga, pois a lei de poténcia com menor expoente domina e
podemos obter
In S, (¢)

im———-r==(,. 2.68

t—0 In(f) % (2.68)
Na verdade, isto significa que estamos calculando a inclina¢ao (derivada) de uma fungao
em um ponto bem particular. Afirmar que o valor encontrado é um expoente de escala
nao implica que as funcoes de estrutura escalam com a distancia, pois é um resultado

obtido apenas em um limite especial. Neste sentido, o expoente pode ser escrito como
G = i%f(ph +3 — D(h)). (2.69)

Novamente, utilizando o terceiro momento da lei de 4/5 de Kolmogorov como condigao
de contorno, obtemos
(3= i%f(?)h +3—D(h)) =1. (2.70)

Pode-se considerar a formula do expoente ¢, deste modelo como uma transformada de
Legendre [42|. Desta maneira, podemos construir uma formula de inversdo que extrai a
fungado D(h) (algo que ndo é observado diretamente no sistema) em fun¢ao dos expoentes

(p, calculados a partir dos dados.

Na préxima secao, veremos que é possivel construir modelos de intermiténcia em que



2.5 MODELOS DE INTERMITENCIA 37

se modela diretamente a taxa de dissipagao de energia, sem fazer menc¢ao aos incrementos

de velocidade na etapa inicial.

2.5.4 Dissipagao Multifractal

A quantidade relevante na descricao do modelo multifractal baseado na dissipacao de
energia é a média espacial da taxa de dissipagdo de energia (¢/), definida em uma bola
de raio ¢, definida na eq. (2.45).

Vamos denotar por Pf*(¢) como a fungao densidade de probabilidade de ¢,. Neste
modelo, assume-se o equilibrio e nimero de Reynolds muito grande. A multifractalidade
¢ inserida da mesma maneira que fizemos para os incrementos de velocidade, mas agora
para a taxa de dissipacao €.

Definigao A dissipacao € dita multifractal se existe uma funcao F(a) que mapeia 0s

expoentes a 6 dimensdo F(«), com F(«a) < 3. De forma que, para qualquer «, temos

i In Cediss (gafl)

lim =L ——— = 3 — F(a), (2.71)

onde Ciss ¢ a distribuicao de probabilidade acumulada de .

A definicao de multifractalidade em termos da dissipagao de energia pode ser escrita

(@) e

com { — 0 e e D, C R® Utilizando o mesmo argumento da secdo anterior, podemos

como

fazer uma combinacao de varios expoentes e tomar o limite de £ — 0 para obter
3\ 4 Tq
oy (2 (L 2.73
@~ () () 273)

7, = min[g(av — 1) + 3 — F(a)]. (2.74)

«

onde

Este tipo de modelo levou alguns grupos de pesquisa [11] a estudarem a série temporal
de dissipacao de energia. A partir da féormula considerada por Kolmogorov-Obukhov,
modificacoes de uma dimensao foram utilizadas para acessar as informacoes da dissipagao
a partir da série de incrementos de velocidade. As derivadas temporais, por outro lado,
sao substituidas por diferencas temporais entre os intervalos de medicao de uma sonda

de alta frequéncia. A hipotese de Taylor é utilizada para transformar as medicoes (feitas
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por uma sonda fixa) em dados de turbuléncia euleriana, correspondendo a diferencas de

velocidades entre dois pontos.

2.5.5 Modelos de cascata aleatoéria

Os primeiros modelos a implementarem o conceito de dissipagao multifractal foram os
modelos de cascata aleatéria multiplicativa. Estes modelos funcionam de maneira analoga
ao modelo 8 e podem ser construidos diretamente para os incrementos de velocidade ou
para a dissipacao.

Nesses modelos, considera-se que a energia contida em um cubo de lado ¢, é dividida
entre cubos menores de lado ¢;/2. Para cada passagem, o fluxo de energia sofre uma
perda (ou ganho) modelado por uma variavel aleatoria W. A fragdo de perda W possui

as seguintes caracteristicas gerais

W>0 (Wy=1, (W9 <oo VYg>0. (2.75)

Nao precisamos fazer nenhuma suposicao adicional sobre a distribuicao de W. Dai vem a
universalidade do modelo. Mesmo que exista uma distribuicao especifica para W, como
faremos a suposicao de um nimero muito grande de niveis, o teorema do limite central
transformara o fluxo final em uma variavel aleatoria distribuida de maneira Log-Normal.
O fluxo final de energia em uma escala é dado pelo fluxo inicial (da escala integral) vezes

uma sequéncia perdas (ou ganhos), ou seja,

€y = €W1W2...Wn. (276)

Os processos W; sao independentes e identicamente distribuidos. Podemos mostrar que,

em média, como os processo sao independentes, temos
(€0) =€, (2.77)

mas isso nao significa que a energia é conservada, pois a soma da dissipacao de 8 cubos
de lado £/2 nao é igual a dissipagdo de entrada. Isto significa que a cascata é ndo
conservativa. A partir do teorema do limite central, o logaritmo de € é dado pela soma de
varidveis independentes e igualmente distribuidas. Como o ntimero de niveis é infinito, é

imediato o calculo dos expoentes da funcao de estrutura, obtendo-se

Py

; 0gy (W5). (2.78)

Cp =
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Um limite bem particular é obtido quando fazemos W = 1/, com probabilidade [, e
W =0, com probabilidade 1 — 3. Este modelo foi proposto por Novikov e Stewart [43].

Os momentos da dissipacao e os expoentes da funcao de estrutura sao dados por

7q = —(1—q)log, 3, (2.79)
G =5 — (1= 5)logy (2:80)

Note que a correcao no expoente de Kolmogorov da funcao de estrutura é linear. Como
mencionamos anteriormente, os dados mostram que existe uma curvatura nos dados que

nao é ajustada por um ¢, linear em p.

Benzi e colaboradores [44] propuseram um modelo anélogo a este, com a alteragao
de permitir que ( assuma valores aleatoriamente. Este modelo funciona como o modelo
de cascata aleatoria com um ruido adicional advindo do fato de a taxa de transferéncia
do fluxo entre os niveis flutuar entre certos valores permitidos. Em seguida, os autores
propuserem uma escolha simples de apenas um parametro livre: [ pode assumir dois
valores possiveis apenas. O expoente 7,, que era uma linha reta na escolha de Novikov,
assume uma forma concava e, por isso, pode-se dizer que o modelo de cascata aleatoria

geral possui caracteristicas multifractais.

2.5.6 Modelos de She-Lévéque e Dubrulle

O modelo de She e Lévéque [45] propoe uma hipotese obedecida pelas fungoes de

estrutura, como se as diferentes fungoes fizessem parte de uma hierarquia da forma

B
R
onde S®(r) = limy_o Sp+1(7)/Sp(r) e 0 < B < 1 é uma constante. Esta hipotese, que
pode ser feita de maneira similar para a dissipacao de energia, concorda com observagoes
experimentais [46]. Se os valores dos incrementos de velocidade forem limitados, a
existéncia de S é garantida e pode-se mostrar que S®(r) = lim, S;/p, que por sua
vez é igual a |0,v|maez, 0 valor maximo de 6,v [47]. Pode-se mostrar que este modelo
prevé um expoente para a funcao de estrutura que nao depende de nenhum parametro

do escoamento, ou seja,
(60F) ~ (5, (2.82)
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- (;)p/3] | (2.83)

Este modelo foi logo generalizado por Dubrulle [48], que representou a cascata de

com

L)

Cp:9

energia do escoamento turbulento como um processo do tipo log-poisson infinitamente
divisivel. Ele também relacionou a dimensionalidade das estruturas dissipativas do es-
coamento, que ocupam uma fracao do espago, D < 3, com os expoentes da funcao de

estrutura

CP _ A _ D
o= (1—-A)Op+ - 5(1 397P), (2.84)

onde f=1-A/(3—A), com 3 € (0,1), esta relacionado ao grau de nao intermiténcia da
dissipacao de energia. Os outros dois parametros, Op e A, representam respectivamente
o expoente ndo intermitente dos incrementos de velocidade, d,v ~ £©, e o expoente do
tempo caracteristico de um turbilhdo da escala espacial ¢, t, ~ ¢2, que é definido como

periodo temporal das estruturas que fazem parte desta escala.

Para a cascata de Kolmogorov, temos © = 1/3 e A = 2/3. No limite de § — 1,
o regime nao intermitente de K41 ¢ obtido naturalmente. Os filamentos de vortice em
turbuléncia sdo caracterizados por D = 1 e a tltima equagao fica reduzida a eq. (2.83),

que é o modelo original de She e Lévéque.

2.5.7 Modelos de Sawford e de Reynolds

Seguindo a evolucao das técnicas experimentais, alguns modelos foram criados especifi-
camente para a turbuléncia lagrangeana, onde a estatistica dos incrementos de velocidade
de uma particula do escoamento em sucessivos instantes de tempo é estudada. O modelo
introduzido por Sawford [49] para turbuléncia lagrangeana é baseado em uma equacao
diferencial estocastica para a aceleracao das particula em um escoamento turbulento. A

aceleracao é dada pelo seguinte conjunto de equacoes diferenciais

dA = —(T; " +t, ") Adt — T 't tudt + \/QJQ(TL—l + ¢ )T W, (2.85)
du = Adt, (2.86)
dx = udt. (2.87)

onde dW é conhecido entre os fisicos como um ruido branco com média zero e variancia

dt. Mais formalmente, dW é o incremento do processo de Wiener, W (t), em um intervalo
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dt |20]. As duas escalas de tempo que aparecem nestas equagoes sao Ty, = 202/Cye e
ty V=¢Cy/ 2a0t77E , relacionadas com as escalas inerciais e de dissipacao, respectivamente.
Os parametros 02 e 04 = ape/ tf sao as variancias da velocidade e da aceleragao, onde €
é a taxa de dissipacao média da energia cinética do fluido dividida pela sua densidade,
tnE = \/V_/E é escala de tempo da dissipacao euleriana usual e v é a viscosidade cinemaética.
De acordo com a teoria de similaridade de Kolmogorov, a constante Cy e o parametro
ap devem ser universais para um ntmero de Reynolds (R) muito grande. Contudo, em
ntimero de Reynolds elevados, simulagoes numéricas mostraram que ay ¢ uma funcao de

R.

O modelo de Sawford é consistente com as formas das funcoes de estrutra lagrangeanas
obtidas pela teoria de similaridade de Kolmogorov, tanto no regime inercial quanto no
regime de dissipacao. O modelo também é consistem com o fato de os incrementos da
aceleracao e velocidade possuirem distribuicoes independentes, mas a previsao é que sejam
gaussianas [49]. Como veremos explicitamente no capitulo 4, as distribuigoes experimen-
tais da aceleragao apresentam caudas mais gordas do que a cauda da distribui¢ao normal.

O modelo de Sawford pode, entretanto, ser modificado para capturar esta caracteristicas
dos dados.

Uma modifica¢do proposta por Reynolds [50, 51| introduz uma nao linearidade na
equacgao diferencial estocastica da aceleracao, resultando em uma fdp para a aceleracao
com caudas em forma de lei de poténcia, apesar desta afirmacao ser possivel apenas do
ponto de vista numérico, visto que o modelo é muito dificil de ser resolvido analiticamente.

As equagoes do modelo de Reynolds sao

4 o 1 L - -
dA = —W(TL Y+t 1)Adt—§(1+A2/a?4)TL 't tudt+ \/202(TL Yt T AW,
(2.88)
du = Adt, (2.89)
dr = udt. (2.90)

A curva obtida pela simulacao numeérica deste sistema de equacdes possui uma bom
ajuste aos dados experimentais [51]. Partindo de uma proposta de Beck [16], Reynolds
calculou a funcao de autocorrelagao da velocidade para seu novo modelo. Ele utilizou a
mesma construcao utilizada por Beck para obter uma distribuicao ¢-gaussiana a partir de
superposicao de gaussianas. Dito de forma resumida, esta abordagem, que recebeu o nome

de superestatistica, considera que a distribui¢do de probabilidade, P(A), da aceleragao
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pode ser obtida como uma mistura de gaussianas, da forma

P(A) = / \/ge‘wf(ﬂ)dﬁ- (2.91)

No caso do modelo de Reynolds, a variavel 5 = e 3/2 est4 distribuida de acordo com

n

F =7 (5) 280265 exp(~5/260) (2.92)

A funcao densidade de probabilidade resultante deste modelo é a integral da probabilidade
condicionada P(A|f3), que é uma gaussiana, vezes a frequéncia f(/3) de ocorréncia de cada
valor da variavel 5. A forma final é semelhante ao modelo de Beck [35] para turbuléncia

lagrangeana.

2.5.8 Modelos de Cascas

Todos os modelos tratados anteriormente neste capitulo nao fazem referéncia direta
as equagoes de NS. Os modelos de cascas (“shell models”), por outro lado, sdo modelos
que partem de um sistema de equacoes diferenciais acopladas, com termos semelhantes
aos da equacao de NS. Nestes modelos, a intermiténcia nao é introduzida no sentido de
probabilidade, mas deve emergir naturalmente da dinamica deterministica.

O modelo de cascas mais simples [52| consiste em um sistema de equagoes diferenciais

ordinarias nao lineares acopladas:

d
(% + I/kn)un = O‘(knui—l - kn+1unun+1) + fm (293)

onde as variaveis u,(t) sdo fungoes reais e u_; = 0. O termo de forga externa ¢é restrito
apenas a um dos niveis e pode ser escrito como f,, = fd,,,. Esta altima condicdo é
justificada pois, geralmente, o regime turbulento é criado em laboratério com um fluxo
constante de energia que esta relacionado a apenas um dos modos do espectro de Fourier.
No espaco fisico, isto corresponde a escala integral do sistema. As demais escalas inferiores
nao sofrem efeito direto deste termo de forca externa, mas sentem sua influéncia de
maneira indireta pelo efeito dos termos inerciais (nao lineares) que sao responsaveis pela
distribuicao da energia pelas diferentes escalas.

Os numeros de onda usados na eq. (2.93) obedecem a relacao

ke = k2", (2.94)
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Esta relacao pode ser modificada pois nao existem argumentos muito robustos com re-
speito ao fator multiplicativo entre as escalas, b = 2, em modelos de cascata. O parametro
v > 0 é a viscosidade e o e 3 sao parametros de controle que podem ser nulos. Este mod-
elo, assim como os demais modelos de cascas, possui a propriedade de conservar energia.
Além disso, o termo ndo linear das equacoes é quadratico em u e existem invariancias de

escala do tipo:

n—n+l, u, — (1/2)"u,, t— (1/2)"7"¢ (2.95)

Este tipo de modelo pode ser visto como uma aproximacao das equacoes de Navier-
Stokes em que apenas as escalas (nimeros de onda) mais proximas estao acopladas. Os
primeiros modelos de cascas foram originados com Lorenz [53] em 1972 e ganharam novas
formulagoes. Em particular, notou-se que alguns deles podem apresentar comportamento
cadtico e intermiténcia. Em 1973, foi proposta uma modificacao complexa do modelo
de Gledzer [54], chamado de modelo GOY (Gledzer-Ohkitani-Yamada). Foi mostrado
numericamente que este modelo era intermitente e cadtico. Ja4 em 1991, Jensen, Paladin

e Vulpiani [55] calcularam a fungdo de estrutura,

Sp(n) = (lunl”), (2.96)

e mostraram que ela se comporta como

Sp(n) ~ k%, (2.97)

no regime inercial, definido como o intervalo n < ¢ < {y, onde 1 é o comprimento de
Kolmogorov e {; a escala integral do sistema. Como o expoente ¢, possui uma dependéncia
nao trivial em p, isto sugere multifractalidade (em referéncia aos resultados dos modelos
multifractais ja comentados, apesar das hipoteses serem completamente diferentes). Este
resultado foi confirmado por diversas simulagoes numéricas [56], mas considera-se que a
intermiténcia é um assunto ainda pouco entendido com base nestes modelos [8]. Em 1993,
Benzi et. al [57] estudaram uma maneira de obter analiticamente os expoentes (com
dependéncia nao trivial em p) para modelos de cascas. Eles construiram um processo

multiplicativo relacionado com o modelo de GOY e calcularam analiticamente (.






CAPITULO 3

Modelo Dindmico Hierarquico para
Intermiténcia

Neste capitulo, vamos partir da descricao fenomenolégica compartilhada por diversas
teorias sobre turbuléncia e, em especial, partir dos avancos pioneiros de Kolmogorov
ao tentar explicar o fen6meno com um conjunto de poucas hipdteses de universalidade
e similaridade. Motivados pela simplicidade dos argumentos encontrandos nas teorias
originais de K41 e K62, vamos explorar quais as implicagoes de uma hipotese adicional
sobre interacoes locais entre as escalas espaciais da cascata de energia. Combinaremos
esta hipotese com a equacao do balanco de energia e deduziremos heuristicamente uma
equacao simples para a dinamica do fluxo de energia. Como vimos no capitulo anterior,
esta variavel é a peca chave do fendmeno de intermiténcia.

Apesar de considerarmos uma dinamica para o fluxo de energia, mostraremos que o re-
sultado de equilibrio é o mesmo previsto pela teoria K41, que considera o fluxo de energia
constante. Faremos, entao, uma proposta de generalizacao da dinamica deterministica
do fluxo de energia: deduziremos condicoes necessarias e suficientes obedecidas pelo sis-
tema de equagoes dos fluxos de energia e aplicaremos as mesmas condicoes a um sistema
geral de equagoes estocasticas. Desta maneira, construiremos um modelo de equagoes
diferenciais estocésticas que possui uma série de condicoes fisicamente razoaveis para o
fluxo de energia, obtidas inicialmente da equagao do balanco de energia e da mencionada
hipotese de interagao local.

Neste capitulo, também calculamos a auto-correlacdo do fluxo de energia, obtida
diretamente a partir das equacoes do modelo. Demonstramos que o modelo prevé uma
auto-correlacao que decai temporalmente como uma soma de exponenciais, cada uma com
seu proprio tempo de relaxacao. Em seguida, verificamos a conservacao de energia no
modelo e calculamos a flutuagao da energia total do sistema para mostrar que, apesar da
energia se conservar na média, existem flutuagoes medidas por um parametro do modelo
que fara ligagdo com o limite de auséncia de flutuagées (como no caso de K41).

Calculamos também a solucao geral exata do modelo em termos de processos de

Wiener. A aplicabilidade desta solucao exata serd deixada em segundo plano, pois, em

45
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termos de densidade de probabilidade, um método que explora a separacao temporal
entre os niveis se mostrou muito eficaz na obtencao das distribuicoes de probabilidade do
fluxo de energia e, portanto, serd intensamente explorado no préximo capitulo. Contudo,
como explicaremos ao longo deste capitulo, caso o fluxo de energia ganhe uma maior
importancia experimental e teodrica, perguntas sobre propriedades do fluxo de energia
do modelo poderao ser respondidas de posse das solugoes exatas, que, por virem de um

sistema linear, sao relativamente simples.

3.1 Modelo Dindmico Estocastico para o Fluxo de Energia

Nesta secao, vamos, por razoes didaticas, apresentar nosso modelo para a cascata de
energia e discutir brevemente suas motivacoes fisicas, deixando para a proxima se¢ao uma
fundamentacgao tedrica mais rigorosa do mesmo. Vamos utilizar o conceito de cascata
de energia na construcao do nosso modelo. Inicialmente, para que a turbuléncia seja
mantida, vamos considerar que a energia ¢é injetada no sistema a uma taxa constante, €q,
na escala integral, ¢y, do sistema. Em seguida, esta energia é transferida para a escala
seguinte da cascata, denotada por /1, a uma taxa (por unidade de massa) denotada por
€1. Este processo de transferéncia de energia se repete entre as escalas consecutivas, ¢;_
e {;, com i = 1,2 ... N, sendo ¢ o fluxo correspondente de energia entre essas escalas,
até as menores escalas, onde ocorre a dissipagao da energia. Como é esperado em uma

cascata, os comprimentos caracteristicos das escalas sao relacionados por

A escolha do fator multiplicativo de 2 entre as escalas espaciais foi feita por simplicidade.

Como veremos, esta escolha pode ser facilmente generalizada em nosso modelo.

O modelo proposto para o fluxo de energia ey em uma dada escala {y = f—?v serd dado

pelo seguinte conjunto de equacoes diferenciais estocésticas acopladas

d€1 =" (61 — GQ)dt + I‘iléldwl (t), (32)
dey = —o(es — €1)dt + KoeadWa (), (3.3)
(3.4)

den = —yn(en — en—1)dt + knendWin(t). (3:5)
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Os parametros 7; e k; sao constantes positivas do modelo. Os dW; sao ruidos brancos
independentes. Como mencionamos, a variavel €, que aparece na eq. (3.2) é considerada
constante. Uma fundamentagdo mais detalhada (a partir da equagdo do balanco de
energia) para a escolha do modelo acima sera apresentada na proxima se¢io. Convém
mencionar, contudo, neste momento que a escolha dos termos no modelo é fisicamente
razoavel. Por exemplo, a parte deterministica representa o acoplamento unidirecional
entre as diferentes escalas espaciais da cascata. Se considerarmos apenas este termo
e omitirmos o termo aleatéorio da equacao (3.5), todas as variaveis ¢; relaxariam para
um valor constante ¢y, recuperando a teoria original K41, em que nao ha intermiténcia.
Este modelo também implica que a média do fluxo de energia independe da escala, pois

podemos escrever no equilibrio a relagao

(€:) = €0, (3.6)

onde () significa média estatistica. A escolha do termo de ruido nas egs. (3.2)-(3.5) tam-
bém é natural, pois espera-se um ruido multiplicativo em um processo de cascata. Como
veremos adiante, essa escolha serd responsavel pelo fato de as distribuicoes de probabili-
dade das varidveis ¢; possuirem comportamento de lei de poténcia. Outra propriedade do
modelo é que a energia segue sempre das escalas maiores para as menores e nao ocorre
transferéncia no sentido inverso. Ou seja, todos os fluxos de energia ¢; sao nao negativos.

Apos ter apresentado as principais caracteristicas das equagdes estocasticas (4.20)-

(3.5), vamos apresentar a seguir uma deducao heuristica deste modelo.

3.2 Deducao do Modelo

3.2.1 Termos Deterministicos

Inicialmente, considere a equacao do balanco detalhado de energia

8tEK = —2VQK—HK—|—FK, (37)

onde, relembramos, Ex é a energia total acumulada nas escalas ¢ > K, Qg ¢ a enstrofia
total acumulada das escalas ¢ > K, F é a taxa total de injecdao de energia no sistema
nas escalas ¢ > K~ ! e IIx é o fluxo da energia que sai da escala K~! e passa para as
escalas menores, vide eq. (2.35). No limite de niimero de Reynolds infinito, a contribuigao

do termo de viscosidade torna-se desprezivel, como vimos no capitulo 2. Portanto, neste
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limite, temos

OBy = —j + Fy. (3.8)

Como discutido anteriormente, para a manutencao do regime turbulento é necessario
que exista injecao de energia no sistema. Vamos supor aqui que esta energia externa
¢ injetada a uma taxa aproximadamente constante, o que corresponde a maioria das
situagoes experimentais de interesse. Isto significa que o periodo de oscilagao da taxa de
energia injetada ao sistema é infinito, logo a tinica componente harmonica desta taxa é o
modo com nimero de onda K = 0. Do ponto de vista da cascata de energia, isto significa
que estamos inserindo energia no sistema apenas na escala integral e esta energia serd
transmitida para as escalas inferiores através de um mecanismo existente no proprio fluido
(termos nao lineares), para ser dissipada nas escalas menores (termo de viscosidade). Para

este regime de injecao de energia, teremos

8tEK = —HK7 K > 0. (39)

Até agora, estamos considerando um numero infinito de possiveis nimeros de onda.
Queremos limitar nosso modelo a um conjunto finito de escalas de comprimento de forma
consistente com a idéia de cascata de energia. Vamos, portanto, considerar niimeros de

onda discretos da forma

1
K=, (3.10)
¢;
onde (; = {y/2". Assim, a eq. (3.9) torna-se
0, B, = —Tlg., (3.11)

com i = 1,..N, onde N & o nimero total de escalas (niveis da cascata). A escolha da
quantidade de niveis utilizados em uma cascata deve ser determinado a partir dos dados

experimentais, como sera visto no capitulo 4.

Agora, vamos construir a energia total acumulada entre duas escalas espaciais, que

seré identificada como a energia total de um nivel da cascata &;, definida pela relagao
& = Ek, — Bk, ., (3.12)

com ¢ = 1,2,..., N. Para encontrar o comportamento dinamico da variavel &;, vamos
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subtrair duas equagoes de balanco de energia consecutivas, ¢ — 1 e 7, como dadas em
(3.11), obtendo assim

@fi = —(Ei - 61'71). (313)

Onde definimos
€ = HKz” (314)

de modo que ¢; representa o fluxo de energia que sai da escala i e passa a escala seguinte
v+ 1.

Vimos no capitulo 2 que Kolmogorov propos uma lei a partir da qual foi possivel
deduzir uma simples hipotese de similaridade que considerava a dissipacao de energia
constante. Na teoria K62, flutuagoes no fluxo de energia foram consideradas, mas nao
houve uma proposta para a dinamica dessas flutuagoes. A distribuigao de equilibrio (Log-
Normal) foi introduzida como um axioma, como mencionamos no capitulo 2. Na dedugao
do nosso modelo, vamos assumir uma hipoétese adicional para o fluxo de energia, com o

objetivo de encontrar uma equacao dinamica fisicamente razoavel para esta variavel.

Hipoétese de Interagoes Locais No limite de nimero de Reynolds infinito, a flutu-

acao de energia 0&; definida por

de uma dada escala i da cascata € unicamente determinada pela escala espacial U; e pelo
fluxzo total de energia através desta escala, representado pela diferenca, ¢; — €;_1, entre o

fluxo que sai e o fluro que entra nessa escala.

Esta hipotese relaxa a condicao de € constante usada em K41 e permite a existéncia
de alguma diferenca entre o fluxo de energia na entrada e na saida de uma dada escala.
QQueremos, a partir da hipétese acima, deduzir heuristicamente uma forma funcional para
a dinamica do fluxo de energia. Primeiramente, notamos que ao multiplicarmos os dois

lados da equagdo de balanco de energia, eq. (3.13), por um nimero real A, obtemos

[sto significa que A(0&;11) é a flutuacdo da energia total associada a uma dada escala,
que possui um fluxo da energia incidente dado por A¢;_; e um fluxo de energia que sai

da escala dado por Ae¢;. Agora, de acordo com nossa hipotese sobre a natureza local das
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interagoes, a flutuagao de energia pode ser escrita como uma funcao do tipo

6&i = f(ei — €i1), (3.17)

onde a dependéncia de f na escala ¢; foi omitida por simplicidade da notacao e sera
recuperada mais adiante. Portanto, como A(d¢;) também satisfaz & equagao de balango

de energia (3.13), devemos ter

A0&) = f(A\(& — €i-1)), (3.18)

que combinada com eq. (3.17) nos da

F\(& —€i-1)) = Af(e; — €i-1). (3.19)

Como esta relagdo vale para todo A real e supomos que f(x) é uma fun¢io analitica em

x = 0, segue que

flei —€i—1,6;) = Cp (€ — €i-1), (3.20)

onde Cy, depende apenas da escala espacial. A partir das equagoes (3.17) e (3.20), obtemos

que a flutuacao de energia passa a ser dada por

551 == CEZ-(Ei - 62'_1). (321)

Finalmente, aplicando uma derivada temporal a eq. (3.21) e utilizando a eq. (3.13),

obtemos

€i—1 — €. = Cg (@ei - 8tei_1) (322)

i

Encontramos assim uma equagao que relaciona variagbes temporais do fluxo de energia

com os proprios fluxos de energia.

Vamos supor agora que as variacoes do fluxo de energia na escala ¢ possuem uma
magnitude muito maior que as variagoes da escala ¢ — 1. Isto significa dizer que o fluxo
de energia varia de maneira maneira muito mais rapida a medida que a escala de compri-
mento (nivel da cascata) diminui (aumenta), o que é fisicamente razoavel no regime de
turbuléncia altamente desenvolvida. Assim, a relacdo (3.22) pode ser escrita da seguinte

forma aproximada
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Oe; = —%‘(Gz‘ - 61‘—1)7 (3-23)

parai=1,2,...,N. Lembre que, como partimos apenas da equacao do balanco de energia
e a hipétese de interagoes locais, ainda nao adicionamos o componente estocastico a
dinamica dos fluxos de energia. Como mencionamos anteriormente, este componente se
faz necessario para a existéncia de intermiténcia, pois do contrario o sistema de equacoes
(3.23) relaxa exponencialmente para a solugao de equilibrio €; = €5. Ou seja, na auséncia
de ruido, a dindmica dada em (3.23) reproduz a teoria K41 em que o fluxo de energia é
constante, como ja mencionamos. Na proxima se¢ao, vamos inserir ruido nas equacoes de
modo a gerar intermiténcia no modelo. A partir do sistema que ja temos, vamos deduzir
qual seria a forma mais natural de um ruido para os fluxos de energia que obedeca as

mesmas condigoes fisica do nosso sistema deterministico (3.23).

3.2.2 Imnserindo Ruido

Nesta subsecao, vamos procurar introduzir no sistema dinamico (3.23) termos de ruido
que tenham certas propriedades fisicas compartilhadas pelos termos deterministicos. Para
tanto, vamos primeiro listar condigoes fisicas necessarias e suficientes a partir das quais
podemos deduzir o sistema de equagoes (3.23). Em seguida, vamos aplicar essas mesmas
condicoes a um sistema de equacoes diferenciais estocasticas, determinando assim o tipo

de ruido que preserva estas caracteristicas.

Inicialmente, note que para um sistema de equacoes diferenciais do tipo

d
EQ = E(€07"'7€N7t)’ (324)
comi = 1.,...., N, ficar no formato da (3.23), ele precisa satisfazer as seguintes condigoes:

1) Simetria de translagao temporal

atFi(ﬁo,...,GN,t) =0. (325)

2) Interagoes locais
E<€07---76N) = E(Eifl,@). (326)
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3) Invariancia de escala

E()\Ei_l, /\61) = )\E(Ei—la Ei)- (327)

4) Condi¢ao de equilibrio
Fi(e,e) = 0. (3.28)

5) Fluxo de energia unidirecional
>0V ¢ (3.29)

A condigao 1 foi herdada das equagoes de Navier-Stokes. As condicoes 2 e 5 surgiram
a partir da fenomenologia da cascata, enquanto as condi¢oes 3 e 4 surgiram a partir da
combinacao da equacao de balanco de energia a nossa da hipotese de interacao local.
Pode-se mostrar facilmente que o tnico sistema de equagoes, com F; analitica, que sat-
isfaz as cinco condiges acima é idéntico & eq. (3.23). A demonstracdo sera dada mais
adiante, quando também inserirmos o termo estocastico. Nossa estratégia de modelagem
é simples: a partir de uma variavel deterministica que gostariamos de promover a variavel
estocastica, resgatamos condigoes necessarias e suficientes satisfeitas por sua dinamica e

obrigamos a parte aleatoria da dinamica a satisfazer condi¢oes analogas.

No entanto, um comentario precisa ser feito sobre esta estratégia. Dividir um sistema
de equacgoes em um conjunto de condi¢oes necessérias e suficientes e aplica-lo a um sistema
estocastico pode ser feito de mais de uma maneira. A maneira que escolhemos possui uma
certa arbitrariedade. Por exemplo, a condicao 4 poderia ser aplicada tanto para a funcao
F quanto para o termo de ruido, mas resolvemos interpreta-la como uma condicao valida
apenas para o termo determistico por possuir maior apelo fenomenologico. Esta relativa
liberdade que surge quando generalizamos um modelo deterministico para um modelo
estocastico precisa ser trabalhada com cuidado para que o modelo estocastico continue
trazendo solucgoes fisicamente razoaveis. Em termos matematicos, poderiamos comecar a
introdugao do modelo a partir da proposi¢ao (3.1) abaixo, mas perderiamos toda a base

fenomenologica que é fisicamente relevante, sobretudo nesta area de pesquisa.

Aplicando nossa estratégia, vamos comegar escrevendo novamente as condi¢oes ante-
riores do ponto de vista estocastico. Seja um sistema de equacoes diferenciais estocasticas
do tipo

de; = Fi(eo, ..., en, t)dt + Gi(eg, ..., en, 1)dW, (3.30)

onde queremos satisfazer as condicoes:
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1) Simetria de translagao temporal
O Fi(€o, ..., en, t) = 0,Gi(€g, ..., en, t) = 0. (3.31)
2) Interagoes Locais
Fi(eo,....,en) = Fi(ei—1,€);  Gi(eo, ..., en) = Gi(€i—1, €). (3.32)

3) Invariancia de escala

Fi(Aei—1, Ae;) = AFi(€i-1, €), (3.33)

Gi(Aei_1, M) = AGi(€;-1, €). (3.34)
4) Condigao de Equilibrio

G = %q) 0. (3.35)

5) Fluxo de energia unidirecional
Pl <0)=0, Yt>0, see(t=0)>0. (3.36)

Onde “()” significa média estatistica e P(X) significa probabilidade do evento X acon-
tecer. Podemos agora demonstrar a proposicao que relaciona as condicoes acima a um

inico modelo estocéastico.

Proposicao 3.1. Um sistema de equagoes diferenciais estocasticas do tipo
de; = Fi(eg, ..., en, t)dt + Gi(eo, ..., en, t)dW;, (3.37)

comi=1,..,N e com F; e G; analiticas, satisfaz as condigoes (1) — (5) se, e somente se,

ele for da forma

dEi = —’71(62 — Ei_l)dt + Iii(fidVVi, (338)
onde 7; e K; sao constantes reais positivas.

Demonstracao. Da simetria de translacao temporal e das interagoes locais, o sistema de

equacgoes passa a ser escrito como

dEi = E(Eifl, Ez)dt -+ Gi(Eifl, EZ)dWZ (339)
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Da analiticidade das fun¢oes F' e GG, aplicamos uma derivada em A\ na condi¢ao de invar-

iancia de escala e calculamos o valor da equacao em A = 0, obtendo

E(eifly Ez‘) = a/\sz'()\eifla >\€i) = €1 [3@,15} € 1=€;=0 + € [aeiFiLFl:Ei:o ’ (3-40)
o que implica em
E(Eifl, Ei) = AiEi + BiEifl- (341)
O mesmo pode ser mostrado para a funcao G:
Gi(Eifl, Ei) = CiEi + DiEifl. (342)

Inserindo a condigao de equilibrio que é equivalente & expressao Fj(e, €) = 0, obtemos
A;+ B, = 0. (3.43)
Com essas condigoes, nosso sistema (3.39) ficou da forma
de; = Bi(€;—1 — €;)dt + [Ci€e; + Diei—1] dW;. (3.44)

Finalmente, vamos utilizar a condi¢do do fluxo de energia unidirecional, ou auséncia
de refluxo de energia, ¢; > 0, que garante que temos uma cascata direta, isto é, o fluxo de
energia se di das maiores para as menores escalas. Para obter as condicoes que garantem
que €¢; > 0, note que como o processo é continuo, se a variavel ¢; atingisse um valor
menor que zero, ela deveria ter passado pelo zero em algum instante de tempo anterior.
Suponha entao que ¢; = 0 em algum momento. Neste instante, de acordo com (3.44), seu

incremento é dado por

dEi = BiEz;ldt + DiEifldWi (345)

Lembremos agora que o incremento dW;(t) de um processo de Wiener ¢ uma variavel
aleatoria gaussiana com variancia dt. Vemos assim que a Unica maneira de garantir que
o termo entre colchetes em (3.46) seja sempre (i.e., com probabilidade 1) nao negativo é
se escolhermos

D; = 0; B; > 0. (3.47)

Nessas condigoes, temos entao que ¢; > 0 com probabilidade 1. Usando (3.47) em (3.44),

obtemos o seguinte sistema
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dEZ(t) = —’71(62 — Ei_l)dt + Iiz(fldVVZ(t), (348)

para i = 1,2, ..., N, que corresponde ao nosso modelo proposto em (3.5).

Vamos discutir a seguir algumas propriedades gerais do modelo. No proximo capi-
tulo, faremos uma hipotese sobre a separacao dos tempos caracteristicos das flutuacoes

em cada escala, a partir da qual serd possivel obter a densidade de probabilidade p(ey).

3.3 Auto-Correlagao Temporal do Fluxo de Energia

O fluxo de energia no nosso modelo possui uma dindmica bem particular, que obriga
que as flutuacoes do fluxo de energia e, em cada escala espacial, possuam correlacao
temporal. A quantidade que mensura este tipo de fenémeno é chamada de auto-correlacao
e funciona de maneira idéntica a correlacao estatistica entre variaveis aleatorias. A tnica
diferenca é que as varidveis aleatorias consideradas no caso de auto-correlacao sao as

mesmas, s6 que medidas em instantes diferentes.

Mais especificamente, definimos a auto-correlagdo, C(7), de um processo estocastico

e(t) através da seguinte formula

Clr) — tim 1 I — (lt 7)) (1)

lim O (3.49)

Com 7 > 0. Antes de demonstrarmos uma proposicao sobre a auto-correlacao do

fluxo de energia no nosso modelo, precisamos de um lema que sera 1til na demonstracao:

Lema 3.1 A funcdo de correlagio D, (T) entre as varidveis €;_j e €; € definida por

Djx(r) = lim [(&;x(t +7)e; (1)) = (ejr(t +7))(e;(1))], (3.50)

onde €;(t) obedece a eq. (3.5), j —k € um nudmero inteiro positivo e k > 0, é dada por
j—k
Dji(T) = Z e T (3.51)

i=1

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar por indugao em j — k = k’. Inicialmente, para
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k' =1, ao tomarmos o incremento em relacao a 7 da eq. (3.50), obtemos
dDj (1) = lim [{der(t + 7)e;(2)) — {dea (t +7))(e; (1))] - (3.52)
Inserindo (3.48) na equagdo acima, temos
dDj;j (1) = lim {{[=m(er(t +7) = €o)dr + mierdWi(t + 7)]e;(t)) —

(=n(e(t+7) = €o)dm + rierdWi(t + 7)) (€; (1)) } (3.53)

Usando que (dW;(t + 7)) = 0 e a independéncia entre os incrementos dos processos de

Wiener e o processo ¢;, (dW;(t)e;) = 0, temos

dDj (1) = =y im {[{er(t +7)¢; (1)) = (er(t + 7)) {e;(D)]dT + 71 ((eoe; (1)) — col€;(1))) } dT.
(3.54)

Podemos identificar o termo entre colchetes como D;;_1(7), definido em (3.50). Além

disso, os dois ultimos termos da equagao acima obviamente se cancelam. Assim, a eq.

(3.54) reduz-se a
dDjj1
dr

Assim, temos que D; ;_1(7) obedece a uma equacao diferencial de decaimento exponencial,

= _’Yle,jfl' (355)

cuja solucao é dada por
Djj1(7) = Ae™™7, (3.56)

e isso completa o caso k' = 1 da hipdtese de indugao.

Para completar o argumento de inducao, suponha que o resultado vale para k' > 1.
Vamos tomar o incremento em relagdo a 7 de D;x(7) definido em (3.50) para &' > 1. A

equagao resultante é andloga a eq. (3.52) e pode ser escrita como

AD;r11(7) = =Yk 1 Djpra (T)dm 7501 i (e (84 7)€ (1)) = (ejn (8 + 7)){¢;(2))) d,
(3.57)

onde se nota que ultimo termo é proporcional a D, ;/(7) e pode ser escrito como a soma de

exponenciais por hipotese de inducdo. Isto implica que D, y11(7) satisfaz uma equagao

do tipo
k/

= _Vj—k’—leng_l + Z 0426_7”. (358)

=1

dDj,k’—i—l
dr
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Logo, ¢ imediato que D; 4 11(7) pode ser escrito como a soma

k' +1
Djpsa(T) = Y e, (3.59)
i=1

para constantes reais oy, com i = 1, ..., k' + 1, como queriamos demonstrar.

Proposicao 3.2. A auto-correlagao definida em (3.49) da varidvel €;(t) cuja dindmica é

dada pela eq. (3.48) pode ser escrita na forma

J
Ci(r) = cie " (3.60)
=1

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao. Inicialmente, faremos o caso 7 = 1.

Vamos tomar a derivada da auto-correlagao na eq. (3.49) em relacdo a 7
dCy(r) ~ lim [(de; (¢ + 7)ei (t)) — (der(t + 7)) (ea(t)] (3.61)
onde ~ significa proporcionalidade. Usando (3.38), a relagdo acima resulta em
dCl(T) ~ tEI&{<(—71(61<t -+ ’7') — GQ)dT -+ Hl€1dW1(t -+ T))El(t»

—(—m1(e1(t +7) — €0)dT + K1erdWi(t + 7)) (&(t)) }. (3.62)

Usando a independéncia entre os incrementos dos processos de Wiener e as demais var-

iaveis, ficamos com
dC(7) ~ = lim [{(e2(t 4+ 7) = o)er (2)) — (et +7) — €o)dT){ea (1))] (3.63)
Utilizando a defini¢ao (3.49), obtemos
dCy (1) ~ = Cy(T)dT + 7 tlirgo ((eo€r(t)) — (€o){e1(t))) dr. (3.64)

Como o ultimo termo da equagao acima é zero, dado que €y é constante, isto implica em

um decaimento exponencial para C}(7) na forma
Ci(1) = Ae "7, (3.65)

onde A é uma constante real. Para a etapa seguinte da indugdo, considere que a féormula
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é valida para um dado 5 > 1. Vamos mostrar que ela serd valida para j + 1. Para isso,
tomamos o incremento em relacao a 7 da definigao (3.49) e obtemos de maneira analoga

ao caso j =1
dC;(r) = =y Cr(r)dr +; lim ((e;1 (8 + 7)e; (1)) — (e (t + 7)) (& (2)))dr. (3.66)

Podemos identificar o ultimo termo da equacado acima como D;(7) e utilizar o Lema 3.1

para obter '
dc; —, .
=0+ > de, (3.67)
i=1

cuja solucao é

J

Cy(r) = Z cie ™, (3.68)

=1
com c¢; constantes reais. Note que para valores de 7 grande, apenas um termo da soma
(3.68) sera relevante. Em outras palavras, o termo que possui o menor ; dominara a

soma no limite de tempo infinito. O

3.4 Flutuacoes de Energia

Nesta secao, mostraremos que, apesar da energia total do sistema ser conservada
em média durante a passagem das escalas maiores para a escala de dissipacao, existem

flutuagoes no valor desta grandeza.

Considere nosso modelo dinamico hierdrquico de N escalas para o fluxo de energia
dGZ' = —’)/1(62 — Ei_l)dt + IiiEidVVi, (369)

para ¢ = 1,...,N. De acordo com esta visao da cascata de energia, a energia total do

sistema ¢ dada pela soma das energias individuais em cada uma das escalas.
E=&+&+ ... +&y. (3.70)
Logo, a taxa de variacao temporal da energia é dada por

3,5E = atlfl + at§2 + ...+ ath (371)
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Substituindo a (3.13) na equagao acima, obtemos
AE = (€0 —€1) + (€1 —€2) + ... + (en—1 — €n), (3.72)

o que implica em

OE = ey — e, (3.73)

que é a diferenca entre a poténcia injetada, €y, no sistema e o fluxo de energia dissipada.
Sabemos que o fluxo de energia da escala integral é aproximadamente constante, pois
é controlado experimentalmente. O fluxo na ultima escala, por outro lado, muda com
o tempo e possui uma distribuicao de equilibrio. Nossa primeira tarefa é mostrar que
a média das flutuacoes de energia é zero, logo nao precisamos nos preocupar com a

distribuicao completa de e neste primeiro calculo.

Considere a equacao do fluxo para a tultima escala espacial
dEN = —’}/N(GN — ENfl)dt + HNENCZWN. (374)

Nosso objetivo é encontrar a média desta variavel. Tomando a média em ambos os lados
da equagao e aplicando a definicao do incremento do processo de Wiener para anular o

altimo termo, ficamos com

dEN

() = —nlen —en-a). (3.75)

O caso N =1 da equacao acima possui solucao imediata dada por
(e1(t)) = €0 + e " (€1(0) — €). (3.76)
cuja solucao de equilibrio (t — o) é

lim (€, (t)) = €. (3.77)

t—o00

Assim, a variavel €, () tende a €y no equilibrio. Por induc¢do, se a variavel ey_; tende a

€o no equilibrio, entao a eq. (3.75), no limite ¢t — oo, se reduz a

<d§—f> = —n((en) — o), (3.78)
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cuja solucao ¢ imediata
lim (en(t)) = €. (3.79)

t—o0
para todo ¢ = 1, ..., N. Finalmente, utilizamos este resultado em 3.73, obtemos a média

da taxa de variacao da energia total do sistema como
(O F) = 0. (3.80)

Ou seja, em média, a energia armazenada no sistema é constante. Vamos agora mostrar
que a energia deste modelo flutua em torno de um valor médio. Para isso, vamos calcular

o segundo momento da grandeza 0, E:
((B:E)%) = ((0 — en)?). (3.81)

Antes de escrevermos o resultado geral, que precisara de consideracgoes sobre a densidade
de probabilidade, vamos comecar pelo caso particular de N = 1. Neste caso, o calculo
da varidncia no equilibrio pode ser obtido usando a férmula de It6 (Apéndice A) para a
fungao f = €

de? = 2(—v1(6f — eper)dt + kre2dWy) + (k1ep)dt. (3.82)

Tomando a média, temos

2
de;

(o) =2 |5

No equilibrio, (¢ — oc), obtemos

ks
|
—_
~—
—~
)
=N
~
|
Q!
oN
1

(3.83)

<6?>:( &l )63- (3.84)

6 —1
onde
b = % (3.85)
Substituindo (3.84) na (3.81), ficamos com
2
(O,E)*) = 5 © T (3.86)

Vemos assim que o parametro (; é responsavel pela flutuacao em torno da média

da energia acumulada no sistema. FEle deve ser maior que 1 para que o fluxo tenha
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variancia finita. Note que o limite de 3 — oo leva a auséncia de flutuagoes de energia e,
portanto, voltamos para o caso de K41. Este limite é intuitivo pois o parametro 3 mede
a razao entre a parte deterministica da dinamica do fluxo de energia em relacao & parte
estocastica. O limite de 3, infinito implica que a distribuicao do fluxo de energia tende a
um delta de Dirac centrado no fluxo constante ¢ e, portanto, terd variancia zero, como
ficara claro no capitulo seguinte ao considerarmos a equacao de Fokker-Planck. Veremos
também que para um nimero de niveis N qualquer, a flutuacdao da energia total é dada

por
0B = |27 1] 4 (387

A formula acima, entretanto, s6 poderd ser mostrada com o auxilio da distribuicao

para o fluxo de energia, que sera o ponto principal do proximo capitulo.

3.5 Solucao Exata

Nesta secao, vamos resolver exatamente o sistema de equagoes do nosso modelo hi-
erarquico dado em (3.5). Vamos comegar pelo caso de uma escala (N = 1), cuja solucao
¢ amplamente conhecida. Vamos seguir a deduc¢do e a notacdo da Ref. [58|. A equacdo

diferencial estocéastica considerada,
der = (—ndt + k1dW)er + yi€od, (3.88)

é do tipo inomogénea, pois existe um termo que nao depende da variavel considerada. A
solucao da equacao acima é imediata. Para encontra-la, precisamos da equacao estocéastica

acima escrita no caso homogéneo, dada por
de; = (—ydt + k1dW )eq, (3.89)

cuja solucao exata é

b1(t) = exp ( /O t [_% - %%] ar' + /0 t de) . (3.90)
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Resolvendo as integrais explicitamente, obtemos

¢1(t) = exp (— {71 + %ﬂ t+ /i1W) : (3.91)

Agora, vamos relacionar este resultado homogéneo com o caso geral do modelo (3.5).

Definindo a variavel z(t) como

2(t) = er(t)[o(t)] ", (3.92)
Vamos derivar z(t) e, utilizando as regras de 1to, obtemos,

dz

= =i, (3.93)

que ¢é diretamente integravel. Portanto, a solu¢ao da equacao acima ¢

t
z:/ Yi€00; dt. (3.94)
0

Vamos agora substituir a (3.92) na equacdo acima e obter

(1) = 6(H[en(0) + /0 b7 eodt). (3.95)

Esta é a solucao exata do processo estocastico €;(t), com ¢(t) dada por (3.91). A dedugao
acima foi feita com a hipotese de que as funcoes dependentes do tempo que aparecem
no processo estocastico nao sao aleatorias. Esta hipotese é satisfeita pelo caso N = 1,
visto que o termo nao homogéneo é constante. Para os casos seguintes, N > 1, em que
aparecem processos estocasticos com o termo nao-homogéneo, ey_;, podemos repetir a
mesma dedugdo. A unica diferenga é que a integracdo no tempo da eq. (3.95) sera mais

dificil de resolver. O resultado final pode ser escrito na forma

)= o0) [a(0)+ [ 67 s (000 (3.9

¢;(t) = exp (/Ot [—% — %2} dt' + /Ot /{idWi) : (3.97)

A solucao fica dada iterativamente em termos do fluxo da camada imediatamente

anterior. Podemos substituir as solugoes anteriores pela mesma féormula até chegarmos
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a maior escala, em que o passo seguinte sera desnecessario pois o nivel zero possui fluxo
constante. Como argumentamos anteriormente, nao hi praticidade desta solucao geral
na obtencao da distribuicao de €y, que € um dos nossos objetivos neste trabalho. Diante
deste problema, decidimos lancar mao de uma hipo6tese de separacao entre as escalas
temporais, e permite reduzir o calculo da distribuicao de equilibrio para um sistema
de N niveis a uma sequéncia de integracoes. Este assunto serd explorado no proéximo

capitulo.






CAPITULO 4

As Distribuicoes de Equilibrio do Modelo

Neste capitulo, vamos inicialmente calcular explicitamente a fdp do fluxo de energia do
nosso modelo dinamico para intermiténcia com uma escala (N = 1). Este calculo nao faz
uso de nenhuma aproximacao e assemelha-se a um resultado ja conhecido na literatura,
obtido a partir de uma equacgao de Fokker-Planck. Mostraremos que a distribuicao de
probabilidade desta varidvel é uma gama invertida. Em seguida, apresentaremos um teo-
rema que diz como calcular a distribuicao de equilibrio de uma variavel que faz parte de
um sistema de equacoes diferenciais estocasticas acopladas, como é o caso do nosso mod-
elo, no limite de grande separacao temporal entre as variaveis. Este resultado é aplicado
diretamente ao nosso modelo, transformando nosso sistema de equagoes dinamicas em
um modelo de equililibrio para os fluxos de energia de cada escala. Por questoes didati-
cas e para manter o trabalho fiel a sequéncia histérica das descobertas, aplicamos esta
idéia de separacao temporal ao modelo de uma escala para encontrarmos a distribuicao
de probabilidade dos incrementos de velocidade. A curva resultante deste procedimento
é uma g-gaussiana [59] e ja foi encontrada na literatura anteriormente no contexto de
econofisica [60] e até mesmo turbuléncia [16]. Mostramos que esta conhecida fungao

pode ser escrita em termos de uma funcao hipergeométrica generalizada (1 Fp).

Para o modelo de duas escalas (N = 2), calculamos explicitamente a fdp do fluxo
de energia py(ez). Esta fdp, apesar de escrita como uma func¢ao conhecida, nao foi en-
contrada na literatura. Similarmente, calculamos a fdp dos incrementos de velocidade e
encontramos uma nova distribuicao explicitamente que pode ser escrita como uma funcao
hipergeométrica generalizada (Fy). Passamos para o caso geral do modelo e encontramos
a fdp dos incrementos de velocidade para um nimero de escalas N qualquer. Estas novas
distribui¢oes (nFp) formam uma familia de fdps com caudas de lei de poténcia, cujos
momentos podem ser calculados facilmente e sao generalizagoes naturais da gaussiana
(0Fp) e da g-gaussiana (1 Fp). Mostraremos que elas ajustam de maneira excelente os

dados experimentais de turbuléncia lagrangeana e euleriana.

Finalmente, vamos mostrar que nosso modelo com N escalas, no limite em que

N — oo, reproduz uma densidade Log-Normal para o fluxo de energia, assim como pro-

65
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posto por Kolmogorov (K62) para turbuléncia euleriana e, mais recentemente, aplicado

a turbuléncia lagrangeana [35].

4.1 Distribuicoes de Probabilidade para o Fluxo de Energia

4.1.1 Modelo de Uma Escala

Nesta se¢ao, partiremos do nosso modelo dindmico para intermiténcia e vamos calcular
a distribuicao de equilibrio do fluxo de energia para o caso de uma modelo com apenas
um nivel, ou seja, N = 1. Este caso pode ser resolvido analiticamente a partir da equacao

de Fokker-Planck e, portanto, sera abordado inicialmente para ilustrar a teoria.

Considere nossa cascata de energia com apenas uma escala. Fazendo N = 1 na

eq. (3.2), obtemos a seguinte equacgao diferencial estocastica para o fluxo de energia e;:
d€1 =" (61 — Eo)dt + /ﬂ?1€1dW(t). (41)

A equacao de Fokker-Planck associada a este processo estocastico é uma equacao difer-
encial parcial de segunda ordem para a funcao densidade de probabilidade, p;(ej,t),

dependente do tempo, que pode ser escrita como [58]

1
A1 + Oc[y(e1 — €0)p1] + 5331 [K2eip1] = 0 (4.2)

Como estamos interessados na distribuicao de equilibrio, vamos definir

pier) = }H&m(ﬁl,ﬂ, (4.3)

e resolver a equacao de Fokker-Planck independente do tempo, que resulta em

B10e[(er — eo)pi(en)] + 2 [eipr(er)] = 0, (4.4)

onde o parametro 3; é definido como

2
b= lzl (4.5)
K1

A solucao desta equacao particular ja é conhecida na literatura. Trata-se de uma dis-

tribuigdo gama invertida [61]
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B+1 3
s (49

Esta fdp vai a zero muito rapido, quando ¢; tende a zero, e cai como uma lei de poténcia

P1(€1) =

quando €; tende a infinito. Esta lei de poténcia, como veremos, serd responsavel pelo

relativo sucesso em explicar a intermiténcia nas flutuacoes de velocidade.

Pode-se verificar diretamente que os momentos desta distribui¢ao sao dados por

p—1

@) =[] (47)
i1 pr—1

E imediato verificar que a expressdo acima ¢é finita apenas se 3; > p — 1, o que

concorda com o comportamento assintético dado por uma lei de poténcia. Desta forma,

a distribuicao nao possui todos os momentos finitos. Esta formula serd fundamental no

calculo dos momentos da distribuicao para o caso mais geral N > 1, pois ela sofrerd

apenas uma modificacao que serd deduzida mais adiante neste capitulo.

4.1.2 Modelo de Duas Escalas

Nesta se¢ao, vamos calcular a fdp do fluxo de energia ps(e;) para o modelo de duas
escalas espaciais (IV = 2). Este calculo ndo foi encontrado anteriormente na literatura e
o resultado é uma distribuicao de probabilidade em termos de funcoes tabeladas, como

veremaos.

Considere o nosso modelo estocastico com duas escalas espaciais para o fluxo de
energia

d€2 = —’}/2<€2 — €1>dt + KQEQdWQ(lf), (48)
del =" (61 — GQ)dt + l{1€1dW1 (t), (49)

onde ¢y é o fluxo constante de energia injetado no sistema. A distribuicao do fluxo €;
¢ dada pela eq. (4.6) e esta variavel atinge o equilibrio independentemente de €5. Neste
trabalho, utilizaremos a notagao p(z;|y;) para denotar a fdp da variavel aleatoria x; dado
que o valor da variavel y; é mantido constante. A fdp para o fluxo €, dado um valor

constante do fluxo €;, é dada também por uma distribuicao gama invertida.

(Boer)™ ! 4, 5 —2e

plealer) = Thtne ©° (4.10)
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Uma vez que a eq. (4.8), considerando €; constante, tem a mesma forma da eq. (4.1),
que como vimos resulta em uma distribuicao gama invertida. Vamos agora utilizar uma

hipotese de grande separacao temporal entre as constantes
Yo > V1, Ko > K. (4.11)

Esta hipotese é equivalente a dizer que os processos das escalas espaciais menores da
cascata ocorrem com uma velocidade muito mais rapida que os processos das escalas
maiores. Em outras palavras, o tempo caracteristico v, ' para a dinamica do fluxo e,
¢ muito menor que o tempo caracteristico v; ' associado as flutuacdes de €;. Desta
maneira, podemos considerar que o fluxo de energia da escala menor, €, atinge o equilibrio
tao rapido que o fluxo de energia da escala anterior, ¢, pode ser aproximado por uma
constante. Essa aproximacao é analoga a aproximacao de Bohr-Oppenheimer usada na
mecanica quantica [61]. Nesse caso, a distribui¢do de quase-equilibrio do fluxo €; é dada
pela probabilidade p(es]e;). Quando somamos todos os valores de equilibrio da variavel

€1, obtemos

pa(€2) = /Ooop(€2|€1)p1(€1)d€1- (4.12)

Esta equacao é um caso particular de um teorema que serd demonstrado mais adiante
neste capitulo. Inserindo (4.10) em (4.12) e realizando uma sequéncia de mudanga de

varidveis, pode-se mostrar que a equacao acima reduz-se a

_9_ Bath
pales) = Cey” mbm(zﬁﬂm), (4.13)

€9

onde K,(x) ¢ a funcao de Bessel Modificada de segunda espécie e C' ¢ uma constante de
normalizacao dada por
(51&))51“

_, ( Bico B,
0‘2(EJ [N@+D]F%+D

Esta distribuicao pode ser considerada uma generalizagao da distribuicao gama invertida.

Bo—pB1
2

. (4.14)

Seus momentos sao calculados a partir da eq. (4.12)

() = /000 /000(62)7’])(62|61)p1(61)d61d62. (4.15)

Resolvendo a integral na variavel €5 e utilizando a eq.(4.10), obtemos
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(e5) = (H 2 i 2) /OOO erp(e1)der, (4.16)

onde a integral resultante pode ser resolvida de maneira anédloga, resultando em

(€5) = €5 (1:{ 62i2.> (1:{ 3 i Z) : (4.17)

onde p é um nimero natural. Como vimos acima, momentos desta distribuicao podem

ser escritos como o produto dos momentos das distribuicoes individuais das variaveis,
pao(e2l€1) e pi(er]ey). Esta propriedade ndo é uma caracteristica apenas do modelo de
duas escalas. Como veremos, esta regra do produto sera encontrada também no modelo

geral para um N qualquer.

Para obter a cauda da distribui¢ao ps(€3), vamos utilizar o comportamento assintotico

da fung¢ao de Bessel de segundo espécie, dado por [62]

Ko () ~ GA = Y (4.18)

sin(7v)
Substituindo a equagio acima em (4.13), obtemos o comportamento da distribui¢ao para

valores grandes de ¢,

_ BatBq —B1+B82

p2(€2>’\’62727ﬁ1(605152) 2 —62727[52(605152) T, e > 1 (4.19)

Ou seja, a distribuicdo ps(ez) possui caudas do tipo lei de poténcia. Esta propriedade

também sera verdadeira para toda a familia de distribui¢oes py(ex).

4.1.3 Modelo Geral com N Escalas

Nesta se¢do, vamos calcular p(ey) no limite de grande separacdo temporal entre as
escalas espaciais, da mesma maneira que fizemos para o caso N = 2, na subsecao anterior.
Considere nossa cascata de energia com N escalas, onde relembramos o seguinte sistema

de equagoes diferenciais estocasticas apresentados em (3.5):
d61 =N (61 — Eo)dt + lil€1dW1, (420)

d€2 = —’)/2(62 — El)dt + KJQEQdWQ, (421)
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(4.22)
dEN = —’}/N(GN — ENfl)dt -+ HNENCZWN. (423)

Definindo o tempo caracteristico 7; = ;' para a dinamica do fluxo ¢;, vamos agora inserir

no modelo a condigao de separacao temporal entre as escalas, que pode ser escrita como

T > To > ... > TN. (4.24)

Esta condigao significa que o tempo caracteristico da dinamica nas escalas menores é
muito pequeno quando comparado ao tempo caracteristico das escalas maiores. Na
préatica, esta condicao permite que a fdp de equilibrio do fluxo de energia da menor
escala, €y, possa ser escrita em uma forma integral simples, a exemplo do que fizemos

para o caso N = 2.

A idéia por tras desta aproximacao é simples. Considere uma variavel estocastica lenta
€1. A variavel ey, por ser muito mais rapida, atinge o equilibrio antes que a variavel €;
tenha tido tempo para variar apreciavelmente. Assim, a distribuicao de equilibrio ps(e3)
é dada pela expressdo (4.12). De maneira analoga, se um processo €3 é muito mais rapido
que 0 processo €s, ele atingird o equilibrio para um dado valor da variavel e5. Como os

valores de €5 possuem uma distribuicdo p(ez), obtemos a distribuicdo aproximada ps(es)

pales) = / p(eslea)p(er)des. (4.25)

Substituindo a formula de po(e2) dada na eq. (4.12) na equacdo acima, obtemos

p3(e3) = //P3(€3\€2)p2(€2|€1)p1(61)d62d61. (4.26)

Esta idéia pode ser generalizada para o caso de IV escalas, resultando na formula

pn(en) :/--~/ﬁpi(ei!ei1)dei, (4.27)

que seré formalizada com a demonstracao do seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja X;(t) (i = 1,..., N) um conjunto de processos estocdsticos da forma
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onde a; e b; sao numeros reais e f(x,y) e g(x,y) sdo fungdes reais continuas. Entdo

a: b 2
(g 00) (gt —o0) (g =cte

lim Py(Xy) = | ... Pi(Xi| Xi_1)d X, (4.29)
= [T

onde X € constante, P(X;|X;_1) € a distribuicdo de equilibrio da varidvel X; dado que
a varidvel X;_1 € mantida constante e Py(Xy) € a distribuicao marginal de equilibrio da

varidvel Xy.

A demonstracao é dada no Apéndice B. Vamos comentar a demonstracao de uma
maneira informal. Queremos mostrar que, em uma sequéncia de processos estocasticos
acoplados um a um, a fdp de equilibrio da varidvel que esta no final da hierarquia pode
ser escrita na forma integral meciona acima, caso cada processo seja muito mais rapido
que o processo imediatamente anterior. Para isso, mostramos que podemos dividir a reta
real do tempo de uma dada varidvel como a uniao de varios intervalos abertos. Estes
intervalos foram escolhidos de forma a obedecer a seguinte regra: em cada um deles, a
varidvel anterior Xy_; é aproximadamente constante. Colecionamos todos os intervalos
que possuem o mesmo valor para essa variavel ey_;. Assim, construimos uma série de
novos processos estocasticos com saltos (cole¢ao de intervalos abertos) para a variavel
Xn e, para cada um deles, a variavel anterior do sistema, Xy_;, é aproximadamente
constante. Descobrir a fdp deste processo com saltos é praticamente impossivel, a menos
que a dindmica seja muito rapida. Fazendo uso deste limite, em cada intervalo individual,
a variavel X atinge o equilibrio para um valor constante de Xy_;. Somamos as fdps de

equilibrio de cada varidvel e completamos nosso argumento de inducao.

Com a aplicacao direta deste teorema, verificamos que a fdp de equilibrio para o fluxo

de energia da menor escala, p(ey), pode ser escrita na forma

pN(eN):/ / plenlen—1)p(en—1len—2)...p(€1]€0)den—1...dey, (4.30)
0 0

onde p(e;le;_1) é a distribuicao gama invertida:

(@Gifl)ﬁiﬂ —Bi—2 Pici

p(€i|€i—1> = F(ﬁ‘—Fl) € e . (431>

A integral em (4.30) foi calculada explicitamente para o caso N = 2 eq. (4.13), resul-
tando em uma distribuicao envolvendo funcoes de Bessel modificadas de segunda espécie.

A formula explicita para o caso N > 2, tanto quanto saibamos, nao pode ser obtida
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analiticamente, entretanto a mesma pode ser facilmente calculada numericamente, como

mostraremos adiante.

Algumas propriedades notaveis da distribuicdo py(ey) podem ser obtidas. Por ex-
emplo, os seguintes valores esperados podem ser calculados explicitamente, de maneira

analoga ao que fizemos para o caso N = 2 na eq. (4.15)

N
sy _ s AT —s+1)

onde s é real, com s > 1, e relembramos que (3; = 2v;/k?. Esta propriedade pode ser
escrita de uma forma mais simples, caso o expoente s seja um inteiro. Neste caso, usando

a seguinte propriedade das funcoes gama:
I(z+1) =al'(z), (4.33)

obtemos a formula dos momentos

N p—1

@) =TI -2 (434)

i1 o1 Bi—J

com p numero natural. Pode-se obter da formula acima que os momentos serao finitos se
p obedecer a desigualdade
p< r%in(ﬁi +1). (4.35)

Em particular, para a média, temos imediatamente
<EN> = €, (436)

e para o segundo momento, fazemos p = 2 em (4.34), obtemos

(e2) =€l lN"[ b (4.37)
0 B 1

Podemos combinar as duas equacoes anteriores para calcular a variancia da distribuicao

pN<€N)

N

var(ex) = (€4) — (ex)? = € (H ﬁiﬁ_i - - 1) . (4.38)

i=1
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Figura 4.1 Distribuigoes p,(€) com n = 1,2,3 e 4. Parametros 3; = 5 para todo i.

Representamos na Figura 4.1 as quatro primeiras distribuigoes da familia py(ey),
tomando (3,=0=5, para todo i. Perceba que para um mesmo valor de 3;, as distribuicoes
pn apresentam caudas mais gordas quanto maior o valor de N. Da Figura 4.2 & Figura 4.5,
mostramos os graficos isolados de cada uma das distribui¢oes py(en), com N =1,2 3 e
4, ao lado de uma distribui¢do Log-Normal de mesma média, (¢) = 1, e variancia, para
efeitos de comparacao. Note que, conforme aumentamos o valor de N, a distribuicao py
se aproxima da distribuicao Log-Normal, sendo que as duas serao iguais apenas em um
limite especial de cascata continua (N — oo) e (§ — o0), que serd considerado mais

adiante neste capitulo.

Uma vez obtida a distribuicao de equilibrio py(ey) do fluxo de energia ey na ul-
tima escala da nossa cascata de energia, passaremos agora & discussao dos efeitos da
intermiténcia sobre a distribuicao de probabilidade dos incrementos de velocidade. Ini-
cialmente, vamos apresentar na proxima secao alguns argumentos fisicamente razoaveis
para mostrar qual a contribuicao do fluxo de energia nas flutuacoes de velocidade da

turbuléncia lagrangeana. O caso da turbuléncia euleriana sera tratado posteriormente.
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25 T T T T T

04k

Figura 4.2 Distribuicao pi(e) (curva continua), 5 =5 e ¢y = 1, e Log-Normal (curva tracejada)
de mesma meédia, (¢) = 1, e variancia.

1.4 T T T T T

Figura 4.3 Distribuicao pa(e) (curva continua), 51 = B2 = 5 e ¢ = 1, e Log-Normal (curva
tracejada) de mesma média, (¢) = 1, e variancia.
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1.4 T T T T T

121 =

Figura 4.4 Distribuicao ps(e) (curva continua), 51 = (2 = 3 = 5 e ¢¢ = 1, e Log-Normal
(curva tracejada) de mesma média,(e) = 1, e variancia.

1.4 T T T T T

121 =

Figura 4.5 Distribuicao ps(e) (curva continua), f1 = o = 3 = 4 =5 e g = 1, e Log-Normal
(curva tracejada) de mesma média, (¢) = 1, e variancia.
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4.2 Turbuléncia Lagrangeana

Nesta etapa, vamos mostrar, no contexto da turbuléncia lagrangeana, como as vari-
agoes do fluxo de energia em uma dada escala temporal afetam as flutuagoes de veloci-
dade nessa escala. Optamos por iniciar o tratamento deste tipo de turbuléncia pois o
formalismo do modelo é mais intuitivo que no caso da turbuléncia euleriana, na qual a
aplicabilidade do modelo também ¢ vélida. Inicialmente, vamos considerar o incremento

temporal da velocidade de uma particula do fluido

Sru(t) =v(t+ 1) —v(t), (4.39)

onde v(t) é a velocidade da particula no instante . Na verdade, esta ¢ a velocidade de uma
microesfera inserida no escoamento. Consideramos um regime especial, chamado regime
de Stokes, no qual as microesferas de massa pequena possuem a mesma, velocidade que
o fluido. Como a velocidade da particula flutua no tempo, vamos modelar esta variavel
como um processo estocastico. A parte deterministica deste processo serd um termo de
atrito proporcional a velocidade, pois sabemos que este atrito é razoavel para modelar a

perda de energia devido a existéncia de viscosidade,

d
dt

Note que o termo de tendéncia da velocidade nao aparece nesta equacao, visto que es-

0.0 = —0,v. (4.40)

tamos interessados apenas nos incrementos de velocidade. Portanto, o resultado que
esperamos obter independe do “drift” do fluido e pode ser aplicado a uma grande var-
iedade de experimentos com diferentes velocidades médias. Agora, queremos descobrir a
componente aleatoria dos incrementos de velocidade. A proposta mais comum, a exemplo

da equagdo de Langevin [63], ¢ um ruido aditivo, que resulta em

do,v = —yd,vdt + kdW, (4.41)

onde k é uma constante real positiva e dWW é um ruido branco, que obedece < dW >= 0
e < thlth2 >= (512(175.

Apesar das equacoes de Navier-Stokes serem deterministicas, elas sao nao lineares e
podem apresentar solucoes cadticas. Como estamos interessados em modelar os experi-
mentos do ponto de vista fenomenologico, temos que formular modelos que descrevem os
dados experimentais com alguma precisao a partir de poucas hipoteses. Por isso, opta-

mos por um modelo probabilistico que, se bem fundamentado, pode explicar uma grande
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quantidade de experimentos até na presenca de ruido externo, mesmo que as flutuacoes
nao periodicas dos incrementos de velocidade tenham sido causadas por caos determinis-
tico. Além disso, um ruido gaussiano é razoavel de se esperar, a exemplo da equacao de
Langevin, dado que um nimero grande de forcas aleatérias de mesma natureza, quando
somadas, produzem uma varidvel aleatéria gaussiana pelo Teorema do Limite Central
[64].

Agora, queremos inserir parte da fenomenologia de turbuléncia a equacao de Langevin.
O modelo de Kolmogorov (K41), formalmente elaborado para turbuléncia euleriana, pos-
sui uma hipodtese facilmente adaptada a turbuléncia lagrangeana. Esta hipotese, chamada

“Hipotese de Similaridade de Kolmogorov”, sera revisitada.

Hipoétese de Similaridade No limite de nimero de Reynolds infinito, todas as pro-
priedades estatisticas das pequenas escalas de tempo sao unicamente determinadas pela

respectiva escala T e pela taza, €, de dissipacao média de energia por unidade de massa.

Por pequenas escalas, nos referimos as escalas de tempo cuja escala espacial ¢ associ-
ada, obtida pela hipotese de Taylor, ¢ muito maior que o comprimento caracteristico de

Kolmogorov 7 e muito menor que a escala macroscopica (integral) do sistema:

onde o comprimento 1 de Kolmogorov ¢ definido como

n= (V—?))w, (4.43)

€

onde € é a taxa média de dissipacao de energia por unidade de massa e v é a viscosidade

cinematica do fluido.

Desta maneira, a partir da equagao eq. (4.41), podemos resolver a equagao de Fokker-
Planck associada e encontrar que a distribuicao de probabilidade de equilibrio dos incre-
mentos de velocidade é uma distribui¢ao normal N (0, ) [63], a qual é definida unicamente

pelos momentos
(07v) =0, (4.44)

/€2

2 2
= (0,v°) = —. 4.45

7t = (50t) = I (1.15)

Utilizando a hipotese de Kolmogorov e anélise dimensional, podemos expressar o segundo

momento na forma
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L2
el (4.46)

Donde segue imediatamente que o« = 1 e = 1. Portanto, o parametro « fica determi-

(0:0%) ~ [LP[T]7* ~ 7% ~ [T)°

nado em funcao da dissipacao de energia e da escala temporal dos incrementos. Logo, a

eq. (4.41) pode ser escrita na forma

do,v = —ovdt + /2verdW, (4.47)

cuja fdp de equilibrio é dada por

P(5,v) = —— exp (-M) | (4.48)

2meT 2eT

Este modelo simples, estilo K41, nao contempla a intermiténcia pois a taxa de dissi-
pagao de energia € é constante. Como a distribuicao dos incrementos de velocidade deste

modelo é uma gaussiana, podemos calcular os diversos momentos e encontrar a relacao
(6,0P) = C,el/>7P/2, (4.49)

com p sendo um nimero par (os momentos impares de uma gaussiana de média zero sdo
obviamente nulos). Apesar deste expoente nao concordar com os dados para todo valor
de p, a lei de poténcia para o segundo momento (p = 2) é verificada experimentalmente
para uma grande quantidade de dados. Nosso objetivo aqui é propor um modelo que,
partindo da hipotese de Kolmogorov e da equacao de Langevin, concorde com K41 no
segundo momento dos incrementos de velocidade e, de maneira natural, fornega correcoes
para os expoentes dos demais momentos da distribuicao. Existem diferentes maneiras de
alterar o modelo fenomenologico padrao de Kolmogorov para o aparecimento de inter-
miténcia. Nossa abordagem consiste em modelar as flutuagoes do fluxo de energia, que é
a quantidade central em K41 e foi o motivo da critica de Landau quanto a simplicidade
da teoria [13].

A segunda proposta de Kolmogorov (K62) faz uma hipotese sobre a densidade de
probabilidade do fluxo de energia [12], antes tido como constante. Este modelo prevé
uma corre¢ao ao expoente da equagao (4.49), mas a proposta da distribuigao Log-Normal
nao veio de um modelo dinamico para o fluxo de energia. Ele fez uma hipotese sobre
a distribuicao de equilibrio de ¢, sem consideracoes sobre a dinamica do mesmo. Nossa

proposta é diferente neste sentido, pois obtivemos a distribuicao de € a partir de consid-
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eracoes sobre sua dinamica.

4.3 Distribuicao de Probabilidade dos Incrementos de
Velocidade

Nesta secao, vamos encontrar a fdp de equilibrio dos incrementos de velocidade do
nosso modelo estocastico no limite de grande separacao temporal entre as escalas. A
justificativa fisica para este limite ja foi dada na secao anterior, onde argumentamos que
as escalas maiores da cascata de energia sao mais lentas, enquanto escalas menores sao
mais rapidas. Neste sentido, podemos repetir o mesmo argumento utilizado no Teorema
4.1 para encontrar a fdp dos incrementos de velocidade como uma superposicao de dis-
tribuicoes. Este calculo ja existe na literatura, apesar de ter surgido de uma maneira
diferente da nossa [61, 16]. No nosso caso, a variavel mais rapida é o incremento de
velocidade, que atinge um estado de quase-equilibrio para um dado valor do fluxo de

energia antes que esse valor tenta tempo de sofrer variagoes. Nesta aproximacao, temos:

Py (6,v) = /OOO P(d,v|en)pn(en)den, (4.50)

onde a distribuicdo py(ex) depende do nimero N de escalas do modelo. Inicialmente,
vamos resolver a integral acima para o caso N = 1 e encontrar um resultado ja conhecido
na literatura. Em seguida, resolveremos os casos gerais, com N > 1, e apresentaremos

uma nova familia de distribui¢oes de probabilidade com cauda de lei de poténcia.

4.3.1 Incrementos de Velocidade no Modelo de Uma Escala

Para o modelo de uma escala, basta utilizar a aproximagao definida na eq. (4.50) com
N=1:

Pu(6.0) = /0 P, 0len ) (e0)der. (4.51)

Substuindo a distribui¢do gaussiana, eq. (4.48), no lugar de P(d,vle;), obtemos

P) = —— [ S 4.52
3 ( Tv)—\/% i pi(e1)er e 1 dey. (4.52)
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Agora, usando a eq. (4.6), ficamos com

1| (Be)™ /°° _p-3 =B _(r)?
P 6TU = € 26 €1 e 27e d€ . 453
10 = =G| ), © ! (4.53)

A integral acima pode ser resolvida exatamente [62], resultando em

—(B1+3/2)
Pi(ow) = ——L LB +3/2) (1+ 0" ) . (4.54)

N V2 Bieor T'(B1+ 1) 231€0T

Esta distribui¢do de probabilidade ¢ conhecida como g-gaussiana [59], a qual tem
sido muito utilizada no contexto da Mecanica Estatistica Nao-Extensiva. Seu surgimento
nesta tese nao faz referéncia a essa generalizacao da mecanica estatistica, pois foi deduzida
como o equilibrio de variaveis dinamicas. Como discutido em outros trabalhos [61], o
surgimento desta curva a partir de uma dindmica é uma alternativa a necessidade de
invocar argumentos de entropia nao-extensiva. Na verdade, o calculo que resultou na eq.
(4.54) era conhecido ha muito tempo [65], a partir do trabalho de William Gosset. Ele
propos uma distribuicao para uma variavel aleatoria construida a partir de uma soma
de variaveis gaussianas dividida pela soma dos quadrados destas variaveis. O resultado
é uma variavel aleatéria distribuida de acordo com uma distribuicao do tipo T-Student,
pseuddénimo do W. Gosset que, por trabalhar em pesquisa quantitativa de uma empresa
de cervejaria, nao podia publicar com seu nome verdadeiro [66]. A diferen¢a fundamental
é que os graus de liberdade da distribuicao do tipo T-Student, relacionada ao parametro
B1 do nosso modelo (ou ao parametro ¢ da ¢-gaussiana), é um nimero natural. Como os
parametros (3; ou q) da distribui¢do P; acima ou da g-gaussiana sao reais, podemos dizer
que houve uma generalizacao da distribuicao T-Student. O ajuste desta curva a dados de
retornos financeiros de ativos e indices ja era conhecido na literatura [60]. Aplicacdo da
distribuicao P; a dados de turbuléncia lagrangeana serao discutidos mais adiante neste

capitulo.

Finalmente, gostariamos de escrever a distribuigao (4.54) encontrada nesta sec¢ao de
uma outra maneira, que serd ttil para entender o caso geral. Mais especificamente, vamos

escrever Pj(d,v) da seguinte forma

B 1 T(3+3/2) 3 50
Pl = =Ty T 2 e (455)

onde | Fy é a func¢do hipergeométrica generalizada de ordem (1,0) [67], que pode ser
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escrita explicitamente em termos da chamada g-exponencial:

1

F
1 0(1_q7

r) = exp,(v), (4.56)

onde
exp,(z) = [1 + (1 — g)a] ™ (4.57)

é a chamada funcao g-exponencial. A partir da identificagao de ; Fy com uma g-exponencial,
fica claro que nossa distribuicdo P;(0,v) é uma g-gaussiana com parametro g dado em

funcao de (3, de acordo com a relagao

3 1
+-=— 4.58
Bty =1 (4.58)
Veremos a seguir que as fdp’s encontradas para um sistema de mais escalas serao
fungdes hipergeométricas generalizadas de ordem (N,0). Optamos por seguir a ordem
historica das descobertas, por isso vamos passar a estudar com detalhe o modelo de duas

escalas, N = 2, antes de discutir o caso geral para N qualquer.

4.3.2 Incrementos de Velocidade no Modelo de Duas Escalas

Vamos agora usar a fdp de equilibrio ps(e2) do fluxo de energia €5 em uma cascata
de energia com dois niveis e combina-la com a distribui¢do condicional (gaussiana) dos
incrementos de velocidade para calcular a respectiva distribuicdo marginal Py (d,v). Ini-

cialmente, temos

Py(6.0) = /O " P50l (en)des. (4.59)

Inserindo (4.13) e (4.48) em (4.59), e fazendo uma série de mudancas de variavel, é possivel

expressar a integral acima em termos de fun¢oes transcendentais conhecidas:

D [6.02] %32 206251607
Py(6,v) = \/ﬁ[ 5 } U (3/2 + Bo; 14 Ba — B W) ; (4.60)

onde D é uma constante de normalizacdo que sera obtida posteriormente e U(a, b, z) é a
fungao hipergeométrica confluente de segundo tipo [68]. Da mesma forma que na se¢ao
anterior, percebemos aqui também que a distribuicao de probabilidade Py(d,v) pode ser

escrita em termos de uma funcao hipergeométrica generalizada. Neste caso, vamos fazer
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uso da seguinte identidade [68]:
o Fo(a,b, z) = (—1/2)*U(a,1 +a —b,—1/2), (4.61)

onde o Fy € a fungao hipergeométrica generalizada de ordem (2,0). A expressao acima, val-
ida para z < 0, pode ser aplicada na férmula da distribui¢ao dos incrementos, eq. (4.60),

resultando em

3 3 (6,0)?
Pg((ST’U) X QFO(/BQ + 5,51 + 5, —2226—?)607_) (462)

A constante multiplicativa pode ser calculada pela condicao de normalizacao, a partir da

/_OO o Fy(a, b; —cx®)dr = \/gf‘(a ;(2;11:22)_ 5). (4.63)

o0

seguinte relagao

Portanto, a forma final da fdp dos incrementos de velocidade do modelo de duas escalas

fica dada pela expressao

! L(B2 + 5)0(51 +3) 3 3 502
g e Tt )IG 7 1) 2okt g hit 5

2’ 2" 26,01e7
Note a semelhanca desta expressao com a eq. (4.55). O modelo de uma escala espacial,

Py(5,v) = (4.64)

cuja fdp dos incrementos é uma g-gaussiana, conseguimos escrevé-lo como a funcao 1 Fy. O
modelo de duas escalas, de forma analoga e apés um esfor¢co muito maior, foi relacionado
a funcao oF). Como mostraremos na se¢ao seguinte, o modelo de N escalas resulta na

fungao hipergeométrica generalizada de ordem (N, 0).

4.3.3 Incrementos de Velocidade no Modelo de N Escalas

Nesta se¢ao, nosso objetivo é encontrar a forma da fdp dos incrementos de velocidade
para o nosso modelo com N escalas. Para isso, vamos partir da eq.(4.50) e usar a gaussiana

para a distribui¢cao condicionada dos incrementos de velocidade, de modo a obter

1 o0 —67—v2
PN((STU) = \/%/ pN(EN)EN_1/2€ 7en dep. (465)
0
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Substituindo a eq. (4.30) na eq. (4.65), obtemos

1 oo [e.@] 757_1)2
Py (6,v) = / / en 2N plenlen_1)plen—1len—a)...p(e1leo)den ... de; .
N (0:0) o= ; N plenlen—1)plen—1len—2)...p(e1|eo)den 1
(4.66)

E possivel mostrar (vide Apéndice C) que a integral acima, apés uma sequéncia de mu-

dancas de variaveis, pode ser expressa em termos de fungoes transcendentais conhecidas:

1 N T8 +3/2) 3 3 (5,v)?

onde nFpy é a fungdo hipergeométrica generalizada de ordem (N,0). Por esta razdo,
vamos nos referir ao modelo acima para a distribuicao dos incrementos de velocidade

como modelo hipergeométrico generalizado (M HGy).

Os dois primeiros membros da familia de fungoes y Fj correspondem a fungoes simples.

Para N = 0 temos a funcao exponencial,
OF[)(.I') = €I, (468)

ao passo que para N = 1 temos a g-exponencial, como mostrado na eq. (4.56). Para
esses casos, segue portanto que a distribui¢do Py(0,v) dada em (4.67) corresponde a
distribui¢oes conhecidas: a gaussiana para N = 0 e a g-gaussiana para [N = 1. Por outro
lado, as distribuicoes baseadas em y Fj, com N > 1, nao foram encontradas anteriormente
na literatura, sendo este trabalho, ao que nos consta, a primeira vez que elas foram

deduzidas e aplicadas a problemas fisicos.

Pode-ser mostrar que a funcao hipergeométrica generalizada nF{ possui a seguinte

forma assintotica:

N
1
F T—x) = E Y1 — 4.
N 0(0[1’ y AN ZL') - CZI [ +O(.Z')]’ ( 69)

onde C; sao constantes, oy; = [3; + 3/2, e a formula é vélida para x > 1. Desta maneira,
verificamos que a distribui¢do Py da eq. (4.67) possui, no limite de d,v — oo, cauda de

lei de poténcia dada por
N

Py (6:0) =) Ci(6,0) 727, (4.70)

=1

Os momentos pares desta distribuicao podem ser calculados explicitamente a partir da
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seguinte relagao
((0,0)%P) = (2p — DTP(ER), (4.71)

como pode ser facilmente verificada a partir de (4.65). Substituindo agora a eq. (4.34)

na equacao acima, obtemos

N p—1
ﬂ.

(6,0 = (2~ e [T TT 57

i=1 j=1

(4.72)

com p um nimero natural. Como a funcao é par, os momentos impares sao zero. Isto
estd de acordo com nossa idéia de turbuléncia lagrangeana pois, quando tomamos os
incrementos de velocidade, estamos nos livrando de qualquer tendéncia que exista no
experimento. Desta maneira, a distribuicao experimental também ¢é par, pois nao ha

sentido preferencial.

Por simplicidade, vamos assumir a partir de agora que a dinamica de todas as escalas
da cascata de energia se comporta da mesma maneira, a menos de uma escala temporal.
Isto significa dizer que as flutuacoes do fluxo de energia da escala i+ 1 dependem do fluxo
da escala ¢ da mesma maneira que as flutuagoes da escala ¢ dependem da escala i — 1, e

assim sucessivamente. Esta afirmacao corresponde a igualdade dos parametros (;:

Bi=fo=.=fn=0. (4.73)

Como os (/s sao parametros livres do modelo, esta condi¢do nao é contraditoria a sepa-
racao das escalas (71 < 72 < ...7n), pois basta assumir que as constantes responsaveis
pelo ruido do modelo também possuem grande separacio (k1 < kg < ...ky) de forma a

preservar o valor dos 3's constantes. Esta condicao equivale a fazer a escolha
Vi~ KL (4.74)

Usando a identidade (4.73) na formula dos momentos (4.72), obtemos

(G.0%) = (2p — 1)ler? <1:[ %) | (4.75)

A partir da expressao acima, poderemos estimar qual a variacdo dos momentos conforme
mudamos a escala de tempo 7 do experimento. Para isso, precisamos relembrar que

a escala espacial de um dado nivel da cascata de energia esta relacionada a escala de
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comprimento do nivel imediatamente anterior por uma razao b (tipicamente b = 2, como
ja mencionado). O mesmo pode ser dito em relagdo aos tempos caracteristicos de cada
escala, e a razdo entre as escalas de tempo pode ser escrita assim da forma T;/T;,, = b,
resultando em

T

onde T' é a escala de tempo integral do sistema. Pela hipotese de Taylor, ela é dada por
T = L/Uy, onde L é a escala espacial integral do sistema e Uy é a velocidade média do
fluido (necessaria para que haja turbuléncia a partir da inje¢do de fluxo externo). Desta

forma, os momentos (4.75) podem ser escritos em funcdo de 7

p—1 lnb IH(T/T)
<(67-’U)2p> = (2p — 1)!!6187'p (H %) s (477)
j=1
que implica em
7\ wr (- Xist n(1-4/8)
((0,0)%P) = (2p — )lepr? (—) : (4.78)
T
Ou seja,
((6-0)) ~ 7%, (4.79)

onde o expoente de escala (5, é da forma

p—i——Zlnl—j/ﬁ (4.80)

O limite de § — oo ¢é interessante pois a densidade de probabilidade do fluxo de
energia passa a delta de Dirac e a distribuicao do incrementos de velocidade tende a
uma gaussiana, retornando ao caso da teoria de Kolmogorov (K41). Para fazer contato
com esta teoria e descobrir qual o expoente previsto por este modelo, vamos expandir o

logaritmo natural em sua série de Taylor na eq. (4.80) para obter

—_

p—

G —i ii (4.81)
» =P Kk ‘

1 k=1

J

Em primeira ordem de 1/, o resultado acima pode ser escrito da seguinte forma:
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LN
Cop =D lnb;ﬁ’ (4.82)

onde a soma em j pode ser realizada facilmente ( ?;ij = p(p — 1)/2). Finalmente,

ficamos com

1 1
Cop =D — pég—lnb) + O <@> : (4.83)

O segundo termo acima, que da a corre¢ao ao expoente de Kolmogorov (para turbuléncia
lagrageana), corresponde exatamente a previsao do modelo Log-Normal [35]. Portanto,
podemos afirmar que, em ordem zero, nosso modelo reproduz o caso K41 e, em primeira
ordem de 1/ , reproduz a corregao do expoente do modelo Log-Normal. Note que a
correcao do modelo depende de b e (3, que sao os tnicos parametros do nosso modelo
no equilibrio, mas o expoente nao prevé alteragdo para o segundo momento (¢; = 1).
Esta propriedade é notéavel, pois sabe-se que o segundo momento é o caso mais confiavel
dos dados experimentais e concordam com a teoria K41. Algumas teorias intermitentes
utilizam o segundo momento de K41 como condicao de contorno para obtengao dos demais
expoentes. Por exemplo, em [35], o segundo momento é colocado de maneira ad hoc,

enquanto o nosso modelo implica esta condicao naturalmente.

4.4 Aplicacao a Dados de Turbuléncia Lagrangeana

Nesta secao, vamos utilizar a fdp resultante do nosso modelo estocastico para ajustar
dados de turbuléncia lagrangeana. Os dados foram fornecidos pelo grupo do Prof. Eber-
hard Bodenschatz e correspondem ao histograma de incrementos de velocidade obtidos
a partir da medicao das trajetorias de microesferas em um escoamento turbulento com
o uso de lasers. A série temporal dos incrementos de velocidade é obtida a partir das
trajetorias, que foram registradas em trés dimensoes, e transformadas em um histograma.
Detalhes sobre o aparato experimental podem ser encontrados na Ref. [14]. Um ajuste
da distribuicao P; (correspondendo & g-gaussiana) normalizada pela variancia dos dados
¢ mostrado na Figura 4.7. Percebe-se que o ajuste da curva nao ¢ tao bom: a curva
nao captura as caudas da distribuicao experimental. Se, por outro lado, variarmos o
parametro 3; na tentativa de ajustar melhor as caudas, perdemos o ajuste da regiao

intermediaria, como visto na Figura 4.6. .
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Figura 4.6 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbuléncia lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teorica do nosso modelo dindmico
de uma escala (N = 1), com (8 = 0.5, que é idéntica a distribui¢do ¢-gaussiana.
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Figura 4.7 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbuléncia lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teorica do nosso modelo dindmico
de uma escala (N = 1), com = 0.9, que é idéntica a distribui¢do ¢-gaussiana.
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Os mesmos dados foram entao ajustados com as distribuicoes Py, com N > 1. A
escolha do parametro N da distribuicao foi feita selecionando o menor N que ajusta os
dados de maneira satisfatoria. A Figura 4.8 representa a distribuicao tedrica do nosso
modelo com N =5 e 3 = 2.1. Escalas adicionais podem ser inseridas no modelo, mas nao
h& mudanca significativa no ajuste a partir de um dado valor de N, como fica ilustrado
na Figura 4.9, em que nosso modelo com N = 6 apresenta um ajuste aparentemente tao
bom quanto o caso N = 5. Note que, ao contrario do que acontece com a g-gaussiana
(Figura 4.7), as curvas (N = 5 e N = 6) teoricas na Figura 4.9 ajustam os dados de
maneira excelente, tanto na regido central quanto nas caudas. Assim, podemos atribuir
a relativa falta de sucesso da curva g¢-gaussiana, no ajuste aos dados de turbuléncia

lagrangeana, a escolha insuficiente do nimero de escalas.

4.5 Aplicacao a Dados de Turbuléncia Euleriana

Nesta secao, vamos utilizar a fdp resultante do nosso modelo estocastico para ajustar
dados de turbuléncia euleriana. A partir da eq. (4.30) para o fluxo de energia da menor
escala ey, podemos construir a distribuicao P(4,v) para incrementos de velocidade d,v =
v(x+r)—v(z), medidos com separagao espacial r, da seguinte forma. Inicialmente, vamos

expressar a distribui¢do marginal de probabilidade P(4,v) como

P(5,0) = /0 " Pl.le)ple)der, (4.84)

onde P(d,v|e,) é a distribuicao de probabilidade condicional de §,v para um valor fixo de
€. Como a intermiténcia esta relacionada com a flutuacao de e,, é razoavel assumir que a
estatistica dos incrementos de velocidade para um e, fixo é descrita por uma distribuicao
gaussiana. Esta hipotese estd em concordancia com experimentos [69, 70]. Entao,

podemos escrever

1 5,v)?
P(érU’O}«) = W exp {—%} y (485)

onde o2 ¢ a variancia aleatoria de §,v para um valor fixo de ¢,. Em geral, pode-se associar

2

o com a taxa local de dissipagao de energia €, [71]. Mais formalmente, podemos escrever

0% = (6,0%e,) = (6,07) . (4.86)

T 60
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Figura 4.8 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbuléncia lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teorica do nosso modelo dindmico
de cinco escalas (N =5), com g = 2.1.
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Figura 4.9 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbuléncia lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teorica do nosso modelo dindmico
de cinco escalas (N = 5), com 3 = 2.1 e o modelo de seis escalas (N = 6), com 3 = 2.5.
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Das equagoes (4.85) e (4.86), segue que a fdp normalizada para d,v pode ser escrita
i > pl&) (6,0)°] .

P(6,7) = . dé.., 4.87

i) = [ Sy |-G e (487)

onde 6,0 = 0,v/1/(d,v?) é o incremento de velocidade normalizado e €. = €,./¢y é o fluxo

de energia normalizado da escala r. Note que, como escolhemos uma gaussiana de média

na forma

zero em (4.85), nosso modelo descreve apenas a parte simétrica da fdp dos incrementos
de velocidade, cuja forma nao gaussiana é uma assinatura da intermiténcia. A parte
assimétrica da fdp pode estar relacionada com o movimento dos voértices, que se dobram

e se esticam, e serd por enquanto deixada de fora do modelo.

Substituindo a eq. (4.30) em (4.87), e aplicando a mesma sequéncia de mudancas de

varidvel mencionada na secao anterior, obtemos

(8; +3/2) 3 3. (6,9)

N
I(
) \/mg /81+1> NFO(61+§,...7ﬂN—|—§;_261 6N

Py (5, ). (4.88)

Esta distribuicdo é a forma normalizada da distribui¢ao dada pela eq. (4.67). Nesse caso,

a formula dos momentos anéloga a (4.72) torna-se

N p—1

((6,0) %) = (2p — 1) "HH ao (4.89)

=1 j=1

Novamente aplicamos a condicao 3; =  para todo ¢ e ficamos com

((6,0) ) = (2p — 1! (Hﬁ ) (4.90)

Repetindo os passos da deducio da eq. (4.79), com r = L/b", obtemos a seguinte relacio

de escala: .
((6,0)) ~ (%) (4.91)

onde

—_

1 &

Cop = 1 b (J/ﬁ) (4.92)

IIM

Desta forma, a eq. (4.92) mostra uma corregdo ao expoente de escala dos momentos
da distribui¢ao dos incrementos de velocidade devido a intermiténcia. Como a varidvel

(6,0) %P & normalizada pelo desvio padrao, a dependéncia de (§,v%) em r é também uma



4.5 APLICACAO A DADOS DE TURBULENCIA EULERIANA 91

parametro livre do modelo. Mais explicitamente temos

(5.0) ~ 0% (£) (4.93)

Vamos agora aplicar nosso modelo a um conjunto de dados de turbuléncia euleriana.
As medigoes foram publicadas na Ref. [72] e gentilmente fornecidas pelo grupo do Prof.
Benoit Chabaud. O experimento consiste na medicao da velocidade do escoamento ao
longo do eixo no qual um fluxo de hélio gasoso a baixa temperatura é injetado em um
cilindro. O fluxo de injecao, mantido constante, atinge um sensor e, na base do cilindro,
faz o caminho de volta para o tanque, como reproduzido na Figura 4.10. Neste experi-
mento, existe apenas um sensor que registra dados de voltagem a serem transformados
em uma série de velocidades. Detalhes sobre o aparato experimental podem ser encon-
trados em [73]. Seguimos as recomendagoes para transformar os dados de voltagem em
dados de velocidade, gerando uma série temporal (com cerca de 107 pontos) para cada
nimero de Reynolds. Cada série temporal foi registrada com uma dada frequéncia, 1/,
de forma que sabemos qual o intervalo de tempo a que corresponde um dado incremento

de velocidade. Definimos a série de incrementos de velocidade como

5,00(5) = v(j + 1) = v(j). (4.94)

com j variando de 1 até o final da série de medicoes de velocidade e 7y correspondendo
a menor escala do experimento. Esta escala pode ser estimada utilizando a hipo6tese de
Taylor

ro = UsTo, (4.95)

onde Uy é a velocidade média do escoamento e 7y é o inverso da frequéncia temporal dos
registros. Desta forma, obtemos uma série temporal estaciondaria, 0,,v(7), e calculamos
seu desvio padrao. Em seguida, dividimos os dados pelo desvio padrao e distribuimos os
valores em intervalos de mesmo comprimento cuja posicao variou tipicamente de —150
a +150, em um total de 100 intervalos. Contamos a ocorréncia de cada intervalo e
construimos o histograma empirico normalizado, P(4,0). Na Figura 4.11 mostramos um
exemplo da série temporal dos incrementos de velocidade para um dos experimentos
de turbuléncia euleriana. Note que a série possui um comportamento aparentemente

aleatorio.

Como o experimento possui um fluxo injetado para baixo, existe uma direcao prefer-

encial dos incrementos de velocidade e o histograma obtido nao é simétrico, apesar de ter
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Figura 4.10 Esquema do aparato experimental utilizado para medir velocidades em turbuléncia
euleriana |74].
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Figura 4.11 Exemplo de série temporal dos incrementos de velocidade para turbuléncia eule-
riana como medida na Ref. |[74]. O eixo vertical esta normalizado pelo desvio padrao o da série.
Para este experimento, temos Re = 295000 e ro = 0,7 x 10~°m.
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média zero. Visto que estamos interessados em ajustar apenas a parte simétrica da fdp,

tomamos apenas a parte par do histograma, P*(4,,0), definida como

P*(6,y8) = 5 [P(8,,7) + P(=0,,8) . (4.96)

N | —

Escolhemos a menor escala dos experimentos, rg, para um determinado nimero de Reynolds
e comparamos com a fdp resultante do nosso modelo, dada por (4.88). A primeira fdp
a ser considerada é a fun¢ao |Fy (g-gaussiana) e possui um ajuste bem melhor que a
gaussiana (o Fp), como ja é de conhecimento na literatura |[16], e como pode ser visto na
Figura 4.12. Note que a distribuicao gaussiana falha no ajuste das caudas, enquanto a
distribuicao | Fy ajusta melhor os dados. Entao, resolvemos inserir mais niveis na cascata
de energia para verificar o ajuste das fungoes yFy com N > 1. Neste sentido, inserimos
mais uma escala no modelo e percebemos que o ajuste com a fungao 5 Fy é ainda melhor.
Damos continuidade ao processo até chegar ao modelo com menor nimero de escalas
que forneca uma boa concordancia com os dados. Esse procedimento esta ilustrado na
Figura 4.13 para o caso R = 295000. Note que para poucos niveis, N = 4 e N = 5,
nosso modelo consegue ajustar de maneira excelente o histograma tanto na regiao central
quanto na regiao das caudas. Modelos com mais escalas possuem também um ajuste tao
bom ou ligeiramente superior aos considerados, mas o ganho no ajuste ¢ praticamente

imperceptivel e o custo computacional nao é compensado.

Resolvemos testar a fdp do modelo em séries temporais com escalas maiores, para

acessar outro nivel da cascata. Para isso vamos definir escalas sucessivas pela formula

onde o fator 2 foi escolhido por conveniéncia. A partir desta transformacao, podemos

definir as séries J,,v por
5 0(j) = v(j+2 — 1) —v(j — 1), (4.98)

de maneira andloga a eq. (4.94). Com estas novas séries, podemos construir o his-
tograma normalizado para cada uma delas e ajustar uma sequéncia de funcoes yFj da
seguinte forma: descobrimos qual o menor valor de N que ajusta bem os dados da menor
escala ro. Em seguida, passamos a ajustar a escala seguinte, r1, com N — 1. Con-
tinuamos o procedimento até atingirmos o caso N = 1. Repetimos esta sequéncia de

ajustes para diversos nimeros de Reynolds. As figuras mostram dados e ajustes com
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Figura 4.12 Turbuléncia Euleriana. R = 295000 e o = 0,7 x 10~°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com pardmetros dados por N =0e N =1, =1.8.
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Figura 4.13 Turbuléncia Euleriana. R = 295000 e o = 0,7 x 10™°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com pardmetros dados por N = 1,6 =18, N = 2,0 = 3.4 ;
N=33=50; N=4,3=6.5; N =5,0=7.9. Mostramos apenas o semi-eixo positivo de d,,v.
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R = 8500 (Figura 4.14), R = 29830 (Figura 4.15), R = 58300 (Figura 4.16), R = 115000
(Figura 4.17), R = 295000 (Figura 4.18), R = 757000 (Figura 4.19). As escalas ry de
observagao estao registradas em cada grafico. As curvas sofreram uma translacao ver-
tical para uma melhor visualizacdo. Note que as fdps do modelo ajustam os dados de
maneira consideravel na regiao central e nas caudas, tanto para as menores escalas quanto
para as maiores escalas, em que os histogramas ja apresentam um formato aproximada-
mente retilineo, correspondendo a uma distribuicao exponencial, indicando que as escalas
seguintes terao um comportamento mais proximo do gaussiano, como esperado em nosso

modelo.

Como mencionamos anteriormente, o niimero exato de escalas de uma cascata para
uma certa experiéncia nao ¢ uma informacao que pode ser obtida a partir dos dados, pois
um namero ainda maior de escalas pode ser sempre considerado, gerando um ajuste cuja
melhoria no ajuste é irrelevante. Contudo, nao estamos dispostos a responder esse tipo de
questionamento, ji que a propria cascata de energia ¢ um artefato tedrico que nao pode
ser medido diretamente nos experimentos. A pergunta que deve ser feita é: um modelo
de cascata com N escalas descreve uma dada classe de experimentos? Se a resposta for
positiva, entao ficaremos com o modelo mais simples dentre eles. Esta argumentacao
¢ necessaria, pois veremos que o modelo Log-Normal pode ser interpretado como uma

cascata continua na proxima segao.

4.6 Cascata Continua de Energia e o Modelo Log-Normal

O modelo Log-Normal foi introduzido no capitulo 2 como um dos modelos bésicos de
intermiténcia. Ele surgiu da necessidade de inserir flutuagoes no fluxo de energia para
tentar contornar a critica levantada por Landau [13] sobre a intermiténcia. Uma expli-
cacao razoavel para o modelo Log-Normal é que a energia, quando passa de uma escala
para outra, sofre um ganho ou perda mensurado por uma varidvel aleatéria. Quando
consideramos diversas escalas, a energia sofre este efeito diversas vezes e chega na es-
cala menor alterada por um produto destas varidveis aleatorias. Estas varidveis podem
ser consideradas como identicamente distribuidas e independentes. Logo, o produto de
muitas delas se aproxima a uma distruicdo Log-Normal, visto que o log do fluxo de ener-
gia é uma soma de muitas variaveis e, pelo Teorema do Limite Central [64], sabe-se que
a distribuicao resultante desta soma é uma Normal. Curiosamente, este argumento foi

empregado por Kolmogorov ainda em 1941 para justificar o modelo Log-Normal da dis-
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Figura 4.14 Turbuléncia Euleriana. R = 8500 e 79 = 4,0 x 10™°m. Ajustes dados pelas curvas
teéricas do nosso modelo com pardmetros dados por N =5, 3 =12, N =4, 3 =10; N = 3,
=88 N=2 =78 N=1, =54
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Figura 4.15 Turbuléncia Euleriana. R = 29830 e 79 = 1,8 x 107°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com parametros dados por N =5, =87, N=4, 6 =7.3; N
=3,0=63N=2 =57, N=1,3=4.7.
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Figura 4.16 Turbuléncia Euleriana. R = 58300 e 79 = 1,5 x 10™®m. Ajustes dados pelas
curvas teéricas do nosso modelo com parametros dados por N =5, 3 =6.8; N=4, 6 =5.5; N
=3,0=52N=2 =50, N=1,3=44.
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Figura 4.17 Turbuléncia Euleriana. R = 115000 e o = 0,8 x 10~°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com parametros dados por N =5, 3 =8.0; N =4, 6 =6.4; N
=3,0=62:N=2 =58 N=1, 8=23.6.
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Figura 4.18 Turbuléncia Euleriana. R = 295000 e g = 0,7 x 10™°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com parametros dados por N =5, 3 =8.0; N=4, 6 =7.0; N
=3,0=60,N=2 8=5.0,N=1, 3=4.0.
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Figura 4.19 Turbuléncia Euleriana. R = 757000 e o = 0,6 x 10™°m. Ajustes dados pelas
curvas tedricas do nosso modelo com parametros dados por N =5, 3 =8.4; N =4, 6 =8.0; N

=3,0=70;N=208=60;N=1, 3=3.7.
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tribui¢ao dos tamanhos de rochas |[34]. A distribuicao foi resgatada em 1962 no contexto
de turbuléncia, mas Kolmogorov e Obukhov nao ousaram invocar a mesma argumen-
tacao por parecer bastante especulativa quando aplicada a cascata de energia, do ponto
de vista matematico. Alguns anos mais tarde, Gurvich e Yaglom [74| propuseram um
modelo Log-Normal como resultante de um produtério de fatores aleatorios, com o uso
do Teorema do Limite Central.

Queremos mostrar que o nosso modelo dinamico estocastico reproduz a mesma dis-
tribuicao Log-Normal para o fluxo de energia quando consideramos uma cascata infinita.
Como o modelo fornece um procedimento para calcular a fdp do fluxo de energia como
uma sequéncia de integrais, precisamos mostrar que uma sequéncia infinita de integracoes,
no sentido da eq. (4.65), converge para a distribuigdo Log-Normal. Para isso, poderiamos
considerar os momentos desta distribuicao Log-Normal e mostrar que podem ser re-
produzidos pela distribui¢ao limite (N — o00). Esta condi¢ao é necessaria, mas nao é
suficiente para dizer que as duas distribuicoes sao iguais. A distribuicao Log-Normal nao
¢ definida unicamente pelos seus momentos [75] e a demonstracdo deste teorema sera
feita de forma mais cuidadosa com o uso do TLC (Apéndice D).

Teorema 4.2 Seja

/ / |€N 1 (61‘60)d€N71...d617 (499)

onde P(e;le;—1) ¢ dado pela eq. (4.2). Entao, se 3/N = =, temos

]_ ne—p)?
e~ A (4.100)

lim Py(e) =
N—o0;8—00 N<> €o 21

A demonstracao é dada no Apéndice B. Alternativamente, podemos verificar de forma
mais imediata que os momentos da distribuicao limite descrita no teorema sao os mesmos

de uma Log-Normal. Note que, utilizando a eq. (4.32) para os momentos de €y,

() = <e€>iii (%)N (£101)

e fazendo 3 = N/o?, podemos escrever o limite

-N
: p __ /Db <
o lim () = e lim H (1 ) : (4.102)

Reconhecendo no limite da expressao acima a deﬁnigéo da funcao exponencial, ficamos
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com

lim (&) = heXi=077", (4.103)

N—o00;8—00

Aplicando a formula da soma, Z?;i = p(p — 1)/2, obtemos

. _ 2
lim  (’) = ehePP= 1o (4.104)
N—o0;3—00
. L 1. o2
Assim, encontramos os momentos de uma curva Log-normal de média ¢y = e#t7 e se-
2 ~ . « ,

gundo momento dado por €7 ¢3. O modelo Log-Normal para turbuléncia consiste também
em uma prescri¢ao de como o? deve depender da escala r do experimento. Por exemplo,

2

Kolmogorov em K62 escolheu uma dependéncia logaritima para ¢ como mostrado em

(2.47). Mais recentemente, outros autores [41] propuseram uma lei de poténcia do tipo

1
o? ~ —, (4.105)
/,nO(

com a > 0.

Um detalhe precisa ser esclarecido nesta etapa. Apesar de o nosso modelo resultar
no modelo Log-Normal, precisamos tomar um ndmero infinito de niveis de modo que,
para a expressdo L/r = bY ser satisfeita para comprimentos finitos, terfamos que fazer
b — 1. Neste caso, nao seria tao justificivel a separacao de escalas temporais, ja que
as escalas estariam muito préximas, de forma que a aproximacao de separacao temporal
usada no Teorema 4.1 nao deveria ser aplicada. Portanto, apesar de existir matematica-
mente o limite continuo para o nosso modelo e este limite resultar no conhecido modelo
Log-Normal, ainda nao temos uma visao clara de como isto pode ser realizado experimen-
talmente para afirmar quando o modelo Log-Normal (N infinito) seria mais apropriado
do que os demais modelos de N finito.

Em resumo, conseguimos ligar o nosso modelo estocéstico ao modelo K41 e ao modelo
K62, no limite de uma cascata continua, 5 — co e N — oco. Além disso, verificamos que
o modelo g-gaussiano pode também ser obtido no caso N = 1. Portanto, temos o nosso
modelo como um modelo que nao fixa o nimero de escalas da uma cascata de energia a
priori. O nimero de escalas é encontrado de acordo com os dados experimentais e, como
vimos na secao anterior, temos um nimero diferente de escalas na cascata conforme

variamos a escala de observacao.



CAPITULO 5

Aplicacoes & Econofisica

Neste capitulo, fazemos uma breve revisao da literatura dos modelos estocasticos para
a dinamica de precos de ativos negociados no mercado financeiro. Estamos interessados
no modelo de Black-Scholes (BS) de precificacao de opcoes e suas modificacoes em que
a volatilidade dos retornos é uma variavel estocastica. Apresentaremos um novo modelo
de volatilidade estocastica de duas escalas, fortemente baseado no MHG. Este modelo é
uma generalizacao do modelo de Hull-White [24] e prevé uma auto-correlacao dada pela
soma de dois decaimentos exponenciais, cada um com um tempo de relaxacao diferente.
[sto concorda com observacoes dos precos reais de bolsas de valores, inclusive a brasileira
[25].  Aplicamos a fdp do modelo de duas escalas (3Fy) aos dados da série historica
do IBOVESPA e encontramos um 6timo ajuste. Mostramos que mais escalas podem
ser consideradas e aplicamos a fdp geral do nosso modelo (yFp) & série historica do

IBOVESPA para diferentes escalas temporais de observacao.

Utilizaremos uma férmula de Merton para corrigir os precos de derivativos a partir
de um modelo de volatidade estocastica para duas escalas, em que fazemos uma analogia
entre volatilidade e fluxo de energia. Tracamos a curva que representa o chamado sorriso
da volatilidade implicita (“volatility smile”) a partir do nosso modelo de duas escalas.
Estimamos também a mesma curva para o modelo de um nivel, a titulo de comparacao,
visto que este é semelhante ao modelo proposto com base na distribuicao g-gaussiana para
os retornos [60]. Selecionamos os parametros que melhor ajustam a fdp do modelo de uma
escala a dados reais de fechamento de um ativo e mostramos um grafico de precificagao
do modelo em func¢ao do tempo em comparacao aos precos reais de uma opcao sobre este

ativo e ao modelo de Black-Scholes.

5.1 Opcoes e Modelo de Black-Scholes

No mercado financeiro, empresas que resolvem abrir seu capital podem ter seus papéis,

ou agoes (que sdo fragdes da empresa), negociados diariamente. O detentor de uma agao

101
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¢ dono de parte da empresa e pode vender esta parte pelo preco de mercado quando
tiver interesse. Contudo, as varias ordens de compra e venda sao submetidas & bolsa em
quantidades diferentes. Como o nimero de negbcios é muito alto, esta diferenca entre
oferta e demanda altera o preco de uma agao ao longo do tempo. Isto significa que o
valor de mercado de uma empresa nao depende diretamente do seu balanco contabil, mas
depende sobretudo do interesse das pessoas em comprar e vender suas agoes.

A cada periodo de tempo, que pode ser de segundos, a bolsa de valores registra o
preco de mercado com que determinado papel estd sendo negociado. Assim, depois de
varios registros, os precos do ativo podem ser vistos como uma série temporal. Aqui,
o pre¢go de uma agdo, que depende do tempo, sera representado por S(¢). Contudo,
esta série temporal nao parece universal pois existem tendéncias que sao diferentes a
depender da empresa negociada. Para obtermos uma série temporal universal, no sentido
de ser semelhante para todas as empresas, devemos aplicar uma transformacao a série
dos precos. Em termos de turbuléncia, é como se estivéssemos diante de uma série de
velocidades. Esta série depende de uma velocidade média do escoamento e nao pode ser
comparada a experimentos distintos. Quando extraimos apenas a série dos incrementos
de velocidade, que nao possui tendéncia, obtemos uma série estacionaria. O mesmo pode
ser feito para os pregos através da transformacdo que define os retornos financeiros, r,(t),

calculados para uma dada escala de tempo 7, como sendo a varia¢ao logaritimica do preco

r(t) = InS(t) — In S(t — 7). (5.1)

O estudo da série temporal dos retornos mostra que, para um periodo de algumas
horas, os retornos possuem auto-correlagao aproximadamente nula para qualquer ativo
financeiro. Isto pode ser entendido a partir da hipotese do mercado eficiente [76], que
supoe a existéncia de um mecanismo auto-regulador no mercado, de forma que todas
as oportunidades de ganhar “dinheiro certo” (chamadas no jargdo do mercado de “arbi-
tragem”) sao rapidamente exploradas pelos participantes e deixam de existir. A auto-
correlacao dos retornos é uma dessas oportunidades que, se existisse, seria rapidamente
explorada até um ponto que seria de conhecimento publico e que ninguém conseguiria
aproveita-la para obter lucro.

A série de retornos também parece auto-similar. Se reescalarmos o tempo (que pode
ser feito recalculando a série de pregos com outro periodo de tempo 7) obtemos uma série
com movimentos semelhantes & anterior, apenas com variancia diferente. A partir de uma
simples inspec¢ao visual, é notavel a semelhanca desta série de retornos com o Movimento

Browniano. Na verdade, em respeito a ordem dos acontecimentos, um comportamento do
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tipo Movimento Browniano j& tinha sido estudado no contexto de finangas por Bachelier
em 1900 [17], cinco anos antes de Einstein (1905), que estudou o problema do movimento
aleatorio de particulas macroscopicas flutuando na agua [18]. Bachelier utilizou de forma
pioneira matematica avancada no estudo de precificacao de derivativos em sua tese, que

resultou na primeira modelagem matematica do Movimento Browniano.

Apenas em 1973 houve uma formalizacao mateméatica adequada do problema de pre-
cificacao de certos contratos derivativos, chamados de opcoes, que resultou no famoso
modelo de Black-Scholes [23|. Os contratos de opg¢des possuem um preco ajustado pela
oferta e demanda, mas este preco depende sensivelmente da acao a que se refere a opcao.
Pelo fato de o preco desses contratos derivar do preco da acao, tais instrumentos sao

chamados de derivativos.

Especificamente, uma opgao de compra (call) é um contrato em que um dos par-
ticipantes, chamados de comprador da opcao, paga pelo direito de poder comprar uma
determinada acao S por um preco K combinado, ou preco de exercicio, no dia do venci-
mento 1. O participante que estd na outra ponta da operacao, chamado o lancador da
op¢ao, terd que honrar seu compromisso de vender a acao, caso seja solicitado pelo com-
prador, pelo preco K combinado. No dia do vencimento, caso a acao tenha um valor
de mercado menor que o valor de exercicio K, o comprador da opgao nao vai exercer
seu direito, pois serd mais barato comprar a acao no mercado, e dizemos que a opc¢ao
“virou p6”. Porém, se a acao tiver um valor de mercado maior que o preco de exercicio,
o comprador da opcao exercerd seu direito e comprara a acao pelo preco K. Assim, ele

podera vender o mesmo papel no mercado pelo preco S e lucrar S — K.

Similarmente, uma op¢ao de venda (put) é um contrato em que um participante
paga pelo direito de vender uma determinada agao por um preco combinado em um dia
futuro [77]. Estes instrumentos foram inventados inicialmente com o intuito de oferecer
aos participantes do mercado uma maneira de evitar riscos a um preco razoavel. Contudo,
diversos participantes do mercado perceberam que a propria definicao das opcoes implica
em uma dinamica rapida cujos ganhos (e perdas) percentuais sdo extremamente elevados.
Desta forma, op¢oes tornaram-se também um objeto de investimento (e especulagao) e
uma formula que indique o seu preco teorico (ou justo), em um determinado dia, é uma
oportunidade de negocio interessante.

O modelo de Black-Scholes (BS) tem como objetivo utilizar uma equagao diferencial
estocéstica para modelar o preco dos ativos e a hipotese de nao arbitragem para deduzir
uma férmula para o preco justo de uma opcao. O preco justo, por definicao, seria o preco

pelo qual a opcao pode ser negociada sem favorecer nenhuma das partes e, portanto,
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deveria ser o preco de mercado. Desta maneira, se alguém precisar de uma opcao de
compra ou de venda para proteger-se do risco do mercado, ele pode aplicar o modelo de
Black-Scholes para saber se estd com vantagem ou desvantagem ao assumir uma dada
posicao no mercado de opgoes. Similarmente, pode-se utilizar esta formula para descobrir
mé precificacao de opc¢oes e explorar arbitragens estatisticas, ou seja, oportunidades cujo

ganho nao ¢ garantido, mas é provavel.

Tecnicamente, o modelo de Black-Scholes consiste em uma equacao para a dinamica
dos precos
dS = pSdt + o SdW, (5.2)

onde 1 e k sdo parametros reais positivos do modelo e dW é um ruido branco (incremento
do processo de Wiener) de média zero e variancia dt. O processo estocastico que governa
S(t), definido em (5.2), é conhecido como Movimento Browniano Geométrico e apresenta
uma tendéncia exponencial. Portanto, nao é um proceso estacionério. Isto significa que
os precos sao distribuidos segundo uma distribuicao Log-Normal, ou seja, os retornos sao
distribuidos segundo uma curva normal, como pode ser facilmente verificado. De fato,

definindo o retorno r(t) como
r(t) =InS(¢) (5.3)

e aplicando o lema de It6 (Apéndice A), obtemos

_dS  ds?

d — - —. A4
"TS T ase (54)
Inserindo (5.2) na equac@o acima resulta
L,
dr = |pu — 50 dt + odW, (5.5)

que é a equacao para um movimento browniano, cuja distribuicao é uma gaussiana com

média m = (pu — %)t e variancia var[r] = o?t.

O valor de uma op¢ao também é uma funcdo do tempo que chamaremos de V (S, ).
Esta opc¢ao vence no instante 7" e o preco de exercicio € K. A deducao original da
formula de Black-Scholes para o preco da opcao consiste em construir uma estratégia de
investimento que combina compra de acoes e opgoes. Este portfolio serd formado com a
compra de uma op¢ao de compra sobre uma determinada acao S e a venda simultanea

de A unidades desta mesma acao S. O valor deste portfolio no instante t é denotado por
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IT e sua férmula é dada por
I1(S,t) = =SA(S,t) + V(S,1), (5.6)

onde o sinal de — no termo S significa que vendemos a agao. Suponha agora que o nimero

de agoes na carteira é mantido com o valor

oV
A= (5.7)

que serd sempre ajustado com o passar do tempo. Note que nesse caso uma variacao

infinitesimal do preco do portfolio é dada por

oV
dIl = — <ﬁ) ds + dv. (5.8)

Aplicando agora o lema de Itd6 (Apéndice A) diretamente & variavel V', obtemos

ov ov 10°V |,
dV = Wdt + %ds + QWdS . (5.9)

Inserindo a equagdo acima em (5.8), obtemos

oV ov ov 10°V .,
dll = —%ds + Wdt + %ds + des : (5.10)

Inserindo a eq. (5.2) na equagao acima, chegamos na equagao para a evolucao de II,

Vo1, 0V
IV AR PEY Ll W) 11
(8t+205832) (5.11)

A passagem crucial agora é perceber que este processo nao é estocastico. Isto signifca
que o porfolio II é livre de risco e, pela hipétese do mercado eficiente, ele deveria render o
mesmo que qualquer outro processo livre de risco (como poupanga ou CDB). Caso tivesse
um retorno maior que a taxa r de retorno de um ativo livre de risco, os participantes
poderiam pegar dinheiro emprestado a uma taxa r, assumindo a posicdo da carteira
montada em (5.6), ou seja, comprariam o portfolio IT pois o lucro seria suficiente para
pagar o empréstimo. Caso o portfélio rendesse menos que r, os participantes optariam por
uma posicao inversa a definida em (5.6), ou seja, venderiam o portfolio IT e emprestariam
o dinheiro obtido na venda a um juros dado por pela taxa livre de risco r. Assim, a tnica

maneira do portfélio criado no modelo de BS satisfazer a hipotese do mercado eficiente
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(auséncia de arbitragem) é que seu retorno seja exatamente r, ou seja,
dll = rIldt (5.12)

Podemos utilizar a condigdo acima em (5.11) para obter

V1,V oV

Esta equacao diferencial parcial de segunda ordem é a chamada equacao de Black-Scholes.

Aplicando as seguintes condigdes de contorno para o pre¢o de uma opgao de compra (call)

C(0,t) =0, Vt, (5.14)
Slim C(S,t) =S, (5.15)
C(S,T) = max(S — K,0), (5.16)

é possivel resolver a eq. (5.13). Apods fazer os respectivos célculos, obtemos a formula

final para o preco de uma opgao de compra (call) [23]

Cps(S,t;0) = SN(dy) — Ke "IN (d,), (5.17)
onde os parametros d; e dy sao dados por

~ In(S/K)+ (r+0%/2)(T —1)
dy = o , (5.18)

dgzdl—g\/T—t, (519)

e N(z) é a distribui¢do normal padrao acumulada

N(z) L / " ey, (5.20)

:277

—00

Na equacdo (5.17), usamos o subscrito B.S para denotar o preco de uma opgao de compra
(call) dado pelo modelo de Black-Scholes e, por conveniéncia, explicitamos a dependéncia
na volatilidade 0. Uma observacao precisa ser feita quanto ao tipo de opcao que obedece a

este modelo. Consideramos que a opcao s6 pode ser exercida no dia do vencimento. Este
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tipo de opcao faz parte de uma categoria chamada de op¢oes Européias, ao contrario
das opcoes Americanas, que podem ser exercidas a qualquer momento, até o dia do

vencimento.

O modelo de precificagao de Black-Scholes foi deduzido de uma maneira alternativa
por Merton [78]. Alguns anos depois, o modelo ganhou grande popularidade entre
académicos e profissionais do mercado, ainda que haja alguma critica na aplicagao pratica
do modelo [79]. O fato é que o modelo passou a ser uma referécia no estudo de precificagao
de qualquer derivativo financeiro e recebeu diversas modificagoes nos tltimos anos. Em
1997, Merton e Scholes receberam o prémio Nobel da Economia pelo seus trabalhos na
precificacao de opcoes. Black nao foi agraciado com o prémio, pois viera a falecer em

1995, mas foi mencionado como colaborador pelo comité de premiacao.

5.2 Mercados Reais : o “Sorriso” da Volatilidade e Leis de

Poténcia

No final dos anos 80, a partir da crise de 1987, as opcoes negociadas nos mercados
dos Estados Unidos comegaram a apresentar caracteristicas inéditas |77|. Quando sub-
stituimos os precos reais negociados no mercado de op¢oes no modelo de Black-Scholes,
obtemos a volatilidade, que é Gnico parametro que nao é observado diretamente. Esta
constante do modelo de Black-Scholes pode ser calculada desta forma para cada prego
de exercicio K, possibilitando a construcao de uma curva ogs vs. K, onde ogg é a
volatilidade que, por ser calculada de maneira indireta a partir do modelo, é chamada de
volatilidade implicita. De acordo com o modelo de BS, este grafico deveria mostrar ape-
nas uma funcao constante, visto que por definicao ogg ¢ um parametro fixo do modelo,
mas a curva real possui concavidade para cima. Este fendémeno é conhecido como “sor-
riso da volatilidade” (volatility smile) como ilustrado na Figura 5.1. Na préatica, significa
que o modelo de Black-Scholes nao funciona da mesma maneira para todos os precos de

exercicio. Ou seja, o nao pode ser uma constante.

Além disso, a abundancia de dados observacionais do mercado para intervalos de
tempo cada vez mais curtos revelou que a hipotese de Black-Scholes (de que os retornos
eram distribuido segundo uma curva gaussiana) ndo é verdade. Escalas de horas, minutos
e segundos mostram que a distribuicao dos retornos financeiros se distancia cada vez
mais de uma curva normal e passa a apresentar caudas gordas, estilo lei de poténcia

[80]. Isto significa que eventos considerados raros pelo modelo de BS acontecem com
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Figura 5.1 Volatilidade implicita das a¢ées da Vodafone (VOD) em funcio da razao K/S. A
concavidade desta curva representa o chamado “sorriso da volatilidade”.

mais frequéncia do que se imaginava. Isto também pode estar relacionado ao fato da

volatilidade dos precos variar de forma intermitente com o tempo.

Existem diversas maneiras de modelar a volatilidade. Os modelos discretos incluem
modelos tipo ARCH [81] e suas generalizagoes naturais, GARCH (82|, EGARCH [83],
etc. Estes modelos assumem que as flutuagoes (incrementos quadraticos) presentes sao
funcoes das flutuacoes imediatamente anteriores. A forma desta funcdo vai de um modelo
de combinagao linear (ARCH) até generalizagbes mais sofisticadas. Neste caso, dizemos
que o modelo prevé a volatilidade realizada, pois esta estudando a série temporal da
volatilidade e nao o valor implicito a partir de um modelo de precificacao de derivativos.
Uma abordagem interessante para previsao de volatilidade ¢ a utilizacao de inteligéncia
artificial (Redes Neurais e Algoritmos Genéticos) [84], onde a volatilidade é estudada
também como uma série temporal. Neste caso, a rotina tenta mapear os valores passados
em um valor futuro a partir de uma combinagao nao linear com alguns parametros livres
(pesos) que serdo ajustados conforme a rede neural passe por um treinamento exaustivo

(tentativa e erro).

Especificamente nesta tese, estamos interessados apenas em modelos de volatilidade
estocastica, como o modelo de Hull-White [24] e o modelo de Heston [85], pela semel-

hanca que estes modelos possuem com o Modelo Hipergeométrico Generalizado para
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flutuacoes de velocidade em um escoamento turbulento. Esses modelos consideram que a
volatilidade obedece a um determinado processo estocéstico, sendo que a diferenca entre
os modelos é a forma funcional do respectivo termo estocastico. Vamos revisar a seguir
alguns modelos de volatilidade estocéastica mais relevantes para nosso estudo antes de

introduzirmos nosso modelo MHG no contexto de financas.

5.3 Modelos de Volatilidade Estocastica

Vamos apresentar e comentar rapidamente alguns modelos de volatilidade estocastica
para entender qual o cenario académico no qual o MHG sera inserido e em que sentido
podemos dizer que ele é uma generalizacao natural de modelos anteriores. Inicialmente,

temos o modelo de Heston [85]

dS = pSdt + /vSdWy, (5.21)
dv = —y(v — 0)dt + K\/vdWs, (5.22)

A primeira equacao é idéntica & equacao de BS, mas o termo de volatilidade passa
a ser também modelado por uma equacao diferencial estocastica que possui reversao a
média (isto é, a volatilidade tende a voltar para seu valor médio apos grandes flutuagoes,
uma propriedade observada nos mercados em geral) e um ruido com amplitude propor-
cional a /v, resultando em flutuac¢oes que crescem com magnitude do presente valor da
volatilidade. A volatilidade no modelo de Heston pode atingir o valor zero mas, neste
caso, ela volta rapidamente a um valor positivo. E possivel mostrar que, no equilibrio,
a volatilidade do modelo de Heston atinge uma distribuicao do tipo gama, que possui
uma cauda que cai exponencialmente [85]. A equacao (5.23) representa uma dependéncia
entre os ruidos do modelo que pode ser observada (p # 0) ou nao (p = 0) no mercado.
Geralmente, existe uma dependéncia entre o retorno anterior e a volatilidade seguinte,
mas o inverso nao é verdade. Este efeito é chamado de Leverage [86] e, caso houvesse
dependéncia entre a volatilidade passada e o retorno futuro, seria rapidamente explorado
pelos participantes do mercado. Entao, esta observacao dos dados é consistente com a
idéia de mercado eficiente.

O modelo de Stein |87, 88| apresenta para a equacao da volatilidade um ruido adi-

tivo, diferentemente do modelo de Heston que prescreve um ruido multiplicativo. Mais
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especificamente, o modelo de Stein corresponde ao seguinte conjunto de equacoes.

dS = pSdt + o SdWh, (5.24)
do = —v(o — 0)dt + adWs, (5.25)
E[dW,dWs] = pdt, (5.26)

onde a distribuicao de o tende a uma gaussiana no equilibrio. O termo de ruido altera
completamente a distribuicao de equilibrio para a volatilidade e, consequentemente, tem

influéncia sobre a distribuicao dos retornos e formulas de precificacao.

O modelo de Hull-White [24]| possui uma equagao linear para a dinamica da volatili-
dade:

dS = pSdt + /vSdWy, (5.27)
dv = —v(v — vp)vdt + KvdWs, (5.28)
E[dW1dWs) = pdt. (5.29)

O modelo original de Hull-White consiste em fazer vy = 0, caso em que a distribuicao da
volatilidade é uma Log-Normal, que possui caudas que caem mais rapido que uma lei de
poténcia e, como vimos, produzem distribuicoes de equilibrio para o retorno com cauda
que também cai mais rapido que lei de poténcia. Sabe-se que uma modificacao deste
modelo (v > 0) resulta em uma distribui¢do de equilibrio tipo gama invertida para a
volatilidade [61]. De fato, a eq. (5.28) é equivalente & eq. (4.1) para a dinamica do fluxo
de energia em um modelo de cascata com um tnico nivel, cuja fdp é uma distribuicao
gama invertida com mostrado na eq. (4.6). Em sua forma geral, dada nas eqs. (5.27) e
(5.28), 0 modelo de Hull-White ndo permite, tanto quanto se saiba, calcular a distribui¢do
de probabilidade de equilibrio dos retornos de maneira exata. Entretanto, lancando-se
mao de uma hipo6tese de separacao temporal, semelhante aquela formalizada no capitulo
4 pode-se obter a distribui¢ao de equilibrio dos retornos [61]. Nesse caso, como vimos no
capitulo anterior, a distribui¢ao resultante é uma g-gaussiana (relacionada a funcao 1 Fp),

que possui caudas do tipo lei de poténcia.

Os modelos considerados acima apresentam auto-correlagao positiva na volatilidade,
tendéncia também observada em dados observacionais [25]. De uma forma geral, as
diversas equagoes diferenciais estocasticas (sobretudo a forma do ruido) possuem impacto
direto na féormula de precificagao de opg¢oes. Por isso, vamos precisar de um resultado

que permite o calculo do preco de uma opg¢ao com base em um modelo de volatilidade
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estocéastica.

Heston [85] encontrou uma férmula fechada para a precificagdo de opgoes européias a
partir de seu modelo. A deducao utiliza o calculo de Ito e equacoes de Fokker-Planck, de
maneira analoga a demonstragao que fizemos para o caso de Black-Scholes. Nao faremos a
demonstracao do caso geral para precificacao de opgoes, mas utilizaremos uma abordagem
devida a Merton [89] que relaciona a formula de BS com o preco real que se espera, caso
a volatilidade nao seja constante. Nesse caso, o preco da opcao, C, serd dado por uma
média ponderada dos precos do modelo de Black-Scholes, Cgg, com pesos dados pela fdp

da volatilidade. Podemos escrever esta férmula em termos de valor esperado

C(8,1) = B[Cps(S,t:(2))], (5.30)

onde C(S,t) é o preco da opgao de compra no instante t, Cgg(S,t;0) é a formula de
BS para o preco da opcao de compra no instante ¢, para um dado preco da agao S para
uma dada volatilidade do modelo o. A variavel 7(t) usada na equagao acima é a média
temporal da volatilidade definida como
1 T

a(t) = T3 t odt. (5.31)
Note que em termos da variavel v definida em (5.28) a volatilidade o é dada pela relagdo
0?2 = v. A partir da féormula acima, se considerarmos o caso original de BS em que a
volatidade é constante, teremos que a média da volatidade é apenas o e a eq. (5.30)
reduz-se a formula de Black-Scholes. No caso de volatilidade estocéstica, existe uma
distribuicao para a variavel G (t) e, como veremos, esta distribui¢do sera responsével por
uma precificacao diferente da formula de BS, resultando em uma curva semelhante aos

dados observacionais para o sorriso da volatilidade implicita.

5.4 Precificacao de Opcoes com o MHG de Duas Escalas

A aplicacao do MHG & modelagem de preco de ativos para o caso N = 1 ja era
conhecida na literatura como uma aproximacgao do modelo de Hull-White original [24],
historicamente o primeiro trabalho a propor uma volatilidade estocéastica. Como comen-
tamos, o modelo de Hull-White resulta na ¢-gaussiana como distribuicao de equilibrio
para os retornos [61]. Contudo, o modelo prevé uma auto-correlacao positiva para a

volatilidade como um tnico decaimento exponencial, que nao parece ser a funcao mais
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adequada [25]. Além disso, a distribui¢do g¢-gaussiana nao ajusta muito bem a dis-
tribuicao empirica dos retornos registrados para periodos de tempo muito curtos (alta
frequéncia). Motivados por estas evidéncias, resolvemos aplicar o MHG com N > 1 a
dados financeiros. No caso de duas escalas, o modelo possui uma féormula fechada para a
fdp de equilibrio da volatilidade e por isso serd explorado isoladamente para produzir uma
formula de precificacao de opgoes. O modelo ja foi proposto no contexto de turbuléncia

no capitulo 4 e sera reparametrizado no contexto de econofisica da seguinte maneira:

dr, = /vadW, (5.32)
dUQ = —’}/2('[}2 — ’U1>dt + kQUQdWQ, (533)
dUl = —’}/2<U1 — U(])dt + kl’UldWh (534)

onde vy é uma constante. A equacdo dos retornos é semelhante ao modelo de Black-
Scholes dado em (5.2), exceto que assumimos um termo de tendéncia igual a zero para
os retornos. Essa simplificacao é fisicamente justificivel, uma vez que os retornos para
dados de alta frequéncia possuem tendéncia aproximadamente zero. A equacao para a
volatilidade v, é semelhante ao modelo de Hull-White com média positiva v;. Esta média
v1, que corresponde a uma volatilidade de mais longo prazo, adquire agora uma dinamica
e passa a flutuar com o tempo de forma semelhante & volatilidade v, de mais curto
prazo. Os incrementos dos processos de Wiener (dW, dW;, dWs) sdo descorrelacionados.
A correlacao pode, em principio, ser inserida para dar o efeito de leverage comentado
anteriormente, mas nao sera discutida aqui. Podemos dizer que o nosso modelo para
volatilidade estocastica possui duas escalas temporais distintas. A volatilidade vy possui
um tempo de relaxacio, 7, ', bem maior que o dos retornos (sua auto-correlagio pode
durar dias antes de atingir o zero, enquanto o retorno dura apenas minutos). De maneira
analoga, modelamos a volatilidade v; de mais longo prazo com um tempo de relaxacao
ainda maior que o da volatilidade vy, ou seja ;' > 75 '. Esta escolha é justificada
pela observacao da funcao de auto-correlagao da volatilidade, estudada no capitulo 3
no contexto de fluxo de energia para o modelo de duas escalas (3.49), apresenta um

decaimento com dupla exponencial
C. = Ae "7 4+ Be 7?7, (5.35)

onde A e B sao constantes. Observa-se uma inclinagao da curva de auto-correlacao para

intervalos 7 curtos e outra inclinagao para intervalos longos. Esta férmula funcional para a
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auto-correlacao ja tinha sido proposta e deduzida para outros modelos que compartilham
a mesma parte deterministica do MHG, ja que o céalculo da auto-correlacao nao depende
do termo de ruido. Por isso, o modelo de Heston modificado (para dois niveis) também

possui esta caracteristica |25].

A volatilidade de longo prazo vy, que era considerada constante no modelo de Hull-
White, passa, de acordo com a dindmica (5.34), a ser distribuida segundo uma gama
invertida. Como vimos no capitulo 4, 0o MHG com N = 2 resulta em uma férmula
fechada para a fdp de equilibrio para a variavel mais rapida que é uma generalizagao
da distribuicdo gama invertida. Podemos entdo escrever a distribuicdo py(vy), para a

volatilidade vy de maneira analoga & eq. (4.13)

V2

o —Bo—B
palvs) = C&;™ % 1fqb_m<2 ﬁ”%”°>, (5.36)

onde K,(z) é a fungao de Bessel modificada de segunda espécie, as constantes sao definidas

da maneira usual por (; = i’é" (1=1,2) e C' é uma constante de normalizagao, dada por
7

ﬂ B2—B1
_ 10\ 2
o=2(%7)

Esta distribuicao pode ser também utilizada para modelar o volume financeiro associado

(ﬁlvo)ﬂﬁrl
LB +1)

(B)™"
['(Be+ 1)

. (5.37)

aos negocios de um determinado ativo que é uma varidvel que possui relacao com a volatil-
idade, de maneira analoga aos estudos das Refs. [90, 91]. Contudo, nosso interesse maior
¢ aplicar esta formula na precificacao de opgoes para obtermos o sorriso da volatidade e

encontrar uma féormula fechada para a fdp de equilibrio para os retornos.

Aplicar a eq. (5.30) para o modelo de duas escalas no caso geral resulta em um
esforco computacional grande, pois temos que estimar numericamente a fdp dependente
do tempo da volatilidade vy. Contudo, podemos estimar esta féormula no limite em que
a volatilidade ¢ muito mais lenta que os retornos. Nesta aproximagao, a média temporal
da volatilidade ¢ uma varidvel aleatoria com distribuicao dada pela fdp de equilibrio de
v9. Assim, denotando por Cyrpa, 0 preco de uma opgao de compra no modelo MHG com

duas escalas, temos
Cuna,(5,t) = / Cps (S, t;va)p(v2)dva, (5.38)
0

onde a formula de BS foi parametrizada em funcdo de v = o2, por conveniéncia. Esta
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MHG (M= 1)
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Figura 5.2 Sorriso da Volatilidade previstos pelo MHGy, com N =1 e N = 2. Parametros:
r=0.1T=02,5=30,3=133,v9=4,5x10"%

integral nao possui uma féormula fechada mas foi integrada numericamente. A curva que
desejamos obter ¢ a volatilidade implicita opg definida a partir da féormula de Black-
Scholes, em funcao do preco de exercicio K. Para isso, vamos supor que o mercado seja
descrito pelo M HG5. Um participante do mercado resolve utilizar os precos obtidos do
M HG, para estimar a volatilidade implicita do modelo de Black-Scholes. Entao, ele faz

a seguinte identidade:

CBS(SaT - ta Ka r, U) = CMHGQ(S7T - ta K7 T, 51762,”0% (539)

onde os parametros (31, (2 e vy podem ser obtidos a partir do ajuste da distribuicao
o Fy ao histograma empirico dos retornos. Apoés substituir todos os dados disponiveis no
mercado (S,T — ¢, K,r), a tnica variavel restante é a volatilidade, que pode ser obtida
desta equacao. Desta maneira, encontra-se a volatilidade implicita ocpg e, ao plotarmos
ops para diversos valores do preco de exercicio K, chegamos ao sorriso da volatilidade,
mostrado na Figura 5.2. Nessa figura também mostramos, para efeito de comparacao, o
sorriso da volatilidade calculado para o modelo M HG,.

Resolvemos nao fazer o caso geral de precificagdo (N qualquer) pois as fdps de equi-
librio para a volatilidade no caso N > 2 nao sao conhecidas em uma forma fechada, ainda

que possam ser expressa facilmente em forma integral. Outro motivo foi pelo apelo & sim-
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plicidade, visto que o caso N = 2 j& contempla uma fdp original na forma fechada cujo
impacto na precificacao ¢ bastante ilustrativo. Vale ressaltar que este tipo generalizacao
da formula de precificacao de opcoes de Black-Scholes ja foi estuda para a distribuicao

g-gaussiana |60] e também para outras distribui¢oes, como a distribuigdo exponencial [92].

Na Figura 5.3 esta representada uma parte da série temporal para o preco de mercado
da opcao de compra PETRH34, comparadas com precos tedricos previstos pelo modelo
de Black-Scholes e o M HG;. Aqui, por simplicidade, estamos considerando apenas o
modelo MHG com N = 1, cujos calculos demandam um esforco computacional menor.
De acordo com a notacao oficial de opcoes, PETRH34 é uma opc¢ao de compra sobre a
acao PETR4 que vence no més de agosto, com preco de exercicio K = 34. Os pregos
teoricos do M HG, foram calculados utilizando nosso modelo com os parametros 3; e
v obtidos a partir do ajuste da funcgao | F ao histograma dos retornos da acao PETR4
(periodo de 2005 a 2010). Este ajuste poderia ter sido feito com modelos mais gerais
N > 1, mas o caso N = 1 é suficiente para ilustrar bem nossa proposta de precificacao.
Mostraremos como o demais M HGy se ajustam aos histogramas empiricos de retornos
financeiros mais adiante. Os precos teoricos de BS foram obtidos a partir do célculo da
volatilidade historica dos retornos da acao PETR4. De posse dos parametros da curva
teorica, determinamos a curva p;(vy) da volatilidade e aplicamos na equagao equivalente
a eq. (5.38) para o caso N = 1. Caso o modelo seja utilizado por praticantes do mercado,
note que existem regioes do grafico em que o modelo indica que a op¢ao esta com um preco
maior do que o preco justo, momento em que o modelo indicaria venda. Similarmente, as
regioes em que o modelo indicaria compra sao aquelas em que o prego real esta abaixo do
preco considerado justo. E necessario, contudo, validar (e.g, usando uma série histérica
de dados) o modelo, com o objetivo de verificar se essa estratégia de investimento baseada
no modelo MHG produz ganhos relevantes. Note que préoximo do vencimento, o preco
previsto pelo M HG; esta sempre acima do pre¢o de mercado (bem como preco de BS).
Isso pode ser indicativo da falta de liquidez da opc¢ao nesta regiao ou que para modelar
melhor o preco da opcao nesse periodo talvez seja necessario considerar mais escalas no

modelo de volatilidade.

5.5 Modelo Hipergeométrico Generalizado para os Retornos

Nesta se¢ao, vamos apresentar o M HGy em seu caso geral (N qualquer) para de-

screver as flutuagoes dos retornos de um ativo financeiro. Vale relembrar aqui que o
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Modelo de Black-Schales
MHG, M=1
Prego Real

Preco da Opgédo PETRH34 (R$)

o
ha

60 50 0 0 20
Dias até o Vencimento (16/08/10)

Figura 5.3 Série real de precos da opcao de compra PETRH34 com os ajustes dos modelos
de Black-Scholes e M HG; . Data do vencimento: 16/08/10. Inicio do experimento: 13/05/10
(T = 65 dias). Preco de exercicio K = 33.77. Taxa livre de risco r = 0.1. Parametros obtidos
da série temporal PETR4: 3 =1.19, vo = 0.11.

modelo MHG foi introduzido (capitulo 3) para descrever o fenomeno de intermiténcia em
turbuléncia. por outro lado, recentemente foi proposta na literatura [93] uma analogia
entre o fenémeno de turbuléncia em fluidos e as flutuagoes de pregos em ativos finan-
ceiros comercializados em bolsa. Segundo essa analogia, pode-se descrever os momentos
estatisticos dos retornos financeiros e das flutuacoes de velocidade através da mesma
funcao de estrutura. O fluxo de energia pode ser relacionado a um “fluxo de informacao”,
pois a volatilidade de longo prazo, causada por participantes do mercado que operam
em periodos mais longos de tempo, passa a influenciar os participantes que operam em
periodos mais curtos, a exemplo da cascata de energia em turbuléncia. Contudo, até
onde sabemos, o modelo que vamos descrever a seguir é a primeira proposta quantitativa

para explorar a semelhanca entre as cascatas de energia e de informagao.

O modelo M HG y no contexto de econofisica é dado pelo seguinte conjunto de equagoes

diferenciais estocasticas:
dr, = \JuydW, (5.40)

dUN — —”)/N(’UN — UNfl)dt + k'NUNdWN, (541)
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dUl = —’)/Q(Ul — U(])dt + /{Zl’UldWI, (542)

com vy constante. Note que r, permanece com a dinamica de BS e as demais variaveis
(volatilidades) possuem o mesmo tipo de dinamica seguida pelo fluxo de energia no modelo
de cascata de energia com N escalas discutido no capitulo 4. Por outro lado, a dinamica
de cada uma das volatilidades v; é a mesma que a utilizada no modelo de Hull-White.
Desta maneira, podemos considerar o M HG  para os retornos como uma, generalizacao
natural do modelo de Hull-White. O nimero de escalas, por outro lado, dependera da
escala temporal de observacoes utilizadas. Periodos de tempo da ordem de segundo
precisarao de algumas escalas para descrever uma fdp que possui caudas mais gordas do
que as de uma gaussiana. Por outro lado, periodos de tempo longos, da ordem de dias,
serao descritos por apenas uma escala ou até mesmo nenhuma, que é o modelo gaussiano.
Nao podemos, assim como em turbuléncia, estipular a priori o nimero de escalas do
modelo. O que faremos é descobrir o nimero minimo de niveis na cascata necessario para

descrever uma determinada escala temporal.

A auto-correlacao da volatilidade vy no nosso modelo pode ser calculada utilizando
a eq. (3.49)

N
Cr=> A (5.43)
=1

Note que esta expressao é uma generalizagao da proposta encontrada na literatura [25]
da auto-correlagao como soma de duas exponenciais. Esta ¢ uma vantagem comum a
qualquer modelo de cascata que possua um termo deterministico de reversao a média.
Contudo, modelos com mais de um nivel tendem a ser analiticamente intrataveis e en-
contrar a fdp dos retornos torna-se uma tarefa impossivel. O modelo de Heston, cuja fdp
de equilibrio pode ser obtida analiticamente [94] é uma rara excegdo entre os modelos
de volatilidade estocastica. Isto se da pois um dos termos na equagao de Fokker-Planck
que normalmente é nao linear torna-se linear para o caso de Heston (~ \/52) e nao linear
para os demais casos. O proprio caso de Hull-White ja traz esta nao linearidade e a fdp
de equilibrio dos retornos nao pode ser obtida analiticamente, sem a hipdtese de grande
separacao temporal invocada aqui e em outros trabalhos. Mesmo assim, ao estudarmos
o modelo de Heston de dois niveis, no limite de grande separacao temporal, nao encon-

tramos fdps fechadas para os retornos por uma dificuldade inerente na integracao de
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uma sequéncia de distribuicoes gama, que resultava em fungoes transcendentais cada vez
mais complicadas. Desta forma, a vantagem do M HGx é que ele permite rapidamente
o calculo da auto-correlacao da volatilidade, possui uma féormula para os momentos da
distribuicao da volatilidade e dos retornos de maneira imediata e fornece uma distribuicao
para os retornos em termos de fungoes transcendentais conhecidas (para qualquer nivel),

as funcoes hipergeométricas generalizadas.

As distribui¢oes Py do MG Hy ja foram apresentadas na eq. (4.67) e serdo utilizadas
aqui novamente para os retornos financeiros. Por simplicidade, vamos escolher uma versao
da distribuicao em que todos os parametros livres, 3;, sao iguais. Isto significa que a
dinamica de cada escala é essencialmente a mesma, exceto pela rapidez com que se da o
processo. Assumir que todos os (3; sao iguais, 3; = (3, nao implica dizer que as diferentes
equacoes para as volatilidades v; possuem o mesmo tempo caracteristico, o que invalidaria
nossa hipotese de separacao das escalas temporais. O parametro (3; pode ser constante
e obedecer a hipotese de separacao temporal se a constante do ruido x; também crescer
com ¢, como vimos no capitulo 4. Outra maneira imediata de perceber este fato é notar
que ; é um parametro da distribuicao de equilibrio de v; e, portanto, nao pode depender

de escala temporal.

Vamos agora aplicar a fdp do M HGy para retornos financeiros, a partir da expressao
(4.67), com 3; = 8

1 (6 +3/2)\" 3 3 2
PN(TT) = \/m ( F(ﬁl I 1) ) NFo(ﬁ‘i‘ 5, ,B—F 5, —W) (544)

Para o ajuste aos dados, recebemos as cotacoes do IBOVESPA, fornecido pela propria
Bovespa, para medicoes na escala de 30 segundos. Em seguida, calculou-se os retornos a

partir da transformagao mostrada na eq. (5.1), para diversas janelas de tempo ;.

r..(5) =S+ 1) —InS>), (5.45)

onde fizemos uma escolha motivada pelo modelo de turbuléncia, com 7,_1 = b7;, com
b = 2 (escolhido arbitrariamente) e 7y = 30s, que corresponde & menor escala temporal
das observagoes. Portanto, fazemos uma analogia desta escala 7y com a menor escala
espacial dos experimentos em turbuléncia. O parametro N foi escolhido como o menor
valor possivel que oferece melhor ajuste aos dados. De posse da série de retornos, que é

estacionaria, calculamos o histograma para cada escala temporal 7; e ajustamos simul-
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30s (N=9)
2min (N=7)
8 min (N=5)
32 min (N=3)
1h (N=2)
2h  (N=I)

Figura 5.4 Ajuste ao Histograma de retornos da série histoérica do IBOVESPA. Todas as curvas
do MHG foram selecionadas com o mesmo parametro § = 3.0.

taneamente todas as curvas com tnico parametro que restou livre, 3, como mostrado na
Figura 5.4 para alguns valores de 7;. As curvas foram transladadas verticalmente para
uma melhor visualizacao.

O modelo ajusta de maneira excelente os dados para as diversas escalas consideradas.
A hipotese de 3; = 3 somada ao fato que encontramos o mesmo valor de § para todas
as escalas equivale a dizer que todas as curvas (N > 0) possuem uma mesma lei de
poténcia (ver o comportamento assintotico de yFy no capitulo 4) e este fato ndo pode
ser deduzido facilmente dos dados. A forma funcional da fdp ¢ alterada de maneira sutil
(os momentos da curva aumentam, apesar da lei de poténcia ser a mesma) conforme
passamos das escalas menores para escalas maiores, em que a curva toma um formato
mais concavo, passa pela escala N = 1, o ultimo vestigio da lei de poténcia, e atinge o

formato gaussiano para uma grande escala de tempo.






CAPITULO 6

Modelo Hipergeométrico Generalizado: Caso
Geral

Neste capitulo, estamos interessados em possiveis extensoes do MHG para obter-
mos fdp’s mais gerais que as funcdes yFy. A generalizacdo que estudaremos aqui con-
siste em propor novas equacoes diferenciais estocésticas para a magnitude das flutuagoes
da grandeza fisica relevante (como fluxo de energia em turbuléncia e volatilidade em
econofisica), preservando algumas caracteristicas fundamentais do modelo, a saber:

1) Existéncia de um processo de cascata em que ha um fluxo da grandeza relevante

através de diferentes escalas espaciais ou temporais.

2) Uma dindmica para os fluxos entre as escalas com a mesma forma independente-

mente da escala considerada.

3) Grande separacgio entre os tempos caracteristicos das dinamicas em cada escala.

Estas propriedades sao muito gerais e podem dar origem a uma quantidade infinita de
modelos. Uma simplificagao razoavel, e que ainda mantém o carater ilustrativo da nossa
abordagem, é considerar apenas dinamicas estocasticas simétricas por translacao tempo-
ral. Por definicao, uma equagao diferencial estocastica com as caracteristicas citadas e

com tal simetria ¢ dada por

dr; = Yip(@i, vim1)dl + o (4, -1 )dW; (6.1)

para i = 1,2,..., N, onde v; e a; sao constantes do modelo, p(x;,x;_1) é o termo deter-
ministico que acopla duas variaveis da cascata e o(x;, z;_1) o termo de ruido.
Adotaremos para o termo deterministico, pu(z;, x;_1), uma condi¢do de reversio a
média para que a média das varidveis (que sao positivas) seja finita no equilibrio. A
depender da escolha do tipo de ruido, o(z;,z;_1), 0 modelo pode gerar diversos tipos
de fdp’s. Por exemplo, no caso dos pregos dos ativos (capitulo 5), o modelo de Black-
Scholes utilizou um ruido multiplicativo do tipo o(x) = z, pois observa-se nos dados

que a flutuacao do preco de ativo era proporcional ao prego atual deste ativo, resultando
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em uma distribuicao Log-Normal. Outro tipo de modelo é a equagao de Langevin, que
considera simplesmente um ruido branco (aditivo), o(z) = o = constante. Um tipo
distinto de modelo é encontrado em sistemas sociais, para modelar o problema de pesquisa
de opiniao, onde a variavel relevante é fragao da populagao que apdia um determinado
lider do pais (z) e o termo de flutuagao é dado por o(x) = \/x(1 — z) [95]. Neste caso, as
flutuacoes mais altas acontecem quando a populagao esta com opinido dividida (z = 0.5),
enquanto as flutuagoes sdo mais baixas quando a populagio estd bem decidida (z ~ 0 ou
r~1).

Contudo, nem sempre é possivel obter uma fdp de equilibrio exatamente para um
dado sistema dinamico estocastico simples de N escalas, a exemplo da dificuldade en-
contrada no modelo de Heston (comentado também no capitulo 5). Desta maneira, para
generalizarmos o modelo desta tese, temos que buscar variacoes que nao fujam de uma
certa fenomenologia da area, mas que possuam fdp de equilibrio analiticamente trataveis.
No sentido de visualizar um modelo estocastico e uma fdp diferentes, gerados também a
partir de uma equagao estocastica com termo deterministico linear de reversao a média,
vamos explorar rapidamente um modelo aplicado no contexto de polarizagao politica, cuja
distribuicao de equilibrio é a distribuicao beta [95]. Em seguida, apresentaremos uma
versao mais completa do nosso modelo hipergeomeétrico generalizado, cujas distribuicoes
de probabilidade serao dadas em termos da classe geral de funcoes hipergeométricas gen-

eralizadas yFy.

6.1 Modelo com Distribuicao Beta

Nesta secao, vamos estudar um modelo dinamico estocastico cuja variavel relevante
do sistema possui uma distribuicao beta como fdp de equilibrio. Seja x; a opiniao politica
(“unidimensional”) de uma pessoa, onde x = 0 é uma visao politica extremamente liberal
e r = 1 é uma visao extremamente conservadora. Segundo este modelo, a opinido pode
variar no tempo. Nao ha uma forma deterministica de prever a mudanca de opinido, que
¢ uma soma de varios acontecimentos aleatorios, entao o modelo propoe uma equacao
diferencial estocastica. O termo de tendéncia (drift) ¢ o nosso conhecido termo de reversao
a média, pois espera-se que a opiniao de uma pessoa tenha uma tendéncia natural de seguir
4 opiniao média da populagao. No contexto da eq. (6.1), escolhemos u(x) = xg — x. Por
outro lado, o termo de flutuacao deve ser tal que assegure que uma pessoa extremista

seja muito convicta. Em outras palavras, uma pessoa com opinido muito forte (proxima
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a 0 ou proxima a 1) dificilmente mudara de opinido (ou seja, possui uma chance muito
pequena de mudar de opiniao). Neste caso, atribui-se um ruido que se anula nas duas
extremidades: o?(r) = z(1 — ). Desta maneira, o modelo para dinamica da opiniao z(t)

pode ser escrito como

dr = —y(x — zo)dt + ar/z(1 — x)dW, (6.2)

onde v e a sao parametros do modelo e zy ¢ a média constante da variavel x no equilibrio.
Note que uma vez que confinamos a variavel x dentro em um intervalo limitado [0, 1],
o termo de ruido deveria anular-se nas extremidades. A maneira como ele foi anulado
em o2(z) foi escolhendo-se o polinomio de menor ordem, por simplicidade. O parametro
~ esta relacionado a forca que a opiniao geral impoe no individuo e podemos assumir
um valor constante. O coeficiente o esta relacionado as flutuacoes de opiniao devido a
mudancas aleatorias que podem acontecer na opiniao politica do individuo. Esta con-
stante o pode ser pequena em tempos de tranquilidade politica [95]. A distribuic¢ao de
equilibrio deste processo estocéstico pode ser encontrada a partir da equacao de Fokker-
Planck independente do tempo, um resultado ja conhecido na literatura, cuja solucao é

a distribuicao beta
F(V+M) v—1

T ()"

onde os parametros p e v sao definidos como

P(z) = (1 —a) 1, (6.3)

v = alxo, (6.4)

w= %(1 — Ip). (6.5)

A razao o?/v controla a polarizagio do modelo. Situagdes “bipolares” estao relacionadas
a uma razao o?/y > 0.5 e possuem um potencial de aplicagoes em sistemas sociais.
Vale ressaltar que também encontramos exatamente a mesma equacgao estocastica para
modelar exposi¢do a doencas [96]. Com isso, julgamos que formas mais sofisticadas
de ruido (neste caso, ndo-monotonico) merecem ser exploradas. Neste contexto, vamos
fazer uma ligagdo do MHG a modelos com distribui¢ao tipo beta invertida (vide abaixo)
e mostrar como esta distribuicao é capaz de generalizar nosso modelo, originando uma

familia mais completa de distribuicoes hipergeométricas generalizadas do tipo nyF)y.
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6.2 MHG: Caso Geral

6.2.1 Caso MF]W

Nesta subse¢ao vamos apresentar uma generalizacao do nosso modelo de cascata em
que a fdp da variavel fisica relevante, aqui denotada genericamente por x, serd dada em
termos de funcoes hipergeométricas generalizadas do tipo j;F),. Na proxima subsegao
vamos considerar o caso geral de distribuicoes envolvendo as fungoes y Fi, para quaisquer
Ne M.

Assim como no modelo M HG y discutido anteriormente (Capitulos 4 e 5), aqui tam-
bém a fdp da varidvel = serd escrita como uma “superposicao”’ de distribui¢oes gaus-
sianas, cuja variancia € ¢ uma variavel aleatoria. Entretanto, como veremos adiante, a
distribuicao p(e) relevante para gerar fdp’s em termos das fungoes j;F)y € a distribuigao
beta invertida. Por isso, nossa apresentacao comeca com uma discussao sobre essa dis-
tribuicao.

A distribuicao beta invertida é dada por

o~ R () 0-2) =

onde ¢y é o valor minimo da variavel aleatoria e, ou seja, € > €. A denominacao de
distribuigao beta invertida para a distribui¢ao acima vem do fato de que €;/€e possui uma
distribuigao tipo beta com os parametros p e v. A distribuicdo (6.6) também possui uma
cauda lei de poténcia, a exemplo da distribuicao gama invertida utilizada nos capitulos
anteriores, mas a variavel aleatoria, €, neste caso, possui um limite inferior. A eq. (6.6)
acima serd a distribuicdo de cada uma das varidveis da nossa cascata, em funcao da

varidvel imediatamente anterior.

Como o MHG foi proposto em termos de equacoes diferenciais estocasticas, precisamos
inicialmente descobrir qual equacao diferencial estocéastica é responsavel pelo surgimento
da distribuicao beta invertida que mostramos acima. Para isso, vamos partir da equacao

diferencial estocastica

dr = —v'(z — xo)dt + o '\/x(1 — z)dW, (6.7)

onde v’ e a’ sao parametros do modelo e 7 ¢ a média da variavel = no equilibrio.
Sabemos que esta varidvel possui uma distribuicao de equilibrio do tipo beta. Portanto,

o inverso desta variavel possui uma distribuicao beta invertida, que é nossa distribuicao
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de interesse. Para obtermos a dinamica do inverso da variavel x, vamos definir é = % e

utilizar o lema de Itd (Apéndice C) para obter
) €0 ; 2
de = ——dx + ;dm : (6.8)

12

Substituindo a eq. (6.7) na equagao acima, obtemos

d
& = (e — em)dt + ar/e— edW, (6.9)
€

onde os parametros v, a e €, sao dados em funcao dos parametros do processo original
(6.7) por

o /2
v = M’ (6.10)
€0
y I Oé/ 2
€Em = WGO, (611)
/
a=-= (6.12)

Note que ¢j é o valor minimo da variavel € e ¢, é o valor médio da varidvel € no equilibrio.
Por construgao, a variavel € possui uma distribuicao de equilibrio do tipo beta invertida,
dada pela eq. (6.6). A dinamica para a variavel €, como dada na eq. (6.9) nao possui
uma interpretacao fisica evidente. Entretanto como o objetivo deste capitulo é sobretudo
registrar um modelo matematico geral de cascata, deixaremos uma discussao das possiveis

aplicagoes do modelo para trabalhos futuros.

Para gerar a versao do nosso modelo MHG baseada nas funcgoes do tipo 5 F)ys, vamos
supor como feito nos capituolos anteriores que a variavel x relevante para nosso problema
é “localmente gaussiana”, mas com uma variancia aleatoria ey, com fdp p(ep). Sendo

assim, a distribuicao marginal para x sera

> 1
P(x) :/ pu(€nr) e~ 2 dey. (6.13)

€ \/271’6]\/[

Vamos agora supor um modelo cascata para a dindmica da variavel (“fluxo”) e,r, em
que essa grandeza acopla-se ao “fluxo”, €),_1, do nivel da cascata, o qual se acopla ao
fluxo €)/_9, e assim sucessivamente até primeiro nivel da cascata. Mais especificamente,
vamos supor uma cascata em que as variaveis ¢; sao descritas pelo seguinte conjunto de

EDE’s:
dEi

€;

= —vi(ei — feim1)dt + ai/e; — €,1dW, (6.14)
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para ¢ = 1,..., M. Na equagao acima, €3 é constante, €;_; ¢ o menor valor possivel para a
variavel ¢; e fe;_1 ¢ amédia de ¢; (f > 1) no equilibrio. O sistema acima ¢ considerado no
regime de grande separagao temporal entre as variaveis, no qual a variavel ¢; é muito mais
rapida que a variavel €;_;. De acordo com essa hipotese de equilibrio, a fdp da varidvel

€y pode ser escrita como

pM(eM):/ / P(enrlenr—1)...P(€er]€o)depr—1...dey. (6.15)
EM—1 €1

Como vimos acima, a distribuicao da variavel ¢; condicionada ao valor de ¢;_; é dada

por uma distribuicao beta invertida

1 € v;i+1 € pi—1
P(eileir) = ( 1'1) (1 — Zl) , (6.16)

parat=1,..., M, onde

i
vi= (g~ e (6.17)
Al
i = (5 = (1 — i), (6.18)
com ,
G (6.19)
=1

k3

Agora vamos calcular a fdp da variavel x. Inserindo (6.15) em (6.13), uma integral
multipla que pode ser resolvida em algumas passagens. Vamos deduzir a forma geral dessa
integral a partir de uma inducao finita. Para isso, vamos descrever um procedimento

iterativo a partir da seguinte integral:

00 1 .1’2
I = / P1(€|60)ﬁNFM(CL1,...,CLN;bl,...,b]w,—2—€)d€, (620)

€0
onde P(e|ey) é como dado em (6.16) e a funcao nFys ¢ a fungdo hipergeométrica gen-
eralizada de ordem (N, M). A introducdo desta integral tem como objetivo descobrir
qual o efeito da distribuicao beta invertida quando convoluida com uma funcao hiper-
geométrica generalizada, no mesmo sentido do que fizemos para a distribuicao gama

invertida. Fazendo uma mudanga de varidveis, y = <, ficamos com



6.2 MHG: CASO GERAL 127

(v + ) /1 1 VY z2y (eo)
=~ (1)t Fyl(ay,...,an; b1, ....by, ———=) | = | dy, (6.21
TT () Jo 6Oy (1-y) N v (@ N; 01 M 260) 2 y, (6.21)

que pode ser simplificada para a expressao
%y

1 1
— WH1/2)=1(] _ )1\ F QN by, by, — =) dy. (6.22
\/%/0 Yy ( y) N M(ab yAN; 015 -5 O,y 260) Y ( )

(v + p)
T(v)0(p)

Esta tltima integral é conhecida [62] e nossa expressao para I resulta em

I =

1 Tw+p Tw+3) 1 1 22
= F —:by,...,b ———).
\/%FO/‘F,U"‘%) F(V) N+1 M+1(a'17 7aN7V+ 2a 1y ey M7ﬂ+’/+ 27 260)

(6.23)

Portanto, mostramos que a integracao do produto de uma distribuicao beta invertida

por uma distribuicao hipergeométrica generalizada resulta em uma distribuicao hiperge-

ométrica generalizada de ordem superior.

Note agora que aplicar a formula (6.15) da distribuicao pys(epr) na integral (6.13)

consiste em repetir M vezes o seguinte processo iterativo:

P(z|e) — / (€leo) P(z|€)de. (6.24)

Com a eq. (6.23), mostramos que se P(x) é uma func¢ao hipergeométrica generalizada de
ordem (N, M), entao a distribui¢ao definida pela transformagao acima também sera da
mesma familia, com ordem (N 41, M 4 1). Como a primeira fungao do processo iterativo
é a distribuicao gaussiana, que pode ser escrita em termos da funcao (Fp, concluimos a

inducao e podemos escrever P(x) na forma

ZE2

P(z)=C mFu(an,....an; by, -, bars —;), (6.25)
0

onde a constante de normalizacao é dada por

T(vi+u) D(vi+3)

V2Teg le L(vi + pi + %) I'(v)

os coeficientes a; e b; da distribuicao sao dados por:

C = (6.26)
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(6.27)

CLZ‘:Vi‘i‘

1

com v; e fi; dados em (6.17) e (6.18).

6.2.2 Caso N+MFM

Agora, vamos introduzir o caso geral do modelo MHG, em que uma dada variavel x
possui um “fluxo” modelado por uma cascata de N equacoes diferenciais estocésticas
de um tipo que se acoplam a outras M equacoes diferenciais estocasticas de um tipo

diferente. Considere um sistema de EDE’s dado por

dey = —yn(eny — en—1)dt + knendWy, (6.29)
dey = —y1(e1 — €))dt + rydWh, (6.30)
dﬁll 1y ’ / 7 /
o = —1(€] — frey)dt + /€] — eadWT, (6.31)
1

de’
B (ehy — Fuachrs -+ 0y fehy — hyrdViy (6:32)

€pm

onde €y, = €y =constante, com 7;, v}, ki, K, f; parametros constantes do modelo para
todoi=1,....,Nej=1,..,M. Noregime de grande separacao temporal entre as escalas

9 Y ? 7 (; p ?
podemos escrever a fdp de equilibrio de uma variavel x cujo “fluxo” é descrito pelo sistema,

de equagoes acima na forma

Pa) = [ o) =

onde a varidvel €4y possui distribuicao py s dada por

e~ 12N de (6.33)
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o M N

plex) = / T /0 LTI P 1e ) Plerler 1)delde. (6.34)

j=1i=1
Inserindo a eq. (6.34) em (6.33) e utilizando as formulas (6.25) e (4.67), obtemos a fdp

do caso geral

332

P(z) =C yyonFu(ay, ...;an, f1+3/2, ..., Bn +3/2;b1, o, byy; ———————),  (6.35)
20:...Bn€o
comi?=1,..,Nej=1,..,M. Os parametros a; e b; dados por (6.27) e (6.28). O
parametro 3; é definido como % e C' é uma constante de normalizacdo que pode ser
calculada facilmente a partir das constantes anteriores obtidas em (6.25) e (4.67).

Este modelo considera uma cascata com N variaveis aleatorias distribuidas no equi-
librio por uma gama invertida e M variaveis aleatorias distribuidas por uma beta inver-
tida. A variavel €], que possui uma dinamica dada por (6.29), estd acoplada a variavel
€] que possui uma dindmica de outro tipo (6.32). A distribui¢do marginal de equilibrio
de z é a distribui¢do hipergeométrica generalizada n.pFy, de ordem (N + M, M).
Este resultado é uma consequéncia imediata do tipo de “superposicao” de gaussianas que
fizemos neste capitulo e no capitulo 4, quando mostramos as integrais resultantes da
mistura de gaussianas de forma iterativa, para distribuicoes gama invertida e beta inver-
tida, respectivamente. A distribuigdo completa (N + M, M), como ja ficou claro neste
trabalho, é uma generalizacao da distribui¢do normal (N = 0, M = 0) e da distribuicao
g-gaussiana (N = 1, M = 0). Nesta tese, escolhemos adicionar este resultado completo
pelo seu carater original do ponto de vista matematico, além de acreditarmos em sua
potencial aplicacao a diversas areas onde a distribuicao beta possua uma interpretagao

fenomenologica aceitavel, a exemplo do que foi explorado para turbuléncia e econofisica.






CAPITULO 7

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese, apresentamos um modelo dindmico e estocastico para o fenomeno de in-
termiténcia na turbuléncia em fluidos. A variavel utilizada na modelagem foi o fluxo
de energia, que estad relacionado & intensidade das flutuacoes de velocidade em um es-
coamento turbulento. Estudamos como a fenomenologia aplicada a equacao do balanco
detalhado de energia pode resultar em modelos dindmicos para o fluxo de energia e,
ao assumir que o fluxo de energia em cada escala espacial varia no tempo de maneira
aleatoria, construimos um modelo estocastico para a cascata, em que a energia, inserida
na escala integral do sistema passa para as escalas menores com uma dindmica governada
por um sistema de equacoes diferenciais estocéasticas lineares. Mostrou-se que esse sis-
tema pode ser resolvido exatamente. As auto-correlagbes temporais do fluxo de energia
também foram calculadas. Mostramos ainda que a média da energia total do sistema é
conservada e possui uma flutuacao em torno da média caracterizada por uma variancia

que também foi calculada.

Na segunda parte da tese, a partir do capitulo 4, nés fizemos uma hipotese de grande
separacao entre os tempos caracteristicos da dinamica dos fluxos em cada escala de en-
ergia, para calcular a fdp dos incrementos de velocidade. Mostramos que em sistemas
dinamicos estocasticos acoplados, no estilo de cascata, se houver grande separacao tem-
poral entre as variaveis, a fdp de equilibrio da varidvel mais rapida pode ser escrita como
uma hierarquia Bayesiana. Inicialmente, aplicamos este resultado para o caso de uma
cascata de apenas um nivel N = 1, em que a fdp encontrada para o fluxo de energia
é a gama invertida. Nesse caso, obtivemos uma fdp para os incrementos de velocidade
do tipo ¢-gaussiana, quando ressaltamos ser esse um resultado ja conhecido, apesar da
nossa nova parametrizacao em termos da funcao hipergeométrica generalizada | Fy. Esta
ultima maneira de representarmos a distribuicao g-gaussiana nos indicou que casos mais
gerais poderiam ser obtidos, caso mais escalas fossem adicionadas a cascata. Investig-
amos em seguida o caso N = 2 e encontramos uma forma fechada para a fdp do fluxo de
energia em termos de uma funcao de Bessel modificada de segunda espécie, que pode ser

entendida como uma generalizagdo natural da distribuicao gama invertida. Aplicamos o
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mesmo procedimento para os incrementos de velocidade e encontramos a uma distribuicao
baseada na funcao oFy. A partir deste caso, tivemos a intuicao que fungoes da mesma
familia com ordem superior apareceriam, caso adiciondssemos mais escalas a cascata.
Assim, conseguimos demonstrar o caso geral, em que a cascata possui N escalas e a fdp
é baseada na funcao yFpy. Calculamos os momentos desta distribuicao e encontramos a
correcao ao expoente previsto pelo modelo K41. Em seguida, mostramos que nosso mod-
elo reproduz o modelo Log-Normal caso um ntimero infinito de escalas seja considerado
na cascata. A partir de medicoes experimentais de turbuléncia euleriana, transformamos
a série temporal de velocidades em um histograma empirico normalizado e escolhemos os
parametros da nossa distribuicao Py que melhor ajusta os dados experimentais. Repeti-
mos 0 procedimento para varios nimeros de Reynolds e diferentes escalas espaciais do
experimento e obtivemos para todos eles um excelente ajuste aos dados experimentais.
Utilizamos também nossa fdp para a dados de turbuléncia lagrangeana e mostramos que
nosso modelo fornece uma 6tima aproximacao ao histograma empirico com poucos niveis
na cascata de energia (tipicamente N =4 ou N = 5) e que a relativa falta de sucesso da
distribuicao g-gaussiana aplicada a este conjunto de dados se da pela escolha incorreta

do niimero de niveis da cascata (N = 1).

Em face da existéncia de uma analogia entre turbuléncia em fluidos e a flutuacao de
precos de ativos financeiros, aplicamos também nosso modelo ao campo da econofisica.
Nesse caso, fizemos uma proposta para modelar a dindmica da volatilidade em uma
dada escala de tempo em termos de um sistema hierarquico de equacoes diferenciais
estocasticas (i.e., uma cascata) envolvendo as volatilidades nas escalas de tempo ante-
riores. Mostramos que a fdp encontrada ajusta os dados observacionais do Ibovespa e
encontramos o impacto que este modelo possui na precificacao de opgoes, a partir de um
argumento de Black-Scholes generalizado. Encontramos uma curva para a volatilidade
implicita que demonstra o sorriso da volatilidade, como esperado para mercados reais.
Apresentamos também uma maneira de generalizar nossa idéia de cascata para outras
dinamicas, resultando em um modelo mais completo, onde surge naturalmente uma ex-
tensa familia de distribuicoes baseadas nas fungoes hipergeométricas generalizadas do
tipo penFn. Embora nao tenhamos discutido nenhuma aplicacao concreta dessas dis-
tribuicoes mais gerais, especulamos uma posivel aplicacao para a distribuicao »;Py; no
campo das ciéncias sociais, para dinamica de opinido, onde a distribui¢do beta (usada
na obtencdo de yr4nFy) possui uma fenomenologia adequada. E curioso ressaltar que a
ordem da apresentacao dos assuntos nesta tese nao seguiu a ordem cronologica da nossa

pesquisa. Este modelo de cascata para a econofisica foi estudado inicialmente no caso
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N = 2 em nossa pesquisa e, ao percebermos a analogia com a cascata de energia, re-
solvemos estuda-lo no contexto de turbuléncia. Podemos dizer que houve uma grande
influéncia dos modelos de econofisica no nosso modelo de cascata de energia, sobretudo

sua caracteristica estocastica e dinamica.

A busca por sistemas dindmicos estocasticos de vérias escalas se mostrou uma poderosa
ferramenta na obtencao de novas distribuicoes de probabilidade que generalizaram de
maneira natural algumas distribuigoes conhecidas. Essas novas distribuicoes foram obti-
das como uma mistura de distribuicoes gaussianas com variancia aleatéria. Escolhendo-se
a fdp da variancia de uma maneira apropriada (com base em um modelo de cascata),
pode-se gerar, como ja mencionado, uma nova classe de distribui¢oes hipergeométricas
generalizadas. Entretanto, como estamos fazendo uma mistura de gaussianas de média
zero, naturalmente a distribuicao resultante serd simétrica, independentemente da es-
colha da fdp usada como “peso” na mistura. Desta forma, as fdp’s encontradas em nossos
modelos, por serem necessariamente simétricas, nao explicam a assimetria encontrada nas
distribuicoes empiricas obtidas em alguns experimentos de turbuléncia, particularmente
de turbuléncia euleriana, apesar de que uma transformacao ad hoc possa ser feita para
ajusta-las aos dados [72]. Pretendemos dar continuidade a pesquisa com uma investigagao
de como este modelo pode reproduzir distribuicoes assimétricas. Uma maneira natural
seria considerarmos mistura de gaussianas com médias varidveis. Entretanto, nesse caso
as integrais resultantes sao de dificil calculo, nao sendo claro nesse momento se seria pos-
sivel obter formas analiticas (em termos de fungoes transcendentais de ordem superior)
para as distribuicoes correspondentes. Além disso, estaremos interessados em descobrir
quais situacgoes reais implicam que nosso modelo serd semelhante ao Log-Normal. Ou
seja, gostariamos de investigar qual o significado real de uma cascata infinita de energia.
Conjecturamos que esta situacao é realizada na pratica em um escoamento cuja escala
integral é muito grande (limite termodinamico) e para turbuléncia completamente desen-
volvida (limite de nimero de Reynolds indo para infinito), mas temos que investigar esta

relacao matematica dos modelos de um ponto de vista mais fisico.

Ainda em relacao ao limite da cascata continua de energia, estamos estudando uma
possivel analogia entre este calculo particular e a integral de trajetoria de Feynman [97].
Como obtivemos um resultado analitico para nossa integral, temos esperanca de enten-
der melhor esta analogia e tirar algum proveito pratico dela para modelar algum sistema
especial. Vale ressaltar também que nosso modelo podera servir como uma ferramenta
de generalizagao da quantizacdo estocastica de Parisi-Wu [98]. Esta teoria, que nao é

intermitente, pode ser modificada no mesmo sentido que generalizamos K41, de maneira
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dinamica. Inclusive a propria quantizacao estocdstica ja introduz um tempo “ficticio” em
que um determinado processo estocéastico atinge o equilibrio instantaneamente, em re-
lagdo ao tempo fisico, o que implica no mesmo limite de grande separacao temporal que
assumimos aqui, apesar de o tempo “ficticio” ser um artefato matematico desprovido de
significado fisico até o momento. A possivel aplicacdo do MHG a esta teoria de quantiza-
¢ao estocastica nao foi introduzida nesta tese dado seu carater ainda altamente especula-
tivo. Da maneira que nosso modelo esta formulado, a aplicacao direta seria equivalente
a propor um modelo em que a constante de Planck (k) flutua rapidamente no tempo em
torno de um valor médio constante, pois é ela que faz o papel de “fluxo de energia” para
a magnitude das flutuacoes de particulas quanticas. Estamos estudando uma maneira de
interpretar a aplicacao de outra forma, como por exemplo em termos de particulas em
meios inomogéneos.

Compartilhamos da idéia de que, nesta area de intermiténcia, talvez por ainda ser
relativamente nova e bastante competitiva, os modelos bem sucedidos conseguem ser
extrapolados para outras areas do conhecimento. E nesse sentido que abordamos a
econofisica e comentamos brevemente as possiveis aplicacoes em outras areas, como Sis-
temas sociais. De uma forma geral, estamos também interessados nas diferentes fdp’s de
equilibrio geradas a partir de uma certa cascata dindmica, cujos termos deterministico e
estocéstico surgem a partir de uma fenomenologia, a depender do problema e da area do
conhecimento em questao. Acreditamos que este procedimento de partir de um sistema
deterministico, encontrar as simetrias e propor um modelo estocastico que satisfaca todas
elas, a exemplo do que fizemos aqui, tem potencial de generalizar muitos resultados em
fisica, sobretudo em sistemas complexos. As fdp’s encontradas sao generalizagoes natu-
rais, do ponto de vista da cascata, de distribuicoes conhecidas, mas possuem uma forma
nao trivial e acreditamos que a descoberta de tais fdp’s dificilmente seria possivel sem

invocar os argumentos que utilizamos aqui.



APENDICE A

Lema de It6

Lema de Ito: Seja o processo de Ité [21] com dindmica dada por
dX(t) = p(X,t)dt + o(X, t)dW, (A.1)

onde u(X,t) e o(X,t) sio de X et. Seja f(X,t) uma funcdo duplamente diferencidvel de
X et. Entao, f(X,t) € um processo de Ito6 com dindmica dada por
of of 0 f of

df (X, 1) = (a (X, 75)8—+5 (X 1) )dt+a(X,t)%dW. (A.2)

Demonstra¢ao. Primeiro, vamos expandir f(X,t) em série de Taylor até segunda
ordem em X para obter
of of 0*f

St o dX LOT axye. (A.3)

af(x.t) = ox 2 0%x

Substituindo a eq. (A.1) na equacdo acima e somando apenas os termos de primeira
ordem dt e dW, obtemos

) )
A (X, 1) = = fdt + o= f(u(X, )t + o (X, )W)+
1 62 2 742 2 2
5 o (X0 - 20(X, )0 (X, OdtdW + o*(X, )W),
Xz

No limite de dt — 0, os termos dtdW e dt*> sao desprezados, pois sdao de ordem maior
que dt. Contudo, o termo dW? tende a dt. Desta maneira, podemos reescrever a equagao
acima como

*f
02

) )
df (X, 1) = (a—{ + u(X, t)% +

of

o?(X,t) == ) dt + 0 (X, ) 5= dW. (A4)

1
2
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Ou ainda, em termos de dX, podemos escrever:

0 2
df (X, 1) = (a_]; + (X, t)% + %UQ(X, t)%) dt + o (X, t)%dw. (A.5)



APENDICE B

Demonstracao do Teorema 4.1

Teorema 4.1 Seja X;(t) (i =1,...,N) um conjunto de processos estocdsticos da forma

dX;(t) = ai f(Xi(), Xy (£))dt + by g(Xi(t), Xooy (£))dW (2), (B.1)

onde a; e b; sao nimeros reais e f(x,y) e g(x,y) sao fungdes reais continuas. Entao

o= [

a; b a”
(2t —o0) (i —o0) (5t =cte

onde Xy é constante, Py(X;|X;_1) € a distribuicao de equilibrio da varidvel X; condi-
cionada & varidvel X; 1 e Py(Xy) € a distribuicao marginal de equilibrio da varidvel
Xn.

Demonstracao. Vamos demonstrar por inducao. O caso N = 1 é trivial e nao pode ser
usado na hipotese de inducao pois a varidavel Xy nao possui coeficientes ag e by utilizados
no limite. Mesmo assim, vamos escrever a féormula para o caso N = 1, a titulo de

ilustracao,
i) = / Plerly) Po(y)dy. (B.3)
0

onde Py(y) = 6(y — €). O calculo da integral acima ¢é imediato e resulta na distribuicao
gama invertida para €; que foi obtida no capitulo 4 e o resultado é exato pois ¢ é uma
constante. A hipdtese de inducdo comeca com o caso N = 2. Para isso, vamos calcular
os momentos de ordem k do processo €(t) no equilibrio (7/7° — o0). Considere uma
realizagao discreta do processo estocastico Xs(t) calculada no tempo discreto t; = jr.
Podemos escrever uma identidade que relaciona a definicao da integral de Riemann a
integral de Lebesgue:

T/t 00
lim — " (Xs(t))" ~ / 2" Py(z)dz. (B.4)
=0T i 0

Queremos redefinir a integral acima da seguinte maneira: como X (t) é continuo (obedece
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a condicdo de Lindeberg), suas realizagbes sdo curvas continuas. Portanto, para todo
n > 0 existe um 6 > 0 tal que |t — t'| < 0 implica em | X;(t) — X;(¢')| < 7. Como a curva
é continua, existe um conjunto enumerével de raizes para a equacao X;(t) — X;(¢') =0
[99]. Entao, dado um t;, existe apenas um X;(¢;) e existe um conjunto enumeravel de
intervalos disjuntos, €2;, tal que, para todo t elemento de €;, temos | X (t) — X;(¢;)| < n.

Entao, podemos reescrever a eq. (B.4) na forma

%;(Xz(tj)) NZZ¢ i 1) (Xa(t; NZZ¢ 5 1)(Xa(t))",  (B.5)

onde N = T'/7, ¢(t;,€;) & 1, caso t; seja elemento de €);, e zero, caso contrario. Vamos
calcular o que representa o somatorio no indice j. Ou seja, para um dado conjunto €2;,

queremos calcular o somatorio em j dado por

¥ 29t (X)) (B.6)

Para isso, perceba que calcular esse somatoério é calcular o momento de uma variavel
aleatoria cuja variavel anterior da cascata (X;) é aproximadamente constante (|X; —
Xi(t;)| <), cuja corregao, que depende de 7, serd tao pequena quanto quisermos (pois
escolhemos um 1 > 0 qualquer). Este célculo é extremamente mais facil que o célculo

geral. Podemos reescrever este tltimo somatoério como

Z Z/ Py(t; Ay; VNby; ) (wa)* dy, (B.7)

s ti€ls
onde I, sao os intervalos disjuntos que fazem parte do conjunto €2;. A dependéncia
temporal, assim como a dependéncia nas constantes a e b, foi colocada explicitamente na
fungio Py(t;; Aab; vV Abh; 1), A variavel A foi introduzida através das transformacoes ay =
Aaj e by = VA Abl,, pois queremos tomar o limite A — co. Vamos usar uma transformacao

da variavel que reescala o tempo para At
t— A, as — ag/ A, by — bg/\/X, (B.8)
e obter

Z Z / P, /\tj,az,bz,wg)(xg) dzs. (B.9)

s tj=sup(ls)
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Agora, vamos tomar o limite de A — 0o e obter a distribui¢ao de equilibrio Py(as, b, x2)

lim Z Z / PQ()\tj, as, bg, l’g)(lCQ)kd.CL’Q = Z Z / PQ(CLIQ, b127£2)<x2)kdx2. (BlO)
0 0

A—00
s tjEIS s tjEIS

onde as integrais sao independentes dos intervalos I, e podem ser resolvidas. A expressao

acima resulta em

m(Qi)<(X2)k|Xl>equil.a (Bll)

onde m(€2;) é a medida do conjunto §2; no sentido de Lebesgue [100]|. Inserindo esta

formula no somatorio duplo da eq. (B.5), ficamos com

% Z ; ¢(tj’ Qi)X2(tj)k = /($2)kp2<$2|$1)P1(xl)d%- (B.12)

Como este calculo vale para qualquer expoente k, a distribuicao fica unicamente deter-
minada. Isto completa o caso N = 2 da hipoétese de inducao, com distribuicao marginal

dada por
PQ(ZEQ) = /PQ(IQ‘JIl)Pl(ZEl)dZL‘l. (B13)

A demonstracdo é anéloga para o caso N, em relacao ao caso N — 1 para alguma
distribuicao de equilibrio Py_;. Portanto, para completar a inducao, precisamos mostrar
que, se o teorema é valido para N, entao ele vale para N + 1. Esta passagem é direta,

pois mostramos que (no limite considerado para as constantes do sistema)

PN+1($N+1) ~ /PN(IN+1|I‘N)P1(IN)dZL'N. (B14>

Se o teorema vale para N, entao

Pr(Xn) :/.../ﬁPi(Xi]Xi_l)dX,». (B.15)

Substituindo esta equacao na eq. (B.14), obtemos

N+1

Pri1(Xn41) :/.../HH(XAXil)dXi. (B.16)

Completando a inducao.






APENDICE C

Demonstracao da eq. (4.67)

Para resolver a integral (4.66), vamos inicialmente integrar na variavel ey, inserindo

a distribuicao para p(exlen—1), dada na eq.(4.31) [vide p. 67].

* (Byen_y) V! gy ZPNN1
N (6,0) / NﬁNlJr P(8;0len)ey™ e N pyoi(en-alen—s)...pi(erleo)den...der,
N

onde a distribuicao P(d,v|ex) na equagao acima serd substituida pela eq. (4.48), resul-

tando em
N-1
BNEN 1 ﬁN+1 ]_ _(671;)2 —BN—2 ﬁN N—1
N (0-0) e 2 e N e N de i(€ilei—1)de;.
/ LGy +1) V2menT N N HP €i1)
Vamos definir a variavel x; como
€i—1
€
e reescrevendo a iltima integral em termos da variavel xy, obtemos
e g1 N-1
P 57-1} / / — ¢ PNeN-1T ( NNy ) (€ l€,-1)de;.
w(0v) = 5N +1) ZWBNGN 1T N N EP( éi-1)
Definindo a medida de Euler, d\,(z), como:
() = e ma01q (C.2)
o(x) = e ‘r x. .
I'(a)

Podemos reescrever a tltima integral em termos da medida de Euler e obter

N-1

I'(By + 3/2 / / o (3rv)®
Py(0,v) = ——————¢ NN d\,, (z i(€il€i—1)de;.
w(drv) = ['(By +1) 27T6N6N 1T v) Hp lei-1)

=1

onde o; = (3; + % Note que esta mudanga de variavel definida em (C.1) pode ser utilizada

novamente com a variavel ey_; e assim sucessivamente até a tltima variavel €;. Desta

141



142 APENDICE C DEMONSTRACAO DA EQ. (4.67)

maneira, a altima equacao fica escrita na forma

N

Py (0,0) = e ZorA AN Ao, (21).c.d Aoy (TN).

F(ﬁZ + 3/2 sroley oy
V213 .. ﬁNGOT H 1N / /
(C.3)

Esta ultima integral (C.3) pode ser escrita em termos de funges hipergeométricas gen-

eralizadas y Fp, na forma [67]

N
F z+3/2 3 3 6TU2
Fo(Bi42, o Byt m
V210 .. ﬁN(foTH (G +1) (B 2 O 2" 2eq7f...0N

Py (6:0) = ). (C.4)



APENDICE D

Demonstracao do Teorema 4.2

Teorema 4.2 Seja

/ / |€N 1 (€1|60)d€N_1...d€1, (D].)
onde P(€;|e;—1) € dado pela formula

(561‘—1)[”1 _pg_g “Pe=1

P(eilei1) = ¢ e <« . D.2
FEntao, se B/N = %, teremos
im  Pyle) = — ¢ 5 (D.3)
im €) = e 207 . .
N—00;3—00 N €0\ 2T

Demonstra¢ao. Podemos escrever a fragio ey /ey como o produto

EN EN EN-1 €

— = c—. (D.4)
€0 EN—-1EN—2 €
Definindo a variavel aleatoéria
€;
Ty = yeiflconstantea (D5)
€i—1

onde X|Y significa o valor da variavel X dado que aconteceu o evento Y. Temos que
a distribuicdo de probabilidade P(z;) é uma gama invertida com média 1 e parametro
B; = [ para todo i. Como a distribuicao de z; nao depende de 7 explicitamente, as
variaveis deste tipo sao identicamente distribuidas, além de serem independentes pois o
valor aleatério de cada varidvel x; nao depende da escolha de ¢;,_1, como pode ser visto a
partir da fdp de z; dada por

ﬁﬁJrl

P(z;) = mxi—ﬁ_%_@. (D.6)
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Assim, podemos escrever
€N
— = INTN-1- T, (D.7)
0

e, aplicando o logaritimo natural na expressao acima, obtemos

N
EN
In— =% In(z;). (D.8)
Pelo TLC, o lado direito da equagao acima é distribuido segundo uma Normal. Logo, €y
possui uma distribuicao Log-Normal no limite N — oo. Para isso, o segundo momento
nao pode divergir. Isso significa que [ precisa ir a infinito, pois o segundo momento escala
com [3/(3—1)]¥. A partir do calculo explicito dos momentos dessa distribui¢io feito no

capitulo 4, temos que /N = %
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