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Resumo

Nesta tese, propomos um modelo dinâmico estocástico para intermitência em tur-
bulência completamente desenvolvida. O modelo é baseado na noção fenomenológica da
cascata de energia em turbulência, segundo a qual a energia é injetada na escala integral
do sistema por um �uxo externo, formando estruturas coerentes (vórtices) grandes que
eventualmente se dividem em vórtices menores, que por sua vez se dividem em vórtices
ainda menores, até atingirem a escala de dissipação, onde a energia é dissipada por efeitos
de viscosidade. Desta maneira, a energia é transferida essencialmente sem dissipação pela
cascata através de uma hierarquia de vórtices de tamanhos cada vez menores. Em nosso
modelo, a dinâmica dos �uxos de energia (i.e., as taxas de transferência de energia)
entre escalas sucessivas é descrita por um sistema de equações diferenciais estocásticas
acopladas que são deduzidas a partir de condições �sicamente razoáveis. Sob a hipótese
adicional de que as escalas de tempo característico para a dinâmica em escalas sucessi-
vas são bem separadas, é possível calcular a função densidade de probabilidade (fdp) do
�uxo de energia em um dado nível N da cascata de energia como uma integral múltipla
que envolve os �uxos de energia de todas as escalas acima. Os momentos da taxa de
dissipação de energia em uma dada escala r são encontrados e exibem comportamento
de lei de potência cujos expoentes foram calculados analiticamente. Também mostramos
que o modelo Log-Normal de Kolmogorov de intermitência é obtido do nosso modelo no
limite de uma cascata in�nita. Usando a fdp do �uxo de energia, a distribuição de prob-
abilidade dos incrementos de velocidade é calculada explicitamente e expressa em termos
de funções hipergeométricas generalizadas do tipo NF0. Estas distribuições são general-
izações naturais das distribuições gaussiana e da chamada q-gaussiana, correspondendo
aos casos 0F0 e 1F0, respectivamente, e representando (para N > 0) uma grande classe
de distribuições de probabilidade com caudas de lei de potência e variância �nita. As
predições do modelo estão em excelente acordo com experimentos de turbulência Euleri-
ana e turbulência Lagrangeana. O modelo também é aplicado para descrever �utuações
dos preços de ativos �nanceiros. No contexto da analogia entre turbulência e mercados
�nanceiros, nosso modelo de intermitência é reformulado como um modelo de volatilidade
estocástica, descrevendo quantitativamente pela primeira vez a chamada cascata de infor-
mação dos mercados �nanceiros. Mostramos que as distribuições teóricas ajustam muito
bem as distribuições empíricas dos retornos do Ibovespa para registros de alta frequência
(cotações intraday). Uma aplicação do modelo à preci�cação de opções também é discu-
tida brevemente. Finalmente, uma generalização do nosso modelo é apresentada, a qual
resulta em toda a família de distribuições baseadas nas funções hipergeométricas gener-
alizadas NFM . Possíveis aplicações desta classe geral de distribuições são mencionadas
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brevemente.
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Abstract

In this dissertation, a stochastic dynamical model is proposed for intermittency in
fully developed turbulence. The model is based upon the phenomenological notion of
the energy cascade in turbulence, whereby energy is injected at the integral scale by an
externally driving mechanism, forming large coherent structures (eddies) that eventually
break up into smaller eddies, which then split into even smaller eddies, and so on, all
the way down to the dissipative scale, where energy is dissipated by viscous e�ects. In
this way, energy is transferred essentially without dissipation along the cascade through a
hierarchy of eddies of decreasing size. In our model, the dynamics of the energy �uxes (i.e.,
the rates of energy transfer) between successive scales in the energy cascade is described
by a system of coupled stochastic di�erential equations that is derived from physically
reasonable assumptions. Under the additional hypothesis that the characteristic time
scales for the dynamics at the successive scales are well separated apart, it is possible to
compute the probability density function (pdf) for the energy �ux at a given step N of the
energy cascade as a multiple integral involving the energy �uxes at all scales above. The
moments of the rate of energy dissipation at a given scale r are found to exhibit power-law
behavior and the scaling exponents are computed analytically. It is also shown that the
Kolmogorov lognormal model of intermittency is obtained from our model in the limit
of an in�nite cascade. Using the pdf of the energy �ux, the probability distribution of
velocity increments is then calculated explicitly and expressed in terms of generalized
hypergeometric functions of the type NF0. Such distributions are a natural extension of
the Gaussian and the so-called q-Gaussian distributions, corresponding to 0F0 and 1F0,
respectively, and represent (for N > 0) a large class of probability distributions with
power-law tails and �nite variance. The model predictions are found to be in excellent
agreement with experiments on both Eulerian and Lagrangean turbulence. The model
is also applied to describe �uctuations in �nancial asset prices. In view of the analogy
between turbulence in �uids and price �uctuations in �nancial markets, our intermittency
model is reformulated as a stochastic volatility model, thus quantitively describing for
the �rst time the so-caled information cascade in �nancial markets. The theoretical pdfs
are shown to �t extremely well the empirical distribution of the Ibovespa returns for
high-frequency data (intraday quotes). An application of the model for option pricing is
also brie�y discussed. Finally, a generalization of our model is presented which yields the
entire family of distributions based on the generalized hypergeometric functions NFM .
Possible applications of this general class of distributions are brie�y mentioned.

Keywords: Turbulence, Intermittency, Stochastic Di�erential Equations, Power- Law
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Turbulência

Considerado um dos maiores problemas em aberto da física clássica, as �utuações

irregulares do movimento dos �uidos ganharam importância em várias areas do conhec-

imento nas últimas décadas. Por um lado, acredita-se que as equações de Navier-Stokes

contenham toda a informação necessária para explicar a complexidade da turbulência.

Neste caso, estaríamos diante de um problema puramente matemático cuja solução colo-

caria um novo marco na teoria de equações diferenciais parciais não-lineares. O interesse

da comunidade é tamanho que um prêmio foi instituído para quem conseguir realizar esta

façanha [1], consagrando o problema também como um dos maiores problemas matemáti-

cos em aberto. Por outro lado, há os que perceberam que uma teoria bem sucedida de

turbulência pode resolver problemas práticos na simulação de escoamentos de �uidos

passando por veículos, aeronaves e até reatores nucleares. Além disso, o fenômeno da

turbulência é o responsável pela mistura rápida de ar e �uido no motor de combustão,

pela dissipação de energia em linhas de escoamento de água e está relacionada com a dis-

persão de poluentes na atmosfera e oceanos. Ele está relacionado até com a distorção na

propagação de sinais eletromagnéticos. Mas, de�nitivamente, foram suas manifestações

mais corriqueiras as responsáveis pelo fascínio criado nas mentes dos pensadores. Seja

pela forma estranha que �ca desenhada na água quando um corpo passa rapidamente ou

pelas curvas que emergem da fumaça que corta o céu, os cientistas foram atraídos desde

cedo por este mistério que ronda a dinâmica dos �uidos. Registros que ilustram este

fascínio podem ser encontrados em antigos desenhos de Leonardo da Vinci (Figura 1.1),

que esboçou o movimento errático de escoamentos turbulentos. Porém, uma situação

atípica surgiu quando os físicos tentaram atacar o fenômeno de um ponto de vista mais

quantitativo: quando o assunto é turbulência, não sabemos exatamente qual problema

devemos resolver.

Pode-se imaginar que a resposta imediata é que devamos tratar diretamente as equações

de Navier-Stokes na tentativa de encontrarmos uma solução que explique a complexidade

1



2 CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO

Figura 1.1 Desenho de Leonardo da Vinci (1452-1519) representando um escoamento turbu-
lento.

encontrada nos experimentos. Esta é uma abordagem ambiciosa e possui muitos adep-

tos. Este é o caminho da linha de pesquisa que tenta extrair a turbulência de um ponto

de vista puramente determinístico, em que as �utuações irregulares são causadas pelo

caos que surge das equações diferenciais não lineares e não de hipóteses sobre um ruído

emergente no sistema. Nessa abordagem determinística, estuda-se o comportamento de

sistemas dinâmicos não lineares inspirados nas equações de Navier-Stokes, muitas vezes

com ajuda de simulações computacionais.

Outra linha principal de pesquisa em turbulência considera que algumas variáveis do

escoamento são aleatórias e tenta-se modelar suas distribuições de probabilidade. Este

caminho segue os passos de Kolmogorov, considerado o pesquisador mais in�uente na área,

cujas hipóteses e resultados são revisitados e re�nados em busca de maior adequação aos

experimentos. Contudo, existem outras formas mais recentes de modelar a turbulência,

com a utilização de conceitos de sistemas complexos, multifractalidade e renormalização.

É possível que estejamos em uma posição análoga ao surgimento da física estatística:

apesar de não ser possível calcular as propriedades de um gás a partir das leis de Newton,

as variáveis relevantes para a descrição experimental do sistema ainda podem ser tratadas.

Os cálculos necessários se tornaram a mecânica estatística, donde surgiram os conceitos

de equilíbrio, calor, temperatura, entropia, distribuição de Maxwell-Boltzmann, etc. As
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leis de Newton continuaram respeitadas, mas uma nova fenomenologia teve que entrar

em cena. Uma fenomenologia apropriada para a escala do experimento que gostaríamos

de explicar. De forma análoga, precisamos fazer a pergunta certa para o fenômeno de

turbulência, a �m de descartar, se necessário, abordagens que requeiram um esforço

matemático descomunal para modelar partes do fenômeno que talvez não sejam contem-

pladas pelos experimentos.

Quando um �uido escoa lentamente passando por um objeto sólido, como as esfera

da Figura 1.2, podemos perceber as linhas de corrente do �uido desenhando suavemente

o contorno do corpo. Neste caso, dizemos que o escoamento é laminar. Ao aumentarmos

progressivamente a velocidade do �uido, as linhas de corrente separam-se da esfera na

parte posterior da mesma e forma-se uma zona de recirculação (com dois vórtices atrás

da esfera). Aumentando-se ainda mais a velocidade, a zona de recirculação aumenta

até eventualmente tornar-se instável. Em seguida, um aumento da velocidade do �uido

causa uma quebra da uniformidade do escoamento e o �uido passa a apresentar compor-

tamento oscilante e periódico no tempo. Finalmente, após atingir um determinado limiar

do número de Reynolds, parâmetro de�nido a seguir, perceberemos que o escoamento

apresenta-se de forma errática logo atrás da esfera, como mostra a Figura 1.3. O campo

de velocidades passa a oscilar de maneira caótica e aparentemente imprevisível e dizemos

que este escoamento está em regime turbulento.

Quando visto de uma escala apropriada, o que parece apenas ruído mostra uma hi-

erarquia de estruturas (chamadas de eddies, em inglês, ou turbilhões, em português) que

evoluem no tempo e espaço. Elas se esticam, dobram-se, aglomeram-se e apresentam

grande sensibilidade às condições iniciais do experimento. Obter indícios da existência

desses turbilhões a partir das equações de Navier-Stokes é uma tarefa muito difícil e ainda

não foi concretizada. Entretanto, a partir das equações de Navier-Stokes pode-se de�nir

um parâmetro adimensional, o chamado número de Reynolds, que serve para caracterizar

o estágio de desenvolvimento da turbulência. Mais especi�camente,

R =
LV

ν
, (1.1)

onde L e V são respectivamente a escala característica e a velocidade do �uido, e ν é a

viscosidade cinemática do �uido, de�nida por η/ρ, onde η é a viscosidade dinâmica e ρ

é a densidade do �uido. Fisicamente, o número de Reynolds representa a razão entre as

forças inerciais e forças viscosas, ou seja, é a razão entre os termos não linear e linear das

equações de Navier-Stokes. Pelo princípio de similaridade [2] para �uidos incompressíveis,

o número de Reynolds é o único parâmetro de controle dos experimentos. Portanto, as
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Figura 1.2 Escoamento de um �uido passando por uma esfera. (a) R = 9.15, (b) R = 25.5,
(c) R = 37.7, (d) R = 118; do livro �Album of Fluid Motion� de Milton Van Dyke [2].

Figura 1.3 Escoamento de um �uido passando por uma esfera, R = 15000; do livro �Album of
Fluid Motion� de Milton Van Dyke [2].
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Figura 1.4 Construção de um histograma a partir da série temporal de velocidades [4].

medidas de turbulência deveriam variar monoticamente com este parâmetro, o que acon-

tece de fato nos experimentos. Neste aspecto, no limite de número de Reynolds in�nito,

a chamada turbulência completamente desenvolvida pode ser descrita apenas por var-

iáveis aleatórias. Alternativamente, pode-se dizer, de um ponto de vista emergentista,

que um modelo de variáveis aleatórias consegue capturar de forma satisfatória a física

necessária para explicar uma dada classe de experimentos e, portanto, merece ser explo-

rado. Nesse contexto, podemos dizer que um dos objetivos da pesquisa em turbulência

é quanti�car as �utuações de velocidade observadas em pontos distintos em um mesmo

instante de tempo (turbulência euleriana) ou para uma mesma partícula em instantes de

tempos distintos (turbulência lagrangeana). Estas �utuações são registradas como séries

temporais a partir de experimentos e usualmente estudadas através da função densidade

de probabilidade (fdp). A Figura 1.4 mostra uma série temporal típica de incrementos

de velocidade medidos em um escoamento turbulento. Como mostra a �gura, esta série

pode ser imediatamente associada a um histograma dos incrementos de velocidades, que

será nosso objeto de estudo.

Encontrar um modelo de turbulência para as �utuações de velocidade consiste, em

última instância, em obter uma forma funcional para esta fdp. Existem várias propostas

de modelos para os incrementos de velocidade, o que resulta em uma grande variedade

de possíveis fdp's. Contudo, uma característica é marcante nos dados experimentais: a

distribuição empírica dos incrementos de velocidade não é uma gaussiana para escalas

observacionais pequenas. A Figura 1.5 mostra um histograma para incrementos de ve-

locidade de turbulência lagrangeana, normalizado pelo desvio padrão, e uma distribuição

Normal de mesma média e variância que os dados. Os dados foram obtidos da Ref. [3]. As

curvas sofreram uma translação para uma melhor visualização. Note que a distribuição
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Figura 1.5 Histograma dos incrementos de velocidade de um experimento de turbulência la-
grangeana vs. distribuição Normal.

Normal falha completamente no ajuste aos dados, sobretudo na região das caudas.

Além da forma funcional da fdp para os incrementos de velocidade, procura-se esta-

beler uma relação entre os momentos estatísticos das distribuções encontradas em escalas

espaciais (ou temporais) distintas. Será que existe alguma relação entre a fdp dos incre-

mentos de velocidade para experimentos realizados em escalas observacionais diferentes?

A resposta é contemplada de diferentes maneiras pelos diversos modelos de turbulência.

Vamos revisá-los brevemente, começando com uma exposição histórica das contribuições

encontradas para o fenômeno de turbulência.

1.2 Breve Introdução Histórica à Turbulência

O problema de um sistema livre, no qual não há forças externas, é trivial em algumas

teorias físicas, pois resultam em equações diferenciais cujas soluções são relativamente

simples. A dinâmica de �uidos, por outro lado, é descrita por uma equação diferencial

não linear difícil de ser resolvida. Ao aplicar as leis de Newton e a conservação da massa a

um �uido (tratado como meio contínuo) e lançar mão de uma relação constitutiva linear,

surge uma equação aparentemente simples, a equação de Navier-Stokes, conhecida há

cerca de 150 anos. O problema é que, como mencionamos, sua solução geral, particular-
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mente no regime turbulento, ainda não foi encontrada. Apesar dos esforços iniciais, até o

�nal do séc. XIX não se tinha noção clara do que era turbulência. Apenas notava-se que os

escoamentos poderiam ser laminares ou turbulentos e que estes últimos conseguiam trans-

portar calor, matéria e momento bem melhor que os escoamentos laminares. Percebeu-se

a partir de observações de canais de água que existia uma analogia entre as moléculas de

gás e turbilhões no sentido de carregar e transportar momento.

Foi o físico inglês Reynolds quem começou o estudo sistemático de turbulência [4].

A partir da visualização de escoamentos em canos, ele conseguiu estimar o critério para

a ocorrência de turbulência a partir de um parâmetro de controle adimensional, hoje

conhecido como Número de Reynolds, que introduzimos acima. Ele também introduziu a

chamada �Decomposição de Reynolds�, em que separa a parte média da parte �utuante do

movimento do �uido. As equações de Reynolds para a velocidade média demonstraram o

chamado �closure problem� em turbulência: se, a partir da equação de Navier-Stokes, for

gerada uma equação auxiliar para um momento estatístico de ordem menor da velocidade

(como a média, por exemplo), a equação resultante contem momentos de ordem mais alta

(e.g. a variância) de forma que, em qualquer nível na hierarquia de momentos estatísticos

existe sempre uma variável a mais que o número de equações. Este tipo de característica

não é observada em processos gaussianos, por exemplo.

Posteriormente, um número maior de cientistas se dedicaram ao estudo de turbulên-

cia, tanto teoricamente quanto através de experimentos. Apesar de Reynolds possuir

um trabalho relevante sobre o problema de fechamento das equações dos momentos das

velocidade, os fundamentos deste problema parecem ter sidos explorados pela primeira

vez por Keller e Friedmann [5]. Eles deduziram uma equação dinâmica geral para os

momentos e mostraram que, na equação de cada momento, surgia momentos de ordem

superior. Desta forma, não há maneira de resolver a equação sem a adição de alguma

hipótese sobre a estatística das velocidades. Várias tentativas foram feitas no sentido de

fechar as equações dos momentos.

Em 1922, a descrição fenomenológica da turbulência ganhou uma nova ferramenta

com a introdução do conceito de cascata de energia por Richardson [6]. Segundo essa

proposta, quando inserimos energia em um escoamento turbulento, os maiores turbilhões

são criados e transferem sua energia para turbilhões menores. Este processo se repete

em várias escalas até que a energia seja dissipada. Como veremos, esta idéia é de grande

utilidade em trabalhos clássicos na área de turbulência.

Em 1935, Taylor introduziu o conceito de turbulência isotrópica e homogênea [7].

Como as equações de Navier-Stokes podem ser vistas como aplicações das Leis de Newton
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aos �uidos, as transformações Galileanas preservam a forma das equações. Não podemos

falar exatamente em simetrias da velocidade em um escoamento turbulento pois ela não

é uma função bem comportada do tempo, mas podemos falar das simetrias no sentido

estatístico. Isto é, as simetrias, que são quebradas quando aumentamos o número de

Reynolds e saímos de um escoamento laminar para um turbulento, são reestabelecidas

em um sentido estatístico no limite do número de Reynolds muito grande [8]. Na prática,

isto signi�ca que podemos esperar algumas propriedades gerais a serem obedecidas pelo

campo de velocidades (e por sua distribuição de probabilidade). Por exemplo, as dis-

tribuições de velocidade (e seus momentos) em turbulência são invariantes sob o efeito de

translações, rotações e re�exões nos eixos coordenados. Além disso, herdam invariâncias

por transformações de escala deduzidas a partir das equações de Navier-Stokes.

Taylor também foi o responsável pela introdução de uma hipótese muito importante

que leva seu nome. A hipótese de Taylor relaciona as �utuações na diferença instantânea

de velocidades que existe entre dois pontos �xos do escoamento (turbulência euleriana)

com �utuações que existem na velocidade medida em instantes diferentes para um mesmo

ponto �xo do escoamento. Desta maneira, experimentos de turbulência euleriana podem

ser feitos a partir de apenas um único sensor capaz de medir velocidade do escoamento

localmente, obtendo-se assim uma série temporal das medidas de velocidade. Em seguida,

os dados podem ser tratados e, de posse da velocidade média do escoamento, podemos

acessar diferentes escalas espaciais da turbulência a partir de uma mesma série temporal.

Em 1941, Kolmogorov entra em cena e, sem referência direta às equações de Navier-

Stokes, postula que as menores escalas da turbulência são estatisticamente isotrópicas,

não importando como a turbulência é produzida [9, 10]. Juntamente com outras hipóteses,

a teoria de Kolmogorov, que �cou conhecida como K41, conseguiu deduzir alguns resulta-

dos que se mostraram em concordância com os experimentos. Ele mostrou que a densidade

espectral de energia varia com o número de onda, k, de acordo com φ(k) = ckǫ
2/3k− 5

3 ,

onde ǫ é a taxa na qual a energia é dissipada nas escalas menores da cascata de energia

e ck é uma constante universal, mas desconhecida. Esta lei �cou conhecida como a �Lei

dos 5/3� e ajustou de maneira considerável os dados experimentais. A noção de Kol-

mogorov, de que a energia é injetada nas escalas maiores do experimento e, em seguida,

é transferida para escalas intermediárias até atingir as escalas menores e ser dissipada é

uma descrição aproximada da idéia de cascata de energia introduzida por Richardson [6].

Esta visão captura grande parte da fenomenologia da turbulência. Como veremos mais

adiante, pode-se obter parte da abordagem de Kolmogorov para a cascata de energia a

partir das equações de Navier-Stokes, com a dedução da equação de balanço detalhado
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da energia.

A partir da década de 50, uma linha de argumentação baseada em similaridade ganhou

certa notoriedade. Usando idéias de análise dimensional e simetrias das equações de

Navier-Stokes, alguns resultados foram obtidos desta maneira, que pode ser considerada

aproximada [11]. Por exemplo, a própria teoria de Kolmogorov pode ser introduzida,

como veremos mais adiante, no sentido de análise dimensional e seus maiores resultados

podem ser deduzidos de maneira heurística. Contudo, a maior problemática deste tipo de

abordagem é que as constantes adimensionais que aparecem nas expressões não podem

ser obtidas. Por isso, este tipo de análise funciona como uma ponte entre a fenomenologia

e as teorias mais robustas, inclusive em pesquisas modernas.

Em 1962, Kolmogorov propôs uma modi�cação em sua teoria, com idéias também

atribuídas a Obukhov [12]. Esta teoria, muitas vezes chamada de K62, surgiu inicial-

mente a partir de uma crítica de Landau [13] com respeito à taxa de dissipação de

energia, ǫ, considerada constante em K41. Kolmogorov contornou o problema assumindo

que esta variável poderia �utuar em torno de um valor médio e propôs uma distribuição

de probabilidade Log-Normal para governar as �utuações desta grandeza. Com esta pro-

posta, os momentos estatísticos dos incrementos de velocidade, calculados anteriormente

em K41, sofreram alterações. Este resultado tornou-se mais um marco na área de tur-

bulência e possibilitou um melhor ajuste aos dados experimentais que surgiram anos mais

tarde. Assim, dizemos que a teoria K62 modela o fenômeno da intermitência, pois con-

sidera �utuações na taxa de dissipação de energia. No contexto de sistemas dinâmicos,

dizemos que intermitência é uma alternância entre fases de dinâmica aparentemente per-

iódica e dinâmica caótica. Neste trabalho, usaremos o termo intermitência no contexto

de turbulência para indicar �utuações na dissipação de energia, fato que resulta imediata-

mente em distribuições não-gaussianas para os incrementos de velocidade, em oposição

ao modelo K41.

Dado o sucesso obtido por Kolmogorov em suas duas teorias principais, além da noção

natural herdada de mecânica dos �uidos de que número de Reynolds é o único parâmetro

ajustável, passou-se a acreditar que o fenômeno da turbulência seja universal. Isto sig-

ni�ca que não importa a forma geométrica do escoamento ou o tipo de �uido que seja

utilizado. Se olharmos em escalas muito pequenas, as estatísticas relacionadas à �utuação

de velocidades ou ao �uxo de energia devem ser as mesmas. As técnicas experimentais es-

tão evoluindo no sentido de testar a universalidade dos resultados teóricos. O re�namento

experimental expôs algumas falhas dos modelos teóricos e alguns fundamentos precisaram

ser revistos. Atualmente, alguns grupos conseguem obter o histograma dos incrementos
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de velocidade de uma única partícula do �uido com medições que correspondem a até 60σ,

onde σ é o desvio padrão dos dados [14]. Estes experimentos de turbulência lagrangeana

são precisos e não fazem uso da hipótese de Taylor. A forma da densidade de probabili-

dade encontrada mostra claramente seu caráter não-gaussiano (Figura 1.5), com caudas

que podem ser interpretadas como exponenciais esticadas ou leis de potência [15, 16]. O

problema não é simplesmente saber se a distribuição Log-Normal, exponencial esticada

ou lei de potência, ajusta melhor os dados. Importa também a validade dos princípios

que cada argumento emprega [11].

Os procedimentos experimentais também revelaram novas estimativas dos momentos

da distribuição em função da escala de observação. A teoria de Kolmogorov (K41), como

veremos no capítulo 2, estima os expoentes de escala a partir de argumentos simples.

Como mencionamos, considerar a taxa de dissipação constante resulta em expoentes que

variam linearmente com a ordem dos momentos. Os dados claramente mostram que

isto não é verdade e a intermitência, primeiramente modelada em K62, tem um papel

fundamental nos modelos mais modernos de turbulência.

Paralelamente ao desenvolvimento desta linha de pesquisa, surgiram as formalizações

matemáticas de variáveis que se comportam de maneira aleatória. O ruído utilizado por

Bachelier e Einstein para modelar o movimento dos preços de ativos [17] e movimento

browniano [18], respectivamente, passaram por um estudo mais aprofundado que deu

origem ao cálculo estocástico. Modelos em que as variáveis poderiam �utuar aleato-

riamente ganharam um formalismo matemático cujo tratamento passou a ser possível.

Wiener formalizou o conceito de movimento browniano [19, 20], possibilitando a general-

ização de processos estocásticos por Itô [21] e Doeblin [22], gerando ramo da matemática

que �cou conhecido como Cálculo de Itô-Doeblin. Entretanto, existem outras formu-

lações do cáculo estocástico. Todas elas possuem vantagens de aplicabilidade e o cálculo

de Itô-Doeblin foi escolhido como ferramenta para o presente trabalho por questões de

conveniência na demonstração dos resultados. Todos esses esforços permitiram que os

modelos (sejam de física ou economia) pudessem considerar variáveis cujas �utuações são

relevantes para a dinâmica do sistema. Estas variáveis são funções contínuas do tempo,

mas não são diferenciáveis em nenhum ponto. Na Figura 1.6, estão exempli�cadas algu-

mas realizações estocásticas de um processo que será o centro desta tese. Note que seu

aspecto de ruído impossibilita qualquer tratamento do cálculo usual. Perde-se a noção

de derivada, mas uma generalização da noção de integral (e de diferencial) permitirá a

realização dos cálculos. Por isso, faremos uso constante desta ferramenta neste trabalho.

Na física, é comum propor equações diferenciais que contenha todas as simetrias pos-
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Figura 1.6 Três realizações estocásticas do �uxo de energia no nosso Modelo Hipergeométrico
Generalizado de duas escalas (N = 2), que será explorado nos capítulos seguintes.

síveis e capturam toda a fenomenologia de um sistema. Em seguida, deve-se tentar

resolvê-las. Para o caso das equações de Navier-Stokes, ainda não foi possível encontrar

uma solução que explique melhor o fenômeno da turbulência. Então, os cientista tomaram

a liberdade de começar a estudar o problema a partir de uma etapa intermediária: propor

equações diferenciais que capturem explicitamente mais detalhes fenomenológicos da tur-

bulência. O problema é que as variáveis interessantes nesta estratégia não são variáveis

determinísticas, que variam de maneira suave no tempo, e sim são variáveis que �utuam

de maneira brusca, de modo que a única maneira de representá-las é com o uso do cálculo

estocástico.

Este mesmo cálculo, a partir da década de 70, entrou na economia de maneira mais

intensa e passou a ser uma maneira padrão de modelagem para preços de ativos e preci�-

cação de derivativos [23]. Como veremos, nosso modelo também encontrará aplicabilidade

nesta área de pesquisa.
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1.3 Objetivos e Organização da Tese

De uma maneira geral, o presente trabalho é uma tentativa original de modelar, de

forma dinâmica e estocástica, o fenômeno de intermitência em turbulência. Esta forma,

que será explorada nos capítulo seguintes, não é a maneira padrão de tratar este fenômeno.

Na verdade, a pluralidade de modelos de intermitência nos leva a a�rmar que não existe

maneira canônica de atacar este assunto. Este campo é competitivo e os resultados teóri-

cos são difíceis de serem obtidos, mas os modelos possuem características gerais e podem

frequentemente ser generalizados e aplicados em outras áreas de pesquisa, como �cará

claro para nosso modelo no capítulo 5. Nosso modelo tenta capturar a intermitência de

maneira dinâmica, propondo um sistema de equações diferenciais estocásticas acopladas

para os �uxo de energia ao longo da cascata.

Nesta tese, estaremos interessados inicialmente em obter um modelo simples para o

�uxo de energia entre as sucessivas escalas da cascata de energia em um �uido no regime

turbulento. Deste modelo, obteremos a auto-correlação do �uxo de energia, calcularemos

a �utuação da energia total do sistema e a solução exata. Em seguida, introduziremos a

hipótese de separação dos tempos característicos das escalas de energia e resolveremos o

modelo nesta aproximação, obtendo a distribuição de probabilidade de equilíbrio para o

�uxo de energia em uma dada escala. A partir desse resultado, obteremos a distribuição

de probabilidades dos incrementos de velocidade, para a respectiva escala, em uma forma

analítica em termos de funções hipergeométricas generalizadas. Até onde sabemos, essa

família de distribuições de probabilidade é inédita na literatura. Aplicaremos estes re-

sultados a dados de turbulência euleriana e lagrangeana, onde encontramos um excelente

ajuste. Em seguida, aplicaremos o modelo à econofísica e ajustaremos os dados de re-

tornos �nanceiros também de maneira notável. O efeito do modelo sobre a volatilidade

implícita é calculado e fórmulas de preci�cação de opções são encontradas. Finalmente,

mostramos como uma modi�cação do modelo pode gerar a família geral de distribuições

hipergeométricas generalizada e comentamos possíveis aplicações. Uma descrição mais

detalhada do conteúdo de cada um dos capítulos desta tese será apresentada a seguir.

1.3.1 Capítulo 2

Neste capítulo, vamos explorar algumas consequências das equações de Navier-Stokes

(NS). Inicialmente, vamos discutir quais tipos de simetrias essas equações possuem. Va-

mos então deduzir, a partir das equações de NS, a equação do balanço detalhado de
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energia. Em seguida, abordaremos a teoria de Kolmogorov (K41) e discutiremos seus

principais resultados do ponto de vista fenomenológico. A teoria modi�cada de Kol-

mogorov (K62), chamado de modelo Log-Normal, também é explorada. Em seguida,

faremos uma breve revisão dos vários modelos de intermitência considerados na liter-

atura.

1.3.2 Capítulo 3

Neste capítulo, vamos partir da descrição fenomenológica de Kolmogorov (K41) e

propor uma hipótese sobre as �utuações do �uxo de energia no regime de turbulência

altamente desenvolvida. A partir da equação do balanço de energia, deduziremos heuris-

ticamente um sistema de equações diferenciais ordinárias para a dinâmica do �uxo de

energia. Mostraremos que o resultado de equilíbrio é o mesmo previsto por Kolmogorov.

Encontraremos condições necessárias e su�cientes obedecidas pelo sistema de equações

dos �uxos de energia e aplicaremos essas mesmas condições a um sistema geral de equações

estocásticas. Introduziremos nosso modelo estocástico como sendo o único que obedece

a este conjunto de condições �sicamente razoáveis. Demonstraremos que o modelo prevê

uma auto-correlação que cai no tempo como uma soma de exponenciais. Veri�caremos a

conservação de energia média no modelo e calcularemos a �utuação da energia do sistema

em torno dessa média. Resolveremos ainda o modelo exatamente em termos de processos

de Wiener.

1.3.3 Capítulo 4

Neste capítulo, vamos encontrar explicitamente a distribuição de probabilidade de

equilíbrio para o �uxo de energia no nosso modelo. Demonstraremos um teorema que diz

como calcular a distribuição de equilíbrio de uma variável que faz parte de um sistema

de equações diferenciais estocásticas acopladas no limite de grande separação temporal

entre as variáveis. Primeiramente, resolvemos o nosso modelo de uma cascata de apenas

um nível, para encontrarmos a distribuição de probabilidade do �uxo de energia p(ǫ1).

Aplicamos o teorema deste capítulo no nosso modelo de duas escalas e calculamos ex-

plicitamente a fdp do �uxo de energia p(ǫ2). Passamos para o caso geral do modelo com

N escalas e encontramos a fdp p(ǫN) do �uxo de energia na última escala da cascata.

A partir do conhecimento de p(ǫN), encontramos a fdp dos incrementos de velocidade

e encontramos uma nova distribuição explicitamente que pode ser escrita em termos de
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funções hipergeométricas generalizadas (NF0). Em face desse resultado, vamos nos referir

ao nosso modelo (para a distribuição de probabilidade dos incrementos de velocidade)

como Modelo Hipergeométrico Generalizado (MHG). Mostraremos que o MHG ajusta

de maneira excelente os dados experimentais tanto de turbulência lagrangeana quanto

de turbulência euleriana. Finalmente, vamos mostrar que o MHG reproduz o modelo

Log-Normal em um limite de cascata contínua.

1.3.4 Capítulo 5

Iniciaremos este capítulo fazendo uma breve revisão da literatura dos modelos es-

tocásticos para a dinâmica de preços de ativos negociados no mercado �nanceiro. Es-

tamos interessados no modelo de Black-Scholes (BS) de preci�cação de opções e suas

modi�cações em que a volatilidade dos retornos é uma variável estocástica. Apresentare-

mos inicialmente um novo modelo de volatilidade estocástica de duas escalas, fortemente

baseado no MHG. Este modelo, como mostraremos, é uma generalização do modelo de

Hull-White [24] e prevê uma auto-correlação com decaimento exponencial com dois tem-

pos de relaxação diferentes, a depender da escala temporal considerada, concordando com

observações dos preços reais de bolsas de valores, inclusive a brasileira [25]. Utilizaremos

uma fórmula de Merton para corrigir os preços de derivativos a partir de um modelo

de volatidade estocástica para duas escalas, onde a fdp da volatilidade foi calculada ex-

plicitamente no capítulo 4. Traçamos a curva que representa o sorriso da volatilidade

(�volatility smile�) implícita pelo modelo de Black-Scholes a partir do nosso modelo de

uma e duas escalas. Mostramos ainda uma série de preços de opções dados pelo modelo

de uma escala, em comparação com Black-Scholes. Em seguida, aplicaremos o MHG

com N escalas para descrever a distribuição de probabilidade dos retornos para dados

�nanceiros de alta frequência (em contações �intraday�). Encontramos um bom ajuste

do modelo à distribuição empírica dos retornos do IBOVESPA para diversos incrementos

temporais.

1.3.5 Capítulo 6

Neste capítulo estamos interessados em possíveis generalizações do MHG para obter-

mos distribuições baseadas em outras funções hipergeométricas generalizadas do tipo pFq.

A generalização que estudaremos aqui consiste em propor novas equações diferenciais es-

tocásticas para o ��uxo�, ǫ, de alguma variável relevante do sistema, preservando algumas
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características fundamentais do modelo. Mostramos que para uma dinâmica especí�ca,

a cascata resulta em uma fdp de equilíbrio do tipo N+MFM , generalizando assim nosso

modelo para toda a família de funções hipergeométricas generalizadas pFq. Possíveis

aplicações deste modelo geral serão brevemente mencionadas.

1.3.6 Capítulo 7

Neste capítulo fazemos uma revisão dos principais resultados obtidos nesta tese. Apre-

sentamos também algumas perspectivas para continuidade da pesquisa e outras possíveis

aplicações do modelo que não foram contempladas ao longo deste trabalho.





Capítulo 2

Equação de Navier-Stokes e Modelos de
Turbulência

Neste capítulo, vamos explorar algumas consequências das equações de Navier-Stokes

(NS). Inicialmente, estamos interessados em veri�car quais tipos de simetrias essas equações

possuem, pois acreditamos que o ponto de partida para um modelo que englobe a

fenomenologia do escoamento turbulento é que ele respeite de alguma forma as equações

de NS, ou que, pelo menos, possua certas características baseadas nestas equações. Por

isso, antes de introduzir nosso modelo, vamos deduzir, a partir das equações de NS, a

equação do balanço detalhado de energia, que relaciona o �uxo de energia que entra e o

�uxo de energia que sai de uma determinada escala espacial. Esta equação será utilizada

para justi�car nosso modelo para a dinâmica do �uxo de energia, o qual será apresentado

no capítulo 3. Em seguida, abordaremos a teoria de Kolmogorov para turbulência (K41)

e discutiremos seus principais resultados do ponto de vista fenomenológico. As hipóteses

desta teoria servirão como fundamentos para nosso modelo. Já os resultados obtidos por

Kolmogorov funcionarão como metas a serem atingidas pelo modelo no limite de não

intermitência. Introduziremos a crítica de Landau ao modelo original de Kolmogorov,

que levou Kolmogorov à reformulação da sua teoria (K62) e introdução do modelo Log-

Normal para as �utuações da taxa de energia dissipada (intermitência). Mostraremos os

principais resultados deste tipo de consideração sobre a intermitência, que é a chave para

entender a turbulência e um dos pontos centrais desta tese.

A partir da evidência de intermitência, faremos uma breve revisão dos modelos que

capturam este fenômeno. De maneira geral, eles podem ser divididos em modelos baseados

na velocidade e modelos baseados na dissipação. Esta revisão tem o objetivo de expor

os trabalhos relevantes de intermitência que generalizam a teoria de Kolmogorov, apesar

de possuírem origens bastante distintas. Além disso, o capítulo tem o objetivo de deixar

claro que não existe uma maneira padrão de modelar a intermitência, o que torna o

assunto difícil de ser tratado.

17



18 CAPÍTULO 2 EQUAÇÃO DE NAVIER-STOKES E MODELOS DE TURBULÊNCIA

2.1 As Equações de Navier-Stokes e suas Simetrias

Para �uidos incompressíveis, as equações de Navier-Stokes (NS) podem ser obtidas

se aplicarmos a mecânica newtoniana ao escoamento de um �uido, considerando o termo

de viscosidade como atrito [26]. Da equação de NS será deduzida a equação do balanço

detalhado de energia. Para encontrar a equação do balanço de energia e justi�car de

uma forma mais quantitativa o processo físico da cascata de energia, precisamos dedicar

um esforço considerável em sua demonstração. Inicialmente, nesta seção, vamos discutir

as simetrias e principais leis de conservação exibidas pelas equações de NS. Na seção

seguinte, deduziremos então a equação do balanço detalhado de energia.

2.1.1 Simetrias

As equações de NS são

∂t~v + ~v · ~∇~v = −1

ρ
~∇p + ν∇2~v, (2.1)

~∇ · ~v = 0, (2.2)

onde ∂t = ∂
∂t
, ~v = ~v(x, y, z, t) é o campo de velocidades em 3 dimensões, p = p(x, y, z, t) é a

pressão (grandeza escalar), ν é a viscosidade cinética do �uido (ν = η
ρ
). Por simplicidade,

vamos rede�nir a pressão como sendo a razão p
ρ
, de modo que a eq. (2.1) torna-se

∂t~v + ~v · ~∇~v = −~∇p + ν∇2~v. (2.3)

Seguindo a Ref. [8], apresentamos abaixo uma lista das simetrias conhecidas, obser-

vadas nas equações de NS. São elas

- Translação espacial: (t, ~r, ~v) → (t, ~r + ~ρ,~v), com ~ρ ∈ R3.

- Translação Temporal: (t, ~r, ~v) → (t + τ, ~r,~v), com τ ∈ R.

- Transformação de Galileu: (t, ~r, ~v) → (t, ~r + ~Ut,~v + ~U), com ~U ∈ R3.

- Paridade: (t, ~r, ~v) → (t,−~r,−~v).
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- Rotação: (t, ~r, ~v) → (t,A~r,A~v), com A ∈ SO3(R3).

- Invariância de Escala: (t, ~r, ~v) → (λ1−ht, λ~r, λh~v), com λ ∈ R+, h ∈ R.

Na expressão acima, SO3(R3) é o grupo de rotações no espaço euclidiano de 3 dimen-

sões. A pressão não consta nas transformações acima pois ela pode ser eliminada das

equações de NS e suas transformações podem ser vistas como a mesma transformação

observada para a variável escalar v2 = ~v 2 [8]. As demonstrações de algumas das pro-

priedades de simetria acima são óbvias. Por exemplo, as simetrias de translação espacial

e temporal são imediatas pois os termos não dependem explicitamente do tempo nem das

coordenadas espaciais. Para a transformação de Galileu, quando fazemos a substituição

de ~v(t, ~r) por ~v(t, ~r− ~Ut) + ~U , ocorre um cancelamento entre os termos originados de ∂t~v

e ~v · ~∇~v. A paridade, por sua vez, provoca uma multiplicação por −1 em todos os termos

da equação, deixando, portanto, a equação invariante. Para a transformação de escala,

quando efetuamos as mudanças de escala de tempo, espaço e velocidade da maneira

indicada, todos os termos da equação são multiplicados por λ2h−1, exceto o termo de vis-

cosidade que aparece multiplicado por λh−2. Portanto, para viscosidade �nita, o único h

permitido, ou seja, que permite o cancelamento dos fatores envolvendo λ, é h = −1. Esta

tranformação de escala faz com que o número de Reynolds R permaneça o mesmo, pois

R′ = U ′L′/ν = λh+1R = R, para h = −1. Podemos a�rmar que esta simetria é equiva-

lente ao princípio de similaridade em mecânica dos �uidos, segundo o qual soluções das

equações de NS para diferentes escalas de comprimento e velocidade, mas com mesmo

número de Reynolds, são 'similares', ou seja, relacionadas entre si por uma mera transfor-

mação de escala. O limite de número de Reynolds muito grande possibilita a escolha de

qualquer expoente h, pois o termo de viscosidade é eliminado neste limite. Note também

que todas as simetrias, exceto a de escala, são consequências diretas das simetrias das

equações de Newton da mecânica clássica.

2.1.2 Leis de Conservação

Nosso objetivo aqui é obter algumas importantes leis de conservação a partir das

equações de NS. Os físicos, motivados pelo teorema de Noether [27] e pela formulação

lagrangeana da mecânica, tendem a relacionar leis de conservação a simetrias mesmo

quando esta relação não é inteiramente justi�cada. No nosso caso, as equações de NS
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formam um sistema dissipativo e não teríamos, portanto, uma lei de conservação de

energia no senso estrito. Contudo a energia total presente no sistema pode ser conservada

se adicionarmos um �uxo de energia constante externo ao sistema, que compense a taxa

de energia dissipada. Para obter tal equação, que chamaremos do balanço de energia,

vamos fazer algumas de�nições.

Vamos considerar, como em [8], condições de contorno periódicas e denotaremos as

médias sobre o volume BL relevante por 〈〉:

〈f〉 =
1

L3

∫

BL

f(~r)d3r. (2.4)

Como sabemos, qualquer função periódica bem comportada pode ser escrita como uma

série de Fourier [28]. Por outro lado, as componentes de Fourier de uma função periódica

possuem média zero, já que a média é uma integral em um domínio que contém um

número inteiro de períodos. Logo, a média de uma função periódica é apenas o seu

modo constante (o modo k = 0), já que a média dos outros modos se anula. Quando

derivamos uma função periódica, as componentes continuam sendo obviamente modos

de Fourier, pois derivamos uma série de exponenciais oscilantes. Além disso, o modo

constante (k = 0) anula-se pela ação da derivada. Por isso, podemos a�rmar que

〈∂if〉 = 0, (2.5)

onde ∂i = ∂
∂xi

. Pelo mesmo motivo, temos que

〈(∂if)g + (∂ig)f〉 = 〈∂i(fg)〉 = 0, (2.6)

donde segue que

〈(∂if)g〉 = −〈(∂ig)f〉. (2.7)

Em notação vetorial, temos

〈(~∇f)g〉 = −〈(~∇g)f〉. (2.8)

Mais adiante, vamos precisar da identidade

〈~u · (~∇× ~v)〉 = 〈~v · (~∇× ~u)〉, (2.9)

que pode ser facilmente veri�cada aplicando-se o argumento anterior ao termo ~∇· (~u×~v).
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Outra relação útil é

〈~u · (∇2~v)〉 = −〈(~∇× ~u) · (~∇× ~v)〉, (2.10)

que pode ser deduzida a partir da identidade vetorial (2.9) e usando a condição de in-

compressibilidade ~∇ · ~v = 0.

Vamos agora aplicar as identidades obtidas acima para deduzir a conservação do

momento linear. Para isso, vale notar que o termo não linear das equações de NS pode

ser escrito na forma

3
∑

j=1

∂j(vjvi) =
3
∑

j=1

[vi(∂jvj) + vj(∂jvi)] =
3
∑

j=1

vj∂jvi = ~v · ~∇~v, (2.11)

onde utilizamos ~∇ · ~v = 0 na segunda passagem.

Tomando a média espacial (〈〉) em ambos os lados da equação de NS dada em (2.3), os

termos podem ser vistos como médias de derivadas espaciais, exceto o termo de derivada

temporal. Como vimos acima, derivadas espaciais possuem média zero e tais termos

resultam nulos, logo o único termo não nulo é o da derivada temporal:

d

dt
〈~v〉 = 0. (2.12)

Esta é a lei de conservação do momento linear, onde a massa (densidade) é omitida

por simplicidade, já que estamos trabalhando com as equações de NS normalizadas pela

densidade.

Para a conservação de energia, vamos multiplicar a componente i das equações de NS

por vi para obter

vi∂tvi + vivj∂jvi = −vi∂ip + νvi∇2vi, (2.13)

onde o primeiro termo pode ser escrito como a derivada ∂t(v
2
i ), pela regra do produto. O

segundo termo pode ser obtido a partir da relação

1

2

3
∑

j=1

∂j(vjvivi) =
v2

i

2

3
∑

j=1

∂j(vj) +
vj

2

3
∑

j=1

∂j(vivi) = vi

3
∑

j=1

vj∂jvi, (2.14)

onde utilizamos novamente a eq. (2.2) na segunda passagem. Assim, �camos com a

equação para a energia

∂t
v2

i

2
+

1

2
∂jv

2
i vj = −vi∂ip + νvi∇2vi. (2.15)
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Tomando a média da equação acima e utilizando a eq. (2.5), cancelamos os termos de

derivadas. O termo de pressão pode ser escrito na forma 〈vi∂ip〉 = −〈p∂ivi〉, com o uso da

eq. (2.6). Finalmente, com o uso da eq. (2.9), podemos escrever o termo de viscosidade

na forma 〈(~∇× ~v) · (~∇× ~v)〉 e obter

d

dt
〈1
2
~v2〉 = −1

2
ν〈
∑

i,j

(∂jvi + ∂ivj)
2〉 = −ν〈|~ω|2〉, (2.16)

onde ~ω = ~∇×~v. Na equação acima, a igualdade entre o termo do somatório e a de�nição

de ω pode ser mostrada facilmente. A eq. (2.16) expressa a conservação de energia total

do sistema e nos diz que a existência de viscosidade implica na dissipação de energia

cinética, como já era esperado.

Se utilizarmos a notação de [8], podemos escrever a conservação de energia de uma

forma muito simples:
d

dt
E = −2νΩ, (2.17)

onde

E = 〈1
2
|~v|2〉, (2.18)

Ω = 〈1
2
|~ω|2〉. (2.19)

Chamaremos E de energia total média, ou simplesmente energia. A grandeza Ω de�nida

acima é chamada de enstro�a. A partir das equações de NS é possível deduzir outras leis

de conservação, como a conservação da helicidade. Entretanto, não faremos esta discussão

aqui uma vez que tais grandezas não serão necessárias para o presente trabalho.

2.2 Equação do Balanço de Energia

Nesta etapa, estamos interessados em utilizar as de�nições da seção anterior e obter a

partir das equações de NS uma relação importante que servirá como base para a apresen-

tação do nosso modelo. Esta equação, que será chamada de equação do balanço detalhado

de energia, relaciona a energia total acumulada em todas as escalas de comprimento, até

uma determinada escala, com o �uxo de energia através desta escala.

É notável que a relação para a energia encontrada na seção anterior não dependa

do termo não linear das equações de NS. Este termo, responsável pela complexidade

das equações de NS, foi cancelado quando tomamos a média espacial da eq. (2.17) e
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passou a ser desnecessário para a conservação de energia total. Esta última a�rmação

é verdadeira quando tratamos da energia total do �uido. Por outro lado, o termo não

linear é responsável pela distribuição da energia entre as diferentes escalas espaciais, sem

afetar a energia total do escoamento, como �cará claro nesta seção. Em outras palavras,

apesar de a energia total não ser afetada pelo termo não linear, a maneira como a energia

é distribuída pelos diferentes modos de Fourier depende deste termo não linear. Este

acoplamento entre modos de Fourier é característico de sistemas não lineares. Como

veremos, ele nos possibilitará a de�nição do �uxo de energia responsável por transferir

energia de uma escala espacial para a escala seguinte.

Considere a decomposição em série de Fourier da forma

f(~r) =
∑

~k

f~ke
i~k·~r, (2.20)

onde ~k denota os vetores de onda dos respectivos modos, a soma em ~k deve ser entendida

como soma em todos os póssiveis modos (kx, ky, kz) e k = |~k|. Se truncarmos a série

de Fourier acima até um determinado número de onda, estaremos descartando os modos

com números de onda maiores que um determinado valor. Desta maneira, a função

resultante é uma atenuação da função original, sem as �utuações observadas nas menores

escalas de comprimento. Dizemos então que a função passou por um �ltro passa baixa.

Formalmente, podemos escrever o �ltro passa baixa como

f<
K(~r) =

∑

k≤K

f~ke
i~k·~r, (2.21)

e o �ltro passa alta é de�nido analogamente

f>
K(~r) =

∑

k>K

f~ke
i~k·~r. (2.22)

A decomposição acima foi utilizada primeiramente por Obukhov [29]. Para cada �ltro,

existe uma escala espacial relacionada ao número de onda de corte (máximo ou mínimo)

dada pela expressão ℓ ∼ K−1.

Seguindo a notação da Ref. [8], podemos de�nir o operador de �ltro passa baixa PK

PK : f(~r) 7→ f<
K . (2.23)

Nosso objetivo agora é aplicar este operador nas equações de NS e, em seguida, tirar



24 CAPÍTULO 2 EQUAÇÃO DE NAVIER-STOKES E MODELOS DE TURBULÊNCIA

médias espaciais no sentido da seção anterior. Para isso, precisamos utilizar algumas

identidades. Inicialmente, note o efeito dos operadores ~∇ e ∇2 em uma função f(~r):

~∇f(~r) =
∑

~k

(i~k)f~ke
i~k·~r, (2.24)

∇2f(~r) =
∑

~k

(−k2)f~ke
i~k·~r. (2.25)

Podemos então a�rmar que o operador PK comuta com ~∇ e ∇2, pois ao aplicarmos o

�ltro passa baixa às equações acima obtemos a mesma função que a aplicação de ∇ e ∇2

a PKf .

Outra propriedade que será importante precisa da identidade de Parseval [30]:

〈fg〉 =
∑

~k

f~kg−~k. (2.26)

Para veri�car esta relação, basta observar que, ao decompor f e g em modos de Fourier

e fazer o produto, obtemos um somatório duplo em todos os modos possíveis. Quando

aplicamos a média espacial, todos os modos (que são funcões periódicas) serão anulados,

exceto os modos que possuem número de onda zero, pois são constantes. Estes modos

são os que anulam a exponencial do termo f~k com a exponencial do termo g
−~k. Portanto,

se considerarmos o produto de uma função g com a versão �ltrada da função f , ou vice-

versa, e calcularmos a média, teremos que truncar o somatório até um número de onda

máximo

〈gPK(f)〉 = 〈fPK(g)〉
∑

~k≤ ~K

f~kg−~k. (2.27)

Finalmente, a próxima relação é simples e dada por

〈f>
Kg<

K〉 = 0, (2.28)

cuja demonstração é imediata, visto que todos os modos harmônicos deste produto são

funções periódicas. Além disso, não existem modos de número de onda zero, pois o corte

em K permite que f>
K possua modos com vetores de onda que obedecem k > K, equanto

g<
K possui modos que obedecem k ≤ K. Desta maneira, as duas funções não possuem

modos simétricos para serem cancelados. Em outras palavras, estamos considerando o

produto interno de vetores ortogonais no espaço das funções periódicas.
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Vamos agora aplicar o �ltro passa baixa PK às equações de NS. Considere as equações

de NS com o termo de força externa ~f ,

∂t~v + ~v · ~∇~v = −~∇p + ν∇2~v + ~f, (2.29)

onde ~f é considerado uma força periódica. Aplicando PK à equação acima, obtemos

∂t~v
<
K + PK(~v<

K + ~v>
K) · ~∇(~v<

K + ~v>
K) = −~∇p<

K + ν∇2~v<
K + ~f<

K , (2.30)

onde utilizamos a identidade f(~r) = f<
K(~r) + f>

K(~r). Tomando o produto escalar de ~v<
K

com a equação acima e fazendo médias espaciais, obtemos

〈~v<
K · ∂t~v

<
K〉 + 〈~v<

K · PK(~v<
K + ~v>

K) · ~∇(~v<
K + ~v>

K)〉 = (2.31)

−〈~v<
K · ~∇p<

K〉 + ν〈~v<
K · ∇2~v<

K〉 + 〈~v<
K · ~f<

K〉.

Utilizando as propriedades da função PK obtidas acima, podemos escrever a expressão

anterior na forma

〈∂t
1

2
|~v<

K |2〉 + 〈~v<
K · [(~v<

K + ~v>
K) · ~∇(~v<

K + ~v>
K)]〉 =

−〈~v<
K · ~∇p<

K〉 + ν〈~v<
K · ∇2~v<

K〉 + 〈~v<
K · ~f<

K〉, (2.32)

Vamos cancelar alguns termos da equação acima. Primeiro, note que 〈~v<
K · ~∇p<

K〉 = 0, pois

a média considera apenas os modos de número de onda zero, mas a derivada anula o modo

zero da pressão, resultando na igualdade proposta. Também temos a seguinte igualdade

para o termo de viscosidade: ν 〈~v<
K · (~v<

K · ∇2~v<
K)〉 = −ν 〈|~ω<

K |2〉. Esta igualdade é uma

consequência imediata da eq. (2.9) e da de�nição da vorticidade ~ω. Note que o termo

não linear pode ser escrito como:

〈~v<
K · (~v<

K · ~∇~v<
K)〉 + 〈~v<

K · (~v<
K · ~∇~v>

K)〉 + 〈~v<
K · (~v>

K · ~∇~v<
K)〉 + 〈~v<

K · (~v>
K · ~∇~v>

K)〉. (2.33)

Dois termos desta equação são nulos:

〈~v<
K · (~v<

K · ~∇~v<
K)〉 = 〈~v<

K · (~v>
K · ~∇~v<

K)〉 = 0. (2.34)

Esta igualdade pode ser demonstrada usando a condição de incompressibilidade das

equações de NS. Reescrevendo a eq. (2.32) com as condições descritas acima, obtemos um



26 CAPÍTULO 2 EQUAÇÃO DE NAVIER-STOKES E MODELOS DE TURBULÊNCIA

resultado para a dinâmica da energia que é a chamada de equação de balanço detalhado.

Neste caso, a equação é de�nida para cada escala (ℓ ∼ K−1) e assume a forma

∂tEK + ΠK = −2νΩK + FK , (2.35)

onde a energia total, EK , acumulada até o número de onda K é de�nida por

EK =
1

2

∑

k≤K

|~v~k|2. (2.36)

A enstro�a total acumulada até o número de onda K é de�nida por

ΩK =
1

2

∑

k≤K

k2|~vk|2. (2.37)

A taxa de energia injetada entre os modos 0 e K é de�nida por

FK =
1

2

∑

k≤K

~f~k · ~v−~k. (2.38)

Finalmente, o �uxo de energia através da escala K−1 é de�nido por

ΠK = 〈~v<
K · (~v<

K · ∇~v>
K)〉 + 〈~v<

K · (~v>
K · ∇~v>

K)〉 (2.39)

Podemos interpretar a eq. (2.35) como uma lei de conservação local de energia, com

a presença de dissipação dada pela viscosidade. Ao considerarmos um número de onda

K, que corresponde a uma escala espacial ℓ ∼ K−1, a taxa de variação da energia total

contida nas escalas maiores que ℓ é igual a taxa de energia injetada no sistema menos

a energia dissipada por forças dissipativas e menos um termo correspondente ao �uxo

de energia da escala ℓ para as escalas menores que ℓ. Este termo de �uxo de energia

é resultado do termo não linear das equações de NS. Como vimos, a energia total não

depende deste termo, mas quando escrevemos o balanço de energia detalhado para cada

escala especí�ca, o termo não linear aparece como um distribuidor de energia interna do

sistema, ou seja, um termo de interação entre escalas espaciais sucessivas, ou entre os

sucessivos modos de Fourier do campo de velocidades. Este resultado é interessante pois

combina a descrição precisa das equações de NS com a idéia qualitativa da cascata de

energia. Como veremos no capítulo 3, vamos partir desta equação do balanço de energia

para propor um modelo dinâmico estocástico para o �uxo de energia ao longo da cascata.
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Antes de prosseguir, faz-se necessário discutir a teoria fenomenológica para turbulência

proposta por Kolmogorov em 1941, usualmente conhecida como K41, bem como outros

modelos posteriores.

2.3 Teoria de Kolmogorov K41

Após dar contribuições à teoria dos conjuntos, análise de Fourier e aos processos es-

tocásticos, Andrey Kolmogorov voltou sua atenção à turbulência de �uidos e, em 1941,

propôs um conjunto de hipóteses simples que resultariam na maior contribuição para a

área até então [9, 10]. Essa teoria corresponde às hipóteses de similaridade e universali-

dade de Kolmogorov e suas consequências. Esta teoria, além de servir diretamente para a

obtenção de pelo menos dois resultados experimentais conhecidos, é um ponto de partida

para os modelos fenomenológicos que pretendem capturar maiores detalhes do fenômeno.

Vamos formular as hipóteses de Kolmogorov seguindo a Ref. [8], que traz uma versão

adaptada às pesquisas modernas, cujo conceito permanece idêntico ao original.

Hipótese 1 No limite de número de Reynolds in�nito, todas as possíveis simetrias

das equações de Navier-Stokes (geralmente quebradas pelo mecanismo de produção do

escoamento turbulento) são restauradas de uma maneira estatística nas pequenas escalas

e longe das fronteiras.

A escala utilizada como referência para a de�nição das escalas menores é a chamada

escala integral do sistema ℓ0 que, no nosso caso, pode ser relacionada às dimensões típicas

das paredes do sistema em que o �uido está escoando. As escalas pequenas obedecem a

relação ℓ ≪ ℓ0. Estamos interessados na estatística dos incrementos de velocidade, δ~v,

entre dois pontos do espaço que estão separados por uma distância ℓ:

δ~v(~r, ~ℓ) = ~v(~r + ~ℓ) − ~v(~r). (2.40)

Estes incrementos, por hipótese, não deveriam depender da posição em que foram cal-

culados, pois como a simetria translacional é veri�cada nas equações de NS, então a

função distribuição de probabilidade dos incrementos de velocidade não deveria depender

de posição. Da mesma maneira, a isotropia encontrada nas equações de NS signi�ca que

não existe direção preferencial no cálculo dos incrementos de velocidade, se considerarmos

medições su�cientemente distantes das fronteiras do sistema.

Hipótese 2 Sob as mesmas condições que a Hipótese 1, o escoamento turbulento é
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auto-similiar nas escalas menores. Ou seja, existe um único expoente h tal que

δ~v(λℓ) = λhδ~v(ℓ) (2.41)

O expoente é 1
3
para turbulência euleriana e 1

2
para turbulência lagrangeana. O

valor destes expoentes pode ser obtido com o postulado sobre a dissipação de energia

que será apresentado ainda nesta seção. Vale ressaltar que o expoente da turbulência

lagrangeana é o esperado para um movimento browniano. Portanto, espera-se que uma

equação diferencial estocástica semelhante à equação de Langevin governe este processo

estocástico.

Hipótese 3 Sob as mesmas condições que a Hipótese 1, o escoamento turbulento tem

uma taxa de dissipação de energia, ǫ, por unidade de massa constante e positiva.

Existe uma hipótese adicional de universalidade de Kolmogorov. Esta hipótese não é

necessária para a demonstração dos resultados da teoria K41, que podem ser deduzidos de

maneira rigorosa a partir da relação de Kármán-Howarth-Monin [31]. Contudo, o apelo

desta hipótese é bastante intuitivo e pode ser utilizado qualitativamente para a obtenção

dos momentos estatísticos dos incrementos de velocidade:

Segunda Hipótese de Similaridade de Kolmogorov No limite em que o número

de Reynolds tende para in�nito, todas as propriedades estatísticas nas escalas menores

(ℓ ≪ ℓ0) são unicamente determinadas pela escala em questão ℓ e pela taxa média de

dissipação de energia ǫ.

A partir desta hipótese, podemos deduzir heuristicamente uma relação para a função

de estrutura de segunda ordem (ou segundo momento) das �utuações de velocidade

〈δ~v(ℓ)2〉. Esta grandeza possui dimensão de [L]2[T ]−2 e a única combinação das var-

iáveis ℓ e ǫ que pode resultar em uma grandeza com mesma dimensão é ǫ2/3ℓ2/3, assim

podemos escrever

〈δ~v(ℓ)2〉 = Cǫ2/3ℓ2/3, (2.42)

onde C é uma constante adimensional. A questão sobre a universalidade da constante C

permanece alvo de investigação experimental [32]. De posse da equação (2.42), podemos

obter os expoentes para os demais momentos da distribuição de velocidade. Na notação

da Hipótese 2, esta Hipótese de Similaridade implica que h = 1
3
para a turbulência

euleriana. Temos então que

〈δ~v(ℓ)p〉 = Cpǫ
p/3ℓp/3. (2.43)

O expoente de ℓ na equação acima traz a conhecida fórmula dos exponentes de escala, ζp =
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p
3
, dos incrementos de velocidade na teoria K41. Kolmogorov apresentou uma fórmula

exata para o terceiro momento de velocidades, conhecida como lei dos 4/5. Contudo,

os demais momentos são obtidos apenas de maneira heurística, a partir da Hipótese de

Universalidade. Vamos enunciar abaixo a lei dos 4/5 [10], mas optamos por omitir sua

dedução, pois ela não será explorada ou modi�cada pelo nosso modelo, por não tratar

diretamente do fenômeno da intermitência. A intuição desta fórmula já foi dada acima

de maneira simplória com base apenas em argumentos dimensionais, mas o valor da

constante multiplicativa é encontrado apenas na dedução completa.

Lei dos 4/5 Em turbulência homogênea e isotrópica, no limite de número de Reynolds

in�nito, o momento de terceira ordem dos incrementos de velocidade, avaliado para dis-

tâncias ℓ muito menores que a escala integral do sistema, é dado pela taxa de dissipação

média de energia (positiva e constante) vezes a escala ℓ pela fórmula

〈δ~v(ℓ)3〉 = −4

5
ǫℓ. (2.44)

Este resultado é notável e introduz a idéia de universalidade da constante multiplica-

tiva dos momentos dos incrementos de velocidade. Como ressaltado em [8], as teorias

de turbulência devem obedecer a esta lei ou explicitamente violar alguma das condições

utilizadas em sua dedução.

A teoria K41 apresentou um bom ajuste aos dados experimentais em um primeiro mo-

mento. Contudo, conforme a resolução das medições experimentais aumentou, observou-

se uma discrepância entre as previsões da teoria e os dados experimentais. Em particular,

o expoente ζp calculado a partir dos dados não apresenta o per�l linear proposto em K41 e

esta teoria precisou de uma modi�cação. Basicamente, os resultados experimentais indi-

cavam que taxa de dissipação de energia, ǫ, não pode ser considerada constante. Modelos

que consideram �utuações do �uxo de energia são considerados modelos de intermitência

e generalizam de alguma maneira o expoente ζp de K41. Em 1962, surgiu uma proposta

de Kolmogorov e Obukhov para modi�car a teoria original de 1941 que �cou conhecida

como K62, a qual será abordada na próxima seção.

2.4 Modelo Log-Normal de Kolmogorov-Obukhov (K62)

Em 1962, no Colloque International de Mécanique de la Turbulence, em Marseille,

Kolmogorov apresentou sua teoria sobre a intermitência (K62) e deu o crédito à Lan-
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dau pela alteração fundamental da teoria K41 que resultou na nova teoria. A crítica de

Landau à teoria K41 foi em relação ao fato de a taxa de dissipação de energia ser con-

siderada constante. Landau argumentou que, devido ao caráter essencialmente aleatório

do mecanismo de transferência de energia para escalas menores, a variação da dissipação

de energia deveria aumentar sem limites com a diminuição da razão ℓ/ℓ0. O contexto

histórico por trás da nova teoria de Kolmogorov possui ainda um ponto de destaque. O

trabalho experimental realizado por Gurvitch [33] no Instituto de Física Atmosférica de

Moscou indicou que a amplitude das �utuações temporais do campo de velocidades sofre

variações bruscas. Obukhov, que foi aluno de doutorado do próprio Kolmogorov, a�rmou

que estas variações na intensidade poderiam ser explicadas se a taxa de dissipação ǫ pos-

suir uma certa variância em torno da média [29]. Como o �uxo de energia entre escalas

não é uma grandeza facilmente mensurável (ou que possa ser de�nida precisamente, em

geral), Obukhov propôs como grandeza alternativa a taxa de dissipação de energia média,

ǫℓ =
1

(4/3)πr3

∫

Bℓ

d3r′ǫ(~r0 + ~r ′), (2.45)

em uma esfera de raio ℓ, centrada em ~r0. Na expressão acima, a grandeza ǫ corresponde

à taxa local de dissipação de energia dada por

ǫ =
ν

2

∑

i,j

(

∂vj

∂xi

+
∂vi

∂xj

)2

. (2.46)

A dependência em ~r0 foi omitida no lado esquerdo da eq. (2.45) pois em um sistema

isotrópico, a dissipação média não deve depender da posição. A idéia de Obukhov é

que a taxa média de dissipação em um volume de tamanho característico ℓ corresponde

ao �uxo de energia para as escalas menores. Obukhov propôs ainda que para pequenas

escalas, ℓ ≪ ℓ0, o logaritmo da taxa de dissipação média ǫℓ deveria ter uma distribuição

normal.

De acordo com o artigo original da conferência, Kolmogorov escreve que é �natural

assumir� que a variância de ln ǫℓ varia em função da escala ℓ do experimento de acordo

com a fórmula

σ2
ℓ = A + µ ln(

ℓ0

ℓ
), (2.47)

onde µ é uma constante universal. Kolmogorov estava interessado em distribuições do

tipo Log-Normal desde a publicação de seu trabalho, em 1941, sobre a distribuição dos

tamanhos de minerais pulverizados aleatoriamente [34]. Um modelo de cascata para este
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tipo de fenômeno foi invocado por ele, e Obukhov, ao propor a distribuição Log-Normal

para a dissipação de energia, fez referência ao trabalho original de Kolmogorov sobre esta

aplicação à fragmentação.

Podemos agora introduzir a segunda hipótese de similaridade re�nada de Kolmogorov,

que diz que, sob as mesmas condições da hipótese original, os momentos estatísticos dos

incrementos de velocidade são dados como função apenas de ǫr e da escala r. Assim,

podemos escrever

〈δrv
p〉 = Cpǫ

p
3
r r

p
3 . (2.48)

As funções que caracterizam a estrutura do regime turbulento são os momentos da

taxa de dissipação de energia e das �utuações de velocidade e suas respectivas relações

de escala, de�nidos como

〈ǫq
ℓ〉 = ǫq

0(ℓ/L)τq , (2.49)

〈δvp
ℓ 〉 = (ǫ0ℓ)

p
3 (ℓ/L)ζq . (2.50)

Pode-se mostrar que o modelo Log-Normal implica nos expoentes de escala

τq =
µ

2
(q − q2), (2.51)

ζp =
p

3
+

µ

18
(3p − p2). (2.52)

Por outro lado, em turbulência lagrangeana, os momentos dos incrementos de veloci-

dade são escritos em função da escala temporal τ em que os incrementos são medidos, de

acordo com a equação

〈δvp
τ 〉 = (ǫ0τ)

p
3 (τ/T )ζq . (2.53)

Nesse contexto, o expoente ζp para o modelo Log-Normal é dado por

ζp =
p

2
+

λ2

2
(2p − p2), (2.54)

onde λ2 é um parâmetro livre do modelo. O grá�co desta função de estrutura está

representado na Figura 2.1, retirada do trabalho de Beck [35], na tentativa de ajustar

dados medidos por Xu et al. [3].

O modelo Log-Normal para intermitência apresenta duas inconsistências conhecidas.

Ele viola a desigualdade de Novikov [36], formulada como τq + 3q > 0 (para q > 0),

e implica em velocidades supersônicas para números de Reynolds muito altos, pois ζp

não é uma função monotônica de p [8]. Apesar desses problemas, o modelo atingiu
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Figura 2.1 Expoente das funções de estrutura do modelo Log-Normal para turbulência La-
grangeana

grande popularidade e foi o responsável pelo surgimento de diversas generalizações, como

discutiremos a seguir.

Os modelos de intermitência mais discutidos na literatura da área farão parte, por

questão de completeza, de uma breve revisão neste capítulo. Entretanto, esses modelos

não serão diretamente relevantes para o trabalho descrito nesta tese, de modo que o

restante deste capítulo pode ser lido super�cialmente em um primeiro momento, sem

comprometer o entendimento dos capítulos seguintes.

2.5 Modelos de Intermitência

2.5.1 Modelo β

Uma maneira diferente de incorporar o fenômeno da intermitência em um modelo

fenomenológico de cascata de energia é assumir que um determinado turbilhão pode

dividir-se em outros turbilhões menores, os quais ocuparão apenas uma fração β (com

β < 1) do volume do turbilhão original [37]. A fração β é um parâmetro ajustável do

modelo. De�nindo a porção ativa do espaço pℓ = βn (ativa no sentido de estar fazendo
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parte de um turbilhão), após uma sequência de n divisões, temos

pℓ = βn = (
ℓ

ℓ0

)3−D, (2.55)

onde

3 − D =
ln β

ln r
. (2.56)

Como os turbilhões ativos de tamanho ℓ ocupam apenas uma fração pℓ do volume total,

então a energia total acumulada em uma escala ℓ é dada por

Eℓ ∼ v2
ℓ pℓ = v2

ℓ (
ℓ

ℓ0

)3−D, (2.57)

e o �uxo de energia é

Π′
ℓ =

Eℓ

τ
∼ v3

ℓ

ℓ
(

ℓ

ℓ0

)3−D. (2.58)

A maneira original como D é escolhida é equivalente a inserir o resultado do terceiro

momento de Kolmogorov (〈δv3〉 ∼ ǫℓ) como condição de contorno. Gostaríamos de

enfatizar que esta etapa de fazer com que novos modelos reproduzam resultados tidos

como exatos é, neste modelo β e em muitos outros modelos, implementada como condição

de contorno. Assim, temos

Π′
ℓ ∼ ǫ ∼ v3

0

ℓ0

. (2.59)

Comparando (2.58) e (2.59), podemos encontrar o expoente de escala para as funções de

estrutura previsto por este modelo:

ζp =
p

3
+ (3 − D)(1 − p

3
), (2.60)

onde o caso ζ1, chamado de expoente de escala da velocidade no conjunto de dimensão

fractal D, é denotado por h e dado por

h =
1

3
− 3 − D

3
. (2.61)

Uma consequência do expoente ζp é que o espectro de energia é ligeiramente diferente do

introduzido por Kolmogorov

E(k) ∼ k−( 5
3
+ 3−D

3
), (2.62)

que é consistente com a lei de 4/5 por construção. A teoria de Kolmogorov (K41) é

recuperada com D = 3, escolha essa que elimina a correção devido a intermitência. Um
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dos problemas deste modelo é que, apesar de gerar expoentes diferentes de K41 para a

velocidade, o expoente ζp ainda é linear em p. Quando obtido experimentalmente, este

expoente é ligeiramente côncavo e não aparenta ser uma função linear de p [38].

O modelo β apresentado acima é um tipo de modelo que surge a partir da fenomenolo-

gia de turbulência, sem fazer referência direta às equações de Navier-Stokes. Uma inter-

pretação do modelo pode ser feita segundo o conceito de dimensão fractal desenvolvido

por Mandelbrot [39] e esta aplicação em turbulência não teve aceitação imediata por

utilizar matemática considerada exótica para a época [8].

2.5.2 Modelo Bifractal

Uma generalização natural do modelo β (ou monofractal) é o modelo bifractal. A

modi�cação consiste em assumir que existem dois conjuntos ϕ1 e ϕ2 (do espaço físico) nos

quais os momentos da velocidade tem expoentes h1 e h2 respectivamente. Os conjuntos

considerados possuem dimensões fractal D1 e D2. Assim, utilizando a relação entre h e

a dimensão fractal do conjunto D encontrada no modelo β, podemos calcular a função

de estrutura como a média ponderada entre dois modelos β diferentes. Isto implica que

o momento de δℓv, no modelo bifractal, é dado por

δvp
ℓ

vp
0

= µ1

(

ℓ

ℓ0

)ph1
(

ℓ

ℓ0

)3−D1

+ µ2

(

ℓ

ℓ0

)ph2
(

ℓ

ℓ0

)3−D2

, (2.63)

onde as constantes µ1 e µ2 são da ordem da unidade. Note que este modelo implica em

uma função de estrutura como combinação de leis de potência. A depender da escala

considerada, um dos expoentes vai dominar. Considerando o limite ℓ ≪ ℓ0, o expoente

será:

ζp = min(ph1 + 3 − D1, ph2 + 3 − D2). (2.64)

O grá�co deste expoente possui um análogo a uma transição de fase em p = 3, como

pode ser visto na Figura 2.2, para D = 2.5.

Apesar de não parecer um expoente natural, dada a forma brusca com que ocorre a

variação de ζp, vale ressaltar que existem maneiras conhecidas de um modelo bifractal

surgir em sistemas físicos. Por exemplo, a equação de Burgers [40]

∂tv + v∂xv = ν∂2
xxv, (2.65)

que é um análogo unidimensional das equações de Navier-Stokes, possui bifractalidade
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Figura 2.2 Expoente das funções de estrutura para o modelo Bifractal

no sentido dos expoente dos momentos da velocidade v. Para p ≥ 1, temos ζp = 1 e

para 0 ≤ p ≤ 1, temos ζp = p. Desta forma, não é um absurdo intuir que sistemas não

lineares de dimensões superiores possam conter certas transições de fase nos expoentes

das funções de estrutura.

2.5.3 Modelo Multifractal

Um problema do modelo bifractal (ou monofractal) é que os expoentes da função

de estrutura são localmente lineares. Isto não é observado nos dados experimentais,

apesar da crítica que existe contra os métodos de estimação destes expoentes a partir

das medições experimentais, sobretudo os expoentes dos momentos mais altos (p ≥ 8,

por exemplo). Para ajustar os expoentes estimados de maneira mais adequada, uma

generalização do modelo bifractal foi proposta, em que uma in�nidade de expoentes h

são considerados, dando origem ao modelo multifractal [41].

Esta idéia é parcialmente justi�cada com base nas simetrias estudadas das equações de

Navier-Stokes. Vimos que existem um contínuo de expoentes h que deixam as equações de

NS invariantes no limite de ausência de viscosidade. Esta propriedade é implementada no

modelo da seguinte maneira: considera-se que existem invariâncias de escala obedecidas

localmente no sistema. Todos os h são permitidos, sendo que para cada h existe um
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conjunto fractal do espaço físico com dimensão fractal D(h) no qual a lei de escala vale

com expoente h.

A hipótese de multifractalidade, assumindo o mesmo que a hipótese H1 da teoria K41

, diz que existe um intervalo de expoentes I = (hmin, hmax), e que para cada h neste

intervalo, existe um conjunto do espaço físico ϕh ⊂ R3 com dimensão fractal D(h) de

forma que, quando ℓ → 0, temos

δvℓ(~r)

v0

∼
(

ℓ

ℓ0

)h

, r ∈ ϕh. (2.66)

Assim como no modelo bifractal, em que foi tomada uma média ponderada entre dois

expoentes, pode-se tomar uma média ponderada entre os in�nitos expoentes que compõe

o contínuo do intervalo I. Desta forma, obtemos

δvp
ℓ

vp
0

∼
∫

I

dµ(h)(
ℓ

ℓ0

)ph+3−D(h), (2.67)

onde dµ(h) dá o peso do conjunto de expoente h. No limite de ℓ → 0, a fórmula da

medida dµ(h) não faz diferença, pois a lei de potência com menor expoente domina e

podemos obter

lim
ℓ→0

ln Sp(ℓ)

ln(ℓ)
= ζp. (2.68)

Na verdade, isto signi�ca que estamos calculando a inclinação (derivada) de uma função

em um ponto bem particular. A�rmar que o valor encontrado é um expoente de escala

não implica que as funções de estrutura escalam com a distância, pois é um resultado

obtido apenas em um limite especial. Neste sentido, o expoente pode ser escrito como

ζp = inf
h

(ph + 3 − D(h)). (2.69)

Novamente, utilizando o terceiro momento da lei de 4/5 de Kolmogorov como condição

de contorno, obtemos

ζ3 = inf
h

(3h + 3 − D(h)) = 1. (2.70)

Pode-se considerar a fórmula do expoente ζp deste modelo como uma transformada de

Legendre [42]. Desta maneira, podemos construir uma fórmula de inversão que extrai a

função D(h) (algo que não é observado diretamente no sistema) em função dos expoentes

ζp, calculados a partir dos dados.

Na próxima seção, veremos que é possível construir modelos de intermitência em que
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se modela diretamente a taxa de dissipação de energia, sem fazer menção aos incrementos

de velocidade na etapa inicial.

2.5.4 Dissipação Multifractal

A quantidade relevante na descrição do modelo multifractal baseado na dissipação de

energia é a média espacial da taxa de dissipação de energia (ǫℓ), de�nida em uma bola

de raio ℓ, de�nida na eq. (2.45).

Vamos denotar por P diss
ℓ (ǫ) como a função densidade de probabilidade de ǫℓ. Neste

modelo, assume-se o equilíbrio e número de Reynolds muito grande. A multifractalidade

é inserida da mesma maneira que �zemos para os incrementos de velocidade, mas agora

para a taxa de dissipação ǫℓ.

De�nição A dissipação é dita multifractal se existe uma função F (α) que mapeia os

expoentes α à dimensão F (α), com F (α) ≤ 3. De forma que, para qualquer α, temos

lim
ℓ→0

ln Cdiss
ℓ (ℓα−1)

ln ℓ
= 3 − F (α), (2.71)

onde Cdiss
ℓ é a distribuição de probabilidade acumulada de ǫℓ.

A de�nição de multifractalidade em termos da dissipação de energia pode ser escrita

como
ǫℓ(~r)

v3
0/ℓ0

∼
(

ℓ

ℓ0

)α−1

, (2.72)

com ℓ → 0 e ~r ∈ Dα ⊂ R3. Utilizando o mesmo argumento da seção anterior, podemos

fazer uma combinação de vários expoentes e tomar o limite de ℓ → 0 para obter

〈ǫq
ℓ〉 ∼

(

v3
0

ℓ0

)q (
ℓ

ℓ0

)τq

, (2.73)

onde

τq = min
α

[q(α − 1) + 3 − F (α)]. (2.74)

Este tipo de modelo levou alguns grupos de pesquisa [11] a estudarem a série temporal

de dissipação de energia. A partir da fórmula considerada por Kolmogorov-Obukhov,

modi�cações de uma dimensão foram utilizadas para acessar as informações da dissipação

a partir da série de incrementos de velocidade. As derivadas temporais, por outro lado,

são substituídas por diferenças temporais entre os intervalos de medição de uma sonda

de alta frequência. A hipótese de Taylor é utilizada para transformar as medições (feitas
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por uma sonda �xa) em dados de turbulência euleriana, correspondendo a diferenças de

velocidades entre dois pontos.

2.5.5 Modelos de cascata aleatória

Os primeiros modelos a implementarem o conceito de dissipação multifractal foram os

modelos de cascata aleatória multiplicativa. Estes modelos funcionam de maneira análoga

ao modelo β e podem ser construídos diretamente para os incrementos de velocidade ou

para a dissipação.

Nesses modelos, considera-se que a energia contida em um cubo de lado ℓ0 é dividida

entre cubos menores de lado ℓ0/2. Para cada passagem, o �uxo de energia sofre uma

perda (ou ganho) modelado por uma variável aleatória W . A fração de perda W possui

as seguintes características gerais

W ≥ 0, 〈W 〉 = 1, 〈W q〉 < ∞ ∀q > 0. (2.75)

Não precisamos fazer nenhuma suposição adicional sobre a distribuição de W . Daí vem a

universalidade do modelo. Mesmo que exista uma distribuição especí�ca para W , como

faremos a suposição de um número muito grande de níveis, o teorema do limite central

transformará o �uxo �nal em uma variável aleatória distribuída de maneira Log-Normal.

O �uxo �nal de energia em uma escala é dado pelo �uxo inicial (da escala integral) vezes

uma sequência perdas (ou ganhos), ou seja,

ǫℓ = ǫW1W2...Wn. (2.76)

Os processos Wi são independentes e identicamente distribuídos. Podemos mostrar que,

em média, como os processo são independentes, temos

〈ǫℓ〉 = ǫ, (2.77)

mas isso não signi�ca que a energia é conservada, pois a soma da dissipação de 8 cubos

de lado ℓ/2 não é igual à dissipação de entrada. Isto signi�ca que a cascata é não

conservativa. A partir do teorema do limite central, o logarítmo de ǫ é dado pela soma de

variáveis independentes e igualmente distribuídas. Como o número de níveis é in�nito, é

imediato o cálculo dos expoentes da função de estrutura, obtendo-se

ζp =
p

3
− log2〈W

p
3 〉. (2.78)
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Um limite bem particular é obtido quando fazemos W = 1/β, com probabilidade β, e

W = 0, com probabilidade 1 − β. Este modelo foi proposto por Novikov e Stewart [43].

Os momentos da dissipação e os expoentes da função de estrutura são dados por

τq = −(1 − q) log2 β, (2.79)

ζp =
p

3
− (1 − p

3
) log2 β. (2.80)

Note que a correção no expoente de Kolmogorov da função de estrutura é linear. Como

mencionamos anteriormente, os dados mostram que existe uma curvatura nos dados que

não é ajustada por um ζp linear em p.

Benzi e colaboradores [44] propuseram um modelo análogo a este, com a alteração

de permitir que β assuma valores aleatoriamente. Este modelo funciona como o modelo

de cascata aleatória com um ruído adicional advindo do fato de a taxa de transferência

do �uxo entre os níveis �utuar entre certos valores permitidos. Em seguida, os autores

propuserem uma escolha simples de apenas um parâmetro livre: β pode assumir dois

valores possíveis apenas. O expoente τq, que era uma linha reta na escolha de Novikov,

assume uma forma côncava e, por isso, pode-se dizer que o modelo de cascata aleatória

geral possui características multifractais.

2.5.6 Modelos de She-Lévêque e Dubrulle

O modelo de She e Lévêque [45] propõe uma hipótese obedecida pelas funções de

estrutura, como se as diferentes funções �zessem parte de uma hierarquia da forma

Sp+2(r)

Sp+1(r)
= Ap+1

[

Sp+1(r)

Sp(r)

]β

[S∞(r)]1−β, (2.81)

onde S∞(r) = limp→∞ Sp+1(r)/Sp(r) e 0 < β < 1 é uma constante. Esta hipótese, que

pode ser feita de maneira similar para a dissipação de energia, concorda com observações

experimentais [46]. Se os valores dos incrementos de velocidade forem limitados, a

existência de S∞ é garantida e pode-se mostrar que S∞(r) = limp→∞ S
1/p
p , que por sua

vez é igual a |δrv|max, o valor máximo de δrv [47]. Pode-se mostrar que este modelo

prevê um expoente para a função de estrutura que não depende de nenhum parâmetro

do escoamento, ou seja,

〈δvp
ℓ 〉 ∼ ℓζp , (2.82)
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com

ζp =
p

9
+ 2

[

1 −
(

2

3

)p/3
]

. (2.83)

Este modelo foi logo generalizado por Dubrulle [48], que representou a cascata de

energia do escoamento turbulento como um processo do tipo log-poisson in�nitamente

divisível. Ele também relacionou a dimensionalidade das estruturas dissipativas do es-

coamento, que ocupam uma fração do espaço, D < 3, com os expoentes da função de

estrutura
ζp

ζ3

= (1 − ∆)Θp +
∆

1 − β
(1 − βΘp), (2.84)

onde β = 1−∆/(3−∆), com β ∈ (0, 1), está relacionado ao grau de não intermitência da

dissipação de energia. Os outros dois parâmetros, Θp e ∆, representam respectivamente

o expoente não intermitente dos incrementos de velocidade, δℓv ∼ ℓΘ, e o expoente do

tempo característico de um turbilhão da escala espacial ℓ, tℓ ∼ ℓ∆, que é de�nido como

período temporal das estruturas que fazem parte desta escala.

Para a cascata de Kolmogorov, temos Θ = 1/3 e ∆ = 2/3. No limite de β → 1,

o regime não intermitente de K41 é obtido naturalmente. Os �lamentos de vórtice em

turbulência são caracterizados por D = 1 e a última equação �ca reduzida à eq. (2.83),

que é o modelo original de She e Lévêque.

2.5.7 Modelos de Sawford e de Reynolds

Seguindo a evolução das técnicas experimentais, alguns modelos foram criados especi�-

camente para a turbulência lagrangeana, onde a estatística dos incrementos de velocidade

de uma partícula do escoamento em sucessivos instantes de tempo é estudada. O modelo

introduzido por Sawford [49] para turbulência lagrangeana é baseado em uma equação

diferencial estocástica para a aceleração das partícula em um escoamento turbulento. A

aceleração é dada pelo seguinte conjunto de equações diferenciais

dA = −(T−1
L + t−1

η )Adt − T−1
L t−1

η udt +
√

2σ2(T−1
L + t−1

η )T−1
L t−1

η dW, (2.85)

du = Adt, (2.86)

dx = udt. (2.87)

onde dW é conhecido entre os físicos como um ruído branco com média zero e variância

dt. Mais formalmente, dW é o incremento do processo de Wiener, W (t), em um intervalo
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dt [20]. As duas escalas de tempo que aparecem nestas equações são TL = 2σ2
u/C0ǫ e

t−1
η = C0/2a0t

E
η , relacionadas com as escalas inerciais e de dissipação, respectivamente.

Os parâmetros σ2
u e σ2

A = a0ǫ/t
E
η são as variâncias da velocidade e da aceleração, onde ǫ

é a taxa de dissipação média da energia cinética do �uido dividida pela sua densidade,

tEη =
√

ν/ǫ é escala de tempo da dissipação euleriana usual e ν é a viscosidade cinemática.

De acordo com a teoria de similaridade de Kolmogorov, a constante C0 e o parâmetro

a0 devem ser universais para um número de Reynolds (R) muito grande. Contudo, em

número de Reynolds elevados, simulações numéricas mostraram que a0 é uma função de

R.

O modelo de Sawford é consistente com as formas das funções de estrutra lagrangeanas

obtidas pela teoria de similaridade de Kolmogorov, tanto no regime inercial quanto no

regime de dissipação. O modelo também é consistem com o fato de os incrementos da

aceleração e velocidade possuírem distribuições independentes, mas a previsão é que sejam

gaussianas [49]. Como veremos explicitamente no capítulo 4, as distribuições experimen-

tais da aceleração apresentam caudas mais gordas do que a cauda da distribuição normal.

O modelo de Sawford pode, entretanto, ser modi�cado para capturar esta características

dos dados.

Uma modi�cação proposta por Reynolds [50, 51] introduz uma não linearidade na

equação diferencial estocástica da aceleração, resultando em uma fdp para a aceleração

com caudas em forma de lei de potência, apesar desta a�rmação ser possível apenas do

ponto de vista numérico, visto que o modelo é muito difícil de ser resolvido analiticamente.

As equações do modelo de Reynolds são

dA = − 4

1 + A2/σ2
A

(T−1
L +t−1

η )Adt−1

2
(1+A2/σ2

A)T−1
L t−1

η udt+
√

2σ2(T−1
L + t−1

η )T−1
L t−1

η dW,

(2.88)

du = Adt, (2.89)

dx = udt. (2.90)

A curva obtida pela simulação numérica deste sistema de equações possui uma bom

ajuste aos dados experimentais [51]. Partindo de uma proposta de Beck [16], Reynolds

calculou a função de autocorrelação da velocidade para seu novo modelo. Ele utilizou a

mesma construção utilizada por Beck para obter uma distribuição q-gaussiana a partir de

superposição de gaussianas. Dito de forma resumida, esta abordagem, que recebeu o nome

de superestatística, considera que a distribuição de probabilidade, P (A), da aceleração
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pode ser obtida como uma mistura de gaussianas, da forma

P (A) =

∫

√

β

π
e−βA2

f(β)dβ. (2.91)

No caso do modelo de Reynolds, a variável β = ǫ−3/2 está distribuída de acordo com

f(β) = γ
(n

2

)−1

(2β0)
−n

2 β
n
2
−1 exp(−β/2β0). (2.92)

A função densidade de probabilidade resultante deste modelo é a integral da probabilidade

condicionada P (A|β), que é uma gaussiana, vezes a frequência f(β) de ocorrência de cada

valor da variável β. A forma �nal é semelhante ao modelo de Beck [35] para turbulência

lagrangeana.

2.5.8 Modelos de Cascas

Todos os modelos tratados anteriormente neste capítulo não fazem referência direta

às equações de NS. Os modelos de cascas (�shell models�), por outro lado, são modelos

que partem de um sistema de equações diferenciais acopladas, com termos semelhantes

aos da equação de NS. Nestes modelos, a intermitência não é introduzida no sentido de

probabilidade, mas deve emergir naturalmente da dinâmica determinística.

O modelo de cascas mais simples [52] consiste em um sistema de equações diferenciais

ordinárias não lineares acopladas:

(
d

dt
+ νkn)un = α(knu

2
n−1 − kn+1unun+1) + fn, (2.93)

onde as variáveis un(t) são funções reais e u−1 = 0. O termo de força externa é restrito

apenas a um dos níveis e pode ser escrito como fn = fδn,n0 . Esta última condição é

justi�cada pois, geralmente, o regime turbulento é criado em laboratório com um �uxo

constante de energia que está relacionado a apenas um dos modos do espectro de Fourier.

No espaço físico, isto corresponde à escala integral do sistema. As demais escalas inferiores

não sofrem efeito direto deste termo de força externa, mas sentem sua in�uência de

maneira indireta pelo efeito dos termos inerciais (não lineares) que são responsáveis pela

distribuição da energia pelas diferentes escalas.

Os números de onda usados na eq. (2.93) obedecem à relação

kn = k02
n. (2.94)
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Esta relação pode ser modi�cada pois não existem argumentos muito robustos com re-

speito ao fator multiplicativo entre as escalas, b = 2, em modelos de cascata. O parâmetro

ν > 0 é a viscosidade e α e β são parâmetros de controle que podem ser nulos. Este mod-

elo, assim como os demais modelos de cascas, possui a propriedade de conservar energia.

Além disso, o termo não linear das equações é quadrático em u e existem invariâncias de

escala do tipo:

n → n + 1, un → (1/2)hun, t → (1/2)1−ht. (2.95)

Este tipo de modelo pode ser visto como uma aproximação das equações de Navier-

Stokes em que apenas as escalas (números de onda) mais próximas estão acopladas. Os

primeiros modelos de cascas foram originados com Lorenz [53] em 1972 e ganharam novas

formulações. Em particular, notou-se que alguns deles podem apresentar comportamento

caótico e intermitência. Em 1973, foi proposta uma modi�cação complexa do modelo

de Gledzer [54], chamado de modelo GOY (Gledzer-Ohkitani-Yamada). Foi mostrado

numericamente que este modelo era intermitente e caótico. Já em 1991, Jensen, Paladin

e Vulpiani [55] calcularam a função de estrutura,

Sp(n) = 〈|un|p〉, (2.96)

e mostraram que ela se comporta como

Sp(n) ∼ k−ζp
n , (2.97)

no regime inercial, de�nido como o intervalo η ≪ ℓ ≪ ℓ0, onde η é o comprimento de

Kolmogorov e ℓ0 a escala integral do sistema. Como o expoente ζp possui uma dependência

não trivial em p, isto sugere multifractalidade (em referência aos resultados dos modelos

multifractais já comentados, apesar das hipóteses serem completamente diferentes). Este

resultado foi con�rmado por diversas simulações numéricas [56], mas considera-se que a

intermitência é um assunto ainda pouco entendido com base nestes modelos [8]. Em 1993,

Benzi et. al [57] estudaram uma maneira de obter analiticamente os expoentes (com

dependência não trivial em p) para modelos de cascas. Eles construíram um processo

multiplicativo relacionado com o modelo de GOY e calcularam analiticamente ζp.





Capítulo 3

Modelo Dinâmico Hierárquico para
Intermitência

Neste capítulo, vamos partir da descrição fenomenológica compartilhada por diversas

teorias sobre turbulência e, em especial, partir dos avanços pioneiros de Kolmogorov

ao tentar explicar o fenômeno com um conjunto de poucas hipóteses de universalidade

e similaridade. Motivados pela simplicidade dos argumentos encontrandos nas teorias

originais de K41 e K62, vamos explorar quais as implicações de uma hipótese adicional

sobre interações locais entre as escalas espaciais da cascata de energia. Combinaremos

esta hipótese com a equação do balanço de energia e deduziremos heuristicamente uma

equação simples para a dinâmica do �uxo de energia. Como vimos no capítulo anterior,

esta variável é a peça chave do fenômeno de intermitência.

Apesar de considerarmos uma dinâmica para o �uxo de energia, mostraremos que o re-

sultado de equilíbrio é o mesmo previsto pela teoria K41, que considera o �uxo de energia

constante. Faremos, então, uma proposta de generalização da dinâmica determinística

do �uxo de energia: deduziremos condições necessárias e su�cientes obedecidas pelo sis-

tema de equações dos �uxos de energia e aplicaremos as mesmas condições a um sistema

geral de equações estocásticas. Desta maneira, construiremos um modelo de equações

diferenciais estocásticas que possui uma série de condições �sicamente razoáveis para o

�uxo de energia, obtidas inicialmente da equação do balanço de energia e da mencionada

hipótese de interação local.

Neste capítulo, também calculamos a auto-correlação do �uxo de energia, obtida

diretamente a partir das equações do modelo. Demonstramos que o modelo prevê uma

auto-correlação que decai temporalmente como uma soma de exponenciais, cada uma com

seu próprio tempo de relaxação. Em seguida, veri�camos a conservação de energia no

modelo e calculamos a �utuação da energia total do sistema para mostrar que, apesar da

energia se conservar na média, existem �utuações medidas por um parâmetro do modelo

que fará ligação com o limite de ausência de �utuações (como no caso de K41).

Calculamos também a solução geral exata do modelo em termos de processos de

Wiener. A aplicabilidade desta solução exata será deixada em segundo plano, pois, em

45
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termos de densidade de probabilidade, um método que explora a separação temporal

entre os níveis se mostrou muito e�caz na obtenção das distribuições de probabilidade do

�uxo de energia e, portanto, será intensamente explorado no próximo capítulo. Contudo,

como explicaremos ao longo deste capítulo, caso o �uxo de energia ganhe uma maior

importância experimental e teórica, perguntas sobre propriedades do �uxo de energia

do modelo poderão ser respondidas de posse das soluções exatas, que, por virem de um

sistema linear, são relativamente simples.

3.1 Modelo Dinâmico Estocástico para o Fluxo de Energia

Nesta seção, vamos, por razões didáticas, apresentar nosso modelo para a cascata de

energia e discutir brevemente suas motivações físicas, deixando para a próxima seção uma

fundamentação teórica mais rigorosa do mesmo. Vamos utilizar o conceito de cascata

de energia na construção do nosso modelo. Inicialmente, para que a turbulência seja

mantida, vamos considerar que a energia é injetada no sistema a uma taxa constante, ǫ0,

na escala integral, ℓ0, do sistema. Em seguida, esta energia é transferida para a escala

seguinte da cascata, denotada por ℓ1, a uma taxa (por unidade de massa) denotada por

ǫ1. Este processo de transferência de energia se repete entre as escalas consecutivas, ℓi−1

e ℓi, com i = 1, 2, ..., N , sendo ǫi o �uxo correspondente de energia entre essas escalas,

até as menores escalas, onde ocorre a dissipação da energia. Como é esperado em uma

cascata, os comprimentos característicos das escalas são relacionados por

ℓi = ℓ0/2
i. (3.1)

A escolha do fator multiplicativo de 2 entre as escalas espaciais foi feita por simplicidade.

Como veremos, esta escolha pode ser facilmente generalizada em nosso modelo.

O modelo proposto para o �uxo de energia ǫN em uma dada escala ℓN = ℓ0
2N será dado

pelo seguinte conjunto de equações diferenciais estocásticas acopladas

dǫ1 = −γ1(ǫ1 − ǫ0)dt + κ1ǫ1dW1(t), (3.2)

dǫ2 = −γ2(ǫ2 − ǫ1)dt + κ2ǫ2dW2(t), (3.3)

... (3.4)

dǫN = −γN(ǫN − ǫN−1)dt + κNǫNdWN(t). (3.5)
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Os parâmetros γi e κi são constantes positivas do modelo. Os dWi são ruídos brancos

independentes. Como mencionamos, a variável ǫ0, que aparece na eq. (3.2) é considerada

constante. Uma fundamentação mais detalhada (a partir da equação do balanço de

energia) para a escolha do modelo acima será apresentada na próxima seção. Convém

mencionar, contudo, neste momento que a escolha dos termos no modelo é �sicamente

razoável. Por exemplo, a parte determinística representa o acoplamento unidirecional

entre as diferentes escalas espaciais da cascata. Se considerarmos apenas este termo

e omitirmos o termo aleatório da equação (3.5), todas as variáveis ǫi relaxariam para

um valor constante ǫ0, recuperando a teoria original K41, em que não há intermitência.

Este modelo também implica que a média do �uxo de energia independe da escala, pois

podemos escrever no equilíbrio a relação

〈ǫi〉 = ǫ0, (3.6)

onde 〈〉 signi�ca média estatística. A escolha do termo de ruído nas eqs. (3.2)-(3.5) tam-

bém é natural, pois espera-se um ruído multiplicativo em um processo de cascata. Como

veremos adiante, essa escolha será responsável pelo fato de as distribuições de probabili-

dade das variáveis ǫi possuírem comportamento de lei de potência. Outra propriedade do

modelo é que a energia segue sempre das escalas maiores para as menores e não ocorre

transferência no sentido inverso. Ou seja, todos os �uxos de energia ǫi são não negativos.

Após ter apresentado as principais características das equações estocásticas (4.20)-

(3.5), vamos apresentar a seguir uma dedução heurística deste modelo.

3.2 Dedução do Modelo

3.2.1 Termos Determinísticos

Inicialmente, considere a equação do balanço detalhado de energia

∂tEK = −2νΩK − ΠK + FK , (3.7)

onde, relembramos, EK é a energia total acumulada nas escalas ℓ > K−1, ΩK é a enstro�a

total acumulada das escalas ℓ > K−1, FK é a taxa total de injeção de energia no sistema

nas escalas ℓ > K−1 e ΠK é o �uxo da energia que sai da escala K−1 e passa para as

escalas menores, vide eq. (2.35). No limite de número de Reynolds in�nito, a contribuição

do termo de viscosidade torna-se desprezível, como vimos no capítulo 2. Portanto, neste
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limite, temos

∂tEK = −ΠK + FK . (3.8)

Como discutido anteriormente, para a manutenção do regime turbulento é necessário

que exista injeção de energia no sistema. Vamos supor aqui que esta energia externa

é injetada a uma taxa aproximadamente constante, o que corresponde à maioria das

situações experimentais de interesse. Isto signi�ca que o período de oscilação da taxa de

energia injetada ao sistema é in�nito, logo a única componente harmônica desta taxa é o

modo com número de onda K = 0. Do ponto de vista da cascata de energia, isto signi�ca

que estamos inserindo energia no sistema apenas na escala integral e esta energia será

transmitida para as escalas inferiores através de um mecanismo existente no próprio �uido

(termos não lineares), para ser dissipada nas escalas menores (termo de viscosidade). Para

este regime de injeção de energia, teremos

∂tEK = −ΠK , K > 0. (3.9)

Até agora, estamos considerando um número in�nito de possíveis números de onda.

Queremos limitar nosso modelo a um conjunto �nito de escalas de comprimento de forma

consistente com a idéia de cascata de energia. Vamos, portanto, considerar números de

onda discretos da forma

Ki =
1

ℓi

, (3.10)

onde ℓi = ℓ0/2
i. Assim, a eq. (3.9) torna-se

∂tEKi
= −ΠKi

, (3.11)

com i = 1, ...N , onde N é o número total de escalas (níveis da cascata). A escolha da

quantidade de níveis utilizados em uma cascata deve ser determinado a partir dos dados

experimentais, como será visto no capítulo 4.

Agora, vamos construir a energia total acumulada entre duas escalas espaciais, que

será identi�cada como a energia total de um nível da cascata ξi, de�nida pela relação

ξi = EKi
− EKi−1

, (3.12)

com i = 1, 2, ..., N . Para encontrar o comportamento dinâmico da variável ξi, vamos
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subtrair duas equações de balanço de energia consecutivas, i − 1 e i, como dadas em

(3.11), obtendo assim

∂tξi = −(ǫi − ǫi−1). (3.13)

Onde de�nimos

ǫi ≡ ΠKi
, (3.14)

de modo que ǫi representa o �uxo de energia que sai da escala i e passa à escala seguinte

i + 1.

Vimos no capítulo 2 que Kolmogorov propôs uma lei a partir da qual foi possível

deduzir uma simples hipótese de similaridade que considerava a dissipação de energia

constante. Na teoria K62, �utuações no �uxo de energia foram consideradas, mas não

houve uma proposta para a dinâmica dessas �utuações. A distribuição de equilíbrio (Log-

Normal) foi introduzida como um axioma, como mencionamos no capítulo 2. Na dedução

do nosso modelo, vamos assumir uma hipótese adicional para o �uxo de energia, com o

objetivo de encontrar uma equação dinâmica �sicamente razoável para esta variável.

Hipótese de Interações Locais No limite de número de Reynolds in�nito, a �utu-

ação de energia δξi de�nida por

δξi = ξi− < ξi >, (3.15)

de uma dada escala i da cascata é unicamente determinada pela escala espacial ℓi e pelo

�uxo total de energia através desta escala, representado pela diferença, ǫi − ǫi−1, entre o

�uxo que sai e o �uxo que entra nessa escala.

Esta hipótese relaxa a condição de ǫ constante usada em K41 e permite a existência

de alguma diferença entre o �uxo de energia na entrada e na saída de uma dada escala.

Queremos, a partir da hipótese acima, deduzir heuristicamente uma forma funcional para

a dinâmica do �uxo de energia. Primeiramente, notamos que ao multiplicarmos os dois

lados da equação de balanço de energia, eq. (3.13), por um número real λ, obtemos

∂t(λδξi) = −(λǫi − λǫi−1). (3.16)

Isto signi�ca que λ(δξi+1) é a �utuação da energia total associada a uma dada escala,

que possui um �uxo da energia incidente dado por λǫi−1 e um �uxo de energia que sai

da escala dado por λǫi. Agora, de acordo com nossa hipótese sobre a natureza local das
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interações, a �utuação de energia pode ser escrita como uma função do tipo

δξi = f(ǫi − ǫi−1), (3.17)

onde a dependência de f na escala ℓi foi omitida por simplicidade da notação e será

recuperada mais adiante. Portanto, como λ(δξi) também satisfaz à equação de balanço

de energia (3.13), devemos ter

λ(δξi) = f(λ(ǫi − ǫi−1)), (3.18)

que combinada com eq. (3.17) nos dá

f(λ(ǫi − ǫi−1)) = λf(ǫi − ǫi−1). (3.19)

Como esta relação vale para todo λ real e supomos que f(x) é uma função analítica em

x = 0, segue que

f(ǫi − ǫi−1, ℓi) = Cℓi
(ǫi − ǫi−1), (3.20)

onde Cℓi
depende apenas da escala espacial. A partir das equações (3.17) e (3.20), obtemos

que a �utuação de energia passa a ser dada por

δξi = Cℓi
(ǫi − ǫi−1). (3.21)

Finalmente, aplicando uma derivada temporal à eq. (3.21) e utilizando a eq. (3.13),

obtemos

ǫi−1 − ǫi. = Cℓi
(∂tǫi − ∂tǫi−1) (3.22)

Encontramos assim uma equação que relaciona variações temporais do �uxo de energia

com os próprios �uxos de energia.

Vamos supor agora que as variações do �uxo de energia na escala i possuem uma

magnitude muito maior que as variações da escala i − 1. Isto signi�ca dizer que o �uxo

de energia varia de maneira maneira muito mais rápida à medida que a escala de compri-

mento (nível da cascata) diminui (aumenta), o que é �sicamente razoável no regime de

turbulência altamente desenvolvida. Assim, a relação (3.22) pode ser escrita da seguinte

forma aproximada
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∂tǫi = −γi(ǫi − ǫi−1), (3.23)

para i = 1, 2, ..., N . Lembre que, como partimos apenas da equação do balanço de energia

e a hipótese de interações locais, ainda não adicionamos o componente estocástico à

dinâmica dos �uxos de energia. Como mencionamos anteriormente, este componente se

faz necessário para a existência de intermitência, pois do contrário o sistema de equações

(3.23) relaxa exponencialmente para a solução de equilíbrio ǫi = ǫ0. Ou seja, na ausência

de ruído, a dinâmica dada em (3.23) reproduz a teoria K41 em que o �uxo de energia é

constante, como já mencionamos. Na próxima seção, vamos inserir ruído nas equações de

modo a gerar intermitência no modelo. A partir do sistema que já temos, vamos deduzir

qual seria a forma mais natural de um ruído para os �uxos de energia que obedeça às

mesmas condições física do nosso sistema determinístico (3.23).

3.2.2 Inserindo Ruído

Nesta subseção, vamos procurar introduzir no sistema dinâmico (3.23) termos de ruído

que tenham certas propriedades físicas compartilhadas pelos termos determinísticos. Para

tanto, vamos primeiro listar condições físicas necessárias e su�cientes a partir das quais

podemos deduzir o sistema de equações (3.23). Em seguida, vamos aplicar essas mesmas

condições a um sistema de equações diferenciais estocásticas, determinando assim o tipo

de ruído que preserva estas características.

Inicialmente, note que para um sistema de equações diferenciais do tipo

d

dt
ǫi = Fi(ǫ0, ..., ǫN , t), (3.24)

com i = 1., ...., N , �car no formato da (3.23), ele precisa satisfazer as seguintes condições:

1) Simetria de translação temporal

∂tFi(ǫ0, ..., ǫN , t) = 0. (3.25)

2) Interações locais

Fi(ǫ0, ..., ǫN) = Fi(ǫi−1, ǫi). (3.26)
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3) Invariância de escala

Fi(λǫi−1, λǫi) = λFi(ǫi−1, ǫi). (3.27)

4) Condição de equilíbrio

Fi(ǫ, ǫ) = 0. (3.28)

5) Fluxo de energia unidirecional

ǫi ≥ 0 ∀ t. (3.29)

A condição 1 foi herdada das equações de Navier-Stokes. As condições 2 e 5 surgiram

a partir da fenomenologia da cascata, enquanto as condições 3 e 4 surgiram a partir da

combinação da equação de balanço de energia a nossa da hipótese de interação local.

Pode-se mostrar facilmente que o único sistema de equações, com Fi analítica, que sat-

isfaz as cinco condições acima é idêntico à eq. (3.23). A demonstração será dada mais

adiante, quando também inserirmos o termo estocástico. Nossa estratégia de modelagem

é simples: a partir de uma variável determinística que gostaríamos de promover a variável

estocástica, resgatamos condições necessárias e su�cientes satisfeitas por sua dinâmica e

obrigamos a parte aleatória da dinâmica a satisfazer condições análogas.

No entanto, um comentário precisa ser feito sobre esta estratégia. Dividir um sistema

de equações em um conjunto de condições necessárias e su�cientes e aplicá-lo a um sistema

estocástico pode ser feito de mais de uma maneira. A maneira que escolhemos possui uma

certa arbitrariedade. Por exemplo, a condição 4 poderia ser aplicada tanto para a função

F quanto para o termo de ruído, mas resolvemos interpretá-la como uma condição válida

apenas para o termo determístico por possuir maior apelo fenomenológico. Esta relativa

liberdade que surge quando generalizamos um modelo determinístico para um modelo

estocástico precisa ser trabalhada com cuidado para que o modelo estocástico continue

trazendo soluções �sicamente razoáveis. Em termos matemáticos, poderíamos começar a

introdução do modelo a partir da proposição (3.1) abaixo, mas perderíamos toda a base

fenomenológica que é �sicamente relevante, sobretudo nesta área de pesquisa.

Aplicando nossa estratégia, vamos começar escrevendo novamente as condições ante-

riores do ponto de vista estocástico. Seja um sistema de equações diferenciais estocásticas

do tipo

dǫi = Fi(ǫ0, ..., ǫN , t)dt + Gi(ǫ0, ..., ǫN , t)dW, (3.30)

onde queremos satisfazer as condições:
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1) Simetria de translação temporal

∂tFi(ǫ0, ..., ǫN , t) = ∂tGi(ǫ0, ..., ǫN , t) = 0. (3.31)

2) Interações Locais

Fi(ǫ0, ..., ǫN) = Fi(ǫi−1, ǫi); Gi(ǫ0, ..., ǫN) = Gi(ǫi−1, ǫi). (3.32)

3) Invariância de escala

Fi(λǫi−1, λǫi) = λFi(ǫi−1, ǫi), (3.33)

Gi(λǫi−1, λǫi) = λGi(ǫi−1, ǫi). (3.34)

4) Condição de Equilíbrio

ǫi = ǫi−1 ⇒ 〈 d

dt
ǫi〉 = 0. (3.35)

5) Fluxo de energia unidirecional

P (ǫi < 0) = 0, ∀ t > 0, se ǫi(t = 0) ≥ 0. (3.36)

Onde �〈〉� signi�ca média estatística e P (X) signi�ca probabilidade do evento X acon-

tecer. Podemos agora demonstrar a proposição que relaciona as condições acima a um

único modelo estocástico.

Proposição 3.1. Um sistema de equações diferenciais estocásticas do tipo

dǫi = Fi(ǫ0, ..., ǫN , t)dt + Gi(ǫ0, ..., ǫN , t)dWi, (3.37)

com i = 1, ..., N e com Fi e Gi analíticas, satisfaz as condições (1)− (5) se, e somente se,

ele for da forma

dǫi = −γi(ǫi − ǫi−1)dt + κiǫidWi, (3.38)

onde γi e κi são constantes reais positivas.

Demonstração. Da simetria de translação temporal e das interações locais, o sistema de

equações passa a ser escrito como

dǫi = Fi(ǫi−1, ǫi)dt + Gi(ǫi−1, ǫi)dWi. (3.39)
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Da analiticidade das funções F e G, aplicamos uma derivada em λ na condição de invar-

iância de escala e calculamos o valor da equação em λ = 0, obtendo

Fi(ǫi−1, ǫi) = ∂λFi(λǫi−1, λǫi) = ǫi−1

[

∂ǫi−1
Fi

]

ǫi−1=ǫi=0
+ ǫi [∂ǫi

Fi]ǫi−1=ǫi=0 , (3.40)

o que implica em

Fi(ǫi−1, ǫi) = Aiǫi + Biǫi−1. (3.41)

O mesmo pode ser mostrado para a função G:

Gi(ǫi−1, ǫi) = Ciǫi + Diǫi−1. (3.42)

Inserindo a condição de equilíbrio que é equivalente à expressão Fi(ǫ, ǫ) = 0, obtemos

Ai + Bi = 0. (3.43)

Com essas condições, nosso sistema (3.39) �cou da forma

dǫi = Bi(ǫi−1 − ǫi)dt + [Ciǫi + Diǫi−1] dWi. (3.44)

Finalmente, vamos utilizar a condição do �uxo de energia unidirecional, ou ausência

de re�uxo de energia, ǫi ≥ 0, que garante que temos uma cascata direta, isto é, o �uxo de

energia se dá das maiores para as menores escalas. Para obter as condições que garantem

que ǫi ≥ 0, note que como o processo é contínuo, se a variável ǫi atingisse um valor

menor que zero, ela deveria ter passado pelo zero em algum instante de tempo anterior.

Suponha então que ǫi = 0 em algum momento. Neste instante, de acordo com (3.44), seu

incremento é dado por

dǫi = Biǫi−1dt + Diǫi−1dWi (3.45)

= ǫi−1[Bidt + DidWi]. (3.46)

Lembremos agora que o incremento dWi(t) de um processo de Wiener é uma variável

aleatória gaussiana com variância dt. Vemos assim que a única maneira de garantir que

o termo entre colchetes em (3.46) seja sempre (i.e., com probabilidade 1) não negativo é

se escolhermos

Di = 0; Bi > 0. (3.47)

Nessas condições, temos então que ǫi ≥ 0 com probabilidade 1. Usando (3.47) em (3.44),

obtemos o seguinte sistema
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dǫi(t) = −γi(ǫi − ǫi−1)dt + κiǫidWi(t), (3.48)

para i = 1, 2, ..., N , que corresponde ao nosso modelo proposto em (3.5).

Vamos discutir a seguir algumas propriedades gerais do modelo. No próximo capí-

tulo, faremos uma hipótese sobre a separação dos tempos característicos das �utuaçóes

em cada escala, a partir da qual será possível obter a densidade de probabilidade p(ǫN).

3.3 Auto-Correlação Temporal do Fluxo de Energia

O �uxo de energia no nosso modelo possui uma dinâmica bem particular, que obriga

que as �utuações do �uxo de energia ǫ, em cada escala espacial, possuam correlação

temporal. A quantidade que mensura este tipo de fenômeno é chamada de auto-correlação

e funciona de maneira idêntica à correlação estatística entre variáveis aleatórias. A única

diferença é que as variáveis aleatórias consideradas no caso de auto-correlação são as

mesmas, só que medidas em instantes diferentes.

Mais especi�camente, de�nimos a auto-correlação, C(τ), de um processo estocástico

ǫ(t) através da seguinte fórmula

C(τ) = lim
t→∞

〈ǫ(t + τ)ǫ(t)〉 − 〈ǫ(t + τ)〉〈ǫ(t)〉
〈ǫ(t)〉2 . (3.49)

Com τ > 0. Antes de demonstrarmos uma proposição sobre a auto-correlação do

�uxo de energia no nosso modelo, precisamos de um lema que será útil na demonstração:

Lema 3.1 A função de correlação Dj,k(τ) entre as variáveis ǫj−k e ǫj é de�nida por

Dj,k(τ) = lim
t→∞

[〈ǫj−k(t + τ)ǫj(t)〉 − 〈ǫj−k(t + τ)〉〈ǫj(t)〉] , (3.50)

onde ǫj(t) obedece à eq. (3.5), j − k é um número inteiro positivo e k > 0, é dada por

Dj,k(τ) =

j−k
∑

i=1

αie
−γiτ . (3.51)

Demonstração. Vamos demonstrar por indução em j − k ≡ k′. Inicialmente, para
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k′ = 1, ao tomarmos o incremento em relação a τ da eq. (3.50), obtemos

dDj,j−1(τ) = lim
t→∞

[〈dǫ1(t + τ)ǫj(t)〉 − 〈dǫ1(t + τ)〉〈ǫj(t)〉] . (3.52)

Inserindo (3.48) na equação acima, temos

dDj,j−1(τ) = lim
t→∞

{〈[−γ1(ǫ1(t + τ) − ǫ0)dτ + κ1ǫ1dW1(t + τ)]ǫj(t)〉−

〈−γ1(ǫ1(t + τ) − ǫ0)dτ + κ1ǫ1dW1(t + τ)〉〈ǫj(t)〉}. (3.53)

Usando que 〈dWi(t + τ)〉 = 0 e a independência entre os incrementos dos processos de

Wiener e o processo ǫi, 〈dWi(t)ǫj〉 = 0, temos

dDj,j−1(τ) = −γ1 lim
t→∞

{[〈ǫ1(t + τ)ǫj(t)〉 − 〈ǫ1(t + τ)〉〈ǫj(t)〉]dτ + γ1(〈ǫ0ǫj(t)〉 − ǫ0〈ǫj(t)〉)} dτ.

(3.54)

Podemos identi�car o termo entre colchetes como Dj,j−1(τ), de�nido em (3.50). Além

disso, os dois últimos termos da equação acima obviamente se cancelam. Assim, a eq.

(3.54) reduz-se a
dDj,j−1

dτ
= −γ1Dj,j−1. (3.55)

Assim, temos que Dj,j−1(τ) obedece a uma equação diferencial de decaimento exponencial,

cuja solução é dada por

Dj,j−1(τ) = Ae−γ1τ , (3.56)

e isso completa o caso k′ = 1 da hipótese de indução.

Para completar o argumento de indução, suponha que o resultado vale para k′ > 1.

Vamos tomar o incremento em relação a τ de Dj,k(τ) de�nido em (3.50) para k′ > 1. A

equação resultante é análoga à eq. (3.52) e pode ser escrita como

dDj,k′+1(τ) = −γj−k′−1Dj,k′+1(τ)dτ+γj−k′−1 lim
t→∞

(〈ǫj−k′(t + τ)ǫj(t)〉 − 〈ǫj−k′(t + τ)〉〈ǫj(t)〉) dτ,

(3.57)

onde se nota que último termo é proporcional a Dj,k′(τ) e pode ser escrito como a soma de

exponenciais por hipótese de indução. Isto implica que Dj,k′+1(τ) satisfaz uma equação

do tipo

dDj,k′+1

dτ
= −γj−k′−1Dj,k′+1 +

k′

∑

i=1

α′
ie

−γiτ . (3.58)
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Logo, é imediato que Dj,k′+1(τ) pode ser escrito como a soma

Dj,k′+1(τ) =
k′+1
∑

i=1

αie
−γiτ , (3.59)

para constantes reais αi, com i = 1, ..., k′ + 1, como queríamos demonstrar.

Proposição 3.2. A auto-correlação de�nida em (3.49) da variável ǫj(t) cuja dinâmica é

dada pela eq. (3.48) pode ser escrita na forma

Cj(τ) =

j
∑

i=1

cie
−γiτ (3.60)

Demonstração. Vamos demonstrar por indução. Inicialmente, faremos o caso j = 1.

Vamos tomar a derivada da auto-correlação na eq. (3.49) em relação a τ

dC1(τ) ∼ lim
t→∞

[〈dǫ1(t + τ)ǫ1(t)〉 − 〈dǫ1(t + τ)〉〈ǫ1(t)〉] , (3.61)

onde ∼ signi�ca proporcionalidade. Usando (3.38), a relação acima resulta em

dC1(τ) ∼ lim
t→∞

{〈(−γ1(ǫ1(t + τ) − ǫ0)dτ + κ1ǫ1dW1(t + τ))ǫ1(t)〉

−〈−γ1(ǫ1(t + τ) − ǫ0)dτ + κ1ǫ1dW1(t + τ)〉〈ǫi(t)〉}. (3.62)

Usando a independência entre os incrementos dos processos de Wiener e as demais var-

iáveis, �camos com

dC1(τ) ∼ −γ1 lim
t→∞

[〈(ǫ1(t + τ) − ǫ0)ǫ1(t)〉 − 〈(ǫ1(t + τ) − ǫ0)dτ〉〈ǫ1(t)〉] . (3.63)

Utilizando a de�nição (3.49), obtemos

dC1(τ) ∼ −γ1C1(τ)dτ + γ1 lim
t→∞

(〈ǫ0ǫ1(t)〉 − 〈ǫ0〉〈ǫ1(t)〉) dτ. (3.64)

Como o último termo da equação acima é zero, dado que ǫ0 é constante, isto implica em

um decaimento exponencial para C1(τ) na forma

C1(τ) = Ae−γ1τ , (3.65)

onde A é uma constante real. Para a etapa seguinte da indução, considere que a fórmula
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é válida para um dado j > 1. Vamos mostrar que ela será válida para j + 1. Para isso,

tomamos o incremento em relação a τ da de�nição (3.49) e obtemos de maneira análoga

ao caso j = 1

dCj(τ) = −γjC1(τ)dτ + γj lim
t→∞

(〈ǫj−1(t + τ)ǫj(t)〉 − 〈ǫj−1(t + τ)〉〈ǫj(t)〉)dτ. (3.66)

Podemos identi�car o último termo da equação acima como Dj,1(τ) e utilizar o Lema 3.1

para obter

dCj

dτ
= −γjCj +

j−1
∑

i=1

c′ie
−γiτ , (3.67)

cuja solução é

Cj(τ) =

j
∑

i=1

cie
−γiτ , (3.68)

com ci constantes reais. Note que para valores de τ grande, apenas um termo da soma

(3.68) será relevante. Em outras palavras, o termo que possui o menor γi dominará a

soma no limite de tempo in�nito.

3.4 Flutuações de Energia

Nesta seção, mostraremos que, apesar da energia total do sistema ser conservada

em média durante a passagem das escalas maiores para a escala de dissipação, existem

�utuações no valor desta grandeza.

Considere nosso modelo dinâmico hierárquico de N escalas para o �uxo de energia

dǫi = −γi(ǫi − ǫi−1)dt + κiǫidWi, (3.69)

para i = 1, ..., N . De acordo com esta visão da cascata de energia, a energia total do

sistema é dada pela soma das energias individuais em cada uma das escalas.

E = ξ1 + ξ2 + ... + ξN . (3.70)

Logo, a taxa de variação temporal da energia é dada por

∂tE = ∂tξ1 + ∂tξ2 + ... + ∂tξN . (3.71)
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Substituindo a (3.13) na equação acima, obtemos

∂tE = (ǫ0 − ǫ1) + (ǫ1 − ǫ2) + ... + (ǫN−1 − ǫN), (3.72)

o que implica em

∂tE = ǫ0 − ǫN , (3.73)

que é a diferença entre a potência injetada, ǫ0, no sistema e o �uxo de energia dissipada.

Sabemos que o �uxo de energia da escala integral é aproximadamente constante, pois

é controlado experimentalmente. O �uxo na última escala, por outro lado, muda com

o tempo e possui uma distribuição de equilíbrio. Nossa primeira tarefa é mostrar que

a média das �utuações de energia é zero, logo não precisamos nos preocupar com a

distribuição completa de ǫN neste primeiro cálculo.

Considere a equação do �uxo para a última escala espacial

dǫN = −γN(ǫN − ǫN−1)dt + κNǫNdWN . (3.74)

Nosso objetivo é encontrar a média desta variável. Tomando a média em ambos os lados

da equação e aplicando a de�nição do incremento do processo de Wiener para anular o

último termo, �camos com

〈dǫN

dt
〉 = −γN〈ǫN − ǫN−1〉. (3.75)

O caso N = 1 da equação acima possui solução imediata dada por

〈ǫ1(t)〉 = ǫ0 + e−γ1t(ǫ1(0) − ǫ0). (3.76)

cuja solução de equilíbrio (t → ∞) é

lim
t→∞

〈ǫ1(t)〉 = ǫ0. (3.77)

Assim, a variável ǫ1(t) tende a ǫ0 no equilíbrio. Por indução, se a variável ǫN−1 tende a

ǫ0 no equilíbrio, então a eq. (3.75), no limite t → ∞, se reduz a

〈dǫN

dt
〉 = −γN(〈ǫN〉 − ǫ0), (3.78)
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cuja solução é imediata

lim
t→∞

〈ǫN(t)〉 = ǫ0. (3.79)

para todo i = 1, ..., N . Finalmente, utilizamos este resultado em 3.73, obtemos a média

da taxa de variação da energia total do sistema como

〈∂tE〉 = 0. (3.80)

Ou seja, em média, a energia armazenada no sistema é constante. Vamos agora mostrar

que a energia deste modelo �utua em torno de um valor médio. Para isso, vamos calcular

o segundo momento da grandeza ∂tE:

〈(∂tE)2〉 = 〈(ǫ0 − ǫN)2〉. (3.81)

Antes de escrevermos o resultado geral, que precisará de considerações sobre a densidade

de probabilidade, vamos começar pelo caso particular de N = 1. Neste caso, o cálculo

da variância no equilíbrio pode ser obtido usando a fórmula de Itô (Apêndice A) para a

função f = ǫ2
1:

dǫ2
1 = 2(−γ1(ǫ

2
1 − ǫ0ǫ1)dt + κ1ǫ

2
1dW1) + (κ1ǫ1)

2dt. (3.82)

Tomando a média, temos

〈dǫ2
1

dt
〉 = 2γ1

[

(
κ2

1

2γ1

− 1)〈ǫ2
1〉 − ǫ2

0

]

. (3.83)

No equilíbrio, (t → ∞), obtemos

〈ǫ2
1〉 =

(

β1

β1 − 1

)

ǫ2
0. (3.84)

onde

β1 =
2γ1

κ2
1

. (3.85)

Substituindo (3.84) na (3.81), �camos com

〈(∂tE)2〉 =
ǫ2
0

β1 − 1
. (3.86)

Vemos assim que o parâmetro β1 é responsável pela �utuação em torno da média

da energia acumulada no sistema. Ele deve ser maior que 1 para que o �uxo tenha
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variância �nita. Note que o limite de β → ∞ leva a ausência de �utuações de energia e,

portanto, voltamos para o caso de K41. Este limite é intuitivo pois o parâmetro β mede

a razão entre a parte determinística da dinâmica do �uxo de energia em relação à parte

estocástica. O limite de β1 in�nito implica que a distribuição do �uxo de energia tende a

um delta de Dirac centrado no �uxo constante ǫ0 e, portanto, terá variância zero, como

�cará claro no capítulo seguinte ao considerarmos a equação de Fokker-Planck. Veremos

também que para um número de níveis N qualquer, a �utuação da energia total é dada

por

〈(∂tE)2〉 =

[

(
β

β − 1
)N − 1

]

ǫ2
0, (3.87)

A fórmula acima, entretanto, só poderá ser mostrada com o auxílio da distribuição

para o �uxo de energia, que será o ponto principal do próximo capítulo.

3.5 Solução Exata

Nesta seção, vamos resolver exatamente o sistema de equações do nosso modelo hi-

erárquico dado em (3.5). Vamos começar pelo caso de uma escala (N = 1), cuja solução

é amplamente conhecida. Vamos seguir a dedução e a notação da Ref. [58]. A equação

diferencial estocástica considerada,

dǫ1 = (−γ1dt + κ1dW )ǫ1 + γ1ǫ0dt, (3.88)

é do tipo inomogênea, pois existe um termo que não depende da variável considerada. A

solução da equação acima é imediata. Para encontrá-la, precisamos da equação estocástica

acima escrita no caso homogêneo, dada por

dǫ1 = (−γ1dt + κ1dW )ǫ1, (3.89)

cuja solução exata é

φ1(t) = exp

(
∫ t

0

[

−γ1 −
κ2

1

2

]

dt′ +

∫ t

0

κ1dW

)

. (3.90)
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Resolvendo as integrais explicitamente, obtemos

φ1(t) = exp

(

−
[

γ1 +
κ2

1

2

]

t + κ1W

)

. (3.91)

Agora, vamos relacionar este resultado homogêneo com o caso geral do modelo (3.5).

De�nindo a variável z(t) como

z(t) = ǫ1(t)[φ(t)]−1, (3.92)

Vamos derivar z(t) e, utilizando as regras de Itô, obtemos,

dz

dt
= γ1ǫ0φ

−1
t , (3.93)

que é diretamente integrável. Portanto, a solução da equação acima é

z =

∫ t

0

γ1ǫ0φ
−1
t dt. (3.94)

Vamos agora substituir a (3.92) na equação acima e obter

ǫ1(t) = φ(t)[ǫ1(0) +

∫ t

0

φ−1
t′ γ1ǫ0dt′]. (3.95)

Esta é a solução exata do processo estocástico ǫ1(t), com φ(t) dada por (3.91). A dedução

acima foi feita com a hipótese de que as funções dependentes do tempo que aparecem

no processo estócastico não são aleatórias. Esta hipótese é satisfeita pelo caso N = 1,

visto que o termo não homogêneo é constante. Para os casos seguintes, N > 1, em que

aparecem processos estocásticos com o termo não-homogêneo, ǫN−1, podemos repetir a

mesma dedução. A única diferença é que a integração no tempo da eq. (3.95) será mais

difícil de resolver. O resultado �nal pode ser escrito na forma

ǫi(t) = φ(t)

[

ǫi(0) +

∫ t

0

φ−1
t′ γiǫi−1(t

′)dt′
]

(3.96)

φi(t) = exp

(
∫ t

0

[

−γi −
κ2

i

2

]

dt′ +

∫ t

0

κidWi

)

, (3.97)

A solução �ca dada iterativamente em termos do �uxo da camada imediatamente

anterior. Podemos substituir as soluções anteriores pela mesma fórmula até chegarmos
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à maior escala, em que o passo seguinte será desnecessário pois o nível zero possui �uxo

constante. Como argumentamos anteriormente, não há praticidade desta solução geral

na obtenção da distribuição de ǫN , que é um dos nossos objetivos neste trabalho. Diante

deste problema, decidimos lançar mão de uma hipótese de separação entre as escalas

temporais, e permite reduzir o cálculo da distribuição de equilíbrio para um sistema

de N níveis a uma sequência de integrações. Este assunto será explorado no próximo

capítulo.





Capítulo 4

As Distribuições de Equilíbrio do Modelo

Neste capítulo, vamos inicialmente calcular explicitamente a fdp do �uxo de energia do

nosso modelo dinâmico para intermitência com uma escala (N = 1). Este cálculo não faz

uso de nenhuma aproximação e assemelha-se a um resultado já conhecido na literatura,

obtido a partir de uma equação de Fokker-Planck. Mostraremos que a distribuição de

probabilidade desta variável é uma gama invertida. Em seguida, apresentaremos um teo-

rema que diz como calcular a distribuição de equilíbrio de uma variável que faz parte de

um sistema de equações diferenciais estocásticas acopladas, como é o caso do nosso mod-

elo, no limite de grande separação temporal entre as variáveis. Este resultado é aplicado

diretamente ao nosso modelo, transformando nosso sistema de equações dinâmicas em

um modelo de equililíbrio para os �uxos de energia de cada escala. Por questões didáti-

cas e para manter o trabalho �el à sequência histórica das descobertas, aplicamos esta

idéia de separação temporal ao modelo de uma escala para encontrarmos a distribuição

de probabilidade dos incrementos de velocidade. A curva resultante deste procedimento

é uma q-gaussiana [59] e já foi encontrada na literatura anteriormente no contexto de

econofísica [60] e até mesmo turbulência [16]. Mostramos que esta conhecida função

pode ser escrita em termos de uma função hipergeométrica generalizada (1F0).

Para o modelo de duas escalas (N = 2), calculamos explicitamente a fdp do �uxo

de energia p2(ǫ2). Esta fdp, apesar de escrita como uma função conhecida, não foi en-

contrada na literatura. Similarmente, calculamos a fdp dos incrementos de velocidade e

encontramos uma nova distribuição explicitamente que pode ser escrita como uma função

hipergeométrica generalizada (2F0). Passamos para o caso geral do modelo e encontramos

a fdp dos incrementos de velocidade para um número de escalas N qualquer. Estas novas

distribuições (NF0) formam uma família de fdps com caudas de lei de potência, cujos

momentos podem ser calculados facilmente e são generalizações naturais da gaussiana

(0F0) e da q-gaussiana (1F0). Mostraremos que elas ajustam de maneira excelente os

dados experimentais de turbulência lagrangeana e euleriana.

Finalmente, vamos mostrar que nosso modelo com N escalas, no limite em que

N → ∞, reproduz uma densidade Log-Normal para o �uxo de energia, assim como pro-

65
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posto por Kolmogorov (K62) para turbulência euleriana e, mais recentemente, aplicado

à turbulência lagrangeana [35].

4.1 Distribuições de Probabilidade para o Fluxo de Energia

4.1.1 Modelo de Uma Escala

Nesta seção, partiremos do nosso modelo dinâmico para intermitência e vamos calcular

a distribuição de equilíbrio do �uxo de energia para o caso de uma modelo com apenas

um nível, ou seja, N = 1. Este caso pode ser resolvido analiticamente a partir da equação

de Fokker-Planck e, portanto, será abordado inicialmente para ilustrar a teoria.

Considere nossa cascata de energia com apenas uma escala. Fazendo N = 1 na

eq. (3.2), obtemos a seguinte equação diferencial estocástica para o �uxo de energia ǫ1:

dǫ1 = −γ1(ǫ1 − ǫ0)dt + κ1ǫ1dW (t). (4.1)

A equação de Fokker-Planck associada a este processo estocástico é uma equação difer-

encial parcial de segunda ordem para a função densidade de probabilidade, p1(ǫ1, t),

dependente do tempo, que pode ser escrita como [58]

∂tp1 + ∂ǫ[γ1(ǫ1 − ǫ0)p1] +
1

2
∂2

ǫ1
[κ2ǫ2

1p1] = 0 (4.2)

Como estamos interessados na distribuição de equilíbrio, vamos de�nir

p1(ǫ1) = lim
t→∞

p1(ǫ1, t), (4.3)

e resolver a equação de Fokker-Planck independente do tempo, que resulta em

β1∂ǫ[(ǫ1 − ǫ0)p1(ǫ1)] + ∂2
ǫ1

[ǫ2
1p1(ǫ1)] = 0, (4.4)

onde o parâmetro β1 é de�nido como

β1 =
2γ1

κ2
1

. (4.5)

A solução desta equação particular já é conhecida na literatura. Trata-se de uma dis-

tribuição gama invertida [61]
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p1(ǫ1) =
(βǫ0)

β+1

Γ(β + 1)
ǫ−β−2
1 e

−
βǫ0
ǫ1 , (4.6)

Esta fdp vai a zero muito rápido, quando ǫ1 tende a zero, e cai como uma lei de potência

quando ǫ1 tende a in�nito. Esta lei de potência, como veremos, será responsável pelo

relativo sucesso em explicar a intermitência nas �utuações de velocidade.

Pode-se veri�car diretamente que os momentos desta distribuição são dados por

〈ǫp
1〉 = ǫp

0

p−1
∏

i=1

β1

β1 − i
. (4.7)

É imediato veri�car que a expressão acima é �nita apenas se β1 > p − 1, o que

concorda com o comportamento assintótico dado por uma lei de potência. Desta forma,

a distribuição não possui todos os momentos �nitos. Esta fórmula será fundamental no

cálculo dos momentos da distribuição para o caso mais geral N > 1, pois ela sofrerá

apenas uma modi�cação que será deduzida mais adiante neste capítulo.

4.1.2 Modelo de Duas Escalas

Nesta seção, vamos calcular a fdp do �uxo de energia p2(ǫ2) para o modelo de duas

escalas espaciais (N = 2). Este cálculo não foi encontrado anteriormente na literatura e

o resultado é uma distribuição de probabilidade em termos de funções tabeladas, como

veremos.

Considere o nosso modelo estocástico com duas escalas espaciais para o �uxo de

energia

dǫ2 = −γ2(ǫ2 − ǫ1)dt + κ2ǫ2dW2(t), (4.8)

dǫ1 = −γ1(ǫ1 − ǫ0)dt + κ1ǫ1dW1(t), (4.9)

onde ǫ0 é o �uxo constante de energia injetado no sistema. A distribuição do �uxo ǫ1

é dada pela eq. (4.6) e esta variável atinge o equilíbrio independentemente de ǫ2. Neste

trabalho, utilizaremos a notação p(xt|yt) para denotar a fdp da variável aleatória xt dado

que o valor da variável yt é mantido constante. A fdp para o �uxo ǫ2, dado um valor

constante do �uxo ǫ1, é dada também por uma distribuição gama invertida.

p(ǫ2|ǫ1) =
(β2ǫ1)

β2+1

Γ(β2 + 1)
ǫ−β2−2
2 e

−β2ǫ1
ǫ2 , (4.10)
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Uma vez que a eq. (4.8), considerando ǫ1 constante, tem a mesma forma da eq. (4.1),

que como vimos resulta em uma distribuição gama invertida. Vamos agora utilizar uma

hipótese de grande separação temporal entre as constantes

γ2 ≫ γ1, κ2 ≫ κ1. (4.11)

Esta hipótese é equivalente a dizer que os processos das escalas espaciais menores da

cascata ocorrem com uma velocidade muito mais rápida que os processos das escalas

maiores. Em outras palavras, o tempo característico γ−1
2 para a dinâmica do �uxo ǫ2

é muito menor que o tempo característico γ−1
1 associado às �utuações de ǫ1. Desta

maneira, podemos considerar que o �uxo de energia da escala menor, ǫ2, atinge o equilíbrio

tão rápido que o �uxo de energia da escala anterior, ǫ1, pode ser aproximado por uma

constante. Essa aproximação é análoga à aproximação de Bohr-Oppenheimer usada na

mecânica quântica [61]. Nesse caso, a distribuição de quase-equilíbrio do �uxo ǫ2 é dada

pela probabilidade p(ǫ2|ǫ1). Quando somamos todos os valores de equilíbrio da variável

ǫ1, obtemos

p2(ǫ2) =

∫ ∞

0

p(ǫ2|ǫ1)p1(ǫ1)dǫ1. (4.12)

Esta equação é um caso particular de um teorema que será demonstrado mais adiante

neste capítulo. Inserindo (4.10) em (4.12) e realizando uma sequência de mudança de

variáveis, pode-se mostrar que a equação acima reduz-se a

p2(ǫ2) = Cǫ
−2−

β2+β1
2

2 Kβ2−β1

(

2

√

β2β1ǫ0

ǫ2

)

, (4.13)

onde Ka(x) é a função de Bessel Modi�cada de segunda espécie e C é uma constante de

normalização dada por

C = 2

(

β1ǫ0

β2

)

β2−β1
2
[

β2
β2+1

Γ(β2 + 1)

]

[

(β1ǫ0)
β1+1

Γ(β1 + 1)

]

. (4.14)

Esta distribuição pode ser considerada uma generalização da distribuição gama invertida.

Seus momentos são calculados a partir da eq. (4.12)

〈ǫp
2〉 =

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(ǫ2)
pp(ǫ2|ǫ1)p1(ǫ1)dǫ1dǫ2. (4.15)

Resolvendo a integral na variável ǫ2 e utilizando a eq.(4.10), obtemos
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〈ǫp
2〉 =

(

p−1
∏

i=1

β2

β2 − i

)

∫ ∞

0

ǫp
1p(ǫ1)dǫ1, (4.16)

onde a integral resultante pode ser resolvida de maneira análoga, resultando em

〈ǫp
2〉 = ǫp

0

(

p−1
∏

i=1

β2

β2 − i

)(

p−1
∏

i=1

β1

β1 − i

)

, (4.17)

onde p é um número natural. Como vimos acima, momentos desta distribuição podem

ser escritos como o produto dos momentos das distribuições individuais das variáveis,

p2(ǫ2|ǫ1) e p1(ǫ1|ǫ0). Esta propriedade não é uma característica apenas do modelo de

duas escalas. Como veremos, esta regra do produto será encontrada também no modelo

geral para um N qualquer.

Para obter a cauda da distribuição p2(ǫ2), vamos utilizar o comportamento assintótico

da função de Bessel de segundo espécie, dado por [62]

Kν(z) ∼ (z/2)−ν − (z/2)ν

sin(πν)
. (4.18)

Substituindo a equação acima em (4.13), obtemos o comportamento da distribuição para

valores grandes de ǫ2

p2(ǫ2) ∼ ǫ−2−β1

2 (ǫ0β1β2)
−

β2+β1
2 − ǫ−2−β2

2 (ǫ0β1β2)
−β1+β2

2 , ǫ2 ≫ 1. (4.19)

Ou seja, a distribuição p2(ǫ2) possui caudas do tipo lei de potência. Esta propriedade

também será verdadeira para toda a família de distribuições pN(ǫN).

4.1.3 Modelo Geral com N Escalas

Nesta seção, vamos calcular p(ǫN) no limite de grande separação temporal entre as

escalas espaciais, da mesma maneira que �zemos para o caso N = 2, na subseção anterior.

Considere nossa cascata de energia com N escalas, onde relembramos o seguinte sistema

de equações diferenciais estocásticas apresentados em (3.5):

dǫ1 = −γ1(ǫ1 − ǫ0)dt + κ1ǫ1dW1, (4.20)

dǫ2 = −γ2(ǫ2 − ǫ1)dt + κ2ǫ2dW2, (4.21)
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... (4.22)

dǫN = −γN(ǫN − ǫN−1)dt + κNǫNdWN . (4.23)

De�nindo o tempo característico τi = γ−1
i para a dinâmica do �uxo ǫi, vamos agora inserir

no modelo a condição de separação temporal entre as escalas, que pode ser escrita como

τ1 ≫ τ2 ≫ ... ≫ τN . (4.24)

Esta condição signi�ca que o tempo característico da dinâmica nas escalas menores é

muito pequeno quando comparado ao tempo característico das escalas maiores. Na

prática, esta condição permite que a fdp de equilíbrio do �uxo de energia da menor

escala, ǫN , possa ser escrita em uma forma integral simples, a exemplo do que �zemos

para o caso N = 2.

A idéia por trás desta aproximação é simples. Considere uma variável estocástica lenta

ǫ1. A variável ǫ2, por ser muito mais rápida, atinge o equilíbrio antes que a variável ǫ1

tenha tido tempo para variar apreciavelmente. Assim, a distribuição de equilíbrio p2(ǫ2)

é dada pela expressão (4.12). De maneira análoga, se um processo ǫ3 é muito mais rápido

que o processo ǫ2, ele atingirá o equilíbrio para um dado valor da variável ǫ2. Como os

valores de ǫ2 possuem uma distribuição p(ǫ2), obtemos a distribuição aproximada p3(ǫ3)

p3(ǫ3) =

∫

p3(ǫ3|ǫ2)p(ǫ2)dǫ2. (4.25)

Substituindo a fórmula de p2(ǫ2) dada na eq. (4.12) na equação acima, obtemos

p3(ǫ3) =

∫ ∫

p3(ǫ3|ǫ2)p2(ǫ2|ǫ1)p1(ǫ1)dǫ2dǫ1. (4.26)

Esta idéia pode ser generalizada para o caso de N escalas, resultando na fórmula

pN(ǫN) =

∫

...

∫ N
∏

i=1

pi(ǫi|ǫi−1)dǫi, (4.27)

que será formalizada com a demonstração do seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja Xi(t) (i = 1, ..., N) um conjunto de processos estocásticos da forma

dXi(t) = aif(Xi, Xi−1)dt + bi g(Xi, Xi−1)dW (t), (4.28)
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onde ai e bi são números reais e f(x, y) e g(x, y) são funções reais contínuas. Então

lim
(

ai
ai−1

→∞)(
bi

bi−1
→∞)(

a2
i

bi
=cte)

PN(XN) =

∫

...

∫ N
∏

i=1

Pi(Xi|Xi−1)dXi, (4.29)

onde X0 é constante, Pi(Xi|Xi−1) é a distribuição de equilíbrio da variável Xi dado que

a variável Xi−1 é mantida constante e PN(XN) é a distribuição marginal de equilíbrio da

variável XN .

A demonstração é dada no Apêndice B. Vamos comentar a demonstração de uma

maneira informal. Queremos mostrar que, em uma sequência de processos estocásticos

acoplados um a um, a fdp de equilíbrio da variável que está no �nal da hierarquia pode

ser escrita na forma integral meciona acima, caso cada processo seja muito mais rápido

que o processo imediatamente anterior. Para isso, mostramos que podemos dividir a reta

real do tempo de uma dada variável como a união de vários intervalos abertos. Estes

intervalos foram escolhidos de forma a obedecer a seguinte regra: em cada um deles, a

variável anterior XN−1 é aproximadamente constante. Colecionamos todos os intervalos

que possuem o mesmo valor para essa variável ǫN−1. Assim, construímos uma série de

novos processos estocásticos com saltos (coleção de intervalos abertos) para a variável

XN e, para cada um deles, a variável anterior do sistema, XN−1, é aproximadamente

constante. Descobrir a fdp deste processo com saltos é praticamente impossível, a menos

que a dinâmica seja muito rápida. Fazendo uso deste limite, em cada intervalo individual,

a variável XN atinge o equilíbrio para um valor constante de XN−1. Somamos as fdps de

equilíbrio de cada variável e completamos nosso argumento de indução.

Com a aplicação direta deste teorema, veri�camos que a fdp de equilíbrio para o �uxo

de energia da menor escala, p(ǫN), pode ser escrita na forma

pN(ǫN) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

p(ǫN |ǫN−1)p(ǫN−1|ǫN−2)...p(ǫ1|ǫ0)dǫN−1...dǫ1, (4.30)

onde p(ǫi|ǫi−1) é a distribuição gama invertida:

p(ǫi|ǫi−1) =
(βiǫi−1)

βi+1

Γ(βi + 1)
ǫ−βi−2
i e

−βiǫi−1
ǫi . (4.31)

A integral em (4.30) foi calculada explicitamente para o caso N = 2 eq. (4.13), resul-

tando em uma distribuição envolvendo funções de Bessel modi�cadas de segunda espécie.

A fórmula explícita para o caso N > 2, tanto quanto saibamos, não pode ser obtida
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analiticamente, entretanto a mesma pode ser facilmente calculada numericamente, como

mostraremos adiante.

Algumas propriedades notáveis da distribuição pN(ǫN) podem ser obtidas. Por ex-

emplo, os seguintes valores esperados podem ser calculados explicitamente, de maneira

análoga ao que �zemos para o caso N = 2 na eq. (4.15)

〈ǫs
N〉 = ǫs

0

N
∏

i=1

βs
i Γ(βi − s + 1)

Γ(βi + 1)
, (4.32)

onde s é real, com s > 1, e relembramos que βi = 2γi/κ
2
i . Esta propriedade pode ser

escrita de uma forma mais simples, caso o expoente s seja um inteiro. Neste caso, usando

a seguinte propriedade das funções gama:

Γ(x + 1) = xΓ(x), (4.33)

obtemos a fórmula dos momentos

〈ǫp
N〉 = ǫp

0

N
∏

i=1

p−1
∏

j=1

βi

βi − j
, (4.34)

com p número natural. Pode-se obter da fórmula acima que os momentos serão �nitos se

p obedecer à desigualdade

p < min
βi

(βi + 1). (4.35)

Em particular, para a média, temos imediatamente

〈ǫN〉 = ǫ0, (4.36)

e para o segundo momento, fazemos p = 2 em (4.34), obtemos

〈ǫ2
N〉 = ǫ2

0

N
∏

i=1

βi

βi − 1
. (4.37)

Podemos combinar as duas equações anteriores para calcular a variância da distribuição

pN(ǫN)

var(ǫN) = 〈ǫ2
N〉 − 〈ǫN〉2 = ǫ2

0

(

N
∏

i=1

βi

βi − 1
− 1

)

. (4.38)
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Figura 4.1 Distribuições pn(ǫ) com n = 1, 2, 3 e 4. Parâmetros βi = 5 para todo i.

Representamos na Figura 4.1 as quatro primeiras distribuições da família pN(ǫN),

tomando βi=β=5, para todo i. Perceba que para um mesmo valor de βi, as distribuições

pN apresentam caudas mais gordas quanto maior o valor deN . Da Figura 4.2 à Figura 4.5,

mostramos os grá�cos isolados de cada uma das distribuições pN(ǫN), com N = 1, 2, 3 e

4, ao lado de uma distribuição Log-Normal de mesma média, 〈ǫ〉 = 1, e variância, para

efeitos de comparação. Note que, conforme aumentamos o valor de N , a distribuição pN

se aproxima da distribuição Log-Normal, sendo que as duas serão iguais apenas em um

limite especial de cascata contínua (N → ∞) e (β → ∞), que será considerado mais

adiante neste capítulo.

Uma vez obtida a distribuição de equilíbrio pN(ǫN) do �uxo de energia ǫN na úl-

tima escala da nossa cascata de energia, passaremos agora à discussão dos efeitos da

intermitência sobre a distribuição de probabilidade dos incrementos de velocidade. Ini-

cialmente, vamos apresentar na próxima seção alguns argumentos �sicamente razoáveis

para mostrar qual a contribuição do �uxo de energia nas �utuações de velocidade da

turbulência lagrangeana. O caso da turbulência euleriana será tratado posteriormente.
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Figura 4.2 Distribuição p1(ǫ) (curva contínua), β = 5 e ǫ0 = 1, e Log-Normal (curva tracejada)
de mesma média, 〈ǫ〉 = 1, e variância.

Figura 4.3 Distribuição p2(ǫ) (curva contínua), β1 = β2 = 5 e ǫ0 = 1, e Log-Normal (curva
tracejada) de mesma média, 〈ǫ〉 = 1, e variância.
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Figura 4.4 Distribuição p3(ǫ) (curva contínua), β1 = β2 = β3 = 5 e ǫ0 = 1, e Log-Normal
(curva tracejada) de mesma média,〈ǫ〉 = 1, e variância.

Figura 4.5 Distribuição p4(ǫ) (curva contínua), β1 = β2 = β3 = β4 = 5 e ǫ0 = 1, e Log-Normal
(curva tracejada) de mesma média, 〈ǫ〉 = 1, e variância.
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4.2 Turbulência Lagrangeana

Nesta etapa, vamos mostrar, no contexto da turbulência lagrangeana, como as vari-

ações do �uxo de energia em uma dada escala temporal afetam as �utuações de veloci-

dade nessa escala. Optamos por iniciar o tratamento deste tipo de turbulência pois o

formalismo do modelo é mais intuitivo que no caso da turbulência euleriana, na qual a

aplicabilidade do modelo também é válida. Inicialmente, vamos considerar o incremento

temporal da velocidade de uma partícula do �uido

δτv(t) = v(t + τ) − v(t), (4.39)

onde v(t) é a velocidade da partícula no instante t. Na verdade, esta é a velocidade de uma

microesfera inserida no escoamento. Consideramos um regime especial, chamado regime

de Stokes, no qual as microesferas de massa pequena possuem a mesma velocidade que

o �uido. Como a velocidade da partícula �utua no tempo, vamos modelar esta variável

como um processo estocástico. A parte determinística deste processo será um termo de

atrito proporcional à velocidade, pois sabemos que este atrito é razoável para modelar a

perda de energia devido a existência de viscosidade,

d

dt
δτv = −γδτv. (4.40)

Note que o termo de tendência da velocidade não aparece nesta equação, visto que es-

tamos interessados apenas nos incrementos de velocidade. Portanto, o resultado que

esperamos obter independe do �drift� do �uido e pode ser aplicado a uma grande var-

iedade de experimentos com diferentes velocidades médias. Agora, queremos descobrir a

componente aleatória dos incrementos de velocidade. A proposta mais comum, a exemplo

da equação de Langevin [63], é um ruído aditivo, que resulta em

dδτv = −γδτvdt + κdW, (4.41)

onde κ é uma constante real positiva e dW é um ruído branco, que obedece < dW >= 0

e < dWt1dWt2 >= δ12dt.

Apesar das equações de Navier-Stokes serem determinísticas, elas são não lineares e

podem apresentar soluções caóticas. Como estamos interessados em modelar os experi-

mentos do ponto de vista fenomenológico, temos que formular modelos que descrevem os

dados experimentais com alguma precisão a partir de poucas hipóteses. Por isso, opta-

mos por um modelo probabilístico que, se bem fundamentado, pode explicar uma grande
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quantidade de experimentos até na presença de ruído externo, mesmo que as �utuações

não periódicas dos incrementos de velocidade tenham sido causadas por caos determinís-

tico. Além disso, um ruído gaussiano é razoável de se esperar, a exemplo da equação de

Langevin, dado que um número grande de forças aleatórias de mesma natureza, quando

somadas, produzem uma variável aleatória gaussiana pelo Teorema do Limite Central

[64].

Agora, queremos inserir parte da fenomenologia de turbulência à equação de Langevin.

O modelo de Kolmogorov (K41), formalmente elaborado para turbulência euleriana, pos-

sui uma hipótese facilmente adaptada à turbulência lagrangeana. Esta hipótese, chamada

�Hipótese de Similaridade de Kolmogorov�, será revisitada.

Hipótese de Similaridade No limite de número de Reynolds in�nito, todas as pro-

priedades estatísticas das pequenas escalas de tempo são unicamente determinadas pela

respectiva escala τ e pela taxa, ǫ, de dissipação média de energia por unidade de massa.

Por pequenas escalas, nos referimos às escalas de tempo cuja escala espacial ℓ associ-

ada, obtida pela hipótese de Taylor, é muito maior que o comprimento característico de

Kolmogorov η e muito menor que a escala macroscópica (integral) do sistema:

η ≪ ℓ ≪ ℓ0, (4.42)

onde o comprimento η de Kolmogorov é de�nido como

η =

(

ν3

ǫ

)1/4

, (4.43)

onde ǫ é a taxa média de dissipação de energia por unidade de massa e ν é a viscosidade

cinemática do �uido.

Desta maneira, a partir da equação eq. (4.41), podemos resolver a equação de Fokker-

Planck associada e encontrar que a distribuição de probabilidade de equilíbrio dos incre-

mentos de velocidade é uma distribuição normal N(0, σ) [63], a qual é de�nida unicamente

pelos momentos

〈δτv〉 = 0, (4.44)

σ2 = 〈δτv
2〉 =

κ2

2γ
. (4.45)

Utilizando a hipótese de Kolmogorov e análise dimensional, podemos expressar o segundo

momento na forma
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〈δτv
2〉 ∼ [L]2[T ]−2 ∼ ταǫβ ∼ [T ]α[

L2

T 3
]β, (4.46)

Donde segue imediatamente que α = 1 e β = 1. Portanto, o parâmetro κ �ca determi-

nado em função da dissipação de energia e da escala temporal dos incrementos. Logo, a

eq. (4.41) pode ser escrita na forma

dδτv = −γδτvdt +
√

2γǫτdW, (4.47)

cuja fdp de equilíbrio é dada por

P (δτv) =
1√

2πǫτ
exp

(

−(δτv)2

2ǫτ

)

. (4.48)

Este modelo simples, estilo K41, não contempla a intermitência pois a taxa de dissi-

pação de energia ǫ é constante. Como a distribuição dos incrementos de velocidade deste

modelo é uma gaussiana, podemos calcular os diversos momentos e encontrar a relação

〈δτv
p〉 = Cpǫ

p/2τ p/2, (4.49)

com p sendo um número par (os momentos ímpares de uma gaussiana de média zero são

obviamente nulos). Apesar deste expoente não concordar com os dados para todo valor

de p, a lei de potência para o segundo momento (p = 2) é veri�cada experimentalmente

para uma grande quantidade de dados. Nosso objetivo aqui é propor um modelo que,

partindo da hipótese de Kolmogorov e da equação de Langevin, concorde com K41 no

segundo momento dos incrementos de velocidade e, de maneira natural, forneça correções

para os expoentes dos demais momentos da distribuição. Existem diferentes maneiras de

alterar o modelo fenomenológico padrão de Kolmogorov para o aparecimento de inter-

mitência. Nossa abordagem consiste em modelar as �utuações do �uxo de energia, que é

a quantidade central em K41 e foi o motivo da crítica de Landau quanto à simplicidade

da teoria [13].

A segunda proposta de Kolmogorov (K62) faz uma hipótese sobre a densidade de

probabilidade do �uxo de energia [12], antes tido como constante. Este modelo prevê

uma correção ao expoente da equação (4.49), mas a proposta da distribuição Log-Normal

não veio de um modelo dinâmico para o �uxo de energia. Ele fez uma hipótese sobre

a distribuição de equilíbrio de ǫ, sem considerações sobre a dinâmica do mesmo. Nossa

proposta é diferente neste sentido, pois obtivemos a distribuição de ǫ a partir de consid-
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erações sobre sua dinâmica.

4.3 Distribuição de Probabilidade dos Incrementos de

Velocidade

Nesta seção, vamos encontrar a fdp de equilíbrio dos incrementos de velocidade do

nosso modelo estocástico no limite de grande separação temporal entre as escalas. A

justi�cativa física para este limite já foi dada na seção anterior, onde argumentamos que

as escalas maiores da cascata de energia são mais lentas, enquanto escalas menores são

mais rápidas. Neste sentido, podemos repetir o mesmo argumento utilizado no Teorema

4.1 para encontrar a fdp dos incrementos de velocidade como uma superposição de dis-

tribuições. Este cálculo já existe na literatura, apesar de ter surgido de uma maneira

diferente da nossa [61, 16]. No nosso caso, a variável mais rápida é o incremento de

velocidade, que atinge um estado de quase-equilíbrio para um dado valor do �uxo de

energia antes que esse valor tenta tempo de sofrer variações. Nesta aproximação, temos:

PN(δτv) =

∫ ∞

0

P (δτv|ǫN)pN(ǫN)dǫN , (4.50)

onde a distribuição pN(ǫN) depende do número N de escalas do modelo. Inicialmente,

vamos resolver a integral acima para o caso N = 1 e encontrar um resultado já conhecido

na literatura. Em seguida, resolveremos os casos gerais, com N > 1, e apresentaremos

uma nova família de distribuições de probabilidade com cauda de lei de potência.

4.3.1 Incrementos de Velocidade no Modelo de Uma Escala

Para o modelo de uma escala, basta utilizar a aproximação de�nida na eq. (4.50) com

N = 1:

P1(δτv) =

∫ ∞

0

P (δτv|ǫ1)p1(ǫ1)dǫ1. (4.51)

Substuindo a distribuição gaussiana, eq. (4.48), no lugar de P (δτv|ǫ1), obtemos

P1(δτv) =
1√
2πτ

∫ ∞

0

p1(ǫ1)ǫ1
−1/2e

−
(δτ v)2

2τǫ1 dǫ1. (4.52)
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Agora, usando a eq. (4.6), �camos com

P1(δτv) =
1√
2πτ

[

(βǫ0)
β+1

Γ(β + 1)

]

∫ ∞

0

ǫ
−β− 5

2
1 e

−βǫ0
ǫ1 e

−
(δτ v)2

2τǫ1 dǫ1. (4.53)

A integral acima pode ser resolvida exatamente [62], resultando em

P1(δτv) =
1√

2πβ1ǫ0τ

Γ(β1 + 3/2)

Γ(β1 + 1)

(

1 +
δτv

2

2β1ǫ0τ

)−(β1+3/2)

. (4.54)

Esta distribuição de probabilidade é conhecida como q-gaussiana [59], a qual tem

sido muito utilizada no contexto da Mecânica Estatística Não-Extensiva. Seu surgimento

nesta tese não faz referência a essa generalização da mecânica estatística, pois foi deduzida

como o equilíbrio de variáveis dinâmicas. Como discutido em outros trabalhos [61], o

surgimento desta curva a partir de uma dinâmica é uma alternativa à necessidade de

invocar argumentos de entropia não-extensiva. Na verdade, o cálculo que resultou na eq.

(4.54) era conhecido há muito tempo [65], a partir do trabalho de William Gosset. Ele

propôs uma distribuição para uma variável aleatória construída a partir de uma soma

de variáveis gaussianas dividida pela soma dos quadrados destas variáveis. O resultado

é uma variável aleatória distribuída de acordo com uma distribuição do tipo T-Student,

pseudônimo do W. Gosset que, por trabalhar em pesquisa quantitativa de uma empresa

de cervejaria, não podia publicar com seu nome verdadeiro [66]. A diferença fundamental

é que os graus de liberdade da distribuição do tipo T-Student, relacionada ao parâmetro

β1 do nosso modelo (ou ao parâmetro q da q-gaussiana), é um número natural. Como os

parâmetros (β1 ou q) da distribuição P1 acima ou da q-gaussiana são reais, podemos dizer

que houve uma generalização da distribuição T-Student. O ajuste desta curva a dados de

retornos �nanceiros de ativos e índices já era conhecido na literatura [60]. Aplicação da

distribuição P1 a dados de turbulência lagrangeana serão discutidos mais adiante neste

capítulo.

Finalmente, gostaríamos de escrever a distribuição (4.54) encontrada nesta seção de

uma outra maneira, que será útil para entender o caso geral. Mais especi�camente, vamos

escrever P1(δτv) da seguinte forma

P1(δτv) =
1√

2πβ1ǫ0τ

Γ(β1 + 3/2)

Γ(β1 + 1)
1F0(β1 +

3

2
,− δτv

2

2β1ǫ0τ
), (4.55)

onde 1F0 é a função hipergeométrica generalizada de ordem (1, 0) [67], que pode ser
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escrita explicitamente em termos da chamada q-exponencial:

1F0(
1

1 − q
, x) = expq(x), (4.56)

onde

expq(x) = [1 + (1 − q)x]
1

1−q (4.57)

é a chamada função q-exponencial. A partir da identi�cação de 1F0 com uma q-exponencial,

�ca claro que nossa distribuição P1(δτv) é uma q-gaussiana com parâmetro q dado em

função de β1 de acordo com a relação

β1 +
3

2
=

1

1 − q
. (4.58)

Veremos a seguir que as fdp's encontradas para um sistema de mais escalas serão

funções hipergeométricas generalizadas de ordem (N, 0). Optamos por seguir a ordem

histórica das descobertas, por isso vamos passar a estudar com detalhe o modelo de duas

escalas, N = 2, antes de discutir o caso geral para N qualquer.

4.3.2 Incrementos de Velocidade no Modelo de Duas Escalas

Vamos agora usar a fdp de equilíbrio p2(ǫ2) do �uxo de energia ǫ2 em uma cascata

de energia com dois níveis e combiná-la com a distribuição condicional (gaussiana) dos

incrementos de velocidade para calcular a respectiva distribuição marginal P2(δτv). Ini-

cialmente, temos

P2(δτv) =

∫ ∞

0

P (δτv|ǫ2)p2(ǫ2)dǫ2. (4.59)

Inserindo (4.13) e (4.48) em (4.59), e fazendo uma série de mudanças de variável, é possível

expressar a integral acima em termos de funções transcendentais conhecidas:

P2(δτv) =
D√
2πτ

[

δτv
2

2τ

]−β2−3/2

U

(

3/2 + β2; 1 + β2 − β1;
2β2β1ǫ0τ

δτv2

)

, (4.60)

onde D é uma constante de normalização que será obtida posteriormente e U(a, b, z) é a

função hipergeométrica con�uente de segundo tipo [68]. Da mesma forma que na seção

anterior, percebemos aqui também que a distribuição de probabilidade P2(δτv) pode ser

escrita em termos de uma função hipergeométrica generalizada. Neste caso, vamos fazer
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uso da seguinte identidade [68]:

2F0(a, b, z) = (−1/z)aU(a, 1 + a − b,−1/z), (4.61)

onde 2F0 é a função hipergeométrica generalizada de ordem (2, 0). A expressão acima, vál-

ida para z < 0, pode ser aplicada na fórmula da distribuição dos incrementos, eq. (4.60),

resultando em

P2(δτv) ∝ 2F0(β2 +
3

2
, β1 +

3

2
;− (δτv)2

2β2β1ǫ0τ
). (4.62)

A constante multiplicativa pode ser calculada pela condição de normalização, a partir da

seguinte relação
∫ ∞

−∞

2F0(a, b;−cx2)dx =

√

π

c

Γ(a − 1
2
)Γ(b − 1

2
)

Γ(a)Γ(b)
. (4.63)

Portanto, a forma �nal da fdp dos incrementos de velocidade do modelo de duas escalas

�ca dada pela expressão

P2(δτv) =
1√

2πβ2β1ǫ0τ

Γ(β2 + 3
2
)Γ(β1 + 3

2
)

Γ(β2 + 1)Γ(β1 + 1)
2F0(β2 +

3

2
, β1 +

3

2
;− δτv

2

2β2β1ǫ0τ
). (4.64)

Note a semelhança desta expressão com a eq. (4.55). O modelo de uma escala espacial,

cuja fdp dos incrementos é uma q-gaussiana, conseguimos escrevê-lo como a função 1F0. O

modelo de duas escalas, de forma análoga e após um esforço muito maior, foi relacionado

à função 2F0. Como mostraremos na seção seguinte, o modelo de N escalas resulta na

função hipergeométrica generalizada de ordem (N, 0).

4.3.3 Incrementos de Velocidade no Modelo de N Escalas

Nesta seção, nosso objetivo é encontrar a forma da fdp dos incrementos de velocidade

para o nosso modelo com N escalas. Para isso, vamos partir da eq.(4.50) e usar a gaussiana

para a distribuição condicionada dos incrementos de velocidade, de modo a obter

PN(δτv) =
1√
2πτ

∫ ∞

0

pN(ǫN)ǫN
−1/2e

−δτ v2

2τǫN dǫN . (4.65)
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Substituindo a eq. (4.30) na eq. (4.65), obtemos

PN(δτv) =
1√
2πτ

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

ǫN
−1/2e

−δτ v2

2τǫN p(ǫN |ǫN−1)p(ǫN−1|ǫN−2)...p(ǫ1|ǫ0)dǫN ...dǫ1.

(4.66)

É possível mostrar (vide Apêndice C) que a integral acima, após uma sequência de mu-

danças de variáveis, pode ser expressa em termos de funções transcendentais conhecidas:

PN(δτv) =
1√

2πβ1...βNǫ0τ

N
∏

i=1

Γ(βi + 3/2)

Γ(βi + 1)
NF0(β1+

3

2
, ..., βN +

3

2
;− (δτv)2

2ǫ0τβ1...βN

), (4.67)

onde NF0 é a função hipergeométrica generalizada de ordem (N, 0). Por esta razão,

vamos nos referir ao modelo acima para a distribuição dos incrementos de velocidade

como modelo hipergeométrico generalizado (MHGN).

Os dois primeiros membros da família de funções NF0 correspondem a funções simples.

Para N = 0 temos a função exponencial,

0F0(x) = ex, (4.68)

ao passo que para N = 1 temos a q-exponencial, como mostrado na eq. (4.56). Para

esses casos, segue portanto que a distribuição PN(δτv) dada em (4.67) corresponde a

distribuições conhecidas: a gaussiana para N = 0 e a q-gaussiana para N = 1. Por outro

lado, as distribuições baseadas em NF0, com N > 1, não foram encontradas anteriormente

na literatura, sendo este trabalho, ao que nos consta, a primeira vez que elas foram

deduzidas e aplicadas a problemas físicos.

Pode-ser mostrar que a função hipergeométrica generalizada NF0 possui a seguinte

forma assintótica:

NF0(α1, ..., αN ;−x) =
N
∑

i=1

Cix
−αi [1 + O(

1

x
)], (4.69)

onde Ci são constantes, αi = βi + 3/2, e a fórmula é válida para x ≫ 1. Desta maneira,

veri�camos que a distribuição PN da eq. (4.67) possui, no limite de δτv → ∞, cauda de

lei de potência dada por

PN(δτv) ∼=
N
∑

i=1

Ci(δτv)−2βi−3. (4.70)

Os momentos pares desta distribuição podem ser calculados explicitamente a partir da
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seguinte relação

〈(δτv)2p〉 = (2p − 1)!!τ p〈ǫp
N〉, (4.71)

como pode ser facilmente veri�cada a partir de (4.65). Substituindo agora a eq. (4.34)

na equação acima, obtemos

〈(δτv)2p〉 = (2p − 1)!!ǫp
0τ

p

N
∏

i=1

p−1
∏

j=1

βi

βi − j
, (4.72)

com p um número natural. Como a função é par, os momentos ímpares são zero. Isto

está de acordo com nossa idéia de turbulência lagrangeana pois, quando tomamos os

incrementos de velocidade, estamos nos livrando de qualquer tendência que exista no

experimento. Desta maneira, a distribuição experimental também é par, pois não há

sentido preferencial.

Por simplicidade, vamos assumir a partir de agora que a dinâmica de todas as escalas

da cascata de energia se comporta da mesma maneira, a menos de uma escala temporal.

Isto signi�ca dizer que as �utuações do �uxo de energia da escala i+1 dependem do �uxo

da escala i da mesma maneira que as �utuações da escala i dependem da escala i − 1, e

assim sucessivamente. Esta a�rmação corresponde à igualdade dos parâmetros βi:

β1 = β2 = ... = βN = β. (4.73)

Como os β′
is são parâmetros livres do modelo, esta condição não é contraditória à sepa-

ração das escalas (γ1 ≪ γ2 ≪ ...γN), pois basta assumir que as constantes responsáveis

pelo ruído do modelo também possuem grande separação (κ1 ≪ κ2 ≪ ...κN) de forma a

preservar o valor dos β′s constantes. Esta condição equivale a fazer a escolha

γi ∼ κ2
i . (4.74)

Usando a identidade (4.73) na fórmula dos momentos (4.72), obtemos

〈δτv
2p〉 = (2p − 1)!!ǫp

0τ
p

(

p−1
∏

j=1

β

β − j

)N

. (4.75)

A partir da expressão acima, poderemos estimar qual a variação dos momentos conforme

mudamos a escala de tempo τ do experimento. Para isso, precisamos relembrar que

a escala espacial de um dado nível da cascata de energia está relacionada à escala de
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comprimento do nível imediatamente anterior por uma razão b (tipicamente b = 2, como

já mencionado). O mesmo pode ser dito em relação aos tempos característicos de cada

escala, e a razão entre as escalas de tempo pode ser escrita assim da forma Ti/Ti+1 = b,

resultando em

τ =
T

bN
, (4.76)

onde T é a escala de tempo integral do sistema. Pela hipótese de Taylor, ela é dada por

T = L/U0, onde L é a escala espacial integral do sistema e U0 é a velocidade média do

�uido (necessária para que haja turbulência a partir da injeção de �uxo externo). Desta

forma, os momentos (4.75) podem ser escritos em função de τ

〈(δτv)2p〉 = (2p − 1)!!ǫp
0τ

p

(

p−1
∏

j=1

β

β − j

)

1
ln b

ln(T/τ)

, (4.77)

que implica em

〈(δτv)2p〉 = (2p − 1)!!ǫp
0τ

p

(

T

τ

)
1

ln b
(−
∑p−1

j=1 ln(1−j/β))

. (4.78)

Ou seja,

〈(δτv)2p〉 ∼ τ ζ2p , (4.79)

onde o expoente de escala ζ2p é da forma

ζ2p = p +
1

ln b

p−1
∑

j=1

ln(1 − j/β) (4.80)

O limite de β → ∞ é interessante pois a densidade de probabilidade do �uxo de

energia passa a delta de Dirac e a distribuição do incrementos de velocidade tende a

uma gaussiana, retornando ao caso da teoria de Kolmogorov (K41). Para fazer contato

com esta teoria e descobrir qual o expoente previsto por este modelo, vamos expandir o

logaritmo natural em sua série de Taylor na eq. (4.80) para obter

ζ2p = p − 1

ln b

p−1
∑

j=1

∞
∑

k=1

jk

kβk
. (4.81)

Em primeira ordem de 1/β, o resultado acima pode ser escrito da seguinte forma:
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ζ2p = p − 1

ln b

p−1
∑

j=1

j

β
, (4.82)

onde a soma em j pode ser realizada facilmente (
∑p−1

j=1 j = p(p − 1)/2). Finalmente,

�camos com

ζ2p = p − p(p − 1)

2β ln b
+ O

(

1

β2

)

. (4.83)

O segundo termo acima, que dá a correção ao expoente de Kolmogorov (para turbulência

lagrageana), corresponde exatamente à previsão do modelo Log-Normal [35]. Portanto,

podemos a�rmar que, em ordem zero, nosso modelo reproduz o caso K41 e, em primeira

ordem de 1/β , reproduz a correção do expoente do modelo Log-Normal. Note que a

correção do modelo depende de b e β, que são os únicos parâmetros do nosso modelo

no equilíbrio, mas o expoente não prevê alteração para o segundo momento (ζ2 = 1).

Esta propriedade é notável, pois sabe-se que o segundo momento é o caso mais con�ável

dos dados experimentais e concordam com a teoria K41. Algumas teorias intermitentes

utilizam o segundo momento de K41 como condição de contorno para obtenção dos demais

expoentes. Por exemplo, em [35], o segundo momento é colocado de maneira ad hoc,

enquanto o nosso modelo implica esta condição naturalmente.

4.4 Aplicação a Dados de Turbulência Lagrangeana

Nesta seção, vamos utilizar a fdp resultante do nosso modelo estocástico para ajustar

dados de turbulência lagrangeana. Os dados foram fornecidos pelo grupo do Prof. Eber-

hard Bodenschatz e correspondem ao histograma de incrementos de velocidade obtidos

a partir da medição das trajetórias de microesferas em um escoamento turbulento com

o uso de lasers. A série temporal dos incrementos de velocidade é obtida a partir das

trajetórias, que foram registradas em três dimensões, e transformadas em um histograma.

Detalhes sobre o aparato experimental podem ser encontrados na Ref. [14]. Um ajuste

da distribuição P1 (correspondendo à q-gaussiana) normalizada pela variância dos dados

é mostrado na Figura 4.7. Percebe-se que o ajuste da curva não é tão bom: a curva

não captura as caudas da distribuição experimental. Se, por outro lado, variarmos o

parâmetro β1 na tentativa de ajustar melhor as caudas, perdemos o ajuste da região

intermediária, como visto na Figura 4.6. .
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Figura 4.6 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbulência lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teórica do nosso modelo dinâmico
de uma escala (N = 1), com β = 0.5, que é idêntica à distribuição q-gaussiana.

Figura 4.7 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbulência lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teórica do nosso modelo dinâmico
de uma escala (N = 1), com β = 0.9, que é idêntica à distribuição q-gaussiana.



88 CAPÍTULO 4 AS DISTRIBUIÇÕES DE EQUILÍBRIO MODELO

Os mesmos dados foram então ajustados com as distribuições PN , com N > 1. A

escolha do parâmetro N da distribuição foi feita selecionando o menor N que ajusta os

dados de maneira satisfatória. A Figura 4.8 representa a distribuição teórica do nosso

modelo com N = 5 e β = 2.1. Escalas adicionais podem ser inseridas no modelo, mas não

há mudança signi�cativa no ajuste a partir de um dado valor de N , como �ca ilustrado

na Figura 4.9, em que nosso modelo com N = 6 apresenta um ajuste aparentemente tão

bom quanto o caso N = 5. Note que, ao contrário do que acontece com a q-gaussiana

(Figura 4.7), as curvas (N = 5 e N = 6) teóricas na Figura 4.9 ajustam os dados de

maneira excelente, tanto na região central quanto nas caudas. Assim, podemos atribuir

a relativa falta de sucesso da curva q-gaussiana, no ajuste aos dados de turbulência

lagrangeana, à escolha insu�ciente do número de escalas.

4.5 Aplicação a Dados de Turbulência Euleriana

Nesta seção, vamos utilizar a fdp resultante do nosso modelo estocástico para ajustar

dados de turbulência euleriana. A partir da eq. (4.30) para o �uxo de energia da menor

escala ǫN , podemos construir a distribuição P (δrv) para incrementos de velocidade δrv =

v(x+r)−v(x), medidos com separação espacial r, da seguinte forma. Inicialmente, vamos

expressar a distribuição marginal de probabilidade P (δrv) como

P (δrv) =

∫ ∞

0

P (δrv|ǫr)p(ǫr)dǫr, (4.84)

onde P (δrv|ǫr) é a distribuição de probabilidade condicional de δrv para um valor �xo de

ǫr. Como a intermitência está relacionada com a �utuação de ǫr, é razoável assumir que a

estatística dos incrementos de velocidade para um ǫr �xo é descrita por uma distribuição

gaussiana. Esta hipótese está em concordância com experimentos [69, 70]. Então,

podemos escrever

P (δrv|σr) =
1

√

2πσ2
r

exp

[

−(δrv)2

2σ2
r

]

, (4.85)

onde σ2
r é a variância aleatória de δrv para um valor �xo de ǫr. Em geral, pode-se associar

σ2
r com a taxa local de dissipação de energia ǫr [71]. Mais formalmente, podemos escrever

σ2
r ≡ 〈δrv

2|ǫr〉 = 〈δrv
2〉ǫr

ǫ0

. (4.86)
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Figura 4.8 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbulência lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teórica do nosso modelo dinâmico
de cinco escalas (N = 5), com β = 2.1.

Figura 4.9 Histograma normalizado dos incrementos de velocidade em turbulência lagrangeana
reportado por Bodenschatz et al. [15]. Ajuste dado pela curva teórica do nosso modelo dinâmico
de cinco escalas (N = 5), com β = 2.1 e o modelo de seis escalas (N = 6), com β = 2.5.



90 CAPÍTULO 4 AS DISTRIBUIÇÕES DE EQUILÍBRIO MODELO

Das equações (4.85) e (4.86), segue que a fdp normalizada para δrv pode ser escrita

na forma

P (δrṽ) =

∫ ∞

0

p(ǫ̃r)√
2πǫ̃r

exp

[

−(δrṽ)2

2ǫ̃r

]

dǫ̃r, (4.87)

onde δrṽ = δrv/
√

〈δrv2〉 é o incremento de velocidade normalizado e ǫ̃r = ǫr/ǫ0 é o �uxo

de energia normalizado da escala r. Note que, como escolhemos uma gaussiana de média

zero em (4.85), nosso modelo descreve apenas a parte simétrica da fdp dos incrementos

de velocidade, cuja forma não gaussiana é uma assinatura da intermitência. A parte

assimétrica da fdp pode estar relacionada com o movimento dos vórtices, que se dobram

e se esticam, e será por enquanto deixada de fora do modelo.

Substituindo a eq. (4.30) em (4.87), e aplicando a mesma sequência de mudanças de

variável mencionada na seção anterior, obtemos

PN(δrṽ) =
1√

2πβ1...βN

N
∏

i=1

Γ(βi + 3/2)

Γ(βi + 1)
NF0(β1 +

3

2
, ..., βN +

3

2
;− (δrṽ)2

2β1...βN

). (4.88)

Esta distribuição é a forma normalizada da distribuição dada pela eq. (4.67). Nesse caso,

a fórmula dos momentos análoga a (4.72) torna-se

〈(δrṽ) 2p〉 = (2p − 1)!!
N
∏

i=1

p−1
∏

j=1

βi

βi − j
. (4.89)

Novamente aplicamos a condição βi = β para todo i e �camos com

〈(δrṽ) 2p〉 = (2p − 1)!!

(

p−1
∏

j=1

β

β − j

)N

. (4.90)

Repetindo os passos da dedução da eq. (4.79), com r = L/bN , obtemos a seguinte relação

de escala:

〈(δrṽ)2p〉 ∼
( r

L

)−ζ2p

, (4.91)

onde

ζ2p =
1

ln b

p−1
∑

j=1

(j/β). (4.92)

Desta forma, a eq. (4.92) mostra uma correção ao expoente de escala dos momentos

da distribuição dos incrementos de velocidade devido à intermitência. Como a variável

(δrṽ) 2p é normalizada pelo desvio padrão, a dependência de 〈δrv
2〉 em r é também uma
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parâmetro livre do modelo. Mais explicitamente temos

〈(δrṽ)2p〉 ∼ 〈δrv
2〉p
( r

L

)−ζ2p

. (4.93)

Vamos agora aplicar nosso modelo a um conjunto de dados de turbulência euleriana.

As medições foram publicadas na Ref. [72] e gentilmente fornecidas pelo grupo do Prof.

Benoit Chabaud. O experimento consiste na medição da velocidade do escoamento ao

longo do eixo no qual um �uxo de hélio gasoso a baixa temperatura é injetado em um

cilindro. O �uxo de injeção, mantido constante, atinge um sensor e, na base do cilindro,

faz o caminho de volta para o tanque, como reproduzido na Figura 4.10. Neste experi-

mento, existe apenas um sensor que registra dados de voltagem a serem transformados

em uma série de velocidades. Detalhes sobre o aparato experimental podem ser encon-

trados em [73]. Seguimos as recomendações para transformar os dados de voltagem em

dados de velocidade, gerando uma série temporal (com cerca de 107 pontos) para cada

número de Reynolds. Cada série temporal foi registrada com uma dada frequência, 1/τ0,

de forma que sabemos qual o intervalo de tempo a que corresponde um dado incremento

de velocidade. De�nimos a série de incrementos de velocidade como

δr0v(j) = v(j + 1) − v(j), (4.94)

com j variando de 1 até o �nal da série de medições de velocidade e r0 correspondendo

à menor escala do experimento. Esta escala pode ser estimada utilizando a hipótese de

Taylor

r0 = Uoτ0, (4.95)

onde U0 é a velocidade média do escoamento e τ0 é o inverso da frequência temporal dos

registros. Desta forma, obtemos uma série temporal estacionária, δr0v(i), e calculamos

seu desvio padrão. Em seguida, dividimos os dados pelo desvio padrão e distribuímos os

valores em intervalos de mesmo comprimento cuja posição variou tipicamente de −15σ

a +15σ, em um total de 100 intervalos. Contamos a ocorrência de cada intervalo e

construímos o histograma empírico normalizado, P (δrṽ). Na Figura 4.11 mostramos um

exemplo da série temporal dos incrementos de velocidade para um dos experimentos

de turbulência euleriana. Note que a série possui um comportamento aparentemente

aleatório.

Como o experimento possui um �uxo injetado para baixo, existe uma direção prefer-

encial dos incrementos de velocidade e o histograma obtido não é simétrico, apesar de ter
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Figura 4.10 Esquema do aparato experimental utilizado para medir velocidades em turbulência
euleriana [74].

Figura 4.11 Exemplo de série temporal dos incrementos de velocidade para turbulência eule-
riana como medida na Ref. [74]. O eixo vertical está normalizado pelo desvio padrão σ da série.
Para este experimento, temos Re = 295000 e r0 = 0, 7 × 10−5m.
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média zero. Visto que estamos interessados em ajustar apenas a parte simétrica da fdp,

tomamos apenas a parte par do histograma, P+(δr0 ṽ), de�nida como

P+(δr0 ṽ) =
1

2
[P (δr0 ṽ) + P (−δr0 ṽ)] . (4.96)

Escolhemos a menor escala dos experimentos, r0, para um determinado número de Reynolds

e comparamos com a fdp resultante do nosso modelo, dada por (4.88). A primeira fdp

a ser considerada é a função 1F0 (q-gaussiana) e possui um ajuste bem melhor que a

gaussiana (0F0), como já é de conhecimento na literatura [16], e como pode ser visto na

Figura 4.12. Note que a distribuição gaussiana falha no ajuste das caudas, enquanto a

distribuição 1F0 ajusta melhor os dados. Então, resolvemos inserir mais níveis na cascata

de energia para veri�car o ajuste das funções NF0 com N > 1. Neste sentido, inserimos

mais uma escala no modelo e percebemos que o ajuste com a função 2F0 é ainda melhor.

Damos continuidade ao processo até chegar ao modelo com menor número de escalas

que forneça uma boa concordância com os dados. Esse procedimento está ilustrado na

Figura 4.13 para o caso R = 295000. Note que para poucos níveis, N = 4 e N = 5,

nosso modelo consegue ajustar de maneira excelente o histograma tanto na região central

quanto na região das caudas. Modelos com mais escalas possuem também um ajuste tão

bom ou ligeiramente superior aos considerados, mas o ganho no ajuste é praticamente

imperceptível e o custo computacional não é compensado.

Resolvemos testar a fdp do modelo em séries temporais com escalas maiores, para

acessar outro nível da cascata. Para isso vamos de�nir escalas sucessivas pela fórmula

ri = 2ir0, (4.97)

onde o fator 2 foi escolhido por conveniência. A partir desta transformação, podemos

de�nir as séries δri
v por

δri
v(j) = v(j + 2i − 1) − v(j − 1), (4.98)

de maneira análoga à eq. (4.94). Com estas novas séries, podemos construir o his-

tograma normalizado para cada uma delas e ajustar uma sequência de funções NF0 da

seguinte forma: descobrimos qual o menor valor de N que ajusta bem os dados da menor

escala r0. Em seguida, passamos a ajustar a escala seguinte, r1, com N − 1. Con-

tinuamos o procedimento até atingirmos o caso N = 1. Repetimos esta sequência de

ajustes para diversos números de Reynolds. As �guras mostram dados e ajustes com
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Figura 4.12 Turbulência Euleriana. R = 295000 e r0 = 0, 7 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 0 e N = 1,β = 1.8.

Figura 4.13 Turbulência Euleriana. R = 295000 e r0 = 0, 7 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 1,β = 1.8; N = 2,β = 3.4 ;
N = 3,β = 5.0; N = 4,β = 6.5; N = 5,β = 7.9. Mostramos apenas o semi-eixo positivo de δr0v.
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R = 8500 (Figura 4.14), R = 29830 (Figura 4.15), R = 58300 (Figura 4.16), R = 115000

(Figura 4.17), R = 295000 (Figura 4.18), R = 757000 (Figura 4.19). As escalas r0 de

observação estão registradas em cada grá�co. As curvas sofreram uma translação ver-

tical para uma melhor visualização. Note que as fdps do modelo ajustam os dados de

maneira considerável na região central e nas caudas, tanto para as menores escalas quanto

para as maiores escalas, em que os histogramas já apresentam um formato aproximada-

mente retilíneo, correspondendo a uma distribuição exponencial, indicando que as escalas

seguintes terão um comportamento mais próximo do gaussiano, como esperado em nosso

modelo.

Como mencionamos anteriormente, o número exato de escalas de uma cascata para

uma certa experiência não é uma informação que pode ser obtida a partir dos dados, pois

um número ainda maior de escalas pode ser sempre considerado, gerando um ajuste cuja

melhoria no ajuste é irrelevante. Contudo, não estamos dispostos a responder esse tipo de

questionamento, já que a própria cascata de energia é um artefato teórico que não pode

ser medido diretamente nos experimentos. A pergunta que deve ser feita é: um modelo

de cascata com N escalas descreve uma dada classe de experimentos? Se a resposta for

positiva, então �caremos com o modelo mais simples dentre eles. Esta argumentação

é necessária, pois veremos que o modelo Log-Normal pode ser interpretado como uma

cascata contínua na próxima seção.

4.6 Cascata Contínua de Energia e o Modelo Log-Normal

O modelo Log-Normal foi introduzido no capítulo 2 como um dos modelos básicos de

intermitência. Ele surgiu da necessidade de inserir �utuações no �uxo de energia para

tentar contornar a crítica levantada por Landau [13] sobre a intermitência. Uma expli-

cação razoável para o modelo Log-Normal é que a energia, quando passa de uma escala

para outra, sofre um ganho ou perda mensurado por uma variável aleatória. Quando

consideramos diversas escalas, a energia sofre este efeito diversas vezes e chega na es-

cala menor alterada por um produto destas variáveis aleatórias. Estas variáveis podem

ser consideradas como identicamente distribuídas e independentes. Logo, o produto de

muitas delas se aproxima a uma distruição Log-Normal, visto que o log do �uxo de ener-

gia é uma soma de muitas variáveis e, pelo Teorema do Limite Central [64], sabe-se que

a distribuição resultante desta soma é uma Normal. Curiosamente, este argumento foi

empregado por Kolmogorov ainda em 1941 para justi�car o modelo Log-Normal da dis-
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Figura 4.14 Turbulência Euleriana. R = 8500 e r0 = 4, 0×10−5m. Ajustes dados pelas curvas
teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 12; N = 4, β = 10; N = 3,
β = 8.8; N = 2, β = 7.8; N = 1, β = 5.4.

Figura 4.15 Turbulência Euleriana. R = 29830 e r0 = 1, 8 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 8.7; N = 4, β = 7.3; N
= 3, β = 6.3; N = 2, β = 5.7; N = 1, β = 4.7.
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Figura 4.16 Turbulência Euleriana. R = 58300 e r0 = 1, 5 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 6.8; N = 4, β = 5.5; N
= 3, β = 5.2; N = 2, β = 5.0; N = 1, β = 4.4.

Figura 4.17 Turbulência Euleriana. R = 115000 e r0 = 0, 8 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 8.0; N = 4, β = 6.4; N
= 3, β = 6.2; N = 2, β = 5.8; N = 1, β = 3.6.



98 CAPÍTULO 4 AS DISTRIBUIÇÕES DE EQUILÍBRIO MODELO

Figura 4.18 Turbulência Euleriana. R = 295000 e r0 = 0, 7 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 8.0; N = 4, β = 7.0; N
= 3, β = 6.0; N = 2, β = 5.0; N = 1, β = 4.0.

Figura 4.19 Turbulência Euleriana. R = 757000 e r0 = 0, 6 × 10−5m. Ajustes dados pelas
curvas teóricas do nosso modelo com parâmetros dados por N = 5, β = 8.4; N = 4, β = 8.0; N
= 3, β = 7.0; N = 2, β = 6.0; N = 1, β = 3.7.
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tribuição dos tamanhos de rochas [34]. A distribuição foi resgatada em 1962 no contexto

de turbulência, mas Kolmogorov e Obukhov não ousaram invocar a mesma argumen-

tação por parecer bastante especulativa quando aplicada à cascata de energia, do ponto

de vista matemático. Alguns anos mais tarde, Gurvich e Yaglom [74] propuseram um

modelo Log-Normal como resultante de um produtório de fatores aleatórios, com o uso

do Teorema do Limite Central.

Queremos mostrar que o nosso modelo dinâmico estocástico reproduz a mesma dis-

tribuição Log-Normal para o �uxo de energia quando consideramos uma cascata in�nita.

Como o modelo fornece um procedimento para calcular a fdp do �uxo de energia como

uma sequência de integrais, precisamos mostrar que uma sequência in�nita de integrações,

no sentido da eq. (4.65), converge para a distribuição Log-Normal. Para isso, poderíamos

considerar os momentos desta distribuição Log-Normal e mostrar que podem ser re-

produzidos pela distribuição limite (N → ∞). Esta condição é necessária, mas não é

su�ciente para dizer que as duas distribuições são iguais. A distribuição Log-Normal não

é de�nida unicamente pelos seus momentos [75] e a demonstração deste teorema será

feita de forma mais cuidadosa com o uso do TLC (Apêndice D).

Teorema 4.2 Seja

PN(ǫ) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

P (ǫ|ǫN−1)...P (ǫ1|ǫ0)dǫN−1...dǫ1, (4.99)

onde P (ǫi|ǫi−1) é dado pela eq. (4.2). Então, se β/N = 1
σ2 , temos

lim
N→∞;β→∞

PN(ǫ) =
1

ǫσ
√

2π
e−

(ln ǫ−µ)2

2σ2 . (4.100)

A demonstração é dada no Apêndice B. Alternativamente, podemos veri�car de forma

mais imediata que os momentos da distribuição limite descrita no teorema são os mesmos

de uma Log-Normal. Note que, utilizando a eq. (4.32) para os momentos de ǫN ,

〈ǫp〉 = 〈ǫp
0〉

p−1
∏

j=1

(

β

β − j

)N

, (4.101)

e fazendo β = N/σ2, podemos escrever o limite

lim
N→∞;β→∞

〈ǫp〉 = ǫp
0 lim

N→∞

p−1
∏

j=1

(

1 − jσ2

N

)−N

. (4.102)

Reconhecendo no limite da expressão acima a de�nição da função exponencial, �camos
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com

lim
N→∞;β→∞

〈ǫp〉 = ǫp
0e
∑p−1

j=0 jσ2

. (4.103)

Aplicando a fórmula da soma,
∑p−1

j=1 = p(p − 1)/2, obtemos

lim
N→∞;β→∞

〈ǫp〉 = ǫp
0e

p(p−1)σ2

(4.104)

Assim, encontramos os momentos de uma curva Log-normal de média ǫ0 = eµ+σ2

2 e se-

gundo momento dado por eσ2
ǫ2
0. O modelo Log-Normal para turbulência consiste também

em uma prescrição de como σ2 deve depender da escala r do experimento. Por exemplo,

Kolmogorov em K62 escolheu uma dependência logarítima para σ2 como mostrado em

(2.47). Mais recentemente, outros autores [41] propuseram uma lei de potência do tipo

σ2 ∼ 1

rα
, (4.105)

com α > 0.

Um detalhe precisa ser esclarecido nesta etapa. Apesar de o nosso modelo resultar

no modelo Log-Normal, precisamos tomar um número in�nito de níveis de modo que,

para a expressão L/r = bN ser satisfeita para comprimentos �nitos, teríamos que fazer

b → 1. Neste caso, não seria tão justi�cável a separação de escalas temporais, já que

as escalas estariam muito próximas, de forma que a aproximação de separação temporal

usada no Teorema 4.1 não deveria ser aplicada. Portanto, apesar de existir matematica-

mente o limite contínuo para o nosso modelo e este limite resultar no conhecido modelo

Log-Normal, ainda não temos uma visão clara de como isto pode ser realizado experimen-

talmente para a�rmar quando o modelo Log-Normal (N in�nito) seria mais apropriado

do que os demais modelos de N �nito.

Em resumo, conseguimos ligar o nosso modelo estocástico ao modelo K41 e ao modelo

K62, no limite de uma cascata contínua, β → ∞ e N → ∞. Além disso, veri�camos que

o modelo q-gaussiano pode também ser obtido no caso N = 1. Portanto, temos o nosso

modelo como um modelo que não �xa o número de escalas da uma cascata de energia a

priori. O número de escalas é encontrado de acordo com os dados experimentais e, como

vimos na seção anterior, temos um número diferente de escalas na cascata conforme

variamos a escala de observação.



Capítulo 5

Aplicações à Econofísica

Neste capítulo, fazemos uma breve revisão da literatura dos modelos estocásticos para

a dinâmica de preços de ativos negociados no mercado �nanceiro. Estamos interessados

no modelo de Black-Scholes (BS) de preci�cação de opções e suas modi�cações em que

a volatilidade dos retornos é uma variável estocástica. Apresentaremos um novo modelo

de volatilidade estocástica de duas escalas, fortemente baseado no MHG. Este modelo é

uma generalização do modelo de Hull-White [24] e prevê uma auto-correlação dada pela

soma de dois decaimentos exponenciais, cada um com um tempo de relaxação diferente.

Isto concorda com observações dos preços reais de bolsas de valores, inclusive a brasileira

[25]. Aplicamos a fdp do modelo de duas escalas (2F0) aos dados da série histórica

do IBOVESPA e encontramos um ótimo ajuste. Mostramos que mais escalas podem

ser consideradas e aplicamos a fdp geral do nosso modelo (NF0) à série histórica do

IBOVESPA para diferentes escalas temporais de observação.

Utilizaremos uma fórmula de Merton para corrigir os preços de derivativos a partir

de um modelo de volatidade estocástica para duas escalas, em que fazemos uma analogia

entre volatilidade e �uxo de energia. Traçamos a curva que representa o chamado sorriso

da volatilidade implícita (�volatility smile�) a partir do nosso modelo de duas escalas.

Estimamos também a mesma curva para o modelo de um nível, a título de comparação,

visto que este é semelhante ao modelo proposto com base na distribuição q-gaussiana para

os retornos [60]. Selecionamos os parâmetros que melhor ajustam a fdp do modelo de uma

escala a dados reais de fechamento de um ativo e mostramos um grá�co de preci�cação

do modelo em função do tempo em comparação aos preços reais de uma opção sobre este

ativo e ao modelo de Black-Scholes.

5.1 Opções e Modelo de Black-Scholes

No mercado �nanceiro, empresas que resolvem abrir seu capital podem ter seus papéis,

ou ações (que são frações da empresa), negociados diariamente. O detentor de uma ação

101
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é dono de parte da empresa e pode vender esta parte pelo preço de mercado quando

tiver interesse. Contudo, as várias ordens de compra e venda são submetidas à bolsa em

quantidades diferentes. Como o número de negócios é muito alto, esta diferença entre

oferta e demanda altera o preço de uma ação ao longo do tempo. Isto signi�ca que o

valor de mercado de uma empresa não depende diretamente do seu balanço contábil, mas

depende sobretudo do interesse das pessoas em comprar e vender suas ações.

A cada período de tempo, que pode ser de segundos, a bolsa de valores registra o

preço de mercado com que determinado papel está sendo negociado. Assim, depois de

vários registros, os preços do ativo podem ser vistos como uma série temporal. Aqui,

o preço de uma ação, que depende do tempo, será representado por S(t). Contudo,

esta série temporal não parece universal pois existem tendências que são diferentes a

depender da empresa negociada. Para obtermos uma série temporal universal, no sentido

de ser semelhante para todas as empresas, devemos aplicar uma transformação à série

dos preços. Em termos de turbulência, é como se estivéssemos diante de uma série de

velocidades. Esta série depende de uma velocidade média do escoamento e não pode ser

comparada a experimentos distintos. Quando extraímos apenas a série dos incrementos

de velocidade, que não possui tendência, obtemos uma série estacionária. O mesmo pode

ser feito para os preços através da transformação que de�ne os retornos �nanceiros, rτ (t),

calculados para uma dada escala de tempo τ , como sendo a variação logarítimica do preço

rτ (t) = lnS(t) − ln S(t − τ). (5.1)

O estudo da série temporal dos retornos mostra que, para um período de algumas

horas, os retornos possuem auto-correlação aproximadamente nula para qualquer ativo

�nanceiro. Isto pode ser entendido a partir da hipótese do mercado e�ciente [76], que

supõe a existência de um mecanismo auto-regulador no mercado, de forma que todas

as oportunidades de ganhar �dinheiro certo� (chamadas no jargão do mercado de �arbi-

tragem�) são rapidamente exploradas pelos participantes e deixam de existir. A auto-

correlação dos retornos é uma dessas oportunidades que, se existisse, seria rapidamente

explorada até um ponto que seria de conhecimento público e que ninguém conseguiria

aproveitá-la para obter lucro.

A série de retornos também parece auto-similar. Se reescalarmos o tempo (que pode

ser feito recalculando a série de preços com outro período de tempo τ) obtemos uma série

com movimentos semelhantes à anterior, apenas com variância diferente. A partir de uma

simples inspeção visual, é notável a semelhança desta série de retornos com o Movimento

Browniano. Na verdade, em respeito a ordem dos acontecimentos, um comportamento do
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tipo Movimento Browniano já tinha sido estudado no contexto de �nanças por Bachelier

em 1900 [17], cinco anos antes de Einstein (1905), que estudou o problema do movimento

aleatório de partículas macroscópicas �utuando na água [18]. Bachelier utilizou de forma

pioneira matemática avançada no estudo de preci�cação de derivativos em sua tese, que

resultou na primeira modelagem matemática do Movimento Browniano.

Apenas em 1973 houve uma formalização matemática adequada do problema de pre-

ci�cação de certos contratos derivativos, chamados de opções, que resultou no famoso

modelo de Black-Scholes [23]. Os contratos de opções possuem um preço ajustado pela

oferta e demanda, mas este preço depende sensivelmente da ação a que se refere a opção.

Pelo fato de o preço desses contratos derivar do preço da ação, tais instrumentos são

chamados de derivativos.

Especi�camente, uma opção de compra (call) é um contrato em que um dos par-

ticipantes, chamados de comprador da opção, paga pelo direito de poder comprar uma

determinada ação S por um preço K combinado, ou preço de exercício, no dia do venci-

mento T . O participante que está na outra ponta da operação, chamado o lançador da

opção, terá que honrar seu compromisso de vender a ação, caso seja solicitado pelo com-

prador, pelo preço K combinado. No dia do vencimento, caso a ação tenha um valor

de mercado menor que o valor de exercício K, o comprador da opção não vai exercer

seu direito, pois será mais barato comprar a ação no mercado, e dizemos que a opção

�virou pó�. Porém, se a ação tiver um valor de mercado maior que o preço de exercício,

o comprador da opção exercerá seu direito e comprará a ação pelo preço K. Assim, ele

poderá vender o mesmo papel no mercado pelo preço S e lucrar S − K.

Similarmente, uma opção de venda (put) é um contrato em que um participante

paga pelo direito de vender uma determinada ação por um preço combinado em um dia

futuro [77]. Estes instrumentos foram inventados inicialmente com o intuito de oferecer

aos participantes do mercado uma maneira de evitar riscos a um preço razoável. Contudo,

diversos participantes do mercado perceberam que a própria de�nição das opções implica

em uma dinâmica rápida cujos ganhos (e perdas) percentuais são extremamente elevados.

Desta forma, opções tornaram-se também um objeto de investimento (e especulação) e

uma fórmula que indique o seu preço teórico (ou justo), em um determinado dia, é uma

oportunidade de negócio interessante.

O modelo de Black-Scholes (BS) tem como objetivo utilizar uma equação diferencial

estocástica para modelar o preço dos ativos e a hipótese de não arbitragem para deduzir

uma fórmula para o preço justo de uma opção. O preço justo, por de�nição, seria o preço

pelo qual a opção pode ser negociada sem favorecer nenhuma das partes e, portanto,
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deveria ser o preço de mercado. Desta maneira, se alguém precisar de uma opção de

compra ou de venda para proteger-se do risco do mercado, ele pode aplicar o modelo de

Black-Scholes para saber se está com vantagem ou desvantagem ao assumir uma dada

posição no mercado de opções. Similarmente, pode-se utilizar esta fórmula para descobrir

má preci�cação de opções e explorar arbitragens estatísticas, ou seja, oportunidades cujo

ganho não é garantido, mas é provável.

Tecnicamente, o modelo de Black-Scholes consiste em uma equação para a dinâmica

dos preços

dS = µSdt + σSdW, (5.2)

onde µ e k são parâmetros reais positivos do modelo e dW é um ruído branco (incremento

do processo de Wiener) de média zero e variância dt. O processo estocástico que governa

S(t), de�nido em (5.2), é conhecido como Movimento Browniano Geométrico e apresenta

uma tendência exponencial. Portanto, não é um proceso estacionário. Isto signi�ca que

os preços são distribuídos segundo uma distribuição Log-Normal, ou seja, os retornos são

distribuídos segundo uma curva normal, como pode ser facilmente veri�cado. De fato,

de�nindo o retorno r(t) como

r(t) = ln S(t) (5.3)

e aplicando o lema de Itô (Apêndice A), obtemos

dr =
dS

S
− dS2

2S2
. (5.4)

Inserindo (5.2) na equação acima resulta

dr =

[

µ − 1

2
σ2

]

dt + σdW, (5.5)

que é a equação para um movimento browniano, cuja distribuição é uma gaussiana com

média m = (µ − σ2

2
)t e variância var[r] = σ2t.

O valor de uma opção também é uma função do tempo que chamaremos de V (S, t).

Esta opção vence no instante T e o preço de exercício é K. A dedução original da

fórmula de Black-Scholes para o preço da opção consiste em construir uma estratégia de

investimento que combina compra de ações e opções. Este portfólio será formado com a

compra de uma opção de compra sobre uma determinada ação S e a venda simultânea

de ∆ unidades desta mesma ação S. O valor deste portfólio no instante t é denotado por
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Π e sua fórmula é dada por

Π(S, t) = −S∆(S, t) + V (S, t), (5.6)

onde o sinal de − no termo S signi�ca que vendemos a ação. Suponha agora que o número

de ações na carteira é mantido com o valor

∆ =
∂V

∂S
, (5.7)

que será sempre ajustado com o passar do tempo. Note que nesse caso uma variação

in�nitesimal do preço do portfólio é dada por

dΠ = −
(

∂V

∂S

)

dS + dV. (5.8)

Aplicando agora o lema de Itô (Apêndice A) diretamente à variável V , obtemos

dV =
∂V

∂t
dt +

∂V

∂S
dS +

1

2

∂2V

∂S2
dS2. (5.9)

Inserindo a equação acima em (5.8), obtemos

dΠ = −∂V

∂S
dS +

∂V

∂t
dt +

∂V

∂S
dS +

1

2

∂2V

∂S2
dS2. (5.10)

Inserindo a eq. (5.2) na equação acima, chegamos na equação para a evolução de Π,

dΠ =

(

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂2V

∂S2

)

dt. (5.11)

A passagem crucial agora é perceber que este processo não é estocástico. Isto signifca

que o porfólio Π é livre de risco e, pela hipótese do mercado e�ciente, ele deveria render o

mesmo que qualquer outro processo livre de risco (como poupança ou CDB). Caso tivesse

um retorno maior que a taxa r de retorno de um ativo livre de risco, os participantes

poderiam pegar dinheiro emprestado a uma taxa r, assumindo a posição da carteira

montada em (5.6), ou seja, comprariam o portfólio Π pois o lucro seria su�ciente para

pagar o empréstimo. Caso o portfólio rendesse menos que r, os participantes optariam por

uma posição inversa à de�nida em (5.6), ou seja, venderiam o portfólio Π e emprestariam

o dinheiro obtido na venda a um juros dado por pela taxa livre de risco r. Assim, a única

maneira do portfólio criado no modelo de BS satisfazer a hipótese do mercado e�ciente
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(ausência de arbitragem) é que seu retorno seja exatamente r, ou seja,

dΠ = rΠdt (5.12)

Podemos utilizar a condição acima em (5.11) para obter

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (5.13)

Esta equação diferencial parcial de segunda ordem é a chamada equação de Black-Scholes.

Aplicando as seguintes condições de contorno para o preço de uma opção de compra (call)

C(0, t) = 0, ∀ t, (5.14)

lim
S→∞

C(S, t) = S, (5.15)

C(S, T ) = max(S − K, 0), (5.16)

é possível resolver a eq. (5.13). Após fazer os respectivos cálculos, obtemos a fórmula

�nal para o preço de uma opção de compra (call) [23]

CBS(S, t; σ) = SN(d1) − Ke−r(T−t)N(d2), (5.17)

onde os parâmetros d1 e d2 são dados por

d1 =
ln(S/K) + (r + σ2/2)(T − t)

σ
√

T − t
, (5.18)

d2 = d1 − σ
√

T − t, (5.19)

e N(x) é a distribuição normal padrão acumulada

N(x) =
1

2π

∫ x

−∞

e−z2/2dz. (5.20)

Na equação (5.17), usamos o subscrito BS para denotar o preço de uma opção de compra

(call) dado pelo modelo de Black-Scholes e, por conveniência, explicitamos a dependência

na volatilidade σ. Uma observação precisa ser feita quanto ao tipo de opção que obedece a

este modelo. Consideramos que a opção só pode ser exercida no dia do vencimento. Este
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tipo de opção faz parte de uma categoria chamada de opções Européias, ao contrário

das opções Americanas, que podem ser exercidas a qualquer momento, até o dia do

vencimento.

O modelo de preci�cação de Black-Scholes foi deduzido de uma maneira alternativa

por Merton [78]. Alguns anos depois, o modelo ganhou grande popularidade entre

acadêmicos e pro�ssionais do mercado, ainda que haja alguma crítica na aplicação prática

do modelo [79]. O fato é que o modelo passou a ser uma referêcia no estudo de preci�cação

de qualquer derivativo �nanceiro e recebeu diversas modi�cações nos últimos anos. Em

1997, Merton e Scholes receberam o prêmio Nobel da Economia pelo seus trabalhos na

preci�cação de opções. Black não foi agraciado com o prêmio, pois viera a falecer em

1995, mas foi mencionado como colaborador pelo comitê de premiação.

5.2 Mercados Reais : o �Sorriso� da Volatilidade e Leis de

Potência

No �nal dos anos 80, a partir da crise de 1987, as opções negociadas nos mercados

dos Estados Unidos começaram a apresentar características inéditas [77]. Quando sub-

stituímos os preços reais negociados no mercado de opções no modelo de Black-Scholes,

obtemos a volatilidade, que é único parâmetro que não é observado diretamente. Esta

constante do modelo de Black-Scholes pode ser calculada desta forma para cada preço

de exercício K, possibilitando a construção de uma curva σBS vs. K, onde σBS é a

volatilidade que, por ser calculada de maneira indireta a partir do modelo, é chamada de

volatilidade implícita. De acordo com o modelo de BS, este grá�co deveria mostrar ape-

nas uma função constante, visto que por de�nição σBS é um parâmetro �xo do modelo,

mas a curva real possui concavidade para cima. Este fenômeno é conhecido como �sor-

riso da volatilidade� (volatility smile) como ilustrado na Figura 5.1. Na prática, signi�ca

que o modelo de Black-Scholes não funciona da mesma maneira para todos os preços de

exercício. Ou seja, σ não pode ser uma constante.

Além disso, a abundância de dados observacionais do mercado para intervalos de

tempo cada vez mais curtos revelou que a hipótese de Black-Scholes (de que os retornos

eram distribuído segundo uma curva gaussiana) não é verdade. Escalas de horas, minutos

e segundos mostram que a distribuição dos retornos �nanceiros se distancia cada vez

mais de uma curva normal e passa a apresentar caudas gordas, estilo lei de potência

[80]. Isto signi�ca que eventos considerados raros pelo modelo de BS acontecem com
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Figura 5.1 Volatilidade implícita das ações da Vodafone (VOD) em função da razão K/S. A
concavidade desta curva representa o chamado �sorriso da volatilidade�.

mais frequência do que se imaginava. Isto também pode estar relacionado ao fato da

volatilidade dos preços variar de forma intermitente com o tempo.

Existem diversas maneiras de modelar a volatilidade. Os modelos discretos incluem

modelos tipo ARCH [81] e suas generalizações naturais, GARCH [82], EGARCH [83],

etc. Estes modelos assumem que as �utuações (incrementos quadráticos) presentes são

funções das �utuações imediatamente anteriores. A forma desta função vai de um modelo

de combinação linear (ARCH) até generalizações mais so�sticadas. Neste caso, dizemos

que o modelo prevê a volatilidade realizada, pois está estudando a série temporal da

volatilidade e não o valor implícito a partir de um modelo de preci�cação de derivativos.

Uma abordagem interessante para previsão de volatilidade é a utilização de inteligência

arti�cial (Redes Neurais e Algorítmos Genéticos) [84], onde a volatilidade é estudada

também como uma série temporal. Neste caso, a rotina tenta mapear os valores passados

em um valor futuro a partir de uma combinação não linear com alguns parâmetros livres

(pesos) que serão ajustados conforme a rede neural passe por um treinamento exaustivo

(tentativa e erro).

Especi�camente nesta tese, estamos interessados apenas em modelos de volatilidade

estocástica, como o modelo de Hull-White [24] e o modelo de Heston [85], pela semel-

hança que estes modelos possuem com o Modelo Hipergeométrico Generalizado para



5.3 MODELOS DE VOLATILIDADE ESTOCÁSTICA 109

�utuações de velocidade em um escoamento turbulento. Esses modelos consideram que a

volatilidade obedece a um determinado processo estocástico, sendo que a diferença entre

os modelos é a forma funcional do respectivo termo estocástico. Vamos revisar a seguir

alguns modelos de volatilidade estocástica mais relevantes para nosso estudo antes de

introduzirmos nosso modelo MHG no contexto de �nanças.

5.3 Modelos de Volatilidade Estocástica

Vamos apresentar e comentar rapidamente alguns modelos de volatilidade estocástica

para entender qual o cenário acadêmico no qual o MHG será inserido e em que sentido

podemos dizer que ele é uma generalização natural de modelos anteriores. Inicialmente,

temos o modelo de Heston [85]

dS = µSdt +
√

vSdW1, (5.21)

dv = −γ(v − θ)dt + κ
√

vdW2, (5.22)

E[dW1dW2] = ρdt. (5.23)

A primeira equação é idêntica à equação de BS, mas o termo de volatilidade passa

a ser também modelado por uma equação diferencial estocástica que possui reversão à

média (isto é, a volatilidade tende a voltar para seu valor médio após grandes �utuações,

uma propriedade observada nos mercados em geral) e um ruído com amplitude propor-

cional a
√

v, resultando em �utuações que crescem com magnitude do presente valor da

volatilidade. A volatilidade no modelo de Heston pode atingir o valor zero mas, neste

caso, ela volta rapidamente a um valor positivo. É possível mostrar que, no equilíbrio,

a volatilidade do modelo de Heston atinge uma distribuição do tipo gama, que possui

uma cauda que cai exponencialmente [85]. A equação (5.23) representa uma dependência

entre os ruídos do modelo que pode ser observada (ρ 6= 0) ou não (ρ = 0) no mercado.

Geralmente, existe uma dependência entre o retorno anterior e a volatilidade seguinte,

mas o inverso não é verdade. Este efeito é chamado de Leverage [86] e, caso houvesse

dependência entre a volatilidade passada e o retorno futuro, seria rapidamente explorado

pelos participantes do mercado. Então, esta observação dos dados é consistente com a

idéia de mercado e�ciente.

O modelo de Stein [87, 88] apresenta para a equação da volatilidade um ruído adi-

tivo, diferentemente do modelo de Heston que prescreve um ruído multiplicativo. Mais
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especi�camente, o modelo de Stein corresponde ao seguinte conjunto de equações.

dS = µSdt + σSdW1, (5.24)

dσ = −γ(σ − θ)dt + αdW2, (5.25)

E[dW1dW2] = ρdt, (5.26)

onde a distribuição de σ tende a uma gaussiana no equilíbrio. O termo de ruído altera

completamente a distribuição de equilíbrio para a volatilidade e, consequentemente, tem

in�uência sobre a distribuição dos retornos e fórmulas de preci�cação.

O modelo de Hull-White [24] possui uma equação linear para a dinâmica da volatili-

dade:

dS = µSdt +
√

vSdW1, (5.27)

dv = −γ(v − v0)vdt + κvdW2, (5.28)

E[dW1dW2] = ρdt. (5.29)

O modelo original de Hull-White consiste em fazer v0 = 0, caso em que a distribuição da

volatilidade é uma Log-Normal, que possui caudas que caem mais rápido que uma lei de

potência e, como vimos, produzem distribuições de equilíbrio para o retorno com cauda

que também cai mais rápido que lei de potência. Sabe-se que uma modi�cação deste

modelo (v0 > 0) resulta em uma distribuição de equilíbrio tipo gama invertida para a

volatilidade [61]. De fato, a eq. (5.28) é equivalente à eq. (4.1) para a dinâmica do �uxo

de energia em um modelo de cascata com um único nível, cuja fdp é uma distribuição

gama invertida com mostrado na eq. (4.6). Em sua forma geral, dada nas eqs. (5.27) e

(5.28), o modelo de Hull-White não permite, tanto quanto se saiba, calcular a distribuição

de probabilidade de equilíbrio dos retornos de maneira exata. Entretanto, lançando-se

mão de uma hipótese de separação temporal, semelhante àquela formalizada no capítulo

4 pode-se obter a distribuição de equilíbrio dos retornos [61]. Nesse caso, como vimos no

capítulo anterior, a distribuição resultante é uma q-gaussiana (relacionada à função 1F0),

que possui caudas do tipo lei de potência.

Os modelos considerados acima apresentam auto-correlação positiva na volatilidade,

tendência também observada em dados observacionais [25]. De uma forma geral, as

diversas equações diferenciais estocásticas (sobretudo a forma do ruído) possuem impacto

direto na fórmula de preci�cação de opções. Por isso, vamos precisar de um resultado

que permite o cálculo do preço de uma opção com base em um modelo de volatilidade
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estocástica.

Heston [85] encontrou uma fórmula fechada para a preci�cação de opções européias a

partir de seu modelo. A dedução utiliza o cálculo de Itô e equações de Fokker-Planck, de

maneira análoga à demonstração que �zemos para o caso de Black-Scholes. Não faremos a

demonstração do caso geral para preci�cação de opções, mas utilizaremos uma abordagem

devida a Merton [89] que relaciona a fórmula de BS com o preço real que se espera, caso

a volatilidade não seja constante. Nesse caso, o preço da opção, C, será dado por uma

média ponderada dos preços do modelo de Black-Scholes, CBS, com pesos dados pela fdp

da volatilidade. Podemos escrever esta fórmula em termos de valor esperado

C(S, t) = E[CBS(S, t; σ̄(t))], (5.30)

onde C(S, t) é o preço da opção de compra no instante t, CBS(S, t; σ) é a fórmula de

BS para o preço da opção de compra no instante t, para um dado preço da ação S para

uma dada volatilidade do modelo σ. A variável σ̄(t) usada na equação acima é a média

temporal da volatilidade de�nida como

σ̄(t) =
1

T − t

∫ T

t

σtdt. (5.31)

Note que em termos da variável v de�nida em (5.28) a volatilidade σ é dada pela relação

σ2 = v. A partir da fórmula acima, se considerarmos o caso original de BS em que a

volatidade é constante, teremos que a média da volatidade é apenas σ e a eq. (5.30)

reduz-se à fórmula de Black-Scholes. No caso de volatilidade estocástica, existe uma

distribuição para a variável σ̄(t) e, como veremos, esta distribuição será responsável por

uma preci�cação diferente da fórmula de BS, resultando em uma curva semelhante aos

dados observacionais para o sorriso da volatilidade implícita.

5.4 Preci�cação de Opções com o MHG de Duas Escalas

A aplicação do MHG à modelagem de preço de ativos para o caso N = 1 já era

conhecida na literatura como uma aproximação do modelo de Hull-White original [24],

historicamente o primeiro trabalho a propor uma volatilidade estocástica. Como comen-

tamos, o modelo de Hull-White resulta na q-gaussiana como distribuição de equilíbrio

para os retornos [61]. Contudo, o modelo prevê uma auto-correlação positiva para a

volatilidade como um único decaimento exponencial, que não parece ser a função mais
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adequada [25]. Além disso, a distribuição q-gaussiana não ajusta muito bem a dis-

tribuição empírica dos retornos registrados para períodos de tempo muito curtos (alta

frequência). Motivados por estas evidências, resolvemos aplicar o MHG com N > 1 a

dados �nanceiros. No caso de duas escalas, o modelo possui uma fórmula fechada para a

fdp de equilíbrio da volatilidade e por isso será explorado isoladamente para produzir uma

fórmula de preci�cação de opções. O modelo já foi proposto no contexto de turbulência

no capítulo 4 e será reparametrizado no contexto de econofísica da seguinte maneira:

drτ =
√

v2dW, (5.32)

dv2 = −γ2(v2 − v1)dt + k2v2dW2, (5.33)

dv1 = −γ2(v1 − v0)dt + k1v1dW1, (5.34)

onde v0 é uma constante. A equação dos retornos é semelhante ao modelo de Black-

Scholes dado em (5.2), exceto que assumimos um termo de tendência igual a zero para

os retornos. Essa simpli�cação é �sicamente justi�cável, uma vez que os retornos para

dados de alta frequência possuem tendência aproximadamente zero. A equação para a

volatilidade v2 é semelhante ao modelo de Hull-White com média positiva v1. Esta média

v1, que corresponde a uma volatilidade de mais longo prazo, adquire agora uma dinâmica

e passa a �utuar com o tempo de forma semelhante à volatilidade v2 de mais curto

prazo. Os incrementos dos processos de Wiener (dW, dW1, dW2) são descorrelacionados.

A correlação pode, em princípio, ser inserida para dar o efeito de leverage comentado

anteriormente, mas não será discutida aqui. Podemos dizer que o nosso modelo para

volatilidade estocástica possui duas escalas temporais distintas. A volatilidade v2 possui

um tempo de relaxação, γ−1
2 , bem maior que o dos retornos (sua auto-correlação pode

durar dias antes de atingir o zero, enquanto o retorno dura apenas minutos). De maneira

análoga, modelamos a volatilidade v1 de mais longo prazo com um tempo de relaxação

ainda maior que o da volatilidade v2, ou seja γ−1
1 ≫ γ−1

2 . Esta escolha é justi�cada

pela observação da função de auto-correlação da volatilidade, estudada no capítulo 3

no contexto de �uxo de energia para o modelo de duas escalas (3.49), apresenta um

decaimento com dupla exponencial

Cτ = Ae−γ1τ + Be−γ2τ , (5.35)

onde A e B são constantes. Observa-se uma inclinação da curva de auto-correlação para

intervalos τ curtos e outra inclinação para intervalos longos. Esta fórmula funcional para a
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auto-correlação já tinha sido proposta e deduzida para outros modelos que compartilham

a mesma parte determinística do MHG, já que o cálculo da auto-correlação não depende

do termo de ruído. Por isso, o modelo de Heston modi�cado (para dois níveis) também

possui esta característica [25].

A volatilidade de longo prazo v1, que era considerada constante no modelo de Hull-

White, passa, de acordo com a dinâmica (5.34), a ser distribuída segundo uma gama

invertida. Como vimos no capítulo 4, o MHG com N = 2 resulta em uma fórmula

fechada para a fdp de equilíbrio para a variável mais rápida que é uma generalização

da distribuição gama invertida. Podemos então escrever a distribuição p2(v2), para a

volatilidade v2 de maneira análoga à eq. (4.13)

p2(v2) = Cǫ
−2+

−β2−β1
2

2 Kβ2−β1

(

2

√

β2β1v0

v2

)

, (5.36)

onde Ka(x) é a função de Bessel modi�cada de segunda espécie, as constantes são de�nidas

da maneira usual por βi = 2γi

κ2
i

(i = 1, 2) e C é uma constante de normalização, dada por

C = 2

(

β1v0

β2

)

β2−β1
2

[

(β2)
β2+1

Γ(β2 + 1)

][

(β1v0)
β1+1

Γ(β1 + 1)

]

. (5.37)

Esta distribuição pode ser também utilizada para modelar o volume �nanceiro associado

aos negócios de um determinado ativo que é uma variável que possui relação com a volatil-

idade, de maneira análoga aos estudos das Refs. [90, 91]. Contudo, nosso interesse maior

é aplicar esta fórmula na preci�cação de opções para obtermos o sorriso da volatidade e

encontrar uma fórmula fechada para a fdp de equilíbrio para os retornos.

Aplicar a eq. (5.30) para o modelo de duas escalas no caso geral resulta em um

esforço computacional grande, pois temos que estimar numericamente a fdp dependente

do tempo da volatilidade v2. Contudo, podemos estimar esta fórmula no limite em que

a volatilidade é muito mais lenta que os retornos. Nesta aproximação, a média temporal

da volatilidade é uma variável aleatória com distribuição dada pela fdp de equilíbrio de

v2. Assim, denotando por CMHG2 o preço de uma opção de compra no modelo MHG com

duas escalas, temos

CMHG2(S, t) =

∫ ∞

0

CBS(S, t; v2)p(v2)dv2, (5.38)

onde a fórmula de BS foi parametrizada em função de v = σ2, por conveniência. Esta
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Figura 5.2 Sorriso da Volatilidade previstos pelo MHGN , com N = 1 e N = 2. Parâmetros:
r = 0.1, T = 0.2, S0 = 30, β = 1.33, v0 = 4, 5 × 10−4.

integral não possui uma fórmula fechada mas foi integrada numericamente. A curva que

desejamos obter é a volatilidade implícita σBS de�nida a partir da fórmula de Black-

Scholes, em função do preço de exercício K. Para isso, vamos supor que o mercado seja

descrito pelo MHG2. Um participante do mercado resolve utilizar os preços obtidos do

MHG2 para estimar a volatilidade implícita do modelo de Black-Scholes. Então, ele faz

a seguinte identidade:

CBS(S, T − t, K, r, σ) = CMHG2(S, T − t, K, r, β1, β2, v0), (5.39)

onde os parâmetros β1, β2 e v0 podem ser obtidos a partir do ajuste da distribuição

2F0 ao histograma empírico dos retornos. Após substituir todos os dados disponíveis no

mercado (S, T − t, K, r), a única variável restante é a volatilidade, que pode ser obtida

desta equação. Desta maneira, encontra-se a volatilidade implícita σBS e, ao plotarmos

σBS para diversos valores do preço de exercício K, chegamos ao sorriso da volatilidade,

mostrado na Figura 5.2. Nessa �gura também mostramos, para efeito de comparação, o

sorriso da volatilidade calculado para o modelo MHG1.

Resolvemos não fazer o caso geral de preci�cação (N qualquer) pois as fdps de equi-

líbrio para a volatilidade no caso N > 2 não são conhecidas em uma forma fechada, ainda

que possam ser expressa facilmente em forma integral. Outro motivo foi pelo apelo à sim-
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plicidade, visto que o caso N = 2 já contempla uma fdp original na forma fechada cujo

impacto na preci�cação é bastante ilustrativo. Vale ressaltar que este tipo generalização

da fórmula de preci�cação de opções de Black-Scholes já foi estuda para a distribuição

q-gaussiana [60] e também para outras distribuições, como a distribuição exponencial [92].

Na Figura 5.3 está representada uma parte da série temporal para o preço de mercado

da opção de compra PETRH34, comparadas com preços teóricos previstos pelo modelo

de Black-Scholes e o MHG1. Aqui, por simplicidade, estamos considerando apenas o

modelo MHG com N = 1, cujos cálculos demandam um esforço computacional menor.

De acordo com a notação o�cial de opções, PETRH34 é uma opção de compra sobre a

ação PETR4 que vence no mês de agosto, com preço de exercício K = 34. Os preços

teóricos do MHG1 foram calculados utilizando nosso modelo com os parâmetros β1 e

v0 obtidos a partir do ajuste da função 1F0 ao histograma dos retornos da ação PETR4

(período de 2005 a 2010). Este ajuste poderia ter sido feito com modelos mais gerais

N > 1, mas o caso N = 1 é su�ciente para ilustrar bem nossa proposta de preci�cação.

Mostraremos como o demais MHGN se ajustam aos histogramas empíricos de retornos

�nanceiros mais adiante. Os preços teóricos de BS foram obtidos a partir do cálculo da

volatilidade histórica dos retornos da ação PETR4. De posse dos parâmetros da curva

teórica, determinamos a curva p1(v1) da volatilidade e aplicamos na equação equivalente

à eq. (5.38) para o caso N = 1. Caso o modelo seja utilizado por praticantes do mercado,

note que existem regiões do grá�co em que o modelo indica que a opção está com um preço

maior do que o preço justo, momento em que o modelo indicaria venda. Similarmente, as

regiões em que o modelo indicaria compra são aquelas em que o preço real está abaixo do

preço considerado justo. É necessário, contudo, validar (e.g, usando uma série histórica

de dados) o modelo, com o objetivo de veri�car se essa estratégia de investimento baseada

no modelo MHG produz ganhos relevantes. Note que próximo do vencimento, o preço

previsto pelo MHG1 está sempre acima do preço de mercado (bem como preço de BS).

Isso pode ser indicativo da falta de liquidez da opção nesta região ou que para modelar

melhor o preço da opção nesse período talvez seja necessário considerar mais escalas no

modelo de volatilidade.

5.5 Modelo Hipergeométrico Generalizado para os Retornos

Nesta seção, vamos apresentar o MHGN em seu caso geral (N qualquer) para de-

screver as �utuações dos retornos de um ativo �nanceiro. Vale relembrar aqui que o
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Figura 5.3 Série real de preços da opção de compra PETRH34 com os ajustes dos modelos
de Black-Scholes e MHG1 . Data do vencimento: 16/08/10. Início do experimento: 13/05/10
(T = 65 dias). Preço de exercício K = 33.77. Taxa livre de risco r = 0.1. Parâmetros obtidos
da série temporal PETR4: β = 1.19, v0 = 0.11.

modelo MHG foi introduzido (capítulo 3) para descrever o fenômeno de intermitência em

turbulência. por outro lado, recentemente foi proposta na literatura [93] uma analogia

entre o fenômeno de turbulência em �uidos e as �utuações de preços em ativos �nan-

ceiros comercializados em bolsa. Segundo essa analogia, pode-se descrever os momentos

estatísticos dos retornos �nanceiros e das �utuações de velocidade através da mesma

função de estrutura. O �uxo de energia pode ser relacionado a um ��uxo de informação�,

pois a volatilidade de longo prazo, causada por participantes do mercado que operam

em períodos mais longos de tempo, passa a in�uenciar os participantes que operam em

períodos mais curtos, a exemplo da cascata de energia em turbulência. Contudo, até

onde sabemos, o modelo que vamos descrever a seguir é a primeira proposta quantitativa

para explorar a semelhança entre as cascatas de energia e de informação.

O modelo MHGN no contexto de econofísica é dado pelo seguinte conjunto de equações

diferenciais estocásticas:

drτ =
√

vNdW, (5.40)

dvN = −γN(vN − vN−1)dt + kNvNdWN , (5.41)
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...

dv1 = −γ2(v1 − v0)dt + k1v1dW1, (5.42)

com v0 constante. Note que rτ permanece com a dinâmica de BS e as demais variáveis

(volatilidades) possuem o mesmo tipo de dinâmica seguida pelo �uxo de energia no modelo

de cascata de energia com N escalas discutido no capítulo 4. Por outro lado, a dinâmica

de cada uma das volatilidades vi é a mesma que a utilizada no modelo de Hull-White.

Desta maneira, podemos considerar o MHGN para os retornos como uma generalização

natural do modelo de Hull-White. O número de escalas, por outro lado, dependerá da

escala temporal de observações utilizadas. Períodos de tempo da ordem de segundo

precisarão de algumas escalas para descrever uma fdp que possui caudas mais gordas do

que as de uma gaussiana. Por outro lado, períodos de tempo longos, da ordem de dias,

serão descritos por apenas uma escala ou até mesmo nenhuma, que é o modelo gaussiano.

Não podemos, assim como em turbulência, estipular a priori o número de escalas do

modelo. O que faremos é descobrir o número mínimo de níveis na cascata necessário para

descrever uma determinada escala temporal.

A auto-correlação da volatilidade vN no nosso modelo pode ser calculada utilizando

a eq. (3.49)

Cτ =
N
∑

i=1

Aie
−γiτ . (5.43)

Note que esta expressão é uma generalização da proposta encontrada na literatura [25]

da auto-correlação como soma de duas exponenciais. Esta é uma vantagem comum a

qualquer modelo de cascata que possua um termo determinístico de reversão à média.

Contudo, modelos com mais de um nível tendem a ser analiticamente intratáveis e en-

contrar a fdp dos retornos torna-se uma tarefa impossível. O modelo de Heston, cuja fdp

de equilíbrio pode ser obtida analiticamente [94] é uma rara exceção entre os modelos

de volatilidade estocástica. Isto se dá pois um dos termos na equação de Fokker-Planck

que normalmente é não linear torna-se linear para o caso de Heston (∼ √
v

2) e não linear

para os demais casos. O próprio caso de Hull-White já traz esta não linearidade e a fdp

de equilíbrio dos retornos não pode ser obtida analiticamente, sem a hipótese de grande

separação temporal invocada aqui e em outros trabalhos. Mesmo assim, ao estudarmos

o modelo de Heston de dois níveis, no limite de grande separação temporal, não encon-

tramos fdps fechadas para os retornos por uma di�culdade inerente na integração de
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uma sequência de distribuições gama, que resultava em funções transcendentais cada vez

mais complicadas. Desta forma, a vantagem do MHGN é que ele permite rapidamente

o cálculo da auto-correlação da volatilidade, possui uma fórmula para os momentos da

distribuição da volatilidade e dos retornos de maneira imediata e fornece uma distribuição

para os retornos em termos de funções transcendentais conhecidas (para qualquer nível),

as funções hipergeométricas generalizadas.

As distribuições PN do MGHN já foram apresentadas na eq. (4.67) e serão utilizadas

aqui novamente para os retornos �nanceiros. Por simplicidade, vamos escolher uma versão

da distribuição em que todos os parâmetros livres, βi, são iguais. Isto signi�ca que a

dinâmica de cada escala é essencialmente a mesma, exceto pela rapidez com que se dá o

processo. Assumir que todos os βi são iguais, βi = β, não implica dizer que as diferentes

equações para as volatilidades vi possuem o mesmo tempo característico, o que invalidaria

nossa hipótese de separação das escalas temporais. O parâmetro βi pode ser constante

e obedecer a hipótese de separação temporal se a constante do ruído κi também crescer

com i, como vimos no capítulo 4. Outra maneira imediata de perceber este fato é notar

que βi é um parâmetro da distribuição de equilíbrio de vi e, portanto, não pode depender

de escala temporal.

Vamos agora aplicar a fdp do MHGN para retornos �nanceiros, a partir da expressão

(4.67), com βi = β

PN(rτ ) =
1

√

2πβNv0

(

Γ(βi + 3/2)

Γ(βi + 1)

)N

NF0(β +
3

2
, ..., β +

3

2
;− r2

τ

2v0τβN
). (5.44)

Para o ajuste aos dados, recebemos as cotações do IBOVESPA, fornecido pela própria

Bovespa, para medições na escala de 30 segundos. Em seguida, calculou-se os retornos a

partir da transformação mostrada na eq. (5.1), para diversas janelas de tempo τi.

rτi
(j) = ln S(j + τi) − ln S(j), (5.45)

onde �zemos uma escolha motivada pelo modelo de turbulência, com τi−1 = bτi, com

b = 2 (escolhido arbitrariamente) e τN = 30s, que corresponde à menor escala temporal

das observações. Portanto, fazemos uma analogia desta escala τN com a menor escala

espacial dos experimentos em turbulência. O parâmetro N foi escolhido como o menor

valor possível que oferece melhor ajuste aos dados. De posse da série de retornos, que é

estacionária, calculamos o histograma para cada escala temporal τi e ajustamos simul-
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Figura 5.4 Ajuste ao Histograma de retornos da série histórica do IBOVESPA. Todas as curvas
do MHG foram selecionadas com o mesmo parâmetro β = 3.0.

taneamente todas as curvas com único parâmetro que restou livre, β, como mostrado na

Figura 5.4 para alguns valores de τi. As curvas foram transladadas verticalmente para

uma melhor visualização.

O modelo ajusta de maneira excelente os dados para as diversas escalas consideradas.

A hipótese de βi = β somada ao fato que encontramos o mesmo valor de β para todas

as escalas equivale a dizer que todas as curvas (N > 0) possuem uma mesma lei de

potência (ver o comportamento assintótico de NF0 no capítulo 4) e este fato não pode

ser deduzido facilmente dos dados. A forma funcional da fdp é alterada de maneira sutil

(os momentos da curva aumentam, apesar da lei de potência ser a mesma) conforme

passamos das escalas menores para escalas maiores, em que a curva toma um formato

mais côncavo, passa pela escala N = 1, o último vestígio da lei de potência, e atinge o

formato gaussiano para uma grande escala de tempo.





Capítulo 6

Modelo Hipergeométrico Generalizado: Caso
Geral

Neste capítulo, estamos interessados em possíveis extensões do MHG para obter-

mos fdp's mais gerais que as funções NF0. A generalização que estudaremos aqui con-

siste em propor novas equações diferenciais estocásticas para a magnitude das �utuações

da grandeza física relevante (como �uxo de energia em turbulência e volatilidade em

econofísica), preservando algumas características fundamentais do modelo, a saber:

1) Existência de um processo de cascata em que há um �uxo da grandeza relevante

através de diferentes escalas espaciais ou temporais.

2) Uma dinâmica para os �uxos entre as escalas com a mesma forma independente-

mente da escala considerada.

3) Grande separação entre os tempos característicos das dinâmicas em cada escala.

Estas propriedades são muito gerais e podem dar origem a uma quantidade in�nita de

modelos. Uma simpli�cação razoável, e que ainda mantém o caráter ilustrativo da nossa

abordagem, é considerar apenas dinâmicas estocásticas simétricas por translação tempo-

ral. Por de�nição, uma equação diferencial estocástica com as características citadas e

com tal simetria é dada por

dxi = γiµ(xi, xi−1)dt + αiσ(xi, xi−1)dWi, (6.1)

para i = 1, 2, ..., N , onde γi e αi são constantes do modelo, µ(xi, xi−1) é o termo deter-

minístico que acopla duas variáveis da cascata e σ(xi, xi−1) o termo de ruído.

Adotaremos para o termo determinístico, µ(xi, xi−1), uma condição de reversão à

média para que a média das variáveis (que são positivas) seja �nita no equilíbrio. A

depender da escolha do tipo de ruído, σ(xi, xi−1), o modelo pode gerar diversos tipos

de fdp's. Por exemplo, no caso dos preços dos ativos (capítulo 5), o modelo de Black-

Scholes utilizou um ruído multiplicativo do tipo σ(x) = x, pois observa-se nos dados

que a �utuação do preço de ativo era proporcional ao preço atual deste ativo, resultando

121



122 CAPÍTULO 6 MODELO HIPERGEOMÉTRICO GENERALIZADO: CASO GERAL

em uma distribuição Log-Normal. Outro tipo de modelo é a equação de Langevin, que

considera simplesmente um ruído branco (aditivo), σ(x) = σ = constante. Um tipo

distinto de modelo é encontrado em sistemas sociais, para modelar o problema de pesquisa

de opinião, onde a variável relevante é fração da população que apóia um determinado

líder do país (x) e o termo de �utuação é dado por σ(x) =
√

x(1 − x) [95]. Neste caso, as

�utuações mais altas acontecem quando a população está com opinião dividida (x = 0.5),

enquanto as �utuações são mais baixas quando a população está bem decidida (x ≃ 0 ou

x ≃ 1).

Contudo, nem sempre é possível obter uma fdp de equilíbrio exatamente para um

dado sistema dinâmico estocástico simples de N escalas, a exemplo da di�culdade en-

contrada no modelo de Heston (comentado também no capítulo 5). Desta maneira, para

generalizarmos o modelo desta tese, temos que buscar variações que não fujam de uma

certa fenomenologia da área, mas que possuam fdp de equilíbrio analiticamente tratáveis.

No sentido de visualizar um modelo estocástico e uma fdp diferentes, gerados também a

partir de uma equação estocástica com termo determinístico linear de reversão à média,

vamos explorar rapidamente um modelo aplicado no contexto de polarização política, cuja

distribuição de equilíbrio é a distribuição beta [95]. Em seguida, apresentaremos uma

versão mais completa do nosso modelo hipergeométrico generalizado, cujas distribuições

de probabilidade serão dadas em termos da classe geral de funções hipergeométricas gen-

eralizadas NFM .

6.1 Modelo com Distribuição Beta

Nesta seção, vamos estudar um modelo dinâmico estocástico cuja variável relevante

do sistema possui uma distribuição beta como fdp de equilíbrio. Seja xt a opinião política

(�unidimensional�) de uma pessoa, onde x = 0 é uma visão política extremamente liberal

e x = 1 é uma visão extremamente conservadora. Segundo este modelo, a opinião pode

variar no tempo. Não há uma forma determinística de prever a mudança de opinião, que

é uma soma de vários acontecimentos aleatórios, então o modelo propõe uma equação

diferencial estocástica. O termo de tendência (drift) é o nosso conhecido termo de reversão

à média, pois espera-se que a opinião de uma pessoa tenha uma tendência natural de seguir

à opinião média da população. No contexto da eq. (6.1), escolhemos µ(x) = x0 − x. Por

outro lado, o termo de �utuação deve ser tal que assegure que uma pessoa extremista

seja muito convicta. Em outras palavras, uma pessoa com opinião muito forte (próxima
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a 0 ou próxima a 1) di�cilmente mudará de opinião (ou seja, possui uma chance muito

pequena de mudar de opinião). Neste caso, atribui-se um ruído que se anula nas duas

extremidades: σ2(x) = x(1−x). Desta maneira, o modelo para dinâmica da opinião x(t)

pode ser escrito como

dx = −γ(x − x0)dt + α
√

x(1 − x)dW, (6.2)

onde γ e α são parâmetros do modelo e x0 é a média constante da variável x no equilíbrio.

Note que uma vez que con�namos a variável x dentro em um intervalo limitado [0, 1],

o termo de ruído deveria anular-se nas extremidades. A maneira como ele foi anulado

em σ2(x) foi escolhendo-se o polinômio de menor ordem, por simplicidade. O parâmetro

γ está relacionado à força que a opinião geral impõe no indivíduo e podemos assumir

um valor constante. O coe�ciente α está relacionado às �utuações de opinião devido a

mudanças aleatórias que podem acontecer na opinião política do indivíduo. Esta con-

stante α pode ser pequena em tempos de tranquilidade política [95]. A distribuição de

equilíbrio deste processo estocástico pode ser encontrada a partir da equação de Fokker-

Planck independente do tempo, um resultado já conhecido na literatura, cuja solução é

a distribuição beta

P (x) =
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)
xν−1(1 − x)µ−1, (6.3)

onde os parâmetros µ e ν são de�nidos como

ν =
γ

α2
x0, (6.4)

µ =
γ

α2
(1 − x0). (6.5)

A razão α2/γ controla a polarização do modelo. Situações �bipolares� estão relacionadas

a uma razão α2/γ > 0.5 e possuem um potencial de aplicações em sistemas sociais.

Vale ressaltar que também encontramos exatamente a mesma equação estocástica para

modelar exposição a doenças [96]. Com isso, julgamos que formas mais so�sticadas

de ruído (neste caso, não-monotônico) merecem ser exploradas. Neste contexto, vamos

fazer uma ligação do MHG a modelos com distribuição tipo beta invertida (vide abaixo)

e mostrar como esta distribuição é capaz de generalizar nosso modelo, originando uma

família mais completa de distribuições hipergeométricas generalizadas do tipo NFM .
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6.2 MHG: Caso Geral

6.2.1 Caso MFM

Nesta subseção vamos apresentar uma generalização do nosso modelo de cascata em

que a fdp da variável física relevante, aqui denotada genericamente por x, será dada em

termos de funções hipergeométricas generalizadas do tipo MFM . Na próxima subseção

vamos considerar o caso geral de distribuições envolvendo as funções NFM , para quaisquer

N e M .

Assim como no modelo MHGN discutido anteriormente (Capítulos 4 e 5), aqui tam-

bém a fdp da variável x será escrita como uma �superposição� de distribuições gaus-

sianas, cuja variância ǫ é uma variável aleatória. Entretanto, como veremos adiante, a

distribuição p(ǫ) relevante para gerar fdp's em termos das funções MFM é a distribuição

beta invertida. Por isso, nossa apresentação começa com uma discussão sobre essa dis-

tribuição.

A distribuição beta invertida é dada por

P (ǫ) =
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1

ǫ0

(ǫ0

ǫ

)ν+1 (

1 − ǫ0

ǫ

)µ−1

, (6.6)

onde ǫ0 é o valor mínimo da variável aleatória ǫ, ou seja, ǫ ≥ ǫ0. A denominação de

distribuição beta invertida para a distribuição acima vem do fato de que ǫ0/ǫ possui uma

distribuição tipo beta com os parâmetros µ e ν. A distribuição (6.6) também possui uma

cauda lei de potência, a exemplo da distribuição gama invertida utilizada nos capítulos

anteriores, mas a variável aleatória, ǫ, neste caso, possui um limite inferior. A eq. (6.6)

acima será a distribuição de cada uma das variáveis da nossa cascata, em função da

variável imediatamente anterior.

Como o MHG foi proposto em termos de equações diferenciais estocásticas, precisamos

inicialmente descobrir qual equação diferencial estocástica é responsável pelo surgimento

da distribuição beta invertida que mostramos acima. Para isso, vamos partir da equação

diferencial estocástica

dx = −γ ′(x − x0)dt + α ′
√

x(1 − x)dW, (6.7)

onde γ ′ e α ′ são parâmetros do modelo e x0 é a média da variável x no equilíbrio.

Sabemos que esta variável possui uma distribuição de equilíbrio do tipo beta. Portanto,

o inverso desta variável possui uma distribuição beta invertida, que é nossa distribuição
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de interesse. Para obtermos a dinâmica do inverso da variável x, vamos de�nir ǫ
ǫ0

= 1
x
e

utilizar o lema de Itô (Apêndice C) para obter

dǫ = − ǫ0

x2
dx +

ǫ0

x3
dx2. (6.8)

Substituindo a eq. (6.7) na equação acima, obtemos

dǫ

ǫ
= −γ(ǫ − ǫm)dt + α

√
ǫ − ǫ0dW, (6.9)

onde os parâmetros γ, α e ǫm são dados em função dos parâmetros do processo original

(6.7) por

γ =
−γ ′x0 + α′ 2

ǫ0

, (6.10)

ǫm =
γ ′ − α′ 2

γ ′x0 − α′ 2
ǫ0, (6.11)

α =
α′

√
ǫ0

. (6.12)

Note que ǫ0 é o valor mínimo da variável ǫ e ǫm é o valor médio da variável ǫ no equilíbrio.

Por construção, a variável ǫ possui uma distribuição de equilíbrio do tipo beta invertida,

dada pela eq. (6.6). A dinâmica para a variável ǫ, como dada na eq. (6.9) não possui

uma interpretação física evidente. Entretanto como o objetivo deste capítulo é sobretudo

registrar um modelo matemático geral de cascata, deixaremos uma discussão das possíveis

aplicações do modelo para trabalhos futuros.

Para gerar a versão do nosso modelo MHG baseada nas funções do tipo MFM , vamos

supor como feito nos capítuolos anteriores que a variável x relevante para nosso problema

é �localmente gaussiana�, mas com uma variância aleatória ǫM com fdp p(ǫM). Sendo

assim, a distribuição marginal para x será

P (x) =

∫ ∞

ǫ0

pM(ǫM)
1√

2πǫM

e−x2/2ǫM dǫM . (6.13)

Vamos agora supor um modelo cascata para a dinâmica da variável (��uxo�) ǫM , em

que essa grandeza acopla-se ao ��uxo�, ǫM−1, do nível da cascata, o qual se acopla ao

�uxo ǫM−2, e assim sucessivamente até primeiro nível da cascata. Mais especi�camente,

vamos supor uma cascata em que as variáveis ǫi são descritas pelo seguinte conjunto de

EDE's:
dǫi

ǫi

= −γi(ǫi − fǫi−1)dt + αi

√
ǫi − ǫi−1dWi, (6.14)
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para i = 1, ...,M . Na equação acima, ǫ0 é constante, ǫi−1 é o menor valor possível para a

variável ǫi e fǫi−1 é a média de ǫi (f > 1) no equilíbrio. O sistema acima é considerado no

regime de grande separação temporal entre as variáveis, no qual a variável ǫi é muito mais

rápida que a variável ǫi−1. De acordo com essa hipótese de equilíbrio, a fdp da variável

ǫM pode ser escrita como

pM(ǫM) =

∫ ∞

ǫM−1

...

∫ ∞

ǫ1

P (ǫM |ǫM−1)...P (ǫ1|ǫ0)dǫM−1...dǫ1. (6.15)

Como vimos acima, a distribuição da variável ǫi condicionada ao valor de ǫi−1 é dada

por uma distribuição beta invertida

P (ǫi|ǫi−1) =
1

ǫi−1

(

ǫi−1

ǫi

)νi+1(

1 − ǫi−1

ǫi

)µi−1

, (6.16)

para i = 1, ...,M , onde

νi = (
γi

α2
i

− 1)xi, (6.17)

µi = (
γi

α2
i

− 1)(1 − xi), (6.18)

com

xi =

γi

α2
i

+ f − 2

f( γi

α2
i

− 1)
(6.19)

Agora vamos calcular a fdp da variável x. Inserindo (6.15) em (6.13), uma integral

múltipla que pode ser resolvida em algumas passagens. Vamos deduzir a forma geral dessa

integral a partir de uma indução �nita. Para isso, vamos descrever um procedimento

iterativo a partir da seguinte integral:

I =

∫ ∞

ǫ0

P1(ǫ|ǫ0)
1√
ǫ

NFM(a1, ..., aN ; b1, ..., bM ,−x2

2ǫ
)dǫ, (6.20)

onde P (ǫ|ǫ0) é como dado em (6.16) e a função NFM é a função hipergeométrica gen-

eralizada de ordem (N, M). A introdução desta integral tem como objetivo descobrir

qual o efeito da distribuição beta invertida quando convoluída com uma função hiper-

geométrica generalizada, no mesmo sentido do que �zemos para a distribuição gama

invertida. Fazendo uma mudança de variáveis, y = ǫ0
ǫ
, �camos com
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I =
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

∫ 1

0

1

ǫ0

yν+1(1−y)µ−1

√
y

√
ǫ0

NFM(a1, ..., aN ; b1, ..., bM ,−x2y

2ǫ0

)

(

ǫ0

y2

)

dy, (6.21)

que pode ser simpli�cada para a expressão

I =
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1√
ǫ0

∫ 1

0

y(ν+1/2)−1(1 − y)µ−1
NFM(a1, ..., aN ; b1, ..., bM ,−x2y

2ǫ0

)dy. (6.22)

Esta última integral é conhecida [62] e nossa expressão para I resulta em

I =
1√
ǫ0

Γ(ν + µ)

Γ(ν + µ + 1
2
)

Γ(ν + 1
2
)

Γ(ν)
N+1FM+1(a1, ..., aN , ν +

1

2
; b1, ..., bM , µ + ν +

1

2
;− x2

2ǫ0

).

(6.23)

Portanto, mostramos que a integração do produto de uma distribuição beta invertida

por uma distribuição hipergeométrica generalizada resulta em uma distribuição hiperge-

ométrica generalizada de ordem superior.

Note agora que aplicar a fórmula (6.15) da distribuição pM(ǫM) na integral (6.13)

consiste em repetir M vezes o seguinte processo iterativo:

P (x|ǫ) →
∫ ∞

ǫ0

p(ǫ|ǫ0)P (x|ǫ)dǫ. (6.24)

Com a eq. (6.23), mostramos que se P (x) é uma função hipergeométrica generalizada de

ordem (N, M), então a distribuição de�nida pela transformação acima também será da

mesma família, com ordem (N +1, M +1). Como a primeira função do processo iterativo

é a distribuição gaussiana, que pode ser escrita em termos da função 0F0, concluímos a

indução e podemos escrever P (x) na forma

P (x) = C MFM(a1, ..., aM ; b1, ..., bM ;− x2

2ǫ0

), (6.25)

onde a constante de normalização é dada por

C =
1√
2πǫ0

M
∏

i=1

Γ(νi + µi)

Γ(νi + µi + 1
2
)

Γ(νi + 1
2
)

Γ(νi)
. (6.26)

os coe�cientes ai e bi da distribuição são dados por:
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ai = νi +
1

2
, (6.27)

bi = νi + µi +
1

2
, (6.28)

com νi e µi dados em (6.17) e (6.18).

6.2.2 Caso N+MFM

Agora, vamos introduzir o caso geral do modelo MHG, em que uma dada variável x

possui um ��uxo� modelado por uma cascata de N equações diferenciais estocásticas

de um tipo que se acoplam a outras M equações diferenciais estocásticas de um tipo

diferente. Considere um sistema de EDE's dado por

dǫN = −γN(ǫN − ǫN−1)dt + κNǫNdWN , (6.29)

...

dǫ1 = −γ1(ǫ1 − ǫ′1)dt + κ1dW1, (6.30)

dǫ′1
ǫ′1

= −γ′
1(ǫ

′
1 − f1ǫ

′
2)dt + α′

1

√

ǫ′1 − ǫ2dW ′
1, (6.31)

...

dǫ′M
ǫ′M

= −γ′
M(ǫ′M − fMǫ′M+1)dt + α′

M

√

ǫ′M − ǫ′M+1dW ′
M , (6.32)

onde ǫ′M+1 = ǫ0 =constante, com γi, γ′
j, κi, κ′

j, fj parâmetros constantes do modelo para

todo i = 1, ..., N e j = 1, ...,M . No regime de grande separação temporal entre as escalas,

podemos escrever a fdp de equilíbrio de uma variável x cujo ��uxo� é descrito pelo sistema

de equações acima na forma

P (x) =

∫ ∞

ǫ0

p(ǫN)
1√

2πǫN

e−x2/2ǫN dǫN , (6.33)

onde a variável ǫM+N possui distribuição pN,M dada por



6.2 MHG: CASO GERAL 129

p(ǫN) =

∫ ∞

ǫM

...

∫ ∞

0

M
∏

j=1

N
∏

i=1

P (ǫ′j|ǫ′j+1)P (ǫi|ǫi−1)dǫ′jdǫ′i. (6.34)

Inserindo a eq. (6.34) em (6.33) e utilizando as fórmulas (6.25) e (4.67), obtemos a fdp

do caso geral

P (x) = C M+NFM(a1, ..., aM , β1 + 3/2, ..., βN + 3/2; b1, ..., bM ;− x2

2β1...βNǫ0

), (6.35)

com i = 1, ..., N e j = 1, ...,M . Os parâmetros aj e bj dados por (6.27) e (6.28). O

parâmetro βi é de�nido como 2γi

κ2
i

e C é uma constante de normalização que pode ser

calculada facilmente a partir das constantes anteriores obtidas em (6.25) e (4.67).

Este modelo considera uma cascata com N variáveis aleatórias distribuídas no equi-

líbrio por uma gama invertida e M variáveis aleatórias distribuídas por uma beta inver-

tida. A variável ǫ1, que possui uma dinâmica dada por (6.29), está acoplada à variável

ǫ′1 que possui uma dinâmica de outro tipo (6.32). A distribuição marginal de equilíbrio

de x é a distribuição hipergeométrica generalizada N+MFM , de ordem (N + M, M).

Este resultado é uma consequência imediata do tipo de �superposição� de gaussianas que

�zemos neste capítulo e no capítulo 4, quando mostramos as integrais resultantes da

mistura de gaussianas de forma iterativa, para distribuições gama invertida e beta inver-

tida, respectivamente. A distribuição completa (N + M, M), como já �cou claro neste

trabalho, é uma generalização da distribuição normal (N = 0, M = 0) e da distribuição

q-gaussiana (N = 1, M = 0). Nesta tese, escolhemos adicionar este resultado completo

pelo seu caráter original do ponto de vista matemático, além de acreditarmos em sua

potencial aplicação a diversas áreas onde a distribuição beta possua uma interpretação

fenomenológica aceitável, a exemplo do que foi explorado para turbulência e econofísica.





Capítulo 7

Conclusões e Perspectivas

Nesta tese, apresentamos um modelo dinâmico e estocástico para o fenômeno de in-

termitência na turbulência em �uidos. A variável utilizada na modelagem foi o �uxo

de energia, que está relacionado à intensidade das �utuações de velocidade em um es-

coamento turbulento. Estudamos como a fenomenologia aplicada à equação do balanço

detalhado de energia pode resultar em modelos dinâmicos para o �uxo de energia e,

ao assumir que o �uxo de energia em cada escala espacial varia no tempo de maneira

aleatória, construímos um modelo estocástico para a cascata, em que a energia, inserida

na escala integral do sistema passa para as escalas menores com uma dinâmica governada

por um sistema de equações diferenciais estocásticas lineares. Mostrou-se que esse sis-

tema pode ser resolvido exatamente. As auto-correlações temporais do �uxo de energia

também foram calculadas. Mostramos ainda que a média da energia total do sistema é

conservada e possui uma �utuação em torno da média caracterizada por uma variância

que também foi calculada.

Na segunda parte da tese, a partir do capítulo 4, nós �zemos uma hipótese de grande

separação entre os tempos característicos da dinâmica dos �uxos em cada escala de en-

ergia, para calcular a fdp dos incrementos de velocidade. Mostramos que em sistemas

dinâmicos estocásticos acoplados, no estilo de cascata, se houver grande separação tem-

poral entre as variáveis, a fdp de equilíbrio da variável mais rápida pode ser escrita como

uma hierarquia Bayesiana. Inicialmente, aplicamos este resultado para o caso de uma

cascata de apenas um nível N = 1, em que a fdp encontrada para o �uxo de energia

é a gama invertida. Nesse caso, obtivemos uma fdp para os incrementos de velocidade

do tipo q-gaussiana, quando ressaltamos ser esse um resultado já conhecido, apesar da

nossa nova parametrização em termos da função hipergeométrica generalizada 1F0. Esta

última maneira de representarmos a distribuição q-gaussiana nos indicou que casos mais

gerais poderiam ser obtidos, caso mais escalas fossem adicionadas à cascata. Investig-

amos em seguida o caso N = 2 e encontramos uma forma fechada para a fdp do �uxo de

energia em termos de uma função de Bessel modi�cada de segunda espécie, que pode ser

entendida como uma generalização natural da distribuição gama invertida. Aplicamos o
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mesmo procedimento para os incrementos de velocidade e encontramos a uma distribuição

baseada na função 2F0. A partir deste caso, tivemos a intuição que funções da mesma

família com ordem superior apareceriam, caso adicionássemos mais escalas à cascata.

Assim, conseguimos demonstrar o caso geral, em que a cascata possui N escalas e a fdp

é baseada na função NF0. Calculamos os momentos desta distribuição e encontramos a

correção ao expoente previsto pelo modelo K41. Em seguida, mostramos que nosso mod-

elo reproduz o modelo Log-Normal caso um número in�nito de escalas seja considerado

na cascata. A partir de medições experimentais de turbulência euleriana, transformamos

a série temporal de velocidades em um histograma empírico normalizado e escolhemos os

parâmetros da nossa distribuição PN que melhor ajusta os dados experimentais. Repeti-

mos o procedimento para vários números de Reynolds e diferentes escalas espaciais do

experimento e obtivemos para todos eles um excelente ajuste aos dados experimentais.

Utilizamos também nossa fdp para a dados de turbulência lagrangeana e mostramos que

nosso modelo fornece uma ótima aproximação ao histograma empírico com poucos níveis

na cascata de energia (tipicamente N = 4 ou N = 5) e que a relativa falta de sucesso da

distribuição q-gaussiana aplicada a este conjunto de dados se dá pela escolha incorreta

do número de níveis da cascata (N = 1).

Em face da existência de uma analogia entre turbulência em �uidos e a �utuação de

preços de ativos �nanceiros, aplicamos também nosso modelo ao campo da econofísica.

Nesse caso, �zemos uma proposta para modelar a dinâmica da volatilidade em uma

dada escala de tempo em termos de um sistema hierárquico de equações diferenciais

estocásticas (i.e., uma cascata) envolvendo as volatilidades nas escalas de tempo ante-

riores. Mostramos que a fdp encontrada ajusta os dados observacionais do Ibovespa e

encontramos o impacto que este modelo possui na preci�cação de opções, a partir de um

argumento de Black-Scholes generalizado. Encontramos uma curva para a volatilidade

implícita que demonstra o sorriso da volatilidade, como esperado para mercados reais.

Apresentamos também uma maneira de generalizar nossa idéia de cascata para outras

dinâmicas, resultando em um modelo mais completo, onde surge naturalmente uma ex-

tensa família de distribuições baseadas nas funções hipergeométricas generalizadas do

tipo M+NFN . Embora não tenhamos discutido nenhuma aplicação concreta dessas dis-

tribuições mais gerais, especulamos uma posível aplicação para a distribuição MPM no

campo das ciências sociais, para dinâmica de opinião, onde a distribuição beta (usada

na obtenção de M+NFN) possui uma fenomenologia adequada. É curioso ressaltar que a

ordem da apresentação dos assuntos nesta tese não seguiu a ordem cronológica da nossa

pesquisa. Este modelo de cascata para a econofísica foi estudado inicialmente no caso
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N = 2 em nossa pesquisa e, ao percebermos a analogia com a cascata de energia, re-

solvemos estudá-lo no contexto de turbulência. Podemos dizer que houve uma grande

in�uência dos modelos de econofísica no nosso modelo de cascata de energia, sobretudo

sua característica estocástica e dinâmica.

A busca por sistemas dinâmicos estocásticos de várias escalas se mostrou uma poderosa

ferramenta na obtenção de novas distribuições de probabilidade que generalizaram de

maneira natural algumas distribuições conhecidas. Essas novas distribuições foram obti-

das como uma mistura de distribuições gaussianas com variância aleatória. Escolhendo-se

a fdp da variância de uma maneira apropriada (com base em um modelo de cascata),

pode-se gerar, como já mencionado, uma nova classe de distribuições hipergeométricas

generalizadas. Entretanto, como estamos fazendo uma mistura de gaussianas de média

zero, naturalmente a distribuição resultante será simétrica, independentemente da es-

colha da fdp usada como �peso� na mistura. Desta forma, as fdp's encontradas em nossos

modelos, por serem necessariamente simétricas, não explicam a assimetria encontrada nas

distribuições empíricas obtidas em alguns experimentos de turbulência, particularmente

de turbulência euleriana, apesar de que uma transformação ad hoc possa ser feita para

ajustá-las aos dados [72]. Pretendemos dar continuidade à pesquisa com uma investigação

de como este modelo pode reproduzir distribuições assimétricas. Uma maneira natural

seria considerarmos mistura de gaussianas com médias variáveis. Entretanto, nesse caso

as integrais resultantes são de difícil cálculo, não sendo claro nesse momento se seria pos-

sível obter formas analíticas (em termos de funções transcendentais de ordem superior)

para as distribuições correspondentes. Além disso, estaremos interessados em descobrir

quais situações reais implicam que nosso modelo será semelhante ao Log-Normal. Ou

seja, gostaríamos de investigar qual o signi�cado real de uma cascata in�nita de energia.

Conjecturamos que esta situação é realizada na prática em um escoamento cuja escala

integral é muito grande (limite termodinâmico) e para turbulência completamente desen-

volvida (limite de número de Reynolds indo para in�nito), mas temos que investigar esta

relação matemática dos modelos de um ponto de vista mais físico.

Ainda em relação ao limite da cascata contínua de energia, estamos estudando uma

possível analogia entre este cálculo particular e a integral de trajetória de Feynman [97].

Como obtivemos um resultado analítico para nossa integral, temos esperança de enten-

der melhor esta analogia e tirar algum proveito prático dela para modelar algum sistema

especial. Vale ressaltar também que nosso modelo poderá servir como uma ferramenta

de generalização da quantização estocástica de Parisi-Wu [98]. Esta teoria, que não é

intermitente, pode ser modi�cada no mesmo sentido que generalizamos K41, de maneira
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dinâmica. Inclusive a própria quantização estocástica já introduz um tempo ��ctício� em

que um determinado processo estocástico atinge o equilíbrio instantaneamente, em re-

lação ao tempo físico, o que implica no mesmo limite de grande separação temporal que

assumimos aqui, apesar de o tempo ��ctício� ser um artefato matemático desprovido de

signi�cado físico até o momento. A possível aplicação do MHG a esta teoria de quantiza-

ção estocástica não foi introduzida nesta tese dado seu caráter ainda altamente especula-

tivo. Da maneira que nosso modelo está formulado, a aplicação direta seria equivalente

a propor um modelo em que a constante de Planck (~) �utua rapidamente no tempo em

torno de um valor médio constante, pois é ela que faz o papel de ��uxo de energia� para

a magnitude das �utuações de partículas quânticas. Estamos estudando uma maneira de

interpretar a aplicação de outra forma, como por exemplo em termos de partículas em

meios inomogêneos.

Compartilhamos da idéia de que, nesta área de intermitência, talvez por ainda ser

relativamente nova e bastante competitiva, os modelos bem sucedidos conseguem ser

extrapolados para outras áreas do conhecimento. É nesse sentido que abordamos a

econofísica e comentamos brevemente as possíveis aplicações em outras áreas, como sis-

temas sociais. De uma forma geral, estamos também interessados nas diferentes fdp's de

equilíbrio geradas a partir de uma certa cascata dinâmica, cujos termos determinístico e

estocástico surgem a partir de uma fenomenologia, a depender do problema e da área do

conhecimento em questão. Acreditamos que este procedimento de partir de um sistema

determinístico, encontrar as simetrias e propor um modelo estocástico que satisfaça todas

elas, a exemplo do que �zemos aqui, tem potencial de generalizar muitos resultados em

física, sobretudo em sistemas complexos. As fdp's encontradas são generalizações natu-

rais, do ponto de vista da cascata, de distribuições conhecidas, mas possuem uma forma

não trivial e acreditamos que a descoberta de tais fdp's di�cilmente seria possível sem

invocar os argumentos que utilizamos aqui.



Apêndice A

Lema de Itô

Lema de Itô: Seja o processo de Itô [21] com dinâmica dada por

dX(t) = µ(X, t)dt + σ(X, t)dW, (A.1)

onde µ(X, t) e σ(X, t) são de X e t. Seja f(X,t) uma função duplamente diferenciável de

X e t. Então, f(X, t) é um processo de Itô com dinâmica dada por

df(X, t) =

(

∂f

∂t
+ µ(X, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(X, t)

∂2f

∂2x

)

dt + σ(X, t)
∂f

∂x
dW. (A.2)

Demonstração. Primeiro, vamos expandir f(X, t) em série de Taylor até segunda

ordem em X para obter

df(X, t) =
∂f

∂t
dt +

∂f

∂x
dX +

1

2

∂2f

∂2x
(dX)2. (A.3)

Substituindo a eq. (A.1) na equação acima e somando apenas os termos de primeira

ordem dt e dW , obtemos

df(X, t) =
∂

∂t
fdt +

∂

∂x
f(µ(X, t)dt + σ(X, t)dW )+

1

2

∂2

∂2x
f(µ(X, t)2dt2 + 2µ(X, t)σ(X, t)dtdW + σ2(X, t)dW 2).

No limite de dt → 0, os termos dtdW e dt2 são desprezados, pois são de ordem maior

que dt. Contudo, o termo dW 2 tende a dt. Desta maneira, podemos reescrever a equação

acima como

df(X, t) =

(

∂f

∂t
+ µ(X, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(X, t)

∂2f

∂2x

)

dt + σ(X, t)
∂f

∂x
dW. (A.4)
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Ou ainda, em termos de dX, podemos escrever:

df(X, t) =

(

∂f

∂t
+ µ(X, t)

∂f

∂x
+

1

2
σ2(X, t)

∂2f

∂2x

)

dt + σ(X, t)
∂f

∂x
dW. (A.5)



Apêndice B

Demonstração do Teorema 4.1

Teorema 4.1 Seja Xi(t) (i = 1, ..., N) um conjunto de processos estocásticos da forma

dXi(t) = aif(Xi(t), Xi−1(t))dt + bi g(Xi(t), Xi−1(t))dW (t), (B.1)

onde ai e bi são números reais e f(x, y) e g(x, y) são funções reais contínuas. Então

lim
(

ai
ai−1

→∞)(
bi

bi−1
→∞)(

a2
i

bi
=cte)

PN(XN) =

∫

...

∫ N
∏

i=1

Pi(Xi|Xi−1)dXi, (B.2)

onde X0 é constante, Pi(Xi|Xi−1) é a distribuição de equilíbrio da variável Xi condi-

cionada à variável Xi−1 e PN(XN) é a distribuição marginal de equilíbrio da variável

XN .

Demonstração. Vamos demonstrar por indução. O caso N = 1 é trivial e não pode ser

usado na hipótese de indução pois a variável X0 não possui coe�cientes a0 e b0 utilizados

no limite. Mesmo assim, vamos escrever a fórmula para o caso N = 1, a título de

ilustração,

P1(ǫ1) =

∫ ∞

0

P (ǫ1|y)P0(y)dy, (B.3)

onde P0(y) = δ(y − ǫ0). O cálculo da integral acima é imediato e resulta na distribuição

gama invertida para ǫ1 que foi obtida no capítulo 4 e o resultado é exato pois ǫ0 é uma

constante. A hipótese de indução começa com o caso N = 2. Para isso, vamos calcular

os momentos de ordem k do processo ǫ2(t) no equilíbrio (τ/T → ∞). Considere uma

realização discreta do processo estocástico X2(t) calculada no tempo discreto tj = jτ .

Podemos escrever uma identidade que relaciona a de�nição da integral de Riemann à

integral de Lebesgue:

lim
τ
T
→0

τ

T

T/τ
∑

j=1

(X2(tj))
k ∼

∫ ∞

0

xkP2(x)dx. (B.4)

Queremos rede�nir a integral acima da seguinte maneira: como X1(t) é contínuo (obedece
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a condição de Lindeberg), suas realizações são curvas contínuas. Portanto, para todo

η > 0 existe um δ > 0 tal que |t− t′| < δ implica em |X1(t)−X1(t
′)| < η. Como a curva

é contínua, existe um conjunto enumerável de raízes para a equação X1(t) − X1(t
′) = 0

[99]. Então, dado um tj, existe apenas um X1(tj) e existe um conjunto enumerável de

intervalos disjuntos, Ωj, tal que, para todo t elemento de Ωj, temos |X1(t)−X1(tj)| < η.

Então, podemos reescrever a eq. (B.4) na forma

1

N

N
∑

j=1

(X2(tj))
k =

1

N

∑

j

∑

i

φ(tj, i)(X2(tj))
k =

1

N

∑

i

∑

j

φ(tj, i)(X2(tj))
k, (B.5)

onde N = T/τ , φ(tj, Ωi) é 1, caso tj seja elemento de Ωi, e zero, caso contrário. Vamos

calcular o que representa o somatório no índice j. Ou seja, para um dado conjunto Ωi,

queremos calcular o somatório em j dado por

1

N

∑

j

φ(tj, Ωi)(X2(t))
k. (B.6)

Para isso, perceba que calcular esse somatório é calcular o momento de uma variável

aleatória cuja variável anterior da cascata (X1) é aproximadamente constante (|X1 −
X1(ti)| < η), cuja correção, que depende de η, será tão pequena quanto quisermos (pois

escolhemos um η > 0 qualquer). Este cálculo é extremamente mais fácil que o cálculo

geral. Podemos reescrever este último somatório como

∑

s

∑

tj∈Is

∫ ∞

0

P2(tj; λa′
2;
√

λb′2; x2)(x2)
kdx2, (B.7)

onde Is são os intervalos disjuntos que fazem parte do conjunto Ωi. A dependência

temporal, assim como a dependência nas constantes a e b, foi colocada explicitamente na

função P2(tj; λa′
2;
√

λb′2; x2). A variável λ foi introduzida através das transformações a2 =

λa′
2 e b2 =

√
λb′2, pois queremos tomar o limite λ → ∞. Vamos usar uma transformação

da variável que reescala o tempo para λt

t → λt, a2 → a2/λ, b2 → b2/
√

λ, (B.8)

e obter
∑

s

∑

tj=sup(Is)

∫ ∞

0

P2(λtj; a2; b2; x2)(x2)
kdx2. (B.9)
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Agora, vamos tomar o limite de λ → ∞ e obter a distribuição de equilíbrio P2(a2, b2, x2)

lim
λ→∞

∑

s

∑

tj∈Is

∫ ∞

0

P2(λtj, a2, b2, x2)(x2)
kdx2 =

∑

s

∑

tj∈Is

∫ ∞

0

P2(a
′
2, b

′
2, x2)(x2)

kdx2. (B.10)

onde as integrais são independentes dos intervalos Is e podem ser resolvidas. A expressão

acima resulta em

m(Ωi)〈(X2)
k|X1〉equil., (B.11)

onde m(Ωi) é a medida do conjunto Ωi no sentido de Lebesgue [100]. Inserindo esta

fórmula no somatório duplo da eq. (B.5), �camos com

1

N

∑

i

∑

j

φ(tj, Ωi)X2(tj)
k =

∫

(x2)
kP2(x2|x1)P1(x1)dx1. (B.12)

Como este cálculo vale para qualquer expoente k, a distribuição �ca unicamente deter-

minada. Isto completa o caso N = 2 da hipótese de indução, com distribuição marginal

dada por

P2(x2) =

∫

P2(x2|x1)P1(x1)dx1. (B.13)

A demonstração é análoga para o caso N , em relação ao caso N − 1 para alguma

distribuição de equilíbrio PN−1. Portanto, para completar a indução, precisamos mostrar

que, se o teorema é válido para N , então ele vale para N + 1. Esta passagem é direta,

pois mostramos que (no limite considerado para as constantes do sistema)

PN+1(xN+1) ∼
∫

PN(xN+1|xN)P1(xN)dxN . (B.14)

Se o teorema vale para N , então

PN(XN) =

∫

...

∫ N
∏

j=1

Pi(Xi|Xi−1)dXi. (B.15)

Substituindo esta equação na eq. (B.14), obtemos

PN+1(XN+1) =

∫

...

∫ N+1
∏

i=1

Pi(Xi|Xi−1)dXi. (B.16)

Completando a indução.





Apêndice C

Demonstração da eq. (4.67)

Para resolver a integral (4.66), vamos inicialmente integrar na variável ǫN , inserindo

a distribuição para p(ǫN |ǫN−1), dada na eq.(4.31) [vide p. 67].

PN(δτv) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

(βNǫN−1)
βN+1

Γ(βN + 1)
P (δτv|ǫN)ǫ−βN−2

N e
−βN ǫN−1

ǫN pN−1(ǫN−1|ǫN−2)...p1(ǫ1|ǫ0)dǫN ...dǫ1,

onde a distribuição P (δτv|ǫN) na equação acima será substituída pela eq. (4.48), resul-

tando em

PN(δτv) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

(βNǫN−1)
βN+1

Γ(βN + 1)

[

1√
2πǫNτ

e−
(δτ v)2

2ǫτ ǫ−βN−2
N e

−βN ǫN−1
ǫN dǫN

]N−1
∏

i=1

pi(ǫi|ǫi−1)dǫi.

Vamos de�nir a variável xi como

xi = βi
ǫi−1

ǫi

, (C.1)

e reescrevendo a última integral em termos da variável xN , obtemos

PN(δτv) =
1

Γ(βN + 1)

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

[

1
√

2πβNǫN−1τ
e
−

xN (δτ v)2

2βN ǫN−1τ

(

x
βN+ 1

2
N e−xN dxN

)

]

N−1
∏

i=1

pi(ǫi|ǫi−1)dǫi.

De�nindo a medida de Euler, dλα(x), como:

dλα(x) =
1

Γ(α)
e−xxα−1dx. (C.2)

Podemos reescrever a última integral em termos da medida de Euler e obter

PN(δτv) =
Γ(βN + 3/2)

Γ(βN + 1)

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

[

1
√

2πβNǫN−1τ
e
−

xN (δτ v)2

2βN ǫN−1τ dλαN
(xN)

]

N−1
∏

i=1

pi(ǫi|ǫi−1)dǫi.

onde αi = βi +
3
2
. Note que esta mudança de variável de�nida em (C.1) pode ser utilizada

novamente com a variável ǫN−1 e assim sucessivamente até a última variável ǫ1. Desta
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maneira, a última equação �ca escrita na forma

PN(δτv) =
1√

2πβ1...βNǫ0τ

N
∏

i=1

Γ(βi + 3/2)

Γ(βi + 1)

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

e
−

δτ v2x1...xN
2ǫ0τβ1...βN dλα1(x1)...dλαN

(xN).

(C.3)

Esta última integral (C.3) pode ser escrita em termos de funções hipergeométricas gen-

eralizadas NF0, na forma [67]

PN(δτv) =
1√

2πβ1...βNǫ0τ

N
∏

i=1

Γ(βi + 3/2)

Γ(βi + 1)
NF0(β1+

3

2
, ..., βN +

3

2
;− δτv

2

2ǫ0τβ1...βN

). (C.4)



Apêndice D

Demonstração do Teorema 4.2

Teorema 4.2 Seja

PN(ǫ) =

∫ ∞

0

...

∫ ∞

0

P (ǫ|ǫN−1)...P (ǫ1|ǫ0)dǫN−1...dǫ1, (D.1)

onde P (ǫi|ǫi−1) é dado pela fórmula

P (ǫi|ǫi−1) =
(βǫi−1)

β+1

Γ(β + 1)
ǫ−β−2
i e

−βǫi−1
ǫi . (D.2)

Então, se β/N = 1
σ2 , teremos

lim
N→∞;β→∞

PN(ǫ) =
1

ǫσ
√

2π
e

−(ln ǫ−µ)2

2σ2 . (D.3)

Demonstração. Podemos escrever a fração ǫN/ǫ0 como o produto

ǫN

ǫ0

=
ǫN

ǫN−1

ǫN−1

ǫN−2

...
ǫ1

ǫ0

. (D.4)

De�nindo a variável aleatória

xi =
ǫi

ǫi−1

|ǫi−1constante, (D.5)

onde X|Y signi�ca o valor da variável X dado que aconteceu o evento Y. Temos que

a distribuição de probabilidade P (xi) é uma gama invertida com média 1 e parâmetro

βi = β para todo i. Como a distribuição de xi não depende de i explicitamente, as

variáveis deste tipo são identicamente distribuídas, além de serem independentes pois o

valor aleatório de cada variável xi não depende da escolha de ǫi−1, como pode ser visto a

partir da fdp de xi dada por

P (xi) =
ββ+1

Γ(β + 1)
x−β−2

i e
−

β
xi . (D.6)

143



144 APÊNDICE D DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 4.2

Assim, podemos escrever
ǫN

ǫ0

= xNxN−1...x1, (D.7)

e, aplicando o logarítimo natural na expressão acima, obtemos

ln
ǫN

ǫ0

=
N
∑

i=1

ln(xi). (D.8)

Pelo TLC, o lado direito da equação acima é distribuído segundo uma Normal. Logo, ǫN

possui uma distribuição Log-Normal no limite N → ∞. Para isso, o segundo momento

não pode divergir. Isso signi�ca que β precisa ir a in�nito, pois o segundo momento escala

com [β/(β − 1)]N . A partir do cálculo explícito dos momentos dessa distribuição feito no

capítulo 4, temos que β/N = 1
σ2 .
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