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Resumo

Nesta Tese, são investigados dois temas de interesse atual, o transporte de partículas brown-

ianas interagentes e as transições de fase em sistemas magnéticos quânticos. No primeiro, o

transporte de partículas brownianas interagentes sujeitas a um potencial de substrato do tipo

catraca foi investigado numericamente através da dinâmica de Langevin. Medidas da corrente

de partículas, excitadas por uma força externa senoidal, foram analisadas como função da am-

plitude (A) e frequência (ω) da força externa, do número de ocupação dos poços de potencial

(n) e do ruído térmico (T ). Em temperatura nula no regime adiabático, múltiplas inversões de

corrente ocorrem em função de n, devido ao movimento das partículas que ficam menos presas

em um potencial efetivo, o qual não preserva a simetria do potencial original devido à influên-

cia de uma certa fração de partículas efetivamente presas ao potencial. Observa-se, também,

que o aumento da amplitude promove a deslocalização gradual das partículas presas, alterando

a simetria do potencial efetivo, induzindo n−1 oscilações (inversões) da corrente de partículas

para um valor de n > 1. No regime de altas temperaturas, inversões de corrente são obser-

vadas pela ativação térmica das partículas efetivamente presas ao potencial, restabelecendo a

sua simetria original e o movimento na sua direção mais suave. No regime de frequências

moderadas, a corrente de partículas apresenta um comportamento discretizado em função da

amplitude externa, sendo os intervalos ou degraus de corrente dependentes da densidade de

partículas. Por fim, o efeito conjunto de altas temperaturas e altas frequências induz o movi-

mento na direção mais íngreme do potencial, invertendo novamente o sentido da corrente de

partículas. No segundo tema, foi investigada a criticalidade da cadeia quântica de spins Ising

submetida a campo transverso com interações competitivas diluídas entre segundos vizinhos,

em T = 0. O parâmetro κ =−J2/J1 mede a razão entre os acoplamentos ferromagnéticos entre

primeiros vizinhos (J1) e os antiferromagnéticos entre segundos vizinhos (J2), e o parâmetro

ε mede a diluição (desordem) entre acoplamentos entre segundos vizinhos. O caso ε = 0 cor-
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responde ao modelo Ising puro em campo transverso e o caso ε = 1 corresponde ao modelo

ANNNI (Axial Next Nearest Neighbor Ising Model) em campo transverso. Ambos possuem

a mesma classe de universalidade do modelo Ising clássico bidimensional. Foi investigado

através da técnica de Monte Carlo quântico, o efeito da desordem sobre a criticalidade deste

sistema. A técnica empregada consiste na combinação de um algoritmo de cluster em tempo

imaginário contínuo adaptado para tratar interações competitivas que emprega o formalismo

de Suzuki-Trotter que mapeia o sistema quântico d dimensional em um sistema clássico corre-

spondente em d + 1 dimensões, com interações anisotrópicas e com a desordem “congelada”

em uma das direções. Foram calculados os expoentes dinâmicos z e o expoente do compri-

mento de correlação ν no regime de competições fracas κ = 0.1 em função de ε , utilizando-se

o comportamento de escala de tamanho finito anisotrópico apropriado para este sistema. Os

resultados obtidos indicam uma mudança da criticalidade quântica do sistema induzida pela

desordem entre os acoplamentos, revelando que esta é relevante para este sistema. Outro mod-

elo magnético quântico estudado foi o modelo de Heisenberg anisotrópico de spin 1/2, definido

na rede hierárquica do tipo diamante com p conexões. Neste caso, foi usada a técnica do grupo

de renormalização no espaço real, com fator de escala b = 2, dentro da aproximação de Migdal-

Kadanoff para sistemas quânticos. Uma relação de recorrência para a magnetização local foi

obtida relacionando os valores dos spins internos à rede na geração n com os valores dos spins

externos na geração n−1. Os expoentes críticos β foram calculados nos pontos fixos instáveis

do tipo Ising e Heisenberg em função da dimensão fractal da rede.

Palavras-chave: Catracas brownianas, dinâmica de Langevin, transições de fases quânticas,

modelos de spin quânticos, método Monte Carlo em tempo contínuo, grupo de renormalização

no espaço real.
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Abstract

In this Thesis two problems of current interest are studied, the transport of interacting Brown-

ian particles and the phase transitions and critical properties of quantum magnetic systems.

First, the transport of chains of interacting Brownian particles submitted to a 2D-periodic

ratchet potential is numerically investigated by means of Langevin dynamics. The particles

are excited by an external sinusoidal force and the system behaves as a reversible step motor,

undergoing multiple sign reversals of the particle current. The resulting current was analyzed

as a function of its amplitude (A) and frequency (ω), and as a function of the particle density

(n) relative to the potential wells and thermal noise. In the low-temperature adiabatic regime,

multiple (n−1) current inversions occurs as the oscillating drive amplitude is increased. A sys-

tematic study of the time-averaged particle density and cumulative mass, calculated at different

drive intensities, suggests that such inversions result from the competition between different

dynamical states of the chain where a certain fraction of the particles are effectively trapped

by the substrate while the others float over the effective potential generated by the substrate

and the localized particles. The number of localized particles determines the symmetry of the

effective ratchet potential and, consequently, the preferential drift direction. In the non-zero

thermal noise regime, the oscillating behavior of the amplitude-dependent mean current ob-

served at small temperatures gives place to a positive-drift phase in the whole amplitude range

at a high enough temperature. In the cases where the drift is negative at T = 0, the current

direction becomes positive at a certain temperature-dependent critical amplitude Ac(T ), which

decreases linearly. Such a behavior suggests these noise-induced inversions can be associated

with thermal activation of localized particles over the substrate barriers. Finally, the high-

frequency regime has been addressed for both weak and strong noise. For weak noise, the steps

and spikes reminiscent from the well-known lock-in effect have been observed. But here the

size of the steps can be fine-tuned by changing the particle density. In the strong noise case, the
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interplay between thermal fluctuations and the fast oscillations of the driving force leads to the

complete inversion towards the negative drift direction in the whole amplitude range.

The second study deals with the phase transitions and critical properties of two quantum spin

models: the diluted anisotropic next-nearest-neighbor Ising (ANNNI) chain submitted to a

transverse magnetic field and the S = 1
2 anisotropic Heisenberg model defined on hierarchical

lattices. The diluted ANNNI model was investigated by means of a quantum Monte Carlo nu-

merical simulation method combining a cluster-algorithm in continuous imaginary time with

the Suzuki-Trotter formalism, which maps the d-dimensional quantum system onto the corre-

sponding (d + 1) classical system, the latter with anisotropic interactions and frozen disorder

in one direction. The dynamical critical exponent (z) and that associated with the correlation

length (ν) were calculated in the regime of weak competition as a function of the concentration

of second-nearest-neighbor competing interactions using an appropriate finite-size scaling anal-

ysis for anisotropic systems. The results indicates a breaking of universality class induced by

the (relevant) disorder with respect to both the pure quantum Ising model under transverse field

and the quantum ANNNI model, which in their turns belong to same universality class. The

quantum anisotropic Heisenberg model was investigated in the framework of the real-space

Migdal-Kadanoff renormalization group adapted to quantum systems. The critical tempera-

tures and the exponents associated with the correlation length and magnetization were obtained

for fractal dimensions ranging from d = 2 to d = 4 for both unstable fixed points describing the

Ising and the Heisenberg transitions.

Keywords: Brownian ratchets, Langevin dynamics, quantum phase transitions, quantum spin

models, continuous time Monte Carlo simulations, real space renormalization group.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Esta tese está dividida em três partes, cada uma correspondendo a um capítulo. No capítulo 2,

foi estudado o transporte de partículas brownianas interagentes em um potencial de substrato

periódico e assimétrico (potencial catraca). Em geral, as aplicações e as motivações para o es-

tudo de tais sistemas, podem ir do entendimento do transporte de proteínas em meios celulares,

de íons em canais iônicos, de partículas em suspensões coloidais, a aplicações em dispositivos

de estado sólido, como em catracas quânticas e no transporte de vórtices em supercondutores

nanoestruturados. Nesta tese, foi estudada a resposta de um conjunto de partículas interagentes

a uma excitação externa senoidal (rocking ratchets) com frequência ω e amplitude A através

da dinâmica de Langevin. A influência de outros parâmetros relevantes, como o número de

ocupação de partículas por poço de potencial n e a temperatura T , foi também investigada. Nas

seções 2.1 e 2.2, uma introdução ao efeito catraca e às inversões de corrente de partículas é

apresentada tendo como protótipo as catracas térmicas. Ainda na seção 2.2, serão discutidos

brevemente algumas características dos rocking ratchets de partículas não-interagentes, como

o efeito lock-in e inversões devidas ao efeito conjunto de altas frequências e altas temperaturas.

A seção 2.3 é reservada aos detalhes da simulação computacional da equação de Langevin e

aos resultados, os quais estão divididos da seguinte maneira: regime adiabático determinístico

(baixas frequências de excitação em T = 0), inversões de corrente induzidas por temperatura e

regime de altas frequências. Na subseção 2.3.5, é apresentada uma discussão sobre as dinâmi-

cas sub e sobreamortecidas no caso de partículas interagentes. As conclusões sobre este estudo

estão apresentadas na última seção (2.4) deste capítulo.

No Capítulo 3, foi estudado um modelo de spins quânticos com interações competitivas

desordenadas utilizando a técnica de Monte Carlo quântico em tempo imaginário contínuo. O

modelo considerado tem como base o modelo de Ising ferromagnético em campo transverso,

onde interações antiferromagnéticas diluídas entre segundos vizinhos foram introduzidas. O

1
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parâmetro ε ∈ [0,1] mede o grau de diluição das interações sendo que ε = 0 corresponde

ao modelo de Ising puro em campo transverso e para ε = 1 tem-se o modelo ANNNI (Ax-

ial Next Nearest Neigbor Ising Model) em campo transverso. Os modelo Ising e ANNNI 1d

em campo transverso possuem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising clássico

2d. Nesta tese, será investigada a relevância da desordem (diluição) na classe de universali-

dade da criticalidade quântica desta cadeia de spins utilizando o formalismo de Suzuki-Trotter

que mapeia o hamiltoniano quântico do sistema 1d em um hamiltoniano de spins clássicos 2d

anisotrópico, permitindo a simulação Monte Carlo deste sistema mapeado. Nas seções 3.1 e

3.2, serão discutidas as transições de fases quânticas com ênfase no modelo Ising em campo

transverso e a metodologia das simulações Monte Carlo em tempo contínuo aplicadas a este

modelo. Nas seções 3.4,3.5 e 3.6, o modelo ANNNI quântico será discutido e alguns resul-

tados de estudos recentes obtidos para este modelo, bem como a técnica de Monte Carlo em

tempo contínuo adaptada à interações competitivas, que será utilizada nesta Tese. A análise

de escala de tamanho finito para sistemas anisotrópicos, que será utilizada para o tratamento

dos dados obtidos via simulação Monte Carlo, será tratada na seção 3.7. Na seção 3.8, serão

apresentados alguns resultados para os campos críticos, expoentes dinâmicos e expoentes do

comprimento de correlação para os modelos de Ising e ANNNI puros e na seção 3.9 esses re-

sultados serão estendidos para o caso desordenado. Finalmente na seção 3.10 as conclusões

serão apresentadas.

Outro modelo de spin estudado nesta Tese foi o modelo de Heisenberg anisotrópico de spin

1/2, definido na rede hierárquica do tipo diamante. Através do método do grupo de renormal-

ização no espaço real, na aproximação de Migdal-Kadanoff para sistemas quânticos, a equação

de renormalização para o modelo na rede diamante com p conexões, pode ser obtida para várias

dimensões fractais. Além disso, foi obtida, uma relação recursiva para a magnetização local,

que permitiu o cálculo do expoente crítico da magnetização para algumas dimensões fractais

nos pontos fixos mistos de Ising e Heisenberg. Nas seções iniciais do capítulo 4 (4.1, 4.2 e 4.3)

o modelo de Heisenberg anisotrópico foi apresentado assim como os conceitos do grupo de

renormalização no espaço real (GRER) e da aproximação de Migdal-Kadanoff para sistemas

de spins clássicos. Na seção 4.3, a aproximação de Suzuki-Takano estende o GRER para o caso
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quântico, utilizando-se da aproximação de Migdal-Kadanoff, que permite a obtenção de uma

equação de renormalização para o modelo. Nas seções 4.4 e 4.5, foram calculadas as relações

recursivas para a magnetização local e para a correlação entre spins, respectivamente. Na seção

4.6, uma expressão para o expoente β da magnetização foi obtida a partir da relação recursiva

para a magnetização e na seção 4.7 as conclusões deste capítulo, foram apresentadas.
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CAPÍTULO 2

Propriedades de Transporte de Motores

Brownianos Interagentes

2.1 Movimento browniano e efeito catraca

Os primórdios da teoria do movimento browniano em Física remontam ao início do século

XX em um dos quatro artigos publicados por Einstein no ano de 1905. Neste artigo, Einstein

apresentou um estudo de partículas brownianas sobreamortecidas atráves de um tratamento es-

tatístico onde utilizou o que hoje é conhecida como equação de Fokker-Planck. Ele obteve o

deslocamento quadrático médio destas partículas encontrando uma dependência para o deslo-

camento proporcional a
√

t (após um período transiente) com t sendo o tempo. Neste mesmo

trabalho, Einstein relacionou o movimento macroscópico de difusão da partícula browniana

com um parâmetro de dimensão molecular,

D =
kT
ζ

. (2.1)

O parâmetro de dimensão molecular, que é o raio a de uma esfera sujeita à viscosidade do

fluido, entra nesta expressão por meio do coeficiente de fricção ζ que é dado pela lei de Stokes

ζ = 6πηa. Esta relação, chamada de relação de Einstein, também foi a primeira ligação entre

grandezas relacionadas a flutuações térmicas e dissipação, sendo posteriormente estabelecida

como um caso particular do teorema da flutuação-dissipação.

Uma questão intrigante que logo surgiu naquela época, foi a possibilidade de transformar o

transporte difusivo de partículas brownianas em transporte controlado (direcional) das mesmas

com a introdução de alguma quebra de simetria, como por exemplo, uma quebra de simetria

espacial. Nomes importantes nesses questionamentos foram Smoluchowski e muito posterior-

mente Feynman que aperfeiçoou e introduziu novos ingredientes a esse problema. A idéia cen-
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2.1 Movimento browniano e efeito catraca 5

Figura 2.1 Catracas de Feynman. Figura superior: O mecanismo está sujeito ao bombardeio de um

gás em equilíbrio e na média não apresenta movimento de rotação pela segunda lei da termodinâmica.

Figura inferior: A catraca e as pás do mecanismo estão sujeitas a banhos térmicos distintos, permitindo

desta forma um movimento de rotação. (Figura extraída da referência [1].)

tral é a introdução de uma quebra de simetria espacial que favoreça o movimento da partícula

ou do mecanismo em uma direção e dificulte o movimento na outra direção. Usualmente este

mecanismo é conhecido como catraca, e isto fica bem claro na descrição da idéia de Smolu-

chowski e Feynman para este problema. Um esquema de um mecanismo que supostamente

retificaria um movimento difusivo é mostrado na figura 2.1. Este consiste de um conjunto

de pás propulsoras ligadas a uma catraca por um eixo. A catraca é uma engrenagem cujos

“dentes” são assimétricos, e que com a ajuda de uma trava, permite o movimento somente em

um sentido. Tanto as pás quanto a catraca estão envolvidas por um gás em equilíbrio a uma
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2.1 Movimento browniano e efeito catraca 6

temperatura T . Primeiro, na ausência da catraca e estando as pás sujeitas ao bombardeio dos

constituintes do gás que a envolve, o movimento de rotação destas pás é um movimento brow-

niano sem nenhuma preferência do sentido de rotação. Ao se introduzir a catraca, por conta da

assimetria desta, espera-se que as pás se movam na direção “fácil”, de menor resistência, sendo

eventualmente travadas, impedindo assim seu retorno. Para o outro lado o movimento seria

impedido por causa da geometria deste aparato, que dificulta o movimento na direção oposta.

Esta tentativa de retificação do movimento é um aparente paradoxo, pois violaria a segunda

lei da termodinâmica, sendo um moto-perpétuo de segunda espécie, embora a primeira lei da

termodinâmica, a lei da conservação da energia, fosse satisfeita.

Smoluchowski apresentou e Feynman popularizou [8] a explicação para este aparente para-

doxo. Em sua explicação ele argumenta que a catraca deve estar acoplada à trava, e ambas de-

vem ter sua dimensão na mesma ordem de grandeza das pás propulsoras, que por sua vez devem

ser pequenas o suficiente para estarem sujeitas ao impacto das partículas do gás. Deste modo,

esta trava estaria vulnerável ao bombardeio do gás tanto quanto as pás. Consequentemente

as travas liberariam a catraca, permitindo o movimento na direção supostamente proibida. Os

efeitos deste movimento com o movimento na direção oposta descrito no parágrafo anterior se

cancelariam, não permitindo na média um movimento direcional, o que estaria de acordo com

a segunda lei da termodinâmica.

Feynman foi além dessa discussão e mostrou como um movimento direcional poderia ser

obtido com esse mecanismo, sem violar a segunda lei da termodinâmica. Nesta explicação ele

considerou que se a região das pás estivesse exposta a um gás com temperatura T1 e a região

da catraca em si estivesse exposta ao bombardeio de um gás com temperatura T2, com T1 6= T2

(ver a figura 2.1), então um movimento direcional é possível. Desta forma uma nova simetria

foi quebrada, a simetria do balanceamento detalhado que é uma característica de sistemas em

equilíbrio, permitindo então o movimento direcional. No caso T1 > T2, o movimento é no

sentido “fácil” da catraca, o sentido que intuitivamente se espera para o movimento. Já no

caso T1 < T2 o movimento é no sentido onde se espera uma maior resistência à rotação da

catraca. Mesmo que essas rotações, tanto para T1 > T2 quanto para T1 < T2, estejam de acordo

com a segunda lei da termodinâmica, é um fato intrigante que o movimento aleatório nas pás
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.2 Conjunto de partículas brownianas sujeitas a um potencial do tipo dente de serra e a vari-

ações cíclicas da temperatura. (a) A energia térmica é menor que a barreira de energia do potencial de

substrato, não permitindo a difusão das mesmas. (b) a energia térmica é maior que a barreira de energia

do potencial de substrato, permitindo que as partículas se dispersem. (c) Novamente a energia térmica

é bem maior que a barreira de energia do potencial prendendo as partículas próximo aos mínimos dos

potenciais e permitindo na média um movimento direcional.(Figura extraída da referência [2])

propulsoras possa ser retificado.

2.2 Motores brownianos

Seguindo a mesma linha de idéia de Feynman, os chamados motores brownianos [1, 9, 10, 11,

12, 13] podem ser modelados considerando os elementos básicos que foram expostos na seção

anterior. Estes elementos foram o ruído térmico (difusão), assimetria de inversão (espacial

ou temporal, por exemplo) e a quebra do balanceamento detalhado (como a inserção de uma

fonte externa de energia). Os motores brownianos são motores microscópicos que retificam

o ruído térmico com o auxílio de uma fonte externa de energia transformando o movimento
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difusivo em um movimento direcional. Exemplos de tais motores são os mais variados, como

o transporte de enzimas em filamentos protéicos nos meios intracelulares e o transporte de íons

por membranas celulares [14].

Um protótipo simples e bastante estudado é a chamada catraca térmica [3], onde partículas

brownianas não interagentes se movem em um substrato períodico assimétrico (que faz o papel

de uma catraca), sujeitas também a receber energia de dois ou mais reservatórios de calor. A

temperatura é alternada de uma maneira periódica, sendo o caso mais simples a temperatura ser

constante em metade do período τ , com kBT
∆U ¿ 1, e constante na outra metade do período, com

kBT
∆U À 1. ∆U é a medida da barreira de energia do potencial de substrato. A figura 2.2 (extraída

da referência [2]) mostra o comportamento do sistema em um intervalo de tempo ∆t = 1,5τ .

Na parte (a) kBT
∆U ¿ 1, e as partículas estão presas próximo aos mínimos de potencial. Na parte

(b) como kBT
∆U À 1, as partículas iniciam um processo difusivo, e por causa da assimetria do

potencial, estas se aproximam mais do mínimo de potencial à direita do que do mínimo de po-

tencial à esquerda. Na parte (c), o sistema é resfriado, prendendo as partículas brownianas no

mínimo de potencial mais próximo de cada uma. Por conta desta assimetria do potencial, a pop-

ulação original das partículas em um único mínimo é redistribuída de uma forma assimétrica,

produzindo um movimento direcional no sentido “difícil” (mais íngreme) do potencial. Este

sistema realiza trabalho sobre as partículas brownianas e pode então ser considerado como uma

pequena máquina térmica.

A modelagem matemática para tais problemas, como o exposto acima para a catraca tér-

mica, pode ser feita, dentre outras maneiras, pela equação de Langevin [15, 16]. Considerando

uma partícula de massa m suficientemente grande, para considerar-se a interação com o fluido

que a envolve descrita pela hidrodinâmica de meios contínuos, e suficientemente pequena, para

a mesma estar sujeita a flutuações de força, a equação de movimento para esta partícula pode

ser escrita como

mẍ =−γ ẋ+ξ (t) . (2.2)

Esta é a equação de Langevin, onde −γ ẋ representa a força viscosa e ξ (t) é um termo de força
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2.2 Motores brownianos 9

aleatória associado ao ruído térmico, neste caso o ruído branco, que é definido pelas relações,

〈ξ (t)〉 = 0 ,

〈ξ (t)ξ (s)〉 = 2γkBT δ (t− s) . (2.3)

kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura de equilíbrio do banho térmico. Para

sistemas no regime sobreamortecido o termo mẍ pode ser desprezado. A equação (2.2) pode ser

modificada com a introdução de um potencial de substrato periódico e assimétrico (potencial

catraca) U(x+a) = U(x). Com estas modificações a equação (2.2) torna-se

γ ẋ =−U ′(x)+ξ (t) . (2.4)

A equação de Langevin (2.4) tem como varíavel x(t), que em grande parte dos casos de

estudo é a própria coordenada espacial da partícula browniana, mas também em alguns casos

pode indicar uma coordenada generalizada ou grau de liberdade de algum sistema sujeito a

flutuações e restrições do tipo “catraca”. A equação de Langevin (2.4) é o modelo mínimo de

uma catraca em equilíbrio, pois o ruído é um ruído branco gaussiano associado a flutuações

de equílibrio, não permitindo, de acordo com a segunda lei da termodinâmica, o movimento

em uma direção preferencial. Este eventual movimento pode ser medido através da corrente de

partículas definida como

J(t) = 〈ẋ(t)〉 . (2.5)

Para o sistema em equilíbrio, como esperado, a corrente de partículas correspondente a

equação (2.4) é nula,

〈ẋ(t)〉= 0 . (2.6)

Isto pode ser mostrado com o auxílio da equação de Fokker-Planck correspondente a equação

(2.4) no espaço das densidades de probabilidade periódicas (condições de contorno periódicas).

Este cálculo é feito, em detalhes, na referência [1]. Para ser induzida uma corrente estacionária,

podem ser introduzidas modulações periódicas na temperatura do banho térmico. Para a catraca

térmica mostrada na figura 2.2, um ruído apropriado pode ser definido como

〈ξ (t)ξ (s)〉= 2γkBT (t)δ (t− s) . (2.7)
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Onde agora o fator de temperatura não é mais constante, mas periódico, T (t) = T (t +τ), sendo

τ o período da modulação de temperatura. Esta definição para o ruído induz o sistema para

estados de não-equilíbrio permitindo portanto 〈ẋ〉 6= 0, como foi mostrado esquematicamente

na figura 2.2.

Uma outra característica importante dos motores brownianos, ao lado deste movimento

coletivo unidirecional, é a possibilidade das inversões de corrente por meio do ajuste de algum

ou alguns parâmetros dos sistema [3, 1]. A própria direção original ou inicial do movimento

das partículas quase sempre é de difícil previsão. Tomemos como exemplo novamente a catraca

térmica exposta nos parágrafos acima. Os resultados e a discussão aqui apresentados têm como

base a referência [3]. Considerando um potencial catraca periódico da forma

U(x) = U0 {sin(2πx/a)+0.2sin[4π(x/a−0,45)]+0.1sin[6π(x/a−0,45)]} (2.8)

e uma modulação de temperatura sendo

T (t) = T̄ [1+Asin(2πt/τ)]2 , (2.9)

a equação (2.4) pode ser integrada numericamente e o valor da corrente 〈ẋ(t)〉 pode ser obtido

em função de alguns parâmetros relevantes ao problema. A figura 2.3 mostra o comportamento

da corrente em função do coeficiente de viscosidade η (nesta figura, extraída da referência [3],

o coeficiente de viscosidade é representado por η) ao se fixar a = kB = 1, U0 = 1/2π , T̄ = 0,1,

A = 0,7 e τ = 0,17. Para valores baixos de η a corrente é positiva, sendo o mecanismo de

deslocamento semelhante àquele mostrado na figura 2.2. A corrente mostrada nesta figura é

uma média no tempo e no ensemble. Ao se aumentar gradualmente o valor de η , a corrente in-

verte seu sentido passando de positiva para negativa. Isto indica que partículas com diferentes

coeficientes de viscosidade se movimentam em sentidos opostos, mesmo estando sujeitas ao

mesmo banho térmico e ao mesmo potencial de substrato. Partículas esféricas com raios difer-

entes podem ser separadas por este mecanismo, bem como partículas com massas diferentes.

Uma generalização desta inversão de corrente seriam as inversões múltiplas de corrente, onde

os sentidos da mesma são controlados por mais de um parâmetro. Partículas sensíveis a uma

certa “janela” característica em um parâmetro podem ser separadas das demais.
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FIGURE 5 Numerically determined time- and ensemble-averaged particle

Figura 2.3 Comportamento da corrente de partículas em função do coeficiente de viscosidade η , obti-

dos numericamente para um sistema com potencial dado por (2.8) e uma modulação de temperatura

dada por (2.9). Figura extraída da referência [3].

Dentre tantas outras formas de fontes externas que induzem o sistema para estados de não-

equilíbrio, uma bastante utilizada e de grande aplicação experimental é a perturbação externa

periódica F(t) = F(t + τ), onde esta apresenta uma média temporal nula. Estas perturbações

dão origem aos rocking ratchets [4, 1]. Um exemplo bastante estudado é a força senoidal,

F(t) = Asin(ωt) . (2.10)

Estes diferem das catracas térmicas em vários aspectos, como por exemplo apresentar o efeito

catraca mesmo para T = 0. No limite adiabático (frequência de oscilação ω tendendo a zero)

o sentido da corrente é sempre na direção do eixo fácil do potencial. O valor da corrente em

função da amplitude A, para T = 0, apresenta um valor máximo para um certo valor de am-

plitude da força externa, sendo que tanto para baixas amplitudes como para altas amplitudes

a corrente é nula. Estas características dos rocking ratchets podem ser vistas na figura 2.4

que foi extraída da referência [4]. O regime adiabático corresponde à linha tracejada da figura

à esquerda. Na mesma figura (linha cheia) é mostrado o efeito lock-in, onde a partir de um
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Figura 2.4 Comportamento da corrente de partículas dos rocking ratchets, extraído da referência [4].

Parte à esquerda: regime adiabático (linha tracejada) e em uma frequência moderada (linha cheia). Parte

à direita: inversão de corrente induzida por altas frequências e altas temperaturas.

certo valor da frequência externa, o comportamento da corrente de partículas com a amplitude

apresenta degraus separados por saltos, indicando um efeito de “casamento” de fases com o po-

tencial do substrato [4]. Precisamente os valores da corrente são discretizados em intervalos de

valor aω/2π . Com a introdução do ruído térmico este efeito é suavizado e tende a desaparecer.

Para o caso onde o sistema está fora do regime adiabático (regime de altas frequências)

e está sujeito a uma quantidade suficiente de ruído térmico, ocorrem as inversões de corrente

[4, 17], com esta sendo na direção do eixo difícil do potencial. A figura 2.4 (parte à direita)

mostra várias curvas de corrente em função do ruído térmico, onde cada curva corresponde a

um valor de frequência ω . O regime adiabático corresponde à curva superior, que é totalmente

positiva. A curva inferior é em parte negativa e corresponde à inversão de corrente citada acima.

Este é um efeito conjunto entre o ruído térmico e altas frequências.

Ao se considerar efeitos de inércia moderados (dinâmica sem caos), o comportamento da

corrente de partículas com a amplitude é modificado com relação ao caso sobreamortecido.

A corrente é praticamente restrita à janela de retificação (ou seja, entre as amplitudes de de-

sprendimento para a direita e esquerda) com a eficiência da catraca sendo superior ao caso

sobremortecido. Para sistemas onde o efeito de inércia é ainda mais relevante, a corrente de
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2.2 Motores brownianos 13

partículas pode apresentar, no limite de longos períodos, comportamentos complexos (devido

à dinâmica caótica apresentada por tais sistemas) incluindo dependência com as condições ini-

ciais e múltiplas inversões de corrente [18, 19, 20].

Exemplos de mecanismos que usam os princípios dos motores brownianos são os mais vari-

ados. Como por exemplo os motores moleculares [11, 12, 9], que são dispositivos imersos em

meios intracelulares, sujeitos a flutuações térmicas e à viscosidade do meio aquoso intracelu-

lar. O substrato no qual este motor se move, consiste de microtubos formados pela proteína

tubulina. Estes microtubos formam “vias” que se distribuem por toda a célula para o transporte

de nutrientes, rejeitos, etc. O motor em si, é formado basicamente por um corpo ligado a duas

partes que se prendem ao substrato por meio de forças elétricas. O efeito desta força é o mesmo

daquele ao se considerar um potencial periódico com uma assimetria dentro de um período, ou

seja, um potencial catraca. A fonte externa de energia, que torna o movimento unidirecional

possível, vem por meio de um potencial químico de não equilíbrio, onde moléculas de ATP

(trifosfato de adenosina) são fornecidas em uma densidade bem acima daquela de equilíbrio.

Estas moléculas de ATP se prendem ao motor, e são transformadas em ADP (difosfato de

adenosina) liberando energia. Neste processo, o potencial efetivo “sentido” pelo motor brow-

niano é modificado tornando-se mais tênue, permitindo uma maior ação do ruído térmico que

tende a dispersar o motor. Quando a molécula de ADP se desprende do motor, a afinidade entre

o motor e o substrato é restabelecida, restaurando o potencial inicial, e desta forma, prendendo

a partícula em um novo período do potencial, promovendo então o transporte. Este mecanismo,

descrito aqui de uma forma simplificada, possui semelhanças com a catraca térmica. A grande

diferença é que no caso dos motores moleculares a fonte externa de energia atua deformando o

potencial sentido pelo motor browniano. Ainda no ambiente molecular, pode-se encontrar outra

forma de motores brownianos que são as bombas moleculares[14, 21, 22], que bombeiam íons

e permitem que gradientes indispensáveis à vida possam ser mantidos entre o meio intracelular

e o meio externo.

Os motores brownianos e o efeito catraca têm também impulsionado a pesquisa deste efeito

em muitos dispositivos de estado sólido, como a pesquisa em transporte de vórtices em filmes

finos de supercondutores [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. A aplicação do efeito catraca em filmes

Tese de Doutorado - Departamento de Física - UFPE



2.2 Motores brownianos 14

supercondutores foi inicialmente proposta por Lee et al [23]. Neste trabalho foi apresentado

um modelo, onde um potencial de substrato do tipo “dente de serra”, periódico na direção x e

translacionalmente invariante na direção y, eventualmente construído em um filme supercon-

dutor, retifica a voltagem no filme fino por meio do efeito catraca. Com esse dispositivo a den-

sidade de vórtices pode ser reduzida minimizando assim os efeitos de dissipação causado pelos

vórtices. Alguns trabalhos experimentais se sucederam, onde, para a construção das redes per-

iódicas de armadilhas, foram empregadas modernas técnicas de litografia [24, 26, 27, 28, 30].

Nestes trabalhos, basicamente foram observadas retificações e/ou inversões de corrente em

algumas geometrias de armadilhas, como triangulares[24] e quadradas assimétricas em uma

célula unitária [26, 27, 28], e até mesmo em redes formadas por micromagnetos[31]. O trans-

porte de vórtices onde a interação entre os mesmos é relevante, também tem sido estudado

[28, 29, 30]. Neste contexto de forte interação, na referência [28], De Souza Silva et al investi-

garam as múltiplas inversões de corrente associadas ao número de ocupação de um período do

potencial de substrato. Os resultados apresentados nesta tese têm como ponto de partida esta

referência.

Outra aplicação em dispositivos de estado sólido são as catracas quânticas. Nestes dispos-

itivos os efeitos quânticos como tunelamento e reflexão por barreiras, assumem um papel rel-

evante a baixas temperaturas. A reversão de corrente em rocking ratchets quânticos induzidas

por temperatura foi prevista teoricamente por Hänggi et al [32] e comprovada experimental-

mente por Linke et al [33]. Neste experimento um gás de elétrons bidimensional é confinado

em uma interface GaAl/AlGaAs, onde por litografia são construídas trilhas de períodos as-

simétricos, aproximadamente triangulares. A altas temperaturas o ruído térmico predomina e

uma excitação alternada é retificada na direção do eixo “fácil” da amostra, como no caso dos

rocking ratchets clássicos. Mas a baixas temperaturas, os efeitos de tunelamento entre poços

predominam, invertendo o sentido da corrente.

Tese de Doutorado - Departamento de Física - UFPE



2.3 Partículas brownianas interagentes em um potencial periódico assimétrico 15

2.3 Partículas brownianas interagentes em um potencial periódico

assimétrico

2.3.1 Sistema e simulações

Nesta seção serão apresentados os resultados do estudo de um sistema de partículas em um

potencial assimétrico sujeitas a uma força senoidal, na mesma linha de estudo dos rocking

ratchets. Neste estudo será levado em consideração a interação entre as partículas, que é rele-

vante em sistemas com altas densidades das mesmas. Serão analisadas as inversões de corrente

ao se variar alguns parâmetros, como amplitude e frequência da força externa, densidade e

temperatura.

O trabalho que serviu como ponto de partida para o estudo que foi desenvolvido e será

apresentado nesta tese é a referência [28]. Nesse trabalho foram observadas múltiplas inversões

de corrente sem a presença de algum agente de ruído, seja ele térmico ou caótico. O transporte

de vórtices em filmes supercondutores foi investigado, onde armadilhas periódicas assimétricas

foram construídas, considerando-se a interação entre os vórtices. O resultado principal deste

trabalho foi a observação de múltiplas inversões de corrente de vórtices, no limite adiabático,

que dependem da densidade de vórtices no filme supercondutor, ou posto de outra maneira, do

número de ocupação n de vórtices por período do potencial. No experimento, esta variável pode

ser controlada pelo campo magnético que atravessa a amostra. Para o número de ocupação n =

1, não existe inversão de corrente, e as partículas (ou vórtices, que são considerados partículas

na modelagem teórica apresentada na ref. [28]) se movem na direção “fácil” do potencial.

Ao se aumentar a densidade de vórtices, os mínimos locais tendem a prender mais fortemente

alguns vórtices estando os outros sujeitos a um potencial efetivo com uma forma diferente

daquela do potencial original. Para n par, o sentido fácil é invertido com relação ao potencial

original, ocasionando as inversões de corrente. Para o caso n ímpar, o sentido fácil é o mesmo

daquele do potencial original.

Nesta seção apresentaremos alguns resultados relacionados ao transporte de partículas in-

teragentes, com os ingredientes básicos expostos nas seções anteriores. Como fonte externa
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Figura 2.5 Potencial catraca (2.11) utilizado nas simulações, para valores de β = 0,25, 0,5, 1,0 e 1,5.

Estas curvas foram deslocadas verticalmente para uma melhor visualização.

de energia será utilizada uma força senoidal (rocking ratchets, eq. (2.10) ) e como ruído será

utilizado o ruído branco definido em (2.3). Como potencial catraca será utilizado o potencial

Us(x) =−Us0 (sin(kx/a)+β sin(2kx/a)) . (2.11)

O parâmetro β está relacionado ao número de mínimos locais por período que pode ser um ou

dois, dependendo do valor deste parâmetro. Diferentes formas destes potenciais, para diferentes

valores de β , são mostradas na figura 2.5. Para a interação entre as partículas consideramos um

potencial de interação logarítmico repulsivo,

Ui j =−E0 ln(|xi− x j|). (2.12)

As equações de Langevin acopladas para este sistema são,

mv̇i =−∂xi

(
Us +∑

j
Ui j

)
− γvi +F(t)+ξi(t), (2.13)
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Para as simulações, foi utilizado um método de diferenças finitas adaptado ao termo es-

tocástico que aparece em (2.13). A equação (2.13) foi discretizada segundo a algoritmo de

Verlet [34], onde para a atualização das posições e velocidades em um tempo t + h são uti-

lizadas as posições e velocidades nos tempos t e t−h e o erro envolvido é da ordem de O(h4).

Na discretização do termo estocástico foi utilizado

ξ n(t)h = (2γkBT h)1/2 wn (2.14)

onde n, neste caso, é relacionado a discretização da equação do movimento, w é uma variável

estocástica gaussiana com variância unitária, e a igualdade é uma igualdade em distribuições.

A forma discretizada da equação de movimento é dada por

V i
n+1/2 =

(
1− γh

2m

)
V i

n +
1

2m

(
Fn +Asinωtn +(2γkBT )1/2 h−1/2wn

)
h ,

X i
n+1 = X i

n +V i
n+1/2 h , (2.15)

V i
n+1 =

(
1− γh

2m

)−1 {
V i

n+1/2 +
1

2m

(
Fn+1 +Asinωtn+1 +(2γkBT )1/2 h−1/2wn+1

)}
h ,

sendo Fn menos a soma do gradiente de Us e Ui j no ponto xn.

O número de partículas usado na simulação foi 10,20,30 e 40 para os valores de n = 1, 2, 3

e 4 respectivamente. O sistema interagente foi simulado confinado em um comprimento Lx =

10, onde foram utilizadas condições de contorno periódicas considerando-se o potencial de

longo alcance (2.12). Para isto, foi utilizado um método que soma a contribuição da interação

de partículas pertencentes às imagens, sendo a forma final uma série convergente (no caso

bidimensional) [35]. Para o caso unidimensional, que é o caso aqui estudado, a expressão é

simplificada para,

Ui j = E0 ln
(

sin
(

π
Lx

x
))

+C(Lx) . (2.16)

Após um período de aproximadamente 106 passos de tempo (com h = 0,01 para o regime

adiabático sem ruído térmico e h = 0,00025 para o caso de altas frequências e temperaturas),

sendo alcançado um regime estacionário, a corrente ou a média, no tempo e nas amostras, da

velocidade do centro de massa vcm = 1
N ∑i vi (onde N é o número total de partículas) foi calcu-

lada nas simulações. Para o estudo dos estados dinâmicos do sistema em T = 0, a densidade
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Figura 2.6 Diagrama de fases que mede a assimetria do potencial α em função dos parâmetros β e Us0

para n = 1,2,3 e 4. Para β > 0,5 e Us0 < 1,0 aproximadamente, a direção da corrente é positiva para n

ímpar e negativa para n par.

de partículas e a massa acumulada,

ρ(x) = 〈∑
i

δ (xi)〉, (2.17)

m(x) =
∫ x

0
ρ(x′)dx′ (2.18)

também foram calculadas, sendo a média uma média temporal. Nas simulações foram fixados

γ = 16 e m = 1. Uma discussão sobre os regimes subamortecido e sobreamortecido é feita na

seção 2.3.5.

Para fixar alguns parâmetros foi obtido um diagrama de fases que mede a assimetria do

potencial efetivo a que estão sujeitas as partículas. Nesse diagrama (figura 2.6) o parâmetro
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Figura 2.7 Tendência de movimento das partículas menos presas (círculos vermelhos) ao potencial

para baixas amplitudes no regime adiabático. O potencial efetivo é uma combinação entre o potencial

de substrato e as partículas mais presas ao potencial (círculos azuis).

α = 1−Fd/Fe é obtido em função de β e do valor associado à barreira de energia Us0 normal-

izado por E0 (ver equação (2.12)). Os valores de Fd e Fe são as forças críticas de desprendi-

mento das partículas ao se aplicar uma força constante, por um tempo suficientemente longo,

para a direita e esquerda respectivamente. Estas forças críticas são identificadas ao se constatar

um movimento coletivo das partículas a partir de um certo limiar da força, que é aplicada de

uma forma adiabática. O valor de α positivo (negativo) indica um movimento para a dire-

ita (esquerda). Deste diagrama de fases, pode-se ver que, para uma região entre β > 0,5 e

Us0/E0 < 1,0 aproximadamente, o sentido da corrente de partículas depende do valor de n,

sendo positiva para um valor de n ímpar e negativa para um valor de n par, em concordância

com os resultados obtidos na referência [28].

A explicação para estas inversões está na relação entre o movimento das partículas menos
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presas ao potencial em um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato original e

pelas partículas presas nos mínimos do potencial. A figura 2.7 mostra esquematicamente o

movimento das partículas menos presas para os casos n = 1, 2, 3 e 4. Esta é a tendência de

movimento no regime adiábatico, para uma amplitude da força externa baixa, mas suficiente

para desprender as partículas num dos sentidos. As partículas mais presas estão representadas

em azul e as partículas menos presas em vermelho. Para o caso de uma única partícula, a

simetria do potencial de substrato é preservada, não havendo portanto inversões determinísticas

de corrente. Para o caso de n > 1 partículas por período de potencial, existe em média, n− 1

partículas presas aos mínimos, se distribuindo de forma alternada entre os mínimos locais. Para

o caso de n ímpar a simetria do potencial de substrato é preservada não invertendo o sentido

da corrente. Para o caso de n par a simetria do potencial é invertida, promovendo as inversões

de corrente. Nas seções posteriores será visto como outros parâmetros, tais como amplitude da

força externa e temperatura, estão relacionados com o desprendimento destas partículas mais

presas e consequentemente, com a simetria do potencial efetivo.

2.3.2 Regime adiabático determinístico

Fixado o valor de β = 1,5 e Us0 = 0,74, que corresponde a um ponto na região onde ocorrem

as múltiplas inversões de sinal com n (ver figura 2.6), foi analisado o comportamento da cor-

rente de partículas J com a amplitude da força externa A no regime adiabático com T = 0. A

frequência desta mesma força externa foi fixada em ω = 0,01 que corresponde a este regime.

A curva J(A) apresenta oscilações que dependem do valor de n. Isto pode ser visto na figura 2.8

(curvas cheias, sem os símbolos) para n = 1,2,3 e 4. Estas são n−1 oscilações ou inversões de

corrente para um dado valor de n > 1. Para baixas amplitudes, com valores acima da amplitude

crítica correspondente, o sentido da corrente é o mesmo daquele obtido nos diagramas 2.6:

corrente positiva para n ímpar e negativa para n par, como esperado. As inversões apresentadas

para amplitudes maiores são uma competição entre estados dinâmicos de movimentos para a

esquerda e para a direita. Das formas das curvas mostradas na figura 2.8 nota-se que parte da

curva J(A) para n = 2, é similar a curva J(A) para n = 1 e que parte da curva para J(A) para
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Figura 2.8 Corrente de partículas em função da amplitude da força oscilante externa para os seguintes

parâmetros β = 1,5 e Us0 = 0,74. As linhas cheias representam a corrente para T = 0 e o conjunto de

linhas com símbolos representam a corrente para T = 0,625 no regime de altas temperaturas. Para o

caso T = 0 existe n− 1 oscilações (inversões) para n > 1. Para T = 0,625 a corrente de partículas é

sempre positiva.

n = 3 é similar a curva J(A) para n = 2, etc. ou seja o comportamento de J(A) para um dado

n está contido no comportamento J(A) para um valor de n−1, indicando que a dinâmica para

um dado valor de n pode estar associada ao desprendimento gradual das partículas dos poços

de potencial. Cada desprendimento estaria associado à inversão no sentido fácil do potencial

efetivo experimentado pelas partículas menos presas ao potencial.

Para estudar estes estados dinâmicos, simulamos o sistema sob o efeito de uma força con-

stante F tanto no sentido positivo quanto no sentido negativo, para vários valores de F . Este

procedimento permite uma caracterização dos estados dinâmicos de uma maneira mais uni-
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Figura 2.9 Medida da corrente de partículas (J(F) = J+(F)+ J−(F)), para o caso n = 3, a partir da

corrente induzida por forças constantes para a direita (J+(F)) e para a esquerda (J−(F)). As setas

indicam os valores de força investigados na figura 2.10.

forme ao considerarmos a força F aplicada em um tempo suficientemente longo, tomando as

médias neste intervalo de tempo. A corrente resultante ao se considerar a soma da corrente in-

duzida pela força positiva com a corrente induzida pela força negativa, J(F) = J+(F)+J−(F),

pode ser comparada àquela de uma força oscilante quadrada adiabática.

A forma de J(F) mostrada na figura 2.9 para n = 3, é semelhante àquela obtida com a

força senoidal 2.8-c, apresentando o mesmo comportamento qualitativo de oscilações. Nesta

figura, as cores de fundo realçam as regiões com corrente positiva e negativa que serão úteis na

discussão do estado dinâmico apresentado em grande parte destas regiões. As setas indicam os

valores de força, F = 9,17,5 e 22, na direção positiva, onde foram medidas a densidade média

de partículas ρ(x) e a massa acumulada m(x) que são mostradas na figura 2.10. Nesta figura a

cor de fundo indica o potencial catraca de substrato, que neste caso possui dois mínimos locais.

Para o valor de força F = 9 os picos duplos situados próximos aos mínimos locais dos po-

tenciais indicam que 2N/3 partículas, em média, permanecem presas ao potencial, enquanto

N/3 partículas estão deslocalizadas, a provocar colisões com as demais partículas e eventual-

mente tomando suas posições nos mínimos de potencial. Esta conclusão pode ser ratificada

pela figura 2.10-(b) (linha cheia) que mostra que a massa acumulada em um período apresenta

um salto de aproximadamente zero para um, ao se integrar a região próxima aos mínimos de

potencial. Isto favorece a manutenção do movimento preferencial no sentido fácil do potencial

original, pois o movimento das N/3 partículas pode ser considerado como sendo em um poten-
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Figura 2.10 Densidade de partículas calculadas para forças de magnitude F = 9,17,5 e 22 na direção

positiva do potencial para o caso n = 3. Estes valores de força correspondem a pontos na parte oscilante

do gráfico da figura 2.9. (a) Os picos duplos para F = 9 indicam que em média tem-se 2N/3 presas

aos mínimos de potencial enquanto N/3 partículas, em média, estão livres para o movimento. Isto é

comprovado pelo curva da massa acumulada (linha cheia) no painel (b) onde esta integração apresenta

saltos de aproximadamente um na região dos mínimos. Para F = 3 existe em média N/3 partículas

presas aos mínimos e para F = 22 todas as partículas estão deslocalizadas.

cial efetivo formado pelo potencial de substrato mais 2N/3 partículas presas em seus mínimos

locais. Para F = 17,5 existe em média N/3 partículas localizadas enquanto as outras estão

deslocalizadas, e isto por sua vez, favorece o movimento preferencial no sentido mais íngreme

do potencial original. Para F = 22 todas as partículas estão deslocalizadas, interagindo com o

potencial de substrato sem a influência de partículas presas, favorecendo novamente a simetria

original.

Para a força na direção negativa, as forças em que as partículas se desprendem são diferentes

daquelas para a força positiva. Isto pode ser identificado na figura 2.11 que mostra o valor

dos máximos locais de ρ(x) (ver figura 2.10), para vários valores de F, próximo aos mínimos
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Figura 2.11 Máximos da densidade de partículas em função da magnitude das forças para a direita

(painel superior) e para a esquerda (painel inferior), para o caso n = 3. ρ(x1) corresponde aos máximos

próximos ao mínimo global e ρ(x2) corresponte aos máximos próximos ao outro mínimo do potencial

(ver cores de fundo da figura 2.10)

locais. As curvas ρ(x1) e ρ(x2) se referem aos valores de pico próximo ao primeiro e ao

segundo mínimo de potencial, medindo portanto a transição entre a localização nestes mínimos

e a delocalização das partículas. As cores de fundo indicam as regiões com corrente positiva e

negativa mostradas na figura 2.8. Comparando em conjunto as curvas tanto para a força positiva

quanto para a força negativa, grosso modo, a primeira parte da oscilação pode ser caracterizada

pelo movimento de N/3 partículas deslocalizadas estando as outras partículas localizadas, a

segunda parte da oscilação pode ser considerada, em grande parte do intervalo de amplitudes,

como resultado do movimento de 2N/3 partículas deslocalizadas e por fim a parte final da

oscilação está relacionada ao movimento de todas as N partículas deslocalizadas, que preserva

a simetria do potencial original.
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2.3.3 Inversões de corrente induzidas por ruído térmico

Na seção anterior foi discutido o comportamento da corrente de partículas interagentes no po-

tencial catraca no regime determinístico em função da amplitude externa, que é mostrado na

figura 2.8. Desta mesma figura pode-se notar regiões onde a simetria original do potencial do

substrato é alterada pois a corrente de partículas é invertida, passando de positiva para negativa

para os valores n = 2,3 e 4. Estas inversões têm como agente principal a interação entre as

partículas como já foi mostrado nas seções anteriores. O que será discutido nesta seção é o

papel da temperatura no restabelecimento da simetria original do potencial de substrato nesta

região onde a corrente de partículas é negativa, ou seja, será estudada a relação entre a interação

entre as partículas e o ruído térmico.

Ainda na figura 2.8, o efeito da temperatura é mostrado no gráfico A vs J para os parâmetros

β = 1,5, Us0 = 0,74 e n = 1, 2, 3 e 4. Na temperatura T = 0,625 (que corresponde ao

regime de altas temperaturas), a curva J(A) é totalmente positiva para qualquer valor de n,

sendo restabelecida a simetria do potencial original. Consequentemente, para o intervalo de

parâmetros onde a corrente é negativa para T = 0, existe uma inversão de corrente, para o

sentido positivo, a uma temperatura finita.

Para entender a origem destas inversões, estendemos este estudo para uma região no espaço

de parâmetros Us0 vs A, para n = 2, β = 1,0 e ω = 0,01 (regime adiabático). Na figura 2.12-(a),

pode ser localizada a região onde a corrente é negativa no plano Us0−A para T = 0. A partir

disso foi delimitada uma região (mostrada em vermelho em 2.12-(a)), que foi o ponto de partida

para a investigação do efeito do ruído térmico no transporte de partículas. A temperatura foi

lentamente variada nesta região para alguns valores de Us0 e A, e o resultado foi compilado no

diagrama de fases mostrado na figura 2.12-(b). A superfície indica as temperaturas de inversão

de corrente que separam as regiões de corrente positiva e negativa.

A figura 2.12-(c) mostra a dependência da amplitude crítica, Ac, para vários valores de Us0,

em função da temperatura. Ac é a amplitude da força externa no qual para um dado Us0 e T ,

ocorre a inversão de corrente induzida por ruído térmico. Esta amplitude crítica decresce com o

aumento da temperatura de uma forma linear. Como foi visto na seção anterior, no caso n = 2,
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Figura 2.12 (a) Diagrama de fases A−Us0 para o sentido da corrente de partículas para n = 2, β = 1,0,

ω = 0,01 e T = 0. (b) Diagrama de fases que mostra o efeito do aumento da temperatura na região

retangular destacada na parte (a). A superfície mostra os pontos de inversão de corrente, que separam as

regiões de baixas temperaturas (corrente negativa) das regiões de altas temperaturas (corrente positiva).

(c) Comportamento linear da amplitude crítica, extraída da superfície de inversão mostrada em (b), como

função da temperatura para vários valores de Us0.

o movimento pode ser considerado, em primeira análise, como o movimento de n/2 partículas

deslocalizadas, sob o efeito de um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato e

por n/2 partículas localizadas. Esta dinâmica inverte o sentido do movimento produzindo

uma corrente negativa. Para se restabelecer o sentido da dinâmica original seria preciso, de

alguma forma, deslocalizar estas partículas. A forma Ac = a−bT , mostrada na figura 2.12-(c)

sugere uma ativação térmica das partículas localizadas sobre a barreira de energia do potencial

de substrato, sendo Ac o ponto de transição para um regime de arrastamento (creep motion).

Esta mesma dependência linear é encontrada por exemplo no movimento de linhas de fluxo em

supercondutores duros [36] e de paredes de domínio em materiais ferromagnéticos [37]. Nestes

casos a condição para o movimento de arrastamento é a independência de ∆Us com relação a
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Figura 2.13 Corrente de partículas em função da amplitude da força externa para uma frequência mod-

erada ω = 0,2. Os degraus de corrente são discretizados sendo o valor destes intervalos dependente de

n.

T e que kBT ¿ ∆Us, que é o caso aqui considerado, pois ∆Us ∼ 4Us0 é muito maior do que as

temperaturas de transição como pode ser visto de 2.12-(c).

2.3.4 Regime de altas frequências

Antes da discussão do regime de altas frequências é mostrado na figura 2.13, a forma de J(A)

para n = 1, 2, 3 e 4, em um valor de frequência intermediária ω = 0,2, para os seguintes

parâmetros β = 1,5, Us0 = 0,74 e T = 0. Neste gráfico, pode-se notar a diferença em relação à
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Figura 2.14 Corrente de partículas em função da amplitude da força externa para n = 2, β = 1,0,

Us0 = 0,74.(a) Para frequências moderadas (ω = 0,2, linha cheia) em T = 0, a corrente apresenta um

comportamento discretizado. Para uma alta temperatura (T = 0,625, linha com símbolos) a corrente é

totalmente positiva. (b) Para uma alta frequência (ω = 7) a corrente de partículas é nula (linha cheia)

em T = 0. Ao se combinar altas frequências e altas temperaturas T = 0,625, uma corrente de partículas

é induzida no sentido mais íngreme do potencial (linha com símbolos.)

curva correspondente no regime adiabático 2.8. As oscilações de corrente ainda estão presentes,

mas J(A) apresenta um comportamento discretizado com intervalos ou degraus de corrente

que dependem de n. No caso de partículas não-interagentes este efeito é observado, com o

valor da corrente sendo um múltiplo de v0 = ωa/2π (o que daria v0 ≈ 0,03183 para ω = 0,2)

devido ao deslocamento das partículas por um número inteiro de períodos do potencial de

substrato, a cada ciclo da força externa. No caso interagente mostrado na figura 2.13, estes

degraus são aproximadamente v0 = 0,3183, 0,1592, 0,01061, 0,00796 para n = 1, 2, 3 e 4

respectivamente. Isto corresponde a v0 = ωa/2nπ ou seja a um deslocamento das partículas

por um múltiplo de a/n por ciclo da força externa.
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Ao se introduzir o ruído térmico neste valor intermediário de frequências, os degraus são

suavizados e no regime de altas temperaturas a corrente de partículas é totalmente positiva,

como no caso adiabático. Existe portanto a inversão do sentido da corrente nos casos onde a

simetria do potencial original foi alterada. Isto é mostrado para n = 2, β = 1,0 e Us0 = 0,74,

na figura 2.14-(a) em T = 0,625 (círculos pretos) que corresponde a uma alta temperatura.
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Figura 2.15 Inversões de corrente induzidas por ruído térmico,(a) No regime adiabático ω = 0,01, para

A = 10, β = 1,0 e Us0 = 0,74 onde a corrente originalmente negativa se torna positiva e (b) Em conjunto

com altas frequências, que inverte novamente o sentido da corrente. O ponto em vermelho no painel (a)

é o ponto de partida para as simulações no painel (b).

No regime de alta frequência de oscilação (ω = 7,0), sem a ativação térmica, as partículas

permanecem presas oscilando no potencial de substrato, (〈v〉 = 0)como mostra a figura 2.14-

(b) (linha cheia). Com a introdução do ruído térmico a corrente assume valores negativos, ou

seja, o movimento é na direção mais íngreme do potencial, como no caso não-interagente de
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altas frequências e com ruído [4]. A figura 2.15 sintetiza as inversões de corrente onde o ruído

térmico tem um papel importante. A parte (a) da figura mostra uma inversão de corrente tendo

como agente principal o ruído térmico no regime adiabático (ω = 0,01), para os parâmetros

β = 1,0, Us0 = 0,74 e A = 10. O círculo vermelho que aparece nesta mesma figura é o ponto de

partida para a simulação que resultou na figura 2.15-(b). Nesta parte, a frequência foi variada

do regime adiabático para o regime de altas frequências em uma temperatura alta T = 0,625.

O efeito conjunto de altas frequências e altas temperaturas inverte novamente o sentido da

corrente, pois neste regime as interações perdem importância e para sistemas não-interagentes

estas inversões são observadas [4] [17].

2.3.5 Dinâmica sobremortecida e subamortecida

Neste estudo do transporte de partículas brownianas interagentes confinadas em um potencial

de substrato do tipo catraca unidimensional, foram utilizados nas simulações os valores γ = 16 e

m = 1, para o coeficiente de viscosidade e massa respectivamente. Nesta seção serão discutidos

alguns resultados para outros valores de m, no regime adiabático em T = 0, explorando alguns

aspectos qualitativos e quantitativos dos regimes sobre e subamortecido para este sistema.

No caso de partículas não-interagentes no regime sobreamortecido, a corrente de partícu-

las J(A) é sempre no sentido menos íngreme do potencial de substrato e não depende das

condições iniciais. A curva J(A) para o caso subamortecido moderado é mais robusta quanto

à forma do potencial, variando de uma maneira abrupta após a amplitude de desprendimento

das partículas e praticamente limitada ao intervalo de amplitude das janelas de retificação, ou

seja os valores de amplitudes onde ocorrem o desprendimento de partículas. O regime sub-

amortecido pode também ser caótico, com J(A) dependendo das condições iniciais e exibindo

múltiplas inversões de corrente em função da amplitude da força externa [18]. Uma maneira de

se identificar a que regime (sobre ou subamortecido) corresponde o movimento das partículas

no potencial periódico, é calculando a constante elástica k relativa a um movimento harmônico

próximo aos mínimos do potencial em questão. A partir da constante elástica k, pode-se obter

uma estimativa da massa crítica m∗ que corresponde a transição entre o movimento sub ou
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Figura 2.16 Corrente de partículas como função da amplitude A para n = 2 (a), n = 3 (b) e n = 4 (c),

calculados para os valores de massa 0, 0,33, 0,5, 1,0, 2,0 e 5,0 .

sobreamortecido.

Para o valor de β = 1,5, que foi o valor utilizado por exemplo no gráfico da figura 2.8, k é

igual a 262Us0/a2. Para se obter a estimativa da massa crítica ou de transição entre os regimes

sobre e subamortecido m∗, deve-se comparar a frequência ω =
√

k/m com a razão γ/m. Para

ω =
√

k/m≈ γ/m, o valor de m∗ é aproximadamente 1,32. Para valores de m > 1,32, aprox-

imadamente, o sistema está no regime subamortecido. Na figura 2.16 são apresentadas curvas

J(A) para os parâmetros β = 1,5, γ = 16 e n = 3, 4, 5. A massa é restrita ao intervalo 0≤m≤ 5.

As curvas para m = 2 e m = 5, apresentam transições abruptas e estão restritas a intervalos bem

definidos de amplitude, em um comportamento que se assemelha ao caso subamortecido não

interagente [20]. Para valores ainda maiores de m, a dinâmica apresenta características que
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Figura 2.17 Série temporal da velocidade do centro de massa para o caso n = 4, m = 5, γ = 16 e

A = 14,5 (ver figura 2.16). As irregularidades na parte superior da série, sem uma sequência bem

definida, indicam uma dinâmica caótica.

sugerem um comportamento caótico. Isto pode ser visto mesmo no caso m = 5 para amplitudes

A > 14 (painel inferior da figura 2.16) onde a curva apresenta ruídos devido a esta dinâmica

caótica. A figura 2.17 mostra a série temporal da velocidade do centro de massa para alguns

períodos da força externa em A = 14,5. Nesta série podemos identificar “saltos” eventuais na

parte superior da curva, que aparecem sem obedecer uma sequência bem definida. Foi obser-

vado ainda que a resposta vcm(t) do sistema é muito sensível as condições iniciais. Estes fatos

sugerem um regime caótico.

Na seção 2.3.2 foi visto que, grosso modo, as oscilações de corrente podem ser expli-

cadas pelo desprendimento gradual das partículas, sendo o estado dinâmico para um caso de
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n partículas por período de potencial, reduzido para um caso de n− 1 partículas por poço de

potencial. Para o caso subamortecido, isto pode ser visualmente inferido das formas de J(A)

para o caso m = 5, onde a forma J(A) para n = 4 e A > 8,7 (painel inferior da figura 2.16) é

bastante semelhante à forma de J(A) para n = 3. O mesmo se verifica para a comparação entre

as formas de J(A) para n = 3 e n = 2. Para o caso m < m∗ as oscilações de corrente, devido ao

desprendimento gradual das partículas, ainda existem, mas menor intensidade. Para m < 0,5,

aproximadamente, não há mais as inversões de corrente, como as observadas para os outros

valores de m.

2.4 Conclusões

Apresentamos neste capítulo um estudo de partículas brownianas interagentes sujeitas a um

potencial periódico do tipo catraca unidimensional e a uma força externa oscilante com ampli-

tude A e frequência ω . Utilizando a dinâmica de Langevin, calculamos grandezas relevantes

para a caracterização do movimento coletivo como a corrente de partículas J, variando alguns

parâmetros importantes do sistema como a densidade de partículas, amplitude da força externa,

frequência de oscilação e temperatura. No regime adiabático a corrente de partículas apresenta

n− 1 oscilações (para n > 1) ao se aumentar o valor da amplitude da força externa, devido

ao desprendimento gradual das partículas. O movimento destas partículas menos presas pode

ser aproximado como sendo em um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato e

as partículas mais presas. A simetria deste potencial efetivo depende do número de partículas

presas (que diminui com o aumento da amplitude), ocasionando as oscilações de corrente. Os

efeitos de temperatura foram estudados, e para uma temperatura suficientemente alta a corrente

de partículas para qualquer n é positiva. Para intervalos de amplitude, em T = 0, onde a corrente

de partículas assume um valor negativo devido a interação entre as mesmas, existem inversões

de corrente em função da temperatura. O comportamento linear da amplitude crítica Ac(T ),

que é a amplitude onde ocorre a inversão de corrente para um dado T , sugere uma inversão de

corrente induzida pela ativação térmica das partículas presas nos mínimos do potencial sobre as
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barreiras de energia. No regime de frequências de oscilação moderadas ocorre o efeito lock-in,

onde J(A) apresenta um caráter discretizado, com os intervalos de corrente sendo dependendes

da densidade de partículas. Por fim, o efeito conjunto de altas frequências e altas temperat-

uras promove uma nova inversão de corrente, sendo esta na direção mais íngreme do potencial,

como observado no caso de partículas não-interagentes. O artigo correspondente aos resultados

apresentados neste capítulo foi aceito para publicação no Physical Review E-EU10340/daSilva

com o título Reversible transport of interacting brownian ratchets.
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CAPÍTULO 3

Monte Carlo em tempo contínuo aplicado ao

modelo ANNNI diluído

3.1 Transições de fases quânticas

3.1.1 Transições em T = 0

Nas últimas décadas, ao lado do interesse por transições de fases clássicas onde a criticalidade

é regida por flutuações induzidas por temperatura, surgiu o interesse em se estudar transições

de fases quânticas [38] [39] [40] que são induzidas pela variação de algum parâmetro em um

hamiltoniano quântico. Os exemplos e as realizações experimentais são diversas indo das tran-

sições metal-isolante [41] do tipo Anderson-Mott passando por transições entre fases de Hall

em sistemas eletrônicos bidimensionais [39] e sistemas magnéticos puros ou desordenados,

como é o caso das transições ordem-desordem no composto LiHoF4 [42], a qual consiste na

flutuação dos íons de Ho entre dois estados de spins que são alinhados paralelos ou antiparale-

los a um eixo cristalino particular, cuja ordem é destruída por uma campo magnético perpen-

dicular a tal eixo. Um modelo magnético relacionado às transições neste composto é o modelo

de Ising em campo transverso [43] que será discutido mais adiante. Tal modelo serviu como

base para o modelo que investigamos nesta tese que é um modelo do tipo Ising com interações

competitivas diluídas.

As transições de fases clássicas [44] [45] constituem uma área da física estatística bastante

sólida, sendo seus pilares as teorias ou conceitos de parâmetro de ordem, scaling, renormal-

ização e universalidade, sendo então natural que as transições de fases quânticas se utilizem de

toda esta base teórica em sua descrição. Apesar de tantas similaridades as transições de fases

quânticas possuem certas particularidades que serão evidenciadas na discussão que se segue.
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Nas transições de fases clássicas de equilíbrio, a dinâmica geralmente é desacoplada das

variáveis não dinâmicas. Podemos constatar isto ao escrever a função de partição para um

sistema clássico geral descrito por um hamiltoniano H = Hcin + Hpot , onde Hcin descreve a

energia cinética e Hpot a energia potencial, isto é

Z =
∫

d p exp(−Hcin

kBT
)
∫

dq exp(−Hpot

kBT
). (3.1)

onde T é a temperatura absoluta e kB é a constante de Boltzmann. A parte cinética do hamil-

toniano pode ser fatorada e eventualmente integrada e não apresenta qualquer singularidade.

As contribuições singulares para a função de partição e consequentemente para a energia livre

provêm do segundo fator que corresponde à parte na energia potencial do hamiltoniano. As sin-

gularidades referentes às transições de segunda ordem dão origem a divergências nas funções

resposta e no comprimento de correlação. Ao comportamento assintótico de cada grandeza

podemos associar um expoente crítico, os quais são grandezas universais que não dependem

dos detalhes microscópicos mas apenas de características bem gerais como a dimensionalidade,

o número de componentes do parâmetro de ordem e o alcance das interações. Para o caso de

sistemas magnéticos temos como exemplo,

ξ ∼ |δ |−ν (comprimento de correlação),

m
∣∣
H=0 ∼ |δ |β (magnetização a campo nulo),

χ ∼ |δ |−γ (suscetibilidade magnética), (3.2)

c ∼ |δ |−α (calor específico),

m
∣∣
(H,δ=0) ∼ H

1
δ (magnetização crítica),

onde δ = (T−TC)/Tc é uma medida da temperatura relativa ao valor crítico, ξ é o comprimento

de correlação associado ao parâmetro de ordem mencionado acima, m se refere à magnetiza-

ção que é o parâmetro de ordem, χ é a susceptibilidade magnética, c é o calor específico e

H é o campo magnético externo. ν , β , χ , α , δ são os respectivos expoentes críticos associa-

dos que não são independentes entre si segundo a hipótese de escala. Esta relação, de início

uma hipótese fenomenológica [46] [47], foi depois deduzida por primeiros princípios através

do grupo de renormalização introduzido por Wilson [48]. Esta hipótese propõe leis de homo-
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geneidade próximas a região crítica. Para um sistema magnético clássico acoplado a um campo

externo, por exemplo, tem-se para a parte singular da energia livre,

f (δ ,H) = b−d f (δ b
1
ν ,H byH ). (3.3)

O fator de escala b é um número positivo arbitrário e yH é um outro expoente crítico. Esta forma

homogênea se estende a outras grandezas termodinâmicas que estão relacionadas às derivadas

de f . Em decorrência, os expoentes em (3.2) não são independentes e dão origem às leis de

escala. Uma relação que resulta e envolve diretamente a dimensionalidade d é a equação de

hiperescala,

2−α = dν (3.4)

Nas transições de fases quânticas, diferentemente das transições de fases clássicas, a dinâmica

é parte importante na descrição do fenômeno crítico. O hamiltoniano que engloba os graus de

liberdade microscópicos, agora possui termos que não comutam entre si, implicando que a

dinâmica deve ser considerada deste o início no estudo destes fenômenos. A não comutativi-

dade dos operadores, através da relação de incerteza de Heisenberg, produz flutuações quânti-

cas que podem ser controladas por um parâmetro ∆ no hamiltoniano, o qual também controla

a energia do estado fundamental. Próximo à transição esta energia é não analítica e ocorrem

flutuações do parâmetro de ordem em todas as escalas do sistema, tanto espacialmente quanto

temporalmente. Neste contexto, é importante juntarmos ao conjunto de comportamentos ass-

intóticos (3.2), o tempo de correlação,

ξτ ∼ ξ z, (3.5)

onde z é o expoente dinâmico que é também uma grandeza universal como ν , β , χ , α e δ .

Como mostra sua definição, z é uma medida de como se relacionam as escalas das correlações

no espaço e no tempo. A origem deste termo “expoente dinâmico” está relacionado ao es-

tudo dos fenômenos críticos clássicos onde é associado ao “critical slowing down” [49]. Nas

transições clássicas o expoente dinâmico não é universal.

A lei de homogeneidade (3.3) [38] [50] pode ser generalizada para o caso quântico,

f (δ ,H,τ) = b−(d+z) f (δ b
1
ν ,H byH ,τ bz) (3.6)
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com a respectiva lei de escala correspondente a (3.4) sendo [40],

2−α = (d + z)ν (3.7)

Das expressões acima podemos identificar uma dimensão efetiva de f = d + z. Nos casos de

sistemas onde o tempo e o espaço participam da criticalidade de uma forma simétrica, como

por exemplo em sistemas magnéticos puros, z = 1. Em sistemas desordenados, z pode ser

diferente de um. A dinâmica então, para transições puramente quânticas (T = 0), introduz

dimensões extras com relação aos sistemas clássicos e consequentemente mudam sua classe de

universalidade.

3.1.2 Efeitos da temperatura

O estudo do efeito da temperatura nas transições quânticas é bastante relevante, mesmo porque

os experimentos são sempre realizados em temperaturas finitas. O efeito da temperatura é

drástico em tais transições havendo até um “crossover” de comportamentos críticos mesmo

para temperaturas extremamente baixas. Podemos ver isto comparando as energias quânticas

e clássicas próximo à região crítica. Na transição o tempo de correlação diverge e, então, a

frequência característica das oscilação dos sistemas, ωc ∼ ξτ
−1, tende a zero implicando que

para uma temperatura finita,

h̄ωc ¿ kBT (3.8)

Deste modo, para temperaturas finitas a criticalidade é essencialmente clássica, mesmo a

descrição microscópica sendo dada por um hamiltoniano quântico.

Na figura 3.1 (a) , é apresentado um esboço de um diagrama de fases, T vs. ∆, de um sistema

quântico, mostrando a dependência da temperatura crítica com o parâmetro ∆ do hamiltoniano

quântico, e as regiões sob influência das flutuações clássicas e/ou quânticas. Neste exemplo,

consideramos que, para ∆ = 0, existe uma transição ordem-desordem puramente clássica, com

uma temperatura crítica Tc, sendo que, para ∆ 6= 0, o valor desta temperatura decresce até zero,

pois o aumento das flutuações quânticas favorece a desordem. Este poderia ser, por exemplo,

o esboço do diagrama de fases do modelo de Ising em campo transverso para d > 1. Como
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foi discutido acima, a região próxima à linha crítica possui comportamento crítico clássico,

indicado na figura pela região entre as linhas tracejadas. Esta região torna-se cada vez mais

estreita ao se aproximar de ∆c onde, em T = 0, a transição é puramente quântica e a criticalidade

é diferente daquela a temperaturas finitas devido à divergência do tempo de correlação neste

ponto. Abaixo desta linha de crossover (região I), onde h̄ωc ∼ kBT , as flutuações quânticas

dominam, portanto a ordem magnética tem predominância quântica, ou seja, apresentam certa

coerência de fases (interferência) mesmo que não sejam por um tempo infinito pois agora estas

estão limitadas pela temperatura. Para a região II, ∆ > ∆c, a ordem magnética é destruída

principalmente por flutuações quânticas. Este é um estado desordenado embora haja certa

coerência de fases e é isto que o difere de um estado clássico desordenado. Finalmente para

a região III, próximo à linha T = 0, o sistema é crítico com relação a ∆ e as singularidades

são “arredondadas” quase que exclusivamente pela temperatura. Por isso um experimento que

ocorra próximo a esta linha pode explorar propriedades de scaling com a temperatura na análise

dos dados.

Um diagrama apropriado para sistemas unidimensionais é mostrado na figura 3.1 (b). Para

um sistema magnético unidimensional, por exemplo, não existe ordem de longo alcance para

T 6= 0 e a ordem só é possível exatamente em T = 0. A transição ordem-desordem é então

limitada ao eixo T = 0 e é puramente quântica. A linha crítica presente no diagrama 3.1

(a) não existe mais e para ∆ < ∆c a fase ordenada dá lugar a uma fase desordenada clássica

renormalizada [38]. A origem desta região clássica é causada pela divergência exponencial de

ξ quando T → 0, pois o sistema está na iminência de se alinhar em T = 0. Este comprimento

de correlação é, então, maior que o comprimento de de Broglie das excitações térmicas, que

variam com o inverso de uma potência de T [38]. Desse modo, estes aglomerados possuem

uma comportamento clássico. O sistema que abordamos nesta tese, e que será apresentado no

próximo capítulo, se enquadra na descrição deste diagrama. Estudamos as propriedades críticas

deste modelo sobre a linha T = 0.
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Figura 3.1 (a) Diagrama de fases T vs. ∆ de um sistema quântico d > 1 dimensional exibindo uma tran-

sição clássica em ∆ = 0 e em T = Tc. A linha cheia Tc(∆) separa uma fase ordenada quântica I de uma

fase desordenada térmica. Próximo à esta linha as flutuações clássicas dominam de modo que a critical-

idade é a mesma de um sistema clássico d dimensional. Entre as regiões II e III existe um “crossover”

entre uma fase desordenada quântica e uma fase crítica quântica sob influência de flutuações térmicas

(∆ ∼ ∆c). As transições que ocorrem em T = 0 possuem caráter d + 1 dimensional. (b) Diagrama de

fases apropriado para sistemas quânticos unidimensionais. A fase ordenada quântica dá lugar a uma fase

desordenada clássica renormalizada e as transições estão confinadas à linha T = 0.

3.1.3 Integrais de trajetória e mecânica estatística quântica

Uma abordagem bastante conveniente que ajuda a entender a natureza das transições de fases

quânticas, tanto em T = 0 como para T 6= 0, e que introduz idéias que são úteis na descrição

da teoria que utilizamos nesta tese é a técnica de integrais das trajetória ou de Feynman [8]

[51] [52]. Nesta abordagem da mecânica quântica, a amplitude de probabilidade (propagador)

entre dois estados quânticos |φ ,0〉 e |φ ′, t ′〉, pode ser escrita como a soma de trajetórias ou
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sobre todas as amplitudes de probabilidades entre esses dois estados. O operador evolução

temporal exp{−iH
h̄ t} é então decomposto em operadores de evolução em tempos infinitesi-

mais [exp{−iH
h̄ δ t}]N , onde são inseridas em cada intervalo de tempo uma base ou conjunto

completo de estados. A integral de trajetória ou propagador para os graus de liberdade de um

campo quântico pode então ser escrito como:

〈φ ′′, t ′′|φ ′, t ′〉= C
∫ φ ′′

φ ′
Dφ exp(iS[φ ; t ′′, t ′]) (3.9)

onde C é uma constante de normalização e,

S[φ ; t ′′, t ′] =
∫ t ′′

t ′
dt

∫
dDx L(x, t) (3.10)

é a ação do campo clássico correspondente. A integral de trajetória, escrita desta forma, é

conhecida como integral de trajetória do espaço de configurações. A partir deste ponto podemos

obter informação sobre a termodinâmica do sistema ao levarmos em conta que a construção da

função de partição pode ser obtida da dinâmica do sistema ao considerarmos a analogia entre o

operador evolução temporal e a matriz densidade,

exp(
−iH

h̄
t)←→ exp(−βH ), (3.11)

ou colocando, de outra forma, o operador densidade pode ser considerado como um operador

evolução temporal em tempo complexo τ = i t. A função de partição de um campo quântico a

uma temperatura equivalente β = τ/h̄ é dada por,

Z =
∫

Dψ〈ψ|exp(−βH )|ψ〉 (3.12)

onde ψ(x) é um campo independente do tempo e |ψ〉 representa os auto-estados do campo. Da

expressão acima vemos que a função de partição é uma integral sobre amplitudes de proba-

bilidades com os mesmos estados inicial e final. Ou seja, calcular grandezas termodinâmicas

é equivalente a se calcular amplitudes de probabilidades em tempo complexo, sendo que o

intervalo de propagação ∆τ é dado pela temperatura equivalente β−1.

Combinando (3.9) e (3.12) a função de partição adquire a forma,

Z =
∫

ψ(x,β )=ψ(x,0)
Dψ exp

{∫ β

0
dτ

∫

Ω
dd xH (ψ(x,τ))

}
, (3.13)
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onde por causa da introdução do tempo complexo a ação lagrangeana (3.10) torna-se uma ação

hamiltoniana, com uma densidade de hamiltoniano clássico em d + 1 dimensões (d espaciais

e uma temporal). Esta é, então, a função de partição de um campo clássico com d + 1 dimen-

sões sendo a dimensão temporal com “espessura” β , como pode ser visto na integral da ação

hamiltoniana. No limite T → 0 (β → ∞) temos um sistema com a dimensão temporal infinita.

Vale lembrar que, das propriedades da função de partição, este sistema é periódico na dimensão

temporal.

 

(a)

(b)

(c)

0

0

0

 
 

Figura 3.2 Sistema quântico em T 6= 0 representado como um sistema clássico em d + 1 dimensões

sendo a dimensão espacial infinita e dimensão temporal finita com comprimento β . (a) O tempo de

correlação é menor que a espessura β implicando na predominância das flutuações quânticas. (b) O

tempo de correlação é da mesma ordem de β indicando um "crossover". (c) O tempo de correlação

excede o comprimento β e a criticalidade é a de um sistema d dimensional clássico.

Na figura 3.2 é apresentado um esquema que mostra o efeito da temperatura nas pro-

priedades críticas de sistemas quânticos. Para temperaturas diferentes de zero tem-se um sis-

tema infinito em d dimensões mas finito na dimensão temporal. Para tempos de correlação

que não excedem esta espessura as flutuações são predominatemente quânticas. Como o tempo
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de correlação diverge com a distância δ do acoplamento crítico, existe então um “crossover”

quântico-clássico quando δ → 0, onde o tempo de correlação excede a espessura do sistema.

Neste caso o sistema é puramente d dimensional e tem comportamento crítico clássico. O

comprimento de correlação onde ocorre este saturamento é aproximadamente ξ z ∼ ξτ ∼ β .

3.2 O modelo de Ising em campo transverso

O modelo de Ising em campo transverso [43] e suas variantes (campo randômico, vidros de

spins, interações competitivas) são os modelos magnéticos quânticos mais simples a exibir as

propriedades básicas das transições de fases quânticas. Este modelo foi proposto por volta

do início da década de sessenta como protótipo para o estudo de transições ordem-desordem

em sistemas ferroelétricos [53] e como um caso limite do modelo de Heisenberg anisotrópico

em campo transverso [54], sendo que o caso unidimensional puro foi exatamente resolvido e

o espectro de excitações elementares obtido. Logo, em seguida, surgiram estudos de campo

médio [55] para dimensões superiores a um. O espectro do caso unidimensional pode ser

obtido através da transformação de Jordan-Wigner [56] [54] que mapeia o sistema de spins em

um sistema de férmions livres. Este modelo também foi intensamente estudado [43] através de

técnicas Monte Carlo, expansão em séries, grupos de renormalização de teoria de campos e no

espaço real, entre outras. O seu hamiltoniano é dado por:

H =−∑
〈i j〉

Ji j σ z
i σ z

j −∑
i

hi σ x
i (3.14)

Este modelo é definido em uma rede d-dimensional onde cada sítio é ocupado por um spin 1
2

quântico representado pelas matrizes de Pauli. A interação é ferromagnética (caso puro) entre

vizinhos mais próximos, Ji j > 0, e está confinada na direção z. O campo magnético é acoplado

à componente x do spin que não comuta com a parte cooperativa, induzindo transições entre

os estados desta última. Para J > 0 e h < hc, o sistema se encontra numa fase ordenada e

ao se aumentar o termo de campo além do valor crítico hc o sistema é conduzido à fase des-

ordenada. Na descrição de modelos ferroelétricos [53] por exemplo, as componentes de spin

σ z = +1
2 ,−1

2 representam estados de prótons localizados na região de um dos mínimos de um
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poço de potencial duplo. O termo de campo representa o tunelamento entre as duas partes do

poço de potencial. Para h < hc têm-se estados localizados (ferroelétricos) e para h > hc estados

delocalizados dentro do poço duplo.

O modelo de Ising em campo transverso puro em d dimensões possui a mesma classe de

universalidade do modelo de Ising clássico em d +1 dimensões. O expoente dinâmico z é igual

a um. Para d > 3 o sistema puro exibe comportamento de campo médio. Com a introdução

de desordem entre os acoplamentos a classe de universalidade do modelo clássico equivalente

pode ser diferente daquela do caso puro, implicando em z 6= 1.

Para o caso do modelo de Ising ferromagnético randômico em campo transverso, os acopla-

mentos Ji j e o campo hi são dados por distribuições. Fisher [57], utilizando grupo de renor-

malização no espaço real, mostrou que o tempo de correlação comporta-se sob mudança de

escala de uma forma não convencional implicando em z = ∞. Neste trabalho, também foi

mostrado que o expoente dinâmico varia com um parâmetro δ que mede o desvio da região

crítica na forma z = 1
2δ . Esta dependência do expoente dinâmico está relacionada com as

singularidades de Griffiths-McCoy [47] [58], que são induzidas por regiões localmente orde-

nadas que se formam na fase desordenada e que são mais correlacionadas do que a média.

Isto provoca uma não analiticidade na função energia livre mesmo para pontos diferentes do

ponto crítico. Young e Rieger [59] estudaram este mesmo modelo mapeando o hamiltoniano

(3.14) em um sistema de férmions interagentes utilizando a transformação de Jordan-Wigner e

diagonalizando o hamiltoniano correspondente usando técnicas de diagonalização numéricas.

Esses autores confirmaram as previsões de Fisher, dentre elas o comportamento assintótico de

z. Rieger e Kawashima [5] [60] investigaram este modelo em 1d e 2d através de simulações

Monte Carlo que tem por base o formalismo de Suzuki-Trotter [61] [62] e o algoritmo de clus-

ter de Swendsen-Wang [63]. Através dessas simulações eles verificaram que as propriedades

anômalas de z na fase de Griffiths persistem no modelo 2d. O mapeamento de Suzuki-Trotter

e o algoritmo de Swendsen-Wang em tempo contínuo serão discutidos nas seções seguintes e

serviram como base para o algoritmo que desenvolvemos para investigar um modelo magnético

com interações competitivas diluídas.
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3.2.1 Mapeamento de Suzuki-Trotter e algoritmo Monte Carlo em tempo discreto

A equivalência entre sistemas quânticos e sistemas clássicos mostrada na seção 3.1.3 pode ser

o ponto de partida para a simulação de sistemas quânticos, por exemplo, através de métodos

Monte Carlo. Para o caso de sistemas magnéticos, Suzuki [61], por meio da fórmula de Trot-

ter [64], mostrou a equivalência de um sistema magnético quântico d-dimensional com um

sistema clássico de spins em d + 1 dimensões, onde a dimensão extra corresponde ao tempo

imaginário. O procedimento é semelhante àquele da seção 3.1.3. Para o modelo de Ising em

campo transverso, com H dado pelo hamiltoniano (3.14), a função de partição

Z = Tr exp
{
−(H1 +H2)

kT

}
(3.15)

não pode ser fatorada, pois os termos H1 =−∑Ji j σ z
i σ z

j e H2 =−∑i hi σ x
i não comutam entre

si. Desta forma a função de partição não pode ser diretamente decomposta em uma parte

decorrente da interação e uma outra devido ao campo transverso. Para contornar esta situação

pode-se utilizar a fórmula de Trotter,

exp [−β (H1 +H2)] = lim
δτ→0

[exp(−δτH1)exp(−δτH2)]
Lτ , (3.16)

sendo δτ = β
Lτ

. Desta maneira é possível fatorizar o operador densidade em um produtório

de infinitos operadores sendo, agora, a propagação dada em intervalos infinitesimais de tempo

complexo. Utilizando um conjunto completo de autoestados do operador H1 em cada intervalo

de tempo complexo e com a ajuda da relação,

〈S|exp(γσ x)|S′〉= [(
1
2
)sinh(2γ)]

1
2

exp[(
1
2
) ln(cothγ)SS′], (3.17)

a função de partição torna-se,

Z = lim
δτ→0

A(δτ)Tr exp[ ∑
〈i j〉,τ

Ki j Si(τ)S j(τ)+∑
i,τ

K′
i Si(τ)Si(τ +δτ)] (3.18)

onde,

A(δτ) = ∏
i

∏
τ

[
1
2

sinh(2δτ hi)
] 1

2

, (3.19)

Ki j = δτ Ji j, (3.20)

K′
i =

1
2

lncoth(δτ hi), (3.21)
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e S = ±1 são spins clássicos. Da expressão (3.18) pode-se ver que a função de partição do

sistema quântico em d dimensões transforma-se na função de partição de um sistema clássico

de spins de Ising com N × Lτ spins, sendo Lτ referente à dimensão de Trotter. O sistema

resultante é altamente anisotrópico. Para temperaturas finitas a interação na direção de Trotter

K′
i tem uma divergência logarítmica, enquanto o acoplamento espacial Ki j tende a zero. É

importante enfatizar que a temperatura no sistema quântico não é a mesma daquela no sistema

clássico correspondente. De (3.18) o hamiltoniano efetivo é dado por,

He f =− ∑
〈i j〉,τ

Ki jSi(τ)S j(τ)−∑
i,τ

K′
i Si(τ)Si(τ +δτ) (3.22)

onde é válido reforçar que este mapeamento é válido para um sistema de spins de Ising em

campo transverso de qualquer dimensão. Para sistemas puros a anisotropia não desempenha

nenhum papel importante de modo que a classe de universalidade do sistema quântico em

T = 0 corresponde à classe de universalidade do sistema clássico em d + 1 dimensões, sendo

portanto o expoente dinâmico igual a um. Para d = 1, o modelo clássico equivalente é o modelo

de Ising 2d que possui solução exata [65] e cujos expoentes críticos são:

α = 0, β =
1
8
, γ =

7
4
, δ = 15, ν = 1, η =

1
4
.

Para sistemas com desordem, da expressão (3.22) tem-se que a desordem do sistema quân-

tico corresponde a uma desordem completamente correlacionada no eixo temporal. Tais tipos

de modelos estão relacionados à classe dos modelos estudados por Wu e McCoy [66] [67] no

final da década de sessenta. Desta maneira, o sistema clássico anisotrópico correspondente não

necessariamente possui a mesma classe de universalidade do sistema puro, podendo agora o

expoente z ser diferente de um, mas finito, para leis de escala convencionais e até mesmo ser

infinito para leis de escala ativadas, como já foi discutido na seção 3.2 para o caso do modelo

de Ising randômico. O papel da desordem, bem como o critério que prediz a mudança ou não

da classe de universalidade nestes sistemas será discutido adiante na seção 3.3.

O mapeamento de Suzuki-Trotter exposto acima é o ponto de partida para simulações

Monte Carlo clássicas do hamiltoniano efetivo de um sistema quântico. Para o caso de sistemas

puros pode-se obter informações sobre este ao se considerar o sistema clássico correspondente
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que eventualmente já pode ter sido estudado por vários métodos. Para o caso desordenado, que

é menos usual e o hamiltoniano efetivo pode ter uma forma não “convencional”, pode-se obter

informações com a simulação direta deste hamiltoniano.

Ao considerarmos δτ finito, introduzimos obviamente a discretização na rede de spins clás-

sicos. Um esboço de uma configuração deste tipo é mostrado na figura 3.3. Um grande incon-

veniente desta discretização é que ela apresenta um erro da ordem de δτ2, pois,

exp(−δτ H1)exp(−δτ H2) = exp[−δτ (H1 +H2)][1+O(δτ2|[H1,H2]|)] (3.23)

A solução para este problema é considerarmos o limite δτ → 0 diretamente nas simulações

computacionais, o que leva a representação dos spins em linhas contínuas no eixo temporal.

Esta metodologia será discutida na próxima seção, dando ênfase ao algoritmo de Swendsen-

Wang em tempo contínuo.

3.2.2 Método Monte Carlo em tempo contínuo

3.2.2.1 Algoritmo de laço em tempo contínuo

O mapeamento de Suzuki-Trotter, mostrado na seção anterior, pode ser aplicado a vários es-

quemas de decomposição do hamiltoniano segundo a conveniência de cada problema. A idéia

central é a de decompor o hamiltoniano em partes facilmente diagonalizáveis. A decomposição

(3.16) é um caso apropriado ao modelo de Ising em campo transverso. Para o modelo de

Heisenberg, por exemplo, uma decomposição largamente utilizada é a decomposição alternada

ou tabuleiro de damas – do inglês, checkerboard decomposition – onde o hamiltoniano é sepa-

rado em duas partes com interações de spins pares e ímpares, H = Hpar +Hímpar. Da mesma

maneira que para o caso anterior, a dimensão temporal é “fatiada”, e uma base completa (geral-

mente a base de autoestados de σ z) é inserida em cada fatia de tempo complexo. Diferente da

abordagem para o modelo de Ising, a propagação no intervalo de tempo ∆τ é alternada entre

as partes pares e ímpares do hamiltoniano, daí a origem do nome checkerboard decomposition.

O sistema quântico em d dimensões é agora mapeado em um sistema de spins clássicos com

interações entre quatro spins e este problema está estreitamente ligado aos modelos do tipo
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Figura 3.3 Rede discreta de spins que pode ser obtida de um sistema quântico unidimensional através do

mapeamento de Suzuki-Trotter. O eixo vertical indica a direção de Trotter ou temporal. Os acoplamentos

nas direções temporal e espacial são altamente anisotrópicos tendendo a zero na direção espacial e a

infinito na direção temporal para δτ → 0.

vértice. Nos casos em que o hamiltoniano do modelo de Heisenberg comuta com o operador

magnetização total na direção z, tem-se que esta magnetização é conservada de modo que a

configuração do sistema pode ser vista como um conjunto de linhas mundo (world lines) que

só conectam, por exemplo, spins positivos. Neste contexto, podem-se ter algoritmos que se

utilizam de atualizações locais nestas linhas mundo com a desvantagem de não serem apropri-

ados próximos ao regime crítico devido ao alentecimento crítico (critical slowing down) como

no caso do algoritmo Metropolis. Para sanar esta deficiência, Evertz, Lana e Marcu [68] [69]

introduziram um algoritmo do mesmo tipo que o algoritmo de Swendsen-Wang [63], ou seja,

um algoritmo de cluster com atualizações não locais das configurações. Devido a conservação

do spin total na direção z colocada acima, os clusters são objetos unidimensionais ou laços de

spins fechados. O termo em inglês para estes algoritmos é loop algorithms.
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Apesar desta sofisticação, o problema da discretização do tempo imaginário, como discu-

tido para o modelo de Ising na seção anterior, ainda não pode ser contornado. Isto motivou

a introdução do modelo de laço em tempo contínuo [70] [71] (continuous time loop algo-

rithm). Além disso, o limite de Trotter é tomado na própria simulação numérica contornando o

problema da discretização do tempo complexo. Neste algoritmo a armazenagem dos spins em

matrizes para sua eventual utilização se torna desnecessária representando um ganho consid-

erável em memória RAM pois não é preciso guardar a configuração de spins a cada passo, mas

somente aquela em tempo zero e os instantes de tempo onde as linhas mundo são quebradas

para gerar uma nova configuração.

3.2.2.2 Algoritmo de Swendsen-Wang em tempo contínuo

No mesmo espírito dos algoritmos de laço em tempo contínuo, Rieger e Kawashima [5] pro-

puseram um algoritmo de cluster em tempo contínuo para estudar o modelo de Ising randômico.

As motivações foram basicamente as mesmas às daquele caso: diminuição das autocorrelações

entre as medidas Monte Carlo e evitar o erro sistemático que decorre da discretização da rede de

spins. Outra motivação que esses autores tiveram foi dar um tratamento apropriado aos aglom-

erados de spins que se formam na fase de Griffiths-McCoy, sendo portanto conveniente um

algoritmo de cluster ou de atualização não local, como os algoritmos de Wolff [72] e Swendsen-

Wang [63].

A idéia básica do algoritmo de Swendsen-Wang é a de considerar de uma só vez os aglom-

erados de spins que apontam na mesma direção, ao invés de tentar a mudança de estado de cada

spin individualmente. Neste algoritmo, a rede de spins é mapeada em uma rede de ligações en-

tre spins do mesmo estado, que são feitas segundo uma probabilidade, e invertidos segundo

uma razão de aceite. Ambas as ligações e as inversões garantem o balanceamento detalhado,

que por sua vez garante, depois do período de equilíbrio, que as séries de configurações obe-

deçam ao peso de Boltzmann. Para o modelo de Ising a probabilidade de se fazer uma ligação

entre spins é

Pad = 1− exp(−2βJ) (3.24)
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que é independente de qualquer característica de algum estado específico e garante que as

razões de aceite possam ser escolhidas de modo a tornar o algoritmo o mais eficiente pos-

sível. No algoritmo de Swendsen-Wang geralmente os aglomerados formados pelas ligações

são invertidos independentemente com probabilidade 1
2 , que é uma escolha que minimiza a

correlação da configuração de um cluster antes e depois de uma atualização. Outras escolhas

são possíveis e também funcionam para este algoritmo.

Os passos básicos para uma atualização do algoritmo de Swendsen-Wang no modelo de

Ising bidimensional são mostrados na figura 3.4. Em (a) é representada uma rede discreta de

spins up e down e em (b), estes são conectados com spins vizinhos no mesmo estado segundo

a probabilidade dada pela equação (3.24). O painel (c) mostra a mudança de estado de cada

aglomerado com probabilidade 1
2 .

A extensão do algoritmo de Swenden-Wang em rede discreta para o caso contínuo é feita

considerando-se que no limite δτ → 0, spins consecutivos, Si(τ) = Si(τ +1) = ... = Si(τ +M),

formam segmentos contínuos S̄i[τ,τ + t] de comprimento t = Mδτ . Uma representação de uma

destas redes em tempo contínuo é mostrada na figura 3.5. Os objetos de interesse agora são

estes segmentos contínuos de spins que podem ter os valores ±1 como estados. O ponto onde

os segmentos mudam de estado são chamados de corte. Toda a dinâmica Monte Carlo está

relacionada com estes segmentos de spins, com a introdução e a retirada destes cortes na rede.

Para a aplicação do algoritmo Swendsen-Wang primeiro consideram-se as conexões de

spins na dimensão temporal. Como foi visto alguns parágrafos acima, spins com o mesmo

estado são adicionados ao cluster com probabilidade dada pela equação (3.24). Então ainda

sem tomar o limite δτ → 0, utilizando (3.21), tem-se para dois spins Si(τ) e Si(τ + 1) na di-

mensão temporal

p′i = 1− exp(−2K′
i ) = 1−δτ hi +O(δτ2). (3.25)

A probabilidade então de existir um segmento de comprimento t de spins conectados é igual

a probabilidade de se ter t
δτ ligações, isto é,

p′i
t

δτ = (1−δτhi)
t

δτ (3.26)
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Figura 3.4 Passos de uma atualização do algoritmo de Swendsen-Wang na rede discreta de spins. (a)

Estado inicial de spins de Ising com estados +1 (+) e -1 (−). (b) As ligações entre spins do mesmo

estado são construídas segundo a probabilidade dada pela equação (3.24), dividindo a rede em clusters

ou aglomerados. (c) Cada um dos aglomerados é invertido com probabilidade 1
2 .

Tomando-se o limite δτ → 0 obtém-se,

lim
δτ→0

p′i
t

δτ = exp(−hi t). (3.27)

Isto significa que para cada sítio espacial, novos cortes são introduzidos nos segmentos de spins

via um processo de Poisson com taxa de decaimento igual a h−1
i .

As conexões entre segmentos pertencentes a sítios vizinhos i e j são feitas considerando a

superposição de segmentos S̄i[t1, t2] e S̄ j[t3, t4]. Agora, t é dado pela interseção destes segmentos

espacialmente vizinhos. A probabilidade de se conectar dois spins, Si e S j, nestes segmentos é

dada por

Pi j = 1− exp(−2Ki j) = 2δτ Ji j +O(δτ2) (3.28)
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0 L

0 x

Figura 3.5 Representação de uma rede de spins em tempo contínuo. As linhas mais espessas indicam

segmentos de spins na direção "+" e as outras linhas indicam segmentos de spins na direção "−". O

ponto onde os segmentos na direção temporal mudam de estado são chamados de corte. Pelas pro-

priedades da função de partição, note que estas linhas de spins exibem condições de contorno periódicas

na direção temporal.

A probabilidade de não se conectar estes segmentos segue diretamente de (3.28), isto é,

(1−Pi j)
t

δτ = (1−2δτ Ji j)
t

δτ → exp(−2Ji jt) (3.29)

Com isto os aglomerados de segmentos podem ser construídos tanto temporalmente quanto

espacialmente, e a cada aglomerado é então atribuído aleatoriamente o valor +1 ou −1, num

processo análogo ao algoritmo de Swendsen-Wang na rede discreta. Os passos de uma atualiza-

ção Monte Carlo do algoritmo de Swenden-Wang em tempo contínuo são mostrados na figura

3.6. Em (a) cortes são introduzidos segundo o processo de Poisson em cada segmento de spin

+1 e −1 segundo seu comprimento t, de acordo com a equação (3.27). No passo seguinte os

clusters são construídos na direção espacial segundo o tempo de superposição destes segmentos
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.6 Passos de uma atualização do algoritmo de Swendsen-Wang em tempo contínuo introduzido

por Rieger e Kawashima [5]. (a) Configuração inicial com os traços horizontais indicando os pontos de

corte dos segmentos na direção temporal e os novos cortes introduzidos segundo o processo de Poisson

com taxa de decaimento h−1. (b) Formação de aglomerados de segmentos segundo a interseção de seg-

mentos vizinhos espacialmente, segundo a probabilidade de não se conectar segmentos dada por (3.29).

(c) Inversão dos aglomerados com probabilidade 1
2 . (d) Retirada dos cortes redundantes preparando a

configuração para os cálculos das grandezas de interesse e/ou para um novo ciclo Monte Carlo.

vizinhos. Em (c), os clusters de segmentos são invertidos individualmente com probabilidade 1
2

e em (d) os cortes redundantes são removidos permitindo o cálculo das grandezas de interesse

segundo esta configuração. Para a magnetização em um sítio i , por exemplo, este cálculo é

feito ao se considerar o saldo entre os segmentos de spins positivos e negativos,

mi =
1
Lτ

∫ Lτ

0
dτ〈Si(τ)〉 (3.30)

Nas simulações computacionais deste tipo de rede, a memória para cada configuração de

spins deve ser alocada dinamicamente onde a informação de cada seguimento (tempo ini-

cial, tempo final, valor de spin, etc) são armazenadas em estruturas que formam listas en-
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cadeadas [73]. O número de segmentos em cada passo Monte Carlo é tipicamente da ordem

de O(LτhLd).

3.3 Sistemas desordenados e o critério de Harris

Como foi visto nas seções anteriores, para sistemas puros o expoente dinâmico é igual a um,

indicando a equivalência entre as dimensões espaciais e a temporal e indicando também que a

classe de universalidade do sistema quântico d dimensional em T = 0 é a mesma do sistema

clássico térmico d +1 dimensional. Com a introdução de uma desordem temperada como, por

exemplo, uma desordem ou diluição entre os acoplamentos, a criticalidade pode ser alterada

conduzindo o sistema a uma nova classe de universalidade. Um critério que procura identificar

para quais sistemas a desordem é relevante ou não para a criticalidade é o critério de Harris [74]

que basicamente é o seguinte: Sendo ν o expoente do comprimento de correlação, se ν < 2
d

então o comportamento crítico do sistema desordenado é diferente daquele do sistema puro, e

diz-se que a desordem é relevante. Isto pode ser entendido com um argumento heurístico. Com

a presença da desordem podem existir regiões com diferentes acoplamentos críticos, ∆̄c,x, onde

x denota a posição em uma região de comprimento L e a barra indica uma média nesta região.

O valor ∆̄c,x não necessariamente é o mesmo do valor global ∆c. O número de pontos em

cada região é proporcional ao volume, N ∼ Ld , e cada um destes pontos pode ser considerado

uma variável aleatória independente. Então pelo teorema do limite central a variância de ∆c,x

é da ordem de L
d
2 . Este valor se torna significante quando esta variância é da ordem de |∆−

∆c|. Disto pode-se encontrar um comprimento característico L′ ∼ |∆− ∆c|−2
d que deve ser

comparado com o comprimento de correlação ξ ∼ |∆−∆c|−ν . Se L′ for menor que ξ então a

desordem é irrelevante e tem-se,

|∆−∆c|
−2
d < |∆−∆c|−ν (3.31)

que implica em

ν >
2
d
, (3.32)
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que é o critério de Harris colocado no início desta seção. Desta maneira, por exemplo, para

o modelo de Ising em campo transverso em d = 1 onde ν = 1, a desordem é relevante ao se

introduzir uma desordem perturbativa e este sistema deve mudar sua classe de universalidade.

O mesmo ocorre com o modelo ANNNI (do inglês: Axial Next-Nearest Neighbour Ising Model)

em campo transverso 1d, que será discutido na seção seguinte, pois este possui a mesma classe

de universalidade do modelo de Ising em campo transverso. Nesta tese foi estudado um modelo

que faz uma interpolação entre estes dois modelos através da diluição entre os acoplamentos

entre segundo vizinhos. Pelo critério de Harris, este modelo deve ter o comportamento de sua

criticalidade alterada com a introdução desta diluição sendo que nos casos limites Ising em

campo transverso e ANNNI em campo transverso o comportamento crítico deve ser aquele do

modelo de Ising puro bidimensional.

3.4 Modelos ANNNI clássico e quântico

Dos efeitos da competição entre acoplamentos tipo Ising ferro e antiferromagnéticos entre pares

de primeiros e segundos vizinhos, surgem efeitos de modulação espacial na configuração de

spins para algum intervalo do valor do parâmetro de competição κ , que mede a competição

entre os acoplamentos. Este tipo de modelo foi introduzido nas décadas de 50 e 60 para ten-

tar entender as estruturas moduladas que apareciam em materiais magnéticos e ferroelétricos.

O modelo tridimensional foi introduzido por Elliot [75] e consiste em camadas de spins de

Ising com acoplamentos ferromagnéticos J0 intracamadas e acoplamentos ferromagnéticos en-

tre spins vizinhos e acoplamentos antiferromagnéticos entre segundos vizinhos de camadas

diferentes. Devido a importância que este modelo ganhou ao longo daqueles anos e dos anos

seguintes, Fisher e Selke [76] propuseram uma sigla para este modelo, ANNNI (do inglês: Ax-

ial Next-Nearest Neighbour Ising Model) pelo qual é atualmente conhecido e será doravante

referido nesta Tese. O hamiltoniano é dado por,

H =−∑
i
[∑

α
J0(α)SiSi+α +∑

α ′
J1(α ′)SiSi+α ′ +∑

α ′′
J2(α ′′)SiSi+α ′′ ] (3.33)

Uma representação esquemática do sistema para os casos 1d e 2d é mostrado na figura 3.7.
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Este sistema não se restringe somente ao estudo das estruturas moduladas, sendo seu diagrama

de fases bastante rico se comparado com a simplicidade do modelo. O caso unidimensional é

exatamente solúvel através da transformação Sz
i S

z
i+1 → τz

i , que transforma o hamiltoniano do

modelo ANNNI em um hamiltoniano de Ising com campo longitudinal. O estado fundamental

do modelo ANNNI unidimensional consiste de uma fase ferromagnética, ...++++..., para

κ < 0,5 e das já mencionadas fases moduladas,...++−−++−−..., com periodicidade 4 para

κ > 0,5, onde κ =−J2/J1 é o parâmetro de competição. Para a temperatura T 6= 0 não existe

ordem de longo alcance e as correlações decaem exponencialmente em dois regimes separados

por uma linha de desordem. Um regime é essencialmente exponencial e o outro é um regime

oscilatório que decai exponencialmente.

O modelo ANNNI bidimensional e em dimensões superiores não possui solução exata. As

informações sobre o diagramas de fases foram obtidas de várias técnicas analíticas e numéri-

cas. Analogamente ao caso unidimensional, em T = 0 e κ < 0,5, o sistema se encontra na fase

ferromagnética, sendo que em T 6= 0 o sistema evolui da fase ordenada para a fase desorde-

nada, ocorrendo a transição em uma linha crítica Tc(κ). Para κ > 0,5 ocorrem fases modu-

ladas em T = 0, mas com o aumento da temperatura ocorre a desestabilização das paredes de

domínio, dando origem a defeitos nessas paredes que se propagam pela rede de spins. Essa

fase é chamada de incomensurável flutuante (floating incommensurate) e para temperaturas

mais elevadas dá lugar à fase desordenada.

Um limite do modelo ANNNI bidimensional bastante estudado, é o limite hamiltoniano

[77] [78] (J0 → ∞, J1,J2 → 0, κ constante). Neste limite o hamiltoniano bidimensional

referente a (3.33) pode ser escrito como um hamiltoniano de um sistema unidimensional,

H =−∑
m

(σ x
m +λσ z

mσ z
m+1 +λ ′σ z

mσ z
m+2), (3.34)

onde σ i se refere às matrizes de Pauli. Este limite está relacionado com o hamiltoniano quântico

de Ising em campo transverso visto na seção 3.2. Na verdade, o modelo descrito pela equação

(3.34) é o modelo ANNNI em campo tranverso [43], ou seja, um modelo de Ising quântico

unidimensional com interações competitivas entre segundos vizinhos sob ação de um campo

transverso,
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Figura 3.7 Representações esquemáticas do modelo ANNNI. (a) Sistema unidimensional com os

acoplamentos ferromagnéticos entre primeiros vizinhos J1 e acoplamentos antiferromagnéticos entre

segundos vizinhos J2. (b) Representação do sistema bidimensional com as interações competitivas entre

camadas e interações ferromagnéticas J0 dentro das camadas.

H =−∑
i
(J1σ z

i σ z
i+1 + J2σ z

i σ z
i+2 +hσ x

m) (3.35)

Esta relação está intimamente ligada ao mapeamento quântico-clássico discutido na seção

3.2.1. Utilizando os mesmos procedimentos daquela seção pode-se fazer o caminho inverso e

obter o sistema bidimensional correspondente a (3.35),

He f =−∑
i,τ

Ki,i+1Si(τ)Si+1(τ)−∑
i,τ

Ki,i+2Si(τ)Si+2(τ)−∑
i,τ

K′
i Si(τ)Si(τ +δτ) (3.36)

sendo,

Ki,i+1 = δτ J1, (3.37)

Ki,i+2 = δτ J2, (3.38)

K′
i =

1
2

lncothδτ hi, (3.39)

Como para o caso Ising puro, o expoente dinâmico é igual a um. O modelo ANNNI quân-

tico 1d possui a mesma classe de universalidade do caso ANNNI clássico 2d, que por sua vez,

possui a mesma classe de universalidade do modelo de Ising nesta dimensão. Esta relação entre
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o modelo quântico na dimensão d e o correspondente clássico na dimensão d + 1 possibilita

que o hamiltoniano clássico possa ser o ponto de partida para simulações, por exemplo, do

tipo Monte Carlo. Um estudo utilizando o algoritmo Monte Carlo em tempo discreto, discu-

tido na seção 3.2.1, e o algoritmo Metropolis, foi feito por Arizmendi et al [78] tendo como

base o hamiltoniano (3.36). Neste estudo o diagrama de fases foi investigado ao se analisar o

comportamento do comprimento de correlação neste sistema. Foram obtidas a linha da tran-

sição ferro-paramagnética, a linha de desordem que é imersa na fase paramagnética, a linha de

transição entre as fases de desordem e incomensurável flutuante e a linha de transição entre as

fases incomensurável flutuante e modulada. Um estudo utilizando utilizando diagonalização

exata de sistemas finitos (N ≤ 10) e relação de escala de tamanho finito para a diferença de

energia (gap, no inglês) entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado foi feito por

Guimarães, Plascak, Barreto e Florêncio [79] obtendo resultados precisos para a região onde

κ < 0,5. A linha de transição ferro-paramagnética foi obtida com precisão e o cálculo do ex-

poente ν nesta linha indicou a sua classe de universalidade. Nesse trabalho, foi feita também

uma estimativa menos precisa da linha de transição entre as fases incomensurável flutuante e

desordenada. A técnica de grupo de renormalização da matriz densidade foi empregada ao

modelo ANNNI quântico em campo tranverso 1d por Beccaria, Campostrini e Feo [80] para

a região κ < 0,5 do diagrama de fases onde foi obtida, com precisão, a linha de transição

ferro-paramagnética. Ainda, nesse trabalho, foi sugerido por resultados numéricos que a linha

de Peschel-Emery, um resultado exato na fase paramagnética para o Modelo ANNNI quântico

unidimensional, coincide com a linha de desordem. Outro trabalho digno de nota é o estudo

para investigar a estabilidade da criticalidade do modelo vidro de spins de Ising 1d, em campo

transverso, com relação às interações perturbativas de ambos os sinais entre segundos vizinhos

e com relação às interações de longo alcance do tipo mundo pequeno (small world), utilizando a

técnica de dizimação de Dasgupta-Ma feita por Carpentier, Pujol e Giering [81]. Neste estudo a

interação entre segundos vizinhos mostrou-se irrelevante, porém, ao se introduzir as interações

de longo alcance a criticalidade do sistema original foi alterada.

Nesta tese foi estudado o modelo ANNNI unidimensional em campo transverso utilizando

a técnica Monte Carlo em tempo contínuo exibida na seção 3.2.2.1. Naquela seção, o algoritmo
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de Swendsen-Wang foi adaptado para o tempo contínuo mas os acoplamentos permitidos para

os spins eram apenas os acoplamentos entre primeiros vizinhos. Estendemos esta técnica para

poder incluir os acoplamentos entre segundos vizinhos, sendo estes de mesmo sinal ou não,

o que nos permite estudar os efeitos de competição entre os acoplamentos. Esta técnica é

então bastante apropriada para estudarmos com precisão o modelo ANNNI quântico tendo

como benefícios todas as vantagens de um algoritmo de cluster em tempo contínuo como já foi

discutido no capítulo anterior. Um trabalho que serviu como base para a adaptação que fizemos

foi o trabalho de Henkel e Pleimling [6] que estendeu as idéias do algoritmo de Wolff [72] para

sistemas com interações competitivas, como será discutido na próxima seção.

3.5 Algoritmo de Wolff aplicado ao modelo ANNNI

O algoritmo de Wolff [72] foi introduzido em 1989 baseado no algoritmo de Swendsen-Wang

sendo portanto um algoritmo de cluster apropriado para regiões críticas diminuindo sensivel-

mente o alentecimento crítico. A diferença com relação ao algoritmo de Swendsen-Wang é que

no algoritmo de Wolff um único aglomerado de spins é formado e invertido com probabilidade

(razão de aceite) um. Isto é feito escolhendo-se aleatoriamente um spin na rede e verificando

seus vizinhos segundo uma probabilidade que depende da temperatura. Esta probabilidade é a

mesma daquela para o algoritmo Swendsen-Wang dada por (3.24). Como naquele algoritmo,

essa probabilidade garante o balanceamento detalhado e que as configurações de equilíbrio

obedeçam a distribuição de Boltzmann, bem como garante que a razão de aceite seja escolhida

para tornar o algoritmo o mais eficiente possível. No caso do algoritmo de Wolff esta razão de

aceite é igual a um.

A figura 3.8 mostra a evolução de um passo Monte Carlo segundo o algoritmo de Wolff.

Em (a) tem-se uma rede discreta de spins onde um spin é escolhido aleatoriamente na rede

tendo cada spin o mesmo peso na escolha. Em (b) os spins vizinhos foram verificados e adi-

cionados ao agrupamento segundo a probabilidade (3.24). Esta probabilidade tende a zero para

T → ∞ e neste regime cada spin é invertido individualmente, sendo então equivalente ao algo-
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Figura 3.8 Passos para uma atualização segundo a algoritmo de Wolff em uma rede discreta. (a) Um

sítio semente é escolhido aleatoriamente na rede de spins. (b) Um aglomerado de spins de mesmo

sinal é construído segundo a probabilidade de se adicionar spins vizinhos de mesmo sinal (3.24). (c) O

aglomerado resultante é invertido.

ritmo Metropolis, neste regime. Para T próximo a zero a probabilidade (3.24) é próxima de

um, e quase todos os spin são invertidos em bloco sendo poucos aqueles devido às excitações

térmicas, tendo seus spins diferentes daqueles do bloco. Neste regime o algoritmo de Wolff é

semelhante ao algoritmo de Swendsen-Wang. Em (c) Os spins identificados como pertencentes

ao agrupamento construído em (b) são invertidos com razão de aceite igual a um.

O diferencial do algoritmo de Wolff com relação aos algoritmos de Metropolis e Swendsen-

Wang é sua performance na região crítica [73] que é ligeiramente mais eficiente que aquela

do algoritmo de Swendsen-Wang, além da sua maior simplicidade de programação. Na região

crítica ocorrem flutuações de aglomerados de todas as ordens, sendo que o algoritmo de Swendsen-

Wang os trata da mesma forma invertendo-os com probabilidade 1
2 . Isto faz com que o algo-
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ritmo de Swendsen-Wang gaste considerável tempo computacional com pequenos aglomera-

dos. O algoritmo de Wolff por sua vez escolhe um spin aleatoriamente e a chance deste spin

pertencer ao aglomerado de percolação é bastante grande. Sendo então este escolhido o aglom-

erado resultante é invertido com razão de aceite igual a um.

Para o caso de interações competitivas, uma variante do algoritmo de Wolff foi introduzida

por Henkel e Pleimling [6] para estudar o modelo ANNNI clássico em três dimensões. O inter-

esse foi o estudo do ponto de Lifshitz que é um ponto onde a fase ordenada, a fase desordenada

e a fase de estruturas moduladas se tornam indistinguíveis. Eles estudaram as propriedades

do comportamento por escala da função de correlação entre dois pontos, comparando-a com

valores obtidos analiticamente por outros métodos. Uma das motivações desses autores foi a

de tentar substituir os algoritmos de inversão de spins simples por algoritmos de aglomerados,

pois os algoritmos do tipo Metropolis limitam o tamanho dos sistemas a serem considerado em

decorrência do alentecimento crítico.

Nesta variante, os aglomerados de spins podem ser formados por spins de valores distintos,

ao contrário do algoritmo de Wolff original onde os spins do aglomerado possuem o mesmo

valor. De início um spin semente é sorteado aleatoriamente na rede. Então são adicionados

os outros spins. Considerando um spin adicionado si, outro spin s j vizinho é incluído no

agrupamento se este tiver o mesmo valor de spin de si segundo a mesma probabilidade (3.24)

utilizada no algoritmo de Wolff ou Swendsen-Wang. A modificação introduzida nesta variante

é a adição de spins segundo vizinhos de sinais diferentes de si com a probabilidade,

P2 = 1− exp(−2βJ1κ). (3.40)

Identificado o agrupamento este é invertido. Na figura 3.9 é feita uma comparação entre

um agrupamento de Wolff usual com uma agrupamento com spins de ambos os sinais. Este

algoritmo em rede discreta combinado com o algoritmo em tempo contínuo introduzido por

Rieger e Kawashima, mostrado na seção 3.2.2.2, foi o ponto de partida para o algoritmo que

desenvolvemos, a seguir, para estudar o modelo ANNNI quântico em uma dimensão.
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Figura 3.9 Comparação entre os aglomerados formados segundo o algoritmo de Wolff e o algoritmo

proposto por Henkel e Pleimling [6] para sistemas com interações competitivas. (a) Aglomerado se-

gundo o algoritmo de Wolff com elementos de spins de mesmo sinal. (b) Aglomerado segundo o algo-

ritmo adaptado a interações competitivas onde agora foi levado em conta a probabilidade (3.40) de se

adicionar ao aglomerado spins segundos vizinhos de sinais opostos.

3.6 Algoritmo em tempo contínuo aplicado ao modelo ANNNI quântico

A extensão da variante do algoritmo de Wolff para aplicações em sistemas com interações

competitivas para o caso de tempo contínuo é direta. No limite δτ → 0, os spins consecutivos

de mesmo sinal formam segmentos de spins na dimensão temporal. Começa-se então com

o agrupamento destes spins nesta dimensão e o procedimento é o mesmo daquele visto na

seção 3.2.2.2, pois a expressão do acoplamento (3.39) do sistema ANNNI clássico mapeado é

a mesma daquela do modelo de Ising d + 1 dimensional mapeado, descrito pelo hamiltoniano

da equação (3.21). A dinâmica do algoritmo nesta dimensão temporal é dada pela introdução

de cortes, segundo o processo de Poisson, com taxa de decaimento igual a h−1
i .

Para a construção do aglomerado na dimensão espacial levam-se em conta, agora, os acopla-

mentos entre primeiros e segundos vizinhos. Primeiro é escolhido um ponto na rede de forma

aleatória. Em seguida, a partir do segmento ao qual pertence este ponto será construído o agru-

pamento de segmentos de spins. Para esta construção leva-se em conta a superposição ou inter-

seção dos segmentos de spins entre primeiros vizinhos com interação ferromagnética, S̄i[t1, t2] e
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S̄ j[t3, t4], e a superposição entre segmentos segundo vizinhos com interação antiferromagnética,

S̄i[t1, t2] e S̄k[t5, t6]. A probabilidade de se conectar dois spins, Si e S j, nestes segmentos com

interações ferromagnéticas é a mesma daquela dada na seção 3.2.2.2, pois a probabilidade de

adição de elementos ao agrupamento do algoritmo de Wolff discreto é a mesma daquela do

algoritmo de Swendsen-Wang dada por (3.24),

Pi j = 1− exp(−2Ki j) = 2δτJi j +O(δτ2). (3.41)

Então, a probabilidade de não se conectar os segmentos S̄i e S̄ j resulta

(1−Pi j)
t/δ τ = (1−2δτJi j)

t/δ τ → exp(−2Ji jt). (3.42)

O caso das ligações entre segmentos segundo vizinhos é semelhante mas, agora, leva-se em

conta a probabilidade definida pela equação (3.40). Então, a probabilidade então de não se

conectar tais segmentos com interações antiferromagnéticas, S̄i e S̄k, é,

(1−Pik)
t/δ τ = (1−2δτJi jκ)t/δ τ → exp(−2Ji jκt). (3.43)

Com isto, pode-se identificar um agrupamento de segmentos de spins de ambos os sinais e

inverter o sinal de seus elementos no passo seguinte. Os passos de um ciclo Monte Carlo para

este algoritmo é mostrado esquematicamente na figura 3.10.

3.7 Escala de tamanho finito para sistemas anisotrópicos

Como ferramenta para análise dos dados foi utilizado o comportamento de escala de tamanho

finito (finite size scaling) que no caso de sistemas quânticos exige um tratamento um tanto

diferenciado por conta da anisotropia introduzida no mapeamento quântico-clássico. Isto leva

a uma função de escala a duas variáveis sendo, então, a análise dos dados feita em duas etapas.

Uma abordagem para a obtenção dos expoentes críticos seria o cálculo direto dos expoentes

a partir das formas assintóticas dadas na equação (3.2). Como, por exemplo, para a suscetibili-

dade magnética,

χ ∼ |δ |−γ , (3.44)
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.10 Passos de uma atualização do algoritmo adaptado a interações competitivas em tempo

contínuo. (a) Configuração inicial onde os traços horizontais indicam os pontos de corte dos segmentos

de spins ou novos cortes introduzidos segundo o processo de Poisson com taxa de decaimento igual a

h−1. (b) Escolha aleatória de um ponto da rede de spins. (c) A partir do seguimento que engloba este

ponto é construído um aglomerado de segmentos de ambos os sinais segundo as probabilidades de não se

conectar segmentos dadas pelas equações (3.42) e (3.43). (d) Inversão deste aglomerado de segmentos.

O próximo passo, não mostrado na figura, seria a remoção dos cortes redundantes.

poderia-se obter os valores de χ em função de δ para um valor fixo de L e o expoente seria

então obtido a partir do ajuste de curvas a estes pontos. O inconveniente é que nem sempre se

conhece o valor do acoplamento crítico, para se obter o valor da distância δ a este ponto. Outro

inconveniente é que nem sempre se tem uma estimativa da própria região crítica onde vale o

comportamento assintótico (3.44).

Na análise de escala de tamanho finito usual pode-se obter os valores do acoplamento crítico

e dos expoentes críticos, contornando as dificuldades acima expostas. Esta ferramenta se baseia

na observação da maneira como as grandezas variam com o tamanho L do sistema. No ponto

crítico o comprimento de correlação diverge como ξ ∼ |δ |−ν . Tomando como exemplo ainda
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a suscetibilidade magnética, ao se utilizar esta expressão para ξ , obtém-se

χ ∼ ξ
γ
ν . (3.45)

Como o sistema é finito, na região crítica, a suscetibilidade magnética é limitada pelo tamanho

L do sistema e não diverge como indicado na relação (3.44). Para valores de ξ menores que L

o sistema se comporta como o sistema de tamanho infinito. Tudo isto pode ser reunido numa

única expressão matemática,

χ = ξ
γ
ν χ0(

L
ξ

) (3.46)

onde χ0(x) = constante, para xÀ 1 e χ0(x)∼ xγ/ν para x→ 0. Esta forma para a suscetibilidade

magnética já embute toda a informação sobre o tamanho finito do sistema. Com algumas

manipulações algébricas a expressão acima pode ser posta em uma forma mais tratável, uma

forma que depende da distância δ ,

χ = L
γ
ν χ̃(L

1
ν δ ) (3.47)

onde χ̃(x) = x−γ χ0(xν) é uma função de escala adimensional. Esta forma da suscetibilidade

mostra como esta varia com o acoplamento crítico, levando-se em conta o tamanho finito do

sistema. É interessante notar que χ̃ = constante para δ → 0 . Outra propriedade importante é

que a forma funcional de χ̃(x) é supostamente a mesma independente do valor de L. Isolando

χ̃(x) em (3.47) e identificando a dependência de χ com L por um subscrito tem-se,

χ̃(x) = L−
γ
ν χL(δ ) (3.48)

com x = L
1
ν δ . χ̃(x) deve coincidir para qualquer valor de L, tendo os expoentes ν , γ e o acopla-

mento crítico o valor correto. É desta forma, através do ajuste destas curvas, que se obtêm os

valores dos expoentes críticos e dos acoplamentos críticos. Através de uma simulação Monte

Carlo, por exemplo, pode-se obter a curva χL(δ ) e a partir desta, utilizando os procedimentos

acima descritos, se obter o valor das grandezas acima mencionadas.

Este método pode ser estendido para outras grandezas de interesse como, por exemplo, a
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magnetização por spin e o calor específico,

m = L
−β
ν m̃(L

1
ν δ ), (3.49)

c = L
α
ν c̃(L

1
ν δ ) (3.50)

Outra grandeza que foi utilizada nesta Tese para o cálculo de expoentes bem como dos

acoplamentos críticos foi o cumulante de Binder, definido por [82]:

g =
1
2

(
3− 〈m4〉

〈m2〉2
)

(3.51)

que é uma grandeza adimensional, onde 〈xn〉 é o momento de ordem n da variável aleatória x.

Sua forma em escala de tamanho finito é,

g = g̃(L
1
ν δ ). (3.52)

Vê-se que g possui o mesmo valor finito independente de L em δ = 0. Explorando esta pro-

priedade podemos encontrar com precisão o acoplamento crítico, pois este é identificado como

a intersecção das curvas para vários valores de L. O expoente ν por sua vez pode ser obtido do

colapso destas curvas, pois a função de escala deve ser a mesma para qualquer valor de L.

Para o caso investigado nesta Tese a forma de escala de tamanho finito deve ser generalizada

para ser utilizada em sistemas anisotrópicos, pois foi visto que o mapeamento quântico-clássico

introduz uma anisotropia entre as dimensões espaciais e a dimensão temporal. O comprimento

de correlação pode divergir com expoentes diferentes com relação a essas dimensões,

ξ ∼ |δ |−ν (3.53)

ξτ ∼ |δ |−ντ (3.54)

Podemos identificar z como sendo ντ/ν . Com isso podemos escrever a forma de escala de

tamanho finito para uma grandeza geral O como

O = L−x0Õ(
L
ξ

,
Lτ
ξτ

) (3.55)

onde x0 é a dimensão de escala da grandeza O. Considerando que os comprimentos de corre-

lação se comportam sob escala como a equação (3.5), a relação (3.55) pode ser escrita como,

O = L−x0Õ(δL
1
ν ,

Lτ
Lz ). (3.56)
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Para o cumulante de Binder esta forma torna-se,

g = g(δL
1
ν ,

Lτ
Lz ). (3.57)

Esta foi a grandeza investigada nesta Tese para o modelo ANNNI quântico unidimensional.

A fórmula acima introduz uma função de escala de duas variáveis, sendo então a análise dos

dados feita em duas etapas para se encontrar o campo crítico hc e os expoentes z e ν . Nesta

Tese foi utilizada uma abordagem que leva em conta as propriedades dos momentos de m que

aparecem na definição do cumulante definido em (3.51) [83] [84].

No limite N →∞, g tende a zero na fase desordenada porque a distribuição da magnetização

é gaussiana com média zero. Na fase ordenada, em T=0, a magnetização tem como distribuição

dois picos tipo delta em +1 e −1 sendo, portanto, o cumulante g igual a 1. Para sistemas

finitos, ao se fixar L e h, o cumulante possui um valor máximo entre Lτ → 0 e Lτ → ∞. Isso

segue do fato de que para Lτ → 0 o sistema não possui mais características de um sistema

d + 1 dimensional por conta do valor reduzido da dimensão Lτ , comportando-se como um

sistema d dimensional na fase desordenada, portanto g→ 0. Para Lτ →∞, a dimensão temporal

se sobrepõe às outras dimensões tornando o sistema essencialmente unidimensional. Como

sistemas unidimensionais não possuem ordem de longo alcance para temperatura finita, g→ 0.

Portanto, podemos concluir que o máximo de g aumenta com o aumento de L na fase ordenada

e diminui com o aumento de L na fase desordenada. Esse é o critério que utilizamos para

encontrar o campo crítico: na transição de fases o máximo de g é invariante com relação a

L. Estima-se, então, o valor de z a partir dessa invariância fixando-se o mesmo valor da razão

Lτ/Lz para valores de L distintos. Fixada esta razão, a função de escala é reduzida a uma

função de uma só variável e completa-se o procedimento via a análise do comportamento de

escala para tamanhos finitos usual. Pode-se confirmar o valor de hc e se obter ainda o valor do

expoente ν .
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3.8 Expoentes e diagrama de fases no regime de competições fracas

3.8.1 Cálculo do expoente dinâmico e do campo crítico

Como primeiro teste, o algoritmo discutido na seção 3.6 foi aplicado ao modelo de Ising em

campo transverso (κ = 0) e ao Modelo ANNNI em campo transverso com κ = 0,1 unidimen-

sionais. Estes sistemas possuem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising clássico

em duas dimensões. Foi utilizada a análise do comportamento por escala de tamanho finito ex-

posta na seção anterior para calcular o expoente z, o expoente ν e o campo crítico. O primeiro

passo foi o cálculo do cumulante g em função do comprimento do sistema na dimensão Lτ

para alguns valores de L e alguns valores de campos magnéticos h. A figura 3.11 (a) mostra

o comportamento de g em função de Lτ para h = 1,05 no caso do modelo de Ising em campo

transverso. Todas as curvas possuem um máximo para g que depende do tamanho L. Neste caso

quanto maior o valor de L, menor é o valor do máximo de g, e como foi exposto na seção ante-

rior isto corresponde à fase paramagnética. Na figura 3.11 (b), para h = 0,95, o valor máximo

de g também depende de L, mas o valor do máximo de g cresce com a aumento de L, indicando

que o sistema está na fase ferromagnética. Finalmente para a figura 3.11(c), para h = 1,0, o

valor máximo de g é independente do valor de L e, pelo critério que foi adotado, corresponde

ao campo crítico que neste caso é hc = 1. Este é o resultado exato para o modelo de Ising em

campo transverso [43].

Identificado hc, pode-se calcular o expoente z fixando-se uma das variáveis de scaling,

Lτ/Lz , levando em conta que na transição Lτ ∼ Lz, onde utilizamos para Lτ o valor do máximo

de g na transição. Com um ajuste linear do logaritmo dos valores destes máximos em função

do logaritmo do valor de L podemos encontrar z. Isto está mostrado para o caso Ising na figura

3.12 (b). Na figura 3.12 (a) é mostrado o bom colapso das curvas g(Lτ) ao se escolher estes

valores de máximos e z para cada valor de L.

Como último passo da abordagem de escala de tamanho finito anisotrópica, sendo então

fixada a razão Lτ
Lz , conclui-se com uma escala de tamanho finito usual para g = g̃(L

1
ν δ ). O

ponto crítico é identificado como o ponto de intersecção das curvas de g em função h para
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alguns valores de L. Para o caso Ising isto é mostrado na figura 3.13 (a). O ponto de intersecção

confirma o resultado anterior de hc = 1. O colapso destas curvas é apresentado na figura 3.13

(b) e fornece o valor do expoente ν que neste caso é ν = 1,0.

Todos estes cálculos foram repetidos para o caso ANNNI com κ = 0,1. Na figura 3.14

são identificadas as fases paramagnética, ferromagnética e o ponto crítico que neste caso é

hc ≈ 0,825. Um bom colapso é obtido para z = 1 como é mostrado na figura 3.15 (a). Na figura

3.16 são obtidos hc = 0,82±0,015 como o ponto de interseção e ν = 1 pelo melhor colapso das

curvas. Destes resultados é confirmado que os sistemas ANNNI e Ising 1d possuem a mesma

classe de universalidade e esta é a mesma classe do modelo de Ising bidimensional.

Tese de Doutorado - Departamento de Física - UFPE



3.8 Expoentes e diagrama de fases no regime de competições fracas 70

0,84

0,88

0,92

0,96

1,00

1 10 100
0,80

0,84

0,88

0,92

0,96

1,00

0,84

0,88

0,92

0,96

 

 L = 10
 L = 15
 L = 20
 L = 25

 

 

h = 0.95 

(c)

(b)

 L
 

 

C
um

ul
an

te
 d

e 
B

in
de

r, 
g

h = 1.0

(a)  

h = 1.05

Figura 3.11 Comportamento do cumulante de Binder g em função do comprimento do sistema finito

na direção temporal Lτ para campos magnéticos fixos e valores de L iguais a 10, 15, 20 e 25, para o caso

Ising em campo transverso unidimensional. (a) Para h = 1,05 o valor do máximo de g diminui com o

valor de L indicando a fase paramagnética. (b) Para h = 0,95 o valor do máximo de g aumenta com o

valor de L indicando a fase ferromagnética. (c) O valor do máximo de g independe de L indicando o

valor de h = 1 como o ponto crítico.
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Figura 3.12 (a) Colapso das curvas mostradas na figura 3.11 (c) onde é fixada a razão Lτ
Lz , onde são

utilizados os valores Lτ onde ocorrem os máximos de g. (b) Ajuste linear dos logaritmos de Lτ referentes

aos máximos de g em função dos logaritmos dos comprimentos L, que fornece o valor de z = 1
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Figura 3.13 Comportamento de g em função do campo magnético após ser fixada a razão Lτ
Lz para os

valores de L = 10,15,20 e 25. (a) O ponto de interseção das curvas h = 1,0± 0,015 indica o valor do

ponto crítico para o caso Ising em campo transverso unidimensional. (b) Colapso das curvas mostradas

em (a) resultando em um valor de ν = 1.
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Figura 3.14 Comportamento do cumulante de Binder g em função do comprimento do sistema finito

na direção temporal Lτ para campos magnéticos fixos e valores de L iguais a 10, 15, 20 e 25, para o caso

ANNNI em campo transverso unidimensional com κ = 0,1. (a) Para h = 0,84 o valor do máximo de g

diminui com o valor de L indicando a fase paramagnética. (b) Para h = 0,81 o valor do máximo de g

aumenta com o valor de L indicando a fase ferromagnética. (c) O valor do máximo de g independe de L

indicando o valor de h≈ 0,825 como o ponto crítico.
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Figura 3.15 (a) Colapso das curvas mostradas na figura 3.14 (c) onde é fixada a razão Lτ
Lz , onde são

utilizados os valores Lτ onde ocorrem os máximos de g. (b) Ajuste linear dos logaritmos de Lτ referentes

aos máximos de g em função dos logaritmos dos comprimentos L, que como no caso Ising em campo

transverso fornece o valor de z = 1
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Figura 3.16 Comportamento de g em função do campo magnético após ser fixada a razão Lτ
Lz para os

valores de L = 10,15,20 e 25 para o caso ANNNI em campo tranverso com κ = 0,1. (a) O ponto de

interseção das curvas h = 0,82±0,015 indica o valor do ponto crítico para este caso. (b) Colapso das

curvas mostradas em (a) resultando em um valor de ν = 1.
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Figura 3.17 Diagrama de fases do modelo ANNNI em campo transverso para κ < 0,5, obtido através

do algoritmo em tempo contínuo aplicado a este modelo.

3.8.2 Diagrama de fases para competições fracas

Outro teste para o algoritmo utilizado foi realizado para determinar com certa precisão a linha

de transição ferro-paramagnética do modelo ANNNI quântico unidimensional e compará-la

com resultados obtidos recentemente por outras técnicas. Nesta seção, serão apresentados re-

sultados obtidos através da escala de tamanho finito, mas levando em conta que no caso de

sistemas puros se conhece a priori o valor do expoente dinâmico (z = 1). Isto simplifica con-

sideravelmente o tratamento dos dados que passam a ser analisados pela análise do compor-

tamento de escala em tamanhos finitos usual ao se fixar a razão Lτ/L. Neste caso, após uma

inspeção esta razão foi fixada entre 0,5 e 5 para valores de κ entre 0,05 e 0,4. O valor de Lτ cor-

respondente ao máximo de g cresce consideravelmente ao se aumentar κ , e isto causa também

um aumento considerável do tempo computacional para as simulações. Os resultados obtidos

mostram certa robustez quanto a desvios na escolha de Lτ/L quando os resultados obtidos são
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comparados aos de outras técnicas. Na tabela abaixo, os resultados obtidos neste trabalho são

comparados com os resultados das referências [79] [80] obtidos por outros métodos, e a figura

3.17 mostra os pontos da linha ferro-paramagnética obtidos neste trabalho.

κ MC Ref. [80] Ref. [79]

0,05 0,915(5) - -

0,1 0,825(5) - 0,8246(3)

0,15 0,730(5) 0,73405(4) -

0,2 0,635(5) 0,6393(1) 0,6407(4)

0,25 0,540(5) 0,5403(3) -

0,3 0,430(5) 0,43669(4) 0,4368(2)

0,35 0,317(5) 0,32821(2) -

0,4 0,21 (1) 0,216090(3) 0,2068(3)

Tabela 3.1 Tabela que compara os valores do campo crítico do modelo ANNNI obtidos pelo método

Monte Carlo para κ < 0,5 com resultados recentes reportados na literatura. Os resultados MC foram

obtidos assumindo a priori z = 1 e fixando-se a razão Lτ
L não tão rigorosamente como na seção 3.8.1.

3.9 Modelo ANNNI quântico 1d com interações entre segundos vizinhos

diluídas

Nesta seção, serão apresentados os resultados para o modelo ANNNI diluído que faz uma in-

terpolação entre os modelos ANNNI o modelo Ising puro, ambos, em campo transverso. O

objetivo é estudar o papel da desordem em relação à criticalidade quântica de tais modelos

puros. Os modelos ANNNI e Ising em campo transverso em uma cadeia, possuem a mesma

classe de universalidade do modelo Ising clássico bidimensional. A introdução da desordem

portanto, segundo o critério de Harris, deve ser relevante modificando a criticalidade quântica
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. . .

. . .
J1 J1

J2

Figura 3.18 Representação esquemática do modelo de Ising em campo transverso com interações fer-

romagnéticas entre primeiros vizinhos J1 (linha cheia preta) e interações diluídas antiferromagnéticas

entre segundos vizinhos J2 (linha cheia cinza).

do modelo ANNNI diluído. Esta desordem entre acoplamentos foi introduzida por meio da

diluição dos acoplamentos entre segundos vizinhos, permitindo uma mudança gradual entre os

modelos puros acima citados. Desta forma, espera-se que o sistema deixe a classe de univer-

salidade do tipo Ising 2d e retorne para esta mesma classe de universalidade nos extremos do

intervalo de variação do parâmetro de diluição, ε ∈ [0,1].

O hamiltoniano do modelo pode ser escrito como,

H =−J1

(
∑

i
σ z

i σ z
i+1−κ ∑

i
ηi,i+2σ z

i σ z
i+2

)
−h∑

i
σ x

i (3.58)

Como anteriormente κ está relacionado com a competição entre os acoplamentos. O parâmetro
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η pode assumir os valores 0 ou 1 segundo a distribuição de probabilidades,

P(ηi) = (1− ε)δ (ηi)+ εδ (ηi−1) (3.59)

O modelo Ising em campo transverso corresponde ao caso ε = 0, enquanto para ε = 1

tem-se o modelo ANNNI em campo transverso. Uma representação esquemática do modelo é

mostrada na figura 3.18. As interações entre primeiros vizinhos J1 são representadas por linhas

pretas em zigue-zague e as interações entre segundos vizinhos diluídas J2 são representadas por

linhas cinzas.

Para realizar a simulação computacional deste modelo, foi utilizada a expansão de Suzuki-

Trotter que mapeia o modelo quântico 1d em um sistema clássico bidimensional com spins do

tipo Ising. A introdução da desordem (diluição) nos acoplamentos do sistema quântico implica

numa desordem perfeitamente correlacionada na direção temporal. Utilizamos o algoritmo

Monte Carlo de tempo imaginário contínuo introduzido neste capítulo, e testado para os casos

puros na seção anterior, para cada realização ou amostra do sistema desordenado. Foram usadas

condições de contorno periódicas na direção espacial e temporal. Ao todo foram utilizadas 100

amostras para o cálculo das médias e a investigação da criticalidade quântica foi limitada ao

caso κ = 0,1, onde o parâmetro ε assumiu os valores 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9. Para o cálculo

das médias numa amostra, foi utilizado da ordem de 104 passos Monte Carlo, tomados de 5 em

5. Para a termalização do algoritmo foram utilizados, também, da ordem de 104 passos Monte

Carlo.

Após o cálculo da média em amostras a análise dos dados pode ser feita com a escala

de tamanho finito anisotrópica da mesma forma que na seção anterior. A obtenção do campo

crítico é feita de uma forma iterativa a partir das propriedades do cumulante de Binder, mostradas

na seção anterior: primeiro obtém-se o gráfico Lτ vs g para alguns tamanhos L e um valor

relativamente arbitrário de h, obtém-se os máximos desta curva para os vários valores de L,

identifica-se qual a fase em questão (ferro ou paramagnética) e a partir destes máximos conclui-

se com a simulação que gera o gráfico h vs g, o qual por meio a interseção das curvas fornece

um valor aproximado para hc. A partir deste valor aproximado de hc continua-se em um pro-

cesso iterativo à procura de novos máximos e de novos valores de hc até a convergência seja
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obtida. A transição de fases é identificada pelo ponto onde os máximos são invariantes com

relação a L.

As figuras 3.19 mostram justamente as curvas Lτ vs g no ponto crítico, para L = 8, 10, 12,

16, 20 e 25, onde os máximos das curvas são invariantes para hc = 0,835, 0.875, 0,91, 0,945

e 0,97 com os valores de ε = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9, respectivamente. O colapso dessas

curvas fornece o valor do expoente dinâmico z que por sua vez pode indicar uma mudança

ou não da classe de universalidade do sistema. Esses colapsos são mostrados na figura 3.20 e

os respectivos expoentes dinâmicos foram calculados na figura 3.21, os quais são z = 1,093±
0,008, 1,054±0,016, 1,05±0,02, 1,06±0,01 e 1,14±0,01, todos diferentes de 1 indicando

uma mudança da classe de universalidade do sistema diluído com relação ao sistema puro. A

figura 3.22 mostra todos estes pontos em um só gráfico.

A confirmação dos valores de hc (dentro da margem de erro) estimados na figura 3.19,

pode ser visto dos cruzamentos das curvas 3.23 para os mesmos valores de ε considerados

em 3.19. Os pontos dos cruzamentos são hc = 0,835± 0,025, 0,865± 0,03, 0,905± 0,03,

0,935± 0,035 e 0,975± 0,03, estando portanto os valores de hc observados na figura 3.19

dentro das margens de erro dos valores obtidos nas figuras 3.23. O colapso destas curvas,

mostrado na figura 3.24, para todos os valores de ε , indicam o mesmo valor para o expoente

do comprimento de correlação ν = 1. Na figura 3.25 o diagrama ε vs h para o caso κ = 0,1

é apresentado mostrando a linha de pontos críticos entre os casos Ising (hc = 1,0, ε = 0) e

ANNNI (hc ≈ 0,82, ε = 1) em campo transverso.
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Figura 3.19 Cumulante de Binder em função de Lτ para ε = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9, em seus respec-

tivos campos críticos hc, onde os máximos das curvas não dependem de L.
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Figura 3.20 Colapso das curvas mostradas na figura 3.19, a partir dos máximos de g em função de Lτ .
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Figura 3.21 Cálculo do expoente dinâmico z a partir dos máximos de g em função de Lτ . Os valores de

hc correspondentes são: 0,835 (a), 0,875 (b) 0,835 (c) 0,91 (d) 0,835 (e), para ε = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7

e 0,9 respectivamente.
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Figura 3.22 Expoentes dinâmicos em função do parâmetro de diluição ε . Os valores de z 6= 1 indicam

uma mudança da classe de universalidade com relação aos sistemas Ising e ANNNI puros em campo

transverso.
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Figura 3.23 Cumulante de Binder em função do campo magnético para ε = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9.

Os pontos de interseção indicam os campos críticos para cada valor de ε .
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Figura 3.24 Colapso das curvas mostradas em 3.23. ν ≈ 1 para todos os valores de ε investigados.
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Figura 3.25 Diagrama de fases h vs ε para κ = 0,1.
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3.10 Conclusões

Estudamos a criticalidade do modelo de spins quânticos de Ising com interações competitivas

diluídas em uma cadeia linear através da técnica de Monte Carlo em tempo contínuo adaptada

a sistemas com competição entre os acoplamentos e escala de tamanho finito para sistemas

anisotrópicos. Foram calculados expoentes dinâmicos (z), expoentes do comprimento de corre-

lação (ν) e campos magnéticos críticos (hc). No caso puro, o algoritmo Monte Carlo reproduziu

os valores de z,ν e hc, para o modelo de Ising em campo transverso 1d, que possui solução

exata. Para o caso ANNNI 1d puro em campo transverso, o algoritmo reproduziu com certa

precisão a linha de transição ferro-paramagnética do diagrama de fases para competições fra-

cas κ < 0,5, em comparação com outras técnicas utilizadas para abordar este modelo, que não

possui solução exata. Para o caso de acoplamentos diluídos entre segundos vizinhos, calcu-

lamos z, ν e hc para os valores do parâmetro de diluição ε = 0,1, 0.3, 0,5, 0,7 e 0,9, fixando

κ = 0,1. Os valores calculados de z em função de ε indicam uma mudança da classe de uni-

versalidade com relação aos modelos puros (z 6= 1), estando de acordo com o critério de Harris

que prediz tal mudança para este modelo. Os valores do expoente ν calculados em função de

ε não apresentam nenhuma variação sendo ν ≈ 1 e o comportamento de hc em função de ε é

aproximadamente linear entre os casos ε = 0 (Ising, hc = 1) e ε = 1 (ANNNI, hc ≈ 0,82). O

artigo correspondente aos resultados apresentados neste capítulo está em preparação para ser

submetido ao Physical Review B, com o título Quantum bond-diluted ANNNI chain.
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CAPÍTULO 4

O modelo de Heisenberg anisotrópico de spin 1
2 na

rede diamante

4.1 O modelo de Heisenberg

O magnetismo é um dos fenômenos físicos mais antigos descoberto pelo homem, data provavel-

mente dos Gregos em 800A.C., mas somente teve sua existência esclarecida após o advento da

mecânica quântica quando Heisenberg e Dirac descobriram independentemente que a inter-

ação de troca entre elétrons é a base da teoria microscópica do magnetismo [85]. Esta inter-

ação é essencialmente eletrostática e de origem puramente quântica, sendo algumas ordens de

grandeza maiores que as interações clássicas entre momentos magnéticos do tipo dipolo-dipolo.

Sua origem resulta da sobreposição da parte antissimétrica das funções de onda de elétrons em

átomos vizinhos e pode ser escrita como uma interação efetiva entre elétrons da forma−J~Si.~S j,

onde ~Si,~S j são operadores de spin dos respectivos elétrons e J é a integral de intercâmbio,

Jab =
∫ ∫

d~r1d~r2ϕ∗a (~r1)ϕ∗b (~r2)
e2

r12
ϕb(~r1)ϕa(~r2) , (4.1)

onde ϕx(~r) é a função de onda do elétron no estado x (x = a, b) na posição~r. Para J > 0 o estado

fundamental dos elétrons é um estado tripleto (spins paralelos) e para J < 0 o estado fundamen-

tal é o estado singleto (spins antiparalelos). O hamiltoniano que generaliza esta interação entre

dois elétrons para um material isolante homogêneo com N componentes é o hamiltoniano de

Heisenberg que tem a forma,

H =−J ∑
〈i, j〉

~Si.~S j (4.2)

onde a soma é sobre todos os pares de spins vizinhos e isto se justifica pelo fato da interação de

troca, que depende da superposição das funções de onda, decrescer rapidamente com a distân-

cia. Esta interação é chamada de interação de troca direta. Existem outros tipos de interação

89
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semelhantes como a interação de troca mediada por elementos não magnéticos situados entre

elementos magnéticos, que é a chamada interação de supertroca, e ainda a interação de troca

via elétrons de condução em metais chamada de interação indireta. A rede onde estão localiza-

dos estes spins são em geral redes d-dimensionais, mas estes modelos são estudados também

em redes que interpolam entre uma dimensão e outra, como é o caso das redes tipo fita que

fazem a interpolação entre uma cadeia e um sistema bidimensional. Neste capítulo, serão apre-

sentados resultados referentes ao modelo de Heisenberg em uma rede fractal do tipo diamante

cuja dimensionalidade (fractal) está relacionada ao número de conexões presentes na célula

unitária do tipo diamante, que será descrita mais adiante.

O estado fundamental do hamiltoniano (4.2) no caso ferromagnético (J > 0) corresponde

à configuração onde todos os spins estão alinhados paralelamente à uma direção, como no

caso de spins clássicos. Para o caso antiferromagnético (J < 0) a correspondência do estado

fundamental com o estado de Néel para spins clássicos não se verifica. Tanto para o caso

ferromagnético quanto para o caso antiferromagnético de spins 1
2 em uma dimensão, o estado

fundamental e o espectro de excitação de baixas energias são conhecidos através da técnica do

Bethe ansatz.

Um resultado rigoroso para o modelo de Heisenberg isotrópico com interações de alcance

finito é o teorema de Mermin-Wagner [86] que afirma que não existe ordem magnética de

longo alcance seja ferro ou antiferromagnética para temperaturas finitas em d ≤ 2. Para o caso

isotrópico d > 2, a ordem magnética de longo alcance é destruída no ponto crítico, chamado

de ponto de Curie para os materiais ferromagnéticos e ponto de Néel para os antiferromagnéti-

cos. Na região crítica várias grandezas termodinâmicas apresentam comportamento do tipo lei

de potência e a transição é caracterizada por um conjunto de expoentes críticos. Uma breve

discussão destes comportamento e dos expoentes críticos foi feita na seção 3.1.1. A tabela

4.1 mostra alguns valores dos expoentes críticos calculados aproximadamente por métodos de

teoria de campos [7] para o caso do modelo ferromagnético clássico isotrópico tridimensional

na rede cúbica. (Para efeito de comparação foram incluídos na tabela 4.1 os expoentes do caso

Ising tridimensional.)

As interações de troca em sua essência são isotrópicas, só dependem das direções relativas
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Expoente Heisenberg Ising

ν 0,705(3) 0,6300(15)

β 0,3645(25) 0,3250(15)

η 0,033(4) 0,031(4)

γ 1,386(4) 1,241(2)

Tabela 4.1 Valores de alguns expoentes críticos para o modelo de Heisenberg clássico (S→∞) 3d, bem

como seus respectivos valores para o caso Ising calculados segundo a referência [7].

entre spins, não privilegiando em princípio nenhuma direção particular. Mas, em muitos com-

postos apresentam eixos fáceis de magnetização privilegiando então um dos eixos cristalinos.

Fatores destas anisotropias podem ser por exemplo o acoplamento spin-órbita na qual o spin

pode depender da distribuição eletrônica ou ainda o campo cristalino que depende das simetrias

da rede, onde o campo eletrostático que a rede cria sobre um de seus elementos pode privilegiar

um dos eixos. Sistemas com forte anisotropia uniaxial são descritos pelo modelo de Ising.

Uma variante do modelo (4.2) que considera uma certa anisotropia de exchange, ou seja

quando o acoplamento J depende da direção das componentes do operador ~S é o modelo de

Heisenberg anisotrópico [87], que para o caso de spin 1
2 tem o seguinte hamiltoniano,

H =−J ∑
〈i, j〉

[(1−∆)(σ x
i σ x

j +σ y
i σ y

j )+σ z
i σ z

j ] (4.3)

onde σ k com k = x,y,z são as matrizes de Pauli identificadas com cada sítio i da rede e a soma

é sobre todos os pares de spins vizinhos. O parâmetro ∆ ∈ [0,1] é o parâmetro de anisotropia

onde para ∆ = 0 tem-se o modelo de Heisenberg isotrópico discutido nos parágrafos acima e

para ∆ = 1 tem-se o modelo de Ising clássico. Para um valor de ∆ 6= 0, costuma-se chamar este

modelo também de XXZ.

A introdução da anisotropia permite o aparecimento de uma fase ordenada a T 6= 0 e d = 2,

diferente do caso isotrópico onde pelo teorema de Mermin-Wagner a dimensão crítica inferior

é d = 3. Este modelo foi o ponto de partida para o estudo que desenvolvemos e apresentaremos

neste capítulo. A rede que foi utilizada como suporte para os spins foi uma rede hierárquica do
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tipo diamante com p conexões, que está relacionada a aproximação de Migdal-Kadanoff [88]

[89] para redes hipercúbicas. Neste trabalho, foi utilizado o grupo de renormalização no espaço

real aplicado a sistemas quânticos, onde as equações de renormalização são obtidas de uma

forma aproximada através de combinações de processos de dizimação em paralelo. Os efeitos

desta aproximação são menos relevantes quanto maior for a temperatura, como é discutido na

referência [90]. Foi neste contexto de temperatura finita diferente de zero que aplicamos o

método proposto por Morgado, Coutinho e Curado [91][92] para a obtenção da magnetização

local do sistema através de uma relação recursiva que permite calcular a magnetização de sítios

internos da rede por meio do valor da magnetização dos sítios de uma geração anterior. Isto

permitiu o cálculo de alguns expoentes críticos.

4.2 Grupo de renormalização no espaço real - GRER

4.2.1 Definições

O método do grupo de renormalização 1 teve início com o trabalho de Wilson [48] no início da

década de 1970 tendo como influência as idéias de Kadanoff [97] sobre transformações de um

bloco de variáveis dinâmicas em uma única variável e cujo sucesso está relacionado às corre-

lações de longo alcance na região crítica onde o único comprimento relevante é o comprimento

de correlação, podendo assim serem removidos graus de liberdade intermediários relacionados

às interações de curto alcance. A idéia original de Wilson foi formulada no espaço dos mo-

mentos utilizando a equivalência entre as técnicas de teoria de campos e fenômenos críticos

em mecânica estatística. O grupo de renormalização no espaço real introduzido nos trabalhos

de Niemeijer e van Leeuwen[98] se aproximam mais das idéias de Kadanoff e são baseados na

subtração de graus de liberdade situados em uma rede, segundo uma redução de escala b. A

idéia central é que no ponto crítico o sistema se torna invariante sob esta transformação pois

o comprimento de correlação diverge. Os pontos críticos são então identificados como pon-

tos fixos da transformação e a estabilidade destes pontos pode ser investigada para se verificar

1Esta seção tem como base as referências [93] [94] [95] [45] [96]
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K'

K

Figura 4.1 Exemplo esquemático de uma transformação de renormalização em uma rede quadrada onde

os acoplamentos iniciais K são transformados em acoplamentos K′ preservando a geometria da rede.

quais parâmetros são relevantes ou não. Todas estas informações são obtidas sem se conhecer

uma forma explícita da função de partição do sistema, mas apenas a forma como os parâmetros

se transformam em cada iteração, que em muitos casos são aproximações que evitam a pro-

liferação de constantes de acoplamento. Um esquema de uma transformação deste tipo para

uma rede bidimensional é mostrado na figura 4.1. Estas equações de renormalização fornecem

fluxos em um espaço de parâmetros que podem ser utilizados para se estudar fenômenos de

crossover bem como de universalidade. Aliás o grupo de renormalização é uma ferramenta

que fornece respostas a outras questões referentes aos fenômenos críticos como por exemplo a

homogeneidade de funções termodinâmicas e as relações entre expoentes críticos, além dos já

citados fenômenos de crossover e universalidade.

Um conceito importante no GRER é o de espaço de parâmetros. Este espaço é definido
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por eixos cartesianos que representam os acoplamentos presentes em um hamiltoniano re-

duzido H̄ = H
kBT . Estes eixos podem ser por exemplo os acoplamentos referentes à temper-

atura, ao campo magnético ou algum outro parâmetro da energia. Um vetor ~µ nesse espaço

d-dimensional representa então um certo hamiltoniano reduzido para estes valores de parâmet-

ros. No caso do modelo Ising na presença de um campo longitudinal estes parâmetros seriam

βJ e h = βH onde β = (kBT )−1.

Uma transformação de blocos do sistema pode ser representada por uma transformação

geralmente não linear em que o hamiltoniano reduzido inicial é transformado em outro, neste

mesmo espaço de parâmetros, supondo que a transformação não gere acoplamentos espúrios

que aumentariam a dimensionalidade deste espaço, ou seja

~µ ′ = R~µ . (4.4)

O operador R reduz o número de graus de liberdade do sistema de N para N’, sendo o fator

de escala definido como bd = N
N′ . A condição essencial para a obtenção da transformação R

é que a função de partição seja invariante (e consequentemente a energia livre total) após a

transformação em bloco, isto é,

ZN′(H̄ ′) = ZN(H̄ ) . (4.5)

Outra condição geralmente é imposta a esta transformação, é que o hamiltoniano trans-

formado mantenha a mesma forma funcional do hamiltoniano original, para que após cada

transformação, o espaço de parâmetros tenha a mesma dimensionalidade. Esta condição é

muito difícil se ser satisfeita em geral de modo que uma abordagem aproximada quase sem-

pre é preciso ser feita, como é o caso do modelo de Ising clássico em uma rede hipercúbica

d-dimensional onde somente no caso d = 1, a relação é exata. Uma aproximação bastante uti-

lizada para redes hipercúbicas é a aproximação de Migdal-Kadanoff [88] [89] será discutida

logo mais neste capítulo.

A escolha do procedimento para a redução dos graus de liberdade dos blocos não é única,

como por exemplos a regra da maioria ou a dos processos de dizimação. Repetidas iterações a

partir de um ponto inicial no espaço de parâmetros, produzem um fluxo de pontos discretos que

“saltam” neste espaço, sendo que o comprimento de correlação é re-escalado a cada iteração
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por

ξ ′ =
ξ
b

. (4.6)

Acima do ponto crítico as iterações conduzem o fluxo para um ponto que representa um

estado de desordem, e abaixo do ponto crítico o fluxo é conduzido a um ponto que representa

um estado ordenado. Estes pontos são os pontos fixos atrativos ou estáveis. O ponto crítico,

relacionado à transição de fase de segunda ordem, é identificado como um ponto fixo misto

(atrativo e repulsivo, dependendo da direção no espaço de parâmetros). Todos estes pontos

podem ser obtidos da chamada equação de ponto-fixo,

~µ∗ = R~µ∗ (4.7)

Aos pontos fixos mistos está relacionado o conceito de superfície crítica, onde cada ponto

desta é atraído para um destes pontos fixos mistos, podendo haver em alguns casos competição

entre atratores. A natureza dos pontos fixos (atrativos, repulsivos ou mistos) pode ser inves-

tigada através da linearização da transformação R em regiões próximas a estes pontos. Um

ponto nesta região pode então ser expandido em uma base de autovetores normalizados da

matriz linearizada de R,

~µ =~µ∗+∑
i

gi~vi (4.8)

Um número m de iterações nesta região produz,

Am~µ =~µ∗+∑
i

λ m
i gi~vi (4.9)

Onde Ai j = ∂Ri
∂ µ j

(~µ∗) é a forma linearizada de R, e λi são seus autovalores. Desta expressão

conclui-se que para λi < 1 o fluxo conduz o sistema para o ponto fixo nesta direção, sendo então

a variável dita irrelevante nesta direção (atração). Para λi > 1 ocorre o contrário, e a variável é

considerada relevante (repulsão).

4.2.2 Universalidade, crossover e o expoente do comprimento de correlação ν

No GRER podemos associar a idéia de fluxo em um espaço de parâmetros com os fenômenos

de universalidade e crossover. Os pontos em uma superfície crítica que correspondem a hamil-

tonianos críticos para este conjunto de parâmetros estão sujeitos a atratores. Na proximidade
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destes, e sobre a superfície crítica o fluxo converge segundo os autovalores das variáveis irrel-

evantes, possuindo então a mesma criticalidade ou classe de universalidade deste ponto fixo

misto. O fenômeno de crossover pode ser explicado quando existe a competição entre dois

ou mais atratores, como por exemplo acontece com o modelo de Heisenberg anisotrópico ap-

resentado na seção 4.1. Para um pequeno valor de anisotropia e para valores de T próximos

de Tc o fluxo passa próximo do ponto fixo de Heisenberg mas é desviado por uma variável

relevante para o ponto fixo de Ising. Assim o sistema apresenta um comportamento crítico de

Heisenberg, mas muito próximo de Tc existe uma mudança da criticalidade para a classe Ising.

A análise do comportamento assintótico do comprimento de correlação próximo ao ponto

fixo misto, acima definido, fornece o valor do expoente crítico ν . Considerando um espaço de

parâmetros bidimensional, sendo um dos parâmetros a temperatura por simplicidade, a expan-

são na base de autovetores normalizados próximo ao ponto fixo misto, pode ser escrita como,

~µ =~µ∗+gr~vr +gir~vir . (4.10)

Partindo de um ponto próximo à uma temperatura crítica Tc e pouco acima da superfície

(linha) crítica (gr ≈ 0) onde se encontra o ponto fixo misto, sobre o qual o comprimento de

correlação é infinito, o fluxo de renormalização deve “tangenciar” esta linha crítica e passar

por um ponto de retorno próximo ao ponto fixo misto, pois este fluxo é atraído para o ponto

fixo de altas temperaturas onde ξ → 0. Próximo a esta linha crítica a componente gr pode ser

expandida sendo aproximada até primeira ordem em a(T −Tc). Após m iterações nesta região,

o novo ponto no espaço de parâmetros é,

~µ(m) =~µ∗+a(T −Tc)λ m
r ~vr +girλ m

ir~vir . (4.11)

O ponto de retorno pode ser identificado como o ponto onde o fator a(T −Tc)λ m
r é próximo

da unidade,

a(T −Tc)λ m
r ∼ 1 . (4.12)

O mesmo procedimento vale para o comprimento de correlação renormalizado ξ
bm nesta

região, que evolui desde um valor muito grande próximo à linha crítica, para um valor que

tende a zero no ponto fixo de altas temperaturas. O ponto de retorno pode ser então definido
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como o ponto onde ξ se aproxima de uma valor a′ relacionado ao espaçamento da rede,

ξ
bm ∼ a′ (4.13)

Ao se eliminar m das equações acima, tem-se o comportamento assintótico de ξ ,

ξ =
a

a′ν
(T −Tc)−ν (4.14)

sendo,

ν =
logb
logλr

. (4.15)

Um argumento semelhante com um ponto de partida na região oposta em relação à linha

crítica produz o mesmo valor para ν . Neste caso, o fluxo é direcionado para o ponto-fixo atrator

associado a fase ferromagnética.

4.2.3 A aproximação de Migdal-Kadanoff para a rede hipercúbica

A abordagem que foi utilizada no presente trabalho é baseada na aproximação de Migdal-

Kadanoff para sistemas quânticos. A aplicação desta aproximação para sistemas clássicos,

como, por exemplo, para o modelo de Ising, tem como base a remoção e/ou deslocamento de

ligações seguido de processos de dizimação nas cadeias lineares resultantes destas remoções

e/ou deslocamentos. Um processo de dizimação em uma cadeia de Ising é um processo onde

os spins são divididos em dois grupos de spins (caso b = 2), por exemplo spins pares e ímpares

segundo sua posição na rede, sendo o traço sobre os graus de liberdade de um destes grupos

somados, reduzindo assim o sistema por um fator de escala b = 2. A condição (4.5) é então

imposta fornecendo uma equação de renormalização exata para o acoplamento K = βJ, dada

por

K′ = tanh−1[(tanhK)2] . (4.16)

A extensão do processo de dizimação para o caso de uma rede hipercúbica não produz re-

sultados tão simples como no caso unidimensional, pois a cada iteração do processo de renor-

malização novas constantes de acoplamento relacionadas a interações entre muitos spins são

Tese de Doutorado - Departamento de Física - UFPE



4.2 Grupo de renormalização no espaço real - GRER 98

produzidas, necessitando então uma abordagem aproximada que exclui o surgimento desses

acoplamentos indesejados. Na aproximação de Migdal-Kadanoff para uma rede quadrada com

fator de escala b = 2 e considerando duas coordenadas perpendiculares x e y, primeiro ligações

alternadas na direção y são desfeitas e adicionadas às suas ligações vizinhas produzindo,

K′
y = 2Ky . (4.17)

Na direção x, por sua vez, se sucede um processo de dizimação,

K′
x = R(2)(Kx) , (4.18)

onde R(2) representa um processo de dizimação com b = 2 em uma cadeia. Para o caso Ising,

R(2) é dado pela expressão (4.16). Até este ponto o processo possui o inconveniente de produzir

acoplamentos anisotrópicos. Isto pode ser minimizado ao se repetir o mesmo processo na outra

direção. A figura 4.2 reproduz todos estes passos de uma forma esquemática. Para o caso geral

de uma rede hipercúbica tem-se,

K′
p = bd−pR(b)(bp−1Kp) , (4.19)

onde Kp são as ligações ou acoplamentos paralelos às direções da rede hipercúbica (p =

1,2, ...,d).

4.2.3.1 Caso exato: Rede diamante

A aproximação de Migdal-Kadanoff torna-se exata para sistemas de spins que têm como base

as chamadas redes hierárquicas como foi mostrado por Ostlund, Berker [99] e Bleher, Žalis

[100]. As redes hierárquicas, ao contrário das redes de Bravais, são redes não homogêneas

não possuindo portanto simetria de translação. Estas redes podem ser construídas por meio

das chamadas células geradoras que são as células básicas da rede ao se substituir todas ou

algumas ligações da rede em uma hierarquia n por estas células geradoras, produzindo uma

rede na hierarquia n+1. A figura 4.3 mostra este passo a partir de uma ligação isolada da rede

completa.
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(a) (b)

(c)
(d)

Figura 4.2 Passos da aproximação de Migdal-Kadanoff na rede quadrada. (a) Rede com parte dos

acoplamentos na direção y deslocados para formar acoplamentos alternados do tipo 2Ky. (b) Dizimação

unidimensional dos spins na direção x. (c) Deslocamento dos acoplamentos resultantes na direção x. (d)

Dizimação unidimensional dos spins na direção y.

Os spins externos da célula geradora são chamados de vértices e o menor número de lig-

ações que une estes vértices está relacionado com o fator de escala b da transformação de

renormalização. Esta distância também define um comprimento na célula geradora bem como

na rede em uma hierarquia n. A distância entre os vértices originais (oriundos da hierarquia

n = 0) em uma hierarquia n é portanto,

L = bn . (4.20)

Outra definição importante nestas redes é o número de ligações iteráveis B da rede hierárquica

que basicamente é o número de ligações em uma célula geradora, as quais dão origem a outras

células geradoras na hierarquia n + 1. No caso mostrado na figura 4.3 todas as ligações são

iteráveis. Este número B está relacionado com a definição de volume nas redes hierárquicas da
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( Kp, p)
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p. . .
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( K, )

Figura 4.3 Processo de composição da célula básica de uma rede tipo diamante com p conexões a partir

de um acoplamento inicial. Ao se continuar o processo para cada acoplamento desta célula básica por

um número n de vezes tem-se como resultado uma rede fractal hierárquica do tipo diamante.

seguinte maneira,

V = Bn . (4.21)

A partir das definições (4.20) e (4.21) pode-se portanto definir a dimensão de uma rede

hierárquica,

d = lim
n→∞

logBn

logbn =
logB
logb

. (4.22)

O caso estudado, neste capítulo, é o de um sistema quântico de spins em uma rede diamante

com p conexões e fator de escala b = 2 (fig. 4.3). A grandeza B é portanto 2p e b = 2.

Substituindo em (4.22) tem-se para a dimensão fractal da rede diamante com p conexões e

b = 2,

d f = 1+
log p
log2

. (4.23)

As equações de Migdal-Kadanoff para o caso de spins clássicos são exatas nestas redes pois

estas são invariantes por transformações de escala assim como as transformações de renormal-

ização nos pontos críticos. Renormalizando as células geradoras em uma hierarquia n obtém-se

a mesma rede em uma hierarquia inferior. Para o caso quântico isto geralmente não se verifica

por conta da não comutatividade dos operadores envolvidos, que em princípio, não permitiria

a separação de uma célula geradora do resto da rede. Isto será discutido na próxima seção.
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4.3 GRER para sistemas quânticos

4.3.1 Aproximação por blocos

Se para o caso de sistemas clássicos a relação de renormalização raramente pode ser apresen-

tada de forma exata, exigindo assim uma análise aproximada como a de Migdal-Kadanoff, para

o caso de sistemas quânticos existe um ingrediente de dificuldade a mais que é a não comuta-

tividade dos operadores existentes no hamiltoniano, como é o caso do modelo de Heisenberg

anisotrópico (4.3) que será discutido nesta seção. Primeiro, tratando o caso unidimensional de

spins σi distribuídos numa cadeia, o objetivo é encontrar uma equação de renormalização que

satisfaça,

exp(−H̃σ2i) = Tr{σ2i+1} exp(−Hσi) , (4.24)

onde H̃ e H são hamiltonianos reduzidos, e é assumido um processo de dizimação onde os

graus de liberdade dos spins ímpares são somados resultando em um hamiltoniano renormal-

izado com a mesma forma do hamiltoniano inicial. O fator de escala portanto é b = 2. A

equação (4.24) é o ponto de partida para os casos de redes hipercúbicas ou redes hierárquicas

na aproximação de Migdal-Kadanoff pois, como foi visto, esta é composta de deslocamentos

de ligações e dizimações unidimensionais.

O traço presente na equação (4.24) não pode ser realizado de uma forma exata, por conta da

não comutatividade dos operadores. A estratégia é então dividir a cadeia em blocos facilmente

diagonalizáveis e é aqui que reside a aproximação para tais sistemas. Uma aproximação muito

utilizada que apresenta bons resultados qualitativos e quantitativos para temperaturas relativa-

mente altas é a aproximação de Suzuki-Takano [101] [102], onde a dizimação é realizada em

um cluster separado da rede original,

exp(−H̃2i,2i+2) = Tr{σ2i+1} exp[−(H2i,2i+1 +H2i+1,2i+2)] . (4.25)

A justificativa para isto, segundo Suzuki e Takano é que no processo,

exp(∑
i

Hi)≈∏
i

exp(Hi)≈ exp(∑
i

H̃i) , (4.26)
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onde Hi se refere ao bloco (4.25), a aproximação é feita duas vezes em direções opostas

havendo então uma compensação mútua. Suzuki e Takano combinaram esta aproximação com

o procedimento de Migdal-Kadanoff para estudar o modelo de Heisenberg anisotrópico [102]

onde foram obtidas as correções a esta aproximação mostrando que esta é satisfatória para tem-

peraturas altas em comparação com outros métodos. Para os casos Ising em duas dimensões e

Ising, XY e Heisenberg isotrópico em três dimensões as propriedades críticas destes modelos

foram obtidas de forma satisfatória, pois estas transições estão no regime de relativamente altas

temperaturas.

Outras aproximações referentes a sistemas quânticos também baseadas em renormalização

de clusters são disponíveis, como por exemplo, a aproximação diagonal [103] onde é con-

siderado o mapeamento dos elementos diagonais da matriz densidade entre o sistema (cluster)

original e transformado. Esta aproximação foi estendida ao modelo de Heisenberg anisotrópico

na referência [104]. Outra aproximação que considera a solução exata dentro do cluster para

este modelo foi introduzida por Caride et al [105] e aplicada a sistemas diluídos na referência

[90].

4.3.2 Equação de renormalização para o modelo de Heisenberg anisotrópico na

aproximação de Migdal-Kadanoff

O bloco básico para a construção da aproximação de Migdal-Kadanoff para o modelo de

Heisenberg anisotrópico na rede diamante é mostrado na figura 4.4. A condição (4.25) deve ser

satisfeita. Para isto devemos diagonalizar o hamiltoniano em ambos os lados desta equação.

Será apresentado aqui somente um roteiro simplificado para o cálculo da equação de renormal-

ização. Os hamiltonianos para os dois lados de (4.25) são,

−βH12 = K′[(1−∆′)(σ x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+σ z
1σ z

2]+K0 , (4.27)

−βH123 = K{(1−∆)[σ x
3(σ x

1 +σ x
2)+σ y

3(σ y
1 +σ y

2)]+σ z
3(σ

z
1 +σ z

2)} , (4.28)
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(K, )

(K, )

Figura 4.4 Processo de dizimação do bloco básico de renormalização (com fator de escala b = 2)

segundo a aproximação por blocos utilizada neste capítulo.

sendo K′ = βJ′ K = βJ. A exponencial dessas expressões, com a ajuda da propriedade das

matrizes de Pauli σiσ j = δi j + i∑k εi jkσk, podem ser escritas na seguinte forma expandida [90],

exp(−βH12) = a0 +b0
12(σ

x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+ c0
12σ z

1σ z
2 , (4.29)

exp(−βH123) = a+b12(σ x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+b13(σ x
1 σ x

3 +σ y
1σ y

3)+b23(σ x
2 σ x

3 +σ y
2σ y

3)+

= c12σ z
1σ z

2 + c13σ z
1σ z

3 + c23σ z
2σ z

3 . (4.30)

Os coeficientes a0,b0
12,c0

12 são funções de K′,∆′,K0. Os coeficientes a,b12,b13,...,c23 são

funções de K e ∆. O traço da expressão (4.30) nas variáveis de σ3 pode ser facilmente realizado

produzindo,

Tr~σ3
= 2

(
a+b12(σ x

1 σ x
2 +σ y

1σ y
2)+σ z

1σ z
2
)

. (4.31)

Comparando a forma acima com a expressão (4.29) tem-se,

a0 = 2a , (4.32)

b0
12 = 2b12 , (4.33)

c0
12 = 2c12 . (4.34)
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Figura 4.5 Linhas de fluxo para o caso d = 3 obtidas por meio da equação (4.40).

Para se obter a exponencial do operador −βH12 definido em (4.27), pode-se escrever este

operador na base {|m1,m2〉} que é a base de autovetores de σ z
1 σ z

2. Após uma transformação

para uma base de autovetores,

−βH̃12 = U12(−βH12)U
†

12 , (4.35)

o operador resultante é diagonal e exp(−βH̃12) pode ser facilmente calculado e escrito nova-

mente na base antiga de autovetores do operador σ z
1 σ z

2. Comparando esta forma com a matriz

do operador (4.29) nesta mesma base, a0,b0
12 e c0

12 são escritos em função de K′,∆′,K0 e podem

ser substituídos em (4.34) fornecendo,

exp(4K′) =
(a+ c12)2

(a− c12)2−4(b12)2 ,

exp(4W ′) =
a− c12 +2b12

a− c12−2b12
, (4.36)

exp(K0) = 4(a+ c12)exp(K′) .
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Figura 4.6 Linhas críticas do modelo de Heisenberg anisotrópico segundo a aproximação de Migdal-

Kadanoff para a rede diamante com d = 2 e d = 3. Note que para d = 2 esta aproximação está coerente

com o teorema de Mermin-Wagner pois esta não apresenta temperatura de transição diferente de zero.

Com um procedimento semelhante, após a diagonalização de βH123, os coeficientes a, b12,

b13,..., c23 podem ser escritos como função de K e ∆. Com a substituição destas expressões em

(4.36) tem-se finalmente as equações de renormalização para a célula mostrada na figura (4.4),

K′ = f (K,∆) =
1
4

ln
{

[exp(2K)+ exp(−K)C−(K,∆)]2

4exp(−K)C+(K,∆)

}
, (4.37)

K′(1−∆′) = g(K,∆) =
1
4
(lnC+(K,∆)−K) , (4.38)

sendo,

C±(K,∆) = cosh(K
√

1+8(1−∆)2)± sinh(K
√

1+8(1−∆)2)√
1+8(1−∆)2

. (4.39)

Este é o elemento de renormalização básico para o modelo de Heisenberg anisotrópico

nesta aproximação por blocos. Para o estudo de redes hipercúbicas a aproximação de Migdal-

Kadanoff sintetizada nas equações (4.19) pode então ser aplicada. Para o caso da rede diamante,
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Figura 4.7 Temperaturas críticas para os pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising em algumas dimensões

segundo a aproximação de Migdal-Kadanoff.

tratado neste trabalho, esta aproximação para uma célula com p conexões pode ser escrita como,

K′ = p f (K,∆) ,

K′(1−∆′) = pg(K,∆) . (4.40)

Nesta aproximação, não existem pontos fixos instáveis para d = 1. Existe um ponto fixo

instável do tipo Ising (∆ = 1) para d = 2 e a partir de d = 3 existem dois pontos fixos instáveis,

um do tipo Ising e outro do tipo Heisenberg (∆ = 0), sendo o fluxo de renormalização na linha

crítica na direção do ponto Ising. Portanto para qualquer ∆ 6= 0 a criticalidade é do tipo Ising

e para valores de ∆ ∼ 0 existe um crossover entre os comportamentos críticos do tipo Heisen-

berg e do tipo Ising. A figura 4.5 mostra várias linhas de fluxo para o caso d = 3 e a figura 4.6

mostra o fluxo de renormalização próximo à linha crítica para os casos d = 2 e d = 3 da rede dia-

mante. Esta aproximação está de acordo com o teorema de Mermin-Wagner não apresentando,
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portanto, ordem de longo alcance para o modelo de Heisenberg isotrópico bidimensional. To-

davia, nesta aproximação a dimensão crítica inferior para o modelo de Heisenberg deve ser

menor que 2,58, uma vez que nesta dimensão observa-se Tc 6= 0. Utilizando a fórmula (4.15)

os expoentes ν podem ser calculados. Estes expoentes juntamente com os acoplamentos críti-

cos no caso Ising e Heisenberg para algumas dimensões d f = 1 + ln p
ln2 são mostrados na tabela

4.2 e as temperaturas críticas (Tc = 1/Kc) são mostradas na figura 4.7. Nas próximas seções

utilizaremos um descoplamento de um cluster da rede em temperaturas altas para o cálculo de

maneira recursiva da magnetização local e da correlação spin-spin. Isto permitirá o cálculo de

outros expoentes críticos bem como estudar certas propriedades da magnetização local.

4.4 Relação de recorrência para a magnetização local

Nesta seção, será estendido o procedimento introduzido por Morgado, Coutinho e Curado [91]

[92] para o cálculo da magnetização local de uma maneira recursiva para o caso do modelo de

Heisenberg anisotrópico. O sistema original abordado por estes autores foi o modelo de Ising

clássico na rede diamante com duas pernas ou conexões. O objetivo principal foi a obtenção da

estrutura multifractal da magnetização relacionado-a com os expoentes críticos termodinâmicos

do sistema. Algumas relações de escala entre expoentes referentes à distribuição espacial da

magnetização e os expoentes termodinâmicos foram obtidos.

Para o caso clássico o procedimento é exato. Como foi mostrado na seção anterior a não

comutatividade entre os operadores quânticos introduz uma dificuldade a mais e, neste caso,

do cálculo da magnetização não é diferente. Por isso nos cálculos efetuados, foi introduzido

uma aproximação por blocos, conveniente a temperaturas altas, semelhante àquela mostrada

na seção anterior. Isto permitiu o desacoplamento entre as variáveis internas da célula e as

varíaveis referentes ao restante da rede. Um esquema desta célula sob o efeito do restante da

rede é mostrado na figura 4.8.

O método para a obtenção da magnetização local considera a função de partição de um

sistema na n-ésima hierarquia, sendo esta composta pela célula básica, por campos efetivos
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Dimensão Heis. Ising

Kc ν Kc ν

2 - - 0,6094 1,3383

2,58 0,5861 1,9224 0,3609 1,1227

3 0,3439 1,3983 0,2611 1,0648

3,58 0,1973 1,1736 0,1698 1,0276

4 0,1400 1,0767 0,1263 1,0153

Tabela 4.2 Acoplamentos críticos e expoentes ν para os pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising em

algumas dimensões segundo a aproximação de Migdal-Kadanoff

h1 e h2 que atuam nos sítios externos e por uma interação efetiva (K′′,∆′′). Os campos e a

interação efetiva são simplificações para a ação do resto da rede na célula preservando, por

exemplo, a informação sobre a posição da célula com relação a rede completa. Estes campos

e interação efetivas, pelo menos em princípio, podem ser obtidos ao se tomar o traço sobre as

variáveis do restante da rede, mas o objetivo do método é o de eliminar estas variáveis externas,

escrevendo as médias dos sítios internos da célula em função dos sítios externos desta mesma

célula obtendo-se então uma relação recursiva para a magnetização local.

Para o caso do modelo de Heisenberg anisotrópico a função de partição para a célula mais

os campos e a interação efetivos mostrada na figura 4.8 é escrita como,

exp(−βH ) = exp[−β (H +H ′+H ′′)] , (4.41)

sendo,

H = K[(1−∆)(σ x
1 σ x

3 +σ y
1σ y

3)+σ z
1σ z

3] , (4.42)

H ′ = K′[(1−∆′)(σ x
2 σ x

3 +σ y
2σ y

3)+σ z
2σ z

3] , (4.43)

H ′′ = K′′[(1−∆′′)(σ x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+σ z
1σ z

2]+h1σ z
1 +h2σ z

2 . (4.44)

As variáveis a se eliminar são K′′, ∆′′, h1 e h2. Para isto usaremos o seguinte desacopla-
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h2 

h1 

(K'', '')

(K', ')

(K, )

2

1

Figura 4.8 Porção da rede do tipo diamante sujeita a acoplamentos efetivos que simulam os efeitos do

resto da rede neste conjunto de spins.

mento da célula diamante,

exp(−βH )' exp[−β (H +H ′)]exp(−βH ′′) . (4.45)

Será considerado daqui em diante o caso homogêneo em que K = K′ e ∆ = ∆′. A exponencial

de −β (H +H ′) e de −βH ′′ podem ser expandidas como em (4.29) e (4.30),

exp[−β (H +H ′)] = a+b(σ x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+ c(σ x
1 σ x

3 +σ y
1σ y

3)+d(σ x
2 σ x

3 +σ y
2σ y

3)+

+eσ z
1σ z

2 + f σ z
1σ z

3 +gσ z
2σ z

3 , (4.46)

exp(H ′′) = A+B(σ x
1 σ x

2 +σ y
1σ y

2)+C(σ x
1 σ y

2 +σ y
1σ x

2)+Dσ z
1σ z

2 +Eσ z
1 +

+Fσ z
2 . (4.47)

Na última expansão aparecem termos cruzados do tipo σ xσ y por conta da introdução do

campo efetivo. Como,

〈σ z
3〉=

Trσ z
3 exp(−βH )

Z
, (4.48)
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para a obtenção de 〈σ z
3〉 deve-se multiplicar os operadores σ z

3, (4.46) e (4.47) e tomar o traço

deste produto. Os únicos termos que contribuem para a média são,

Z

8
〈σ z

3〉= fE+gF . (4.49)

Similarmente, no cálculo das médias 〈σ z
1〉 e 〈σ z

2〉 os termos que sobrevivem são,

Z

8
〈σ z

1〉 = aE+ eF , (4.50)

Z

8
〈σ z

2〉 = eE+aF . (4.51)

Ao considerarmos um sistema de equações lineares as equações (4.50) e (4.51), com as

variáveis a se determinar sendo E e F, pode-se obter para estas,

8
Z
E =

1
a

(
1− 1

1− (a
e )

2

)
〈σ z

1〉+
1
e

(
1

1− (a
e

)2

)
〈σ z

2〉 , (4.52)

8
Z
F =

1
e2−a2

(
e〈σ z

1〉−a〈σ z
2〉

)
. (4.53)

Substituindo as equações (4.52) e (4.53) na equação para a média (4.49) tem-se,

〈σ z
3〉=

f /e
1+ a

e

(〈σ z
1〉+ 〈σ z

2〉
)

. (4.54)

As variáveis a, e e f são obtidas da diagonalização da matriz (4.28),

a =
1
4

(1+ exp(2K)+2exp(−K)coshα) , (4.55)

e =
1
4

(
−1+ exp(2K)− 2K

α
exp(−K)sinhα

)
, (4.56)

f =
1
4

(
exp(2K)− exp(−K)(coshα− K

α
sinhα) .

)
(4.57)

Sendo,

α = K
√

1+8(1−∆)2 . (4.58)

Finalmente substituindo estas expressões em (4.54) obtém-se a relação recursiva para a

magnetização do sítio interno da rede diamante,

〈σ z
3〉= A(K,∆)[〈σ z

1〉+ 〈σ z
2〉] , (4.59)
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com,

A(K,∆) =
1
2

(
exp(2K)− exp(−K)C−(K,∆)
exp(2K)+ exp(−K)C−(K,∆)

)
. (4.60)

A definição de C−(K,∆) é dada por (4.39). A equação (4.59) permite a obtenção da magne-

tização na hierarquia n a partir das magnetizações das hierarquias anteriores, com a ajuda das

equações de renormalização (4.40).

O limite Ising pode ser obtido de (4.60) fazendo ∆ = 1,

A(K,1) =
1
2

(
exp(2K)− exp(−2K)
exp(2K)+ exp(−2K)

)
=

sinh2K
2cosh2K

=
1
2

tanh2K =
tanhK

1+ tanh2 K
. (4.61)

que é o mesmo resultado encontrado nas referências [91] e [92].

4.5 Relação de recorrência para a correlação spin-spin

Com um procedimento análogo ao mostrado na seção anterior a correlação spin-spin 〈σ z
3σ z

1〉
pode ser obtida de uma maneira recursiva a partir das correlações das hierarquias anteriores.

A obtenção destas correlações permitem por exemplo o cálculo da energia interna e conse-

quentemente do calor específico também de uma maneira recursiva. O objetivo é o cálculo da

média,

〈σ z
1σ z

3〉=
Tr

{
σ z

1σ z
3 exp[−β (H +H ′)]exp(−βH ′′)

}

Z
, (4.62)

onde a decomposição do operador densidade segue do desacoplamento entre as variáveis in-

ternas e externas à célula que consideramos na seção anterior. Multiplicando os operadores

expandidos (4.46) e (4.47) por σ z
1σ z

3 os termos que contribuem para a média após o traço das

variáveis de spin serem tomados são,

〈σ z
1σ z

3〉= f (A+D) . (4.63)

Agora calculando as correlações referentes ao spins externos 〈σ z
1σ z

2〉 com um procedimento

análogo ao anterior tem-se,

〈σ z
1σ z

2〉= aD−2bB+ eA . (4.64)
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Para eliminarmos B das equações (4.63) e (4.64) impomos a condição,

Z = Trρ = 1 , (4.65)

o que implica em,

aA+2bB+ eD= 1 . (4.66)

Finalmente combinando (4.63), (4.64) e (4.66) encontra-se para a correlação das compo-

nentes z de spin,

Czz
13 = 〈σ z

1σ z
3〉= A(K,∆)

(
1+Czz

12
)

. (4.67)

Sendo A(K,∆) dado pela expressão (4.60). Desta forma pode-se obter a correlação entre

um spin da n-ésima hierarquia e um spin da (n-1)-ésima hierarquia em função da correlação

entre spins da (n-1)-ésima hierarquia.

4.6 Relação de recorrência para a magnetização total e expoente crítico

β

Para o cálculo da magnetização total da rede diamante na n-ésima hierarquia, utilizou-se a

magnetização total em um perfil da rede. Um perfil é definido como sendo o menor caminho

(ou um dos possíveis) entre os spins raízes da rede nesta mesma hierarquia n. Estes spins raízes

são os dois primeiros spins na hierarquia zero da rede que servem de base para a construção de

toda rede. Pode ser mostrado que a magnetização total neste perfil é dada por,

Mp(n) =
(

1+(1+2A(Kn−1,∆n−1))
A(Kn,∆n)

A(Kn−1,∆n−1)

)
Mp(n−1)−

(1+2A(Kn−1,∆n−1))
A(Kn,∆n)

A(Kn−1,∆n−1)
Mp(n−2) . (4.68)

Vê-se que a magnetização do perfil na hierarquia n depende das magnetizações de todas as

hierarquias anteriores. A(Kn,∆n) que aparece acima é o coeficiente (4.60) calculado na hierar-

quia n. A magnetização total para uma rede com “p” conexões é obtida da expressão acima ao
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Dimensão β Heisenberg β Ising

2 - 0,1617

2,58 0,8387 0,3433

3 0,7046 0,4632

3,58 0,7282 0,6080

4 0,7718 0,6915

Tabela 4.3 Valores dos expoentes críticos β calculados nos pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising a

partir das fórmulas (4.72).

multiplicá-la pelo número de perfis possíveis pn subtraindo-se a contribuição dos sítios redun-

dantes,

Mt(n) =
(

1+ p(1+2A(Kn−1,∆n−1))
A(Kn,∆n)

A(Kn−1,∆n−1)

)
Mt(n−1)−

−p(1+2A(Kn−1,∆n−1))
A(Kn,∆n)

A(Kn−1,∆n−1)
Mt(n−2) (4.69)

Desta forma, para a magnetização total podemos encontrar a magnetização por spin ao

dividi-la pelo número total de spins na rede φn−1 = 1
2pφn, sendo este valor no limite n → ∞.

Desta maneira, para a magnetização por spin,

mn =
1

2p

(
1+ p(1+2A(Kn−1,∆n−1))

A(Kn,∆n)
A(Kn−1,∆n−1)

)
mn−1−

− 1
4p

(1+2A(Kn−1,∆n−1))
A(Kn,∆n)

A(Kn−1,∆n−1)
mn−2 (4.70)

Esta relação é útil para o cálculo do expoente β da magnetização. Para isto tem-se que,

próximo dos pontos fixos instáveis Ising (∆ = 1 com p > 1) ou Heisenberg (∆ = 0 com p > 2),

o coeficiente A(K,∆) se torna invariante An = An−1 = AA−2 = ... = An−l = Ac, com l < n, e

a magnetização toma uma forma assintótica mn = (δKn)β , sendo δKn = rc δKn−1 com rc =
dKn

dKn−1
(Kc). Fazendo todas estas substituições em (4.70) resulta em,

1 =
A

rβ
c

+
B

r2β
c

(4.71)
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Figura 4.9 Expoentes críticos ν e β para algumas dimensões fractais, para os casos Ising e Heisenberg.

O expoente β foi calculado segundo a expressão (4.72).

Com A e B sendo funções de p e Ac. Resolvendo para β encontra-se a seguinte forma

para este exponte em ambos os pontos fixos instáveis,

β =
(0.5+Ac)

lnrc
(4.72)

Esta expressão mostra como o expoente β depende do coeficiente Ac da relação recursiva

para a magnetização local. A informação sobre a dimensionalidade do sistema (ou equivalen-

temente o número de conexões da rede diamante) está contida implicitamente nos valores de

Ac e rc. Os valores do expoente β para algumas dimensões nos casos Ising e Heisenberg são

apresentados na tabela 4.3, bem como na figura 4.9, junto com os expoentes do comprimento

de correlação ν .
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4.7 Conclusões

O comportamento crítico do modelo de Heisenberg anisotrópico de spin 1/2, na rede diamante

com p conexões e fator de escala b = 2 foi investigado por meio do grupo de renormalização no

espaço real. Utilizamos a equação de renormalização na aproximação de Suzuki-Takano para o

cálculo dos acoplamentos críticos e do expoente ν do comprimento de correlação. Através do

desacoplamento das variáveis internas de uma célula básica da rede diamante das variáveis do

resto da rede, relacionamos a magnetização de um sítio da geração n com a magnetização de

seus vizinhos pertencentes a gerações anteriores. Por decorrência, foi possível obter relações

de recorrência analíticas recursivas para a magnetização local do sistema, bem como para a cor-

relação spin-spin. Estas relações, juntamente com as temperaturas críticas Tc(p) obtidas pelas

equações de renormalização deste modelo, permitiram a análise o comportamento da magne-

tização na região crítica e a obtenção do expoente crítico β , associado a magnetização, em

função de p, para os pontos fixos de Ising e Heisenberg associados a este modelo. O artigo

correspondente aos resultados apresentados neste capítulo está em preparação para ser sub-

metido a Physica A, com o título Quantum anisotropic S = 1/2 Heisenberg model on diamond

hierarchical lattices.
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