UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE FiSICA - CCEN
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

TESE DE DOUTORADO

ESTUDOS DO TRANSPORTE DE PARTICULAS BROWNIANAS
INTERAGENTES E DE TRANSICOES DE FASES EM MODELOS DE
SPIN QUANTICOS

por

Rogério Mendes da Silva

Tese apresentada ao Programa de Po6s-Graduagdo em
Fisica do Departamento de Fisica da Universidade
Federal de Pemambuco como parte dos requisitos para
obtencao do titulo de Doutor em Fisica.

Banca Examinadora;

Prof. Sérgio Galvio Coutinho (Orientador-UFPE)

Prof. Clécio Clemente de Souza Silva (Co-orientador - DF - UFPE)
Prof. Giovani Lopes Vasconcelos (DF-UFPE)

Prof. Mauro Copelh Lopes da Silva (DF-UFPE)

Prof*. Célia Beatniz A. de Porto (DF-PUC/RJ)

Prof. Micio Amado Continentino (IF-UFF)

Recife - PE, Brasil
Dezembro - 2008



Silva, Rogério Mendes da

Estudos do transporte de particulas brownianas
interagentes e de transicdes de fases em modelos de
spin quanticos / Rogério Mendes da Silva. — Recife : O
Autor, 2008.

xix, 126 folhas, il : fig., tab.

Tese (doutorado) — Universidade Federal de
Pernambuco. CCEN. Fisica, 2008.

Inclui bibliografia.

1. Mecénica estatistica .2. Catracas brownianas. 3.
Modelos de spin quanticos. 4. Método Monte Carlo em
tempo continuo. 5. Grupo de renormalizacdo no espaco
real. |. Titulo.

530.13 CDD (22.ed.) FQ 2009-004


http://www.getpdf.com

Universidade Federal de Pernambuco

Departamento de Fisica - CCEN

Programa de Pas-Graduacio em Fisica

Cidade Universitaria - 50670-901 Recife PE Brasil

Forme (++ 35 81) 2126-8449/2126-8450 - Fax (++ 55 81) 3271-0359
bttp:/www.dfufpebr/pg  e-mail: posgrad@dfufpe.br

Parecer da Banca Examinadora de Defesa de Tese de Doutorado

Rogério Mendes da Silva

ESTUDOS DO TRANSPORTE DE PARTICULAS BROWNIANAS
INTERAGENTES E DE TRANSICOES DE FASES EM MODELOS DE
SPIN QUANTICOS

A Banca Examinadora composta pelos Professores Sérgio Galvio Coutinho (Presidente e
Orientador), Clécio Clemente de Souza Silva (Co-orientador), Giovani Lopes Vasconcelos,
Mauro Copelli Lopes da Silva, todos da Universidade Federal de Pernambuco, Célia
Beatriz A. de Porto, do Departamento de Fisica da Pontificia Universidade Catélica do Rio
de Janeiro ¢ Micio Amado Continentino, do Instituto de Fisica da Universidade Federal
Fluminense, consideram o candidato:

(\4Aprovado ( ) Reprovado ( ) Em exigéncia

Secretaria do Programa de Pés-Graduagio em Fisica do Departamento de Fisica do Centro
de Ciéncias Exatas e da Natureza da Universidade Federal de Pemambuco aos dezesseis
dias do més de dezembro de 2008.

g;v po Qx(\raj Co 5 N A 2R % /

Prof. Sérgio Galvio Coutinho Prof. Clécio Cleniente de SoybrSila
Presidente e Ornientador Co-orientador

Prof. Maure Copel* Lopes da Silva

Q//%/M Ve TS QX Ty

ProP. Célia Beatriz A. de Porto Prof. Macio Amado Continentino

1ovani Lopes Vasconcelos




Agradecimentos

Agradeco aos professores Sérgio Coutinho e Clécio de Souza Silva pela orientacio e co-
orientagdo, respectivamente.

Agradeco aos meus amigos do Laboratério de Fisica Tedrica e Computacional-DF-UFPE
pela ajuda e companheirismo durante todos estes anos de curso.

Agradeco ao professor José Ricardo de Sousa, da Universidade Federal do Amazonas, pela
colaboracdo que resultou em um dos capitulos desta tese.

Agradeco aos meus pais, Paulo e Ana Maria, e a minha irma, Rosana, pelo apoio as minhas
iniciativas.

Agradeco aos professores do Departamento de Fisica da Universidade Federal do Piaui que
também me incentivaram muito.

Agradeco aos o6rgdos de fomento CNPq, CAPES e FACEPE.

11



Resumo

Nesta Tese, s@o investigados dois temas de interesse atual, o transporte de particulas brown-
ianas interagentes e as transi¢des de fase em sistemas magnéticos quanticos. No primeiro, o
transporte de particulas brownianas interagentes sujeitas a um potencial de substrato do tipo
catraca foi investigado numericamente através da dindmica de Langevin. Medidas da corrente
de particulas, excitadas por uma forca externa senoidal, foram analisadas como funcdo da am-
plitude (A) e frequéncia (@) da forca externa, do nimero de ocupagdo dos pogos de potencial
(n) e do ruido térmico (7). Em temperatura nula no regime adiabdtico, multiplas inversodes de
corrente ocorrem em fun¢do de n, devido ao movimento das particulas que ficam menos presas
em um potencial efetivo, o qual ndo preserva a simetria do potencial original devido a influén-
cia de uma certa fracdo de particulas efetivamente presas ao potencial. Observa-se, também,
que o aumento da amplitude promove a deslocaliza¢io gradual das particulas presas, alterando
a simetria do potencial efetivo, induzindo n — 1 oscilac¢des (inversdes) da corrente de particulas
para um valor de n > 1. No regime de altas temperaturas, inversdes de corrente sdo obser-
vadas pela ativacao térmica das particulas efetivamente presas ao potencial, restabelecendo a
sua simetria original e o0 movimento na sua dire¢do mais suave. No regime de frequéncias
moderadas, a corrente de particulas apresenta um comportamento discretizado em funcao da
amplitude externa, sendo os intervalos ou degraus de corrente dependentes da densidade de
particulas. Por fim, o efeito conjunto de altas temperaturas e altas frequéncias induz o movi-
mento na dire¢cdo mais ingreme do potencial, invertendo novamente o sentido da corrente de
particulas. No segundo tema, foi investigada a criticalidade da cadeia quéntica de spins Ising
submetida a campo transverso com interagdes competitivas diluidas entre segundos vizinhos,
em 7 = 0. O parAmetro Kk = —J, /J; mede a razdo entre os acoplamentos ferromagnéticos entre
primeiros vizinhos (J1) e os antiferromagnéticos entre segundos vizinhos (J>), € 0 parametro

€ mede a diluicdo (desordem) entre acoplamentos entre segundos vizinhos. O caso € = 0 cor-
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RESUMO v

responde ao modelo Ising puro em campo transverso e o caso € = 1 corresponde a0 modelo
ANNNI (Axial Next Nearest Neighbor Ising Model) em campo transverso. Ambos possuem
a mesma classe de universalidade do modelo Ising cldssico bidimensional. Foi investigado
através da técnica de Monte Carlo quantico, o efeito da desordem sobre a criticalidade deste
sistema. A técnica empregada consiste na combinacdo de um algoritmo de cluster em tempo
imagindrio continuo adaptado para tratar interacdes competitivas que emprega o formalismo
de Suzuki-Trotter que mapeia o sistema quantico d dimensional em um sistema cldssico corre-
spondente em d + 1 dimensdes, com interagdes anisotrépicas e com a desordem “congelada”
em uma das direcdes. Foram calculados os expoentes dindmicos z € o expoente do compri-
mento de correlacdo v no regime de competicdes fracas Kk = 0.1 em funcdo de €, utilizando-se
o comportamento de escala de tamanho finito anisotrépico apropriado para este sistema. Os
resultados obtidos indicam uma mudancga da criticalidade quantica do sistema induzida pela
desordem entre os acoplamentos, revelando que esta € relevante para este sistema. Outro mod-
elo magnético quantico estudado foi o modelo de Heisenberg anisotrépico de spin 1/2, definido
na rede hierarquica do tipo diamante com p conexdes. Neste caso, foi usada a técnica do grupo
de renormalizacdo no espago real, com fator de escala b = 2, dentro da aproximacao de Migdal-
Kadanoff para sistemas quanticos. Uma relacdo de recorréncia para a magnetizacio local foi
obtida relacionando os valores dos spins internos a rede na gera¢do n com os valores dos spins
externos na geragdo n — 1. Os expoentes criticos 3 foram calculados nos pontos fixos instaveis

do tipo Ising e Heisenberg em fun¢do da dimensao fractal da rede.

Palavras-chave: Catracas brownianas, dinamica de Langevin, transi¢des de fases quanticas,
modelos de spin quanticos, método Monte Carlo em tempo continuo, grupo de renormalizagcdo

no espacgo real.
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Abstract

In this Thesis two problems of current interest are studied, the transport of interacting Brown-
ian particles and the phase transitions and critical properties of quantum magnetic systems.

First, the transport of chains of interacting Brownian particles submitted to a 2D-periodic
ratchet potential is numerically investigated by means of Langevin dynamics. The particles
are excited by an external sinusoidal force and the system behaves as a reversible step motor,
undergoing multiple sign reversals of the particle current. The resulting current was analyzed
as a function of its amplitude (A) and frequency (w), and as a function of the particle density
(n) relative to the potential wells and thermal noise. In the low-temperature adiabatic regime,
multiple (n— 1) current inversions occurs as the oscillating drive amplitude is increased. A sys-
tematic study of the time-averaged particle density and cumulative mass, calculated at different
drive intensities, suggests that such inversions result from the competition between different
dynamical states of the chain where a certain fraction of the particles are effectively trapped
by the substrate while the others float over the effective potential generated by the substrate
and the localized particles. The number of localized particles determines the symmetry of the
effective ratchet potential and, consequently, the preferential drift direction. In the non-zero
thermal noise regime, the oscillating behavior of the amplitude-dependent mean current ob-
served at small temperatures gives place to a positive-drift phase in the whole amplitude range
at a high enough temperature. In the cases where the drift is negative at T = 0, the current
direction becomes positive at a certain temperature-dependent critical amplitude A.(7'), which
decreases linearly. Such a behavior suggests these noise-induced inversions can be associated
with thermal activation of localized particles over the substrate barriers. Finally, the high-
frequency regime has been addressed for both weak and strong noise. For weak noise, the steps
and spikes reminiscent from the well-known lock-in effect have been observed. But here the

size of the steps can be fine-tuned by changing the particle density. In the strong noise case, the
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ABSTRACT vii

interplay between thermal fluctuations and the fast oscillations of the driving force leads to the
complete inversion towards the negative drift direction in the whole amplitude range.

The second study deals with the phase transitions and critical properties of two quantum spin
models: the diluted anisotropic next-nearest-neighbor Ising (ANNNI) chain submitted to a
transverse magnetic field and the § = % anisotropic Heisenberg model defined on hierarchical
lattices. The diluted ANNNI model was investigated by means of a quantum Monte Carlo nu-
merical simulation method combining a cluster-algorithm in continuous imaginary time with
the Suzuki-Trotter formalism, which maps the d-dimensional quantum system onto the corre-
sponding (d + 1) classical system, the latter with anisotropic interactions and frozen disorder
in one direction. The dynamical critical exponent (z) and that associated with the correlation
length (v) were calculated in the regime of weak competition as a function of the concentration
of second-nearest-neighbor competing interactions using an appropriate finite-size scaling anal-
ysis for anisotropic systems. The results indicates a breaking of universality class induced by
the (relevant) disorder with respect to both the pure quantum Ising model under transverse field
and the quantum ANNNI model, which in their turns belong to same universality class. The
quantum anisotropic Heisenberg model was investigated in the framework of the real-space
Migdal-Kadanoff renormalization group adapted to quantum systems. The critical tempera-
tures and the exponents associated with the correlation length and magnetization were obtained
for fractal dimensions ranging from d = 2 to d = 4 for both unstable fixed points describing the

Ising and the Heisenberg transitions.

Keywords: Brownian ratchets, Langevin dynamics, quantum phase transitions, quantum spin

models, continuous time Monte Carlo simulations, real space renormalization group.
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Lista de Figuras

Catracas de Feynman. Figura superior: O mecanismo estd sujeito ao bom-
bardeio de um gés em equilibrio e na média ndo apresenta movimento de ro-
tacdo pela segunda lei da termodindmica. Figura inferior: A catraca e as pas do
mecanismo estdo sujeitas a banhos térmicos distintos, permitindo desta forma
um movimento de rotagdo. (Figura extraida da referéncia [1].)

Conjunto de particulas brownianas sujeitas a um potencial do tipo dente de
serra e a variagoes ciclicas da temperatura. (a) A energia térmica é menor que
a barreira de energia do potencial de substrato, ndo permitindo a difusdo das
mesmas. (b) a energia térmica é maior que a barreira de energia do potencial
de substrato, permitindo que as particulas se dispersem. (c) Novamente a en-
ergia térmica € bem maior que a barreira de energia do potencial prendendo
as particulas préximo aos minimos dos potenciais e permitindo na média um
movimento direcional.(Figura extraida da referéncia [2])

Comportamento da corrente de particulas em fung@o do coeficiente de viscosi-
dade 7, obtidos numericamente para um sistema com potencial dado por (2.8)
e uma modula¢do de temperatura dada por (2.9). Figura extraida da referéncia
[3].

Comportamento da corrente de particulas dos rocking ratchets, extraido da
referéncia [4]. Parte a esquerda: regime adiabético (linha tracejada) e em uma
frequéncia moderada (linha cheia). Parte a direita: inversdo de corrente in-
duzida por altas frequéncias e altas temperaturas.

Potencial catraca (2.11) utilizado nas simulagdes, para valores de 8 = 0,25,
0,5, 1,0 e 1,5. Estas curvas foram deslocadas verticalmente para uma melhor

visualizagao.
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2.6 Diagrama de fases que mede a assimetria do potencial & em func¢do dos paramet-

2.7

2.8

2.9

2.10

ros B e Uy paran =1,2,3 e 4. Para B > 0,5 e Uy < 1,0 aproximadamente, a
direcdo da corrente € positiva para n impar e negativa para n par.

Tendéncia de movimento das particulas menos presas (circulos vermelhos) ao
potencial para baixas amplitudes no regime adiabético. O potencial efetivo €
uma combinacdo entre o potencial de substrato e as particulas mais presas ao
potencial (circulos azuis).

Corrente de particulas em funcao da amplitude da for¢a oscilante externa para
os seguintes pardmetros B = 1,5 e Uy = 0,74. As linhas cheias representam a
corrente para T = 0 e o conjunto de linhas com simbolos representam a corrente
para T = 0,625 no regime de altas temperaturas. Para o caso T =0 existe n — 1
oscilacOes (inversoes) para n > 1. Para T = 0,625 a corrente de particulas é
sempre positiva.

Medida da corrente de particulas (J(F) =J(F)+J_(F)), paraocason =3, a
partir da corrente induzida por forgas constantes para a direita (J;.(F)) e para a
esquerda (J_(F)). As setas indicam os valores de forca investigados na figura
2.10.

Densidade de particulas calculadas para forcas de magnitude FF =9,17,5 e 22
na dire¢do positiva do potencial para o caso n = 3. Estes valores de forca
correspondem a pontos na parte oscilante do gréfico da figura 2.9. (a) Os picos
duplos para F =9 indicam que em média tem-se 2N /3 presas aos minimos de
potencial enquanto N /3 particulas, em média, estdo livres para 0 movimento.
Isto é comprovado pelo curva da massa acumulada (linha cheia) no painel (b)
onde esta integracdo apresenta saltos de aproximadamente um na regiao dos
minimos. Para F = 3 existe em média N /3 particulas presas aos minimos e

para F' = 22 todas as particulas estdo deslocalizadas.

18

19

21

22

23

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



LISTA DE FIGURAS

Xii
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Miximos da densidade de particulas em fun¢do da magnitude das forcas para a
direita (painel superior) e para a esquerda (painel inferior), para o caso n = 3.
p(x1) corresponde aos maximos proximos ao minimo global e p(x;) corre-
sponte aos maximos proximos ao outro minimo do potencial (ver cores de
fundo da figura 2.10)

(a) Diagrama de fases A — Uy para o sentido da corrente de particulas para
n=2,B=1,0,0=0,01eT =0. (b) Diagrama de fases que mostra o efeito
do aumento da temperatura na regido retangular destacada na parte (a). A su-
perficie mostra os pontos de inversdo de corrente, que separam as regides de
baixas temperaturas (corrente negativa) das regides de altas temperaturas (cor-
rente positiva). (¢) Comportamento linear da amplitude critica, extraida da su-
perficie de inversdao mostrada em (b), como fun¢do da temperatura para varios
valores de Uy.

Corrente de particulas em fun¢do da amplitude da forca externa para uma fre-
quéncia moderada @ = 0,2. Os degraus de corrente sdo discretizados sendo o
valor destes intervalos dependente de 7.

Corrente de particulas em funcdo da amplitude da forca externa para n = 2,
B =1,0, Uy = 0,74.(a) Para frequéncias moderadas (®w = 0,2, linha cheia)
em 7 = 0, a corrente apresenta um comportamento discretizado. Para uma alta
temperatura (7 = 0,625, linha com simbolos) a corrente € totalmente positiva.
(b) Para uma alta frequéncia (w = 7) a corrente de particulas € nula (linha cheia)
em 7 = 0. Ao se combinar altas frequéncias e altas temperaturas 7" = 0,625,
uma corrente de particulas é induzida no sentido mais ingreme do potencial
(linha com simbolos.)

Inversdes de corrente induzidas por ruido térmico,(a) No regime adiabatico
o = 0,01, para A =10, B = 1,0 e Uy = 0,74 onde a corrente originalmente
negativa se torna positiva e (b) Em conjunto com altas frequéncias, que inverte
novamente o sentido da corrente. O ponto em vermelho no painel (a) é o ponto

de partida para as simulacdes no painel (b).
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2.16 Corrente de particulas como fun¢do da amplitude A paran =2 (a), n=3 (b) e
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32
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n =4 (c), calculados para os valores de massa 0, 0,33, 0,5, 1,0, 2,0e 5,0.
Série temporal da velocidade do centro de massa para o caso n =4, m =5,
Y=16 e A =145 (ver figura 2.16). As irregularidades na parte superior da

série, sem uma sequéncia bem definida, indicam uma dindmica cadtica.

(a) Diagrama de fases T vs. A de um sistema quantico d > 1 dimensional ex-
ibindo uma transicdo cldssica em A =0 e em T = T.. A linha cheia T.(A)
separa uma fase ordenada quantica I de uma fase desordenada térmica. Prox-
imo a esta linha as flutuacdes classicas dominam de modo que a criticalidade é
a mesma de um sistema classico d dimensional. Entre as regides /1 e /11 existe
um ‘“‘crossover” entre uma fase desordenada quéntica e uma fase critica quan-
tica sob influéncia de flutuagdes térmicas (A ~ A.). As transi¢des que ocorrem
em 7" = 0 possuem carater d + 1 dimensional. (b) Diagrama de fases apropriado
para sistemas quanticos unidimensionais. A fase ordenada quantica da lugar a
uma fase desordenada cldssica renormalizada e as transi¢des estdo confinadas
alinha7 =0.

Sistema quantico em 7 # 0 representado como um sistema classico em d + 1
dimensdes sendo a dimensao espacial infinita e dimensdo temporal finita com
comprimento 3. (a) O tempo de correlagdo é menor que a espessura 3 impli-
cando na predominancia das flutuacdes quanticas. (b) O tempo de correlagdo
¢ da mesma ordem de 8 indicando um "crossover". (c) O tempo de correlagdo
excede o comprimento 8 e a criticalidade é a de um sistema d dimensional
classico.

Rede discreta de spins que pode ser obtida de um sistema quantico unidimen-
sional através do mapeamento de Suzuki-Trotter. O eixo vertical indica a di-
recao de Trotter ou temporal. Os acoplamentos nas direcdes temporal e espacial
sdo altamente anisotrépicos tendendo a zero na direcdo espacial e a infinito na

dire¢do temporal para 67 — 0.
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Passos de uma atualizagdo do algoritmo de Swendsen-Wang na rede discreta de
spins. (a) Estado inicial de spins de Ising com estados +1 (+) e -1 (—). (b) As
ligacdes entre spins do mesmo estado sdo construidas segundo a probabilidade
dada pela equagao (3.24), dividindo a rede em clusters ou aglomerados. (c)
Cada um dos aglomerados € invertido com probabilidade %

Representagdo de uma rede de spins em tempo continuo. As linhas mais es-
pessas indicam segmentos de spins na direcdo "+" e as outras linhas indicam
segmentos de spins na dire¢do "—". O ponto onde os segmentos na direcdo tem-
poral mudam de estado sdo chamados de corte. Pelas propriedades da fungao
de parti¢do, note que estas linhas de spins exibem condi¢des de contorno per-
16dicas na dire¢do temporal.

Passos de uma atualizagdo do algoritmo de Swendsen-Wang em tempo con-
tinuo introduzido por Rieger e Kawashima [5]. (a) Configuragdo inicial com os
tracos horizontais indicando os pontos de corte dos segmentos na direcao tem-
poral e os novos cortes introduzidos segundo o processo de Poisson com taxa de
decaimento 42 ~!. (b) Formacdo de aglomerados de segmentos segundo a inter-
secdo de segmentos vizinhos espacialmente, segundo a probabilidade de nao se
conectar segmentos dada por (3.29). (c) Inversao dos aglomerados com proba-
bilidade % (d) Retirada dos cortes redundantes preparando a configuracdo para
os cdlculos das grandezas de interesse e/ou para um novo ciclo Monte Carlo.
Representagdes esquematicas do modelo ANNNI. (a) Sistema unidimensional
com os acoplamentos ferromagnéticos entre primeiros vizinhos J; e acopla-
mentos antiferromagnéticos entre segundos vizinhos J;. (b) Representacdo do
sistema bidimensional com as interacdes competitivas entre camadas e inter-

acoes ferromagnéticas Jy dentro das camadas.
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Passos para uma atualizagdo segundo a algoritmo de Wolff em uma rede disc-
reta. (a) Um sitio semente € escolhido aleatoriamente na rede de spins. (b) Um
aglomerado de spins de mesmo sinal é construido segundo a probabilidade de
se adicionar spins vizinhos de mesmo sinal (3.24). (c) O aglomerado resultante
¢ invertido.

Comparacgdo entre os aglomerados formados segundo o algoritmo de Wolff e
o algoritmo proposto por Henkel e Pleimling [6] para sistemas com interacdes
competitivas. (a) Aglomerado segundo o algoritmo de Wolff com elementos
de spins de mesmo sinal. (b) Aglomerado segundo o algoritmo adaptado a
interagdes competitivas onde agora foi levado em conta a probabilidade (3.40)
de se adicionar ao aglomerado spins segundos vizinhos de sinais opostos.
Passos de uma atualizacdo do algoritmo adaptado a interagdes competitivas em
tempo continuo. (a) Configuracao inicial onde os tracos horizontais indicam os
pontos de corte dos segmentos de spins ou novos cortes introduzidos segundo o
processo de Poisson com taxa de decaimento igual a h~!. (b) Escolha aleatéria
de um ponto da rede de spins. (c) A partir do seguimento que engloba este
ponto € construido um aglomerado de segmentos de ambos 0s sinais segundo
as probabilidades de ndo se conectar segmentos dadas pelas equacgdes (3.42) e
(3.43). (d) Inversdo deste aglomerado de segmentos. O proximo passo, nao
mostrado na figura, seria a remog¢ao dos cortes redundantes.

Comportamento do cumulante de Binder g em fun¢c@o do comprimento do sis-
tema finito na dire¢do temporal L; para campos magnéticos fixos e valores de L
iguais a 10, 15, 20 e 25, para o caso Ising em campo transverso unidimensional.
(a) Para h = 1,05 o valor do maximo de g diminui com o valor de L indicando
a fase paramagnética. (b) Para 7 = 0,95 o valor do méximo de g aumenta com
o valor de L indicando a fase ferromagnética. (c) O valor do médximo de g

independe de L indicando o valor de &7 = 1 como o ponto critico.
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CAPITULO 1

Introducao

Esta tese estd dividida em trés partes, cada uma correspondendo a um capitulo. No capitulo 2,
foi estudado o transporte de particulas brownianas interagentes em um potencial de substrato
periddico e assimétrico (potencial catraca). Em geral, as aplicacdes e as motivacdes para o es-
tudo de tais sistemas, podem ir do entendimento do transporte de proteinas em meios celulares,
de fons em canais i0nicos, de particulas em suspensdes coloidais, a aplicacdes em dispositivos
de estado sélido, como em catracas quanticas e no transporte de vortices em supercondutores
nanoestruturados. Nesta tese, foi estudada a resposta de um conjunto de particulas interagentes
a uma excitacdo externa senoidal (rocking ratchets) com frequéncia @ e amplitude A através
da dindmica de Langevin. A influéncia de outros parametros relevantes, como o ndmero de
ocupacdo de particulas por poco de potencial n e a temperatura 7', foi também investigada. Nas
secoes 2.1 e 2.2, uma introducdo ao efeito catraca e as inversdes de corrente de particulas é
apresentada tendo como protétipo as catracas térmicas. Ainda na secdo 2.2, serdo discutidos
brevemente algumas caracteristicas dos rocking ratchets de particulas ndo-interagentes, como
o efeito lock-in e inversdes devidas ao efeito conjunto de altas frequéncias e altas temperaturas.
A secdo 2.3 € reservada aos detalhes da simulacdo computacional da equacdo de Langevin e
aos resultados, os quais estdo divididos da seguinte maneira: regime adiabdtico deterministico
(baixas frequéncias de excitacdo em 7" = 0), inversdes de corrente induzidas por temperatura e
regime de altas frequéncias. Na subsec¢do 2.3.5, € apresentada uma discussao sobre as dindmi-
cas sub e sobreamortecidas no caso de particulas interagentes. As conclusdes sobre este estudo
estdo apresentadas na ultima secdo (2.4) deste capitulo.

No Capitulo 3, foi estudado um modelo de spins quanticos com interagdes competitivas
desordenadas utilizando a técnica de Monte Carlo quantico em tempo imaginario continuo. O
modelo considerado tem como base o modelo de Ising ferromagnético em campo transverso,

onde interagdes antiferromagnéticas diluidas entre segundos vizinhos foram introduzidas. O



pardmetro € € [0,1] mede o grau de dilui¢do das intera¢des sendo que € = O corresponde
ao modelo de Ising puro em campo transverso e para € = 1 tem-se o modelo ANNNI (Ax-
ial Next Nearest Neigbor Ising Model) em campo transverso. Os modelo Ising e ANNNI 1d
em campo transverso possuem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising cldssico
2d. Nesta tese, serd investigada a relevancia da desordem (dilui¢do) na classe de universali-
dade da criticalidade quantica desta cadeia de spins utilizando o formalismo de Suzuki-Trotter
que mapeia o hamiltoniano quantico do sistema 1d em um hamiltoniano de spins cldssicos 2d
anisotropico, permitindo a simulacdo Monte Carlo deste sistema mapeado. Nas secdes 3.1 e
3.2, serdo discutidas as transi¢des de fases quanticas com énfase no modelo Ising em campo
transverso e a metodologia das simulacdes Monte Carlo em tempo continuo aplicadas a este
modelo. Nas secoes 3.4,3.5 e 3.6, o modelo ANNNI quantico serd discutido e alguns resul-
tados de estudos recentes obtidos para este modelo, bem como a técnica de Monte Carlo em
tempo continuo adaptada a interacdes competitivas, que serd utilizada nesta Tese. A andlise
de escala de tamanho finito para sistemas anisotropicos, que serd utilizada para o tratamento
dos dados obtidos via simulagdo Monte Carlo, serd tratada na se¢ao 3.7. Na se¢do 3.8, serdao
apresentados alguns resultados para os campos criticos, expoentes dindmicos e expoentes do
comprimento de correlagdo para os modelos de Ising e ANNNI puros e na se¢do 3.9 esses re-
sultados serdo estendidos para o caso desordenado. Finalmente na secdo 3.10 as conclusdes
serdo apresentadas.

Outro modelo de spin estudado nesta Tese foi o modelo de Heisenberg anisotrépico de spin
1/2, definido na rede hierdrquica do tipo diamante. Através do método do grupo de renormal-
1zagdo no espago real, na aproximacao de Migdal-Kadanoff para sistemas quanticos, a equagdo
de renormalizacdo para o modelo na rede diamante com p conexdes, pode ser obtida para varias
dimensdes fractais. Além disso, foi obtida, uma relac@o recursiva para a magnetizacdo local,
que permitiu o célculo do expoente critico da magnetizacdo para algumas dimensdes fractais
nos pontos fixos mistos de Ising e Heisenberg. Nas se¢des iniciais do capitulo 4 (4.1, 4.2 e 4.3)
o modelo de Heisenberg anisotrépico foi apresentado assim como os conceitos do grupo de
renormalizacdo no espacgo real (GRER) e da aproximagao de Migdal-Kadanoff para sistemas

de spins classicos. Na secdo 4.3, a aproximacao de Suzuki-Takano estende o GRER para o caso
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quantico, utilizando-se da aproximacao de Migdal-Kadanoff, que permite a obten¢cdo de uma
equacdo de renormalizacdo para o modelo. Nas secOes 4.4 e 4.5, foram calculadas as relagdes
recursivas para a magnetizacao local e para a correlacio entre spins, respectivamente. Na se¢ao
4.6, uma expressao para o expoente 3 da magnetizagdo foi obtida a partir da rela¢ao recursiva

para a magnetizacao e na secao 4.7 as conclusdes deste capitulo, foram apresentadas.
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CAPITULO 2

Propriedades de Transporte de Motores

Brownianos Interagentes

2.1 Movimento browniano e efeito catraca

Os primérdios da teoria do movimento browniano em Fisica remontam ao inicio do século
XX em um dos quatro artigos publicados por Einstein no ano de 1905. Neste artigo, Einstein
apresentou um estudo de particulas brownianas sobreamortecidas atraves de um tratamento es-
tatistico onde utilizou o que hoje € conhecida como equagdo de Fokker-Planck. Ele obteve o
deslocamento quadrético médio destas particulas encontrando uma dependéncia para o deslo-
camento proporcional a v/f (ap6s um periodo transiente) com ¢ sendo o tempo. Neste mesmo
trabalho, Einstein relacionou o movimento macroscépico de difusdo da particula browniana

com um parametro de dimensdao molecular,

D=—. 2.1
z 2.1

O parametro de dimensdo molecular, que € o raio a de uma esfera sujeita a viscosidade do
fluido, entra nesta expressdo por meio do coeficiente de fric¢do { que é dado pela lei de Stokes
{ = 6xna. Esta relacdo, chamada de relagio de Einstein, também foi a primeira liga¢do entre
grandezas relacionadas a flutuacdes térmicas e dissipacdo, sendo posteriormente estabelecida
como um caso particular do teorema da flutuagao-dissipacao.

Uma questdo intrigante que logo surgiu naquela época, foi a possibilidade de transformar o
transporte difusivo de particulas brownianas em transporte controlado (direcional) das mesmas
com a introdug@o de alguma quebra de simetria, como por exemplo, uma quebra de simetria
espacial. Nomes importantes nesses questionamentos foram Smoluchowski e muito posterior-

mente Feynman que aperfeicoou e introduziu novos ingredientes a esse problema. A idéia cen-

4



2.1 Movimento browniano e efeito catraca 5

TE’ I

I;

Figura 2.1 Catracas de Feynman. Figura superior: O mecanismo estd sujeito ao bombardeio de um
gds em equilibrio e na média ndo apresenta movimento de rotagdo pela segunda lei da termodinimica.
Figura inferior: A catraca e as pas do mecanismo estdo sujeitas a banhos térmicos distintos, permitindo

desta forma um movimento de rotagdo. (Figura extraida da referéncia [1].)

tral € a introducdo de uma quebra de simetria espacial que favoreca o movimento da particula
ou do mecanismo em uma direcdo e dificulte o movimento na outra direcdo. Usualmente este
mecanismo € conhecido como catraca, e isto fica bem claro na descricao da idéia de Smolu-
chowski e Feynman para este problema. Um esquema de um mecanismo que supostamente
retificaria um movimento difusivo € mostrado na figura 2.1. Este consiste de um conjunto
de pés propulsoras ligadas a uma catraca por um eixo. A catraca é uma engrenagem cujos
“dentes” s@o assimétricos, e que com a ajuda de uma trava, permite 0 movimento somente em

um sentido. Tanto as pds quanto a catraca estdo envolvidas por um gas em equilibrio a uma
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2.1 Movimento browniano e efeito catraca 6

temperatura 7. Primeiro, na auséncia da catraca e estando as pds sujeitas ao bombardeio dos
constituintes do gas que a envolve, o movimento de rotagdo destas pas € um movimento brow-
niano sem nenhuma preferéncia do sentido de rotacdo. Ao se introduzir a catraca, por conta da
assimetria desta, espera-se que as pas se movam na direcao “facil”, de menor resisténcia, sendo
eventualmente travadas, impedindo assim seu retorno. Para o outro lado o movimento seria
impedido por causa da geometria deste aparato, que dificulta 0 movimento na dire¢ao oposta.
Esta tentativa de retificagdo do movimento € um aparente paradoxo, pois violaria a segunda
lei da termodindmica, sendo um moto-perpétuo de segunda espécie, embora a primeira lei da
termodinamica, a lei da conservagdo da energia, fosse satisfeita.

Smoluchowski apresentou e Feynman popularizou [8] a explicacdo para este aparente para-
doxo. Em sua explicagdo ele argumenta que a catraca deve estar acoplada a trava, e ambas de-
vem ter sua dimensao na mesma ordem de grandeza das pas propulsoras, que por sua vez devem
ser pequenas o suficiente para estarem sujeitas ao impacto das particulas do gds. Deste modo,
esta trava estaria vulnerdvel ao bombardeio do gds tanto quanto as pas. Consequentemente
as travas liberariam a catraca, permitindo o movimento na direcao supostamente proibida. Os
efeitos deste movimento com o movimento na dire¢do oposta descrito no pardgrafo anterior se
cancelariam, ndo permitindo na média um movimento direcional, o que estaria de acordo com
a segunda lei da termodinamica.

Feynman foi além dessa discussdo e mostrou como um movimento direcional poderia ser
obtido com esse mecanismo, sem violar a segunda lei da termodinamica. Nesta explicacdo ele
considerou que se a regiao das pds estivesse exposta a um gas com temperatura 77 e a regiao
da catraca em si estivesse exposta ao bombardeio de um gis com temperatura 75, com 71 # T
(ver a figura 2.1), entdo um movimento direcional é possivel. Desta forma uma nova simetria
foi quebrada, a simetria do balanceamento detalhado que € uma caracteristica de sistemas em
equilibrio, permitindo entdo o movimento direcional. No caso 71 > T>, o movimento € no
sentido “facil” da catraca, o sentido que intuitivamente se espera para 0 movimento. J4 no
caso 71 < T, o movimento € no sentido onde se espera uma maior resisténcia a rotagdo da
catraca. Mesmo que essas rotacoes, tanto para 77 > T, quanto para 77 < T3, estejam de acordo

com a segunda lei da termodindmica, é um fato intrigante que o movimento aleatorio nas pas
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2.2 Motores brownianos 7

Figura 2.2 Conjunto de particulas brownianas sujeitas a um potencial do tipo dente de serra e a vari-
acoes ciclicas da temperatura. (a) A energia térmica é menor que a barreira de energia do potencial de
substrato, ndo permitindo a difusdo das mesmas. (b) a energia térmica € maior que a barreira de energia
do potencial de substrato, permitindo que as particulas se dispersem. (c) Novamente a energia térmica
é bem maior que a barreira de energia do potencial prendendo as particulas pr6ximo aos minimos dos

potenciais e permitindo na média um movimento direcional.(Figura extraida da referéncia [2])

propulsoras possa ser retificado.

2.2 Motores brownianos

Seguindo a mesma linha de idéia de Feynman, os chamados motores brownianos [1, 9, 10, 11,
12, 13] podem ser modelados considerando os elementos basicos que foram expostos na secao
anterior. Estes elementos foram o ruido térmico (difusdo), assimetria de inversao (espacial
ou temporal, por exemplo) e a quebra do balanceamento detalhado (como a inser¢do de uma
fonte externa de energia). Os motores brownianos sdo motores microscopicos que retificam

o ruido térmico com o auxilio de uma fonte externa de energia transformando o movimento
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2.2 Motores brownianos 8

difusivo em um movimento direcional. Exemplos de tais motores sdo os mais variados, como
o transporte de enzimas em filamentos protéicos nos meios intracelulares e o transporte de fons
por membranas celulares [14].

Um protétipo simples e bastante estudado € a chamada catraca térmica [3], onde particulas
brownianas ndo interagentes se movem em um substrato periodico assimétrico (que faz o papel
de uma catraca), sujeitas também a receber energia de dois ou mais reservatorios de calor. A
temperatura € alternada de uma maneira periddica, sendo o caso mais simples a temperatura ser

constante em metade do periodo 7, com kAB—UT < 1, e constante na outra metade do periodo, com

kT

A > 1. AU € amedida da barreira de energia do potencial de substrato. A figura 2.2 (extraida

da referéncia [2]) mostra o comportamento do sistema em um intervalo de tempo At = 1,57.

Na parte (a) ]ZB—[JT < 1, e as particulas estdo presas proximo aos minimos de potencial. Na parte
(b) como % > 1, as particulas iniciam um processo difusivo, e por causa da assimetria do

potencial, estas se aproximam mais do minimo de potencial a direita do que do minimo de po-
tencial a esquerda. Na parte (c), o sistema € resfriado, prendendo as particulas brownianas no
minimo de potencial mais proximo de cada uma. Por conta desta assimetria do potencial, a pop-
ulacdo original das particulas em um tnico minimo € redistribuida de uma forma assimétrica,
produzindo um movimento direcional no sentido “dificil” (mais ingreme) do potencial. Este
sistema realiza trabalho sobre as particulas brownianas e pode entdo ser considerado como uma
pequena mdiquina térmica.

A modelagem matematica para tais problemas, como o exposto acima para a catraca tér-
mica, pode ser feita, dentre outras maneiras, pela equagao de Langevin [15, 16]. Considerando
uma particula de massa m suficientemente grande, para considerar-se a interacao com o fluido
que a envolve descrita pela hidrodinamica de meios continuos, e suficientemente pequena, para
a mesma estar sujeita a flutuagdes de forca, a equagdo de movimento para esta particula pode
ser escrita como

mi=—yi+E&(t). (2.2)

Esta é a equacdo de Langevin, onde —¥x representa a for¢a viscosa e & () é um termo de forga
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2.2 Motores brownianos 9

aleatdria associado ao ruido térmico, neste caso o ruido branco, que € definido pelas relagdes,

(&) = 0,
(§(1)6(s)) = 2vksT8(1—s). (2.3)

kp € a constante de Boltzmann e T € a temperatura de equilibrio do banho térmico. Para
sistemas no regime sobreamortecido o termo mi pode ser desprezado. A equacao (2.2) pode ser
modificada com a introdu¢do de um potencial de substrato periddico e assimétrico (potencial

catraca) U (x+a) = U(x). Com estas modifica¢des a equagido (2.2) torna-se
yi=—-U'(x)+&(1). (2.4)

A equagdo de Langevin (2.4) tem como variavel x(z), que em grande parte dos casos de
estudo € a propria coordenada espacial da particula browniana, mas também em alguns casos
pode indicar uma coordenada generalizada ou grau de liberdade de algum sistema sujeito a
flutuagdes e restricdes do tipo “catraca”. A equacdo de Langevin (2.4) é o modelo minimo de
uma catraca em equilibrio, pois o ruido é um ruido branco gaussiano associado a flutuacdes
de equilibrio, ndo permitindo, de acordo com a segunda lei da termodinamica, 0 movimento
em uma direcdo preferencial. Este eventual movimento pode ser medido através da corrente de

particulas definida como
J(1) = (x(1)) - (2.5)

Para o sistema em equilibrio, como esperado, a corrente de particulas correspondente a
equacdo (2.4) é nula,

(1)) =0. (2.6)

Isto pode ser mostrado com o auxilio da equagdo de Fokker-Planck correspondente a equagdo
(2.4) no espaco das densidades de probabilidade periddicas (condi¢des de contorno periddicas).
Este calculo € feito, em detalhes, na referéncia [1]. Para ser induzida uma corrente estacionaria,
podem ser introduzidas modulagdes periddicas na temperatura do banho térmico. Para a catraca

térmica mostrada na figura 2.2, um ruido apropriado pode ser definido como

(§(1)6(s)) = 2vksT (1)8(1 — ). 2.7)
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2.2 Motores brownianos 10

Onde agora o fator de temperatura ndo é mais constante, mas periddico, T(¢) = T (t + 1), sendo
T o periodo da modulagdo de temperatura. Esta definicdo para o ruido induz o sistema para
estados de ndo-equilibrio permitindo portanto (x) # 0, como foi mostrado esquematicamente
na figura 2.2.

Uma outra caracteristica importante dos motores brownianos, ao lado deste movimento
coletivo unidirecional, € a possibilidade das inversdes de corrente por meio do ajuste de algum
ou alguns parametros dos sistema [3, 1]. A prépria direcdo original ou inicial do movimento
das particulas quase sempre € de dificil previsdo. Tomemos como exemplo novamente a catraca
térmica exposta nos paragrafos acima. Os resultados e a discuss@o aqui apresentados t€m como

base a referéncia [3]. Considerando um potencial catraca periddico da forma
U(x) = Up{sin(2nx/a) +0.2sin[47(x/a — 0,45)] + 0.1sin[67(x/a — 0,45)]} (2.8)
e uma modula¢do de temperatura sendo
T(t) =T[1+Asin(2nt/7)]?, (2.9)

a equagdo (2.4) pode ser integrada numericamente e o valor da corrente (x(7)) pode ser obtido
em funcio de alguns parametros relevantes ao problema. A figura 2.3 mostra 0 comportamento
da corrente em funcao do coeficiente de viscosidade 1) (nesta figura, extraida da referéncia [3],
o coeficiente de viscosidade é representado por 1) ao se fixara = kg =1, Uy = 1 /27, T=0,1,
A=0,7e 7=0,17. Para valores baixos de 1 a corrente € positiva, sendo o mecanismo de
deslocamento semelhante aquele mostrado na figura 2.2. A corrente mostrada nesta figura é
uma média no tempo e no ensemble. Ao se aumentar gradualmente o valor de 77, a corrente in-
verte seu sentido passando de positiva para negativa. Isto indica que particulas com diferentes
coeficientes de viscosidade se movimentam em sentidos opostos, mesmo estando sujeitas ao
mesmo banho térmico e ao mesmo potencial de substrato. Particulas esféricas com raios difer-
entes podem ser separadas por este mecanismo, bem como particulas com massas diferentes.
Uma generalizagdo desta inversdo de corrente seriam as inversdes multiplas de corrente, onde
os sentidos da mesma sdo controlados por mais de um parametro. Particulas sensiveis a uma

certa “janela” caracteristica em um parametro podem ser separadas das demais.
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Figura 2.3 Comportamento da corrente de particulas em func¢do do coeficiente de viscosidade 7, obti-
dos numericamente para um sistema com potencial dado por (2.8) e uma modula¢do de temperatura

dada por (2.9). Figura extraida da referéncia [3].

Dentre tantas outras formas de fontes externas que induzem o sistema para estados de nao-
equilibrio, uma bastante utilizada e de grande aplica¢do experimental € a perturbacao externa
periddica F(t) = F(t + 7), onde esta apresenta uma média temporal nula. Estas perturbacdes

dao origem aos rocking ratchets [4, 1]. Um exemplo bastante estudado € a forca senoidal,
F(t) = Asin(ot). (2.10)

Estes diferem das catracas térmicas em véarios aspectos, como por exemplo apresentar o efeito
catraca mesmo para 7 = 0. No limite adiabético (frequéncia de oscilacdo ® tendendo a zero)
o sentido da corrente é sempre na dire¢do do eixo facil do potencial. O valor da corrente em
funcdo da amplitude A, para 7" = 0, apresenta um valor mdximo para um certo valor de am-
plitude da forca externa, sendo que tanto para baixas amplitudes como para altas amplitudes
a corrente é nula. Estas caracteristicas dos rocking ratchets podem ser vistas na figura 2.4
que foi extraida da referéncia [4]. O regime adiabdtico corresponde a linha tracejada da figura

a esquerda. Na mesma figura (linha cheia) € mostrado o efeito lock-in, onde a partir de um
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Figura 2.4 Comportamento da corrente de particulas dos rocking ratchets, extraido da referéncia [4].
Parte a esquerda: regime adiabético (linha tracejada) e em uma frequéncia moderada (linha cheia). Parte

a direita: inversao de corrente induzida por altas frequéncias e altas temperaturas.

certo valor da frequéncia externa, o comportamento da corrente de particulas com a amplitude
apresenta degraus separados por saltos, indicando um efeito de “casamento” de fases com o po-
tencial do substrato [4]. Precisamente os valores da corrente sdo discretizados em intervalos de
valor aw/27x. Com a introdugo do ruido térmico este efeito é suavizado e tende a desaparecer.

Para o caso onde o sistema estd fora do regime adiabético (regime de altas frequéncias)
e estd sujeito a uma quantidade suficiente de ruido térmico, ocorrem as inversdes de corrente
[4, 17], com esta sendo na dire¢do do eixo dificil do potencial. A figura 2.4 (parte a direita)
mostra varias curvas de corrente em fun¢do do ruido térmico, onde cada curva corresponde a
um valor de frequéncia . O regime adiabéatico corresponde a curva superior, que é totalmente
positiva. A curva inferior € em parte negativa e corresponde a inversao de corrente citada acima.
Este € um efeito conjunto entre o ruido térmico e altas frequéncias.

Ao se considerar efeitos de inércia moderados (dindmica sem caos), 0 comportamento da
corrente de particulas com a amplitude é modificado com relagdo ao caso sobreamortecido.
A corrente é praticamente restrita a janela de retificacdo (ou seja, entre as amplitudes de de-
sprendimento para a direita e esquerda) com a eficiéncia da catraca sendo superior ao caso

sobremortecido. Para sistemas onde o efeito de inércia € ainda mais relevante, a corrente de
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2.2 Motores brownianos 13

particulas pode apresentar, no limite de longos periodos, comportamentos complexos (devido
a dindmica cadtica apresentada por tais sistemas) incluindo dependéncia com as condig¢des ini-
ciais e multiplas inversdes de corrente [18, 19, 20].

Exemplos de mecanismos que usam os principios dos motores brownianos sao os mais vari-
ados. Como por exemplo os motores moleculares [11, 12, 9], que s@o dispositivos imersos em
meios intracelulares, sujeitos a flutuagdes térmicas e a viscosidade do meio aquoso intracelu-
lar. O substrato no qual este motor se move, consiste de microtubos formados pela proteina
tubulina. Estes microtubos formam “vias” que se distribuem por toda a célula para o transporte
de nutrientes, rejeitos, etc. O motor em si, é formado basicamente por um corpo ligado a duas
partes que se prendem ao substrato por meio de forgas elétricas. O efeito desta for¢a € o mesmo
daquele ao se considerar um potencial periddico com uma assimetria dentro de um periodo, ou
seja, um potencial catraca. A fonte externa de energia, que torna o movimento unidirecional
possivel, vem por meio de um potencial quimico de ndo equilibrio, onde moléculas de ATP
(trifosfato de adenosina) sao fornecidas em uma densidade bem acima daquela de equilibrio.
Estas moléculas de ATP se prendem ao motor, e sdo transformadas em ADP (difosfato de
adenosina) liberando energia. Neste processo, o potencial efetivo “sentido” pelo motor brow-
niano é modificado tornando-se mais ténue, permitindo uma maior a¢do do ruido térmico que
tende a dispersar o motor. Quando a molécula de ADP se desprende do motor, a afinidade entre
0 motor e o substrato € restabelecida, restaurando o potencial inicial, e desta forma, prendendo
a particula em um novo periodo do potencial, promovendo entdo o transporte. Este mecanismo,
descrito aqui de uma forma simplificada, possui semelhangcas com a catraca térmica. A grande
diferenca € que no caso dos motores moleculares a fonte externa de energia atua deformando o
potencial sentido pelo motor browniano. Ainda no ambiente molecular, pode-se encontrar outra
forma de motores brownianos que sdo as bombas moleculares[ 14, 21, 22], que bombeiam {fons
e permitem que gradientes indispensdveis a vida possam ser mantidos entre o meio intracelular
€ 0 meio externo.

Os motores brownianos e o efeito catraca t€m também impulsionado a pesquisa deste efeito
em muitos dispositivos de estado s6lido, como a pesquisa em transporte de vortices em filmes

finos de supercondutores [23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. A aplicacdo do efeito catraca em filmes
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supercondutores foi inicialmente proposta por Lee et al [23]. Neste trabalho foi apresentado
um modelo, onde um potencial de substrato do tipo “dente de serra”, periddico na direg¢do x e
translacionalmente invariante na dire¢do y, eventualmente construido em um filme supercon-
dutor, retifica a voltagem no filme fino por meio do efeito catraca. Com esse dispositivo a den-
sidade de vortices pode ser reduzida minimizando assim os efeitos de dissipa¢do causado pelos
vortices. Alguns trabalhos experimentais se sucederam, onde, para a construcao das redes per-
iédicas de armadilhas, foram empregadas modernas técnicas de litografia [24, 26, 27, 28, 30].
Nestes trabalhos, basicamente foram observadas retificacdes e/ou inversdes de corrente em
algumas geometrias de armadilhas, como triangulares[24] e quadradas assimétricas em uma
célula unitdria [26, 27, 28], e até mesmo em redes formadas por micromagnetos[31]. O trans-
porte de vortices onde a interacdo entre os mesmos € relevante, também tem sido estudado
[28, 29, 30]. Neste contexto de forte interacao, na referéncia [28], De Souza Silva et al investi-
garam as multiplas inversdes de corrente associadas ao nimero de ocupacao de um periodo do
potencial de substrato. Os resultados apresentados nesta tese t€m como ponto de partida esta
referéncia.

Outra aplicagdo em dispositivos de estado so6lido sdo as catracas quanticas. Nestes dispos-
itivos os efeitos quanticos como tunelamento e reflexdo por barreiras, assumem um papel rel-
evante a baixas temperaturas. A reversdao de corrente em rocking ratchets quanticos induzidas
por temperatura foi prevista teoricamente por Hénggi et al [32] e comprovada experimental-
mente por Linke ef al [33]. Neste experimento um gés de elétrons bidimensional € confinado
em uma interface GaAl/AlGaAs, onde por litografia sdo construidas trilhas de periodos as-
simétricos, aproximadamente triangulares. A altas temperaturas o ruido térmico predomina e
uma excitacdo alternada € retificada na direc@o do eixo “féacil” da amostra, como no caso dos
rocking ratchets classicos. Mas a baixas temperaturas, os efeitos de tunelamento entre pogos

predominam, invertendo o sentido da corrente.
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2.3 Particulas brownianas interagentes em um potencial periédico

assimétrico

2.3.1 Sistema e simula¢oes

Nesta sec@o serdo apresentados os resultados do estudo de um sistema de particulas em um
potencial assimétrico sujeitas a uma forca senoidal, na mesma linha de estudo dos rocking
ratchets. Neste estudo serd levado em consideragao a interacao entre as particulas, que € rele-
vante em sistemas com altas densidades das mesmas. Serdo analisadas as inversdes de corrente
ao se variar alguns pardmetros, como amplitude e frequéncia da forca externa, densidade e
temperatura.

O trabalho que serviu como ponto de partida para o estudo que foi desenvolvido e serd
apresentado nesta tese € a referéncia [28]. Nesse trabalho foram observadas multiplas inversoes
de corrente sem a presencga de algum agente de ruido, seja ele térmico ou cadtico. O transporte
de vortices em filmes supercondutores foi investigado, onde armadilhas periddicas assimétricas
foram construidas, considerando-se a interagcdo entre os vortices. O resultado principal deste
trabalho foi a observagdo de multiplas inversdes de corrente de vortices, no limite adiabético,
que dependem da densidade de voértices no filme supercondutor, ou posto de outra maneira, do
numero de ocupagdo n de vortices por periodo do potencial. No experimento, esta varidvel pode
ser controlada pelo campo magnético que atravessa a amostra. Para o nimero de ocupagdo n =
1, ndo existe inversdo de corrente, e as particulas (ou vortices, que sdo considerados particulas
na modelagem tedrica apresentada na ref. [28]) se movem na dire¢do “facil” do potencial.
Ao se aumentar a densidade de vortices, os minimos locais tendem a prender mais fortemente
alguns vortices estando os outros sujeitos a um potencial efetivo com uma forma diferente
daquela do potencial original. Para n par, o sentido facil € invertido com relacdo ao potencial
original, ocasionando as inversdes de corrente. Para o caso n impar, o sentido facil € o mesmo
daquele do potencial original.

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados relacionados ao transporte de particulas in-

teragentes, com os ingredientes bdsicos expostos nas secdes anteriores. Como fonte externa
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Figura 2.5 Potencial catraca (2.11) utilizado nas simulagdes, para valores de f = 0,25, 0,5, 1,0e 1,5.

Estas curvas foram deslocadas verticalmente para uma melhor visualizagao.

de energia serd utilizada uma forca senoidal (rocking ratchets, eq. (2.10) ) e como ruido sera

utilizado o ruido branco definido em (2.3). Como potencial catraca serd utilizado o potencial
Us(x) = —Uy (sin(kx/a) + B sin(2kx/a)) . (2.11)

O parametro f3 estd relacionado ao nimero de minimos locais por periodo que pode ser um ou
dois, dependendo do valor deste parametro. Diferentes formas destes potenciais, para diferentes
valores de 3, sdo mostradas na figura 2.5. Para a intera¢@o entre as particulas consideramos um

potencial de interac¢do logaritmico repulsivo,
U,-J-:—Eoln(]x,-—xj]). (212)
As equacdes de Langevin acopladas para este sistema sao,

mi; = =0, (Us+ L Ui ) = i+ F(0) + &(1), 2.13)
J
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Para as simulagdes, foi utilizado um método de diferencas finitas adaptado ao termo es-
tocdstico que aparece em (2.13). A equacido (2.13) foi discretizada segundo a algoritmo de
Verlet [34], onde para a atualizacdo das posi¢cdes e velocidades em um tempo ¢ 4 A sdo uti-
lizadas as posicoes e velocidades nos tempos t e t — h e o erro envolvido é da ordem de & (h4).

Na discretizag@o do termo estocdstico foi utilizado
E"(t)h = (2yksTh)"*w, (2.14)

onde n, neste caso, € relacionado a discretizagdo da equagdo do movimento, w € uma varidvel
estocdstica gaussiana com variancia unitdria, e a igualdade é uma igualdade em distribuicoes.

A forma discretizada da equacdo de movimento é dada por

' Y yiy 1 ; 1/2,-1/2
Vivip = < _%)VéﬂL%(<%+As1na)tn+(2kaT) 2y /Wn> h,

Xoi1 = X+ Vi ph, (2.15)

—1

rfﬂ N < a %) {Vrf+1/2+ ﬁ (ﬁnﬂ +Asin @ty + (ZYkBT)l/zh_l/ZW”“) } h,
sendo .#, menos a soma do gradiente de Uy e U;; no ponto x,.

O nimero de particulas usado na simulac¢ao foi 10,20,30 e 40 para os valoresde n =1, 2, 3
e 4 respectivamente. O sistema interagente foi simulado confinado em um comprimento L, =
10, onde foram utilizadas condi¢des de contorno periddicas considerando-se o potencial de
longo alcance (2.12). Para isto, foi utilizado um método que soma a contribui¢c@o da interagdo
de particulas pertencentes as imagens, sendo a forma final uma série convergente (no caso
bidimensional) [35]. Para o caso unidimensional, que € o caso aqui estudado, a expressao €

simplificada para,

Usj = Eoln (sin (fo» +C(Ly). (2.16)

X

Ap6s um periodo de aproximadamente 10° passos de tempo (com & = 0,01 para o regime
adiabdtico sem ruido térmico e & = 0,00025 para o caso de altas frequéncias e temperaturas),
sendo alcancado um regime estaciondrio, a corrente ou a média, no tempo e nas amostras, da
velocidade do centro de massa v, = zlei v; (onde N € o nimero total de particulas) foi calcu-

lada nas simulac¢des. Para o estudo dos estados dinamicos do sistema em 7" = 0, a densidade
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Figura 2.6 Diagrama de fases que mede a assimetria do potencial a em fungdo dos pardmetros f3 e Uy

05 1.0

paran=1,2,3e4. Para 8 > 0,5 e Uy < 1,0 aproximadamente, a dire¢do da corrente é positiva para n

fmpar e negativa para n par.

de particulas e a massa acumulada,

pl) = (o)), 2.17)
m(x) = /Oxp(x')dx' (2.18)

também foram calculadas, sendo a média uma média temporal. Nas simula¢des foram fixados
Y= 16 e m = 1. Uma discussdo sobre os regimes subamortecido e sobreamortecido ¢ feita na
secdo 2.3.5.

Para fixar alguns parametros foi obtido um diagrama de fases que mede a assimetria do

potencial efetivo a que estdo sujeitas as particulas. Nesse diagrama (figura 2.6) o parimetro
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Figura 2.7 Tendéncia de movimento das particulas menos presas (circulos vermelhos) ao potencial
para baixas amplitudes no regime adiabético. O potencial efetivo € uma combinacdo entre o potencial

de substrato e as particulas mais presas ao potencial (circulos azuis).

o = 1—F;/F, é obtido em funcdo de 8 e do valor associado a barreira de energia Usy normal-
izado por Ey (ver equagdo (2.12)). Os valores de Fy; e F, sdo as forcas criticas de desprendi-
mento das particulas ao se aplicar uma forca constante, por um tempo suficientemente longo,
para a direita e esquerda respectivamente. Estas forcas criticas sdo identificadas ao se constatar
um movimento coletivo das particulas a partir de um certo limiar da forca, que é aplicada de
uma forma adiabdtica. O valor de o positivo (negativo) indica um movimento para a dire-
ita (esquerda). Deste diagrama de fases, pode-se ver que, para uma regido entre § > 0,5 e
Uso/Eo < 1,0 aproximadamente, o sentido da corrente de particulas depende do valor de n,
sendo positiva para um valor de n impar e negativa para um valor de n par, em concordincia
com os resultados obtidos na referéncia [28].

A explicacdo para estas inversoes estd na relacdo entre o movimento das particulas menos
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presas ao potencial em um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato original e
pelas particulas presas nos minimos do potencial. A figura 2.7 mostra esquematicamente o
movimento das particulas menos presas para os casos n = 1, 2, 3 e 4. Esta é a tendéncia de
movimento no regime adidbatico, para uma amplitude da for¢a externa baixa, mas suficiente
para desprender as particulas num dos sentidos. As particulas mais presas estdo representadas
em azul e as particulas menos presas em vermelho. Para o caso de uma unica particula, a
simetria do potencial de substrato € preservada, nao havendo portanto inversdes deterministicas
de corrente. Para o caso de n > 1 particulas por periodo de potencial, existe em média, n — 1
particulas presas aos minimos, se distribuindo de forma alternada entre os minimos locais. Para
o caso de n impar a simetria do potencial de substrato é preservada nio invertendo o sentido
da corrente. Para o caso de n par a simetria do potencial € invertida, promovendo as inversdes
de corrente. Nas se¢Oes posteriores serd visto como outros parametros, tais como amplitude da
forca externa e temperatura, estdo relacionados com o desprendimento destas particulas mais

presas e consequentemente, com a simetria do potencial efetivo.

2.3.2 Regime adiabatico deterministico

Fixado o valor de B = 1,5 e Ugy = 0,74, que corresponde a um ponto na regido onde ocorrem
as multiplas inversdes de sinal com n (ver figura 2.6), foi analisado o comportamento da cor-
rente de particulas J com a amplitude da forca externa A no regime adiabaticocom 7' = 0. A
frequéncia desta mesma forga externa foi fixada em @ = 0,01 que corresponde a este regime.
A curva J(A) apresenta oscilagdes que dependem do valor de n. Isto pode ser visto na figura 2.8
(curvas cheias, sem os simbolos) paran = 1,2,3 e 4. Estas sdo n — 1 oscilacdes ou inversdes de
corrente para um dado valor de n > 1. Para baixas amplitudes, com valores acima da amplitude
critica correspondente, o sentido da corrente ¢ o mesmo daquele obtido nos diagramas 2.6:
corrente positiva para n impar e negativa para n par, como esperado. As inversoes apresentadas
para amplitudes maiores sdo uma competicdo entre estados dindmicos de movimentos para a
esquerda e para a direita. Das formas das curvas mostradas na figura 2.8 nota-se que parte da

curva J(A) para n = 2, é similar a curva J(A) para n = 1 e que parte da curva para J(A) para
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Figura 2.8 Corrente de particulas em funcio da amplitude da forca oscilante externa para os seguintes
parametros B = 1,5 e Uy = 0,74. As linhas cheias representam a corrente para 7 = 0 e o conjunto de
linhas com simbolos representam a corrente para 7 = 0,625 no regime de altas temperaturas. Para o
caso T = 0 existe n — 1 oscilagdes (inversdes) para n > 1. Para T = 0,625 a corrente de particulas é

sempre positiva.

n =3 é similar a curva J(A) para n = 2, etc. ou seja o comportamento de J(A) para um dado
n estéd contido no comportamento J(A) para um valor de n — 1, indicando que a dindmica para
um dado valor de n pode estar associada ao desprendimento gradual das particulas dos pogos
de potencial. Cada desprendimento estaria associado a inversdao no sentido facil do potencial
efetivo experimentado pelas particulas menos presas ao potencial.

Para estudar estes estados dinamicos, simulamos o sistema sob o efeito de uma for¢a con-
stante F' tanto no sentido positivo quanto no sentido negativo, para varios valores de F. Este

procedimento permite uma caracterizacdo dos estados dindmicos de uma maneira mais uni-
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Figura 2.9 Medida da corrente de particulas (J(F) = J4(F) +J_(F)), para o caso n = 3, a partir da

corrente induzida por forcas constantes para a direita (J;(F)) e para a esquerda (J_(F)). As setas

indicam os valores de for¢a investigados na figura 2.10.

forme ao considerarmos a for¢a F aplicada em um tempo suficientemente longo, tomando as
médias neste intervalo de tempo. A corrente resultante ao se considerar a soma da corrente in-
duzida pela forga positiva com a corrente induzida pela forga negativa, J(F) = J(F)+J_(F),
pode ser comparada aquela de uma forga oscilante quadrada adiabdtica.

A forma de J(F) mostrada na figura 2.9 para n = 3, é semelhante aquela obtida com a
forca senoidal 2.8-c, apresentando o mesmo comportamento qualitativo de oscilacdes. Nesta
figura, as cores de fundo realcam as regides com corrente positiva e negativa que serdo uteis na
discussdo do estado dinamico apresentado em grande parte destas regides. As setas indicam os
valores de forca, FF =9,17,5 e 22, na direcdo positiva, onde foram medidas a densidade média
de particulas p(x) e a massa acumulada m(x) que sdo mostradas na figura 2.10. Nesta figura a
cor de fundo indica o potencial catraca de substrato, que neste caso possui dois minimos locais.

Para o valor de for¢a F' = 9 os picos duplos situados préximos aos minimos locais dos po-
tenciais indicam que 2N /3 particulas, em média, permanecem presas ao potencial, enquanto
N/3 particulas estdo deslocalizadas, a provocar colisdes com as demais particulas e eventual-
mente tomando suas posicdes nos minimos de potencial. Esta conclusdo pode ser ratificada
pela figura 2.10-(b) (linha cheia) que mostra que a massa acumulada em um periodo apresenta
um salto de aproximadamente zero para um, ao se integrar a regido proxima aos minimos de
potencial. Isto favorece a manutencdo do movimento preferencial no sentido fécil do potencial

original, pois 0 movimento das N /3 particulas pode ser considerado como sendo em um poten-
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Figura 2.10 Densidade de particulas calculadas para for¢as de magnitude F = 9,17,5 e 22 na direcdo
positiva do potencial para o caso n = 3. Estes valores de forca correspondem a pontos na parte oscilante
do gréfico da figura 2.9. (a) Os picos duplos para F =9 indicam que em média tem-se 2N /3 presas
aos minimos de potencial enquanto N /3 particulas, em média, estdo livres para o movimento. Isto é
comprovado pelo curva da massa acumulada (linha cheia) no painel (b) onde esta integragcdo apresenta
saltos de aproximadamente um na regido dos minimos. Para F = 3 existe em média N /3 particulas

presas aos minimos e para F = 22 todas as particulas estdo deslocalizadas.

cial efetivo formado pelo potencial de substrato mais 2N /3 particulas presas em seus minimos
locais. Para F = 17,5 existe em média N /3 particulas localizadas enquanto as outras estdo
deslocalizadas, e isto por sua vez, favorece o movimento preferencial no sentido mais ingreme
do potencial original. Para F' = 22 todas as particulas estio deslocalizadas, interagindo com o
potencial de substrato sem a influéncia de particulas presas, favorecendo novamente a simetria
original.

Para a forca na direcdo negativa, as for¢as em que as particulas se desprendem sao diferentes
daquelas para a forga positiva. Isto pode ser identificado na figura 2.11 que mostra o valor

dos maximos locais de p(x) (ver figura 2.10), para vérios valores de F, préximo aos minimos
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Figura 2.11 Maximos da densidade de particulas em funcdo da magnitude das forcas para a direita
(painel superior) e para a esquerda (painel inferior), para o caso n = 3. p(x;) corresponde aos maximos
préximos ao minimo global e p(x;) corresponte aos maximos préximos ao outro minimo do potencial

(ver cores de fundo da figura 2.10)

locais. As curvas p(x;) e p(x2) se referem aos valores de pico préximo ao primeiro e ao
segundo minimo de potencial, medindo portanto a transi¢ao entre a localiza¢do nestes minimos
e a delocalizacdo das particulas. As cores de fundo indicam as regides com corrente positiva e
negativa mostradas na figura 2.8. Comparando em conjunto as curvas tanto para a forga positiva
quanto para a forca negativa, grosso modo, a primeira parte da oscilacdo pode ser caracterizada
pelo movimento de N /3 particulas deslocalizadas estando as outras particulas localizadas, a
segunda parte da oscilagdo pode ser considerada, em grande parte do intervalo de amplitudes,
como resultado do movimento de 2N /3 particulas deslocalizadas e por fim a parte final da
oscilacdo estd relacionada ao movimento de todas as N particulas deslocalizadas, que preserva

a simetria do potencial original.
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2.3.3 Inversoes de corrente induzidas por ruido térmico

Na secdo anterior foi discutido o comportamento da corrente de particulas interagentes no po-
tencial catraca no regime deterministico em fun¢do da amplitude externa, que € mostrado na
figura 2.8. Desta mesma figura pode-se notar regides onde a simetria original do potencial do
substrato € alterada pois a corrente de particulas € invertida, passando de positiva para negativa
para os valores n = 2,3 e 4. Estas inversoes t€m como agente principal a interacdo entre as
particulas como ja foi mostrado nas se¢des anteriores. O que serd discutido nesta se¢do é o
papel da temperatura no restabelecimento da simetria original do potencial de substrato nesta
regido onde a corrente de particulas € negativa, ou seja, serd estudada a relagdo entre a interagao
entre as particulas e o ruido térmico.

Ainda na figura 2.8, o efeito da temperatura € mostrado no grafico A vs J para os parametros
B=15 Up=07T4en=1, 2, 3 e4. Natemperatura T = 0,625 (que corresponde ao
regime de altas temperaturas), a curva J(A) € totalmente positiva para qualquer valor de n,
sendo restabelecida a simetria do potencial original. Consequentemente, para o intervalo de
parametros onde a corrente € negativa para 7 = 0, existe uma inversdo de corrente, para o
sentido positivo, a uma temperatura finita.

Para entender a origem destas inversdes, estendemos este estudo para uma regiao no espago
de pardmetros Uyy vs A, paran=2, B =1,0e @ = 0,01 (regime adiabatico). Na figura 2.12-(a),
pode ser localizada a regido onde a corrente € negativa no plano Usg — A para T = 0. A partir
disso foi delimitada uma regido (mostrada em vermelho em 2.12-(a)), que foi o ponto de partida
para a investigacdo do efeito do ruido térmico no transporte de particulas. A temperatura foi
lentamente variada nesta regido para alguns valores de Uy € A, e o resultado foi compilado no
diagrama de fases mostrado na figura 2.12-(b). A superficie indica as temperaturas de inversao
de corrente que separam as regides de corrente positiva e negativa.

A figura 2.12-(c) mostra a dependéncia da amplitude critica, A., para vérios valores de Uy,
em fun¢do da temperatura. A, € a amplitude da forca externa no qual para um dado Uy e T,
ocorre a inversao de corrente induzida por ruido térmico. Esta amplitude critica decresce com o

aumento da temperatura de uma forma linear. Como foi visto na se¢ao anterior, no caso n = 2,
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Figura 2.12 (a) Diagrama de fases A — Uy para o sentido da corrente de particulas paran =2, f = 1,0,
® =0,01 e T =0. (b) Diagrama de fases que mostra o efeito do aumento da temperatura na regiao
retangular destacada na parte (a). A superficie mostra os pontos de inversao de corrente, que separam as
regides de baixas temperaturas (corrente negativa) das regides de altas temperaturas (corrente positiva).
(c) Comportamento linear da amplitude critica, extraida da superficie de inversdo mostrada em (b), como

funcdo da temperatura para varios valores de Ujg.

o movimento pode ser considerado, em primeira andlise, como o movimento de n/2 particulas
deslocalizadas, sob o efeito de um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato e
por n/2 particulas localizadas. Esta dindmica inverte o sentido do movimento produzindo
uma corrente negativa. Para se restabelecer o sentido da dindmica original seria preciso, de
alguma forma, deslocalizar estas particulas. A forma A, = a — bT, mostrada na figura 2.12-(c)
sugere uma ativacao térmica das particulas localizadas sobre a barreira de energia do potencial
de substrato, sendo A, o ponto de transi¢do para um regime de arrastamento (creep motion).
Esta mesma dependéncia linear € encontrada por exemplo no movimento de linhas de fluxo em
supercondutores duros [36] e de paredes de dominio em materiais ferromagnéticos [37]. Nestes

casos a condi¢do para o movimento de arrastamento € a independéncia de AU com relacdo a
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Figura 2.13 Corrente de particulas em funcio da amplitude da forga externa para uma frequéncia mod-
erada @ = 0,2. Os degraus de corrente sdo discretizados sendo o valor destes intervalos dependente de

n.

T e que kpT < AUy, que € o caso aqui considerado, pois AUy ~ 4Uyp € muito maior do que as

temperaturas de transi¢do como pode ser visto de 2.12-(c).

2.3.4 Regime de altas frequéncias

Antes da discussdo do regime de altas frequéncias é mostrado na figura 2.13, a forma de J(A)
paran =1, 2, 3 e 4, em um valor de frequéncia intermedidria ® = 0,2, para os seguintes

parametros B = 1,5, Usp = 0,74 e T = 0. Neste grafico, pode-se notar a diferenga em relagio a
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Figura 2.14 Corrente de particulas em fun¢io da amplitude da for¢a externa para n =2, f = 1,0,
Uyo = 0,74.(a) Para frequéncias moderadas (@ = 0,2, linha cheia) em T = 0, a corrente apresenta um
comportamento discretizado. Para uma alta temperatura (T = 0,625, linha com simbolos) a corrente é
totalmente positiva. (b) Para uma alta frequéncia (w = 7) a corrente de particulas é nula (linha cheia)
em 7 = 0. Ao se combinar altas frequéncias e altas temperaturas 7 = 0,625, uma corrente de particulas

€ induzida no sentido mais ingreme do potencial (linha com simbolos.)

curva correspondente no regime adiabético 2.8. As oscilacdes de corrente ainda estao presentes,
mas J(A) apresenta um comportamento discretizado com intervalos ou degraus de corrente
que dependem de n. No caso de particulas ndo-interagentes este efeito é observado, com o
valor da corrente sendo um mdltiplo de vo = @wa /27w (o que daria v ~ 0,03183 para @ = 0,2)
devido ao deslocamento das particulas por um nimero inteiro de periodos do potencial de
substrato, a cada ciclo da forca externa. No caso interagente mostrado na figura 2.13, estes
degraus sdao aproximadamente vo = 0,3183, 0,1592, 0,01061, 0,00796 paran=1, 2, 3e 4
respectivamente. Isto corresponde a vo = wa/2n7 ou seja a um deslocamento das particulas

por um miiltiplo de a/n por ciclo da forca externa.
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Ao se introduzir o ruido térmico neste valor intermedidrio de frequéncias, os degraus sdao
suavizados e no regime de altas temperaturas a corrente de particulas é totalmente positiva,
como no caso adiabdtico. Existe portanto a inversdo do sentido da corrente nos casos onde a
simetria do potencial original foi alterada. Isto é mostrado paran =2, B =1,0 e U,y = 0,74,

na figura 2.14-(a) em 7' = 0,625 (circulos pretos) que corresponde a uma alta temperatura.
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Figura 2.15 Inversdes de corrente induzidas por ruido térmico,(a) No regime adiabatico @ = 0,01, para
A=10, B =1,0e Uy = 0,74 onde a corrente originalmente negativa se torna positiva e (b) Em conjunto
com altas frequéncias, que inverte novamente o sentido da corrente. O ponto em vermelho no painel (a)

€ o ponto de partida para as simulagdes no painel (b).

No regime de alta frequéncia de oscilagdo (w = 7,0), sem a ativacao térmica, as particulas
permanecem presas oscilando no potencial de substrato, ({(v) = 0)como mostra a figura 2.14-
(b) (linha cheia). Com a introducdo do ruido térmico a corrente assume valores negativos, ou

seja, o movimento € na dire¢do mais ingreme do potencial, como no caso nao-interagente de
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altas frequéncias e com ruido [4]. A figura 2.15 sintetiza as inversdes de corrente onde o ruido
térmico tem um papel importante. A parte (a) da figura mostra uma inversao de corrente tendo
como agente principal o ruido térmico no regime adiabético (w = 0,01), para os parametros
B =1,0,Uy=0,74 e A= 10. O circulo vermelho que aparece nesta mesma figura é o ponto de
partida para a simulacio que resultou na figura 2.15-(b). Nesta parte, a frequéncia foi variada
do regime adiabdtico para o regime de altas frequéncias em uma temperatura alta 7 = 0, 625.
O efeito conjunto de altas frequéncias e altas temperaturas inverte novamente o sentido da
corrente, pois neste regime as interacdes perdem importancia e para sistemas nao-interagentes

estas inversoes sao observadas [4] [17].

2.3.5 Dinamica sobremortecida e subamortecida

Neste estudo do transporte de particulas brownianas interagentes confinadas em um potencial
de substrato do tipo catraca unidimensional, foram utilizados nas simula¢des os valores y =16 e
m = 1, para o coeficiente de viscosidade e massa respectivamente. Nesta secdo serdo discutidos
alguns resultados para outros valores de m, no regime adiabatico em 7" = 0, explorando alguns
aspectos qualitativos e quantitativos dos regimes sobre e subamortecido para este sistema.

No caso de particulas ndo-interagentes no regime sobreamortecido, a corrente de particu-
las J(A) é sempre no sentido menos ingreme do potencial de substrato e ndo depende das
condigdes iniciais. A curva J(A) para o caso subamortecido moderado é mais robusta quanto
a forma do potencial, variando de uma maneira abrupta apés a amplitude de desprendimento
das particulas e praticamente limitada ao intervalo de amplitude das janelas de retificacio, ou
seja os valores de amplitudes onde ocorrem o desprendimento de particulas. O regime sub-
amortecido pode também ser cadtico, com J(A) dependendo das condicdes iniciais e exibindo
multiplas inversdes de corrente em fun¢ao da amplitude da forca externa [18]. Uma maneira de
se identificar a que regime (sobre ou subamortecido) corresponde o movimento das particulas
no potencial periddico, € calculando a constante eldstica k relativa a um movimento harmoénico
préximo aos minimos do potencial em questdo. A partir da constante eldstica k, pode-se obter

uma estimativa da massa critica m* que corresponde a transi¢do entre 0 movimento sub ou
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Figura 2.16 Corrente de particulas como func¢io da amplitude A paran =2 (a), n=3 (b)en =4 (c),

calculados para os valores de massa 0, 0,33, 0,5, 1,0, 2,0e 5,0.

sobreamortecido.

Para o valor de B = 1,5, que foi o valor utilizado por exemplo no grafico da figura 2.8, k é
igual a 262Uy /a”. Para se obter a estimativa da massa critica ou de transi¢io entre os regimes
sobre e subamortecido m™, deve-se comparar a frequéncia @ = \/k/_m com a razdo y/m. Para
® = \/k/m =~ y/m, o valor de m* é aproximadamente 1,32. Para valores de m > 1,32, aprox-
imadamente, o sistema estd no regime subamortecido. Na figura 2.16 sdo apresentadas curvas
J(A) para os pardmetros B = 1,5, y=16en =3, 4, 5. A massa é restrita ao intervalo 0 <m <5.
As curvas param = 2 e m = 5, apresentam transi¢des abruptas e estao restritas a intervalos bem
definidos de amplitude, em um comportamento que se assemelha ao caso subamortecido nao

interagente [20]. Para valores ainda maiores de m, a dindmica apresenta caracteristicas que
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Figura 2.17 Série temporal da velocidade do centro de massa para o cason =4, m =15, y=16¢
A = 14,5 (ver figura 2.16). As irregularidades na parte superior da série, sem uma sequéncia bem

definida, indicam uma dinamica cadtica.

sugerem um comportamento cadtico. Isto pode ser visto mesmo no caso m = 5 para amplitudes
A > 14 (painel inferior da figura 2.16) onde a curva apresenta ruidos devido a esta dindmica
cadtica. A figura 2.17 mostra a série temporal da velocidade do centro de massa para alguns
periodos da forca externa em A = 14,5. Nesta série podemos identificar “saltos” eventuais na
parte superior da curva, que aparecem sem obedecer uma sequéncia bem definida. Foi obser-
vado ainda que a resposta v.,(t) do sistema é muito sensivel as condi¢des iniciais. Estes fatos
sugerem um regime caotico.

Na secdo 2.3.2 foi visto que, grosso modo, as oscilagdes de corrente podem ser expli-

cadas pelo desprendimento gradual das particulas, sendo o estado dindmico para um caso de
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n particulas por periodo de potencial, reduzido para um caso de n — 1 particulas por poco de
potencial. Para o caso subamortecido, isto pode ser visualmente inferido das formas de J(A)
para o caso m = 5, onde a forma J(A) paran =4 e A > 8,7 (painel inferior da figura 2.16) é
bastante semelhante a forma de J(A) para n = 3. O mesmo se verifica para a comparagio entre
as formas de J(A) paran =3 e n = 2. Para o caso m < m* as oscilagdes de corrente, devido ao
desprendimento gradual das particulas, ainda existem, mas menor intensidade. Para m < 0,5,
aproximadamente, ndo h4 mais as inversdes de corrente, como as observadas para os outros

valores de m.

2.4 Conclusoes

Apresentamos neste capitulo um estudo de particulas brownianas interagentes sujeitas a um
potencial periddico do tipo catraca unidimensional e a uma forca externa oscilante com ampli-
tude A e frequéncia @. Utilizando a dindmica de Langevin, calculamos grandezas relevantes
para a caracterizacdo do movimento coletivo como a corrente de particulas J, variando alguns
parametros importantes do sistema como a densidade de particulas, amplitude da forca externa,
frequéncia de oscilac@o e temperatura. No regime adiabdtico a corrente de particulas apresenta
n — 1 oscilagdes (para n > 1) ao se aumentar o valor da amplitude da forca externa, devido
ao desprendimento gradual das particulas. O movimento destas particulas menos presas pode
ser aproximado como sendo em um potencial efetivo formado pelo potencial de substrato e
as particulas mais presas. A simetria deste potencial efetivo depende do niimero de particulas
presas (que diminui com o aumento da amplitude), ocasionando as oscilagdes de corrente. Os
efeitos de temperatura foram estudados, e para uma temperatura suficientemente alta a corrente
de particulas para qualquer n € positiva. Para intervalos de amplitude, em 7' = 0, onde a corrente
de particulas assume um valor negativo devido a intera¢do entre as mesmas, existem inversoes
de corrente em fungdo da temperatura. O comportamento linear da amplitude critica A.(T),
que € a amplitude onde ocorre a inversao de corrente para um dado 7', sugere uma inversao de

corrente induzida pela ativac@o térmica das particulas presas nos minimos do potencial sobre as
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barreiras de energia. No regime de frequéncias de oscilacdo moderadas ocorre o efeito lock-in,
onde J(A) apresenta um caréter discretizado, com os intervalos de corrente sendo dependendes
da densidade de particulas. Por fim, o efeito conjunto de altas frequéncias e altas temperat-
uras promove uma nova inversao de corrente, sendo esta na dire¢do mais ingreme do potencial,
como observado no caso de particulas ndo-interagentes. O artigo correspondente aos resultados
apresentados neste capitulo foi aceito para publicacdo no Physical Review E-EU10340/daSilva

com o titulo Reversible transport of interacting brownian ratchets.
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CAPITULO 3

Monte Carlo em tempo continuo aplicado ao

modelo ANNNI diluido

3.1 Transicoes de fases quanticas

3.1.1 Transicoesem 7 =0

Nas udltimas décadas, ao lado do interesse por transi¢des de fases cldssicas onde a criticalidade
é regida por flutuacdes induzidas por temperatura, surgiu o interesse em se estudar transi¢oes
de fases quanticas [38] [39] [40] que sdo induzidas pela variacdo de algum parametro em um
hamiltoniano quantico. Os exemplos e as realizagdes experimentais sao diversas indo das tran-
sicoes metal-isolante [41] do tipo Anderson-Mott passando por transicdes entre fases de Hall
em sistemas eletronicos bidimensionais [39] e sistemas magnéticos puros ou desordenados,
como € o caso das transicoes ordem-desordem no composto LiHoFy [42], a qual consiste na
flutuacdo dos fons de Ho entre dois estados de spins que sdo alinhados paralelos ou antiparale-
los a um eixo cristalino particular, cuja ordem € destruida por uma campo magnético perpen-
dicular a tal eixo. Um modelo magnético relacionado as transi¢des neste composto é o modelo
de Ising em campo transverso [43] que serd discutido mais adiante. Tal modelo serviu como
base para o modelo que investigamos nesta tese que ¢ um modelo do tipo Ising com interagdes
competitivas diluidas.

As transi¢Oes de fases cldssicas [44] [45] constituem uma 4rea da fisica estatistica bastante
s6lida, sendo seus pilares as teorias ou conceitos de parametro de ordem, scaling, renormal-
izacdo e universalidade, sendo entdo natural que as transi¢des de fases quanticas se utilizem de
toda esta base tedrica em sua descricdo. Apesar de tantas similaridades as transicdes de fases

quanticas possuem certas particularidades que serdo evidenciadas na discussao que se segue.
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Nas transi¢Oes de fases classicas de equilibrio, a dindmica geralmente € desacoplada das
varidveis ndo dindmicas. Podemos constatar isto ao escrever a funcdo de particdo para um
sistema cldssico geral descrito por um hamiltoniano ¢ = H.;, + Hp,, onde H;, descreve a

energia cinética e H),, a energia potencial, isto €

Hpo

) 3.1)

Z= /dp exp(—lﬂ)/dq exp(—
kgT

onde T € a temperatura absoluta e kp € a constante de Boltzmann. A parte cinética do hamil-
toniano pode ser fatorada e eventualmente integrada e ndo apresenta qualquer singularidade.
As contribui¢des singulares para a fungdo de particdao e consequentemente para a energia livre
provém do segundo fator que corresponde a parte na energia potencial do hamiltoniano. As sin-
gularidades referentes as transi¢cdes de segunda ordem ddo origem a divergéncias nas funcdes
resposta € no comprimento de correlacio. Ao comportamento assinttico de cada grandeza
podemos associar um expoente critico, os quais sdo grandezas universais que nao dependem
dos detalhes microscOpicos mas apenas de caracteristicas bem gerais como a dimensionalidade,

o nimero de componentes do parametro de ordem e o alcance das interacdes. Para o caso de

sistemas magnéticos temos como exemplo,

& ~ 187V (comprimento de correlagio),
m‘ Heo ~ |0 |ﬁ (magnetizagdo a campo nulo),
X ~ |8]77 (suscetibilidade magnética), (3.2)

c ~ |8]7% (calor especifico),

1 L
m|(H75:0) ~ H3% (magnetizacdo critica),

onde 6 = (T —T¢) /T, é uma medida da temperatura relativa ao valor critico, & é o comprimento
de correlagcdo associado ao parametro de ordem mencionado acima, m se refere a magnetiza-
cdo que € o parametro de ordem, ) € a susceptibilidade magnética, ¢ € o calor especifico e
H é o campo magnético externo. Vv, 3, X, &, O sdo 0s respectivos expoentes criticos associa-
dos que ndo sao independentes entre si segundo a hipdtese de escala. Esta relacdo, de inicio
uma hipétese fenomenoldgica [46] [47], foi depois deduzida por primeiros principios através

do grupo de renormalizacao introduzido por Wilson [48]. Esta hipdtese propde leis de homo-
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geneidade proximas a regido critica. Para um sistema magnético cldssico acoplado a um campo

externo, por exemplo, tem-se para a parte singular da energia livre,
F(8,H)=b"" f(Sbv,HP™). (3.3)

O fator de escala b € um nimero positivo arbitrario e yy € um outro expoente critico. Esta forma
homogénea se estende a outras grandezas termodinamicas que estio relacionadas as derivadas
de f . Em decorréncia, os expoentes em (3.2) ndo sdo independentes e dao origem as leis de
escala. Uma relacdo que resulta e envolve diretamente a dimensionalidade d é a equagao de
hiperescala,

2—a=dv 3.4)

Nas transicoes de fases quanticas, diferentemente das transi¢oes de fases classicas, a dinamica
¢ parte importante na descricdo do fendmeno critico. O hamiltoniano que engloba os graus de
liberdade microscOpicos, agora possui termos que nao comutam entre si, implicando que a
dindmica deve ser considerada deste o inicio no estudo destes fendmenos. A ndo comutativi-
dade dos operadores, através da relacao de incerteza de Heisenberg, produz flutuacdes quanti-
cas que podem ser controladas por um parametro A no hamiltoniano, o qual também controla
a energia do estado fundamental. Préximo a transi¢do esta energia é ndo analitica e ocorrem
flutuacdes do pardmetro de ordem em todas as escalas do sistema, tanto espacialmente quanto
temporalmente. Neste contexto, € importante juntarmos ao conjunto de comportamentos ass-

intéticos (3.2), o tempo de correlagao,

Se~ &5, (3.5

onde z é o expoente dindmico que é também uma grandeza universal como v, 3, x, o e 0.
Como mostra sua defini¢do, z ¢ uma medida de como se relacionam as escalas das correlagdes
no espaco € no tempo. A origem deste termo “expoente dinamico” estd relacionado ao es-
tudo dos fendmenos criticos cldssicos onde € associado ao “critical slowing down” [49]. Nas
transi¢des cldssicas o expoente dindmico ndo € universal.

A lei de homogeneidade (3.3) [38] [50] pode ser generalizada para o caso quantico,

F(8,H,7) = b~ £(§bv  HDW  Th°) (3.6)
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com a respectiva lei de escala correspondente a (3.4) sendo [40],
2—a=(d+z7)v 3.7

Das expressoes acima podemos identificar uma dimensao efetiva d,r = d +z. Nos casos de
sistemas onde o tempo e o espago participam da criticalidade de uma forma simétrica, como
por exemplo em sistemas magnéticos puros, z = 1. Em sistemas desordenados, z pode ser
diferente de um. A dinamica entdo, para transicoes puramente quanticas (7' = 0), introduz
dimensdes extras com relacdo aos sistemas cldssicos e consequentemente mudam sua classe de

universalidade.

3.1.2 Efeitos da temperatura

O estudo do efeito da temperatura nas transi¢des quanticas € bastante relevante, mesmo porque
os experimentos sdo sempre realizados em temperaturas finitas. O efeito da temperatura é
dristico em tais transi¢des havendo até um “crossover” de comportamentos criticos mesmo
para temperaturas extremamente baixas. Podemos ver isto comparando as energias quanticas
e cldssicas proximo a regido critica. Na transi¢do o tempo de correlagdo diverge e, entdo, a
A s s . ~ . —1 . .
frequéncia caracteristica das oscilagdo dos sistemas, @. ~ &; °, tende a zero implicando que
para uma temperatura finita,

ho. < kgT (3.8)

Deste modo, para temperaturas finitas a criticalidade € essencialmente cldssica, mesmo a
descricdo microscopica sendo dada por um hamiltoniano quéntico.

Na figura 3.1 (a) , € apresentado um esbo¢o de um diagrama de fases, 7' vs. A, de um sistema
quantico, mostrando a dependéncia da temperatura critica com o parametro A do hamiltoniano
quantico, e as regides sob influéncia das flutuacdes cldssicas e/ou quanticas. Neste exemplo,
consideramos que, para A = 0, existe uma transi¢do ordem-desordem puramente classica, com
uma temperatura critica 7T, sendo que, para A # 0, o valor desta temperatura decresce até zero,
pois 0 aumento das flutuagdes quanticas favorece a desordem. Este poderia ser, por exemplo,

0 esboco do diagrama de fases do modelo de Ising em campo transverso para d > 1. Como
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foi discutido acima, a regido proxima a linha critica possui comportamento critico cléssico,
indicado na figura pela regido entre as linhas tracejadas. Esta regido torna-se cada vez mais
estreita ao se aproximar de A, onde, em 7' = 0, a transi¢do é puramente quantica e a criticalidade
¢ diferente daquela a temperaturas finitas devido a divergéncia do tempo de correlagdo neste
ponto. Abaixo desta linha de crossover (regiao I), onde hw, ~ kgT', as flutuacdes quanticas
dominam, portanto a ordem magnética tem predominancia quantica, ou seja, apresentam certa
coeréncia de fases (interferéncia) mesmo que ndo sejam por um tempo infinito pois agora estas
estdo limitadas pela temperatura. Para a regido /I, A > A., a ordem magnética € destruida
principalmente por flutuagdes quénticas. Este é um estado desordenado embora haja certa
coeréncia de fases e € isto que o difere de um estado cldssico desordenado. Finalmente para
a regido /11, proximo a linha T = 0, o sistema € critico com relacdo a A e as singularidades
sdo “arredondadas” quase que exclusivamente pela temperatura. Por isso um experimento que
ocorra proximo a esta linha pode explorar propriedades de scaling com a temperatura na andlise
dos dados.

Um diagrama apropriado para sistemas unidimensionais € mostrado na figura 3.1 (b). Para
um sistema magnético unidimensional, por exemplo, ndo existe ordem de longo alcance para
T # 0 e a ordem s € possivel exatamente em 7 = 0. A transi¢do ordem-desordem € entdo
limitada ao eixo 7 = 0 e € puramente quantica. A linha critica presente no diagrama 3.1
(a) ndo existe mais e para A < A, a fase ordenada d4 lugar a uma fase desordenada classica
renormalizada [38]. A origem desta regido cldssica € causada pela divergéncia exponencial de
& quando T — 0, pois o sistema estd na iminéncia de se alinhar em T = 0. Este comprimento
de correlacdo €, entdo, maior que o comprimento de de Broglie das excitagcdes térmicas, que
variam com o inverso de uma poténcia de 7' [38]. Desse modo, estes aglomerados possuem
uma comportamento cldssico. O sistema que abordamos nesta tese, e que serd apresentado no
proximo capitulo, se enquadra na descri¢do deste diagrama. Estudamos as propriedades criticas

deste modelo sobre a linha 7 = 0.
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(@)

II

(b)

III

Figura 3.1 (a) Diagrama de fases T vs. A de um sistema quantico d > 1 dimensional exibindo uma tran-
si¢do cldssicaem A=0e em T = T,. A linha cheia 7,(A) separa uma fase ordenada quantica I de uma
fase desordenada térmica. Préximo a esta linha as flutuagdes cldssicas dominam de modo que a critical-
idade é a mesma de um sistema cldssico d dimensional. Entre as regides /I e 1] existe um ‘“‘crossover”
entre uma fase desordenada quantica e uma fase critica quéntica sob influéncia de flutuacdes térmicas
(A~ A.). As transi¢des que ocorrem em 7 = 0 possuem cardter d + 1 dimensional. (b) Diagrama de
fases apropriado para sistemas quanticos unidimensionais. A fase ordenada quantica d4 lugar a uma fase

desordenada cldssica renormalizada e as transi¢des estdo confinadas a linha 7 = 0.

3.1.3 Integrais de trajetoria e mecanica estatistica quantica

Uma abordagem bastante conveniente que ajuda a entender a natureza das transicdes de fases
quanticas, tanto em 7' = 0 como para T # 0, e que introduz idéias que sao tteis na descri¢cdo
da teoria que utilizamos nesta tese € a técnica de integrais das trajetéria ou de Feynman [§]
[51] [52]. Nesta abordagem da mecanica quantica, a amplitude de probabilidade (propagador)

entre dois estados quanticos |¢,0) e |¢’,7'), pode ser escrita como a soma de trajetérias ou
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sobre todas as amplitudes de probabilidades entre esses dois estados. O operador evolucio
temporal exp{%t} ¢ entdo decomposto em operadores de evolu¢do em tempos infinitesi-
mais [exp{%&}]N , onde s3o inseridas em cada intervalo de tempo uma base ou conjunto
completo de estados. A integral de trajetéria ou propagador para os graus de liberdade de um

campo quantico pode entdo ser escrito como:

(P//
(0" "9 1) :C/¢’ D¢ exp(iS[p;t”,t']) (3.9)

onde C ¢ uma constante de normalizacado e,

S[g:1", 1 :/ﬂt dt/deL(x,t) (3.10)

€ a acdo do campo cldssico correspondente. A integral de trajetéria, escrita desta forma, é
conhecida como integral de trajetdria do espaco de configuracdes. A partir deste ponto podemos
obter informacao sobre a termodinamica do sistema ao levarmos em conta que a construcao da
funcdo de particdo pode ser obtida da dindmica do sistema ao considerarmos a analogia entre o

operador evolucdo temporal e a matriz densidade,

—i

exp( t) — exp(—pI), (3.11)

ou colocando, de outra forma, o operador densidade pode ser considerado como um operador
evolucdo temporal em tempo complexo T = it. A funcdo de particdo de um campo quantico a

uma temperatura equivalente B = t/h é dada por,

z—= [ Dwiylesn(-)|y) (3.12)

onde y(x) é um campo independente do tempo e |y) representa os auto-estados do campo. Da
expressao acima vemos que a funcdo de particdo € uma integral sobre amplitudes de proba-
bilidades com os mesmos estados inicial e final. Ou seja, calcular grandezas termodinamicas
€ equivalente a se calcular amplitudes de probabilidades em tempo complexo, sendo que o
intervalo de propagacio At é dado pela temperatura equivalente S~ 1.

Combinando (3.9) e (3.12) a func¢do de particao adquire a forma,

B
zz/ Dwexp{/ dr/ ddx%(l//(x,’c))}, 3.13)
W(xB)=w(x0) 0o Jo
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onde por causa da introducao do tempo complexo a acdo lagrangeana (3.10) torna-se uma agdo
hamiltoniana, com uma densidade de hamiltoniano cldssico em d + 1 dimensdes (d espaciais
e uma temporal). Esta é, entdo, a funcao de particdo de um campo cldssico com d + 1 dimen-
soes sendo a dimensdo temporal com “espessura” 3, como pode ser visto na integral da ac¢ao
hamiltoniana. No limite 7 — 0 (8 — o) temos um sistema com a dimenséo temporal infinita.

Vale lembrar que, das propriedades da funcao de particdo, este sistema € periddico na dimensdo

temporal.
B
(a) e ——-l -1
5 0
T ) B
o < - e
S & ///
,,,,,,,,,, 0
\\ B
(©) | .
:
" o

Figura 3.2 Sistema quéntico em T # 0 representado como um sistema cldssico em d + 1 dimensoes
sendo a dimenséo espacial infinita e dimensdo temporal finita com comprimento . (a) O tempo de
correlagdo é menor que a espessura 3 implicando na predominéncia das flutua¢es quénticas. (b) O
tempo de correlagdo é da mesma ordem de f indicando um "crossover". (c) O tempo de correlagdo

excede o comprimento 3 e a criticalidade é a de um sistema d dimensional cléssico.

Na figura 3.2 € apresentado um esquema que mostra o efeito da temperatura nas pro-
priedades criticas de sistemas quanticos. Para temperaturas diferentes de zero tem-se um sis-
tema infinito em d dimensdes mas finito na dimensdo temporal. Para tempos de correlagdo

que ndo excedem esta espessura as flutuacdes sao predominatemente quanticas. Como o tempo
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de correlacgdo diverge com a distdncia 6 do acoplamento critico, existe entdo um “crossover”
quantico-cldssico quando & — 0, onde o tempo de correlagdo excede a espessura do sistema.
Neste caso o sistema € puramente d dimensional e tem comportamento critico cldssico. O

comprimento de correlagdo onde ocorre este saturamento € aproximadamente £ ~ &; ~ .

3.2 O modelo de Ising em campo transverso

O modelo de Ising em campo transverso [43] e suas variantes (campo randdomico, vidros de
spins, interacdes competitivas) sdo os modelos magnéticos quanticos mais simples a exibir as
propriedades bésicas das transi¢cdes de fases quanticas. Este modelo foi proposto por volta
do inicio da década de sessenta como protétipo para o estudo de transi¢cdes ordem-desordem
em sistemas ferroelétricos [53] € como um caso limite do modelo de Heisenberg anisotropico
em campo transverso [54], sendo que o caso unidimensional puro foi exatamente resolvido e
o espectro de excitacdes elementares obtido. Logo, em seguida, surgiram estudos de campo
médio [55] para dimensdes superiores a um. O espectro do caso unidimensional pode ser
obtido através da transformacdo de Jordan-Wigner [56] [54] que mapeia o sistema de spins em
um sistema de férmions livres. Este modelo também foi intensamente estudado [43] através de
técnicas Monte Carlo, expansao em séries, grupos de renormalizac¢do de teoria de campos e no
espacgo real, entre outras. O seu hamiltoniano é dado por:

H ==Y Jijoic; =Y hio} (3.14)

(i) i

Este modelo € definido em uma rede d-dimensional onde cada sitio é ocupado por um spin %
quantico representado pelas matrizes de Pauli. A interacdo é ferromagnética (caso puro) entre
vizinhos mais proximos, J;; > 0, e estd confinada na dire¢@o z. O campo magnético € acoplado
a componente x do spin que ndo comuta com a parte cooperativa, induzindo transi¢des entre
os estados desta ultima. Para J > 0 e h < h., o sistema se encontra numa fase ordenada e
ao se aumentar o termo de campo além do valor critico s, o sistema € conduzido a fase des-
ordenada. Na descricdo de modelos ferroelétricos [53] por exemplo, as componentes de spin

ot = -1-%, —% representam estados de prétons localizados na regido de um dos minimos de um

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.2 O modelo de Ising em campo transverso 44

poco de potencial duplo. O termo de campo representa o tunelamento entre as duas partes do
pocgo de potencial. Para h < h, t€m-se estados localizados (ferroelétricos) e para & > h. estados
delocalizados dentro do poco duplo.

O modelo de Ising em campo transverso puro em d dimensdes possui a mesma classe de
universalidade do modelo de Ising cldssico em d + 1 dimensdes. O expoente dinamico z € igual
a um. Para d > 3 o sistema puro exibe comportamento de campo médio. Com a introducao
de desordem entre os acoplamentos a classe de universalidade do modelo cléssico equivalente
pode ser diferente daquela do caso puro, implicando em z # 1.

Para o caso do modelo de Ising ferromagnético randomico em campo transverso, os acopla-
mentos J;; € o campo h; sdo dados por distribui¢des. Fisher [57], utilizando grupo de renor-
malizacdo no espago real, mostrou que o tempo de correlagdo comporta-se sob mudanca de
escala de uma forma ndo convencional implicando em z = c. Neste trabalho, também foi
mostrado que o expoente dindmico varia com um pardmetro 6 que mede o desvio da regido
critica na forma z = %. Esta dependéncia do expoente dindmico estd relacionada com as
singularidades de Griffiths-McCoy [47] [58], que sdo induzidas por regides localmente orde-
nadas que se formam na fase desordenada e que sdao mais correlacionadas do que a média.
Isto provoca uma nao analiticidade na funcdo energia livre mesmo para pontos diferentes do
ponto critico. Young e Rieger [59] estudaram este mesmo modelo mapeando o hamiltoniano
(3.14) em um sistema de férmions interagentes utilizando a transformacao de Jordan-Wigner e
diagonalizando o hamiltoniano correspondente usando técnicas de diagonaliza¢cdo numéricas.
Esses autores confirmaram as previsdes de Fisher, dentre elas o comportamento assintético de
z. Rieger e Kawashima [5] [60] investigaram este modelo em 1d e 2d através de simulacdes
Monte Carlo que tem por base o formalismo de Suzuki-Trotter [61] [62] e o algoritmo de clus-
ter de Swendsen-Wang [63]. Através dessas simulagdes eles verificaram que as propriedades
andmalas de z na fase de Griffiths persistem no modelo 2d. O mapeamento de Suzuki-Trotter
e o algoritmo de Swendsen-Wang em tempo continuo serdo discutidos nas secOes seguintes €
serviram como base para o algoritmo que desenvolvemos para investigar um modelo magnético

com interacdes competitivas diluidas.
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3.2.1 Mapeamento de Suzuki-Trotter e algoritmo Monte Carlo em tempo discreto

A equivaléncia entre sistemas quanticos e sistemas cldssicos mostrada na sec¢do 3.1.3 pode ser
o ponto de partida para a simulagdo de sistemas quanticos, por exemplo, através de métodos
Monte Carlo. Para o caso de sistemas magnéticos, Suzuki [61], por meio da férmula de Trot-
ter [64], mostrou a equivaléncia de um sistema magnético quantico d-dimensional com um
sistema cldssico de spins em d + 1 dimensdes, onde a dimensdo extra corresponde ao tempo
imagindrio. O procedimento é semelhante aquele da se¢ao 3.1.3. Para o modelo de Ising em

campo transverso, com .7 dado pelo hamiltoniano (3.14), a fungao de parti¢do

(4 + 73)
Z=T _ 3.15
r exp{ o (3.15)
ndo pode ser fatorada, pois os termos H| = —} . J;; chj e Hy = —Y;h; 67 ndo comutam entre

si. Desta forma a fungdo de particdo ndo pode ser diretamente decomposta em uma parte
decorrente da interacdo e uma outra devido ao campo transverso. Para contornar esta situacdo
pode-se utilizar a férmula de Trotter,
exp[—B (A +4)] = lim [exp(—5T74) exp(—81.564))", (3.16)
T—
sendo 87 = £. Desta maneira ¢ possivel fatorizar o operador densidade em um produtério

Le

de infinitos operadores sendo, agora, a propaga¢do dada em intervalos infinitesimais de tempo
complexo. Utilizando um conjunto completo de autoestados do operador .71 em cada intervalo

de tempo complexo e com a ajuda da relacdo,

1

(S|exp(yo™)|S') = [(%) sinh(27)] ’ exp[(%) In(cothy) SS'], (3.17)
a funcdo de parti¢cao torna-se,

Z = lim A(67)T K;iSi(t)S:(t)+ Y K Si(7)Si(t+ 6 3.18
Jim (67) rexp[@zm iSi(7)S(7) IZT 1 Si(7)Si(t+071)] (3.18)
onde,

1
2

A(81) = HHBsinh(z&chi)] , (3.19)

i T

Kl’j = 51’.],']', (3.20)

1

1
K| = Zlncoth(87h), (3.21)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.2 O modelo de Ising em campo transverso 46

e § = %1 sdo spins classicos. Da expressdo (3.18) pode-se ver que a funcdo de parti¢do do
sistema quantico em d dimensdes transforma-se na funcio de particdo de um sistema cldssico
de spins de Ising com N x L; spins, sendo L; referente a dimensao de Trotter. O sistema
resultante € altamente anisotrépico. Para temperaturas finitas a interacao na dire¢ao de Trotter
K'; tem uma divergéncia logaritmica, enquanto o acoplamento espacial K;; tende a zero. E
importante enfatizar que a temperatura no sistema quantico ndo é a mesma daquela no sistema

classico correspondente. De (3.18) o hamiltoniano efetivo é dado por,

Hop = Z Ki;Si(t ZKS Si(t+87) (3.22)
(if)

onde € vélido reforcar que este mapeamento é valido para um sistema de spins de Ising em
campo transverso de qualquer dimensdo. Para sistemas puros a anisotropia nio desempenha
nenhum papel importante de modo que a classe de universalidade do sistema quéntico em
T = 0 corresponde a classe de universalidade do sistema cldssico em d + 1 dimensdes, sendo
portanto o expoente dindmico igual a um. Para d = 1, o modelo cldssico equivalente € o modelo

de Ising 2d que possui solucdo exata [65] e cujos expoentes criticos sao:

Para sistemas com desordem, da expressao (3.22) tem-se que a desordem do sistema quan-
tico corresponde a uma desordem completamente correlacionada no eixo temporal. Tais tipos
de modelos estdo relacionados a classe dos modelos estudados por Wu e McCoy [66] [67] no
final da década de sessenta. Desta maneira, o sistema cldssico anisotrépico correspondente nao
necessariamente possui a mesma classe de universalidade do sistema puro, podendo agora o
expoente z ser diferente de um, mas finito, para leis de escala convencionais e até mesmo ser
infinito para leis de escala ativadas, como j4 foi discutido na secdo 3.2 para o caso do modelo
de Ising randomico. O papel da desordem, bem como o critério que prediz a mudanga ou nao
da classe de universalidade nestes sistemas serd discutido adiante na secdo 3.3.

O mapeamento de Suzuki-Trotter exposto acima é o ponto de partida para simulacdes
Monte Carlo classicas do hamiltoniano efetivo de um sistema quantico. Para o caso de sistemas

puros pode-se obter informagdes sobre este ao se considerar o sistema cldssico correspondente
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que eventualmente ja pode ter sido estudado por véarios métodos. Para o caso desordenado, que
¢ menos usual e o hamiltoniano efetivo pode ter uma forma ndo “convencional”, pode-se obter
informacdes com a simulagdo direta deste hamiltoniano.

Ao considerarmos 07 finito, introduzimos obviamente a discretizag¢ao na rede de spins clds-
sicos. Um esboco de uma configuragdo deste tipo € mostrado na figura 3.3. Um grande incon-

veniente desta discretizacio é que ela apresenta um erro da ordem de 872, pois,
exp(—3TIA) exp(—8T H3) = exp| 57 (A4 + AB)|[1 + OSP4, A4])]  (3.23)

A solugio para este problema é considerarmos o limite 7 — 0 diretamente nas simulagoes
computacionais, o que leva a representacdo dos spins em linhas continuas no eixo temporal.
Esta metodologia serd discutida na proxima se¢do, dando énfase ao algoritmo de Swendsen-

Wang em tempo continuo.

3.2.2 Método Monte Carlo em tempo continuo
3.2.2.1 Algoritmo de lago em tempo continuo

O mapeamento de Suzuki-Trotter, mostrado na se¢do anterior, pode ser aplicado a varios es-
quemas de decomposi¢cdo do hamiltoniano segundo a conveniéncia de cada problema. A idéia
central € a de decompor o hamiltoniano em partes facilmente diagonalizdveis. A decomposi¢cao
(3.16) € um caso apropriado ao modelo de Ising em campo transverso. Para o modelo de
Heisenberg, por exemplo, uma decomposi¢do largamente utilizada € a decomposi¢ao alternada
ou tabuleiro de damas — do inglés, checkerboard decomposition — onde o hamiltoniano é sepa-
rado em duas partes com interagdes de spins pares e impares, 5 = par + Himpar- Da mesma
maneira que para o caso anterior, a dimensao temporal € “fatiada”, e uma base completa (geral-
mente a base de autoestados de 0°) € inserida em cada fatia de tempo complexo. Diferente da
abordagem para o modelo de Ising, a propagacdo no intervalo de tempo A7 € alternada entre
as partes pares e impares do hamiltoniano, dai a origem do nome checkerboard decomposition.
O sistema quantico em d dimensdes € agora mapeado em um sistema de spins cldssicos com

interacdes entre quatro spins e este problema estd estreitamente ligado aos modelos do tipo
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Figura 3.3 Rede discreta de spins que pode ser obtida de um sistema quantico unidimensional através do
mapeamento de Suzuki-Trotter. O eixo vertical indica a dire¢do de Trotter ou temporal. Os acoplamentos
nas direcdes temporal e espacial sdo altamente anisotrépicos tendendo a zero na direcdo espacial e a

infinito na dire¢do temporal para 67 — 0.

vértice. Nos casos em que o hamiltoniano do modelo de Heisenberg comuta com o operador
magnetizacdo total na direcdo z, tem-se que esta magnetizacdo € conservada de modo que a
configuracdo do sistema pode ser vista como um conjunto de linhas mundo (world lines) que
s6 conectam, por exemplo, spins positivos. Neste contexto, podem-se ter algoritmos que se
utilizam de atualizag¢Oes locais nestas linhas mundo com a desvantagem de ndo serem apropri-
ados proximos ao regime critico devido ao alentecimento critico (critical slowing down) como
no caso do algoritmo Metropolis. Para sanar esta deficiéncia, Evertz, Lana e Marcu [68] [69]
introduziram um algoritmo do mesmo tipo que o algoritmo de Swendsen-Wang [63], ou seja,
um algoritmo de cluster com atualiza¢des ndo locais das configuragdes. Devido a conservagdo
do spin total na direcdo z colocada acima, os clusters sao objetos unidimensionais ou lacos de

spins fechados. O termo em inglés para estes algoritmos € loop algorithms.
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Apesar desta sofisticacdo, o problema da discretizacdo do tempo imagindrio, como discu-
tido para o modelo de Ising na sec@o anterior, ainda ndo pode ser contornado. Isto motivou
a introducdo do modelo de lagco em tempo continuo [70] [71] (continuous time loop algo-
rithm). Além disso, o limite de Trotter é tomado na prépria simulagao numérica contornando o
problema da discretizacdo do tempo complexo. Neste algoritmo a armazenagem dos spins em
matrizes para sua eventual utilizacdo se torna desnecessdria representando um ganho consid-
erdvel em memoria RAM pois ndo € preciso guardar a configuragdo de spins a cada passo, mas
somente aquela em tempo zero e os instantes de tempo onde as linhas mundo sdo quebradas

para gerar uma nova configuracao.

3.2.2.2 Algoritmo de Swendsen-Wang em tempo continuo

No mesmo espirito dos algoritmos de lagco em tempo continuo, Rieger e Kawashima [5] pro-
puseram um algoritmo de cluster em tempo continuo para estudar o modelo de Ising randdmico.
As motivacoes foram basicamente as mesmas as daquele caso: diminui¢do das autocorrelagdes
entre as medidas Monte Carlo e evitar o erro sistemético que decorre da discretizacdo da rede de
spins. Outra motivacdo que esses autores tiveram foi dar um tratamento apropriado aos aglom-
erados de spins que se formam na fase de Griffiths-McCoy, sendo portanto conveniente um
algoritmo de cluster ou de atualizac¢do ndo local, como os algoritmos de Wolft [72] e Swendsen-
Wang [63].

A idéia bésica do algoritmo de Swendsen-Wang € a de considerar de uma s6 vez os aglom-
erados de spins que apontam na mesma direc¢ao, ao invés de tentar a mudanca de estado de cada
spin individualmente. Neste algoritmo, a rede de spins € mapeada em uma rede de ligagdes en-
tre spins do mesmo estado, que sdo feitas segundo uma probabilidade, e invertidos segundo
uma razdo de aceite. Ambas as ligacdes e as inversdes garantem o balanceamento detalhado,
que por sua vez garante, depois do periodo de equilibrio, que as séries de configuragdes obe-
decam ao peso de Boltzmann. Para o modelo de Ising a probabilidade de se fazer uma ligagcdo
entre spins é

Pag =1 —exp(—2pBJ) (3.24)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.2 O modelo de Ising em campo transverso 50

que € independente de qualquer caracteristica de algum estado especifico e garante que as
razdes de aceite possam ser escolhidas de modo a tornar o algoritmo o mais eficiente pos-
sivel. No algoritmo de Swendsen-Wang geralmente os aglomerados formados pelas ligacdes
sao invertidos independentemente com probabilidade %, que € uma escolha que minimiza a
correlacdo da configuracdo de um cluster antes e depois de uma atualizacdo. Outras escolhas
sdo possiveis e também funcionam para este algoritmo.

Os passos bdsicos para uma atualizacdo do algoritmo de Swendsen-Wang no modelo de
Ising bidimensional sdo mostrados na figura 3.4. Em (a) é representada uma rede discreta de
spins up e down e em (b), estes sdo conectados com spins vizinhos no mesmo estado segundo
a probabilidade dada pela equacdo (3.24). O painel (¢) mostra a mudanga de estado de cada
aglomerado com probabilidade %

A extensdo do algoritmo de Swenden-Wang em rede discreta para o caso continuo € feita
considerando-se que no limite T — 0, spins consecutivos, S;(7) =S;(t+1) = ... =S;(t+ M),
formam segmentos continuos S;[, T +t] de comprimento ¢ = M 8. Uma representagio de uma
destas redes em tempo continuo € mostrada na figura 3.5. Os objetos de interesse agora sao
estes segmentos continuos de spins que podem ter os valores 1 como estados. O ponto onde
os segmentos mudam de estado sdo chamados de corte. Toda a dindmica Monte Carlo esta
relacionada com estes segmentos de spins, com a introdugdo e a retirada destes cortes na rede.

Para a aplicacdo do algoritmo Swendsen-Wang primeiro consideram-se as conexodes de
spins na dimensdo temporal. Como foi visto alguns pardgrafos acima, spins com 0 mesmo
estado sdo adicionados ao cluster com probabilidade dada pela equacdo (3.24). Entdo ainda
sem tomar o limite 67 — 0, utilizando (3.21), tem-se para dois spins S;(7) e S;(T+ 1) na di-
mensao temporal

pi=1—exp(—2K]) = 1—8th;+ 0(87°). (3.25)

A probabilidade entdo de existir um segmento de comprimento ¢ de spins conectados é igual

a probabilidade de se ter ﬁ ligacoes, isto €,

(5% = (1 §thy) (3.26)
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Figura 3.4 Passos de uma atualizacdo do algoritmo de Swendsen-Wang na rede discreta de spins. (a)
Estado inicial de spins de Ising com estados +1 (+) e -1 (—). (b) As ligacdes entre spins do mesmo
estado sdo construidas segundo a probabilidade dada pela equagdo (3.24), dividindo a rede em clusters

ou aglomerados. (c) Cada um dos aglomerados € invertido com probabilidade %

Tomando-se o limite §7 — 0 obtém-se,

lim p}3% = exp(—h;1). (3.27)
6t—0

Isto significa que para cada sitio espacial, novos cortes sdo introduzidos nos segmentos de spins
via um processo de Poisson com taxa de decaimento igual a hfl.

As conexdes entre segmentos pertencentes a sitios vizinhos i e j sdo feitas considerando a
superposicdo de segmentos S;[t1,72] e S;[t3,14]. Agora, 1 é dado pela interse¢do destes segmentos
espacialmente vizinhos. A probabilidade de se conectar dois spins, S; € §;, nestes segmentos €
dada por

Pj=1—exp(—2K;;) = 281J;; + O(87%) (3.28)
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At

Figura 3.5 Representacdo de uma rede de spins em tempo continuo. As linhas mais espessas indicam
segmentos de spins na direcdo "+" e as outras linhas indicam segmentos de spins na dire¢do "—". O
ponto onde os segmentos na direcdo temporal mudam de estado sdo chamados de corte. Pelas pro-
priedades da fungdo de particao, note que estas linhas de spins exibem condi¢des de contorno periddicas

na direcdo temporal.

A probabilidade de ndo se conectar estes segmentos segue diretamente de (3.28), isto &,
(1—P;)3 = (1—287J;;)% — exp(—2Jijt) (3.29)

Com isto os aglomerados de segmentos podem ser construidos tanto temporalmente quanto
espacialmente, e a cada aglomerado € entdo atribuido aleatoriamente o valor +1 ou —1, num
processo andlogo ao algoritmo de Swendsen-Wang na rede discreta. Os passos de uma atualiza-
¢do Monte Carlo do algoritmo de Swenden-Wang em tempo continuo sdo mostrados na figura
3.6. Em (a) cortes sdo introduzidos segundo o processo de Poisson em cada segmento de spin
+1 e —1 segundo seu comprimento ¢, de acordo com a equagdo (3.27). No passo seguinte 0s

clusters sao construidos na dire¢do espacial segundo o tempo de superposi¢do destes segmentos
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Figura 3.6 Passos de uma atualizagio do algoritmo de Swendsen-Wang em tempo continuo introduzido
por Rieger e Kawashima [5]. (a) Configuraco inicial com os tragos horizontais indicando os pontos de
corte dos segmentos na dire¢do temporal e os novos cortes introduzidos segundo o processo de Poisson
com taxa de decaimento 4~!. (b) Formacio de aglomerados de segmentos segundo a intersecio de seg-
mentos vizinhos espacialmente, segundo a probabilidade de ndo se conectar segmentos dada por (3.29).
(c) Inversdo dos aglomerados com probabilidade % (d) Retirada dos cortes redundantes preparando a

configuragdo para os célculos das grandezas de interesse e/ou para um novo ciclo Monte Carlo.

vizinhos. Em (¢), os clusters de segmentos sdo invertidos individualmente com probabilidade %
e em (d) os cortes redundantes sdo removidos permitindo o cdlculo das grandezas de interesse
segundo esta configuracdo. Para a magnetizacdo em um sitio i , por exemplo, este célculo é

feito ao se considerar o saldo entre os segmentos de spins positivos e negativos,

m; = i/LT d7(Si(7)) (3.30)
0

T
Nas simula¢gdes computacionais deste tipo de rede, a memdria para cada configuragcao de
spins deve ser alocada dinamicamente onde a informacdo de cada seguimento (tempo ini-

cial, tempo final, valor de spin, etc) sdo armazenadas em estruturas que formam listas en-
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cadeadas [73]. O numero de segmentos em cada passo Monte Carlo € tipicamente da ordem

de O (L hL?).

3.3 Sistemas desordenados e o critério de Harris

Como foi visto nas se¢des anteriores, para sistemas puros o expoente dinamico € igual a um,
indicando a equivaléncia entre as dimensdes espaciais e a temporal e indicando também que a
classe de universalidade do sistema quantico d dimensional em 7= 0 € a mesma do sistema
classico térmico d + 1 dimensional. Com a introducdo de uma desordem temperada como, por
exemplo, uma desordem ou dilui¢do entre os acoplamentos, a criticalidade pode ser alterada
conduzindo o sistema a uma nova classe de universalidade. Um critério que procura identificar
para quais sistemas a desordem € relevante ou nio para a criticalidade € o critério de Harris [74]
que basicamente € o seguinte: Sendo vV o expoente do comprimento de correlacdo, se Vv < %
entdo o comportamento critico do sistema desordenado ¢é diferente daquele do sistema puro, e
diz-se que a desordem € relevante. Isto pode ser entendido com um argumento heuristico. Com
a presenga da desordem podem existir regides com diferentes acoplamentos criticos, A, ,, onde
x denota a posi¢do em uma regiao de comprimento L e a barra indica uma média nesta regido.
O valor Ac,x nao necessariamente ¢ o mesmo do valor global A.. O nimero de pontos em
cada regidio é proporcional ao volume, N ~ L%, e cada um destes pontos pode ser considerado
uma varidvel aleatéria independente. Entdo pelo teorema do limite central a variincia de A. x
¢ da ordem de L?. Este valor se torna significante quando esta varifincia é da ordem de |A —
A.|. Disto pode-se encontrar um comprimento caracteristico L' ~ |A — AC|_72 que deve ser

comparado com o comprimento de correlagdo & ~ |A—A.|~V. Se L' for menor que & entdo a

desordem € irrelevante e tem-se,

A=A T < [A—A™ (3.31)
que implica em
2
V> 7 (3.32)
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que € o critério de Harris colocado no inicio desta se¢do. Desta maneira, por exemplo, para
o modelo de Ising em campo transverso em d = 1 onde v = 1, a desordem € relevante ao se
introduzir uma desordem perturbativa e este sistema deve mudar sua classe de universalidade.
O mesmo ocorre com o modelo ANNNI (do inglés: Axial Next-Nearest Neighbour Ising Model)
em campo transverso 1d, que serd discutido na sec@o seguinte, pois este possui a mesma classe
de universalidade do modelo de Ising em campo transverso. Nesta tese foi estudado um modelo
que faz uma interpolacdo entre estes dois modelos através da diluicdo entre os acoplamentos
entre segundo vizinhos. Pelo critério de Harris, este modelo deve ter o comportamento de sua
criticalidade alterada com a introdu¢do desta diluicdo sendo que nos casos limites Ising em
campo transverso ¢ ANNNI em campo transverso o comportamento critico deve ser aquele do

modelo de Ising puro bidimensional.

3.4 Modelos ANNNI classico e quantico

Dos efeitos da competicao entre acoplamentos tipo Ising ferro e antiferromagnéticos entre pares
de primeiros e segundos vizinhos, surgem efeitos de modulagdo espacial na configuracao de
spins para algum intervalo do valor do parametro de competicdo k, que mede a competicao
entre os acoplamentos. Este tipo de modelo foi introduzido nas décadas de 50 e 60 para ten-
tar entender as estruturas moduladas que apareciam em materiais magnéticos e ferroelétricos.
O modelo tridimensional foi introduzido por Elliot [75] e consiste em camadas de spins de
Ising com acoplamentos ferromagnéticos J intracamadas e acoplamentos ferromagnéticos en-
tre spins vizinhos e acoplamentos antiferromagnéticos entre segundos vizinhos de camadas
diferentes. Devido a importancia que este modelo ganhou ao longo daqueles anos e dos anos
seguintes, Fisher e Selke [76] propuseram uma sigla para este modelo, ANNNI (do inglés: Ax-
ial Next-Nearest Neighbour Ising Model) pelo qual é atualmente conhecido e serd doravante
referido nesta Tese. O hamiltoniano € dado por,

ZZJO ss,+a+211 )SiSivor + Y J2(0")SiS 1 o] (3.33)

a//

Uma representacdo esquematica do sistema para os casos /d e 2d € mostrado na figura 3.7.
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Este sistema ndo se restringe somente ao estudo das estruturas moduladas, sendo seu diagrama
de fases bastante rico se comparado com a simplicidade do modelo. O caso unidimensional é
exatamente soltvel através da transformagdo S;S;, | — 7/, que transforma o hamiltoniano do
modelo ANNNI em um hamiltoniano de Ising com campo longitudinal. O estado fundamental
do modelo ANNNI unidimensional consiste de uma fase ferromagnética, ... ++ + +..., para
Kk < 0,5 e das ja mencionadas fases moduladas,... ++ — —++ — —..., com periodicidade 4 para
K > 0,5, onde x = —J,/J; é o parAmetro de competi¢do. Para a temperatura T # 0 ndo existe
ordem de longo alcance e as correlacdes decaem exponencialmente em dois regimes separados
por uma linha de desordem. Um regime € essencialmente exponencial e o outro € um regime
oscilatério que decai exponencialmente.

O modelo ANNNI bidimensional e em dimensdes superiores ndo possui solu¢io exata. As
informacdes sobre o diagramas de fases foram obtidas de vérias técnicas analiticas e numéri-
cas. Analogamente ao caso unidimensional,em 7 =0 e k < 0,5, o sistema se encontra na fase
ferromagnética, sendo que em 7" # 0 o sistema evolui da fase ordenada para a fase desorde-
nada, ocorrendo a transi¢do em uma linha critica T.(k). Para k¥ > 0,5 ocorrem fases modu-
ladas em 7' = 0, mas com o aumento da temperatura ocorre a desestabiliza¢do das paredes de
dominio, dando origem a defeitos nessas paredes que se propagam pela rede de spins. Essa
fase ¢ chamada de incomensurével flutuante (floating incommensurate) e para temperaturas
mais elevadas da lugar a fase desordenada.

Um limite do modelo ANNNI bidimensional bastante estudado, é o limite hamiltoniano
[77] [78] (Jy — oo, Ji,J» — 0, K constante). Neste limite o hamiltoniano bidimensional

referente a (3.33) pode ser escrito como um hamiltoniano de um sistema unidimensional,

H=-) (0, +Ac}0.,+1'0,0},,), (3.34)

m

onde o' se refere s matrizes de Pauli. Este limite estd relacionado com o hamiltoniano quantico
de Ising em campo transverso visto na secdo 3.2. Na verdade, o modelo descrito pela equagdo
(3.34) é o0 modelo ANNNI em campo tranverso [43], ou seja, um modelo de Ising quantico
unidimensional com interacdes competitivas entre segundos vizinhos sob acdo de um campo

transverso,
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(a) (b)

Figura 3.7 Representagdes esquemadticas do modelo ANNNI. (a) Sistema unidimensional com os
acoplamentos ferromagnéticos entre primeiros vizinhos J; e acoplamentos antiferromagnéticos entre
segundos vizinhos J;. (b) Representac¢do do sistema bidimensional com as interacdes competitivas entre

camadas e interagdes ferromagnéticas Jy dentro das camadas.

H ==Y (J1070},, +20{07,,+hoy,) (3.35)

1

Esta relacdo estd intimamente ligada ao mapeamento quintico-classico discutido na se¢do
3.2.1. Utilizando os mesmos procedimentos daquela secdo pode-se fazer o caminho inverso e

obter o sistema bidimensional correspondente a (3.35),

H.r = _ZKi,i+1Si(T)Si+1(T) — ZKi7i+ZSi(T)Si+2(T) — ZK;S,'(‘L')SZ'(T—{- oT) (3.36)

T T
sendo,
Kij.1 = otJp, (3.37)
Kiivo = 61, (3.38)
1
K{ = Elncoth&chi7 (3.39)

Como para o caso Ising puro, o expoente dindmico € igual a um. O modelo ANNNI quan-
tico 1d possui a mesma classe de universalidade do caso ANNNI cléssico 2d, que por sua vez,

possui a mesma classe de universalidade do modelo de Ising nesta dimensao. Esta relacdo entre
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o modelo quantico na dimensdo d e o correspondente cldssico na dimensdo d + 1 possibilita
que o hamiltoniano cldssico possa ser o ponto de partida para simulagdes, por exemplo, do
tipo Monte Carlo. Um estudo utilizando o algoritmo Monte Carlo em tempo discreto, discu-
tido na secdo 3.2.1, e o algoritmo Metropolis, foi feito por Arizmendi et al [78] tendo como
base o hamiltoniano (3.36). Neste estudo o diagrama de fases foi investigado ao se analisar o
comportamento do comprimento de correlagdo neste sistema. Foram obtidas a linha da tran-
sicdo ferro-paramagnética, a linha de desordem que € imersa na fase paramagnética, a linha de
transicao entre as fases de desordem e incomensurdvel flutuante e a linha de transi¢do entre as
fases incomensurdvel flutuante e modulada. Um estudo utilizando utilizando diagonalizagao
exata de sistemas finitos (N < 10) e relagdo de escala de tamanho finito para a diferenca de
energia (gap, no inglés) entre o estado fundamental e o primeiro estado excitado foi feito por
Guimaraes, Plascak, Barreto e Floréncio [79] obtendo resultados precisos para a regido onde
Kk < 0,5. A linha de transi¢do ferro-paramagnética foi obtida com precisdo e o cdlculo do ex-
poente Vv nesta linha indicou a sua classe de universalidade. Nesse trabalho, foi feita também
uma estimativa menos precisa da linha de transi¢do entre as fases incomensuravel flutuante e
desordenada. A técnica de grupo de renormalizacdo da matriz densidade foi empregada ao
modelo ANNNI quantico em campo tranverso 1d por Beccaria, Campostrini e Feo [80] para
a regido kK < 0,5 do diagrama de fases onde foi obtida, com precis@o, a linha de transi¢dao
ferro-paramagnética. Ainda, nesse trabalho, foi sugerido por resultados numéricos que a linha
de Peschel-Emery, um resultado exato na fase paramagnética para o Modelo ANNNI quéantico
unidimensional, coincide com a linha de desordem. Outro trabalho digno de nota é o estudo
para investigar a estabilidade da criticalidade do modelo vidro de spins de Ising 1d, em campo
transverso, com relacao as interacdes perturbativas de ambos os sinais entre segundos vizinhos
e com relacdo as interagdes de longo alcance do tipo mundo pequeno (small world), utilizando a
técnica de dizimagao de Dasgupta-Ma feita por Carpentier, Pujol e Giering [81]. Neste estudo a
interacao entre segundos vizinhos mostrou-se irrelevante, porém, ao se introduzir as interagdes
de longo alcance a criticalidade do sistema original foi alterada.

Nesta tese foi estudado o modelo ANNNI unidimensional em campo transverso utilizando

a técnica Monte Carlo em tempo continuo exibida na secao 3.2.2.1. Naquela secdo, o algoritmo
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de Swendsen-Wang foi adaptado para o tempo continuo mas os acoplamentos permitidos para
0s spins eram apenas os acoplamentos entre primeiros vizinhos. Estendemos esta técnica para
poder incluir os acoplamentos entre segundos vizinhos, sendo estes de mesmo sinal ou nao,
0 que nos permite estudar os efeitos de competi¢do entre os acoplamentos. Esta técnica é
entdo bastante apropriada para estudarmos com precisdo o modelo ANNNI quantico tendo
como beneficios todas as vantagens de um algoritmo de cluster em tempo continuo como ja foi
discutido no capitulo anterior. Um trabalho que serviu como base para a adaptagdo que fizemos
foi o trabalho de Henkel e Pleimling [6] que estendeu as idéias do algoritmo de Wolff [72] para

sistemas com interacdes competitivas, como serd discutido na préxima se¢ao.

3.5 Algoritmo de Wolff aplicado ao modelo ANNNI

O algoritmo de Wolff [72] foi introduzido em 1989 baseado no algoritmo de Swendsen-Wang
sendo portanto um algoritmo de cluster apropriado para regides criticas diminuindo sensivel-
mente o alentecimento critico. A diferenca com relagao ao algoritmo de Swendsen-Wang € que
no algoritmo de Wolff um tnico aglomerado de spins é formado e invertido com probabilidade
(razdo de aceite) um. Isto € feito escolhendo-se aleatoriamente um spin na rede e verificando
seus vizinhos segundo uma probabilidade que depende da temperatura. Esta probabilidade € a
mesma daquela para o algoritmo Swendsen-Wang dada por (3.24). Como naquele algoritmo,
essa probabilidade garante o balanceamento detalhado e que as configuragdes de equilibrio
obedecam a distribui¢ao de Boltzmann, bem como garante que a razao de aceite seja escolhida
para tornar o algoritmo o mais eficiente possivel. No caso do algoritmo de Wollff esta razao de
aceite € igual a um.

A figura 3.8 mostra a evolucdo de um passo Monte Carlo segundo o algoritmo de Wolff.
Em (a) tem-se uma rede discreta de spins onde um spin é escolhido aleatoriamente na rede
tendo cada spin o mesmo peso na escolha. Em (b) os spins vizinhos foram verificados e adi-
cionados ao agrupamento segundo a probabilidade (3.24). Esta probabilidade tende a zero para

T — oo e neste regime cada spin € invertido individualmente, sendo entdo equivalente ao algo-
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Figura 3.8 Passos para uma atualizacdo segundo a algoritmo de Wolff em uma rede discreta. (a) Um
sitio semente é escolhido aleatoriamente na rede de spins. (b) Um aglomerado de spins de mesmo
sinal € construido segundo a probabilidade de se adicionar spins vizinhos de mesmo sinal (3.24). (c) O

aglomerado resultante € invertido.

ritmo Metropolis, neste regime. Para T préximo a zero a probabilidade (3.24) é préxima de
um, e quase todos os spin sdo invertidos em bloco sendo poucos aqueles devido as excitagdes
térmicas, tendo seus spins diferentes daqueles do bloco. Neste regime o algoritmo de Wolff é
semelhante ao algoritmo de Swendsen-Wang. Em (¢) Os spins identificados como pertencentes
ao agrupamento construido em (b) sdo invertidos com razao de aceite igual a um.

O diferencial do algoritmo de Wolff com relacdo aos algoritmos de Metropolis e Swendsen-
Wang € sua performance na regido critica [73] que € ligeiramente mais eficiente que aquela
do algoritmo de Swendsen-Wang, além da sua maior simplicidade de programacgdo. Na regido
critica ocorrem flutuacdes de aglomerados de todas as ordens, sendo que o algoritmo de Swendsen-

Wang os trata da mesma forma invertendo-os com probabilidade % Isto faz com que o algo-
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ritmo de Swendsen-Wang gaste consideravel tempo computacional com pequenos aglomera-
dos. O algoritmo de Wolff por sua vez escolhe um spin aleatoriamente e a chance deste spin
pertencer ao aglomerado de percolagdo € bastante grande. Sendo entdo este escolhido o aglom-
erado resultante € invertido com razdo de aceite igual a um.

Para o caso de interagdes competitivas, uma variante do algoritmo de Wolft foi introduzida
por Henkel e Pleimling [6] para estudar o modelo ANNNI cldssico em trés dimensdes. O inter-
esse foi o estudo do ponto de Lifshitz que € um ponto onde a fase ordenada, a fase desordenada
e a fase de estruturas moduladas se tornam indistinguiveis. Eles estudaram as propriedades
do comportamento por escala da fun¢do de correlagcdo entre dois pontos, comparando-a com
valores obtidos analiticamente por outros métodos. Uma das motivacdes desses autores foi a
de tentar substituir os algoritmos de inversao de spins simples por algoritmos de aglomerados,
pois os algoritmos do tipo Metropolis limitam o tamanho dos sistemas a serem considerado em
decorréncia do alentecimento critico.

Nesta variante, os aglomerados de spins podem ser formados por spins de valores distintos,
ao contrério do algoritmo de Wolff original onde os spins do aglomerado possuem o mesmo
valor. De inicio um spin semente € sorteado aleatoriamente na rede. Entdo sdo adicionados
os outros spins. Considerando um spin adicionado s;, outro spin s; vizinho € incluido no
agrupamento se este tiver o mesmo valor de spin de s; segundo a mesma probabilidade (3.24)
utilizada no algoritmo de Wolff ou Swendsen-Wang. A modificacdo introduzida nesta variante

¢ a adicdo de spins segundo vizinhos de sinais diferentes de s; com a probabilidade,
P=1 —exp(—ZBJI K'). (340)

Identificado o agrupamento este € invertido. Na figura 3.9 € feita uma comparagdo entre
um agrupamento de Wolff usual com uma agrupamento com spins de ambos os sinais. Este
algoritmo em rede discreta combinado com o algoritmo em tempo continuo introduzido por
Rieger e Kawashima, mostrado na secdo 3.2.2.2, foi o ponto de partida para o algoritmo que

desenvolvemos, a seguir, para estudar o modelo ANNNI quantico em uma dimensao.
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Figura 3.9 Comparacio entre os aglomerados formados segundo o algoritmo de Wolff e o algoritmo
proposto por Henkel e Pleimling [6] para sistemas com interagdes competitivas. (a) Aglomerado se-
gundo o algoritmo de Wolff com elementos de spins de mesmo sinal. (b) Aglomerado segundo o algo-
ritmo adaptado a interagdes competitivas onde agora foi levado em conta a probabilidade (3.40) de se

adicionar ao aglomerado spins segundos vizinhos de sinais opostos.

3.6 Algoritmo em tempo continuo aplicado ao modelo ANNNI quéntico

A extensao da variante do algoritmo de Wolff para aplicacdes em sistemas com interagdes
competitivas para o caso de tempo continuo € direta. No limite 67 — 0, os spins consecutivos
de mesmo sinal formam segmentos de spins na dimensdo temporal. Comeca-se entdo com
o agrupamento destes spins nesta dimensdo e o procedimento é o mesmo daquele visto na
secdo 3.2.2.2, pois a expressdo do acoplamento (3.39) do sistema ANNNI classico mapeado é
a mesma daquela do modelo de Ising d + 1 dimensional mapeado, descrito pelo hamiltoniano
da equacdo (3.21). A dinamica do algoritmo nesta dimensdo temporal é dada pela introdugdo
de cortes, segundo o processo de Poisson, com taxa de decaimento igual a h;” I

Para a construcdo do aglomerado na dimensao espacial levam-se em conta, agora, os acopla-
mentos entre primeiros e segundos vizinhos. Primeiro é escolhido um ponto na rede de forma
aleatoria. Em seguida, a partir do segmento ao qual pertence este ponto serd construido o agru-
pamento de segmentos de spins. Para esta construcao leva-se em conta a superposicao ou inter-

segdo dos segmentos de spins entre primeiros vizinhos com interagio ferromagnética, S;[t1,1] e
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Si[t3,14], e a superposicdo entre segmentos segundo vizinhos com interagio antiferromagnética,
Si[t1,12] e S[ts,t6]. A probabilidade de se conectar dois spins, S; € S;, nestes segmentos com
interacdes ferromagnéticas € a mesma daquela dada na sec@o 3.2.2.2, pois a probabilidade de
adi¢do de elementos ao agrupamento do algoritmo de Wolff discreto é a mesma daquela do

algoritmo de Swendsen-Wang dada por (3.24),
P;=1—exp(—2K;;) = 28tJ;; + O(57%). (3.41)
Entio, a probabilidade de ndo se conectar os segmentos S; e S j resulta
(1—P)"/%7" = (1-281J;;)"/%" — exp(—2J;jt). (3.42)

O caso das ligagdes entre segmentos segundo vizinhos é semelhante mas, agora, leva-se em
conta a probabilidade definida pela equacdo (3.40). Entdo, a probabilidade entdo de ndo se

conectar tais segmentos com interacdes antiferromagnéticas, S; e Sy, €,
(1—Pp)"%7 = (1 —281J;K)"/°7 — exp(—2J;;k1). (3.43)

Com isto, pode-se identificar um agrupamento de segmentos de spins de ambos os sinais e
inverter o sinal de seus elementos no passo seguinte. Os passos de um ciclo Monte Carlo para

este algoritmo € mostrado esquematicamente na figura 3.10.

3.7 Escala de tamanho finito para sistemas anisotropicos

Como ferramenta para andlise dos dados foi utilizado o comportamento de escala de tamanho
finito (finite size scaling) que no caso de sistemas quanticos exige um tratamento um tanto
diferenciado por conta da anisotropia introduzida no mapeamento quantico-classico. Isto leva
a uma funcao de escala a duas varidveis sendo, entdo, a andlise dos dados feita em duas etapas.

Uma abordagem para a obten¢do dos expoentes criticos seria o cdlculo direto dos expoentes
a partir das formas assintéticas dadas na equacgao (3.2). Como, por exemplo, para a suscetibili-
dade magnética,

x~16]77, (3.44)

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.7 Escala de tamanho finito para sistemas anisotrépicos 64

|

I

|

|
ol
T

@ T (b) ¥

© T T @ - 1

Figura 3.10 Passos de uma atualizacdo do algoritmo adaptado a interagcdes competitivas em tempo
continuo. (a) Configuragao inicial onde os tragos horizontais indicam os pontos de corte dos segmentos
de spins ou novos cortes introduzidos segundo o processo de Poisson com taxa de decaimento igual a
h='. (b) Escolha aleatéria de um ponto da rede de spins. (c) A partir do seguimento que engloba este
ponto € construido um aglomerado de segmentos de ambos os sinais segundo as probabilidades de ndo se
conectar segmentos dadas pelas equacdes (3.42) e (3.43). (d) Inversdo deste aglomerado de segmentos.

O préximo passo, ndo mostrado na figura, seria a remocao dos cortes redundantes.

poderia-se obter os valores de ¥ em fungido de & para um valor fixo de L e o expoente seria
entdo obtido a partir do ajuste de curvas a estes pontos. O inconveniente € que nem sempre se
conhece o valor do acoplamento critico, para se obter o valor da distancia d a este ponto. Outro
inconveniente € que nem sempre se tem uma estimativa da prépria regido critica onde vale o
comportamento assintético (3.44).

Na anélise de escala de tamanho finito usual pode-se obter os valores do acoplamento critico
e dos expoentes criticos, contornando as dificuldades acima expostas. Esta ferramenta se baseia
na observacdo da maneira como as grandezas variam com o tamanho L do sistema. No ponto

L. . ~ . -V .
critico o comprimento de correlagdo diverge como & ~ |8~ ". Tomando como exemplo ainda
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a suscetibilidade magnética, ao se utilizar esta expresséo para &, obtém-se

<=

x~E (3.45)

Como o sistema € finito, na regido critica, a suscetibilidade magnética € limitada pelo tamanho
L do sistema e ndo diverge como indicado na relagéo (3.44). Para valores de £ menores que L
0 sistema se comporta como o sistema de tamanho infinito. Tudo isto pode ser reunido numa

Unica expressdo matematica,

x=53%ﬂ§) (3.46)

onde xo(x) = constante, parax > 1 e yo(x) ~ x?/¥ parax — 0. Esta forma para a suscetibilidade
magnética ja embute toda a informacdo sobre o tamanho finito do sistema. Com algumas
manipulagdes algébricas a expressdo acima pode ser posta em uma forma mais tratdvel, uma
forma que depende da distancia J,

Y
v

x=LV7(Lv8) (3.47)

onde ¥(x) = x"xo(x") é uma fungdo de escala adimensional. Esta forma da suscetibilidade
mostra como esta varia com o acoplamento critico, levando-se em conta o tamanho finito do
sistema. E interessante notar que ¥ = constante para 8 — 0 . Outra propriedade importante é
que a forma funcional de ¥ (x) é supostamente a mesma independente do valor de L. Isolando

% (x) em (3.47) e identificando a dependéncia de } com L por um subscrito tem-se,
- Y
X(x)=L"vyr(d) (3.48)

comx=Lv§. % (x) deve coincidir para qualquer valor de L, tendo os expoentes Vv, ¥ e 0 acopla-
mento critico o valor correto. E desta forma, através do ajuste destas curvas, que se obtém os
valores dos expoentes criticos € dos acoplamentos criticos. Através de uma simulagdo Monte
Carlo, por exemplo, pode-se obter a curva yz(J) e a partir desta, utilizando os procedimentos
acima descritos, se obter o valor das grandezas acima mencionadas.

Este método pode ser estendido para outras grandezas de interesse como, por exemplo, a
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magnetizacdo por spin e o calor especifico,
v im(Lvo), (3.49)
&LV §) (3.50)

Outra grandeza que foi utilizada nesta Tese para o cdlculo de expoentes bem como dos

acoplamentos criticos foi o cumulante de Binder, definido por [82]:

1 (m*)
8= 5 (3 — <m2>2> (3.51)

que é uma grandeza adimensional, onde (x") é o momento de ordem n da varidvel aleatdria x.

Sua forma em escala de tamanho finito €,
1
g=g(Lv9). (3.52)

Vé-se que g possui 0 mesmo valor finito independente de L em 6 = 0. Explorando esta pro-
priedade podemos encontrar com precisdo o acoplamento critico, pois este € identificado como
a intersec¢ao das curvas para varios valores de L. O expoente Vv por sua vez pode ser obtido do
colapso destas curvas, pois a funcdo de escala deve ser a mesma para qualquer valor de L.
Para o caso investigado nesta Tese a forma de escala de tamanho finito deve ser generalizada
para ser utilizada em sistemas anisotropicos, pois foi visto que o mapeamento quantico-cldssico
introduz uma anisotropia entre as dimensdes espaciais e a dimensao temporal. O comprimento

de correlacao pode divergir com expoentes diferentes com relagdo a essas dimensoes,

& ~ 18] (3.53)
& ~ |87 (3.54)
Podemos identificar z como sendo v;/v. Com isso podemos escrever a forma de escala de

tamanho finito para uma grandeza geral O como

- L L
0:L_x°0(g,§—f
T

onde xg € a dimensdo de escala da grandeza O. Considerando que os comprimentos de corre-

) (3.55)

lacdo se comportam sob escala como a equacao (3.5), a relagdo (3.55) pode ser escrita como,

o X 1 LT
0 =L70(5L", 7). (3.56)
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Para o cumulante de Binder esta forma torna-se,

1 L
g =g(5Lv7L—§)- (3.57)

Esta foi a grandeza investigada nesta Tese para o modelo ANNNI quéantico unidimensional.
A férmula acima introduz uma func¢do de escala de duas varidveis, sendo entdo a andlise dos
dados feita em duas etapas para se encontrar o campo critico A, € os expoentes z € V. Nesta
Tese foi utilizada uma abordagem que leva em conta as propriedades dos momentos de m que
aparecem na definicdo do cumulante definido em (3.51) [83] [84].

No limite N — oo, g tende a zero na fase desordenada porque a distribuicdo da magnetiza¢ao
€ gaussiana com média zero. Na fase ordenada, em T=0, a magnetizacdo tem como distribui¢ao
dois picos tipo delta em +1 e —1 sendo, portanto, o cumulante g igual a 1. Para sistemas
finitos, ao se fixar L e h, o cumulante possui um valor méximo entre L; — 0 e L; — oco. Isso
segue do fato de que para L; — 0 o sistema ndo possui mais caracteristicas de um sistema
d + 1 dimensional por conta do valor reduzido da dimensdo L;, comportando-se como um
sistema d dimensional na fase desordenada, portanto g — 0. Para L; — oo, a dimensdo temporal
se sobrepde as outras dimensdes tornando o sistema essencialmente unidimensional. Como
sistemas unidimensionais ndao possuem ordem de longo alcance para temperatura finita, g — 0.
Portanto, podemos concluir que o maximo de g aumenta com o aumento de L na fase ordenada
e diminui com o aumento de L na fase desordenada. Esse € o critério que utilizamos para
encontrar o campo critico: na transicao de fases o maximo de g € invariante com relagdo a
L. Estima-se, entdo, o valor de z a partir dessa invariancia fixando-se o0 mesmo valor da razao
L;/L* para valores de L distintos. Fixada esta razdo, a func¢do de escala é reduzida a uma
funcdo de uma s6 varidvel e completa-se o procedimento via a andlise do comportamento de
escala para tamanhos finitos usual. Pode-se confirmar o valor de /. e se obter ainda o valor do

expoente v.
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3.8 Expoentes e diagrama de fases no regime de competicoes fracas

3.8.1 Calculo do expoente dinimico e do campo critico

Como primeiro teste, o algoritmo discutido na secao 3.6 foi aplicado ao modelo de Ising em
campo transverso (kK = 0) e a0 Modelo ANNNI em campo transverso com kK = 0, 1 unidimen-
sionais. Estes sistemas possuem a mesma classe de universalidade do modelo de Ising cldssico
em duas dimensoes. Foi utilizada a andlise do comportamento por escala de tamanho finito ex-
posta na sec¢do anterior para calcular o expoente z, 0 expoente V € o campo critico. O primeiro
passo foi o cdlculo do cumulante g em funcdo do comprimento do sistema na dimensdo L
para alguns valores de L e alguns valores de campos magnéticos 4. A figura 3.11 (a) mostra
o comportamento de g em fun¢do de L; para & = 1,05 no caso do modelo de Ising em campo
transverso. Todas as curvas possuem um maximo para g que depende do tamanho L. Neste caso
quanto maior o valor de L, menor é o valor do maximo de g, e como foi exposto na secao ante-
rior isto corresponde a fase paramagnética. Na figura 3.11 (b), para 2 = 0,95, o valor maximo
de g também depende de L, mas o valor do mdximo de g cresce com a aumento de L, indicando
que o sistema estd na fase ferromagnética. Finalmente para a figura 3.11(c), para h = 1,0, o
valor maximo de g € independente do valor de L e, pelo critério que foi adotado, corresponde
ao campo critico que neste caso € h, = 1. Este é o resultado exato para o modelo de Ising em
campo transverso [43].

Identificado A, pode-se calcular o expoente z fixando-se uma das varidveis de scaling,
L:/L*, levando em conta que na transi¢do L; ~ L, onde utilizamos para L; o valor do mdximo
de g na transi¢do. Com um ajuste linear do logaritmo dos valores destes maximos em fungdo
do logaritmo do valor de L podemos encontrar z. Isto estd mostrado para o caso Ising na figura
3.12 (b). Na figura 3.12 (a) é mostrado o bom colapso das curvas g(L;) ao se escolher estes
valores de méximos e z para cada valor de L.

Como ultimo passo da abordagem de escala de tamanho finito anisotrépica, sendo entdao

Ly

. . Y
75» conclui-se com uma escala de tamanho finito usual para g = g(Lvé). O

fixada a razao

ponto critico € identificado como o ponto de intersec¢do das curvas de g em fungdo & para
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alguns valores de L. Para o caso Ising isto € mostrado na figura 3.13 (a). O ponto de intersec¢ao
confirma o resultado anterior de . = 1. O colapso destas curvas € apresentado na figura 3.13
(b) e fornece o valor do expoente v que neste caso é v = 1,0.

Todos estes célculos foram repetidos para o caso ANNNI com k¥ = 0,1. Na figura 3.14
sdo identificadas as fases paramagnética, ferromagnética e o ponto critico que neste caso é
he ~0,825. Um bom colapso € obtido para z = 1 como € mostrado na figura 3.15 (a). Na figura
3.16 sao obtidos h. = 0,8240,015 como o ponto de intersecdo e v = 1 pelo melhor colapso das
curvas. Destes resultados é confirmado que os sistemas ANNNI e Ising 1d possuem a mesma

classe de universalidade e esta € a mesma classe do modelo de Ising bidimensional.
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Figura 3.11 Comportamento do cumulante de Binder g em fun¢do do comprimento do sistema finito
na direcdo temporal L; para campos magnéticos fixos e valores de L iguais a 10, 15, 20 e 25, para o caso
Ising em campo transverso unidimensional. (a) Para # = 1,05 o valor do mdximo de g diminui com o
valor de L indicando a fase paramagnética. (b) Para 4 = 0,95 o valor do méximo de g aumenta com o
valor de L indicando a fase ferromagnética. (c) O valor do mdximo de g independe de L indicando o

valor de 4 = 1 como o ponto critico.

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.8 Expoentes e diagrama de fases no regime de competi¢des fracas 71

1.00 : —
o I h=1.0
§o) A S
c
= 8
M0 o090 L 4
() * (a)
'o L 4

o L=10 ®

Q  os5} i
e ' o L=15 al
© A L=20 Gl
2 oso| * L=25 -
S
&)

0.75 s oy

T T T T T T T T T T
1.0 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Log(L)

Figura 3.12 (a) Colapso das curvas mostradas na figura 3.11 (c) onde € fixada a razdo % , onde sdo
utilizados os valores L; onde ocorrem os maximos de g. (b) Ajuste linear dos logaritmos de L. referentes

aos méaximos de g em funcdo dos logaritmos dos comprimentos L, que fornece o valor de z =1
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Figura 3.13 Comportamento de g em fung¢do do campo magnético apds ser fixada a razdo % para os

valores de L = 10,15,20 e 25. (a) O ponto de interse¢do das curvas h = 1,040,015 indica o valor do

ponto critico para o caso Ising em campo transverso unidimensional. (b) Colapso das curvas mostradas

em (a) resultando em um valor de v = 1.
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Figura 3.14 Comportamento do cumulante de Binder g em func¢io do comprimento do sistema finito
na direcdo temporal L; para campos magnéticos fixos e valores de L iguais a 10, 15, 20 e 25, para o caso
ANNNI em campo transverso unidimensional com k¥ = 0, 1. (a) Para 2 = 0,84 o valor do mdximo de g
diminui com o valor de L indicando a fase paramagnética. (b) Para &7 = 0,81 o valor do maximo de g
aumenta com o valor de L indicando a fase ferromagnética. (c) O valor do méximo de g independe de L

indicando o valor de & = 0,825 como o ponto critico.
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Figura 3.15 (a) Colapso das curvas mostradas na figura 3.14 (c) onde é fixada a razio
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utilizados os valores L; onde ocorrem os maximos de g. (b) Ajuste linear dos logaritmos de L; referentes

aos maximos de g em funcdo dos logaritmos dos comprimentos L, que como no caso Ising em campo

transverso fornece o valor de z = 1
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Figura 3.16 Comportamento de g em fung¢do do campo magnético apds ser fixada a razdo % para os
valores de L = 10,15,20 e 25 para o caso ANNNI em campo tranverso com kK = 0,1. (a) O ponto de
intersecao das curvas 7 = 0,82 0,015 indica o valor do ponto critico para este caso. (b) Colapso das

curvas mostradas em (a) resultando em um valor de v = 1.
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Figura 3.17 Diagrama de fases do modelo ANNNI em campo transverso para k < 0,5, obtido através

do algoritmo em tempo continuo aplicado a este modelo.

3.8.2 Diagrama de fases para competicoes fracas

Outro teste para o algoritmo utilizado foi realizado para determinar com certa precisdo a linha
de transicdo ferro-paramagnética do modelo ANNNI quantico unidimensional e compara-la
com resultados obtidos recentemente por outras técnicas. Nesta secdo, serdo apresentados re-
sultados obtidos através da escala de tamanho finito, mas levando em conta que no caso de
sistemas puros se conhece a priori o valor do expoente dindmico (z = 1). Isto simplifica con-
sideravelmente o tratamento dos dados que passam a ser analisados pela andlise do compor-
tamento de escala em tamanhos finitos usual ao se fixar a razdo L;/L. Neste caso, apds uma
inspeg¢do esta razao foi fixada entre 0,5 e 5 para valores de x entre 0,05 e 0,4. O valor de L; cor-
respondente ao mdximo de g cresce consideravelmente ao se aumentar K, € isto causa também
um aumento considerdvel do tempo computacional para as simulagdes. Os resultados obtidos

mostram certa robustez quanto a desvios na escolha de L;/L quando os resultados obtidos sdo
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comparados aos de outras técnicas. Na tabela abaixo, os resultados obtidos neste trabalho sdo
comparados com os resultados das referéncias [79] [80] obtidos por outros métodos, e a figura

3.17 mostra os pontos da linha ferro-paramagnética obtidos neste trabalho.

K MC Ref. [80] | Ref. [79]

0,05 | 0,915(5) - .

0,1 | 0,825(5) - 0,8246(3)

0,15 ] 0,730(5) | 0,73405(4) -
0,2 | 0,635(5) | 0,6393(1) |0,6407(4)
0,25 | 0,540(5) | 0,5403(3) -

0,3 | 0,430(5) | 0,43669(4) | 0,4368(2)

0,35 0,317(5) | 0,32821(2) -

04 | 0,21 (1) | 0,216090(3) | 0,2068(3)

Tabela 3.1 Tabela que compara os valores do campo critico do modelo ANNNI obtidos pelo método

Monte Carlo para ¥ < 0,5 com resultados recentes reportados na literatura. Os resultados MC foram

L

obtidos assumindo a priori z = 1 e fixando-se a razao 7

ndo tdo rigorosamente como na sec¢ao 3.8.1.

3.9 Modelo ANNNI quantico 1d com interacoes entre segundos vizinhos

diluidas

Nesta sec¢do, serdo apresentados os resultados para o modelo ANNNI diluido que faz uma in-
terpolacdo entre os modelos ANNNI o modelo Ising puro, ambos, em campo transverso. O
objetivo € estudar o papel da desordem em relac@o a criticalidade quantica de tais modelos
puros. Os modelos ANNNI e Ising em campo transverso em uma cadeia, possuem a mesma
classe de universalidade do modelo Ising cldssico bidimensional. A introdu¢do da desordem

portanto, segundo o critério de Harris, deve ser relevante modificando a criticalidade quantica
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Figura 3.18 Representacido esquematica do modelo de Ising em campo transverso com interagoes fer-
romagnéticas entre primeiros vizinhos J; (linha cheia preta) e interacdes diluidas antiferromagnéticas

entre segundos vizinhos J, (linha cheia cinza).

do modelo ANNNI diluido. Esta desordem entre acoplamentos foi introduzida por meio da
diluicao dos acoplamentos entre segundos vizinhos, permitindo uma mudanca gradual entre os
modelos puros acima citados. Desta forma, espera-se que o sistema deixe a classe de univer-
salidade do tipo Ising 2d e retorne para esta mesma classe de universalidade nos extremos do
intervalo de variag¢do do parAmetro de diluicdo, € € [0, 1].

O hamiltoniano do modelo pode ser escrito como,
I = —J Zcfciil — K‘Z Ni,i+20; 0%, | — hZ lop (3.58)
l 1 1

Como anteriormente K estd relacionado com a competi¢do entre os acoplamentos. O pardmetro
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N pode assumir os valores 0 ou 1 segundo a distribui¢do de probabilidades,

P(mi) = (1-¢€)6(mi) +ed(mi—1) (3.59)

O modelo Ising em campo transverso corresponde ao caso € = 0, enquanto para € = 1
tem-se 0 modelo ANNNI em campo transverso. Uma representacdo esquemética do modelo é
mostrada na figura 3.18. As interacdes entre primeiros vizinhos J; sdo representadas por linhas
pretas em zigue-zague e as interacOes entre segundos vizinhos diluidas J, sdo representadas por
linhas cinzas.

Para realizar a simulacdo computacional deste modelo, foi utilizada a expansao de Suzuki-
Trotter que mapeia o modelo quantico 1d em um sistema cldssico bidimensional com spins do
tipo Ising. A introdu¢do da desordem (diluicdo) nos acoplamentos do sistema quantico implica
numa desordem perfeitamente correlacionada na dire¢do temporal. Utilizamos o algoritmo
Monte Carlo de tempo imagindrio continuo introduzido neste capitulo, e testado para os casos
puros na secao anterior, para cada realizacdo ou amostra do sistema desordenado. Foram usadas
condig¢des de contorno periddicas na dire¢do espacial e temporal. Ao todo foram utilizadas 100
amostras para o cdlculo das médias e a investigacdo da criticalidade quantica foi limitada ao
caso Kk =0, 1, onde o pardmetro € assumiu os valores 0, 1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9. Para o célculo
das médias numa amostra, foi utilizado da ordem de 10* passos Monte Carlo, tomados de 5 em
5. Para a termalizacdo do algoritmo foram utilizados, também, da ordem de 104 passos Monte
Carlo.

ApO6s o célculo da média em amostras a andlise dos dados pode ser feita com a escala
de tamanho finito anisotrépica da mesma forma que na se¢do anterior. A obten¢cdo do campo
critico € feita de uma forma iterativa a partir das propriedades do cumulante de Binder, mostradas
na se¢do anterior: primeiro obtém-se o grafico L; vs g para alguns tamanhos L e um valor
relativamente arbitrdrio de 4, obtém-se os maximos desta curva para os vdrios valores de L,
identifica-se qual a fase em questdo (ferro ou paramagnética) e a partir destes maximos conclui-
se com a simulacdo que gera o grafico h vs g, o qual por meio a interse¢ao das curvas fornece
um valor aproximado para h.. A partir deste valor aproximado de /. continua-se em um pro-

cesso iterativo a procura de novos maximos e de novos valores de s, até a convergéncia seja
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obtida. A transicdo de fases € identificada pelo ponto onde os mdximos sdo invariantes com
relagdo a L.

As figuras 3.19 mostram justamente as curvas L; vs g no ponto critico, para L = 8, 10, 12,
16, 20 e 25, onde os maximos das curvas sdo invariantes para h. = 0,835, 0.875, 0,91, 0,945
e 0,97 com os valores de € = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9, respectivamente. O colapso dessas
curvas fornece o valor do expoente dindmico z que por sua vez pode indicar uma mudanca
ou nao da classe de universalidade do sistema. Esses colapsos sdo mostrados na figura 3.20 e
os respectivos expoentes dinamicos foram calculados na figura 3.21, os quais sdo z = 1,093 £
0,008, 1,0544+0,016, 1,05+0,02, 1,06+0,01 ¢ 1,1440,01, todos diferentes de 1 indicando
uma mudanga da classe de universalidade do sistema diluido com relag¢do ao sistema puro. A
figura 3.22 mostra todos estes pontos em um s6 grafico.

A confirmacdo dos valores de h. (dentro da margem de erro) estimados na figura 3.19,
pode ser visto dos cruzamentos das curvas 3.23 para os mesmos valores de € considerados
em 3.19. Os pontos dos cruzamentos sao 4. = 0,835 40,025, 0,865+ 0,03, 0,905 40,03,
0,935+0,035 e 0,975 £ 0,03, estando portanto os valores de h. observados na figura 3.19
dentro das margens de erro dos valores obtidos nas figuras 3.23. O colapso destas curvas,
mostrado na figura 3.24, para todos os valores de €, indicam o mesmo valor para o expoente
do comprimento de correlacdo v = 1. Na figura 3.25 o diagrama € vs h para o caso Kk =0, 1
¢ apresentado mostrando a linha de pontos criticos entre os casos Ising (h. = 1,0, € =0) e

ANNNI (h, =~ 0,82, € = 1) em campo transverso.
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Figura 3.19 Cumulante de Binder em fungéo de L; para e =0,1, 0,3, 0,5, 0,7 ¢ 0,9, em seus respec-

tivos campos criticos /., onde os maximos das curvas ndo dependem de L.
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Figura 3.21 Cilculo do expoente dindmico z a partir dos maximos de g em fungdo de L;. Os valores de

h. correspondentes sdo: 0,835 (a), 0,875 (b) 0,835 (c) 0,91 (d) 0,835 (e), para e =0,1, 0,3, 0,5, 0,7

e 0,9 respectivamente.
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transverso.
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Figura 3.23 Cumulante de Binder em func¢do do campo magnético para € = 0,1, 0,3, 0,5, 0,7 e 0,9.

Os pontos de intersecdo indicam os campos criticos para cada valor de €.
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Figura 3.24 Colapso das curvas mostradas em 3.23. v ~ 1 para todos os valores de € investigados.
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Figura 3.25 Diagrama de fases & vs € para k =0, 1.
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3.10 Conclusoes

Estudamos a criticalidade do modelo de spins quanticos de Ising com interagdes competitivas
diluidas em uma cadeia linear através da técnica de Monte Carlo em tempo continuo adaptada
a sistemas com competicdo entre os acoplamentos e escala de tamanho finito para sistemas
anisotrépicos. Foram calculados expoentes dindmicos (z), expoentes do comprimento de corre-
lagdo (v) e campos magnéticos criticos (4.). No caso puro, o algoritmo Monte Carlo reproduziu
os valores de z,V e h., para o modelo de Ising em campo transverso 1d, que possui solu¢cdo
exata. Para o caso ANNNI 1d puro em campo transverso, o algoritmo reproduziu com certa
precisao a linha de transi¢do ferro-paramagnética do diagrama de fases para competi¢des fra-
cas kK < 0,5, em comparacao com outras técnicas utilizadas para abordar este modelo, que ndo
possui solucdo exata. Para o caso de acoplamentos diluidos entre segundos vizinhos, calcu-
lamos z, Vv e h. para os valores do parametro de dilui¢do € = 0,1, 0.3, 0,5, 0,7 ¢ 0,9, fixando
kK = 0,1. Os valores calculados de z em fun¢ao de € indicam uma mudanga da classe de uni-
versalidade com rela¢do aos modelos puros (z # 1), estando de acordo com o critério de Harris
que prediz tal mudancga para este modelo. Os valores do expoente v calculados em fun¢do de
€ nido apresentam nenhuma variacdo sendo v ~ 1 e o comportamento de /. em funcdo de € é
aproximadamente linear entre os casos € = 0 (Ising, i, = 1) e € =1 (ANNNI, /4. = 0,82). O
artigo correspondente aos resultados apresentados neste capitulo estd em preparagcdo para ser

submetido ao Physical Review B, com o titulo Quantum bond-diluted ANNNI chain.
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CAPITULO 4

O modelo de Heisenberg anisotropico de spin % na

rede diamante

4.1 O modelo de Heisenberg

O magnetismo € um dos fendmenos fisicos mais antigos descoberto pelo homem, data provavel-
mente dos Gregos em 800A.C., mas somente teve sua existéncia esclarecida apés o advento da
mecanica quantica quando Heisenberg e Dirac descobriram independentemente que a inter-
acdo de troca entre elétrons € a base da teoria microscopica do magnetismo [85]. Esta inter-
acdo ¢é essencialmente eletrostatica e de origem puramente quantica, sendo algumas ordens de
grandeza maiores que as interacdes cldssicas entre momentos magnéticos do tipo dipolo-dipolo.
Sua origem resulta da sobreposi¢ao da parte antissimétrica das funcdes de onda de elétrons em
atomos vizinhos e pode ser escrita como uma interacao efetiva entre elétrons da forma —J. S;.S s

onde S;,S; sdo operadores de spin dos respectivos elétrons e J € a integral de intercambio,
2

Jur = [ [ dridrag; 75 (72) (1) gul). @
onde @, (7) é a funcdo de onda do elétron no estado x (x = a, b) na posi¢ao 7. ParaJ > 0 o estado
fundamental dos elétrons € um estado tripleto (spins paralelos) e para J < 0 o estado fundamen-
tal € o estado singleto (spins antiparalelos). O hamiltoniano que generaliza esta interacao entre
dois elétrons para um material isolante homogéneo com N componentes é o hamiltoniano de
Heisenberg que tem a forma,

H=-JY S5 4.2)
(i,J)

onde a soma € sobre todos os pares de spins vizinhos e isto se justifica pelo fato da interacao de
troca, que depende da superposicao das fungdes de onda, decrescer rapidamente com a distan-

cia. Esta interagdo € chamada de interacdo de troca direta. Existem outros tipos de interagdao
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semelhantes como a interagdo de troca mediada por elementos ndo magnéticos situados entre
elementos magnéticos, que é a chamada interagdo de supertroca, e ainda a interagdo de troca
via elétrons de conducdo em metais chamada de interacdo indireta. A rede onde estdo localiza-
dos estes spins sdo em geral redes d-dimensionais, mas estes modelos sdo estudados também
em redes que interpolam entre uma dimensao e outra, como € o caso das redes tipo fita que
fazem a interpolagdo entre uma cadeia e um sistema bidimensional. Neste capitulo, serdo apre-
sentados resultados referentes ao modelo de Heisenberg em uma rede fractal do tipo diamante
cuja dimensionalidade (fractal) estd relacionada ao nimero de conexdes presentes na célula
unitaria do tipo diamante, que serd descrita mais adiante.

O estado fundamental do hamiltoniano (4.2) no caso ferromagnético (J > 0) corresponde
a configuracao onde todos os spins estdo alinhados paralelamente a uma dire¢do, como no
caso de spins cldssicos. Para o caso antiferromagnético (J < 0) a correspondéncia do estado
fundamental com o estado de Néel para spins cldssicos ndo se verifica. Tanto para o caso
ferromagnético quanto para o caso antiferromagnético de spins % em uma dimensao, o estado
fundamental e o espectro de excitagdo de baixas energias sdo conhecidos através da técnica do
Bethe ansatz.

Um resultado rigoroso para o modelo de Heisenberg isotropico com interagdes de alcance
finito € o teorema de Mermin-Wagner [86] que afirma que ndo existe ordem magnética de
longo alcance seja ferro ou antiferromagnética para temperaturas finitas em d < 2. Para o caso
isotrépico d > 2, a ordem magnética de longo alcance é destruida no ponto critico, chamado
de ponto de Curie para os materiais ferromagnéticos e ponto de Néel para os antiferromagnéti-
cos. Na regido critica varias grandezas termodinamicas apresentam comportamento do tipo lei
de poténcia e a transicdo € caracterizada por um conjunto de expoentes criticos. Uma breve
discussdo destes comportamento e dos expoentes criticos foi feita na secdao 3.1.1. A tabela
4.1 mostra alguns valores dos expoentes criticos calculados aproximadamente por métodos de
teoria de campos [7] para o caso do modelo ferromagnético classico isotrépico tridimensional
na rede cubica. (Para efeito de comparacio foram incluidos na tabela 4.1 os expoentes do caso
Ising tridimensional.)

As interagdes de troca em sua esséncia sdo isotropicas, s6 dependem das direcdes relativas
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Expoente | Heisenberg | Ising

0,705(3) 0,6300(15)
0,3645(25) | 0,3250(15)

S ™| <

0,033(4) | 0,031(4)

y 1,386(4) | 1,241(2)

Tabela 4.1 Valores de alguns expoentes criticos para o modelo de Heisenberg cldssico (S — o) 3d, bem

como seus respectivos valores para o caso Ising calculados segundo a referéncia [7].

entre spins, ndo privilegiando em principio nenhuma direcdo particular. Mas, em muitos com-
postos apresentam eixos faceis de magnetizacdo privilegiando entdo um dos eixos cristalinos.
Fatores destas anisotropias podem ser por exemplo o acoplamento spin-Orbita na qual o spin
pode depender da distribuicao eletronica ou ainda o campo cristalino que depende das simetrias
da rede, onde o campo eletrostdtico que a rede cria sobre um de seus elementos pode privilegiar
um dos eixos. Sistemas com forte anisotropia uniaxial sdo descritos pelo modelo de Ising.
Uma variante do modelo (4.2) que considera uma certa anisotropia de exchange, ou seja
quando o acoplamento J depende da direcdo das componentes do operador S ¢ 0 modelo de

Heisenberg anisotrépico [87], que para o caso de spin % tem o seguinte hamiltoniano,

H=-JY [(1-4)(c}c] +0]0})+070]] (4.3)
(i.J)

onde 6% com k = X,y,z sdo as matrizes de Pauli identificadas com cada sitio i da rede e a soma
¢ sobre todos os pares de spins vizinhos. O pardmetro A € [0, 1] é o parAmetro de anisotropia
onde para A = 0 tem-se o modelo de Heisenberg isotropico discutido nos pardgrafos acima e
para A = 1 tem-se o modelo de Ising cldssico. Para um valor de A # 0, costuma-se chamar este
modelo também de XXZ.

A introduc¢do da anisotropia permite o aparecimento de uma fase ordenadaa 7 #0e d = 2,
diferente do caso isotrépico onde pelo teorema de Mermin-Wagner a dimensao critica inferior
¢ d = 3. Este modelo foi o ponto de partida para o estudo que desenvolvemos e apresentaremos

neste capitulo. A rede que foi utilizada como suporte para os spins foi uma rede hierarquica do
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tipo diamante com p conexdes, que estd relacionada a aproximacdo de Migdal-Kadanoff [88]
[89] para redes hiperctibicas. Neste trabalho, foi utilizado o grupo de renormalizacio no espaco
real aplicado a sistemas quanticos, onde as equacdes de renormalizacdo sdo obtidas de uma
forma aproximada através de combinagdes de processos de dizimagao em paralelo. Os efeitos
desta aproximacao sdao menos relevantes quanto maior for a temperatura, como € discutido na
referéncia [90]. Foi neste contexto de temperatura finita diferente de zero que aplicamos o
método proposto por Morgado, Coutinho e Curado [91][92] para a obtencdo da magnetizacao
local do sistema através de uma relacdo recursiva que permite calcular a magnetizagdo de sitios
internos da rede por meio do valor da magnetizacdo dos sitios de uma geracdo anterior. Isto

permitiu o cdlculo de alguns expoentes criticos.

4.2 Grupo de renormalizacao no espaco real - GRER

4.2.1 Definicoes

O método do grupo de renormalizacdo ! teve inicio com o trabalho de Wilson [48] no inicio da
década de 1970 tendo como influéncia as idéias de Kadanoff [97] sobre transformacdes de um
bloco de varidveis dindmicas em uma tnica varidvel e cujo sucesso estd relacionado as corre-
lagdes de longo alcance na regido critica onde o inico comprimento relevante € o comprimento
de correlacdo, podendo assim serem removidos graus de liberdade intermedidrios relacionados
as interacdes de curto alcance. A idéia original de Wilson foi formulada no espaco dos mo-
mentos utilizando a equivaléncia entre as técnicas de teoria de campos e fendmenos criticos
em mecanica estatistica. O grupo de renormaliza¢do no espaco real introduzido nos trabalhos
de Niemeijer e van Leeuwen[98] se aproximam mais das idéias de Kadanoff e sdo baseados na
subtracao de graus de liberdade situados em uma rede, segundo uma reducao de escala b. A
idéia central € que no ponto critico o sistema se torna invariante sob esta transformacao pois
o comprimento de correlacdo diverge. Os pontos criticos sdo entdo identificados como pon-

tos fixos da transformacio e a estabilidade destes pontos pode ser investigada para se verificar

IEgta secdo tem como base as referéncias [93] [94] [95] [45] [96]
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Figura 4.1 Exemplo esquematico de uma transformagao de renormalizacdo em uma rede quadrada onde

os acoplamentos iniciais K sdo transformados em acoplamentos K’ preservando a geometria da rede.

quais parametros sdo relevantes ou ndo. Todas estas informagdes sdo obtidas sem se conhecer
uma forma explicita da funcdo de particdo do sistema, mas apenas a forma como os parametros
se transformam em cada iteracdo, que em muitos casos sdo aproximacdes que evitam a pro-
liferacdo de constantes de acoplamento. Um esquema de uma transformacgdo deste tipo para
uma rede bidimensional € mostrado na figura 4.1. Estas equacdes de renormalizacao fornecem
fluxos em um espaco de pardmetros que podem ser utilizados para se estudar fendmenos de
crossover bem como de universalidade. Alids o grupo de renormaliza¢do € uma ferramenta
que fornece respostas a outras questdes referentes aos fendmenos criticos como por exemplo a
homogeneidade de fun¢des termodindmicas e as relacdes entre expoentes criticos, além dos ja
citados fenomenos de crossover e universalidade.

Um conceito importante no GRER € o de espaco de parametros. Este espaco é definido
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por eixos cartesianos que representam os acoplamentos presentes em um hamiltoniano re-
duzido 7 = k%' Estes eixos podem ser por exemplo os acoplamentos referentes a temper-
atura, ao campo magnético ou algum outro parAmetro da energia. Um vetor [l nesse espaco
d-dimensional representa entdo um certo hamiltoniano reduzido para estes valores de paramet-
ros. No caso do modelo Ising na presenca de um campo longitudinal estes parametros seriam
BJeh =B onde B = (kgT)~'.

Uma transformacdo de blocos do sistema pode ser representada por uma transformagao
geralmente ndo linear em que o hamiltoniano reduzido inicial € transformado em outro, neste
mesmo espago de parametros, supondo que a transformacdo ndo gere acoplamentos espurios

que aumentariam a dimensionalidade deste espaco, ou seja
' =Ri. (4.4)

O operador R reduz o nimero de graus de liberdade do sistema de N para N’, sendo o fator
de escala definido como b% = % A condicao essencial para a obtencdo da transformacgdo R
¢ que a fungdo de parti¢do seja invariante (e consequentemente a energia livre total) apds a
transformacao em bloco, isto &,

Iy (A = Zyn( ). 4.5)

Outra condicdo geralmente é imposta a esta transformacdo, € que o hamiltoniano trans-
formado mantenha a mesma forma funcional do hamiltoniano original, para que apds cada
transformacdo, o espago de parametros tenha a mesma dimensionalidade. Esta condi¢do é
muito dificil se ser satisfeita em geral de modo que uma abordagem aproximada quase sem-
pre € preciso ser feita, como é o caso do modelo de Ising cldssico em uma rede hipercubica
d-dimensional onde somente no caso d = 1, a relacdo € exata. Uma aproximacgdo bastante uti-
lizada para redes hipercubicas € a aproximac¢do de Migdal-Kadanoff [88] [89] serd discutida
logo mais neste capitulo.

A escolha do procedimento para a reducao dos graus de liberdade dos blocos ndo € tnica,
como por exemplos a regra da maioria ou a dos processos de dizimagao. Repetidas iteracoes a
partir de um ponto inicial no espaco de parametros, produzem um fluxo de pontos discretos que

“saltam” neste espaco, sendo que o comprimento de correlagdo € re-escalado a cada iteracao
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por
g=° (4.6)

Acima do ponto critico as iteracdes conduzem o fluxo para um ponto que representa um
estado de desordem, e abaixo do ponto critico o fluxo é conduzido a um ponto que representa
um estado ordenado. Estes pontos sd@o os pontos fixos atrativos ou estaveis. O ponto critico,
relacionado a transi¢do de fase de segunda ordem, € identificado como um ponto fixo misto
(atrativo e repulsivo, dependendo da direcdo no espaco de parametros). Todos estes pontos

podem ser obtidos da chamada equagao de ponto-fixo,
ar=Rp* 4.7)

Aos pontos fixos mistos esta relacionado o conceito de superficie critica, onde cada ponto
desta € atraido para um destes pontos fixos mistos, podendo haver em alguns casos competi¢ao
entre atratores. A natureza dos pontos fixos (atrativos, repulsivos ou mistos) pode ser inves-
tigada através da linearizacdo da transforma¢do R em regides proximas a estes pontos. Um
ponto nesta regido pode entdo ser expandido em uma base de autovetores normalizados da
matriz linearizada de R,

H=["+) 8 (4.8)
i

Um ndmero m de itera¢des nesta regido produz,
A"R =+ Y A (4.9)
i

Onde A;; = g—ﬁ’(ﬁ*) ¢ a forma linearizada de R, e A; sdo seus autovalores. Desta expressao

]
conclui-se que para A; < 1 o fluxo conduz o sistema para o ponto fixo nesta direcéo, sendo entdo
a varidvel dita irrelevante nesta dire¢do (atra¢do). Para A; > 1 ocorre o contrério, e a varidvel é

considerada relevante (repulsio).

4.2.2 Universalidade, crossover e o expoente do comprimento de correlacao v

No GRER podemos associar a idéia de fluxo em um espacgo de parametros com os fendmenos
de universalidade e crossover. Os pontos em uma superficie critica que correspondem a hamil-

tonianos criticos para este conjunto de pardmetros estdo sujeitos a atratores. Na proximidade
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destes, e sobre a superficie critica o fluxo converge segundo os autovalores das varidveis irrel-
evantes, possuindo entdo a mesma criticalidade ou classe de universalidade deste ponto fixo
misto. O fendmeno de crossover pode ser explicado quando existe a competicao entre dois
ou mais atratores, como por exemplo acontece com o modelo de Heisenberg anisotrépico ap-
resentado na secio 4.1. Para um pequeno valor de anisotropia e para valores de 7' proximos
de T, o fluxo passa préximo do ponto fixo de Heisenberg mas é desviado por uma varidvel
relevante para o ponto fixo de Ising. Assim o sistema apresenta um comportamento critico de
Heisenberg, mas muito préoximo de 7; existe uma mudanca da criticalidade para a classe Ising.

A andlise do comportamento assinttico do comprimento de correlagdo préximo ao ponto
fixo misto, acima definido, fornece o valor do expoente critico v. Considerando um espago de
parametros bidimensional, sendo um dos pardmetros a temperatura por simplicidade, a expan-

sd0 na base de autovetores normalizados préximo ao ponto fixo misto, pode ser escrita como,
— — % — —
U=u +gvr+girvir- (4.10)

Partindo de um ponto préximo a uma temperatura critica 7, e pouco acima da superficie
(linha) critica (g, ~ 0) onde se encontra o ponto fixo misto, sobre o qual o comprimento de
correlacdo € infinito, o fluxo de renormalizacdo deve “tangenciar” esta linha critica e passar
por um ponto de retorno proximo ao ponto fixo misto, pois este fluxo € atraido para o ponto
fixo de altas temperaturas onde & — 0. Préximo a esta linha critica a componente g, pode ser
expandida sendo aproximada até primeira ordem em a(7T — T,). ApSs m iteragdes nesta regio,

0 novo ponto no espago de paradmetros €,
t(m) =0 +a(T — To) "V + gir Al Vir - (4.11)

O ponto de retorno pode ser identificado como o ponto onde o fator a(T — T, )A" é préximo
da unidade,

a(T —T)A" ~ 1. (4.12)

O mesmo procedimento vale para o comprimento de correlacdo renormalizado b% nesta
regido, que evolui desde um valor muito grande préximo a linha critica, para um valor que

tende a zero no ponto fixo de altas temperaturas. O ponto de retorno pode ser entdo definido
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como o ponto onde & se aproxima de uma valor a’ relacionado ao espagamento da rede,

S
o~ (4.13)

Ao se eliminar m das equagdes acima, tem-se 0 comportamento assintético de &,

a _
&= aW(T = (4.14)
sendo,
logh
V= . 4.15
log A, (4.15)

Um argumento semelhante com um ponto de partida na regido oposta em relacdo a linha
critica produz o mesmo valor para v. Neste caso, o fluxo é direcionado para o ponto-fixo atrator

associado a fase ferromagnética.

4.2.3 A aproximacao de Migdal-Kadanoff para a rede hipercibica

A abordagem que foi utilizada no presente trabalho € baseada na aproximagdo de Migdal-
Kadanoff para sistemas quanticos. A aplicacdo desta aproximagdo para sistemas classicos,
como, por exemplo, para o modelo de Ising, tem como base a remog¢do e/ou deslocamento de
ligacdes seguido de processos de dizimacao nas cadeias lineares resultantes destas remogoes
e/ou deslocamentos. Um processo de dizimac¢do em uma cadeia de Ising € um processo onde
os spins sdo divididos em dois grupos de spins (caso b = 2), por exemplo spins pares e impares
segundo sua posi¢ao na rede, sendo o traco sobre os graus de liberdade de um destes grupos
somados, reduzindo assim o sistema por um fator de escala b = 2. A condi¢do (4.5) € entdo
imposta fornecendo uma equagdo de renormalizacéo exata para o acoplamento K = J, dada
por

K’ = tanh™![(tanh K)?]. (4.16)

A extensdo do processo de dizimagao para o caso de uma rede hipercibica ndo produz re-
sultados tao simples como no caso unidimensional, pois a cada iteracao do processo de renor-

malizag@o novas constantes de acoplamento relacionadas a interacdes entre muitos spins sdao
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produzidas, necessitando entdo uma abordagem aproximada que exclui o surgimento desses
acoplamentos indesejados. Na aproximac¢do de Migdal-Kadanoff para uma rede quadrada com
fator de escala b = 2 e considerando duas coordenadas perpendiculares x e y, primeiro ligacdes

alternadas na dire¢do y s@o desfeitas e adicionadas as suas ligacdes vizinhas produzindo,
K'y =2K,. 4.17)
Na direcdo x, por sua vez, se sucede um processo de dizimacao,
K'c=RP(K,), (4.18)

onde R representa um processo de dizimagdo com b = 2 em uma cadeia. Para o caso Ising,
R ¢ dado pela expressao (4.16). Até este ponto o processo possui o inconveniente de produzir
acoplamentos anisotropicos. Isto pode ser minimizado ao se repetir 0 mesmo processo na outra
direcdo. A figura 4.2 reproduz todos estes passos de uma forma esquematica. Para o caso geral

de uma rede hipercibica tem-se,
K, = b PRO) (bP1K), (4.19)

onde K, sdo as ligacdes ou acoplamentos paralelos as direcOes da rede hipercubica (p =

1,2,....d).

4.2.3.1 Caso exato: Rede diamante

A aproximacdo de Migdal-Kadanoff torna-se exata para sistemas de spins que t€m como base
as chamadas redes hierdrquicas como foi mostrado por Ostlund, Berker [99] e Bleher, Zalis
[100]. As redes hierdrquicas, ao contrdrio das redes de Bravais, sdo redes ndo homogéneas
nao possuindo portanto simetria de translagdo. Estas redes podem ser construidas por meio
das chamadas células geradoras que sdo as células basicas da rede ao se substituir todas ou
algumas ligagdes da rede em uma hierarquia n por estas células geradoras, produzindo uma
rede na hierarquia n+1/. A figura 4.3 mostra este passo a partir de uma ligacao isolada da rede

completa.
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Figura 4.2 Passos da aproximagdo de Migdal-Kadanoff na rede quadrada. (a) Rede com parte dos
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acoplamentos na dire¢do y deslocados para formar acoplamentos alternados do tipo 2K,. (b) Dizimagao
unidimensional dos spins na direcdo x. (c) Deslocamento dos acoplamentos resultantes na direcdo x. (d)

Dizimacao unidimensional dos spins na dire¢ao y.

Os spins externos da célula geradora sdo chamados de vértices e o menor nimero de lig-
acoes que une estes vértices estd relacionado com o fator de escala b da transformacao de
renormalizagdo. Esta distdncia também define um comprimento na célula geradora bem como
na rede em uma hierarquia n. A distancia entre os vértices originais (oriundos da hierarquia

n = 0) em uma hierarquia n € portanto,
L="0". (4.20)

Outra defini¢do importante nestas redes € o nimero de ligacdes iterdveis B da rede hierdrquica
que basicamente € o nimero de ligagdes em uma célula geradora, as quais ddo origem a outras
células geradoras na hierarquia n+ 1. No caso mostrado na figura 4.3 todas as ligacdes sdao

iteraveis. Este nimero B estd relacionado com a definicao de volume nas redes hierdrquicas da
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K0

(K, 4)

u, ©

Figura 4.3 Processo de composicao da célula basica de uma rede tipo diamante com p conexdes a partir
de um acoplamento inicial. Ao se continuar o processo para cada acoplamento desta célula bésica por

um nimero n de vezes tem-se como resultado uma rede fractal hierarquica do tipo diamante.

seguinte maneira,

V =B". 4.21)

A partir das defini¢des (4.20) e (4.21) pode-se portanto definir a dimensao de uma rede

hierarquica,

d = lim izillj: - 12212. 4.22)

O caso estudado, neste capitulo, € o de um sistema quantico de spins em uma rede diamante
com p conexdes e fator de escala b =2 (fig. 4.3). A grandeza B € portanto 2p e b = 2.
Substituindo em (4.22) tem-se para a dimensdo fractal da rede diamante com p conexdes e

b=2,

(4.23)

As equagdes de Migdal-Kadanoff para o caso de spins cldssicos sdo exatas nestas redes pois
estas sdo invariantes por transformacdes de escala assim como as transformacdes de renormal-
izag@o nos pontos criticos. Renormalizando as células geradoras em uma hierarquia n obtém-se
a mesma rede em uma hierarquia inferior. Para o caso quéntico isto geralmente ndo se verifica
por conta da ndo comutatividade dos operadores envolvidos, que em principio, ndo permitiria

a separacdo de uma célula geradora do resto da rede. Isto serd discutido na préxima secao.
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4.3 GRER para sistemas quanticos

4.3.1 Aproximacao por blocos

Se para o caso de sistemas cldssicos a relagdo de renormalizacdo raramente pode ser apresen-
tada de forma exata, exigindo assim uma andlise aproximada como a de Migdal-Kadanoff, para
o caso de sistemas quanticos existe um ingrediente de dificuldade a mais que € a ndo comuta-
tividade dos operadores existentes no hamiltoniano, como € o caso do modelo de Heisenberg
anisotropico (4.3) que serd discutido nesta se¢do. Primeiro, tratando o caso unidimensional de
spins o; distribuidos numa cadeia, o objetivo é encontrar uma equacao de renormalizacdo que
satisfaca,

exp(—s,) = Tr{oy, ) €XP(—Hs;) (4.24)

onde 7 e ¢ sio hamiltonianos reduzidos, e é assumido um processo de dizimacdo onde os
graus de liberdade dos spins impares sdo somados resultando em um hamiltoniano renormal-
izado com a mesma forma do hamiltoniano inicial. O fator de escala portanto € b = 2. A
equagdo (4.24) é o ponto de partida para os casos de redes hipercubicas ou redes hierdrquicas
na aproximacdo de Migdal-Kadanoff pois, como foi visto, esta € composta de deslocamentos
de ligacdes e dizimacdes unidimensionais.

O trago presente na equacdo (4.24) ndo pode ser realizado de uma forma exata, por conta da
ndo comutatividade dos operadores. A estratégia € entdo dividir a cadeia em blocos facilmente
diagonalizdveis e € aqui que reside a aproximacao para tais sistemas. Uma aproximacao muito
utilizada que apresenta bons resultados qualitativos e quantitativos para temperaturas relativa-
mente altas € a aproximac¢do de Suzuki-Takano [101] [102], onde a dizimacao € realizada em

um cluster separado da rede original,
exp(—ipis2) = Trigy. yexpl—(Hinis1 + Hit12i42))].- (4.25)

A justificativa para isto, segundo Suzuki e Takano é que no processo,

exp(z H) ~ Hexp(}ﬁ) ~ exp(z ), (4.26)
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onde 77 se refere ao bloco (4.25), a aproximacdo é feita duas vezes em direcOes opostas
havendo entdo uma compensacao mutua. Suzuki e Takano combinaram esta aproximac¢ao com
o procedimento de Migdal-Kadanoff para estudar o modelo de Heisenberg anisotrépico [102]
onde foram obtidas as correcdes a esta aproximagao mostrando que esta € satisfatoria para tem-
peraturas altas em comparacdo com outros métodos. Para os casos Ising em duas dimensoes e
Ising, XY e Heisenberg isotropico em trés dimensdes as propriedades criticas destes modelos
foram obtidas de forma satisfatoria, pois estas transicdes estao no regime de relativamente altas
temperaturas.

Outras aproximacdes referentes a sistemas quanticos também baseadas em renormaliza¢ao
de clusters sdao disponiveis, como por exemplo, a aproximagdo diagonal [103] onde é con-
siderado o mapeamento dos elementos diagonais da matriz densidade entre o sistema (cluster)
original e transformado. Esta aproximacao foi estendida ao modelo de Heisenberg anisotrépico
na referéncia [104]. Outra aproximacdo que considera a solucdo exata dentro do cluster para
este modelo foi introduzida por Caride et al [105] e aplicada a sistemas diluidos na referéncia

[90].

4.3.2 Equacao de renormalizacido para o modelo de Heisenberg anisotrépico na

aproximacao de Migdal-Kadanoff

O bloco bésico para a constru¢do da aproximacdo de Migdal-Kadanoff para o modelo de
Heisenberg anisotrépico na rede diamante é mostrado na figura 4.4. A condicao (4.25) deve ser
satisfeita. Para isto devemos diagonalizar o hamiltoniano em ambos os lados desta equacao.
Serd apresentado aqui somente um roteiro simplificado para o célculo da equacao de renormal-

iza¢do. Os hamiltonianos para os dois lados de (4.25) sdo,

~BAix = K'[(1-4)(0{0;+0{0;) +0{03] + Ko, @.27)

—BAs = K{(1-A)[o5(cf+05)+03(0) +03)]+05(0{ +05)},  (4.28)
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Figura 4.4 Processo de dizimacdo do bloco bdsico de renormalizacdo (com fator de escala b = 2)

segundo a aproximacdo por blocos utilizada neste capitulo.

sendo K’ = BJ' K = BJ. A exponencial dessas expressdes, com a ajuda da propriedade das

matrizes de Pauli 6;0; = 6;j 4 i) s & x Ok, podem ser escritas na seguinte forma expandida [90],

exp(—BA2) = a’+b,(0103+0]03) + 003, (4.29)
exp(—BHi23) = a+bia(0703+0)0;)+b13(07035 +0]03) +b23(05035 +0503) +
= (120705 + 13005 + 230505 . (4.30)

Os coeficientes ao,b?z,c?z sdo fungdes de K',A’, K. Os coeficientes a,bi2,b3,...,c23 30
funcgdes de K e A. O tragco da expressdo (4.30) nas varidveis de 03 pode ser facilmente realizado
produzindo,

Trg, =2 (a+b12(07 03 + 0y 03) + 0{03) . (4.31)

Comparando a forma acima com a expressao (4.29) tem-se,

&L = 2a, (4.32)
B, = 2b, (4.33)
cfy = 2ecp. (4.34)
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
A

Figura 4.5 Linhas de fluxo para o caso d = 3 obtidas por meio da equacido (4.40).

Para se obter a exponencial do operador — .7, definido em (4.27), pode-se escrever este
operador na base {|mi,m;)} que é a base de autovetores de o 05. Apés uma transformacdo

para uma base de autovetores,
— By = U (—BAA) U, (4.35)

o operador resultante é diagonal e exp(—f3 Q%Zu) pode ser facilmente calculado e escrito nova-
mente na base antiga de autovetores do operador o} 65. Comparando esta forma com a matriz
do operador (4.29) nesta mesma base, a, b(l)2 e c(l)2 sdo escritos em fungdo de K, A, Ky e podem

ser substituidos em (4.34) fornecendo,

+c12)?

exp(4K’) = (a ,

P(4K’) (a—c12)? —4(b12)?
- 2b

a—cip—2bpy’
exp(Ko) = 4(a+cpn)exp(K’).
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oL : 1 : 1 : 1 : 1 :
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

A

Figura 4.6 Linhas criticas do modelo de Heisenberg anisotrépico segundo a aproximacéo de Migdal-
Kadanoff para a rede diamante com d =2 e d = 3. Note que para d = 2 esta aproximagao esta coerente

com o teorema de Mermin-Wagner pois esta ndo apresenta temperatura de transicao diferente de zero.

Com um procedimento semelhante, apés a diagonalizagio de BH|,3, os coeficientes a, b2,
b13,..., c23 podem ser escritos como funcdo de K e A. Com a substituicdo destas expressdes em

(4.36) tem-se finalmente as equagdes de renormalizacdo para a célula mostrada na figura (4.4),

,_ _ 1 f[exp(2K) +exp(—K)C—(K,A)]?
K'(1-A)=g(K,A) = i(lnc+(K,A>—K>, (4.38)
sendo,
: _ 2
Ca(K,A) = cosh(K /14 8(1 — ay2) + SRV T+ 81— A)) (4.39)

1+8(1—A)?
Este € o elemento de renormalizacdo bédsico para o modelo de Heisenberg anisotropico

nesta aproximacao por blocos. Para o estudo de redes hipercubicas a aproximacdo de Migdal-

Kadanoff sintetizada nas equacgdes (4.19) pode entdo ser aplicada. Para o caso da rede diamante,
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Figura 4.7 Temperaturas criticas para os pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising em algumas dimensdes

segundo a aproximacdo de Migdal-Kadanoff.

tratado neste trabalho, esta aproximacgdo para uma célula com p conexdes pode ser escrita como,

K' = pf(K,A),

K'(1-A) = pg(K,A). (4.40)

Nesta aproximacao, ndo existem pontos fixos instdveis para d = 1. Existe um ponto fixo
instavel do tipo Ising (A = 1) para d = 2 e a partir de d = 3 existem dois pontos fixos instdveis,
um do tipo Ising e outro do tipo Heisenberg (A = 0), sendo o fluxo de renormaliza¢do na linha
critica na dire¢do do ponto Ising. Portanto para qualquer A # 0 a criticalidade é do tipo Ising
e para valores de A ~ 0 existe um crossover entre os comportamentos criticos do tipo Heisen-
berg e do tipo Ising. A figura 4.5 mostra varias linhas de fluxo para o caso d = 3 e a figura 4.6
mostra o fluxo de renormalizag@o proximo a linha critica para os casos d =2 e d = 3 darede dia-

mante. Esta aproximacao estd de acordo com o teorema de Mermin-Wagner ndo apresentando,
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portanto, ordem de longo alcance para o modelo de Heisenberg isotropico bidimensional. To-
davia, nesta aproximag¢do a dimensdo critica inferior para o modelo de Heisenberg deve ser
menor que 2,58, uma vez que nesta dimensdo observa-se T, # 0. Utilizando a férmula (4.15)
os expoentes vV podem ser calculados. Estes expoentes juntamente com os acoplamentos criti-
cos no caso Ising e Heisenberg para algumas dimensoes dy = 1+ E—g sdo mostrados na tabela
4.2 e as temperaturas criticas (7, = 1/K,) sdo mostradas na figura 4.7. Nas proximas se¢des
utilizaremos um descoplamento de um cluster da rede em temperaturas altas para o cdlculo de
maneira recursiva da magnetizagdo local e da correlacio spin-spin. Isto permitird o cdlculo de

outros expoentes criticos bem como estudar certas propriedades da magnetizacao local.

4.4 Relacao de recorréncia para a magnetizacao local

Nesta secdo, serd estendido o procedimento introduzido por Morgado, Coutinho e Curado [91]
[92] para o cdlculo da magnetizacdo local de uma maneira recursiva para o caso do modelo de
Heisenberg anisotrdpico. O sistema original abordado por estes autores foi o modelo de Ising
classico na rede diamante com duas pernas ou conexodes. O objetivo principal foi a obtengdo da
estrutura multifractal da magnetizacdo relacionado-a com os expoentes criticos termodinamicos
do sistema. Algumas relacdes de escala entre expoentes referentes a distribuicdo espacial da
magnetizacdo e os expoentes termodindmicos foram obtidos.

Para o caso cléssico o procedimento € exato. Como foi mostrado na se¢io anterior a nao
comutatividade entre os operadores quanticos introduz uma dificuldade a mais e, neste caso,
do calculo da magnetizacdo ndo € diferente. Por isso nos célculos efetuados, foi introduzido
uma aproximacao por blocos, conveniente a temperaturas altas, semelhante aquela mostrada
na secdo anterior. Isto permitiu o desacoplamento entre as varidveis internas da célula e as
varfaveis referentes ao restante da rede. Um esquema desta célula sob o efeito do restante da
rede é mostrado na figura 4.8.

O método para a obten¢do da magnetizacdo local considera a funcdo de particdo de um

sistema na n-ésima hierarquia, sendo esta composta pela célula basica, por campos efetivos
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Dimensao Heis. Ising
K. \% K. 1%
2 - - 0,6094 | 1,3383
2,58 0,5861 | 1,9224 | 0,3609 | 1,1227
3 0,3439 | 1,3983 | 0,2611 | 1,0648
3,58 0,1973 | 1,1736 | 0,1698 | 1,0276
4 0,1400 | 1,0767 | 0,1263 | 1,0153

Tabela 4.2 Acoplamentos criticos e expoentes vV para os pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising em

algumas dimensdes segundo a aproximac¢do de Migdal-Kadanoff

hy e hy que atuam nos sitios externos e por uma interacdo efetiva (K”,A”). Os campos € a
interacao efetiva sdo simplificacdes para a acdo do resto da rede na célula preservando, por
exemplo, a informacao sobre a posi¢do da célula com relagc@o a rede completa. Estes campos
e interacdo efetivas, pelo menos em principio, podem ser obtidos ao se tomar o traco sobre as
variaveis do restante da rede, mas o objetivo do método € o de eliminar estas varidveis externas,
escrevendo as médias dos sitios internos da célula em funcao dos sitios externos desta mesma
célula obtendo-se entdo uma relacio recursiva para a magnetizacdo local.

Para o caso do modelo de Heisenberg anisotrépico a funcao de particao para a célula mais

0s campos e a interacdo efetivos mostrada na figura 4.8 € escrita como,

exp(—BH#) = exp|—B(H+H +H")], (4.41)
sendo,
H = K[(1-A)(ofo3i+0]0})+0i05], (4.42)
H = K'[(1-A)(o305+0503;)+ 0503, (4.43)
H" = K'[(1-A")(o{05+0,0;)+ 6705 +h107 +hy05. (4.44)

As varidveis a se eliminar sdo K”, A”, hy e hy. Para isto usaremos o seguinte desacopla-

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.4 Relagdo de recorréncia para a magnetizagao local 109

ey

Figura 4.8 Porcdo da rede do tipo diamante sujeita a acoplamentos efetivos que simulam os efeitos do

resto da rede neste conjunto de spins.

mento da célula diamante,
exp(—B#) ~ exp[—B(H + H')]exp(—BH"). (4.45)

Ser4 considerado daqui em diante o caso homogéneo em que K = K’ ¢ A= A’. A exponencial

de —B(H+H') e de —BH" podem ser expandidas como em (4.29) e (4.30),

exp[-B(H+H")] = a+b(ojos+0]05)+c(0{05+0,03)+d(0305 +0,03) +
+e0[0;5 + fo[05 +g0503, (4.46)
exp(H") = A+B(070; +0)03)+C(0]0; +0)0;) +Dojo; +Eof +

+Fa3. (4.47)

Na tltima expansio aparecem termos cruzados do tipo 6*c” por conta da introdu¢do do

campo efetivo. Como,
(05) Trcéexg(p—ﬁff) 7

(4.48)
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para a obtenc¢do de (G§> deve-se multiplicar os operadores G3Z, (4.46) e (4.47) e tomar o trago

deste produto. Os unicos termos que contribuem para a média sdo,

Z
§<G3Z> = fE+gF. (4.49)

Similarmente, no cilculo das médias (o) e (03) 0s termos que sobrevivem sio,

z

5 (01) = aE+eF, (4.50)
%(Gf) = eE+dF. (4.51)

Ao considerarmos um sistema de equacdes lineares as equacdes (4.50) e (4.51), com as

varidveis a se determinar sendo E e [F, pode-se obter para estas,

i ! ! < l 1 z
ZE = 5(1—1_—(3)2) <ol>+e (1—(§)Z> (6%), (4.52)
%F = ﬁ(dffﬁ—aw@)- (4.53)

Substituindo as equagdes (4.52) e (4.53) na equacao para a média (4.49) tem-se,

=@ ((of) + (03)) . (4.54)

e

As varidveis a, e e f sao obtidas da diagonaliza¢do da matriz (4.28),

1

a = (I +exp(2K)+2exp(—K)cosha) , (4.55)
1 2K

e = 3 <_1 +exp(2K) — Eexp(—K) sinhoc) : (4.56)
1 K .

f = 1 (exp(ZK) —exp(—K)(cosho — asmh o) ) (4.57)

Sendo,
a=Ky\/1+8(1—A)2. (4.58)

Finalmente substituindo estas expressdes em (4.54) obtém-se a relagdo recursiva para a

magnetizacdo do sitio interno da rede diamante,

(03) = A(K,A)[{o7) + (03)], (4.59)
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com,

A(K,A) = 1 [exp(2K) —exp(—K)C_(K,A)
"7 2 \exp(2K) +exp(—K)C_(K,A) )
A defini¢do de C_ (K, A) é dada por (4.39). A equacdo (4.59) permite a obtengdo da magne-

(4.60)

tizacdo na hierarquia n a partir das magnetizacoes das hierarquias anteriores, com a ajuda das
equagdes de renormalizagdo (4.40).

O limite Ising pode ser obtido de (4.60) fazendo A =1,

A(K,1) = 1 (exp(2K) — exp(—2K) _ sinh2K
"7 2 \exp(2K) +exp(—2K) ) 2cosh2K
1 tanh K
= —tanh2K = ————. 4.61
2 | + tanh?K (4.61)

que € o mesmo resultado encontrado nas referéncias [91] e [92].

4.5 Relacao de recorréncia para a correlaciao spin-spin

Com um procedimento andlogo ao mostrado na se¢do anterior a correlagdo spin-spin (0307)

pode ser obtida de uma maneira recursiva a partir das correlacdes das hierarquias anteriores.

A obtenc¢do destas correlagdes permitem por exemplo o célculo da energia interna e conse-

quentemente do calor especifico também de uma maneira recursiva. O objetivo € o cdlculo da

média,

Z =2 / 2

Tr {o{c5exp|—B(H+H')|exp(—BH")}

g Y

onde a decomposi¢cdo do operador densidade segue do desacoplamento entre as varidveis in-

(oj03) =

(4.62)

ternas e externas a célula que consideramos na secao anterior. Multiplicando os operadores
expandidos (4.46) e (4.47) por 6{03 os termos que contribuem para a média apds o trago das

varidveis de spin serem tomados sdo,
<0'f0'§> =f(A+D). (4.63)

Agora calculando as correlagdes referentes ao spins externos (0703) com um procedimento
andlogo ao anterior tem-se,

(o705) =aD—2bB+eA. (4.64)
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Para eliminarmos B das equacgdes (4.63) e (4.64) impomos a condicao,
Z=Trp=1, (4.65)

o que implica em,

aA+2bB+eD=1. (4.66)

Finalmente combinando (4.63), (4.64) e (4.66) encontra-se para a correlacdo das compo-
nentes z de spin,

= (0705) = A(K.A) (1+CF3) 4.67)

Sendo A(K,A) dado pela expressdo (4.60). Desta forma pode-se obter a correlagdo entre
um spin da n-ésima hierarquia e um spin da (n-1)-€sima hierarquia em funcdo da correlagcdo

entre spins da (n-1)-ésima hierarquia.

4.6 Relacao de recorréncia para a magnetizacao total e expoente critico

B

Para o célculo da magnetizacdo total da rede diamante na n-ésima hierarquia, utilizou-se a
magnetizacdo total em um perfil da rede. Um perfil € definido como sendo o menor caminho
(ou um dos possiveis) entre os spins raizes da rede nesta mesma hierarquia n. Estes spins raizes
sdo os dois primeiros spins na hierarquia zero da rede que servem de base para a construgdo de

toda rede. Pode ser mostrado que a magnetizagdo total neste perfil é dada por,

o) = (104 2800001.8,010) 1 22 1) -
(1+2A(Kn_1,An_1))%Mp(n—2). (4.68)

Vé-se que a magnetizacdo do perfil na hierarquia n depende das magnetizacdes de todas as
hierarquias anteriores. A(K,,A,) que aparece acima € o coeficiente (4.60) calculado na hierar-

€C_”

quia n. A magnetizacao total para uma rede com “p” conexdes € obtida da expressao acima ao
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Dimensédo | B Heisenberg | B Ising
2 - 0,1617
2,58 0,8387 0,3433

3 0,7046 0,4632
3,58 0,7282 0,6080

4 0,7718 0,6915

Tabela 4.3 Valores dos expoentes criticos 3 calculados nos pontos fixos do tipo Heisenberg e Ising a

partir das férmulas (4.72).

multiplica-la pelo nlimero de perfis possiveis p” subtraindo-se a contribui¢do dos sitios redun-

dantes,
A(Ky, Ay
A KnuAn
—p(1 +2A(Kn—17An—l)>li(n_2) (4.69)

Desta forma, para a magnetizacdo total podemos encontrar a magnetizacdo por spin ao
dividi-la pelo nimero total de spins na rede ¢, = ﬁ%, sendo este valor no limite n — oo.

Desta maneira, para a magnetizagdo por spin,

| A(K,, A
— 5(1+p<1+zA<Knl,Am>) (Ko, 2) )mnl—

A<Kn717Anfl)
—— (1 4+2A(Ky—1,An—1)) ——————my,— 4.70

Esta relacdo é qtil para o cdlculo do expoente B da magnetizagdo. Para isto tem-se que,
préoximo dos pontos fixos instdveis Ising (A =1 com p > 1) ou Heisenberg (A =0 com p > 2),
o coeficiente A(K,A) se torna invariante A, = A, | =Ajs p = ... =A, | =A, coml<n,e
a magnetizacdo toma uma forma assintética m, = (SK,,)ﬁ, sendo 6K,, = r.0K,_| com r, =

d?(Kfl (K.). Fazendo todas estas substituicdes em (4.70) resulta em,

g A
=7 4.71)
rf rg B
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2.0

AN
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—2&— B Heisenberg
—A— B Ising
—0— v Heisenberg
—e— v Ising

Lo
BA_

M 97

Expoentes Criticos
o

NS

0.5 |
B A
A
2.0 25 3.0 3.5 4.0

Dimensionalidade

Figura 4.9 Expoentes criticos v e 3 para algumas dimensdes fractais, para os casos Ising e Heisenberg.

O expoente f foi calculado segundo a expressio (4.72).

Com &7 e % sendo funcdes de p e A.. Resolvendo para B encontra-se a seguinte forma
para este exponte em ambos os pontos fixos instaveis,

(0.5+A,)

Inr.

B = (4.72)

Esta expressao mostra como o expoente 3 depende do coeficiente A, da rela¢do recursiva
para a magnetizacdo local. A informacao sobre a dimensionalidade do sistema (ou equivalen-
temente o nimero de conexdes da rede diamante) estd contida implicitamente nos valores de
A e re. Os valores do expoente 3 para algumas dimensdes nos casos Ising e Heisenberg sao
apresentados na tabela 4.3, bem como na figura 4.9, junto com os expoentes do comprimento

de correlacdo v.
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4.7 Conclusoes

O comportamento critico do modelo de Heisenberg anisotrépico de spin 1/2, na rede diamante
com p conexdes e fator de escala b = 2 foi investigado por meio do grupo de renormaliza¢do no
espaco real. Utilizamos a equagdo de renormalizag@o na aproximacao de Suzuki-Takano para o
célculo dos acoplamentos criticos e do expoente v do comprimento de correlacdo. Através do
desacoplamento das varidveis internas de uma célula bésica da rede diamante das varidveis do
resto da rede, relacionamos a magnetizacdo de um sitio da geracdo n com a magnetizacdo de
seus vizinhos pertencentes a geracdes anteriores. Por decorréncia, foi possivel obter relacdes
de recorréncia analiticas recursivas para a magnetizagao local do sistema, bem como para a cor-
relagdo spin-spin. Estas rela¢des, juntamente com as temperaturas criticas 7, (p) obtidas pelas
equagoes de renormalizacdo deste modelo, permitiram a andlise o comportamento da magne-
tizagdo na regido critica e a obtenc¢do do expoente critico B, associado a magnetizagdo, em
funcdo de p, para os pontos fixos de Ising e Heisenberg associados a este modelo. O artigo
correspondente aos resultados apresentados neste capitulo estd em preparacio para ser sub-
metido a Physica A, com o titulo Quantum anisotropic S = 1/2 Heisenberg model on diamond

hierarchical lattices.
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