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RESUMO

Nesta dissertação apresentamos resultados analíticos e numéricos de um caminhante ale-

atório no espaço bidimensional (2D) sujeito a condições de contorno absorventes na forma de

dois anéis concêntricos que interrompem a caminhada uma vez que são tocados. O problema

dos anéis representa uma espécie de abordagem de campo médio ao problema das buscas

aleatórias em 2D, no sentido de que passos com tamanho superior ao diâmetro do anel ex-

terno não são permitidos. No problema dos anéis, um caminhante que busca encontrar um

dos anéis inicia sua caminhada na posição inicial 𝑥0 entre os dois anéis concêntricos, sendo o

anel interno de raio 𝑎 e o externo de raio 𝑅. Ao longo da sua trajetória, o buscador move-se

até encontrar um dos anéis, com os tamanhos ℓ dos passos sorteados de acordo com uma

distribuição 𝑝(ℓ) do tipo lei de potência com expoente 𝛼 + 1, a qual corresponde à aproxi-

mação para ℓ ≫ 1 da distribuição 𝛼-estável de Lévy. O problema dos anéis mostrou-se ser

importante para o estudo das buscas aleatórias em 2D quando o objetivo é estudar a relação

de encontro entre o alvo mais próximo e todos os outros que estão mais distantes da posi-

ção inicial do buscador. Para o problema do anéis, apresentamos resultados numéricos para

o estudo de como a eficiência de busca 𝜂 no limite destrutivo, o tempo médio de primeira

passagem ⟨𝑡⟩ do buscador para encontrar um dos anéis e as probabilidades de encontrar os

anéis interno e externo, respectivamente 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡, são influenciados pelos parâmetros do

sistema. Também apresentamos resultados analíticos para o limite destrutivo e revisitamos o

problema dos anéis para o limite não-destrutivo. No regime não-destrutivo, obtemos que a

maximização da eficiência é alcançada para 𝛼 → 1, enquanto que para o regime destrutivo

mostramos que a eficiência é maximizada no limite balístico 𝛼 → 0. Foi mostrado também

que, para 𝛼 fixo, 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 antes do cruzamento das probabilidades e que 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 após

o cruzamento. Por outro lado, para o estudo de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função de 𝑥0 e 𝑅, encontramos

que 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 antes do cruzamento e 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 após o cruzamento. Observamos ainda

que, para 𝑥0/𝑅 fixo, ⟨𝑡⟩ aumenta com o aumento de 𝛼, enquanto que, quando fixamos 𝛼,

observamos que ⟨𝑡⟩ aumenta à medida que 𝑥0 se afasta do anel interno. O problema dos anéis

se mostrou, portanto, uma alternativa aproximada interessante de abordagem do problema

das buscas aleatórias no espaço 2D livre (isto é, sem o anel externo limitante), as quais são

bem mais difíceis de se investigar analiticamente.

Palavras-chave: problema dos anéis; buscas aleatórias; caminhante de Lévy; lei de potências.



ABSTRACT

In this dissertation we present analytical and numerical results of a random walker in

a two-dimensional (2D) space subject to absorbing boundary conditions in the form of two

concentric rings that cease the random walk once they are touched. The annulus (or ring)

problem represents a kind of mean-field approach to the problem of 2D random searches,

in the sense that steps larger than the diameter of the outer ring are not allowed. In the

ring problem, a walker seeking to find one of the rings starts the walk at the initial position

𝑥0 between the two concentric rings, with the inner ring having radius 𝑎 and the outer ring

having radius 𝑅. Along the trajectory, the searcher moves until it finds one of the rings, with

the step sizes ℓ drawn according to a power law distribution 𝑝(ℓ) with exponent 𝛼 + 1, which

corresponds to the approximation in the ℓ ≫ 1 regime of the Lévy 𝛼-stable distribution. The

ring problem proved to be important for the study of random searches in 2D when the objective

is to investigate the encounter relationship between the closest target and all others that are

further away from the searcher’s initial position. For the ring problem, we present numerical

results on how the search efficiency 𝜂 in the destructive limit, the mean first passage time ⟨𝑡⟩ of

the searcher to find one of the rings, and the probabilities of finding the inner and outer rings,

respectively 𝑃𝑖𝑛𝑡 and 𝑃𝑒𝑥𝑡, are influenced by the system parameters. We also present analytical

results for the destructive limit and revisit the ring problem for the non-destructive limit. In the

non-destructive regime, we obtain that efficiency maximization is achieved for 𝛼 → 1, while

for the destructive regime we show that efficiency is maximized in the ballistic limit 𝛼 → 0.

It was also shown that, for fixed 𝛼, 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 before the crossing of probabilities, and that

𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 after the crossing. On the other hand, for the study of 𝑃𝑖𝑛𝑡 and 𝑃𝑒𝑥𝑡 as a function

of 𝑥0 and 𝑅, we found that 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 before crossing and 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 after crossing. We

also observe that, for fixed 𝑥0/𝑅, ⟨𝑡⟩ increases with the increase in 𝛼, while, when we fix 𝛼,

we observe that ⟨𝑡⟩ increases with as 𝑥0 moves away from the inner ring. The ring problem

proved, therefore, to be an interesting approximate alternative for approaching the problem of

random searches in free 2D space (that is, without the limiting external ring), which are much

more difficult to investigate analytically.

Keywords: annulus problem; random searches; Lévy walk; power-law.
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equação (3.44) representada pela curva vermelha. O resultado exato para

o limite balístico em que o caminhante realiza a busca em apenas um único
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Figura 27 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encon-

trar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡
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𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre 0.1 e

1.4, mantendo 𝑥0, 𝑎 = 1, 𝑅 = 100 e 𝑙0 = 0.001 fixos. A medida que a
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cruzamento das probabilidades, mantendo 𝑎 = 1, 𝑅 = 100, 𝑙0 = 0.001 e 𝛼

fixos. Podemos o observar que 𝑃𝑖𝑛𝑡 > 𝑃𝑒𝑥𝑡 para todos os valores de 𝛼. . . . 78

Figura 29 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encon-

trar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡
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Figura 30 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encon-

trar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡
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Figura 31 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. Tempo Médio de Primeira Passagem
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foi mantido fixo em 𝑅 = 100 para todos os casos apresentados. Para

este estudo, foi realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para

valores de 𝛼 entre 0.1 e 1.4, mantendo 𝑥0 fixo. Em (a), temos ⟨𝑡⟩ em

função de 𝛼 entre 0.1 e 1.4. Em (b), temos ⟨𝑡⟩ em função de 𝛼 entre
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1 INTRODUÇÃO

Neste capítulo faremos uma breve passagem pela história, citando trabalhos e cientistas

que contribuíram para que novos conhecimentos em problemas de buscas aleatórias fossem

descobertos. Desde a ideia mais simples de caminhadas aleatórias à estratégias de optimização

de busca. Mostraremos alguns exemplos de caminhadas aleatórias e, introduziremos objetivo

deste trabalho, apresentando o problema dos anéis em buscas aleatórias.

1.1 BUSCAS ALEATÓRIAS E O PROBLEMA DO FORRAGEAMENTO

A completa falta de conhecimento da localização de um objeto induz um determinado

buscador a realizar uma caminhada aleatória até que ele encontre o objeto desejado, caracte-

rizando o fenômeno de buscas aleatórias(LUZ et al., 2009). Temos diversos problemas que são

caracterizados como buscas aleatórias, por exemplo, a busca por alimento entre animais em

ambientes escassos colocando a espécie no limiar entre a sobrevivência e a extinção, ou, até

mesmo ao procurar as chaves perdidas quando se está apressado (VISWANATHAN et al., 2011).

Temos buscas aleatórias em diversas escalas, por exemplo, a nível molecular, observamos neu-

rotransmissores como dopamina ou serotonina em busca de locais de ligação em proteínas

transmembrana (SHLESINGER, 2009).

O movimento de um animal está relacionado ao efeitos combinados pelo ambiente em que

ele vive e suas condições físicas de navegação (BARTUMEUS; LEVIN, 2008), como a capacidade

de memorizar locais visitados anteriormente, por exemplo (RIOTTE-LAMBERT; BENHAMOU;

CHAMAILLÉ-JAMMES, 2016). Eventos como mudanças climáticas, escassez (ou abundância) de

alimentos, influenciam diretamente no número de elementos de todas as espécies de animais

(DARWIN, 1859). Se por acaso um animal não conseguir encontrar comida, seja qual for o

motivo, ele morre. Visto isso, com o passar dos anos, podemos supor que a seleção natural

favoreceu apenas aqueles animais que são ótimos buscadores de alimento, pois, para garantir

a sobrevivência é necessário manter sempre um saldo positivo de calorias e nutrientes (VISWA-

NATHAN et al., 2000). O problema da busca por alimento, ou, como é conhecido na literatura, o

problema do forrageamento (foraging problem) é extremamente útil e, resultados importantes

foram encontrados a partir do ano de 1990 (VISWANATHAN et al., 2011).

O problema de buscas aleatórias é, basicamente, a detecção de alvos realizadas por um
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caminhante aleatório. Destacaremos três modelos de caminhadas aleatórias neste texto. O

primeiro, formulado inicialmente por Pearson em 1905 (PEARSON, 1905), o caminhante não

possui uma direção favorita para cada passo dado e, o passo futuro depende apenas do último

passo realizado. Podemos caracterizar esta caminhada sem viés de direção como processo mar-

koviano (SALINAS, 2018). No segundo modelo, o caminhante possui um viés entre cada passo

dado, podendo ter uma direção favorável de ser escolhida (PATLAK, 1953), que pode ser defi-

nida pelo instinto do animal no forrageamento, por exemplo. Por último, temos as caminhadas

aleatórias intermitentes, caracterizadas pelo fato de apresentar dois tipos de comportamentos,

num dado momento realiza um comportamento Browniano, em outro instante, realiza alguns

saltos balísticos (LOMHOLT et al., 2008).

A primeira estratégia para obter optimização máxima em buscas aleatórias foi apresentada

para a comunidade científica no final do século XX, ao investigar qual seria a distribuição de

comprimento de passos ideal para maximizar a eficiência de busca para o limite não-destrutivo
1 e destrutivo 2 (VISWANATHAN et al., 1999). Uma forma de definir a eficiência 𝜂 de busca

é através da razão do número de alvos 𝑁 encontrados pela distância total percorrida pelo

buscador 𝐷𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙, isto é, 𝜂 = 𝑁/𝐷𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 (COLAÇO et al., 2022). Também podemos relacionar a

eficiência em problemas de buscas aleatórias com o tempo de primeira passagem (SHLESINGER,

2009).

Ainda em 1999 foi proposto que distribuições do tipo Lévy para o comprimento de passos

é uma excelente estratégia de busca (VISWANATHAN et al., 1999). A distribuição de Lévy pode

ser aproximada, para passos |ℓ| largos, podendo ser representada de forma aproximada por uma

função do tipo lei de potências 𝑝(ℓ) ∼ ℓ−𝜇 (RAPOSO; GOMES, 2015) e maximiza a eficiência

de busca, em qualquer dimensão, no limite não-destrutivo quando 𝜇 = 2 e, para o limite

destrutivo, a otimização é alcançada quando 𝜇 → 1 (VISWANATHAN et al., 1999).

Ao longo dos anos, também surgiram trabalhos que questionaram os resultados apresen-

tados em 1999, afirmando, em 2020, que o inverso quadrado da power-law que aproxima a

distribuição de Lévy maximiza a busca apenas para os casos unidimensionais. Para os casos

em que a dimensão é maior ou igual a dois, a eficiência de busca não é maximizada quando

𝜇 = 2 (LEVERNIER et al., 2020). Entretanto, havia um pequeno erro no trabalho apresentado

em 2020, que levou a conclusões precipitadas acerca de buscas em duas ou mais dimensões
1 Quando o seacher inicia a busca próximo ao alvo. Isto é, no processo biológico da busca por alimento, o

animal encontra-se em uma região abundante em alimentos.
2 Quando o seacher inicia a busca distante do alvo. Isto é, no processo biológico da busca por alimento, o

animal encontra-se em uma região escassa em alimentos.
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(BULDYREV et al., 2021).

Diversos resultados numéricos encontrados a partir de simulações que modelavam um ca-

minhante em busca de alvos fixos espalhados aleatoriamente confirmaram a hipótese proposta

em 1999.Uma modelagem numérica no espaço euclidiano contínuo em duas dimensões pu-

blicado em 2004 confirmou que para o limite não-destrutivo a eficiência é máxima quando

o movimento do caminhante aleatório é super-difusivo 3 e, para o limite destrutivo o walk

encontra mais alvos quando realiza movimentos balísticos (SANTOS et al., 2004).

Através de simulações computacionais em redes quadradas e triangulares realizadas em

2005, mostrou-se que a eficiência de busca no espaço discreto em duas dimensões depende da

densidade de alvos. Para baixa densidade de alvos, a busca é maximizada utilizando o inverso

quadrado da lei de potência como estratégia para escolha do tamanho do passo (SANTOS

et al., 2005). Ao comparar caminhadas aleatórias de Lévy com outros tipos de caminhadas,

foi observado que Lévy flights são mais eficientes em estratégias de navegação realizadas em

redes complexas (GUO et al., 2016) (RIASCOS; MATEOS, 2012). Estudos numéricos de ambientes

fragmentados também mostraram que a maximização da eficiência de busca é alcançada

quando 𝜇 = 2 (WOSNIACK et al., 2015).

Análise de dados obtidas a partir do monitoramento de animais enquanto buscavam por

alimento foi muito importante para entender quais estratégias são utilizadas por eles durante

o forrageamento. Movimentos do tipo voo de Lévy (Lévy flight) foram detectados em diversas

espécies de animais que vivem em nosso planeta, sendo uma estratégia mais eficiente na busca

por alimento. Por exemplo, dados de predadores marinhos durante o forrageamento mostraram

que tubarões, tartarugas, atum-papudo e bacalhau-do-atlântico movem-se com distribuição de

passos dada pelo inverso quadrado da lei de potência durante o processo biológico da busca

por comida (SIMS et al., 2008).

No ambiente em que se busca por alimento, um animal deve adaptar seu comportamento

para maximizar sua busca. Na natureza, observamos diversos animais que realizam caminhadas

de Lévy durante o forrageamento (BENHAMOU, 2007). Em 2012, foi observado que albatro-

zes conseguem exceder suas necessidades diárias, capturando mais presas, enquanto realizam

caminhadas de Lévy (HUMPHRIES et al., 2012). Este comportamento também foi observado

entre macacos-aranha da Península de Yucatã em 2003 (RAMOS-FERNÁNDEZ et al., 2003), em

humanos durante uma busca aleatória simulada em ambiente virtual(GARG; KELLO, 2021) e,

também, em microrganismos enquanto buscavam por comida (BARTUMEUS et al., 2003).
3 Quando o parâmetro 𝜇 ∈ (1, 3).
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Caminhadas de Lévy também podem descrever e explicar o comportamento de mexilhões

(REYNOLDS, 2014), cupins (MIRAMONTES et al., 2014) e pulgões, uma praga que se alimenta de

vegetais (PETROVSKII; MASHANOVA; JANSEN, 2011). Entretanto, em alguns casos, esta estra-

tégia não é a mais eficiente, como é o caso das formigas do deserto australiano (SCHULTHEISS;

CHENG, 2011). Um outro fator interessante é que movimentos do tipo Lévy é um mecanismo

importante na adaptação de espécies em ambientes escassos, evitando uma superexploração

que pode levar a extinção das presas procuradas (DANNEMANN; BOYER; MIRAMONTES, 2018).

A estatística de Lévy despertou o interesse de muitos pesquisadores por estar presente

em diversos fenômenos físicos estudados em centros de pesquisa. São inúmeras aplicações.

Encontramos caminhadas de Lévy em diversas áreas da ciência. Podemos encontrar diversos

trabalhos que interpretam a distribuição de Lévy de alguma forma, por exemplo, na Fotônica,

ao estudar emissão de luz em lasers aleatórios produzidos em fibra óptica (GOMES et al., 2023)

e, em sistemas ordenados utilizando lasers convencionais (ROCHA et al., 2020). Em Física

Atômica, observamos comportamentos do tipo Lévy na propagação da luz em vapor atômico

ressonante (CARVALHO et al., 2015).

De forma mais geral, na Biologia a estatística de Lévy é importante pelo fato de caracterizar

o movimento de inúmeras formas de vida presente no planeta. Na Física encontramos Lévy

walks em sistemas hamiltonianos de partículas, fenômenos de transporte, caminhadas de fótons

e na ótica de átomos frios. Também encontramos aplicações de caminhadas de Lévy em

aprendizagem de robôs (ZABURDAEV; DENISOV; KLAFTER, 2015).

1.1.1 Apresentação da dissertação

Neste trabalho, modelamos numericamente um caminhante aleatório em duas dimensões

sujeito a duas condições de contorno absorventes, que serão interpretadas como alvos a serem

encontrados. Trata-se de um walker que inicia sua busca entre dois anéis concêntricos e,

de forma estocástica, escolhe uma direção aleatória entre 0 e 2𝜋 com tamanho do passo

definido pela distribuição power-law, definida para valores de 𝛼 entre 0 e 2, onde 𝛼 = 𝜇 − 1,

caracterizando apenas caminhadas de Lévy.

A eficiência de busca para problemas de duas barreiras absorventes foi estudada nas três

dimensões do espaço de Euclides. Para o limite não-destrutivo, foi mostrado que a maximização

é alcançada quando a distribuição do tamanho dos passos se aproxima do inverso quadrado da

power-law para uma dimensão (COLAÇO et al., 2022), em duas dimensões, quando o problema
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dos anéis concêntricos foi estudado e teve o algoritmo de busca apresentado à comunidade

científica pela primeira vez, e, em três dimensões com o problemas das esferas concêntricas,

uma generalização do problema no espaço bidimensional (CARAMÊS et al., 2022).

Além da eficiência de busca que foi mencionada anteriormente, também podemos estudar

o tempo médio de primeira passagem que o caminhante leva para encontrar um dos dois alvos

ou barreiras absorventes, bem como a probabilidade de encontro para os dois alvos enquanto

variáveis do sistemas são alteradas, como foi feito em uma dimensão para os limites destrutivo

e não-destrutivo em 2021 (NICOLAU et al., 2021) e em 2022 (COLAÇO et al., 2022).

Para o problema do anéis, apresentamos, neste trabalho, pela primeira vez, resultados

numéricos para a eficiência de busca no limite destrutivo, tempo médio de primeira passagem

que o walk realiza para encontrar um dos anéis e como as probabilidades de encontrar os alvos

são influenciadas através de mudanças sobre os parâmetros do sistema. Também apresentamos

resultados analíticos inéditos para o limite destrutivo e revisitamos o problema dos anéis para

o limite não-destrutivo.

Em nossos resultados, também foi observado que a eficiência no limite destrutivo é ma-

ximizada quando o walker realiza movimentos balísticos. Para o tempo médio de primeira

passagem encontramos o mesmo comportamento encontrado em uma dimensão (NICOLAU

et al., 2021), entretanto, com grandeza distinta. Também encontramos cruzamento entre as

probabilidades de absorção, como foi encontrado no modelo estudado em 2022, onde um ca-

minhante com um raio de visão finito buscava de forma aleatória alvos localizados em um

plano bidimensional (COLAÇO et al., 2022).

1.2 O PROBLEMA DA BUSCA E AS CAMINHADAS ALEATÓRIAS

Para encontrar um alvo que se localiza em uma posição desconhecida, um certo buscador

é induzido a realizar uma caminhada aleatória até que possa encontrá-lo. Podemos dividir as

caminhadas aleatórias em duas classes em relação ao tamanho dos passos dados. No primeiro

caso, a média do tamanho dos passos dados é finita e, no segundo, a média do tamanhos dos

passos não é finita ou definida. Nesta seção será apresentado alguns exemplos de movimentos

aleatórios e suas principais características em buscas aleatórias.

Podemos observar aplicações de caminhadas aleatórias desde a mecânica quântica até a

econometria (ZABURDAEV; DENISOV; KLAFTER, 2015). O movimento aleatório foi observado

inicialmente pelo botânico Robert Brown, em 1826, após observar grãos de pólen em meio
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aquoso utilizando apenas um simples microscópio (V.P.L.S., 1828). Anos após, este tipo de

movimento ficou conhecido como movimento Browniano (REICHL, 2004). Em 1905, Einstein

investigou a natureza deste movimento, supondo que o movimento irregular de partículas

suspensas em determinado líquido era causado pelo movimento das partículas que compõem

o meio (EINSTEIN, 1926). Isto foi muito importante para o estudo da estrutura atômica na

época (SALINAS, 2018).

No estudo das caminhadas aleatórias, também podemos classificar os movimentos a partir

da forma em que o caminhante escolhe a direção em que realizará o passo. O modelo mais

simples, SRW, 4 consiste em escolher aleatoriamente a direção do passo, a próxima posição

que o caminhante ocupará depende apenas da posição imediatamente anterior, ou seja, um

processo markoviano. Temos também as caminhadas aleatórias correlacionadas (CRWs)5 que

envolve uma relação entre cada passos dado, produzindo um viés entre os passos realizados.

Diversos animais tendem a utilizar CRWs (CODLING; PLANK; BENHAMOU, 2008).

Temos também as caminhadas intermitentes, que foram brevemente apresentadas na seção

anterior, onde estão inseridas as caminhadas aleatórias de Lévy, um caso especial das cami-

nhadas aleatórias idealizadas inicialmente por Rayleigh e Pearson em 1905 (PEARSON, 1905).

Utilizando a estratégia de busca através das caminhadas intermitentes, o tempo de busca é

minimizado (BÉNICHOU et al., 2005). Este tipo de movimento é caracterizado pelo fato do

caminhante sortear passos curtos por um determinado tempo e, volta e meia, realizar passos

longos, habitualmente chamados de voos de Lévy (REICHL, 2004).

Podemos entender de forma clara, como uma caminhada intermitente é caracterizada atra-

vés da busca de uma chave perdida. Quando tentamos encontrar a chave perdida, alternamos

nossa atenção de duas formas. A primeira, vasculhamos completamente um local de forma

reativa lenta e, na segunda forma, fazemos uma realocação rápida e vamos vasculhar um outro

local até que a chave seja finalmente encontrada (BÉNICHOU et al., 2011).

Neste trabalho, todas as simulações foram realizadas utilizando a lei de potências como

distribuição de passos, dada por:

𝑝𝛼(ℓ) = 𝛼ℓ𝛼
0

ℓ𝛼+1 , ℓ ≥ ℓ0, (1.1)

onde, ℓ0 representa o comprimento do menor passo realizado pelo caminhante e, 0 < 𝛼 ≤ 2.

Temos a relação entre 𝛼 e 𝜇: 𝜇 = 𝛼 + 1. Esta representação introduz o parâmetro 𝛼, de
4 SRW - Simple Random Walk.
5 CRWs - Correlated Random Walks.
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modo que, podemos ter diversas distribuições para o comprimento do passo do caminhante

(VISWANATHAN et al., 1999).

A power-law (Pareto) é uma forma aproximada da distribuição de Lévy, com dinâmica

de busca do tipo browniano ou difusivo quando 𝛼 = 2, de acordo com teorema central do

limite, comportamento super-difusivo ou de Lévy no intervalo 0 < 𝛼 < 2 e, também executa

movimentos balísticos no limite 𝛼 → 0 (COLAÇO et al., 2022).

Figura 1 – Caminhadas aleatórias em 2D iniciadas em (𝑥, 𝑦) = (0, 0) usando a power-law (1.1) como distri-
buição para o tamanho do passo. Em todas as caminhadas mostradas abaixo, temos 104 passos. É
importante observar a diferença entre as escalas paras os três exemplos mostrados. Note que em (a)
temos um comportamento balístico com passos enormes. Em (b) observamos um comportamento
super-difusivo, com passos pequenos em algumas regiões seguido de voos de Lévy e, em (c), temos
um comportamento do tipo browniano.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Podemos diferenciar o movimento browniano das caminhadas de Lévy de forma simples.

No movimento browniano, o comprimento do passo dado pelo caminhante segue uma escala

característica, com média e variância bem definida. Nas caminhadas de Lévy, os passos não

possuem uma escala característica, com média e variância não definidos (VISWANATHAN et

al., 2000). Em buscas aleatórias, caminhadas de Lévy são mais eficientes devido ao fato de

retornarem a sítios visitados com menos frequência que caminhantes que realizam o movimento

browniano (VISWANATHAN et al., 1999). Entretanto, é possível que um caminhante de Lévy se

aproxime de um alvo sem identificá-lo (COLAÇO et al., 2022).

Na Figura 1 podemos observar três caminhadas com 104 passos determinados através da

distribuição dada pela lei de potência definida pela Equação (1.1) para três valores distintos do

parâmetro 𝛼. Todas as caminhadas foram iniciadas iniciadas em (𝑥, 𝑦) = (0, 0) . Para 𝛼 → 0

é esperado maior probabilidade de realizar passos longos, caracterizando o comportamento

balístico neste regime do parâmetro 𝛼, como está mostrado na Figura (1)(a). Na Figura (1)(b)

podemos observar uma sequência de passos pequenos seguidos de saltos longos ou voos de
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Lévy com tamanhos variados, diferente do que vemos na Figura (1)(c), uma caminhada com

passos que possuem uma escala característica bem definida, performando um comportamento

do tipo browniano.

Figura 2 – Caminhadas aleatórias em 2D usando a power-law (1.1) como distribuição para o tamanho do
passo. Podemos observar em (a), a Figura(1)(b) e a Figura(1)(c) na mesma escala. Em (b) temos
a área limitada pelo quadrado vermelho em (a) e, em (c), temos a área limitada pelo quadrado
preto em (a).

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Na Figura 2(a) podemos observar a Figura1(b) e a Figura1(c), mostrando a diferença da

escala entre as duas caminhadas. A área visitada pelo caminhante é bem maior quando 𝛼 = 1,

enquanto que, para 𝛼 = 2 o caminhante retorna mais vezes em um mesmo local visitado antes.

A Figura 2(b) mostra a área limitada pelo quadrado vermelho na Figura 2(a) mostrando que

a caminhada browniana se afasta muito pouco do local onde foi iniciada e, na Figura 2(c)

temos a área limitada pelo quadrado preto na Figura 2(a), mostrado que nas regiões onde o

caminhante realizou pequenos passos comparados com os voos de Lévy também não seguem

uma escala bem definida, com caráter super-difusivo.
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PROBABILIDADES E MECÂNICA ESTA-

TÍSTICA

Neste capítulo, apresentaremos elementos básicos de Teoria de Probabilidades e da Mecâ-

nica Estatística. Iniciaremos abordando variáveis aleatórias, distribuições de probabilidades e

seus momentos. Aqui, veremos como surgiu a distribuição de lei de potências para distribuição

de passos que foi apresentada no capítulo anterior. Também apresentaremos dois teoremas

importantes para entender o comportamento de variáveis aleatórias, o Teorema Central do

Limite (TCL) e o Teorema Central do Limite Generalizado.

2.1 DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADES CONTÍNUAS DE VARIÁVEIS ALEATÓRIAS

Podemos, de forma simples, dizer que probabilidade é a quantização da expectativa es-

perada do resultado de um determinado experimento realizado e, variáveis estocásticas são

determinadas pelo resultado de medidas feitas em um experimento, o máximo que podemos

saber acerca das variáveis aleatórias é a quantidade de vezes que ela foi medida (REICHL,

2004) (KARDAR, 2007). No estudo de teoria de probabilidades, é necessário se atentar a três

fundamentos: (i) a lógica formal de construção, (ii) a intuição e, (iii) aplicações (FELLER,

1968).

Suponha que 𝑥 é uma variável aleatória contínua que pode ser medida no intervalo [𝑎, 𝑏],

de modo que:

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏) =
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝑥𝑃 (𝑥), (2.1)

representa a probabilidade de medir o valor de 𝑥 que está entre 𝑎 e 𝑏.

Na equação (2.1), 𝑃 (𝑥) é a Função Densidade de Probabilidade (PDF) para a variável

aleatória 𝑥. Sabemos que o mínimo de informação que podemos ter sobre um evento aleatório

é 0% e o máximo é 100%, logo, é necessário que a função densidade de probabilidade satisfaça

as seguintes condições: (i) ser sempre positiva 𝑃 (𝑥) ≥ 0 e, (ii) a condição de normalização,

ou seja,
∫︀+∞

−∞ 𝑑𝑥𝑃 (𝑥) = 1.

Também podemos definir probabilidade sendo um espaço amostral Ω que forma um

conjunto com todas as possibilidades possíveis de serem medidas em um determinado sis-

tema. Assim, podemos definir da seguinte forma: Ω é denominado de espaço amostral se,

para cada evento Σ ⊂ Ω exista um número que satisfaça as condições: (i) 𝑃 (Σ) ≥ 0,
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(ii) 𝑃 (Ω) = 1 e, (iii) se Σ1 e Σ2 são eventos independentes, temos a regra da soma

𝑃 (Σ1 ∪ Σ2) = 𝑃 (Σ1) + 𝑃 (Σ2), que é a probabilidade de medir Σ1 ou Σ2 e, temos também a

regra da multiplicação 𝑃 (Σ1&Σ2) = 𝑃 (Σ1) × 𝑃 (Σ2), que é a probabilidade de acontecer os

eventos Σ1 e Σ2 simultaneamente (HASSANI, 2009).

Vamos citar um exemplo clássico para o entendimento dos conceitos de teoria de proba-

bilidades apresentados anteriormente. Suponha que temos um dado não viciado, isto é, todas

as faces têm probabilidades iguais de serem sorteadas a cada lançamento. O espaço amostral

de todas as possibilidades é dado por Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. A probabilidade 𝑃 (1) que a face 1

seja sorteada é igual a 1/6, de modo que, 𝑃 (𝑁) = 1/6 para todas 𝑁 = 1, 2, 3, 4, 5, 6 faces,

logo, 𝑃 (Ω) =
6∑︀

𝑁=1
𝑃 (𝑁) = 1, a soma de todas as probabilidades possíveis é igual a 100%.

Agora, podemos definir a função de probabilidade cumulativa 𝐹 (𝑥) dada por:

𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝑥

−∞
𝑑𝑥𝑃 (𝑥), (2.2)

ou seja, é a probabilidade de encontrar a variável 𝑥 no intervalo {−∞ ≤ 𝑥} e, deve satisfazer

as condições: (i) lim𝑥→−∞ 𝐹 (𝑥) = 0 e, (ii) lim𝑥→∞ 𝐹 (𝑥) = 1. Conhecendo a função densidade

de probabilidade, podemos utilizar a função distribuição cumulativa para encontrar variáveis

aleatória da função densidade de probabilidade conhecida, utilizando o método da inversão da

distribuição cumulativa.

Antes de introduzir o conceito de momentos, vamos definir a função característica 𝑓(𝑘) de

uma variável estocástica 𝑥. A função característica é o gerador de momentos da distribuição

e é dada através da transformada de Fourier da PDF (KARDAR, 2007), isto é:

𝑓(𝑘) =
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑒−𝑖𝑘𝑥𝑃 (𝑥). (2.3)

Quando se é conhecida a função característica, podemos obter a função densidade de

probabilidade através da transformada inversa de Fourier:

𝑃 (𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓(𝑘). (2.4)

Na próxima subseção falaremos dos momentos de uma distribuição e como eles podem ser

obtidos.
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2.1.1 Momentos de uma distribuição

Quando conhecemos uma distribuição de probabilidade para uma variável aleatória 𝑥,

podemos obter toda informação sobre ela, entretanto, quando não conseguimos determinar

a PDF, podemos, em casos específicos, obter informações sobre os momentos da variável 𝑥

(REICHL, 2004). O 𝑛-ésimo momento de uma variável 𝑥 é definido da seguinte forma:

⟨𝑥𝑛⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑥𝑛𝑃 (𝑥). (2.5)

Neste trabalho, nos atentaremos apenas aos dois primeiros momentos ⟨𝑥⟩ e ⟨𝑥2⟩. O primeiro

momento ⟨𝑥⟩ é chamado de valor médio da variável 𝑥 e seu valor informa a posição em que a

distribuição de probabilidade está centrada. A combinação ⟨𝑥2⟩−⟨𝑥⟩2 define a variância de 𝑥,

o desvio padrão de 𝑥, 𝜎𝑥, é definido através da raiz da variância, isto é, 𝜎𝑥 =
√︁

⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2.

O desvio padrão nos diz o quanto a variável 𝑥 dispersou da média ⟨𝑥⟩ (REICHL, 2004).

A importância sobre os momentos ficará mais clara em 2.2, onde mostraremos como estas

medidas estão relacionadas com o Teorema Central do Limite, visto que a gaussiana é uma

distribuição com os primeiros momentos bem definidos. Em 2.4 veremos que para o caso 𝛼 = 2

na distribuição de lei de potências também temos os primeiros momentos definidos.

2.1.2 Valor esperado de uma função

O valor esperado ou valor médio de uma função ℎ(𝑥) é obtido da mesma forma que

calculamos os momentos, ou seja,

⟨ℎ(𝑥)⟩ =
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥ℎ(𝑥)𝑃 (𝑥). (2.6)

A equação (2.6) é essencial quando temos uma função no sistema que depende de uma

variável aleatória que obedece uma distribuição de probabilidade conhecida.

2.2 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE

Para apresentar o Teorema Central do Limite (TCL), iremos abordar inicialmente um

exemplo que permite falar com pouca formalidade matemática e de fácil intuição, como é o

caso do lançamento de moedas, onde podemos medir apenas dois resultados, cara ou coroa.
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Figura 3 – Histograma lançamento de moedas através de uma modelagem numérica. No eixo das abscissas
temos a variável 𝑥, com média e variância finita, definida como sendo a soma do lançamento de
𝑁 = 100 moedas. Foi definido que se o lançamento resultar em coroa, contabilizamos 1 unidade
à 𝑥 e, se for cara, não contabilizamos. Após medir 𝑥, 𝐾 = 105 vezes, isto é, lançar 100 moedas
105 vezes e calcular a soma de cada resultado, observamos a distribuição 𝑝(𝑥) da variável 𝑥. Note
que o melhor ajuste do histograma é obtido através de uma curva gaussiana, concordando com
Teorema Central do Limite.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Agora, consideremos uma amostra formada por 𝑁 moedas não viciadas, isto é, ao lançar

uma moeda qualquer deste conjunto, podemos obter cara ou coroa com mesma probabilidade

𝑝 = 𝑞 = 1/2. Onde 𝑝 é a probabilidades de obter cara e 𝑞 é a probabilidade de obter coroa. Para

que seja possível quantificar o resultado das medidas, vamos considerar a variável 𝑥 = ∑︀𝑁
𝑖 𝑥𝑖,

onde 𝑥𝑖 = 0 representa encontrar cara após o lançamento e 𝑥𝑖 = 1, coroa.

Perceba que a variável 𝑥𝑖 possui apenas duas possibilidades de medida, logo, para uma

quantidade 𝑁 de moedas é esperado que o valor médio ⟨𝑥⟩ que representa a soma de todos os

lançamentos seja ⟨𝑥⟩ = 𝑝𝑁 , ou seja, ao lançarmos 100 moedas, por exemplo, é esperado que

metade das jogadas o resultado será cara e a outra, coroa, obviamente. Portanto, o resultado da

soma dos 100 lançamentos utilizando a quantificação definida anteriormente será, em média,

50.

É importante observar que para obter uma medida 𝑥 = 100 ou 𝑥 = 0 é necessário que

todas as moedas caiam do mesmo lado após todos os lançamentos. Ou seja, estas medidas

são extremamente raras de serem obtidas, de modo que, é esperado que a distribuição de



32

probabilidades da variável 𝑥, 𝑝(𝑥) seja uma função centrada na média com limites assintóticos,

𝑝(𝑥) = 0 quando 𝑥 → 0 ou 𝑥 → 100.

Na Figura 3 podemos observar um histograma da variável 𝑥 após a modelagem numérica

de 100 mil lançamentos de 𝑁 = 100 moedas. Note que a distribuição da variável 𝑥 pode ser

modelada por uma função contínua, conhecida como distribuição gaussiana ou distribuição

normal. Também é possível observar que a distribuição está centrada na média da variável 𝑥

e, as medidas 𝑥 = 0 e 𝑥 = 100 não foram obtidas após o 𝑁 -ésimo lançamento.

Após observar o exemplo anterior, podemos enunciar o TCL. Enunciado: Teorema Cen-

tral do Limite. Considere uma variável aleatória 𝑥 com os primeiros momentos ⟨𝑥⟩ e ⟨𝑥2⟩

finitos de modo que 𝑥 = ∑︀𝑁
𝑖 𝑥𝑖, onde cada 𝑥𝑖 é uma variável aleatória independente. A

distribuição de probabilidade que descreve o comportamento de 𝑥, 𝑝(𝑥), converge para uma

gaussiana no limite 𝑁 → ∞, ou seja, 𝑝(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎2 𝑒− (𝑥−⟨𝑥⟩)2

2𝜎2 .

PROVA: Tome variáveis aleatórias 𝑥𝑖 com ⟨𝑥𝑖⟩ e ⟨𝑥2
𝑖 ⟩ finitos, de modo que

𝑥 =
𝑁∑︁
𝑖

1
𝑁

(𝑥𝑖 − ⟨𝑥⟩), (2.7)

ou seja, estamos observando o desvio na média. A função característica da variável estocástica

𝑥 dada pela equação (2.3) pode ser escrita da seguinte forma:

𝑓(𝑘) =
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥1...𝑑𝑥𝑁𝑒𝑖𝑘

∑︀𝑁

𝑖
1
𝑁

(𝑥𝑖−⟨𝑥⟩)𝑃 (𝑥1)...𝑃 (𝑥𝑁), (2.8)

devido ao fato do sistema possuir 𝑁 variáveis aleatórias 𝑥𝑖 independentes. Na equação anterior

notamos o produto de 𝑁 integrais, isto é, podemos escrever a função característica sendo como

𝑓(𝑘) = [
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑒

𝑖𝑘
𝑁

(𝑥−⟨𝑥⟩)𝑃 (𝑥)]𝑁 (2.9)

Comparando a equação anterior com a equação (2.6) notamos que 𝑓(𝑘) é o valor médio

função exponencial do integrando, ou seja,

𝑓(𝑘) = [⟨𝑒 𝑖𝑘
𝑁

(𝑥−⟨𝑥⟩)⟩]𝑁 . (2.10)

Agora, expandindo a exponencial em séries de Maclaurin, obtemos,

⟨𝑒
𝑖𝑘
𝑁

(𝑥−⟨𝑥⟩)⟩ = ⟨1 + 𝑖𝑘

𝑁
(𝑥 − ⟨𝑥⟩) − 𝑘2

2𝑁2 (𝑥 − ⟨𝑥⟩)2 + 𝒪( 1
𝑁3 )⟩, (2.11)

onde os termos de ordem 𝒪( 1
𝑁3 ) podem ser desconsiderados devido ao fato de estarmos

considerando o caso especial em que temos o limite 𝑁 → ∞, logo,
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𝑓(𝑘) = [1 + 𝑖𝑘

𝑁
(⟨𝑥⟩ − ⟨𝑥⟩) − 𝑘2

2𝑁2 ⟨(𝑥2 − 2𝑥⟨𝑥⟩ + ⟨𝑥⟩2)⟩]𝑁

= [1 − 𝑘2

2𝑁2 (⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2)]𝑁

= [1 + 1
𝑁

(−𝑘2𝜎2

2 )]𝑁 , (2.12)

onde 𝜎2 = (⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2)/𝑁 . Agora, lembrando que lim𝑁→∞(1 + 𝑥/𝑁)𝑁 = 𝑒𝑥, encontramos,

finalmente,

𝑓(𝑘) = 𝑒− 𝑘2𝜎2
2 , (2.13)

quando 𝑁 → ∞.

Podemos agora, finalmente, encontrar a função distribuição de probabilidade da variável 𝑥

a partir da transformada inversa de Fourier da equação (2.13), ou seja,

𝑃 (𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑒𝑖𝑘𝑥𝑒− 𝑘2𝜎2

2 . (2.14)

Vamos utilizar a seguinte identidade na equação anterior,

1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑒−𝑘2𝑎2+𝑖𝑘𝑥 = 1

2𝑎
√

𝜋
𝑒− 𝑥2

4𝑎2 , (2.15)

com isso, obtemos

𝑝(𝑥) = 1√
2𝜋𝜎2

𝑒− (𝑥−⟨𝑥⟩)2

2𝜎2 , (2.16)

onde fizemos 𝑥 → 𝑥 − ⟨𝑥⟩. Com isso, provamos o Teorema Central do Limite.

2.3 DIFUSÃO GAUSSIANA EM DUAS DIMENSÕES

Na seção 2.2 vimos distribuições de variáveis aleatórias que possuem os primeiros dois

momentos finitos convergem para uma distribuição gaussiana. No Capítulo 1 vimos que no

movimento browniano, a dinâmica da caminhada aleatória é constituída de passos com escala

bem definida. Nesta seção, apresentaremos com detalhes a dinâmica do movimento browniano

que, devido a sua relação com a distribuição gaussiana, também é conhecido como difusão

gaussiana.
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Primeiramente, iremos estudar a dinâmica de um caminhante aleatório em uma dimensão.

A generalização para duas dimensões é direta. Primeiro, considere um caminhante aleatório

sobre uma reta, iniciando sua jornada na origem do sistema. O caminhante tem probabilidade

𝑝 de dar um passo de comprimento ℓ para a direita e, probabilidade 𝑞 = 1 − 𝑝 de realizar

um passo ℓ para a esquerda. Nosso problema aqui é encontrar a probabilidade de encontrar

o caminhante na posição 𝑥 = 𝑚ℓ após realizar um total de 𝑁 passos. Com 𝑚 ∈ [−𝑁, 𝑁 ].

(SALINAS, 2018)

Visto que o caminhante realiza apenas passos para a direita ou esquerda, vamos dividir

em duas partes. O número total de passos 𝑁 será escrito em termo soma dos passos dados

a direita 𝑁1 com os passos escolhidos a esquerda 𝑁2, ou seja, 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2. Podemos ter
𝑁 !

𝑁1!𝑁2! combinações de passos realizados pelo walker. A probabilidade da escolha dos passos é

escrita através da distribuição binomial:

𝑊𝑁(𝑁1, 𝑁2) = 𝑁 !
𝑁1!𝑁2!

𝑝𝑁1𝑞𝑁2 , (2.17)

onde 𝑝𝑁1 representa o número de sucessos de realizar um passo a direita e, 𝑞𝑁2 representa o

número de sucessos de realizar um passo a esquerda.

Escrevendo 𝑚 = 𝑁1 − 𝑁2 e utilizando o fato de 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2, é possível escrever

𝑁1 = (𝑁 + 𝑚)/2 e, 𝑁2 = (𝑁 + 𝑚)/2. Com isso, podemos escrever a probabilidade 𝑃𝑁(𝑚)

de medir a variável de interesse 𝑚 através da equação:

𝑃𝑁(𝑚) = 𝑁 !
(𝑁+𝑚

2 )!(𝑁−𝑚
2 )!

𝑝
𝑁+𝑚

2 𝑞
𝑁−𝑚

2 . (2.18)

Agora, note que

𝑃𝑁+1(𝑚) = (𝑁 + 1)!
(𝑁+1+𝑚

2 )!(𝑁+1−𝑚
2 )!

𝑝
𝑁+1+𝑚

2 𝑞
𝑁+1−𝑚

2 , (2.19)

e, perceba também que

𝑃𝑁(𝑚 − 1) = 𝑁 !
(𝑁+𝑚−1

2 )!(𝑁−𝑚+1
2 )!

𝑝
𝑁+𝑚−1

2 𝑞
𝑁−𝑚+1

2 . (2.20)

Utilizando o fato de que (𝑁+𝑚+1
2 )! = (𝑁+𝑚−1

2 )!(𝑁+𝑚+1
2 ) podemos mostrar que,

𝑝𝑃𝑁(𝑚 − 1) = (𝑁 + 𝑚 + 1)
2(𝑁 + 1) 𝑃𝑁+1(𝑚). (2.21)

De forma análoga, também obtemos,
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𝑞𝑃𝑁(𝑚 + 1) = (𝑁 − 𝑚 + 1)
2(𝑁 + 1) 𝑃𝑁+1(𝑚), (2.22)

com isso, obtemos a equação de recorrência:

𝑃𝑁+1(𝑚) = 𝑝𝑃𝑁(𝑚 − 1) + 𝑞𝑃𝑁(𝑚 + 1), (2.23)

que mostra que a probabilidade no "tempo"𝑁 + 1 depende apenas do "tempo"imediatamente

anterior 𝑁 , ou seja, é um processo markoviano (SALINAS, 2018). Para o caso 𝑞 = 𝑝 = 1/2,

temos a seguinte relação:

𝑃𝑁+1(𝑚) = 1
2𝑃𝑁(𝑚 − 1) + 1

2𝑃𝑁(𝑚 + 1). (2.24)

Tratando as variáveis discretas da equação anterior como variáveis contínuas, isto é, 𝑚 +

1 → 𝑚ℓ + ℓ = 𝑥 + 𝑑𝑥 e 𝑁 + 1 → 𝑛𝜏 + 𝜏 = 𝑡 + Δ𝑡, obtemos, mantendo 𝑡 fixo e variando 𝑥,

𝑃 (𝑚𝑙 − ℓ, 𝑡) + 𝑃 (𝑚𝑙 + ℓ, 𝑡) − 2𝑃 (𝑚ℓ, 𝑡)
ℓ2 = 𝑃 (𝑥 − Δ𝑥, 𝑡) + 𝑃 (𝑥 + Δ𝑥, 𝑡) − 2𝑃 (𝑥, 𝑡)

Δ𝑥2

(2.25)

rearranjando os termos do lado direito da equação e levando em conta o limite Δ𝑥 → 0,

obtemos

𝑃 (𝑥 − Δ𝑥, 𝑡) + 𝑃 (𝑥 + Δ𝑥, 𝑡) − 2𝑃 (𝑥, 𝑡)
Δ𝑥2 ≈ 𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 , (2.26)

agora, mantendo 𝑥 fixo e variando o tempo, temos

𝑃𝑁+1(𝑥, 𝑡 + Δ𝑡) − 𝑃𝑁 (𝑥,𝑡)
2 − 𝑃𝑁 (𝑥,𝑡)

2
𝑡

≈ 𝜕𝑃

𝜕𝑡
, (2.27)

com isso, a equação (2.24) torna-se,

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 , (2.28)

onde, 𝐷 = ℓ2/2𝜏 é a contante de difusão. A equação anterior é conhecida como equação de

difusão, que é um caso simples da equação de Fokker-Planck, que caracteriza a evolução das

distribuições de probabilidades no tempo (SALINAS, 2018).

A generalização da equação (2.28) para duas dimensões é feita de forma direta e é repre-

sentada por:
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𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑃

𝜕𝑦2 = 1
𝐷

𝜕𝑃

𝜕𝑡
, (2.29)

agora, com 𝑃 = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡). Com o intuito de facilitar a solução da equação acima e encontrar

a probabilidade 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) de encontrar o caminhante na posição (𝑥, 𝑦) no tempo 𝑡, vamos

reduzir a ordem da equação diferencial parcial utilizando a transformada de Fourier

𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) =
∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡), (2.30)

isto é, vamos multiplicar todos os termos da equação (2.29) pela exponencial 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) e,

integrar em 𝑥 e 𝑦, ou seja

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) +
∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑦2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) =

= 1
𝐷

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑡
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦). (2.31)

Primeiramente, vamos resolver a integral em 𝑥 da primeira integral dupla da equação

anterior pelo método de integração por partes,
∫︀

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣−
∫︀

𝑣𝑑𝑢. Tomando 𝑢 = 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)

e 𝑑𝑣 = 𝜕2𝑃
𝜕𝑥2 𝑑𝑥, temos 𝑑𝑢 = 𝜕

𝜕𝑥
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑑𝑥 e 𝑣 = 𝜕𝑃

𝜕𝑥
respectivamente. Logo, obtemos

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) = 𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)|𝑥→∞

𝑥→−∞−

−
∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦(−𝑖𝑘𝑥)𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦). (2.32)

Queremos que 𝜕𝑛𝑃
𝜕𝑥𝑛 → 0 quando 𝑥, 𝑦 → ±∞, logo,

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) = 𝑖𝑘𝑥

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑥
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦), (2.33)

fazendo integral por partes mais uma vez, obtemos

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) = −𝑘2
𝑥

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡)𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)

= −𝑘2
𝑥𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡). (2.34)

De maneira análoga, podemos obter

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕2𝑃

𝜕𝑦2 𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) = −𝑘2
𝑦𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡), (2.35)
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e, de forma mais direta temos também que,

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦

𝜕𝑃

𝜕𝑡
𝑒−𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦) = 𝜕

𝜕𝑡
𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡). (2.36)

Temos então, a equação de difusão no espaço da transformada de Fourier, dada por:

(𝑘2
𝑥 + 𝑘2

𝑦)𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) + 1
𝐷

𝜕

𝜕𝑡
𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) = 0, (2.37)

que possui solução dada por:

𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡) = 𝐶𝑒−𝐷(𝑘2
𝑥+𝑘2

𝑦)𝑡, (2.38)

onde 𝐶 é uma constante de normalização. Obtemos 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) através da transformada inversa

de Fourier:

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1
(2𝜋)2

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥+𝑘𝑦𝑦)𝑃 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑡)

= 𝐶{ 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑥𝑒𝑖(𝑘𝑥𝑥−𝐷𝑡𝑘2

𝑥)}{ 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑦𝑒𝑖(𝑘𝑦𝑦−𝐷𝑡𝑘2

𝑦)}, (2.39)

que, ao utilizar a identidade (2.15), encontramos

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐶

4𝜋𝐷𝑡
𝑒− (𝑥2+𝑦2)

4𝐷𝑡 , (2.40)

ou seja, é uma distribuição gaussiana em duas dimensões centrada em (𝑥, 𝑦) = (0, 0), ou o

produto de duas gaussianas, uma em 𝑥 e a outra em 𝑦, com a primeira centrada em 𝑥 = 0 e

a segunda centrada em 𝑦 = 0 . Podemos encontrar 𝐶 através da normalização:

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1, (2.41)

ou seja, pode ser escrito como o produtos de duas integrais gaussianas, da seguinte forma:

𝐶

4𝜋𝐷𝑡
{
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑥𝑒− 𝑥2

4𝐷𝑡 }{
∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑦𝑒− 𝑦2

4𝐷𝑡 } = 1, (2.42)

ou seja, como
∫︀+∞

−∞ 𝑑𝑥𝑒− 𝑥2
4𝐷𝑡 =

√
4𝜋𝐷𝑡, obtemos 𝐶 = 1, portanto,

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = 1
4𝜋𝐷𝑡

𝑒− (𝑥2+𝑦2)
4𝐷𝑡 , (2.43)

que em coordenadas polares 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 e 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃, escrevemos da seguinte forma:
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𝑃 (𝑟, 𝑡) = 1
4𝜋𝐷𝑡

𝑒− 𝑟2
4𝐷𝑡 , (2.44)

com variância 𝜎2 = 4𝐷𝑡, ou seja, linear com o tempo.

Figura 4 – Plotagem gráfica da gaussiana bidimensional dada pela equação (2.43) para um valor 𝑡 fixo, obtida
através da solução da equação de difusão em duas dimensões descrita pela equação (2.29).

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Na Figura 4 mostramos o gráfico da equação (2.43) para um determinado valor fixo de 𝑡.

É importante lembrar que a medida que 𝑡 aumenta, devemos observar a largura da gaussiana

bidimensional aumentando, devido ao fato da variância estar relacionada diretamente com a

largura da gaussiana (SALINAS, 2018).

Agora, vamos estudar de forma computacional, um caminhante que realiza movimentos

aleatórios em duas dimensões com tamanho de passo fixo. O objetivo é mostrar a relação

linear entre a variância e o número de passos (tempo) e recuperar a distribuição gaussiana

para a posição do walker. Também mostraremos que as posições 𝑥 e 𝑦 obedecem a mesma

distribuição de probabilidades.

Primeiro, faremos a simulação de 𝐾 = 104 caminhantes aleatórios em duas dimensões,

todos saindo da origem do plano e realizando 𝑁 = 103 passos de comprimento ℓ = 1, como

mostra a Figura 5. Ao realizar um histograma em duas dimensões com os dados das posições 𝑥

e 𝑦 finais de cada caminhante, observamos que a maioria deles encerram a caminhada próximos
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Figura 5 – Difusão em duas dimensões. Onde temos 𝐾 = 104 caminhadas aleatórias, cada uma com 𝑁 = 103

passos de tamanho unitário ℓ = 1. Todos os caminhantes iniciaram a caminhada na posição inicial
(𝑥, 𝑦) = (0, 0). Antes de executar cada passo, o caminhante escolhe uma direção aleatória entre 0
e 2𝜋.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Figura 6 – Histograma bidimensional das posições finais na difusão em duas dimensões. Esta figura foi formada
através dos dados das posições finais de cada caminhada aleatória mostrada na Figura 5. Ao lado
do histograma podemos ver uma escala de cores mostrando uma maior frequência próximo a região
do ponto inicial de partida, uma característica do movimento browniano. Note também que este
histograma é semelhante à visualização 2𝐷 da Figura 4.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)
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da posição inicial, como está apresentado na Figura 6. Note que a Figura 6 pode ser vista

como uma projeção bidimensional do gráfico que vimos na Figura 4.

Fazendo um histograma das posições finais 𝑥 e 𝑦, notamos que ambas as variáveis obede-

cem uma mesma distribuição, a distribuição gaussiana, como encontramos na equação (2.43).

Note que ambas estão centrada na origem e possuem a mesma variância, como está mostrado

na Figura 7.

Figura 7 – Histograma das posições 𝑥 e 𝑦 finais no processo difusivo em duas dimensões. Esta figura foi
formada através dos dados das posições 𝑥 e 𝑦 finais de cada caminhada aleatória mostrada na
Figura 5. Note que ambas as variáveis, 𝑥 e 𝑦 obedecem a mesma distribuição gaussiana, como foi
previsto pela equação (2.43.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Agora, calculando a variância 𝜎2 = ⟨𝑥2⟩−⟨𝑥⟩2 +⟨𝑦2⟩−⟨𝑦⟩2, onde, 𝑥 e 𝑦, neste tratamento

computacional, representa a 𝑁 -ésima posição de cada caminhada (GOULD; TOBOCHNIK; CH-

RISTIAN, 2006) mostrada na Figura 5. Fazendo um gáfico log-log da variância versus o número

N de passos, obtemos uma curva linear com coeficiente angular igual a um e coeficiente linear

nulo como podemos ver na Figura 8.
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Figura 8 – Variância versus o número de passos no processo de difusão. Nesta figura, calculamos a variância
𝜎2 = ⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2 + ⟨𝑦2⟩ − ⟨𝑦⟩2, onde, 𝑥 e 𝑦 representa a 𝑁 -ésima posição de cada caminhada.
A medida foi realizada após 𝐾 = 104 caminhadas aleatórias para diferentes números de passos,
representados por 𝑁 .

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

2.4 TEOREMA CENTRAL DO LIMITE GENERALIZADO

No Teorema Central do Limite apresentado na seção 2.2 foi imposto que os primeiros

momentos da variável de interesse fossem finitos. Uma forma de generalizar este teorema é

considerando os casos em que a média e a variância não estão bem definidas. Neste caso, a

soma de 𝑁 variáveis converge para a distribuição 𝛼-estável de Lévy (KARDAR, 2007).

2.4.1 Distribuições estáveis de Lévy

A teoria de distribuições de probabilidades de variáveis estáveis foi desenvolvida inicialmente

por Paul Lévy e Aleksander Yakovlevich Khinchine. Distribuições estáveis aparecem em diversos

fenômenos físicos. Podemos observar, por exemplo, em campo gravitacional de estrelas, preços

no mercado de ações e distribuição de temperatura em um reator nuclear. Uma distribuição

estável é caracterizada por quatro parâmetros. O parâmetro 𝛼 para a estabilidade, parâmetro

𝜎 de escala, parâmetro de simetria 𝛽 e o parâmetro de deslocamento 𝜇 (SAMORODNITSKY;

TAQQU, 1994).

Definição 1: Uma variável aleatória 𝑥 pertence a uma distribuição estável se, para qualquer

número positivo 𝐴 e 𝐵, existe um número positivo 𝐶 e um número real 𝐷, de modo que
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𝐴𝑥1 + 𝐵𝑥2
𝑑= 𝐶𝑥 + 𝐷, (2.45)

onde 𝑥1 e 𝑥2 são cópias independentes de 𝑥. O sinal 𝑑= representa igualdade em termos de

distribuição. Quando 𝐷 = 0, dizemos que 𝑥 é estritamente estável. A variável 𝑥 é simétrica

quando 𝑥 e −𝑥 possuem a mesma distribuição (SAMORODNITSKY; TAQQU, 1994). Agora,

vamos apresentar um teorema que estabelece uma relação entre as constantes 𝐴, 𝐵 e 𝐶 da

Definição 1 através do parâmetro 𝛼, mas não vamos prová-lo.

Teorema: Para cada variável aleatória estável 𝑥, existe um 𝛼 ∈ (0, 2] tal que 𝐶 em (2.45)

satisfaz a relação:

𝐶𝛼 = 𝐴𝛼 + 𝐵𝛼. (2.46)

O parâmetro 𝛼 é conhecido como índice de estabilidade ou expoente característico. Uma

variável aleatória com índice 𝛼 é chamada de 𝛼-estável. Podemos fazer uma definição ainda

mais geral que a Definição 1 para uma variável aleatória estável.

Definição 2: Uma variável 𝑥 tem uma distribuição estável se, para todo 𝑛 ≥ 2, há um

número positivo 𝐶𝑛 e um número real 𝐷𝑛 tal que,

∑︁
𝑛

𝑥𝑛
𝑑= 𝐶𝑛𝑥 + 𝐷𝑛, (2.47)

onde 𝑥1...𝑥𝑛 são cópias independentes de 𝑥, isto é, 𝑥1...𝑥𝑛 possuem uma distribuição inde-

pendente da distribuição que caracteriza 𝑥. Temos também que 𝐶𝑛 = 𝑛−𝛼, com 0 < 𝛼 ≤ 2

(SAMORODNITSKY; TAQQU, 1994).

A função densidade de probabilidade 𝑃𝛼(𝑥) da variável aleatória estável 𝑥 é obtida através

da transformada inversa de Fourier (2.4) da função característica:

𝑃𝛼(𝑘) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑒−𝜎𝛼|𝑘|[1−𝑖𝛽𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑘) tan 𝜋𝛼

2 ]+𝑖𝜇𝑘; se 𝛼 ̸= 1;

𝑒−𝜎|𝑘|[1−𝑖𝛽 2
𝜋

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑘) ln |𝑘|]+𝑖𝜇𝑘; se 𝛼 = 1;
(2.48)

onde,

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1; se 𝑘 > 0;

0; se 𝑘 = 0;

−1; se 𝑘 < 0;

(2.49)
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com 𝛼 ∈ (0, 2], 𝜎 ≥ 0, 𝛽 ∈ [−1, 1] e 𝜇 ∈ 𝑅 (SAMORODNITSKY; TAQQU, 1994).

Para o caso especial, em que 𝜎 = 1, 𝛽 = 0 e 𝜇 = 0, a equação (2.48) torna-se;

𝑃𝛼(𝑘) = 𝑒−|𝑘|𝛼 , (2.50)

de modo que, através da transformada inversa de Fourier (2.4), obtemos

𝑃𝛼(𝑥) = 1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑘𝑒−|𝑘|𝛼+𝑖𝑘𝑥. (2.51)

A solução mais simples da equação (2.51) é obtida quando 𝛼 = 2, onde, utilizando a

identidade (2.15), recuperamos a distribuição gaussiana

𝑃𝛼=2(𝑥) = 1
2
√

𝜋
𝑒− 𝑥2

4 , (2.52)

centrada em 𝑥 = 0 e variância 𝜎2 = 2.

Figura 9 – Exemplos de funções 𝛼-estáveis. Nesta figura observamos alguns gráficos da distribuição 𝛼-estável
(2.51). Temos os casos 𝛼 = 0.5 representando a distribuição de Lévy, 𝛼 = 1.0 representando a
distribuição de Cauchy, 𝛼 = 1.5 e a distribuição gaussiana para o caso especial 𝛼 = 2.0.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Para o caso especial, em que 𝛼 = 1 em (2.51), recuperamos a distribuição de Cauchy,

𝑃𝛼=1(𝑥) = 1
𝜋(𝑥2 + 1) , (2.53)
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uma forma simples de representação para distribuição de Lévy (KARDAR, 2007). Na Figura

9 podemos observar diversas distribuições de probabilidades para os casos em que 𝜎 = 0 e

𝛽 = 𝜇 = 0. As curvas apresentadas para os valores de 𝛼 = 0.5 e 𝛼 = 1.5 foram obtidas

a partir da integração numérica da equação (2.51), enquanto que as curvas para 𝛼 = 1.0 e

𝛼 = 2.0 foram geradas a partir dos resultados analíticos exatos dados pelas equações (2.53)

e (2.52), respectivamente. Na Figura 10 podemos observar como o parâmetro de simetria 𝛽

altera a curva para a distribuição de probabilidade obtida através da transformada inversa de

Fourier da função característica (2.48).

Figura 10 – Exemplos de funções 𝛼-estáveis. Nesta figura mostramos alguns gráficos da distribuição de proba-
bilidades 𝛼-estável obtida através da função característica (2.48). Neste caso, temos três curvas
para valores fixos de 𝛼, 𝜎 e 𝜇, variando apenas o parâmetro de simetria 𝛽.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

2.4.2 Aproximação da distribuição de Lévy para uma lei de potência

Como podemos ver, a forma (2.48) é muito complexa para trabalhar analiticamente. Visto

isso, vamos deduzir uma forma que seja possível obter resultados analíticos para o problema

dos anéis em buscas aleatórias. Nosso objetivo é obter uma distribuição 𝑃𝛼(ℓ) que possa ser

utilizada para definir o tamanho dos passos realizados por um caminhante em duas dimensões.

É importante enfatizar que a aproximação que estamos buscando é válida apenas para valores
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de 𝛼 ∈ (0, 2). Para 𝛼 = 2, recuperamos a distribuição gaussiana, independente dos valores

dos parâmetros 𝛽, 𝜎 ou 𝜇.

Considerando o parâmetro de escala sendo uma constante de comprimento 𝜎 = ℓ0, onde

ℓ0 representa o comprimento de passo mínimo realizado pelo caminhante, 𝛽 = 0 e 𝜇 = 0,

obtemos a função característica para 𝛼 ̸= 1:

𝑃𝛼 ̸=1(𝑘) = 𝑒−ℓ𝛼
0 |𝑘|𝛼 . (2.54)

A distribuição 𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) é obtida através da transformada inversa de Fourier (2.4) da função

característica 𝑃𝛼 ̸=1(𝑘), isto é

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) = 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑒−ℓ𝛼

0 |𝑘|𝛼+𝑖𝑘ℓ

= 1
2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑑𝑘𝑒−ℓ𝛼

0 |𝑘|𝛼 [cos 𝑘ℓ + 𝑖 sin 𝑘ℓ]

= 1
𝜋

∫︁ +∞

0
𝑑𝑘𝑒−ℓ𝛼

0 𝑘𝛼 cos 𝑘ℓ, (2.55)

resolvendo esta integral por partes , obtemos

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) = ℓ𝛼
0

𝜋ℓ

∫︁ +∞

0
𝑑𝑘𝑘𝛼−1𝑒−ℓ𝛼

0 𝑘𝛼 sin 𝑘ℓ. (2.56)

Fazendo a substituição 𝑢 = 𝑘ℓ, 𝑑𝑢 = ℓ𝑑𝑘, encontramos

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) = ℓ𝛼
0

𝜋ℓ𝛼+1

∫︁ +∞

0
𝑑𝑢𝑢𝛼−1 sin 𝑢𝑒−

ℓ𝛼
0 𝑢𝛼

ℓ𝛼 , (2.57)

em que, no limite ℓ → ∞, obtemos

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) ≈ ℓ𝛼
0

𝜋ℓ𝛼+1

∫︁ +∞

0
𝑑𝑢𝑢𝛼−1 sin 𝑢, (2.58)

ou seja, como
∫︀+∞

0 𝑑𝑢𝑢𝛼−1 sin 𝑢 = Γ(𝛼) sin 𝛼𝜋
2 ,

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) = 𝒜
ℓ𝛼+1 , ℓ ≥ ℓ0, (2.59)

onde, 𝒜 = ℓ𝛼
0 Γ(𝛼) sin 𝛼𝜋

2
𝜋

. Para os casos em que ℓ < ℓ0, 𝑃𝛼̸=1(ℓ) = 0, visto que estamos

interessados apenas em passos que são maiores que o passo mínimo pré-definido.

Agora, vamos obter uma expressão para 𝒜, de modo que, 𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) seja uma distribuição

normalizada, isto é,
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∫︁ +∞

−∞
𝑑ℓ𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) =

∫︁ +∞

ℓ0
𝑑ℓ

𝒜
ℓ𝛼+1 = 1, (2.60)

ou seja, é necessário que 𝒜 = 𝛼ℓ𝛼
0 . Logo, obtemos uma expressão aproximada na forma de

uma lei de potência para a distribuição 𝛼-estável de Lévy no limite |𝑙| → ∞,

𝑃𝛼 ̸=1(ℓ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼ℓ𝛼

0
ℓ𝛼+1 ; se ℓ ≥ ℓ0;

0; se ℓ ≤ ℓ0.

(2.61)

A equação (2.62) foi utilizada neste trabalho como distribuição de passos para os cami-

nhantes aleatórios entre dois anéis concêntricos. Perceba também que com esta forma da

distribuição de Lévy, torna-se possível obter resultados analíticos que serão apresentados no

próximo capítulo. Perceba também que, embora tenhamos utilizado a função característica

para 𝛼 ̸= 1, também recuperamos o mesmo resultado para o caso 𝛼 = 1, de forma que,

𝑝𝛼(ℓ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛼ℓ𝛼

0
ℓ𝛼+1 ; se ℓ ≥ ℓ0;

0; se ℓ ≤ ℓ0.

(2.62)

é a aproximação por lei de potência para a distribuição de Lévy 1.

1 Que foi apresentada brevemente no Capítulo 1
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3 O PROBLEMA DOS ANÉIS

Neste capítulo, apresentaremos o sistema de buscas aleatórias estudada neste trabalho e

faremos discussões analíticas do problema. Primeiro, vamos introduzir brevemente o que seria

uma busca livre em duas dimensões. Considere um espaço bidimensional vazio, e logo após dis-

tribuir aleatoriamente alguns objetos nesta região. Vamos considerar estes objetos como alvos

a serem encontrados por um buscador, que iniciou sua busca de um ponto escolhido, também,

de forma totalmente aleatória. Perceba que para que esta busca seja de fato estocástica, é

necessário que o buscador não tenha nenhuma informação da localização dos alvos.

Figura 11 – Busca livre no espaço bidimensional. Nesta figura podemos observar vários alvos dispersos em
uma região bidimensional. Temos também um buscador representado pelo ponto azul que realiza
uma busca aleatória até encontrar um alvo, finalizando sua jornada quando realiza o objetivo. Na
figura está destacado alguns alvos, um alvo que estava próximo da posição de partida, e o alvo
encontrado, mais afastado. Esta relação entre alvo mais próximo e alvo mais afastado do ponto
de partida elucida a importância de estudar o problema dos anéis.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Na Figura 11 podemos observar um exemplo de busca aleatória em duas dimensões. O

buscador sai de uma posição inicial, próxima de alvo, mas acaba encontrando um alvo mais

distante após a busca realizada. Devido ao caráter aleatório do processo, esta é a dinâmica

que motivou o problemas dos anéis. No problema dos anéis, temos um caminhante que sai

de uma posição inicial 𝑥0 entre dois anéis concêntricos, onde, o anel interno possui raio 𝑎,



48

que representa a distância entre a posição inicial do buscador e o alvo mais próximo. O anel

externo, de raio 𝑅, representa a distância entre a posição inicial do buscador e qualquer outro

alvo mais afastado. Ao longo de sua trajetória, o seacher, de forma aleatória caminha até

encontrar um dos anéis. Ao encontrar um dos anéis, sua jornada finaliza (CARAMÊS et al.,

2022).

Figura 12 – Buscas aleatórias no problema dos anéis. Nesta figura podemos observar três exemplos de buscas
aleatórias no problema dos anéis. Em todos os casos, o caminhante iniciou a busca do mesmo
ponto. O que diferencia as imagens apresentadas é apenas o valor do parâmetro 𝛼 da power-
law que aproxima a distribuição de Lévy. Note que em (a), o caminhante realiza um movimento
balístico. Em (b) um regime super-difusivo e em (c) um comportamento browniano. Observe que,
para 𝛼 = 0.1 e 𝛼 = 2.0, ambos os casos encontraram o anel externo. Enquanto que para 𝛼 = 1.0,
o anel interno foi encontrado. Outro fator importante é que a medida que o valor de 𝛼 aumentou,
o número de passos até encontrar um dos anéis também aumentou.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Na Figura 12, podemos ver três buscas aleatórias entre dois anéis, onde 𝑎 = 1 e 𝑅 = 7.

Nos exemplos mostrados, os caminhantes saíram da posição inicial 𝑥0 = 𝑅
2 e caminharam,

utilizando a power-law dada pela equação (2.62) como distribuição para o tamanho do passo,

até encontrar um dos anéis. A direção do passo não teve nenhum viés direcional, foi escolhida

aleatoriamente entre 0 e 2𝜋 para cada passo realizado. Ao estudar o problema dos anéis,

poderemos comparar os resultados obtidos com os resultados apresentados após o estudo de

um modelo de buscas aleatórias em duas dimensões que seguia a estratégia que foi apresentada

na Figura 11 (COLAÇO et al., 2022). Esta comparação será importante devido ao fato de não

encontrarmos no mundo real buscas que assemelham-se com o problema dos anéis, entretanto

o custo computacional e a facilidade em obter resultados analíticos, justificam a importância

de estudar este problema.
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3.1 SOLUÇÃO EXATA PARA O LIMITE BALÍSTICO

No limite em que 𝛼 → 0, o caminhante executa, tipicamente, apenas um passo até encon-

trar um dos alvos. Na Figura 12(a) podemos observar que para 𝛼 = 0.1 o walker necessitou de

apenas um salto, praticamente, para encontrar o anel externo. Este comportamento é descrito

na literatura como limite balístico, como foi apresentado no Capítulo 1. Visto isso, notamos

que é possível calcular a eficiência de busca 𝜂 = 1/⟨|ℓ|⟩ de forma exata para este caso em

específico, já que podemos calcular o comprimento de passo médio ⟨|ℓ|⟩, pois, nesse caso, a

única variável aleatória do sistema é a direção 𝜃 que o caminhante escolhe para performar o

salto.

Figura 13 – Limite balístico caso 𝛼 → 0. O caminhante executa, tipicamente, apenas um passo de tamanho
ℓ, da posição inicial 𝑥0 destacada pelo ponto vermelho, até encontrar um dos alvos.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Na Figura 13 podemos observar a busca aleatória para o limite balístico, o caminhante

inicia a busca na posição inicial 𝑥0 e escolhe um ângulo 𝜃𝑚á𝑥 para direcionar o salto ou voo

de Lévy. O ângulo 𝜃𝑚á𝑥 foi destacado devido ao fato de que, para qualquer ângulo 𝜃 entre 0

e 𝜃𝑚á𝑥, o caminhante encontrará o anel externo e, quando o ângulo 𝜃 está entre 𝜃𝑚á𝑥 e 𝜋, o

buscador encontrará o anel interno.

A distância balística 𝐷(𝜃) até o encontro de uma das bordas absorventes mostrada na
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Figura 14 – Limite balístico caso 𝛼 → 0. O caminhante executa apenas um passo de tamanho 𝐷(𝜃), da posição
inicial 𝑥0 destacada pelo ponto vermelho, até encontrar o alvo externo no primeiro quadrante.
Usando a lei dos cossenos, é possível encontrar a relação entre 𝑅, 𝑥0𝑒𝐷(𝜃).

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Figura 14 pode ser obtida utilizando a lei dos cossenos, e é dada por:

𝐷(𝜃) = 𝑥0 cos(𝜋 − 𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜋 − 𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2, (3.1)

se 0 ≤ 𝜃 < 𝜃𝑚á𝑥 e, também utilizando a lei dos cossenos, com auxílio da Figura 13, consegui-

mos mostrar que,

𝐷(𝜃) = 𝑥0 cos(𝜋 − 𝜃) − [𝑥2
0 cos2(𝜋 − 𝜃) + 𝑎2 − 𝑥2

0]1/2, (3.2)

para o caso em que 𝜃𝑚á𝑥 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 e, 𝜃𝑚á𝑥 = 𝜋 − arcsin 𝑎
𝑥0

.

Agora vamos considerar que 𝜃 seja um ângulo aleatório que pertence a distribuição uniforme

𝑝(𝜃) entre 0 e 2𝜋, isto é:

∫︁ 2𝜋

0
𝑝(𝜃)𝑑𝜃 = 1, (3.3)

ou seja, 𝑝(𝜃) = 1/2𝜋.

Agora que temos a distância balística dependente apenas da variável 𝜃 e a distribuição que

ela obedece, podemos calcular o comprimento de passo médio ⟨|ℓ|⟩ seguindo o que foi definido
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na equação (2.6), isto é, da seguinte forma:

⟨|ℓ|⟩ =
∫︁ 2𝜋

0
𝐷(𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃. (3.4)

Considerando que o intervalo [0, 𝜋) é simétrico ao intervalo [𝜋, 2𝜋), precisamos integrar

apenas de 0 a 𝜋, com 𝑝(𝜃) = 1/𝜋 mantendo 𝜃 uniforme no intervalo [0, 𝜋]. Temos também

que cos(𝜋 − 𝜃) = − cos 𝜃, sin(𝜋 − 𝜃) = sin 𝜃, visto isso e, substituindo as equações (3.1) e

(3.2) na equação (3.4), obtemos:

⟨|ℓ|⟩ =
∫︁ 𝜃𝑚á𝑥

0

1
𝜋

[−𝑥0 cos 𝜃 + (𝑥2
0 cos2 𝜃 + 𝑅2 − 𝑥2

0)1/2]𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

1
𝜋

[−𝑥0 cos 𝜃 − (𝑥2
0 cos2 𝜃 + 𝑎2 − 𝑥2

0)1/2]𝑑𝜃. (3.5)

Os dois primeiros termos de cada integral quando somados resulta em uma integral com

um cosseno no integrando com intervalo de integração [0, 𝜋], ou seja, o resultado é zero. Os

termos dentro das raízes podem ser rearranjados utilizando a identidade cos2 𝜃 + sin2 𝜃 = 1.

Com isso, chegamos a equação:

⟨|ℓ|⟩ = 𝑅

𝜋

∫︁ 𝜃𝑚á𝑥

0
𝑑𝜃

√︃
1 − 𝑥2

0
𝑅2 sin2 𝜃

− 𝑎

𝜋

∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

𝑑𝜃

√︃
1 − 𝑥2

0
𝑎2 sin2 𝜃, (3.6)

que pode ser escrita em termos integral elíptica incompleta de segunda ordem.

A integral elíptica descrita acima tem a forma:

𝐸(𝜑, 𝑘) =
∫︁ 𝜑

0
𝑑𝜃
√︁

1 − 𝑘2 sin2 𝜃, (3.7)

com isso, obtemos, finalmente,

⟨|ℓ|⟩ = 1
𝜋

{𝑅[𝐸(𝜃𝑚á𝑥,
𝑥0

𝑅
)] + 𝑎[𝐸(𝜃𝑚á𝑥,

𝑥0

𝑎
) − 𝐸(𝜋,

𝑥0

𝑎
)]}. (3.8)

Este é um resultado bastante relevante no contexto do problema dos anéis, e também para

o desenvolvimento que apresentaremos a seguir. Vale destacar que o resultado é válido para

qualquer valor das variáveis 𝑎, 𝑅, 𝑥0
1, sendo fundamental para validar resultados computaci-

onais ou aproximações analíticas, visto que calcular a eficiência de forma exata para todos os

valores de 𝛼 não é uma tarefa simples.
1 Desde que a relação 𝑅 > 𝑥0 > 𝑎 > 0 seja obedecida.
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3.2 SOLUÇÃO ANALÍTICA PARA O LIMITE DESTRUTIVO PARA A EFICIÊNCIA

No final desta seção, apresentaremos um resultado analítico para a eficiência de busca

no limite destrutivo no problema dos anéis. Definimos o limite destrutivo quando a posição

inicial do buscador é equidistante dos dois anéis, ou seja, 𝑥0 ≈ 𝑅/2, onde 𝑅 representa o

comprimento do raio do anel externo, como mostra a Figura 15 para o caso em que 𝑅 é

apenas cem vezes maior que 𝑎. Neste regime, consideramos o caso 𝑅 ≫ 𝑎, onde 𝑎 representa

o comprimento do raio do anel interno.

Figura 15 – Caso destrutivo. Nesta figura, podemos ver que o caminhante inicia sua busca em uma posição
𝑥0 equidistante de ambos os anéis.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

O objetivo é calcular de forma analítica a eficiência de busca entre os anéis concêntricos

definida pela equação:

𝜂 = 1
⟨𝐿⟩

(3.9)

onde ⟨𝐿⟩ é a distância média percorrida pelo caminhante da posição inicial 𝑟0 até encontrar

um dos anéis.

Iniciaremos apresentando algumas definições. Seja 𝒮 o espaço bidimensional de busca

entre os anéis formado pelos vetores de posição da caminhada realizada pelo walker, mas sem
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incluir a borda dos anéis. Então, enquanto o buscador não encontra um do anéis, o vetor 𝑟⃗

que representa sua posição pertence ao espaço 𝒮. A curva 𝐶 unidimensional que contorna os

anéis é dada por 𝐶 = 𝐶𝑎 + 𝐶𝑅, onde 𝐶𝑎 e 𝐶𝑅 representam os contornos do anel interno e

externo, respectivamente.

Como podemos ver na Figura 15, o buscador inicia a caminhada na posição 𝑟0 ∈ 𝒮. Logo,

na equação (3.9), 𝜂 = 𝜂(𝑟0) e ⟨𝐿⟩ = ⟨𝐿⟩(𝑟0). Perceba que, como foi citado anteriormente nos

capítulos anteriores, nas caminhadas aleatórias o walker sorteia um passo de cada vez, isto é,

a média da distância total percorrida pelo buscador pode ser escrita da seguinte forma:

⟨𝐿⟩(𝑟0) =
∞∑︁

𝑛=1
𝑃𝑛⟨𝐿𝑛⟩, (3.10)

onde, 𝑃𝑛(𝑟0) é a probabilidade de que um dos anéis seja encontrado após 𝑛 passos e ⟨𝐿𝑛⟩(𝑟0)

é o comprimento médio das caminhadas iniciadas em 𝑟0 que encontraram um dos anéis após

𝑛 passos. Como a caminhada de busca sempre termina com o encontro de um dos dois anéis,

então temos a condição de normalização,

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑛 = 1. (3.11)

Agora, considere a densidade de probabilidade 𝑝(ℓ) do caminhante realizar um passo de

comprimento ℓ ao longo da busca. Então, 𝑝(ℓ)𝑑ℓ é a probabilidade de que o seacher dê um

salto de tamanho entre ℓ e ℓ + 𝑑ℓ. Iremos considerar que 𝑝(ℓ) não muda ao longo da busca,

independentemente do número de saltos dados ou da posição atual do walker.

Também iremos considerar que a escolha do ângulo 𝜃 que indica a direção para realizar um

novo passo é equiprovável no intervalo [0, 2𝜋]. Portanto, a densidade de probabilidades 𝜔(𝜃)

para esse ângulo é uma distribuição uniforme, independente do próprio ângulo, e também não

muda ao longo da busca, ou seja, 𝜔(𝜃) = 1/2𝜋. Então, 𝜔(𝜃)𝑑𝜃 representa a probabilidade do

walker escolher um ângulo entre 𝜃 e 𝜃 + 𝑑𝜃 para a direção do novo passo.

Enquanto o buscador não encontra um dos anéis, seu vetor posição 𝑟⃗ ∈ S. Vamos então,

definir a densidade de probabilidades de sobrevivência 𝒫𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0) de que o caminhante,

com posição inicial 𝑟⃗0 , não tenha encontrado nenhum dos dois anéis após 𝑛 − 1 passos,

ocupando atualmente a posição 𝑟⃗𝑛−1 ∈ 𝒮. Para calcular a probabilidade de sobrevivência

𝑃 𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗0) do walker após 𝑛 − 1 passos, devemos integrar 𝒫𝑠𝑢𝑟𝑣

𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0) sobre todas as

posições 𝑟⃗𝑛−1 no espaço 𝒮 de busca em 2D, ou seja,
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𝑃 𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗0) =

∫︁
𝒮

𝒫𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0)𝑑2𝑟⃗𝑛−1. (3.12)

Seja, agora, 𝑟⃗ uma posição pertencente ao contorno de um dos anéis, isto é, 𝑟⃗ ∈ 𝐶. Então,

𝑝(𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) = 𝑝(|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1|) é a densidade de probabilidades do caminhante dar um salto de

tamanho ℓ = |𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1|, começando em 𝑟⃗𝑛−1 e terminando na posição 𝑟⃗. Em outras palavras,

nesse caso a probabilidade de que o caminhante realize um salto de tamanho entre ℓ e ℓ + 𝑑ℓ

é 𝑝(ℓ)𝑑ℓ = 𝑝(|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1|)𝑑|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1|, terminando numa posição entre 𝑟⃗ e 𝑟⃗ + 𝑑𝑟⃗ em um dos

anéis.

Perceba que todos os passos nessa mesma direção 𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1 e com comprimento maior que

|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1| terminarão truncados na posição 𝑟⃗. Assim, podemos escrever que

𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) =
∫︁ ∞

|𝑟⃗−𝑟⃗𝑛−1|
𝑝(ℓ)𝑑ℓ, (3.13)

é a probabilidade do walker sair da posição 𝑟⃗𝑛−1 e dar um passo para encontrar um dos anéis

na posição entre 𝑟⃗ e 𝑟⃗ + 𝑑𝑟⃗ do seu contorno 𝐶.

Combinando as definições dadas acima, denotamos por 𝒫 surv
𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0) 𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) a densi-

dade de probabilidades do walker com posição inicial 𝑟⃗0 não ter encontrado nenhum dos anéis

após 𝑛 − 1 passos, ocupando a posição 𝑟⃗𝑛−1, e no passo seguinte (𝑛-ésimo passo) finalmente

dar um salto de tamanho adequado para encontrar um dos anéis na posição entre 𝑟⃗ e 𝑟⃗ + 𝑑𝑟⃗

do seu contorno 𝐶.

Integrando 𝒫 surv
𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0) 𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1), finalmente obtemos a probabilidade 𝑃𝑛 (𝑟⃗0) de que

um dos anéis seja encontrado após 𝑛 passos, com o caminhante tendo iniciado na posição 𝑟⃗0,

que é, portanto, dada por

𝑃𝑛 (𝑟⃗0) =
∫︁

𝑆
𝑑2𝑟⃗𝑛−1

∫︁
𝐶

𝑑𝜃

2𝜋
𝒫 surv

𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0) 𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) . (3.14)

A integral no ângulo 𝜃 considera o último (𝑛-ésimo) passo iniciando em uma certa posição

𝑟⃗𝑛−1 ∈ 𝒮 e atingindo uma certa posição 𝑟⃗ ∈ 𝐶 em um dos anéis. O vetor 𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1, que está

presente em 𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) mas não em 𝒫 surv
𝑛−1 (𝑟⃗𝑛−1, 𝑟⃗0), e que liga os pontos 𝑟⃗ e 𝑟⃗𝑛−1, faz um

ângulo 𝜃 com o eixo 𝑥 positivo, cuja densidade de probabilidades é uniforme, 𝜔(𝜃) = 1/(2𝜋),

conforme discutimos acima. Então, a integral em 𝜃 varre todos os possíveis encontros de um

dos anéis a partir da posição 𝑟⃗𝑛−1. Em seguida, a integral em 𝑟⃗𝑛−1 varre todas as possíveis

posições de partida 𝑟⃗𝑛−1 ∈ 𝒮 para esse último passo. Essa expressão formal, equação 3.14, é,

contudo, bastante complicada operacionalmente. Vamos precisar fazer algumas aproximações a



55

seguir para conseguir obter resultados analíticos que possam ser comparados com as simulações

numéricas.

A partir de agora, vamos considerar a aproximação em que a probabilidade do walker em

𝑟⃗𝑛−1 dar o 𝑛-ésimo passo e encontrar um dos anéis na posição 𝑟⃗ não depende da numeração

𝑛 − 1 do passo, nem da posição específica 𝑟⃗𝑛−1 do buscador ao iniciar esse passo, ou seja,

𝑝 (𝑟⃗, 𝑟⃗𝑛−1) ≈ 𝑝(𝑟⃗). Nesta aproximação para o regime destrutivo, a equação (3.14 torna-se

𝑃𝑛 (𝑟⃗0) = 𝑃 𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗0) 𝑝, (3.15)

ou seja, a probabilidade de que um dos anéis seja encontrado após 𝑛 passos, com o caminhante

tendo iniciado na posição 𝑟⃗0, é aproximadamente igual à probabilidade de sobrevivência 𝑃 𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1

do buscador não ter encontrado nenhum anel após 𝑛−1 passos multiplicada pela probabilidade

𝑝 dele encontrar um dos dois anéis no próximo (𝑛-ésimo) passo. Note que 𝑃 𝑠𝑢𝑟𝑣
𝑛−1 (𝑟⃗0) é dado

pela equação (3.12), e definiremos 𝑝 sendo

𝑝 =
∫︁

𝐶

𝑑𝜃

2𝜋
𝑝(𝑟⃗), (3.16)

que dá a probabilidade total de encontrar um dos anéis em qualquer posição 𝑟⃗ ∈ 𝐶 a partir

de um ponto típico a uma distância ∼ 𝑅/2 dos anéis no limite destrutivo.

As condições de contornos impostas sobre o caminhante, influencia diretamente no compor-

tamento da probabilidade de sobrevivência. Em uma dimensão, para um caminhante aleatório

sujeito a duas barreiras absorventes, sabemos que a probabilidade de sobrevivência decai ex-

ponencialmente com o tempo (ARAÚJO; RAPOSO, 2016) (REDNER, 2001). Para o caso em

duas dimensões, podemos seguir o mesmo raciocínio, a probabilidade de sobrevivência decai

exponencialmente com o número de passos (MORI et al., 2020). Isto é

𝑃 surv
𝑛 ∼ 𝑒−𝛾𝑛. (3.17)

Assim, temos que

𝑃𝑛 (𝑟⃗0) = 𝑝𝑒−𝛾(𝑛−1), (3.18)

ou seja, para manter a normalização imposta na equação(3.11), a condição

𝑒𝛾

𝑒𝛾 − 1𝑝 = 1 (3.19)
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precisa ser satisfeita, logo, obtemos

𝑝 = 1 − 𝑒−𝛾. (3.20)

Por outro lado, para uma caminhada que encontrou um dos anéis após 𝑛 passos,

𝐿𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1
|ℓ𝑗|, (3.21)

onde |ℓ𝑗| é o comprimento (em valor absoluto) do passo 𝑗. Então, tomando a média sobre

todas as buscas realizadas, obtemos

⟨𝐿𝑛⟩ =
𝑛∑︁

𝑗=1
⟨|ℓ𝑗|⟩. (3.22)

Agora, consideremos que ⟨|ℓ𝑗|⟩ ≈ ⟨|ℓ|⟩, ∀𝑗, de modo que, seguindo o mesmo raciocínio da

equação(3.15), obtemos

⟨𝐿𝑛⟩ ≈ 𝑛⟨|ℓ|⟩. (3.23)

Agora, iremos substituir as equações (3.23) e (3.18) na equação (3.10), para obter

⟨𝐿⟩(𝑟0) ≈
∞∑︁

𝑛=1
𝑝𝑒−𝛾(𝑛−1)𝑛⟨|ℓ|⟩

≈ 𝑝⟨|ℓ|⟩
∞∑︁

𝑛=1
𝑛𝑒−𝛾(𝑛−1). (3.24)

Usando o fato que

∞∑︁
𝑛=1

𝑛𝑒−𝛾(𝑛−1) = 𝑒2𝛾

(𝑒𝛾 − 1)2 , (3.25)

encontramos

⟨𝐿⟩(𝑟0) ≈ 𝑝⟨|ℓ|⟩ 𝑒2𝛾

(𝑒𝛾 − 1)2

≈ 𝑝⟨|ℓ|⟩ 1
(1 − 𝑒−𝛾)2

≈ ⟨|ℓ|⟩
𝑝

, (3.26)

onde foi utilizado o resultado da equação (3.20). Então, utilizando a equação anterior e a

definição mostrada na equação (3.9) podemos escrever
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𝜂 ≈ 𝑝

⟨|ℓ|⟩
, (3.27)

que pode ser utilizada para qualquer distribuição de probabilidade para definir o tamanho do

passo dado pelo buscador. Neste trabalho, utilizaremos a distribuição power-law que aproxima

a distribuição 𝛼-estável de Lévy dada pela equação (2.62), que foi desenvolvida no capítulo

anterior. Agora, vamos em busca de uma melhor aproximação para 𝑝 e ⟨|ℓ|⟩ da equação (3.27).

3.2.1 Aplicação para a lei de potência 𝑝𝛼(ℓ)

Agora, iremos aplicar na equação (3.27) a distribuição power-law 𝑝𝛼(ℓ) que aproxima a

distribuição de Lévy para o limite em que ℓ → ∞ apresentada no capítulo anterior pela equação

(2.62). Inicialmente, o buscador inicia a busca no regime destrutivo a partir de uma posição

ao longo do eixo 𝑥 positivo, sem perda de generalidade, a uma distância 𝑥0 = 𝑅/2 do centro

dos anéis (situado, também sem perda de generalidade, na origem do sistema de coordenadas

𝑥 e 𝑦 ). Para o primeiro passo ele escolhe um ângulo inicial 𝜃 definido com o eixo 𝑥 positivo,

cuja distribuição 𝜔(𝜃) é uniforme no intervalo 𝜃 ∈ [0, 𝜋 ), ou seja, 𝜔(𝜃) = 1/𝜋 2.

Nós já calculamos anteriormente a distância balística 𝐷(𝜃) até o encontro de uma das

bordas em um único passo, como podemos ver nas equações (3.1) e (3.2). Considerando

|𝑟⃗ − 𝑟⃗𝑛−1| ≈ 𝐷(𝜃) e utilizando a equação (2.62) como distribuição para tamanho de passos,

podemos calcular a probabilidade do buscador sair da posição 𝑟⃗𝑛−1 para uma posição 𝑟⃗ em

um dos anéis utilizando a equação (3.13), isto é

𝑝 =
∫︁ ∞

𝐷(𝜃)

𝛼ℓ𝛼
0

ℓ𝛼+1 𝑑ℓ

=
(︃

ℓ0

𝐷(𝜃)

)︃𝛼

. (3.28)

Agora, podemos calcular finalmente a probabilidade de encontrar um dos anéis saindo de

uma posição equidistante entre os dois anéis substituindo o resultado anterior na equação

(3.16), ou seja

𝑝 ≈ 1
𝜋

∫︁ 𝜋

0

(︃
ℓ0

𝐷(𝜃)

)︃𝛼

𝑑𝜃. (3.29)

2 Notamos que o intervalo complementar 𝜃 ∈ [𝜋, 2𝜋) é simétrico em relação a esse primeiro intervalo.



58

Levando agora em conta que o encontro possivelmente se dá em algum passo posterior, na

aproximação acima para a busca destrutiva, introduzimos o parâmetro efetivo 𝑏 ∈ [0.5, 1.0],

de modo que efetivamente 𝑥0 = 𝑏𝑅 nas equações (3.1) e (3.2). Agora vamos solucionar a

integral da equação (3.29). Primeiro vamos dividir a integral da seguinte forma:

𝑝 ≈ 1
𝜋

{
∫︁ 𝜋/2

0

(︃
ℓ0

𝐷(𝜃)

)︃𝛼

𝑑𝜃 +
∫︁ 𝜃𝑚á𝑥

𝜋/2

(︃
ℓ0

𝐷(𝜃)

)︃𝛼

𝑑𝜃 +
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
ℓ0

𝐷(𝜃)

)︃𝛼

𝑑𝜃}, (3.30)

e, em seguida, iremos substituir a equação (3.1) nas duas primeiras integrais e a equação (3.2)

será utilizada na terceira integral. Feito isso, obtemos

𝑝 ≈ ℓ𝛼
0
𝜋

{
∫︁ 𝜋/2

0

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜃𝑚á𝑥

𝜋/2

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) − [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑎2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃}. (3.31)

Agora, iremos dividir a segunda integral em duas outras novas integrais, da seguinte forma

𝑝 ≈ ℓ𝛼
0
𝜋

{
∫︁ 𝜋/2

0

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜋/2

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃

−
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) − [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑎2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼

𝑑𝜃}. (3.32)

Para resolver as duas primeiras integrais, faremos a substituição 𝑥 = cos 𝜃, ou seja, 𝑑𝜃 =

− 𝑑𝑥
𝑥2

0−𝑥2 quando 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋/2 e, usaremos 𝑥 = − cos 𝜃 com 𝑑𝜃 = − 𝑑𝑥
𝑥2

0−𝑥2 quando 𝜋/2 ≤ 𝜃 ≤

𝜋. Para as duas últimas integrais, é importante lembrar que estamos trabalhando no limite

destrutivo, onde 𝑥0 ≫ 𝑎, com isso, podemos aproximar −𝑥0 cos(𝜃)+[𝑥2
0 cos2(𝜃)+𝑅2−𝑥2

0]1/2 ≈

𝑥0 + 𝑅 e −𝑥0 cos(𝜃) − [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑎2 − 𝑥2

0]1/2 ≈ 𝑥0 − 𝑎, para 𝜃𝑚á𝑥 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋. Feito todas as

substituições e utilizando o fato que 𝜃𝑚á𝑥 = 𝜋 − arcsin 𝑎
𝑥0

, obtemos
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𝑝 ≈ ℓ𝛼
0
𝜋

{
∫︁ 𝑥0

0

(︃
1

−𝑥 + [𝑥2 + 𝑅2 − 𝑥2
0]1/2

)︃𝛼
𝑑𝑥

𝑥2
0 − 𝑥2

+
∫︁ 𝑥0

0

(︃
1

𝑥 + [𝑥2 + 𝑅2 − 𝑥2
0]1/2

)︃𝛼
𝑑𝑥

𝑥2
0 − 𝑥2

+ arcsin
(︂

𝑎

𝑥0

)︂ [︁
(𝑥0 − 𝑎)−𝛼 − (𝑅 + 𝑥0)−𝛼

]︁
}. (3.33)

Com a ajuda da representação integral para a função hipergeométrica,

2𝐹1 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧) = Γ(𝑐)Γ(𝑏)
Γ(𝑐 − 𝑏)

∫︁ 1

0
𝑡𝑏−1(1 − 𝑡)𝑐−𝑏−1(1 − 𝑡𝑧)−𝑎𝑑𝑡, (3.34)

onde Re(𝑐) > Re(𝑏) > 0 e |arg(1 − 𝑧)| < 𝜋, chegamos ao seguinte resultado para a probabili-

dade 𝑝 de encontrar um dos anéis:

𝑝 ≈ ℓ𝛼
0
𝜋

{ 1√
𝜋23𝛼+1𝑥𝛼

0
sin

(︂
𝜋𝛼

2

)︂ [︃
Γ
(︂1 − 𝛼

2

)︂
Γ
(︂

𝛼

2

)︂
2𝐹1

(︃
𝛼

2 ,
𝛼

2 ; 𝛼 + 1; −𝑅2 − 𝑥2
0

𝑥2
0

)︃

−4𝛼Γ
(︂

−𝛼

2

)︂
Γ
(︂

𝛼 + 1
2

)︂(︃
𝑥2

0
𝑅2 − 𝑥2

0

)︃𝛼

2𝐹1

(︃
−𝛼

2 , −𝛼

2 ; 1 − 𝛼; −𝑅2 − 𝑥2
0

𝑥2
0

)︃]︃

+arcsin
(︂

𝑎

𝑥0

)︂ [︁
(𝑥0 − 𝑎)−𝛼 − (𝑅 + 𝑥0)−𝛼

]︁
}. (3.35)

Similarmente ao que fizemos para obter a equação (3.29), podemos escrever o valor médio

dos passos ⟨|ℓ|⟩ de uma caminhada da seguinte forma

⟨|ℓ|⟩ ≈ 1
𝜋

∫︁ 𝜋

0
⟨|ℓ|⟩(𝜃)𝑑𝜃, (3.36)

onde,

⟨|ℓ|⟩(𝜃) ≈
∫︁ 𝐷(𝜃)

ℓ0
ℓ𝑝𝛼(ℓ)𝑑ℓ + 𝐷(𝜃)

∫︁ ∞

𝐷(𝜃)
𝑝𝛼(ℓ)𝑑ℓ, (3.37)

em que na primeira integral o seacher não encontra um dos anéis, enquanto que na segunda

integral representa o encontro com uma das bordas. Substituindo a distribuição power-law

𝑝𝛼(ℓ), apresentada na equação (2.62), na equação anterior, obtemos

⟨|ℓ|⟩(𝜃) ≈
∫︁ 𝐷(𝜃)

ℓ0

𝛼ℓ𝛼
0

ℓ𝛼
𝑑ℓ + 𝐷(𝜃)

∫︁ ∞

𝐷(𝜃)

𝛼ℓ𝛼
0

ℓ𝛼+1 𝑑ℓ

≈ ℓ𝛼
0

[𝐷(𝜃)]𝛼−1 + 𝛼

(𝛼 − 1){ℓ0 − ℓ𝛼
0 [𝐷(𝜃)]−𝛼+1}

≈ ℓ𝛼
0

(1 − 𝛼)[𝐷(𝜃)]𝛼−1 + 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 . (3.38)

Agora, podemos calcular ⟨|ℓ|⟩,
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⟨|ℓ|⟩ ≈ 1
𝜋

∫︁ 𝜋

0
{ ℓ𝛼

0
(1 − 𝛼)[𝐷(𝜃)]𝛼−1 + 𝛼ℓ0

𝛼 − 1}𝑑𝜃

≈ ℓ𝛼
0

𝜋(1 − 𝛼)

∫︁ 𝜋

0

𝑑𝜃

[𝐷(𝜃)]𝛼−1 + 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 , (3.39)

que, ao dividir o intervalo de integração, chegamos a

⟨|ℓ|⟩ ≈ ℓ𝛼
0

𝜋(1 − 𝛼){
∫︁ 𝜋/2

0

𝑑𝜃

[𝐷(𝜃)]𝛼−1 +
∫︁ 𝜃𝑚á𝑥

𝜋/2

𝑑𝜃

[𝐷(𝜃)]𝛼−1 +
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

𝑑𝜃

[𝐷(𝜃)]𝛼−1 } + 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 , (3.40)

e, utilizando as equações (3.1) e (3.2), obtemos

⟨|ℓ|⟩ ≈ ℓ𝛼
0

𝜋(1 − 𝛼){
∫︁ 𝜋/2

0

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼+1

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜋/2

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼+1

𝑑𝜃

−
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) + [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑅2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼+1

𝑑𝜃

+
∫︁ 𝜋

𝜃𝑚á𝑥

(︃
1

−𝑥0 cos(𝜃) − [𝑥2
0 cos2(𝜃) + 𝑎2 − 𝑥2

0]1/2

)︃𝛼+1

𝑑𝜃}

+ 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 . (3.41)

Seguindo o mesmo raciocínio utilizado para obter a equação (3.33), obtemos

⟨|ℓ|⟩ ≈ ℓ𝛼
0

𝜋(1 − 𝛼){
∫︁ 𝑥0

0

(︃
1

−𝑥 + [𝑥2 + 𝑅2 − 𝑥2
0]1/2

)︃𝛼−1
𝑑𝑥

𝑥2
0 − 𝑥2

+
∫︁ 𝑥0

0

(︃
1

𝑥 + [𝑥2 + 𝑅2 − 𝑥2
0]1/2

)︃𝛼−1
𝑑𝑥

𝑥2
0 − 𝑥2

+ arcsin
(︂

𝑎

𝑥0

)︂ [︁
(𝑥0 − 𝑎)−𝛼+1 − (𝑅 + 𝑥0)−𝛼+1

]︁
}

+ 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 , (3.42)

logo, utilizando mais uma vez a hipergeométrica (3.34), chegamos, finalmente ao resultado
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⟨|ℓ|⟩ ≈ ℓ𝛼
0

𝜋(1 − 𝛼)

⎧⎨⎩ 1√
𝜋23𝛼−2𝑥𝛼−1

0
sin

(︃
𝜋(𝛼 − 1)

2

)︃

×
[︂
Γ
(︂1 − 𝛼

2

)︂
Γ
(︂

𝛼 − 1
2

)︂
2𝐹1

(︃
𝛼 − 1

2 ,
𝛼 − 1

2 ; 𝛼; −𝑅2 − 𝑥2
0

𝑥2
0

)︃

− 4𝛼−1Γ
(︂

−𝛼 − 1
2

)︂
Γ
(︂

𝛼

2

)︂(︃
𝑥2

0
𝑅2 − 𝑥2

0

)︃𝛼−1

2𝐹1

(︃
−𝛼 − 1

2 , −𝛼 − 1
2 ; 2 − 𝛼; −𝑅2 − 𝑥2

0
𝑥2

0

)︃ ]︂

+ arcsin
(︂

𝑎

𝑥0

)︂ [︁
(𝑥0 − 𝑎)−𝛼+1 − (𝑅 + 𝑥0)−𝛼+1

]︁⎫⎬⎭
+ 𝛼ℓ0

𝛼 − 1 . (3.43)

Agora, substituindo as equações (3.35) e (3.43) na equação (3.27), obtemos final a efici-

ência de busca para o caso destrutivo no problemas dos anéis, dada por

𝜂 ≈ (1 − 𝛼)𝐼(𝛼)
𝐼(𝛼 − 1) − 𝜋𝛼ℓ1−𝛼

0
, (3.44)

onde,

𝐼(𝛼) = 1√
𝜋2𝛼+1𝑥𝛼

0
sin

(︂
𝜋𝛼

2

)︂ [︃
Γ
(︂1 − 𝛼

2

)︂
Γ
(︂

𝛼

2

)︂
2𝐹1

(︃
𝛼

2 ,
𝛼

2 ; 𝛼 + 1; −𝑅2 − 𝑥2
0

𝑥2
0

)︃

−4𝛼Γ
(︂

−𝛼

2

)︂
Γ
(︂

𝛼 + 1
2

)︂(︃
𝑥2

0
𝑅2 − 𝑥2

0

)︃𝛼

2𝐹1

(︃
−𝛼

2 , −𝛼

2 ; 1 − 𝛼; −𝑅2 − 𝑥2
0

𝑥2
0

)︃]︃

+arcsin
(︂

𝑎

𝑥0

)︂ [︁
(𝑥0 − 𝑎)−𝛼 − (𝑅 + 𝑥0)−𝛼

]︁
. (3.45)

O resultado apresentado na equação (3.44) é um resultado analítico que, como veremos

no próximo capítulo, explica o comportamento da curva que caracteriza a eficiência de busca

no problema dos anéis para o regime destrutivo.

3.3 REVISITANDO O LIMITE NÃO-DESTRUTIVO

Nesta seção, revisitaremos o caso não-destrutivo no problema dos anéis em buscas alea-

tórias. Como vimos anteriormente, temos um caminhante sujeito a duas bordas absorventes.

O walker inicia sua jornada em uma posição entre dois anéis e caminha aleatoriamente até o

momento de encontro com uma das bordas. Temos um problema equivalente em uma dimen-

são, onde o caminhante inicia sua jornada entre duas barreiras, podendo escolher apenas duas

direções para realizar o passo, direita e esquerda.
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O problema unidimensional utilizando Lévy como distribuição para o comprimento de pas-

sos foi amplamente estudado, com expressões que caracterizam gradezas importantes para

este tipo de problema, como tempo médio de primeira passagem, distância total percorrida

até encontrar o alvo e números de voos de Lévy (BULDYREV et al., 2001a) (BULDYREV et al.,

2001b) (NICOLAU et al., 2021). Para o caso em duas dimensões, temos o problemas do anéis.

A eficiência pode ser obtida através de uma generalização do problema equivalente em uma

dimensão, visto que esperamos o mesmo comportamento em ambos os casos (CARAMÊS et al.,

2022). Neste caso a eficiência é dada por

𝜂 ≈ 1
⟨𝑛⟩⟨|ℓ|⟩

, (3.46)

onde ⟨𝑛⟩ é o número médio de passos dados até encontrar um dos alvos e ⟨|ℓ|⟩ é o tamanho

médio dos passos sorteados.

No limite não-destrutivo o caminhante inicia sua jornada em uma posição 𝑥0 muito próxima

do anel interno de raio 𝑎. Vamos definir o parâmetro adimensional 𝛿,

𝛿 = 𝑥0 − 𝑎

𝑎
(3.47)

onde, no regime de interesse, 𝑥0 → 𝑎 ≪ 𝑅. Logo, no regime não-destrutivo temos o limite

𝛿 → 0+.

Para uma dimensão temos a seguinte expressão para caracterizar o número de passos dados

pelo buscador até encontrar a borda mais distante do ponto de partida

⟨𝑛⟩1𝐷 = 𝑓1𝐷(𝛼)
⎡⎣𝑥0(𝜆 − 𝑥0)

𝑐2

⎤⎦𝛼/2

, (3.48)

onde 𝑐 é o parâmetro de escala da distribuição de Lévy 3, ou, para o caso da power-law (2.62),

𝑐 = ℓ0. Temos também que 𝑓1𝐷(𝛼) = 1/Γ(𝛼 + 1) no caso de Lévy.

No regime não-destrutivo, a probabilidade do walker encontrar a borda externa de raio

𝑅 é muito pequena. Vamos considerar também que as caminhadas realizadas não se afastam

muito do anel interno, ou seja, ficam sempre restritas a uma região 𝑟 < 𝛾𝑎, em que 𝛾 não é um

parâmetro ≫ 1. Nesse caso, o número médio de passos realizado pelo buscador no problema

dos anéis é semelhante ao resultado unidimensional, mas com 𝜆 → 𝛾𝑎. Ou seja, para o regime

não-destrutivo do problema dos anéis, temos
3 Representado anteriormente por 𝜎 na equação (2.48).
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⟨𝑛⟩2𝐷 ≈ 𝑓2𝐷(𝛼)
⎡⎣𝛿𝑎(𝛾𝑎 − 𝛿𝑎)

𝑐2

⎤⎦𝛼/2

. (3.49)

Para calcular ⟨|ℓ|⟩ também podemos utilizar os resultados obtidos no estudo unidimensio-

nal. Em uma dimensão temos que

⟨|ℓ|⟩1𝐷 ≈ 𝑐

⎡⎣⎛⎝𝛿𝑎

𝑐

⎞⎠1−𝛼

+ 𝑣

⎤⎦, (3.50)

onde 𝑣 ≈ 1 (CARAMÊS et al., 2022). Para duas dimensões, temos

⟨|ℓ|⟩2𝐷 ≈ 𝑐

⎡⎣⎛⎝𝛿𝑎

𝑐

⎞⎠1−𝛼

𝑔(𝑛, 𝛼) + ℎ(𝛼)
⎤⎦, (3.51)

onde as funções 𝑔(𝑛, 𝛼) e ℎ(𝛼) também não dependem de 𝛿. Agora, calcularemos o produto

⟨𝑛⟩⟨|ℓ|⟩, dado por

⟨𝑛⟩⟨|ℓ|⟩ ≈ 𝑓2𝐷(𝛼)
⎡⎣𝛿𝑎(𝛾𝑎 − 𝛿𝑎)

𝑐2

⎤⎦𝛼/2

𝑐

⎡⎣⎛⎝𝛿𝑎

𝑐

⎞⎠1−𝛼

𝑔(𝑛, 𝛼) + ℎ(𝛼)
⎤⎦, (3.52)

que, ao tomar o limite 𝛿 → 0+, obtemos

⟨𝑛⟩⟨|ℓ|⟩ ≈

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛿𝛼/2; se 𝛼 < 1;

𝛿𝛼/2+1−𝛼; se 𝛼 > 1.

(3.53)

Logo, substituindo o resultado anterior na equação (3.46), obtemos

𝜂 ≈

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝛿−𝛼/2; se 𝛼 < 1;

𝛿𝛼/2−1; se 𝛼 > 1,

(3.54)

que coincide com o resultados apresentados em 2021 para o limite 𝛿 → 0+ com uma distri-

buição de sítios de Poisson com densidade 𝜌 → 0 (BULDYREV et al., 2021).
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4 PROBLEMA DOS ANÉIS: RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo, apresentaremos o algoritmo de busca entre os anéis concêntricos utilizado

neste trabalho para realizar uma simulação computacional que modele o problema do anéis

nas buscas aleatórias. Após a apresentação do caminho que deve ser seguido para realizar a

modelagem numérica, apresentaremos os diversos resultados obtidos após o estudo. Também

faremos uma discussão detalhada entre os resultados numéricos e os resultados analíticos

apresentados no capítulo anterior.

4.1 ALGORITMO DE BUSCA ENTRE OS ANÉIS

Como foi apresentado no capítulo anterior, o problema dos anéis possibilita que estudemos

a relação entre o alvo mais próximo e outros que estão afastados da posição inicial de um

buscador que deseja encontrar alvos espalhados em um plano bidimensional loccalizados em

posições desconhecidas1. Como foi mostrado na Figura 12, o caminhante inicia sua jornada

entre dois anéis e caminha aleatoriamente, usando a distribuição power-law (2.62) para definir

o comprimento do passo dado, até encontrar um dos anéis. A direção do passo é sorteada

aleatoriamente com distribuição uniforme no intervalo de 0 a 2𝜋. Ao encontrar um dos anéis,

é importante que saibamos todas as informações da busca, como distância total percorrida,

número de passos dados até o encontro e identificar qual dos dois anéis foi encontrado para

que possamos estudar as grandezas desejadas, como eficiência de busca, tempo de primeira

passagem e probabilidade de absorção.

Para que seja possível realizar a simulação, devemos fazer com que o caminhante trunque o

passo exatamente na posição em que se encontre a borda de um dos anéis. Como podemos ver

na Figura 16, temos algumas possibilidades de cruzamentos quando o caminhante sorteia uma

posição fora do plano 2𝐷 entre os anéis, ou nenhum cruzamento, quando o caminhante tomou

uma posição que pertence ao espaço de busca 𝒮. Note que na Figura 16, temos a posição do

caminhante dada através de um parâmetro 𝑡. O caminhante sai da posição 𝑟⃗(𝑡 = 0) e sorteia

um passo que irá colocá-lo na posição 𝑟⃗(𝑡). Entretanto, quando há uma intersecção entre o

passo sorteado e um dos anéis, truncamos o passo na posição 𝑟⃗(𝑡) = 𝑟⃗(0) + ℓ⃗𝑡. Caso não

ocorra o cruzamento, 𝑟⃗(𝑡) = 𝑟⃗(0) + ℓ⃗. Onde ℓ⃗ = ℓ cos 𝜃𝑥̂ + ℓ sin 𝜃𝑦, com 𝜃 sendo o ângulo

sorteado entre 0 e 2𝜋.
1 Veja novamente a Figura 11
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Figura 16 – Truncamento do passo. Para garantir que o caminhante finalizou sua caminhada exatamente ao
encontrar um dos anéis é necessário encontrar um parâmetro 𝑡 ∈ [0, 1] que caracteriza a fração
do último passo ℓ sorteado que será contabilizada e pode ser encontrado através das equações
(4.1) e (4.2). Em (a) utilizamos 𝐷 = ℓ𝑡 onde 𝑡 = 1 devido ao fato do último passo pertencer ao
espaço de busca 𝒮. Em (b) notamos um cruzamento com o anel externo, portanto contabilizamos
𝐷 = ℓ𝑡 com 𝑡 < 1. Em (c) e (d) temos dois e três cruzamentos respectivamente, neste caso
encontramos dois e três valores para 𝑡 < 1, respectivamente. Utilizamos sempre o menor valor de
𝑡 para truncar o passo.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Claramente, observamos que 𝑡 é um parâmetro que informa a fração do passo sorteado

que será contabilizada na distância total percorrida durante a busca, ou seja, 𝑡 ∈ (0, 1], sendo

que o cruzamento em um dos anéis é constatado quando 𝑡 ∈ (0, 1). As equações utilizadas

para calcular 𝑡 são dadas por:

𝑡𝑖𝑛𝑡 = 𝑡1,2 = 1
2𝐴

[−𝐵 ±
√︁

𝐵2 − 4𝐴(𝐶 − 𝑎2)], (4.1)

que, ao encontrar 𝑡 entre 0 e 1, significa que o anel interno foi interceptado. Temos também

que

𝑡𝑒𝑥𝑡 = 𝑡3,4 = 1
2𝐴

[−𝐵 ±
√︁

𝐵2 − 4𝐴(𝐶 − 𝑅2)], (4.2)
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Figura 17 – Algoritmo de busca entre os anéis. A rotina é a seguinte: o buscador inicia a caminhada, sorteia
um passo ℓ aleatório de comprimento dado pela power-law, logo após ele verifica se encontrou
um dos anéis calculando 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 e 𝑡4. Caso ele encontre um ou mais valores de 𝑡 ∈ (0, 1), ele
escolhe o menor valor para truncar o passo, pois o menor valor de 𝑡 representa a menor distância
de encontro com um dos anéis como vimos na Figura 16. Caso ele não encontre 𝑡 < 1, ele sorteia
outro passo ℓ e repete tudo mais uma vez, mantendo a rotina até que a condição para finalizar a
busca seja encontrada e assim, encerre sua caminhada.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

que, ao encontrar 𝑡 entre 0 e 1, significa que o anel externo foi encontrado. Nas equações

acima, temos 𝐴 = 2ℓ2, 𝐵 = 2(𝑥 + 𝑦)ℓ e 𝐶 = 𝑥2 + 𝑦2 (CARAMÊS et al., 2022).

É importante lembrar que a verificação de intersecção deve ser feita a cada passo dado,

de modo que o último passo dado será contabilizado apenas a fração 𝑡ℓ, pois um alvo foi

encontrado, podendo assim, finalizar a busca. Enquanto não for encontrado nenhum valor

de 𝑡 entre 0 e 1, o tamanho do passo sorteado será adicionado a distância total percorrida

𝐿. Na Figura 17 podemos ver o algoritmo de busca entre os anéis. A rotina é a seguinte: o

buscador inicia a caminhada, sorteia um passo ℓ aleatório de comprimento dado pela power-

law e verifica se encontrou um dos anéis calculando 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 e 𝑡4. Caso ele encontre um ou

mais valores de 𝑡 ∈ (0, 1), ele escolhe o menor valor para truncar o passo, pois o menor valor

de 𝑡 representa a menor distância de encontro com um dos anéis como vimos na Figura 16.

Caso ele não encontre o valor desejado de 𝑡, é realizado o sorteio de um outro passo e repete

tudo novamente, mantendo a rotina até que a condição para finalizar a busca seja satisfeita e

assim, encerre a busca.

Para gerar números pseudo-aleatórios 𝑟𝑛𝑔𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟−𝑙𝑎𝑤 da power-law (1.1), utilizamos a equa-

ção
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𝑟𝑛𝑔𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟−𝑙𝑎𝑤 = ℓ0(1 − 𝑈)− 1
𝛼 , (4.3)

que foi obtida através do Método da Inversão, onde 𝑈 é um número pseudo-aleatório uni-

forme ∈ [0, 1) . Todas as simulações foram escritas em Python, uma linguagem de alto nível

que possibilita que o programa seja escrito de forma mais compacta, otimizando o tempo

de desenvolvimento do projeto (IZAAC; WANG, 2018). Para gerar 𝑈 , utilizamos o gerador

𝑛𝑝.𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚.𝑢𝑛𝑖𝑓𝑜𝑟𝑚(0, 1) da biblioteca Numpy. Para observar os dados obtidos através das

simulações, utilizamos as biblioteca Matplotlib e Pandas. E, para otimizar o tempo de proces-

samento, utilizamos a biblioteca Multiprocessing.

Figura 18 – Na imagem abaixo podemos observar 𝑁 = 104 buscas aleatórias realizadas entre dois anéis
concêntricos utilizando a power-law com 𝛼 = 1.0 para sortear os passos. Todas as buscas iniciaram
da mesma posição 𝑥0 e caminharam aleatoriamente até que encontrassem um do anéis. Todas as
caminhadas são independentes uma da outra. Uma observação importante é que todo espaço de
busca 𝒮 foi preenchido, garantindo a aleatoriedade da simulação computacional.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Para fazer uma análise estatística dos dados obtidos através da modelagem numérica do

problema dos anéis é necessário obter um ensemble de amostras, para que possamos calcular

médias e, assim, compreender como o sistema se comporta. Para o caso do problema dos

anéis, podemos fazer isso de duas maneiras. A primeira, definir um número 𝑁 de buscas

independentes que serão realizadas, isto é, teremos dados de 𝑁 caminhantes independentes que
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realizaram a busca entre os anéis, como podemos ver na Figura 18. Note que é extremamente

importante que todo o espaço de busca seja totalmente preenchido após as 𝑁 walks. Na

segunda maneira, definimos uma distância máxima permitida que o buscador poderá percorrer,

neste caso o caminhante sai de uma posição inicial entre os anéis e caminha aleatoriamente

até encontrar uma das bordas absorventes e, ao encontrá-las, retorna para a posição inicial

novamente, repetindo este ciclo até que ele percorra a distância total máxima pré-definida.

Veremos que estas duas formas serão úteis para estudar as grandezas desejadas.

4.2 ESTUDO DA EFICIÊNCIA DE BUSCA

Nesta seção, iremos apresentar os resultados numéricos relacionados a eficiência de busca

𝜂 para os regimes destrutivo e não-destrutivo. A eficiência numérica foi definida da seguinte

forma:

𝜂 = 𝑁

𝐷𝑚𝑎𝑥

, (4.4)

onde, 𝑁 é o número de alvos encontrados e 𝐷𝑚𝑎𝑥 é a distância total percorrida pelo seacher.

Para estudar esta grandeza, fixamos 𝐷𝑚𝑎𝑥, ou seja, o caminhante inicia sua busca em uma

posição 𝑥0 e, quando encontra um alvo, ele retorna novamente para posição inicial definida

inicialmente, repetindo este processo até que a distância total percorrida alcance o valor fixado

pré-estabelecido antes de rodar a simulação, como foi explicado anteriormente.

4.2.1 Regime não-destrutivo

Antes de apresentarmos resultados utilizando a distribuição power-law, vamos reproduzir

um resultado já presente na literatura apresentados em 2022 (CARAMÊS et al., 2022). Iremos

utilizar para o comprimento de passos a função apresentada na Figura 19 para gerar números

pseudo-aleatórios da distribuição de Lévy (2.48).

Para reproduzir o resultados, realizamos uma simulação com os seguintes parâmetros:

𝛿 = 𝑥0

𝑎
− 1, 𝜎 = 𝑟𝑟

𝑎
, 𝜌 = 1

𝑎𝑅
, 𝜂0 = 𝜂𝑅, (4.5)

como foi definido no artigo publicado em 2022 por Caramês e outros colaboradores (CARAMÊS

et al., 2022), iremos reproduzir a FIG 2(b) presente neste artigo. Após definir 𝜎 = 0.01,



69

Figura 19 – Função que gera números aleatórias da distribuição de Lévy escrita na linguagem Python.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

𝑎 = 1, 𝜌 = 5.2 × 10−2 e limitar 𝐷𝑚𝑎𝑥 em um milhão de unidades, foi obtido os resultados

apresentados na Figura 20. Como podemos observar, os resultados coincidem com os resultados

encontrado no artigo que motivou este trabalho, mantendo o mesmo comportamento, note

também que a eficiência tende a ser máxima em 𝛼 = 1 quando 𝛿 → 0. Quanto menor for o

valor de 𝛿, mais próximo do anel interno será o ponto de partida do buscador, caracterizando

o regime não-destrutivo. Notamos, portanto, que os resultados para o regime não-destrutivo

do problemas do anéis concorda com as hipóteses apresentadas em 1999, por Viswanathan e

outros colaboradores (VISWANATHAN et al., 1999). Além disso, podemos verificar que os pontos

obtidos na simulação tendem a concordar com o resultado exato para o limite balístico dado

por 𝜂0 = 𝑅/⟨|ℓ|⟩, onde ⟨|ℓ|⟩ é dado pela equação (3.8).

Agorá será apresentado resultados obtidos a partir de uma simulação realizada com os

mesmos parâmetros, com exceção apenas da distribuição de probabilidades para o comprimento

de passo, ou seja, utilizamos o 𝑟𝑛𝑔𝑝𝑜𝑤𝑒𝑟−𝑙𝑎𝑤 que gera números aleatórios da power-law (2.62).

Definimos ℓ0 = 𝜎 = 0.01. Os resultados estão apresentados na Figura 21. Perceba que obtemos

um comportamento muito semelhante ao resultado utilizando a Lévy, a eficiência aumenta a

medida que 𝛿 diminui e sua maximização tende a ser encontrada em 𝛼 = 1.0, quando 𝛿 → 0.

Entretanto, a eficiência de busca normalizada 𝜂0 é maior utilizando a Lévy. O motivo está

relacionado ao fato do caminhante que utiliza a power-law está limitado a não realizar passos

com comprimento menor que ℓ0, impedindo que o caminhante encontre alvos que estão nessa

faixa de distância. Esta limitação não ocorre quando utilizamos a Lévy (COLAÇO et al., 2022).

Agora, faremos um estudo mais detalhado utilizando a distribuição power-law (2.62) para

caracterizar o tamanho do passo do buscador no problemas dos anéis concêntricos. Iremos

apresentar resultados obtidos através de simulações de Monte Carlo para os principais parâ-

metros do sistema, o raio do anel externo 𝑅, a posição inicial 𝑥0 da busca e o parâmetro de

escala ℓ0 da power-law que determina o menor passo possível de ser realizado pelo caminhante.

Para todos os casos, o raio do anel interno foi mantido fixo, 𝑎 = 1. Neste caso, não iremos
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Figura 20 – Resultados numéricos para o caso não-destrutivo usando a distribuição de Lévy para o compri-
mento de passos. Quanto menor for o valor de 𝛿, mais próximo do anel interno será o ponto de
partida do buscador, caracterizando o regime não-destrutivo. Nesta imagem mostramos que con-
seguimos obter resultados obtido anteriormente para o problema dos anéis. Note que a eficiência
tende a ser máxima em 𝛼 = 1 quando 𝛿 → 0. Perceba que os pontos obtidos na simulação tendem
a concordar com o resultado exato para o limite balístico dado por 𝜂0 = 𝑅/⟨|ℓ|⟩, onde ⟨|ℓ|⟩ é
dado pela equação (3.8). Para produzir estes resultados foi definido 𝜎 = 0.01, 𝑎 = 1, 𝑅 = 1/𝜌
com 𝜌 = 5.2 × 10−2 e limitamos 𝐷𝑚𝑎𝑥 em 106 de unidades.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

normalizar a eficiência, faremos uma plotagem gráfica da eficiência 𝜂 dada pela equação (4.4).

Para entender como o parâmetro ℓ0 da power-law influencia a eficiência de busca, organi-

zamos na Figura 22 os dados referentes a modelagem numérica do problema dos anéis para

trés valores distintos de ℓ0. Para esta simulação fixamos 𝑅 = 100, 𝛿 = 0.01 e 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 107.

Na imagem, notamos que a maximização de 𝜂 tende a ser encontrada em 𝛼 = 1, como espe-

rado para o regime não-destrutivo. Notamos também que a eficiência é maximizada a medida

que ℓ0 diminui. O motivo está relacionado ao fato do caminhante poder realizar passos ainda

menores, facilitando o encontro quando o alvo está próximo. Note que a eficiência para 𝛼 → 0

não depende do parâmetro ℓ0 como podemos observar na equação (3.8), portanto, as três

curvas devem convergir para o mesmo ponto a medida que 𝛼 se aproxima de 0.

Agora, vamos estudar uma outra vez como a eficiência é influenciada pela posição inicial

do buscador, 𝑥0. Neste caso, utilizamos os parâmetros: 𝑅 = 100, ℓ0 = 0.001 e 𝐷𝑚𝑎𝑥 limitada
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Figura 21 – Resultados numéricos para o caso não-destrutivo usando a power-law. Para produzir estes resul-
tados foi definido ℓ0 = 𝜎 = 0.01, 𝑎 = 1, 𝑅 = 1/𝜌 com 𝜌 = 5.2 × 10−2 e limitamos 𝐷𝑚𝑎𝑥 em 106

de unidades.Perceba que obtemos um comportamento muito semelhante ao resultado utilizando
a Lévy, a eficiência aumenta a medida que 𝛿 diminui e também observamos que a maximização
tende a ser encontrada em 𝛼 = 1.0, quando 𝛿 → 0. Entretanto, a eficiência de busca normalizada
𝜂0 é maior utilizando a Lévy. Perceba também que, novamente, os pontos obtidos na simulação
tendem a concordar com o resultado exato para o limite balístico dado por 𝜂0 = 𝑅/⟨|ℓ|⟩, onde
⟨|ℓ|⟩ é dado pela equação (3.8).

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

em um milhão de unidades. Foi mantido 𝑥0 = 𝑎(𝛿 +1). Na Figura 23 podemos ver três curvas

para o regime não-destrutivo. Note que a maximização de 𝜂, neste caso, também tende a

ser encontrada em 𝛼 = 1 a medida que a posição inicial do caminhante se aproxima do anel

interno, um comportamento previsto na literatura desde 1999 para buscas aleatórias neste

regime.

Por último veremos como o raio do anel externo 𝑅 influencia na eficiência de busca. A

simulação foi realizada para três valores distintos de 𝑅, mantendo fixo 𝑥0 = 𝑎(𝛿+1), 𝛿 = 0.01,

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 106, e ℓ0 = 0.001. Os resultados estão apresentados na Figura 24. Como podemos

observar, quanto menor for o raio do anel externo, maior será a eficiência. Podemos observar

que o aumento da eficiência acontece em todos os valores do parâmetro 𝛼, o motivo está

relacionado ao fato da eficiência ser inversamente proporcional a distância total percorrida.

Com o aumento do raio do anel externo, o caminhante irá percorrer uma distância maior para
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Figura 22 – Resultados numéricos para o caso não-destrutivo usando a power-law variando o parâmetro ℓ0.
Para esta simulação fixamos 𝑅 = 100, 𝛿 = 0.01 e 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 107. Na imagem, notamos que
a maximização de 𝜂 tende a ser encontrada em 𝛼 = 1, como esperado para o regime não-
destrutivo. Notamos também que a eficiência é maximizada a medida que ℓ0 diminui. Como a
eficiência para 𝛼 → 0 não depende do parâmetro ℓ0 as três curvas devem convergir para o mesmo
ponto a medida que 𝛼 se aproxima de 0.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

encontrar um dos anéis, pois o caminhante poderá se afastar mais do anel interno antes de

encontrá-lo ou precisará, obrigatoriamente caminhar mais para os casos em que ele encontrou

o anel externo.

4.2.2 Regime destrutivo

Agora, vamos estudar de forma detalhada o regime destrutivo para o problema dos anéis.

Como foi dito nos capítulos anteriores, o regime destrutivo é caracterizado pelo fato do ca-

minhante iniciar a busca em uma posição 𝑥0 ≈ 𝑅/2 equidistante entre os anéis. Além disso,

também devemos ter a relação 𝑅 ≫ 𝑥0 ≫ 𝑎 entre os parâmetros. Para conseguir resultados

que melhor se aproximassem das condições impostas no cálculo analítico da Seção 3.2, foi reali-

zado uma simulação computacional que modelava a busca entre os anéis utilizando 𝑅 = 5000,

𝑎 = 1, 𝑥0 = 𝑅/2 com 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 109 para 𝛼 ∈ [0.1, 0.5], 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 108 para 𝛼 ∈ [0.6, 0.8] e

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 107 para 𝛼 ∈ [0.9, 1.4]. A distância máxima permitida foi definida dessa forma devido
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Figura 23 – Resultados numéricos para o caso não-destrutivo usando a power-law. Para este caso, utilizamos
os parâmetros: 𝑅 = 100, ℓ0 = 0.001 e 𝐷𝑚𝑎𝑥 limitada em um milhão de unidades. Também
foi mantido 𝑥0 = 𝑎(𝛿 + 1). Note que a maximização de 𝜂, neste caso, também tende a ser
encontrada em 𝛼 = 1 a medida que a posição inicial do caminhante se aproxima do anel interno,
como esperado. Perceba também que os pontos obtidos na simulação tendem a concordar com o
resultado exato para o limite balístico dado por 𝜂 = 1/⟨|ℓ|⟩, onde ⟨|ℓ|⟩ é dado pela equação (3.8).

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

ao custo computacional, pois, como veremos na Seção 4.4, o número de passos realizados até o

encontro em uma das bordas aumenta a medida que o valor de 𝛼 aumenta, consequentemente

o número de operações aumenta, elevando o custo computacional.

O resultado da simulação está apresentado na Figura 25. Na imagem, temos resultados da

simulação escrita em Python representada por quadrados na cor azul, temos também a apro-

ximação obtida de forma analítica no capítulo anterior, dada pela equação (3.44) representada

pela curva em vermelho. O resultado exato para o limite balístico em que o caminhante realiza

a busca em apenas um único passo está apresentado por um ponto verde. Para a curva analítica

(3.44) utilizamos 𝑥0 = 𝑏𝑅 e a melhor aproximação com os dados numéricos foi encontrada

em 𝑏 = 0.625. Perceba que o resultado analítico para o regime destrutivo caracterizou bem os

pontos obtidos na modelagem numérica. Neste regime, a maximização da eficiência é obtida

no limite balístico, quando 𝛼 → 0, também previsto na literatura. Note também que, tanto

os resultados numéricos quanto a aproximação analítica para o regime destrutivo das buscas

aleatórias, tendem para a concordar com o resultado exato para o caso em que 𝛼 → 0.
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Figura 24 – Resultados numéricos para o caso não-destrutivo usando a power-law variando o raio 𝑅 do anel
externo. Neste caso foi mantido fixo 𝑥0 = 𝑎(𝛿 + 1) com 𝛿 = 0.01, 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 106, e ℓ0 = 0.001.
Como podemos observar, quanto menor for o raio do anel externo, maior será a eficiência. Podemos
observar que o aumento da eficiência acontece em todos os valores do parâmetro 𝛼, o motivo
está relacionado ao fato da eficiência ser inversamente proporcional a distância total percorrida.
Pois, com o aumento de 𝑅, consequentemente a distância total percorrida até encontrar um dos
anéis será maior.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)
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Figura 25 – Resultados numéricos e analíticos para o caso destrutivo usando a power-law. Para este estudo, foi
realizado uma simulação computacional que modelava a busca entre os anéis utilizando 𝑅 = 5000,
𝑎 = 1, 𝑥0 = 𝑅/2 com 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 109 para 𝛼 ∈ [0.1, 0.5], 𝐷𝑚𝑎𝑥 = 108 para 𝛼 ∈ [0.6, 0.8] e
𝐷𝑚𝑎𝑥 = 107 para 𝛼 ∈ [0.9, 1.4]. Na imagem, temos resultados da simulação escrita em Python
representada por quadrados na cor azul, temos também a aproximação obtida de forma analítica
no capítulo anterior, dada pela equação (3.44) representada pela curva vermelha. O resultado
exato para o limite balístico em que o caminhante realiza a busca em apenas um único passo está
apresentado por um ponto verde. Para a curva analítica (3.44) utilizamos 𝑥0 = 𝑏𝑅 e a melhor
aproximação com os dados numéricos foi encontrada em 𝑏 = 0.625.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)
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4.3 PROBABILIDADES DE ABSORÇÃO

Nesta seção, estudamos as probabilidades seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e a proba-

bilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡. Estudar esta grandeza é extremamente importante

pois nos permiter obter ainda mais informações do problema estudado neste trabalho. O ob-

jetivo é entender a relação entre os parâmetros 𝛼, 𝑥0, 𝑅, 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡. Para este estudo, foi

realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre 0.1 e 1.4, mantendo

𝑥0 fixo. Também realizamos 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝑥0 entre

0.0 e 1.0, mantendo 𝛼 fixo. Para ambos os casos, utilizou-se 𝑎 = 1, 𝑅 = 100 e 𝑙0 = 0.001.

Figura 26 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e
a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função do parâmetro 𝛼 da power-law. Para
este estudo, foi realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre 0.1 e 1.4,
mantendo 𝑥0, 𝑎 = 1, 𝑅 = 100 e 𝑙0 = 0.001 fixos. Podemos observar que, para 𝑥0/𝑅 = 0.011,
a igualdade 𝑃𝑖𝑛𝑡 = 𝑃𝑒𝑥𝑡 = 1/2 ocorre em 𝛼 ≈ 0.3. Para 𝑥0/𝑅 = 0.022, a igualdade ocorre
em 𝛼 ≈ 1.2. Note também que, para ambos os casos 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡 antes do cruzamento das
probabilidades, isto é, 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡 para 𝛼 < 0.3 quando 𝑥0/𝑅 = 0.011 e 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡 para
𝛼 < 1.2 quando 𝑥0/𝑅 = 0.022.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Iniciaremos a discussão, estudando as probabilidades de absorção 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função de

𝛼. Na Figura 26, podemos observar que, para 𝑥0/𝑅 = 0.011, a igualdade 𝑃𝑖𝑛𝑡 = 𝑃𝑒𝑥𝑡 = 1/2

ocorre em 𝛼 ≈ 0.3. Para 𝑥0/𝑅 = 0.022, a igualdade ocorre em 𝛼 ≈ 1.2. Note também que,
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para ambos os casos 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡 antes do cruzamento das probabilidades, isto é, 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡

para 𝛼 < 0.3 quando 𝑥0/𝑅 = 0.011 e 𝑃𝑖𝑛𝑡 < 𝑃𝑒𝑥𝑡 para 𝛼 < 1.2 quando 𝑥0/𝑅 = 0.022.

Note que os valores de 𝑥0/𝑅 escolhidos se aproximam de zero, ou seja, a posição inicial

do seacher em cada busca se aproximava do anel interno de raio unitário. Temos também

que a medida que variamos 𝑥0, o cruzamento das probabilidades 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 ocorre em valores

diferentes de 𝛼.

Figura 27 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e
a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função do parâmetro 𝛼 da power-law. Para
este estudo, foi realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre 0.1 e
1.4, mantendo 𝑥0, 𝑎 = 1, 𝑅 = 100 e 𝑙0 = 0.001 fixos. A medida que a posição inicial se afasta do
anel interno, notamos que o cruzamento das probabilidades ocorre para maiores valores de 𝛼, de
modo que, chegará um momento que não haverá o cruzamento de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡, como podemos
ver na imagem abaixo. No também que 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 antes do cruzamentos da probabilidade e
que 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 após o cruzamento.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

De fato, as quantidades 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 dependem explicitamente da posição inicial 𝑥0 e do

parâmetro 𝛼 da power-law (2.62). Por exemplo, vamos imaginar como seria o problema para

𝛼 → 0, onde o walker executa um movimento balístico (ou voo de Lévy), ou seja, ele encontra

um dos anéis no primeiro passo dado. Sabendo dessa informação e considerando que ele não

tenha preferência da direção que vai escolher para dar o passo, podemos concluir que as

probabilidades 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 serão iguais quando 𝜃𝑚𝑎𝑥 = 𝜋/2. Como 𝜃𝑚𝑎𝑥 = 𝜋 − arcsin(𝑎/𝑥0),
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obtemos 𝜃𝑚𝑎𝑥 = 𝜋/2 quando 𝑥0 = 𝑎, que implica em 𝑥0/𝑅 = 𝑎/𝑅, logo, espera-se que o

ponto de encontro das probabilidades no limite balístico aconteça em 𝑥0/𝑅 = 0.01.

A medida que a posição inicial se afasta do anel interno, notamos que o cruzamento

das probabilidades ocorre para maiores valores de 𝛼, de modo que, chegará um momento

que não haverá o cruzamento entre 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡, como podemos observar na Figura 27. Isto

ocorre porque a probabilidade do caminhante encontrar um dos anéis em um único passo vai

diminuindo a medida que 𝛼 aumenta. Isto pode ser explicado devido ao fato do caminhante de

Lévy, em duas dimensões, poder se aproximar do alvo sem detectá-lo. Também sabemos que a

medida que 𝛼 aumenta, se torna cada vez mais raro realizar um voo de Lévy, fazendo com que

ele realize movimentos do tipo browniano, impedindo que ele se afaste do alvo mais próximo,

facilitando o encontro com ele. Devido a isso, notamos que 𝑃𝑖𝑛𝑡 > 𝑃𝑒𝑥𝑡 após o cruzamento.

Figura 28 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡 e
a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função do parâmetro 𝑥0. Para este estudo,
foi realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝑥0/𝑅 entre 0 e o ponto
de cruzamento das probabilidades, mantendo 𝑎 = 1, 𝑅 = 100, 𝑙0 = 0.001 e 𝛼 fixos. Podemos o
observar que 𝑃𝑖𝑛𝑡 > 𝑃𝑒𝑥𝑡 para todos os valores de 𝛼.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Outra forma de observar a relação entre 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 e os parâmetros 𝛼 e 𝑥0 pode ser

feita observando o comportamento de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 quando variamos 𝑥0, mantendo 𝛼 fixo.

Na Figura 28 podemos o observar que 𝑃𝑖𝑛𝑡 > 𝑃𝑒𝑥𝑡 para todos os valores de 𝛼, diferente do
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que ocorreu antes do cruzamento das probabilidades de encontro apresentado nas Figuras 26

e 27. A explicação é a mesma, para regimes em que o caminhante realiza saltos maiores,

o caminhante tende a encontrar um anel em poucos passos, perceba que para 𝛼 → 0, os

cruzamentos ocorreram para valores de 𝑥0 → 𝑎. Na Figura 29 podemos observar de forma

mais detalhada o comportamento de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 para os casos 𝛼 = 0.1 e 𝛼 = 0.2. Veja que

as curvas possuem o mesmo comportamento para todos os valores de 𝛼, mostrando que 𝑃𝑖𝑛𝑡

e 𝑃𝑒𝑥𝑡 podem ser caracterizados pelos parâmetros 𝛼, 𝑥0, 𝑎 e 𝑅.

Figura 29 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡

e a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função do parâmetro 𝑥0. Nesta imagem
podemos observar de forma mais detalhada o comportamento de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 para os casos 𝛼 = 0.1
e 𝛼 = 0.2. Veja que as curvas possuem o mesmo comportamento para todos os valores de 𝛼.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Para 𝛼 = 1.2, o cruzamento ocorre em 𝑥0 maior devido ao fato do caminhante adotar um

comportamento com passos cada vez menores, fazendo com que ele se movimente próximo do

anel interno, com isso, para 𝑥0 ≈ 0.1, o caminhante encontre apenas o anel interno. Observe

também que para 𝛼 = 0.1 o cruzamento das probabilidades ocorreu em 𝑥0/𝑅 ≈ 0.01 e que o

cruzamento das probabilidades de absorção ocorrem para maiores valores de 𝛼 a medida que

𝑥0/𝑅 aumenta, como era esperado. Como foi dito anteriormente, na simulação mantemos

𝑅 = 100, variando apenas 𝑥0.

Perceba que os cruzamentos da probabilidades 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 observados ocorrem apenas no
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Figura 30 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. A probabilidade do seacher encontrar o anel interno 𝑃𝑖𝑛𝑡

e a probabilidade dele encontrar o anel externo 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função do parâmetro 𝑥0/𝑅 ∈ (0, 1)
e 𝛼 = 0.4. Aqui, podemos ver que os cruzamentos da probabilidades 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 observados
ocorrem apenas no limite não-destrutivo, quando a posição inicial da busca é muito próxima do
anel interno. Note que imediatamente após o cruzamento, o buscador encontra apenas o anel
externo.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

limite não-destrutivo, quando a posição inicial da busca é muito próxima do anel interno, na

Figura 30 podemos ver 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função de 𝑥0/𝑅 ∈ (0, 1). Quando a posição inicial da

busca aleatória se afasta do anel interno, temos dois problemas que são fáceis de imaginar.

Imagine o caminhante iniciando a busca no regime destrutivo. No limite balístico quando

𝛼 → 0 temos 𝜃𝑚𝑎𝑥 → 𝜋, com isso, a probabilidade do buscador encontrar o anel interno é

praticamente nula. No regime browniano, quando 𝛼 → 2.0, o seacher realiza uma difusão

gaussiana semelhante ao que foi mostrado na Figura 5 e, como podemos ver, o buscador

também encontrará o anel externo com muito mais frequência.

4.4 TEMPO MÉDIO DE PRIMEIRA PASSAGEM

Também estudamos o Tempo Médio de Primeira Passagem (MFPT) ⟨𝑡⟩, isto é, supondo

que o caminhante executa um único passo por unidade de tempo, podemos calcular a média

do número de passos executados pelo seacher até ele encontrar um dos anéis. Ou seja, ⟨𝑡⟩ é o
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número médio de passos até o encontro de um anel. A imagem na Figura 31 mostra resultados

numéricos de ⟨𝑡⟩ em função do parâmetro 𝛼 para alguns diferentes valores de 𝑥0, visto que 𝑅

foi mantido fixo em 𝑅 = 100 para todos os casos apresentados. Para este estudo, foi realizado

𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre 0.1 e 1.4.

Figura 31 – Buscas aleatórias: Problema dos anéis. Tempo Médio de Primeira Passagem em função de 𝛼. A
imagem abaixo mostra resultados numéricos de ⟨𝑡⟩ em função do parâmetro 𝛼 para alguns dife-
rentes valores de 𝑥0, visto que 𝑅 foi mantido fixo em 𝑅 = 100 para todos os casos apresentados.
Para este estudo, foi realizado 𝑁 = 104 buscas aleatórias entre os anéis para valores de 𝛼 entre
0.1 e 1.4, mantendo 𝑥0 fixo. Em (a), temos ⟨𝑡⟩ em função de 𝛼 entre 0.1 e 1.4. Em (b), temos
⟨𝑡⟩ em função de 𝛼 entre 0.1 e 1.0. Enquanto que, em (c), temos ⟨𝑡⟩ em função de 𝛼 entre 0.1
e 0.5. Perceba que para 𝛼 ∈ [0.1, 0.2] o número médio do passos dados não muda, isto ocorre
devido ao fato que, neste intervalo para o parâmetro 𝛼, o caminhante consegue realizar grandes
saltos com mais frequência. Para valores de 𝛼 entre 0.3 e 1.4 observamos para todos os casos
que o número médio de passos até encontrar um dos anéis aumenta à medida que o valor de 𝛼
aumenta. Também podemos ver que à medida que 𝑥0 se afasta do anel interno, o número médio
de passos dados também aumenta.

Fonte: Elaborada pelo Autor (2024)

Como podemos observar, o casos estudados se aproximam do regime não-destrutivo. Per-

ceba que para 𝛼 ∈ [0, 0.2] o número médio do passos dados praticamente não mudou, isto

ocorre devido ao fato que, neste intervalo para o parâmetro 𝛼, o caminhante consegue realizar

grandes saltos com mais frequência, podendo encontrar um dos alvos após realizar um voo de

Lévy. Para valores de 𝛼 entre 0.3 e 1.4 observamos para todos os casos que o número médio de

passos até encontrar um dos anéis aumenta à medida que o valor de 𝛼 aumenta. Isto deve-se

ao fato do caminhante realizar passos cada vez menores a medida que 𝛼 vai aumentando.

Também podemos ver que à medida que 𝑥0 se afasta do anel interno, o número médio de

passos dados também aumenta.

A Figura 31 nos ajuda a entender melhor como a eficiência 𝜂 é influenciada pelos parâmetros

𝛼 e 𝑥0. A medida que o seacher inicia sua caminhada mais afastado do anel interno, note que

é necessário realizar mais passos para que o encontro com uma das bordas aconteça. Com
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isso, conseguimos entender o motivo da eficiência ser praticamente nula quando a dinâmica

escolhida se aproxima do movimento browniano, quando 𝛼 → 2. O caminhante realiza um

número enorme de passos no processo de difusão, fazendo com que a distância percorrida seja

elevada, diminuindo drasticamente a eficiência de busca, que é inversamente proporcional à

distância total percorrida.

Quando 𝛼 → 0, percebemos que o tempo de primeira passagem é praticamente nulo pois

o caminhante realiza apenas um único passo até encontrar um dos alvos, fazendo com que a

eficiência de busca no regime destrutivo seja mais eficiente no regime balístico e vá diminuindo

a medida que 𝛼 esteja aumentando, pois os voos de Lévy ficarão cada vez mais raros de serem

realizados.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho estudamos o problema dos anéis com o objetivo de investigar algumas

grandezas em buscas aleatórias em duas dimensões. Utilizamos a distribuição power-law para

o sortear o tamanho do passo do buscador. Devido ao fato do sistema está sujeito a duas

condições de contorno absorventes, o problema dos anéis também pode ser interpretado como

um fenômeno de primeira passagem. Aqui, apresentamos diversos resultados, calculamos a

eficiência de busca 𝜂 analiticamente e numericamente para o caso não-destrutivo e destrutivo,

também calculamos numericamente as probabilidades de encontro entre os anéis interno e

externo, 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡, respectivamente. Uma outra grandeza estudada foi o tempo médio de

primeira passagem ⟨𝑡⟩ em uma das bordas.

Para o estudo no regime não-destrutivo em buscas aleatórias, caracterizado pelo limite

𝑥0 → 𝑎, mostramos que a maximização da eficiência é alcançada quando 𝛼 → 1 para todos

os casos estudados, mesmo comportamento apresentado em 2022 quando utilizou-se a distri-

buição de Lévy para sortear o tamanho dos passos (veja, (CARAMÊS et al., 2022)). Notamos

que à medida que ℓ0 diminui, ou quando ocorre uma maior aproximação entre a posição inicial

𝑥0 do caminhante e o anel interno de raio 𝑎, ou simplesmente o fato diminuir o espaço de

busca 𝒮 alterando o raio do anel externo 𝑅, a dinâmica de busca torna-se mais eficiente.

Uma busca aleatória no regime destrutivo é mais eficiente quando a dinâmica do buscador

é caracterizada pelo limite balístico, onde o tamanho do passo é determinado pela power-law

para 𝛼 → 0. Neste regime, torna-se mais eficiente para o buscador escolher uma direção e

seguir em frente até o momento de encontro com um dos anéis. Para outros valores de 𝛼, a

dinâmica de busca pode perder a eficiência devido ao fato do caminhante ter que realizar mais

passos durante a busca, fazendo com que ele percorra uma distância ainda maior para que ele

consiga obter sucesso.

Todos os resultados da eficiência de busca, para os regimes não-destrutivo e destrutivo,

obtidos através de simulações de Monte Carlo que modelaram numericamente o problema

dos anéis mostraram-se coerentes com o resultado exato da eficiência de busca obtido para o

regime balístico, onde o caminhante executa apenas um único passo para concluir a busca. A

curva obtida através da aproximação analítica para o regime destrutivo conseguiu caracterizar

muito bem os resultados da simulação numérica para o caso em que o caminhante inicia a

busca em uma posição equidistante entre os anéis 𝑥0 ≈ 𝑅/2 com 𝑅 ≫ 𝑥0 ≫ 𝑎.
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No estudo das probabilidades de absorção ou de encontro entre os anéis, 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡,

em função do parâmetro 𝛼, notamos que o cruzamento das probabilidades ocorre apenas para

valores de 𝑥0 que se aproximem do raio do anel interno 𝑎. Mostramos que quanto mais próximo

do anel interno a busca for iniciada, menor será o valor de 𝛼 para que ocorra o cruzamento

das probabilidades de absorção. À medida que 𝑥0 se afasta de 𝑎, o cruzamento ocorre para

valores de 𝛼 cada vez mais altos, até que deixe de ocorrer o cruzamento.

Foi mostrado que 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 antes do cruzamento das probabilidades e que 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡

após o cruzamento quando analisamos 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função de 𝛼. Enquanto que, para o

estudo de 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡 em função de 𝑥0/𝑅, vimos que 𝑃𝑒𝑥𝑡 < 𝑃𝑖𝑛𝑡 antes do cruzamento entre

as probabilidades e 𝑃𝑒𝑥𝑡 > 𝑃𝑖𝑛𝑡 após o cruzamento. Foi apresentado também que 𝑃𝑖𝑛𝑡 e 𝑃𝑒𝑥𝑡

dependem apenas dos principais parâmetros do sistema estudado, 𝑎, 𝑅, 𝛼 e 𝑥0.

Também foi observado que o número de passos dados para encontrar um dos anéis depende

diretamente dos parâmetros 𝛼 e 𝑥0. Observamos que, para 𝑥0/𝑅 fixo, o número de passos

aumenta à medida que 𝛼 também vai aumentando. Quando fixamos 𝛼, observamos que o

número médio de passos dados até o encontro com uma das bordas aumenta à medida que

𝑥0 se afasta do anel interno. Este comportamento também foi observado para o problema em

uma dimensão sujeito a duas condições absorventes (veja, (NICOLAU et al., 2021)).

Após analisar todos os resultados obtidos neste trabalho, concluímos que o problema dos

anéis é extremamente importante para o bom entendimento das buscas aleatórias em duas

dimensões quando temos o objetivo de estudar a relação de encontro entre o alvo mais próximo

e todos os outros que estão mais distante. Note que os resultados para a eficiência de busca e

probabilidades de absorção, mostrados aqui, apresentaram os mesmos comportamentos obtidos

no estudo de buscas aleatórias no plano bidimensional com alvos espalhados aleatoriamente

(veja, (COLAÇO et al., 2022)).

A estatística de Lévy desempenha um papel extremamente importante para a comunidade

científica, devido ao fato de possuir aplicações e interpretações em várias áreas do conheci-

mento humano. Temos aplicações em tecnologia, ótica, fotônica, em biologia e diversas outras

áreas. Utilizando a distribuição power-law que aproxima a distribuição de Lévy, conseguimos

apresentar algumas descobertas que esperamos que possam enriquecer o entendimento das

buscas aleatórias em duas dimensões, além de incentivar novos avanços nesta área.

Dentre as nossas perspectivas de trabalhos futuros, pretendemos estudar, para o regime

destrutivo, o problema das cascas esféricas concêntricas, uma generalização do problema dos

anéis em três dimensões. Em busca aleatórias, podemos investigar diversos problemas, como
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por exemplos, estudar a eficiência de busca para alvos que estão se movendo de forma aleatória

ou até mesmo estudar buscas aleatórias e navegações em redes complexas devido ao vasto

campo de aplicações da distribuição de Lévy.
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Simulação de Monte Carlo para o cálculo da eficiência no problemas do anéis

Jandson Fahel Oliveira de Freitas e Ernesto Carneiro Pessoa Raposo

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

import multiprocessing

########### GERADOR DE NÚMERO ALEATÓRIO DA POWER-LAW

def rng_powerlaw(l0, alpha):

    return l0 * (1 - np.random.uniform(0, 1))**(- 1 / alpha)

#função que faz:

#uma busca aleatória entre os dois anéis

#retorna distância percorrida até encontrar o alvo

def busca_ale(a, b, alpha, l0, x0, y0):

    x = x0

    y = y0

    T = np.ones(5)

    D = 0

    while ( np.min(T) == 1 ) :

        n = np.random.uniform(0, 1) #número aleatório uniforme entre 0 e 1

        l = rng_powerlaw(l0, alpha)    #tamanho do passo usando power-law

        xnew = x + l * np.cos(2 * np.pi * n) #nova posição possível para x

        ynew = y + l * np.sin(2 * np.pi * n) #nova posição possível para y

        cx = xnew - x

        cy = ynew - y

        A = (cx * cx) + (cy * cy)

        B = (2 * cx * x) + (2 * cy *y)

        #variáveis que dependem do anel interno

        C_in = x**2 + y**2 - a**2

        D_in = B**2 - 4 * A * C_in

        #variáveis que dependem do anel externo

        C_out = x**2 + y**2 - b**2

        D_out = B**2 - 4 * A * C_out

        #verificando se encontrou o anel interno

        if (D_in >= 0):

            delta_in = np.sqrt(D_in)

            t1 = (-B + delta_in) / (2 * A)

            if (0 < t1 < 1):

                T[1] = t1

            else:

                T[1] = 1

            t2=(-B - delta_in) / (2 * A)

            if (0 < t2 < 1):

                T[2] = t2

            else:

                T[2] = 1

        #verificando se encontrou o anel externo

        if (D_out >= 0):

            delta_out = np.sqrt(D_out)

            t3 = (-B + delta_out) / (2 * A)

            if (0 < t3 < 1):

                T[3] = t3

            else:

                T[3] = 1

            t4 = (-B - delta_out) / (2 * A)

            if (0 < t4 < 1):

                T[4] = t4

            else:

                T[4] = 1

        t = np.min(T)

        xn = (l * t) * np.cos(2 * np.pi * n)

        yn = (l * t) * np.sin(2 * np.pi * n)

        x += xn

        y += yn

        D += np.abs(t * l)

    return [D, T[1], T[2], T[3], T[4]]
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#função que retorna número de alvos encontrados e identifica qual alvo encontrou

def buscas(distancia_max, a, b, alpha):

    alvo_a = 0

    alvo_b = 0

    distancia_percorrida = 0

    numero_alvos_encontrados = 0

    while (distancia_percorrida <= distancia_max):

        C = busca_ale(a, b, alpha, l0, x0, y0)

        distancia_percorrida += C[0]

        numero_alvos_encontrados += 1

        K = np.array([C[1], C[2], C[3], C[4]])

        if (np.min(K) == C[1] or np.min(K) == C[2]):

            alvo_a += 1

        if (np.min(K) == C[3] or np.min(K) == C[4]):

            alvo_b += 1

    return [numero_alvos_encontrados, alvo_a, alvo_b]

#### Função que calcula a eficiência

def calcular_eficiencia(alpha):

    todos_alvos = buscas(distancia_max, a, b, alpha)

    N_alvos_encontrados = todos_alvos[0]

    eficiencia = N_alvos_encontrados / distancia_max

    alvos = todos_alvos[1] + todos_alvos[2]

    alvo_a = todos_alvos[1]

    alvo_b = todos_alvos[2]

    porcentagem_interno = todos_alvos[1] / (alvo_a + alvo_b)

    porcentagem_externo = todos_alvos[2] / (alvo_a + alvo_b)

    return [eficiencia, alvos, alvo_a, alvo_b, porcentagem_interno, porcentagem_externo]

# Parâmetros busca aleatória em 2D

l0 = 0.001

#raio anel interno

a = 1

#raio anel externo

b = 100

#posição inicial do caminhante

delta = 0.0001

x0 = a * (delta + 1)

y0 = 0.0

#distancia maxima percorrida permitida

distancia_max = 10**6

if __name__ == '__main__':

    ALPHA = [0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 1.0001, 1.1, 1.2, 1.3, 1.4]  # Lista de parâmetros

    # Cria um pool de processos com o número máximo de processos desejado

    pool = multiprocessing.Pool()

    # Mapeia os parâmetros para a função usando o pool de processos

    resultados = pool.map(calcular_eficiencia, ALPHA)

    # Fecha o pool de processos para liberar os recursos

    pool.close()

    pool.join()

    # Os resultados estarão na mesma ordem dos parâmetros na lista

##### resultados de todos os parãmetros do intervalo em ordem

eficiência_todos = []   #número médio de passos dados

alvos_a = []

alvos_b = []

alvos_a_e_b = []

porcentagem_internos = []

porcentagem_externos = []

for j in range(len(ALPHA)):

    eficiência_todos.append(resultados[j][0])

    alvos_a_e_b.append(resultados[j][1])

    alvos_a.append(resultados[j][2])

alvos b.append(resultados[j][3])
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    alvos_b.append(resultados[j][3])

    porcentagem_internos.append(resultados[j][4])

    porcentagem_externos.append(resultados[j][5])

tabela = pd.DataFrame(

data = zip(ALPHA, eficiência_todos, alvos_a_e_b, alvos_a, alvos_b, porcentagem_internos, porcentagem_externos),

columns = ["alpha", "eficiência", "alvos", "interno", "externo", "porcentagem_interno", "porcentagem_externo"])

file_name1 = 'R=5_alpha=0.1-1.4_caso_não-destrutivo_power_law.xlsx'

tabela.to_excel(file_name1)
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Simulação de Monte Carlo para o cálculo do tempo médio de primeira passagem no problemas do anéis

Jandson Fahel Oliveira de Freitas e Ernesto Carneiro Pessoa Raposo

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

import multiprocessing

########### GERADOR DE NÚMERO ALEATÓRIO DA POWER-LAW

def rng_powerlaw(l0, alpha):

    return l0 * (1 - np.random.uniform(0, 1))**(- 1 / alpha)

#função que faz: 

#uma busca aleatória entre os dois anéis 

#retorna número de passos dados até encontrar o alvo

def busca_ale(a, b, alpha, l0, x0, y0):

    x = x0 

    y = y0 

    T = np.ones(5)

    numero_de_passos = 0

    while ( np.min(T) == 1 ) :

        n = np.random.uniform(0, 1) #número aleatório uniforme entre 0 e 1

        l = rng_powerlaw(l0, alpha)    #tamanho do passo usando power-law

        xnew = x + l * np.cos(2 * np.pi * n) #nova posição possível para x

        ynew = y + l * np.sin(2 * np.pi * n) #nova posição possível para y

        cx = xnew - x

        cy = ynew - y

        A = (cx * cx) + (cy * cy)

        B = (2 * cx * x) + (2 * cy *y)

        #variáveis que dependem do anel interno

        C_in = x**2 + y**2 - a**2

        D_in = B**2 - 4 * A * C_in

        #variáveis que dependem do anel externo

        C_out = x**2 + y**2 - b**2

        D_out = B**2 - 4 * A * C_out

        #verificando se encontrou o anel interno

        if (D_in >= 0):

            delta_in = np.sqrt(D_in)

            t1 = (-B + delta_in) / (2 * A)

            if (0 < t1 < 1):

                T[1] = t1

            else:

                T[1] = 1

            t2=(-B - delta_in) / (2 * A)

            if (0 < t2 < 1):

                T[2] = t2

            else:

                T[2] = 1

        #verificando se encontrou o anel externo

        if (D_out >= 0):

            delta_out = np.sqrt(D_out)

            t3 = (-B + delta_out) / (2 * A)

            if (0 < t3 < 1):

                T[3] = t3

            else:

                T[3] = 1

            t4 = (-B - delta_out) / (2 * A)

            if (0 < t4 < 1):

                T[4] = t4

            else:

                T[4] = 1

        t = np.min(T)

        xn = (l * t) * np.cos(2 * np.pi * n)

        yn = (l * t) * np.sin(2 * np.pi * n)

        x += xn

        y += yn

        numero_de_passos +=1

    return [numero_de_passos, T[1], T[2], T[3], T[4]]

#função que retorna número de passos até encontrar um alvo e, identifica qual alvo encontrou 

def buscas(N, a, b, alpha, x0, y0, l0):

    alvo_a = 0

    alvo_b = 0

    Passos = []

numero alvos encontrados = 0
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    numero_alvos_encontrados = 0

    while (numero_alvos_encontrados <= N):

        C = busca_ale(a, b, alpha, l0, x0, y0)

        Passos.append(C[0])

        numero_alvos_encontrados += 1

        K = np.array([C[1], C[2], C[3], C[4]])

        if (np.min(K) == C[1] or np.min(K) == C[2]):

            alvo_a += 1

        if (np.min(K) == C[3] or np.min(K) == C[4]):

            alvo_b += 1

    numero_alvos_encontrados += 1

    return [np.mean(Passos), alvo_a, alvo_b]

# Parâmetros busca aleatória em 2D

l0 = 0.001

#raio anel interno

a = 1

#raio anel externo

b = 100

#posição inicial do caminhante

x0 = 0.015 * b

y0 = 0.0

#numero total de alvos a ser encontrado

N = 10000

#função que calcula o tempo médio 

def calcular_MFTP(alpha):

    todos_alvos = buscas(N, a, b, alpha, x0, y0, l0)

    tempo = todos_alvos[0] 

    tempo_medio = tempo

    alvos = todos_alvos[1] + todos_alvos[2]

    alvo_a = todos_alvos[1]

    alvo_b = todos_alvos[2]

    porcentagem_interno = todos_alvos[1] / (alvo_a + alvo_b)

    porcentagem_externo = todos_alvos[2] / (alvo_a + alvo_b)

    return [tempo_medio, alvos, alvo_a, alvo_b, porcentagem_interno, porcentagem_externo]

if __name__ == '__main__':

    

    ALPHA = np.linspace(0.1, 1.4, 16)  # Lista de parâmetros

    # Cria um pool de processos com o número máximo de processos desejado

    pool = multiprocessing.Pool()

    # Mapeia os parâmetros para a função usando o pool de processos

    resultados = pool.map(calcular_MFTP, ALPHA)

    # Fecha o pool de processos para liberar os recursos

    pool.close()

    pool.join()

    # Os resultados estarão na mesma ordem dos parâmetros na lista

    

    

##### resultados de todos os parãmetros do intervalo em ordem

tempo_medio_todos = []   #número médio de passos dados

alvos_a = []

alvos_b = []

alvos_a_e_b = []

porcentagem_internos = []

porcentagem_externos = []

for j in range(len(ALPHA)):

    tempo_medio_todos.append(resultados[j][0])

    alvos_a_e_b.append(resultados[j][1])

    alvos_a.append(resultados[j][2])

    alvos_b.append(resultados[j][3])

    porcentagem_internos.append(resultados[j][4])

    porcentagem_externos.append(resultados[j][5])

    

tabela = pd.DataFrame(

data = zip(ALPHA, tempo_medio_todos, alvos_a_e_b, alvos_a, alvos_b, porcentagem_internos, porcentagem_externos),

columns = ["alpha", "tempo_médio", "alvos", "interno", "externo", "porcentagem_interno", "porcentagem_externo"])
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file_name1 = 'R=100_k=0.015_alpha=0.1-1.4_first_passage_power_law.xlsx'

tabela.to_excel(file_name1)    
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#Importando bibliotecas necessárias

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt

N = 10**3 #número de passos

K1 = 10**4 # número de caminhadas 

def caminhada2D(N):

    x = np.zeros(N)

    y = np.zeros(N)

    x[0] = 0

    y[0] = 0

    for i in range(1, N):

        n = np.random.uniform(0, 1)

        a = 1

        x[i] = x[i-1] + a * np.cos(2 * n * np.pi)

        y[i] = y[i-1] + a * np.sin(2 * n * np.pi)

    return [x, y]

def caminhadas2D(K, N):

    caminhadas = []

    for j in range(1, K + 1):

        c = caminhada2D(N)

        caminhadas.append(c)

    return caminhadas

C = caminhadas2D(K1, N)

plt.figure(figsize=(6, 6))

for i in range(0, K1):

    plt.plot(C[i][0], C[i][1], linewidth=2.1) 

plt.xlabel(r'$x$', fontsize = 20)

plt.ylabel(r'$y$', fontsize = 20)

plt.xticks(np.arange(-75, 75 + 1, 50), fontsize=14)

plt.yticks(np.arange(-75, 75 + 1, 50),  fontsize=14)

plt.minorticks_on()

plt.tick_params(which='major', length=10, width=2, labelsize=13, direction='inout',color='k')

plt.tick_params(which='minor', length=5, width=1, labelsize=13, direction='inout',color='k')

plt.show()
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# função que calcula a variância para cada valor de N

n = [8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024]

def Var(K, N):

    C = caminhadas2D(K, N)

    xN = []

    yN = []

    R = []

    for i in range(0, K):

        Xn = C[i][0]

        Yn = C[i][1]

        Xnn = Xn[N - 1]

        Ynn = Yn[N - 1]

        xN.append(Xnn)

        yN.append(Ynn)

        R.append(Xnn**2 + Ynn**2)

    R2 = np.var(xN) + np.var(yN)

    

    return R2

    

    

    

Var2 = []

for N in n:

    Var2.append(Var(K1, N))

    

    

    

plt.plot(np.log10(n), np.log10(Var2), 'r', linewidth=2.1)

plt.xlabel(r'$log(N)$', fontsize = 20)

plt.ylabel(r'$log(\sigma^{2})$', fontsize = 20)

plt.xticks(np.arange(1, 3 + 1, 1), fontsize=14)

plt.yticks(np.arange(1, 3 + 1, 1),  fontsize=14)

plt.minorticks_on()

plt.tick_params(which='major', length=10, width=2, labelsize=13, direction='inout',color='k')

plt.tick_params(which='minor', length=5, width=1, labelsize=13, direction='inout',color='k')

plt.show()
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