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RESUMO

Perturbacdes em buracos negros fazem com que eles respondam de modo que o compor-
tamento pode ser transcrito por meio da fase denominada ringdown. Nesta fase de relaxamento
para a configuracao final estavel, emite-se as chamadas ondas gravitacionais, dominantemente
composta pelos modos quase-normais (MQN's). Tais modos s3o oscilacdes amortecidas, ou
seja, de frequéncias complexas que independem da fonte, porém, dependem exclusivamente
de caracteristicas intrinsecas da existéncia do proprio buraco negro e que o define segundo o
Teorema da Calvicie: massa (M), momento angular (J) e carga (Q). A fase de ringdown é
predominante composta por modos quase-normais e o estudo direcionado, em especial, para a
sua analise se faz importante devido ao fato do seu estagio correspondente ser o dominante, a
somar com isto, a informacao que codificam acerca da estrutura subjacente do espaco-tempo,
deteccdes astrofisicas e questdes relacionadas a estabilidade. Neste trabalho, estudamos os mo-
dos quase-normais associados ao buraco negro de Reissner-Nordstrém acoplado a um campo
espinorial sem massa, fazendo-se uso de uma abordagem aproximativa para incrementar em
primeira ordem a presenca de um pardmetro ndo-comutativo. Estes modos, por sua vez, pos-
suem comportamentos definidos como amortecidos ou subamortecidos, caracterizados pelo
fato de terem, no limite extremal, convergéncia da parte imaginaria para um valor constante
negativo ou a zero, respectivamente, a depender do valor do acoplamento do campo espinorial
com o buraco negro, q@). O valor critico, ¢()., separando o comportamento dos modos, foi
obtido com cinco casas decimais de precisdo. Por fim, ressalta-se que para obter os modos
utilizou-se o0 método de deformacoes isomonodrémicas relacionado as equacdes diferenciais, no
presente caso, tratando-se de uma equacdo diferencial de segunda ordem para a parte radial,

constatando, por conseguinte, tratar de uma equacdo confluente de Heun.

Palavras-chave: buraco negro; MQNs; perturbacdes; método isomonodrémico;



ABSTRACT

Perturbations in black holes cause them to respond in ways that can be transcribed
through the phase called ringdown. At that stage of relaxation to the final stable configuration,
there is the emission of the so-called gravitational waves, which are dominantly composed
of quasi-normal modes (QN Ms). Such modes are damped oscillations, that is, of complex
frequencies that do not depend on the source or even on the way in which that disturbance
occurs, however, they depend exclusively on intrinsic characteristics of the existence of the
black hole itself and which defines it according to the No-hair Theorem: mass (1), angular
momentum (.J) and charge (Q). The ringdown phase is predominantly composed of quasi-
normal modes and the study directed, in particular, to its analysis is important due to the
fact that its corresponding stage is the dominant one, in addition to this, the information
that encodes about the structure underlying spacetime, astrophysical detections, and stability
issues. In this work, we study the quasi-normal modes associated with the Reissner-Nordstrém
black hole coupled to a massless spinorial field, making use of an approximate approach to
increment in first order the presence of a non commutative parameter, using an approximate
approach to increase the presence of a noncommutative parameter in first order. These modes,
in turn, have behaviors defined as damped or non-derdamped, characterized by the fact that
they have, at the extremal limit, convergence from the imaginary part to a constant negative
value or to zero, respectively, depending on the value of the coupling of the spinor field with the
hole black, gQ). The critical value, q()., which dictates the behavior of the modes, was obtained
with five decimal places of precision. Finally, it is noteworthy that, to obtain the modes, we
used the method of isomonodromic deformations related to the Fuchsian differential equations,
in the present case, addressing a differential equation of the second order for the radial part,

therefore confirming that it is a confluent Heun equation.

Keywords: black hole; QNMs; pertubations; isomonodromic method;
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1 INTRODUCAO HISTORICA: PERTURBACOES E METODOS NUMERICOS
PARA O PROBLEMA DOS MODOS QUASE-NORMAIS

“Ao verme que primeiro roeu as frias carnes de meu cadaver
dedico como saudosa lembranca estas memdrias péstumas.”

Machado de Assis

Logo ap6s a publicacdo da Teoria da Relatividade Geral, em 1915, pelo fisico alemao Albert
Einstein [1], fatos verdadeiramente surpreendentes surgiram dela e instigam tanto a curiosidade
e fascinio dos profissionais e leigos, quanto o desenvolvimento da area de gravitacdo; dentre
estes fatos, podemos citar o mais conhecido: buracos negros. Tais solucGes correspondem,
cada qual a sua maneira e com suas respectivas particularidades, a objetos astronémicos cujo
campo gravitacional intenso faz com que corpos proximos a ele sejam atraidos e, rompendo
a fronteira do horizonte de eventos, ndo consigam retornar a regido externa mesmo que se
movam a velocidade da luz, c.

Poucos meses depois da sua publicacdo, a primeira solucao deste tipo aplicada ao vacuo,
oriunda da chamada equacdo de campo de Einstein, governando a teoria acima citada, foi
encontrada e publicada por K. Schwarzschild [2], em 1916, descrevendo um ponto do espaco-
tempo esfericamente simétrico e estatico. Posteiormente a esta solucdo teve-se inicio, a partir
de 1957, o estudo da teoria de perturbacdo aplicada aos buracos negros com o intuito de
descrever questGes tais como: estabilidade, reflexdao e transmissdo de campos incidentes, etc.
Esta solucao particular é, sem ddvida, a mais estudada no que diz respeito a teoria dos buracos
negros.

Outro fato de interesse fisico decorrente da linearizacdo do campo gravitacional s3o as
chamadas ondas gravitacionais, previstas por Einstein [3], em 1916, e recentemente detectadas
pelo experimento realizado no LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
[4], confirmando mais uma vez a rebustez da teoria no que tange a sua aplicabilidade e
confirmacdo experimental. Neste capitulo introdutério, faremos um resumo histérico sobre o
desenvolvimento da teoria de perturbacoes lineares e apresentaremos os principais métodos
para o caculo dos modos quase-normais (MQNs), tomando como referéncia o buraco negro

de Schwarzschild.
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1.1 PERTURBACOES LINEARES

A teoria de perturbacdes lineares tem inicio com os estudos referentes a estabilidade do
buraco negro de Schwarzschild, iniciado pelo artigo pioneiro de Regge e Wheeler [5]. Tal estudo
se faz fundamental porque serve como uma ferramenta para se entender como, a partir de
certas condicdes de contorno adequadas que dao origem a um conjunto de modos discretos e
com frequéncia complexa, denominados modos quase-normais, dominando e caracterizando as
chamadas ondas gravitacionais pertencentes a fase ringdown, propagam-se pelo espaco-tempo
e que dependem exclusivamente dos parametros caracterizantes do buraco negro.

Estes modos decorrem da solucdo de uma equacdo diferencial de segunda ordem tipo-
Schorodinger para a componente radial que governa a perturbacdo no espaco-tempo do buraco
negro. A parte real do modo corresponde a oscilagdo tal como os modos normais (MNs) vistos
em cursos de Mecanica Classica, porém, a parte imaginaria é responsavel pelo decaimento e
estabilidade.

Um buraco negro pode ser perturbado de diversas formas como, por exemplo, campos
que interagem com ele (escalares, espinoriais, vetoriais, gravitacionais, etc.) ou matéria que
sdo atraidas para a sua singularidade. Um dos fenémenos possiveis acerca de como pertuba-
los é a colisdo e consequente coalescéncia entre dois buracos negros supermassivos, cuja
fase de ringdown é tdo intensa que possibilitou, ha poucos anos (2016), a sua deteccdo [4],
possibilitando a confirmacdo experimental das ondas gravitacionais. Para compreendermos

melhor, consideremos a Fig. 1 a seguir:

Figura 1 — Reproducao da colisdo de dois buracos negros supermassivos gerando ondas gravitacionais

Inspiral Merger Ring-
down

XL
\Uﬂ%_

10-21)

—

Strain

-1.0 H

— Numerical relativity
Reconstructed (template)
1 1

Fonte: Abbott et al.[4] (2016)
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A fase inicial do momento da colis3o e inicio da coalescéncia (Merger) é o instante onde ha
uma enorme liberacao de energia em uma fracao de segundos, posteriormente seguido da fase
de ringdown caracterizada pelo longo decaimento exponencial oscilatério e, por fim, o dltimo
estagio denominado caudas tardias para tempo suficientemente longos. Estamos preocupados
em estudar a segunda fase, a que domina o processo e codifica informacdes sobre o buraco
negro. Entender e quantificar esta fase pode n3o so6 servir para a deteccdo destes corpos pelo
Universo, como também fornecer uma visdo mais profunda sobre a relatividade geral e riquezas
da teoria.

A relatividade geral é uma teoria que nos fornece a descricido de como a malha geométrica
do espaco-tempo se deforma a partir da concentracao e distribuicio de matéria-energia, e
esta informac3o estd codificada na métrica. Logo, pode-se afirmar que se trata de uma teoria
da métrica. Disto, decorre que ha fundamentalmente dois caminhos para estudar a teoria de
perturbacao linear, sdo elas: via a linearizac3do direta das equacoes de Einstein-Maxwell ou pelo
formalismo de Newman-Penrose.

O método baseado na linearizacdo esta relacionado justamente em parametrizar as per-
turbacdes como uma variacdo dos coeficientes métricos, e entdo inserindo-as nas equacdes de
campo de Einstein-Maxwell no espaco-tempo do buraco negro, ou seja, no espaco curvo.

No entanto, o método do formalismo de Newman-Penrose é baseado em um tratamento
mais refinado e esta relacionado em estudar as perturbacdes via os escalares de Weyl e Maxwell.
Com este formalismo, pode-se projetar os campos fisicos, isto é, campos escalares, spinoriais,
etc., no espaco-tempo curvo do buraco negro e é especialmente bem aplicado ao caso de cam-
pos sem massa, tratando-se de um caso particular do calculo tetrade. Com este formalismo, é
possivel desacoplar as equacdes em suas componentes radiais e angulares e igualmente, como
no caso da linearizacao acima, necessita-se da métrica em particular sob analise. E de extrema
importancia salientar que ambas as teorias, apesar de terem tratamento muito distintos, con-
duzem aos mesmos resultados e se complementam, além de demonstrarem relacoes internas
entre si que ficariam despercebidas por outros meios. N3o iremos abordar este método no
presente trabalho; interessados, podem consultar [6, 7].

Introduziremos a seguir uma breve abordagem e apresentacao de resultados sobre os di-
ferentes tipos de perturbacdes provocadas por campos classificados de acordo com o seu
respectivo spin, s. Nossa descricdo terd como base o buraco negro de Schwarzschild para
fornecer um panorama histérico do inicio da teoria e o insight necessario para os resultados

apresentados no final para o caso de Reissner-Nordstrém. Para isto, faz-se necessario a seguinte
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definicdo para para o espaco-tempo e que sera a utilizada durante toda a presente dissertac3o:

Definicao 1. O espaco-tempo é uma variedade quadridimensional dotado de um tensor mé-
trico, isto é, (M™, gu), € com assinatura {—1,1,1,1}. Tal variedade espaco-temporal n3o se

encontra imersa em nenhuma outra variedade de dimensdo maior.

Perturbacdes lineares gravitacionais ou perturbacdes tensoriais, com s = 2, dentro do refe-
rencial da teoria de gravitacao, refere-se a perturbacdo do espaco-tempo em si e inicialmente
utilizando-se das chamadas varidveis gauge-invariantes por Regge-Wheleer; para isto, consi-
deremos um espaco-tempo qualquer. A perturbacdo métrica pode ser escrita como a variacao

dos coeficientes métricos em questdo como
Guw = 95 + 09 + O*(5g), (1.1)

onde gfLOV) é o espaco-tempo do buraco negro sem a deformac3do e solucdo exata da equacdo
de campo de Einstein (ECE), enquanto dg,, é a perturbagdo em primeira ordem imposta
nos coeficientes devido a interacdo com o campo em questdo. Os termos de ordem superior,
simbolizados por O?(dg,,), ndo sdo levados em conta, uma vez que, em comparacdo com a
primeira ordem, s3o despreziveis.

A perturbaciao na métrica pode ser escrita, como afirmado acima, por meio da variacdo
dos coeficientes métricos e expandida em termos de uma familia de pardmetros, {\;}Y,, tal
que

Gab = gab({)\i}i]\il) (12)

e por simplicidade tomamos, para efeito explicativo, um (nico parametro, isto &,
= g9 4 Ah,, + O*(\h 13
G = G + My + (M) (1.3)
sendo o parametro perturbativo aquele que mede o tamanho da perturbacdo, de modo que

1. gab = gap(N) depende diferencialmente do pardmetro A

2. gup(0) = g

Disto, implica que |dg,,| < |gl(f]y)|, isto é, os elementos da matriz perturbacdo dg.p := hap

« o infereri les de ¢
s3o muito infereriores que aqueles de g,

se, e somente se, em algum sistema de coordenadas
inercial global de gc(f;), tem-se A\ < 1.

Impondo o fato (dependente do sistema de coordenadas usado)

169, < 191, (1.4)
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e considerando a ECE, no sistema de unidades geometrizadas tal que ¢ = G = 1, dada por

1
G = Ry = 59 R = KT, (1.5)

sendo G, o chamado tensor de Einstein e k uma constante estritamente numérica; nota-se
a auséncia da constante cosmoldgica na expressdo acima, e isto se deve ao fato da presente
andlise se tratar de questdes locais como os buracos negros, e nao referente a questdes de
carater global, isto é, cosmoldgico. Tomando a solu¢ao no vacuo, 7, = 0, e aplicando a
separacdo de varidveis coletando apenas os termos perturbados, ou seja, em dg,,,, considerando
09 = sh,"(r+), obtemos da Eq. (1.5) a equagdo para a componente radial

d?h,™(r, .
PO Wil o) = 0 (16)
onde w é a autofrequéncia advinda da derivada temporal, JV;(r,) é o potencial efetivo que
depende das quantidades geométricas do buraco negro e r, é uma coordenada adequada para
expressar de forma mais compacta a equacado e que sera definida mais adiante.

Como nos mostra S. Chandrasekhar [7], o potencial efetivo, sV;(r.), possui comportamento

assintético nos infinitos de modo que decai de forma quadratica tanto no caso Schwarzschild

quanto Reissner-Nordstrom, ou seja:

0 , 7r.—4
Vi(ry) ~ (1.7)

0O , r.——x
logo, podemos alocar a Eq. (1.6), nestes limites assintdticos, no formato tipo-Schrédinger
conhecido da Mecanica Quéntica:

2 m
dsfgrz(r*) + w?h,™(r.) = 0. (1.8)
A solucao desta equacao diferencial de segunda ordem é dada pela combinacao linear de
exponenciais complexas, ¢ e e ™ [8], e que descrevem, com o mesmo sentido advindo
da Mecénica Quéntica, ondas saindo e entrando, respectivamente, em relacdo a barreira de
potencial. A depender da combinacdo das exponenciais e a natureza do modo, w, as solucoes

possiveis podem ser resumidas da seguinte maneira para fins de estudo na fisica de buracos

negros:
1. Comportamento dado por
e r,—= —00

hy"(r) ~ (1.9)

e , Ty — +00
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obtém-se a condicdo de contorno para o campo que originara os MQNs caracterizados
por serem complexos e que motiva o estudo deste trabalho. Pode-se analisar, a partir
da parte imaginaria da frequéncia, a estabilidade do buraco negro ao sofrer pequenas
perturbacdes em sua esfericidade, concluindo-se que a parte imaginaria deve ser negativa
para garantir a estabilidade, de modo que a configuracdo de equilibrio ndo ird crescer

indefinidamente de forma exponencial, mas sim, oscilar em torno do ponto de equilibrio
[5].

Para o caso dado por

Te_ikHT* +O€ikHr* ’ Ty — —00
shy)"(ry) ~ (1.10)

ReikHr* —FIS_ikHT* , r. — +00
onde T, R e T sdo os coeficientes de transmissdo, reflexdo e incidéncia, respectivamente,
no horizonte de eventos e com o termo O designando um coeficiente descrevendo um
suposto fluxo de saida cruzando a superficie do horizonte. Por sua vez, k;%, =Vi(r. —
—o0) e k2 = Vi(r. — +00) sendo (Vi(r.)*' == w? — (Vi(r.), admitindo-se que
ng(r*)ef é constante nos contornos, com w podendo ser complexo. Este caso é utilizado
como ferramental para o estudo do fenémeno de superradiincia, quando a incidéncia é

inferior & reflexdo, isto é, |Z|> < |R|? [9].
Por fim, para o caso

Ajpe™ e 4 B e | r, — —00
h (1) ~ (1.11)

el , Te — +00
com B, # 0 e os indices in e out referindo-se as ondas entrando e saindo no hori-
zonte, respectivamente. Aqui, trata-se de um caso usado para um conjunto de analises
para o que denomina-se objetos ultracompactos exdticos, caracterizados pela auséncia
de horizontes de eventos ao redor da singularidade’. Um exemplo deste caso, trata-se
do estudo da possibilidade de excitacdao de graus de liberdade internos do objeto mas-
sivo exético que podem ocorrer quando a frequéncia orbital de determinada particula
pontual de teste se aproxima da frequéncia caracteristica do sistema, e a consequente
possibilidade de que estas excitacdes aparecam nas ondas gravitacionais, revelando com

isso, sua real existéncia bem como informagSes importantes acerca dele [10].

1

No capitulo 2, comentaremos sobre a conjectura da censura césmica. Esta afirma n3o existir singularidades
tais como os buracos negros sem horizontes de eventos, isto é, singularidades nuas.
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Outros casos, de igual importancia de interesse na teoria de perturbacdo, serdao apresen-
tados de forma breve abaixo para um dado espaco-tempo arbitrario de acordo com a Def. 1.

Isto é:

1. Perturbacbes escalares: sao aquelas que independem do referencial adotado, isto é, sao
invariantes por quaisquer transformacdes de Lorentz, sendo regidas pela equacdo de

Klein-Gordon para um campo com s = 0, ou seja,
(V Ve 4+ 12)®({x}) =0, (1.12)

onde V, é a derivada covariante no espaco curvo considerado e p a respectiva massa
do campo escalar. Fazendo-se uso do operador de Laplace-Beltrami, pode-se expressar
tal equacao de campo na forma
L
V=9

No caso onde tal campo escalar possui carga elétrica g, realiza-se a chamada substituicdo

Op(V/= 97 05) + 12| B({x}) = 0. (1.13)

minima 0, — D, = 0, — iqA,, onde A, é o quadrivetor potencial associado ao campo

interagente com o espaco-tempo do buraco negro expresso por gup.

2. Perturbacdes vetoriais: ditam as perturbacdes para campos com s = 1, no qual as
equacoes de Maxwell regem o comportamento, sem massa, com a presenca de um

quadrivetor potencial, A,, dada pelo conjunto de equacdes
V% =0 |, Fu=V,A,—V,A, (1.14)

onde Iy, € o tensor de Faraday completamento antissimétrico, isto &, Fy, = Flay.

Podendo ser também colocada, para espacos curvos, na seguinte forma

Oe[(0g Ay — 0yAa)g™ g/ —g] =0, (1.15)
onde g é o determinante do tensor métrico, g = det(gap)-

Para o caso escalar, onde ha apenas uma componente, a equacao por si s6 ja é desacoplada
e completamente separavel nas partes radial e angular, uma vez que a parte angular é dada
pelos harménicos esféricos e seu autovalor é bem definido sobre a 2-esfera de raio unitario,
S?(0, ¢). Porém, para os demais casos, a situacdo é substancialmente mais complicada uma

vez que a equacdo governando as perturbacdes vetoriais, Eq. (1.15), possui um total de seis
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componentes acopladas e o caso gravitacional, Eq. (1.5), dez. Disto, decorre a dificuldade de
se encontrar as constantes de separacdo, pois, para estes casos mais complexos, a andlise e
determinac3o da parte angular s6 é possivel por meios numéricos [11]. Portanto, um caminho
pelo qual se trabalha para desacoplar as equacdes é utilizar-se da simetria inerente do espaco-
tempo correspondente as varidveis gauge-invariantes na computacao, e expressar a equacao
mestra em termos dela. Tal equacdo mestra de Teukolsky é responsavel pela separacdo das
variaveis que resultard em um conjunto de duas equacdes diferenciais, uma para a parte radial
e outra para a angular, e as funcdes que resolvem este conjunto de equacdes sdo denominadas

funcées de Teukolsky.

1.2 PERTURBACOES ESCALARES, GRAVITACIONAIS E VETORIAIS NO ESPACO-TEMPO
DE SCHWARZSCHILD

Agora, apresentaremos os resultados classicos para o buraco negro de Schwarzschild, uma
vez que este foi o primeiro a ser estudado e seu tratamento é particularmente mais simples,
bem como as referéncias mais vastas, oferecendo um ideal caminho para se compreender as
sutilezas do caso de Reissner-Nordstrom que serd apresentado posteriormente como um caso
mais geral, onde ha a presenca da carga elétrica total coulombiana, (). Dito de outra forma:

um buraco negro carregado.

1.2.1 Caso Gravitacional: s =2

Como afirmado acima, perturbacdes gravitacionais, ou tensoriais, s3o aquelas em que se

perturba o espaco-tempo em si por meio de uma variacao em primeira ordem, ou seja,
Juw = gfg) +hw e < |g;(3/)| (1.16)

onde desconsideramos os demais termos de ordem O%*(|h,,|).

Para compreender melhor o uso das varidveis gauge-invariantes que sdo especialmente
adequadas para este caso, uma vez que o tensor de Ricci é nulo e consequentemente sua
perturbacao é um gauge-invariante, iniciadas por Regge-Wheeler nas perturbacées métricas,
deve-se lembrar que o sistema de coordenadas adotado inicialmente para descrever o espaco-
tempo foi fixado, de modo que a liberdade de coordenadas introduz um problema quando

perturbacoes lineares sdo introduzidas. Disto, decorre ser impossivel a distincdo entre uma
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perturbacdo de efeito fisico infinitesimal de um efeito puramente matemadtico introduzido
pela transfromac3o infinitesimal de coordenadas (ou simplesmente transformacées de gauge).
Porém, tal dificuldade pode ser eliminada fixando um determinado gauge, ou introduzindo
perturbacdes gauge-invariantes como aquelas realizadas em [5].

Mais especificamente, dado um campo vetorial £ em um determinada variedade tal como
aquela da Def. 1, isto é, (M* gu), € sendo dz® a perturbacdo infinitesimal em primeira
ordem, uma dada transformacdo infinitesimal nas coordenadas, {z*}, como z/* — x* + ¢+

com |#| < 1, terd como resultado um novo campo vetorial
ozt = 6a'* + Laa®, (1.17)

onde L € a derivada de Lie ao longo do campo £° no tensor métrico g,;. Portanto, trata-se
de uma transformac¢do gauge-invariante se, e somente se, Lqx® = 0.

Portanto, fica evidente que a possibilidade de se construir perturbacdes métricas gauge-
invariantes depende, fundamentalmente, da existéncia de isometrias no espaco-tempo consi-
derado expresso pelo tensor métrico g.,. No caso em que se tenha um espaco-tempo genérico
com simetria esférica, as perturbacdes podem ser separadas em seus respectivos multipolos.
Disto, decorre que a vantagem de se usar as quantidades gauge-invariantes se assenta em sua
natural relacdo com os observaveis escalares e a respectiva energia e momento das ondas gra-
vitacionais. Além disso, esta escolha garante que as possiveis contribuicdes gauge-invariantes
sejam excluidas por construcdo.

Novamente, ressalta-se que tal procedimento s é possivel se, e apenas se, a métrica
tem propriedades especificas de simetria sob transformacdes infinitesimais de coordenadas, de
modo que a formulacdo da ECE para perturbacdes de um espaco-tempo genérico qualquer sem
tais caracteristicas em g¢,, nao é possivel. No entanto, uma vez que qualquer espaco-tempo,
(M?*] gap), assintéticamente plano pode em geral ser relacionado & métrica de Minkowski em
distancias radiais suficientemente grandes, a formulacdo gauge-invariante pode ser uma efetiva
ferramenta para que se extraia informacao fisica sobre as ondas gravitacionais, isto é, os MQNs
geradas em espacos-tempos assintoticamente planos.

O buraco negro de Schwarzschild representa uma variedade espaco-tempo quadridimensio-
nal, (M* gu), cuja solucdo trata-se de um caso particular das equacdes de campo de Einstein
no vacuo de um centro de massa, M, esfericamente simétrico e estatico, cujo elemento de

linha no sistema de coordenadas esféricas é dado por [12]:

ds? = g3 datda” (1.18)

Nz
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oM oM 1
= ds? = — (1 — ) dt® + (1 — ) dr? + r2df* + r? sen’0d¢? . (1.19)
T

r

Tratando-se, pois, de um espaco-tempo assintéticamente plano, ou seja, recuperando-se a
métrica de Minkowski? no infinito espacial,  — 00, e tendo um horizonte de eventos definido
pela hipersuperficie tal que r = 2M. No capitulo 2, serd abordado a questao referente ao
horizonte de eventos, qual seja, como identifica-los.

Para a andlise perturbativa em tela, é conveniente utilizarmos questdes tais como a sime-
tria do problema e suas respectivas varidveis gauge-invariantes. Devido ao fato da presente
variedade possuir simetria esférica e ser estatica, pode-se escrevé-la decomposta por meio do
produto M* = M2(t,r) x S*(0, ¢), onde M?(t,r) é uma variedade lorentziana bidimensional
expressa nas coordenadas {r,t} e S?(, ¢) a 2-esfera unitéria nas coordenadas {6, ¢}. Por ter
tal decomposicdo, as perturbacdes podem ser separadas desde o inicio em duas partes: aquelas

confinadas em M?(t,r), e aquelas em S?(6, ¢) com métrica dada por:
gISS:) = diag(1, sen’d) . (1.20)

Fazendo-se uso disto, pode-se decompor as perturbacoes na métrica em multipolos de-
signados por paridade impar e paridade par de acordo com suas respectivas propriedades
sob trasformacdes de paridade. Disto, denominamos multipolos impares, sob a transformacao

1 e os multipolos pares com

(0,0) — (0 —m, ¢+ ), aqueles que transformam-se como (—1)
(—1)¢ para £ = 0,1,2 ... Os multipolos impares governam as perturbacées axiais, respon-
saveis por provocar rotacdo neste buraco negro inicialmente estético, enquanto os multipolos
pares as perturbacdes polares [7].
Como resultado, as componentes do tensor perturbacdo, h,;,, podem ser expressas como
perturbacoes métricas escritas de acordo com a seguinte expressao
9] l )
(Ppw)™ =2 D [(hyw) ™ + (R (1.21)
(=2 m=—/
onde os indices i e p designam as identificacGes para impar e par, respectivamente. O passo
seguinte envolve a separacao de varidveis e para isto o uso dos harmdnicos esféricos vetoriais
e dos harménicos esféricos tensoriais com a dependéncia angular [13]. Nota-se que a soma
estende-se a partir do momento angular dos modos tal que ¢ > 2, e isto se deve ao fato dos

multipolos de ordem inferior, ou seja ¢ = {0, 1}, ndo possuitem graus de liberdade radiativos.

Vale observar que para perturbacdes no vacuo, a perturbacdo métrica para o qual ¢ = 0

2 A métrica de Minkowski, 14, = diag(—1,1,1,1,), trata-se da representacdo do espaco-tempo plano qua-

dridimensional.
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possui apenas a componente par e representa um deslocamento do parametro caracterizante
desta solucdo: a massa M. Enquanto ¢ = 1 representa um gauge-puro e, portanto, pode
ser removido por uma transformacado de gauge adequada. Ja& a perturbacao referente a parte
impar, a perturbacdo no vacuo com ¢ = 1 representa um deslocamento no parametro do
momento angular do buraco negro, isto é, rotacdo, como afirmado acima [14, 15].

Uma vez que o problema possui simetria esférica e que o resultado final serd uma equacao
radial, podemos, sem perda de generalidade, escolher o valor particular de m, ou seja, da
projecao no eixo z do modo de momento angular 7, tal que m = 0 e fazendo com que a
dependéncia na variavel ¢ desapareca, facilitando o tratamento matematico. Logo, com esta
simplificacdo bem como a escolha do invariante de gauge de Regge-Wheeler [5], encontra-se

que a perturbacao de paridade impar pode ser posta no formato matricial

0 0 0 h(r '
1(r) <sen9§€) Y,°(0) et (1.22)

ho(r) hqi(r) O

e a perturbacao de paridade par em

1) (1- 2 H, (r) 0 ho(r) |
2MN !
0 Hy(r)(1—— 0 hy(r ,
- (=) 0 |y
0 0 r?K(r) 0
I 0 hy(r) 0 r?K(r) sen29_
(1.23)

onde ho(r), hi(r), Ho(r), Hi(r), Hy(r) e K(r) sdo coeficientes de parametrizacdo da per-
turbacao métrica como dependentes unicamente da coordenada radial, r. Posteriormente a
introducdo da perturbacdo métrica parametrizada na Eq. (1.5), obtém-se um total de dez
equacdes diferenciais de segunda ordem acopladas que governam a perturbacdo gravitacional:
trés de paridade impar e sete, par. Porém, apenas trés delas sdo nao-triviais. Para se obter
as equacdes desacopladas na qual resultard a equacdo radial para os MQNs, combinacdes
especificas dos coeficientes de parametrizacdo devem ser introduzidos, sendo uma tarefa desa-
fiadora. No entanto, para a paridade impar, foi primeiramente encontrado em [5] com alguns

erros e posteriormente corrigidos em [16]. Definindo a coordenada tartaruga, para deixar mais
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conveniente o tratamento, como

dr, 2M
= (1-22 1.24
dr ( r) ( )
T
=71 +2Mlog [ — — 1), 1.2
IR 0g(2M ) (1.25)

temos, portanto, que a equac3o radial para os MQNs no formato dado pela Eq. (1.6) pode ser
obtida tanto para o caso axial (impar) quanto polar (par), sendo dada por meio da expressdo

d2 (2hzm)i,p

2
dr?

+[w? = 2Ver (r)lh/")'" =0 (1.26)

onde o potencial efetivo, ,V;(r,), para o caso de perturbacdes impares, é dado por (com a

dependéncia em r, implicita em r):

2V, (1) = (1 - 2M) V(H D _ 6M1 . (1.27)

r r? r3
A equacdo acima governando os MQNs para a paridade impar é chamada de equacdo de

Regge-Wheeler.

Ha também uma equacdo desacoplada para a paridade par, sendo dada por

2M) 2A2(\ + 1)r3 + 6A2Mr2 + 18AM2r + 18 M3

V() = <1 _ S , (1.28)

r

com A = (¢ — 1)({ + 2)/2. A equacgdo acima governando os MQNs para a paridade par é
chamada de equacdo de Zerilli [17], o primeiro a deriva-la com um sutil erro e posteriormente
corrigida em [18].

O caso acima tratado refere-se a perturbacdes no vacuo, porém, caso se tenha configura-
cSes de matéria-energia menores do que a massa do buraco negro, no entanto, suficientes para
perturba-lo, neste presente caso, o tensor energia-momento pode ser igualmente decomposto

nas partes correspondentes a paridade par e impar, isto &,

T, =3 3 [(T0)" + (Ti)m. (1.29)

onde, novamente, os indices p e ¢ designam par e impar, respectivamente. Disto, resulta que

a ECE, dada pela Eq. (1.5), pode ser escrita como
Ry = KT, (1.30)

sendo T, dado pela expressdo (1.29) e R,,, o tensor de Ricci construido a partir das pertur-

bacdes métricas, R,,[09,.] -
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Porém, o fato da perturbacdo agora ndao mais ocorrer no vacuo ird provocar uma variacdo
no formato da Eq. (1.6), governando os MQNs, de modo que se torna possivel ser alocada,
para as pertubacdes pares e impares, como

d*h" (1) 2 m m
T W = sVa(r)]shy™ (1) = 5" (), (1.31)
sendo S, () a fonte responsavel pela parte da perturbacdo de paridade par ou impar, de-
corrente do tensor energia-momento (1.29).

Nota-se que perturbacoes genéricas serao uma mistura de contribuicdes advindas das pa-
ridades par e impar, explorando a linearidade da abordagem para que se possa trata-las se-

paradamente e, assim, simplificar o tratamento matematico [13]. Portanto, pode-se realizar

algumas afirmacdes acerca do buraco negro de Schwarzschild:
1. E linearmente estavel contra perturbacdes;

2. O tempo de decaimento dos MQNs depende linearmente da massa do buraco negro,

sendo mais curto para aqueles de modos superiores;

3. A excitacdo de um buraco negro pode ser compreendida como sendo seu toque caracte-
ristico e a dindmica de tais perturbacdes (isto é, a cauda do seu toque) pode ser descrita

como uma lei de poténcia representando o pacote dos varios MQNs em decomposicao;

4. Os MQNs sdo isoespectrais, isto é, as perturbacées de paridade par e impar possuem as

mesmas frequéncias complexas préprias.

Posteriormente a estes marcos dos estudos iniciais, e de referéncia, um conjunto de pesqui-
sas e métodos computativos foi desenvolvido para perturbacdes no buraco negro de Schwarzs-
child e, em seguida, estendido para demais espacos-tempos. Em particular, o interesse pela
pesquisa de multipolos produziu a descoberta de uma propriedade significativa chamada pri-
meiro isospectral, descoberta por Chandrasekhar, sugerindo que varios multipolos podem gerar
0 mesmo espectro caracteristico, indicando ser suficiente estudar qualquer uma das situacdes
para decorrente simplificacdo; interessados, consultar [19] ou Apéndice A de [20].

Por fim, comentamos o fato notavel envolvendo os potenciais governando as perturbacdes
axiais e polares que, a despeito de seus formatos aparentemente distintos, ha uma simples
relacdo interligando-os como observa Chandrasekhar [7]. Tal relacdo é posta no seguinte for-
mato

Vi) = £+ 0y (B4 KT (1.32)
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com o sinal positivo para o potencial par e o negativo, impar. Os termos apresentados s3o

dados por:

B =6M

k= 0(0+2)(*—1) (1.33)

f- (1 B QM) 1

r ) r[(l+2)(¢—1)r+6M]
onde deve-se notar que a funcdo f se anula no horizonte (2M) e no infinito, cujo comporta-
mento é dado por 2. Ainda segundo o autor, aparentemente n3o ha nenhuma razdo ébvia
do porqué os potenciais se relacionam desta forma, no entanto, a origem desta descricdo se

assenta no ja citado formalismo de Newman-Penrose .

1.2.2 Caso Escalar: s =0

Tendo em vista que o elemento de linha para o caso de Schwarzschild é dado pela expressao

(1.19), depreende-se que o tensor métrico é diagonal e pode ser escrito como

i Y _
— (1 — ) 0 0 0
T
0 (1 2M>_1 0 0
g,gﬁC) = r (1.34)
0 0 r2 0
0 0 0 r2senZd

Como mencionado anteriormente, este campo é inerentemente desacoplado e considerando
expresso no sistema de coordenadas esféricas, {z"} = {r,0, ¢}, projetando a Eq. (1.13) em
(1.34), e utilizando-se da solu¢do completa dada por

®(r,0,¢) = Z Z 0,0) , ulr,t)=oh/(rt)/r (1.35)
(=0 m=—¢
o problema torna-se, fundamentalmente, anélogo ao problema de se resolver o adtomo de
Hidrogénio [21]. Utilizando-se da coordenada definida na expressdo (1.24), obtém-se a equagdo:
d> d>
[er — @ - 0%(7})1 Ohé (7’*, ) =0. (136)
Admitindo que a solucdo da equacao que governa a perturbacdo acima possui uma depen-

déncia temporal tal como

1 oo m W
ohy" (14, t) \/ﬁ/oo oh)" (w, t) e“tdw , (1.37)
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correspondente a transformada de Fourier no procedimento padrdo de anélise dos modos [22],

obtém-se a equacao governando os MQNs:

d%ohy(w, 1,
Oéiz) + [w? = oVi(ry)Johe(w, 7.) = 0. (1.38)

O potencial ¢V;(r), sendo agora dado por

oVe(r.) = <1 - Q‘M) [g(“ D - 2M] : (1.39)

r r2 r3

onde /(¢4 1) é a constante de separacdo angular advinda da parte angular da equac3o diferen-
cial, onde tem-se uma equacdo de autovalor bem determinada para o laplaciano em S?(6, ¢),

ou seja Ag2, de modo que

9 ViV Y " (0,0) = —((L+1)Y," (0, 0) (1.40)
1 0 o 1 o - i
- [seneae (Se“%e> * neaqs] Y,"(0.0) = —((E+1)Y,"(0,0).  (141)

Portanto, os MQNs s3o governados por uma equacdo diferencial de segunda ordem tipo-
Schrédinger, cujo potencial efetivo é dado pela expressdo (1.39). Vale observar que tal poten-
cial é muito similar ao caso do potencial para as perturbacdes impares no caso tensorial dado

pela expressdo (1.27).

1.2.3 Caso vetorial: s =1

Com o mesmo procedimento como no caso anterior, o campo de Maxwell, ou pertur-
bacBes vetoriais, podem ser desacopladas considerando-se a Eq. (1.14) no espaco-tempo de
Schwarzschild e utilizando-se dos harmonicos vetoriais, de modo que obtém-se uma equacao
tipo-Schrodinger para os MQNs

d®1hy"(r.)

2
dr?

+ [w? = 1 Ve(r )ik (re) = 0, (1.42)

onde 7, é definada pela expressdo (1.24) mapeando o intervalo [2M, 00) em (—00, +00), com

o potencial dado por:

Vi) = (1_2M) th)‘

r

(1.43)

r

As perturbacdes tensoriais (impares), escalares e vetoriais sdo regidas por uma equagdo
tipo-Schrodinger cujo potencial pode ser generalizado de acordo com o spin referente ao

campo, sendo dado por

T T

Vi(r,) = <1 — 2M) V“JF 1) n 2M

(1- 52)] : (1.44)
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de modo que obtém-se o grafico para cada tipo de perturbacdo na Fig. 2 na respectiva
coordenada tartaruga, r. /M.

Os MQNs s3o estabelecidos, cada qual ao seu caso perturbativo, resolvendo-se a respectiva
equacao tipo-Schrodinger nos limites assintdticos, tais que todas as equacdes se resumem a
Eq. (1.8) quando a ela é imposta as condicdes de contorno que d&o origem a tal conjunto de
frequéncias discretizadas de carater complexo, isto é, w = R(w) + iS(w), primeiro imposto
por Vishveshwara [23], e que independem de como se da a perturbacdo, dependendo apenas
de quantidades intrisecas ao prérpio buraco negro. Estas condicdes sao traduzidas como ondas
completamente entrando no horizonte de eventos e ondas completamente saindo no infinito
espacial, em outras palavras

e~ r,— —o0 (2M)
By (1) ~ (1.45)

eiwr* , ,’a* % +OO (+OO)

e exprimem a inabilidade por parte do buraco negro de possuir, ao redor deles, distribuicGes

de matéria-energia estavel.

Figura 2 — Comportamente genérico dos potenciais para o buraco negro de Schwarzschild com ¢ > 0

caso tensorial: s=2

caso vetorial: s=1

——— caso escalar: s=0

sVy(rs)

I
M

Fonte: O autor (2024)

1.3 PRINCIPAIS METODOS NUMERICOS PARA A OBTENCAO DOS MQNs

Na secdo anterior, realizamos uma breve revisao dos principais métodos da teoria de per-

turbacdo linear relacionados aos buracos negros, e a correspondente equacao diferencial de
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segunda ordem tipo-Schrodinger em espacos curvos que governa os MQNs foi apresentada.
Na presente secdo, abordaremos de forma breve os dois principais métodos numéricos para se
calcular estes modos: aproximacao WKB e método de Leaver. No final, faremos uma listagem

comentando os demais métodos usados para esta finalidade.

1.3.1 Método WKB

O método de aproximacdo WKB (ou JWKB) foi utilizado primeiramente na resolucdo de
equacdes diferenciais lineares de segunda ordem por Jeffreys [24]. Posteriormente, foi desen-
volvido a fim de se obter solucdes numéricas para a equacdo de Schrédinger por Wentzel
[25], Kramers [26] e Brillouin. Pelo fato das equagdes governando os MQNs serem do tipo-
Schrodinger com comportamento assintético para os potenciais indo a zero, obviamente a
analise é estendida e pode-se utiliza-lo.

A equacdo para os MQNs é dada por

2 d*sh/™ (1)

2
dr?

+ (w? = Vi(r)sh,™ (1) = 0, (1.46)

sendo € um parametro infinitesimal para se ajustar a ordem de aproximacdo do método WKB;
definindo € = 1, recupera-se a equacdo familiar para perturbacdes no buraco negro.

O método WKB possui precisio elevada apenas na regido denominada classicamente per-
mitida, ou seja, w? — (V,(r.) > 0. Sendo ¢V,(r,) unimodal, tal diferenca produz dois pontos
de retorno, 1 e ry, no qual divide toda a regiao sob analise em trés, de acordo com a Fig. 3.
Como o potencial tem comportamento assintético indo a zero no limites espaciais, esquerda
e direita, as regioes de interesse sdo estas e serao designada por (5 e «, respectivamente.

Nestas regides especificas, a solucao é assumida ser comportada como uma série assintética

dada por

shy"(ry) ~ exp [i Sn(r*)e"] , (1.47)

n=0

e substituindo a expressdo acima na Eq. (1.46), coletando os termos de igual ordem em
€, é possivel deduzir a forma funcional para o pardmetro S, (r). Devido ao fato da solucdo
fundamental comportar-se como ¢h,™(7,) ~ €°° e com a condicdo para a existéncia dos MQNs

dada por (1.45), conclui-se que Sy(r) ~ Fiwr, ou seja, sh,™(r,) ~ X
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Figura 3 — Andlise comportamental da barreira do potencial para o método WKB

sVy(r)

______________________..________

o

S

Fonte: O autor (2024)

Portanto, para cada regido, o e /3, ha duas solucoes designadas por +. Estas s3o dadas

por
hgF(r,) ~ et saindo
T Ty — 400 (1.48)
shyy (1) ~ e entrando
para a regiao «, €
Ry ¥ (r,) ~e™™  entrando
s Te = —00 (1.49)

hy(r,) ~ e ™ saindo
para a regido (3. As palavras entrando (ingoing) e saindo (outgoing) designam ondas incidentes
vindas da regido « para a regido intermediaria, 7y, e as ondas vindas da regido  para a regido
«, respectivamente. Disto, obtemos as soluces para as regides o e intermediaria v,
a 0= @ a,+
Zin Shﬂm + Zout Shfm
shom ~ , (1.50)
Y O‘7+ (63 v
Zin Shfm + Zout Shém

e as amplitudes na regido « estad associadas com aquelas da regido (5 por meio da relacdo

matricial [27]

Zgut Mll M12 Z:)Xut
_ (151)
Z ot My My | \ Z5,

onde My, Mis, My, e Msy sao coeficientes que devem ser determinados a partir da coinci-
déncia das solucdes presentes em (1.50) nas regides a e 5 com aquelas da regido v, respecti-

vamente.
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Para que haja a determinacdo completa dos coeficientes matriciais, M;;, do sistema (1.51),
faz-se necessério considerar a solucdo na correspondente regido ~, realizando a aproximacao

por série de Taylor no correspondente pico 7y, para w? — (V,(r), ou seja

w? — Vi(r,) =~ (W? — Vi(ro)) + B;"QSW(T*)] (1« — 10)? (1.52)

To
onde a primeira derivada avaliada em 7y corresponde ao ponto de equilibrio, ou seja, o ponto
maximo, sendo, portanto, identicamente nulo e os demais termos de ordem superior foram des-
considerados. Obviamente como ha uma expansao em série de Taylor, surge a necessidade de
identificar em qual intervalo é completamente definida. A expansao acima é valida assumindo
que |r — ro| € um valor diminuto, ou de modo mais preciso, que este intervalo se encontra

entorno do pico, de modo que se tenha [27]

(w? = Vi) (7o)
[jrzsvgm)]

S [ra — 1ol ~ Ve (1.54)

Ire — o] < | —2

(1.53)

To

para um determinado valor arbitrariamente pequeno de ¢, de modo a fazer a apoximacao
consistente e valida.

A equacdo com a qual iniciamos a abordagem do método WKB, Eq. (1.46), pode ser
alocada no formato de uma equacdo diferencial parabdlica cilindrica [28]

d?shy(t)
dt?

1 1
+ vshy(t) + Eshg(lf) — Zzt2sm(1t) =0, (1.55)

e com as escolhas expressas através das igualdades [27]

t = (4k)Y4e= "/ sign(z)

V=

(1+ivE) (156)

1
2

1[d?
k= B [ersVE(T)]

T0
com sign(x) igual a
1 ) para 1, —19 >0
sign(x) = (1.57)

—1 , para 7, —19 <0

Disto, decorre que a solucdo geral da Eq. (1.55) é dada por

she(t) = AD,(t) + BD_, 4(it) (1.58)
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onde D, e D_, ; sdo as chamadas funcdes parabdlicas cilindricas, com A e B constantes.

Utilizando-se da expansao assintética das funcbes parabdlicas cilindricas, temos

shg(T*) NB(4k>7(V+1)/4673m(y+1)/4(7"* — ro)*(V+1)ei(mfro)2\/E/2

(27.[_)1/2671'1/71'/2

+<A+B T+ 1) )X“”/4<4k>”/4<n—ro>”e"(”‘”>%/2 (159)

para a regido r > ry. Para a regido r <

) . 5 B —iA(2 1/2 ,—ivm/2
shé(r*) NA(4k>u/46—3m/4(T* . TO)Ve_(”_TO) Vk/2 + ( 1 ( 7T) e >

I'(=v)
% eiﬂ(V+1)/4(4/{)*(V+1)/4(7a* _ TO)*(VH)QZ'(T**TO)Q\/E/Q ’ (1.60)

sendo 75 e r; 0 maior € menor ponto de retorno do comportamento do potencial, respectiva-
mente.

Apos a determinacao das solucdes assintéticas para os infinitos espaciais, resta determina-
las préximas aos pontos de inflexdo, isto é, ro e ry; para isto, deve-se fazer a igualdade, no
ponto de inflexdo maior, r9, daqueles coeficientes de (1.59) com os de (1.50) na regido «v e y
e de forma similar, em r;, para aqueles de (1.60) na regido 3 e 7.

Depois deste procedimento, no qual elimina-se os coeficientes constantes A e B, obtemos

a relacdo matricial [27]

5 i Z'(27T)1/26im/7€2
(& «
Zout - F(l/-'- 1) Zout 161
5 - (27T)1/27—\’f2 ' ( : )
Z ~ 7 _ pimv Zo
m F(—V) € m
com R sendo dado por
1 (2v+1)/4
R = (2 + u) e~ GvAD/4 (1.62)

Como sabemos, pelas condicdes de contorno dadas por (1.45), ha obviamente uma limi-
tacio para os Z%7;, de modo que devemos ter Z = 0 e sem ondas refletidas no horizonte,

isto 6, Z° = 0. Com isto incluido em (1.61), encontra-se
I'(—v) — o0 (1.63)

sendo v, portanto, um inteiro n € N correspondente ao harmdnico. Substituindo ¥ = n na
segunda igualdade do sistema definido em (1.56), simplificando e tomando o limite ¢ — 1,

encontramos os MQNs em primeira ordem por meio do método WKB:

w? = Vi(ry) — Jz [W] (n + ;) i. (1.64)

2
dr?
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Sendo Vy(rg) correspondente ao pico maximo do potencial efetivo, e o sinal de n denotando

a parte real de w como

0,1,2,3... R(w) >0
n=

-1,-2,-3... Rw) <0

portanto, conduzindo a um conjunto discreto de frequéncias complexas.
Ressalta-se que para o método WKB de ordem superior, até IV, este procedimento continua

a ser valido, conduzindo a mesma expressdo matricial (1.61), porém a expressdo encontrada
para (1.62) sera distinta, mas mantendo a dependéncia apenas em v. A expansdo de Taylor em
ordem superior induzird uma mudanca nos termos definidos em (1.56), conduzindo a expressao
modificada para os MQNs

w? = Vi(ry) — Jz l‘%] (n + ; + ivj@j) i, (1.65)

J=2

n=0,41,42 43 ...

sendo ©; funcdes advindas do potencial e sua j-ésima derivada avaliada em ry, ou seja, no

pico maximo do potencial.

1.3.2 Método de Leaver-Fracdao Continuada

Este método é um dos mais conhecidos e aplicados para se calcular os MQNs de um
buraco negro nos dias atuais, fornecendo uma satisfatéria precisdao. Na abordagem que se
iniciara, utilizaremos unidades tais que Gy = ¢ = 2M = 1 como no artigo original do Leaver,
sendo Gy a constante de gravitacdo de Newton, c a velocidade da luz no vacuo e M a massa
do referido buraco negro.

O método foi largamente utilizado pelo autor para a anélise e calculo dos MQNs do buraco
negro de Kerr, e em vez de se reduzir a Eq. (1.8), tratou-se da equagcdo mestra de Teukolsky
para as componentes radial e angular [6], utilizando-se da componente radial r no lugar da
coordenada tartaruga, 7. A equacdo mestra de Teukolsky pode ser separada tomando solucdo,
Y(t,r, 0, ¢), dada por

1 +oo i ¢ )
Vit 0.0) = [ dwezlmzésng(H,@Rgm(r) et (1.66)
—|s| m=—

de modo que pode ser posta, para a componente radial e angular, nos formatos

d d K(r)? —2is(r — MK
[As <A1+8> + <T) ZS(T ) (T) —+ 4i8wr — QZSQQ - s)\f R=0 (167)

dr dr A
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(m + scosf)?

sen26

1 0 0 2,2 2
[sen@@@ <sen989> + a“w” cos” 0 — 2aws cos§ —

+ s+ sAgm] S =0
(1.68)
com R(r) = R/™(r), S =5,™(0,9), K(r) = (r* + a*)w —am e A = r* — 2Mr + a?, onde

os parametros sao dados por:

s>\€m = sAem + Cl2w2 — 2amw
(1.69)

a=J/M
sendo JJ o momento angular do buraco negro, s.S,” (6, ¢) o harménico esteroidal spin-ponderado
e sAyy, 0 autovalor determinado pela parte angular da equacdo mestra, isto é, a Eq. (1.68).

Para este caso, as condicGes de contorno para os MQNs sdo

(r —ory) s+ r—
RM(r) ~ ’ (1.70)
r—1—2s+iweiwr 7 r — +00
wry —am

o= V1—4aZ

Pelo método de Leaver, assume-se um expansdo em série de Taylor para a correspondente

funcdo radial de Teukolsky [29]

o0 n
) S . r—r
__dwr —1—s+iw+tio —s—io r +
Ry(r)=¢e“"(r—r_) H(r—ry) + Z a, < ) , (1.71)
- r—r_
n=0
com a consequente substituicdo desta expansdo na equacdo radial (1.67), e realizando-se
a correspondente igualdade entre os coeficientes a zero, encontra-se a seguinte relacdo de
recursdo de trés termos que os coeficientes satisfazem
agat + Byag =0

(1.72)

roTr r T roTr _ —
ananJrl +5nan+7nanfl - ) n = 172737"-

onde a,, 3] e 7y, sdo os coeficientes de recursdo dependentes exclusivamente dos pardmetros
{n, w, a, s, m, sAp,}. A segunda relacdo para os coeficientes presentes no sistema (1.72)

conduz a fragdo continuada que fornece os MQNs [30]

a, Vrndl Opt1Vn+2 Ong2Vn+3
R, = ——tL = (1.73)
a% ﬁn+1_ 5n+2_ 6n+3_

sendo esta notacdo definida como:

o Ay N Yn+1
Ry =~ ar - ﬁ On41Yn+2 ’ (174)
n n+1 =

On42Vn+3
n+2
Borg — ..
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A fracao continuada para R, podendo ser considerada uma funcdo do modo em particular,
w, para um dado conjunto de parametros que caracterizam o buraco negro de Kerr, isto
é, {a, s, m, sAp,}, com condicdes de contornos tais que n = 0 e n — oo. A anélise do

comportamento dos coeficientes para o limite n — oo é tal que [30]

" 2w Siw+3
LS RN P e e . ST (1.75)
ar n 4n

com a condi¢do de contorno correspondente a n = 0 dada pela primeira relagdo em (1.72).
Substituindo dentro da fracdo continuada para Ry, obtém-se a equacdo para os MQNs

QoY1 O17Y2 G273

0=700— . (1.76)
Br1— Ba— B3—
com um formalismo totalmente equivalente invertendo-se por um niimero n de vezes
Qp—1Yn Op—2Yn—1 QoY1 UnVn+1 Ont1Vn+2 On42Vn+3
Bop — co = = (1.77)
517,—1_ Bn—Q 50 Bn—&-l_ Bn+2_ 5n+3_

Definindo um dado valor n = N como sendo de corte onde se tem Ry = 1, devido
a condicdo de limite expressa em (1.75), os MQNs podem ser determinados via as raizes
da Eq. (1.76) ou da Eq. (1.77), podendo serem obtidas por meio de métodos numéricos bem
estabelecidos e fornecidos por programas reconhecidos na comunidade cientifica (Mathematica,
Maple, etc.).

Porém, a determinacdo da constante de separacdo, Ay, pode ser um trabalho n3o-trivial,
exigindo métodos numéricos para estima-la [11]. Utilizando-se do mesmo tratamento, a parte
angular da equacdo mestra de Teukolsky (1.68) pode ser resolvida supondo igualmente uma

solucdo em série da forma [30]

sSem (1) = ™ (14 w)m =21 — u)m =125 60 (1 + u)" (1.78)

n=0

com u = cosf, de modo que se tem uma relacdo para os coeficientes de maneira similar a

anterior

afaf + Blal =0
(1.79)
apay,_y + Bhal +yaah_y =0
onde af, 3% e 4? s3o os coeficientes da expans3o dependentes apenas do conjunto de paré-
metros {a, s, m, sAsn}.
Por fim, ressalta-se que a medida que o valor de determinado harmdnico dos MQNs au-
menta, o método da fracdo continuada tem a convergéncia prejudicada, levando a definir um

valor de corte mais elevado para o céalculo de tais harmonicos exigindo-se, com isso, mais

computacao.
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1.4 CASO REISSNER-NORDSTROM

O elemento de linha deste espaco-tempo, e que serd detalhadamente deduzido no capitulo
seguinte, é dado por
) 2M Q%) 2M QN o a2 a0
ds® = — <1——|—2>dt + (1—+2> dr® + r°df + r°sen“0d¢*, (1.80)
r r r r
onde nota-se a semelhanca com a expressdo para o caso de Schawzschild dada pela expressao
(1.19), sendo distinta apenas pela presenca da carga elétrica total coulombiana do buraco
negro, (). Portanto, sendo este caso uma generalizac3o.

De forma analoga ao que foi feito para o caso Schwazschild, as perturbacdes gravitacio-
nais (s = 2) resultam da resolu¢do da ECE, Eq. (1.5), com as correspondentes equa¢des de
Maxwell, Eq. (1.15), e que resultam em duas equacdes governando as perturbacdes e, conse-
quentemente, os MQNs: perturbacdes impares (axiais) e pares (polares). A diferenca reside no
fato de, além de considerarmos os campos eletromagnéticos classicos fazendo surgir a carga
elétrica total, (), as equacoes radiais reduzem-se a um par de equacoes diferenciais de segunda
ordem unidimensionais tipo-Schrodinger para a parte axial e polar.

Deste procedimento chega-se, para perturbacdes impares e pares, a um par de equacdes
acopladas, porém com o mesmo formato tipo-Schrddinger [7]

dQSh?p(r*)j

= + w2 = Vi(r))shiP(r); =0, §j=1,2 (1.81)

com ¢ e p para impares e pares, respectivamente, e com

sh?p(r*)l =@ Z"(r) + (—Q1QQ)1/2Q1Zi’p(7“*)2

shé’p(m)z = —(—q1q2)"2Z%(r.)1 + 1 Z2"P(r.)q

(1.82)

onde {ZP(r,),}2_, satisfazem a equacdo tipo-Schrédinger (1.81) para perturbacées pares,
isto é, com indice p, e as perturbacoes impares, com indice ¢; por sua vez, {qu 2 s3o dados

a=1"

por

gi" = 3M +/9M? + 4Q*(( +2)(¢ — 1)

4 (1.83)
g5” = 3M — \JOM? +4Q*(( +2)(¢ — 1)
como nos mostra Chandrasekhar, advindos da restricdo para aos coeficientes ¢; [7]
¢+ 45" = 6M
(1.84)

07" = —4Q*(C +2)(¢ - 1)
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cujo potencial impar é dado por:

Ziw) V((Z;; ) 4 (1 N (£+2)‘1&_ 1)?”)] (1.85)

Uk)=12 , j#k.

svei(r*)j = (1 -

Nota-se que para () = 0, tem-se ¢; = 6M e g2 = 0 e, consequentemente, ¢hy(r,)2 reduz-se a
equacio de Regge-Wheeler, Eq. (1.26), para s = 2 como era de se esperar.

De forma similar para o caso angular (paridade par), encontra-se a mesma equacdo dada
pela expressdo (1.81) com o mesmo formato para as fun¢Bes de onda dadas em (1.82), e
seus respectivos coeficientes em (1.83) advindos da restricdo expressa por (1.84), no entanto,

agora os potenciais sao

ZM) {U 1 w (1.86)

VP (e = (1 -— ) |zt 5@ —¢)

r rd 2 73

com o sinal positivo para o indice 1 e o negativo para o 2. Os termos U e W aparecendo na

expressao acima possuem a forma

U:[(€+2)(€—1)+3M]W+2(M—QQ>— (T2_2MT>(€+2)(€_;)2
3M+£(€+2)(£—1)—?
_ (r=2M)((€+2)(¢—1)+3M) (C+2)(0 —1)r+2M
MQ(E_UT+3M_ZQQF Q[MQ(E_DTnLSM—Q%QQ
(1.87)

e novamente verifica-se que, para Q = 0, a equacdo governando (hj(r.)s se reduz a ja
conhecida equacao de Zerilli.
Como era de se esperar também ha uma relacao para os potenciais, bem como para as

respectivas funcdes de onda. Os potenciais podem ser expressos por meio da relacao

f

, d
Vit (r); = 65—+ (Bif3)? + K f; (1.88)

com

k=000 +2)(2 — 1)

2M 1
Ji= (1 o ) rl(E+2)(¢ = Dr + g
Bi = qk

(1.89)
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onde, necessariamente, deve-se ter (j,k) = 1,2 com j # k. Novamente, percebe-se que a

funcdo f; se anula nos limites assintéticos espaciais. Ja para as funcdes de onda, temos

[0(0+2)(7 — 1) & 2iwq]shy (r.); =

2M 2q3 ;
2) (-1 1- she (1)
QD=+ (1= 5 ) gy g 40
,p )
+ 2qk dshf (T*)]
dr,

(1.90)

onde deve-se notar a ordem dos indices i e p, bem como o sinal no udltimo termo sendo +

para a funcao par e — para a impar. Ressalta-se que é a existéncia desta relacao que garante a

igualdade dos coeficientes de reflexdo e transmissdo determinada pelas equacoes governando

as fungdes hy(r.); e sh@(r*)j-

Por fim, afirmamos que o comportamento dos potenciais para o caso Reissner-Nordstrom

possui a mesma mesma forma esquematica dada na Fig. 2 para o caso tensorial, isto é, s = 2.

1.5 OUTROS METODOS PARA O CALCULO DOS MODOS QUASE-NORMAIS

Abaixo, listamos outros métodos para o caculo dos MQNs [31].

. Shooting method: neste tipo de problema de autovalor, integra-se diretamente do

horizonte até um limite alto de corte, igualando-se o coeficiente da onda saindo a zero.

. O método da amplitude-fase: tenta-se ajustar, a partir de determinada curva integral
no plano complexo, as singularidades que surgem com r — oo e realizar a integracao

de forma numérica.

. Solucao exata para potencial com forma funcional especial: a partir da equacao
tipo-Schrodinger que governa os MQNs, aplica-la para determinados tipos de potencial

que possibilitem a solucdo de forma exata e estudar o comportamento dos harménicos.

. Método de expansao po6s-newtoniano: baseado na expansao pds-newtoniana, e em-
pregado no estudo das ondas gravitacionais e sua forma para sistemas binarios de buracos

negros.

. Método da interacao assintética: tendo como base determinado teorema matema-

tico, resulta em uma condicdo equivalente para as equacdes diferenciais de segunda
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ordem tais como a que governam os MQNs. Tratando a equivaléncia acima aplicada a

métodos numéricos, pode-se encontrar os modos de forma precisa.

6. Método pseudo-espectral: realiza-se uma substituicdo das varidveis continuas, como
a coordenada radial na equacdo diferencial de segunda ordem governando os MQNs,
por um conjunto completamente discreto de pontos chamados grade e, portanto, as
autofuncdes sdo aproximadas por meio de uma série de funcdes cardiais corresponden-
tes a grade. Estes coeficientes, de cada ordem da autofuncdo em questao, podem ser
expressos por meio de uma série expandida em termos de w, resultando em um problema

matricial de autovalor.

7. Método MST: soluces da equacdo mestra de Teukolsky para a componente radial,
Eq. (1.67), sdo expandidas em série em termos da funcdo hipergeométrica perto do
horizonte de eventos e funcdes de Coulomb no infinito espacial. Disto, resulta uma
relacdo de recorréncia de trés termos para seus respectivos coeficientes de expansdo,
tal como no método de Leaver. Porém, as relacdes de recorréncia dos trés termos da

expansao sao idénticos, tornando a solucdo analitica possivel.

8. Equacdo de Heun: baseado no fato de se alocar a equacao radial no formato da equacio
de Heun, em especial a confluente, e aplicar métodos para sua solucdo e consequente
encontro dos MQNs. Um dos métodos para se resolver este problema é por meio do uso

do método isomonodrémico e que sera utilizado nesta dissertacao.

No que segue, a apresentacdo do contelido desta dissertacdo se faz da seguinte forma:

e No capitulo 2, seguinte, apresentaremos uma solucdo detalhada da solucdo particular
da ECE acoplada as equacdes de Maxwell para um buraco negro esfericamente simétrico e
estatico, tendo como quantidades intrinsecas caracterizantes do seu espaco-tempo a massa,
M, a carga elétrica, ), e o monopolo magnético, P (somente no capitulo 2 consideramos
o caso mais geral onde a existéncia dos monopolos magnéticos é levanda em conta). Esta

solucdo leva o nome de buraco negro de Reissner-Nordstrom.

e No capitulo 3, faremos uma rapida e panoramica abordagem do método isomonodrémico
para equacdes diferenciais de segunda ordem que sera aplicado na equacdo de Heun confluente

obtida, para determinar os MQNs do buraco negro de Reissner-Nordstrom com a presenca de
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um parametro ndo-comutativo na correspondente equacdo radial advindo do twist operator,

F.

e No capitulo 4, apresentaremos os resultados obtidos expressos em graficos e tabelas, e
analisamos os comportamentos dos modos denominados como subamortecidos e amortecidos.
No primeiro caso, quando a parte imaginaria dos MQNs tende a zero, tem-se que o tempo
de decaimento é caracterizado por ser longo e possuem apenas o comportamento oscilatério
tipico dos MNs; ja no segundo caso, os modos sdao amortecidos, e por terem parte imaginaria
constante negativa, conclui-se que o buraco negro é estavel. Disto, conclui-se que a perturbacdo
n3o interfere em sua estabilidade mesmo no espaco-tempo nao-comutativo com o seu referente

parametro em primeira ordem.

e No capitulo 5, a conclusdo, condensamos os resultados obtidos e abordados no capitulo
anterior e apresentamos uma motivacdo para estudos posteriores que podem ser realizados
futuramente, motivados sobretudo, pela extremalizacdo de efeitos quanticos préximos aos
buracos negros na extremalidade de acordo com o artigo de Horowitz et al [32], tendo em
vista o fato do parametro ndo-comutativo ter relacdo com efeitos quanticos oriundos da nao-

comutatividade do espaco-tempo.
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2 SOLUCAO DE REISSNER-NORDSTROM

“Que é o tempo? Um mistério - inessencial e onipotente. Uma condicdo do mundo dos
fenbmenos, um movimento, ligado e mesclado a existéncia dos corpos no espaco e a seu
movimento. Mas, deixaria de haver tempo se ndo houvesse movimento? Nao haveria
movimento sem o tempo? Perguntas! O tempo é uma funcdo do espaco? Ou vice-versa? Ou
sdo ambos idénticos? Perguntas demais! O tempo é ativo, tem carater verbal, ‘presentifica’"

Thomas Mann

A solucdo denominada buraco negro de Reissner-Nordstrém representa uma singularidade
no espaco-tempo esfericamente simétrica e estatica com massa M e carga elétrica total @,
resultado da soluc3do particular da ECE acoplada as equacdes de campo de Maxwell do eletro-
magnetismo cléssico, obtida por H. Reissner [33], em 1916, e posteriormente por G. Nordstrém
[34], em 1918; ambos de forma independente.

Do ponto de vista astrofisico, tal solucdo ndo possui interesse, pois sua existéncia real é
dificultada pelo fato das interacdes elétricas serem da ordem 10%° mais fortes que a gravi-
tacional [35], logo, a forca gravitacional ndo possibilita a este corpo sua distribuicdo estével
e consequente observacdo no Universo, além do fato que logo se tornaria neutro devido ao
contato com as demais concentracdes de matéria-energia ao seu redor [36]. No entanto, seu
estudo torna-se relevante devido a sua riqueza analitica e consequente progresso acerca do
entendimento da estrutura do espaco-tempo, além de importantes fatos que possam surgir em
situacoes mais gerais.

Neste capitulo, realizaremos uma demonstracao detalhada desta solucdo para o caso do
buraco negro em (3 + 1)-dimens6es em acordo com a Def. 1 com constantes tais que Gy =
c =1, sendo Gy a constante de gravitacao universal de Newton e ¢ a velocidade no vacuo.

Veremos que, diferentemente do buraco negro de Schwarzschild que possui apenas um
horizonte de eventos r = 2M, este possui dois: um interno (ou de Cauchy), r_, e outro
externo, ry.

Faremos também uma rapida abordagem acerca dos casos que, a depender do valor atri-
buido a massa do buraco negro e sua carga elétrica, temos: M > Q, M < Q e M = Q.
Este Gltimo conhecido como /imite extremal, possuindo importancia significativa no estudo

dos MQNs e dos resultados obtidos que serdo analisados no dltimo capitulo.
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2.1 DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

A métrica de Reissner-Nordstrom é simetricamente esférica e estatica, ou seja, descreve
o campo gravitacional exterior devido a uma singularidade de massa M e carga elétrica total
(). Para compreender melhor do que se trata simetria esférica bem como estaticidade, faz-se
necessario defini-las.

Dizemos que o espaco-tempo é uma variedade, (M4,gab), estatica se este possui um
grupo de um pardmetro de isometrias, {¢'}, cujas trajetérias em M* s3o curvas tipo-tempo e
expressam a condic3o de simetria de translacdo temporal. Dito de outra forma, porém anéloga,
este espaco-tempo possui um campo vetorial de Killing ndo nulo, £* # 0, que é tipo-tempo,
isto é, sua norma é negativa:

g9(£",€") <0. (2.1)

A métrica é estética se, além de estacionaria, existe uma hipersuperficie tipo-espaco, ¥,
ortogonal a todas as érbitas de isometrias'. Uma forma de especificar a hipersuperficie é por
meio de um unica funcao constante v para X, de modo que podemos escrever para o campo

vetorial de Killing
"= f(x)Vy, (2.2)
onde V“ é a respectiva derivada contravariante no espaco curvo e f(x) é uma funcdo das

variaveis do campo vetorial. De forma equivalente, pode-se escrever a expressao acima como

g[avbgc] =0. (23)

O inverso também é vilido, isto é, qualquer campo vetorial satisfazendo esta igualdade é
ortogonal a hipersuperficie de acordo com o teorema de Frobenius. Logo, sendo estacionaria
e satisfazendo a Eq. (2.3) para qualquer £* € X C M* é estético.

Para a definicdo de esfericidade, dizemos que o espaco-tempo é esfericamente simétrico
quando seu grupo de isometria possui um subgrupo isomérfico, isto €, um mapeamento bijetivo
entre ambos, ao grupo SO(3) e as 6rbitas deste subgrupo sdo 2-esferas, S?(, ¢). O SO(3)
é o grupo das rotacGes, logo, espacos-tempos com esta simetria especifica sdo invariante por
rotacOes, dito de outra forma, seu elemento de linha se mantém inalterado apds a aplicacdo
do SO(3). A métrica deste espaco-tempo provoca uma inducdo a métrica bidimensional sobre

cada ¢érbita da 2-esfera. Portanto, por causa disto, deve-se manter a parte esférica inalterada,

1 Hipersuperficies sdo uma subvariedade (n-1)-dimensional imersa em uma variedade n-dimensional M"

qualquer.
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a menos de fatores miultiplos. Ressalta-se que o campo vetorial de Killing, £, é ortogonal
a 2-esfera advinda da simetria de rotacles e, portanto, é invariante sob a acdo de SO(3) e
consequentemente a projecdo de £ sobre S%(6, ¢) é nula.

Do fato do espaco-tempo ser estatico, conclui-se as componentes sdo independentes do
parametro temporal, t, bem como dos termos cruzados tais como (dt), (dxz*), devido a orto-
gonalidade de £* com ¥, sendo {z*} um sistema de coordenadas no qual a métrica é expressa.
Assim, conclui-se que a métrica ndo sé possui simetria de translacdo temporal t — ¢ + C,
com C' uma constante qualquer, como uma simatria de reflexdo com t — t' e t — —t' tendo
a mesma descricao fisica. Somando a isto, a simetria esférica imp&e a restricio de se manter
invariante a parte referente a 2-esfera, ou seja, o elemento de linha que a partir do tensor

métrico dado por (1.20) nas coordenadas {6, ¢}, tem-se
ds® = r*(d0* + sen’0d¢?) (2.4)

em S2(0, ¢).
Portanto, conclui-se que a forma mais geral para o elemento de linha utilizando-se das

coordenadas esféricas, é dado por
ds? = —e*Mat? + P dr? 4 W2 (dh? 4 sen’0dp?) (2.5)

onde «(r), B(r) e v(r) sdo coeficientes a serem determinados e dependentes exclusivamente
da componente radial por tudo acima exposto. No entanto, pode-se deixar a expressao acima

mais simplificada, para isto, realiza-se uma mudanca de variaveis tais que
="My (2.6)

sendo 7’ uma funcdo, ou seja, uma O-forma, a derivada exterior aplicada se resume a

2 / ] d
dr’ = ; g;dx‘ = dr 4 re’Mdy = ) ll + rzlgﬁr)} dr. (2.7)
Substituindo a expressdo acima em (2.5), obtemos
-2
2 2a(r) 142 dy(r) 28(r)—27(r) 7,12 120 192 20742
ds® = —e*\dt* + |1 +r7dr e dr’= +r"*(d6” + sen“0d¢?) (2.8)

e reescrevendo os termos de forma que

(2.9)
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alocamos a expressdo (2.5) no formato
ds? = —e2*Mdt? + 2P0 dr? 4 12(d6? + sen0dp?) (2.10)

sendo o mais geral e simples para o caso em analise. A priori, ndo se pode afirmar nada acerca
da estrutura funcional dos coeficientes «(r) e 5(r), além do fato que dependem exclusiva-
mente da varidvel . Para determina-los e, a partir dafi, atribuir interpretacao fisica bem como
compreendermos a respectiva estrutura geométrica do buraco negro de Reissner-Nordstrom,
faz-se necessario resolver a ECE dada a distribuicdo de matéria-energia da teoria de campos
envolvida que, no caso em tela, advém exclusivamente de campos de longo alcance eletromag-
néticos classicos, ou seja, regidos pelas equacdes de Maxwell?>. Por campos eletromagnéticos
classicos afirma-se tratar de pequenas transferéncias de energia, e grande niimero médio de
fétons virtuais ou reais [37].

Nesta demonstracao consideraremos o caso mais geral possivel, ou seja, sem a exclusao da
existéncia dos monopolos magnéticos, uma vez que, nao tendo encontrado-os na Natureza,
ndo exclui a sua existéncia e apenas pode-se inferir que se trata de quantidades raras ou de
baixissima densidade no Universo como um todo.

Pela formato do elemento de linha expresso em (2.10), conclui-se que o tensor métrico

covariante é diagonal e dado por

G = : (2.11)

0 0 0 r?sen?d

e por ser estritamente diagonal, tem-se que o tensor métrico escrito na sua forma contravariante

é apenas o inverso dos elementos diagonais, ou seja,

—e2a(r) 0 0 0

g = ) . (2.12)
0 0 2 0
1
0 0 0 ———
L 72 sen26

2 Este fato especifico, qual seja, que a fonte de campos de longo alcance n3o gravitacionais sio eletro-

magnéticos, resulta na confirmac3o do teorema da calvicie e, portanto, apenas um nimero reduzidos de
pardmetros o define: massa M, carga (Q e momento angular J. Em geral, tal teorema depende da teoria
de campos escolhida.
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Ambas as formas, covariante e contravariante, necessarias para os devidos calculos a fim de

se determinar a métrica de Reissner-Nordstrom.

2.2 EQUACOES DE EINSTEIN-MAXWELL ACOPLADAS

Diferentemente do caso de Schwarzschild, onde a solucdo é tomada no vécuo, a solucdo de
Reissner-Nordstrom possui como distribuicao de matéria-energia ao seu redor configuracoes
de campos eletromagnéticos classicos, de modo que se faz necessario determinar o tensor
energia-momento que nos fornece a informacdo de como se comporta estas distribuicoes neste
espaco-tempo, sendo este escrito por meio do tensor de Faraday [12], tratando-se de um tensor

de rank-2 antissimétrico, Fy;, ou seja,

1 1
Top = — FF—FFd> 2.1
b 47r< by Jartd (2.13)

onde deve-se observar que possui a condicao de traco-nulo, isto &,

1
g®T,, = (gabFachc — g“bgadeeFde) =0, (2.14)

4mr 4
uma vez que, por se tratar de um sistema fisico quadridimensional, ¢%g,, = 4. Tal condic3o
expressa o fato da acdo do campo eletromagnético ser invariante por transformacdes confor-
mes, o que é esperado, um vez que a teoria eletromagnética classica é invariante por escala,
e a invaridncia conforme é uma consequéncia da invaridncia de escala e de Poincaré [38].

Ja o sistema que governa os efeitos eletromagnéticos classicos sdo as equacdes de campo

de Maxwell, e podem ser escritas de maneira compactada da seguinte maneira

VeFy, =
(2.15)
v[anc] =0
onde, por sua vez, F,;, pode ser escrito por meio do quadrivetor potencial®
Fop =2V oAy = VA — VA, . (2.16)

Pela primeira equacdo no sistema (2.15), percebe-se que ndo ha fontes de corrente elétrica,
ou seja, J, = 0. A razdo pelo qual isto ocorre é devido a estaticidade do buraco negro de

Reissner-Nordstrom, isto é, apesar de tal espaco-tempo possuir carga elétrica total (), nao

3 Devido ao fato do espaco-tempo de Reissner-Nordstrém, aqui considerado, ser uma variedade com torc3o

nula, as derivadas covariantes atuando no quadrivetor potencial resultard em derivadas parciais devido ao
fato dos simbolos de Christoffel serem simétricos nos indices inferiores.
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ha correntes superficiais induzidas, K}, devido a auséncia de rotacdo. Pelo fato de campos
magnéticos serem gerados a partir de correntes, conclui-se, em adicdo, que ndo ha fontes de
correntes para sua origem, sendo oriundo apenas da presenca do monopolo magnético, P.

Disto, decorre que o quadrivetor potencial é expresso pela igualdade
Ab = (At7 A)b ) (217)

sendo a correspondente componente dada por

Q
A, = —7(5; — Pcos@éff, (2.18)

com 4 designando as componentes témporo-espaciais, {t,r,0, ¢}, do respectivo quadrivetor
potencial no sistema de coordenadas esféricas.

Pela ECE que nos fornece a curvatura da variedade espaco-temporal a partir de g,;, temos
1
Gab = Ry — §gabR = HTaba (219)

sendo x uma constante estritamente numérica, R,. = R, o tensor de Ricci e g Ry, =
R,* = R o escalar de Ricci . Pode-se deixar a equagdo acima em um formato mais agradavel

a fim do presente propésito. Para isto, toma-se o traco na equacao acima

1
G Rop — ig“bgabR =k g%, (2.20)

e utilizando-se da definicdo do escalar de Ricci, o fato que g?°g,, = 4, bem como a condic3o

de nulidade do traco no tensor energia-momento (2.14) é direto obter
R=0, (2.21)
de modo que a ECE pode ser alocada no formato
Ry =rTy. (2.22)

Substituindo a expressdo para o tensor energia-momento, (2.13), na equacdo obtida acima,

encontramos a ECE em um formato mais comodo:
c 1 de
Ry =k (Fach — ZgadeeF > ) (2.23)

Vale ressaltar que a equagdo acima obtida é exatamente idéntica a ECE, Eq. (2.19), para

o caso especial em que o tensor energia-momento é dado por (2.13). A mudanca é apenas
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estética, imposta pela necessidade de simplificar para os decorrentes calculos necessarios a
serem realizados para a determinacdo dos coeficientes a(r) e 5(r) em (2.5).

Portanto, formalmente, a solucdo de Reissner-Nordstrom é dada pela solucdo das equacdes
de Einstein-Maxwell acopladas com distribuicdo de matéria-energia dada pelo tensor (2.13).

Isto é:

1
Rab =K <FachC - 4gadeeFde>

VeF,, =0 (2.24)

v[aF’bc} =0

2.3 DETERMINANDO OS TENSORES: FARADAY, ENERGIA-MOMENTO, CURVATURA
DE RIEMANN E RICCI

Uma vez que o problema possui simetria esférica, as Unicas componentes n3o-nulas do
tensor de Faraday é a tempo-radial, correspondente ao campo elétrico, E(r), e a angular,
correspondente ao campo magnético, B(r), e ambos os campos independem das variaveis

angulares # e ¢. De modo que pode-se escrever para a compenente referente ao campo elétrico
ET = Ftr = _Frt = X(T) . (225)

No entanto, para o campo magnético, onde o tratamento deve ser mais cuidadoso, faz-se

necessario introduzir inicialmente a densidade tonsorial, €,;.q, de modo que

+1, se abed é uma permutagao par
€abed = (dx")q A= A (dr¥)g = { =1, se abed é uma permutacio {mpar (2.26)

0, caso contrario

ou, de forma anéloga, considerando um sistema de coordenadas tal como {z#,z" z*, 27} =
{t,r,0,¢} nesta ordem. Consequentemente, define-se o tensor totalmente antissmétrico de
Levi-Civita, €aped = €[abed), COMO

€abed = V 4G gabcd (227)

onde g é o determinante do tensor métrico, isto é, g = det(g.,). A métrica levanta e abaixa
apenas os indices do tensor de Levi-Civita, mas nao da densidade tensorial. Com isto, pode-se

analisar a forma funcional da componente do tensor de Faraday referente ao campo magnético,
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ou seja,
Br — grlleurpo'Fpo_ —_ grreterFpo- — Grr gtrpO'Fpo_
vy
Grr 2grr

— 7<€t7‘9¢F0¢ + gtr¢>0F¢6) —

V=3
onde utilizou-se o fato da antissimetria do tensor de Levi-Civita, advinda de (2.26). Por (2.11),

obtém-se que g,, = e?/) e g = 2MTBMIpdgen?) = /=g = el*M B2 5enf | de modo

Foy, (2.28)

que o resultado acima pode ser escrito como
o8 —a(r)]
B, = QWF%. (2.29)
Do afirmado acima, isto é, que o campo magnético oriundo do seu respectivo monopolo
ndo possui dependéncia nas variaveis angulares, decorre que a expressao para a componente

do tensor de Faraday, originando tal campo, é
Fyy = —Fyp = r2((r) send. (2.30)

onde ((7) é uma funcdo da variavel radial.
Portanto, o tensor de Faraday mais geral para o presente propdsito nas coordenadas esfé-

ricas é escrito como:

0 x(r) 0 0
—x(r 0 0 0
Fo = ) . (2.31)
0 0 0 r2((r) senf
0 0 —r*¢(r)send 0

Observando a primeira equacdo do sistema que fornece a solucdo de Reissner-Nordstrom
(RN), isto é, (2.24), a equacdo de Einstein respectivo ao caso em tela, percebe-se a imediata
importancia de obter-se todas as componentes do tensor de Ricci, bem como do tensor energia
momento. Para esta presente finalidade, deve-se calcular os simbolos de Christoffel para o
seguinte calculo do tensor de curvatura de Riemann e, a partir dessa quantidade geométrica,
encontrar as respectivas componentes do tensor de Ricci.

Os simbolos de Christoffel para o caso em que a métrica é compativel, ou seja,
Vi =0, (2.32)
e a conexdo é torcdo nula, o que implica que os indices inferiores sao simétricos, ' ,, =1, .,
é [12]

1
= igal(aagbd + ObGad — OaGab) (2.33)
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e o tensor de curvatura de Riemann*
R, = —28[ade}c + 2r° c[ade]e . (2.34)

Utilizando-se da métrica escrita em sua forma covariante e contravariante em coordena-
das esféricas (2.11) e (2.12), bem como a expressdo (2.33) ,respectivamente, no sistema de

coordenadas usadas, obtemos os simbolos de Christoffel®

Ft H = 8,504(7“) Ft tr ara(r> Ft o 62[5(7")*0‘(7’)]at6(r)
I, = 208009 a(r) T7, = 8,8(r) I, =o.p(r) (2.35)
2.35
1 1
Farg — ; FTQQ — —Te_Zﬂ(T) F¢7‘¢ = ;

1" 4o = —re” 291 sen?p FG(M) = —senf cos F¢9¢ = cotgf

e pelo fato da métrica ser estritamente diagonal, todos os simbolos de Christoffel com os trés
indices distintos s3o identicamente nulos e n3o foram alocados acima. Fica evidente que I'* ,,,
I, eI", também o sdo, pelo simples motivo dos coeficientes ndo possuirem dependéncia
temporal.

Para a obtencao das componentes do tensor de curvatura de Riemann utiliza-se a expressao

(2.34), de modo que estas sdo

R, ' = P07 0N0,a(r) 0,8(r) — 0a(r) — (9,a(r))’]
Ry b = —re 0 9 a(r)
R¢t¢t = —re ) gen?g Ora(r)
Ry, = —re”") 9B(r) (2.36)
Ry = —re” 20 gen?9 )
Ry,e " =re 2" 9.6(r)
Ry = re 25" sen?6 0 B(r)
Rd)%e =(1- 6_26(T)) sen?d
O tensor de Ricci, por sua vez, é obtido contraindo-se o indice superior com um inferior,
isto é,
R, = 9" Raped = Rac = =201y, + 2T° ,,I" . (2.37)

Para obter o desenvolvimento das expressdes para o simbolo de Christoffel, tensor de curvatura de Riemann,
tensor de Ricci e escalar de Ricci, consultar uma das referéncias [12, 36, 39].

Consultar Apéndice A para obter explicitamente as componentes dos simbolos de Christoffel, tensor de
Riemann, tensor e escalar de Ricci e tensor energia-momento.
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onde obtem-se as componentes
Ry = e2le=A0)] {8304(?") + (0,(r))? = Drar(r) B,B(r) + i@ra(r)]
Ry = = [020(r) + (0,0(1))? = 0,0r) 0,5(r) — 20,5(r)

Rog = 1+ e D [r(0,8(r) — dpa(r)) — 1]

(2.38)

Ry = {14+ e 2PD(r(0,8(r) — dra(r)) — 1]} sen®d

e as demais componentes, nulas, ndo foram inseridas acima, uma vez que n3o sao relevantes
para a solucdo de RN.

Pelo fato do tensor métrico ser diagonal, tem-se que o respectivo tensor energia-momento
também o é. Para encontrar sua forma funcional no espaco-tempo de RN, utiliza-se da ex-

pressdo para o tensor energia momento (2.13), bem como o tensor de Faraday encontrado,

(2.16), de modo que

1 — T 1 — 20\ T
Ty = SX(rPe 0 4 (el

2
1 —z0(T 1 - s
TTT = —ix(r)2e 2a(r) _ §C(71)26 28(r)
1 1 (2.39)
Ty = §T2C(T)2 + §r2x(r)2€2[6¥(7)+5(r)]
1 1
Ty = {2T2C(T)2 + 2T262[0‘(r)+5(”]} sen’6
onde 7T}, = 0,Vu # v, como afirmado acima.
Utilizando-se o fato dado pela relacdo de igualdade (2.25), obtém-se
€2a(T)RT7= + GQB(T)Rtt =0
=a(r)+p(r)=C (2.40)

sendo C' uma constante advinda da integracdo necesséria para resolver a consequente EDQ®
que surge. No entanto, pode-se realizar uma redefinicdo na coordenada temporal dada em
(2.10), de modo a fazer com que e“dt — dt. Estas mudancas podem ser realizadas sem
preocupacdo, uma vez que a relatividade geral engloba determinado sistema de coordenadas
escolhido para expressar o tensor métrico e nao pode-se inferir, sem antes resolver por completo
a ECE, no presente caso, acoplada as equacbes de Maxwell, qual o significado fisico-geométrico
dos coeficientes em questao.

Disto, decorre que

a(r) = —p(r) (2.41)

8 Equacdo diferencial ordinaria.
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e o elemento de linha, consequentemente, pode ser escrito como:
ds? = =2 dt? + e 22 dr? 4 r2d0% 4 r? sen®0do? . (2.42)

O tensor métrico covariante é agora escrito como

€2o¢(r) 0 0
) 0 e 20 9 0
9 = , (2.43)
0 0 r? 0
0 0 0 r2sen30

e o contravariante sendo a matriz inversa, isto é, o inverso dos elementos da diagonal.

2.4 DESENVOLVIMENTO DA SOLUCAO DAS EQUACOES DE MAXWELL

Tendo se preocupado com o desenvolvimento da ECE acoplada ao tensor energia momento
do campo eletromagnético classico e obtido o respectivo elemento de linha em funcao de
parametros reduzidos, passamos a desenvolver a resolucao das equacdes de Maxwell, isto é,
as duas ultimas do sistema apresentado em (2.24).

Pela primeira equacdo no sistema das equacdes de Maxwell, (2.15), temos
Ve, =0, (2.44)

e para resolver tal equacdo e encontrar a componente F;, = x(r), faz-se necessario apresentar
a identidade para o simbolo de Christoffel com dois indices iguais, um inferior e outro superior.

Usando (2.33), é um exercicio direto chegar a seguinte expressao

1
\/_—gab(\/—_g) : (2.45)

Para um tensor de rank-2 sob a acdo do operador derivada covariante, temos

a _
Fab_

vaFab — aaFab + re acha + Fb acFac

1
——0.(/—g)F® + T e 2.46
1
:760 — Fcb ‘I‘FbacFac
v Ve

porém, como os simbolos de Christoffel em questdo sao torcdo nula e o tensor de Faraday é

— 8aFab +

antissimétrico, o Gltimo termo acima é identicamente nulo. Logo:

Vo F® = ——0.(/—gF®). (2.47)

e
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Utilizando-se da express3o acima e o fato que /—¢g = r?senf), bem como a condicio de
compatibilidade métrica para abaixar e levantar os indices na Eq. (2.44), para o sistema de

coordenado em uso, {z*}, encontramos

1
V" = ———0,(r* sen®’0F*) . (2.48)

r2sen26 "
Considerando a componente radial, uma vez que a derivada temporal serad nula, satisfazendo

a equacao, onde ndo ha dependéncia temporal nos coeficientes do tensor de Faraday. Assim

1
r? sen26
1

_ 2 20 rr tt
= m@(r sen“0g’" g" Fyt)

= Lo(Px() = 0

= 0.(r*x(r)) =0

V. F = O, (r*sen®9F™)

(2.49)

onde utilizou-se o fato que a métrica contravariante é dada pelo inverso dos elementos de

(2.43), sendo assim ¢g""g" = 1. Portanto, decorre do resultado acima que
C
F. =x(r)= =k (2.50)

sendo C' uma constante de integracao.

Segue do teorema de Gauss da eletrostatica que, utilizando-se do sistema de coordenadas
esféricas, a constante de integracao acima pode ser identificada como sendo a carga total do
buraco negro de Reissner-Nordstrom, Q).

Para encontrar o outro termo que nos resta, (r), aplicamos a segunda equacdo do sistema
(2.15), ou seja

ViaFpg = 0. (2.51)

Realizando a antissimetrizacdo por completo, chegamos a
Vanc + VCFCLb + Vcha =0 ) (252)

e considerando a aplicacao do operador derivada covariante em um tensor de rank-2, obtemos

as relacoes

va]-?bc = aanC - deaFdC - chand

VcFab = acFab - FdaCde - decFad (253)

Vcha = abﬁjca - chbFad - Fdachd
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de modo que a soma dos termos acima cancela todos os simbolos de Christoffel, e pode-se

alocar no seguinte formato

V[anc] = aanc + 80Fab + 8me =0 (2.54)

=0, Fpe + 0. Fopy + OpFrg =0 (255)

o que era esperado pela segunda identidade de Bianchi.

Considerando esta Gtima expressdo, e levando combinacdes tais que {u, v, 0} = {r,0, ¢},

encotra-se
0, Fpy = 0,.[r*C(r)send] = 0. (2.56)
Portanto
C
Fop = ((r) = 5 (2.57)

e novamente pelo teorema de Gauss resulta que a constante C' pode ser identificada como
sendo a carga magnética total do buraco negro, P.
Portanto, substituindo na expressdo para o tensor de Faraday, (2.31), os coeficientes x(r)

e ((r) encontrados, determina-se o tensor de Faraday:

0 0 Q/r? 0

— 2.0 0 0
o | (2.58)

0 0 0 P senf

0 0 —Psenf 0

2.5 DETERMINACAO DA METRICA DE REISSNER-NORDSTROM

Para a completa determinacao da métrica de Reissner-Nordstrom, resta-se apenas encon-

trar o coeficiente «(r). Para esta finalidade, deve-se, por fim, resolver
Rog = K Tpy (2.59)

onde tanto a componente na varidvel angular polar do tensor de Ricci, Ryy, quanto a sua
respectiva componente do tensor energia-momento, Tyy, foram apresentadas em (2.38) e

(2.39), respectivamente. Isto €, deve-se resolver a consequente equacdo

1+ e O (0,8(r) — d,a(r)) — 1] = & {;T2C(T)2 + ;TQ@z[a(THB(T)]} : (2.60)
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Levando-se em conta que, como obtido anteriormente, 5(r) = —a(r), Eq. (2.41), x(r) =

Q/r? ((r) = P/r?* chegamos a

1 — e2O[2r9,a(r) + 1] = 8:T2 (Q*+ P?), (2.61)
sendo k = 87 e simplificando
2 P2
Oy (re?y =1 — M : (2.62)
T
Integrando de ambos os lados, obtém-se
C 2 p2
e =14 = 4 % (2.63)
r r

o que determina o coeficiente a(r) completamente com excecdo do ponto singular r = 0,
tratando-se da singularidade do buraco negro de RN.

Para determinar a constante de integracdo, C, aplica-se o fato deste espaco-tempo ser
uma generalizacdo da solucdo de Schwarzschild no vacuo, T,;, = 0. Ou seja, a solucdo formal
para o caso de Schwarzschild decorre do sistema (2.24), sem fontes eletromagnéticas. Isto é,

sua solucdo formal é dada, mais as condicdes de contorno, por:
Rab =0. (264)

Tal generalizacdo surge do fato de estarmos considerando nao mais o vacuo, mas sim
regidoes com campos de longas distancias eletromagnéticos, o que faz surgir a carga total, @,

bem como o monopolo magnético, P. Disto, decorre que os limites
Q—0 : P—0 (2.65)

devem concidir com o espaco-tempo schwarzschildiano, pois as fontes dos campos eletro-
magnéticos desaparecem completamente, uma vez que n3o estamos considerando correntes
elétricas devido a estaticidade do caso RN.

Pela expressdo (1.19), deve-se ter neste limite

w _, M (2.66)

C
lim 14+ — 4+
r r

(Q,P)—(0,0) r
o que leva a definir a constante de integracdo como sendo igual ao raio de Schwarzschild
negativo, ou seja

C=-2M. (2.67)
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Substituindo este valor para a constante na expressdo (2.63), e posteriormente substituindo a
exponencial resultante na Eq. (2.42), obtém-se, portanto, o elemento de linha caracteristico

do espaco-tempo exterior de Reissner-Nordstrom

oM Q2+ P? oM Q*+ P\ "
d52:_<1_ +Q+ )dt2+<1— +Q+ ) dr* +r?dQ*  (2.68)

r 72 r 72

onde dQ? = df? + sen?d d¢?®. Logo, o tensor métrico covariante é

[ 2M 24 p? 1

- (1 ML e ) 0 0 0

T r
oM Q@+ P2\
) 0 (1 ML e ) 0 0
G = r r , (2.69)

0 0 r? 0

0 0 0 r?sen?d

e a sua forma contravariante sendo dada pelo inverso dos elementos da diagonal.

2.6 HORIZONTE DE EVENTOS E ANALISE DAS RELACOES ENTRE M, Q E P

Buracos negros sdo definidos como sendo uma regido do espaco-tempo formada por uma
singularidade coberta por um (ou mais) horizontes de evento(s), onde o campo gravitacional
é tao intenso que nenhuma particula, ou mesmo a luz, ultrapassando a fronteira do horizonte
de evento(s), consegue escapar. O caso aqui abordado trata-se do buraco negro de Reissner-
Nordstrom, sendo este um espaco-tempo assintoticamente plano, isto é, no limite r — oo
recuperamos o espaco-tempo plano dado pela métrica de Minkowski, 74, = diag(—1,1,1,1).

Estes objetos astrondmicos sdo cercados por uma (ou mais) hipersuperficie denominada
horizonte de eventos que acoberta a singularidade e, pela conjectura da censura césmica, todos
possuem. A conjectura da censura césmica afirma que todos os espacos-tempos fisicamente
razodveis sdo globalmente hiperbdlicos, isto é, com excecdo da possivel singularidade inicial do
Big Bang, nenhuma outra é visivel para qualquer observador externo, seja qual for sua posicdo
de observacdo [12].

Como visto no inicio deste capitulo, a métrica de Reissener-Nordstrom é estacionaria, no
qual conclui-se que existe um campo vetorial de Killing, £%, sendo assintéticamente tipo-tempo

no infinto espacial. Ou seja,

£ — —1 : 7 — 00 (2.70)
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com a métrica independente da coordenada temporal
at Guv = 0. (271)

Em uma dada hipersuperficie tal que ¢ seja uma constante, escolhe-se o sistema de coorde-
nadas usual durante toda a presente abordagem, ou seja, {z#} = {t, 7,0, ¢}, onde tem-se, no
infinito espacial, o comportamento tipo-Minkowski. O horizonte de eventos é uma hipersuperfi-
cie nula caracterizada por determinada posicao radial, 7y, dividindo o comportamento do vetor
de Killing £* como tipo-tempo para r > ry e tipo-espaco para r < ry, onde exatamente em
r = rg o vetor torna-se nulo. Cruzando esta regido, ou seja, r < 7y, 0s caminhos tornam-se
geodésicas tipo-espaco e ndo hd maneira causal para retornar a regido externa r > ry.

Em geral, a determinac3o para o qual a hipersuperficie torna-se nula, ou seja, do horizonte
de eventos, depende fundamentalmente do sistema de coordenadas adotado. No entanto, para
o caso aqui abordado é feito de forma mias simples, uma vez que 9, é normal a hipersuperficie,

tem-se

(Our)(9"r) = g™, (2.72)

e como estamos preocupados em encontrar a posicao radial, 7y, para o qual se tem a nulidade

do vetor normal acima, encontra-se que esta condicdo é satisfeita impondo que
9" (ra) =0, (2.73)

determinando com isso a localizacdo do horizonte de eventos.

Utilizando-se da forma contravariante do tensor métrico gfﬁN), (2.69), obtém-se

2M 24 p?
(1— L@ t )z , (2.74)
r r
sendo as solucdes da consequente equacdo quadratica para a varidvel r dadas por
ry =M+ M?—(Q*+ P?)
\/ (2.75)
ro=M—\/M2—(Q*+ P2)
que podem ser postas no formato mais sintético
re=M=£ /M2~ (Q* + P2). (2.76)

Estes sao os dois horizontes de eventos do buraco negro de Reissner-Nordstrém, sendo r_ o

chamado horizonte de eventos interno, ou de Cauchy, e v o horizonte de eventos externo.
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Observa-se que estes valores para os horizontes de eventos, junto com r = 0, substituindo
no elemento de linha dado pela expressdo (2.68), fazem com que ele fique indefinido. Assim,
surge de impulso definir singularidades locais onde a métrica ou quantidades geométricas

associadas, tais como o tensor de Riemann que mede a curvatura, ndo sdo definidos ou mesmo

d

abc '

diferenciaveis. No entanto, tanto a métrica quanto o tensor de Riemann, R SA0 EXPressos
em determinado sistema de coordenadas, {z*}, de modo que este comportamento nos pontos
onde isto ocorre pode vir da escolha particular deste sistema especifico, tratando, portanto,
de um problema puramente matematico e ndo de uma singularidade fisica verdadeira. Pode-se
pensar em definir determinados escalares como R e R, R e analisar seu comportamento,

porém, o problema anterior continua a persistir. Portanto, para as finalidades desta dissertacao,

considera-se singularidades fisicas aquelas para o qual no ponto singular
1. Ao menos uma curva geodésica (tipo-tempo ou tipo-luz) ndo esta definida;

2. O escalar polinomialmente construido a partir do tensor de curvatura de Riemann, ou

escalar de Kretschmann, C, dado por

K :Rabcd Rade
(2.77)

=K = 2[61\427»2 — 12M7(Q* + P?) + 7(Q* + P*)?]

ndo possui comportamento bem definido, isto é, explode: K — +oc.

Em relacdo ao primeiro ponto acima, ndo ird se apresentar um tratamento detalhado das
curvas geodésicas, interessados consultar [7]; o ponto 2 trata-se de uma condicdo suficiente,
mas nao necessaria.

Para o caso de Reissner-Nordstrom, o escalar de Kretschmann possui comportamento dado
por

K = :Sp(M, Q.P), (2.78)

sendo p(M, @, P) o polindmio dado pelo numerador do escalar de Kretschmann acima apre-
sentado. Disto, nota-se que r4 atribui a X um comportamento bem definido, tratando-se
de singularidades aparentes e que surgem da escolha particular em expressar o espaco-tempo
em coordenadas esféricas, configurando os horizontes de eventos interno e externo. Porém,
fica claro que » = 0 é uma singularidade problematica e, pelo exposto acima, de carater
verdadeiramente fisico.

A partir desta conclusdo, pode-se analisar determinadas relacGes entre os parametros que

caracterizam o buraco negro e consequentemente seus respectivos horizontes de eventos, r,
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e obter algumas informacdes elucidativas. Definindo

A(r) = (1 _M Q2+P2> , (2.79)

r r2
pode-se realizar o grafico, Fig. 4, para trés casos possiveis: M? > Q? + P?, M? = Q? + P2,
e M? < (Q? 4+ P2 Todos eles estdo representados para valores arbitrarios destas quantidades,
respeitando-se apenas as respectivas relacGes, e onde nota-se também o caso no vacuo, ou

seja, sem fontes eletromagnéticas correspondendo ao caso de Schwarzschild.

Figura 4 — Comportamento para as diferentes relaces entre M, () e P no buraco negro de Reissner-Nordstréom

M?>Q%+ P?
—_— M?=Q%+ P’
M?<Q?+P?
Schwarzschild

- M Ty 2M

r

Fonte: O autor (2024)

Portanto, pode-se ter trés solucdes, duas ou nenhuma.

2.6.1 Caso 1: M? > Q%+ P?

Neste caso, tem-se que a energia total do buraco negro (BN) é superior a energia oriunda
dos campos eletromagnéticos, representando um colapso gravitacional relativistico. Nota-se
que, por meio da Fig. 4, A(r) é positivo para valores da coordenada radial tais que 0 <
r<r_ery <r < oo, e negativo para a regido determinada por r_ < r < r, ,com ry
dado pela expressdo (2.76). A métrica possui singularidades aparentes advindas do sistema de
coordenadas em uso e que, portanto, podem ser removidas por meio de uma transformacao.

As superficies definidas por r+ sdo ambas nulas e correspondem, como tratado acima, a
horizontes de eventos. J4 o ponto » = 0, além de tratar da real singularidade fisica, tem-

se que é uma linha tipo-tempo, ndo uma superficie tipo-espaco (como ocorre para o caso



61

Schwarzschild). Se um observador, vindo do infinito, encontra-se caindo no buraco negro a
coordenada r, é analoga ao caso 2M na métrica de Schwarzschild, pois, a partir dela, a
coordenada troca seu comportamento descritivo passando de tipo-espaco para tipo-timpo e,
necessariamente, move-se na direcdo que tende a decrescer r. Observadores que porventura
estivessem fora do buraco negro testemunhariam o mesmo fenémeno acerca de um buraco
negro descarregado, isto é, o observador em queda é visto de forma cada vez mais lenta e
aumentando o redshift’.

Porém, a queda inevitavel de r, para raios cada vez menores dura somente até atingir
a superficie nula caracterizada por r = r_, onde seu comportamento é novamente trocado,
voltando a ser uma coordenada tipo-espaco e o consequente movimento na direcao de decrescer
r pode ser detido. Portanto, o observador nao alcanca a singularidade » = 0, uma vez que
r = 0 é uma linha tipo-tempo e n3o necessariamente no futuro do observador. Disto, decorre
que o observador pode escolher, ou continuar sobre » = 0, ou simplesmente mover-se na
direcdo de aumentar r através da superficie r = r_. Assim, segue que r ird comportar-se
novamente como tipo-tempo, no entanto, com orientac3do reversa; o observador é forcado a
mover-se na direcdo de aumento da coordenada radial e entdo sera, eventualmente, jogado
para fora, passando por ., sendo equivalente a emergir de um buraco branco dentro do resto
do universo. Neste ponto, cabe ao observador escolher se deseja voltar para dentro do buraco
negro, porém diferente daquele no qual foi entrado inicialmente, e repetir a mesma viagem

quantas vezes quiser [36].

2.6.2 Caso 2: M? = (Q*+ P?

Este caso particular se faz importante devido aos resultados obtidos, e que serao analisados
porteriormente, para os MQNs nas regides proximas ou neste limite.

Conhecido como caso extremal, o buraco negro é conhecido como solucdo extremal de
Reissner-Nordstrém, sendo um ferramental tedrico rico para estudos direcionados ao campo
da relatividade geral, no entanto, representando um caso de alta instabilidade fisica, pois é
suficiente uma pequena quantidade de matéria para termos o Caso 1 acima, o que é de se
esperar, uma vez que a matéria em geral sempre estd em interacdo com o buraco negro.

Fica claro, resolvendo-se a Eq. (2.74) para este caso, a existéncia de um dnico raio, r = 2/,

" Redshift ou desvio para o vermelho é o efeito do aumento do comprimento de onda (ou diminuicdo da

frequéncia) de uma onda eletromagnética quando sua respectiva fonte, ou seu refletor, afasta-se. Em
relatividade, acontece devido a campos gravitacionais intensos.
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representando o horizonte de eventos, mas nunca sendo tipo-tempo; torna-se nula em r» = 2M,
mas é tipo-espaco em ambos os lados, isto é, para r < 2M e r > 2M; a singularidade, » = 0,
é uma linha tipo-tempo. Entdo, para este caso particular de solucdo de Reissner-Nordstrom, o
observador pode evitar a singularidade e continuar a se mover para o futuro para cépias extras
da regido assintoticamente plana, mas a singularidade é sempre a esquerda do observador.

Uma das propriedades mais fascinantes do BN extremal é o fato da massa ser balance-
ada pelas cargas elétricas e magnéticas. Mais especificamente, dois buracos negros extremais
com os mesmos sinais de carga elétrica irdo atrair-se, um ao outro, gravitacionalmente, mas
repelir eletromagneticamente e o resultado é o cancelamente mituo entre ambas as forcas.
Obviamente, pode-se procurar solucées exatas das equacGes de Einstein-Maxwell acopladas
que representem determinado nimero de tais buracos negros em uma configuracao estatica
[36].

Com esta finalidade, deve-se considerar () = M na expressdo para o elemento de linha
caracteristico de Reissner-Nordstrom (2.68), onde consideramos, para efeito de simplicidade e
ndo carregar demais as notacoes, P = 0. No entanto, o tratamento é estritamente analogo.
Disto, obtém-se

oM M? oM M2\
ds* = — <1 -+ 2) dt* + (1 ——+ 2) dr® +r*dQ?, (2.80)
r r r r

podendo ser simplificado

M\? M\ 2
dsQ——<1—) dt2+(l—> dr® + 12402

T r
M2 M2 M2
_ (1 - ) di* + (1 _ ) ler + (1 _ ) mm] (2.81)
T r T
M 2 M -2
__ (1 _ ) dt* + (1 - ) [dr + (r — m)*r2as?]
T T

realizando a mudanca de variavel

r=p—»M, (2.82)

de modo que obtém-se

S A R R

Substituindo esta igualdade no resultado simplificada dado pela expressdo (2.81) acima

M\~ M\’
ds? = — (1 + p) 2 + (1 + p) (dp? + p?d2?) | (2.84)
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sendo ds® = dp? + p?dQ? o elemento de linha da métrica plana euclidiana. Conclui-se que
esta é a métrica de Reissner-Nordstrom extremal em coordenadas isotrépicas, de modo que

pode-se generaliza-la escrevendo
ds? = —p({x})2dt* + »({x})*dx> (2.85)

com

ot = 1+ 5 (286)

e x = 2/ (e,)® representando um campo vetorial tridimensional cartesiano.

Na coordenada original, r, o campo elétrico da solucao extremal pode ser expresso por

meio da componente do quadrivetor potencial, (A4,)%, isto é,

E’I’ - F;gr - 8,14,5 — atAT7 (287)

uma vez que estamos no caso estatico 9;A, = 0, conclui-se que
ET — &Jlt — 92 = At — —Q . (288)

r r

Inserindo a troca de varidvel dada pela expressdo (2.82), bem como considerando ) = M na

expressao acima para o quadrivetor potencial, encontramos que

M
A, =— ) 2.
143 p+M o ( 89)

ou considerando-se a expressdo (2.86), pode-se escrever como

A= [0 ({x}) - 1] 3. (2.90)

Com isto, pode-se usar a métrica no qual o elemento de linha (2.85) é expresso e projetar

as equacdes de Einstein-Maxwell e resolvé-las, considerando para tal o quadrivetor potencial
dado pela expressdo acima e 9;¢0({x}) = 0; disto, chega-se a expressdo que leva o nome de

solucdo de Majumdar-Papapetrou (SMP) e que governa 1(x)8

9,0"p({x}) = V¢ ({x}) = 0. (2.91)

Esta é a equacdo de Laplace, cujas solucbes sdo bem comportadas no infinito e dadas por
=1 — 2.92
v =1+ 2 = (2.92)

para determinado conjunto de N pontos nas posicoes simbolizadas por x;. Tais pontos des-
crevem as posicoes dos N buracos negros de Reissner-Nordstrom extremais com massa M;,
e carga elétrica total ();, sendo M; = ();. Este é um caso particular da classe de solucoes de

Majumdar-Papapetrou®, sendo caracterizada pela igualdade entre as densidades de matéria e
8
9

Consultar Apéndice B para demonstracdo.
Para uma leitura detalhada sobre a solucdo de Majumdar-Papapetrou, consultar o Capitulo 8 em [40].
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energia.

Por fim, uma observacdo pertinente:

1. No espaco euclidiano, deveria se ter para o caso
x=0 = p=0 (2.93)

um Gnico ponto, a origem, porém ndo é o caso. A forma isotrépica da métrica, sendo
dada por (2.84), descreve somente a regido externa ao buraco negro extremal, com a
origem sendo dada por p. Também nao ha presenca de singularidades na correspondente

parte angular da métrica com p — 0, sendo o raio da 2-esfera sendo igual a M.

2.6.3 Caso 3: M? < Q> 4 P?

Neste dltimo caso, tem-se que A(r) é sempre positivo e nunca nulo. Consequentemente, a
métrica é completamente regular no sistema de coordenadas {z#} = {¢t,r,0, ¢}. A coordenada
temporal, t, é sempre tipo-tempo e a radial, r, tipo-espaco. Porém, ainda ha uma singularidade
de curvatura em r = 0, sendo agora uma linha tipo-tempo. A existéncia do horizonte de
eventos deixa de existir, disto decorre que ndo ha impecilhos para determinado observador ir
até a singularidade e voltar, trazendo consigo determinada informacdo que, porventura, fora
observada. Aqui, tem-se a chamada singularidade nua.

Neste espaco-tempo, acontece que a singularidade pode influenciar a fisica do futuro longe
da singularidade, no entanto, como existe tal singularidade, implica que este futuro ndo pode
ser previsto ou mesmo calculado porque as leis fisicas quebram-se em r = 0.

Uma andlise cuidadosa das geodésicas revela que a singularidade é repulsiva, isto é, geo-
désicas tipo-tempo nunca interceptam r = 0. Dito de outra forma, as geodésicas tipo-tempo
se aproximam, mas depois afastam-se. Deve-se salientar, contudo, que as geodésicas tipo-luz
e tipo-espaco podem alcancar o ponto singular. O comportamento para r — oo descreve um
espaco-tempo plano e a estrutura causal é normal em todos os lugares.

Percebe-se que nunca pode-se esperar um buraco negro nesta condicdo, M? < QQ? + P?,
como colapso gravitacional, uma vez que ela afirma que a energia total do buraco negro é
menor que a contribuicdo advinda apenas da energia dos campos eletromagnéticos, pois a
massa de matéria que carregou e atribuiu carga elétrica deve ser negativa; por tudo isto, este

caso é considerado n3o-fisico.
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Por fim, faz-se pertinente uma observacdo: se alguém tivesse interesse em modelar par-
ticulas elementares, tal como o elétron, como particulas pontuais com determinada massa e
carga, teria satisfeito, para este caso com P = 0, M? < Q?, pois a interacdo gravitacional é
insignificante diante da repulsdo elétrica coulombiana. Porém, nao deve-se concluir disto que
os elétrons devam ser modelados por singularidades nuas, pois estes se encontram no regime
quantico e, portanto, fora do regime de validade/aplicabilidade da teoria da relatividade geral

classica e, consequentemente, fora destas observacdes [36, 41].
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3 EQUACAO DE HEUN CONFLUENTE E ESPACO-TEMPO NAO-
COMUTATIVO

“Sonhar o sonho impossivel,

Sofrer a angtistia implacavel,

Pisar onde os bravos nao ousam,
Reparar o mal irreparavel,

Amar um amor casto a distancia,
Enfrentar o inimigo invencivel,
Tentar quando as forcas se esvaem,
Alcancar a estrela inatingivel:

Essa é a minha busca."

Miguel de Cervantes

Neste capitulo, iremos introduzir a apresentacdo de um pardmetro ndo-comutativo (PNC)
sobre o espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, decorrente da aplicacdo do twist operator, F, e
que sera expresso a partir da escolha conveniente dos vetores de Killing para o caso RN, isto é,
& e &s. Disto resulta que a parte responsavel pela simetria esférica, isto é, a equacdo angular,
é mantida inalterada com autovalor conhecido, modificando-se somente a parte correspondete
a equacdo radial e que serd a base para nossa analise. Para o caso em que serdo analisados
os MQNs, ou seja, proveniente da interacdo do buraco negro perturbado por um campo
espinorial sem massa, realizamos uma abordagem aproximativa para incrementar a perturbacao
(pardmetro ndo-comutativo) em primeira ordem. Apresentamos também uma breve abordagem
sobre o parametro ndo-comutativo.

Posteriormente, abordaremos o método utilizado para, a partir da equacdo diferencial
radial, tratando-se de uma equacdo confluente de Heun (ECH), obtermos os MQNs baseado
no formalismo da teoria da deformacdo, em especial, o caso das deformacdes isomonodrémicas
tendo como base seus respectivos pontos singulares. Esta resoluciao se baseia no conhecido
problema de Riemann-Hilbert, isto é, obter os dados de monodromia, {o,n}, a partir de
determinados pardmetros que caracterizam a equacdo, {t,c¢;}, e que também dependem do
conjunto de pardmetros {0}, por meio do mapa de Riemann-Hilbert (MRH) dado pela quinta
fungdo transcendente de Painlevé Ty, obtendo com isso, a equacdo transcendental que fornece

0s modos.
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3.1 ESPACO-TEMPO NAO-COMUTATIVO

Para considerarmos a ndo-comutatividade no buraco negro de Reissner-Nordstrom (BN-
RN) fazendo com que este seja o correspondente buraco negro de Reissner-Nordstrém néo-
comutativo, e como consequéncia, analisar os MQNs, faz-se necessério introduzir o tratamento
no qual dara origem a deformacdo. O tratamento aqui empregado é o do Drinfeld twist que
possui como consequéncia a deformacdo da dlgebra de Poincaré®, dando origem a respectiva
algebra de Poincaré deformada, fazendo com que as relacGes permanecam as mesmas, porém
modificando comultiplicacGes. Este é denominado espaco-tempo k-deformado ndo-comutativo.

No presente tratamento, iremos considerar que a descricao é semi-classica, isto é, a geo-
metria do espaco-tempo do BN (campo gravitacional) ndo possui dinamicidade e, portanto,

ndo ¢ alterada pela aplicacdo do twist, contudo as funcdes interagentes com ele o s3o.

3.1.1 Angular twist

A aplicacao do Drinfeld twist faz surgir uma algebra nao-comutativa e provoca modifica-
¢Bes nas funcdes e, para facilitar a abordagem, utilizamos o mapa de Seiberg-Witten (MSW).

O Drinfeld twist é dado por:

F:exp[

1a
~Lo w0, -0,@ at)] . (3.1)
Podemos escrever esta expressdo de maneira mais compacta, utilizando-se da notacdo de
indices, ou seja

F =exp (—;9“”@ & fy> ) (3.2)

sendo 6" as componentes do tensor deformacdo, cuja representacdo matricial possui entradas

constantes e é dada por

0 1
0" =a , (3.3)
-1 0
no qual conclui-se que as tnicas componentes diferentes de zero sdo 0! = —9%* = ¢ para o

sistema de coordenadas {z"} = {t,r,0,¢}. O pardmetro constante a acima é o pardmetro

1A &lgebra de Poincaré é aquela responséavel pela origem das simetrias de Poincaré, dadas por: translacio

espacial e temporal; rotacdes e transformacdes de Lorentz. As duas Gltimas simetrias juntas (rotacdes e
transformacdes de Lorentz) d3o origem ao grupo de Lorentz. E importante notar também que a algebra
de Poincaré é a algebra de Lie do grupo de Poincaré, e que tal grupo é a simetria completa de qualquer
teoria relativistica.
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deformativo que caracteriza a escala ndo-comutativa e comumente sua escala de grandeza é
associado aquela do comprimento de Planck?, isto é, a ~ (p3.

Fica explicito a construcdo do Drinfeld twist a partir de dois dos quatro vetores de Killing
que o espaco-tempo de RN admite: na direcdo temporal, J;, e na angular-azimutal, J,. A
construcdo de tal twist ndo é Unica, e ha formas variadas de expressé-lo e esta escolha particular
baseia-se no fato da métrica permanecer invariante sobre sua aplicacdo e por isso costuma-se
chamé-lo de Killing twist ou angular twist, devido ao fato do campo vetorial 9, = 20, — y0,
ser o gerador de rotagdes ao redor do eixo z. Nota-se que os campos vetoriais J; e 95 comutam,

isto &, [0, 0] = 0.

3.1.2 Algebra nido-comutativa

A aplicacdo do twist operator expresso por (3.1) faz com que se defina, para dois campos
de funcdes quaisquer e infinitamente diferenciaveis, 1) e x, o *-produto da correspondente

algebra ndo-comutativa

vax mno Fl ) =n{ow 5000 -0,00)]ver)

i (3.4)
— ox+ SO @0 ~ (000(0:0)] + Oa?)

onde o mapa p representa a multiplicacao pontual usual, tornando evidente que no limite a — 0
ha a recuperacdo da multiplicacdo padrdo. Observa-se que, pelo fato do tensor métrico ndo
possuir dependéncia nas coordenadas {t, ¢}, pois como vimos no capitulo anterior o espago-
tempo de Reissner-Nordstrom é estatico e esfericamente simétrico, conclui-se que 974 = 9,
para u = {t, ¢} e, em adicdo a isto, a validade das igualdades: g,, x ) = ¢, € Guv * Gop =
Guv 9op- Obviamente tudo isto se da devido ao conveniente uso das simetrias na composicao
do twist, expresso por meio dos vetores de Killing. No entanto, para espacos-tempos arbitrarios

sem tais simetrias, estas relacoes deixam de valer.

2 Trata-se de uma unidade de comprimento que pode ser determinada a partir de trés constantes funda-

mentais da Natureza no Sistema Internacional de Unidades (SI), s&o elas: velocidade da luz no vacuo, c;
constante de Planck reduzida, &, e a constante gravitacional de Newton, G . Sendo

lp = /RGN /c® ~1.616255(18) x 10735 m,

de acordo com o National Institute of Standards and Technology (NIST).
Adiante se abordara novamente esta escala ao se escolher o valor numérico para o parametro ndo-comutativo
na implementacdo numérica.



69

As relacdes de comutacao, em coordenadas esféricas, obedecem:
[t, €], ==t x e — e¥xt = —ae'

[t7 ¢(t7 T, 07 ¢)]* =1a &W(t, T, 9’ gb)

(3.5)

Todas as demais comutam. Portanto, conclui-se que o twist operator dado por (3.1), gera

uma tipo de algebra de Lie nao-comutativa.

3.1.3 Mapa de Seiberg-Witten

A presente abordagem para introduzirmos a perturbacdo no espaco-tempo fazendo com que
se torne nao-comutativo advém do fato de acoplarmos o campo nao-comutativo ao buraco
negro classico de Reissner-Nordstrém, por sua vez acoplado a um campo de gauge U(1)*
deformado chamado de U(1),.

O MSW trata-se de uma determinada transformacdo de campo que permite-nos expres-
sar a teoria de gauge no espaco ndo-comutativo como uma teoria de gauge sobre espacos
comutativos, ou seja, quantidades das varidveis ndo-comutativas em funcao das variaveis co-
mutativas. Disto, decorre que o problema da quantizacdo da carga em U(1), n3o existe®. Tal
mapa também nos garante que os graus de liberdade da teoria ndo-comutativa sdo os mesmos
da correspondente teoria comutativa, isto é, nao ha introducdo de novos graus de liberdade,
além de ser expresso por meio da multiplicacdo pontual usual. Os campos agora sao rotulados
por chapéus, ou seja, U, A,, Fy ..., e assim por diante.

Assumindo que o campo U é complexo e possui carga ¢, porém sem massa, transformando-
se de acordo com a representacdo da transformacdo de gauge U (1), ndo-comutativo, de modo

que a derivada covariante atuando sobre ele é dada por:

A

D, = 9,0 —igA, « . (3.6)

Portanto, utilizando-se do Drinfeld twist e expandindo até primeira ordem no parametro

a, pode-se expressar os correspondentes campos nao-comutativos ¥, A, e F},, por meio das

Grupo de gauge do eletromagnetismo.

Os campos aqui considerados pertencem ao grupo U(1), de modo que tal abordagem n3o pode ser em-
pregada para descrever as interacées fracas e fortes, pois a dindmica da fisica de particulas requer o uso
do grupo SU(N) para descrever tais interaces. Além do mais, verifica-se que no caso U(1) as cargas sdo
quantizadas, portanto, sendo impossivel descrever quarks [42].

5
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suas respectivas funcdes comutativas

~ 1 )
U= W= 07 A0, Y + (9, — iA,) Y]

A 1
Ay = Ay = 507 Ay (0p Ay + Fy) (3.7)
B, = F, — 077 A,0,F,, + 0 F,,F,,

sendo agora F),, = 2V, A,) com A, € U(1). Este ferramental apresentado de forma breve até
aqui configura o essencial para abordar a questdo referente ao campo espinorial interagente

com o BN, com a presenca da nao-comutatividade.

3.1.4 O problema para a perturbacao espinorial, s = 1/2

De acordo com o artigo [43], os autores afirmam haver uma equivaléncia entre dois métodos

para o caso espinorial no tratamentondo-comutativo, sao eles:

1. Abordagem formal: tratando por meio da acdo ndo-comutativa para o campo espinorial,
isto é, com os respectivos campos ndo-comutativos e o produto x-Moyal onde se utiliza

o mapa de Seiberg-Witten;

2. Abordagem efetiva: partindo-se da equacdo de Dirac no espaco curvo, onde a nao-

comutatividade estd codificada nas tetradas.

Escolhendo-se partir do segundo caso, ou seja, abordagem efetiva, a equacdo para o campo
espinorial, s = 1/2, sem massa e carregado no espaco curvo do BN-RN, é dado pela equacdo
de Dirac

[i(7*(Va = iqA) P ({x}) = [iv*(ea)" (Vi — iqAL)[ Y ({x}) = 0, (3.8)
onde 7 sdo as matrizes de Pauli e (e,)* é uma vierbein (tetrdda) que atua no operador de
Dirac, v*V,, em determinado sistema coordenado. O simbolo {x}, por sua vez, designa o
conjunto de termos {z*} referentes ao sistema de coordenadas adotado.

A equacao de Dirac, nesta geometria em especial, é passivel de separacdo de variaveis, de
modo que se obtém a parte correspondente a componente angular, deixada imperturbada e,
portanto, sua solucdo é determinada, bem como a sua correspondente constante de separacao,
e a componente radial. Como foi observado, a equacdo radial obtida para os MQNs apés a
transformacao

£(z) = exp [—"W)am] y(2) (39)
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perde sua dependéncia no parametro ndo-comutativo, obtendo-se assim a mesma equacdo

presente em [44], isto é,

d*y(z) 1—0_ 1-0,]|dy(z) 1 6, tey
P2 R S 1+Z+z(z—t) y(z) =0, (3.10)

com os parametros {0_, 0., 6,,tc,} idénticos . Disto, conclui-se que a anélise devesse se esten-
der ao fator de segunda ordem no PNC na expansdo do gerador da algebra ndo-comutativa
dado pelo operador Drinfeld twist, (3.1), o que resultard na expansdo do Moyal *-produto,
(3.4), até a segunda ordem em a, porém, a incrementacdo deste fator em segunda ordem,
cuja expressdo pode ser encontrada em [45], culmina na realizacdo de célculos arduos e exten-
sivamente trabalhosos, de modo que se fez necessario a implementacao de uma aproximacao

baseado no caso perturbativo escalar, s = 0. Passaremos a trata-la a seguir.

3.2 APROXIMACAO PARA O CASO ESPINORIAL

Tendo em vista a complexidade para incrementar a perturbacdo em segunda ordem oriunda
da aplicacdo do twist operator, resultando na origem do PNC do espaco-tempo x-deformado,
realizamos uma aproximacdo com a finalidade de observar o comportamento dos MQNs quando
a perturbacao se encontra presente no sistema fisico sob analise, isto é, o BN-RN.

Para isto, tomamos como base o caso escalar e a respectiva correcdo que se tem origem
nos pardmetros de monodromia® (ou pardmetros indiciais) da equacdo diferencial radial, isto
é {0} ={0.,0_,0,}, fundamentais para a determinacdo dos modos, pois ditam o comporta-

mento das solucoes préximas aos pontos singulares.

3.2.1 Correcao para o caso espinorial, s = 1/2

A acdo para o caso do campo escalar carregado sem massa com carga ¢, é dada por [46]:

T A v T T 1 Q v, T [
S [V, A] = /d4x (y/—g*g“ *x D, V" % D,V — 4—q2\/—g*g B g x Foy % F,
(3.11)
Fazendo-se uso da definicdo do Moyal x-produto dado pela Eq. (3.4) e do MSW dado pelas

expressdes (3.7) e realizando-se a variacdo da ac3o, 65,[¥, A], com respeito a W', obtém-se

6 Sera abordado mais a frente questdes referentes a monodromia e isomonodromia de equacdes diferenciais

escalares, além de outros tépicos importantes para a aplicacdo do método para determinar os modos.

7 Tem-se que Ut representa a projecdo auto-dual de 0.
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a equacdo de movimento

g0, —iA,) =T, Dy¥] — 40@5 9" [0, — iA,) (FapDy¥) — T Fog DAV
(3.12)

— 2(0y — iA,) (Fa Dg¥) + 2T |, Fax D — 2(95 — iAg)(FupD,¥)] =0,
onde realizou-se a substituicdo g4, — A, e D, é a derivada covariante (3.6) com o produto
pontual. Projetando-se esta expressdao no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, cujo tensor
métrico é (2.69), e considerando que a Unica componente diferente de zero do quadrivetor

potencial é a temporal, pois trata-se de uma caso estatico (coulombiano), bem como descon-

siderando fontes de monopolos magnéticos, isto é,

qQ

A, = —76Z , Fun=-F,= 5t5" (3.13)
e que 0" = —0% = q, obtemos a correspondente equacio radial

(1 92— V2 + (1— fo2 + 2]\24 o+ 29y 2Q2> U ({x)})
f r rf
(3.14)

M 2
92\ (M- L) oy 4 rro0,| vt =,
r r
onde V2 é o operador laplaciano usual em coordenadas esféricas e
. M Q? r—ry)(r—r_
f=fr)=gu=yg 21—7—1——:( +)§ ) (3.15)

Esta equacdo é separavel admitindo-se solucdo levando em conta sua simetria esférica, co-
dificada nos harménicos esféricos, e a comum dependéncia temporal comentada no Cap. 1

expressa pela exponencial complexa advinda da anélise de Fourier dos modos, ou seja,

+00 e .
W({x}) = U(t,r,60,¢) = \/ﬂ/ Y ;Rﬁ(rmm(e,@e%wt, (3.16)

Disto, obtém-se a equacdo de autovalor para a componente angular
gégé)vuvvnm(a ¢) - —f(ﬁ + 1)}/€m(9a ¢) (317)

e a correspondente equacdo para a parte radial

R 2 (M dR ﬂww 1<w_q@ﬂm

dr? +ﬁ r dr _?

M ) iR (3.18)
—imaﬁ [(—%) R 4 rf—* ] =0
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onde m é o ndmero azimutal dos MQNs. E possivel deixar esta equacdo em um formato
muito similar aquele encontrado na auséncia do PNC, e para esta finalidade, realiza-se uma

transformac3o tal que®
m _ —04/2 —0_/2
R/™(r)=(r—ry) (r—r_) y(z) , zeC (3.19)

com o intuito de eliminar os polos duplos e com isso definindo os pardmetros indiciais {6},
de modo que apds sucessivas transformacdes (que dependem do pardmetro ndo-comutativo
e estdo implicitas na varidvel y(z)) a fim de deixar no formato equivalente ao da equacdo

confluente de Heun, pode-se aloca-la na seguinte expressao:

cl2y+l1—9_+1—9+]dy_[1 0, tey yw*m?q?Q?

s 4o
dz? z z—t | dz 4+2z+ (z—t)+ (z+1t1)4

] y=0. (3.20)

Os conjunto de parametros, {6}, dados por

qQ
) (‘U ) i e
T o\ ey

2r3

qQ
,<7~_ _w> i 0 (3.21)

0 =1 e —r— 2T W_Ti_

272

T 6_

O, = 2i[w(ry +r_) —qQ] — 47?“:2;{?_74)

onde percebe-se que a dependéncia no pardmetro ndo-comutativo encontra-se apenas em
0., sendo em primeira ordem, e tendo sido utilizado, para escrever o conjunto acima, a

temperatura no respectivo horizonte de eventos

2nTy = ———— 3.22
T4 27“3: ) ( )

com o pardmetro acessorio, tc;, por sua vez, sem apresentar a dependéncia no pardmetro

ndo-comutativo, tendo a forma

tey =00+ 1) — (qQ — wr_)(i + dwr_) + w(i + 2¢Q)ry — 2w?r? (3.23)
e os pontos singulares

ti=2iw(ry —r_) (3.24)

t1 = 2wwr_

8  Consultar Apéndice D para conferir a deducio matematica.
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Nota-se que a equacao adquire um termo a mais devido a presenca da nao-comutatividade.
Possuindo um valor diminuto, o termo que o acompanha pode ser encarado como um potencial
perturbativo, de modo que se faz conveniente adotar a aplicacao da teoria de perturbacdo in-
dependente do tempo tal como visto em Mecdnica Quéntica. Para esta finalidade, é necessario
obter o conjunto solucdo da respectiva equacdo ndo-perturbada, isto é, sem o PNC; esta é
dada por (3.42). Com este intuito, a deixamos no formato presente na literatura, cuja solucdo
é posta no seguinte formato [47]

1— 2 1-60-)/2
R/(r) = (7%)( - <M>( o Ho({k};r) e =), (3.25)
re—1r_ re—r_
sendo He({k};r) a funcdo de Heun confluente e {k} = {to, —0_, —0,,d, \} seus respectivos
pardmetros que a caracterizam de acordo com ECH, onde 6 = 0(0+,7%) e A = A(0_,T")
além de dependerem de quantidades intrinsecas ao problema considerado como {¢@, ¢, w}.

Disto, temos que uma solucdo particular da equacao é dada por
UM (w, {x}) = @ ({x}) e = R (r)Y,™(0, ¢) e, (3.26)
isto é,
(1-64)/2 (1-0-)/2
m r—=r =T m iw (r—r_—
UM w, {x}) = <_+> <_> Ho({k};m) Y, ™(0,¢) €™ 7=,
Ty T_ Ty T_
(3.27)

cujo comportamento assintético da funcdo He({k}; ) nos pontos singulares para os MQNs,

é

1+ 0O(r) e
Ho({k}ir) ~ 4 ) (3.28)
- + 0? (r) , T — 00

Admitindo-se um conjunto completo formado pelas soluces correspondentes aos estados

N

p—0, Para a equagido

das fun¢Ges de onda para cada estado de energia p, isto é, {U,"({x}),
ndo perturbada. Apds as manipulacoes realizadas para deixar a equacao radial no formato

padrdo na literatura, o termo referente ao potencial perturbativo é expresso como:

. 2
V(r) = a*w’m?¢*Q? <T+2T:_) (3.29)
Sabendo que o produto interno da funcdo de onda relativistica é dado por [48]
. . —m
(W™ (w, {x})p, ¥ (w, {x})q) = —@/ZdE W (w, {x})p O W, (w, {x})y (3.30)

=i [0 e, Dy 08w, () — T (w0, {51y 00, 0, (D))



75

onde dX é o elemento de volume induzido nas hipersuperficies espaciais, 3., e a barra significa
o complexo conjugado. Admitindo uma hipersuperficie tal que t = constante, obtém-se o

elemento de volume
2

€abc = \/ﬁ

Assumindo a ortogonalidade do conjunto solucdo, {V,™({x}),

dr Adf A dg. (3.31)

p o» € fazendo uso do produto
interno dado pela expresséo (3.30) considerando que os MQNs sdo, por definicdo, complexos,
pode-se escrevé-los na forma

wy = R(wp) + i (wp) , (3.32)

de modo que obtém-se pela teoria de perturbacdo, considerando-se as expansoes tanto para
®,"({x}) quanto para w em termos do parametro perturbativo, validas e dadas por
() 1 2 (2
o ({x}), = @0 + a V) + a?0P) + ..
(3.33)

wp = w® 4+ awM + a®w + ...
e assumindo a ortogonalidade entre a func3o de onda n3o perturbada, (¥, com a primeira
correcao, CIDZ(}), é possivel deixar a expressao para a primeira correcdo no modo-quase normal

no seguinte formato esquematico (I" = [r, co[U[0, 27w [U[0, 7]):

/drer IO {xNV (e ({x)). (3.34)

4, conclui-se que

Como o potencial possui comportamento determinado por V(r) ~ r~
sua convergéncia é rapidamente atingida e como a expansdo da solucdo em r — oo, dada
pela expressdo (3.28), decai polinomialmente em r, percebe-se que o comportamento da
solucdo para r — oo pode ser desconsiderada, pois a descricdo fisica relevente se concentrara,
prioritariamente, préximo a posicao radial r,. Portanto, a primeira correcdo nos modos é

0 2 1
wimq@Q)? o _
(1) _ 2( n 28 (wn)r+ 3/2 —2v/x
Wy = e ; de [(1 —x)(1 — Bx)]”/“e , v€eR (3.35)
onde

p:=—¢€(0,1]
re (3.36)

7 = S(l) rs € (0,00)

Pelo integrando da expressdo da primeira correcdo, Eq. (3.35), vé-se tratar de uma funcio

continua e estritamente positiva no intervalo, de modo que atribuindo a interpretacao de area
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para a integral, conclui-se tratar-se de um valor numérico estritamente positivo. Disto, pode-se

afirmar que, sem perda de generalidade, tem-se
1
/ dr[(1—z)(1 — px)]*?e ®/* =202 | AeR. (3.37)
0

Portanto, substituindo este resultado na equacdo integral (3.35), a primeira correcdo nos
modos é dada por? :
w) = a2(wqumA)26_2%(“’2)7'+ ) (3.38)
Aqui, w(?) = w? sendo o modo oriundo da equacdo radial sem a presenca do PNC.
Percebe-se que a primeira correcdo é de segunda ordem no parametro ndo-comutativo, a.
Este resultado era de se esperar, uma vez que o nimero de solucbes de funcdes de onda com

E, = w, (pois h=1) deve ser obtido somando sobre todos os estados, o que inclui a soma no

ndmero azimutal m perpassando todos os seus valores, isto é, m = —|¢| a m = |{|, de modo
que tem-se
u +e
NE: / , dmm=0. (3.39)

Sendo a dependéncia no nimero azimutal de poténcia impar, tal soma anula-se. Isto acontece
com demais quantidades fisicas do sistema que necessitam computar o niimero de estados,
tais como entropia de Bekenstein-Hawking, Sgy, e energia livre de Helmholtz, F', [49]. Como
o pardmetro ndo-comutativo vem sempre acompanhado do ndmero azimutal, m, na mesma
poténcia (consequéncia da aplicacdo do twist operator), conclui-se que poténcias impares
terdo contribuicao nula devido ao anulamento da respectiva integral para a computacao da
densidade de estados; talvez esteja aqui o cerne em implementar a ndo-comutatividade em
primeira ordem. Por fim, percebe-se que, por se tratar de uma teoria de perturbacdo, o modo
wp ndo possui paridade bem definida, uma vez que este é expandido em termos de frequéncias
com paridade bem definida.

Tendo em vista esta dificuldade e, no entanto, querendo analisar o comportamento dos
MQNs na presenca do pardmetro nao-comutativo em primeira ordem, partimos da equacdo de
Dirac dada por (3.8), cujo tratamento é um pouco mais complexo tendo em vista a escolha das
tetradas, deixando a computacao mais laboriosa, ou simplesmente da componente radial da
equacao mestra de Teukolsky, possuindo a vantagem de ter calculos mais diretos. Escolhendo-

se o segundo caminho, temos

A—Si (AH_SdR) . <K(r)2 _ 2i8(7” — M)K(T) + diswr — 2isqQ — S/\€> R=0 (3.40)

dr dr A

Consultar Apéndice E para obter o desenvolvimento matematico da teoria de perturbacdo independente do
tempo empregada e a consequente obtenc3o desta primeira correcdo nos MQNs.

9
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onde A= (r—ry)(r—r_), R=R/™(r), K(r) =wr?—qQr, )= ({ —s)({+s+1) sendo
a constante de separacdo e s = 41/2 (valida para ambas helicidades). Esta equacdo pode ser
posta no formato da ECH realizando, de forma similar ao caso escalar, s = 0, a mudanca de

variavel

RPr) = (= ) O )02y () (3.41)
obtendo novamente a equacao

Ey(e) | [1 -6 1 _ﬂ dy(z) [1 0

* tct
- =0 3.42
dz? z z—1 dz to, T y(2) ’ ( )

4 2z z(z-—1)
com o conjunto de parametros {#} agora levemente distintos levando a presenca do spin do
campo em consideracdo e sendo o PNC, a, adicionado ad hoc, baseado no comportamento

antes discutido e obtido para o caso escalar, motivando o estudo da andlise em primeira ordem

para o campo espinorial:

_ i @
9+ =St 27TT+ (w Ty )
i qQ
= . 3.43
0 s+ 5T (w r_> ( )

mqQT_0_
w(ry —r-)

0, = =25+ 2i(2Mw — qQ) — 4ma

O parametro acessorio, tc;, sendo igual ao que foi obtido anteriormente e novamente com o
PNC em primeira ordem presente apenas em 6,. Os parametros {0} = {0,,0_,60,}, por sua
vez, ditam o comportamento da solucdo nos pontos singulares onde s3o definidos e possuem

as expansoes

(z—20) )21+ 0O(2)) , 2 —0
Y(2) = { (2 — 2) G214+ O(2)) , 20—t (3.44)
2/2e=#2(1 + O(27Y)) , 2z 00

Portanto, estes sao os dados necessarios e tomados como base do presente estudo. Dito
isto, o problema esta formalmente posto e passamos a apresentar na secdo seguinte o método
utilizado para resolver o problema de se encontrar os modos a partir da ECH acima, Eq. (3.42).

Por fim, apresentamos a equacao de Teukolsky correspondente a parte angular

1 d [sen@dsSe ()

d (m + scosf)?
send df do

senz6

] N [s e S(0) =0, (3.45)

sendo N\ = (¢ — s)(¢ + s+ 1) a constante de separacdo bem definida, pois é mantida sua

simetria esférica como afirmado anteriormente. Seu comportamento nos pontos singulares é
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regular, isto é,

57 (0) = (0 —00)°(1 4+ O(8)) . 0p—0 (3.45)

0—0)1+00—-1) , 6y —t
A seguir, realizamos uma breve abordagem fenomenoldgica acerca do valor numérico do
parametro ndo-comutativo que codifica a incerteza na medicdo das coordenadas do espaco-
tempo e agrega o carater ndo pontual na Teoria da Relatividade Geral, escolhendo um valor

particular para os fins desejados de observacdo e analise.

3.2.2 Parametro nao-comutativo, a: uma escolha numérica

A Teoria da Relatividade Geral é a correspondente teoria de campo do campo gravitacional,
porém com o adicional que esta traz consigo a determinacao de propriedades de carater
totalmente geométrico do espaco-tempo. Isto é, a gravidade é um efeito de carater geométrico.

A abordagem n3o-comutativa para o espaco-tempo, ou seja, para a sua geometria inerente,
foi inicialmente abordada por Snyder [50]. A proposta inicial foi para se resolver o problema da
renormalizacdo de propriedades de uma teoria de campos a curtas distancias, ou até mesmo
torna-las finitas devido a flutuacdes quanticas . Disto, atribui-se uma imagem essencialmente
ndao-comutativa ao espaco-tempo, de modo que a descricdo do campo gravitacional por meio
de uma geometria ndo-comutativa codificaria determinado carater indeterminado (ou indefi-
nido) do espaco-tempo simbolizada, no sistema de coordenadas certesiano, pela relacdo de
comutacio!®

[XH, XY], = iae" (3.48)

sendo 0" = ae"*1! o tensor antissimétrico de deformacdo como afirmado anteriormente e e
o correspondente tensor de Levi-Civita. Tal tensor deformativo em sua representacdo matricial

determina a célula fundamental de discretizacdo do referido espaco-tempo n3o-comutativo,

10O correspondente espaco-tempo é chamado de x-deformado devido a relacio de n3o-comutacio das coor-
denadas, dadas por (3.48), podendo ser escrita em uma forma x-deformada

%", %Y], = %(u“f{” R (3.47)

sendo k o pardmetro de deformacdo e u* um vetor constante arbitrario. O mais famoso exemplo da relacdo
acima é a chamada élgebra x-Minkowski no qual tem-se u# = (—1,0) [51].
Com {u,v} podendo percorrer {0,1,2,3} designando, respectivamente, {t,z,y,z}. No presenta caso
adotado em coordenadas esféricas, €*¥ % 0 se, e somente se, €t? = —¢®* = 1. Tal escolha para a
relacdo de comutacio, isto é, para a teoria ndo-comutativa, viola a invaridncia de Lorentz. Porém, possui
simetria quéntica na dlgebra distorcida de Poincaré [45].

11
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sendo assim, resultando em uma geometria essencialmente ndo-pontual, pois a nocao de ponto

agora ndo agrega sentido nenhum devido a incerteza inerente
s SV 1 v
AXFARY > 5]9“ | (3.49)

associado ao comportamento nao-comutativo das coordenadas. Por sua vez, salienta-se que
o caso relacionado a comutac3o fornecida pela Eq. (3.48), e adotada nesta dissertacdo, é um
das possiveis variadas formas de se implementar deformacdes ndo locais em teorias de campo,
tal como a Relatividade Geral; utilizamos Moyal x-produto, inspirado nos fundamentos da
Mecanica Quantica de maneira a fornecer uma sistematica computacdo para descrever espacos
ndo-comutativos €, consequentemente, estudar teorias de campos que interagem e se propagam
nele. E em coordenadas esféricas, tais relacdes de comutacdo sdo dadas por (3.5).

Disto, percebe-se inerentemente a natural analogia com o caso da Mecanica Quantica
usual, onde a constante fundamental que realiza o papel do PNC é a constante de Planck
reduzida, e as relacoes de comutacao sao em termos de observavéis tais como posicao, X, e

momento, P. O fato de termos

(X, P] = ihl, (3.50)

isto €, a ndo comutacdo, estd intimamente relacionado com o principio da incerteza de Heisen-
berg, sendo a constante h aquela que discretiza o espaco de fase e agrega a correspondente
incerteza, atribuindo o carater fundamentalmente probabilistico da Teoria Quantica.

O dominio de validade da teoria da Relatividade Geral é limitada pelo simples fato de
ndo considerar efeitos quanticos, sendo estes esperados por volta da escala dada pelo compri-
mento de Planck, ¢p. Disto, decorre, juntamente com a analogia geometria ndo-comutativa-
Mecanica Quantica abordada acima, que a incerteza na medicdo de posicdes oriundas da
ndo-comutatividade seja dada pelo comprimento de Plack [52]. A dimensionalidade do para-

metro ndo-comutativo, por sua vez, em coordenadas cartesianas, é dada por*?
la] = L? = M2 (3.51)

sendo a igualdade L = M~! decorrente do uso de unidades naturais. Disto, conclui-se que

a~ (%,

12 \/aria caso considerado em coordenadas esféricas, sendo dada por:
[a] =L =M1

Isto decorre do fato de, em coordenadas esféricas, a varidvel angular ¢ ser adimensional.



80

Pelo lado experimental, o PNC foi delimitado em diversas areas de pesquisas fisicas,
tentando-se estabelecer um limiar para seu valor. Na Tab. 1, encontram-se alguns valores

e suas respectivas areas'3.

Tabela 1 — Valores experimentais estimados para o pardmetro ndo-comutativo, a

Limites do PNC Nivel Fisico Avaliado Referéncias
a< (1TeV)™? Func3o de onda nuclear [53]
a <1078 GeV 2 Correcdes no Lamb shift [54]
la] < 1071 GeV ! Principio da incerteza generalizado [55]
la] < 8.4 x 10738GeV 2 Sinal de Ondas Gravitacionais [56]

Fonte: O autor (2024)

Decorre disto que o valor diminuto do PNC dificulta a andlise dos seus efeitos, como era
de se esperar. Portanto, desejando estudar seu efeito quando considerado em primeira ordem
no espaco-tempo de Reissner-Nordstrom, escolhemos ad hoc seu valor numérico, respeitando

para isto duas condicdes:
1. Ser pequeno o suficiente para justificar a adocdo do tratamento perturbativo;
2. Ser tal que seja perceptivel em uma analise baseada na construcdo grafica do MQNs.

Portanto, o valor adotado é muito superior a sua escala original, mas tendo a finalidade

de se estudar um modelo teérico, adotamos:

a=10x10"*m. (3.52)

3.3 EQUACOES DIFERENCIAIS

E sabido que equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) aparecem em todos os ramos da
fisica, tais como Mecénica Classica, Mecinica Quantica, Eletrodindmica e demais campos,
mostrando-se como um ferramental de enorme importancia na resoluciao e entendimento do
fendmeno fisico sob anélise. No que diz respeito a aplicabilidade de tais equacdes, seu uso se
faz necessario desde a analise do classico problema do oscilador harménico em movimentos

periddicos, até na tentativa de se obter os MQNs de um buraco negro (como serd o caso

13 Deve-se notar que para o caso Principio da incerteza generalizado o expoente da unidade esta escrito de
forma distinto dos demais, e isto se deve ao fato dos autores da referéncia citada ao lado terem utilizado
as coordenadas esféricas, diferentemente dos demais que estdo em cartesianas.
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nesta presente dissertacdo). Apenas por meio de dois problemas totalmente distintos, nota-se
a necessidade de se obter métodos de resolucao para elas, seja no dominio dos nimeros reais,
R, ou dos nimeros complexos, C. No que segue, apresentaremos determindas propriedades das
EDOs no dominio complexo necesséarias para um panorama adequado do método para resolucdo

e consequente encontro dos MQNSs, relacionados ao buraco negro de Reissner-Nordstrom.

3.3.1 Equacdes diferenciais: classificacao e forma normal

Em geral, as EDOs escalares sao dadas por meio da seguinte expressao geral

dN dN—l dN_2
() + P () ) () () =0, (359)
onde os coeficientes dados por p;(z) Vi = 1,2,3,... sdo funcdes racionais holomérficas na

variadvel z € C. A equacdo acima, representando determinada classe de equacdes diferenciais,
pode ser classificada como fuchsiana ou ndo, de acordo com os pontos singulares presentes
nos coeficientes p;(z), classificados como pontos singulares regulares ou pontos singulares
irregulares. Para classifica-los como tal, seja z; um polo de, ao menos, um dos coeficientes p;,
e seja k; a respectiva ordem de tal polo. Chama-se um ponto singular regular se, e somente
se,

ki <, (3.54)

e um ponto singular irregular caso contrario. EquacGes fuchsianas sdo aquelas no qual a
existéncia dos pontos singulares é dada apenas por pontos regulares.
A Eq. (3.53) pode ser posta no formato de um sistema de equacées diferenciais de primeira

ordem, podendo ser alocada no seguinte formato
—Y(2) =A(2)Y(z2), (3.55)

onde Y(z) é um N-vetor coluna composto por suas respectivas N-solucdes e A(z) é uma

matriz quadrada N x N cujas entradas sdao funcoes holomérficas de z, ou seja,

y1(2)

Y(z) = yQFZ) . A(z)=Ay(z) , 1<i, j<N (3.56)

yn(2)
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Deve-se salientar que o sistema (3.55) é idéntico a Eq. (3.53) podendo recupera-la e, para isto,
bastando considerar Y (2) = (yV(2), y®(2),...,y"™(2))T com 3 (2) indicando a derivada
de i-ésima ordem. A expressdo para a matriz A(z) pode ser posta, considerando o rank de
Poincaré dos respectivos polos finitos z;, isto é, r;, bem como dos polos infinitos, ., na forma
[57]
N () Too

A2) =33 ——=+> AP (3.57)
onde Al(j) e AY) sio matrizes quadradas N x N constantes. Reafirma-se que ambas as
expressdes dadas por (3.53) e (3.55) sdo matematicamente equivalentes e pode-se obter uma
a partir da outra e vice-versa, sendo o sistema (3.55) denominado forma normal [58]. Pode-se
também escolher uma tupla de N-solucoes linearmente independentes em determinado ponto

do espaco do dominio, onde tem-se uma base do espaco de solucdes, D(z; C), de modo que
Y(Z) = [Y1(2)7Y2(2)a'"7YN(Z)}N><N7 (358)

sendo este um sistema fundamental de solu¢bes (ou matriz fundamental de solucées). Disto,

conclui-se que tal sistema é dado por uma matriz quadrada N x NN, o que implica afirmar
W(z) =det Y(z), (3.59)

onde W(z) o correspondente Wronskiano.
Nota-se por fim que, afirmar a natureza holomérfica de A(z) em determinado dominio,
D(z;C), é equivalente a afirmar que os coeficientes p; também possuem a mesma natureza

neste dominio.

3.3.2 Monodromia

Ha dois tipos de monodromias: local e global. A monodromia local refere-se a informacao
codificada na variacdo do sistema fundamental de solucao ao circular, por um caminho fechado,
um ponto singular da E DO realizando-se sua continuacdo analitica; ja a monodromia global
nos fornece a mesma informacao acerca do sistema fundamental de solucdo, porém, quando
se é feita a continuacdo analitica ao redor de mais de um ponto singular, isto é, global.

Para a abordagem da monodromia, faz-se necessério considerar o dominio dado pela esfera

de Riemann, P = C U {oc}, com excecdo do conjunto de todos os pontos singulares, isto é,

D(zC) =P\{z}.
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Seja v um circuito-(+1), isto é, 7; — (4+1), onde comeca-se no ponto base b e percorre o
ponto singular no sentido anti-horério representado por uma curva fechada em D(z; C), onde
se inicia a curva e um Unico ponto singular. A continuacdo analitica da matriz fundamental

de solucdo ao longo da curva, Y(z,), com z, = (z — b) + be*™, |b] > |2

, possui uma matriz

M, associada tal que

Y(z,) =Y(2)M,, (3.60)

onde M, € GL(N, C)* é denominada matriz de monodromia relacionada com ~ dependente
da escolha particular da matriz fundamental de solucdo Y(z), mas cuja classe de conjugacdo
ndao depende desta escolha, sendo a classe de conjugacao a monodromia local em z; = 2
da equacdo diferencial (3.55). Pelo fato de M., ser unicamente determinada pela classe de
homotopia de v em D(z; C), obtém-se o mapa
p:m(D(z;C),b) — GL(N,C)
(3.61)
v — M,

sendo a representacdo monodromica, p(y), com respeito a Y(z), o produto em D(z;C)
mapeiando igualmente um produto em GL(N, C). Portanto, tem-se que a imagem p(y) = M,
de v € m(D(z;C),p) é a chamada matriz de monodromia.

O caso acima trata-se da monodromia para um ponto singular, ou seja, local. No entanto
pode-se estender, de maneira semelhante, para um conjunto maior englobando todos os pon-
tos singulares, de modo que tenhamos uma monodromia global. Considerando agora que o
conjunto de pontos singulares é tal que {z;} = {a;}, bem como o ponto base sendo b e a curva
fechada dada por uma unido de curvas igualmente fechadas ; — (+1), cada uma circulando
um Unico ponto singular sem interceptar as demais curvas, isto é, v = |J 7; como mostra a

Fig. 5.

140 GL(N,C) é um grupo linear formado por matrizes quadradas N x N inversiveis com operac3o produto
entre seus elementos matriciais bem definido.
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Figura 5 — Curvas circulando pontos singulares para a monodromia global

Fonte: Haraoka[58] (2015)

Disto, decorre que a continuacdo analitica da matriz de solucao fundamental apés circular

todos os p pontos singulares, Y (z,), continua sendo
Y(z,) = Y(:)M,, (3.62)

no entanto, a matriz de monodromia é dada agora por

p
M,=M, M, ..M, = H M., (3.63)
i=1
e a correspondente representacdo monodrémica
p
p(7) = p(0)p(n) - p() = T (7). (3.64)
i=0

sendo esta unicamente determinada pela tupla de matrizes, {M.,}, de modo que tem-se

obedecida a relacao

p
H M, =1 (3.65)
=0

onde I é a matriz identidade, I = diag(1,1,...,1). Para cada matriz de monodromia, M,,,

denota-se a monodromia relacionada ao ponto singular, z; = a;, por £;, de modo que tem-se
M, €ZL; (3.66)

cujo grupo fundamental, m1(D(z;C),b), tratando-se do dominio da representacdo monodrd-

mica, possui a seguinte forma

m1(D(2;C),b) = (Y0, Y15+ s WolVom1 - = 1) (3.67)
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No presente caso de interesse desta dissertacao, isto é, calcular os MQNs para o BN-RN
com a presenaca de um parametro nao-comutativo, a equacdo diferencial fundamental nesta

anélise é tal que N = 2, de modo que a Eq. (3.53) pode ser posta no formato

d*y(z) dy(z)
dz? P(z) dz

+p2(2) =0, (3.68)

como pode ser notado pela equac3o radial antes apresentada, Eq. (3.42), com a sua respectiva
forma normal:
d

@CI)(z) =A(z) ®(2). (3.69)

Uma anélise detalhada da Eq. (3.68), dada por completo pela Eq. (3.42), confirma a
existéncia de dois pontos singulares regulares, 2 = 0 e z = 2y, € um irregular, z — 00, sendo
uma ECH e tendo seus respectivos pontos singulares finitos um rank de Poincaré tal que
r; = 0, bem como o irregular r,, = 1. Levando em consideracdo estes fatos e substituindo-os

na expressdo (3.57), obtém-se a expansdo para a matriz A(z):

A A,
Alz) =24 220 LA, (3.70)

z Z— 2
Sendo agora matrizes quadradas 2 x 2 e o conjunto {Ag, A.,, A} composto por matrizes
constantes.

De agora em diante, iremos sempre nos referir a este caso particular e que sera mais

detalhado a seguir.

3.3.3 Isomonodromia

Para o sistema (3.69) pode-se escrever, sem perda de generalidade, um dos polos em
funcao do outro e estender com isso a dependéncia para os demais. Disto, tomamos zy = t,

de modo que a respectiva formal normal torna-se

i@(z,t) = A(z,1)P(z,1) (3.71)

com a matriz A(z,t) agora sendo dada por

Ay A
Az t) = =2+

+A 3.72
z  z—t 7 (3.72)
sendo o sistema formado pelas duas expressdoes acima denominado sistema de Garnier. Uma
questao fundamental a ser comentada é o fato da isomonodromia depender da simetria das

propriedades de monodromia do sistema matricial acima.



86

Para o nosso caso, ou seja, sistemas matriciais 2 X 2, ha uma infinidade de escolhas particu-
lares que fornecem a mesma solucdo. Dito isto, pode-se escolher uma base tal que diagonalize
A, o que implica afirmar que a matriz de solucdo fundametal, ®(z,t), é substituida por
Coo®(z,t) com C, ®(z,t)CZ} diagonal, sendo C,, uma matriz. Assim, uma transformacio
s-homotédpica dada por

Q' (2,t) = 2%(z — t)Me**D(2) , (3.73)
provoca apenas uma translacdo na matriz especifica, isto €,

Com isso, pode-se utilizar tais transformacdes a fim de aplicar determinadas restricdes a
matriz A, especifica. Primeiro podemos considerar que, sem perda de generalidade, A, é
diagonal e aplicando uma transformac3o s-homotépica pode-se tomar A, sem traco, bem
como Ay e A; com determinante nulo. Em adicdo, pode-se escolher A,, com autovalores
sendo +1/2, a partir de um reescalonamento na variavel complexa z. Portanto, pode-se alocar

estas matrizes no formato

1 Ao(t)  Ayt)

A == :
(z:8) = gos + — =+ ——, (3.75)
com
1 0
03 = s det(Ag) = det(At) = 0, (376)
0 —1

e podendo a matriz A(z,t) ser vista como um potencial de gauge. Salienta-se que é possivel
a existéncia de transformacdes de gauge no qual altera o valor do médulo conforme ¢. Apéds
as transformacdes e restricdes impostas, tem-se que a matriz resultante (3.75) mantém todas
as propriedades de monodromia, isto é, sua representacao monodrémica, desde que se tenha

o sistema

0
%é@sz@ﬁ@@ﬂ (3.77)
5. ®2(51) =B(z,)0(z,1)

satisfeito e que, devido a condicdo de curvatura nula, dada por meio da equacao
O A(z,t) — 0.B(z,t) + [A(z,1),B(z,1)] =0, (3.78)

a correspondente matriz B(z,t) quadrada 2 x 2, seja dada por

B(z,t) = —?t_(tt). (3.79)
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lgualmente pela condicdo de curvatura nula tem-se um conjunto de equacdes induzidas,

{A(t);}, dadas por meio do sistema

P 1
%Ao(t) = l—t[Ao(t)v At(?] (3.80)
oo A) = Slos AdD)] + —[Aa(t). As(1)]

chamado equacdes de Schlesinger.

3.3.4 Obtendo os MQNs: Mapa de Riemann-Hilbert e a quinta funcao transcen-

dente de Painlevé 7/

A equacdo radial motivo de interesse na andlise dos MQNs pode ser posta, apds uma

transformacao s-homotdpica apresentada anteriormente, no formato genérico dado por

d*y(z) N [1 —0_ N 11— 9+1 dy(z) [1 0, tey

Z o x — .81
dz? z z—t dz Tt (2) =0, (3.81)

4 2z z(z—1t) Y
no plano complexo z € C, tendo dois pontos singulares regulares, {0,t}, e um irregular,
{oo}. Chama-se ¢; de pardmetro acessério, enquanto t o médulo conforme da equacdo acima,
relacionado aos dados de monodromia {o,n} de suas solugdes. A partir daqui consideraremos
{0_,0.} ={6y,0,}, respectivamente, em acordo com a literatura.

O problema de Riemann-Hilbert, isto é, encontrar {o,n} a partir dos pardmetros que ca-
racterizam a equacdo acima, {t, ¢, 6y, 0,}, é, fundamentalmente, a espinha dorsal do método
aplicado para encontrar os MQNs e que utilizaremos nesta dissertacdo. Na Eq. (3.81), o con-
junto {0} = {6y, 0:,0,}, é composto por constantes dependentes das quantidades intrinsecas
do BN-RN, tais como seus horizontes de eventos e a correspondente temperatura associada a

cada um deles, além dos MQNs procurados, e é fornecido por (3.43). A sua correspondente

forma normal é dada por

a e Ao(t)  Au(t)
azq)(z,t)— 508t — —+ D(z,1), (3.82)

com as propriedades monodromicas da matriz de solu¢do fundamental, ®(z,t), traduzidas por
meio das propriedades de holonomia de A(z,t).

As equacdes de Schlesinger, dadas pelo sistema (3.80), sdo anélogas as hamiltonianas e
garantem a condicdo de integrabilidade necessaria para a existéncia da funcdo 7, de Painlevé

0 1 1
5% log v ({0};0,m;t) = §Tr(03At) + ETr(AOAt) , (3.83)
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permitindo ser possivel a construcao do mapa de Riemann-Hilbert, sendo este parametrizado
pelos dados monodrémicos, {0, n}, pois estes garantem sua existéncia sob transformacdes de
A(z,t), mantendo-se a expansdo em fracdes parciais dadas por (3.72). Vale observar que o
célculo dos dados de monodromia, {0, 7}, advindos do pardmetro acessério, ¢;, bem como
do médulo conforme, t, dependem da forma na qual expressa-se a equacdo diferencial (3.81)
dentro do sistema de solucao fundamental, definindo, com isso, o potencial de gauge de
maneira Unica.

Em termos da funcdo isomonodrémica 7/, o MRH tal que {¢,¢;} — {o,n} é dado de

forma implicita pelas seguintes equacdes

v({0};0,m;t) =0

0
5 logry({0~ }0 = Lmit) = ¢ +

onde, na segunda equagdo acima, tem-se um deslocamento nos valores do conjunto {6},

00(0r — 1) (3.84)

2t

isto é, {0~} = {6y,0;, — 1,60, + 1}, definindo o pardmetro acessério, bem como a derivada
logaritimica da funcdo 7y, isomonodrémica. Ressalta-se que este sistema é a solucdo formal
para o problema posto e seu uso torna-se pratico devido a forma efetiva de se calcular 7y,
principalmente no que diz respeito a computacao numérica.

Em [59], encontra-se a expans3o assintética da funcio 7y/!° para t pequeno, em termos dos
pardmetros de monodromia, {o,n}, assumindo, sem perda de generalidade, —1 < R(0) < 1,
pois T ({n}; o + 2n,t) = f({n};o,n) 7v({0};0,m;t), Vn € N, com f uma funcdo dada em

termos dos dados monodromicos e independente do médulo conforme, t, ou seja,

2 g2 g2 0, 0, 0,07 —6?)
. ) — . (02 —05—07)/4 0:t/2 N . *\"0 t
n({0):0,m0) = Co(8); o)t con 1 (%= G 4 BB,
(O +0) (0 +0)> = 00) 11, (0x—0)((0—0,)°—05) l+o 2 |41242R0
8o2(c — 1)? vt 8c%(0 4 1)? vt + O, 1 )|

(3.85)

sendo Cy ({0}; o) uma constante ndo-nula e

i

P(1—0)?T (14 50+ 0)) T (14 20+ 60+ 0)) T (1 + 5(6: — b + 0)
Fv =¢ 1 1
2 2

Para o presente caso, onde estamos interessados em encontrar os MQNs, deve-se impor

as condicdes que os originam, isto é, (1.45). Para isto, é necessario utilizarmos a equacdo

15 A funcdo 7 pode ser expressa por meio do determinante de Fredholm, sendo a origem desta expansdo em
série. Consultar o apéndice C.
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radial (3.10), base do presente método e suas respectivas solucdes, sendo possivel alocar tais
condicBes de contorno em termos dos dados de monodromia, {o,n}, de modo que uma uma
base de solucées nos pontos singulares {t, o0}, relacionados ao horizonte de eventos externo

e o infinito espacial, respectivamente, é [60]

v (2) = (2= 1)*(1+ O(z — 1))

y-(2) = (2 = 1)°(1+ O(z — 1))

, ozt (3.87)

— %2 ,—00/2 1 Oz 1
Yoo, +(2 e*z + Oz
+(2) ( (=) e (3.68)

Yoo, (2) = €727 (1 + O 7))

com {y:+(2),y:—(2)} a respectiva base de solu¢des para z — t € {Yoo +(2), Yoo—(2)} para
2 —o00. E possivel mostrar que a matriz de conexdo, C;, entre estas solucdes locais, possui

a seguinte forma dada em termos dos dados de monodromia

PocYoo+ (%) PtoYt+(2)
B G i (3.89)
ﬁooyoo,7<z> ﬁtoyt,*(z)

de modo que

pooyOO,+(Z) 6_%7@ - 6’%"@} —6_%77500@{ + 6_%77@10@ ptoytm-l—(z)

- . . , . (3.90)
Pocloo,—(2) e 7 — e €3 oo + €3¢ ProYto,— (%)
onde
(oo = €737 sen [g(ﬁ* + a)]
| (3.91)
! =e?%sen {g(é’* — a)]
¢
G = sen |2(0,+ 6y —o)| sen |Z(0; — Oy — o)
E J sen 3 ) 592

(! = sen [g(@ + 6o + U)} sen [gwt — b+ U)}

sendo {py, P, Poo, Poo } CONstantes de normalizacdo. As entradas da matriz C; podem ser usadas
para fazer a relacdo entre os coeficientes de espalhamento do buraco negro com os dados de
monodromia, {o,n}, uma vez havendo uma simetria conectando as solu¢ées, onde ha uma

relacdo entre p,, € foo (em geral, reversdo temporal). Assim, para os MQNs, a condicdo é
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a inexisténcia de fluxo de energia para a regido externa no horizonte de eventos externo do
buraco negro e a inexisténcia de fluxo de energia vindo do infinito, isto é, ondas completamente
entrando no horizonte externo e completamente saindo no infinito. Disto, implica que a matriz

C, seja triangular inferior e, portanto, requer que tenhamos a quantidade invariante definindo

n:

o Gl
(& . C&)Q .

Portanto, substituindo as expressdes (3.91) e (3.92) na igualdade acima, obtemos a condi¢do

(3.93)

dos MQNs expressa por:

. . sen [
i —imo

e (3.94)

[SIER IR

(0, + 0)} sen [g(@t + 6 + 0)} sen [g(&t — Oy + 0)}
sen { 0, — 0')} sen [g(@t + 6y — 0)} sen [g(@t — 0 — 0)} .
Tendo a definicdo da funcao 7y,, bem como sua expansao em série, o MRH pode ser utili-
zado para calcular os parametros de monodromia, dado os pardmetros da ECH fornecidos pela
Eq. (3.81). A expressdo (3.94) permite solucdo apenas para um conjunto de valores discretos
para {t,c;}. Formalmente, pode-se utilizar a expansdo para 7y, dada por (3.85), para que

seja possivel a resolucdo da primeira equacdo do MRH dado em (3.84), e consequentemente

encontrar 1 em funcdo do conjunto de pardmetros dados por {o,t, ¢, 0o, 6;, 0.}, isto é,
n= 77(0-7tact79070t79*) . (395)

Porém, para calcular o faz-se necessario o parametro acessério tc;. Esta expansdo é dada por
[61]
(0 —1)2 = (0p + 0; — 1)? N 0, (c(c—2)+62—062)

bor = 4 do(o —2) t
1 056 —68)° (1 1 (1 —02)(05 — 07)* + 202(65 + 67)
N 64 <a3 (o — 2)3) 320 (0 — 2) (3.96)
(1 —09)((00 — 1) = 0)((o + 1)* — 67) ] 2 3
a 32(c +1)(0 — 3) ]t +0),

no qual pode ser usada para encontrar uma expressdo em funcdo dos parametros {t, c;, 6y, 0, 0, }

fornecidos novamente por (3.81), isto é,
o=o(t,c,b00,0;,0,) . (3.97)

Nota-se que a expressdo da expans3o para 7y, (3.85), é meromorfal® em k17, de modo

que a primeira equacdo no MRH, 7 ({0};0,n;t) = 0, pode ser invertida para se obter uma

16 Uma funcdo f(z) é dita meromorfa quando definida em um aberto U € C exceto em um conjunto
discreto de pontos, S, formado por seus respectivos polos. Disto, seja z; € S, existe um inteiro m tal que
(z — z;)™f(z) é holomorfa em determinada vizinhanca de z;. Portanto, no dominio D(z;C) = U\ S a
funcdo pode ser expandida em série de Taylor que, localmente, equivale a fung3o. Consultar [62].
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série para Kkyt? em funcdo de . Novamente assumindo a condicdo —1 < R(o) < 1 para o,

obtém-se a expressdo [44]

Ov({0};0) ™7 = xy ({6}, 0: 1), (3.98)

com

T@2-0)? T(30.+0) T(30+0+0) T (360—06+0))
PO T(14+40.—0) T (1+ 400 +0—0)) T (1+ (00— 6, — 0))
(3.99)

@V({e};U)

Y

sendo xy({0};0;t) uma funcdo analitica, desde que ¢ seja pequeno, com sua respectiva

expans3o tendo a formal’:

o) — 0,07 = 05), | [0300F = 05)* ([ 5 1 2
xv({0};0:t) =1+ (0 — 1)mt [64 (04 — T _ =G
+0(Uz_ 2)) (67 -63) Zje*(eo +6?) <012 B (0_12)2> (1= YO — (B — 1))
- (1920; = ((o— i 12 (o _1 3)2>] 2 +0(t%) . (3.100)

Vale ressaltar que para a expressdo (3.98), também ha uma expans3o deste tipo, no entanto,
com a mudanca o — —c e €™ — ¢~™, assumindo que R(c) < 0.

Por fim, utilizando-se da condicdo dos MQNs expressa por (3.94) e substituindo na Eq.
(3.98), bem como a expressdo para Oy ({0}; ), (3.99), e a propriedade de reflexdo da funcdo

gamma, I'(z2)I'(1 — z) = 7/ sen(7z), obtém-se
Oy ({0};0)e™ = —e ™ Oy (—{0};0) , (3.101)

quando 7 satisfaz (3.94). Substituinto esta relacdo novamente na Eq. (3.98), assumindo que

R(c) > 08, encontra-se a expressio que fornece os MQNs:
—e" "0y (—{0};0) 17" = xv({0};031). (3.102)

Constatando-se tratar de uma equacdo transcendental
Portanto, o problema encontra-se resolvido cabendo agora apenas a aplicacdo numérica

para consequente obtencdo dos resultados.

17 Ressalta-se que assume-se que tal série converge, porém n3o ha prova formal a este respeito.
18 Para R(c) < 0, encontra-se a devida expressio correta, porém, com o — —o.
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4 APRESENTACAO E ANALISE DOS MQNS

“Vai com a minha béncio, e grava na memdria estes preceitos: ‘Nao dés lingua aos teus
proprios pensamentos, nem corpo aos que ndo forem convenientes'’

‘Sé lhano, mas evita abastardares-te’

‘O amigo comprovado, prende-o firme no coracdo com vinculos de ferro, mas a mdo ndo
calejes com saudares a todo instante amigos novos'

‘Foge de entrar em briga; mas, brigando, acaso, faze o competidor temer-te sempre’

‘A todos, teu ouvido, a voz a poucos; ouve opiniées, mas forma juizo préprio.

‘Conforme a bolsa, assim tenhas a roupa: sem fantasia; rica, mas discreta, que o traje as
vezes o homem denuncia. Nisso, principalmente, sdo pichosas as pessoas de classe e prol na
Franca'

‘Nao emprestes nem pecas emprestado, que emprestar é perder dinheiro e amigo, e o oposto
embota o fio a economia’

‘Mas, sobretudo, sé a ti proprio fiel;, segue-se disso, como o dia a noite, que a ninguém

’

poderas jamais ser falso’"

William Shakespeare

Neste Gltimo e conclusivo capitulo apresentamos os resultados numericamente obtidos
para os MQNs e postos em graficos, facilitando a identificacdo de seu comportamento ao
variarmos o limite extremal e sua respectiva conveniente reparametrizacao, de modo a observar
o comportamento dos modos préximo a extremalidade, isto é, M = (). Aqui, consideramos a
auséncia de monopolos magnéticos, com isto o BN-RN ndo-comutativo possui apenas a carga
elétrica total, Q).

Por fim, mostramos que a presenca da ndo-comutatividade, em primeira ordem, n3o afeta
a existéncia de um ponto de bifurcacdo responsavel por, a depender do valor ¢@), separar
os MQNs em amortecidos e subamortecidos como aqueles obtidos em [44]. Determinamos o
valor critico do acoplamento, ¢()., com cinco casas decimais de precisdo, no qual separa os

modos acima e percebemos uma ligeira variacao quando comparado com o citado artigo.
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4.1 REESCREVENDO OS PARAMETROS ACESSORIOS

Para a implementacdo numérica, faz-se conveniente introduzir uma parametrizacdo para a
razdo /M, dada por

]e[:cosu , 1/6[0,721 (4.1)

de modo que no limite extremal () — M, o que implica r, — r_, tem-se v — 0. Consequen-
temente, os pardmetros acessérios dados pelo conjunto {6} = {6_,0.,,0,} e fornecidos pela

ECH base da presente anélise, dada pela Eq. (3.42), ou seja,

d*y(z) N [1 —0_ N 1— Hﬂ dy(z) ll 0, te

dz? z z—t | dz Z+£+z(z—t)

Sao agora escritos como

B i qQ

b= 5+ o [~ 7 e
B i qQ

b= g o= e “
- _ . (Mw)(1 — senv) — qQ

Or = =25 +2i(2Mw — Q) — iamqQ l(MW)Q senv(1 — senv)

onde redefinimos o pardmetro ndo-comutativo, de modo a termos a/M — a para ficar ajustado
de maneira adequada na computacdo numérica, isto é, no cédigo. Devido ao fato de M ser a
massa do BN-RN e tomando esta como constante, nao ha influéncia alguma na dindmica esta
redefinicdo. Os horizontes de eventos, bem como a sua respectiva temperatura e o médulo

conforme s3o agora escritos como

ry = M(1 =+ senv)

senv
Ty == 4.4

= 27 M (1 £ senv)? (44)
t = 41 Mw senv

e 0 parametro acessorio

tey = Ao+ 25 — (1 — 25)qQ + 2[qQ + i(1 — 2s) + (¢Q — is) senv|(Mw) (45)
4.5
—2(1 + senv)*(Mw)?
com Ay = (£ — s)(£ + s+ 1) decorrente do uso dos harménicos esferoidais spin-ponderados,

$S,™(0,¢). Os valores numéricos dos MQNs foram obtidos resolvendo-se o MRH dado pelo

sistema (3.84), usando para esta finalidade a implementacdo numérica das expansées da funcio
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de Painlevé 7y, (3.85), e do pardmetro acessério tc;, (3.96), por meio do uso da linguagem
Julia. Para encontrar as raizes da funcio 7y, utilizou-se para isto o algoritmo do método de
Muller, com o determinante de Fredholm, presente na expansio de 7y, truncado no nimero
de componentes de Fourier tal que Ny = 56 e o parametro tc;, em N, = 128.

Todos os resultados foram obtidos considerando-se o estado do modo w,” sendo caracte-
rizado pelo conjunto de nidmeros quénticos que o definem, isto é, {¢,m,s}. Com o intuito de
confirmar a veracidade do cédigo, bem como sua precisdo, inicialmente consideramos o para-
metro ndo-comutativo nulo, ou seja, a = 0, e o conjunto composto por {¢,m,s} = {1,0,0}
caracterizando uma perturbacao escalar. Disto, obtemos a Tab. 2 variando-se o acoplamento,

qQ.

Tabela 2 — Confirmac3o dos MQNs para {¢,s,m} = {1,0,0}

Q/M = 0.999999

qQ a=0 [44]

0.0 | 0.3776416 — 0.0893845i | 0.3776416 — 0.0893845i
0.1 | 0.4291343 — 0.0888385i | 0.4291343 — 0.0888385i
0.2 | 0.4836193 — 0.0872035i | 0.4836193 — 0.0872035i
0.3 | 0.5411167 — 0.0844886i | 0.5411167 — 0.0844886i
0.4 | 0.6016610 — 0.08071017 | 0.6016610 — 0.08071017
0.5 | 0.6653021 — 0.0758925i | 0.6653021 — 0.0758925i
0.6 | 0.7321070 — 0.07007117 | 0.7321070 — 0.0700711i
0.7 | 0.8021625 — 0.0632953i | 0.8021625 — 0.0632953i
0.8 | 0.8755790 — 0.0556340i | 0.8755790 — 0.0556340i
0.9 | 0.9524949 — 0.0471845i | 0.9524949 — 0.0471845i
1.0 | 1.0330846 — 0.0380869i | 1.0330846 — 0.0330869;

Fonte: O autor (2024)

Percebe-se uma excelente exatiddo dos dados aqui obtidos com aqueles em [44], tendo sido
feito o arredondamento na sétima casa decimal.

Com o intuito de analisar o comportamento dos MQNs quando neste sistema tem-se o
parametro ndo-comutativo em primeira ordem, provocados por perturbacdes espinoriais sem

massa, escolhemos ¢ = m = |s|, mais especificamente,

11 1
{€7m7 8} = {27 57 _2}

onde o valor negativo para a helicidade do spin se deve ao fato de sua natureza outgoing dos

(4.6)

campos. A partir deste conjunto, serd obtido o comportamento dos modos.
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A apresentacao que se fard dos MQNs serd acompanhada das partes real e imaginaria, isto

[0

em seus respectivos graficos. Como sabido, a parte real é responsavel pela oscilacdo tal como os
MNs e apresenta pouca importancia sobre sua estabilidade. Por outro lado, a parte imaginaria,
responsavel pelo comportamento amortecido, é de fundamental importancia neste quesito.
Para que seja possivel uma existéncia em seu estado de equilibrio, a parte complexa dos
modos deve possuir sinal negativo; além do mais, esta componente é de importancia também
no que diz respeito a comprovacdo dos buracos negros através da identificacdo das ondas
gravitacionais, pois encontra-se intrinsecamente relacionado com o tempo de decaimento dos

modos, 7. A relacdo entre o tempo de decaimento e a parte imaginaria é dada por:

o~ (48)

Cx m
S (sw,™)]
Portanto, os MQNs que apresentam menor valor terdo maior tempo de decaimento, o que

implica em maior facilidade por parte do aparato experimental em identifica-los.

4.1.1 MAQNs: variando o limite extremal, Q) /M

Na Fig. 6 abaixo, apresentamos o grafico comportamental dos MQNs variando-se o limite

extremal, QQ/M, no BN-RN:

Figura 6 — Comportamento dos M @QN's variando Q/M para diferentes valores de acoplamento, ¢Q

x10~!
sl : : ; : : i —0.02

—0.04 -
~0.06]- . . : ; I
—0.08 - : B : : p
5 H 13 y
~0.10}" ; : : ; 1
a4l : : - R : 1
—0.12 1/
3r : : : : : 1 ~0.14

2r ‘ — ] -0.16

Re Mw
Im Mw

i i
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
Q/M Q/M

Fonte: O autor (2024)
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onde a cor azul anil configura o espaco-tempo comutativo, isto é, a = 0, e demais cores com
a presenca do PNC adotado:

a=1.0x10"*m

Fica evidente que a presenca do PNC faz com que haja uma divergéncia préximo a origem,
ou seja, quando o buraco negro de Reissner-Nordstrom tende a solucdo de Schwarzschild,

@ = 0. Na Tab. 3 a seguir, elencamos alguns valores dos modos acimal.

Tabela 3—- M@QNs do BN de Reissner-Nordstrém para {¢,m,s} = {1/2,1/2,-1/2}

Q/M Mo
4Q = 0.00 qQ = 0.25 4Q = 0.50 qQ = 0.75

0.0 | 0.1829 — 0.0969: X+Yq X+Yy X+Yi

0.1 | 0.1832—0.0970¢ | 0.2751 — 0.1077¢ | 0.3750 — 0.1143¢ | 0.4808 — 0.1184«¢
0.2 | 0.1843 —0.0971¢ | 0.2768 — 0.1078¢ | 0.3775 — 0.1143¢ | 0.4842 — 0.1183¢
0.3 | 0.1860 — 0.0974¢ | 0.2797 — 0.1080¢ | 0.3817 — 0.1145¢ | 0.4898 — 0.1184«
0.4 | 0.1886 — 0.0977¢ | 0.2839 — 0.1083¢ | 0.3878 — 0.1147¢ | 0.4981 — 0.1185¢
0.5 | 0.1921 — 0.0981¢ | 0.2897 — 0.10857 | 0.3963 — 0.1148¢ | 0.5096 — 0.1185¢
0.6 | 0.1968 — 0.0984¢ | 0.2976 — 0.1087¢ | 0.4080 — 0.1147¢ | 0.5255 — 0.1182¢
0.7 | 0.2030 — 0.0986: | 0.3083 — 0.10857 | 0.4240 — 0.1141¢ | 0.5474 — 0.1173¢
0.8 | 0.2115—0.09827 | 0.3231 — 0.1073¢ | 0.4468 — 0.1121¢ | 0.5791 — 0.1145¢
0.9 | 0.2233 —0.09617 | 0.3452 — 0.1028z | 0.4822 — 0.1054¢ | 0.6301 — 0.1061¢
1.0 | 0.2380 — 0.0878: | 0.3768 — 0.0802¢ | 0.5451 — 0.0579: | 0.7552 — 0.0312:

Fonte: O autor (2024)

Diante do exposto, evidencia-se que no espaco-tempo nao-comutativo ha um efeito catas-
tréfico proximo a origem quando varia-se a razdo /M, isto é, o pardmetro ndo-comutativo
em primeira ordem faz com que os MQNs divirjam no limite Q) /M — 0. Passamos a analisar
a seguir se ha um comportamento catastréfico no que diz respeito ao comportamento dos

MQNs encontrados em [44] préximos da extremalidade, QQ/M — 1.

4.1.2 MQNs: variando o parametro v

Fazendo-se uso da parametrizacdo para o limite extremal, Eq. (4.1), de modo a variarmos
o parametro angular v, e ser possivel analisar o comportamento para diferentes valores de

acoplamento, ¢@, préximos a Q/M =1, obtém-se a Fig. 7.

1 Qs valores X + Yi sdo tais que, neste limite Q/M — 0, X tende a valores numéricos cada vez mais

diminutos, enquanto Y a valores cada vez mais negativos, como pode ser notado pela Fig. 6.
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Nota-se que, de fato, os MQNs possuem comportamentos distintos a dependender do
acoplamento. Disto, conclui-se que a presenca do PNC, em primeira ordem, n3o afeta a
natureza dos modos encontrados em [44] e, portanto, ndo ha efeito catastréfico préximo
da extremalidade. Realizando um estudo detalhado de variados valores para o acoplamento,
encontra-se que seu valor critico, isto é, que dita o comportamento dos MQNs como sendo,

com cinco casas decimais, igual a
qQ.(s = —1/2) ~ 0.64271, (4.9)

com aqueles indo a zero denominados modos subamortecidos e os que tendem a valores cons-
tantes negativos de modos amortecidos, sendo este valor extremamente sensivel a variacoes,
isto é, um valor ligeiramente acima, ¢ > qQ)., faz com que os modos comportem-se como
subamortecidos e, ligeiramente abaixo, ¢Q) < qQ)., como amortecidos. Pela escolha particular
da parametrizacao

Q

A COSV = U = arccos (E) (4.10)

é possivel identificar o valor critico v. do grafico abaixo, sendo seu valor aproximado igual a

v, ~ 0.02777. (4.11)

Figura 7 — Comportamento dos M QN s variando v para diferentes valores de acoplamento, ¢@Q
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Fonte: O autor (2024)

Disto, segue alguns valores para os MQNs e seus respectivos acoplamentos presente na
Tab. 4.
Deve-se notar que os MQNs subamortecidos, proximos a extremalidade, v — 0, tendem

ao valor puramente real Mw — ¢Q?. Isto se deve ao fato dos modos subamortecidos terem a

2 Isto é, tornam-se MNs.
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Tabela 4 - M QN s amortecidos e subamortecidos para {¢,m,s} = {1/2,1/2,-1/2}

Mew,™
v MQNs Amortecidos M@ N s Subamortecidos
qQ = 0.63 q@ = 0.64 q@ = 0.65 qQ@ = 0.66
0.45 | 0.5582 — 0.1058i | 0.5642 — 0.1058: | 0.5701 — 0.1059: | 0.5761 — 0.1059:
0.40 | 0.5710 — 0.10244 | 0.5771 — 0.10244 | 0.5833 — 0.10247 | 0.5894 — 0.1024
0.35 | 0.5842 — 0.0982i | 0.5906 — 0.09827 | 0.5969 — 0.0981: | 0.6033 — 0.0981¢
0.30 | 0.5978 — 0.0929: | 0.6044 — 0.0929: | 0.6110 — 0.0928: | 0.6177 — 0.0927¢
0.25 | 0.6115 — 0.0864% | 0.6184 — 0.08637 | 0.6253 — 0.0861: | 0.6322 — 0.08601¢
0.20 | 0.6247 — 0.0784% | 0.6319 — 0.0782¢ | 0.6392 — 0.0780: | 0.6464 — 0.0778¢
0.15 | 0.6370 — 0.0685% | 0.6445 — 0.0682: | 0.6521 — 0.0679: | 0.6597 — 0.0676¢
0.10 | 0.6467 — 0.0563¢ | 0.6547 — 0.0558: | 0.6627 — 0.05537 | 0.6708 — 0.0548¢
0.05 | 0.6496 — 0.0422i | 0.6582 — 0.0412i | 0.6669 — 0.04067 | 0.6755 — 0.03941
0.00 | 0.6459 — 0.04007 | 0.6541 — 0.03867 | 0.6500 — 0.00007 | 0.6600 — 0.0000¢

Fonte: O autor (2024)

propriedade que os parametros associados a componente radial, isto é, a ECH dados por 6, e
0_, terem limites finitos neste caso. Sabemos, pelo que foi exposto acima, que a expansao do
parametro t é proporcional a senv, sendo igualmente pequeno neste limite, v — 0, podendo
resolver o MRH aproximando apenas para os primeiros termos das respectivas expansoes
envolvidas. Com isso, pode-se expandir ¢; e xy({0},0;t) em termos de v. Disto, segue a

expressdo da expansdo para os modos préximos da extremalidade [44]

Mw = qQ + i B, (4.12)
n=1

sendo 3,% os coeficientes que codificam correcdes nio analiticas em v. Os valores destes
coeficientes, bem como do pardmetro de monodromia o, podem ser encontrados de maneira
recursiva pelas expansdes (3.96) e (3.102), podendo ser encontrado o primeiro termo da
expansdo no acima citado artigo.

Ampliando o grafico préximo ao ponto critico, onde ha a separacao dos modos, obtém-se

a Fig. 8.

3

Como no presente caso o pardmetro 6, possui uma dependéncia no PNC, conclui-se que {3;}¥.; também
apresentardo esta dependéncia.
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Figura 8 — Ponto critico da bifurcacdo dos MQNs
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E importante notar que este ponto comporta-se tal como um ponto critico na descricdo
macroscopica da Termodinamica, isto é, uma transicdo de fase. Sendo as condicées de con-
torno que dao origem aos MQNs a afirmacdo que o buraco negro ndo admite concentracoes
de matéria-energia em sua forma estavel ao seu redor, conclui-se que esta é a assinatura,
codificada nos modos, da transicdo de fase que perpassa tais concentracdes a depender do
valor do acoplamento, ¢@).

O presente interesse na anélise dos modos para o conjunto {¢,m,s} = {1/2,1/2,—1/2}

deve-se a dois fatores:

1. Por se tratar de estados cuja energia é baixa, fundamental, resultando em valores di-
minutos para o médulo da parte imaginaria dos modos e possibilitando assim a sua
deteccdo, facilitada decorrente do longo tempo de decaimento, o que pode ser visto
pela expressdo (4.8), de modo que estes dominar3o o sinal da perturbacdo. Modos com

a parte imagniaria maior, desaparecerdao mais rapidamente.

2. Tal fendmeno acontecer para este conjunto de valores dos niimeros quanticos, motivando
a avaliacdo da analise levando em conta a presenca do PNC em primeira ordem, isto é,

em um espaco-tempo nao-comutativo.

Deve-se chamar atencdo para o fato da aplicacdo do twist operator dado pela Eq. (3.1),
culminando na Eq. (3.14), resultar sempre na presenca do PNC acompanhado do termo refe-
rente a projecdo do momento angular (nimero azimutal), m, isto é, am. Portanto, conclui-se

que no espaco-tempo ndo-comutativo a degenerescéncia é quebrada, fazendo surgir uma des-
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cricdo fisica analoga ao efeito Zeeman dividindo os modos, ou seja, sw,™ # sw, " param # 0
[46].

Por fim, pelo que foi apresentado acerca dos MQNs por meio da anélise grafica, bem
como das tabelas fornecidas com alguns valores, percebe-se que a parte imaginaria é sempre
negativa (ou tende a zero por valores negativos). Portanto, decorre disto que o buraco negro de
Reissner-Nordstrom é linearmente estavel quando perturbado por campos espinoriais, mesmo

no espaco-tempo nao-comutativo.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

“Fiz de mim o que ndo soube

E o que podia fazer de mim ndo o fiz.

O dominé que vesti era errado.

Conheceram-me logo por quem ndo era e ndo desmenti, e perdi-me.
Quando quis tirar a mascara,

Estava pegada a cara.

Quando a tirei e me vi ao espelho,

Ja tinha envelhecido.

Estava bébado, ja ndo sabia vestir o dominé que ndo tinha tirado.
Deitei fora a mascara e dormi no vestiario

Como um céo tolerado pela geréncia

Por ser inofensivo

E vou escrever esta histéria para provar que sou sublime.”

Fernando Pessoa

Nesta presente andlise sobre a influéncia da ndo-comutatividade levando em conta a pri-
meira ordem no buraco negro de Reissner-Nordstrom, isto €, seu respectivo espaco-tempo
ndao-comutativo perturbado por campos espinoriais, realizou-se uma aproximacdo para sua
implementacao devido a ausencia do PNC, nesta ordem, nas equacdes de campo. Tal aproxi-
mac3o foi baseada no comportamento da ndo-comutatividade para campos escalares, portanto,
incrementando-o ad hoc apenas no pardmetro 0, relacionada a ECH referente a parte radial,
onde manteve-se a simetria esférica. O significado fisico, por sua vez, de manter a ndo co-
mutatividade em 6, deve-se ao fato deste parametro estar relacionado ao comportamento das
solucBes no infinito, de modo que os MQNs, sendo detectado por um observador localizado
no infinito espacial ter real significancia.

Foi observado que para os MQNs definido pelo conjunto de nimeros quanticos tais que

= m = |s|, mais especificamente {¢,m,s} = {1/2,1/2,—1/2}, a ndo-comutatividade
do espaco-tempo nao interfere no comportamento fisico descrito pelos modos e presente em
[44]. Mais especificamente, foi notado que hd uma divergéncia bastante acentuada e indo
para valores negativos na parte real dos modos, préximo a origem quando varia-se o limite

extremal, (Q/M, isto é, quando tende-se a recuperar a solucdo shwarzschildiana, @ — 0.
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Tal divergéncia apresenta pouca importancia, uma vez que esta componente diz respeito
apenas ao comportamento oscilativo e como tende a valores negativos elevados, conclui-
se que sao altamente oscilantes, isto é, com curtos comprimentos de onda. No entanto, a
correspondente parte imaginaria quando préximo da extremalidade, Q/M — 1 = v — 0,
fundamental na andlise da estabilidade, pois diz respeito ao comportamento amortercivo,
mantém seu comportamento, isto é, determinados MQNs tendem a zero por valores negativos
enquanto outros a um valor constante negativo , sendo o primeiro caso denominado modos
subamortercidos, e o segundo, modos amortecidos. O fator que determina qual serad a natureza
dos modos é o valor do acoplamento da carga do campo espinorial com a carga do BN-RN
em relacdo a um valor critico extremamente sensivel, ou seja, ¢@Q.. Os modos oriundos de um
acoplamento ligeiramente acima do valor critico, qQ) > q()., possuem natureza subamortecida,
enquanto aqueles com valor menor, ¢Q) < q()., amortecidos.

A determinacdo do valor critico, ¢Q)., foi feita a partir da analise numérica cuidadosa, onde
foram consideradas cinco casas decimais e constatando ter valor ¢Q.(s = —1/2) ~ 0.64271.
Também foi determinado o valor do parametro v utilizado na parametrizacao para descrever o
comportamento dos modos préximo ao limite extremal, M = (), tendo este o valor aproximado
v =~ 0.02777, de modo que /M ~ 0.99960. Este ponto de bifurcdo dos modos comporta-
se tal como um ponto critico, separando a natureza e codificando a informacdo acerca das
transicoes de fase da matéria-energia ao redor do buraco negro de Reissner-Nordstrom.

Portanto, conclui-se que no tratamento aproximativo utilizado para descrever perturbacoes
espinoriais no espaco-tempo nao-comutativo de Reissner-Nordstrom, nao ha variacées significa-
tivas nos MQNs obtidos em [44]. Isto motiva, aliado ao interesse de estudar como a imprecisdo
de medicdes entre as coordenadas do espaco-tempo oriundo da geometria ndo-comutativa se
encontra codificada em determinadas relacdes/quantidades fisicas como os MQNs, a formular
um estudo mais refinado e laborioso sobre a presenca da ndo-comutatividade em ordem mais
elevada, tais como a? ou O%(a), e encontrar determinados tracos de sua existéncia em buracos
negros mais realistas, tal como o de Kerr, onde ha a presenca de rotacdo simbolizada pelo
momento angular, J. A somar com isto, o fato de interesse relevante sobre efeitos quanticos
serem amplificados préximos ao horizonte de eventos de buracos negros extremais, especial-
mente Kerr e Reissner-Nordstrom, codificados nas dimensdes de escala, vy, como apontado por
Horowitz et al em [32], por meio de uma teoria de campo efetivo para a gravidade, construida

a partir da acdo com o tensor de Riemann em ordens superiores.
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APENDICE A - COMPONENTES DOS SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL,
TENSOR DE RIEMANN, TENSOR E ESCALAR DE RICCI E TENSOR
ENERGIA-MOMENTO

Define-se Z(r) :=r? —2Mr — (Q?+ P?) com ) e P sendo a carga elétrica e o monopolo
magnético, respectivamente.

Fazendo-se uso da expressdo para o calculo do simbolo de Christoffel (2.33), isto é,

1
[ = 590d(0a9bd + Obgad — Oagab) » (A1)

para a particular métrica de Reissner-Nordstrom escrita no sistemas de coordenadas {z*} =

{t,r,0, ¢}, dada pelo tensor métrico (2.69), obtém-se:

o Mr=(@+pP?) . [Mr—(@+P)E . Mr—(Q+P?)
tr — = tt — 5 T =
=T r =r
= = sen? sen(20)
rr,=—-= | A —— ‘Y. —=— (A.2)
06 r o r ol 2
1 1
| re . == %, = cotg(d
LCA- re = . gy — CO g( )
Utilizando a expressdo (2.34)
Rt = =207y + 2T, , T, (A3)

para obter-se as respectivas componentes do tensor de Riemann, encontra-se:

, 2Mr — 3(Q? + P?) 0 Mr — (Q* + P?)
R, = =2 Ry " = — r2
Mr — (Q* + P?) [2Mr — 3(Q* + P?)] _
Rt¢t¢ = — - sen(0) R, '=— s =
Mr — (Q*+ P? Mr—(Q* + P?
Rrerﬁ — r (Ci + ) Rr¢r¢ [ r (Q2 + )] SenQ(e)
r r
M =@+ P?) _ o Mr—(Q*+ P?) (A4)
Ryp" = 76 = Ry = — =2
= [Mr — (Q* + P?)] _
r Mr — (Q2 + PQ) 2} S
Ry == =, Ry = \1= 3
Por sua vez, utilizando-se da expressdo (2.37), isto é,
R, = 9" Rapea = Rac = =201y, + 2T¢ , )T . (A.5)
obtém-se as componentes do tensor de Ricci:
2 2 2 2
+ P + P
Rtt = _Mgtt ) Rr?“ = _Mgrr
@+ P @ P (A6)
Rog =+——7—""0900 , Rgp= t T Yee

rd
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ou explicitamente

+ P 2M  Q*+ P?
Rtt:M 1_ +Q 5
T r r

24 p2 oM Q*+ P2\
po_ (@R (oM @
rt r r? (A.7)
oy — (@5 P
r
2 P2
Ryp = @ :; )sen29

Deve-se observar que na condicdo ) = P = 0, recupera-se a equacdo que resulta no

buraco negro de Schwarzschild como solucdo, pois
Ry =0, (A.8)

sendo um resultado esperado, uma vez que sem a presenca das quantidades fisicas que dao

origem ao campo eletromagnético classico e na auséncia de demais concentracdes de matéria-

energia, tem-se o vacuo. A equacdo (A.8) é exatamente a ECE para estas condicdes.
Salienta-se que, devido ao fato do tensor energia-momento eletromagnético possuir a

condicdo de nulidade do traco
Roy = kT => R = g Ry = ¢""Ty, = 0, (A.9)
decorre que o escalar de Ricci também o é, ou seja:
R=0. (A.10)

Apbés a determinacdo das quantidades inerentemente geométricas decorrente da teoria de

campo da relatividade geral, apresentamos as componentes do tensor energia-momento

1 1
Ty =— ( F..F,¢ — =g, FeFde) A.11
b . < b 49 bL'd s ( )

com F,, dado pelo tensor (2.58). Utilizando-se do tensor métrico de Reissner-Nordstrom,

(2.69), bem como o fato

’ (@ + P?)
Fu B = =22, (A.12)
obtemos as componentes
1 (Q?*+ P? 1 (Q*+ P?
T;ft - (Q 4 )gtt ) Trr o (Q 4 ) rr
8 r 8 r (A 13)
1 (@*+P?) 1 (@ +7r?) '
Tyo = T e Ty = [T
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ou explicitamente

1 (Q*+ P? 2M  Q*+ P?
Ty = +—(Q ) 1— + ¢
T ré r 72
1 (Q*+ P? oM Q*+ P2\
7, - - L@ )(1_ L )
8m r r r (A.14)
1 (Q*+P?)
Tpp=+—-t
o9 +87T 72
1 (@*+P)
Typ = +877T = sen“f

Fica evidente a condicdo de traco nulo, isto é,

T, = g"T,, =0. (A.15)
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APENDICE B - SOLUCAO MAJUMDAR-PAPAPETROU (SMP)

A SMP apresentada no Cap. 2, possui elemento de linha dado por (2.85), isto é,

452 = —({x})2de + p({x} P, (81)
com
M
Y({x}) = (1 n |X|) , (82)

e x = z* (e,)* sendo um campo vetorial tridimensional cartesiano.

Tal espaco-tempo possui os seguintes simbolos de Christoffel diferentes de zero

Iy ==~ ({x}) dip({x}) Iy = = ({x}) dip({x})
Iy = ¢ ({x) 9;0({x}) M5 = =7 ({x}) 90 ({x})
com os indices ¢ e j representando as componentes espaciais, sendo ¢ # j, e assumindo a

estaticidade, ou seja, d,({x}) = 0.

(B.3)

Disto, resulta que as componentes ndo nulas, com 7 # j, do tensor de Ricci sdo
Ry = ¢~ ({x}) Ve ({x})|”
Ry = 0 ({x}) [[Ve{x})[* - 20({x})] (B-4)
Rij = =29 ({x}) 20 ({x})9;0({x})

A respectiva componente n3o nula do tensor de Faraday, novamente admitindo a estatici-

dade do quadripotencial magnético, A,, é

Fy = 0 A; — 8; 4, = v ({x}) dip({x}),, (B.5)
cujas contracdes relevantes s3o dadas por

FpF, " =9~ ({x}) Vo ({x})I’ F, F” = =20~ ({x}) Vo ({x})[" (B.6)
F,F; * = =72 ({x}) [0 ({x})]’ FypF, " =0

e as componentes do tensor energia-momento, 7};, sendo

Ty = 0 () [V x)
T = - 072(0) [0 — 20((x))] (B.7)
Ty = — -0 (XD (B o))
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com ¢ # j. Deve-se notar que devido a condicdo de traco nulo do tensor energia-momento do

campo eletromagnético classico

T, = g"T,, =0, (B.8)

verifica-se estar de acordo com a ECE.
Com estas informacdes de origem geométrica, basta resolvermos uma das equacdes de

Maxwell, qual seja, a que afirma o carater de nulidade da divergéncia, isto &,
V. F*" =0. (B.9)

Considerando a componente temporal, bem como a expansao da derivada covariante atuando
em um tensor de rank-2
OF" + T F" +T" JF7 =0 (B.10)
com
O,F" =207 ({x}) Vo ({x})]* = v 2 ({x}) V*¥({x})
I B = ¢~ ({x}) Ve ({x})]* (B.11)
I3 = =307 ({x}) [Ve({x})’

e substituindo estas igualdades em (B.10), chega-se a
207 ({x}) [Vo({x}) [ = ¢~ ({x}) V*o({x}) (B.12)
+97 ({x}) Vo ({xDI” = 3¢ ({x}) Ve ({x})[* = 0,

de modo que
= ({x}) V¥ ({x}) = 0. (B.13)

Portanto, como afirmado anteriormente, as equacdes de Einstein-Maxwell acopladas para

o caso extremal, isto é, M = (), resultam em uma equacdo de Laplace:

V2p({x}) =0. (B.14)
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APENDICE C - FUNCAO PAINLEVE-V POR MEIO DO DETERMINANTE DE
FREDHOLM

A funcao 7y de Painlevé possui uma expansdo em série dada em termos dos parame-
tros associados as monodromias locais das solucdes, isto é, o conjunto {#}, do pardmeto de

monodromia ¢, bem como do determinante de Fredholm. Sendo dada pela expressdo [44]
({0} 0, t) = 170D/ A0/ ey (]I - A/i{'/g/zt”":‘/QDc(t)m‘_/US/Zt_”U3/2) : (C.1)

onde A e D, sdo dois operadores que agem em determinado par de funcdes analiticas definidas

em um circulo 7y cujo raio é R, < 1. Ou seja,

(A9)) = 5 f A IE) (D)) = 5 f D glz) (€D
sendo
o) = | (3)
£2)

Os respectivos ntcleos dados por

V1 (0, 6r, 605 2') W (0, 0, 603 2) — 1
z— 2z

[— U, (=0,0,t/2)V.(—0,0,;t/2)

z—z

Az, 2) =

Vit < R, (C.4)

D.(z,2") =

onde ¥ e W, sdo matrizes quadradas 2 x 2. Para U(o, 0;,0y; z), esta matriz possui a forma

90(0-7976;2) X<_U7979;2)
V(0,0 00;2) = . v ; (C.5)
X(O’, 9t700;z> (10(_0-7 et’90;2>
com ¢ e x dadas em termos da funcdo hipergeométrica confluente de Gauss

o (a)n(b)n 2"

Fi(a,b,c;z) = — C.6
2 1(@; ) C; Z) ngo (C)n n| ) ( )
com o correspondente simbolo de Pochhammer
1 , n=20
(a)n = (C.7)
ala+1)...(a+n—-1) , sen>0

de modo que

©(0,0;,00;2) = 2 Fy (%(O’ — 6, +6p), %(a —0,—by),0; z)

02 — (o0 — 6,)*

1 1 .
40_(1 T O’) 2 Fy (1 + 5(0 — (9t + 90), 1+ 5(0 — Qt — 90)’2 +0; Z)

X(Ua 9157 907 Z) =

(C.8)
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Por sua vez, V. (—0,0,;t/z) possui a forma matricial dada por

U, (—0,0:1/2) pel=0:851/2) Xel=0,buit/2)] (C.9)

Xe(0,0,;t/2) 0e(0,0,;t/2)

com as funcdes ¢. e x. dadas agora em termos da funcdo hipergeométrica confluente de

Kummer

1Fi(a,cz2) = blim 2Fi(a,b,c;b12), (C.10)
—00

isto é,

oe(£0o,0,; é) = 1F1(_9§i", +o; —ﬁ)

—0,+0 t
(to, 0ty =—F———F(1+-2E 2401
Xe(£0,6.32) 20(1+0) 2" 11+ =52, 2405—3)

(C.11)

Por fim, o parametro y é dado por (3.86).
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APENDICE D - ECH COM A PRESENCA DO PARAMETRO
NAO-COMUTATIVO PARA O CAMPO ESCALAR CARREGADO SEM MASSA:
DESENVOLVIMENTO MATEMATICO

Como visto no decorrer do Cap. 3, a equacdo para a componente radial do campo escalar

carregado sem massa é dada por

&R 2 (1_ M) dr/ 1 V(er) 1 (w_QQY] R,"

dr? * rf r dr f r? f r (D.1)
CqQ (M Q? m dR," '
—Zmaﬁ [(r—ﬁ Rg +Tf dr :O,
realizando-se uma transformacao tal que
R (r) = (r—ry) "2 (r —r )" Paw(r) (D.2)

com o intuito de eliminar os polos duplos e com isso definir os pardmetros indiciais {6},

dados por
<_QQ+W> |
0, =i = S w—@
o re—7r- 2nT, T4
2r3
D.3
@ (D3)
0 — r_ o _@
- T = T v r_
2r2

onde estes sdo os que possuem natureza outgoing (no infinito espacial) e ingoing (no horizonte

de eventos externo), respectivamente , chega-se na equagdo

d*w(r) N (_iamq@ +1 —0_ N 1— 9+> dw(r)

dr? 72 r—r_  r—r dr
' (D.4)
2 , (1 (6%) (%] Oy Qs
o 2y 2 =0
Pl S g ] e o,
sendo {a;}7_, constantes dadas por:
~ 3
Q) = iamgQ (D.5)
ryer_—

an amgQ [i(r2 —r2) = 2wrir? — 2ryr_(wry — 2¢Q)] (D.6)

a 2ror_(r— —ry)
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amq@ . , _

as = T [i(r® —r2) +rorf (i 4 29Q) + r2ry (29Q — i — dwry )] (D.7)
1

Oly

S2 (r —ppplemaQre ro)(i(r —ro) + 2r_(wro — Q) + 27 (=17 (¢

0+ (qQ —wr ) (i +2wr ) +ror_(20(0 + 1) —dwr_ — 4(qQ — wr_)?) (D-8)

— 2 (P + L+ wr_(2wr- — i) — qQ(2wr_ +14)) — iwr? ]

1

92 (22 - . o
aS“zri<r+-—r,>3pr+< rZ(C+ 0+1(qQ —wr-)) +ryr (200 + 1) —dwr_

+2¢Q(wr— —2¢Q)) — 13 ( + £ + wr_(2wr_ — i) — qQ(8wr_ + 1)) (D.9)
—wr? (i + 29Q + dwr_) + 2% ) + amagQ(ry — r-)*(i(r— — 1)

+2ry(qQ —wry))]

Aplicando-se a mudanca de varidvel r = u 4+ r_, obtém-se a equacao

d*g(u) [_ iamqQ N 1—-6_ N 1—6, 1 dg(u)
(

du? u+r_)? u u+r-—ry| du

(@51 (8% a3 Oy Qs
+ [wQ + + —

(D.10)
(wrr P (utr ) (utr)  u +<u+r_r+>]9<“>=0’

com as constantes {«;}?_, idénticas aquelas apresentadas anteriormente.
Por sua vez, aplicando a transformacao exponencial expressa por

g(u) = exp [—iwam] y(u),

2(u+r_) (D-11)

e realizando as simplificacdes, lembrando que para o buraco negro de Reissner-Nordstrém vale

a relacio Q% = r,r_, chega-se a equacdo

Ey(w) | ll -0, 10, ] dy(u)

du?

U u+r_—ry| du
u  (rp—r_—u) 2u+r.)? v =1
sendo {3;}2_, constantes iguais a:
1
pr=——"+3 {TQ_(KQ + 0+ (qQ —wr_)(i 4+ 2wr_)) —ryr_ (2000 + 1) — iwr_
(r-—rs) (D.13)

—4(qQ — wr_)?) + r3 (P + L+ wr_(2wr_ — i) — qQ(2wr_ +1i)) + iwri]
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1
(rp =)

—wr2)) + 13 (P 4 0+ wr_(2wr- — i) — qQ(8wr_ + 1)) + wr® (dwr_ + 2¢Q (D.14)

B2 = (P2 (2 + 0 +i(qQ — wr ) +ror_ (=200 + 1) + iwr_ + 2¢Q(qQ

. 2 4
+ 1) — 2w*ry]
Aplicando a transformacdo de coordenadas

w= (D.15)

2w’
e manipulando de forma conveniente a deixa-la no formato equivalente ao que se encontra na
literatura [44], obtém-se a correspondente equacdo
d*y(z 1—-60_ 1-0,]dy(z
o) [t 120 ot

dz? z z—1t dz
ll 0, te, , m*w??Q?

(D.16)

R e B PR T

y(z) =0

tratando-se da ECH com a presenca do pardmetro ndo-comutativo apresentada. O conjunto

completo dos pardmetros indiciais, {6,60_,0,}, dados por

—ﬂ +w .
0, =i~ L G L%
T ry —T- 2nT T4
2r%
99 _ w) , (D.17)
0 =i~ = |w- aQ
; ry —T- 2T r_
272
T 6_
0, = 2ijw(ry +7r-) —qQ] — 47m%
w(ry —r_)
e 0 pardmetro acessorio, tc;, o médulo conforme, t, e o ponto singular, t,, por
tep = L0+ 1) — (qQ — wr_)(i + 4wr_) + w(i + 2¢Q)ry — 2w?r?
t:=2iw(ry —r_) (D.18)
1 = 2twr_
onde se utilizou a temperatura no respectivo horizonte de eventos
oy = =% (D.19)

2r3
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APENDICE E - TEORIA DE PERTURBACAO INDEPENDENTE DO TEMPO

Como apresentado no texto dissertativo, a equacdo radial para o campo escalar carregado

sem massa é dada por

d*y(z) 1—60_ 1-0,]dy(z) 1 6, te ,w*m?q?Q?
— |-+ = 20" ————— 0
2 |z TS| 4 2z+z(z—t)+ ¢ (z+1t1)4 4
(E.1)
como sabido
(ﬂQ n w) |
0 i = - ! — @
T Ty —T- N 27TT+ Ty
2r3
<QQ - w) , (E.2)
0. =i~ S @
B ry — 71— 2T ( r_ >
2r
T 6_
0, = 2ijw(ry +7r_) —qQ| — 4ma mqq)
w(ry —r_)
e
tep = L0+ 1) — (qQ — wr_) (i + 4wr_) + w(i + 2¢Q)ry — 2w?r?
t:=2iw(ry —r_) (E.3)
t = 2w r_
utilizando-se da temperatura no respectivo horizonte de eventos
2nTy = ) E.4
T 273 (E4)

No entanto, a Equacdo Diferencial de Heun Confluente possui, escrita na forma padrao,
trés singularidades: {0, 1}-regulares e {oo}-irregular. Como a Eq. (E.1) se trata de um caso
particular da equacdo confluente de Heun modificada pela presenca do PNC com singularidades

em {0,t}, realizamos uma transformacdo homografica do tipo
u=uxt (E.5)

e posteriormente, a fim de deixarmos a equacao diferencial no formato comum na literatura
para encontramos a solucdo da equacio diferencial ndo perturbada, isto é, sem o PNC, apli-

camos uma transformacdo exponencial

y(x) = exp (x) w(z), (E.6)
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obtendo-se
d*w(z) 1—-60_ 1—-0,]|dw(x) [¢ 0
bl — E
72 + |t + P T R I+$_1+V(:c) w(x) =0, (E.7)
com o potencial perturbativo dado por
202
wrm2q*Q
—2a? E.
Vi(z) = t2(x+xo) (E.8)

e sendo:
t=2iw(ry —r-)

b ;a %, — 16,)

X (E.9)
w = §(t + 2tCt —10_ — té)*)
B ti - r_
o= t Ty —T_

cuja solucdo, considerando a = 0, isto é, no espaco-tempo comutativo, é dada pela funcao
[47]
w(z) = et”‘"/z(x — 1)(1’6?*)/295(1’9‘)/2HC({k}; x), (E.10)

sendo Ho({x};x) a funcdo de Heun Confluente onde {x} = {t,—60_, —0,,0, \} sdo pardme-
tros constantes e que caracterizam a equacdo ECH e § = 0(0.,71) e A = A(6_,T-).

Utilizando o fato que

= = - , (E.11)

2iw(ry —r_)  ry—r_ Ty —r_

U 2wz z r—1r_
r=—
t

lembrando que u = 2iwz e z = r — r_ (consultar Apéndice D para verificar os passos dados
para se obter a ECH com a presenca do parametro nao-comutativo para o campo escalar
carregado sem massa). Disto, conclui-se que a solucio referente a ECH, da componente radial

na coordenada r, é:

B (1-61)/2 , (1-6-)/2 ,
R (r) = (T "'+ ) (7’ - ) He({r};r) e =) (E.12)

ry —T_

Assim, a solucdo particular

0" (w, {x}) = @({x}) e (E.13)

com

O/ ({x}) = R/ (r)Y,"(0, ¢) , (E.14)
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torna-se

RN S - I RN (e Y |
W (x)) = ( ) ( ) Ho({r}7) Y, (6, 6) e =)

Ty —T- ry —T-
(E.15)

cujo comportamento assintético da funcdo de Heun confluente, nos pontos singulares para os

MQNs, é

1+ 0O(r) e
He({k}ir) ~ 44 ) (E.16)
ot O? (r) , T —00

Encontrada a solucdo para a ECH para o espaco-tempo comutativo, sem a presenca do
PNC, passamos para o tratamento perturbativo para encontrarmos a primeira correcao nos
MQNs.

Para o campo escalar carregado sem massa com o PNC nulo, isto é, no espaco-tempo

comutativo, tem-se que sua dindmica é governado pela equacdo de Klein-Gordon
VeV U ({x}) =0, (E.17)

de modo que no sistema de coordenadas {z*} adotado, pode-se utilizar o operador de Laplace-

Beltrami
1
——0,(v/—g9 9" 0, ] U({x}) =0 E.18
avmaea)]| vie) (E15)
1 02 10 (, 0 L2

- 7 4 -2 — =0 E.19
- [ f(r)ot? i r2or (T f(r>8r> ] Vi) = (E.19)
onde 12 = gééyg)v#vy é o operador momento angular, cuja equacio de autovalor na S?(6, ¢)

é bem determinada , ou seja,
LY,™(0,¢) = —L(L+1)Y,™(0,). (E.20)

Na teoria de perturbacdo, assume-se que o problema posto pela Eq. (E.19) é resolvido, ou

seja, temos solucdes dadas por

o m=l[{

U({x}) = U(t,r,6,¢) = ¢_ JAREE 30 SR 2NN (E.21)

=2 m=—|¢|
com ¥, (w, {x}) dada pela Eq. (E.13). No espaco curvo relativistico, sua normaliza¢do se da

por meio do produto [48]
(07", 1))y W o0, ) = 1 [ A2 07", (1), 00", (D),

B B (E.22)
= =i [0 o, )y 0" (w0, {xD)y — T (w0, {xDg 00, 0, D)y
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onde dY o elemento de volume induzido nas superficies espaciais € a barra é o complexo

a_ ;(T) <§t)a (E.23)

gapnn® = —1, (E.24)

conjugado. Sendo

tal que

isto é, o vetor normalizado na direcao temporal. Por sua vez, o elemento de volume é dado
por

€abed = 7°2dt AdO A d¢ (E25)

de modo que

7ﬁ2

V()

Assim o produto interno dado pela Eq. (E.22), utilizando-se a expansdo da funcdo de Heun

dY = €qpeqn® = dr Ndf A do. (E.26)

confluente para r — r,, pois a dinamica concentra-se préxima a r., é dado por
(W (w, {x})p, ¥ (w, {x})q) = 2R (wy) /Z A |9, (w, {(x})pl” Gpq

ooy [T T r—r_ m = m/
“2R(e,) [ dme e t>< )( )n 0,007 (6,6) 6,

Ty —T_ ry —T_

2 I o0 - — I
:MGQ\s(wp)(r_._—i—t) 5p7q / dr T2 r (7“ 7”+)<7" r ) 6—20(0.)17) r
- ry Vo —r)r—r) (E.27)

2% ~ o0 &
:( (wp))QGQ\s(wp)(r++t) 5p’q/ dr 7”3\/<’I“ . 7”+)(7° . 7’,> 672\s(wp)r
T+ —Tr_ T4+
_ 2% (wp) It § /°° dr (1 _ 7"+) (1 B 7"—) o~ 23(p) 7
(ry —r_)? e r r

=

e que converge ¥V $(w,,) > 0; utilizou-se a condicio de ortogonalidade dos harménicos esféricos

e 21 _ / /
/ / dé send d0Y,™(0,8) Yo ™ (0, 8) = by 6™ (E.28)
0 0

Realizando a mudanca de variavel, na integral (, e definindo-se o novo intervalo de integracao:

mzri:dr:—h;dw
r x
r—+o0=x=0 (E.29)

r=ry=x=1

de modo que
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(=7t /01 dx \/<1 — o)1~ Bo) e~ 23 re/z, (E.30)

336
Logo, substituindo este resultado em (E.27) e levando em consideracdo que estamos em

uma hipersuperficie tal que t = constante podemos considerar, sem perda de generalidade

que t = 0, obtendo-se o resultado

wWa )T 1—2)(1—pBx
(87, () 0, (x)) = ST st g [ VU050

(ry— )7 o ’
(E.31)
com:
B=—e(01]
T+ (E.32)
v =S(wp)re >0
demonstrando o valor finito da norma das solu¢ées na auséncia do PNC.
Para as fungées de onda estacionarias, V™ (w, {x}),, tem-se satisfeita a equacdo
1L o 19 i?
ab c m _ 2 m —
1T () = |5 s + T 0 g+ | G ) =
(E.33)

de modo que

10 o L? >
T TNy = |05+ | Oy = = o),
, (E.34)
= h®Va(hy* V)@, ({x}), = _f(i) " ({x})y (E.35)
onde h® V,(h, ¢ V.), com hap = Gap + Ny, € 0 laplaciano em ¥ e
Fm ) —gu—gr—1- M & rorlror) (E.36)

r r? r?
Dado isto, passamos a considerar o problema perturbado onde a equacao leva em conta o
potencial perturbativo oriundo do PNC.

Como trata-se de fungbes de onda estacionarias a equacdo em 3, é dada por

‘id§;+th4mcva+vﬁw T (w, {x}), = 0. (E37)

Assumindo que as expansoes

o/ ({x}), = @V +adM) + o202 4 .
¢ e p P (E.38)
Wy = wl(,o) —+ awél) —+ azwl(f) —+ ...
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sdo validas, obtém-se

1
(©9)? 4 2a0®@w® 4 ) (@O 1 ad® 1) + 1V, (h, 7 V,)dO

n

f(r) (E.39)
+ah*Vy(h, V)l +V(r)e® ... =0.

Utilizando-se da igualdade dada pela Eq. (E.35) e supondo que ®(?) satisfaz a equacdo n3o

perturbada, isto é, sem a presenca do PNC, é possivel deixa-la no formato:

(0)(,y(1) )
[% + V(ﬂl o+ [% + R Va(h, V)| @)= 0. (E40)

Multiplicando ambos os lados por /f(r), realizando o produto interno, sendo necessério
utilizar apenas a igualdade na primeira linha da Eq. (E.27), e assumindo que ®,"({x})") e

@, ({x})(V sdo ortogonais, isto &,

(@ ({x})y”, @, ({x})5") = 0, (E.41)

obtém-se a expressao para a primeira correcao nos MQNs e que fora apresentada anteriormente

(I' = [ry, 0o]U[0, 27[U]0, 7]):

W = /drer JFEeO IV (e ({x)) . (E.42)

O potencial perturbativo é dado por

2120022 12 2,202 2
V() = —2a2 QT g wImQ%g - (E.43)
(2iwr— + tx)* 2iwr_ r—r_
2 . +
2iw(ry —r_)  (ry—ro)

onde se utilizou da primeira constante das Egs. (E.9) e a relacdo (E.11), de modo a possibilitar

escrevé-lo no seguinte formato na coordenada radial
2
V(r) = a’w?m?q Q27< ) (E.44)

Substituindo na Eq. (E.42) o potencial acima, bem como a Eq. (E.15) e levando em conta
que a expansao assintética da funcao de Heun confluente decai em ordem polinomial para
r — 00, isto é, que a dinamica concentra-se prioritariamente préximo ao horizonte de eventos
externo, fazendo com que se utilize da expansao para r — r, considerando apenas o primeiro
termo desta e o comportamento do potencial descrito como r~* justificando tal aproximacio,

obtém-se

1) /Oo dr?’z\/(r — 7’+)§7‘ —7r_) < r—ry ) ()P QP
Ty r Ty —1r_
2
% (ry —r-) < r=r- ) efQS(w?L)(rquft)?

2rd ry—1r_

(E.45)
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tendo sido aplicada a condicdo de ortogonalidade dos harménicos esféricos, Eq. (E.28), e

W0 —

A WY, para efeito de simplicidade, sendo este o modo da equacdo nio perturbada.

Novamente admitindo-se uma hipersupertficie tal que t = 0 e simplificando

w2 (wg)QQQmQQQ 6—2§(w2)r+ /OO dr [(7“ — T‘+)(7; — 74*)]3/2 6—2%(w91)r
n 2 T4 T
Y G A e /oo i Kl _ m) (1 _ r-)T’/Q o230
2 ry T r
01\2()2,,2 .2 1
:(12 (wn) Qz m-q 6—2%(0.12)1”4,_ / dx[(l - .T)(l o ﬁx)]S/Qe—Q’y/x ’
0

onde foi feita a mudanca de variavel (E.29) e as constantes [ e v dadas por (E.32).

Portanto:
0 2 1
W) = g2 WZQQ) o 23(W)rs / dz[(1 — z)(1 — )2 e 2" (E.46)
0
Definindo
pl@) = [(1—2)(1 = Br)? e, (E-47)

percebe-se que trata-se de uma funcdo estritamente positiva no intervalo I € [0, 1], de modo
que

/01 dz[(1 —z)(1 — Bz)?e2/* > 0. (E.48)

Admitindo, sem perda de generalidade, que tal integral é igual a 2A, com A € R*, e subs-
tituindo este valor na Eq. (E.46), chega-se na expressdo para a primeira correcdo nos MQNs
apresentada:

w) = a?(WlqQmA)?e 2@+ (E.49)
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