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RESUMO

O estudo de mapas definidos sobre corpos finitos tem despertado grande interesse da
comunidade cientifica interessada tanto em aspectos tedricos, quanto em cendrios de aplicagao.
Existem, em particular, diversas familias de mapas polinomiais e racionais, cuja utilidade em
criptografia e em cddigos corretores de erros, por exemplo, tem sido demonstrada. Nesse contexto,
o presente trabalho possui como ponto de partida os recém-introduzidos mapas racionais do
tipo tangente-Chebyshev, cuja definicdo, que se assemelha a dos bem conhecidos polindmios
de Chebyshev do primeiro tipo, emprega funcdes trigonométricas em corpos finitos. Como
contribuicdes originais desta tese, sdo apresentadas novas propriedades desses mapas, as quais
incluem seus pontos fixos, sua relagdo com outros mapas e sua representacdo por meio de
grafos. Além disso, é proposta a defini¢cdo de um novo tipo de mapa tangente-Chebyshev, o qual
possui, de certa forma, analogia com os polindmios de Chebyshev do terceiro tipo. Também sdo
estudadas propriedades desses ultimos mapas, o que inclui seu calculo por meio de equagdes de
recorréncia, sua relacdo com os mapas tangente-Chebyshev (do primeiro tipo) e a especificacdo de
seus zeros e polos. Por fim, € investigada a possibilidade de seu uso em esquemas de criptografia

de chave publica.

Palavras-chave: corpos finitos; mapas sobre corpos finitos; polindmios sobre corpos
finitos; polindmios de chebyshev; trigonometria sobre corpos finitos; permutacdes; involugdes;

criptografia.



ABSTRACT

The study of maps defined over finite fields has attracted the attention of researchers
interested both in theoretical aspects and in application scenarios. In particular, there are several
families of polynomial and rational maps, whose usefulness in cryptography and in error-
correcting codes, for example, has been demonstrated. In this context, the present work has as
its starting point the recently introduced tangent-Chebyshev rational maps, whose definition,
which is similar to that of the well-known Chebyshev polynomials of the first kind, employs
finite field trigonometric functions. As original contributions of this thesis, new properties of
the referred maps are presented, which include their fixed points, their relationship with other
maps and their representation by means of graphs. Furthermore, the definition of a new type
of tangent-Chebyshev map is proposed; in a certain sense, it is analogous to the Chebyshev
polynomial of the third kind. Properties of such maps are also studied, which includes their
computation by means of recurrence equations, their relationship with tangent-Chebyshev maps
(of the first kind) and the specification of their zeros and poles. Finally, the applicability of the

investigated maps in the possibility of their use in public key cryptography schemes is illustrated.

Keywords: finite fields. maps over finite fields. polynomials over finite fields. chebyshev

polynomials. finite field trigonometry. permutations. involutions. cryptography.
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1 INTRODUCAO

Mapas definidos sobre estruturas algébricas finitas tém sido estudados desde o século
XIX por pesquisadores de diversas dreas do conhecimento (LIDL; MULLEN; TURNWALD,
1993). Tém-se investigado, em particular, mapas do tipo polinomial, cujas propriedades permitem
diversas aplicacdes em Engenharia. Nesse contexto, encontram-se os chamados polindmios de
permutacio, que agem como permutacdes dos elementos de um anel finito. Por conseguinte, um
polindmio de permutag¢do num corpo finito € um polindmio que induz bije¢des sobre IF,. Mais
precisamente, seja g a poténcia de um primo p e IF, o corpo finito com g elementos; o polindmio
f(z) € F,lx] é dito ser um polindmio de permutagdo sobre IF, se f : ¢ — f(c) de F, para F, é
uma permutac¢do em [F,.

Dentre os estudos relativos a polindmios sobre estruturas algébricas finitas, podem ser
destacados os trabalhos de Hermite (HERMITE, 1863), em que foram considerados corpos
finitos primos [F,,, e de Dickson et al. (DICKSON, 1896), em que foram considerados também
corpos finitos de extens@o. Dickson classificou todos os polindmios de grau até cinco e todos os
polindmios de grau seis para corpos finitos de caracteristica impar (DICKSON, 1896). Posterior-
mente, Li et al. (LI; CHANDLER; XIANG, 2010) classificaram todos os polindmios de graus
seis e sete sobre corpos finitos de caracteristica 2. Em trabalhos mais recentes, novos resulta-
dos ligados a polindmios de permutaciao continuam sendo estabelecidos (GUPTA; SHARMA,
2016; FAN, 2019; LIU ; SUN; ZHANG, 2018). Esses resultados tém encontrado aplicabilidade
em dreas importantes como criptografia (DING; ZHOU, 2014; SCHWENK; HUBER, 1998;
MURATOVIC-RIBIC; PASALIC, 2014) e teoria da codificagdo (LAIGLE-CHAPUY, 2007).

As questdes relacionadas ao estudo de polindmios de permutagdo costumam ser separadas
em duas categorias: classificacdo e enumeracdo. A classificacdo dos polinomios envolve questdes
como testes e critérios para um polindmio ser uma permutagdo e diz respeito, também, as
relacdes entre os coeficientes, graus dos seus termos e buscas por novas familias de polindmios.
A enumeracao envolve a distribuicdo e a quantidade de polindmios de um certo grau e a ndo-
existéncia de polindmios de permutagdo com determinadas caracteristicas. Alguns dos progressos
mais recentes sobre polindmios de permuta¢do podem ser encontrados em (HOU, 2015; LI et al.,
2019; YANBIN; QIANG; WENHONG, 2020).

Uma familia de polindmios bastante conhecida e que, sob determinadas condi¢des, ao
ser avaliada sobre um corpo finito, pode prover polindmios de permutacio, € a dos polindmios de
Chebyshev (MASON; HANDSCOMB, 2003). Originalmente, esses polindmios foram definidos
sobre o corpo dos reais, empregando funcdes trigonométricas usuais como o Seno € 0 Cosseno;
sobre corpos finitos, a sua caracterizacdo € mais recente e possui estreita relacdo com a dos
polindmios de Dickson avaliados sobre as mesmas estruturas algébricas (HERMITE, 1863).
Defini¢des trigonométricas para polindmios de Chebyshev sobre corpos finitos foram propostas
por Lima et al. em (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014; LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2010b; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010a),



13

0s quais investigaram novas propriedades desses polindmios e suas possiveis aplicacdes em
criptografia.

Lima e Campello de Souza introduziram um novo mapa sobre corpos finitos (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2019) , o mapa racional tangente-Chebyshev ou, de forma abreviada,
tangente-Chebyshev. A explicacdo para a nomenclatura que o mapa recebeu reside no fato de
que a sua defini¢do corresponde, basicamente, a de um polindmio de Chebyshev do primeiro
tipo (sobre corpos finitos), porém, substituindo as funcdes cosseno e cosseno inversa sobre
corpos finitos, respectivamente, pelas fungdes tangente e tangente inversa sobre corpos finitos,
introduzidas também no referido trabalho; algumas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev
foram estabelecidas, incluindo aquela referente a possibilidade de esse mapa corresponder a uma

permutacdo dos elementos do corpo finito sobre o qual ele € definido.

1.1 MOTIVACAO E JUSTIFICATIVA

A partir da pesquisa bibliografica realizada na fase inicial deste trabalho, foi possivel
identificar lacunas tedricas e possibilidades de avango sobre o tema “mapas sobre corpos finitos”.
Em particular, considerando os recém-definidos mapas tangente-Chebyshev, percebe-se que uma

série de propriedades podem ser estabelecida e novas defini¢des podem ser propostas.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho € a caracterizacdo dos mapas tangente-Chebyshev e o
estudo de aplicacdes desses mapas em cenarios praticos de Engenharia. Os objetivos especificos

s30 os seguintes:
1. Estudar os pontos fixos dos mapas tangente-Chebyshev;

2. Relacionar os mapas tangente-Chebyshev com outros mapas ja conhecidos na literatura,

como o mapa de Redei e 0o mapa de Mobius;

3. Representar os mapas tangente-Chebyshev por meio de grafos funcionais e investigar as

propriedades desses grafos;
4. Definir novos tipos de mapas tangente-Chebyshev e investigar suas propriedades;

5. Investigar o uso dos mapas tangente-Chebyshev em aplicagdes de criptografia.

1.3 ESTRUTURA DA TESE E CONTRIBUICOES ORIGINAIS

Este Tese de tese estd organizada da seguinte forma:

* No Capitulo 1, € feita uma introducdo sobre mapas de permutagdo sobre corpos finitos,
abordando os principais tépicos de pesquisa nesta drea. E apresentado a motivacio e

justificativa e objetivos.
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No Capitulo 2, € feita uma revisao bibliogréfica sobre trigonometria em corpos finitos e a

respeito dos recém-definidos mapas racionais tangente-Chebyshev;

No Capitulo 3, que € o primeiro que contém contribui¢des decorrentes do trabalho rea-
lizado, sao estabelecidas novas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev e providos

exemplos ilustrativos de grafos funcionais relacionados a esses mapas;

No Capitulo 4, é apresentado um novo tipo de mapa tangente-Chebyshev: o mapa tangente-

Chebyshev do terceiro tipo. Também sdo estudadas as suas principais propriedades;

No Capitulo 5, € realizada uma investigacdo preliminar a respeito do uso de mapas

tangente-Chebyshev em a sua aplicabilidade em cifragem de chave publica;

No Capitulo 6, sdo apresentadas as consideragdes finais da tese e delineadas pespectivas

de trabalhos futuros;

No Apéndice A, € apresentada uma contribui¢ao secunddria desta tese: o enunciado de um
lema empregado na demonstracdo da invertibilidade das transformadas do cosseno dos

tipos III e I'V sobre corpos finitos de caracteristica 2.
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2 TRIGONOMETRIA E MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEYV SOBRE CORPOS FINI-
TOS

Neste capitulo sdo revisados os principais conceitos da trigonometria sobre corpos finitos
e apresentadas definicoes e propriedades dos mapas tangente-Chebyshev sobre essas estruturas
algébricas (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).

2.1 TRIGONOMETRIA SOBRE CORPOS FINITOS

A ideia de descrever fungdes trigonométrica em corpos finitos foi originalmente proposta
em (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a), quando da defini¢do da transformada numérica de
Hartley. Em trabalhos posteriores, a teoria foi expandida, fornecendo uma base para a criacao
de outras ferramentas matematicas sobre as referidas estruturas algébricas e para o seu uso
em aplicacdes em dreas como processamento de sinais, comunicagdes e criptografia (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2013; DA SILVA NETO; LIMA, 2016; MIKHAIL; ABOUELSE-
OUD; ELKOBROSY, 2017; FIGUEIREDO; LIMA, 2019). Nesta secao, sdao apresentados os
fundamentos da trigonometria sobre corpos finitos, com &nfase nos resultados necessarios para o
estudo dos mapas tangente-Chebyshev. No decorrer do texto, assume-se que o corpo finito I, é
usado, sendo ¢ = p™, em que m inteiro positivo e p um primo impar. Considera-se também que

m > 2 os célculos sdo computados utilizando um polindmio irredutivel f de grau m em F,.

Definicao 2.1. (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014) O conjunto dos niimeros
inteiros Gaussianos sobre ¥, é o conjunto I, com elementos na forma a + bi, em que a,b € F,

e 1% é um ndo-residuo quadrdtico sobre F .

Um elemento ( = a + bt € [, pode ser interpretado como um nimero “complexo”,
sendo R{C} = a e J{C} = b a parte “real” e a “imagindria”, respectivamente, e (* = a — bi 0

seu conjugado. Além disso, nota-se que I, € isomorfo a [F 2.

Definicio 2.2. O conjunto unimodular de 1, é o conjunto G, 4, de elementos a + bi € 1, de
modo que ¢ -C* = (a+bi) - (a —bi) = a®> — b*? = 1 (mod f) (LIMA; PANARIO; CAMPELLO
DE SOUZA, 2014).

Se o elemento ¢ = a + bi é unimodular, entdo (! = (* = a — bi.

Proposicao 2.1. (G, ,, ) é um grupo ciclico de ordem q + 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO
DE SOUZA, 2014).

Definicao 2.3. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ¢ € I, um elemento de ordem
multiplicativa denotada por ord((). O cosseno e o seno sobre corpos finitos relacionados ao

dngulo de (*, sdo dados, respectivamente, por

_—<x+<—x e sen (x)——cx_c_x
T2 AT

paraz =0,1,... ord(¢) — 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

cos¢ ()
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Os cossenos e senos descritos na Definigdo 2.3 sdo periddicos com periodo ord((),
simétricos de acordo com cos¢(—x) = cos¢(x) e sens(—z) = —sen¢(z), e conservam outras
propriedades similares as das respectivas fun¢des definidas sobre o campo dos reais (CAM-
PELLO DE SOUZA et al., 1998a; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014). Como

exemplo, considere a propriedade do circulo unitério, a qual € dada por

cosg(z) — i* sen(z) = 1, (1)
a férmula de Euler, que corresponde a

¢* = cos¢(x) +isene(z), (2)
e 0 seno e o cosseno da soma de dois arcos, que sdo dados respectivamente por

sen¢(z + y) = seng(x) cose(y) + sene(y) cose(z), 3)

cose(z +y) = cos¢(z) cose(y) + i sene () seng(y). 4)

Vale ressaltar que se ¢ = 3 (mod 4) e o elemento imagindrio i = v/—1, as expressdes (1)

e (4) se tornam similares as identidades trigonométricas classicas.

Proposicao 2.2. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ¢ € 1, um elemento unimodular;
0 seno e o cosseno em corpo finito relacionados ao angulo de (* sdo calculados, respectivamente,
por cos¢(x) = R{("} e senc(x) = I{¢*}, parax = 0,1,...,0ord(¢) — 1 (LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

Lema 2.1. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Se ¢ = a + bi € 1, tem ordem multiplicativa
ord(¢) = 2(q + 1), entdo ¢ = —(*.

Demonstragdo. Devido a Proposigdo 2.1, é sabido que ¢? = (a* + i?b?) + (2ab)i e, portanto,
2= () = (a® +20*) — (2ab)i = (—a + bi)%. O

Proposicao 2.3. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ¢ € I, um elemento de ordem
multiplicativa ord(() = 2(q + 1) e {; = (?; 0 cosseno e o seno em corpo finito do dngulo
relacionado a (* sdo puramente “reais”, isto é, pertencem a ¥y, se x for um niimero par, ou

puramente “imagindrios”, isto é, tem a forma V'i, b' € F, se x for um niimero itmpar.

Demonstragcdo. Se x for nimero par, esse pode ser escrito como r = 2y e, portanto, como
¢; = ¢% O cosseno e o0 seno em corpo finito do angulo de (% correspondem, respectivamente,
ao cosseno e ao seno do angulo de (}, os quais, devido a Proposi¢do 2.2, pertencem a F,
(ord(¢y) = g + 1, isto é, (; é um gerador de G1). Caso x seja impar, esse pode ser escrito como
r = 2y + 1 e, portanto,

S S R S (N ST,
N 2 N 2 '

sen¢(x) = sen¢(2y + 1)
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Assumindo que ¢} = a+bi, a,b € F,, que também é unimodular, tem-se que (; ¥ = a—bi. Além
disso, assumindo que ( = c + di, ¢, d € F,, tem-se, a partir do Lema 2.1, que (= —c+di.
Usando esses fatos na dltima equagdo, obtém-se
(a+bi)(c+di) — (a — bi)(—c+di)  ac+ bdi’

2 ? ’
que € puramente “imagindrio” . Um desenvolvimento similar € obtido para o cosseno em corpo
finito. 0

senc(x) = senc(2y + 1) =

2.2 FUNCAO TANGENTE SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta se¢ao, sdo revisadas a defini¢do e as propriedades da fungdo tangente sobre corpos
finitos (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019). A partir deste ponto, assume-se que ord(() é

par.

Definicao 2.4. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ¢ € 1, um elemento com ordem
multiplicativa ord((). A tangente em corpo finito do dngulo relacionado a (* é definida como

senc(x)  1¢° = ¢

cose(w) QT4 (T ©)

tang(z) =

parasz,l,...,%(o—l.

Diferentemente do cosseno e do seno em corpo finito, a funcio tangente € periédica com

periodo (%) . Isso pode ser verificado considerando um ndmero inteiro k£ e escrevendo
ord(¢) _ o ord(¢)
. Lord(Q)) _ 1¢nghE — e
anC T + 2 - ; kord(() 7k.0rd(<) °
SO
ord(¢) ord(¢) 2 {
Como (F¥3% = (3% = (—1)%, tem-se que tan; <x + k%) = tan¢(z). E possivel
verificar que a fungdo tangente tem simetria fmpar, isto ¢, tan.(—z) = — tan(x). O conjunto

de todos os possiveis valores da fungdo tangente calculados em relagdo a ¢ € denotado por T.

Lema 2.2. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ¢ € 1, um elemento com ordem

multiplicativa ord(¢). Para0 < x,y < %(C) — 1, tem-se

tanc(x) = tang(y) se e somente se x =y.

Demonstragdo. Se x = y, tem-se claramente que tan.(x) = tanc(y). Por outro lado, se
tanc(x) = tane(y), tem-se que
¢ - =
G+ ¢
A dltima igualdade € satisfeita se e somente se (*~Y = 41, do qual a tnica solu¢do, no intervalo
ord(()

0<uzy<=—>-—1¢&zx—y=0,eportanto z = y. O]

= (=
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Proposicao 2.4. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Se ¢ € 1, é um elemento com ordem
multiplicativa ord(¢) = 2(q + 1), tem-se que T, = F, U {oo}.

Demonstragdo. Em fun¢do da periodicidade da fun¢do tangente em corpo finito e do Lema 2.2,
a referida func¢do produz ¢ + 1 resultados diferentes, dentre os quais uma quantidade ¢ pertence
a[F,, visto que as fungdes cosseno e seno, para um dado x, sdo puramente “reais” ou puramente
“imagindrias” (Proposi¢@o 2.3). Assim, todos os resultados em questdo pertencem a IF, exceto
quando x = Ori(o , que resulta em cos¢ (%(O) = 0 e, consequentemente, em tan, (%) —

00. O]

Exemplo 2.1. Como exemplo ilustrativo, a Tabela I fornece todos os valores para as fungcoes
cosseno, seno e tangente relativas ao elemento ( = 2+ 3i € I, com ordem ord(() = 2(q¢+1) =
16, considerando i* = 6 e x = 0,1, ...,7. Na tabela, a coluna relacionada a funcdo tangente
¢ formada por todos os elementos de ', juntamente com a entrada Inf, que denota “infinito”

(Proposicdo 2.4).

Tabela 1 — Valores para as fungdes seno, cosseno e tangente relacionadas ao elemento ( =
2+3iel;,emqueord(() =2(¢+1)=16,i*=6ex=0,1,...,7.

X | senc(x) | cos¢(x) | tane(z)
0 0 1 0

| Si 31 4

2 5 2 6

3 4 2i 2

4 6 0 00

5 4i 5i 5

6 5 5 1

7 Si 4 3

Fonte: O Autor (2023)

Exemplo 2.2. Neste outro exemplo, considera-se o corpo de extensdo Fy e as operagoes foram
realizadas usando o polinémio irredutivel f(X) = X? + 2X + 2. Na Tabela 2, sdo mostrados
os valores encontrados para as funcoes seno, cosseno e tangente relativas ao elemento ( =
a+a*i = a+ 2o+ 1)i € 1y, que tem ordem multiplicativa ord(¢) = 2(q + 1) = 20,
considerando i* = aex = 0,1,...,9. Nesta tabela, a coluna relacionada a fungéo tangente

contém todos os elementos de Fg bem como o Inf (Proposicdo 2.4).

2.2.1 Funcao tangente inversa sobre corpos finitos

Partindo de (5), € possivel derivar uma expressao fechada para a funcio inversa da
tangente sobre corpos finitos, a qual é denotada por arctan(z), quando calculada com relacao

ao elemento ¢ € I,. Substituindo tan(z) e = por x e y = arctan,(x), respectivamente, em (5),
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Tabela 2 — Resultados das fungdes seno, cosseno, e tangente computados com ( = o + i =
a+ (2a+1)i € Iy, tal que ord(¢) = 2(¢ + 1) =20, i* = a,ex =0,1,...,9.

x sen¢(x) cos¢(x) tane(x)

0 0 1 0

1 i = al a+1)i=a%| 2a=a°

2 1=a’ 200 = o 200+ 1 =a?
3| (a+1)yi=a%| (a+1)i=a?% 1=a’

4 a=al 20 +1=0a° |2a+2=ab
5| 2ai=a 0 Inf

6 a=al a+2=a’ a+1=a?
7 (a+1)i=0a%| (2a+2)i =a’% 2 =o'

8 1=aY a=al a+2=a’
9 i =al (a+2)i=a’i a=al

Fonte: O Autor (2023)

obtém-se
1¢v— v 1¢% —1 1+
1Y+ (Y i ¢+ 1 1—ix
e, consequentemente,
1 1+
= arct =1 . 6
y = arctan¢(z) 5 log <1 — zx> (6)

2.3 MAPA RACIONAL TANGENTE-CHEBYSHEV SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta secdo, a fungdo tangente em corpo finito descrita na Secdo 2.2 € usada para definir
um mapa cuja expressao € andloga a dos polindmios de Chebyshev do primeiro tipo. O mapa em
questao é denominado tangente-Chebyshev (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).

Definicao 2.5. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev

sobre ¥, com n € N, é definido como
Ch(z) = tan (narctane(z)), 7
emque ¢ €l exc T

Claramente, tem-se C(z) = 0 e Cy(x) = =, para todo = € F,. Para outros valores de n,
C,,(z) pode ser obtido por meio de uma relagdo de recorréncia, que é derivada a partir de (7) e

usando # = arctan(x). Mais especificamente, tem-se

_seng((n+1)0)  senc(nd +0)
Crrt) = s (n+ 18) ~ cos b+ 0)

Usando (3) e (4), reescreve-se a ultima equacdo como

senc(nf) cos¢(0) + cos¢(nd) sen¢(6)
cos¢(nd) cos¢(0) + 2 sen¢(nb) senc(0)

CnJrl (6) =
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Dividindo o numerador e o denominador por cos,(#) cos¢(nf), observando que tan.(6) = x e,

novamente, usando (7), obtém-se
Cu(z) + 2

T 1+ i22C,(x)

Esta relacdo demonstra que os mapas tangente-Chebyshev sdo mapas racionais sobre [F; tem-se,

Cht1(z) ®)

por exemplo

2z 3 + i%x3
C! =—— ( =
(7)) = e G = T
Ax + 32423 B 5x + 121023 + 42

) = g i G0 = T w e

Embora a Defini¢do 2.5 mencione que v € T, esta restricdo pode ser negligenciada, se o
interesse for simplesmente avaliar C,,(x) sobre um corpo finito F,, para valores particulares de n
e x; de certa forma, isso é equivalente a fixar ¢ como um elemento de ordem ord(¢) = 2(q + 1),
que, devido a Proposi¢do 2.4, garante que arctan,(z) pode ser avaliado para todo z € IF,,. Tal
condic¢do € assumida a partir deste ponto no presente documento.

Uma forma alternativa de expressar C,,(x) pode ser derivada aplicando as férmulas do
cosseno e do seno de angulos miltiplos em corpo finito. Usando (2), as propriedades da simetria

do cos(+) e do sen¢(-), e a identidade binomial, obtém-se

n

(" = (cos; 0 + isenc)" = Z <Z> (cos¢ 0)" % (i sen 0)"

k=0

n

¢ = (cosc § — isencd)" = Z (Z) (cos¢ 0)"F (—i sen.0)".

k=0

Combinando estas duas equagdes, é possivel obter as seguintes expressoes para cos¢(nf) e

sen¢(nd):
cos¢(nx) = Z i* <Z> (COSg(:U))”’k( senc(x))k
[n/2]

= Y () feosea))" (sencl) ©)

seng(nr) = Y it (Z) (cose ()" *(senc ()

k impar
[(n—1)/2] n
— Z ik (Qk 1) (cosc(z))" 2 (seng (). (10)
k=0 *

Como (7) pode ser reescrita como C,,(6) = sen¢(nf)/ cos¢(nf), § = arctan,(z), empregando
as duas expressdes acima obtidas, tem-se

((n=1)/2] ( n Y 2k, .2k
(z) = k=0 (2k+1)l2 p?e
n o n/2 n .
ILc:/OJ (Qk)ZQkak

(11



21

2.3.1 Polos e Zeros

A seguir, s@o determinados os polos e zeros do mapa C,,.

Proposicao 2.5. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Os zeros 1y, € F, do mapa tangente-
Chebyshev sobre I, sdo dados por

rk:tanc{
n

em que k é qualquer niimero inteiro tal que k(q + 1) /n também é um niimero inteiro.

Demonstragdo. Para rj ser um zero de C,,, é preciso que sen.(n arctang(sg)) = 0 ou, de
modo equivalente, n arctanc(r;) = 0 (mod (¢ + 1)). Noutras palavras, isso significa que

narctane(ry) = k(q + 1), k € Z, de onde segue o resultado. O

Proposicao 2.6. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Os polos s, € F, do mapa tangente-
Chebyshev sobre I, sdo dados por

(13)

(2k + 1)(q + 1)}

S = tang |: B
n

em que k é qualquer niimero inteiro tal que (2k + 1)(q + 1)/2n também é um niimero inteiro.

Demonstragdo. Para s;, ser um polo de C,,, é preciso que cos¢(n arctane(s;)) = 0, ou de
modo equivalente, n arctan(sy,) = (1) (mod (¢ + 1)). Noutras palavras, isso significa que
narctane(s;) = (2k + 1)(¢ + 1)/2, k € Z, de onde segue o resultado. O

Um fato interessante a destacar é que, se mdc(n, g + 1) = 1, o tnico zero de C,, sobre
F, € ro = 0; isso deve-se a periodicidade da fun¢do tangente em corpo finito e pelo fato de o
argumento ser avaliado médulo g + 1. Por outro lado, se n for da forman =g+ 1(n=4e
q = 3, por exemplo) os ¢ zeros de ), sdo, precisamente, os ¢ elementos de [F,. De forma similar,
€ possivel mostrar que, se mdc(q + 1)/2,n) = 1, ndo ha polos sobre F; se (¢ +1)/2 =n, 0
nimero de polos sobre F, é 2| (q + 1)/4].

2.3.2 Propriedade de Semigrupo

Assim como acontece com os polindmios de Chebyshev sobre corpos finitos (YOSHI-
OKA, 2018a), os mapas racionais tangente-Chebyshev satisfazem a propriedade de semigrupo.

Isso € demonstrado na proposi¢do a seguir.

Proposicao 2.7. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Dados m,n € N, tem-se que

Cin(Cn()) = Co(Crn(2)) = Cran (). (14)
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Demonstragdo. Utilizando (7), pode-se escrever

Cin(Cr(x)) = tan(m arctan(C,(z)))
= tan(m arctan(tan(n arctan(z))))

= tan(mn arctan(z)) = Cp,,(2) = Cp(Cr()).
O

A propriedade de semigrupo dos polindmios de Chebyshev é o fundamento do uso desses
polindmios em criptografia de chave publica, conforme se demonstra originalmente em (KOCA-
REV; TASEV, 2003) (ainda considerando os polindmios 7;, sobre o campo dos reais). De uma
maneira geral, a propriedade de semigrupo permite que, dado 7,(x), uma das partes do sistema
de comunicacdo secretamente escolha m e calcule 7,,,,,(x) = T,,,(T,,(x)) sem precisar conhecer
os pardmetros n e . E demonstrado que, em sua forma original, isto é, utilizando polindmios
de Chebyshev sobre o campo dos reais, este algoritmo € facilmente quebrado (BERGAMO et
al., 2005; CHEONG; KOSHIBA, 2007); por outro lado, se polindbmios de Chebyshev sobre
uma estrutura algébrica finita forem usados e se os parametros do algoritmo forem escolhidos
respeitando certas restricoes (YOSHIOKA, 2016; YOSHIOKA, 2018b), um ataque similar ao
proposto em (BERGAMO et al., 2005) requer calcular a fungdo cosseno inversa na estrutura
correspondente. Como isso € equivalente a calcular um logaritmo discreto (LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2010), para nimeros primos grandes, o algoritmo tornar-se-ia seguro.
Dado que a fungao tangente sobre corpos finitos inversa também pode ser representada como
um logaritmo (discreto), sua avaliacdo também se torna invidvel para nimeros primos grandes;

noutros termos, dados C),(x) e z, seria dificil obter n.

2.3.3 Propriedades de Permutacao

Nesta secdo, sdo revisados resultados sobre as condi¢des em que um mapa tangente-
Chebyshev corresponde a uma permutag@o, isto €, uma bije¢do em IF;,. Mapas de permutacdo sao
muito usados em aplicacdes como criptografia de chave secreta, teoria da codificagdo, andlise
combinatorial etc. Quando o assunto diz respeito a polindmios de permutagdo, existem muitos
resultados j4 estabelecidos em relacdo aos polindmios de Chebysheyv, especificamente (veja, por
exemplo em (MULLEN; PANARIO, 2013) e as referéncias sobre este assunto). Para caracterizar
os mapas tangente-Chebyshev neste contexto, sdo estabelecidos, inicialmente, resultados sobre a

periodicidade desses mapas. Para isso, define-se
() = ¢retnel), (15)
de maneira que ord(n(x)) = N, e estabelece-se a proposicao.

Proposicao 2.8. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Dado o elemento x € F,, tem-se que

1. Cp(zx) = Cy(x), se e somente se n' = n(mod N,,), para N, impar, oun’ = n(mod N, /2),

para N, par;
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2. Cy(z) = —Cy(x), se e somente se n' = —n (mod N,), para N, impar, ou n'
—n (mod N,/2), para N, par.

Demonstracdo. Se n’ = n (mod N,), para N, impar, entdo n’ = n + kN,, k € Z. Além do

mais, para [1(x)]"* = 1, e usando (5) e (7), tem-se que

1 C (n+kNy) arctang(z) _ C—(n—&—k:NI) arctane(x)

Cn/ ($) = i g (n+kNyz) arctane (x +C (n+kNz) arctang (z)
n

(
@
_ In@@)]" = ()]
)=

@)+ (e
1 Cnarctanc(m _< narctang ()

B zC”arCtaHg(ac) + C‘”arCtang(w) = On(l‘)

n

Se n’ = n (mod N,/2), para N, par, entdo n’ = n + kN,/2, k € Z. Observando que
[n(:v)]% = —1 e, novamente, usando [n(z)]"* = 1, (5) e (7), tem-se que C,/(z) = C,,(z). A
prova da Proposicao 2.8, parte 1, € concluida demonstrando a veracidade, no sentido inverso,
do que se acabou de provar; isso € feito considerando a periodicidade da fungdo tangente em
corpo finito e o Lema 2.2. A prova da parte 2 da proposicao pode ser desenvolvida de forma

similar. ]

A seguir, € caracterizada a periodicidade de um elemento x € F, em relagdo ao mapa
Ch.

Definicdo 2.6. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Um elemento x € T, é periddico
em relagdo ao mapa C,, se existe um niimero inteiro minimo perCqu(a:) =7 > 1, tal que

Cyr(z) =Ch(z) = x

Proposicao 2.9. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Um elemento x € [, é periddico em
relacdo ao mapa C,, se e somente se mdc(n, N, /2) = 1, para N, par, ou mdc(n, N,) = 1,

para N, impar.

Demonstragdo. Para N, par, a parte 1 da Proposicdo 2.8 afirma que C,(z) = C,(x), se e
somente se n’ = n (mod N,/2). De acordo com a Defini¢do 2.6, x é periddico se e somente se
existe um nimero 7, de modo que C,,=(x) = C1(z); se substituir, na dltima congruéncia, n’ e n

por n™ e 1, respectivamente, a condi¢cdo de periodicidade em questio é equivalente a
n™ =1 (mod N,/2),

que ¢ satisfeita se mdc(n, N,/2) = 1. Uma demonstra¢do andloga pode ser desenvolvida para
N, fmpar (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).
O]
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A seguir, é dada uma condicdo necessdria e suficiente para que o mapa tangente-

Chebyshev seja uma permutagao sobre [F,.

Proposicao 2.10. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O mapa tangente-Chebyshev permuta

os elementos de F,, se e somente se (n,q+ 1) = 1.

Demonstragdo. O mapa C,, é uma permutagdo, se e somente se todo elemento v € F, é
periddico. A partir de (15), € possivel perceber que os possiveis valores de N, s@o os divisores
de ord(¢) = 2(q+ 1), e que este ultimo é, naturalmente, o maior valor para N,.. Como 2(q+ 1) é
par, usando a Proposi¢do 2.9, a condi¢do de periodicidade pode ser generalizada como (n, 2(q +
1)/2) = (n,q+1) = 1. O

Exemplo 2.3. Usando a Proposicdo 2.10, sabe-se que C5 é uma involugcdo sobre F;. Usando

uma notagdo ciclica, é possivel expressar tal permutacdo como
(0)(1 6)(2 4)(3 5).
C5 também é uma permutacdo sobre Fy, sendo expressa por

0)(1 a o* a®)(a® a7 a® a?).

Um caso particular da permutagdo € a involugdo, isto €, uma permutagdo cuja inversa
(segundo a composicdo de permutacdes) € a propria permutagdo. Involucdes sdo usadas fre-
quentemente em projetos de cifras de blocos, por exemplo, porque as etapas de permutacao
de simbolos (na cifragem) e de reversdo dessa permutacao (na decifragem) teriam, na verdade,
a mesma arquitetura, o que € interessante do ponto de vista de implementagdo (CHARPIN;
MESNAGER; SARKAR, 2016). Na seguinte proposicdo, ¢ dada uma condi¢iao necessdria e

suficiente para que C,, seja uma involugao.

Proposicao 2.11. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O mapa tangente-Chebyshev é uma

involugdo sobre F,, se e somente se n> = 1 (mod (q + 1)).

Demonstragdo. O mapa C,, € uma involugio, se todo o elemento z € F, tiver periodo 1 ou
2, isto €, n®> = 1 (mod N,/2), para N, par, e n> = 1 (mod N,), para N, fmpar. Usando
argumento semelhante ao da prova da Proposi¢do 2.10, essas condi¢des podem ser generalizadas

emn® =1 (mod (q+1)). O

Como mostrado no Exemplo 2.3, o mapa C'3 sobre F7 € uma involugdo. Outra involugdo

¢ dada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. Usando a Proposicdo 2.11, sabe-se que Cy é uma involucdo sobre Foz. A sua

expressdo em ciclos é dada por



(0)(1)(2 3)(4 17)(5 14)(6 19)(7 16)(8 12)(9 18)(10 13)
(11 15)(20 21)(22).

25
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3 NOVAS PROPRIEDADES E REPRESENTACAO POR GRAFOS FUNCIONAIS DOS
MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEYV SOBRE CORPOS FINITOS

Neste capitulo sdo apresentadas as primeiras contribuicdes originais desta tese. Elas
consistem nas novas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev. Mais especificamente, sao
estudados os pontos fixos desses mapas e sua relacdo com as funcdes de Rédei e com a transfor-
macao de Mobius. Além disso, s@o providas representacdes dos mapas tangente-Chebyshev por

meio de grafos funcionais.

3.1 PONTOS FIXOS

Pontos fixos podem ser descritos como um valor que ndo altera sob uma determinada
transformacao, mais especificamente quando a transformacao € uma fun¢do, € um elemento que é
mapeado em si pela fun¢do. O teorema enunciado a seguir, que € bastante conhecido (BURTON,
2010) , € usado na demonstragdo do resultado referente aos pontos fixos dos mapas tangente-

Chebyshev, que € dado no Teorema 3.2.

Teorema 3.1. Sejamn € Nea,b € Z.

1. A congruéncia linear ax = b (mod n) possui solucdo se e somente se d|b, em que
d = mdc(a,n).
2. Se d|b, entdo ela possui d solucoes mutuamente incongruentes modulo n. Se xo € 7 é uma

solucdo particular, entdo tais d solucoes incongruentes sdo obtidas por

n n
5(30+2—7 cee ZL’O—f-(d—]_)—

@ d 1o

Ty, To+

S8

Teorema 3.2. Seja d = mdc(n — 1, q + 1). O mapa tangente-Chebyshev C,,(x) sobre F possui

apenas d pontos fixos xy, os quais sdo dados por

1
x) = tang (k%) , (17)

emquek =0,1,...,d—1e, sedforpar, k # d/2.

Demonstragdo. Seja ¢ € I, um elemento com ordem multiplicativa ( = 2(¢ + 1). Um ponto

fixo z, de C,(z) satisfaz

Ch(zy) = x), (mod g + 1) = tan¢(narctane(xy)) = x5, (mod ¢+ 1)
narctane(xy) = arctanc(zy) (mod ¢+ 1) = (n — 1) arctanc(zy) = 0 (mod ¢ + 1).
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Seja y, = arctan¢(xy) e d = mdc(n—1,g+1). Do Teorema 3.1, como d|0 e yy = arctan,(0) =
0 € uma solucdo particular da ultima congruéncia, todas as outras solu¢des da mesma congruéncia

sdo dadas por

1
y, = arctang(zy) = k%, k=0,1,...,d—1,

o que fornece os d valores

1
Ty, = tang (k:%), k=01,....d—1.

ptl
2

expressdo, restando, assim, d — 1 valores de x. A distin¢do entre todos os valores z; € garantida

pelo Lema 2 em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019), os quais correspondem aos pontos

fixos de C,,(z). O

Como tan ( ) = 00, se d for par, exclui-se k = d/2 da faixa de valores de k na udltima

3.2 RELACAO COM AS FUNCOES DE REDEI

As funcdes de Redei tém sido investigadas em diversos artigos recentes (QURESHI;
PANARIO, 2015; BELLINI; MURRU, 2016; SHIHUI et al., 2019; NADIR, 2020) . Essas

correspondem a funcdes racionais definidas como apresentado a seguir.

Definigio 3.1 (Fungdes de Redei). Seja ¥, um corpo finito com caracteristica impar e a € F,

uma constante. A n-ésima, n € N, fungdo de Redei é dada por

(z+va)" + (= Va)*
(@ +va) = (@ = vay

Ry(z,a) = Va (18)

Proposicao 3.1. Os mapas tangente-Chebyshev relacionam-se com as funcoes de Rédei conforme

Cn(z) = Rp(2, a)|g=i—1-

Demonstragdo. A partir de sua definigéo e fazendo # = arctan,(x), o mapa tangente-Chebyshev
C(x) pode ser expresso como

senc(f)  1¢"— (¢
cosc(f) i (04 (o

Cy(x) = tan¢(narctanc(z)) = (19)

Empregando a forma logaritmica da fun¢do tangente inversa sobre corpos finitos, dada em (6),

14z 2
no __
¢ _(1—m) '

(19) pode ser reescrita como

mostra-se que

i 4
i—l_g°

Assim, fazendo B =

1B2—B 35 1B"—1
Cn == = n n — .
@) =S5 5T T i1

(20)
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Observando que
)"+ (i — 2"
R

B"+1=

(20) pode ser reescrita como

S ) e G N
@) = ST T o T C) T =)

de onde se obtém, apds algumas manipulagdes algébricas, se n for par

1@+ i — (z ="
Gle) = ey @ =y @h

e se n for impar,

Lx+i )"+ (x—i")"
Cp(z) =~ . 22
S T (22)
O resultado segue ao se comparar a ultima expressao com (18). 0

3.3 RELACAO COM A TRANSFORMACAO DE MOBIUS

A seguir, define-se a transformacdo de Mobius, a qual tem sido investigada e empregada
em cendrios praticos em diversos trabalhos recentemente publicados (SUNGHAN; BYUNG-
CHUL; HWANYUP, 2015; IOANNIS; GEORGIOS; FEDERICO, 2019; JELINEK et al., 2020;
BARBIER; CHEBALLAH; BARS, 2020; SAKZAD et al., 2010).

Definicao 3.2. A transformacdo de Mobius é definida por

ax+b —d
y X # ¢
T(x) = { c T (23)

emquea,b cedecF,.
A seguir, desenvolve-se a relag@o entre os mapas tangente-Chebyshev e a transformacao
de Mobius.

Proposicao 3.2. Os mapas tangente-Chebyshev relacionam-se com a transformacdo de Mobius

conforme

T(x) =Cuo(y)| i/m - (24)

Demonstracdo. Usando a Defini¢do 3.2, observa-se que 7'(x) pode ser reescrita como

o2 (az'/? + br~1/?)
B 21/2(cxt/? 4+ dx—1/2)’

T(x)
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Substituindo os pardmetros a = c =d = 1 e b = —1, obtém-se

- B 1’1/2<$1/2 _ x_l/Q) B 212 _ -1/2 ’s
(33) - :El/z(xl/z —1—31:*1/2) Torl/2 4op1/20 (25)

Por outro lado, utilizando a escrita logaritmica da fung¢do tangente sobre corpos finitos inversa,

isto é, arctan;(y) = % log, (}f—g) , bem como a expressao da prépria fun¢do tangente, pode-se

expressar o mapa tangente-Chebyshev C,,(y) como

- _ 5 log, Ty
Cn(y) T (26)
T e (B o en (1)
Comparando (25) e (26), é possivel perceber que T'(x) = C,,(y) se
v = clos ()" _ (1 H}y)
11—y
ou, equivalentemente,
a1
= — 27
O

3.4 GRAFOS FUNCIONAIS DOS MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV

O grafo funcional de um mapa f sobre o corpo finito I, € um grafo direcionado G =
(V,€),em que V = F, é o conjunto de vértices e £ = {(z, f(z)),z € F,} é o conjunto de
arestas (PANARIO; REIS, 2019) . Se o mapa for racional, como € o caso dos mapas tangente-
Chebyshev, o conjunto de vértices pode incluir também um vértice rotulado com oco. O estudo de
grafos funcionais sobre corpos finitos, os quais podem ser construidos a partir de iteracdes desses
mapas, tém despertado o interesse de varios pesquisadores em anos recentes (CAPAVERDE;
MASUDA; RODRIGUES, 2020; CHENGQING et al., 2022; BORS; PANARIO; WANG, 2023).
Isso se deve a importancia que a caracterizagdo desses grafos possui em aplicacdes relacionadas a
criptografia (POLLARD, 1978), a geracdo de bits aleatérios (LENORE; MANUEL; MICHAEL,
1986), a fatoracao de inteiros (POLLARD, 1975), entre outras (EDOUARD, 1878; LEHMER,
1930; TESKE; HUGH, 2000).

No contexto descrito, a caracterizacdo de um grafo funcional envolve a contagem do seu
nimero de ciclos, a determina¢do do comprimento de cada ciclo, o célculo do pré-periodo de
um elemento de FF, (nimero minimo de arestas entre o vértice correspondente ao elemento, que
nao pertencer a um ciclo, e um vértice que pertenca a um ciclo) etc. Caracteristicas como as
mencionadas t€m relacdo direta, por exemplo, com a possibilidade de um mapa corresponder a
uma permuta¢do ou involu¢do, ou mesmo possuir muitos pontos fixos.

Na Figura 1, € apresentado o grafo funcional do mapa Cj sobre Fo3, que corresponde a

uma involugao. Observe que s6 hé ciclos de comprimento 1 (indicando os pontos fixos) ou 2.
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Na Figura 2, é apresentado o grafo funcional do mapa Cj sobre Fg3, 0 qual corresponde a uma
permutacio, mas ndo a uma involucdo. Na Figura 3, € apresentado o grafo funcional do mapa C
sobre 157, 0 qual também corresponde a uma permutagdo, mas nao a uma involucao; neste caso,
os rétulos dos vértices sdo omitidos. Nas figuras 1 e 2, pode-se contabilizar o nimero de ciclos e

o de pontos fixos.

Figura 1 — Grafo funcional do mapa C5 sobre Fy3, contendo 10 e 3 ciclos de comprimento 2 e 1
respectivamente. O mapa em questdo é denominado como uma involugao.
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2 ®6 L B ® 20

Fonte: O Autor (2023).

Nas Figuras 4 e 5, sdo apresentados os grafos funcionais dos mapas (' sobre '3y e Fg3,
respectivamente. Em ambos os casos, verifica-se que os mapas nio correspondem a permutacdes.
A partir do grafo do primeiro mapa, podem ser distintos trés grupos de elementos: o 0, que é
periddico (isto €, pertence a um ciclo), o grupo {1,7,9, 22,24, 30}, cujos elementos possuem
pré-periodo igual a 1 e um grupo com os 24 elementos restantes, os quais possuem pré-periodo
igual a 2. Uma caracterizacdo semelhante pode ser feita a partir do grafo do segundo mapa.

O resultado a seguir decorre diretamente da Proposi¢do 2.9 e fornece o periodo de um

elemento periédico = € [F, com respeito a Cj,.

Proposicao 3.3. Um elemento x € F, periddico com respeito a C,, possui periodo m dado pela

ordem multiplicativa de n médulo N, /2, se N, for par, ou médulo N,, se N, for impar.

Observe que a periodicidade (ou ndo) de um elemento = € I, com respeito a C,, depende,
basicamente, do parametro /NV,.. Assim, € apresentada a proposicao a seguir, por meio da qual
todos os possiveis valores de NV, e o nimero de elementos cujos valores correspondentes de /V,,

coincidem sdo obtidos.
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Figura 2 — Grafo funcional do mapa C’5 sobre Fg3, contendo 12, 4 e 3 ciclos de comprimento 6,
4 e 3 respectivamente. O mapa em questdo € denominado como uma Permutacdo.

®38
*67 . 878 « 980
_ .37 ®14 3 20 :
' 4 »:52 f ® 44
5 A
A a5t Y A {
® 59 Y oy o863
- .SE. .o 62 )
*SE ®65 e 3] - o5 %
y r » 35 ¥ ® 50
23 o73 %48 & 833 {
" : 875
o3 e —
240 e 79 __866
* 60 Sy Pl . . !ozs S
y » 5
d
] 4
.25 e1 46 L. 4% :
- \ p 64 @55
® 27 L 17
P - oo T 876
* 45 926 P8I . N ¥
' ' P 4 #30 ep' 1] &7
. ! ¥
016 ST b 36 lo, (*684T0072 051
74 o172 71 e11 913 ¢15 e32

Fonte: O Autor (2023).

Proposicio 3.4. Assuma que ¢ € 1, é tal que ord(¢) = 2(q + 1).

Lo ~ _ 2(g+1) _
1. Todos os possiveis valores de N,, v € T¢, sdo dados por N,(y) = m, y =
1,...,q+1; isto é, os possiveis valores de N, sdao dados por todos os divisores de 2(q+1),

exceto 1.

2. Ha ‘p(g””) elementos distintos x, x # 0 e x # 00, cujos valores correspondentes de N,
coincidem (p(+) denota a funcdo totiente de Euler); N, = 2 e N, = 4 se e somente se

x = 0 ex = oo, respectivamente.

Demonstragdo. O item 1 decorre diretamente da Proposi¢do 2.4 e da defini¢ao de N, na Pro-
posicdo 2.9. Observe que a possibilidade y = 0, que ndo aparece na faixa de valores ao longo
da qual y varia, € equivalente a y = ¢ + 1, que € obtida para o ponto fixo x = 0, o tnico valor
que fornece N, = 2. Além disso, y = %1 € obtido para o ponto fixo x = o0, 0 Unico valor que
fornece N, = 4.

O item 2 decorre de uma das propriedades de ¢ (-). Mais especificamente, se escrevermos
na forma irredutivel todas as fragdes com denominador m de % a %, teremos como denomina-
dores todos os divisores de m e o nimero de fracdes com denominador d sera dado por ¢(d).
A divisdo por 2 em @ se deve ao fato de estarmos contando apenas metade das referidas

fracdes com determinado denominador d, a medida em que se faz y = 1,...,q + 1, mas se
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Figura 3 — Grafo funcional do mapa C’5 sobre 57, contendo 36, 4 e 6 ciclos de comprimento 4,
2 e 1 respectivamente. O mapa em questdo € denominado como uma Permutacao.
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Figura 4 — Grafo funcional do mapa C'5 sobre F3;, contendo 1 de comprimento 1 e o mapa ndo

€ uma permutacao.
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Figura 5 — Grafo funcional do mapa (', sobre Fg3, contendo 1 e 1 ciclo de comprimento 6 e 1
respectivamente. O mapa ndo € considerado uma permutacao.
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Fonte: O Autor (2023)

tem m = ord(¢) = 2(¢+ 1); Ny = 2 e N, = 4 sdo considerados a parte em fungdo do que se

observou na demonstrac¢do da primeira parte da proposi¢ao. [

No resultado a seguir, que decorre diretamente das proposicdes 3.3 e 3.4, sdo indicados

quantos ciclos com um certo comprimento o grafo funcional de C), possui.

Proposicao 3.5. Seja N,, = {Nm, v € F}, w é periddico com respeito a C,,} o conjunto de
valores de N, obtidos conforme as Proposicoes 3.3 e 3.4. Obtenha, para cada elemento
de N,,, a ordem multiplicativa wy, de n médulo N,/2, se N, for par, ou médulo N,, se
N, for impar. Suponha que, para exatos k elementos N, ,Ng,,..., N, de N,, tenha-se

T=T7N, =TN,, = " =TN,,. Entdo, o grafo de C,, possui

ZSO(

r=1

Nx'r )
2
ciclos com comprimento igual a 7, além de dois pontos fixos em v = 0 e x = o0.

Exemplo 3.1. Neste exemplo, ilustra-se o uso dos resultados derivados nesta secdao para ob-
tencdo da estrutura em ciclos do grafo funcional de Cs sobre Fgs. Os possiveis valores de N,
sdo 2,3,4,6,7,8,12,14, 21,24, 28,42, 56, 84, 168 (Proposicdo 3.4, primeira parte); os perio-
dos correspondentes sdo 1,2,1,2,6,1,2,6,6,2,6,6,6,6,6 (Proposicdo 3.3); as quantidades

de elementos com esses periodos sdo, respectivamente, 1,1,1,1,3,2,2,3,6,4,6,6,12,12,24
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(Proposicdo 3.4, segunda parte). Usando os valores obtidos e a Proposicdo 3.5, conclui-se que o
grafo do mapa em questdo possui 12,4 e 4 ciclos com comprimentos 6,2 e 1, respectivamente. Tal
estrutura é apresentada na Figura 6, em que sdo incluidos, também, os valores de x associados

a cada vértice.

Figura 6 — Grafo funcional do mapa C’5 sobre Fg3, contendo 12, 4 e 3 ciclos de comprimento 6,
2 e 1. O mapa é considerado uma permutacao.

Qe

Fonte: O Autor (2023)

Quando C), ndo é uma permutagdo sobre F,, hd elementos « € F, que ndo sdo periddicos.

Isso sugere considerar a defini¢ao a seguir (GASSERT, 2014).

Definicio 3.3. Um elemento x € I, é pré-periddico com respeito a C,,, o que se escreve como
pperc, x, (¥) = p, se houver niimeros inteiros minimos p > 0 e m > 1 tais que Cypir(z) =

Che (). Além disso, se p > 0, entdo x € estritamente pré-periddico.

Observe que, se p = 0, entdo z € periddico com relacdo a C,, (vide Defini¢do 2.6). A

proposicdo a seguir caracteriza os elementos pré-periddicos com respeito a um mapa C,,.

Proposi¢io 3.6. Um elemento x € F}, com N, = Z(QH)) ;) para algumy =1,...,q, €

mde(2(q+1
estritamente pré-periddico com relagdo a C,, se e somente se mdc(n, N, /2) # 1, se N, for

par, ou mdc(n, N,) # 1, se N, for impar. Além disso, se x for estritamente pré-periddico,

2(g+1)
mdc(2(g+1),n"y)

se encontra associado a algum x' periddico e seu periodo é dado conforme a Proposicdo 3.3,

seu pré-periodo p é igual ao menor niimero inteiro positivo v tal que N, =

substituindo N, por N,.
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Demonstragcdo. A primeira parte da proposicdo decorre diretamente da Proposicdo 2.9. Para
determinar o pré-periodo, o que se busca € o primeiro elemento na sequéncia ' = C,» (),
v =1,2,...que seja periddico ou, simplesmente, o valor de NV, correspondente a esse elemento.
Das defini¢des de C),(x), n(z) e N, (vide Proposicdo 2.9) e da Proposi¢ao 3.4, conclui-se que
n(Cv () = n(a') = (" @retanc®) ¢ portanto, Neo(z) = Ny = de(Q(qu)(f’ntlgrcmnc(x)), de onde
segue o resultado da segunda parte da proposi¢ao. 0

Exemplo 3.2. Neste exemplo, ilustra-se o uso dos resultados derivados nesta secdo para
obtengdo da estrutura em ciclos do grafo funcional de Cy sobre Fo3. Os possiveis valores de N,
com x periddico, sdo 2, 3,4, 6 (Proposicdo 3.4, primeira parte) e os periodos correspondentes sdo
1,2, 1,2 (Proposicdo 3.3); as quantidades de elementos com esses periodos sdo, respectivamente,
1,1, 1,1 (Proposicdo 3.4, segunda parte). Os possiveis valores de N,, com x estritamente pré-
periodico, sdo 8,12,16, 24,48, os pré-periodos correspondentes sdo 1,1,2,2,3 e os periodos
correspondentes sdo 1,2,1,2,2 (Proposicdo 3.6); as quantidades de elementos com esses pré-
periodos e periodos sdo, respectivamente, 2,2,4,4,8. O grafo funcional do mapa em questdo é
apresentado na Figura 7, em que estdo incluidos, também, os valores de = associados a cada

vértice.
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Figura 7 — Grafo funcional de C'; sobre Fo3 contendo 2 e 1 ciclos de comprimento 2 e 1. O mapa
nao € considerado uma permutacao.
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4 MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEYV DO TERCEIRO TIPO SOBRE CORPOS FINI-
TOS

Neste capitulo € introduzida uma nova defini¢do relacionada aos mapas tangente-Cheby-
shev sobre corpos finitos. Mais especificamente, € proposto um novo tipo desses mapas, cuja
defini¢do possui certa analogia com a definicdo dos polindmios de Chebyshev do terceiro
tipo sobre corpos finitos (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014). Assim, para
evitar ambiguidades e entendimento errdneo por parte do leitor, € importante esclarecer que,
a partir deste ponto do texto, o mapa considerado nos capitulos anteriores deste trabalho sera
identificado como mapa tangente-Chebyshev simplesmente ou mapa tangente-Chebyshev do
primeiro tipo; o novo mapa € identificado como mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo. Na
secdo a seguir, sdo introduzidas algumas proposicdes preliminares sobre trigonometria em corpos
finitos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA,
2014; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010b; LIMA; PANARIO; CAMPELLO
DE SOUZA, 2010a), necessdrias especificamente ao desenvolvimento do contetdo apresentado

neste capitulo.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE TRIGONOMETRIA EM CORPOS FINITOS

Nesta secdo, sdo desenvolvidos alguns resultados sobre trigonometria em corpos finitos
empregados nas proposicdes associadas aos mapas tangente-Chebyehsv do terceiro tipo. Os refe-
ridos resultados sdo inspirados no que ja se tem de forma bem estabelecida para a trigonometria
classica; em todo caso, podem ser considerados contribui¢des secunddrias desta tese, visto que

ainda ndo haviam sido abordados na literatura.

Proposicio 4.1 (Tangente da soma de dois arcos). Sejam ¢ € 1, e > um nao-residuo quadrdtico

sobre IF,. Entdo,

_ tang(z) + tang(y)
tane(z +y) = T tang (2) tan ()2 (28)

Demonstragcdo. A proposi¢ao pode ser demonstrada considerando (3) e (4) para escrever

sen¢(x) cos¢(y) + sen(y) cose(z) (29)
cos¢(z) cos¢(y) + 2 sen¢(z) sene (y)

tane(z +y) =

A prova € concluida dividindo o numerador e o denominador da dltima expressao pelo fator

cos¢ () cose(y). O
Proposicio 4.2 (Tangente do arco metade). Sejam ¢ € 1, e > um ndo-residuo quadrdtico sobre
F,. Entdo,
1+ /1 —i%tang(x)
tane(z/2) = (30)

i2 tane ()
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Demonstragcdo. Da Proposi¢do 4.1, fazendo x = y, escreve-se

2 tan,(z)

A partir de 4.1, fazendo tan(2x) = a e tan¢(x) = y, pode-se escrever
2 9 _
“ay” — 2y +a =0, 32)

cuja solugdo é

1+ VT 2a
— =y

1=a

Y (33)

Na expressao acima, substituindo y e a pelas respectivas expressdes em termos de tangentes e,

por fim, substituindo x e 2x por x/2 e x, correspondentemente, conclui-se a prova. [
Proposicio 4.3. Sejam ¢ € 1, e i* um ndo-residuo quadrdtico sobre F,. Entdo,

1 1+ V1 —id%z?
tan, (5 arctandw)) = 2—2:75 (34)

1T

Demonstragcdo. A demonstragdo é feita empregando diretamente a Proposi¢cdo 4.2 e conside-

rando o fato de que tan,(arctanc(z)) = . O

4.2 MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV DO TERCEIRO TIPO

A seguir, propde-se uma defini¢do para mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo.
Naturalmente, a defini¢ao € inspirida na dos polindmios de Chebyshev do terceiro tipo e esta-
belecida de modo andlogo a dos mapas tangente-Chevbyshev do primeiro tipo. A defini¢des se
originam da substituic@o, na expressao trigonométrica dos polindmios de Chebyshev do primeiro
tipo sobre corpos finitos, da funcdo cosseno sobre corpos finitos (e de sua inversa) pela funcao

tangente sobre corpos finitos'.

' A auséncia, até o momento, de uma defini¢io para mapas tangente-Chebyshev do segundo e do quarto tipos sobre

corpos finitos explica-se pelo fato de ndo se ter concebido uma fungdo que esteja para a tangente sobre corpos
finitos como o seno estd para o cosseno na trigonometria cldssica (considerando alguma analogia baseada na
satisfacdo de propriedades e identidades trigonométricas bésicas). Sem tal defini¢do, ndo se aplica as expressdes

Un(z) = seng((n + 1) arccos¢(x))

senc (arccos¢(x))

W () = senc ((n + 1) arccos¢(z))

)

senc (3 arccos¢(z))

dos polindmios de Chebyshev do segundo e do quarto tipos sobre corpos finitos, respectivamente, a abordagem
descrita.
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Definicao 4.1. Sejam ¢ € I, e n € N. O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

sobre I é definido como

_ tang ((n+ 1) arctane(z))

E,(z) tane (3 arctane(z))

) (35)

emque ¢ €l,exc T

Tem-se Ey(z) = 1, para todo = € F,. Para outros valores de n, E, (z) pode ser obtido

por meio da relacdo de recorréncia estabelecida a seguir.

Proposicdo 4.4. Sejam ¢ € 1, i* um ndo-residuo quadrdtico sobre F, e n € N. Os mapas
tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre I satisfazem a relagdo de recorréncia
E,(x) + x[c(x)] ™

Enta(@) = 1+ 2xc(z)Ey(x)’ (36)

em que c(x) = tan¢ (5 arctan¢(z)).

Demonstragdo. Empregando a Defini¢do 4.1, a Proposi¢do 4.1 e a substituicao indicada no final

do enunciado da proposi¢do em questdo, pode-se escrever

tane ((n+ 1+ 1) arctane(z)) 1
tane (4 arctane(z)) c(z)

_ tang ((n + 3) arctang(z)) + tang (1) arctang(z)) 1
1+ i2tan; ((n) arctang(z)) tane ((1) arctang(z)) c(x)

_tang ((n+ %) arctanc(z)) + 2 1
1+ 2z tane ((n + 3) arctane(z)) c(x)

Enia (QJ) =

Y

multiplicando por % tem-se

B E,(z) + z[e(x)]?
Eni(r) = 1+ 2xc(z)Ey(x)

]

Observe que o termo ¢(x) na tltima proposi¢do independe de n. Assim, se desejar avaliar
E,(x) para valores especificos de n e =, empregando a relacdo de recorréncia apresentada, o
termo c(x) s6 precisa ser calculado uma vez; daf por diante, quando da aplica¢do propriamente
dita da recorréncia até que se alcance o valor de n em questdo, o referido termo pode ser tratado
como se fosse uma constante. Também nesse contexto, observa-se, a partir da Proposicao 4.3, que
o célculo de ¢(x) envolve a extracdo de uma raiz quadrada sobre IF,,.. Assim, ainda que © € F,, é
possivel que c(x) € I,\IF,. Detalhes sobre essa possibilidade sdo discutidos na sequéncia deste

capitulo. Em todo caso, utilizando a Proposi¢do 4.4, pode-se fornecer, por exemplo, as seguintes
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expressdes de mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo:

Ey(x) =1, (37)

Ey(z) = % (38)

Ealw) = 11+—|—2;2[2:£c()i) ++i;x€ ’ (39)
_ L4 3afe(@)] ! + 3i%a® + Pae(a)]

Eslw) = 1+ 3i2xc(z) 4 3i2x? + itadc(x) (40)

E4(:1:):1+4$[C<x)] + 6022 + 4?23 [c(x)| 7t + it @1)

1 + 4i2ze(x) + 60222 + 4ita3c(x) + itat
Para ilustrar os resultados derivados na parte inicial deste capitulo, faz-se necessaria uma

regra que permita prover sem ambiguidade o valor da raiz quadrada envolvida no calculo de

¢(x). Em principio, poder-se pensar em remover da expressdo mais a direita em

1 14+ V1 —i22?
c(z) =tan, 5 arctang(z) | = —————

1°x

o sinal “+£”, substituindo-o simplesmente por “+” e escolhendo uma das duas raizes segundo
algum critério adicional. Porém, tal acdo imporia a ¢(z) uma simetria impar, o que ndo é coerente
com a escrita trigonométrica da mesma expressao. Mais especificamente, embora se verifique a

simetria (impar)
arctan(z) = — arctan:(—z (mod p))(mod p+ 1),

a divisao por 2 no argumento da fung¢do tangente, que também possui simetria {mpar, torna c(x)
assimétrica. Isso sugere que sejam considerados valores diferentes da raiz quadrada em questao

para z e —x (mod p), o que, deste ponto em diante, é feito conforme a regra a seguir:

'SeO§x<p% entdo c(z) = 4vi—i?z? 1”0 emqueO<«/1—z9:2<pTlou0

ST #E < el

. Sej%1 <z < p—1,ento ¢(z) = ELEE i emqueerl <V1-222 <p-1ou

P < T — 222 <p—1.

Observe que as desigualdades cujos termos centrais sdo multiplicados por i !, em cada um dos
itens acima. S3o necessdrias porque o termo sob a raiz pode ndo ser um residuo quadratico, o
que resultaria em um elemento em um corpo de extenséo, de modo que se tenha /1 — 1222 = di,
d e,

O exemplo a seguir retoma o Exemplo 2.1 e considera a regra acima descrita.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, avalia-se, para todo x € T, em que ( = 2 + 3i € Iy, i* =
—1 (mod 7) e ord(¢) = 2(p + 1) = 16, 0 mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

1+ 3z[c(z)] ™! — 322 — 23[c(x)] !
1 — 3zc(x) — 322 + 23c(x)

Ey(x) = (42)



41

Na Tabela 3, sdo apresentados inicialmente todos os valores de tan:(z), de arctan:(z) e de

I VA

X

c(z) = tan (% arctandx))

para x € T.. Com relagdo a esta iiltima fungdo, chama atengdo o aparecimento de valores
c(x) € I\F,; conforme comentado anteriormente, isso estd associado ao cdlculo da raiz
quadrada na avaliacdo da fungdo em questdo. Naturalmente, este fato tem repercussdo no

cdlculo de Es(x), que fornece os valores apresentados na ultima coluna da tabela.

Tabela 3 — Valores para as fungdes tangente, arco-tangente e Fs3(x) relacionadas ao elemento

¢ =2+3i €l;,emqueord(¢) =2(q+1) =16,i* = —1(mod 7)exz = 0,1,...,7.
x | tane(z) | arctane(z) | c(x) | Es(z)
0 0 0 0 1
1 4 6 2 6
2 6 3 3451 |5+ 51
3 2 7 2431|242
4 o0 1 dD+4i | 242
5) 5 D 4421|5451
6 1 2 5 6
7 3 — — —
00 — 4 6 1

Fonte: O Autor (2023)

O fato comentado na parte final do exemplo acima pode ser explicado sob outra perspec-

tiva. Para isso, considera-se (35), a qual pode ser reescrita como

2= tane ((2%5) arctan¢ ()
En(z) tane ((3) arctane(z))
tang% ((2n + 1) arctanc(x))

h tan (arctane(x)) ' “@4)

(43)

Na dltima equagdo, observa-se que o célculo de F,(z) envolve (ainda que implicitamente,
caso o referido cdlculo seja realizado empregando alguma das férmulas nao-trigonométricas
apresentadas) a avaliacdo de uma fun¢ao tangente sobre corpos finitos com relacio ao elemento
C% = 4+/C. Como ord(¢) = 2(q + 1), pode-se assumir que C% = 4+/C corresponde a raiz
quadrada de ¢ com ordem multiplicativa ord({ %) = 4(q + 1). Assim, considerando a Proposi-
¢do 2.4, sabe-se que tané_% (-) prové valores que ndo se encontram em IF,. Mais precisamente,
uma tangente calculada com relacdo a ( 2 prové valores em I, se e somente se o respectivo

argumento for par; isso porque, escrevendo tal argumento como 2m, tem-se

tan 4 (2m) = tan¢(m) € Fy,
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0 que ndo se consegue, se o referido argumento for impar. Em suma, considerando (44) e o fato
de (2n + 1) ser impar, para que se tenha E, (z) € F,, € necessario e suficiente que arctan,(z)
seja par. Essa condi¢c@o pode ser verificada no ultimo exemplo, observando, na Tabela 3, em que
apenas os valores pares ao longo da coluna arctan¢(x) levam a valores Es(x) € F,.

Em seguida, sdo dadas duas proposicdoes em que os mapas tangente-Chebyshev do

terceiro tipo s@o relacionados aos do primeiro tipo.

Proposi¢io 4.5. Sejam ¢ € 1, i* um ndo-residuo quadrdtico sobre F, e n € N. Entdo,

li\/l_22 2n+1( )
{ CQn—l—l( ) .

En(z) = ()] (45)

Demonstragdo. (35) pode ser reescrita como

tang (2(2n + 1) arctane(z))
c(x) '

Aplicando a Proposi¢do 4.2 ao numerador da dltima expressdo, obtém-se

1 1=+ \/1 — i*tanZ((2n + 1) arctang(z))
c(x) i? tane((2n + 1) arctane(x))

E,(x) =

e empregando a Defini¢do 2.5, conclui-se a demonstracao. U

Proposicio 4.6. Sejam ¢ € 1, i* um ndo-residuo quadrdtico sobre F, e n € N. Entdo,

Cont1 (H:m) Cony1(c())

Eu@) = —— 1= = SR (46)

i2x

Demonstragdo. Empregando a Defini¢do 2.5, tem-se

Coni1 <1ivl —i%g7 ) tan, <(2n + 1) arctan, (_1:|:vi12;i2x2>>
14+v1—4222 - 14++/1—4222

i2x i2x

47)

Considerando a Proposicao 4.3, a tltima expressdo pode ser reescrita como

Cont1 (%) _ tang ((2n + 1) arctan, (tang (% arctang(x))))
B/ B tan (5 arctane(z))
 tang ((2n+1)3 arctanc(z))

tan (5 arctane(z))

(48)

; (49)

e o resultado segue. [
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A tltima proposicdo pode ser empregada na obtencdo de uma expressao explicita para os

mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo; considerando também (11), escreve-se diretamente

(20/2] (20 41) 2k (LyT-52 2kl
By(r) = —— 2 = ! (50)
n [(2n+1)/2] (2n+1)i2k (1im>2k 11\/‘12—1'23(2
k=0 2k 25 1°x

_ S G (=) s
s e ()
B G o .

c(a)™

Zk -0 (%H) i

Observe que, fixado o valor de 4, a dltima equac@o prové uma maneira de expressar F,,(x)
como uma fun¢ao racional de ¢(x), diferentemente do que se obtém empregando a relagdo
de recorréncia dada na Proposi¢cdo 4.4; esta dltima prové expressdes em que o numerador
e o denominador possuem termos cruzando c¢(x), [c(z)]™! e poténcias de z. Utilizando (52),

produz-se, por exemplo,

Ey(z) =1, (53)
Bie) = 2T 64
Ealr) = 15: 11()0;2;22((96)):—r ;;4624@)’ (53)
i) = 1 i) ) T ) <56>
Ey(x) = 9 4 84i%c*(x) + 126¢*c*(x) + 36i°° (z) + i¥c3(x) 57)

1+ 36i2c2(z) + 12614c*(x) + 84i5¢5(x) + 9i8¢3 ()

Exemplo 4.2. Neste exemplo, considera-se ( = 3+ 6i € I3, i* = —1 (mod 23) e ord(¢) =
2(p + 1) = 48, e avalia-se o mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

tan 5 arctan¢ (z) 9 4
¢ D) 5413 (x) 4 ()
tan (arctaQng(x)) 1+ 13¢(x) + 5t ()’

Ey(x) = (58)

para todos os valores de x € T¢ para os quais arctan, (z) € par. Na Tabela 4, sdo apresentados

inicialmente todos os valores de tang(x), de arctanc(x) e de

—1+V1+2?

X

c(z) = tang (% arctanc(;c)> =

4.2.1 Polos e Zeros

A seguir, sd@o determinados os polos e zeros do mapa F,,.
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Tabela 4 — Valores para as fungdes tangente, arco-tangente e c(x) relacionadas ao elemento

¢ =3+6i € I3, emque ord(¢) = 2(¢ + 1) = 48, i* = —1 (mod 23).
x | tane(z) | arctang(z) | c(x) | Eay(x)
0 0 0 0 1
1 11 18 4 10
5 15 10 15 13
7 20 8 10 22
9 4 22 21 13
10 5 4 14 2
13 2 20 5 12
14 18 2 11 16
16 16 16 7 22
18 1 14 20 16
22 9 6 6 7
23 12 - - -
00 - 12 22 1

Fonte: O Autor (2023)

Proposicao 4.7. Os zeros rj, € F, do mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre I, sdo

dados por

. _ ) tan(k(g+1)), (59)
") tan((2k + 1)(g + 1)).

em que k € qualquer niimero inteiro tal que k(q + 1)/n também é um niimero inteiro.

Demonstracdo. Desenvolvendo E,(z), tem-se

sen((n 4+ 1/2) arctan(x))) cos(arctan(x)/2)

cos((n + 1/2) arctan(z)))sen(arctan(z)/2) (60)

En(x) =

Para 7, ser um zero de F,,, é preciso que sen((n+1/2) arctan(x))) cos(arctan(z)/2) = 0 ou, de
modo equivalente, (n+ 1/2) arctan(z) = 0 (mod (¢+1)) ou arctan(z)/2 = (%) (mod (¢ +
1)). Noutras palavras, isso significa que (n + 1/2) arctanc(r;) = k(¢ + 1), k € Z, ou que
arctang(ry) = (2k + 1)(¢ + 1), k € Ze o resultado segue. N

Proposicao 4.8. Os polos s;, € ¥, do mapa tangente-Chebyshev do terceiro sobre I sdo dados

por

(2k+1)(g+1)

t eV T J\H T )

_— an[ 2n+1 } 61)
tan [2k(¢+1))].

em que k é qualquer inteiro tal que (2k + 1)(q + 1)/2n também é um inteiro.

Demonstragdo. Para si ser um polo de F,,, é preciso que

cos((n + 1/2) arctan(z)))sen(arctan(z)/2) = 0,



ou, de modo equivalente, (n + 1/2) arctan(z) = (£2) (mod (g + 1)) ou arctan(z)/2 =
0 (mod (¢ + 1)). Noutras palavras, isso significa que (n + 1/2) arctanc(ry) = (2k + 1)(¢ + 1),
ou que arctang(ry) = k(q + 1), k € Z e segue o resultado. O
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5 ESTUDO PRELIMINAR DE APLICACI&O

5.1 CIGRAGEM DE CHAVE PUBLICA BASEADO NOS POLINOMIOS TANGENTE-
CHEBYSHEV DO TIPO 1

A criptografia moderna é conhecida como a ciéncia da seguranca da informacao, que
teve inicio com o artigo Communication Theory of Secrecy Systems (SHANNON, 1949), porém,
esta area ficou realmente conhecida com a publicacdo do artigo New Directions in Crypto-
graph (DIFFIE; HELLMAN, 1976). Diffie e Hellman demonstraram, pela primeira vez, que
uma comunicacio secreta é possivel sem a transferéncia da chave secreta, o que se entitula como
criptografia de chave publica.

Em um sistema de criptografia de chave publica, cada entidade A tem uma chave publica
e e uma chave privada d. Em sistemas computacionais, a tarefa de computar d dado e € invidvel.
A chave publica define uma transformacao de cifragem F., enquanto a chave privada define uma
transformacao de cifragem D,. Se Alice pretende mandar uma mensagem M para Bob, Alice
usa a chave publica de Bob para realizar a transformagio de cifragem C' = E, (M) para obter o
texto cifrado, e transmite C' para Bob. Para ler a mensagem, Bob utiliza a sua chave privada para
realizar a transformagdo M = Dy(C'), obtendo assim, a mensagem original.

Embora os polindmios de Chebyshev tenham propriedades cadticas, que sdo adequadas
para fins criptograficos, eles ndo fornecem seguranca e explorando a defini¢do de polindmios
de Chebyshev, e manipulando-os algebricamente , pode recuperar o texto cifrado (KOCAREV,
2011). Com o proposito de evitar essa falha, Ning (NING; LIU; HE, 2006) a definicao de polino-
mios de Chebyshev para corpos finitos foi expandida, evitando dessa forma a vulnerabilidade
sobre o intervalo [—1, 1], em que se tem uma boa propriedade unilateral (NING; LIU; HE,
2006). Em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA; PANARIO, 2008), foi introduzida uma nova
defini¢@o dos polindmios de Chebyshev sobre corpos finitos, baseada na trigonometria em corpos
finitos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998b), o que permitiu o estudo sobre seguranca do
algoritmo proposto em (NING; LIU; HE, 2006).

Polindmios de Chebyshev definidos sobre corpos finitos tém sido bastante utilizados
como parte de criptossistemas de chave publica (HUE; HOANG; BRAEKEN, 2017; YOSHIOKA,
2018c; YOSHIOKA, 2020; CLAUDIO; PANARIO, 2019; WEI; SHANG; WENZHENG, 2021;
KRITSANAPONG; CHALIDA, 2021). Por causa das semelhancas entre os mapas tangente-
Chebyshev e os polindmios de Chebyshev sobre corpo finito proposto por Lima (LIMA; CAM-
PELLO DE SOUZA; PANARIO, 2008), é esperado que um criptossistema de chave publica
utilizando os mapas tangente-Chebyshev tenha resultados semelhantes. Seguindo o procedimento
proposto em (NING; LIU; HE, 2006), o procedimento de criagdo de um sistema de criptografia

de chave piblica € dividido em trés partes.
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5.1.1 Geracao do par de chaves

Para Alice obter o par de chaves, € necessario o seguinte procedimento:

1. Seleciona-se aleatoriamente um ndmero s € Z, sendo s # 0,1, e x € Fy, sendo x # 0, 1,

e computa-se Cs(z).

2. Denomina-se s como a chave privada de Alice e (2, Cs(x)) como a chave publica.

5.1.2 Cifrando a mensagem

Assume-se que Bob deseja enviar uma mensagem M € F,, sendo M # 0, para Alice.

Para tal, o procedimento € o seguinte:
1. Seleciona-se um inteiro r € Z, r # 0, 1;

2. A partir da chave publica de Alice (x,Cs(x) computa-se C,(z), em que C,s(z) =
Cr(Cs(z)) e X = MC,s(x) mod f(y), sendo f(y) um polindmio primitivo.

3. Envia-se o texto cifrado 7' = (C,.(x), X ) para Alice.

5.1.3 Decifrando a mensagem

Ap6s receber a mensagem, para poder ler o conteiddo, Alice segue o seguinte procedi-

mento:
1. Utiliza a chave privada s para computar Cy,(x) = Cs(C.(2));
2. Recupera-se a mensagem M computando M = X (C,,.(x)) ™.

Devido a propriedade de semigrupo dos polindmios tangente-Chebyshev, a mensagem M ¢
recuperada corretamente (NING; LIU; HE, 2006).

5.1.4 Anadlise de seguranca do algortimo

De maneira similar a (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010b), presume-se
que o algoritmo € seguro por causa da ndo existéncia de defini¢cdes trigonométricas para efetuar
o ataque descrito em (BERGAMO et al., 2005). Nesta sec¢do o ataque descrito por Bergamo é
aplicado para os polindmios tangente-Chebyshev para ¢ = 3(mod 4), e é demonstrado que a
solucdo envolve o problema do logaritmo discreto.

Para recuperar a mensagem M, dado a chave publica de Alice (z, Cs(z)) e o texto cifrado

C,(x), X, é necessdrio seguir o seguinte procedimento:
1. Computar 7" de modo que C,(x) = C,(z);

2. Avaliar Cys(z) = Cr(Cy(x));
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3. Recuperar a mensagem M = X (C,4(x)) L.

Este procedimento é sempre vdlido, dado que, se C,/(x) = C,.(z), entdo

Cro() = Oy () = Co(Cy (@)
- Os(Cr’s(x)) = Cr’s(os(x))'

O cdlculo de " é sumarizado no seguinte resultado.
Lema 5.1. Para cada par x,C,.(x), o inteiro v’ satisfaz C,.(x) = C,.(x) se, somente se,
7' = arctan ((C,.(z)) (arctang (x)) " (mod N), (62)

para N = ord(().

Prova. Assume-se que

7" = arctang (C,.(x))(arctans (z)) ™' (mod N).
A partir da Defini¢do 2.5,

Cy(x) = tang(r' arctane(z)),

substituindo r' tem-se

Cy(x) = tan (arctans (C,(z))(arctane (z)) ! arctane ()
= tanc(arctanc (C,(z))) = Cp(x).

Por outro lado, assumindo que C,,(x) = C,(x), tem-se
Cr(x) = tane(r' arctane (z) = Cp(x).
Aplicando a fungdo arctan: em ambos os lados da igualdade, tem-se
arctang (tan (r' arctang(x))) = arctan (C,.(z)). (63)

Seja y = arctanc(w). A partir de (2.3), a fungdo trigonometrica tangente em corpo finito tem

simetria impar, i.e.,
tang(—x) = — tang(z). (64)

Devido a periodicidade da fun¢do tan, se tang = w, tem-se que 5 = y(mod N). Portanto (63)

se mantém se, somente se,

" = arctang (C,.(x))(arctans (z)) " (mod N).
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Diferentemente dos ataques contra criptossistemas baseados nos polindmios de Chebyshev
classicos, sobre corpos finitos, o Lemma 5.1 resulta em somente um valor de /. Portanto, ndo
€ preciso considerar aspectos de precisao ou resolver qualquer sistema linear de equacgdes
modulares.

Contudo, a computacgdo de 7’ em (62) depende da restri¢do sobre a existéncia da fungéo

inversa da tangente. Aplicando (6) em (62) tem-se

3 log. 1 +iC ()

1—ix

5 log, L —iC(z)

1—ix

1
r' = 5 log, (65)

Noutras palavras, dado um texto cifrado, para recuperar a mensagem original, sem o conhe-
cimento da chave privada, é necessario computar 7/, o que envolve resolver o problema do

logaritmo discreto.

Exemplo 5.1. Seja a chave piiblica de Alice (x,Cy(z)) e o texto cifrado T = (C,(x), X), em
que X = MC,4(x). E possivel mostrar como um adversdrio computa C,,(x) e recupera a
mensagem M.

O corpo considerado é F43. Além disso, v = 38 e s = 25. A partir de (2.4), computa-se
Cs(x). Alice entrega sua chave publica (x,C)(x) = (38,21) para Bob. Bob escolhe r = 32
para cifrar a mensagem M e computa C,.(x) = 15. Com isto, Bob chega em C,.(Cs(x)). Para um
adversdrio recuperar a mensagem cifrada, este deve deter o valor de r, ou seja, deve computar

um v’ = r usando o Lema (62). Utilizando a (62), é possivel obter

" = arctan(C,(z))(arctan(x) " (mod 44) = arctan(15)(arctan(38) " (mod 44)
= 16" (mod 44) = 16 x 35(mod 44) = 32.

O texto original enviado por Bob pode ser recuperado a partir de M = X (C35(Cs(x)))~*(mod
43)

5.2 CONCLUSOES

Neste capitulo, é apresentada a investigacdo sobre possivel aplicagdes do mapa tangente-
Chebyshev do primeiro tipo. Analisou-se de forma preliminar o uso dos mapas tangente-
Chebyshev do primeiro tipo em um sistema de cifragem de chave publica. Apresentou-se
uma andlise de seguranca, a qual indica a possibilidade de utilizacdo dos mapas nessa aplicagao.
Em func¢do da propriedade de semigrupo, demonstrou-se que a quebra de um sistema deste
tipo envolve o problema do logaritmo discreto, o que sugere que, dependendo dos paradmetros

escolhidos, seu uso pratico pode ser vidvel.
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6 CONCLUSOES

Neste capitulo sdo apresentadas as consideragdes finais da tese desenvolvida. Para isso,

sdo elencadas a seguir as contribui¢des originais do trabalho realizado:

6.1

1. Partindo de um estudo sobre os recém-introduzidos mapas racionais tangente-Chebysyhev

sobre corpos finitos, foram estabelecidas novas propriedades desses mapas. Mais espe-
cificamente, foram propostos resultados relativos aos pontos fixos dos mapas tangente-

Chebysyhev e as suas relacdes com as fungdes de Rédei e com a transformacgdo de Mobius.

. Foram estabelecidas diversas proposi¢des associadas aos grafos funcionais dos mapas

tangente-Chebysyhev, e indicados aspectos interessantes concernentes a essas representa-

coes.

. Foi introduzida a definicdo de um novo tipo de mapa racional tangente-Chebysyhev sobre

corpos finitos, o qual possui analogia com os polindmios de Chebyshev do terceiro tipo;
propriedades bdsicas desses mapas, como o seu cdlculo por equacgdes de recorréncia, sua

relacdo com os mapas do primeiro tipo e seus zeros e polos, foram estabelecidas.

. Foi realizada uma investigacao preliminar a respeito do uso dos mapas tangente-Chebysyhev

para cifragem de chave publica.

CONTINUIDADE DA PESQUISA

Embora a tese apresentada contenha, conforme delineado na dltima se¢do, contribui¢des

tedricas originais e sugestdes consistentes de cendrios em que a teoria desenvolvida pode ser

aplicada, ela abre, também, margem para realizacdo de novas pesquisas. Estas contribui¢des

podem ser util para outros estudantes € mesmo para o autor da tese, considerando a perspectiva

de continuidade do seu envolvimento com a Academia. Assim, as seguintes direcdes e sugestdes

de temas para trabalhos futuros podem ser listadas:

1. Ampliagdo dos resultados acerca dos grafos funcionais associados aos mapas tangente-

Chebysyhev do primeiro tipo, indicando como tal caracterizacdo se relaciona com proprie-
dades j4 estabelecidas para esses mapas e utilizando-a para o estabelecimento de novas

propriedades nesse contexto.

. Estabelecimento de novas propriedades dos mapas racionais tangente-Chebysyhev do

terceiro tipo, o que deve incluir, por exemplo, propriedades de permutacdo, de involucdo e

caracterizacdo dos respectivos grafos funcionais.

. Realizacdo de novos estudos sobre a possibilidade de definir mapas racionais tangente-

Chebysyhev do segundo e do quarto tipo e, consequentemente, de estudar as suas proprie-
dades.
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4. Investigar o uso dos mapas tangente-Chebysyhev em entrelacadores empregados em

codificacdo de canal, mais especificamente os c6digos turbo.

5. Consolidacdo dos resultados referentes ao uso dos mapas tangente-Chebyshev em entrela-

cadores empregados em esquemas de criptografia de chave publica.

6. Avaliacdo do uso dos mapas tangente-Chebyshev como blocos reponsaveis pelo embara-

lhamento de simbolos em esquemas de criptografia de chave secreta.

6.2 ARTIGO ASSOCIADO A ESTA TESE

O seguinte artigo em periddico internacional resultou desta tese:
FIGUEIREDO, RAVI B.D.; LIMA, J. B.. Tangent-Chebyshev maps over finite fields: New
properties and functional graphs. Cryptography and Communications - Discrete Structures
Boolean Functions and Sequences, p. 1-10, 2022. DOI: https://doi.org/10.1007/s12095-022-
00565-8
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APENDICE A - TRANSFORMADAS DO COSSENO DOS TIPOS III E IV EM
CORPOS DE CARACTERISTICA 2

Este apéndice contém uma contribuicdo secunddria desta tese, surgida em meio ao estudo
de novos resultados relacionados a trigonometria sobre corpos finitos. Mais especificamente,
introduz-se o Lema A.1, que complementa um resultado apresentado em (LIMA; BARONE;
CAMPELLO DE SOUZA, 2016). No artigo em questdo, siao introduzidos quatro tipos de
transformadas do cosseno sobre corpos finitos de caracteristica 2; os autores afirmam que a
demonstracao da invertibilidade de tais transformadas pode ser realizada empregando o Lema
1, introduzido no mesmo trabalho. A definicdo cosseno em corpos finitos de caracteristica 2

utilizada por Lima difere da defini¢do utilizada neste trabalho e € definida da seguinte maneira,

Defini¢do A.1. Se um elemento ( € Fyr tem ordem multiplicativa ord((), a fun¢do cosseno em

corpo finito relacionado ao dngulo ( é definido como
cos¢(n) ="+ (", (66)
paran € Z.

O fato € que, para demonstrar a invertibilidade das transformadas dos tipos IIl e IV (cujas
defini¢cdes sdo reapresentadas neste apéndice), faz-se necessdrio o j4 mencionado Lema A.1, o

qual € enunciado a seguir.

Lema A.1. Se um elemento ¢ € For tem ordem multiplicativa 2N — 1, entdo

N-1
0 n=t2N —1),
A= E cosc((k+1/2)n) = ( ) (67)
r—1 1 = cos¢(n/2) caso contrdrio.

Demonstragdo. Como ( tem ordem (2N — 1), tem-se (*CN=D =1, + e N,k =1,...,N — 1.
Para o caso em que n = t(2N — 1),

C(k+1/2)t(2N71) 4 C*(kﬂ/?)t(?N*l) =1+1=0(mod 2).

Caso contrdrio, a equacdo acima pode ser escrita da seguinte forma:

_ /2 (¢ - iy Cm(CIN=2) g
A=e ( a1 )T¢ o (68)
g (SM(CMVR -1 e S
¢ ( =1 +¢ 1 (69)
n(N=1/2) _ ¢8n/2 4 ¢=n/2 _ —n(N=5/2)
:CN12 C3 2+C 2 C N-3/2 (70)
-1
R et S (SieaY
B -1 (71)
Sl (72)

=142+ "% =14 cos¢(n/2). (73)
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]

Definicao A.2. Seja ( € For um elemento com ord(() = 2N — 1. A transformada do cosseno
do tipo Il em corpos de carateristica 2 do vetor x = (z;),z, € For, i =0,..., N — 1 é o vetor
X = (Xy) € For cujos componentes sdo definidos como

N—-1

Xj =Y mycosc((k+1/2)n), (74)

n=1

k=0,1,...,N—1.

Teorema A.1. Seja ( € Fyr um elemento com ord(¢() = 2N — 1. A transformada inversa

do cosseno do tipo IIl em corpos de caracteristica 2 do vetor X = (Xi), Xy € For, k =

0,1,...,N —1¢éovetorx = (x,,), x,, € For cujos componentes sdo definidos como
N-2
Ty = ZXkcosc((k—i—l/Q)n), (75)
k=0

n=0,1,...,N -2

Demonstragdo. Substituindo a equacdo 74 na equagdo 75 (em que substituie-se o indice n por

m), obtém-se a expressao

2
L
2

i = 3 Xu[cose(1/2m+m)) + 3 cose((k +1/2)(m + ) + cosc(1/2(m — n))+

B
Il

™ cose((k+ 1/2)(m — m))].
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Para utilizar o lema A.1 € necessdrio avaliar o caso em que m = n, portanto, segue-se que

Ty = Ty, |COSc(M) + jzz_fcosC((k +1/2)2m) + cos¢(0) + ]:_12 cos¢(0)
+ NZII[COSC((l/2)(m +n))+ ]:ZjCOSC((k +1/2)(m +n)) + cos¢(1/2(m —n))
o2l
+ N cose(F +1/2)(m — )]
:Qﬁm%mw+1+m%mn+o+m
4 ]:11[6084( 2”‘) + 1+ cosc(ZE™ +cose (") 4+ 1+ cos ()
23

]

Definiciao A.3. Seja ¢ € Fyr um elemento com ord(¢) = 2N — 1. A transformada do cosseno do
tipo IV em corpos de carateristica 2 do vetor x = (x;),x, € For i =0,1,..., N — 2 € 0 vetor

X = (Xy) € For cujos componentes sdo definidos como

N-2

Xp =Y wycosc((k+1/2)(n+1/2)), (76)

n=0

k=0,1,...,N—2.

Teorema A.2. Seja ( € Fyr um elemento com ord(¢() = 2N — 1. A transformada inversa

do cosseno do tipo IV em corpos de caracteristica 2 do vetor X = (Xy), Xy € For, k =

0,1,...,N —1éovetorx = (x,), x, € For cujos componentes sao definidos como
N-2
Tn =Y Xpcosc((k+1/2)(n+1/2)), (77)
k=0

n=0,1,...,N -2

Demonstragdo. Substituindo a equagdo 76 na equacdo 77 (onde se substitui o indice n por m),

obtém-se a expressao
T = Xy cose((k+1/2)(n+ 1/2)) cos¢((k 4+ 1/2)(m + 1/2))

-3 x, [COSC((k+1/2)(m+n+1))+cos<((k+1/2)(m—n));
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retirando do somatorio o caso k = 0,

Ty = Z_Xn[cosd(m—l—n—i- 1)/2) + Z_COSC((k +1/2)(m+n+1))

+ cosc((m —n)/2) + 3 cosc((k + 1/2)(m — n))].

Para utilizar o lema A.1 € necessdrio avaliar o caso em que m = n, portanto, segue-se que

N-2
xm—xm[cos¢((2m+1 )/2) +Zcos< ((E4+1/2)(2m + 1)) + cos¢ (0 +Zcos¢ }

k=1
N-1 N-2

—i—Zmn{cosC (m+n+1)/2)+ ZCOSC (k+1/2)(m+n+1))
k=1

3:

1
#m
N-2

+ cos¢((m —n)/2) + Z cos¢((k+1/2)(m — n))]

k=1
[COSC((Qm +1)/2) + 1 + cosc((2m +1)/2) + 0 + 0}

=T
= m+n-+1 m-+n-+1 m-—n m-—n
Z |:COSC #)—Fl—l—cosc(#)—kco&( )+ 1+ cos¢( 5 )

3:
3£

I
8
3
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