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RESUMO

O estudo de mapas definidos sobre corpos finitos tem despertado grande interesse da
comunidade científica interessada tanto em aspectos teóricos, quanto em cenários de aplicação.
Existem, em particular, diversas famílias de mapas polinomiais e racionais, cuja utilidade em
criptografia e em códigos corretores de erros, por exemplo, tem sido demonstrada. Nesse contexto,
o presente trabalho possui como ponto de partida os recém-introduzidos mapas racionais do
tipo tangente-Chebyshev, cuja definição, que se assemelha à dos bem conhecidos polinômios
de Chebyshev do primeiro tipo, emprega funções trigonométricas em corpos finitos. Como
contribuições originais desta tese, são apresentadas novas propriedades desses mapas, as quais
incluem seus pontos fixos, sua relação com outros mapas e sua representação por meio de
grafos. Além disso, é proposta a definição de um novo tipo de mapa tangente-Chebyshev, o qual
possui, de certa forma, analogia com os polinômios de Chebyshev do terceiro tipo. Também são
estudadas propriedades desses últimos mapas, o que inclui seu cálculo por meio de equações de
recorrência, sua relação com os mapas tangente-Chebyshev (do primeiro tipo) e a especificação de
seus zeros e polos. Por fim, é investigada a possibilidade de seu uso em esquemas de criptografia
de chave pública.

Palavras-chave: corpos finitos; mapas sobre corpos finitos; polinômios sobre corpos
finitos; polinômios de chebyshev; trigonometria sobre corpos finitos; permutações; involuções;
criptografia.



ABSTRACT

The study of maps defined over finite fields has attracted the attention of researchers
interested both in theoretical aspects and in application scenarios. In particular, there are several
families of polynomial and rational maps, whose usefulness in cryptography and in error-
correcting codes, for example, has been demonstrated. In this context, the present work has as
its starting point the recently introduced tangent-Chebyshev rational maps, whose definition,
which is similar to that of the well-known Chebyshev polynomials of the first kind, employs
finite field trigonometric functions. As original contributions of this thesis, new properties of
the referred maps are presented, which include their fixed points, their relationship with other
maps and their representation by means of graphs. Furthermore, the definition of a new type
of tangent-Chebyshev map is proposed; in a certain sense, it is analogous to the Chebyshev
polynomial of the third kind. Properties of such maps are also studied, which includes their
computation by means of recurrence equations, their relationship with tangent-Chebyshev maps
(of the first kind) and the specification of their zeros and poles. Finally, the applicability of the
investigated maps in the possibility of their use in public key cryptography schemes is illustrated.

Keywords: finite fields. maps over finite fields. polynomials over finite fields. chebyshev
polynomials. finite field trigonometry. permutations. involutions. cryptography.
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1 INTRODUÇÃO

Mapas definidos sobre estruturas algébricas finitas têm sido estudados desde o século
XIX por pesquisadores de diversas áreas do conhecimento (LIDL; MULLEN; TURNWALD,
1993). Têm-se investigado, em particular, mapas do tipo polinomial, cujas propriedades permitem
diversas aplicações em Engenharia. Nesse contexto, encontram-se os chamados polinômios de
permutação, que agem como permutações dos elementos de um anel finito. Por conseguinte, um
polinômio de permutação num corpo finito é um polinômio que induz bijeções sobre Fq. Mais
precisamente, seja q a potência de um primo p e Fq o corpo finito com q elementos; o polinômio
f(x) ∈ Fp[x] é dito ser um polinômio de permutação sobre Fq se f : c → f(c) de Fq para Fq é
uma permutação em Fq.

Dentre os estudos relativos a polinômios sobre estruturas algébricas finitas, podem ser
destacados os trabalhos de Hermite (HERMITE, 1863), em que foram considerados corpos
finitos primos Fp, e de Dickson et al. (DICKSON, 1896), em que foram considerados também
corpos finitos de extensão. Dickson classificou todos os polinômios de grau até cinco e todos os
polinômios de grau seis para corpos finitos de característica ímpar (DICKSON, 1896). Posterior-
mente, Li et al. (LI; CHANDLER; XIANG, 2010) classificaram todos os polinômios de graus
seis e sete sobre corpos finitos de característica 2. Em trabalhos mais recentes, novos resulta-
dos ligados a polinômios de permutação continuam sendo estabelecidos (GUPTA; SHARMA,
2016; FAN, 2019; LIU ; SUN; ZHANG, 2018). Esses resultados têm encontrado aplicabilidade
em áreas importantes como criptografia (DING; ZHOU, 2014; SCHWENK; HUBER, 1998;
MURATOVIC-RIBIC; PASALIC, 2014) e teoria da codificação (LAIGLE-CHAPUY, 2007).

As questões relacionadas ao estudo de polinômios de permutação costumam ser separadas
em duas categorias: classificação e enumeração. A classificação dos polinômios envolve questões
como testes e critérios para um polinômio ser uma permutação e diz respeito, também, às
relações entre os coeficientes, graus dos seus termos e buscas por novas famílias de polinômios.
A enumeração envolve a distribuição e a quantidade de polinômios de um certo grau e a não-
existência de polinômios de permutação com determinadas características. Alguns dos progressos
mais recentes sobre polinômios de permutação podem ser encontrados em (HOU, 2015; LI et al.,
2019; YANBIN; QIANG; WENHONG, 2020).

Uma família de polinômios bastante conhecida e que, sob determinadas condições, ao
ser avaliada sobre um corpo finito, pode prover polinômios de permutação, é a dos polinômios de
Chebyshev (MASON; HANDSCOMB, 2003). Originalmente, esses polinômios foram definidos
sobre o corpo dos reais, empregando funções trigonométricas usuais como o seno e o cosseno;
sobre corpos finitos, a sua caracterização é mais recente e possui estreita relação com a dos
polinômios de Dickson avaliados sobre as mesmas estruturas algébricas (HERMITE, 1863).
Definições trigonométricas para polinômios de Chebyshev sobre corpos finitos foram propostas
por Lima et al. em (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014; LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2010b; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010a),
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os quais investigaram novas propriedades desses polinômios e suas possíveis aplicações em
criptografia.

Lima e Campello de Souza introduziram um novo mapa sobre corpos finitos (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2019) , o mapa racional tangente-Chebyshev ou, de forma abreviada,
tangente-Chebyshev. A explicação para a nomenclatura que o mapa recebeu reside no fato de
que a sua definição corresponde, basicamente, à de um polinômio de Chebyshev do primeiro
tipo (sobre corpos finitos), porém, substituindo as funções cosseno e cosseno inversa sobre
corpos finitos, respectivamente, pelas funções tangente e tangente inversa sobre corpos finitos,
introduzidas também no referido trabalho; algumas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev
foram estabelecidas, incluindo aquela referente à possibilidade de esse mapa corresponder a uma
permutação dos elementos do corpo finito sobre o qual ele é definido.

1.1 MOTIVAÇÃO E JUSTIFICATIVA

A partir da pesquisa bibliográfica realizada na fase inicial deste trabalho, foi possível
identificar lacunas teóricas e possibilidades de avanço sobre o tema “mapas sobre corpos finitos”.
Em particular, considerando os recém-definidos mapas tangente-Chebyshev, percebe-se que uma
série de propriedades podem ser estabelecida e novas definições podem ser propostas.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho é a caracterização dos mapas tangente-Chebyshev e o
estudo de aplicações desses mapas em cenários práticos de Engenharia. Os objetivos específicos
são os seguintes:

1. Estudar os pontos fixos dos mapas tangente-Chebyshev;

2. Relacionar os mapas tangente-Chebyshev com outros mapas já conhecidos na literatura,
como o mapa de Rèdei e o mapa de Möbius;

3. Representar os mapas tangente-Chebyshev por meio de grafos funcionais e investigar as
propriedades desses grafos;

4. Definir novos tipos de mapas tangente-Chebyshev e investigar suas propriedades;

5. Investigar o uso dos mapas tangente-Chebyshev em aplicações de criptografia.

1.3 ESTRUTURA DA TESE E CONTRIBUIÇÕES ORIGINAIS

Este Tese de tese está organizada da seguinte forma:

• No Capítulo 1, é feita uma introdução sobre mapas de permutação sobre corpos finitos,
abordando os principais tópicos de pesquisa nesta área. É apresentado a motivação e
justificativa e objetivos.
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• No Capítulo 2, é feita uma revisão bibliográfica sobre trigonometria em corpos finitos e a
respeito dos recém-definidos mapas racionais tangente-Chebyshev;

• No Capítulo 3, que é o primeiro que contém contribuições decorrentes do trabalho rea-
lizado, são estabelecidas novas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev e providos
exemplos ilustrativos de grafos funcionais relacionados a esses mapas;

• No Capítulo 4, é apresentado um novo tipo de mapa tangente-Chebyshev: o mapa tangente-
Chebyshev do terceiro tipo. Também são estudadas as suas principais propriedades;

• No Capítulo 5, é realizada uma investigação preliminar a respeito do uso de mapas
tangente-Chebyshev em a sua aplicabilidade em cifragem de chave pública;

• No Capítulo 6, são apresentadas as considerações finais da tese e delineadas pespectivas
de trabalhos futuros;

• No Apêndice A, é apresentada uma contribuição secundária desta tese: o enunciado de um
lema empregado na demonstração da invertibilidade das transformadas do cosseno dos
tipos III e IV sobre corpos finitos de característica 2.
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2 TRIGONOMETRIA E MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV SOBRE CORPOS FINI-
TOS

Neste capítulo são revisados os principais conceitos da trigonometria sobre corpos finitos
e apresentadas definições e propriedades dos mapas tangente-Chebyshev sobre essas estruturas
algébricas (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).

2.1 TRIGONOMETRIA SOBRE CORPOS FINITOS

A ideia de descrever funções trigonométrica em corpos finitos foi originalmente proposta
em (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a), quando da definição da transformada numérica de
Hartley. Em trabalhos posteriores, a teoria foi expandida, fornecendo uma base para a criação
de outras ferramentas matemáticas sobre as referidas estruturas algébricas e para o seu uso
em aplicações em áreas como processamento de sinais, comunicações e criptografia (LIMA;
CAMPELLO DE SOUZA, 2013; DA SILVA NETO; LIMA, 2016; MIKHAIL; ABOUELSE-
OUD; ELKOBROSY, 2017; FIGUEIREDO; LIMA, 2019). Nesta seção, são apresentados os
fundamentos da trigonometria sobre corpos finitos, com ênfase nos resultados necessários para o
estudo dos mapas tangente-Chebyshev. No decorrer do texto, assume-se que o corpo finito Fq é
usado, sendo q = pm, em que m inteiro positivo e p um primo ímpar. Considera-se também que
m ≥ 2 os cálculos são computados utilizando um polinômio irredutível f de grau m em Fq.

Definição 2.1. (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014) O conjunto dos números

inteiros Gaussianos sobre Fq é o conjunto Iq, com elementos na forma a+ bi, em que a, b ∈ Fq

e i2 é um não-resíduo quadrático sobre Fq.

Um elemento ζ = a + bi ∈ Iq pode ser interpretado como um número “complexo”,
sendo R{ζ} = a e I{ζ} = b a parte “real” e a “imaginária”, respectivamente, e ζ∗ = a− bi o
seu conjugado. Além disso, nota-se que Iq é isomorfo a Fq2 .

Definição 2.2. O conjunto unimodular de Iq é o conjunto G1,q, de elementos a + bi ∈ Iq, de

modo que ζ · ζ∗ = (a+ bi) · (a− bi) = a2 − b2i2 ≡ 1 (mod f) (LIMA; PANARIO; CAMPELLO

DE SOUZA, 2014).

Se o elemento ζ = a+ bi é unimodular, então ζ−1 = ζ∗ = a− bi.

Proposição 2.1. ⟨G1,q, ·⟩ é um grupo cíclico de ordem q + 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO

DE SOUZA, 2014).

Definição 2.3. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ζ ∈ Iq um elemento de ordem

multiplicativa denotada por ord(ζ). O cosseno e o seno sobre corpos finitos relacionados ao

ângulo de ζx, são dados, respectivamente, por

cosζ(x) =
ζx + ζ−x

2
e senζ(x) =

ζx − ζ−x

2i
,

para x = 0, 1, . . . , ord(ζ)− 1 (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014).
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Os cossenos e senos descritos na Definição 2.3 são periódicos com período ord(ζ),
simétricos de acordo com cosζ(−x) = cosζ(x) e senζ(−x) = − senζ(x), e conservam outras
propriedades similares às das respectivas funções definidas sobre o campo dos reais (CAM-
PELLO DE SOUZA et al., 1998a; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014). Como
exemplo, considere a propriedade do círculo unitário, a qual é dada por

cos2ζ(x)− i2 sen2
ζ(x) = 1, (1)

a fórmula de Euler, que corresponde a

ζx = cosζ(x) + i senζ(x), (2)

e o seno e o cosseno da soma de dois arcos, que são dados respectivamente por

senζ(x+ y) = senζ(x) cosζ(y) + senζ(y) cosζ(x), (3)

e

cosζ(x+ y) = cosζ(x) cosζ(y) + i2 senζ(x) senζ(y). (4)

Vale ressaltar que se q ≡ 3 (mod 4) e o elemento imaginário i =
√
−1, as expressões (1)

e (4) se tornam similares às identidades trigonométricas clássicas.

Proposição 2.2. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ζ ∈ Iq um elemento unimodular;

o seno e o cosseno em corpo finito relacionados ao ângulo de ζx são calculados, respectivamente,

por cosζ(x) = R{ζx} e senζ(x) = I{ζx}, para x = 0, 1, . . . , ord(ζ) − 1 (LIMA; PANARIO;

CAMPELLO DE SOUZA, 2014).

Lema 2.1. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Se ζ = a+ bi ∈ Iq tem ordem multiplicativa

ord(ζ) = 2(q + 1), então ζ−1 = −ζ∗.

Demonstração. Devido a Proposição 2.1, é sabido que ζ2 = (a2 + i2b2) + (2ab)i e, portanto,
ζ−2 = (ζ2)∗ = (a2 + i2b2)− (2ab)i = (−a+ bi)2.

Proposição 2.3. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ζ ∈ Iq um elemento de ordem

multiplicativa ord(ζ) = 2(q + 1) e ζ1 = ζ2; o cosseno e o seno em corpo finito do ângulo

relacionado a ζx são puramente “reais”, isto é, pertencem a Fq, se x for um número par, ou

puramente “imaginários”, isto é, tem a forma b′i, b′ ∈ Fq, se x for um número ímpar.

Demonstração. Se x for número par, esse pode ser escrito como x = 2y e, portanto, como
ζ1 = ζ2. O cosseno e o seno em corpo finito do ângulo de ζx correspondem, respectivamente,
ao cosseno e ao seno do ângulo de ζy1 , os quais, devido à Proposição 2.2, pertencem a Fq

(ord(ζ1) = q + 1, isto é, ζ1 é um gerador de G1). Caso x seja ímpar, esse pode ser escrito como
x = 2y + 1 e, portanto,

senζ(x) = senζ(2y + 1) =
ζ2y+1 − ζ−2y−1

2i
=

ζy1 ζ − ζ−y
1 ζ−1

2i
.
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Assumindo que ζy1 = a+bi, a, b ∈ Fq, que também é unimodular, tem-se que ζ−y
1 = a−bi. Além

disso, assumindo que ζ = c + di, c, d ∈ Fq, tem-se, a partir do Lema 2.1, que ζ−1 = −c + di.
Usando esses fatos na última equação, obtém-se

senζ(x) = senζ(2y + 1) =
(a+ bi)(c+ di)− (a− bi)(−c+ di)

2i
=

ac+ bdi2

i
,

que é puramente “imaginário” . Um desenvolvimento similar é obtido para o cosseno em corpo
finito.

2.2 FUNÇÃO TANGENTE SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta seção, são revisadas a definição e as propriedades da função tangente sobre corpos
finitos (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019). A partir deste ponto, assume-se que ord(ζ) é
par.

Definição 2.4. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ζ ∈ Iq um elemento com ordem

multiplicativa ord(ζ). A tangente em corpo finito do ângulo relacionado a ζx é definida como

tanζ(x) =
senζ(x)

cosζ(x)
=

1

i

ζx − ζ−x

ζx + ζ−x
, (5)

para x = 0, 1, . . . , ord(ζ)
2

− 1.

Diferentemente do cosseno e do seno em corpo finito, a função tangente é periódica com
período

(
ord(ζ)

2

)
. Isso pode ser verificado considerando um número inteiro k e escrevendo

tanζ

(
x+ k

ord(ζ)

2

)
=

1

i

ζxζk
ord(ζ)

2 − ζ−xζ−k
ord(ζ)

2

ζxζk
ord(ζ)

2 + ζ−xζ−k
ord(ζ)

2

.

Como ζk
ord(ζ)

2 = ζ−k
ord(ζ)

2 = (−1)k, tem-se que tanζ

(
x+ k ord(ζ)

2

)
= tanζ(x). É possível

verificar que a função tangente tem simetria ímpar, isto é, tanζ(−x) = − tanζ(x). O conjunto
de todos os possíveis valores da função tangente calculados em relação a ζ é denotado por Tζ .

Lema 2.2. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Seja ζ ∈ Iq um elemento com ordem

multiplicativa ord(ζ). Para 0 ≤ x, y ≤ ord(ζ)
2

− 1, tem-se

tanζ(x) = tanζ(y) se e somente se x = y.

Demonstração. Se x = y, tem-se claramente que tanζ(x) = tanζ(y). Por outro lado, se
tanζ(x) = tanζ(y), tem-se que

ζx − ζ−x

ζx + ζ−x
=

ζy − ζ−y

ζy + ζ−y
⇒ ζx−y = ζy−x.

A última igualdade é satisfeita se e somente se ζx−y = ±1, do qual a única solução, no intervalo
0 ≤ x, y ≤ ord(ζ)

2
− 1, é x− y = 0, e portanto x = y.
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Proposição 2.4. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Se ζ ∈ Iq é um elemento com ordem

multiplicativa ord(ζ) = 2(q + 1), tem-se que Tζ = Fq ∪ {∞}.

Demonstração. Em função da periodicidade da função tangente em corpo finito e do Lema 2.2,
a referida função produz q + 1 resultados diferentes, dentre os quais uma quantidade q pertence
a Fq, visto que as funções cosseno e seno, para um dado x, são puramente “reais” ou puramente
“imaginárias” (Proposição 2.3). Assim, todos os resultados em questão pertencem a Fq, exceto
quando x = ord(ζ)

4
, que resulta em cosζ

(
ord(ζ)

4

)
= 0 e, consequentemente, em tanζ

(
ord(ζ)

4

)
→

∞.

Exemplo 2.1. Como exemplo ilustrativo, a Tabela 1 fornece todos os valores para as funções

cosseno, seno e tangente relativas ao elemento ζ = 2+3i ∈ I7, com ordem ord(ζ) = 2(q+1) =

16, considerando i2 = 6 e x = 0, 1, . . . , 7. Na tabela, a coluna relacionada à função tangente

é formada por todos os elementos de F7 juntamente com a entrada Inf , que denota “infinito”

(Proposição 2.4).

Tabela 1 – Valores para as funções seno, cosseno e tangente relacionadas ao elemento ζ =
2 + 3i ∈ I7, em que ord(ζ) = 2(q + 1) = 16, i2 = 6 e x = 0, 1, . . . , 7.

x senζ(x) cosζ(x) tanζ(x)
0 0 1 0
1 5i 3i 4
2 5 2 6
3 4i 2i 2
4 6 0 ∞
5 4i 5i 5
6 5 5 1
7 5i 4i 3

Fonte: O Autor (2023)

Exemplo 2.2. Neste outro exemplo, considera-se o corpo de extensão F9 e as operações foram

realizadas usando o polinômio irredutível f(X) = X2 + 2X + 2. Na Tabela 2, são mostrados

os valores encontrados para as funções seno, cosseno e tangente relativas ao elemento ζ =

α + α3i = α + (2α + 1)i ∈ I9, que tem ordem multiplicativa ord(ζ) = 2(q + 1) = 20,

considerando i2 = α e x = 0, 1, . . . , 9. Nesta tabela, a coluna relacionada à função tangente

contém todos os elementos de F9 bem como o Inf (Proposição 2.4).

2.2.1 Função tangente inversa sobre corpos finitos

Partindo de (5), é possível derivar uma expressão fechada para a função inversa da
tangente sobre corpos finitos, a qual é denotada por arctanζ(x), quando calculada com relação
ao elemento ζ ∈ Iq. Substituindo tanζ(x) e x por x e y = arctanζ(x), respectivamente, em (5),
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Tabela 2 – Resultados das funções seno, cosseno, e tangente computados com ζ = α+ α3i =
α + (2α + 1)i ∈ I9, tal que ord(ζ) = 2(q + 1) = 20, i2 = α, e x = 0, 1, . . . , 9.

x senζ(x) cosζ(x) tanζ(x)
0 0 1 0
1 i = α0i (2α + 1)i = α3i 2α = α5

2 1 = α0 2α = α5 2α + 1 = α3

3 (α + 1)i = α2i (α + 1)i = α2i 1 = α0

4 α = α1 2α + 1 = α3 2α + 2 = α6

5 2αi = α5i 0 Inf
6 α = α1 α + 2 = α7 α + 1 = α2

7 (α + 1)i = α2i (2α + 2)i = α6i 2 = α4

8 1 = α0 α = α1 α + 2 = α7

9 i = α0i (α + 2)i = α7i α = α1

Fonte: O Autor (2023)

obtém-se

1

i

ζy − ζ−y

ζy + ζ−y
= x ⇒ 1

i

ζ2y − 1

ζ2y + 1
= x ⇒ ζ2y =

1 + ix

1− ix

e, consequentemente,

y = arctanζ(x) =
1

2
logζ

(
1 + ix

1− ix

)
. (6)

2.3 MAPA RACIONAL TANGENTE-CHEBYSHEV SOBRE CORPOS FINITOS

Nesta seção, a função tangente em corpo finito descrita na Seção 2.2 é usada para definir
um mapa cuja expressão é análoga à dos polinômios de Chebyshev do primeiro tipo. O mapa em
questão é denominado tangente-Chebyshev (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).

Definição 2.5. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev

sobre Fq, com n ∈ N, é definido como

Cn(x) = tanζ (n arctanζ(x)) , (7)

em que ζ ∈ Iq e x ∈ Tζ .

Claramente, tem-se C0(x) = 0 e C1(x) = x, para todo x ∈ Fq. Para outros valores de n,
Cn(x) pode ser obtido por meio de uma relação de recorrência, que é derivada a partir de (7) e
usando θ = arctanζ(x). Mais especificamente, tem-se

Cn+1(θ) =
senζ((n+ 1)θ)

cosζ((n+ 1)θ)
=

senζ(nθ + θ)

cosζ(nθ + θ)
.

Usando (3) e (4), reescreve-se a última equação como

Cn+1(θ) =
senζ(nθ) cosζ(θ) + cosζ(nθ) senζ(θ)

cosζ(nθ) cosζ(θ) + i2 senζ(nθ) senζ(θ)
.
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Dividindo o numerador e o denominador por cosζ(θ) cosζ(nθ), observando que tanζ(θ) = x e,
novamente, usando (7), obtém-se

Cn+1(x) =
Cn(x) + x

1 + i2xCn(x)
. (8)

Esta relação demonstra que os mapas tangente-Chebyshev são mapas racionais sobre Fq; tem-se,
por exemplo

C2(x) =
2x

1 + i2x2
, C3(x) =

3x+ i2x3

1 + i23x2
,

C4(x) =
4x+ i24x3

1 + i26x2 + i4x4
, C5(x) =

5x+ i210x3 + i4x5

1 + i210x2 + i45x4
.

Embora a Definição 2.5 mencione que x ∈ Tζ , esta restrição pode ser negligenciada, se o
interesse for simplesmente avaliar Cn(x) sobre um corpo finito Fq, para valores particulares de n
e x; de certa forma, isso é equivalente a fixar ζ como um elemento de ordem ord(ζ) = 2(q + 1),
que, devido à Proposição 2.4, garante que arctanζ(x) pode ser avaliado para todo x ∈ Fq. Tal
condição é assumida a partir deste ponto no presente documento.

Uma forma alternativa de expressar Cn(x) pode ser derivada aplicando as fórmulas do
cosseno e do seno de ângulos múltiplos em corpo finito. Usando (2), as propriedades da simetria
do cosζ(·) e do senζ(·), e a identidade binomial, obtém-se

ζnθ = (cosζ θ + i senζθ)
n =

n∑
k=0

(
n

k

)
(cosζ θ)

n−k(i senζθ)
k

e

ζ−nθ = (cosζ θ − i senζθ)
n =

n∑
k=0

(
n

k

)
(cosζ θ)

n−k(−i senζθ)
k.

Combinando estas duas equações, é possível obter as seguintes expressões para cosζ(nθ) e
senζ(nθ):

cosζ(nx) =
∑
k par

ik
(
n

k

)
(cosζ(x))

n−k( senζ(x))
k

=

⌊n/2⌋∑
k=0

i2k
(
n

2k

)
(cosζ(x))

n−2k( senζ(x))
2k; (9)

senζ(nx) =
∑
k ímpar

ik−1

(
n

k

)
(cosζ(x))

n−k( senζ(x))
k

=

⌊(n−1)/2⌋∑
k=0

i2k
(

n

2k + 1

)
(cosζ(x))

n−2k−1( senζ(x))
2k+1. (10)

Como (7) pode ser reescrita como Cn(θ) = senζ(nθ)/ cosζ(nθ), θ = arctanζ(x), empregando
as duas expressões acima obtidas, tem-se

Cn(x) =

∑⌊(n−1)/2⌋
k=0

(
n

2k+1

)
i2kx2k+1∑⌊n/2⌋

k=0

(
n
2k

)
i2kx2k

. (11)
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2.3.1 Polos e Zeros

A seguir, são determinados os polos e zeros do mapa Cn.

Proposição 2.5. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Os zeros rk ∈ Fq do mapa tangente-

Chebyshev sobre Fq são dados por

rk = tanζ

[
k(q + 1)

n

]
, (12)

em que k é qualquer número inteiro tal que k(q + 1)/n também é um número inteiro.

Demonstração. Para rk ser um zero de Cn, é preciso que senζ(n arctanζ(sk)) = 0 ou, de
modo equivalente, n arctanζ(rk) ≡ 0 (mod (q + 1)). Noutras palavras, isso significa que
n arctanζ(rk) = k(q + 1), k ∈ Z, de onde segue o resultado.

Proposição 2.6. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Os polos sk ∈ Fq do mapa tangente-

Chebyshev sobre Fq são dados por

sk = tanζ

[
(2k + 1)(q + 1)

2n

]
, (13)

em que k é qualquer número inteiro tal que (2k + 1)(q + 1)/2n também é um número inteiro.

Demonstração. Para sk ser um polo de Cn, é preciso que cosζ(n arctanζ(sk)) = 0, ou de
modo equivalente, n arctanζ(sk) ≡

(
q+1
2

)
(mod (q + 1)). Noutras palavras, isso significa que

n arctanζ(sk) = (2k + 1)(q + 1)/2, k ∈ Z, de onde segue o resultado.

Um fato interessante a destacar é que, se mdc(n, q + 1) = 1, o único zero de Cn sobre
Fq é r0 = 0; isso deve-se à periodicidade da função tangente em corpo finito e pelo fato de o
argumento ser avaliado módulo q + 1. Por outro lado, se n for da forma n = q + 1 (n = 4 e
q = 3, por exemplo) os q zeros de Cn são, precisamente, os q elementos de Fq. De forma similar,
é possível mostrar que, se mdc(q + 1)/2, n) = 1, não há polos sobre Fq; se (q + 1)/2 = n, o
número de polos sobre Fq é 2⌊(q + 1)/4⌋.

2.3.2 Propriedade de Semigrupo

Assim como acontece com os polinômios de Chebyshev sobre corpos finitos (YOSHI-
OKA, 2018a), os mapas racionais tangente-Chebyshev satisfazem à propriedade de semigrupo.
Isso é demonstrado na proposição a seguir.

Proposição 2.7. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Dados m,n ∈ N, tem-se que

Cm(Cn(x)) = Cn(Cm(x)) = Cmn(x). (14)
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Demonstração. Utilizando (7), pode-se escrever

Cm(Cn(x)) = tan(m arctan(Cn(x)))

= tan(m arctan(tan(n arctan(x))))

= tan(mn arctan(x)) = Cmn(x) = Cn(Cm(x)).

A propriedade de semigrupo dos polinômios de Chebyshev é o fundamento do uso desses
polinômios em criptografia de chave pública, conforme se demonstra originalmente em (KOCA-
REV; TASEV, 2003) (ainda considerando os polinômios Tn sobre o campo dos reais). De uma
maneira geral, a propriedade de semigrupo permite que, dado Tn(x), uma das partes do sistema
de comunicação secretamente escolha m e calcule Tmn(x) = Tm(Tn(x)) sem precisar conhecer
os parâmetros n e x. É demonstrado que, em sua forma original, isto é, utilizando polinômios
de Chebyshev sobre o campo dos reais, este algoritmo é facilmente quebrado (BERGAMO et
al., 2005; CHEONG; KOSHIBA, 2007); por outro lado, se polinômios de Chebyshev sobre
uma estrutura algébrica finita forem usados e se os parâmetros do algoritmo forem escolhidos
respeitando certas restrições (YOSHIOKA, 2016; YOSHIOKA, 2018b), um ataque similar ao
proposto em (BERGAMO et al., 2005) requer calcular a função cosseno inversa na estrutura
correspondente. Como isso é equivalente a calcular um logaritmo discreto (LIMA; PANARIO;
CAMPELLO DE SOUZA, 2010), para números primos grandes, o algoritmo tornar-se-ia seguro.
Dado que a função tangente sobre corpos finitos inversa também pode ser representada como
um logaritmo (discreto), sua avaliação também se torna inviável para números primos grandes;
noutros termos, dados Cn(x) e x, seria difícil obter n.

2.3.3 Propriedades de Permutação

Nesta seção, são revisados resultados sobre as condições em que um mapa tangente-
Chebyshev corresponde a uma permutação, isto é, uma bijeção em Fq. Mapas de permutação são
muito usados em aplicações como criptografia de chave secreta, teoria da codificação, análise
combinatorial etc. Quando o assunto diz respeito a polinômios de permutação, existem muitos
resultados já estabelecidos em relação aos polinômios de Chebyshev, especificamente (veja, por
exemplo em (MULLEN; PANARIO, 2013) e as referências sobre este assunto). Para caracterizar
os mapas tangente-Chebyshev neste contexto, são estabelecidos, inicialmente, resultados sobre a
periodicidade desses mapas. Para isso, define-se

η(x) = ζarctanζ(x), (15)

de maneira que ord(η(x)) = Nx e estabelece-se a proposição.

Proposição 2.8. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Dado o elemento x ∈ Fq , tem-se que

1. Cn′(x) = Cn(x), se e somente se n′ ≡ n(modNx), para Nx ímpar, ou n′ ≡ n(modNx/2),

para Nx par;
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2. Cn′(x) = −Cn(x), se e somente se n′ ≡ −n (mod Nx), para Nx ímpar, ou n′ ≡
−n (mod Nx/2), para Nx par.

Demonstração. Se n′ ≡ n (mod Nx), para Nx ímpar, então n′ = n + kNx, k ∈ Z. Além do
mais, para [η(x)]Nx = 1, e usando (5) e (7), tem-se que

Cn′(x) =
1

i

ζ(n+kNx) arctanζ(x) − ζ−(n+kNx) arctanζ(x)

ζ(n+kNx) arctanζ(x) + ζ−(n+kNx) arctanζ(x)

=
1

i

[η(x)]n − [η(x)]−n

[η(x)]n + [η(x)]−n

=
1

i

ζn arctanζ(x) − ζ−n arctanζ(x)

ζn arctanζ(x) + ζ−n arctanζ(x)
= Cn(x).

Se n′ ≡ n (mod Nx/2), para Nx par, então n′ = n + kNx/2, k ∈ Z. Observando que
[η(x)]

Nx
2 = −1 e, novamente, usando [η(x)]Nx = 1, (5) e (7), tem-se que Cn′(x) = Cn(x). A

prova da Proposição 2.8, parte 1, é concluída demonstrando a veracidade, no sentido inverso,
do que se acabou de provar; isso é feito considerando a periodicidade da função tangente em
corpo finito e o Lema 2.2. A prova da parte 2 da proposição pode ser desenvolvida de forma
similar.

A seguir, é caracterizada a periodicidade de um elemento x ∈ Fq em relação ao mapa
Cn.

Definição 2.6. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Um elemento x ∈ Fq é periódico

em relação ao mapa Cn, se existe um número inteiro mínimo perCn,Fq
(x) = π ≥ 1, tal que

Cnπ(x) = C1(x) = x.

Proposição 2.9. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) Um elemento x ∈ Fq é periódico em

relação ao mapa Cn, se e somente se mdc(n,Nx/2) = 1, para Nx par, ou mdc(n,Nx) = 1,

para Nx ímpar.

Demonstração. Para Nx par, a parte 1 da Proposição 2.8 afirma que Cn′(x) = Cn(x), se e
somente se n′ ≡ n (mod Nx/2). De acordo com a Definição 2.6, x é periódico se e somente se
existe um número π, de modo que Cnπ(x) = C1(x); se substituir, na última congruência, n′ e n

por nπ e 1, respectivamente, a condição de periodicidade em questão é equivalente a

nπ ≡ 1 (mod Nx/2),

que é satisfeita se mdc(n,Nx/2) = 1. Uma demonstração análoga pode ser desenvolvida para
Nx ímpar (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019).
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A seguir, é dada uma condição necessária e suficiente para que o mapa tangente-
Chebyshev seja uma permutação sobre Fq.

Proposição 2.10. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O mapa tangente-Chebyshev permuta

os elementos de Fq, se e somente se (n, q + 1) = 1.

Demonstração. O mapa Cn é uma permutação, se e somente se todo elemento x ∈ Fq é
periódico. A partir de (15), é possível perceber que os possíveis valores de Nx são os divisores
de ord(ζ) = 2(q+1), e que este último é, naturalmente, o maior valor para Nx. Como 2(q+1) é
par, usando a Proposição 2.9, a condição de periodicidade pode ser generalizada como (n, 2(q +

1)/2) = (n, q + 1) = 1.

Exemplo 2.3. Usando a Proposição 2.10, sabe-se que C3 é uma involução sobre F7. Usando

uma notação cíclica, é possível expressar tal permutação como

(0)(1 6)(2 4)(3 5).

C3 também é uma permutação sobre F9, sendo expressa por

(0)(1 α α4 α5)(α2 α7 α6 α3).

Um caso particular da permutação é a involução, isto é, uma permutação cuja inversa
(segundo a composição de permutações) é a própria permutação. Involuções são usadas fre-
quentemente em projetos de cifras de blocos, por exemplo, porque as etapas de permutação
de símbolos (na cifragem) e de reversão dessa permutação (na decifragem) teriam, na verdade,
a mesma arquitetura, o que é interessante do ponto de vista de implementação (CHARPIN;
MESNAGER; SARKAR, 2016). Na seguinte proposição, é dada uma condição necessária e
suficiente para que Cn seja uma involução.

Proposição 2.11. (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019) O mapa tangente-Chebyshev é uma

involução sobre Fq, se e somente se n2 ≡ 1 (mod (q + 1)).

Demonstração. O mapa Cn é uma involução, se todo o elemento x ∈ Fq tiver período 1 ou
2, isto é, n2 ≡ 1 (mod Nx/2), para Nx par, e n2 ≡ 1 (mod Nx), para Nx ímpar. Usando
argumento semelhante ao da prova da Proposição 2.10, essas condições podem ser generalizadas
em n2 ≡ 1 (mod (q + 1)).

Como mostrado no Exemplo 2.3, o mapa C3 sobre F7 é uma involução. Outra involução
é dada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4. Usando a Proposição 2.11, sabe-se que C5 é uma involução sobre F23. A sua

expressão em ciclos é dada por
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(0)(1)(2 3)(4 17)(5 14)(6 19)(7 16)(8 12)(9 18)(10 13)

(11 15)(20 21)(22).
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3 NOVAS PROPRIEDADES E REPRESENTAÇÃO POR GRAFOS FUNCIONAIS DOS
MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV SOBRE CORPOS FINITOS

Neste capítulo são apresentadas as primeiras contribuições originais desta tese. Elas
consistem nas novas propriedades dos mapas tangente-Chebyshev. Mais especificamente, são
estudados os pontos fixos desses mapas e sua relação com as funções de Rédei e com a transfor-
mação de Möbius. Além disso, são providas representações dos mapas tangente-Chebyshev por
meio de grafos funcionais.

3.1 PONTOS FIXOS

Pontos fixos podem ser descritos como um valor que não altera sob uma determinada
transformação, mais especificamente quando a transformação é uma função, é um elemento que é
mapeado em si pela função. O teorema enunciado a seguir, que é bastante conhecido (BURTON,
2010) , é usado na demonstração do resultado referente aos pontos fixos dos mapas tangente-
Chebyshev, que é dado no Teorema 3.2.

Teorema 3.1. Sejam n ∈ N e a, b ∈ Z.

1. A congruência linear ax ≡ b (mod n) possui solução se e somente se d|b, em que

d = mdc(a, n).

2. Se d|b, então ela possui d soluções mutuamente incongruentes módulo n. Se x0 ∈ Z é uma

solução particular, então tais d soluções incongruentes são obtidas por

x0, x0 +
n

d
, x0 + 2

n

d
, . . . , x0 + (d− 1)

n

d
(16)

Teorema 3.2. Seja d = mdc(n− 1, q + 1). O mapa tangente-Chebyshev Cn(x) sobre Fq possui

apenas d pontos fixos xk, os quais são dados por

xk = tanζ

(
k
q + 1

d

)
, (17)

em que k = 0, 1, . . . , d− 1 e, se d for par, k ̸= d/2.

Demonstração. Seja ζ ∈ Ip um elemento com ordem multiplicativa ζ = 2(q + 1). Um ponto
fixo xk de Cn(x) satisfaz

Cn(xk) ≡ xk (mod q + 1) ⇒ tanζ(n arctanζ(xk)) ≡ xk (mod q + 1)

n arctanζ(xk) ≡ arctanζ(xk) (mod q + 1) ⇒ (n− 1) arctanζ(xk) ≡ 0 (mod q + 1).
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Seja yk = arctanζ(xk) e d = mdc(n−1, q+1). Do Teorema 3.1, como d|0 e y0 = arctanζ(0) =

0 é uma solução particular da última congruência, todas as outras soluções da mesma congruência
são dadas por

yk = arctanζ(xk) = k
q + 1

d
, k = 0, 1, . . . , d− 1,

o que fornece os d valores

xk = tanζ

(
k
q + 1

d

)
, k = 0, 1, . . . , d− 1.

Como tanζ

(
p+1
2

)
= ∞, se d for par, exclui-se k = d/2 da faixa de valores de k na última

expressão, restando, assim, d− 1 valores de xk. A distinção entre todos os valores xk é garantida
pelo Lema 2 em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2019), os quais correspondem aos pontos
fixos de Cn(x).

3.2 RELAÇÃO COM AS FUNÇÕES DE RÉDEI

As funções de Rèdei têm sido investigadas em diversos artigos recentes (QURESHI;
PANARIO, 2015; BELLINI; MURRU, 2016; SHIHUI et al., 2019; NADIR, 2020) . Essas
correspondem a funções racionais definidas como apresentado a seguir.

Definição 3.1 (Funções de Rèdei). Seja Fq um corpo finito com característica ímpar e a ∈ F∗
q

uma constante. A n-ésima, n ∈ N, função de Rèdei é dada por

Rn(x, a) =
√
a
(x+

√
a)n + (x−

√
a)n

(x+
√
a)n − (x−

√
a)n

. (18)

Proposição 3.1. Os mapas tangente-Chebyshev relacionam-se com as funções de Rédei conforme

Cn(x) = Rn(x, a)|a=i−1 .

Demonstração. A partir de sua definição e fazendo θ = arctanζ(x), o mapa tangente-Chebyshev
Cn(x) pode ser expresso como

Cn(x) = tanζ(n arctanζ(x)) =
senζ(θ)

cosζ(θ)
=

1

i

ζnθ − ζ−nθ

ζnθ + ζ−nθ
. (19)

Empregando a forma logarítmica da função tangente inversa sobre corpos finitos, dada em (6),
mostra-se que

ζnθ =

(
1 + ix

1− ix

)n
2

.

Assim, fazendo B = i−1+x
i−1−x

, (19) pode ser reescrita como

Cn(x) =
1

i

B
n
2 −B−n

2

B
n
2 +B−n

2

=
1

i

Bn − 1

Bn + 1
. (20)
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Observando que

Bn ± 1 =
(i−1 + x)n ± (i−1 − x)n

(i−1 − x)n
,

(20) pode ser reescrita como

Cn(x) =
1

i

(i−1 + x)n − (−1)n(i−1 − x)n

(i−1 + x)n + (−1)n(i−1 − x)n
,

de onde se obtém, após algumas manipulações algébricas, se n for par

Cn(x) =
1

i

(x+ i−1)n − (x− i−1)n

(x+ i−1)n + (x− i−1)n
(21)

e se n for ímpar,

Cn(x) =
1

i

(x+ i−1)n + (x− i−1)n

(x+ i−1)n − (x− i−1)n
. (22)

O resultado segue ao se comparar a última expressão com (18).

3.3 RELAÇÃO COM A TRANSFORMAÇÃO DE MÖBIUS

A seguir, define-se a transformação de Möbius, a qual tem sido investigada e empregada
em cenários práticos em diversos trabalhos recentemente publicados (SUNGHAN; BYUNG-
CHUL; HWANYUP, 2015; IOANNIS; GEORGIOS; FEDERICO, 2019; JELÍNEK et al., 2020;
BARBIER; CHEBALLAH; BARS, 2020; SAKZAD et al., 2010).

Definição 3.2. A transformação de Möbius é definida por

T (x) =

{
ax+b
cx+d

, x ̸= −d
c
,

a
c
, x = −d

c
.
, (23)

em que a, b, c e d ∈ Fq.

A seguir, desenvolve-se a relação entre os mapas tangente-Chebyshev e a transformação
de Möbius.

Proposição 3.2. Os mapas tangente-Chebyshev relacionam-se com a transformação de Möbius

conforme

T (x) = Cn(y)|
y=x1/n−1

x1/n+1

. (24)

Demonstração. Usando a Definição 3.2, observa-se que T (x) pode ser reescrita como

T (x) =
x1/2(ax1/2 + bx−1/2)

x1/2(cx1/2 + dx−1/2)
.
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Substituindo os parâmetros a = c = d = 1 e b = −1, obtém-se

T (x) =
x1/2(x1/2 − x−1/2)

x1/2(x1/2 + x−1/2)
=

x1/2 − x−1/2

x1/2 + x−1/2
. (25)

Por outro lado, utilizando a escrita logarítmica da função tangente sobre corpos finitos inversa,
isto é, arctanζ(y) =

1
2
logζ

(
1+iy
1−iy

)
, bem como a expressão da própria função tangente, pode-se

expressar o mapa tangente-Chebyshev Cn(y) como

Cn(y) =
1

i

ζ
n
2
logζ( 1+iy

1−iy ) − ζ
−n
2

logζ( 1+iy
1−iy )

ζ
n
2
logζ( 1+iy

1−iy ) + ζ
−n
2

logζ( 1+iy
1−iy )

. (26)

Comparando (25) e (26), é possível perceber que T (x) = Cn(y) se

x = ζ logζ(
1+iy
1−iy )

n

=

(
1 + iy

1− iy

)n

ou, equivalentemente,

y =
x1/n − 1

x1/n + 1
. (27)

3.4 GRAFOS FUNCIONAIS DOS MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV

O grafo funcional de um mapa f sobre o corpo finito Fq é um grafo direcionado G =

(V , E), em que V = Fq é o conjunto de vértices e E = {(x, f(x)), x ∈ Fq} é o conjunto de
arestas (PANARIO; REIS, 2019) . Se o mapa for racional, como é o caso dos mapas tangente-
Chebyshev, o conjunto de vértices pode incluir também um vértice rotulado com ∞. O estudo de
grafos funcionais sobre corpos finitos, os quais podem ser construídos a partir de iterações desses
mapas, têm despertado o interesse de vários pesquisadores em anos recentes (CAPAVERDE;
MASUDA; RODRIGUES, 2020; CHENGQING et al., 2022; BORS; PANARIO; WANG, 2023).
Isso se deve à importância que a caracterização desses grafos possui em aplicações relacionadas à
criptografia (POLLARD, 1978), à geração de bits aleatórios (LENORE; MANUEL; MICHAEL,
1986), à fatoração de inteiros (POLLARD, 1975), entre outras (EDOUARD, 1878; LEHMER,
1930; TESKE; HUGH, 2000).

No contexto descrito, a caracterização de um grafo funcional envolve a contagem do seu
número de ciclos, a determinação do comprimento de cada ciclo, o cálculo do pré-período de
um elemento de Fq (número mínimo de arestas entre o vértice correspondente ao elemento, que
não pertencer a um ciclo, e um vértice que pertença a um ciclo) etc. Características como as
mencionadas têm relação direta, por exemplo, com a possibilidade de um mapa corresponder a
uma permutação ou involução, ou mesmo possuir muitos pontos fixos.

Na Figura 1, é apresentado o grafo funcional do mapa C5 sobre F23, que corresponde a
uma involução. Observe que só há ciclos de comprimento 1 (indicando os pontos fixos) ou 2.
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Na Figura 2, é apresentado o grafo funcional do mapa C5 sobre F83, o qual corresponde a uma
permutação, mas não a uma involução. Na Figura 3, é apresentado o grafo funcional do mapa C5

sobre F157, o qual também corresponde a uma permutação, mas não a uma involução; neste caso,
os rótulos dos vértices são omitidos. Nas figuras 1 e 2, pode-se contabilizar o número de ciclos e
o de pontos fixos.

Figura 1 – Grafo funcional do mapa C5 sobre F23, contendo 10 e 3 ciclos de comprimento 2 e 1
respectivamente. O mapa em questão é denominado como uma involução.

Fonte: O Autor (2023).

Nas Figuras 4 e 5, são apresentados os grafos funcionais dos mapas C12 sobre F31 e F83,
respectivamente. Em ambos os casos, verifica-se que os mapas não correspondem a permutações.
A partir do grafo do primeiro mapa, podem ser distintos três grupos de elementos: o 0, que é
periódico (isto é, pertence a um ciclo), o grupo {1, 7, 9, 22, 24, 30}, cujos elementos possuem
pré-período igual a 1 e um grupo com os 24 elementos restantes, os quais possuem pré-período
igual a 2. Uma caracterização semelhante pode ser feita a partir do grafo do segundo mapa.

O resultado a seguir decorre diretamente da Proposição 2.9 e fornece o período de um
elemento periódico x ∈ Fq com respeito a Cn.

Proposição 3.3. Um elemento x ∈ Fq periódico com respeito a Cn possui período π dado pela

ordem multiplicativa de n módulo Nx/2, se Nx for par, ou módulo Nx, se Nx for ímpar.

Observe que a periodicidade (ou não) de um elemento x ∈ Fq com respeito a Cn depende,
basicamente, do parâmetro Nx. Assim, é apresentada a proposição a seguir, por meio da qual
todos os possíveis valores de Nx e o número de elementos cujos valores correspondentes de Nx

coincidem são obtidos.
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Figura 2 – Grafo funcional do mapa C5 sobre F83, contendo 12, 4 e 3 ciclos de comprimento 6,
4 e 3 respectivamente. O mapa em questão é denominado como uma Permutação.

Fonte: O Autor (2023).

Proposição 3.4. Assuma que ζ ∈ Iq é tal que ord(ζ) = 2(q + 1).

1. Todos os possíveis valores de Nx, x ∈ Tζ , são dados por Nx(y) = 2(q+1)
mdc(2(q+1),y)

, y =

1, . . . , q+1; isto é, os possíveis valores de Nx são dados por todos os divisores de 2(q+1),

exceto 1.

2. Há φ(Nx)
2

elementos distintos x, x ̸= 0 e x ̸= ∞, cujos valores correspondentes de Nx

coincidem (φ(·) denota a função totiente de Euler); Nx = 2 e Nx = 4 se e somente se

x = 0 e x = ∞, respectivamente.

Demonstração. O item 1 decorre diretamente da Proposição 2.4 e da definição de Nx na Pro-
posição 2.9. Observe que a possibilidade y = 0, que não aparece na faixa de valores ao longo
da qual y varia, é equivalente a y = q + 1, que é obtida para o ponto fixo x = 0, o único valor
que fornece Nx = 2. Além disso, y = q+1

2
é obtido para o ponto fixo x = ∞, o único valor que

fornece Nx = 4.
O item 2 decorre de uma das propriedades de φ(·). Mais especificamente, se escrevermos

na forma irredutível todas as frações com denominador m de 1
m

a m
m

, teremos como denomina-
dores todos os divisores de m e o número de frações com denominador d será dado por φ(d).
A divisão por 2 em φ(Nx)

2
se deve ao fato de estarmos contando apenas metade das referidas

frações com determinado denominador d, à medida em que se faz y = 1, . . . , q + 1, mas se
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Figura 3 – Grafo funcional do mapa C5 sobre F157, contendo 36, 4 e 6 ciclos de comprimento 4,
2 e 1 respectivamente. O mapa em questão é denominado como uma Permutação.

Fonte: O Autor (2023)

Figura 4 – Grafo funcional do mapa C12 sobre F31, contendo 1 de comprimento 1 e o mapa não
é uma permutação.

Fonte: O Autor (2023)
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Figura 5 – Grafo funcional do mapa C12 sobre F83, contendo 1 e 1 ciclo de comprimento 6 e 1
respectivamente. O mapa não é considerado uma permutação.

Fonte: O Autor (2023)

tem m = ord(ζ) = 2(q + 1); N0 = 2 e N∞ = 4 são considerados à parte em função do que se
observou na demonstração da primeira parte da proposição.

No resultado a seguir, que decorre diretamente das proposições 3.3 e 3.4, são indicados
quantos ciclos com um certo comprimento o grafo funcional de Cn possui.

Proposição 3.5. Seja Nn =
{
Nx, x ∈ F∗

q, x é periódico com respeito a Cn} o conjunto de

valores de Nx obtidos conforme as Proposições 3.3 e 3.4. Obtenha, para cada elemento

de Nn, a ordem multiplicativa πNx de n módulo Nx/2, se Nx for par, ou módulo Nx, se

Nx for ímpar. Suponha que, para exatos k elementos Nx1 , Nx2 , . . . , Nxk
de Nn, tenha-se

π = πNx1
= πNx2

= · · · = πNxk
. Então, o grafo de Cn possui

k∑
r=1

φ(Nxr)

2π

ciclos com comprimento igual a π, além de dois pontos fixos em x = 0 e x = ∞.

Exemplo 3.1. Neste exemplo, ilustra-se o uso dos resultados derivados nesta seção para ob-

tenção da estrutura em ciclos do grafo funcional de C5 sobre F83. Os possíveis valores de Nx

são 2, 3, 4, 6, 7, 8, 12, 14, 21, 24, 28, 42, 56, 84, 168 (Proposição 3.4, primeira parte); os perío-

dos correspondentes são 1, 2, 1, 2, 6, 1, 2, 6, 6, 2, 6, 6, 6, 6, 6 (Proposição 3.3); as quantidades

de elementos com esses períodos são, respectivamente, 1, 1, 1, 1, 3, 2, 2, 3, 6, 4, 6, 6, 12, 12, 24



34

(Proposição 3.4, segunda parte). Usando os valores obtidos e a Proposição 3.5, conclui-se que o

grafo do mapa em questão possui 12, 4 e 4 ciclos com comprimentos 6, 2 e 1, respectivamente. Tal

estrutura é apresentada na Figura 6, em que são incluídos, também, os valores de x associados

a cada vértice.

Figura 6 – Grafo funcional do mapa C5 sobre F83, contendo 12, 4 e 3 ciclos de comprimento 6,
2 e 1. O mapa é considerado uma permutação.

Fonte: O Autor (2023)

Quando Cn não é uma permutação sobre Fq, há elementos x ∈ Fq que não são periódicos.
Isso sugere considerar a definição a seguir (GASSERT, 2014).

Definição 3.3. Um elemento x ∈ Fq é pré-periódico com respeito a Cn, o que se escreve como

pperCn,Fq
(x) = ρ, se houver números inteiros mínimos ρ ≥ 0 e π ≥ 1 tais que Cnρ+π(x) =

Cnρ(x). Além disso, se ρ > 0, então x é estritamente pré-periódico.

Observe que, se ρ = 0, então x é periódico com relação a Cn (vide Definição 2.6). A
proposição a seguir caracteriza os elementos pré-periódicos com respeito a um mapa Cn.

Proposição 3.6. Um elemento x ∈ F∗
q , com Nx = 2(q+1)

mdc(2(q+1),y)
para algum y = 1, . . . , q, é

estritamente pré-periódico com relação a Cn se e somente se mdc(n,Nx/2) ̸= 1, se Nx for

par, ou mdc(n,Nx) ̸= 1, se Nx for ímpar. Além disso, se x for estritamente pré-periódico,

seu pré-período ρ é igual ao menor número inteiro positivo ν tal que Nx′ = 2(q+1)
mdc(2(q+1),nνy)

se encontra associado a algum x′ periódico e seu período é dado conforme a Proposição 3.3,

substituindo Nx por Nx′ .
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Demonstração. A primeira parte da proposição decorre diretamente da Proposição 2.9. Para
determinar o pré-período, o que se busca é o primeiro elemento na sequência x′ = Cnν (x),
ν = 1, 2, . . . que seja periódico ou, simplesmente, o valor de Nx′ correspondente a esse elemento.
Das definições de Cn(x), η(x) e Nx (vide Proposição 2.9) e da Proposição 3.4, conclui-se que
η(Cnν (x)) = η(x′) = ζn

ν arctanζ(x) e, portanto, NCnν (x) = Nx′ = 2(q+1)
mdc(2(q+1),nν arctanζ(x))

, de onde
segue o resultado da segunda parte da proposição.

Exemplo 3.2. Neste exemplo, ilustra-se o uso dos resultados derivados nesta seção para

obtenção da estrutura em ciclos do grafo funcional de C2 sobre F23. Os possíveis valores de Nx,

com x periódico, são 2, 3, 4, 6 (Proposição 3.4, primeira parte) e os períodos correspondentes são

1, 2, 1, 2 (Proposição 3.3); as quantidades de elementos com esses períodos são, respectivamente,

1, 1, 1, 1 (Proposição 3.4, segunda parte). Os possíveis valores de Nx, com x estritamente pré-

periódico, são 8, 12, 16, 24, 48, os pré-períodos correspondentes são 1, 1, 2, 2, 3 e os períodos

correspondentes são 1, 2, 1, 2, 2 (Proposição 3.6); as quantidades de elementos com esses pré-

períodos e períodos são, respectivamente, 2, 2, 4, 4, 8. O grafo funcional do mapa em questão é

apresentado na Figura 7, em que estão incluídos, também, os valores de x associados a cada

vértice.
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Figura 7 – Grafo funcional de C2 sobre F23 contendo 2 e 1 ciclos de comprimento 2 e 1. O mapa
não é considerado uma permutação.

Fonte: O Autor (2023)
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4 MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV DO TERCEIRO TIPO SOBRE CORPOS FINI-
TOS

Neste capítulo é introduzida uma nova definição relacionada aos mapas tangente-Cheby-
shev sobre corpos finitos. Mais especificamente, é proposto um novo tipo desses mapas, cuja
definição possui certa analogia com a definição dos polinômios de Chebyshev do terceiro
tipo sobre corpos finitos (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2014). Assim, para
evitar ambiguidades e entendimento errôneo por parte do leitor, é importante esclarecer que,
a partir deste ponto do texto, o mapa considerado nos capítulos anteriores deste trabalho será
identificado como mapa tangente-Chebyshev simplesmente ou mapa tangente-Chebyshev do
primeiro tipo; o novo mapa é identificado como mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo. Na
seção a seguir, são introduzidas algumas proposições preliminares sobre trigonometria em corpos
finitos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998a; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA,
2014; LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010b; LIMA; PANARIO; CAMPELLO
DE SOUZA, 2010a), necessárias especificamente ao desenvolvimento do conteúdo apresentado
neste capítulo.

4.1 RESULTADOS PRELIMINARES SOBRE TRIGONOMETRIA EM CORPOS FINITOS

Nesta seção, são desenvolvidos alguns resultados sobre trigonometria em corpos finitos
empregados nas proposições associadas aos mapas tangente-Chebyehsv do terceiro tipo. Os refe-
ridos resultados são inspirados no que já se tem de forma bem estabelecida para a trigonometria
clássica; em todo caso, podem ser considerados contribuições secundárias desta tese, visto que
ainda não haviam sido abordados na literatura.

Proposição 4.1 (Tangente da soma de dois arcos). Sejam ζ ∈ Iq e i2 um não-resíduo quadrático

sobre Fq. Então,

tanζ(x+ y) =
tanζ(x) + tanζ(y)

1 + tanζ(x) tanζ(y)i2
. (28)

Demonstração. A proposição pode ser demonstrada considerando (3) e (4) para escrever

tanζ(x+ y) =
senζ(x) cosζ(y) + senζ(y) cosζ(x)

cosζ(x) cosζ(y) + i2 senζ(x) senζ(y)
. (29)

A prova é concluída dividindo o numerador e o denominador da última expressão pelo fator
cosζ(x) cosζ(y).

Proposição 4.2 (Tangente do arco metade). Sejam ζ ∈ Iq e i2 um não-resíduo quadrático sobre

Fq. Então,

tanζ(x/2) =
1±

√
1− i2 tan2

ζ(x)

i2 tanζ(x)
. (30)



38

Demonstração. Da Proposição 4.1, fazendo x = y, escreve-se

tanζ(2x) =
2 tanζ(x)

1 + i2 tan2
ζ(x)

. (31)

A partir de 4.1, fazendo tanζ(2x) = a e tanζ(x) = y, pode-se escrever

i2ay2 − 2y + a = 0, (32)

cuja solução é

y =
1±

√
1− i2a2

i2a
. (33)

Na expressão acima, substituindo y e a pelas respectivas expressões em termos de tangentes e,
por fim, substituindo x e 2x por x/2 e x, correspondentemente, conclui-se a prova.

Proposição 4.3. Sejam ζ ∈ Iq e i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq. Então,

tanζ

(
1

2
arctanζ(x)

)
=

1±
√
1− i2x2

i2x
. (34)

Demonstração. A demonstração é feita empregando diretamente a Proposição 4.2 e conside-
rando o fato de que tanζ(arctanζ(x)) = x.

4.2 MAPAS TANGENTE-CHEBYSHEV DO TERCEIRO TIPO

A seguir, propõe-se uma definição para mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo.
Naturalmente, a definição é inspirida na dos polinômios de Chebyshev do terceiro tipo e esta-
belecida de modo análogo à dos mapas tangente-Chevbyshev do primeiro tipo. A definições se
originam da substituição, na expressão trigonométrica dos polinômios de Chebyshev do primeiro
tipo sobre corpos finitos, da função cosseno sobre corpos finitos (e de sua inversa) pela função
tangente sobre corpos finitos1.
1 A ausência, até o momento, de uma definição para mapas tangente-Chebyshev do segundo e do quarto tipos sobre

corpos finitos explica-se pelo fato de não se ter concebido uma função que esteja para a tangente sobre corpos
finitos como o seno está para o cosseno na trigonometria clássica (considerando alguma analogia baseada na
satisfação de propriedades e identidades trigonométricas básicas). Sem tal definição, não se aplica as expressões

Un(x) =
senζ((n+ 1) arccosζ(x))

senζ(arccosζ(x))

e

Wn(x) =
senζ

((
n+ 1

2

)
arccosζ(x)

)
senζ

(
1
2 arccosζ(x)

) ,

dos polinômios de Chebyshev do segundo e do quarto tipos sobre corpos finitos, respectivamente, a abordagem
descrita.
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Definição 4.1. Sejam ζ ∈ Iq e n ∈ N. O n-ésimo mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

sobre Fq é definido como

En(x) =
tanζ

((
n+ 1

2

)
arctanζ(x)

)
tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

) , (35)

em que ζ ∈ Iq e x ∈ Tζ .

Tem-se E0(x) = 1, para todo x ∈ Fq. Para outros valores de n, En(x) pode ser obtido
por meio da relação de recorrência estabelecida a seguir.

Proposição 4.4. Sejam ζ ∈ Iq, i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq e n ∈ N. Os mapas

tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre Fq satisfazem à relação de recorrência

En+1(x) =
En(x) + x[c(x)]−1

1 + i2xc(x)En(x)
, (36)

em que c(x) = tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

)
.

Demonstração. Empregando a Definição 4.1, a Proposição 4.1 e a substituição indicada no final
do enunciado da proposição em questão, pode-se escrever

En+1(x) =
tanζ

((
n+ 1 + 1

2

)
arctanζ(x)

)
tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

) 1

c(x)

=
tanζ

((
n+ 1

2

)
arctanζ(x)

)
+ tanζ ((1) arctanζ(x))

1 + i2 tanζ ((n) arctanζ(x)) tanζ ((1) arctanζ(x))

1

c(x)

=
tanζ

((
n+ 1

2

)
arctanζ(x)

)
+ x

1 + i2x tanζ

((
n+ 1

2

)
arctanζ(x)

) 1

c(x)
,

multiplicando por c(x)
c(x)

tem-se

En+1(x) =
En(x) + x[c(x)]−1

1 + i2xc(x)En(x)
.

Observe que o termo c(x) na última proposição independe de n. Assim, se desejar avaliar
En(x) para valores específicos de n e x, empregando a relação de recorrência apresentada, o
termo c(x) só precisa ser calculado uma vez; daí por diante, quando da aplicação propriamente
dita da recorrência até que se alcance o valor de n em questão, o referido termo pode ser tratado
como se fosse uma constante. Também nesse contexto, observa-se, a partir da Proposição 4.3, que
o cálculo de c(x) envolve a extração de uma raiz quadrada sobre Fq. Assim, ainda que x ∈ Fq, é
possível que c(x) ∈ Iq\Fq. Detalhes sobre essa possibilidade são discutidos na sequência deste
capítulo. Em todo caso, utilizando a Proposição 4.4, pode-se fornecer, por exemplo, as seguintes
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expressões de mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo:

E0(x) = 1, (37)

E1(x) =
1 + x[c(x)]−1

1 + i2xc(x)
, (38)

E2(x) =
1 + 2x[c(x)]−1 + i2x2

1 + 2i2xc(x) + i2x2
, (39)

E3(x) =
1 + 3x[c(x)]−1 + 3i2x2 + i2x3[c(x)]−1

1 + 3i2xc(x) + 3i2x2 + i4x3c(x)
, (40)

E4(x) =
1 + 4x[c(x)]−1 + 6i2x2 + 4i2x3[c(x)]−1 + i4x4

1 + 4i2xc(x) + 6i2x2 + 4i4x3c(x) + i4x4
. (41)

Para ilustrar os resultados derivados na parte inicial deste capítulo, faz-se necessária uma
regra que permita prover sem ambiguidade o valor da raiz quadrada envolvida no cálculo de
c(x). Em princípio, poder-se pensar em remover da expressão mais à direita em

c(x) = tanζ

(
1

2
arctanζ(x)

)
=

1±
√
1− i2x2

i2x

o sinal “±”, substituindo-o simplesmente por “+” e escolhendo uma das duas raízes segundo
algum critério adicional. Porém, tal ação imporia a c(x) uma simetria ímpar, o que não é coerente
com a escrita trigonométrica da mesma expressão. Mais especificamente, embora se verifique a
simetria (ímpar)

arctanζ(x) ≡ − arctanζ(−x (mod p))(mod p+ 1),

a divisão por 2 no argumento da função tangente, que também possui simetria ímpar, torna c(x)

assimétrica. Isso sugere que sejam considerados valores diferentes da raiz quadrada em questão
para x e −x (mod p), o que, deste ponto em diante, é feito conforme a regra a seguir:

• Se 0 ≤ x ≤ p−1
2

, então c(x) = 1+
√
1−i2x2

i2x
, em que 0 ≤

√
1− i2x2 ≤ p−1

2
ou 0 ≤

i−1
√
1− i2x2 ≤ p−1

2
;

• Se p+1
2

≤ x ≤ p − 1, então c(x) = 1±
√
1−i2x2

i2x
, em que p+1

2
≤

√
1− i2x2 ≤ p − 1 ou

p+1
2

≤ i−1
√
1− i2x2 ≤ p− 1.

Observe que as desigualdades cujos termos centrais são multiplicados por i−1, em cada um dos
itens acima. São necessárias porque o termo sob a raiz pode não ser um resíduo quadrático, o
que resultaria em um elemento em um corpo de extensão, de modo que se tenha

√
1− i2x2 = di,

d ∈ Fp.
O exemplo a seguir retoma o Exemplo 2.1 e considera a regra acima descrita.

Exemplo 4.1. Neste exemplo, avalia-se, para todo x ∈ Tζ , em que ζ = 2 + 3i ∈ I7, i2 ≡
−1 (mod 7) e ord(ζ) = 2(p+ 1) = 16, o mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

E3(x) =
1 + 3x[c(x)]−1 − 3x2 − x3[c(x)]−1

1− 3xc(x)− 3x2 + x3c(x)
. (42)
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Na Tabela 3, são apresentados inicialmente todos os valores de tanζ(x), de arctanζ(x) e de

c(x) = tanζ

(
1

2
arctanζ(x)

)
=

−1 +
√
1 + x2

x
,

para x ∈ Tζ . Com relação a esta última função, chama atenção o aparecimento de valores

c(x) ∈ Iq\Fq; conforme comentado anteriormente, isso está associado ao cálculo da raiz

quadrada na avaliação da função em questão. Naturalmente, este fato tem repercussão no

cálculo de E3(x), que fornece os valores apresentados na última coluna da tabela.

Tabela 3 – Valores para as funções tangente, arco-tangente e E3(x) relacionadas ao elemento
ζ = 2+3i ∈ I7, em que ord(ζ) = 2(q+1) = 16, i2 ≡ −1(mod 7) e x = 0, 1, . . . , 7.

x tanζ(x) arctanζ(x) c(x) E3(x)
0 0 0 0 1
1 4 6 2 6
2 6 3 3 + 5i 5 + 5i
3 2 7 2 + 3i 2 + 2i
4 ∞ 1 5 + 4i 2 + 2i
5 5 5 4 + 2i 5 + 5i
6 1 2 5 6
7 3 − − −
∞ − 4 6 1

Fonte: O Autor (2023)

O fato comentado na parte final do exemplo acima pode ser explicado sob outra perspec-
tiva. Para isso, considera-se (35), a qual pode ser reescrita como

En(x) =
tanζ

((
2n+1

2

)
arctanζ(x)

)
tanζ

((
1
2

)
arctanζ(x)

) (43)

=
tan

ζ
1
2
((2n+ 1) arctanζ(x))

tan
ζ
1
2
(arctanζ(x))

. (44)

Na última equação, observa-se que o cálculo de En(x) envolve (ainda que implicitamente,
caso o referido cálculo seja realizado empregando alguma das fórmulas não-trigonométricas
apresentadas) a avaliação de uma função tangente sobre corpos finitos com relação ao elemento
ζ

1
2 = ±

√
ζ. Como ord(ζ) = 2(q + 1), pode-se assumir que ζ

1
2 = ±

√
ζ corresponde à raiz

quadrada de ζ com ordem multiplicativa ord(ζ
1
2 ) = 4(q + 1). Assim, considerando a Proposi-

ção 2.4, sabe-se que tan
ζ
1
2
(·) provê valores que não se encontram em Fq. Mais precisamente,

uma tangente calculada com relação a ζ
1
2 provê valores em Fq, se e somente se o respectivo

argumento for par; isso porque, escrevendo tal argumento como 2m, tem-se

tan
ζ
1
2
(2m) = tanζ(m) ∈ Fq,
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o que não se consegue, se o referido argumento for ímpar. Em suma, considerando (44) e o fato
de (2n+ 1) ser ímpar, para que se tenha En(x) ∈ Fq, é necessário e suficiente que arctanζ(x)

seja par. Essa condição pode ser verificada no último exemplo, observando, na Tabela 3, em que
apenas os valores pares ao longo da coluna arctanζ(x) levam a valores E3(x) ∈ Fq.

Em seguida, são dadas duas proposições em que os mapas tangente-Chebyshev do
terceiro tipo são relacionados aos do primeiro tipo.

Proposição 4.5. Sejam ζ ∈ Iq, i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq e n ∈ N. Então,

En(x) = [c(x)]−11±
√

1− i2C2
2n+1(x)

i2C2n+1(x)
. (45)

Demonstração. (35) pode ser reescrita como

En(x) =
tanζ

(
1
2
(2n+ 1) arctanζ(x)

)
c(x)

.

Aplicando a Proposição 4.2 ao numerador da última expressão, obtém-se

En(x) =
1

c(x)

1±
√

1− i2 tan2
ζ((2n+ 1) arctanζ(x))

i2 tanζ((2n+ 1) arctanζ(x))
,

e empregando a Definição 2.5, conclui-se a demonstração.

Proposição 4.6. Sejam ζ ∈ Iq, i2 um não-resíduo quadrático sobre Fq e n ∈ N. Então,

En(x) =
C2n+1

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)
1±

√
1−i2x2

i2x

=
C2n+1(c(x))

c(x)
. (46)

Demonstração. Empregando a Definição 2.5, tem-se

C2n+1

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)
1±

√
1−i2x2

i2x

=
tanζ

(
(2n+ 1) arctanζ

(
1±

√
1−i2x2

i2x

))
1±

√
1−i2x2

i2x

. (47)

Considerando a Proposição 4.3, a última expressão pode ser reescrita como

C2n+1

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)
1±

√
1−i2x2

i2x

=
tanζ

(
(2n+ 1) arctanζ

(
tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

)))
tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

) (48)

=
tanζ

(
(2n+ 1)1

2
arctanζ(x)

)
tanζ

(
1
2
arctanζ(x)

) , (49)

e o resultado segue.
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A última proposição pode ser empregada na obtenção de uma expressão explícita para os
mapas tangente-Chebyshev do terceiro tipo; considerando também (11), escreve-se diretamente

En(x) =

∑⌊2n/2⌋
k=0

(
2n+1
2k+1

)
i2k

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)2k+1

∑⌊(2n+1)/2⌋
k=0

(
2n+1
2k

)
i2k

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)2k

1
1±

√
1−i2x2

i2x

(50)

=

∑n
k=0

(
2n+1
2k+1

)
i2k

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)2k

∑n
k=0

(
2n+1
2k

)
i2k

(
1±

√
1−i2x2

i2x

)2k
(51)

=

∑n
k=0

(
2n+1
2k+1

)
i2k (c(x))2k∑n

k=0

(
2n+1
2k

)
i2k (c(x))2k

. (52)

Observe que, fixado o valor de i, a última equação provê uma maneira de expressar En(x)

como uma função racional de c(x), diferentemente do que se obtém empregando a relação
de recorrência dada na Proposição 4.4; esta última provê expressões em que o numerador
e o denominador possuem termos cruzando c(x), [c(x)]−1 e potências de x. Utilizando (52),
produz-se, por exemplo,

E0(x) = 1, (53)

E1(x) =
3 + i2c2(x)

1 + 3i2c2(x)
, (54)

E2(x) =
5 + 10i2c2(x) + i4c4(x)

1 + 10i2c2(x) + 5i4c4(x)
, (55)

E3(x) =
7 + 35i2c2(x) + 21i4c4(x) + i6c6(x)

1 + 21i2c2(x) + 35i4c4(x) + 7i6c6(x)
, (56)

E4(x) =
9 + 84i2c2(x) + 126i4c4(x) + 36i6c6(x) + i8c8(x)

1 + 36i2c2(x) + 126i4c4(x) + 84i6c6(x) + 9i8c8(x)
. (57)

Exemplo 4.2. Neste exemplo, considera-se ζ = 3 + 6i ∈ I23, i2 ≡ −1 (mod 23) e ord(ζ) =

2(p+ 1) = 48, e avalia-se o mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo

E2(x) =
tanζ

(
5 arctanζ(x)

2

)
tanζ

(
arctanζ(x)

2

) =
5 + 13c2(x) + c4(x)

1 + 13c2(x) + 5c4(x)
, (58)

para todos os valores de x ∈ Tζ para os quais arctanζ(x) é par. Na Tabela 4, são apresentados

inicialmente todos os valores de tanζ(x), de arctanζ(x) e de

c(x) = tanζ

(
1

2
arctanζ(x)

)
=

−1 +
√
1 + x2

x
.

4.2.1 Polos e Zeros

A seguir, são determinados os polos e zeros do mapa En.
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Tabela 4 – Valores para as funções tangente, arco-tangente e c(x) relacionadas ao elemento
ζ = 3 + 6i ∈ I23, em que ord(ζ) = 2(q + 1) = 48, i2 ≡ −1 (mod 23).

x tanζ(x) arctanζ(x) c(x) E2(x)
0 0 0 0 1
1 11 18 4 10
5 15 10 15 13
7 20 8 10 22
9 4 22 21 13

10 5 4 14 2
13 2 20 5 12
14 18 2 11 16
16 16 16 7 22
18 1 14 20 16
22 9 6 6 7
23 12 - - -
∞ - 12 22 1

Fonte: O Autor (2023)

Proposição 4.7. Os zeros rk ∈ Fq do mapa tangente-Chebyshev do terceiro tipo sobre Fq são

dados por

rk =

{
tan(k(q + 1)),

tan((2k + 1)(q + 1)).
(59)

em que k é qualquer número inteiro tal que k(q + 1)/n também é um número inteiro.

Demonstração. Desenvolvendo En(x), tem-se

En(x) =
sen((n+ 1/2) arctan(x))) cos(arctan(x)/2)

cos((n+ 1/2) arctan(x)))sen(arctan(x)/2)
(60)

Para rk ser um zero de En, é preciso que sen((n+1/2) arctan(x))) cos(arctan(x)/2) = 0 ou, de
modo equivalente, (n+1/2) arctan(x) ≡ 0 (mod (q+1)) ou arctan(x)/2 ≡

(
q+1
2

)
(mod (q+

1)). Noutras palavras, isso significa que (n + 1/2) arctanζ(rk) = k(q + 1), k ∈ Z, ou que
arctanζ(rk) = (2k + 1)(q + 1), k ∈ Ze o resultado segue.

Proposição 4.8. Os polos sk ∈ Fq do mapa tangente-Chebyshev do terceiro sobre Fq são dados

por

rk =

{
tan

[
(2k+1)(q+1)

2n+1

]
,

tan [2k(q + 1))] .
(61)

em que k é qualquer inteiro tal que (2k + 1)(q + 1)/2n também é um inteiro.

Demonstração. Para sk ser um polo de En, é preciso que

cos((n+ 1/2) arctan(x)))sen(arctan(x)/2) = 0,
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ou, de modo equivalente, (n + 1/2) arctan(x) ≡
(
q+1
2

)
(mod (q + 1)) ou arctan(x)/2 ≡

0 (mod (q + 1)). Noutras palavras, isso significa que (n+ 1/2) arctanζ(rk) = (2k + 1)(q + 1),
ou que arctanζ(rk) = k(q + 1), k ∈ Z e segue o resultado.
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5 ESTUDO PRELIMINAR DE APLICAÇÃO

5.1 CIGRAGEM DE CHAVE PÚBLICA BASEADO NOS POLINÔMIOS TANGENTE-
CHEBYSHEV DO TIPO I

A criptografia moderna é conhecida como a ciência da segurança da informação, que
teve inicio com o artigo Communication Theory of Secrecy Systems (SHANNON, 1949), porém,
esta área ficou realmente conhecida com a publicação do artigo New Directions in Crypto-

graph (DIFFIE; HELLMAN, 1976). Diffie e Hellman demonstraram, pela primeira vez, que
uma comunicação secreta é possível sem a transferência da chave secreta, o que se entitula como
criptografia de chave pública.

Em um sistema de criptografia de chave pública, cada entidade A tem uma chave pública
e e uma chave privada d. Em sistemas computacionais, a tarefa de computar d dado e é inviável.
A chave pública define uma transformação de cifragem Ee, enquanto a chave privada define uma
transformação de cifragem Dd. Se Alice pretende mandar uma mensagem M para Bob, Alice
usa a chave pública de Bob para realizar a transformação de cifragem C = Ee(M) para obter o
texto cifrado, e transmite C para Bob. Para ler a mensagem, Bob utiliza a sua chave privada para
realizar a transformação M = Dd(C), obtendo assim, a mensagem original.

Embora os polinômios de Chebyshev tenham propriedades caóticas, que são adequadas
para fins criptográficos, eles não fornecem segurança e explorando a definição de polinômios
de Chebyshev, e manipulando-os algebricamente , pode recuperar o texto cifrado (KOCAREV,
2011). Com o propósito de evitar essa falha, Ning (NING; LIU; HE, 2006) a definição de polinô-
mios de Chebyshev para corpos finitos foi expandida, evitando dessa forma a vulnerabilidade
sobre o intervalo [−1, 1], em que se tem uma boa propriedade unilateral (NING; LIU; HE,
2006). Em (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA; PANARIO, 2008), foi introduzida uma nova
definição dos polinômios de Chebyshev sobre corpos finitos, baseada na trigonometria em corpos
finitos (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998b), o que permitiu o estudo sobre segurança do
algoritmo proposto em (NING; LIU; HE, 2006).

Polinômios de Chebyshev definidos sobre corpos finitos têm sido bastante utilizados
como parte de criptossistemas de chave pública (HUE; HOANG; BRAEKEN, 2017; YOSHIOKA,
2018c; YOSHIOKA, 2020; CLAUDIO; PANARIO, 2019; WEI; SHANG; WENZHENG, 2021;
KRITSANAPONG; CHALIDA, 2021). Por causa das semelhanças entre os mapas tangente-
Chebyshev e os polinômios de Chebyshev sobre corpo finito proposto por Lima (LIMA; CAM-
PELLO DE SOUZA; PANARIO, 2008), é esperado que um criptossistema de chave pública
utilizando os mapas tangente-Chebyshev tenha resultados semelhantes. Seguindo o procedimento
proposto em (NING; LIU; HE, 2006), o procedimento de criação de um sistema de criptografia
de chave pública é dividido em três partes.
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5.1.1 Geração do par de chaves

Para Alice obter o par de chaves, é necessário o seguinte procedimento:

1. Seleciona-se aleatoriamente um número s ∈ Z, sendo s ̸= 0, 1, e x ∈ Fq, sendo x ̸= 0, 1,
e computa-se Cs(x).

2. Denomina-se s como a chave privada de Alice e (x,Cs(x)) como a chave pública.

5.1.2 Cifrando a mensagem

Assume-se que Bob deseja enviar uma mensagem M ∈ Fq, sendo M ̸= 0, para Alice.
Para tal, o procedimento é o seguinte:

1. Seleciona-se um inteiro r ∈ Z, r ̸= 0, 1;

2. A partir da chave pública de Alice (x,Cs(x) computa-se Cr(x), em que Crs(x) =

Cr(Cs(x)) e X = MCrs(x) mod f(y), sendo f(y) um polinômio primitivo.

3. Envia-se o texto cifrado T = (Cr(x), X) para Alice.

5.1.3 Decifrando a mensagem

Após receber a mensagem, para poder ler o conteúdo, Alice segue o seguinte procedi-
mento:

1. Utiliza a chave privada s para computar Csr(x) = Cs(Cr(x));

2. Recupera-se a mensagem M computando M = X(Csr(x))
−1.

Devido a propriedade de semigrupo dos polinômios tangente-Chebyshev, a mensagem M é
recuperada corretamente (NING; LIU; HE, 2006).

5.1.4 Análise de segurança do algortimo

De maneira similar à (LIMA; PANARIO; CAMPELLO DE SOUZA, 2010b), presume-se
que o algoritmo é seguro por causa da não existência de definições trigonométricas para efetuar
o ataque descrito em (BERGAMO et al., 2005). Nesta seção o ataque descrito por Bergamo é
aplicado para os polinômios tangente-Chebyshev para q ≡ 3(mod 4), e é demonstrado que a
solução envolve o problema do logaritmo discreto.

Para recuperar a mensagem M , dado a chave pública de Alice (x,Cs(x)) e o texto cifrado
Cr(x), X , é necessário seguir o seguinte procedimento:

1. Computar r′ de modo que Cr′(x) = Cr(x);

2. Avaliar Cr′s(x) = Cr′(Cs(x));
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3. Recuperar a mensagem M = X(Cr′s(x))
−1.

Este procedimento é sempre válido, dado que, se Cr′(x) = Cr(x), então

Crs(x) = Csr(x) = Cs(Cr(x))

= Cs(Cr′s(x)) = Cr′s(Cs(x)).

O cálculo de r′ é sumarizado no seguinte resultado.

Lema 5.1. Para cada par x,Cr(x), o inteiro r′ satisfaz Cr′(x) = Cr(x) se, somente se,

r′ = arctanζ((Cr(x)) (arctanζ(x))
−1 (mod N), (62)

para N = ord(ζ).

Prova. Assume-se que

r′ = arctanζ(Cr(x))(arctanζ(x))
−1(mod N).

A partir da Definição 2.5,

Cr′(x) = tanζ(r
′ arctanζ(x)),

substituindo r′ tem-se

Cr′(x) = tanζ(arctanζ(Cr(x))(arctanζ(x))
−1 arctanζ(x)

= tanζ(arctanζ(Cr(x))) = Cr(x).

Por outro lado, assumindo que Cr′(x) = Cr(x), tem-se

Cr′(x) = tanζ(r
′ arctanζ(x) = Cr(x).

Aplicando a função arctanζ em ambos os lados da igualdade, tem-se

arctanζ(tanζ(r
′ arctanζ(x))) = arctanζ(Cr(x)). (63)

Seja y = arctanζ(w). A partir de (2.3), a função trigonometrica tangente em corpo finito tem

simetria ímpar, i.e.,

tanζ(−x) = − tanζ(x). (64)

Devido à periodicidade da função tanζ , se tanβ = w, tem-se que β = y(mod N). Portanto (63)

se mantém se, somente se,

r′ = arctanζ(Cr(x))(arctanζ(x))
−1(mod N).

■
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Diferentemente dos ataques contra criptossistemas baseados nos polinômios de Chebyshev
clássicos, sobre corpos finitos, o Lemma 5.1 resulta em somente um valor de r′. Portanto, não
é preciso considerar aspectos de precisão ou resolver qualquer sistema linear de equações
modulares.

Contudo, a computação de r′ em (62) depende da restrição sobre a existência da função
inversa da tangente. Aplicando (6) em (62) tem-se

r′ =
1

2
logζ

1
2
logζ

1+ix
1−ix

+ iCr(x)
1
2
logζ

1+ix
1−ix

− iCr(x)
. (65)

Noutras palavras, dado um texto cifrado, para recuperar a mensagem original, sem o conhe-
cimento da chave privada, é necessário computar r′, o que envolve resolver o problema do
logaritmo discreto.

Exemplo 5.1. Seja a chave pública de Alice (x,Cs(x)) e o texto cifrado T = (Cr(x), X), em

que X = MCrs(x). É possível mostrar como um adversário computa Crs(x) e recupera a

mensagem M .

O corpo considerado é F43. Além disso, x = 38 e s = 25. A partir de (2.4), computa-se

Cs(x). Alice entrega sua chave pública (x,Cs)(x) = (38, 21) para Bob. Bob escolhe r = 32

para cifrar a mensagem M e computa Cr(x) = 15. Com isto, Bob chega em Cr(Cs(x)). Para um

adversário recuperar a mensagem cifrada, este deve deter o valor de r, ou seja, deve computar

um r′ = r usando o Lema (62). Utilizando a (62), é possível obter

r′ = arctan(Cr(x))(arctan(x)
−1(mod 44) = arctan(15)(arctan(38)−1(mod 44)

= 16−1(mod 44) = 16× 35(mod 44) = 32.

O texto original enviado por Bob pode ser recuperado a partir de M = X(C32(Cs(x)))
−1(mod

43)

5.2 CONCLUSÕES

Neste capítulo, é apresentada a investigação sobre possível aplicações do mapa tangente-
Chebyshev do primeiro tipo. Analisou-se de forma preliminar o uso dos mapas tangente-
Chebyshev do primeiro tipo em um sistema de cifragem de chave pública. Apresentou-se
uma análise de segurança, a qual indica a possibilidade de utilização dos mapas nessa aplicação.
Em função da propriedade de semigrupo, demonstrou-se que a quebra de um sistema deste
tipo envolve o problema do logaritmo discreto, o que sugere que, dependendo dos parâmetros
escolhidos, seu uso prático pode ser viável.
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6 CONCLUSÕES

Neste capítulo são apresentadas as considerações finais da tese desenvolvida. Para isso,
são elencadas a seguir as contribuições originais do trabalho realizado:

1. Partindo de um estudo sobre os recém-introduzidos mapas racionais tangente-Chebysyhev
sobre corpos finitos, foram estabelecidas novas propriedades desses mapas. Mais espe-
cificamente, foram propostos resultados relativos aos pontos fixos dos mapas tangente-
Chebysyhev e às suas relações com as funções de Rédei e com a transformação de Möbius.

2. Foram estabelecidas diversas proposições associadas aos grafos funcionais dos mapas
tangente-Chebysyhev, e indicados aspectos interessantes concernentes a essas representa-
ções.

3. Foi introduzida a definição de um novo tipo de mapa racional tangente-Chebysyhev sobre
corpos finitos, o qual possui analogia com os polinômios de Chebyshev do terceiro tipo;
propriedades básicas desses mapas, como o seu cálculo por equações de recorrência, sua
relação com os mapas do primeiro tipo e seus zeros e polos, foram estabelecidas.

4. Foi realizada uma investigação preliminar a respeito do uso dos mapas tangente-Chebysyhev
para cifragem de chave pública.

6.1 CONTINUIDADE DA PESQUISA

Embora a tese apresentada contenha, conforme delineado na última seção, contribuições
teóricas originais e sugestões consistentes de cenários em que a teoria desenvolvida pode ser
aplicada, ela abre, também, margem para realização de novas pesquisas. Estas contribuições
podem ser útil para outros estudantes e mesmo para o autor da tese, considerando a perspectiva
de continuidade do seu envolvimento com a Academia. Assim, as seguintes direções e sugestões
de temas para trabalhos futuros podem ser listadas:

1. Ampliação dos resultados acerca dos grafos funcionais associados aos mapas tangente-
Chebysyhev do primeiro tipo, indicando como tal caracterização se relaciona com proprie-
dades já estabelecidas para esses mapas e utilizando-a para o estabelecimento de novas
propriedades nesse contexto.

2. Estabelecimento de novas propriedades dos mapas racionais tangente-Chebysyhev do
terceiro tipo, o que deve incluir, por exemplo, propriedades de permutação, de involução e
caracterização dos respectivos grafos funcionais.

3. Realização de novos estudos sobre a possibilidade de definir mapas racionais tangente-
Chebysyhev do segundo e do quarto tipo e, consequentemente, de estudar as suas proprie-
dades.
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4. Investigar o uso dos mapas tangente-Chebysyhev em entrelaçadores empregados em
codificação de canal, mais especificamente os códigos turbo.

5. Consolidação dos resultados referentes ao uso dos mapas tangente-Chebyshev em entrela-
çadores empregados em esquemas de criptografia de chave pública.

6. Avaliação do uso dos mapas tangente-Chebyshev como blocos reponsáveis pelo embara-

lhamento de símbolos em esquemas de criptografia de chave secreta.

6.2 ARTIGO ASSOCIADO A ESTA TESE

O seguinte artigo em periódico internacional resultou desta tese:
FIGUEIREDO, RAVI B.D.; LIMA, J. B.. Tangent-Chebyshev maps over finite fields: New
properties and functional graphs. Cryptography and Communications - Discrete Structures
Boolean Functions and Sequences, p. 1-10, 2022. DOI: https://doi.org/10.1007/s12095-022-
00565-8
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APÊNDICE A – TRANSFORMADAS DO COSSENO DOS TIPOS III E IV EM
CORPOS DE CARACTERÍSTICA 2

Este apêndice contém uma contribuição secundária desta tese, surgida em meio ao estudo
de novos resultados relacionados à trigonometria sobre corpos finitos. Mais especificamente,
introduz-se o Lema A.1, que complementa um resultado apresentado em (LIMA; BARONE;
CAMPELLO DE SOUZA, 2016). No artigo em questão, são introduzidos quatro tipos de
transformadas do cosseno sobre corpos finitos de característica 2; os autores afirmam que a
demonstração da invertibilidade de tais transformadas pode ser realizada empregando o Lema
1, introduzido no mesmo trabalho. A definição cosseno em corpos finitos de característica 2
utilizada por Lima difere da definição utilizada neste trabalho e é definida da seguinte maneira,

Definição A.1. Se um elemento ζ ∈ F2r tem ordem multiplicativa ord(ζ), a função cosseno em

corpo finito relacionado ao ângulo ζ é definido como

cosζ(n) := ζn + ζ−n, (66)

para n ∈ Z.

O fato é que, para demonstrar a invertibilidade das transformadas dos tipos III e IV (cujas
definições são reapresentadas neste apêndice), faz-se necessário o já mencionado Lema A.1, o
qual é enunciado a seguir.

Lema A.1. Se um elemento ζ ∈ F2r tem ordem multiplicativa 2N − 1, então

A =
N−1∑
k=1

cosζ((k + 1/2)n) =

0 n = t(2N − 1),

1 = cosζ(n/2) caso contrário.
(67)

Demonstração. Como ζ tem ordem (2N − 1), tem-se ζkt(2N−1) = 1, t ∈ N, k = 1, . . . , N − 1.
Para o caso em que n = t(2N − 1),

ζ(k+1/2)t(2N−1) + ζ−(k+1/2)t(2N−1) = 1 + 1 = 0 (mod 2).

Caso contrário, a equação acima pode ser escrita da seguinte forma:

A = ζn/2
(
ζn(ζn(N−2) − 1

ζn − 1

)
+ ζ−n/2

(
ζ−n(ζ−n(N−2) − 1

ζn − 1

)
(68)

= ζn/2
(
ζn(ζn(N−2) − 1

ζn − 1

)
+ ζ−n/2

(
1− ζ−n(N−2)

ζn − 1

)
(69)

=
ζn(N−1/2) − ζ3n/2 + ζ−n/2 − ζ−n(N−3/2)

ζn − 1
(70)

=
ζn + 1 + ζ−n/2(ζ2n + 1)

ζn − 1
(71)

= 1 + ζ−n/2(ζn + 1) (72)

= 1 + ζn/2 + ζ−n/2 = 1 + cosζ(n/2). (73)
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Definição A.2. Seja ζ ∈ F2r um elemento com ord(ζ) = 2N − 1. A transformada do cosseno

do tipo III em corpos de caraterística 2 do vetor x = (xi),xn ∈ F2r , i = 0, . . . , N − 1 é o vetor

X = (Xk) ∈ F2r cujos componentes são definidos como

Xk :=
N−1∑
n=1

xn cosζ((k + 1/2)n), (74)

k = 0, 1, . . . , N − 1.

Teorema A.1. Seja ζ ∈ F2r um elemento com ord(ζ) = 2N − 1. A transformada inversa

do cosseno do tipo III em corpos de característica 2 do vetor X = (Xk), Xk ∈ F2r , k =

0, 1, . . . , N − 1 é o vetor x = (xn), xn ∈ F2r cujos componentes são definidos como

xn =
N−2∑
k=0

Xk cosζ((k + 1/2)n), (75)

n = 0, 1, . . . , N − 2.

Demonstração. Substituindo a equação 74 na equação 75 (em que substituie-se o índice n por
m), obtém-se a expressão

x̂m =
N−2∑
k=0

N−1∑
n=1

Xn cosζ((k + 1/2)n) cosζ((k + 1/2)m)

=
N−1∑
n=1

Xn

N−1∑
k=0

[cosζ((k + 1/2)(m+ n)) + cosζ((k + 1/2)(m− n))] ;

retirando do somatório o caso k = 0,

x̂m =
N−1∑
n=1

Xn[ cosζ(1/2(m+ n)) +
N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m+ n)) + cosζ(1/2(m− n))+

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m− n))].
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Para utilizar o lema A.1 é necessário avaliar o caso em que m = n, portanto, segue-se que

x̂m = xm

[
cosζ(m) +

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)2m) + cosζ(0) +
N−2∑
k=1

cosζ(0)

]

+
N−1∑
n=1
n̸=m

[cosζ((1/2)(m+ n)) +
N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m+ n)) + cosζ(1/2(m− n))

+
N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m− n))]

= xm[cosζ(m) + 1 + cosζ(m) + 0 + 0]

+
N−1∑
n=1
n̸=m

[cosζ(
m+ n

2
) + 1 + cosζ(

m+ n

2
) + cosζ(

m− n

2
) + 1 + cosζ(

m− n

2
)]

= xm.

Definição A.3. Seja ζ ∈ F2r um elemento com ord(ζ) = 2N − 1. A transformada do cosseno do

tipo IV em corpos de caraterística 2 do vetor x = (xi),xn ∈ F2r i = 0, 1, . . . , N − 2 é o vetor

X = (Xk) ∈ F2r cujos componentes são definidos como

Xk :=
N−2∑
n=0

xn cosζ((k + 1/2)(n+ 1/2)), (76)

k = 0, 1, . . . , N − 2.

Teorema A.2. Seja ζ ∈ F2r um elemento com ord(ζ) = 2N − 1. A transformada inversa

do cosseno do tipo IV em corpos de característica 2 do vetor X = (Xk), Xk ∈ F2r , k =

0, 1, . . . , N − 1 é o vetor x = (xn), xn ∈ F2r cujos componentes são definidos como

xn =
N−2∑
k=0

Xk cosζ((k + 1/2)(n+ 1/2)), (77)

n = 0, 1, . . . , N − 2.

Demonstração. Substituindo a equação 76 na equação 77 (onde se substitui o índice n por m),
obtém-se a expressão

x̂m =
N−2∑
k=0

N−1∑
n=1

Xn cosζ((k + 1/2)(n+ 1/2)) cosζ((k + 1/2)(m+ 1/2))

=
N−1∑
n=1

Xn

N−1∑
k=0

[
cosζ((k + 1/2)(m+ n+ 1)) + cosζ((k + 1/2)(m− n))

]
;
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retirando do somatório o caso k = 0,

x̂m =
N−1∑
n=1

Xn

[
cosζ((m+ n+ 1)/2) +

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m+ n+ 1))

+ cosζ((m− n)/2) +
N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m− n))
]
.

Para utilizar o lema A.1 é necessário avaliar o caso em que m = n, portanto, segue-se que

x̂m = xm

[
cosζ((2m+ 1)/2) +

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(2m+ 1)) + cosζ(0) +

N−2∑
k=1

cosζ(0)
]

+
N−1∑
n=1
n̸=m

xn

[
cosζ((m+ n+ 1)/2) +

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m+ n+ 1))

+ cosζ((m− n)/2) +

N−2∑
k=1

cosζ((k + 1/2)(m− n))
]

= xm

[
cosζ((2m+ 1)/2) + 1 + cosζ((2m+ 1)/2) + 0 + 0

]
+

N−1∑
n=1
n̸=m

xn

[
cosζ(

m+ n+ 1

2
) + 1 + cosζ(

m+ n+ 1

2
) + cosζ(

m− n

2
) + 1 + cosζ(

m− n

2
)
]

= xm.
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