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O tempo esta para o relégio assim como a mente estd para o cérebro. O
relégio de alguma forma contém o tempo. E, no entanto, o tempo se re-
cusa a ser engarrafado como um génio enfiado em uma |dmpada. Quer flua
como areia ou gire sobre rodas dentro de rodas, o tempo escapa irremedia-
velmente, enquanto assistimos. Mesmo quando os bulbos da ampulheta se
quebram, quando a escuriddo retém a sombra do relégio de sol, quando a
mola mestra se desgasta tanto que os ponteiros do relégio ficam iméveis
como a morte, o préprio tempo continua. O maximo que podemos espe-
rar que um reldgio faca é marcar esse progresso. E como o tempo define
seu préprio ritmo, como uma batida do coracdo ou uma maré vazante, os
relégios realmente ndo marcam o tempo. Eles apenas acompanham-o, se
puderem. (SOBEL) [1947])



RESUMO

Investigamos o problema do tempo de chegada de uma particula quantica. Revisamos dois
modelos operacionais para o tempo de chegada: (i) o modelo de Yearsley-Halliwell (YEARSLEY
et al, 2011)), que consiste no acoplamento de um relégio quantico a particula e (ii) o modelo
de Halliwell (HALLIWELL, |1999), que consiste na interacdo de um detector com um grande
ambiente para que registre de forma irreversivel a chegada da particula. Em seguida, propomos
um meio de obter o tempo de chegada acoplando um relégio quantico ao detector de Halliwell.
Verificamos que o nosso modelo apresenta a vantagem de poder usar relégios mais precisos
quando comparado ao modelo de Yearsley e Halliwell. Além disso, verificamos também que
o estado do nosso relégio é representado por uma mistura “imprépria” de todos os possiveis
instantes em que a particula pode ter sido detectada. Dessa forma, o relégio descreve uma
estatistica equivalente a de um ensemble de trajetérias quanticas do detector quando o mesmo

é submetido a colapsos a cada intervalo de tempo igual a precisdao do relégio

Palavras-chave: fundamentos da mecanica quantica; tempo de chegada quantico; detector

irreversivel; relégio quantico.



ABSTRACT

We investigate the problem of the arrival time of a quantum particle. First, we review two
operational models for the time of arrival: (i) the Yearsley-Halliwell model (YEARSLEY et al.
2011)), which consists of coupling a quantum clock to the particle, and (ii) the Halliwell model
(HALLIWELL, 1999), which consists of the interaction of a detector with a large environment
to record the arrival of the particle irreversibly. Next, we propose a measure of the arrival time
by coupling a quantum clock to the Halliwell detector. We verified that our model has the
advantage of using more accurate clocks than Yearsley and Halliwell's model. Furthermore,
we show that the state of our clock is represented by an “improper” mixture of all possible
instants at which the particle could have been detected. In this way, the clock describes a
statistic equivalent to that of an ensemble of quantum trajectories of the detector when it is

subjected to collapses at each time interval equal to the clock’s precision.

Keywords: foundations of quantum mechanics; quantum arrival time; irreversible detector;

quantum clock.
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1 INTRODUCAO

Definir tempo é uma tarefa ardua e complexa, e na fisica continua sendo uma questao
em aberto. Se perguntado sobre o tempo, talvez vocé responda algo confuso, relacionado a
entropia ou a mudanca das coisas. N3o serd o objetivo do presente trabalho definir tempo de
forma geral. Aqui restringiremos nossa atencdo em algo mais especifico, mas que também é
de certa forma intrigante, que é a medicdo do tempo de chegada na mecanica quantica, e a

sua interpretacao fisica.

1.1 TEMPO NA MECANICA QUANTICA E O TEMPO DE CHEGADA IDEAL

Um problema intrinseco a construcdo da mecanica quantica é o papel desempenhado pelo
tempo. A primeira vista poderfamos querer interpretar o tempo como uma variavel dinamica,
possuindo o status de um observavel, como posicdo, momento e energia. Porém, seguindo a
construcdo candnica da teoria quantica (TQ), tal grandeza fisica aparece como um pardmetro

na equacdo de Schrodinger,
d -
i< () = () (11)

(Vamos considerar i = 1 ao longo desta dissertacdo).

Esse parametro ndo se distingue daquela definicio de tempo de Newton: “absoluto, ver-
dadeiro e matematico"; algo que passa independente de tudo, que se pode escolher seu valor
com uma precisdo conveniente (arbitraria) para que se avalie o estado do sistema.

Apesar do tempo ser um parametro na equacdo de Schrodinger, ainda assim podemos
nos perguntar se dado um sistema fisico, poderiamos definir um operador tempo associado a
algum evento desse sistema. A resposta para essa pergunta é profunda, e vem dos pilares da
TQ. Comecemos lembrando que observaveis sdo representados por operadores auto-adjuntos
para que seus possiveis valores sejam sempre reais. Outra caracteristica importante é que se
um par de operadores auto-adjuntos A e B s3o canonicamente conjugados, [fl, l%] =1, eles
satisfazem a relacdo de incerteza

AAAB > L, (1.2)
2

onde AA(AB) é o desvio quadratico médio das observacdes de A(B). O par posicio-momento

é canonicamente conjugado e, portanto, satisfaz essas condicdes. Além disso, em 1927 Hei-
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senberg introduziu também a relacao de incerteza

AE At > (1.3)

1
5
associada as imprecisdes da energia e do tempo, subentendendo a existéncia de um operador
tempo 1" auto-adjunto satisfazendo [F[, T] =ie At =AT.

O problema de definir esse operador Té que a aplicacdo do operador unitario exp(iE’T),

caso 1" exista, promove um deslocamento —E’ na energia de qualquer sistema, ou seja,
eT\E) = |F — E), (1.4)

onde |E) e |E — E') sdo auto-estados de H com autovalores E e E — E’, respectivamente.
Portanto, uma vez existindo o operador tempo, conseguiriamos ajustar a energia do sistema
para qualquer valor, independente do sistema fisico, sem limites superiores ou inferiores. Sendo
assim, a construcdo geral de T que satisfaca []:], T] = ¢ e seja auto-adjunto seria impossivel
fisicamente. Essa impossibilidade se da pelo fato de que se um sistema nao tiver limite inferior
de energia, ele ndo possui um estado fundamental definido, o que faz com que o sistema
possa irradiar energia indefinidamente. Esse problema ficou conhecido como a Objecio de
Pauli (PAULI, 1933)).

Por causa do argumento de Pauli, o entendimento de que a busca por um operador tempo
ndo traria resultados promissores durou algumas décadas. Porém, nos dltimos trinta anos,
surgiu um interesse renovado por um observavel associado a medicoes quanticas como tempo
de meia vida, tempo de tunelamento, tempo de chegada, etc (AHARONOV; BOHM, 1961; [LAN-
DAUER; MARTIN, [1994; MUGA; BROUARD; MACIAS|, 1995} |HALLIWELL), {1999} |LEON et al., [1999;
LEON et al., 2000; DAMBORENEA et al) 2002; HEGERFELDT; SEIDEL; MUGA, 2003; |LEAVENS,
2008; IDIAS; PARISIOL 2017; XIMENES; PARISIO; DIAS, 2018} IDAS; NOTH|, 2021; RONCALLO; SA-
CHA; MACCONE, 2023)). Para isso, a maioria desses modelos tiveram que abdicar ou da relacdo
[H,T] = i ou da hermiticidade de T". Até certo ponto, esse interesse se deve ao recente
progresso na Optica quantica, nano-tecnologia e experimentos com adtomos em temperaturas
muito baixas. Nesse contexto, vamos explorar nesta dissertacdo o tempo de chegada unidi-
mensional na mecanica quantica.

O problema do tempo de chegada unidimensional classico consiste em: “dada uma particula
de massa ;1 com posicao inicial zo < 0 e momento py > 0, em que instante de tempo a particula
cruza a origem?”. A resposta para esta pergunta é simples, e é dada por 7(¢1#s51%) — ;20 /.

Ja a contrapartida quantica consiste em um dado pacote de onda inicial, ¥(z,1to), restrito
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a uma regido do espaco x < 0 viajando com momento médio p, > 0. O objetivo agora é
encontrar a distribuicao temporal de probabilidade da particula chegar em x = 0.

Para prever o tempo de chegada na teoria quantica temos duas abordagens: dependente e
independente dos dispositivos de medida. A abordagem dependente do dispositivo de medida
também é chamada de abordagem operacional, e depende de parametros associados a mode-
lagem do detector. Por outro lado, apesar de todo aparato de medida ter sua prépria resolucao,
podemos nos perguntar se diferentes modelos operacionais tendem a algum modelo “ideal”
em certos limites. Nesse contexto, “ideal” significa depender apenas do estado da particula
“livre” de medicdo, ou seja, sem nenhuma referéncia a algum detector em particular. Essa
idealizacdo configura as abordagens independentes do dispositivo de medida, que visam prever
o que conhecemos como tempo de chegada ideal.

De certa forma, o caminho mais natural para descrever quanticamente o tempo de chegada
ideal de uma particula livre é definir um operador tempo de chegada, 7., quantizando sua
expressao classica, i.e.

Fo= —pdp . (1.5)

Note que 7. ndo é auto-adjunto. No entanto, na TQ a ordem que os operadores atuam
faz diferenca quando representam observaveis incompativeis, que é o caso do par posicao-
momento. Nesse contexto Aharonov e Bohm (AHARONOV; BOHM, [1961), propuseram um

operador tempo de chegada maximamente simétrico mas ainda ndo auto-adjunto dado por
A o M1 ac1s
Thp = —E(xp +p a:) (1.6)

Vale a pena notar a dificuldade desse método quando potenciais estdo presentes. Além disso,
vemos que nao se trata de uma abordagem puramente quantica ja que foram utilizadas as
solucBes das leis de Newton para definir o operador tempo.
Mais tarde, varios autores definiram o tempo de chegada ideal médio usando a densidade
de corrente de probabilidade. Nesse caso, para o tempo de chegada em x = 0, temos
00
/O 11, ()¢ dt

<TC>J = ~ro0 (17)
/ 1, (¢) dt

0
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no qual

I, (t) = J(0,1)

_ _21# (1) [6(2) + 8(2)p] (1))

_ 22“ (w*(o,t) awgg, 0 aw;(;),t)ww)) (1.8)

é a densidade de corrente em = = 0 e também é a densidade de probabilidade temporal da

particula chegar a origem no instante de tempo ¢. Note que p é o operador momento e §(Z) =
|0)0| é o operador projecdo em x = 0. A ideia de J(0,t) ser uma medida do tempo de chegada
vem do seguinte raciocinio. Se a funcao de onda esta inicialmente em x < 0 e com momento
p > 0, entdo a probabilidade da particula chegar na origem depois do tempo t é equivalente
3 probabilidade da particula estar em = < 0 no tempo t, P<q)(t) = [°. dz|y(x, )
Portanto, é natural pensar que a probabilidade da particula chegar em x = 0 no intervalo de
tempo [t,t + dt], I1;(¢)dt, é dada pela probabilidade de chegar em = = 0 depois do instante

t menos a probabilidade de chegar depois do instante ¢ + dt:
II;(t)dt = Preco)(t) — Plaocoy(t + dt)
—(Pacoy (t + dt) = Pracoy (1))

=~ [" et e+ a0~ [p(e,0F)

(/ da aw %,1) |2> (1.9)

Usando a equacao da continuidade,

l(z, ) 9J(z,t)
ot or (1.10)

temos

1, (t) / w27 _ o, (1.11)

ox

Sabe-se que J(t) pode ser negativo mesmo para estados que apresentam momento positivo.
Esse efeito, que ficou conhecido como Backflow Effect (BRACKEN; MELLOY, 1994; YEARSLEY;
HALLIWELL, 2013} |HALLIWELL et al., 2013), e nos diz que, em geral, J(0,t) ndo pode ser usada
como uma densidade de probabilidade de tempo de chegada. Sabendo disso, Kijowski na
Ref.(KIJOWSKI, 1974) usou um operador de reordenagdo em J(0,t), e impondo um conjunto
de axiomas baseados em consideracGes classicas, considerou que a distribuicao de tempo de

chegada deveria ser

Mk (t) = ; ()] |pl'26(2)|pl" [w(t)) (1.12)
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P|'/25(2)|p|"/? tem sido relacionado aos autoes-

a qual é sempre positiva. Mais recentemente,
tados do operador tempo de chegada de Aharonov e Bohm (AHARONOV; BOHM, (1961} [MUGA;
LEAVENS), [2000; |GIANNITRAPANI, (1997)). A distribuicdo de Kijowski também foi generalizada
para sistemas com potenciais de interacdo e sistemas de muitas particulas (MUGA; LEAVENS;
PALAO, (1998 [MUGA; PALAO; LEAVENS, [1999; BAUTE et al) |2000; BAUTE; EGUSQUIZA; MUGA/
2001} BAUTE; EGUSQUIZA; MUGA, 2002} XIMENES; PARISIO; DIAS, 2018)). Vale ressaltar que o
problema do tempo de chegada ideal ainda estd em aberto (MUGA; MAYATO; EGUSQUIZA, [2007;
MUGA; RUSCHHAUPT; CAMPO, 2009)

Dias e Parisio na Ref.(DIAS; PARISIO| [2017)) propuseram uma solucdo diferente para o
problema do tempo de chegada como um operador. Usando uma regra de quantizacao alter-
nativa, eles definiram um espaco de Hilbert onde tempo se torna um operador auto-adjunto
satisfazendo a relacdo candnica de comutacdo com um novo operador Hamiltoniano. Nesse
formalismo, a posicdo deixa de ser um operador e passa a ser um parametro que podemos
escolher qual o seu valor com precisao arbitraria para avaliar um novo estado do sistema,
|¢(x)). Nessa abordagem, temos um estado da particula para cada posicdo do espaco. En-
quanto na TQ usual interpretamos |(z|t)(t))|* = |1 (z,t)|> como a densidade de probabilidade
de encontrar a particula em x dado que a medida é feita no instante ¢, na Ref. (DIAS; PARISIO,
2017) |(t|¢(z))|* = |4(t, z)|* é interpretado como a densidade de probabilidade de deteccio

da particula em ¢, dado que a medicdo acontece em x.

1.2 MODELOS OPERACIONAIS PARA O TEMPO DE CHEGADA
1.2.1 O Potencial Complexo de Allcock

Varias abordagens operacionais foram propostas para obter a distribuicio de tempo de
chegada, e um trabalho muito importante foi feito em 1969 por Allcock (ALLCOCK, 1969a;
ALLCOCK, |1969b;; ALLCOCK, (1969c). Allcock considerou que dispositivos de medida de tempo
de chegada em x = 0 devem transferir qualquer probabilidade da particula ser medida em
x > 0 do estado de n3o deteccdo para estados ortogonais a ele (representando estados de
deteccdo). Para isso, fenomenologicamente, ele modelou a deteccdo da particula por meio de
um potencial complexo absorvedor, adicionando a expressdao do Hamiltoniano de uma particula

livre o operador

V() = —iVp0(2), (1.13)
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onde O(%) representa a funcio de Heaviside. Esse Hamiltoniano efetivo (Hus = p2/2u+V (%))
é responsavel pela evolucdo do estado de ndo deteccdo da particula, |1,4(t))¢. Vamos usar
o indice & para denotar a particula, o nosso sistema de interesse. Com isso, o mddulo de
|¥na(t)) ¢ comega a diminuir quando a funcdo de onda da particula entra na regido = > 0.
Dizer que o médulo estado de ndo deteccao estd diminuindo é equivalente a dizer que a
probabilidade de ndo deteccdo esta sendo transferida para outro “canal” que desempenha o
papel de qualquer estado de deteccao. Entdo, a probabilidade de ndo deteccdo no instante de

tempo t, P,4(t), é definida como

@nd(t) = A’<wnd(t)‘¢nd(t>>w (1'14)

e, portanto, a probabilidade de deteccio é dada por P4(t) = 1 — P,4(t). Dessa forma, é
natural pensar que a densidade de probabilidade de detectar a particula no instante de tempo

t (particula chegar no instante ¢) é dada pela taxa de variacdo de P4(t), ou seja

APt APt
=—g = (1.15)

11(#)
De acordo com sua anélise, Allcock concluiu que independentemente do “tamanho do
degrau” V{, da Eq. , esse modelo n3o é ajustavel para se avaliar o tempo de chegada
ideal da particula. Se o degrau for muito grande, ou seja, se V, > p2/2u, a onda incidente é
refletida, fazendo com que a absorcdo do pacote incidente ndo aconteca, e portanto, a deteccao
seja impossivel. Por outro lado, se for muito pequeno, ou seja, se Vi < p3/2u, a reflexdo é
desprezivel, mas a precisao do aparato de medida é muito baixa por conta da necessidade da
barreira ser muito larga para que se absorva todo o pacote incidente.
Apesar dessas conclusoes, Allcock investigou mais afundo o limite de absorcdo fraca,
Vo < p3/2u. Para contornar o problema do atraso na deteccdo da particula, Allcock fez
a suposicdo de que a distribuicdo de tempo de chegada TI(¢) da Egq. € uma convolucao
de uma distribuicdo ideal, II;q, e uma funcio do aparato de deteccio R(t) = 2V(O(t)e 2"0!

(a distribuicdo da particula em repouso sobreviver sob acdo do potencial imaginario),
IT =1Tlig * R. (1.16)

Ele sugeriu como solucdo aproximada para o tempo de chegada ideal a até ent3ao desconhecida
distribuicao de Kijowski,

i (t) = Tk (%), (1.17)
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definida na Eq. (1.12). Além disso, no limite V; — 0, Allcock obteve como solugdo exata a
densidade de corrente como distribuicdo ideal, ou seja,
V=0
() = L), (1.18)
com II;(t) definida na Eq. (1.8)). Como II,(t) pode ser negativo, Allcock descartou definitiva-
mente a possibilidade de existir um tempo de chegada ideal na mecanica quantica. Nao vamos
discutir aqui todos os argumentos do trabalho seminal de Allcock, mas podemos sintetiza-los

em trés pontos:
» N3o existe operador auto-adjunto para o tempo de chegada.
» Reflexdo é inevitavel (em qualquer modelo operacional baseado em absorc&o).

» A densidade de corrente ndo pode ser tomada como distribuicdo ideal porque ela pode

ser negativa.

1.2.2 Qutros modelos operacionais

Surpreendentemente, essa visao pessimista que Allcock tinha sobre a definicio de uma
distribuicdo ideal de tempo de chegada na mecanica quantica sobreviveu por muitos anos.
Muga et al, na Ref.(MUGA; BROUARD; MACIAS, |1995), argumentam que o modelo de Allcock
é apenas um caso particular de potencial absorvedor, e propdem um potencial (ndo uniforme)
perfeitamente absorvedor, evitando completamente o problema da reflexdao. Com isso, eles
concluiram que a densidade de corrente é uma distribuicdo valida em certos limites.

Posteriormente, Halliwell na Ref.(HALLIWELL, 1999) deriva o potencial complexo através
de um modelo onde um detector sofre uma transicao irreversivel quando uma particula entra
em uma regidao do espaco. Esse modelo gera um potencial complexo para o estado de ndo
deteccdo idéntico ao de Allcock.

Outros modelos operacionais envolvem o uso de um reldégio quantico para medicdo do
tempo de chegada. Por exemplo, Yearsley e Halliwell (YH) na Ref.(YEARSLEY et al.,, [2011)
acopla um relégio quantico a particula de forma que o relégio “rode” apenas enquanto a

particula n3o chega em x = 0, fornecendo assim uma distribuicdo de tempo de chegada.
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1.2.3 Nossa abordagem para deteccao do tempo de chegada

Primeiramente, revisando o modelo de YH, veremos que como esse modelo acopla o relégio
diretamente a particula, hd a necessidade de que a energia do relégio seja pequena quando
comparada a energia da particula. Isso evita reflexdes da particula devido a interacdo particula-
relégio, mas torna a medicdo do tempo de chegada muito imprecisa.

Por outro lado, veremos também que apesar do modelo de Halliwell prever uma densi-
dade de probabilidade do tempo de chegada para um ensemble de sistemas identicamente
preparados, o tempo de chegada para um sistema Gnico é indefinido.

Para contornar esses problemas, medimos tempo de chegada acoplando um relégio ao
detector de Halliwell (e ndo a particula diretamente, como no modelo de YH), registrando o
momento em que o detector mede a chegada da particula. Comparamos os nossos resultados
com o modelo de Halliwell e também com um ensemble de detectores de Halliwell sendo mo-
nitorados (colapsados) a cada intervalo de tempo suficientemente pequeno. Veremos também
como nossas medicdes do tempo de chegada se comparam ao modelo de YH quando relégios

mais precisos sao considerados.

1.3 O QUE VEM A SEGUIR?

Vejamos o que é abordado nos préximos capitulos. Alertaremos o leitor quais s3o os resul-
tados originais desta dissertacado.

Capitulo [2}
= Secdo 2.1} Introduzimos a ideia de relégio como um cronémetro.
» Secdo [2.2} Revisamos o modelo de YH.

= Secdo [2.3} Apresentamos o relégio de Peres como um modelo de relégio mais realista,

chegando a um relégio ideal em um certo limite.

Capitulo [3} Como vamos discutir modelos operacionais do tempo de chegada que usam

detectores acoplados a um grande ambiente, vamos revisar os seguintes tépicos:
= Secdo [3.1} Revisamos o formalismo de matriz densidade.

= Secdo 3.2} Fazemos uma introducdo a sistemas abertos.
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Capitulo [4} Revisamos o modelo de Halliwell para a deteccdo da chegada da particula.
Capitulo @: (Até onde sabemos, a discussdo feita neste capitulo é original desta disserta-

¢do.)
» Secdo 5.1} Interpretamos os resultados obtidos pelo modelo de Halliwell

= Secdo[5.2} Aplicamos o método de Quantum Jump no modelo de Halliwell e obtemos a

estatistica de um ensemble de trajetérias quanticas do detector.
O capitulo [6] apresenta contribuicdo original desta dissertacdo.

= Secdo [6.I} Propomos um modelo de deteccdo do tempo de chegada que envolve o

acoplamento do relégio ao detector do modelo de Halliwell.

= Secdo [6.2} Analisamos a distribuicdo de probabilidade do tempo de chegada e compa-

ramos com a estatistica do ensemble de trajetérias quanticas da secdo [5.2]

= Secdo[6.3} Analisamos o problema da reflexdo do pacote de onda incidente na medicdo

do tempo de chegada do nosso modelo.

Capitulo [7} Concluimos nosso trabalho revisando os assuntos abordados em cada capitulo

e discutindo perspectivas de trabalhos futuros.
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2 ACOPLAMENTO RELOGIO-PARTICULA NA OBTENCAO DO TEMPO DE
CHEGADA

Viérias abordagens para o problema de medicdo de tempo (como tempo de chegada) na
TQ foram feitas usando modelos idealizados de relégios quanticos. Neste capitulo, iniciamos
apresentando um modelo geral de relégio quantico acoplado a uma particula para a obtencao
da distribuicdo de probabilidade do tempo de chegada dessa particula. Esse problema foi
estudado por YH na Ref.(YEARSLEY et al., 2011)). Também apresentamos um modelo especifico
de relégio, o relégio de Salecker-Wigner-Peres, e o aplicamos ao sistema da Ref.(YEARSLEY et
al., 2011)), obtendo a densidade de corrente como tempo de chegada ideal em um determinado

limite.

2.1 RELOGIO QUANTICO COMO UM CRONOMETRO

Por definicdo, relégio é um dispositivo que mede tempo. Claro que para que obedeca a
TQ, o relégio ndo deve ultrapassar as barreiras impostas pela teoria. Um reldgio quantico
pode ser entendido como um sistema dinamico o qual passa por uma sucessao de estados
ortogonais em intervalos de tempo fixos. Nossa ideia é introduzir um relégio e acopla-lo a
outro sistema, e com isso medir a duracdo de um processo fisico, mantendo uma espécie de
“registro permanente” desse intervalo de tempo. Dessa forma, nosso relégio desempenhara o
papel de um cronémetro.

O relégio deve possuir uma varidvel dindmica (a “posicdo” do ponteiro), que deve ter uma
relacdo direta com o valor do tempo. Por exemplo, em um relégio classico, a dependéncia
temporal da posicao do ponteiro é peridédica e é dada pelo angulo § = wt. Na mecanica
quantica, a posicao do ponteiro deve ser representada por um operador, o que implica que
qualquer medicao desse observavel provoca um colapso do estado do ponteiro.

E importante notar que devido ao relégio interagir com outro sistema, havera troca de
energia entre eles, e por consequéncia, as evolucGes temporais do relégio e do sistema serdo
afetadas. Assim, o tempo medido vai depender de como ocorre a interacdo. Se a interacdo for
suficientemente fraca, teremos o minimo de distorcdo na evolucdo do relégio e do sistema.

Considerando o acoplamento relégio-sistema, o Hamiltoniano, f[ é composto por um
operador Hamiltoniano do sistema de interesse, Hy, e outro que representa a interacdo sistema-

relégio, Hgg. Essa interacdo deve fazer com que o relégio evolua apenas durante algum
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processo envolvendo &. Dessa forma, o relégio pode registrar a duracdo desse processo.

2.2 MEDINDO O TEMPO DE CHEGADA COM UM CRONOMETRO QUANTICO

Nesta secdo, consideramos o acoplamento do relégio com uma particula, que serd o nosso
sistema de interesse, para a obtencao da distribuicao de probabilidade do tempo de chegada
dessa particula na origem. Esse modelo foi proposto na Ref.(YEARSLEY et al., [2011).

Adotamos as varidveis de posicdo e momento da particula por (x,p) e as do relégio por
(6, L). Considerando que o estado inicial da particula (sistema &) é [¢) ; e do relégio (sistema
R) |¢o)z, o estado inicial do sistema é dado por |Ug) = 1)y @ [Po)g = [Y0)g |P0)r =
%0, d0) s

O acoplamento particula-relégio serd dado pelo Hamiltoniano

Hgy = \O(—1)Hy. (2.1)
Aqui a escolha é feita para que o relégio “rode” enquanto a particula nao cruza a origem, ou
seja, enquanto = < 0. Veja a Figura [I] Esse tipo de interacdo foi proposto por A. Peres na
Ref.(PERES, 1980), e discutido em seu livro publicado treze anos mais tarde (PERES, [1993).
Lunardi et al aplicaram o relégio de Peres de forma similar para o célculo do tempo de
permanéncia (dwell time) de uma particula dentro de uma barreira de potencial (LUNARDI;

MANZONI; NYSTROM, 2011).

Figura 1 — llustracdo do funcionamento do relégio. Como temos no Hamiltoniano de interacdo uma funcdo de
Heaviside, o relégio roda apenas quando a particula estiver na regido < 0. Dessa forma o relégio
se comporta como um crondmetro, registrando permanentemente com a variavel 6 o instante em
que aconteceu a chegada da particula. O pacote representa a particula em movimento da esquerda
para a direita.

obt-------t---

Fonte: Barros (2023)
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Tratamos nesta secdo o Hamiltoniano do relégio, Hy, de uma forma geral, sem especificar

a sua forma funcional. Sendo Hy hermitiano, podemos usar a sua decomposicao espectral,

Ay = /dee\emey, (2.2)

onde {|€),} forma uma base ortonormal no espaco de Hilbert do relégio. Dessa forma, sendo

o Hamiltoniano da particula Hg, a evolucao total do sistema é dada por

(1)) = exp | — i (Hs + AO(=2)Ha ) t] [0, do) s
- / de [€) (el o) exp | — i (Hs + AO(=)e) 1] [t),. (2.3)

e se quisermos a funcdo de onda, basta projetarmos na base das posicoes,

(e, 0,8) = (2, 0]0(8)), = [de(Ble),(eldo), (alexp [ — i (Hs +2O(=2)e) ¢ [to),.
(2.4)
Primeiramente, a Ref.(YEARSLEY et al., 2011 considera que Ae < F, sendo E qualquer
autovalor do Hamiltoniano da particula e € qualquer autovalor do Hamiltoniano do relégio. Ao
impor que \e < F, estamos considerando que o acoplamento é fraco (tendo em vista que
a energia da particula é bem maior que a energia de interacdo entre a particula e o relégio),
e por consequéncia, a medida de tempo feita pelo relégio sobre o sistema tende a ter pouca
distorcao, mas alta imprecisao. Nesse caso, como \e < F, a reflexdo da particula é desprezivel
e, portanto, a particula é sempre detectada.
A densidade de probabilidade de encontrar a posicdo do ponteiro em 6, dado que o mesmo

é observado no instante de tempo ¢ é dada por
11(0, ) — / S | W, 0, 0)2. (2.5)

Para associar I1(6,t) a chegada da particula, devemos lembrar que o relégio para de “rodar”
no momento da medicdo. Dessa forma, para Ae < E e t suficientemente grande (de modo
que a particula ja tenha cruzado a origem), I1(6,¢) é a densidade de probabilidade da particula
chegar em z = 0 no instante 0, dado que observamos o relégio no instante ¢. No limite em

que t — 0o, YH obtiveram que

fn(0) = 5. o0, 00,0250 - 20 y0.) = [“aloto.of 50,0,

(2.6)

onde J(0,t) é a densidade de corrente em z = 0,

(60, 1) = (et

Do) = [ de (016} felo). e (2.7)
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(x,t) = (xle ), (2.8)

O resultado obtido para a distribuicido de probabilidade do tempo de chegada n3o ¢ a
densidade de corrente, J(0,%), propriamente dita, mas sua integral “modulada” pelo médulo
quadrado da funcdo de onda do relégio. Por outro lado, se Ae > FE/, a maior parte do pacote
de onda é refletido em = 0 e portanto a particula é raramente detectada. Vale lembrar
que em nosso modelo, vamos poder utilizar um relégio mais preciso sem gerar reflexdes da
particula. Para isso, ndo vamos acoplar o relégio diretamente a particula.

Até agora ndo especificamos o funcionamento do relégio, desenvolvemos o modelo de YH
de uma forma geral. Nas préximas secdes, revisaremos dois relégios quanticos e aplicaremos
tanto no modelo de YH como no nosso modelo do Caple] Um deles é o reldgio ideal de
Salecker-Wigner, e o outro é mais realista, sendo uma adaptacdo do relégio ideal assumindo

um espectro limitado de energias. Esse ultimo ficou conhecido como relégio de Peres.

2.3 0O RELOGIO DE SALECKER-WIGNER

O primeiro trabalho histérico na construcdo de um relégio quantico — e também nosso
ponto de partida — foi um paper escrito por Salecker e Wigner (SALECKER; WIGNER, (1958)),
onde propuseram o uso de um dispositivo para medir distancias entre eventos espaco-temporais.

Considere os operadores canonicamente conjugados 6 e L, onde
010y =010), (2.9)

com 0 < 0 < 27. O espaco de Hilbert na representacdo angular consiste de funcdes quadrado

integraveis f(0) que satisfazem f(0) = f(2m). A base {|#)} é ortonormal e continua, e satisfaz
(010" =o(6" — 0). (2.10)

O operador L por ser canonicamente conjugado ao operador 6, se apresenta na base das
posicoes como
d

(0| L|0) = Lyg = —i (6 — )25 (2.11)

A base de seus autovetores, {|u,,)}, é discreta e ortonormal, tendo a seguinte equacdo de

autovalor:

L |t = m [t,) . (2.12)
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As bases {|u,,)} e {|0)} sdo fundamentais para o entendimento do relégio. Portanto

devemos saber como elas se relacionam e suas evolucoes temporais. Usando as relacGes ja
definidas acima, temos

(01 L [um) = m (Bum)

onde vamos definir a funcdo de onda u,,(0) = (0|u,,). Aplicando o operador identidade de
forma conveniente, temos

R 2
O1L ([0 ) = m (Ol
0
i
Agora, utilizando (2.11)), a equacdo acima resulta em

d :
@um(ﬁ) = im Uy, (0).

(2.13)

A solucdo ¢ trivial, e a constante de integracao é escolhida para que se garanta a ortonorma-
lidade da base. Portanto,

1 27 .
m)=—== [ d6e™ ),
) = 757, 40 1)

e podemos observar que

2
nltm) = del * 0/) ( del! " 0// 9// )
(ualun) = ([ a0 @) 01) ([ 700" w0 1)
_ = / 1 _i(mB" —nb") "l
27/0 d@/o do" e 50" — ')

_ i /2Trd9/ ei(mfn)e’
2m Jo

= 5mna

(2.14)

(2.15)
como esperado. E importante notar que enquanto a base das posicdes é continua, a dos

momentos é discreta. Representando |9> na base dos momentos, temos

Z T (2.16)
m——oo

A dinamica do relégio é governada por I:Ige = wL, onde w é uma constante e tem dimens3o

de frequéncia. Note que o efeito do operador unitario U (t)

t) = e—tHat & gerar translacdes em 6,

U(t) |0) = "™

o)

—iwlt —im0
=€ (§ U,
(v, &)

1

_ —im(0+wt) ’ >
— (S U
or > m

=10+ wt). (2.17)
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Vemos aqui o funcionamento do relégio: o operador de evolucdo temporal “avanca o ponteiro”
do relégio por uma sucessao de estados ortogonais a uma velocidade angular constante, w

Podemos também verificar a relacdo de comutacdo entre 6 e L:

[0,L] 1) = 0L 10) — L0 |0)

Lo
(/ a6’ 10) 9’|> A (/ a6’ 10') (9’|> i

- / 46’ Loy (6 — 0)10),
0

onde usando ([2.11)), concluimos que
0,L] =4, (2.18)

como esperado. Por consequéncia, 0 e I, obedecem a relacdo de incerteza A9 AL > 1/2.

2.4 O RELOGIO DE PERES

A secdo anterior descreve um relégio ideal, onde seu funcionamento é impraticavel, uma
vez que para que ele esteja em um autoestado |¢), deve-se ter uma precisdo infinita em 6,
Af = 0. Dessa forma, o relégio precisaria de energia infinita (veja Eq. ) por causa do
principio da incerteza. Para contornar esse problema, Peres interpretou o relégio de uma forma
mais realista, trazendo uma nova base, {|v,)}, e restringindo a soma em ([2.16|) para valores
de m satisfazendo —j < m < 7, sendo 2j + 1 = 11 o nimero de estados ortonormais da base:

J

) = —= Z —2mmr /Y (2.19)

onde r =0,1,--- 1 — 1 para que |v,) seja normalizado. A atuacdo do operador de evolucdo

temporal no intervalo de tempo especifico 7 = 27 /1w, nos leva a

A

O(r) |v,) = el rvr>

— —zwLT zj: —2immr /N |Um>

—2irm(r+1)/N ‘um>

Dessa forma,

U(s7) [or) — [vp+s) - (2.20)
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Nessa base, podemos dizer que a resolucao do relégio é 7, uma vez que o mesmo no estado
|v.) aponta a “r-ésima hora" com uma incerteza de 27 /Nw.

Note que essa base é ortonormal,

1 J g i (ns—mr
<'U5‘Ur> = 7 Z Z e2im( n <un‘um>

m=—jn=—j

1 ZJ: 2imm(r—s)/M
— e2imm(r—s
n

m=—j

= br, (2.21)

desde que r e s sejam inteiros (veja no Apéndice . Outro ponto positivo é que a funcdo de

onda v,.(0) é real,

1 ! im(0—0,) __ 1 / .
UT(e):<9|UT>:ﬁ > e )_ﬁ > cos (m(0 - 6,)], (2.22)

m=-—j
e tem pico em 0 = 0, = 2xr/N. Seu médulo ao quadrado se aproxima de uma gaussiana,
G,(0), nas fronteiras de 6,, onde 0 = \/27/1 é a largura da gaussiana que também est3
centrada em #,., como é mostrado na Figura . v, (8)|* pode ser interpretado como a densidade
de probabilidade de encontrar o ponteiro em 6 quando o relégio se encontra no estado |v,). E
importante perceber que fazendo 71 > 1, teremos picos cada vez mais acentuados, de forma
que se 11 — oo temos que |v,(0)|* — (6 — 6,). Neste limite, temos uma “precis3o infinita”,
o que faz as bases {|v.)} e {|#)} serem equivalentes.
Figura 2 — O gréfico mostra que o grau de precisdo do reldgio cresce com 11, com a largura do pico inversamente

proporcional ao nimero de estados ortogonais da base {|v,.)}. Com isso, o pico vai ficando mais
acentuado e estreito a medida que aumentamos 71.

nh
2

Fonte: Barros (2023)
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Por conveniéncia, geralmente escolhemos como estado inicial do relégio |vg). Assim, quando

aplicamos o operador evolucdo temporal do relégio sobre esse estado, temos

—zHrRt |U —iwlt |
m

. =2mim(/ /M |y Y = [y, (2.23)

7 Z e 7 Z e
Note que |v;/-) ndo faz parte da base ortonormal de Peres, j& que t/7 ndo é necessariamente
inteiro.

Finalmente, se usarmos entdo o relégio de Peres para a obtencdo do tempo de chegada

descrito na Sec. 2.1} e escolhermos o estado inicial do relégio como sendo |¢), = |vo), temos

My () = /0 Tt (9o

w)| (1) = /O "t [y (0)[ I (0). (2.24)

Uma vez que queiramos aumentar a precisdo do relégio, basta fazer com que 71 cresca, como
ja mencionado. Porém, note que ndo podemos tomar o limite 77 > 1 na Eq. pois a
mesma é valida para A\e < F (nesse caso, Nw < p*/2u). Contudo, como exercicio, vale a
pena notar o que obtemos ao tomar esse limite em . Como nessa situacao a funcao
|v,(0)|* tende a uma delta de Dirac, a densidade de probabilidade do tempo de chegada se

torna a distribuicao ideal dada pela densidade de corrente,
00 1
Tyr(6) = / At(6 — wt) J(1) = ~TL(0/w). (2.25)
0

Veremos no Cap. [0] que nosso modelo permitird tomar esse limite.
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3 UMA BREVE REVISAO DE MATRIZ DENSIDADE E SISTEMAS ABERTOS
MARKOVIANOS

Neste capitulo vamos revisar o formalismo de matriz densidade e a dindmica de sistemas
abertos Markovianos. O motivo dessa revisdo é que nos préximos capitulos vamos estudar
medicdes do tempo de chegada envolvendo um detector que sofre uma transicao irreversivel
quando uma particula entra em uma regiao do espaco. Para que isso aconteca, precisamos
considerar que o detector entra em contato com um ambiente, sendo assim necessario que
o sistema particula+detector seja tratado como um sistema aberto, usando o formalismo de

matriz densidade.

3.1 O FORMALISMO DA MATRIZ DENSIDADE
3.1.1 Introducao

Neste formalismo, um estado quantico deixa de ser representado como apenas um “ket”
|W), que pertence a um espaco de Hilbert #¢, e é promovido ao status de operador, denomi-
nado matriz densidade p, que pertence ao espaco de Hilbert-Schmidt B(#) e atua em #.
Essa mudanca se deve ao fato de que alguns estados quanticos nao podem ser simplesmente
expressos como um simples vetor de estado por possuir incertezas classicas. Tais estados sdo
conhecidos como estados mistos. Quando conseguimos descrever o estado como |¢), dizemos
que o estado é puro, e a matriz densidade equivalente é p = |¢))(¢)|. De forma mais geral
possivel, o estado quantico pode ser uma soma ponderada de todos os constituintes de um

ensemble,
P=D Pk [Uk)bil (3.1)
k=1

onde o niimero de estados distintos © ndo se relaciona com a dimens3o do espaco de Hilbert
D, e em geral, os estados |¢) sdo n3o ortogonais. O valor p; pode ser interpretado como a
probabilidade do estado |¢;) “acontecer” no ensemble. Claro que os valores estdo limitados
al0<pp<1,equeXi pr = 1. A dimensdo do espaco onde atua p é D? e uma vez
escolhida a base ortonormal {|a;)} pertencente a #, podemos representar o operador como
uma matriz de entradas p;; = (a;|p|a;), onde os elementos com indices repetidos (pertencentes
a diagonal principal da matriz, ¢ = j) sdo chamados de populacdes, e os demais sdo chamados

de coeréncias.
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Apesar de nao representar em si um observavel, uma caracteristica importante do operador
densidade é que o mesmo é hermitiano, ou seja, p = p'. Esse resultado é facilmente verificavel
pela definicdo (3.1). Outra propriedade bastante importante, também derivada da mesma

definicao, é que o seu traco é unitario,

Ti(7) = 3 (el = 3 (2 ) = S =1 (32)

onde {|a)} é uma base ortonormal de #. Apesar de atuar no mesmo espaco que observaveis
como posicdo, momento e energia (e de ter o mesmo status), ndo devemos olhar para o
operador densidade como algo que atua no estado do sistema, pois ele é o préprio estado do
sistema. Com isso, dado um observavel B com autovalores {b}, a probabilidade de, apés uma

medic3o sobre o ensemble, encontrarmos um certo autovalor b (ndo degenerado) é dada por

P(B) = Te (Ib)XB] ) = Tr (5 [BYB)) (33)

3.1.2 Dinamica de estados puros

Na mecanica quantica, conseguimos preparar o estado inicial do sistema fazendo, por
exemplo, a medicdo de algum observavel para que o sistema colapse para um de seus auto-
estados. Dessa forma, considere que o estado inicial do sistema seja representado por [tg). O
estado inicial do sistema é puro, e seu operador densidade é py = |1)p)(¢)o|. Como discutimos
na introducao que podemos modelar H de forma que ele n3o seja auto-adjunto (é o caso do

potencial complexo de Allcock, por exemplo), temos na representacdo de Schrédinger

pt) = e M [o)apo| ', (3.4)

onde, por simplicidade, nos restringimos a Hamiltonianos independentes do tempo. Com isso

if = —i(Hp— pHT). (3.5)

No caso em que H = fIT, temos

‘(if =—i|H,p|. (3.6)

3.1.3 Sistemas compostos

Vamos supor que o sistema completo seja subdividido em dois subsistemas, o subsistema

A com estado pertencente a B(#4) e o subsistema B com estado pertencente a B(Hp).
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Entdo o estado do sistema conjunto é dado por

p= Y Pabaw |a,b)Xa’ V], (3.7)

aba’b/

onde j pertence a B(H) = B(H 4 @ Hp). O ket |a,b) é a representacdo de |a) ® |b), onde
{la)} e {|b)} sdo bases ortonormais de # 4 e #p, respectivamente. Note que podemos, por
exemplo, estar interessados em estudar apenas o subsistema A, e o subsistema B representar o
estado de um detector, ou até mesmo do ambiente (e vice-versa, ja que a informac3o acessivel
pode estar guardada no aparato de medida, ou no ambiente). Nesse caso devemos tomar o

traco parcial, que é definido como

ﬁAzﬁmngﬁwm> (38)
pp = Tra(p) = 3 (alla) (3.9)

a
O mesmo raciocinio é usado para sistemas maiores, compostos por varios subsistemas.
Sempre que quisermos “eliminar” um dos subsistemas, tomamos o traco parcial da matriz
densidade total. Ao tomar o traco parcial e trabalhar com os subsistemas remanescentes, nem
sempre é possivel usar a equacao mestra . Isso acontece pois nada garante que ao eliminar

um dos subsistemas, os subsistemas de interesse mantenham a sua “pureza”.

3.2 INTRODUCAO A SISTEMAS ABERTOS
3.2.1 Interagindo com o ambiente

Para realizar uma medicdo realista devemos considerar que o sistema em questdo esteja
interagindo com outro sistema consideravelmente grande. Para isso, vamos considerar que o
nosso sistema de interesse & estd em contato com o ambiente &.

Seja o estado inicial do ambiente pg = |¢), (¢| pertencente a B(#s) e ps(t = 0) = po
o estado inicial do sistema pertencente a B(#s). Considerando a existéncia de um operador

evolucao unitario global, (7 temos que o estado do sistema é, no instante ¢, dado por
p=ps(t) = Tre|U (po @ le) (e]) U] . (3.10)

Para representar o sistema sem mencao explicita ao ambiente, devemos recorrer aos operadores

de Kraus {kj}
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Seja {]ej)s} uma base ortonormal de #s e {|fx)¢} a base espectral de fy. Definimos os

operadores de Kraus que atuam em #s da seguinte forma:
Kj |¢k>s = g<€j’ U |¢k7 6>% ) (311)
onde ¢y, €) = [¢r) ® |€) . Por outro lado, da Eq. (3.10), temos

8

p="Tes[U (o ® o) () T = X s U (oo @ ) (el) U fe)..

J

Representando py em sua decomposicdo espectral, po = > 5, Pk | k) s (x|, temos
ﬁ - Z Zpk 8<€j| U ’¢k7 6)5@ <¢k> E’ UT ‘€j>£
ik
= 3> el o) (ol K]
ik
=3 K;pok]. (3.12)
J

Dessa forma, modelamos uma interacao do sistema de interesse com o ambiente via operadores

de Kraus, definindo o efeito do ambiente no sistema.

3.2.2 Dinamica de um sistema aberto Markoviano

Ao descrever o sistema com o formalismo da matriz densidade, chegamos a equacdo mestra
(3.6), que descreve a evolucdo temporal do sistema. Nosso objetivo é chegar a uma equacio
desse tipo para um sistema aberto.

Se considerarmos a evolucdo no intervalo de tempo dt, temos p — p + dp dado por

pt)=p+dp=> K;pKk].
J

Vamos assumir que um dos operadores de Kraus, digamos Ko, seja aproximadamente 1, i.e.,
Ko =1 + Got, (3.13)

e que os demais termos da soma em j s6 contribuam para p em primeira ordem de ¢, o que
leva a

K; = VtLj, j#0. (3.14)

E importante notar que se considerarmos (i) d¢ suficientemente pequeno, (i) G — —iH e (iii)

of’j — 0, Vj, a Eq. 1) retorna a 1} ja que exp(—z’ﬁét) ~ 1 — iHdt. Para satisfazer
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essa condicao, devemos ter
Ko =1+ (Lo —iff) dt. (3.15)

Com isso, deixamos claro que para que voltemos a equacdo de um sistema fechado, basta que

os operadores {of’j} sejam todos nulos. Ent3o, considerando que £ é hermitiano

ptop =1+ (Lo—if)ot) p|i+ (Lo+iH)dt] +ot> LipL],

Jj#0
e dividindo ambos os membros por dt, temos
op A . T4 A A A A
5 {O[’O,p} —1 {H,p} + Y LipL]. (3.16)

#0
Para 4t suficientemente pequeno, podemos encarar o lado esquerdo da Eq. ([3.16]) como a

derivada temporal de p. Como o traco de uma matriz densidade precisa ser unitario e comuta

d dp
Sy =T (22 =
G0 =m () =0

com a derivada, temos

e com isso, encontramos que

A 1 AL A A
L=~ SN LiLy = OL’J (3.17)
370
Finalmente, usando ((3.17]) em (3.16)), obtemos (RIVAS; HUELGA, 2012)
b s N
= A, ] +]§) (cfjpofj -5 {xj;’j,p}> , (3.18)

que é a equacao de Lindblad. Os operadores fj sao conhecidos como operadores de Lindblad,
e tém dimens3o de (tempo) /%,

Note pela Eq. que, para que o formalismo usado seja valido, precisamos admitir
que o estado inicial seja separavel (ndo emaranhado) do subsistema do ambiente que interage
com &. Porém, como fizemos evolucdes em intervalos de tempo dt, o que garante que apds
um desses intervalos de tempo o sistema continue separavel para que evolua com a mesma
equacdo? Caso o sistema evoluido de dt esteja emaranhado com o subsistema do ambiente que
ele vai interagir no préximo passo de dt, a utilizacdo da equacao de Lindblad n3o se justifica.

Para que se justifique, é preciso que dt seja muito menor que o tempo tipico em que o sistema

de interesse mude apreciavelmente, mas, ao mesmo tempo, seja muito maior que o tempo

! Este resultado é encontrado usando a propriedade de comutatividade do traco de uma matriz. Usando-a,

percebemos que Tr [/1, f}} =0eTr {fl,é} =2Tr (AE).
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em que o emaranhamento entre o sistema e o ambiente diminua pela prépria dinamica de
interacdo ambiente. Em outras palavras, é necessario, por exemplo, que a cada intervalo de
tempo dt o sistema interaja com um novo subsistema do ambiente que n3o esta inicialmente
correlacionado com o sistema &. Isso é uma caracteristica de uma dindmica Markoviana, na
qual a matriz densidade j(t + dt) sé depende do estado atual j(t), e ndo da sequéncia de

estados que o precedem.

3.2.3 Exemplo de um sistema simples interagindo com um ambiente

Seja & um sistema de dois niveis em contato com o ambiente &. Uma base simples para
representar esse sistema é |0) e |1). Digamos que a interacdo com o ambiente seja de tal forma

que apenas um operador de Lindblad seja nao nulo, e seja dado por
L =~210)1]. (3.19)

Por simplicidade, vamos supor que o hamiltoniano do sistema seja nulo, ou seja, Hgy = 0. Com

isso, a equacdo de Lindblad para o sistema tem a forma

Dotk - (L1205 (3.20)
Usando (3.19)), temos
L = (Ioxalpinyol - Sp1nal - 5 111 p) (321)
ou, na forma matricial,
d [P pro) —P1 —% (322)
at Po1 Poo - —% P11 |

A solucdo da Eq. (3.22)) é dada por

p11(t) = p11(0)e™" (3.23)
pro(t) = pro(0)e/? (3:24)
por(t) = por (0)e™/? (3.25)

(t) (3.26)

3.26

o que significa que independente do estado inicial do sistema, tanto a populacao p;; quanto

as coeréncias, pig € po1, tendem a 0 quando t — oo. Ou seja, este ambiente induz a transicdo
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de qualquer estado [1)) — |0). No caso em que o sistema se encontra inicialmente no estado
|0), temos que p;1(0) = 0, e o ambiente n3o induz nenhuma mudanca. E importante notar
que o efeito do ambiente esta diretamente ligado ao fator «, e quanto maior o seu valor, mais

rapido acontece a transicao.
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4 MEDINDO TEMPO DE CHEGADA USANDO UM DETECTOR IRREVERSI-
VEL

Neste capitulo apresentamos um modelo que detecta, de forma irreversivel, quando uma
particula chega na origem. O detector consiste de um sistema de dois niveis que sofre uma
transicao irreversivel quando a particula entra na regidao x > 0. Para isso, o detector deve entrar
em contato com um grande ambiente quando a particula entra nessa regido. Esse modelo foi
proposto por Halliwell (HALLIWELL|, 1999) como uma forma de obtencdo do potencial complexo
de Allcock. O modelo de Halliwell fornece a probabilidade de encontrar o detector no seu estado

de deteccdo (ou n3o deteccdo) da particula em um certo instante t.

4.1 DETECTOR IRREVERSIVEL

Seja o detector @ um sistema de dois niveis, |1)., e |0),,, representando estados de ndo

deteccdo e de deteccdo, respectivamente. Considerando o Hamiltoniano “livre” do detector

iy = 5 (10,11~ [0}, 0] ). (+1)
entdo [1),, e |0), sdo auto-estados do Hamiltoniano com autovalores 1) e —1(2, respectiva-
mente. Queremos acoplar o detector, que se encontra inicialmente em ]1>®, a uma particula
livre, de tal forma que o detector realize uma transicdo de |1),, para |0),, se a particula entrar
na regido x > 0, ou permanega em |1),, caso contrario.

Uma das dificuldades da descricdo quantica dos detectores é que eles s3o modelados por
uma mecanica de operadores unitarios, e com isso, existe a possibilidade de transicdo reversa.
Por conta da mecanica quantica ser fundamentalmente reversivel, o detector pode retornar
ao estado de ndo deteccdo sob sua prépria dindmica, mesmo que a particula tenha interagido
com ele.

Isso pode ser resolvido acoplando o detector a um grande ambiente. Vamos considerar o
ambiente sendo composto de osciladores harmdnicos em seus estados fundamentais. Como
queremos que o detector realize uma transicdo de estado quando a particula entra na regido
x > 0, vamos considerar que o Hamiltoniano de interacao detector-ambiente seja proporcional
a O(x).

Um Hamiltoniano que descreve esse processo para um conjunto de trés subsistemas (&, a
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particula, @, o detector e §, o ambiente) é
H=Hg+ Hy+ He + 0(2)Hpe, (4.2)

onde Hgg é o Hamiltoniano de interacdo entre o detector e o ambiente. O Hamiltoniano do
ambiente é dado por
He =Y wyalan, (4.3)
n
onde @l e @, s3o os operadores de criacdo e destruicio do modo n. A interacdo detector-

ambiente é dada por

e = (K3 100, (1] @, + rin [1)5, (0 ) - (4.4)

n

Note que nessa interacdo, o ambiente provoca transicdes no detector conservando energia.
Nos estamos interessados na dindmica reduzida apenas ao detector e a particula, de modo
que tomaremos o traco parcial do ambiente. Portanto, buscamos a equacdo mestra para a ma-
triz densidade reduzida, p, do detector e da particula. De acordo com Halliwell (HALLIWELL,
1999), o tratamento do ambiente dado pelas Eqgs.(4.2)-(4.4) é equivalente a usarmos a diné-
mica de um sistema aberto com um tnico operador de Lindblad ndo nulo com a mesma forma

da Eq. (3.19)), mas limitado a regido do espaco x > 0. Com isso,
L =~1?0(2)(0),(1], (4.5)

onde v é uma constante fenomenolégica que depende da distribuicao dos osciladores no am-

biente e das constantes de acoplamento k,,. Reescrevendo a Eq. (3.18)) na forma

d/\ P Lo A A 1 AL A 1 AL A
ch = i [ + My, p| + L L1~ SL1Lo = pL1L, (4.6)
e substituindo ([4.5]) em (4.6]), temos
dp Tp N
- {HS + H@:P]

+2(2002) 00, {11 511,01 0(8) - ©2(2) 1) {115~ 1), (11 0@)).  (47)

Essa equacao € resolvida escrevendo
P = P11 @ 1) g (L + pro @ [1)5 (0] + por @ |0)5 (1] + poo @ [0)5 (O] . (4.8)
Usando a equacdo 1) em [ﬁ@,ﬁ} , temos
[715.4) = 54 (b1 00011+ 101101 = s 1005 (11 = o 10}, 0]
— (a1 110 (11 = o 110501+ it 000 (1 = o [0}, 001 )}

= Q10 1), (0] = o 10}, (11 ). (49)
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Considerando que ©%(#) = ©(%), usando a Eq. (4.9) e separando em componentes a Eq. (4.7)),

temos quatro equacoes,

dp11 N VA S
a =1 [H&Pn} - 5{01176(35)}7 (4.10)
dp T A A A
% =—1 [H&plo} - %@(fﬁ)ﬂlo — 182P10, (4.11)
dA . a N A A . A
% =—i [Hs; /301} - %/301@(37) +1Qpo1 € (4.12)
dp Th A AN A N
% =1 [H&Poo} +70(2)p10(2). (4.13)

Note que os termos —yO(Z)p10/2 € —7p010(%)/2 das Egs. (4.11) e (4.12)) sdo semelhantes

aos termos que aparecem na Eq. , e induzem, nesse caso, que pig € pp1 decaiam com o
passar do tempo. Também é importante notar uma grande diferenca em relacdo ao exercicio
da Sec. [3.2.3] Nessa secdo, tinhamos apenas componentes de uma matriz, onde, por exemplo,
os termos da diagonal eram as préprias probabilidades de medir os estados |1), e |0),.
Aqui, ndo temos mais probabilidades e sim operadores. Isso se da pelo fato de que mesmo
tracado o ambiente, ainda estamos trabalhando com dois subsistemas. Dessa forma, passamos
a interpretar a componente p;; como o estado de n&o deteccdo da particula (lembre-se que no

inicio o detector estd em |1)). Vemos também que “as coeréncias” continuam desacopladas,

assim como acontece na Sec. [3.2.3| Reorganizando a Eq. (4.10)), temos

dpu

e ' ) R - i N
dt = —1 |:<H(§ — ;@(Qf)) P11 — P11 <Hé + ;@([L’))] . (414)

Se definirmos o Hamiltoniano efetivo,

I:[eff = ﬁg — %@(i’), (415)
a Eq. (4.14)) se torna
dp (A A A A
521 =t (Heffpll - pllH;[ff) ; (4.16)

como introduzimos na Eq. 1} Note que o termo imaginario de H.g¢ faz com que o estado

de n3o deteccdo diminua com o tempo. A solucdo de ({4.16]) é dada por
ﬁll(t) = e_iﬁ':ﬂtﬁH(O)eiﬁlﬂt. (417)

Considerando que o estado inicial do detector é |1), o estado inicial da particula + detector

é |hg) g @ 1), e a Eq. (4.17)) pode ser escrita como

pra(t) = [thna(t))s (Pna(t)] (4.18)
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onde [¢na(t)) s = eert |y) .. Portanto, o estado de n3o deteccio pode ser dado pelo ket

|9na(t)) ¢, cuja evolugdo é dada pela equagdo de Schrédinger com o Hamiltoniano efetivo, i.e.,

d N
Za W)nd(t))g = Heg W)nd(t))CS’ : (419)

Note que fazendo v = 2V}, derivamos o potencial complexo de Allcock definido na Eq. (|1.13))
da introducdo. A probabilidade de encontrar o detector no estado de nao deteccao, #,4, em

um instante de tempo ¢ é dada por
Pra(t) = Te([1)g1] p) = Trs (Trp ([1),,(1] 5))
= [l (01011 9) 11, 0] (1),117) 10),) 1)
= [ detalpul)
- / Zda: [l 1)), (4.20)
onde (1) = (eltalt)) .

Note que a probabilidade de n3o deteccao inclui a integral em todo o espaco, e ndo apenas
na regido x < 0, pois, |tna(x,t)|> ndo é necessariamente nulo na regido = > 0. Existe,
portanto, a possibilidade da particula entrar na regido x > 0 e o detector ndo registrar a
ocorréncia desse evento no instante em que acontece. Isso pode ser interpretado como uma
caracteristica de um detector realista que leva um tempo para interagir com a particula e
sofrer a transicdo.

Voltando nossa atencao para o estado de deteccdo da particula, pgg, a solucdo da Eq.
é dada por

o) =7 [t & D@ () @) ), (421)

0
como se pode ver no Apéndice . Dessa equacdo, note que pgo(0) = 0, como gostariamos,
ja que inicialmente o detector estd no estado |1),. Para obter a probabilidade de encontrar
o detector no estado de deteccao no instante ¢, tomamos o traco do operador densidade

projetado em |0),, ou seja,
Pa(t) = Tr(|0)5{0[ 2)
= [ e Gal )
= ’Y/Otdt’ /oodét (z| (e_iﬁs(t—t')@(ﬁ;)ﬁll(t’)@(j)emg(t_yv 1)

= [[at /Zd“f (] (7B DO(2) [thna(t)) s (Una(t)] O(2) ) ) (4.22)

I(x)
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Como estamos considerando que a particula é livre, temos que

Hs |p) = E(p) p), (4.23)

onde E(p) = p?/2u é a energia da particula. Aplicando o operador identidade na base {|p)}

convenientemente, o integrando I(x) se escreve
1@ﬂ=<ﬂe”ﬁw4”(/2muwﬂ>@@ﬂ¢m@9hx
xx¢m@3MXf>([imWﬂXﬂQem““”Lw. (4.29)
Usando e expandindo |1,4(t)) na base das posicdes,

/dpdp / dm'd:v”{ Va2, )0k, (2", )0 (") x

x e UE@=EE=t) (4 2y (2" P (p'|z) |. 4.25
p)\p P )P
Sabendo que
eipa:
() = (4.26)

temos

1 oo oo
I(z) = R/ dpdp’/ da'da”
—o00 0

x e~ HEP)=E@)](t=t") giz(p—p') i(p'z" —pz’) | (4.27)

wnd(x/> t/)w:;d(x”v t/)

Substituindo (4.27)) em (4.22)),

Py(t) = 2 dt / dpdp’ / dx’dx”{@bnd(x Yk (z ") e T IEEZEEIE)
T
« i’z —pz’) (;xeix(p—p')}, (4_28)
o
~— ———
d(p—p’)

e com isso, reduzimos o nimero de integrais, e um dos fatores exponenciais vai a 1 quando
tomamos a integral em p’. Dessa forma,

t o d
@N)—v/dﬂ/dfMWmeﬂww&@ﬂﬂ 2pww—ﬂ} (4.29)
0 0 T

5(:B’71'”)

Tomando a integral em 2, temos, finalmente,

t) =~ / 't / “da [l 1) (4.30)
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Note que diferente da expressdo obtida para a probabilidade de n3o deteccdo (|4.20)), a
expressao para probabilidade de deteccao envolve uma integral na regidao x > 0. Além
disso, o resultado obtido é diretamente proporcional ao fator v, como esperado, ja que quanto
maior o seu valor, mais rapida tende a acontecer a transicao do estado do detector.

Assim, a distribuicdo temporal para o tempo de chegada do modelo de Halliwell é dada

por
d@d

ta(t) = S = [ e a0 (431)

onde [° dx [)nq(x,t)|” é a probabilidade de encontrar a particula na regido = > 0 no instante
t com o detector no estado de ndo deteccdo, |1),,. Como #,; + Py = 1, entdo dP;/dt =

—dP,4/dt, e portanto usando a Eq. (4.20]), temos que ITy () também pode ser obtida por

Ma(t) = =228 — [ a0 & gt (432)

Vale ressaltar que essas densidades de probabilidade sao as mesmas do modelo fenomenolégico
de Allcock. Portanto, como discutido na introducao, fazendo uma deconvolucdo com a funcao
R(t) = vO(t)e ", temos que IIy(t) se torna a densidade de corrente J(0,¢) no limite em

que v — 0.
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5 INTERPRETANDO O MODELO DE HALLIWELL PARA A DISTRIBUICAO
TEMPORAL DO TEMPO DE CHEGADA

5.1 INTRODUCAO

Para justificar o que vem a seguir, facamos uma anélise mais cuidadosa do modelo de
Halliwell. Até onde sabemos, a discussao desta secao é uma contribuicdo original desta disser-
tacao.

A previsao desse modelo para a distribuicao de probabilidade do tempo de chegada refere-se
a medicdes em um ensemble de N sistemas abertos “particula+detector” (& + @) identica-
mente preparados. Primeiramente, suponha que uma medic3o na base {|1),,|0),} é feita no
instante ¢ e que Ny(t) (N1(t)) desses sistemas se encontram no estado de deteccdo (ndo de-
teccdo), [0),, (|1),). Portanto, a probabilidade de encontrar o sistema no estado de detec¢do
no instante t, #4(t), é dada por

_ M) _ M)

P4(t) N N

= 1— Pu(t). (5.1)

Nesse contexto, para descobrir a distribuicio de probabilidade de chegada, devemos contar
a quantidade de particulas que chegam entre ¢t e ¢ + dt. Esse valor é dado pelo niimero de

particulas que chegam entre [0, ¢ + d¢] menos o niimero de particulas que chegam entre [0, ¢],
No(t + dt) = No(t) = —(Ny(t + dt) — Ni(t)). (5.2)

Portanto, a taxa de chegada de particulas é dada por dN,/dt = —dN;/dt. Finalmente, para
encontrar a distribuicao de probabilidade de chegada basta dividir pelo niimero de sistemas no

ensemble,

H(w_ljﬁé_%& _LdN, dPu
BY N at  at N &t dt

Dessa forma, a estatistica fornecida pelo ensemble nos da a distribuicao de probabilidade de

(5.3)

chegada prevista por Iy () (Eq. (4.31) ou (4.32))) através da taxa de decrescimento (cresci-
mento) de Ny (Np).

Porém, vale a pena investigar as previsbes acima analisando o comportamento de um
tnico sistema (8 + @ + &). Primeiramente, note que podemos escrever o estado global do
sistema total como a superposicdo dos estados |particula nao detectada),, = [Wna(t)) e

[particula detectada) . = [Vq(t)), i.e.,

(W) = [Wna(t)) +|Wa(t)) = [¥na(t)) s ©[1)g ©lena(t)) g+ |¢a(t)) s @10)5 @ lea(t))s , (5-4)
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onde |€,4(t))¢ € |€q(t))g s30 os estados do ambiente associados a ndo deteccdo e a detecgdo
da partl'cula respectivamente, e a evolugdo de [1,q(t)) é dada pelo Hamiltoniano H.z =

Hg —ivO(2)/2 ( . Note que |€,4(t))¢ € |ea(t))g Ndo sdo ortogonais enquanto pig € P
das Egs. (4.11]) e (4.12) s3o diferentes de zero. Com isso, a probabilidade de em uma medicgo

no instante ¢, encontrarmos o detector no seu estado de ndo deteccdo é dada por

Poat) = | UED) | = (naDlnalt)),. (5.5)

onde g(€nq(t)|€na(t))g = 1. Por outro lado, a probabilidade de encontrar o detector no seu
estado de deteccdo é Py(t) = 1 — P,4(t). Nesse contexto, vemos que imediatamente antes
da medicdo, independente de seu resultado, o sistema total se encontra no estado ([5.4)), ou

seja, numa superposicao do tipo
|W(t)) = |particula nao detectada) . + |particula detectada) g, - (5.6)

Em outras palavras, medir o detector no instante ¢ e encontra-lo, por exemplo, no estado |0)®,
ndo significa que a particula chegou em algum momento do passado entre [0, ¢|. Portanto, o
fato do sistema total estar na superposicao antes da medicdo vai de encontro ao uso
da Eq. como a densidade de probabilidade de chegada, j& que em (5.3)) interpretamos
No(t)/N = P,(t) como a probabilidade do detector ter medido a chegada da particula em
algum momento no intervalo [0, t|. Diante dessa indeterminacdo quantica, a pergunta “quando
a particula chegou?” parece ndo ter sentido fisico quando lidamos com um sistema unico.
Vemos com isso uma clara distin¢do fisica entre as seguintes declaracGes: “detector em |1),,
no instante ¢ (particula ndo detectada no instante )" e “detector em |1), até o tempo ¢
(particula ndo detectada entre 0 e t)".

Para contornar esse problema e podermos falar sobre o instante de chegada sem “con-
tradicoes” entre os tratamentos via ensemble e sistema (nico, devemos monitorar o detector,
medindo-o em pequenos intervalos de tempo At's (como se estivéssemos observando-o “conti-
nuamente”). Ao monitorar o detector em intervalos At's suficientemente pequenos, podemos
construir um ensemble de “trajetérias” quanticas do detector, onde uma trajetéria especifica é
definida pela permanéncia do detector em |1), até o instante especifico da detecgdo da par-
ticula, e em ]0>® a partir desse instante. Assim, calculando a probabilidade de uma trajetéria
especifica (detector estar em |1),, até um certo instante t), & (t), podemos usar o raciocinio
da Eq. e derivar no tempo essa probabilidade (ao invés de derivar Py(t) ou P,4(t)) para
obter a densidade de probabilidade do tempo de chegada.
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O monitoramento descrito acima é feito pelas técnicas de Quantum Jump Approach ou
Monte Carlo Wave Function (HEGERFELDT, 2003). Abordaremos essas técnicas na préxima
secao e aplicaremos ao detector de Halliwell. Veremos que pelo fato do detector ja estar sendo,
de certa forma, monitorado pelo ambiente, sucessivas medices na base {|1),, ,|0),} ndo vao
alterar a dindmica do detector. Dessa forma, #,,4(t) = % (t) e, portanto, mesmo o modelo de
Halliwell n3o definindo um tempo de chegada para um sistema Gnico, Iy (t) = —dP,4(t)/dt =
—d;(t)/dt deve descrever satisfatoriamente a chegada da particula para um monitoramento
de intervalos At's suficientementes pequenos. Voltaremos a falar do papel do ambiente nesse

processo no Cap. [0] desta dissertacio.

5.2 ESTATISTICA DE UM ENSEMBLE DE TRAJETORIAS QUANTICAS DO DETECTOR

Vamos modelar o monitoramento do detector usando a técnica de Quantum Jump (QJ).
Esse monitoramento é feito através de colapsos a cada intervalo de tempo At, definindo uma
“histéria” (resultados dessas sucessivas medicdes) desse sistema, uma especie de trajetéria
quantica. O método de QJ fornece a estatistica das possiveis trajetérias quanticas do sistema
monitorado.

Idealmente gostariamos que At — 0 para simular medicdes continuas. Mas isso é impossi-
vel na estrutura da TQ devido ao efeito Zeno quéntico (MISRA; SUDARSHAN, (1977)). O Efeito
Zeno é frequentemente expresso como o “congelamento” da evolucdo devido a repeticao de
medicoes realizadas sobre o sistema em intervalos de tempo muito curtos. Isso acontece por
que o sistema colapsa sempre para o mesmo estado por n3o ter tempo suficiente de evoluir
para um estado diferente. Portanto, considere At suficientemente grande de modo que n3o
perturbe a dindmica do sistema+detector. Voltaremos a falar do efeito Zeno ainda nesta secao.

Considere um ensemble A composto de cépias do sistema definido no Cap. |4 (parti-
cula+detector, ja tracado o ambiente). Em ¢ = 0, o ensemble pode ser descrito por |1g) ¢ |1),,
onde [¢)) é o estado inicial da particula e |1),, é o estado inicial do detector. Podemos
também representar o estado inicial com o formalismo de matriz densidade, onde temos
po = Vo) (o] ® |1),(1]. Agora assuma que em cada membro do ensemble sejam feitas
medi¢Ses no detector na base {|1), ,|0),} em intervalos At, 2At, ---, nAt, - --. Denotamos
ﬂl("At) o sub-ensemble que consiste de todos os sistemas de A que na n-ésima medicao ainda
estdo em |1),, (veja Fig. [3).

A primeira medicdo é equivalente a deixar o ensemble evoluir um intervalo de tempo
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Figura 3 — O ensemble A no estado inicial [t)g) ¢ |1),,. Com o passar do tempo, um subconjunto de detectores

do ensemble detecta a chegada da particula, enquanto os demais permanecem no estado de n3o
detec¢do |1),,. Denotamos ﬂl(nAt) como o sub-ensemble composto apenas por detectores que ainda
n3o detectaram a chegada da particula ap6s n medidas. O ponto esta representando o sistema de

interesse.

Fonte: Barros (2023)

At e projetar no estado do detector associado a nao deteccdo da particula, ou seja, aplicar
P, = 1ig ®[1),(1]. A evolugdo de jy pode ser escrita usando os operadores de Kraus (veja

Eq. (3.12))). Com isso, o sub-ensemble ﬂl ) & descrito pela matriz densidade

= P X Kipo]| P, (5.7)
J

onde usando as Eqgs. (3.14)), (3.15), (3.17) e (4.5).

Ro=1— (szé)+%@( B[00 )AL e Ky =71%0(2)[0),(1| VAL (58)

Calculando ((5.7)), temos
ﬁc(At) = ﬁll(At) ® |1>CD<1| ) (59)

onde py11(At) é a evolucdo dada pela Eq. (4.17)), i.e

p11(t) = [na(t)) s (na(t)] = Uerr [¥0) 5 (0ol Ul

com Uy = exp(—iﬁegt) e Hg = Hg — i7O(2)/2. Para descrever o sub-ensemble 7241,
devemos aplicar novamente os operadores de Kraus e projetar em Py. Contudo, note que como
a evolugdo de py; ndo depende das amplitudes dos outros elementos p;;, a primeira projecao P

2At)

da Eq.(5.9) n3o perturba a evolucio de j11(t), e, portanto, o sub-ensemble 7 (24" ¢ descrito

simplesmente por

(2A1) [Z ) KT} = pu(2A0) @ |11 (5.10)
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Como p.(t) evolui como um estado puro, podemos reescrever essa evolucdo como

A

Ueff(2At) W0>s ’1>® = Wnd(QAt»S ’1>® :

, - At
Apds n medicdes, podemos descrever ﬂl(n ) fazendo

PUer(nAL, (n = 1D)A) Py - - PO (AL, 0) o) s 1) = Uesr(nAL) [1ho) 5 [1),

= Wnd(nAt»S ‘1>@ ) (5.11)

que é a mesma evolucdo (4.19) sem os sucessivos colapsos. Portanto, a probabilidade de
encontrar o detector no estado de ndo deteccdo até o instante ¢, P;(t), é igual a probabilidade

de encontrar o detector no estado de n3o deteccdo no instante t,

Pr(t) = (Una()|tna(t))y = Pra(t). (5.12)

Pela Ref. (M@LMER; CASTIN; DALIBARD, [1993), esse resultado era esperado. Nessa referéncia
é apresentada a técnica de QJ aplicada a sistemas acoplados a grandes ambientes. Os auto-
res concluem que, em uma grande classe de problemas envolvendo dissipacdao de energia, o
ensemble de trajetérias quanticas fornece um resultado equivalente ao fornecido pela equacao
de Lindblad (3.18). Na Ref. (DALIBARD; CASTIN; M@LMER, [1992) os autores aplicam o QJ em
uma equacao similar a equacao mestra do modelo de Halliwell .

Finalmente, temos que a probabilidade da particula chegar no intervalo [t,¢ + At] é dada
por

My (1) At = —(Py(t + At) — Py(t)) = —(Paalt + At) — Pra(t)), (5.13)

e para At suficientemente pequeno, temos que a densidade de probabilidade temporal da

chegada da particula é dada pela prépria distribuicdo de Halliwell,

4o 4,
Iy (t) = — dtl = — dtd, (5.14)

como haviamos feito no capitulo anterior.

Pode parecer desta derivacdo que podemos tomar o limite At — 0 sem se preocupar com
o efeito Zeno. No entanto, sabemos que a equacdo de Lindblad n3o é valida para intervalos
de tempo arbitrariamente pequenos (veja a definicdo de ¢ no Cap. . Se At < 6t, devemos
usar a Eq. de Schrédinger com o Hamiltoniano da Eq. . Assim, o efeito Zeno é observado

(SCHULMAN| 1998).
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Por fim, considere que a histéria de cada elemento do ensemble é registrada em NV sistemas
auxiliares 111. Dessa maneira, apés N medicoes, a trajetéria cuja deteccao da particula acontece

no intervalo [nAt, (n + 1)At] é dada pelo estado das memérias de 771

11y L) = Lo—1) L) Omrn) =+ Owy)ppy s (5.15)

onde a numeracdo entre parénteses define a ordem dos resultados das medicoes. Note que
nessa trajetéria, o detector permanece em |1),, até o instante ¢ = nAt. Apds a medicdo da
particula, 0 mesmo se mantém em |0) . Note também que podemos distinguir uma trajetéria
das demais apenas pelo momento em que a transi¢do |1),, — |0),, ocorre, e portanto, uma

notagdo mais concisa para o estado (5.15)) é |1(,)),,, sendo n o nimero da Gltima medicdo

mr
que registrou |1),.

Além disso, sabemos que a probabilidade dessa transicdo acontecer no intervalo [nAt, (n+
1)At] é dada pela Eq. e a probabilidade da particula n3o ter chegado até o instante
t = n/At é dada pela Eq. . Portanto, o estado que descreve o ensemble de trajetérias

deve ser dado por

N-1

@eHS<NAt) = s<¢nd(NAt)|¢nd(NAt)>s |1(N)>777<1(N)| + Z At HH(nAt> |1(n)>m<1(n)| . (516)
n=1

O primeiro termo representa o estado de ndo deteccdo, |1(n)),(1(n)|, onde interpretamos

como o estado em que o detector ainda ndo detectou a particula. Essa situacdo acontece com

probabilidade (1,4(t)|tna(t))s, com t = NAt. Ja no segundo termo temos uma superposi¢do

classica de todas as possiveis trajetérias (particula observada no instante nAt, com n =

1,---,N —1), onde a trajetéria |1)), acontece com probabilidade At IIy(nAt).
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6 ACOPLAMENTO RELOGIO-DETECTOR NA OBTENCAO DO TEMPO DE
CHEGADA

Diferentemente do modelo de Halliwell, que registra apenas se a particula chegou ou n3o
na origem, aqui temos o objetivo de manter um registro permanente de quando acontece
a chegada da particula. Para isso, diferentemente do Cap. [2| ndo vamos acoplar o relégio
diretamente a particula, mas ao detector de Halliwell, medindo portanto o momento da sua
transicao irreversivel. O contetido deste capitulo representa uma contribuicdo original desta

dissertacdo.

6.1 DISTRIBUICAO DO TEMPO DE CHEGADA VIA INTERACAO RELOGIO-DETECTOR

Considere um relégio, R, que faz um registro permanente de quando um detector,
(sistema de dois niveis da Sec. |4.1)), sofre uma transicdo irreversivel de estado. Para isso,
queremos que o reldgio “rode” enquanto o detector estiver em seu estado |1),,. Vamos entdo

definir o Hamiltoniano de interacdo relégio-detector como
Hopg = |1)5,(1| @ Hag, (6.1)

onde |1),,(1| atua como projetor e Hy é o Hamiltoniano do relégio.

Como fizemos no Cap. [4, um Hamiltoniano que descreve esse processo é dado por
H = Hg + Hy + Hyg + He + O(2) Hoygs, (6.2)

onde PAL;» é o Hamiltoniano da particula, FI@ ¢ o Hamiltoniano do detector, flg ¢ o Hamiltoniano
do ambiente, e ﬁ@g € o Hamiltoniano de interacdo entre o ambiente e o detector. f{g e ﬁ@g
sao os mesmos das equacoes e , respectivamente. Note que a Unica diferenca entre
a Eq. (4.2) e a Eq. (6.2) é o termo de interacio relégio-detector Hog.

Aqui, estamos interessados na dinamica reduzida ao relégio, ao detector e a particula.
Portanto tomando o traco parcial do ambiente buscamos a equacdo mestra para a matriz den-
sidade reduzida, p, desses sistemas. Como vimos, esse tratamento do ambiente é equivalente
a usarmos a dindmica de um sistema aberto com um (nico operador de Lindblad n3o nulo
com a mesma forma da equacdo 1) ou seja, L = 7/20(#)|0),(1]. Apenas adicionando

a interacdo reldgio-detector, a equacdo de Lindblad ([3.18) que resultou na Eq. (4.7)) se torna
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agora

dp _

U —1 [ﬁc& + Hy +ﬁ®m7ﬁ}

+ 2(20(2) 00411 511)5{01 0(2) — O(2) 1511 5 — p1)sf110(2)),  (6:3)

onde temos apenas o termo adicional Hyx no comutador com p. Essa equacdo é resolvida

escrevendo, novamente,
p = P11 @ [1)a{1] + Pro @ [1)(0] + Por @ [0)g5{1] + poo © |0)5, (0], (6.4)
onde agora p;; representam estados dos subsistemas & e (R. Usando ([6.1)) e (6.4)),

[ﬁ@myﬁ} = [F[m ® DL, p11 @ [1)gf1] + -+ + poo @ |0>@<O|}
= (Hnp @ (1)1 + Hapro © 11,501 ) = (prafla @ 111 + ol 2 [0)1] )

= [Ha, 11| @ 11| + Hapro @ 1) 0] — pon Hae @ [0) (1] (6.5)

Substituindo (6.4)) e (6.5]) em (6.3)), e separando em componentes, temos

dp A oA a .
% =—1 {Hs + H!Rapll} - %{pn, @<1’>}a (6.6)
dp TA . A o\ A A
ﬂ = —1 {Hcg’, ,010} — <ZH(R + ’Y@@)) £10 — ZQPlO, (67)
dt 2
dp A (.5 . A
% =—1 [H&Pm} + Po1 (ZHm - ;@(33)> + 1001, (6.8)
dp T . o\ A N
% =—1 [H&Poo} +70(2)p1O(2), (6.9)

onde as trés primeiras equacdes se distinguem das Eqs.(4.10)-(4.12) pela presenca de Hy.
Note que a Eq. é igual a Eq. (4.13).

Como queremos a informacdo de quando a particula chegou, devemos nos ater ao estado

do reldgio (diferentemente do modelo de Halliwell),

P (t) = Try, [p(t)] = Trs[p11(t) + Poo(t)]. (6.10)

Para isso devemos encontrar a solucdo para os estados de ndo detecciao e de deteccdo da
particula, p11 e poo. Note que a Eq. depende do estado de deteccio py;. Portanto, para
obter pgy devemos primeiramente resolver a Eq. (6.6)).

Reorganizando ([6.6]), temos

dpu

= {(Hs + By — ;@(x)> P — pun (HA, + Hy + ;@(x)ﬂ , (6.11)
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e definindo um novo Hamiltoniano,

H_.. = Heyg+ Hg, (6.12)
onde H.g = Hg — ivO(#)/2, temos
@——z’(ﬁ o — pu b, ) (6.13)
dr prrP11 — P11l ) - .
Dessa forma,
ﬁll(t) = e_iﬁEFFtﬁH(O)eiﬁéFFt. (614)

Considerando que o estado inicial do sistema (particula, detector e relégio) é dado por

[%0) ¢ @ |1) ® |d0) 4, @ Eq. (6.14) pode ser escrita como

Pra(t) = [¥na(t))s(¥na(t)] @ |Pna(t))alPna(t)] (6.15)

onde [Yna(t))g = e~ et [ihg)o e |(1)), = e %t |¢yy),. Portanto o estado de ndo deteccdo
pode ser dado pelos kets [1,q(t))s € |pna(t))y, cujas evolugdes sao dadas pelas equacdes de

Schrédinger com os Hamiltonianos H.q e Hy, respectivamente:

S a0 = B a1 (6.16)
S 6nalt)) 5 = Lm0 (617)

Vemos, portanto, que o estado de ndo deteccdo permanece separavel. Para representar o
estado do relégio associado a ndo deteccao da particula, tomamos o traco parcial de py;, com

isso

W) = Trspu(t) = | Zdo: (ltna(0)s{tona(£)|2) |6na(t)) S (1)
= (Una®lna()), [6na(t)alSna(t)]- (6.18)

Note que a norma de |1),,4(t)) diminui com o tempo por conta da parte imaginaria no Hamil-
toniano efetivo Heg (que atua como potencial absorvedor).
Como se pode ver no Apéndice [B] a solu¢do para pgo na Eq. é dada por

t . , i ,
Poo(t) = / dt' e O (2) pu (1O (2)e 1)
0

= [t T OO(@) (1)) O @ loa(t) 8]
(6.19)
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O estado descrito na Eq. ([6.19)) representa o estado de deteccdo da particula. Sendo assim,

o estado do relégio que representa a deteccdo da particula, ﬁé?), é dado por

P (1) = Trs poo(t)
= [ar [ de (2] e O(E) [$na(t) (thna(t)] ©(@) 7 |a)
X [Gnat))g Snal)]
= [d [ do ) o))l st (6:20)
onde
I(z) = (@] ™ E0() [gnal))(tna(t)] O(2)e 1) [2) (6.21)

A integral em = em (6.20]) foi desenvolvida de forma similar no Cap. |4 entre as Eqgs.(4.22))-

(4.30)), nos dando
/ d:v[(af):/oodx (e, ), (6.22)
oo 0

onde Ynq(x, t) = (x|1hna(t)) ¢ é a funcdo de onda da particula ndo detectada sujeita ao potencial
H.s = Hg — in©(#)/2. Usando (6.22), a Eq. (6.20) resulta em
t [e8)
A = [ [aw [nae, )P |6nat)dnal)]. (6.23)

Finalmente, o estado do relégio em um instante ¢ qualquer é dado por

~ ~(nd ~(d
pa(t) = g (1) + o) (1)

= [ o e O ns a1+ 7 [0 [0 O o)
(6.24)

Vale ressaltar que |¢,q(t)) é o estado do reldgio evoluindo exclusivamente sob acdo de Hy. Na
secdo seguinte, discutiremos a interpretacao fisica desse estado e sua previsao da densidade

de probabilidade do tempo de chegada.

6.2 ANALISANDO A DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE DO TEMPO DE CHEGADA

Primeiramente, note que podemos reescrever px(t) em termos da distribuicdo de tempo

de chegada de Halliwell da Eq. (4.31):

ﬁfR (t) = ,s’<¢nal(t)|¢nd(t)>cY |¢nd(t)>ge<¢nd(t)| + /Otdt/ HH(t,) |¢nd(t,)>m<¢nd(t/)| : (625)
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Fazendo uma anélise similar ao que fizemos no Cap. [2| (onde o relégio estava acoplado di-
retamente a particula), se observarmos o relégio em um tempo ¢ suficientemente longo, a
densidade de probabilidade do ponteiro do relégio marcar 6 (ou seja, a particula ter chegado

no instante t = 0/w) é

11(6) = Jimm T (10)61 75’ (1)
-/ Fat Tr(|0><6|¢nd(t)>m<¢nd(t)|>HH(t)

Temos agora I1(6) como a distribuicdo de Halliwell modulada pelo médulo quadrado da fun¢do
de onda do relégio. Para explorar o limite em que II(#) é a prépria distribuicio de Halliwell,
vamos usar o relégio de Peres desenvolvido ao longo da Sec. (2.4)). A evoluggo |pnq(t)), =
exp(—iHgt) |¢o)4 da Eq. (6.17) para o relégio de Peres com estado inicial |vg) é lvy/-) da
Eq. , com ¢,q(6,t) = vy/-(0). Além disso, vimos que no limite em que o niimero de
estados ortogonais do relégio é muito grande, o mddulo ao quadrado da funcao de onda
do relégio tende a uma delta de Dirac: N > 1 = |v-(0)]> — 6(0 — wt). Esse limite é
equivalente a aumentar significativamente a precisdo do relégio, 7 — 0, recaindo no modelo

ideal de Salecker e Wigner. Dessa forma,
o0 1
11(4) = / 4t 5(0 — wHu(t) = =My (0/w). (6.27)
0

onde II(#) é a densidade de probabilidade por unidade de . A distribuicdo por unidade de
tempo é wll(f), que é a distribuicdo de Halliwell IIy(¢), onde ¢ = 6/w. Reobtemos assim
a distribuicdo de probabilidade de Halliwell para tempo de chegada sem o uso do artificio
da derivada temporal das probabilidades, como feito na Eq. , mas sim pela informac3o
armazenada no relégio.

Como veremos na préxima secdo, havendo reflexdo, a particula ndo é sempre detectada, e
a funcdo de onda refletida deve ser descrita por ¢,q(x,t). E importante notar que t,q4(z, 1)
independe das caracteristicas do relégio, mas apenas de 7 e da interacdo particula-detector-
ambiente (@(i)]:!@é) Dessa forma, o aumento da resolucdo do relégio, como fizemos na
Eq. , ndo provoca o aumento da reflexdo da particula, como acontece no acoplamento
direto entre particula e relégio (veja Cap. . Isso nos permite usar relégios mais precisos sem
afetar a dinamica da particula. Contudo, ndo estamos livres do fenémeno da reflexao por conta

da interacdo O(%)Hye. Nesse caso, como veremos na proxima secdo, outros artificios podem

ser usados para inibir as perturbacdes do aparato de medida sobre a particula.
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Vamos agora discutir fisicamente o estado do relégio em um instante ¢ qualquer. Nesse

caso, ainda usando o relégio de Peres, temos

P (t) = Cna()[Vna(t)) ez )glves=] + /0 dt T (t') [vp / )glve /| - (6.28)

onde |v;/,) é o estado de ndo deteccdo do reldgio de Peres no instante ¢. Tomando o mesmo
limite acima, 7 — 0, resulta em |v;/;) , — [t), (com ,(t[t'), = 0(t —1')), e a Eq. (6.28)) pode

ser reescrita como

pa(t) = (Wnalna(®), 10,481 + [ Q¥ Ta(t) 6,421 (6:29)

Vemos que o estado do relégio no instante £ é uma mistura classica de dois estados, particula

ndo-detectada e particula detectada. No estado de ndo deteccdo, |t),(t|, a particula ainda
ndo foi detectada, e o reldgio evoluiu sem parar de rodar até o instante t. Ao medir o relégio
em t, essa situacdo acontece com probabilidade (1),,4(t)|¢na(t)),. Por outro lado, no segundo
termo do lado direito da Eq. , temos uma superposicao classica de todos os instantes
no intervalo [0, ¢] em que a particula pode ter chegado.

Vale a pena notar a semelhanca da Eq. com o ensemble de trajetdrias descrito pelo
estado . Para uma melhor comparacdo, devemos lembrar que a resolucdo de ¢t em jg (t)
é dada pela escala de tempo §t que valida o uso da equacdo de Lindblad . Entdo, ao
assumir 7 — 0, estamos na verdade tomando 7 da ordem de 4t. Com isso, t = N 0t = N,
onde N é um ndmero inteiro. Dessa maneira, a integral em t’ da Eq. pode ser escrita
como [y dt’ — S=N_ 7. Nessas circunstancias, definindo ¢ = n7 (n inteiro), temos

N
Pr(NT) = (hna(NT)|tna(NT)) [on)glvn| + ;_:OTHH(W) |0n){Vn] - (6.30)
A probabilidade da particula ter chegado no intervalo [mr, (m + 1)7] para m < N, P.(m7),

é dada por

Po(m) = Tx[ [vm)yfvm]| pu(NT)]

= Z Z 7 M (n7) & (On [0 )glvim V) glOn o) g = 7 i (mr). (6.31)

n’=0n=0
A Eq. (6.30) é equivalente ao estado quantico do ensemble de trajetérias quénticas do
detector, Eq. (5.16)), quando o mesmo sofre sucessivos colapsos a cada intervalo 7. Aqui, o

registro do relégio |v,), representa a trajetéria

111y L2y -+ Ln—1) Oy -+ Ov)) s (6.32)
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cujo peso é Tlly(n7). Vemos portanto que o relégio monitora o detector de maneira anéloga
a sucessivas medicoes sobre o detector em intervalos iguais a resolucao do relégio.

Contudo, é importante notar uma diferenca essencial entre as Eqs.(5.16]) e (6.30), a pri-
meira (segunda) representa uma mistura prépria (imprépria). Em outras palavras, a Eq.
vem de um estado puro do sistema total particula-+detector+relégio+ambiente, enquanto que
a Eq. surge de um ensemble de trajetérias do detector. Portanto, a informacdo contida
no ensemble de trajetdrias esta, no nosso modelo, armazenada em um dnico relégio apdés uma
rodada do experimento do tempo de chegada. Note que a entropia de von Neumann de px
(6.30) é a mesma de fens (5.16), S(Pr) = S(Dens)-

Por fim, diferentemente do modelo de Halliwell onde o estado de um Ulnico sistema & +
D + & é a superposicdo do tipo |particula nao detectada) g, + |particula detectada) .,
ao usarmos o reldgio temos o estado do sistema & + D + R +  como uma superposicao dos
possiveis instantes em que a particula chegou. Como discutido anteriormente, agora a pergunta
sobre o instante da chegada da particula, para um Unico sistema, parece fazer sentido. Uma
outra maneira dessa pergunta fazer sentido sem a necessidade do uso do relégio é se o préprio
ambiente desempenhar o papel do relégio. Essa circunstancia foi proposta na Ref. (DIAS, [2021))
se referindo a medicGes em geral, e é tema de um trabalho em andamento do nosso grupo
de pesquisa. Aplicando esse modelo ao tempo de chegada, o estado do ambiente é similar ao
estado das memérias da Eq. (5.15)). Aqui, cada grau de liberdade c(n) = O(n) 0u 1(,) (com
n =1,2,---,N) representa um subsistema do ambiente. Nesse caso, o ambiente interage
com @ via sucessivas interacdes de seus subsistemas (como acontece no modelo colisional),
com «y representando a informacdo armazenada pelo subsistema &,y no instante ¢ = nr.

Nessa circunstancia, o estado do sistema total em ¢ = N7 é dado por

(W (@) = [¢na(t)) s V) L) g + Z VT Ha(n7) [$a(t))s [0)g (1) (6.33)

com [1,), dado pela Eq. (6.32)). Contudo, apesar de cépias da informagdo contida em [1(,)),
ser espalhada rapidamente pelo ambiente (via um processo conhecido como Darwinismo quan-

tico (ZUREK, 2009)), essa informac3o é inacessivel, pois ndo temos controle sobre o ambiente.

6.3 CALCULANDO |t/,,4(t)) E ANALISANDO O PROBLEMA DA REFLEXAQO

Nesta secdo, vamos calcular 1),4(z,t) para um pacote de onda incidente de momentos

positivos com amplitude de momento dada por z/?(p) Em seguida, analisaremos as refle-



55

x0es provenientes da interacdao com o detector. O Hamiltoniano responsavel pela evolucao de

|thna(t)) é Heg, portanto, a equacio estacionaria é
ﬁeff|E> :E’E>7 (634)
onde |E) é autoestado de H.g. Projetando a equacdo na base das posicoes, temos

(if; v ”@2(‘”)> x(2) = Ex(z), (6.35)

onde x(z) = (x| E). Pela descontinuidade de O(z), temos duas solucdes. Para z < 0, o termo

imaginario é zero e, sendo F = p?/2u, temos

d2X<
T = —p*x <. (6.36)

Como a onda incide pela esquerda (p > 0), a soluco para = < 0 é
X (7) = e + Rye " (6.37)

Para x > 0 temos a atuacao do termo imagindrio, portanto

d2X>
daz?

= —¢*’x7, (6.38)
onde ¢*> = p? + iuy. Com isso (para Im g > 0), temos
X~ (z) = T (6.39)

Aplicando as condicoes de contorno para z = 0, obtemos

p—4q

R,=—— 6.40
, =2 (6.40)
2p
T, = ——. 6.41
V= (6.41)
Usando a notacdo x = x, (pois ¢ = g, = /p? + iuy), temos

e 1 (}iqp> e P sex <0

@) =1 g\ (6.42)
( e'” se x > ().
D+ ap

Como a onda incidente sé tem momento positivo, ¥,q(x,t) como uma superposicio dos auto-

estados de energia é dado por

Una(z,t) = /Ooodp D(p)xp(x)e P, (6.43)
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onde lembre-se que (p) é a amplitude de momento em t = 0.

Primeiramente, note que o coeficiente de reflexio R, depende de ~y. Para v < p*/2u,
temos que ¢ — p, |[R,| — 0, e x5 (z) = X, (z) para todo z. Isso acontece porque se 7 for
muito pequeno, o potencial imaginario diminui seu efeito absorvedor e a particula penetra
em um degrau fraco (que leva muito tempo para absorver [1,,4(t)) ¢) que provoca uma baixa
reflexdo. J& no limite em que vy > p*/2u, temos que |q| > p, de modo que |R,| — 1. Nesse
limite, a barreira tende a refletir todo o pacote, e portanto, |1,4(t)) ¢ ndo é absorvido. Sendo
assim, é impossivel acontecer a transicao do detector e a particula nunca é detectada.

Para contornar o efeito da reflexdo, Muga et al na Ref.(MUGA; BROUARD; MACIAS, 1995)
investigaram a existéncia de um potencial perfeitamente absorvedor. Para isso, consideraram
um potencial ndo uniforme em um dominio espacial finito (o equivalente a v = y(z) em
nosso sistema) de forma que a reflexdo seja nula para um pacote de onda incidente pela
esquerda. Dessa forma, calculando —d®,,,/dt eles obtiveram a densidade de corrente
J(0,t) como a densidade de probabilidade do tempo de chegada. Como podemos usar rel6gios
mais precisos, aplicando esse potencial ao nosso problema, esperamos que o relégio registre
o tempo de chegada ideal também dado pelo J(0,t), diferentemente do modelo YH que n&o

pbde tomar esse limite (relembre da Eq.(2.25))).
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7 CONCLUSAO

Nesta dissertacdo investigamos o problema do tempo de chegada de uma particula quan-
tica. Os tratamentos para esse problema consistem em dois tipos de modelos: os ideais, que
envolvem apenas o estado da particula “livre” de medicdo, e os modelos operacionais, que en-
volvem os aparatos de medicdo do tempo de chegada. Revisamos os modelos operacionais de
Yearsley-Halliwell (YH) (YEARSLEY et al., |2011) e Halliwell (HALLIWELL, 1999). Em seguida,
propomos um meio de obter o tempo de chegada em z = 0 acoplando um relégio a um
detector que sofre uma transicao irreversivel quando a particula entra na regido x > 0.

Mais especificamente, vimos no Cap. [2| que o modelo de YH consiste no acoplamento de
um reldgio quantico (que atua como um cronémetro) com a particula que se deseja medir o
seu tempo de chegada. Nesse modelo, o relégio “roda” enquanto a particula ndo chega na
regido de interesse (consideramos para todos os modelos que a regido é x > (). Por conta
do acoplamento particula-relégio, esse modelo apresenta a necessidade de que a energia do
relégio seja muito menor que a energia da particula para que evite a sua reflexdao. Ainda no
Cap. , apresentamos um relégio quantico ideal (o reldgio de Salecker-Wigner) e um relégio
mais realista (o reldgio de Peres). Vimos que a necessidade do relégio do modelo de YH ter
baixa energia faz com que a medicdo do tempo de chegada tenha um alto grau de imprecisao.

Revisamos também o modelo de Halliwell (Cap. , que consiste em um detector que
registra de forma irreversivel a chegada da particula na regidao = > 0. Para que isso aconteca,
considera-se que o detector entra em contato com um grande ambiente nessa regido. Por isso,
no Cap. [3} introduzimos a dindmica quéntica de um sistema aberto, fazendo também uma
breve revisdo do formalismo de matriz densidade. Vimos que o modelo de Halliwell gera o
potencial complexo que foi proposto de forma fenomenolégica por Allcock, trinta anos antes.
O modelo fornece também as probabilidades de deteccao e nao deteccao da particula em um
certo instante ¢.

Ainda sobre o modelo de Halliwell, no Cap. [5 vimos que antes da medicdo da particula o
sistema (particula+detector+ambiente) se encontra numa superposicdo dos estados de “de-
teccao” e “ndo-deteccdo” da particula. Sendo assim, o modelo n3o registra quando a particula
chega, mas se ela chegou ou n3o. Diante dessa indeterminacao quantica, o modelo de Halliwell
parece descrever bem a distribuicdo de probabilidade do tempo de chegada para um ensem-

ble, mas n3o para um sistema Unico. Para contornar esse problema e falarmos do instante
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de chegada para um sistema (nico, monitoramos o detector em intervalos de tempo muito
curtos, construindo assim um ensemble de trajetérias do detector. Na Sec. , vimos que esse
monitoramento n3o afeta a evolucdo do estado de n3o-deteccao, fornecendo assim a mesma
distribuicdo que o modelo de Halliwell para o tempo de chegada. Por fim, vimos que o ensemble
de trajetérias pode ser descrito por uma mistura estatistica de estados representando todas as
possiveis trajetérias, onde cada estado acontece no ensemble com probabilidade diretamente
proporcional a distribuicdo de Halliwell.

No Cap. [0} diferente do modelo de Halliwell que registra apenas se a particula foi ou n3o
detectada, propomos um modelo que tem o objetivo de manter um registro permanente de
quando acontece a chegada da particula. Para isso, diferentemente do Cap. [2| ndo acoplamos
o relégio diretamente a particula, mas ao detector de Halliwell, medindo assim o instante
em que o detector realiza a sua transicao irreversivel. Vimos que esse tipo de acoplamento
(relégio-detector) ndo afeta a dindmica da particula, permitindo assim que usemos um relégio
mais preciso comparado ao modelo YH.

Ao usar um relégio com alta precisdo (respeitando o limite imposto pela Eq. de Lindblad
a evolucdo do sistema), o estado do reldgio pode ser descrito como uma mistura classica de
dois estados: um estado de “ndo deteccdo” e outro descrevendo todos os instantes em que a
particula pode ter sido detectada. Assim como no ensemble de trajetérias, a probabilidade que
cada um desses estados aconteca é proporcional a distribuicdo de Halliwell, com a diferenca
de que se trata de um sistema Gnico descrevendo uma tnica “rodada” de experimento.

Embora possamos usar relégios mais precisos, ainda ndo estamos livres do problema da
reflexao por causa da interacao particula-detector. Essa interacdo gera um potencial complexo
na dindmica da particula. Para contornar esse problema, em trabalhos futuros, pretendemos
aplicar o potencial perfeitamente absorvedor de Muga et al da Ref. (MUGA; BROUARD; MACIAS,
1995)) ao nosso modelo e esperamos obter a corrente de probabilidade como distribuicdo ideal
do tempo de chegada.

Outra perspectiva de extensdo deste trabalho é explorar o ambiente desempenhando o
papel do relégio. Além disso, pretendemos também aplicar a relacdo de comutacdo [é, ﬁ] =1
do relégio para obter uma relacdo de incerteza energia-tempo associada a energia da particula
e seu tempo de chegada. Por fim, pretendemos usar relégios mais precisos de modo que
a equacdo de Lindblad n3o seja mais valida e tenhamos que usar a equacdo de Schrodinger
incluindo o ambiente. Com isso, podemos analisar como o relégio muda a dindmica do detector

e seu efeito na distribuicdo do tempo de chegada.
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APENDICE A - REPRESENTACAO DA DELTA DE KRONECKER COMO
UMA SOMA DISCRETA

Na equacdo (2.21]) usamos o resultado:

1 &,
ﬁ Z eme(rfs)/N :57“57 (Al)

m=—j
onde 11 = 25 + 1. Aqui demonstraremos essa relacdo. Para isso, precisamos mostrar que o
resultado do primeiro membro é 1 para r = s e se anula para os demais casos. O primeiro
caso é trivial, se r = s, temos

1 1 2j + 1

—Zeozﬁ 1+ +14+1+14---F+1| = ]; =1 (A.2)

J vezes J vezes

O segundo caso requer que facamos uma substituicdo de variaveis. Definindo [ = 27 (r — s) e
k= e/ temos

1 ¢ 1 —(N+1)/2
> k™ = > kK" A3
n , n = ’ (A.3)

m=—j

onde fizemos uma “translacdo” no somatoério, passamos de —j — 1 no limite inferior, e por
consequéncia, j — 2j + 1 no limite superior, o que é equivalente a fazer —(11 —1)/2 — 1 e
(N —1)/2 — N. Isso representa uma translacdo de (11 + 1)/2, tendo que fazer no argumento

do somatério a mesma mudanga com sinal oposto. Com isso, a Eq. (A.3)) pode ser escrita

como
S LA Yt A
— ™= — m 4
Temos entdo a soma dos 71 primeiros termos de uma progressao geométrica, o que resulta em
n n
k(k" —1)
E" = ———. A5
mz::1 k=1 ( )

Analisemos a expressdo de k' (para valores de 7, s inteiros),
K= el = e¥m(=8) = cos [2n(r — 5)] 4 isen [27(r — 5)] = 1. (A.6)

Com isso, temos para r # s,
n E(1—1)
= ———— 2 = AT
mZ::1 k=1 . ( )

que resulta na expressdo da Eq. (A.3) igual a zero, como queriamos provar.
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APENDICE B - SOLUCAO DA EQUACAO DIFERENCIAL PRESENTE NOS

CAPITULOS 4 E 6

Nos capitulos 4 e 5 temos as equacdes diferenciais (4.13) e na forma

dpoo

ET [Hchpoo} +70(2)p110(2).

Tentemos uma solucdo da forma

ﬁoo(t) = /tdt' eiiﬁ""(tft,)ﬁ’<t/)e’i1:[‘y(t7t’)’
0

(B.1)

(B.2)

onde o operador F' é desconhecido. Essa escolha é motivada pela presenca do comutador

[ﬁg,ﬁoo} na Eq. |@) Resta-nos obter F' para que seja solucado de (B.1)).

/ dt/ ngt/ 7’LH5t/

e derivando a Eq. (B.2)) em relacdo ao tempo, temos

dpoo _ d 1 i s iHgt
T Sl e
A A o (ARY g
= —iHgpoo + ipooHs + e~ (dt) e!flst
: i (AR n
1 N —iHgt | 27~ iHgt
—1 [Hcy,poo} +e S (dt)e st
Note que
dR

X R t

o GHt oy —iHgt \|

— = e F(t)e =
dt ( () )

0
Finalmente, usando (B.5)) em (B.4)), temos que
dpoo P A ~
o ! [H&Poo} + F(t) — F(0).
Comparando a Eq. com (B.1]), temos que

E(t) = 70(2)pn (1)0(2).

£(0) = 0.

st B (e~ st — [(0).

Definindo

(B.3)

(B.8)

Veja que F(t) satisfaz a condicdo F(O) = 0, ja que n3o temos possibilidade de encontrar a

particula em 2z > 0 em ¢ = 0. Isso acontece por conta da atuacdo de O(%) em p11(0), que

retorna o operador nulo,

O(&)pu L/dm%wvwm>@w(N®W(D((N=0

Osexz >0

(B.9)
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