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Time is to clock as mind is to brain. The clock or watch somehow contains
the time. And yet time refuses to be bottled up like a genie stuffed in a lamp.
Whether it flows as sand or turns on wheels within wheels, time escapes
irretrievably, while we watch. Even when the bulbs of the hourglass shatter,
when darkness withholds the shadow from the sundial, when the mainspring
winds down so far that the clock hands hold still as death, time itself keeps
on. The most we can hope a watch to do is mark that progress. And since
time sets its own tempo, like a heartbeat or an ebb tide, timepieces don't
really keep time. They just keep up with it, if they are able. (DAVA SOBEL,
1947)).



RESUMO

Nés interpretamos a extensdo space-time-symmetrical (STS) da mecénica quantica (MQ)
proposta em (DIAS; PARISIO, 2017)) e exploramos as previsdes de seus estados “espaco-condicio
nais” (EC) para potenciais arbitrarios. Seguindo uma quantizac3o alternativa, onde o tempo se
torna um operador auto-adjunto e a posicdo um parametro, a extensdo STS postula a existéncia
de um novo estado quantico (intrinseco a particula), |¢(z)), definido a cada ponto no espaco.
|¢(x)) obedece a uma equagdo de Schrodinger EC que, na base do tempo, prevé o tempo
ideal de chegada da particula em x. Neste trabalho investigamos o comportamento para um
potencial arbitrario da equacao de autovalor do momento, que é analoga a equacao de autovalor
da energia na MQ usual. Verificamos que para potenciais dependentes do espaco, estados com
momento bem definido dependem da posicdo, assim como estados com energia bem definida
na MQ usual dependem do tempo para potenciais dependentes do tempo. Posteriormente,
interpretamos a equacdo de Schrodinger EC de forma analoga a equacdo de Schrodinger: Dada
uma funcdo de onda EC “inicial”, ¢(t|zy), a solucdo ¢(t|z) é a amplitude de probabilidade da
particula chegar no instante ¢, dado que o detector é movido para uma nova posicao z. Neste
contexto, comparando |1(t)) e |@¢(z)), os quais descrevem dados estatisticos coletados em ¢ e
x, respectivamente, concluimos que eles fornecem informacdes complementares. Finalmente,
resolvemos a equacdo Schrodinger EC para um potencial arbitrario dependente do espaco e
aplicamos esta solucdo a uma barreira de potencial. Comparando esse resultado com uma
generalizacdo da distribuicdo de Kijowski, concluimos que a equacdo de Schrodinger EC talvez
deva ser reformulada para acoplar as componentes de ¢(t|z), levando em consideracdo a

interferéncia entre momentos positivos e negativos.

Palavras-chave: fundamentos da mecanica quantica; tempo de chegada quantico; incerteza

energia-tempo; extensao espaco-tempo-simétrica da mecanica quantica.



ABSTRACT

We interpret the space-time-symmetric (STS) extension of quantum mechanics (QM)
proposed in (DIAS; PARISIO, [2017)) and explore the predictions of its “space-conditional” (SC)
states for arbitrary potentials. Following an alternative quantization, where time becomes a
self-adjoint operator and position a parameter, the STS extension postulates the existence
of a new quantum state (intrinsic to the particle), |¢(z)), defined at each point in space.
|¢(x)) obeys a SC Schrodinger equation that, in the time basis, predicts the ideal arrival
time of the particle at =. In this work, first, we investigate for an arbitrary potential the
momentum eigenvalue equation, which is analogous to the energy eigenvalue equation in the
usual QM. We verify that for space-dependent potentials, states with well-defined momentum
depend on position, just as states with well-defined energy in the usual QM depend on time
for time-dependent potentials. Next, we interpret the SC Schrodinger equation analogously to
the Schrodinger equation: Given an “initial” SC wave function, @(t|x¢), the solution ¢(t|z)
is the probability amplitude for the particle to arrive at ¢, given that one moves the detector
to a new position z. In this context, comparing |1(t)) and |¢(z)), which describe statistical
data at t and x, respectively, we conclude they provide complementary information. Finally,
we solve the SC Schrodinger equation for an arbitrary space-dependent potential and apply
this solution to a potential barrier. Comparing this result with a generalization of the Kijowski
distribution, We conclude that the SC Schrédinger equation should perhaps be reformulated
to couple the components of ¢(t|z), taking into account the interference between positive and

negative momenta.

Keywords: foundations of quantum mechanics; quantum arrival time; energy-time uncertainty;

space-time-symmetric extension of quantum mechanics.
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1 INTRODUCAO

“Time is what we want most, but what we use worst.- Willian Penn

Ainda nos dias de hoje, tempo na mecanica quantica é considerado um tema controverso,
e isso se deve em parte ao fato de que existem dois tratamentos possiveis para o mesmo. Por
um lado, na equacdo de Schrddinger, tempo n3o é um observavel (tal qual o comportamento
atribuido a posicdo), mas sim um pardmetro externo. O estado de um sistema quéntico e a
distribuicdo de probabilidade de uma quantidade fisica sdo condicionados em um dado instante
de tempo. Por outro lado, o tempo pode ser uma quantidade mensuravel na MQ. Podemos
medir o instante de tempo em que uma quantidade fisica assume um certo valor inicial e,
enquanto o sistema evolui, medir o outro instante em que a mesma quantidade assume um
dado valor final. Exemplos disso s3o as medicdes de tempo de chegada, tempo de permanéncia,
tempo de vida, entre outros.

Como um instante de tempo pode ser um observavel, naturalmente levanta a questdo de
saber se podemos inclui-lo na formulacado ortodoxa da mecanica quantica. A maneira mais co-
mum de incorporar quantidades classicas na formulacdo quantica é o método de quantizacdo
canonica, que consiste em substituir os colchetes de Poisson de um par de varidveis canonicas
pelos colchetes de comutacao dos operadores correspondentes. Dessa forma, dado o hamil-
toniano H(q,p) de um sistema classico conservativo (sem dependéncia temporal explicita),
sempre podemos fazer uma transformacdo candnica de (g, p) para novas variaveis candnicas
(H,T), onde H é o hamiltoniano do sistema e T sua varidvel conjugada, que satisfaca a

equacdo de Hamilton

ar 0H T 6T 0H
a - T =S swer b (L1
Na equacdo acima, perceba 7' como um intervalo de tempo. Tomando entdo a quantizacao

{H,T} = 1/ih[H,T], onde postulamos que H e T" s3o operadores auto-adjuntos, chegamos

a um operador tempo satisfazendo a relacdo de comutacdo quantica,
[H,T) = ih. (1.2)

Isso pode ser feito tanto na representacdo de Heisenberg quanto na de Schrodinger. A Eq. (1.2)

nos leva a relacao de incerteza,

AHAT > = |([H,T])

, (1.3)

DO | —
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onde AH e AT s3o os desvios quadraticos médios de HeT respectivamente.

Contudo, ja no inicio da construcdo tedrica da MQ, Pauli demonstrou que a existéncia de
um operador tempo auto-adjunto seguindo a Eq. é incompativel com o carater limitado ou
semilimitado do espectro do hamiltoniano, como mostraremos em detalhes na secdo a seguir.
Em contraste a teoria quantica tradicional, que ndo consegue satisfazer a hermiticidade de um
operador temporal e atender a relacdo de comutacao acima apresentada, os autores na Ref.
(DIAS; PARISIO| 2017)) propuseram uma extens3o espaco-tempo-simétrica da mecanica quéntica
como solucdo para esse problema. Nesse contexto, seguindo um processo de quantizacao
distinto, é introduzido um operador tempo que satisfaz simultaneamente tanto a condicdo de
hermiticidade como a de comutacdo can6nica com um novo operador hamiltoniano.

Nesta dissertacdo, nossa intencao serd propor uma interpretacdo mais precisa para a ex-
tensdo proposta na Ref. (DIAS; PARISIO, 2017), comparar as suas previsdes com as da MQ
usual e investigar medicdes do tempo de travessia. Como ainda sera discutido nessa intro-
ducdo, o carater condicional no tempo da mecanica quantica tradicional gera complicacGes
nas previsoes dos tempos de chegada e travessia. Na préxima secdo, vamos dicutir com mais
detalhes o argumento proposto por Pauli para contextualizar melhor o problema do tempo
como um observavel. Em seguida, vamos revisar alguns modelos existentes na literatura para
tempos de chegada e de tunelamento. Esses modelos servirdo para comparar com as previsdes

da space-time-symmetrical (STS).

1.1 O ARGUMENTO DE PAULI

Agora, vamos voltar nossa atencdo para a abordagem matematica formal que embasa a
problematica do tempo como um operador. A intencao é motivar tanto a proposta de solucao
da Ref. (DIAS; PARISIO, [2017) para esse problema, como também a necessidade da nossa
interpretacdo para a extensdo espaco-tempo-simétrica da Ref. (DIAS; PARISIO| 2017)).

Vamos assumir que a construcdo do operador temporal na Eg. seja valida. Nesse
cenario, vamos mostrar que ao aplicarmos um operador unitario exp [iE’T/h] com £’ € R,
no autoestado de energia |E) ird produzir um novo autoestado com autovalor E —E’, ou
seja, essa aplicacdo ird deslocar de —E’ a energia do estado |E). Portanto, dado um autovalor
E € R, podemos entdo escolher um E’ € R qualquer para acessar um determinado estado de
energia £ —F’ desejado.

Para comecar, vamos expandir o operador exponencial acima em série de poténcias de
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forma que

> 1 (iE'T\"
elET/h:2<Z : ) . (1.4)

|
2

Agora aplicando o operador hamiltoniano pela esquerda, obtemos

o > 1 . (iE'T\"
AET/ =N ] (lh ) . (1.5)

|
n—0 n:

Para entender como o operador H atua em 7T™, vamos utilizar a relacdo de comutacdo 1)

para criar uma relacdo de recorréncia envolvendo n e n — 1. Isolando ent3o HT na Eq. 1}
HT =TH + [H,T) = TH +ih. (1.6)
Aplicando o operador T pela direita obtemos
HT? = THT + i (1.7)
e substituindo a Eq. na Eq. é facil ver que
HT? =T (TH + ih) + kT = T2 H + 2inT. (1.8)

Se repetirmos o mesmo procedimento de aplicar o operador temporal a direita, sé que agora

na Eq. (1.8)), e utilizarmos Eq. (1.6]), obtemos

HT® = T*HT + 2ihT* = T (TH + ih) + 2ih1? = T*H + 3ihT>. (1.9)
A essa altura ja esté claro que repetindo esse procedimento n vezes, obtemos
HT™ = T"H + nihI™ . (1.10)

Portanto, podemos utilizar a relagdo de recorréncia acima na Eq. (1.5)),

. 00 .\ o ~
feFtm v L (ZE> (7" H + nihT ")

—nl\ h
. i 1 (1.11)
_ ZE T/ﬁ[f] !
Semln)
ou seja,
FeiB'T/h — eiE’T/ﬁ(ﬁ] — E'). (1.12)

Finalmente, aplicando o operador acima em |E), temos

HeFTIE) = (TN E — F) |E) = (B - B)e® 7" |B). (113)
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Como queriamos provar, a aplicacdo do operador unitario promove um deslocamento de —F’,
que pode ser arbitrariamente grande ou também infinitesimalmente pequeno dependendo da
magnitude de —FE’. Dessa forma, a energia pode se estender de —oo até oo continuamente,
contrariando a necessidade de qualquer sistema possuir um limite inferior de energia.

A necessidade de um limite (inferior) da energia pode ser pensada de formas diferentes,
por exemplo, sabemos que os sistemas tendem para o estado de menor energia (livre). Se
o hamiltoniano n3o é limitado por baixo, ndo ha um minimo global de energia e, portanto,
ndo ha estado fundamental. Dessa forma, tal sistema é capaz de cair para niveis de energia
cada vez mais baixos. Em consequéncia, o sistema é capaz de irradiar energia infinitamente,
o que é obviamente um absurdo, pois nenhum sistema fisico pode conter uma quantidade
infinita de energia acessivel. Embora possamos descrever matematicamente tal sistema, seu
comportamento nao é algo que observamos no mundo real.

Dito isso, precisamos entdo tal qual foi dito por Pauli, abandonar fundamentalmente a
ideia de um operador T que seja hermitiano e satisfaca a relacdo {ﬁ, T} = th. Dessa forma, a
relacdo de incerteza energia-tempo tem sido ressignificada, por exemplo At pode ser entendido

como

At = |d<Q§2Mt| (1.14)

onde AtAH > h/2 (sendo At o tempo necessario para (Q) variar um desvio padrio), e Q
e 0¢ dizem respeito a um um observavel quantico qualquer e seu desvio padrdo, respectiva-
mente. Esse tratamento diferenciado de At implica que diferentes observaveis () tém diferentes
"incertezas" temporais.

A assimetria entre tempo e os observaveis quanticos exposta através do argumento de
Pauli é uma consequéncia do tempo ndo ser uma variavel dinamica, e sim um parametro
na descricao do estado quantico. Varidveis dinamicas, nesse sentido, se tornam operadores
por serem quantidades mensuraveis de um sistema fisico cujo estado é condicionado a um
dado instante de tempo. Sendo assim, por décadas a ideia de que era impossivel introduzir
um operador temporal que fosse simultaneamente hermitiano e canonicamente conjugado ao
operador de energia vingou na teoria quantica. Na dltima secao deste capitulo, vamos discutir
brevemente a hipdtese formulada na Ref. (DIAS; PARISIO, 2017)), que propde um formalismo
espaco-tempo-simétrico onde o tempo se torna um observavel e posicao um parametro. Uti-
lizando uma quantizacdo distinta da usual, esse operador tempo tanto comuta com H como

mantém sua hermiticidade, contrariando assim o argumento de Pauli. Uma revis3ao detalhada
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desse formalismo sera feita no capitulo [2|

1.2 OS PROBLEMAS DO TEMPO DE CHEGADA E TRAVESSIA

Muito tempo se passou apods a construcao do argumento de Pauli e o entendimento equi-
vocado da comunidade cientifica de que a busca por operadores tempo seria fatil. Apenas
na década de 1960 essa questdo foi investigada novamente, e desde o inicio de 1990 esse
assunto vem recebendo crescente atencdo ((AHARONOV; BOHM, 1961)), (ALLCOCK, |1969),
(LANDAUER; MARTIN, (1994), (MUGA; BROUARD; MACIAS, [1995)), (HALLIWELL, 1999), (MUGA;
MAYATO; EGUSQUIZA), 2007)), (MUGA; RUSCHHAUPT; CAMPO, [2010))).

Atualmente, a pesquisa nessa area tem uma énfase em resolver problemas praticos, como
o aparecimento "instantdneo" de elétrons no efeito fotoelétrico (PRIVITERA et al., 2004) e o
decaimento de elementos metaestaveis. Essa area também inclui o estudo teérico do papel do
tempo na mecéncia quéantica (LANDAUER; MARTIN, |1994), bem como solu¢cdes gerais para o
problema do tempo de chegada ou tempo de tunelamento. Almejando aprofundar um pouco
mais nos problemas que serdo abordados nessa dissertacao, as secoes seguintes serao dedicadas

a realizar uma breve introducdo sobre esses dois Ultimos problemas.

1.2.1 O problema do tempo de chegada

Considere um pacote de onda inicial ¢ (x|t)) — onde utilizamos a notacdo com | para
denotar a probabilidade condicional do evento referente a primeira variavel ocorrer dado que
o evento da varidvel seguinte acontece — restrito a regido x < 0. O problema do tempo de
chegada consiste em prever a distribuicdo de probabilidade temporal para a particula chegar
a uma determinada posicdo = > 0. Em outras palavras, responder a pergunta "Qual é a
probabilidade de uma particula entrar em uma regido do espaco pela primeira vez durante um
determinado intervalo de tempo?”. As abordagens existentes para este problema podem ser
divididas em duas classes: (i) independente e (ii) dependente do dispositivo de medicdo. As
distribuicGes da categoria (i) sdo intrinsecas ao estado da particula, por isso sdo chamados de
Ideal Time-of-Arival (TOA ideal) ((DELGADO; MUGA, 1997)), (LEAVENS, [2008), (DAS; N6TH,
2021)).

Uma abordagem comum para este problema assume que, como qualquer observavel na

MQ, o TOA ideal é determinado pela decomposicdo espectral de um operador auto-adjunto
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(um operador tempo), a condic3o inicial ¥ (x|ty) e um hamiltoniano independente do aparato
de medida. Por causa da objecdo de Pauli, esses modelos ideais sdao compelidos a abdicar
ou da relacao de comutacdo canonica com o hamiltoniano ou da auto-adjuncdo do operador
tempo (MUGA; MAYATO; EGUSQUIZA, [2007)). Dessa forma, a descricdo tedrica dos tempos de
chegada, travessia e tunelamento permanece controversa, com inimeras abordagens surgindo
nas Gltimas décadas ((ALLCOCK, [1969), (AHARONOV; BOHM, (1961, (XIMENES; PARISIO; DIAS,
2018)), (RONCALLO; SACHA; MACCONE, 2023))).

Outros dois métodos tradicionais para problema do TOA ideal sdo a distribuicdo de proba-
bilidade axiomatica de Kijoswiski (KIJOWSKI, 1999)) e a densidade de fluxo quéntico (corrente
de probabilidade) ((LEON et al., 1999), (DAS; NoTH, 2021))). No entanto, semelhante a aborda-
gem que utiliza um operador tempo, essas duas formulacdes ndo sao irrestritamente validas.
Por exemplo, sabe-se que o fluxo quantico pode prever probabilidades negativas, um efeito
chamado refluxo quéantico ((DAS; STRUYVE, 2021)), (BUSCH, 2008))). Falhas na distribuicdo de
Kijowski para algumas configuracdes experimentais podem ser encontradas nas Refs. ((RON-
CALLO; SACHA; MACCONE, 2023), (LANDAUER; MARTIN, 1994), (HALLIWELL; YEARSLEY, 2009)).

A classe (i) de abordagens para o TOA modela o dispositivo de medicdo levando em
consideracao o fato de que, na pratica, os detectores nao apresentam um desempenho ideal
como descrito acima. Existem inimeras descricdes tedricas do aparato de medicdo, por exem-
plo, usando potenciais complexos ((MUGA; BROUARD; MACIAS, 1995),(HALLIWELL; YEARSLEY,
2009)),(OLKHOVSKY; RECAMI; JAKIEL, [2004)), o colapso da fun¢do de onda ((OLKHOVSKY;
RECAMI; JAKIEL, 2004)),(PRIVITERA et al., 2004)), relégios quanticos (NAVARRO et al.,, 2003),
integrais de caminho ((MARCHEWKA; SCHUSS, |1998),(MARCHEWKA; SCHUSS, [2000)),(MAR-
CHEWKA; SCHUSS, [2002))), e o formalismo de Page e Wooters para condicdes de contorno
absorventes (PAGE; WOOTTERS, 1983). Vale ressaltar que esses métodos operacionais e as dis-
tribuicdes ideais tornam-se equivalentes em circunstancias especificas distintas. Por exemplo,
ao usar um potencial complexo que absorve idealmente a funcdo de onda sem reflexdo (MUGA;

BROUARD; MACIAS, (1995)), recupera-se a densidade de fluxo quéntico.

1.2.2 O problema do tempo de tunelamento

A mecanica quantica implica em uma probabilidade ndo nula para uma particula transpor
uma barreira de potencial maior que a energia da mesma. Prever a duracdo deste evento é o

objetivo do estudo do tempo de tunelamento. A busca por uma definicao adequada e genera-
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lizada de tempos de tunelamento para particulas massivas persiste nos dias de hoje e remonta
as origens da mecanica quantica. Seu estudo comecou com a descoberta do decaimento «
no inicio do século 20, quando foi percebido que a particula a pode escapar da barreira de
potencial do nicleo, a qual seria intransponivel classicamente (OLKHOVSKY; RECAMI; JAKIEL,
2004).

Atualmente, as trés propostas mais tradicionais no tocante a esse problema s3o: o phase
time (tempo de fase) introduzido por Wigner, relacionando tempo de retardo, intervalo de
interacdo e mudancas de fase de dispersdo (WIGNER, |1955)); o traversal time (tempo de tra-
vessia) (BUTTIKER; LANDAUER, |1982) proposto por Buttiker e Landauer em seus estudos de
tunelamento através de uma barreira modulada no tempo. Pouco tempo depois, Buttiker usou
a precessdo de Larmor como um relégio, identificando tempos de permanéncia (dwell time),
travessia e reflexdo como trés tempos caracteristicos que descrevem a interacdo de particulas
com uma barreira (BUTTIKER, 2001)). Revisdes recentes que incluem essas e outras abordagens,
discutindo TOA e tempos de tunelamento de uma perspectiva moderna e unificada, podem
ser encontradas em (SOKOLOVSKI, 2004) e (SOKOLOVSKI; CONNOR, [1993). Outras perspecti-
vas foram lancadas sobre essas questles através de experimentos com fétons, e revisadas em

(STEVENS, [1983) e (PABLICO; GALAPON, 2020).

1.3 UMA BREVE INTRODUCAO A EXTENSAO ESPACO-TEMPO-SIMETRICA DA ME-
CANICA QUANTICA

Na MQ, o tempo é um parametro continuo que é usado para rotular a solucao da equacdo
de onda, ja a posicao de uma particula é um operador, e portanto seu valor sob uma medicao
é probabilistico. Essa assimetria é as vezes atribuida ao carater nao relativistico da equacao de
Schrodinger. Embora parcialmente correto, este argumento é insuficiente para justificar toda
a disparidade entre espaco e tempo no formalismo da MQ.

Normalmente para descrever a probabilidade de encontrar uma particula nos referimos
a posicao x no instante ¢, porém nao temos a capacidade de prever o instante exato de
uma provavel medicdo. Nesse contexto, a ideia do formalismo espaco-tempo-simétrico foi
pensada inicialmente para apresentar uma forma do espaco e o tempo desempenharem papéis
equivalentes, possibilitando uma descricao probabilistica tanto da posicao x como do instante
de tempo t em que observamos uma particula.

Sabemos que i (x|t) = (z|(t)) nos d& a amplitude de probabilidade de encontrar a
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particula em z, dado que o tempo de deteccdo é t. Providos da teoria STS que sera formulada
detalhadamente no Cap. 2, vamos poder nos perguntar sobre a probabilidade de encontrar a
particula entre [z, z + dz| e [t,t + dt]. Nesse cenario, indagar sobre o estado de uma particula
em um determinado momento ¢t ndo faz sentido, assim como perguntar na MQ usual sobre
o estado dessa particula em uma dada posicao x. Veremos que para manter a simetria aqui
proposta, precisamos de uma funcdo de onda do tipo ¢(t|z) = (t|¢(x)), onde x agora é um
pardmetro continuo e ¢ é o autovalor de um observavel. |¢(t|z)|? nos fornece o TOA ideal na
posicao .

Atualmente, a extensdo STS foi aplicada na Ref. (LARA; BEIMS, 2022), no calculo do tempo
de travessia de uma barreira de potencial. Os autores resolveram analiticamente a equacdo
"dindmica"da extensdo STS no limite de potenciais V(z) < F e V(x) > E, sendo FE a
energia da particula. Foi mostrado que o valor esperado do tempo de chegada no regime de
tunelamento tem a forma de uma média de energia dos tempos classicos adicionado de uma
contribuicdo quéntica. Em outro estudo, (XIMENES; PARISIO; DIAS, |2018)), a teoria é também
utilizada para prever tempos de travessia de uma barreira de potencial, mas aqui aplicada a
um experimento eletromagnético que simula o tunelamento quantico. Essa revisdo demonstrou
uma melhor concordancia com os experimentos em comparacdo com os modelos de Biittiker-

Landauer e o phase-time (BUTTIKER; LANDAUER, |1982).

1.4 O QUE VEM A SEGUIR

Agora, vejamos o que abordaremos nos préximos capitulos.
No capitulo [2] apresentaremos uma revisdo mais detalhada do formalismo STS e de outras
distribuicGes temporais para o tempo de chegada: a distribuicao axiomatica de Kijowski e o

fluxo quantico.

= Secdo [2.1] Revisar a distribuicdo de Kijowski e o fluxo quantico.

= Secdo 2.2} Revisar todos os aspectos matematicos do formalismo STS.
A partir do capitulo [3] apresentaremos nossos resultados originais.

= Sec3o 3.1} Vamos estabelecer um paralelo entre [¢)(¢)) e |¢(x)) nas bases de energia e

momento, respectivamente.
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» Secdo [3.2} Aqui, vamos interpretar mais precisamente o formalismo STS, e discutir sua

conexdo com a MQ usual.

Para o capitulo [4] iremos aplicar nossos resultados a problemas especificos.

» Secdo : Vamos resolver a equacgdo "dindmica" para o caso de um potencial V' = V' (x)

qualquer.

= Secdo [4.2} Por fim, vamos comparar a solugdo da Sec. com o modelo de Kijowski
para uma particula que atravessa uma barreira de potencial. Discutiremos a possibilidade
de estender a teoria STS com o intuito de levar em consideracdo a interferéncia entre

momentos positivos e negativos.

No capitulo [5] concluimos revisando os resultados originais dessa dissertacio e discutindo

perspectivas de trabalhos futuros.
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2 FORMALISMOS SOBRE O TEMPO DE CHEGADA

Neste capitulo vamos revisar os modelos de Kijowski e Quantum flux, que sao distribuicdes
do tempo de chegada ideal, preparando assim terreno para as comparacoes que serdo feitas
no capitulo seguinte. Em seguida, vamos abordar de forma mais detalhada o formalismo

matematico da teoria STS.

2.1 O FLUXO QUANTICO E A DISTRIBUICAO DE KIJOWSKI

A definicao de "chegar" em uma regido especifica é complicada devido a incerteza da
mecanica quantica. Conceitos bem definidos sdo, por exemplo, aqueles do primeiro e Gltimo
cruzamento de um pacote de onda — como usualmente utilizamos a nocdo de funcoes de
onda espacialmente localizadas, podemos definir esses conceitos através do primeiro e dltimo
instante nos quais é possivel medir a particula em uma determinada posicdo — (HALLIWELL;
YEARSLEY,, 2009). Portanto, para descrever o tempo de chegada de uma particula, é importante
definir claramente o conceito de "chegar". Segundo Allcock, essa drea de pesquisa é ainda
mais complicada do que parece, dado que ele sugere que "é muito improvavel que a mecanica
quantica admita qualquer conceito de tempo de chegada ideal" (ALLCOCK, |1969). Apesar
dessas ressalvas, o tempo de chegada foi estudado em profundidade por varios autores, cada
um com sua abordagem especifica. Descreveremos agora, em um pouco mais de detalhes, duas

abordagens consideradas tradicionais sobre o tempo de chegada.

2.1.1 O Fluxo Quantico

O fluxo quéntico de probabilidade (também conhecido como corrente de probabilidade para
o caso unidimensional) é um conceito que remonta aos primérdios da MQ), e essa grandeza
advém do comportamento probabilistico da mesma. A conexdo do fluxo quantico com o tempo
de chegada na MQ pode ser explicada mais simplesmente para o caso onde a probabilidade
da particula ser encontrada dentro de uma regido G diminui monotonicamente com o tempo.
Para satisfazer esse requisito é suficiente que a funcdo de onda ¢ (x|t) da particula pertenca
ao conjunto

O = {4l (x, 1) - dS > 0,V x € IG, Vit > 0}, (2.1)
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onde
5o, 1) = oI (0 el Vb (x]1) (22)

é a corrente de probabilidade, OG é a regido de contorno de GG, e dS é um elemento de
superficie apontando para fora.

Nessas condicdes especificas, define-se a probabilidade de que a particula chegue em 0G
depois do tempo ¢, P(depois de t), como a probabilidade da particula estar dentro de G no
instante ¢, [, |v(x|t)|?d*x. Portanto, a probabilidade da particula chegar em OG durante o

intervalo de tempo dt é calculada seguindo

II;(x,t)dt = "P(depois de t + dt) — P(depois de t)
=[xt dnPdix— | o)
d
= = (/G !¢(xlt)\2d3x> dt = (/anw(x,t) : ds) dt. (2.3)

Note que na ultima igualdade utilizamos a equacdo de continuidade da probabilidade, e vemos
que a densidade de probabilidade temporal da particula chegar na area 9G € igual a [55 ], (X, 1)
dS, o fluxo quantico. Apesar de ser um dos modelos mais tradicionais do tempo de chegada
ideal, a expressdao acima tem um problema com sua interpretacdo probabilistica, visto que
I1,(x,t) pode admitir valores negativos em um longo, mas ainda finito, intervalo de tempo
(DAS; N&TH, [2021)), efeito este denominado backflow effect. Existem algumas alternativas
conhecidas para contornar esse problema, as duas principais sdo: (i) a adoc3o de operadores
semidefinidos positivos no espaco de Hilbert usual (o que constitui um positive operator-valued
measure — POVM). Dado que qualquer medicdo quantica pode ser descrita por um POVM,
a intencdo dessa solucdo é buscar um POVM que concorde com a expressao da Eq.
para o conjunto de funcGes de onda da Eq. (LEAVENS), 2008). Contudo, existem classes
de funcdes de onda que n3o permitem essa descricdo para sua corrente de probabilidade. (ii)
A segunda alternativa é a utilizacdo de trajetérias bohmianas visto que nessa formulacdo as
particulas possuem trajetérias bem definidas, contornando assim o problema de backflow (DAS;
STRUYVE, 2021)).

Note que para o caso unidimensional IL;(x,t) = j,(x,t). Considerando que a particula é
detectada em um tempo finito, a expressao deve ser normalizada. Para evitar probabilidades
negativas, define-se a distribuicao temporal de chegada em x4 como

S L COY)]

=, e (. 0)] (24)
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Embora a validade dessa expressao ainda seja objeto de debate, ela representa um dos modelos

mais tradicionais na descricao de uma medida ideal de tempo de chegada.

2.1.2 O Modelo Axiomatico de Kijowski

Em uma tentativa de compreender melhor a relacdo entre tempo e energia na MQ, Kijowski
(KIJOWSKI, |1974)) desenvolveu uma distribuicdo de probabilidade para os tempos de chegada
de particulas livres. Sua abordagem consistiu em identificar as propriedades minimas que uma
distribuicdo de TOA deve satisfazer no caso classico livre e, em seguida, exigir propriedades
semelhantes no regime quantico.

Primeiramente, Kijowski provou um teorema que uma distribuicio do tempo de chegada
deveria obedecer: considere o conjunto de funcionais bilineares positivos continuos F' de fun-
cbes de onda ) restritas a momentos positivos e que sdo invariantes sob translacdes espaciais.
Além disso, para qualquer i) normalizado, assuma que [dtF[iyy] = 1, onde 1, é o estado
evoluido a partir do estado inicial 1)y = 1. Considere também que F[)] = F[¢] (dado 1

como sendo o comlpexo conjugado da funcdo de onda 1)) e que a dispersdo definida como

/ﬁo dt *F [ihy] — </;®O dt tF [@yt])? (2.5)

oo
seja finita. Sendo assim, o teorema afirma que existe entdo um funcional Unico Fj para o qual
esta variancia é minima. E importante reconhecer que o valor médio [ dt tF[i),] é constante
sob esta classe de funcionais. O funcional Fj é representado pela expressido

Foly] = di;fZ@E(Pl)\/ﬁ@b(PQ)- (2.6)

Uma vez que este funcional é definido apenas para funcGes com momentos positivos, as suas
variaveis de integracdo sdo restritas de 0 a infinito.

A densidade de probabilidade do tempo de chegada para esses estados é definida como

o0 P 2
Hf(t) = Fy Y] = |/0 dP\/;e—lp t/2mﬁ¢(P)

Aqui, a média de ¢ com II(¢), [dt tITE(f), coincide com a "média" calculada através do

2

. (2.7)

fluxo quéntico j,(x,t). Observe também que estamos lidando com o caso livre, o que significa
que a amplitude de P do estado evoluido 1), esta relacionada a amplitude P do estado % no
instante inicial (¢ = 0) via

Py (P) = e H7H2mhy (P, (2.8)



23

Kijowski admitiu que Hf(t) diz respeito apenas as particulas que incidem pela esquerda,
mas que as chegadas pela direita levam, por simetria, & uma expressio analoga, [T (¢), definida
abaixo. Dessa forma, ele concluiu que uma densidade de probabilidade total da chegada no

tempo ¢ na posicdo x = 0 de uma particula em movimento livre em uma dimensao é dada por

"0 P i m 0 -P —i m
/0 dPV 27rmhe e h¢(P) .[oo dP\/ 27Tmh€ e hw(P)

Considerando uma situacdo de medicao confirmada, vamos impor uma normalizac3o para essa

I} (t) = + (2.9)

expressao
I, (t) + II_(¢)
Ng ’

Y (t) = (2.10)

onde

NK:/+OOdt S L (). (2.11)

e a€{+7_}
2.2 A EXTENSAO STS DA MQ

Nesta secao, iremos revisar a extensdo STS usando uma notacdo semelhante a usada em
(LARA; BEIMS, |2022)). Para facilitar a compreens3o da interpretacdo proposta na préxima sec3o,
vamos formular a extensdo STS tracando um paralelo com conceitos bésicos da MQ. Vale
ressaltar que o artigo original da extens3o STS (DIAS; PARISIO, 2017)) é um artigo relativamente
curto, portanto ainda falta uma formulacao mais detalhada dessa teoria.

Como introduzimos previamente, o objetivo da extensdo STS proposta na Ref. (DIAS;
PARISIO, 2017)) é lidar com situacdes experimentais complementares aquelas envolvendo dis-
tribuicdes condicionadas temporalmente intrinsecas & particula, |¢)(z|t)|?. Note que podemos
nos perguntar sobre a probabilidade conjunta, P(x,t)dxdt, de encontrar a particula em uma
dada regido do espaco [z, z+dx] e em um certo intervalo de tempo [t, t+dt]. Nessas condicdes
P(x,t) é igual a densidade de probabilidade de encontrar a particula na posicdo = dado que a

observacdo ocorre precisamente em t, P(z|t) = |1(z|t)|?, vezes a densidade de probabilidade

P(t) do sistema ser medido no instante ¢, qualquer que seja o resultado. Assim, temos

P(z,t)drdt = P(x|t)P(t)dvdt = [ (x|t)|*P(t)dzdt, (2.12)

onde P(z,t) e P(t) ndo podem ser obtidos exclusivamente através de |¢(z|t)|?. Vale ressaltar

que a Gltima igualdade da Eq. (2.12)) atribui a P(z|t) o médulo ao quadrado de uma funcéo

complexa. Sabe-se que esta relacdo, juntamente com a linearidade da MQ, diferencia a teoria
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quantica de uma teoria classica de probabilidade. Essas caracteristicas juntas permitem a
existéncia de probabilidades do tipo [ (x[t) +2(z|t)[?, que leva ao fenémeno de interferéncia
nas possiveis posicdes onde se pode encontrar uma particula. A partir da Eq. , Ref. (DIAS;
PARISIO, [2017)) define uma fun¢&o de onda global ¥ (z, t) cujo médulo quadrado é a distribuicdo
de probabilidade conjunta de z e t , P(x,t) = |¥(z,t)|?, e é normalizdvel por integracdo no
espaco e no tempo.

Por outro lado, o teorema de Bayes permite que P(x,t) seja reescrito como
P(z,t)dxdt = P(t|x)P(z)dvdt = |¢(t|x)|*P(x)dzdt, (2.13)

onde P(t|x) é a densidade de probabilidade de encontrar a particula em ¢, dado que a me-
dicdo ocorre na posicdo x. Além disso, P(x) é a distribuicdo de probabilidade das medicdes
de posicdo independentemente do momento em que ocorrem. Observe que x e t desempe-

nham papéis opostos na Eq. em comparacdo com a Eq. (2.12)). A dltima igualdade
da Eq. é o ponto crucial da extensdo STS. Essa relacao conjectura que a distribuicdo
de probabilidade temporal P(t|z), analogamente 3 distribuicdo espacial P(z|t) = |[¢(z|t)|?,
vem do médulo quadrado de uma funcdo complexa, mas agora condicionada na posicao .
Dessa forma, o fenémeno de interferéncia do instante em que uma particula é observada surge
naturalmente. A partir dessa perspectiva, a MQ ordinaria ndo-relativistica pode ser vista como
uma MQ temporalmente condicionada (TC) e a extensdo STS como uma MQ espacialmente
condicionada (EC). O trabalho nessa dissertacdo tem como foco a funcdo de onda EC, ¢(t|z),
ao invés da fungdo de onda global U (x,t).

Agora, temos a intuicdo fisica para definir os elementos matematicos da extensdo STS
fazendo um paralelo com a MQ usual. Na teoria quantica comum, o estado de uma particula

unidimensional sem spin é definido em um instante de tempo ¢ e pertence a um espaco de

Hilbert #|;. Além disso, posicdo é um operador atuando em #|; tal que
X|z)|, = z|a)|, e [X,P] =ih, (2.14)

onde 4|(z|z)|; = d(x — ') e P é o operador de momento. A notac3o |)|; ndo significa que
este ket tem uma dependéncia temporal; em vez disso, apenas enfatiza que |)|; pertence a
H|;. A relagdo de comutacdo (2.14]) leva ao principio de incerteza de posicdo e momento,

AXAP > h/2, onde A é a raiz quadrada do erro médio. Na representacdo da posicdo, Pé

. e,
(x| P2y = —d(x — x/)zh% (2.15)
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e seu autoestado | P)|;, com P|P)|, = P|P)|,, é

1 0 -
|Pﬁ:v5%/m¢mmwum. (2.16)
Aqui, a resolucdo da identidade é tal que
[ dw @)@l = [ aP PP = 1. (2.17)

A informacdo fisica sobre a posicdo da particula em um instante de tempo ¢ esta contida

em [1(t)) via a expansdo
V() = [ dz(alt)la)] (2.18)

que é solucao da equacdo de Schrodinger

(1) = ih 5 [0, (2.19)

onde H ¢ obtida através do Hamiltoniano classico via a regra de quantizacio (z, P) — (X, P),
i.e.,
p? o P
H(z, P;t) = — H(X,P;t) = — X, 1). 2.2
(x, P;t) 2m+V(x,t) — H(X,P;t) 2m—|—V( ) (2.20)
Substituindo a Eq. (2.20) na representacdo de posicdo da Eq. (2.19), obtemos

h?* 92 0

————— F+ V(x,t t) =1ih— t). 2.21

V(1) wlalt) = el (221)

Finalmente, a probabilidade de encontrar a particula na regido [z, z + dz| dado que a medicdo

ocorre no tempo t é

p(a[t)dz = || (x| (1)) [Pdr = ¢* (x|t} (a]t)dx. (2.22)

Agora, voltemos nossa atencdo para a extensdo STS proposta na Ref. (DIAS; PARISIO,
2017). Para facilitar o entendimento, vamos formular a extensdo STS seguindo os mesmos
passos executados acima para a MQ tradicional. Na extensdo STS, o estado de uma particula
unidimensional sem spin, |¢(x)), é definido em cada posicdo = e pertence a um espaco de Hil-
bert H|,. O tempo é um operador T agindo sobre 7|, canonicamente conjugado ao operador

hamiltoniano T (que é diferente de H da Eq. ) ou seja,
Tt)|, = t|t)]. e [H,T]=ih, (2.23)

onde .|(t|t')|. = 0(t — t'). A relacdo de comutacdo leva a relacdo de incerteza energia-

tempo, ATAH > /2. Semelhante a |)|; na MQ, o indice = n3o significa que |)|, tem uma
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dependéncia espacial, mas sim que pertence a #|,.. Essa notacdo n&o foi usada nas Refs. ((DIAS;
PARISIO, 2017)),(XIMENES; PARISIO; DIAS, |2018),(LARA; BEIMS, 2022)), e foi introduzida aqui
para facilitar a interpretacao dos autoestados da extensao STS que discutiremos no préximo
capitulo.

E importante n3o confundir o Hamiltoniano I atuando em H|. com o Hamiltoniano a
da MQ atuando em #|;, embora se refiram ao mesmo hamiltoniano da mecénica cléssica. A
diferenca entre eles vem do fato de seguirem regras de quantizacao distintas e pertencerem a
diferentes espacos de Hilbert. Na representacdo de tempo, H é definido como

x|(t|]ﬁ|t/>]w =0(t — t/)ihgt, (2.24)

e seu autoestado | E)|,, H|E)|, = E|E)]|., torna-se

1
B, =
1B)le = o=

Neste espaco de Hilbert, a resolucao da identidade é

/ dt e~ B, (2.25)

Comparando as Egs. (2.14)-(2.17) com as Egs. (2.23))-(2.26]), observamos que, assim como

acontece com espaco e tempo, o momento e a energia desempenham papéis opostos em H)|,
e H|.. Note que pela Eq. (2.26), E pode ser a priori negativo, da mesma forma que P na
Eq. (2.17)). Nesse cenario, assim como os coeficientes de |¢)(t)) na base {|P)|;} selecionam

[ acldi = [~ amB)LiE =1 (226)

os possiveis momentos do sistema dependendo da situacdo fisica (definida pelo potencial
e as condi¢les iniciais e de contorno), os coeficientes de |¢(z)) representados em {|E)|,}
selecionam as energias do sistema. Como na prépria formulacdo da teoria a base {|E)|,}
inclui energias de menos a mais infinito, o argumento de Pauli ndo se aplica a extensdo STS.

De forma anéloga a Eq. (2.18)), com = = ¢, a informagéo fisica do TOA de uma particula

na posicdo x estd contida em |¢(x)) via a expansdo

b)) = [ dt g(tlz) |B).. (2.27)

onde ¢(t|z) é um vetor de duas componentes. Como fazemos x = t (e P = E) na MQ usual
para formular a extensdo STS, vemos que |¢(x)) deve mudar espacialmente de forma analoga a
como |¢(t)) evolui no tempo através da equacdo de Schrédinger (2.19)). Como discutido acima,
o gerador de translacGes temporais H é obtido pela quantizacdo do hamiltoniano classico dada

pela Eq. (2.20). Portanto, para obter o gerador de translacdes espaciais correspondente na
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extensdo STS, devemos aplicar as novas regras de quantizacdo ([2.23) e (2.24) ao momento

classico, i.e.,

P(t,H:z) = i\/2m[H—V(x,t)}

— P(T,H;z) = az\/Qm {H:I — V(z, ’]AT)} (2.28)

onde o, = diag(+1,—1). Entdo, para que a translacdo espacial de |¢(x)) seja andloga a

translacdo temporal de |¢(1)), |¢(x)) deve obedecer

PIg(e)) = ~ih--[p(a)). (2.29)

A partir de agora, iremos nos referir a Eq. (2.29) como a equacdo de Schrédinger EC. Na
representacdo do tempo, {|t)|.} , Eq. (2.29) é tal que

O'Z\J 2m <Zh88t - V(x,t)>¢(t|x) = —ih&&g;@, (2.30)
onde
T (t|x
o(t|z) = o7 (t) ) (2.31)
¢~ (t|z)

Anélogo a t na MQ usual, z na extensao STS é um parametro continuo que pode ser escolhido
com precisdo arbitraria para avaliar a amplitude de probabilidade temporal ¢(¢|x). Da mesma
forma que ocorre com Het Pexnio podem satisfazer o principio da incerteza padrao.

A partir de ¢(t|x), obtemos a probabilidade de medir a particula no intervalo de tempo
[t,t + dt], dado que a observac3o ocorre na posicio z,

LSNP . (ta)d(ta)
B@eN ™ = Bl (2:32)

Aqui, o simbolo  é a operacio de transposicdo conjugada. Na Eq. (2.32)), a normalizagdo com

p(t|x)dt =

(¢(x)|p(x)) é necesséria ja que P n3o é sempre hermitiano. Como resultado, a equacio de
Schrédinger EC ndo é unitaria em geral. Perceba que (¢(z)|¢(z)) é a probabilidade da
particula chegar em x independentemente do TOA. Embora possamos observar uma particula
em qualquer instante de tempo (admitindo que ela exista, (¢(t)[1(t)) = 1), ndo podemos
observa-la em qualquer posicdo, mesmo que esperemos por uma quantidade infinita de tempo;
entdo 0 < (¢(x)|¢(x)) < 1 (XIMENES; PARISIO; DIAS| 2018)).

Observe que a formulacdo da extensdo STS n3o envolve os estados quanticos dos detectores

e/ou relégios que medem o TOA, mas apenas as propriedades da prépria particula. Dessa
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forma, ¢(t|z) pode ser identificado como uma amplitude de probabilidade de um TOA ideal.
Por outro lado, vale ressaltar que o formalismo de Page e Wootters considera um sistema
adicional desempenhando o papel de um relégio. Além disso, a superposicao temporal do
formalismo de Page e Wootters refere-se a histéria do sistema (PAGE; WOOTTERS, 1983). Em
contraste, na extensdo STS, a superposicdo de tempo refere-se a um (nico evento, o TOA da
particula.

Por fim, Ref. (DIAS; PARISIO, 2017) considera o caso da particula livre, V' = 0, e es-
creve ¢(t|z) = ¢p(t|lx) = ¢p(t) exp(iPx/h) e substitui essa equacdo em [2.30] obtendo
G.1/2m(ihd/dt)pp(t) = Pop(t). Identificando W com a derivada fracionaria de Riemann-

12 que é equivalente a derivada fracionaria de Caputo (PODLUBNY, 1998), te-

1/2
mos que _Oth/

Liouville D,
exp(—iwt) = v/—1w exp(—iwt). Considerando ent3o uma solucdo do tipo
¢5(t) = A exp(—iwt), obtemos a relacio de dispersio P = ++/2mhw, onde n3o s3o uti-
lizadas energias negativas visto que elas levam em valores de P imaginarios. Como a Eq.
2.30| é linear, sua solucdo geral é ¢*(t|z) = [° &% exp(—iEpt/h) exp(—iPz/h)dP, onde
Ep = hw = P?/2m.

Através da definicdo (;31*3 = Ai\/m, a condicdo de normalizacdo temporal para p
levaem [ p(tlz) =1 = [Z(JAL|> +|Ap|?)dP = 1. Com isso, a densidade de probabilidade
do tempo de chegada na posicdo x, Eq. (2.32] , torna-se

pltle) = %jnh{

/°° & (P) VP e~ iPe/h=iBrt/h gp
0

2

o0 q;-q-(P) \/ﬁ eiPx/h—iEpt/ﬁ dP
0

}1, (2.33)

+

(p(x)lg(x))

onde |¢*(P)|? é a densidade de probabilidade da particula ter momento P (com P > 0),

dado que sua observacdo ocorre em uma posicdo . A Ref. (DIAS; PARISIO, 2017)) reconhece a
Eq. como a distribuicio normalizada de Kijowski definida na Eq. identificando
éi(P) como a func3o de onda de momento da MQ usual, zﬁ(iP). No entanto, como as proba-
bilidades na extensdo STS estdo condicionadas a uma determinada posicdo, essa identificacdo
requer uma investigacdo mais cuidadosa. Posteriormente, depois de comparar a MQ usual e
a extensdo STS nas bases de energia e momento, respectivamente, e dar uma interpretacao
mais precisa da extensdo STS, discutiremos as consequéncias de assumir ¢*(P) = ) (+P).
Finalmente, varios problemas nas propostas de um TOA ideal obtidas dentro do dominio
da MQ padrdo n3o surgem aqui na extensdo STS. Por exemplo, o préprio procedimento de

quantizacdo define um operador de tempo auto-adjunto que satisfaz a relacado de comutacao
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candnica com o hamiltoniano. Além disso, diferente da densidade de corrente, a teoria STS

fornece uma distribuicdo de probabilidade de tempo positivo definida, p(t|z).
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3 INTERPRETANDO A EXTENSAO STS E COMPARANDO-A COM A MQ

Neste capitulo, vamos explorar algumas consequéncias da extensiao STS, fornecendo uma
interpretacdo mais precisa das solu¢des de sua equagdo "dindmica”, Eq. (2.29), e comparando
as informacdes contidas em [1(t)) e |¢(x)). Uma interpretacdo dos autoestados de observaveis
na extensdo STS também serd discutida. Ressaltamos que a partir de agora os resultados

apresentados s3o originais desta dissertacdo.

3.1 |i(t)) NA BASE DE ENERGIA VERSUS |¢(z)) NA BASE DE MOMENTO

A equacdo de autovalor de energia na MQ usual é equivalente a equacao de autovalor
de momento na extensdo STS. Assim, conforme investigaremos, um potencial dependente do
tempo na equacdo de Schrodinger tem um efeito analogo a um potencial dependente
do espaco na equacdo de Schrédinger EC (2.29). Dito isso, consideramos V' = V (z,t) para
lidarmos com o caso mais geral possivel. Nesta secdo iremos comparar as solucdes gerais |(t))
e |¢(z)) nas bases de energia e momento, respectivamente. Vamos comecar revisando a MQ
usual para um hamiltoniano dependente do tempo (SAKURAI; NAPOLITANO), 2017)). Primeiro,

os autoestados de energia intantaneos satisfazem
H(t)| Ea(t)) = Ea(t)| Ea(1)), (3.1)

onde a é uma variavel continua tal que (E, (t)|E.(t)) = 6(a’ —a) e [da|E,(t))(E.(t)] = 1.
Semelhante a [¢(t)), estamos omitindo o indice t em |E,(t)).

Um estado arbitrario em H|, pode entdo ser expandido nesta base instantanea de energia,

() = [ da d(EJ) | Ea®)) (3:2)

onde

Y(Edlt) = (E.()]9(t)) = Claft)e™ ), (3.3)
com 0,(t) = —1/h [ dt' E,(t') sendo a fase dindmica. Da equacdo de Schrddinger , é
facil ver que o coeficiente C'(alt) satisfaz

dC'(alt)
dt

onde introduzimos Afy,(t) = B (t) — 0,(t). Observe que P(E,|t) = [(E,[t)|? = |C(alt)|?

a
dt

= —/da’C(a’\t)eiM“’““) (Ea()| — [Ea(t)) (3.4)

(0,(t) € um ndmero real) é a densidade de probabilidade de medir a particula com energia F,,,
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dado que a medic3o ocorre no tempo t. Agora, projetando a Eq. ([3.2) em |z); produz

V(alt) = (elo®) = [ da D(EJLa(alr), (3.5)

onde ¥, (x|t) = ((x|E,(t)); é a amplitude de probabilidade da particula ser encontrada na
posicdo x, dado que sua energia é F, e o observacdo acontece no tempo t. Note que o indice
a representa uma variavel condicional de modo que ¥ (x|FE,,t) também seria uma notacdo
conveniente para ¢|(z|Eq,(t))]:.
Para o hamiltoniano (2.20)), a projecdo da Eq. em |z) resulta em
B2 92
[— + V(x,t)] Yo (z|t) = Eo(t) a(z|t). (3.6)

2m Ox?

Em particular, para a situacdo de particula livre, onde [H, P] = 0, ¢ (z|t) = ;|(x|E,(t))

torna-se independente do tempo e é dado por

vE(z) = \/Z(%})m exp{iiz\/;?—Ex}, (3.7)

onde + refere-se ao sinal do momento. Além disso, ¢ (E,|t) da Eq. (3.3) pode ser escrito
como ¢ (E|t) = *(E)e /" e a solucio geral (3.5) torna-se

U(alt) = [ dB [01(B)ba) + 6 (Bpp())e (3:8)

com PE(E|t) = |*(E)|? independente do tempo.

A andlise equivalente na extensdao STS comeca com a equacao de autoestado do momento,
P(x) [Po(x)) = Py(x)|Py(x)) (3.9)
[analogamente a Eq. (3.1])], onde

Pf(z
|Py(z)) = ) (3.10)

1By ()
e, novamente, b é uma variavel continua onde, (Py (z)|Py(z)) = §(V'—b) e [ db|Py(z))(Py(z)| =
1. Aqui também estamos omitindo o indice x nos autoestados de momento. Observe que, assim
como os potenciais dependentes do tempo na MQ usual produzem auto-estados de energia
dependentes do tempo, um potencial dependente do espaco na extensdo STS leva a auto-
estados de momento dependentes do espaco. Isso significa que os estados com momento bem

definido dependem da posicao em que descrevemos a particula. Em contraste, lembre-se que
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as autofuncdes de momento (energia) na MQ usual (extensdo STS) sdo sempre as mesmas,
proporcionais a exp{iPx/h} (exp{—iFEt/h}).

Analogamente a Eq. , utilizando da linearidade da equacdo de Shrédinger EC, um
estado fisico arbitrario em H/|, na posicdo = pode entdo ser expandido na base de momento

como
6()) = [ db S(BJ2) IPy(a)) (3.11)
onde
O(Plz) = (Py(2)l(2)) = C(blz)e™, (3.12)
com 6y(z) = 1/h [y dz’' P,(x") sendo o equivalente a fase dindmica 0,(t) na MQ usual. A partir
da equacdo de Schrodinger EC , pode-se verificar facilmente que o coeficiente Cy(x)
satisfaz uma equacdo semelhante a (3.4),

dC'(b|x)
dx

_ / o' C(V|2)ei 2@ (Py ()] ddx Py (), (3.13)

onde Abyy(x) = 0, (z) — 0,(x). Agora, nds temos

|6(Py|)|”
(p(2)|¢(x))

como a amplitude de probabilidade de medir o estado com momento P,, dado que a medicao

P(Py|z) = (3.14)

ocorre na posicio z. Observe que e%(*) é relevante para a Eq. 1} pois O,(z) pode ser
um ndmero puramente imaginario. Projetando a Eq. (3.11]) em |¢)|,, obtemos uma expans3o
anéloga a Eq. (3.5) para a extensdo STS,

Bltle) =|(tlo(@) = [ db S(PJ)gyt]x), (3.15)
onde
AR @) _ (o te)

|t By () &y (1)

é a amplitude de probabilidade da particula chegar no tempo ¢, dado que seu momento é P,(x)

oy (t|z) = (3.16)

e o detector estd na posicao .

Agora, usando P definido na Eq. (2.28)), a projecdo da Eq. (3.9) em |t)|, resulta em

a,& 2m (zhaat — V(x,t))gbb(t]a:) = By(x)dy(t|x). (3.17)

A Ref. (DIAS; PARISIO, 2017)) analisou a equagdo de autovalor do momento para a situacdo de

particula livre, onde [P, ] = 0. Nessa situacdo, como vimos no Cap. [2[ analogo a Eq. (3.7)
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na MQ usual, ¢,(t|z) definido na Eq. (3.16)) torna-se independente do espaco, e aqui é dado

por duas funcdes vetoriais independentes,

5 (t|x
ép, (t|r) = P, () (3.18)
0
0
ép_(tlz) = , (3.19)
¢p_(t|z)
com

03, 1e) = 5.0 = 32k {1 (320)

e P. = £v/2mF, onde F é a energia da particula. Além disso, (P,|z) definido na Eq. (3.12)

pode ser escrito como
O(Prl|r) = G(Pr)e=M, (3.21)

Considerando E > 0 e definindo ¢*(P) = ¢(P), com P = |P.|, a solucdo geral ((3.15))
torna-se

Btl) = [ AP[GH(P)gp, (0" + 5 (P)gp. (1) 7], (322)

0
onde seu médulo quadrado normalizado é p(t|z) dado na Eq. (2.33). Vale a pena notar a seme-
lhanca entre as Eqs. (3.6))-(3.8)) e as Eqs. (3.17)-(3.22). Diferente da MQ usual, onde P(E|t) =
lv)(E)[? é independente do tempo para particulas livres, P(Py|z) = |¢*(P)|?/(p(z)|p(x))
[ver Eq. (3.14)] pode depender de z devido ao fator de normalizacdo (¢(z)|¢(z)). Explorare-

mos essa diferenca mais profundamente na préxima secdo.

3.2 UMA INTERPRETACAO MAIS PRECISA DO FORMALISMO STS E SUA CONEXAO
COM A MQ

Vamos iniciar essa secdo lembrando que os modelos existentes para o TOA ideal assumem
que sua distribuicao temporal é uma propriedade que depende apenas do estado quantico da
particula, [1(t)). Assim, se a extensdo STS é uma teoria correta, devemos saber se é possivel
obter |¢(x)) (que também visa prever TOA's ideais) apenas usando [1(t)) ou se |¢(z)) contém

informacdes sobre o sistema, sendo assim complementar a MQ.
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Comecemos com a diferenca fisica entre as notacdes |)|; € |)|.. Quando se diz, por exemplo,
que um sistema tem momento bem definido na MQ, implicitamente, esta-se afirmando que
|1(t)) = |P)|+, ou seja, a particula tem momento P no instante de tempo ¢. Portanto,
autoestados na MQ referem-se a uma propriedade bem definida em um tempo fixo, justificando
a notacdo |)|;. Por outro lado, na extensio STS, |¢p"(z)) = |P)|. significa que a particula
tem momento P na posicao x, ou seja, a particula chega em z com momento P.

Para dar uma interpretacdo da solucdo da equacdo de Schrodinger EC , primeira-
mente, precisamos ter em mente a informacdo que a equacdo de Schrddinger dependente do
tempo fornece: Considerando uma funcdo de onda inicial ¥)(z|ty) — a amplitude de probabili-
dade de encontrar a particula na posicdo z, dado que a observacdo ocorre no tempo inicial ¢
— a solucdo da equacdo de Schrodinger, 1(z|t), é a amplitude de probabilidade de encontrar
a particula em z, dado que agora a observacdo ocorre em um momento posterior ¢ > {.
Observe que o tempo é um pardmetro classico externo (a hora do relégio do laboratério) e,
portanto, pode ser escolhido com precisdo arbitraria para avaliar o estado do sistema e suas
probabilidades.

Conforme discutido na secao anterior, a extensdo STS é formulada trocando os papéis de
posicdo e tempo (e energia e momento) na MQ. Portanto, seguindo o mesmo raciocinio do
paragrafo anterior sobre as solucGes da equacdo de Schrodinger, e tomando x & ¢, a interpre-
tacdo das solucoes da equacdo de Schrodinger EC torna-se a seguinte: Considerando
uma funcdo de onda EC “inicial” ¢(t|zo) — a amplitude de probabilidade da particula chegar
no instante ¢, dado que a posicdo “inicial” do detector é 2y — a solucdo da Eq. (2.30)), ¢(¢|z),
é a amplitude de probabilidade da particula chegar no instante ¢, dado que se move o detector
para uma nova posicdo x. Para entender melhor esta interpretacdo, na Fig. [I] ilustramos a
diferenca entre a evolucdo temporal da MQ e a “evolucio espacial” da sua extensdo STS.

Perceba que a condicdo “inicial” na extensdo STS é na verdade uma condicdo de contorno

para ¢(t|x).
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Figura 1 — Os dois sistemas descrevem diferentes situacSes fisicas e tém diferentes propédsitos experimentais;
enquanto a densidade de probabilidade da mecénica quéntica de Schrodinger (a) representada por
|9 (x[t)|? descreve uma situacio em que medimos a posicio de uma particula dado um instante
de tempo ¢, na teoria STS (b) representado por |¢(¢|z)|> medimos o tempo de chegada de uma
particula dada uma posicdo = no espaco.

(a) Densidade de probabilidade tempo-condicionada

A t
B : [ (z|t)|?
= | ’
£ | |
l —_— l
x
(b) Densidade de probabilidade espago-condicionada
|b(t|zo)|?
t Ax C
B } } ‘()(/‘,1‘)\"’
= o) X :
5 :
|
t

Fonte: O autor (2023)

A primeira vista, pode-se pensar que a extensdo STS n3o é projetada para responder
ao problema tradicional TOA: Dada uma particula com uma funcdo de onda de momentos
positivos em tg, ¥ (x|tg), restrita a uma regido = < x*, quando essa particula chega na posicdo
x*7 Seguindo a interpretacdo acima, assim como a equacdo de Schrodinger fornece translagGes
temporais de uma funcdo de onda previamente conhecida ¥ (z|ty), a equacdo de Schrodinger
EC descreve translacdes espaciais de uma funcdo de onda EC ¢(t|x() que também deve
ser conhecida. No entanto, se ¥(z|t) e ¢(t|x) compartilham informaces comuns sobre outros
observaveis, por exemplo, energia e/ou momento, 1(x|ty) pode ajudar a descobrir ¢(t|zg) e

vice-versa.
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Com a discussdo acima em mente, para buscar uma relacdo entre |1)(t)) e |¢(z)), devemos
representa-los nas bases referentes a mesma grandeza fisica — que ndo sdo a mesma base,
visto que se trata de espacos de Hilbert distintos (por exemplo, a base de energia/momento
em H|; é diferente da base de energia/momento em |,). Precisamos decompor [i(t)) nos

autoestados de momento se quisermos compara-lo com a Eq. (3.22)). Sendo assim,

W) = [P b(PI)IP). (3:23)

onde |P)|, = 1/v2rh [2°dz eF*/"|z)|,. Observe que |[{)(P|t)|> — a densidade de probabi-
lidade de medir a particula com P, dado que a observacdo acontece em ¢t — é independente

do tempo apenas para a situacao de particula livre, onde
B(PJt) = D(P) e P/, (3.24)

Por outro lado, para comparar |¢(x)) com a Eq. (3.8)), deve-se representa-lo nos autoestados

de energia, ou seja,

B(@) = [ dE $(E[2)|E). (3.25)

onde ,|(t|E)|, = 1/v2rhexp{—iEt/h}. Ressaltamos que ¢(E|z) é um vetor de duas com-
ponentes, ¢*(E|z), e |p(E|x)]> = &T(E]x)é(Eb:) é a densidade de probabilidade de medir
a particula com F, dado que a observacdo acontece em z. Para a situacdo de particula li-
vre (DIAS; PARISIO| 2017)),

0*(Elz) = §*(B) e*V2miem, (3.26)

No intuito de relacionar [¢)(t)) e |¢(x)) usando a base de momento [Egs. ([3.11)) e (3.23)],

vamos comparar as amplitudes de probabilidade ¢(Py|z) = (Py(z)|¢(x)) da Eq. (3.12) e
U(P|t) = |(P|i(x)). Em geral, a impossibilidade de conectar essas duas funces de onda é
2

porque enquanto |77Z~J(P|t) prevé dados experimentais sobre o momento da particula coleta-

dos em um instante fixo t, independentemente da posicio observada, |¢(P,|z)|? prevé dados
sobre o momento coletados em uma posicado fixa x, independentemente do tempo observado.
Claramente, eles representam diferentes distribuicGes de probabilidade. Por exemplo, se uma
funcdo de onda v (x|t) ndo pode atravessar uma barreira de potencial, a particula nunca atinge
uma certa posicio z* no lado da transmiss3o. Nessa situacdo, (Px|z*) da Eq. é zero
para todo P, enquanto @(P, t) # 0. Vemos que para vincular as fun¢des de onda de momento,
nds enfrentamos o mesmo problema de relacionar ¢ (z|t) e ¢(t|x): enquanto |¢)(t)) descreve

observaveis em um determinado instante de tempo, |¢(z)) descreve os mesmos observaveis,

mas em uma determinada posicao.
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Vamos focar a discussdo acima na situacao mais simples possivel, uma particula livre
com momentos positivos P = P > 0 que sempre chega a um determinado ponto z*, ou
seja, ((z*)|p(z*)) = 1. Essa situacdo é descrita pela solucdo (3.22) com ¢~ (P) = 0. A
medida que todo o pacote de onda ¥ (x|t) passa por x*, todos os momentos possiveis da
distribuicdo independente do tempo |¢)(P|t)|> = |¢)(P)|*> podem ser medidos se um detector
estiver em z*. Nesse cenario, pode-se esperar que |¢)(P)|? seja igual a |¢(Py |z*)|? = |¢T (P)]|?
(a probabilidade da particula ter momento P, dado que é observada em x*, independentemente
do instante em que chega). Se também assumirmos que suas fases sdo as mesmas, ou seja,
¢t (P) = ¥(P) (o que n3o é uma suposicio trivial), p(t|z) da Eq. torna-se a distribui¢do
de Kijowski, conforme considerado na Ref. (DIAS; PARISIO, 2017)) sem maiores justificativas.
No entanto, vale notar que mesmo que ¢(P) = ¢ (P), ¢(t|z) ainda representa informacio
complementar a MQ pois a equacdo de Schrodinger EC ainda é necessaria para obter
a solucao ([3.22)).

Da discussao desta secdo, concluimos que, se a extensdo STS estiver correta, sua infor-
magdo ndo estéd totalmente incorporada no estado intrinseco da particula |1)(t)) (um estado
de medicdo livre). Por outro lado, como é o objetivo de qualquer modelo de TOA ideal, es-
12

peramos que as previsdes de |¢(t|z)|* possam ser confirmadas tomando alguns limites de

medidas ideais, onde detectores bem projetados e/ou relégios acoplados a particula registram
seu TOA. Para descrever essa situacdo utilizando a MQ usual, a informac3o de |¢(¢|z)|?* deve
estar contida no estado do reldgio (pc € H|:), e ndo no estado de medicdo livre (¢ (t|z)).
Outra forma de recuperar |¢(t|x)[? (se ¢*(P) = ¥(£P)) a partir de um modelo operacional é
através do calculo da densidade de probabilidade temporal de detectar o primeiro féton emitido
quando um 4tomo de dois niveis entra em uma regido iluminada por um laser (NAVARRO et
al., [2003). Usando as técnicas de salto quéntico e a “normalizacdo de operador” (BRUNETTI;

FREDENHAGEN, 2002), esta densidade de probabilidade torna-se a distribuicdo de Kijowski no

limite de campo forte e decaimento rapido (HEGERFELDT; SEIDEL; MUGA, [2003)).
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4 SOLUCOES PARA V = V(z) E O TOA DE UMA PARTICULA ATRAVES-
SANDO UMA BARREIRA DE POTENCIAL

Neste capitulo iremos resolver a equacao de Schrodinger EC para um potencial arbitrario
independente do tempo. Em seguida, aplicaremos esta solucdo para prever o TOA de uma
particula atravessando uma barreira de potencial quadrada, assumindo que ¢t (P) = ¥(P)
para uma particula livre incidindo com momento P > (0. Também compararemos nossos
resultados com uma generalizacdo da distribuicdo de Kijowski (DELGADO; MUGA, 1997} LEON

et al., 2000; [BAUTE; EGUSQUIZA; MUGA, [2001)) e discutiremos as consequéncias de assumir

0" (P) =4(P).

4.1 SOLUCAO GERAL DA EQUACAO DE SCHRODINGER EC PARA V = V()

A equacdo de Schrodinger EC (2.29)) para um potencial arbitrério independente do tempo

V' = V(z) torna-se mais simples usando a representacdo de energia, {|F)|.}. Substituindo a

Eq. (3.25) na equacio de Schrodinger EC ([2.29)), nos leva a

| dB . 4(Bl) \/Qm - V(@) 1),

_ _/O:O dE mw E),. (4.1)

Ao explandir o operador \/H — V ()T, para V() # 0, em séries de poténcia, nés obtemos

H- V()= io (;)f-%[wm)ﬁ-n ", (4.2)

que aplicado em |E)|, nos leva a
n=0 (

.

n=0 n

= JE-V(2) |E)|.. (4.3)

Substituindo essa equacdo de volta na Eq. (4.1]), e projetando a express3o resultante em |E")|,,

1
2

S

)i”ﬂ[vm]w-n i'(B),

)i vareeie),

obtemos uma equacio diferencial para ¢(E’|z) dada por

az\/2m[E’ V(@) (E|x) = —z';;&s(E'yx), (4.4)
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cuja solucao de cada componente € tal que

(01e) = & s e T Y

onde substituimos E’ por E. Substituindo a Eq. (4.5) em |¢(x)) da Eq. (3.25)), e entdo

projetando a express3o resultante em |t)|,, obtemos

:I: T .
/ dEgzﬁ E|$o) ii]wod:cu/2m[E—V(z')]/h—zEt/h_ (4.6)

Essa é a solucdo geral para a amplitude de probabilidade do TOA ideal na posicio x de uma
particula sob a acdo de V' = V/(z). Tomando V' (z) = 0, impondo a normalizacdo no tempo,
e mudando a variavel de integracdo para Py, recuperamos a solucido de particula livre cuja
amplitude de probabilidade é dada pela Eq. .

Vale notar a semelhanca entre a Eq. , véalida para V' = V(x), e a solucdo da equacdo
de Schrodinger para potenciais dependentes exclusivamente do tempo, V' = V(t), que é dado

por

P to) — /
(a]t) = / dP | 0 ljt‘ '[P ) @m)+V () /1P /h (4.7)

Aqui observamos que se pode ir de uma solugﬁo para a outra através da transformacao
(t,P,H(t)) = (x,E,£P(z)), com H(t) e P(z) dados pelas expressdes classicas das Egs. (2.20)
e (12.28)), respectivamente. Essa simetria fica ainda mais evidente ao identificar a acdo cléssica

S na Eq. (4.6), paraV = V(x), e na Eq. (4.7)), para V= V(t), o que nos permite reescrevé-las

como
5 () = ¢217T_h [ aB 6 (Blag) e s (4.8)
e também
VGalt) = = [ P (Pl SO (4.9)

Usando a solucdo da Eq. (4.6), na préxima secdo, vamos calcular a distribuicdo TOA de

uma particula atravessando uma barreira de potencial.

4.2 COMPARANDO AS PREVISOES DO STS COM UMA GENERALIZACAO DA DISTRI-
BUICAO DE KIJOWSKI

Apliquemos a solucdo (4.6) a uma particula livre preparada muito a esquerda da origem e

detectada ap6s cruzar uma barreira quadrada de altura V), largura L e localizada no intervalo



40

0 < x < L. A particula inicialmente tem um estado na MQ usual dado por um pacote de

onda gaussiano centrado em z; (h = 1),

1 b 92 p2so
N —[(z—z:)/(26)—iP;d] —P25
¢($|tz> - (27_‘_52)1/46 3 (410)

onde Y(z|t;) = |(z|(t;)). Aqui x;, P; e & assumirdo valores tais que o pacote esteja a
esquerda da origem e tenha apenas momentos positivos. Nesse contexto, para calcular o
TOA no lado da transmissao usando a interpretacdo da equacdo de Schroédinger EC dada na
secao anterior, devemos aplicar a solucao a uma amplitude de probabilidade inicial do
TOA, ¢(t|zg), com zq localizado no lado esquerdo da barreira, z; < xy < 0. Consideramos
W¥(xo|t;) = 0, significando que no tempo t;, a particula ndo chegou a zy. Conforme discutido
na Sec. (3.2), uma vez que a particula viaja livremente no lado esquerdo da barreira e sempre
passa pelo ponto g, vamos assumir que |@(t|zo)|* é a distribuicio de Kijowski (2.33)), ou seja,
¢t (P) = 4(P), onde ¥)(P) é a funcio de onda de momento de v (z|t;),

J(P) = (2(5)/ e T (4.11)

T

Note que na formulacdo atual da extensdo STS, ¢™(t|x) e ¢ (t|x) obedecem a duas
equacdes independentes. Portanto, como estamos interessados no TOA da particula na regido
transmitida, onde existem apenas momentos positivos, vamos nos concentrar exclusivamente
em ¢ (t|x). Voltaremos a discutir essa independéncia entre ¢ (t|x) e ¢~ (t|z) no final desta
secdo. Usando as Eqgs. e nessas circunstancias, a condicdo “inicial” em z, da
funcdo de onda EC torna-se

o Pl . -
(¢ :/ dP P ’ iPxo/h—iP?t/(2mh)
5t = [ ap (P ,

(4.12)

onde P = /2mE. Para aplicar a solucio EC (4.6) a ¢ (t|x), temos que descobrir ¢ (o)
para essa condicdo “inicial” particular. Considerando =y = 0, Eq. (4.6) em = = x(, onde

V(zg) = 0, se reduz a

o () = ﬂ% " dB 5+ (Blaye (4.13)

Mudando a variavel de integracdo P na Eq. (4.12) para E, e comparando a expressdo resultante
com a Eq. (4.13), identificamos

5 (Blan) = 0(8) (1) (vam), (419



41

onde O(F) é a funcdo degrau de Heaviside. Finalmente, substituindo a Eq. (4.14]) na funcédo
de onda EC (4.6) para a barreira de potencial quadrada, e calculando em x > L, obtemos

(L L™ ae (N ovamE
¢rlile) = \/27rh/_oo <2E> p(vamE)
% N 2(E—Vo)L/htiv/2mE(z—L) /h—iEt/h

(4.15)

Esta solucdo nos da a amplitude de probabilidade temporal da particula chegar em = > L.

O fato de considerarmos ¢t (P) = 1)(P) para a particula incidente, nos permite calcular o
tempo de chegada apds a barreira usando a extensdo STS de outra forma. Como a particula
transmitida sempre passa por x > L e ela também esta livre nessa regido, podemos considerar
também ¢F(P) = 1 (P), onde ¢F(P) é o coeficiente da Eq. para z > L e Yp(P) =
T(P)y(P) é a funcio de onda de momento do pacote transmitido, com

AP P! e—i(P—P")L/h
(P + P')* — e%P'L/h (P — P1)?

sendo o coeficiente de transmissdo e P’ = \/P? — 2mVj. Substituindo IZJT(P> na Eq. 1}
com ¢~ (P) =0, p(t|z) torna-se

T(P) = (4.16)

1
I (t) = — _
" Jo~ dP|T(P)y(P)[?
h o " P2t/ mh) i P(e—L) /|
X /O dP T(P)d(P)e

(4.17)

Note que aqui usamos que a probabilidade da particula chegar em x, independentemente do
tempo ((¢()|@(x))) é igual a probabilidade da particula ser transmitida ((J5° dP|T(P)(P)|?).
A equacao ({4.17)) é a distribuicdo Kijowski normalizada para o pacote transmitido. Esta equa-
cdo nos fornece a densidade de probabilidade para o TOA em z, dado que a particula foi
transmitida através da barreira de potencial. Essa abordagem ja foi considerada anteriormente
na Ref. (XIMENES; PARISIO; DIAS, 2018). Nesse trabalho, é mostrado que para um experimento
eletromagnético que simula o tunelamento quéntico (RANFAGNI et al, [1991), o tempo médio
de percurso obtido via Eq. concorda melhor com os dados experimentais do que os
modelos Biittiker-Landauer e o phase-time.

Vale destacar que a Eq. foi obtida por diferentes métodos usando a MQ usual (DEL-
GADO; MUGA, 1997; |LEON et al 2000; BAUTE; EGUSQUIZA; MUGA|, 2001). Em particular, ela

surge do mesmo modelo operacional discutido no final do [3 o qual computa o tempo de
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deteccdo do primeiro féton emitido quando um atomo de dois niveis entra em uma regido ilu-
minada por um laser. Nessa situacao, quando se adiciona uma barreira de potencial quadrada
e se toma os limites de um campo de laser forte e decaimento rapido, a distribuicdo de TOA

em = > L torna-se a Eq. para as particulas transmitidas (HEGERFELDT et al., [2004).
Abaixo comparamos as distribuicdes do TOA das Egs. e e investigamos se

as suposicdes ¢t (P) = 9)(P) e ¢+(P) = ¥p(P) levam a inconsisténcias na extensio STS.
Figura 2 — Distribuicdes de probabilidade para o tempo de chegada das particulas transmitidas em x = 50. O
pacote de onda inicial, ¥ (z,t;), possui Py = 2, 6 = 10, 2o = —50 e m = 1. A largura da barreira

é¢ L = 10. A linha continua (tracejada) ilustra a previsdo de p(t|z) (ITX(t|z)). Note que essas
distribuicdes discordam no regime de tunelamento.

. Dashed lines: TI(#]50)
" /\ % Solid lines: p(t|50)
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t
Fonte: O autor (2023)

Nés plotamos a distribuicdo de probabilidade de TOA na figura acima usando os mesmos
parametros fisicos de Ref. (LEON et al| [2000). Essa referéncia também utiliza a condicdo
inicial e obtém a Eq. através de uma transformac3o candnica do TOA quantico
da particula livre. A largura da barreira é L = 10, o detector estd em x = 50, e os parametros
do pacote de onda inicial sdo r; = —50, Py =2, 6 = 10, e m = 1. Note que a energia
média da particula incidente é Ey = B?/(2m) = 2. As curvas continuas e tracejadas na Fig.
mostram a distribuicdo de TOA em = = 50 usando as Egs. e , respectivamente,
para Vy =0, Vp = 1.125 (< Ej), e um regime de tunelamento com Vj = 4.5 (> Ej). Note que
o TOA de uma particula classica livre com velocidade Py/m = 2 é 50, ja que o comprimento

total do caminho da particula é de 100 unidades.
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Analisando a Fig. [2| observamos em primeiro lugar que, em comparacdo com a situacdo
da particula livre, V; = 0, ambas as curvas continua e tracejada ilustram um atraso do TOA
para Vo = 1.125 e um adiantamento para 1 = 4.5. Esse adiantamento é responsavel pelo
efeito Hartman (HARTMAN, 2004), como discutido em Ref. (LEON et al., [2000). Além disso,
enquanto as expressdes e sdo iguais para Vi = 0, elas prevéem tempos de
chegada muito semelhantes quando 1} # 0. Verificamos que quanto maior o valor de V{, mais
préximas as curvas continua e tracejada se tornam, de modo que s3o visualmente indistinguiveis
para Vy 2 20 na escala da Fig. . Para mais detalhes sobre as previsoes da Eq. (e,
consequentemente, o comportamento tipico da Eq. ) sugerimos uma consulta detalhada
a Ref. (LEON et al., 2000).

A leve discordancia da Fig. [2l mostra que, se ambas as relacdes ¢(P) = 1)(P) e ¢p(P) =
U (P) estiverem corretas, algum calculo e/ou interpretacio da extensio STS deve ser re-
formulado de alguma forma. No entanto, se ¢(P) # ¢(P) e/ou ¢p(P) # r(P), a solu-
cao ainda pode ser vélida. Em dltima andlise, o formalismo correto (se houver) da
extensdo STS sera definido ao se descobrir como ¢(t|x) pode ser efetivamente medida no
laboratério. Acreditamos que uma investigacao mais elaborada das previsoes da Eq. deve
ser realizada, incluindo compara¢des com outras abordagens de TOA na presenca de intera-
¢do e com o experimento da Ref. (RAMOS et al., 2020). Por exemplo, Ref. (HEGERFELDT et
al}, 2004) obtém outra generalizagdo da distribuicdo de Kijowski similar a Eq. (4.17)), mas
com - (P) = T(P)y(P)/|T(P)|. Esperamos que essa analise ajude também a esclarecer a

validade das relacoes usadas acima.
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5 CONCLUSAO E CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo, revisitamos a ideia de que o problema do tempo na mecanica quantica
estd enraizado na objecdo de Pauli, que questiona a relacido de comutacdo entre operadores
de tempo e energia. Essa objecao impulsionou o desenvolvimento de diversas abordagens
para incorporar um operador tempo na mecanica quantica. No entanto, todas elas exigem
o abandono da hermiticidade ou da relacdo de comutacdo com hamiltoniano. Além disso, o
problema do tempo transcende a n3o existéncia de um operador auto adjunto temporal, pois
envolve também o conceito de tempo de chegada, que n3o pode ser adequadamente definido
no ambito da mecanica quantica convencional.

Com esses fatos em mente, exploramos a extensdo STS e as previsbes de seus esta-
dos "espaco-condicionais" (EC) para potenciais arbitrarios, comparando-as com as previsdes
"tempo-condicionais" da MQ usual. Vimos no Cap. [2| que o estado quantico (EC) |@(z)) de-
finido em cada ponto do espaco é intrinseco a particula, e quando expandido na base tempo,
seus coeficientes representam a amplitude de probabilidade de TOA ideal na posicdo x. Ao
investigarmos no Cap. [3| o comportamento da equacdo de autovalor do momento para um
potencial arbitrario, constatamos que para potenciais dependentes do espaco, estados com
momento bem definido dependem da posicdo, da mesma forma que estados com energia bem
definida na MQ usual dependem do tempo para potenciais dependentes do tempo.

Buscamos entdo nesse trabalho apresentar uma interpretacdo clara para a equacdo de
Schrédinger EC. Trabalhamos com a ideia que dada uma funcdo de onda EC "inicial" ¢(t|x),
a solucdo ¢(t|x) é a amplitude de probabilidade da particula chegar no instante ¢, dado que
iremos agora detectar a mesma em uma nova posicdo x. Além disso, tentamos estabelecer
uma relacdo entre os estados TC (|1(t))) e EC (|¢(x))). Para essa comparacido utilizamos am-
plitudes de probabilidade ¢(P,|x) e 1)(P|t) da base de momento. O problema é que essas duas
funcdes de onda representam diferentes distribuicdes de probabilidade: enquanto |)(P|t)|?
prevé dados experimentais sobre o momento da particula coletados em um instante fixo ¢,
independentemente da posicio observada, |¢(P,|z)|? prevé dados coletados sobre o momento
em uma posicdo fixa x, independentemente do tempo observado. A partir disso, ficou claro
que se a extensao STS é uma teoria correta, ela deve fornecer informacdo complementar a

MQ. Por fim, ao resolver a Eq. de Schrodinger EC para um potencial arbitrario V = V(x)

e aplicar para uma barreira de potencial, pudemos comparar seu comportamento com uma
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generalizacao da distribuicao de Kijowski. Concluimos que a diferenca observada entre essas
distribuicGes pode indicar que a extensao STS precisa de alguma forma ser reformulada.
Uma perspectiva de mudanca da extensdo STS é através do acoplamento das funcdes de
onda EC ¢ (t|z) e ¢~ (t|z), permitindo a interferéncia entre momentos positivos e negativos.
Pretendemos também investigar modelos operacionais do TOA (via a MQ tradicional) que,
ao assumir algumas idealizacGes dos equipamentos de medida, resultem nas previsdes do
TOA ideal fornecida pela extensdo STS. Por fim, uma generalizacdo natural da extensio
STS é estender suas equacdes para descrever o TOA em trés dimensGes e considerar efeitos

relativisticos.
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