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Um Método De Volumes Finitos Nao-Linear Utilizando Um Método Quase-Newton Para

Simulacio Numérica De Escoamento Monofasico Em Meios Porosos.

A Non Linear Finite Volume Method Using A Quase-Newton Method For Numerical
Simulation Of Single-Phase Flow In Porous Media.

Emanoel Rodrigues dos Santos’

RESUMO

A dinamica de fluidos computacional ¢ um ramo da engenharia que, entre uma de suas
atribuicdes, realiza a simulacdo do escoamento de fluidos em meios porosos, que por sua vez
compreende um conjunto de fendomenos fisicos bastante complexos e de dificil formulagao
matematica, assim como numérico-computacional. Para o engenheiro de reservatdrio,
existem consideragdes que fazem parte das formulagdes dos métodos numéricos existentes.
Dentre estas consideracdes, em volumes finitos, as varidveis primarias sao localizadas nos
centros das células, enquanto as varidveis secundarias geralmente estdo situadas nos vértices
e/ou nas faces da malha computacional. No método dos volumes finitos, a obten¢ao da pressao
¢ fundamental, e devido aos parametros fisicos do meio poroso, sua obtencao se dé através de
um sistema de equagdes que podem ser nao-lineares. Portanto, sabe-se que a escolha do
método numérico que resolva esse sistema de equagdes ¢ de extrema importancia, uma vez
que este estard associado fortemente a eficiéncia computacional da simulagdo, e afeta
diretamente o problema tratado. Para o escopo deste trabalho, utiliza-se uma formulacao via
volumes finitos ndo-linear para equagdo de pressdo, onde o meio poroso tem caracteristicas
geologicas complexas, sendo caracterizado por possuir alta razdo de heterogeneidade e
anisotropia. Nesse contexto, o objetivo do trabalho ¢ avaliar a eficiéncia computacional de
uma nova estratégia aplicada ao método iterativo ja conhecido, chamado de Broyden. Assim,
através de experimentos numéricos conduzidos, adotando malhas triangulares e quadrilaterais
que podem ser distorcidas, ¢ possivel realizar uma analise categoérica quanto a eficiéncia e
acurdcia obtidas nas solu¢des numéricas para resolucao da equagdo de pressao.
Palavras-chave: simulacdo de meios porosos; escoamento monofasico; métodos quase-

Newton; métodos de volumes finitos.
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ABSTRACT

Computational Fluid Dynamics (CFD) is a branch of engineering that deals with the
simulation of fluid flow in petroleum reservoirs. This field deals with a set of complex
physical phenomena that present mathematical and numerical-computational challenges. For
reservoir engineers, specific considerations play a role in the formulation of numerical
methods. In the context of the finite volume method, the primary variables are typically
located at the cell centers, while the secondary variables are located at the vertices or faces of
the computational mesh. In the finite volume method, obtaining the primary variable, i.e.,
pressure, is crucial. Due to the physical properties of the porous medium, the determination
of the pressure requires the solution of a system of nonlinear equations. Therefore, it is well
know that the choice of the appropriate numerical method to solve this system of equations is
crucial. It strongly affects the computational efficiency of the simulation and has a direct
impacto on the problem under study. For the purpose of this study, a nonlinear finite volume
formulation is used for the pressure equation, especially in cases where the porous medium
has complex geological properties, characterized by a high degree of heterogeneity and
anisotropy. In this context, the objective of this research is to evaluate the computational
efficiency of a novel strategy applied to the well-known iterative Broyden method.
Consequently, using numerical experiments performed with both triangular and quadrilateral
grids, including distorted grids, a comprehensive analysis is performed to evaluate the
efficiency and accuracy of the numerical solutions for the pressure equation. In addition, the

study aims to identify the most efficient approach based on the numerical method used.

Keywords: porous media simulation; mophasic flow; quase-newton methods; finite volumes

mehtods.
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1 INTRODUCAO

Os problemas de difusdo apresentados na literatura sao baseados em leis de conservagao,
e estao presentes em diversas aplicagcdes da engenharia, a exemplo do escoamento de fluidos em
reservatorios de petrdleo ou ainda da simulacdo de 4guas subterraneas em aquiferos, e sdo regidos
por principios matematicos que descrevem a difusdo de massa, através de meios porosos. Esses
fendmenos fisicos sdo matematicamente descritos por equagdes que envolvem um operador
eliptico com um coeficiente de difusdo, que pode ser, em geral, descontinuo e representado por
um tensor completo de segunda ordem, neste caso bidimensional, capaz de apresentar uma alta
razao de anisotropia, tornando a solucao dessas equagdes ainda mais complexa.

A solucdo analitica de modelos matematicos nio-lineares pode ser inexistente devido a
complexidade dos pardmetros fisicos que estdo presentes no fendmeno. Utilizando esta
perspectiva, a empregabilidade de métodos numéricos mais sofisticados nas solugdes das
equagoes ¢ perfeitamente justificada. Entdo, um método numérico ideal para a discretizagdo do
operador eliptico, a exemplo da equagdo de pressdo, deveria atender idealmente as seguintes
condigdes: ser localmente conservativo, manter solugdes positivas ou o Principio do Maximo
Discreto (DMP), além da preservagao da linearidade, possuir taxas de convergéncia de segunda
ordem, apresentar resultados coerentes em malhas que possuem distor¢des € em meios porosos
altamente heterogéneos e anisotropicos (CONTRERAS et al, 2021).

A simulagdo numérica de escoamento em meios porosos ¢ realizada por ferramentas
computacionais e tem se tornado uma pratica frequente para o analista numérico. Em particular,
o método de volumes finitos nao-lineares ¢ uma metodologia numérica que fornece resultados
consistentes com o modelo matematico, que consiste em discretizar o dominio por volumes
finitos. As varidveis como pressdo sdo aproximadas dentro de cada volume de controle e a
continuidade dos fluxos sdo aplicadas em cada interface da malha computacional, logo pelo
balan¢o de massa tem-se um sistema de equagdes nao-lineares, que para resolvé-lo € necessario
o uso de métodos iterativos, a exemplo dos métodos tipo Newton ou Quase-Newton. Estes
métodos buscam encontrar a solu¢ao aproximada do sistema nao-linear do campo de pressodes
por meio de iteragdes sucessivas, refinando a estimativa inicial até atingir uma convergéncia
desejada.

Diversos modelos iterativos de segunda ordem utilizam em sua metodologia uma matriz
Jacobiana, que ¢ composta por taxas de varia¢ao de primeira ordem das fun¢des que compdem o

sistema nao-linear e fornece informagdes acerca da taxa de variacdo de cada uma das fungoes



presentes. Mais especificamente, no presente trabalho o método iterativo de Broyden ¢ utilizado
para resolver sistemas nao-lineares, e sua principal vantagem ¢ evitar o calculo da matriz
jacobiana para cada iteracao. Neste método, a matriz Jacobiana ¢ calculada uma unica vez, ¢
através de manipulacdes algébricas, novas aproximacgoes sao obtidas, de forma a ficar tdo precisa
quanto desejado. Entretanto, quando malhas com um grande nimero de volumes de controle
(altamente refinada) sdo utilizadas, a obtencdo da Jacobiana envolvera um alto custo
computacional.

Ao longo dos anos, diversos autores buscaram desenvolver técnicas aprimoradas para
uma obtencao eficiente do calculo da matriz jacobiana. Uma dessas propostas ¢ o método de
graph coloring desenvolvida por Curtis et al. (1974), cuja abordagem consiste em aplicacao da
teoria de grafos para reduzir o custo computacional da montagem da matriz jacobiana, este
método permite agrupar varidveis em conjuntos independentes e submetidos a restri¢des,
reduzindo o nimero de opera¢des necessarias para a obten¢do da matriz, outro exemplo ¢ a
proposta da utilizagdo de particdes mostrada em YPMA (1986), que sugere dividir o problema
em partes menores e mais facilmente gerenciaveis. Ao decompor o sistema em subproblemas, a
técnica de particdes facilita a andlise individual de cada parte e, em seguida, a combinacao dos
resultados para obter a matriz jacobiana completa. Nesse sentido, o presente trabalho foi
inspirado na metodologia proposta por YPMA (1986).

Tendo em vista a necessidade de estratégias capazes de determinar de maneira mais
eficientes a matriz jacobiana o presente trabalho modela numericamente a distribui¢do dos
campos de pressao em meios porosos, utilizando um método de volumes finitos nao linear, na
qual a resolucao da nao linearidade do sistema de equagdes pode ser obtida através do método
iterativo de Broyden, com uma estratégia de particionamento para a obtencdo da matriz
jacobiana. A valida¢do do método numérico serd através da resolucdo de diversos problemas
envolvendo malhas estruturadas e ndo estruturada, mais precisamente, analisaremos a acuracia,

robustez e eficiéncia computacional dos métodos propostos.

2 METODOLOGIA

O trabalho aborda a simulagdo em meios porosos para reservatorio de petrdleo
considerando um escoamento monofasico, e a formulacdo de volumes finitos ¢ utilizada para
discretizar a dindmica de escoamento baseada nos procedimentos de difusdo, que sdo utilizam

como base as equacdes de pressdo. A constru¢do do fluxo numérico em cada superficie de



controle ¢ construida, e logo em seguida ¢ obtida uma combinagao para fluxos em uma diregao.

O processo de interporlagao utilizado € o Linearity Preserving Explicit Weight (LPEW?2).

2.1 Modelo Matematico

A formulagdo da equagdao governante para o escoamento de fluidos monofésicos em
meios porosos homogéneos e anisotropicos ¢ descrita a seguir. A descricdo matematica do
problema pode ser através de uma equagao de difusdo, para o caso do escoamento em meios

porosos abordado, esta equagdo de difusao ¢ também conhecida como equacgao de pressao.

V-F = Q&) com F = —AX)Vp em ¥ = (x,y) € 2 c R? (1)

Onde os parametros da Eq (1) sdo:

Q — Um subconjunto aberto e limitado de R?, com 9 sendo seu limite.
p — Denota o campo de pressao.
F — Representa o fluxo de Darcy.

Q(X) — Termo fonte (ou semidouro).

O tensor de difusao (ou de permeabilidade) ¢ um parametro nao-linear que caracteriza as
propriedades fisicas do reservatorio, ¢ definido geralmente na coordenada cartesiana seguinte

forma:

AR = (kxx kxy)
) = kye Ky, )

A(%) ¢ uma matriz positiva e simétrica, definida de forma que pode ser descontinua
ponto a ponto em todo o dominio £1. O problema descrito na equagado (1) e pode ser resolvido
quando as condi¢des de contorno apropriadas sao utilizadas. As condi¢des de contorno usuais sao

conhecidas como condi¢des de Dirichlet e Neumann:

{ p = gp, em I}
= gy, em Iy

3)

T
S
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Para qual d0Q =Tp U I'n, onde I'p e I'nv sdo os contornos de Dirichlet ¢ Neumann,
respectivamente. A fun¢do escalar gp (variavel escalar prescrita) ¢ definidaem I'p e gn (fluxos

prescritos) € definido em I'v. Por fim, 7 € 0 vetor normal unitario.

2.2 Discretizacdo da equacgio de pressiao
A seguir, ¢ mostrado as notagodes utilizadas ao longo do trabalho, para representacao
das variaveis que podem ser observadas na figura 1:

* M ={K} éum conjunto de células poligonais € ndo sobrepostas, de tal forma que Q
= Ukemk . A medida da célula genérica K é denotada por |K|. O volume de K € M é

representado por V.

« & ={o} ¢ um conjunto de superficies de controle (SC) disjuntas de (). A medida da
superficie de controle genérica o € representada por |o]. Sejam Eme=E N Qe Eext =
E N 0Q as representacdes dos conjuntos de SC bordas interiores e externas,
respectivamente. Admite-se que para todo K € M, ha um subconjunto €k de £ de
forma que 0K = Uoeer 0. Para o € Ek, nks denota o vetor unitario normal a ¢ que

aponta para fora de K.

* xk € K € o centro da célula K, e também representa o vetor posicao do centro celular.
Para o € £k, denota-se por dk,s a distincia ortogonal entre xk e 0. Seja do = dk,0c +
dic se 0 =EkN ELe do=dko se 0 = EkN Eext. A aproximagao da solucdo p no

centro da célula xk € expressa como pj, ¢ Ak representa A(xk).
* V€ o conjunto de vértices e Vext denota o conjunto de vértices no contorno 9{).

* =~ ¢ utilizado para indicar que a aproximacdo relevante satisfaz o critério de
preservagao da linearidade, ou seja, quando a solugdo p € linear por partes e o tensor

de difusdo € constante em relacao a malha, tem-se uma aproximagao precisa.
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Figura 1 — Caracterizagdo dos pardmetros fisico-geométricos

Ki(a)

v X .
Nine L@

Fonte: Adaptado de Contreras ef al. (2021).

Integrando a Eq. (1) em todo o dominio de interesse e apds algumas manipulacdes
algébricas aliado a utilizagdo do teorema da divergéncia, considerando uma aproximagao para
cada volume de controle em que K € M ¢ uma malha poligonal, a equacdo de balanco de fluxo

pode ser representada como:

Yoe 3% F; Ny = VKQK 4)
Tal que:

o B 1l = ZoeeeFss Nooe fQdV =V Ok (5)
F.~ — Densidade média do fluxo.

Q — Termo fonte ou semidouro.

O fluxo numérico ¢ aproximado a partir de volumes finitos nao-linear (5), o fluxo

unilateral através de o em relacdao ao volume de controle genérico K ¢ expresso como:

faﬁ-ﬁa ds = — [ AgVp -7z ds =— [ VpA -1, ds, Vo € g (6)
E — Transposta do tensor de permeabilidade.
g

O termo Vp ¢ aproximado a partir da regido triangular auxiliar ilustrada na Fig. 1.

Considerando o tridngulo 4 xxxk ;) Xk, j(s) Para uma decomposicao da co-normal AR7, que é
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escrita como uma combinagdo linear dos segmentos XgXk i) € XkXk,j) - lem-se:
T = _ _— _—
Ag Mg = Ak i) Xk Xk (o) T Ak, j(0) Xk XK, ) (o) (7)
Ainda podemos definir os parametros axk,is) € Qk,j(s) COMO:

B |AT |Rysin(6},)

Airo) =

— , =KL r=104;0 # ] ()
|xlxl,r((,)|sin(6i1’(I +67,)

Onde ak,i(c) € QK,j(o) parametros positivos pois sdo sujeitos as restrigdes Ak, i) > 0,

ko) > 0 € ak,i(o) + Ak jo) > 0 que devem ser aplicadas sob as condi¢des 0 <6k ,i(0), Ok
Jj(0o) <m e k= 0k (o) + Ok j(0).

2.3 Construcao do fluxo numérico

Aplicando a Eq. (7) na Eq. (6), e obtém-se a seguinte expressao:

fF Mgds = — j(ak,i(G)Vp *XkXR (o) T Ak,j(o)Vp * xKxKJ(G)) ds (9)

(o) 9

O fluxo unilateral se relaciona as superficies de controle o dos volumes de controle K e

L utiliza-se um esquema de diferencas finitas local que permite aproximar as derivadas parciais

de Vp ao longo das diregdes XxXg ,(6) € XXk, (o) Que pode ser expressada da seguinte

forma:
FEX.N, = |0|(l/JK,o Pk — ZY k(o) PK,Y(0) (10)
=l‘]
F§.Ng = |o|(¥rop, — ZY - @LY(0) PLY(0) (11)
:l,J

Onde Yk,oc = ak,i(o) + ak,j(o) e Pk > 0. De forma andloga, P10 = aLi() + ALj() € YPLo

> 0. Agora, para constru¢do de um fluxo Unico atuante sob o, construindo um método a partir

da seguinte combinag¢do ndo linear:
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Ey-Ng= OxoFK-Nog= — 0,6 FF - Ny (12)

Para qual Yk, € L0 sdo dois coeficientes ndo nulos que dependem inteiramente da
variavel de pressao e o sinal negativo indica o sentido de direcao do fluxo. Substituindo a Eq.
(10) e Eq. (11) na Eq. (12) e apo6s algumas manipulagdes, obtém-se um unico fluxo na superficie

de controle o:

F5.Ns = |0|( k6 WkoPk — 16 ¢L,0PL) + lo|l(I6 z i ALY(0) PLY(0)
=i,j

(13)
- 791{,0 Z ) .aK,Y(O') pK,Y(c))
Y=i,j

Com o objetivo de obter um método mono6tono de volumes finitos nao-linear utilizando
uma aproximagao de fluxo de dois pontos (NL-TPFA), os coeficientes 9k € 91,0, ndo-lineares,

sao escolhidos de forma a satisfazer os seguintes requisitos:

19L,0 are — 19](,0 ag,c = 0
U6 —Vko = (14)
9.6 = 0,00 =0

Para a simulagdo de reservatérios de petroleo, campos de pressao negativo sao uma
possibilidade, e devem ser evitados. Queiroz ef al.(2014) demonstra a existéncia possivel de
campos de pressoes oscilantes em interpoladores de segunda ordem. Por conseguinte, em casos
de campos de pressdo negativo, o célculo de velocidade de Darcy pode apresentar valores
incoerentes. Portanto, ¢ necessario garantir que os coeficientes positivos, mesmo quando os

pesos de interpolagdo sdo negativos:

ag s t+e |aK(,| +e
Y , = . A 7 = 0; 9, , = : ,0r 4
Lo T ko taL, +2e KOTLO YT ag o | Hlago| +2¢ 7T (15)
<0
Oo=1—0p0 (16)
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A utilizagdo do fator e = 1016 objetiva evitar divisdes por valores nulos. Quando
akcaLs < 0, os valores de U106 € Uk,c explicitos nas Eq. (15) e (16) ndo satisfazem o primeiro
critério proposto na Eq. (15). Sendo assim, baseado em Wu e Gao (2014), introduzimos o

seguinte termo na borda g € €k N €L C €int:

ﬁc = 19L,O'aL,O' - 19K,GO{K,G (17)

Considerando fs+ = Balytbe ¢ B~ = 1Pal;=Fe, a Eq. (13) pode ser reescrita como:
Fo-No = 10|,0¥k.oPx — Dro¥roPr + (B — B)) (18)

Utilizando de manipulacdes algébricas, € possivel obter:

I pie Bse
Fo.No = Wi o(@)pr — WP, + lo] (pKG+ - pL: . (19)
Onde
pte Bse
WK,c(p) = |G| (ﬁK,GlpK,O’ + pKG+ K WL,c(p) = |G| <19L,0'¢L,0' + pL:' e) (20)

Como e ¢ um niimero muito pequeno, o tltimo termo na Eq. (19) ¢ insignificante. Dessa

forma, podemos reescrever essa equacao na seguinte forma compacta:

ﬁo- ﬁo = WK,O'(p)pk - WL,O'(p)pL (21)

Finalmente, como os pardmetros 9x,s, U0, Yk,0, YLo, fot, Bo~ tratados sdo positivos, por

consequéncia wk,«(p) € wis(p) também sdo positivos. Assim, para a borda o, o fluxo dado pela

Eq. (21) € tnico, e satisfaz a condi¢@o de conservagao local ﬁc. IVG + ﬁ_o. IV_G =0
2.4 Tratamento das condi¢des de contorno
A partir das condi¢des na Eq. (3) e das Eq. (10) e (11), a express@o para o fluxo das
bordas o contidas no contorno de Dirichlet I'p C ek N gext, com pressdes prescritas, pode ser

escrita da seguinte forma:
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Fs.Ns = |o|(Wk bk — Z A,y (6)IDK y(5))

= (22)

Onde as pressdes nodais gp sdo prescritas.
Também a partir da Eq. (3), para bordas ¢ contidas no contorno de Neumann I'v Cex N
ext, com fluxos prescritos, podemos expressar:

o (23)

Onde o fluxo normal em I'v dado pelo valor médio gn,

2.5 Sistema discreto
A partir de uma aproximacao de fluxo para todas as células no dominio discreto, nos
quais os fluxos sao computados a partir do obtido na Eq. (10), podemos obter um sistema nao-

linear, que pode ser escrito em forma de matriz da seguinte maneira:

TP = B(P) (24)
77— Um subconjunto aberto e limitado de R?, com (2 sendo seu limite.
P— Denota o campo de pressao.
B — Representa o fluxo de Darcy.

A construgdo da matriz T depende da pressdo, dos parametros fisico-geométricos e dos
pesos de interpolagdo. O sistema nao-linear é resolvido utilizando os métodos de Picard e

Broyden.

2.6 Estratégia de particoes do método iterativo de Broyden

Para resolucdo da equacdo de pressao, objetivo desta pesquisa, € necessario resolver
sistemas de equag¢des ndo lineares. f: R™ — R", ao qual ¢ necessario encontrar x * € R tal
qual F(x*) = 0. Entretanto, a resolugdo destes sistemas pode consumir um alto custo

computacional. Denotamos as » fung¢des de F' como:

fi:R">R, i=1,...,n (25)

€ a matriz jacobiana de ' em x como F’(x):
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! — afi
F'(x)i; = o, (). (26)
Quando a solugao desejavel puder ser obtida através de um razoavel célculo de F'(x), €

conveniente utilizar o método de Newton-Raphson, que produz uma série de aproximagdes

{x1, x5, ..., xp}parax* apartir de uma aproximacao inicial xp ¢ a da seguinte expressao:
— ' -1
Xip1 = X — F'()7" F(xp) (27)

Se F ¢ ndo singular e continuo em x* e x, ¢ suficientemente proximo de x*, entdo o

algoritmo converge quadraticamente para x*, ou seja, existe uma constante c tal que
lIxip1 —x#l| < ¢ |lx;—x#| |2para todo i. Em geral F’(x) ndo ¢ facilmente obtida, entdo existe
uma estratégia logica para substituir F’(x) em (16), conhecida como iteragdo de Newton-

Raphson modificada ou também chamado método iterativo quase-Newton.
Xip1 = X — Bi'F(x) (28)

Tal que B;;; = U(B;) e U usa informagdes de F. Em 1965, Charles George Broyden
introduziu uma familia de updates para U, conhecidos como Quase-Newton updates. Também
introduziu o caso particular, utilizado em seu proprio método, em que se xp € muito proximo de
x* entdo a norma da matriz de By — F’(xg) € suficientemente pequena e varias condigdes

, . - . . A ., . . N Erea ||
razoaveis em F sdo satisfeitas, a convergéncia ¢ superlinear para x*, i.e., llmﬁ =0
i—o0 i—X*

Broyden et al, (1977).
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Algoritmo 1: Método iterativo de Broyden.

Entrada: {fo, P, tolerancia, Jip()}
1: While tolerancia < erro
O método de Newton ¢ definido por Prew = Poia - Jipo) ' fi, na qual J € a matriz jacobiana
" avaliada em Po);
3: E obtido um novo valor de interpolagio para pressdo. P_new;
4: f= (T(Pnew)(Pnew) - B), célculo do residuo utilizando Phew.
5: A Jacobiana Ji:; € obtida, fazendo:
o = A LEIIDT_
(GG

6: Erro = norm(f) , calculo do erro em moddulo;
norm(fy)
7. P(i) = Pnew;

end

A matriz jacobiana discreta ¢ frequentemente calculada a partir do método das
diferengas finitas, e esta abordagem pode ter um alto custo computacional, quando tratamos
dominios computacionais com malhas muito refinadas. Portanto, foi adotada uma metodologia
classica a modo de comparagdo, esta metodologia consiste em linearizar derivadas parciais
utilizando uma unido da matriz padrao.

Seja J(x,h); elemento i-j da matriz jacobiana:

J(x,h) € L(R™),J (x,h);j = hi [fi(x + hyel) — fix] (29)

Onde, comumente e', ..., e"sdo as bases canonicas de R" e h € R™ & um vetor com
componentes diferentes de zero, geralmente é a norma euclidiana definida por,/(Ax)?. O
procedimento para montar a matriz jacobiana pela estratégia de partigdes consiste em considerar
uma matriz padrao Tr = (Tl-, j) € L(R™) da matriz global A. Esta matriz padrdo ¢ particionado
em N subconjuntos mutuamente disjuntos, em que N possui a propriedade que para todot €
N existe em cada Ny pelo menos umJno qual T; ; = 1.

Seja Ny, = {j1, .- Jp} sendo um dos subconjuntos da parti¢do, o vetor de diferenga para

essa parti¢ao ¢ dada por:

d¥ = F(x+ hj;e/* + hje/? + -+ h;,e/P) — Fx para cada k (30)
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Algoritmo 2: Montagem da matriz jacobiana.

Entrada: {f, P;, P«), Jip)}

AH = ’10‘3n0rm(P(0))

dx = 10‘3norm(P(0)) * 1. v
1: Forielem=1,..7

2: Atualiza o vetor x, a depender das particdes criadas. X = x + dx;

3: Montagem da jacobiana por diferengas finitas, a partir da matriz global: d = M;,, — f;
onde f ¢ o residuo calculado anteriormente.
4: End

5: Atualiza o vetor X.

end

A construcdo das parti¢des ¢ realizada a partir de uma esparsa matriz de aproximagao
inicial, na qual ¢ realizada uma andlise de disposi¢ao de seus termos ndo nulos, e a partir da
identificacdo de suas respectivas posicoes, as colunas sdo agrupadas de maneira a nao existir
sobreposicdo destes termos. A garantia de nao sobreposicao ¢ dada pelo produto interno das
duas colunas. A partir da constru¢ao das parti¢des, para todo i € N existe em cada N, pelo
menos um J no qual T; ; = 1. Entdo, o elemento (e")"d* do vetor d*dividido pelo passo h;; é,

exatamente, o elemento (i, j;)th da matriz Jacobiana J(x,h).

Algoritmo 3: Montagem da matriz jacobiana com parti¢des

Entrada: {f, P;, P, V, Jipy}

AH = ’10‘3n0rm(P(0)) dx = 10‘3n0rm(P(0))*I(:,V(iyz))

1: Forielem=1,..7Z

2: Verifica a condi¢do de produto interno para as partigdes V(i’ ;
3: Atualiza o vetor x, a depender das parti¢des criadas. X = x + dx;
4: Montagem da jacobiana por diferencas finitas, a partir da matriz global: d = M+ -
d = M;,, —f onde fé o residuo calculado anteriormente;
5: Forvar=1, .1
i axVv .. . ~
] = %Tz) Onde I é a matriz identidade padrao
e V ¢ a matriz de parti¢des.

end

6: Atualiza o vetor X.

end
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2.7. Modelo Numérico

A discretizagao dos fenomenos fisicos foi realizada por meio da utilizagao de algoritmos
computacionais integrados ao simulador matematico conhecido como MATLAB (MATrix
LABoratory). A escolha do MATLAB deveu-se a sua reputacdo como um simulador interativo
de alto desempenho voltado para calculos numéricos, além de sua compatibilidade com outras
ferramentas computacionais amplamente reconhecidas internacionalmente.

O MATLAB oferece funcionalidades abrangentes, que incluem analise numérica,
manipulacdo de matrizes, processamento de sinais e criagdo de graficos, tudo em um ambiente
de facil utilizacdo. Esse ambiente permite a expressdo de problemas e solugdes de forma
semelhante a notacdo matemdtica, em contraste com abordagens de programacdo mais
tradicionais.

Por meio dos algoritmos desenvolvidos, torna-se possivel investigar e testar diversas

situagoes tipicas relacionadas a gestdo de reservatorios de petroleo.

3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo, serdo apresentados os resultados numéricos obtidos pelas nossas
formulagdes simulando os campos de pressdo de meios porosos que possuem caracteristicas
geoldgicas adversas, utilizando malhas quadrilaterais e triangulares, e suas respectivas analises
em funcao do objetivo de verificar a eficiéncia dos diferentes métodos para solugdo da equagao

de pressao.
3.1 Modelo comparativo

Objetivando realizar uma andlise comparativa quanto a eficiéncia dos diferentes
modelos numéricos, adota-se o método iterativo de Broyden, em sua maneira cldssica e o
método de Broyden utilizando uma estratégia de interpolagcdo. Associado a estes, serdo
observados também a iteragao de Picard, juntamente com o método de iterativo de Picard com
aceleracdo de Anderson, proposta em 1965.

3.2 Experimentos numéricos

Para o calculo das taxas de convergéncia adotamos as seguintes normas discretas L2:
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1
G — (ZEEM(P@Z) - 1)’ VZ>§ (31)
P Yiem Vi

Onde p(X;) representa a solugdo analitica obtida nos baricentros ¥; do volume de controle L e

p; € a pressdo numerica obtido pelo método proposto. Enquanto que para o fluxo, adotamos:

1

- > - - 2
z ((Fn(xlj) - Fu) : nl]) AI]
Ijee
ZUEE Ay

G, = (2)

Sendo, o fluxo analitico no ponto médio X;; definido por F, (% ) =—KVp(%;) ey
uma area representativa como a soma das areas dos volumes de controle que compartilham IJ.

As taxas de convergéncia numérica R, (y = p, F) sdo obtidas pela seguinte expressao:

_ log(ey(hp)/2, (h1))
V' log(ha/hy)

(33)

Onde h; e h; representam o tamanho de duas malhas sucessivas e g,(h;) € &, (h;) as
respectivas normas L2 correspondentes dos erros. Os valores maximo e minimo do campo de
pressdo sdo calculados usando as seguintes relagdes Ppqx = Max{pz} € Pmin = min{p;} VL €
M, respectivamente.

3.3 Teste de convergéncia: escoamento monofisico num meio poroso altamente

heterogéneo e anisotropico

Este problema foi adaptado de (CONTRERAS ef al., 2019) e consiste em um dominio
quadrado de dimensdes Q = [0,1]® com um tensor de permeabilidade que varia em fun¢io da

posicao, definido por:
K(X) = Rediag(1 + 2x* + y3, 1+ x* + 2y*)R_y, O =51/12 (34)

A solugdo analitica para esse problema ¢ expressa por:

p(¥) = sin(mx) sin(my). (35)
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As condig¢des de contorno de Dirichlet sdo obtidas diretamente da solugdo analitica. Para
avaliar as taxas de convergéncia, foi considerado um conjunto de malhas triangulares e
quadrilaterais. Ja para avaliar as estratégias adotadas, foi realizado um teste comparativo entre
os diferentes métodos de resolucdo de sistemas nao-lineares, comparando-se os nimeros de
iteracdes, o tempo computacional, o erro associado e os valores de pressdo. O método iterativo
de Broyden com a montagem do jacobiano classico e a estratégia com parti¢des, estes ultimos
foram implementados e fizeram parte do nosso projeto de pesquisa, considerando que o calculo
da matriz jacobiana classica ¢ feito pelo método diferencia finita de primeira ordem.

Figura 2 — (a) Malha quadrilateral e (b) campo de pressao.

Mesh
Ver: mesh

Ps=udocalo
Ver: Pressus
0.9986

- 0.7493
0.5000

— 0.2507

._ 0.001414

Mo 0.9986
Mn: 0001414

A seguir, ¢ mostrado um grafico de desempenho da estratégia com parti¢ao, quando
comparado a obtencdo da matriz jacobiana de forma classica, o grafico foi realizado para
uma sequéncia de malhas mostradas na figura 2 e 3. Na figura 4 e 5, observamos que o
tempo computacional obtido pela nossa formulagdo proposta ¢ menor que obtido pela
formulacdo classica (matriz jacobiano com montagem cléssica) evidenciando o potencial em

aplicagdes da engenharia.
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Figura 4. Eficiéncia computacional para malha quadrilateral.

Erro x Tempo - Malha Quadrilateral

1
l ~e=Broyden clssico
[’ x—Broyden com partigdes

Log(Error)

X 500,00 1.000,00 1.500,00 200

Elapsed time (s)

Fonte: O autor (2023).

Figura 5. Eficiéncia computacional para malha triangular.

Erro x Tempo - Malha Triangular

150000
l =e==Broyden classico
k #—Broyden com parti¢des

Log(Error)

Elapsed time (s)

Fonte: O autor (2023).

Assim como nas figuras 4 a 5, nas tabelas 1 e 2, observamos que o método iterativo de
Broyden com matriz jacobiano cldssico teve um custo computacional maior, comaparado a
estratégia adotada ainda embora o nimero de iteragdes tenha se mantido o mesmo. Neste
sentido, podemos afirmar que nosso objetivo foi alcancado. Entretanto, comparando os
resultados com o método de Picard, e Picard+Anderson observamos que o custo computacional
ainda ¢ alto, em futuros trabalhos pretendemos investigar essa desvantagem frente aos métodos

iterativos de primeira ordem.
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Tabela 1: Taxas de convergéncia, nimero de iteragdes e tempo

computacional sobre malha quadrilateral.

Malha mxn 10x10 20x20 40x40 80x80
H 0,10 0,05 0,03 0,01
Erro Ep 0,010 0,0026 0,00065 0,00016
Ev 0,125 0,0454 0,0165 0,0059
Taxa de conv. Pressao - 1,94 2,01 2,03
Taxa de conv.
: 1,46 1,46 1,48
Velocidade
Broyden com matriz
Iteragoes 15 19 22 24
jacobiano classico
Tempo
0,48 7,68 85,37 2.000,17
(s)
Broyden com matriz
jacobiano baseada em Iteragdes 15 19 22 24
particoes
Tempo
0,21 0,84 8,13 210,82
(s)
Iteracio de Picard Iteragoes 18 27 35 40
Tempo
0,40 0,80 5,30 33,62
(s)
Picard com aceleracio
Iteragoes 14 19 22 24
And.
Tempo
0,30 0,67 3,94 15,47
(s)
Fonte: O autor (2023).
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Tabela 2: Taxas de convergéncia, nimero de iteragdes e tempo computacional

sobre malha triangular.

Malha mxn 10x10 20x20 40x40 80x80
H 0,10 0,05 0,03 0,01
Erro Ep 0,0137 0,0039 0,0011 0,00032
Ev 0,1125 0,0400 0,0140 0,0049
Taxa de conv. Pressao - 1,81 1,83 1,78
Taxa de conv. Velocidade - 1,49 1,51 1,51
Broyden com matriz
Iteragdes 14 18 19 21
jacobiano classico
Tempo
0,96 19,70 358,07 8.317,17
(s)
Broyden com matriz
jacobiano baseada em Iteracdes 14 18 19 21
particoes
Tempo
0,24 1,17 25,33 1.699,39
(s)
Iteragio de Picard Iteragoes 19 24 27 28
Tempo
0,42 0,95 5,19 35,70
(s)
Iteracio Picard com
Iteracdes 14 18 19 21
aceleraciao And.
Tempo
© 0,37 0,63 10,43 25,03
S

Fonte: O autor (2023).

3.4 Teste de monoticidade: escoamento monofasico em meios porosos altamente

heterogéneo e anisotropico

O teste de monoticidade tem por objetivo avaliar se o0 método utilizado ¢é positivo, a
pressao ¢ considerada zero nas bordas p = 0. Adaptado dos testes realizados por Gao ¢ Wu
(2013), o termo fonte ¢ dado por:
81 | . ( 7 11)2
2= \18'18
0.7 ¢ ( 7 11)2

¥ \18'18

QM) = (36)
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E o tensor de permeabilidade:

A(X) = Ry (k1 O)R_g

0k (37)

Os casos que serdo investigados estao nos subdominios que serao ilustrados na Figura 6.

Figura 6 — Subdominios, em caso I — Principais dire¢des do tensor de permeabilidade com

autovalores fixos. Caso II — Padrio chessboard.

s e 0 =—=/6 0 = /6
k1= 1000 k‘.il{m” , e g

B L'-_: =] l\'-_) =1

k1 k
1 g
k. 2 k2 K
k2 X \/‘.2
0 =m/6 0= —n/6 S —
k1= 1000 k1= 1000 " b s
ko =1 ks =1 1 1000 1
Ky =1 By =1
s -5 k °1 k1
k'k/ \; { \/ ka

Fonte: Contreras et al. (2021).
O caso I possui: k1= 1000 e k,= 1 com o angulo 8 modificado a cada subdominio. Para
o caso II, ha a distribuicao chessboard para k; e k,, conforme ilustrado na Figura 6.b. As
malhas utilizadas foram de tamanho 72x72 vértices aleatoriamente distribuidos, que sao
construidas a partir de malhas uniformes estruturadas triangulares e quadrangulares com uma

distorcao aleatdria das coordenadas (x, y) na forma:
x=x+0,3¢xh; y=y + 0,3¢yh; {x, Ey € [—1,1] (38)

Com h sendo o espagamento entre os vértices.
Figura 7 — (a) Malha triangular aleatoriamente distorcida, (b) Campo de pressdao Caso I, (¢)

Campo de pressdo Caso II.

(a) (b) (c)

0.0009942—.

0.0007456—

0.009319.

0.006989—

0.004659~H

0.002330—

0.000497 I-

0.0002485—

7.148e-13.

1.785e-11

Fonte: O autor (2023).
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Tabela 4: Teste de monoticidade.

Malha 72x72 Triangular Quadrilateral
CVs 10.368 5.184
Prmax 0,0011 9,94x10*
Broyden com matriz Puin -7,01x10!! -3,23x10"!
jacobiano classico Interagdes 85 71
Tempo (s) 6.614,16 1.750,99
Prax 0,0011 9,94x10*
Broyden com matriz
jacobiano baseada em Punin -6,25x107!"! -4.56x10°12
particoes Interagdes 86 71
Tempo (s) 2.746,71 334,82

Fonte: O autor (2023).

Figura 8 — Resultado comparativo da matriz jacobiana obtida para o teste de monoticidade.

Teste de Monoticidade
7.000 6.614,16 .
Jacobiana com
6.000 Iteracao
— 5.000
0
g 499 2.746,71
o
§ 0% — 1.750,99
= 2.000 s
1.000 334,82 .
0
Malha 72 Malha 72
Malhas utilizadas

Fonte: O autor (2023).
E possivel observar que a condigdo de monoticidade foi obedecida, ¢ a eficiéncia
computacional da matriz jacobiana com parti¢des torna-se evidente, mesmo em situagdes que o

numero de iteragdes foi superior, o tempo computacional foi consideravelmente reduzido.

3.5 Teste de principio de maximo discreto: escoamento monofasico em meios porosos

altamente heterogéneas e anisotropicas

O Principio do Maximo Discreto (DMP) estabelece que, se uma solugao numérica de uma
EDP atende a certas condicdes de estabilidade e precisdo, ela ndo pode violar os limites fisicos
ou condi¢des iniciais € de contorno impostas pelo problema, em outras palavras, a solucao
numérica ndo pode crescer infinitamente ou receber valores negativos. O teste DMP ¢ crucial

para garantir que solugdes numéricas sejam confidveis e que esta solucao represente de maneira
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confiavel o fenomeno fisico modelado. Estre problema foi adaptado de Queiroz et al.(2014), o
teste realizado para verificagdo do DMP levou em consideragdo um dominio computacional
quadrado unitario com um furo no interior, definido como Q = [0,1]%/[4/9,5/9]% cujo limite é
a unido disjunta de [) e ;. Também ¢ determinado g, =0 emIegp, =2 emI[, e o termo
fonte Q(X) = 0. Cujos pardmetros sio 6 =§ ,comx; =x + 103 ey, =y + 1073 .
Foram realizados testes em trés niveis de refinamento diferentes, e nestes foram avaliados a

eficiéncia e robustez do algoritmo de Broyden.

Figura 4 — (a) Malha triangular ndo estruturada e (b) Campo de pressao.

2175 —
1.631
1.087 &

0.5437 -

Fonte: O autor (2023).

Tabela 3: Avaliacdo da eficiéncia das parti¢des no teste DMP

Malha m X n 18x18 36x36 72x72
CVs 734 2.730 12.008
Prax 2,39 2,44 2,17
Broyden com matriz Prin -5,10x10"° -6.23x107't -7.89x107%3
jacobiano cléassico Interacdes 331 122 137
Tempo (s) 33,07 338,78 15.157,10
Prax 2,39 2,44 2,17
Broyden com matriz Prin ~5,17x10"2 -2.26x1071* -1,22x1074
jacobiano baseada em N
particdes Interacdes 149 173 142
Tempo (s) 8,26 154,23 9.183,63

Fonte: O autor (2023).

No teste de DMP, ¢ possivel observar que a resolugdo através do método LPEW2 nao
garante a positividade da solugdo numérica, isto desvantagem ¢ inerente dos métodos Newton ou
Quase-Newton, porém existem estratégias para positivisar os resultados. Na tabela 3, observa-se
que o método possui valores acima de 2, isso também ¢ inerente do nosso método ja que ele
garante a monotonicidade mas ndo garante respeita o extremo superior. Por outro lado, a
eficiéncia da estratégia utilizada demonstra um ganho computacional consideravel para o calculo

da equacdo de pressao.
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Figura 5 — Resultado comparativo (tempo) da matriz jacobiana obtida.

Tempo computacional do método
iterativo Broyden 15.157,10
15.000
M Jacobiana Com
. bartios
< 10.000 articao 9.183,63
8
S
& 5.000
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0
Malha 18 Malha 36 Malha 72
Malhas utilizadas
Fonte: O autor (2023).
4 CONSIDERACOES FINAIS

Neste Trabalho de Conclusao de Curso, exploramos uma estratégia de parti¢do destinada
a acelerar o tempo computacional envolvido no calculo da matriz Jacobiana no método iterativo
de Broyden que foi utilizado para resolver o sistema de equagdes ndo-lineares para o calculo da
pressdo em reservatorios. A matriz jacobiana tem um papel fundamental na resolucdo deste
modelo matematico, em casos em que a malha ¢ muito refinada (possui um grande numero de
volumes de controle), sua obtengdo pode apresentar um alto custo computacional. Nos testes
realizados, as caracteristicas fisicas do reservatério possuiam uma alta razdo de anisotropia e
heterogeneidade. Os resultados alcangados ao longo deste estudo demonstram de forma clara a
eficiéncia da estratégia de particdo adotada, proporcionando uma melhoria significativa no tempo

de processamento da simulagao.
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