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RESUMO

Nesta tese abordamos conceitos de estabilidade de horizonte variavel, os quais, apesar de serem
mais flexiveis em relacdo aos conceitos de horizontes fixos, ainda ndao s3o muito explorados
na literatura sobre o Modelo de Grafos para Resolucdo de Conflitos (GMCR). Nosso objetivo
é aumentar o entendimento sobre tais conceitos proporcionando alguns avancos e correcoes
na literatura. Assim, dentre os avancos apresentados, temos um teorema que estabelece a
equivaléncia entre os conceitos das estabilidades Maximin;, e Metarracionalidade generalizada
MRy, para conflitos bilaterais, a qual foi justificada pela construcdo de uma politica Ma-
ximin, baseada na construcdo de uma arvore Maximin. O segundo avanco foram resultados
que estabelecem a relac3o entre as estabilidades Maximin;, e Metarracionalidade Generalizada
Alternativa, para conflitos multilaterais, que diferente do caso de conflitos com dois decisores,
ndo sdo equivalentes. O terceiro avanco foi propor duas generalizacGes alternativas para a
estabilidade Movimento Limitado, na qual consideramos os oponentes do decisor focal como
uma coalizdo, sendo que em uma delas a coalizao de oponentes tem um comportamento co-
operativo e na outra mais individualista. Além disso, estudamos as relacoes destes conceitos
com os conceitos classicos de estabilidade do GMCR. No que se refere as correcGes sugeridas,
a primeira delas foi o fato de o estado antecipado de acordo com a estabilidade L; nao ser
nico, gerando uma ambiguidade, para a qual, também, sugerimos uma desambiguacdo. A
segunda, foi apontar que o corolario apresentado na literatura sobre o GMCR, sobre equilibrio
em politicas e Metarracionalidade Generalizada esta incorreto, o que mostramos por meio de
um exemplo. A terceira correcdo proposta, refere-se a justificativa para o fato de a estabi-
lidade Movimento Limitado implicar a estabilidade Metarracional Generalizada, para o caso
de conflitos bilaterais. Apesar desta implicacdo ser verdadeira, a justificativa ndo considera
que em um conflito, um estado s pode ser L, estavel para o decisor focal, mas seu oponente
pode, ao buscar maximizar seu payoff, acessar estados diferentes a partir de um mesmo estado,
quando este aparecer mais uma vez na arvore que representa seus possiveis movimentos. Daf,
apresentamos uma justificativa correta para a implicacdo. Por fim, a quarta correcao sugerida
foi o fato de o estado antecipado de acordo com a estabilidade Maximin;, n3o ser Unico, o que
assim como no caso anterior da estabilidade Lj, também gera uma ambiguidade, e mais uma

vez, sugerimos uma desambiguacao.

Palavras-chave: estabilidade; arvore; politica; relacGes entre conceitos; horizonte variavel.



ABSTRACT

In this thesis, we address concepts of variable horizon stability, which, despite being more
flexible compared to fixed horizon concepts, are still not extensively explored in the literature
on the Graph Model for Conflict Resolution (GMCR). Our objective is to increase the under-
standing of these concepts by providing some advances and corrections in the literature. Thus,
among the advances presented, we have a theorem that establishes the equivalence between
the concepts of Maximin,, stability and Generalized metarationalitie M R;,, for bilateral con-
flicts, which was justified by the construction of a Maximin policy, based on building a Maximin
tree. The second breakthrough were results that establish the relationship between Maximiny,
stability and Alternative Generalized Metarationality, for multilateral conflicts, which, unlike
the case of conflicts with two decision makers, are not equivalent. The third advance was to
propose two generalizations of Limited Move stability, in which we consider the opponents of
the focal decision maker as a coalition, where in one of them the coalition has a more cooper-
ative behavior, while in the other it has a more individualistic bahavior. In addition, we study
the relationships of this concept with the classic stability concepts of the GMCR. With regard
to the suggested corrections, the first one was the fact that the anticipated state according
to Ly stability is not unique, for which we also suggest a disambiguation. The second was to
point out that the corollary presented in the literature on the GMCR, about equilibrium in
policies and Generalized Metarationality, is incorrect, which we show through an example. The
third proposed correction refers to the justification for the fact that Limited Move stability
implies Generalized Metarational stability, in the case of bilateral conflicts. Even though the
implication is true, the justification does not consider that in a conflict, a state s may be
Ly, stable for the focal decision maker, but his opponent may, when seeking to maximize his
payoff, access different states from the same state, when this state appears once again in
the tree that represents his possible moves. Hence, we present a correct justification for this
implication. Finally, the fourth suggested correction was the fact that the anticipated state
according to the Maximin,, stability is not unique, which, as in the L, case, also generates an

ambiguity, and once again, we suggest a disambiguation.

Keywords: stability; tree; policy; relationships between concepts; variable horizon.
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1 INTRODUCAO

No dia a dia as pessoas estdo, constantemente, se colocando em situacdes nas quais é
necessario uma tomada de decisdo, e é natural que determinados sujeitos desejem dispor de
possibilidades para analisar situacdes envolvendo interacdes estratégicas como, por exemplo,
uma negociacao em uma pagina eletronica de vendas ou na construcdo do plano de acdes
de um politico em campanha eleitoral. A Teoria dos Jogos é um dos ramos da matematica
que possui objetivo de estudar um conjunto de ferramentas que nos ajuda a compreender
o fendmeno observado quando tomadores de decis3o interagem estrategicamente (SANTOS,
2014). Ainda nesse sentido, (VIEIRA, 2017)) explica que a teoria dos jogos é uma importante
teoria matematica, a qual tem objetivo de analisar interacoes estratégicas.

Dentre os diversos modelos da Teoria dos Jogos esta o Modelo de Grafos para Resolucdo de
Conflitos (GMCR) (KILGOUR; HIPEL; FANG, [1987)), o qual se apresenta como uma importante
ferramenta matematica na modelagem e andlise de situacdes de conflitos estratégicos. Este
modelo é capaz de ser utilizado para, dentre outros aspectos, descrever um conjunto de estados
possiveis para o conflito, os quais surgem por conta das acdes que podem ser tomadas pelos
sujeitos envolvidos no conflito.

Tais sujeitos, denominados de tomadores de decisGes e denotados por DMs, podem mudar
um estado do conflito para outro, que seja acessivel a ele, levando em conta as suas opcoes e
suas preferéncias entre os estados do conflito, sendo os estados mutuamente conhecidos pelos
DMs envolvidos no conflito.

No GMCR, uma das etapas mais importantes é a etapa de anélise de estabilidade. Existem
varios conceitos de estabilidade nesse modelo, sendo que alguns possuem horizonte fixo, como
a estabildade de Nash (NASH, |1950)), a estabilidade Metarracional Geral (GMR) (HOWARD,
2003), a estabilidade Metarracional Simétrica (SMR) (HOWARD, [2003)), a estabilidade Sequen-
cial (SEQ) (FRASER; HIPEL} 1979), a estabilidade Sequencial Simétrica (SSEQ) (REGO; VIEIRA,
2017) e outros, que possuem horizonte varidvel, como a estabilidade Movimento Limitado
(Lp) (KILGOUR, |1985)), a estabilidade Metarracional Generalizada (M R},) (ZENG et al., [2006)),
a estabilidade Maximin;, (REGO; VIEIRA, 2020c), em que a intuicdo de horizonte variavel é a
de que conflitos podem ser analisados uma quantidade A de passos a frente, em que existe

uma liberdade para a escolha do valor de h nao presente nos conceitos de horizonte fixo.
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1.1 MOTIVACAO

Dentre os principais conceitos de estabilidade com horizonte variavel estdo a estabilidade
Movimento limitado, Metarracionalidade Generalizada e Maximiny,. Intuitivamente, um estado
é estavel de acordo com o conceito da estabilidade Movimento Limitado se esse estado é
aquele que ele prevé como dando o maior ganho para ele, considerando um horizonte h e
acreditando que todos os DMs se movem de acordo com o que é melhor para eles para cada
horizonte A’ menor que h, dado que as preferéncias de todos é de conhecimento comum.

De acordo com o conceito da estabilidade Metarracional Generalizada, os decisores devem
utilizar uma politica, a qual pode ser entendida como um plano de ac3o, ou uma estratégia que
visa orientar o comportamento dos decisores envolvidos, assim impedindo o agente de fazer
acOes distintas sempre que a situacdo de conflito estiver em um determinado estado, sem
levar em conta o horizonte restante de analise do conflito. A partir da nocdo de politica temos
a ideia de arvore Metarracional que é uma representacao grafica das possiveis sequéncias de
movimentos realizadas pelos decisores envolvidos no conflito, com o oponente do decisor focal
se movendo de acordo com uma politica predefinida.

Ja de acordo com a nocao da estabilidade Maximin,, o decisor focal, que é o decisor que esta
analisando o conflito, ao avaliar o conflito com o horizonte h acredita, de forma conservadora,
que seus oponentes agirao movendo-se para o estado que da o pior ganho possivel para ele
sabendo que o decisor focal sempre busca atingir o melhor estado possivel considerando um
horizonte h’ menor que h, uma vez que n3o sabe nada sobre as preferéncias de seus oponentes.

Em geral, os conceitos de estabilidade com horizonte variavel possuem relacdo com os
conceitos classicos, os quais possuem horizonte fixo. Entao julgamos que a compreensao sobre
as possiveis relacdes entre os conceitos de estabilidade que tem horizonte varidvel se destaca
como bastante relevante para a literatura do GMCR. Por exemplo, como apontam (ZENG et
al., [2000) e (REGO; VIEIRA, 2020c)), as estabilidades Metarracional Generalizada e a estabili-
dade Maximin; para confiltos, as quais serdo recordadas mais adiante, com horizontes 1,2 e
3, sdo equivalentes as estabilidades de Nash, Metarracional Geral e Metarracional Simétrica,
respectivamente. A partir dessas relacbes, uma questdo natural que surge é se a estabilidade
Maximin,, e a estabilidade Metarracional Generalizada detinham potencial de serem equivalen-
tes para quaisquer outros valores de h, salientando pontualmente a importancia deste estudo.

Uma outra lacuna percebida na literatura, diz respeito a versao para conflitos multilaterais

da estabilidade do movimento limitado. Duas generalizacdes foram propostas em (FANG; HIPEL;
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KILGOUR, 1993), chamadas de estabilidade Movimento Limitado Caso 1 e Caso 2. Porém,
percebemos que a estabilidade Movimento Limitado Caso 2 n3o coincide com a estabilidade
do movimento limitado no caso de sé haverem dois decisores. Além disso, em ambos os casos,
cada movimento de um oponente do decisor focal aumenta o horizonte em uma unidade,
diferente dos outros conceitos de estabilidade do GMCR, nos quais um movimento decisor
focal ou uma sequéncia legal de movimentos dos adversérios é que aumenta o horizonte em
uma unidade. Assim, destacamos também, a importancia da apresentacdo de um novo conceito
de estabilidade que generalize a estabilidade Movimento Limitado para conflitos com mais de

dois decisores.

1.2 OBJETIVOS

Esta tese tem como objetivo geral apresentar algumas contribuicdes propostas como avan-
cos na literatura sobre o GMCR em relacdo a conceitos de estabilidade com horizonte variavel.

Especificamente, essas contribuicdes se enquadram nos itens a seguir:

(1) Estudar propriedades das estabilidades Movimento Limitado L;, Metarracional Genera-

lizada M R;, e Maximin,, para conflitos envolvendo dois e multiplos DMs;
(2) Estabelecer relacdes entre alguns conceitos de estabilidades com horizonte variavel;

(3) Propor defini¢des alternativas a defini¢do apresentada por (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993))

para a estabilidade Movimento Limitado L; para conflitos multilaterais.

1.3 METODOS E PROCEDIMENTOS

Na elaboracao desta tese fizemos um amplo estudo sobre algumas obras propostas na lite-
ratura do GMCR. Nosso estudo concentrou-se em recordar os principais aspectos relativos ao
GMCR e, também, alguns conceitos de estabilidade. A partir de nossos estudos, identificamos
alguns problemas na literatura do GMCR, os quais nos motivaram a corrigi-los propondo, por
exemplo, uma nova justificativa para o fato de a estabilidade L; implicar a estabilidade M R},
uma vez que a justificativa apresentada em (ZENG et al., 2006) possuia erro.

Além disso, buscando construir a justificativa de que as estabilidades Maximin, e M R,

sdo equivalentes, em conflitos bilaterais, buscamos definir uma arvore Maximin para, a partir
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dela, definirmos uma politica Maximin buscando justificar que a estabilidade Maximin, implica
a estabilidade Metarracional Generalizada para conflitos envolvendo dois decisores, para assim
justificarmos a equivaléncia entre tais conceitos. E, afim de verificar tais relacGes entre estes
conceitos em conflitos com mdltiplos decisores, também, buscamos construir uma politica que
justificasse que a estabilidade Maximin, (REGO; VIEIRA, |2020c) implica na estabilidade Me-
tarracionalidade Generalizada Alternativa (REGO; VIEIRA, [2020a)) para o caso de conflitos com
horizonte par. Contudo, mostramos que n3do ocorre tal implicacdo no caso de conflitos com ho-
rizonte impar e, portanto, a equivaléncia entre esses conceitos de estabilidade n3o é verdadeira
para conflitos com multiplos decisores. Por fim, ao estudarmos as extensdes da estabilidade
Movimento Limitado para conflitos multilaterais, propostas em (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993),
notamos que uma das duas versdes apresentadas por tais autores ndo generaliza a nocao de
estabilidade Lj, sendo que nessas versdes cada movimento feito por um dos decisores perten-
centes a coalizdo de oponentes do decisor focal é contado como um horizonte. Dessa forma,
sentimos a necessidade de propor conceitos alternativos, a nocao de estabilidade Movimento

Limitado, considerando uma maneira diferente de contar o horizonte do conflito.

1.4 ORGANIZACAO DA TESE

A tese consiste em seis capitulos. Ap6s o presente capitulo introdutério, no Capitulo [2] fa-
zemos uma breve revisao de literatura sobre o GMCR, destacando suas principais componentes
e os conceitos de solucdo mais corriqueiros.

No Capitulo [3| apresentamos alguns resultados relativos as relacdes entre os conceitos
da metarracionalidade generalizada e da estabilidade Maximin;,. Em um destes resultados es-
tabelecemos uma equivaléncia entre os conceitos da estabilidade Maximin;, e a estabilidade
Metarracional Generalizada dentro GMCR, para conflitos envolvendo dois decisores. Esse re-
sultado possui bastante atratividade, pois esses conceitos sdao aparentemente distintos, devido
ao oponente do DM focal, na metarracionalidade generalizada, ter seus movimentos limitados
pelo uso de uma politica. Para atingir nosso objetivo, definimos uma arvore Maximiny,, para
construir politicas maximin a partir da escolha do oponente DM focal nesta arvore, sendo
necessario, também, a construcao de uma politica para conflitos com horizonte impar e ou-
tra para conflitos de horizonte par. Esse resultado, além de melhorar nossa compreensao em
relacdo a esses conceitos de estabilidade facilita a determinacdo de estados que satisfazem a

metarracionalidade generalizada, uma vez que os estados maximin podem ser determinados
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por meio de um processo de inducdo reversa, para mais informacdes sobre o método de inducao
reversa, consultar (MYERSON, 1991).

Ainda nesse capitulo, apresentamos, também, alguns resultados referentes as relacdes entre
os conceitos citados para conflitos multilaterais. Para tal, definimos a arvore Maximin e a po-
litica para o oponente do decisor focal, no caso de conflitos com horizontes pares. Além disso,
fornecemos um teorema que estabelece que, em conflitos cujo horizonte é par, a estabilidade
Maximin;, implica a metarracionalidade generalizada Alternativa. Adicionalmente, propomos
uma pequena modificacdo na definicao da estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa,
para ent3o apresentarmos um teorema que propde que a estabilidade Metarracional Generali-
zada Alternativa Modificada implica a estabilidade Maximin. A secdo sobre conflitos bilaterais
deste capitulo foi submetida e encontra-se em avaliacdo no periédico IEEE Transactions on
Systems, Man and Cybernetics: Systems. Além disso, um resumo deste resultado foi publicado
nos anais e apresentado na 23a. International Conference on Group Decision and Negotiation.

No Capitulo[4] apresentamos algumas imprecisdes existentes na literatura do GMCR, acerca
de conceitos de estabilidades. Mais especificamente, tais problemas foram identificados no tra-
balho de (ZENG et al., 2006]) e estdo relacionados com os conceitos de estabilidade Movimento
Limitado Ly, estabilidade Metarracional Generalizada (M R},) e equilibrio em politicas, os quais
serdo apresentados, respectivamente, nas Secdes 2.3/ e [4.3] No primeiro destes problemas, ob-
servamos que um mesmo estado pode ser antecipado pelo decisor por meio de mais de um de
seus movimentos em algum estado, considerando que os decisores se comportam de acordo
com a estabilidade do Movimento Limitado e buscam sempre maximizar seus ganhos levando
em consideracdo as futuras decisGes e o horizonte de anélise remanescente. Em seguida, por
meio de um contra-exemplo, apontamos que um resultado, fornecido em (ZENG et al., [2006)),
envolvendo o conceito de equilibrio em politicas e o conceito M R}, ndo é valido.

Ja o terceiro problema, remete a uma imprecisdo na justificativa apresentada em (ZENG et
al., 2000) para justificar que a estabilidade L, implica a estabilidade M Ry,. Apés identificarmos
esse problema, propomos uma justificativa adequada para garantir o resultado. Tal justificativa
é construida a partir da definicio de uma éarvore Lj, para construir politicas L, a partir
da escolha do oponente do DM focal nesta arvore, sendo que necessitamos construir uma
politica especifica para conflitos com horizonte impar e outra para conflitos de horizonte par.
O conteldo deste capitulo foi submetido e encontra-se em avaliacao no peridédico Discrete
Applied Mathematics.

No Capitulo [5], apresentamos uma versdo para a definicdo da dominéancia de Pareto, utili-
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zando a notacdo propria do GMCR. Ainda neste capitulo, apresentamos definicoes alternativas
para a estabilidade de movimento limitado para conflitos com mudiltiplos decisores. Apés defi-
nirmos esses novos conceitos, denominados de estabilidade Movimento Limitado Alternativa
com Coalizdo Cooperativa, denotado por L{'“, e estabilidade Movimento Limitado Alternativa
com Coaliz3o individualista, denotado por Lgl, obtivemos alguns resultados relacionando essas
estabilidades com os conceitos classicos de estabilidade do GMCR. Além disso, fornecemos re-
sultados que estabelecem a equivaléncia entre os conceitos das estabilidade L{C e Maximiny,,
e entre das estabilidades L’ e Maximiny, para conflitos nos quais os DMs pertencentes a
coalizdo de oponentes tem preferéncias iguais e completamente opostas as do decisor focal.
Por fim, no Capitulo [6] apresentamos nossas principais conclusdes e algumas orientacdes para

trabalhos futuros.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, nés recordamos os principais conceitos necessarios para a compreensao
deste trabalho. Iniciamos na secdo seguinte com a apresentacdo formal do modelo de grafos

para a resolucdo de conflitos.

2.2 MODELO DE GRAFOS PARA RESOLUCAO DE CONFLITOS

O GMCR busca capturar as principais caracteristicas de um conflito, como o conjunto finito
dos estados viaveis para o conflito, denotado por S = {s, s1, s2,..., Sk}, 0 conjunto finito de
DMs, denotado por N = {1,2,3,...,n}, para cada DM, um conjunto de pares de estados
indicando como os DMs podem alterar o estado do conflito e as relacGes de preferéncia dos
DMs, em relacdo aos estados de conflito, que podem ser expressas por uma relacdo binéria
sobre o conjunto S, denotada por »;, onde s; >; S5, indica que DM i prefere estritamente o
estado s; ao estado s,. A partir dessa relacdo de preferéncia estrita, derivam-se duas outras
relacGes em S, a preferéncia fraca, denotada por >=;, onde s; = s indica que sy ¥; s1, € a
indiferenca, denotada por ~;, onde s; ~; sy indica que s1 ¥; S € So ; S1. A relacdo binéria
de preferéncia estrita é assimétrica (MAS-COLELL; WHINSTON; GREEN, 1995) e em alguns casos,
como aponta (XU et al., [2018)), pode ser intransitiva. Aqui, como veremos mais a frente, para
a definicdo de Maximiny,, é necessario assumirmos transitividade e completude.

Essencialmente, o GMCR permite visualizar um conflito em termos de uma colecdo de
grafos direcionados, em que os vértices (ou nds) representam os estados e as arestas (ou arcos)
que conectam os estados representam o movimento dos DMs entre os estados. Formalmente,
para cada DM 4, temos um grafo direcionado D; = {S, A;}, onde A; C S x S, que determina
para cada estado s € S, os estados para os quais o DM i pode levar o conflito a partir do
estado s. Esses estados sdo chamados de alcancaveis, ou acessiveis, pelo DM ¢ em uma Unica
etapa a partir de um estado especifico. Este conjunto é convenientemente representado por
Ri(s) ={s; € S:(s,s) € A;},Vi € N. Se um estado alcancével também é preferivel para
DM 14, entdo ele pertence ao conjunto de movimentos de melhoria unilateral (Ul) para o DM

i a partir do estado s, representado por R (s) = {s,, € Ri(S) : 8 >4 5}
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2.3 ALGUNS CONCEITOS DE ESTABILIDADE PARA CONFLITOS BILATERAIS

E natural que, durante um conflito, alguns dos DMs sejam encorajados a mudar suas acSes
em virtude das acdes tomadas pelos demais DMs. A andlise de estabilidade é uma ferramenta
capaz de contribuir para a modelagem de diferentes caracteristicas comportamentais que po-
dem surgir no decorrer de um conflito. Segundo (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993), caracteriza-se
como a andlise sistematica das possiveis interacdes entre os DMs durante um conflito, como
suas acOes e as possiveis sancoes para cada movimento no conflito até sua resolucdo, tais
sancbes podem ser vista como um componente da funcdo objetivo que é maximizada ou mi-
nimizada pelas partes envolvidas no conflito. Em (HIPEL; KILGOUR; FANG, 2020), sugere-se
um paralelo entre a atuacdo de um enxadrista durante uma partida de xadrez e a de DMs
durante o desenrolar de um conflito, que estdo envolvidos em uma disputa em que é necessario
considerar o conflito em termos de ataques e contra-ataques.

Em vista disso, existem, na literatura sobre o GMCR, diversos conceitos de estabilidade,
0s quais possuem um carater estatico, ou seja, nao possuem as caracteristicas de um jogo
dindmico que analisa um caminho étimo através de uma sequéncia de estados ou de um jogo
repetido em que o jogo pode ser jogado varias vezes consecutivas entre os mesmos jogadores.
Uma informacao importante para tais conceitos diz respeito ao nimero de passos em que
se analisa o conflito, conhecido como horizonte h do conflito. Tais conceitos diferem nas
suposicoes sobre o comportamento dos DMs envolvidos e, também, sobre quantos passos a
frente o conflito estd sendo analisado. Para conflitos nos quais o horizonte h é fixo, temos,
por exemplo, o conceito de estabilidade de Nash (NASH, 1950), na qual, de forma intuitiva,
leva em consideracdo apenas a visdo do DM focal em buscar o melhor estado para si, sem
levar em conta as reacdes dos oponentes. De acordo com os conceitos da Metarracionalidade
Geral (GMR) (HOWARD, 2003) e da Estabilidade Sequencial (SEQ) (FRASER; HIPEL, 1979), o
DM focal avalia o conflito dois passos a frente, ou seja, qual pode ser a reacdo dos oponentes
caso ele decida mover o conflito para um estado, acessivel para ele, sendo que no conceito
GMR, permite-se que a resposta do oponente, ao movimento do DM focal, pode n3o ser
um movimento de melhoria unilateral e, portanto, ser nao crivel, enquanto que o conceito
SEQ considera somente movimentos de melhoria unilaterais, ou seja crediveis, por parte dos
oponentes. De acordo com o conceito da Metarracionalidade Simétrica (SMR) (HOWARD,
2003), o decisor focal avalia o conflito em até trés passos a frente, ou seja, analisa se ele

consegue escapar das sancoes que seus oponentes podem impor a partir do movimento inicial
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do DM focal. J4, de acordo com o conceito da estabilidade Sequencial Simétrica (SSEQ)
(REGO; VIEIRA, 2017)), o decisor focal avalia o conflito, também, em até trés passos a frente,
ou seja, analisa se ele consegue escapar das sancGes que seus oponentes podem impor a partir
do movimento inicial do DM focal, porém considerando apenas movimentacoes crediveis dos
oponentes do DM focal. Abaixo, recordamos, formalmente, as definicGes dos conceitos de

estabilidades com horizontes fixo mencionados acima.

Definicao 2.3.1 Nash (NASH, |1950) Um estado s € S é Nash estavel para o DM i € N se,

e somente se, R} (s) = 0.

A intuicao é que um estado s é Nash estavel para o decisor i, quando n3o existe nenhum

movimento de melhoria unilateral para este decisor a partir do estado s.

Definicdo 2.3.2 GMR (HOWARD, 2003) Um estado s € S é Metarracional Geral estavel para

o DM i € N se, e somente se, Vs, € R/ (s), existe sy € Rj(s1), tal que s =; ss.

A intuicdo é que um estado s é GMR estavel para o decisor 7, quando para todo movimento
de melhoria unilateral para ele, a partir do estado s, existe algum movimento de sancao do

decisor oponente a partir do estado acessado pelo DM .

Definicao 2.3.3 SMR (HOWARD, |2003) Um estado s € S é simetricamente metarracional
estavel para o DM i € N se, e somente se, Vs € R;f (s), existe sy € R;(s1), tal que s =; s

es iz S3, V83 S Ri<82).

A intuicdo é que caso exista algum movimento de sancao acessivel ao decisor oponente, a
partir de qualquer estado acessado por meio de um movimento de melhoria unilateral realizado
pelo decisor 7, a partir de s, o estado s é SMR estavel para o decisor i se ele ndo puder escapar

dessa sancdo para um estado melhor do que o estado s.

Definicdo 2.3.4 SEQ (FRASER; HIPEL, |1979) Um estado s € S é sequencialmente estavel

para o DM i € N se, e somente se, Vs, € R (s), existe sy € R;r(sl), tal que s =; ss.

A intuicdo é semelhante a intuicdo da estabilidade GMR, porém, considerando apenas as
sancoes criveis, isto é, sancOes que representem movimentos de melhorias unilaterais para o

oponente do decisor focal.
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Definicao 2.3.5 SSEQ (REGO; VIEIRA, 2017) Um estado s € S € simetricamente sequencial
estavel para o DM i € N se, e somente se, Vs € R (s), existe s, € R} (s1), tal que s >=; s,

€s tz S3, VSg S Ri(Sg).

A intuicdo é semelhante a intuicdo da estabilidade SMR, porém, considerando apenas as
sancoes criveis.

O Exemplo [2.3.6] abaixo que apresenta um conflito hipotético, o qual analisaremos a partir
dos conceitos de estabilidades recordados acima, afim de esclarecer a intuicao por tras de cada

um deles.

Exemplo 2.3.6 Considere um conflito hipotético com dois decisores, digamos i e j, e cinco
estados s, sy, S9, S3 € S4. Sejam as acessibilidades dos DMs i e j dadas, respectivamente, por:
Ri(s) = {s1}, Ri(s2) = {s3}, R;j(s1) = {s2} e Rj(s3) = {s4}. Considere ainda que as relaces
de preferéncias dos DMs i e j sdo dadas, respectivamente, por: s3 »; S1 =; S > Sg =i S4 €
Sg > 81758 >; 84 > S3.

Ao analisarmos este conflito a partir da nocdo da estabilidade de Nash, temos que o
estado s ndo é Nash estavel para o DM i, pois ha um movimento de melhoria unilateral, como

destacado pela seta vermelha na Figura|ll para o DM ¢ a partir do estado s.

Figura 1 — Anélise de estabilidade de NASH para o DM 4, a partir do estado s.

Fonte: O autor (2023).

Ao analisarmos este conflito a partir da nocdo da estabilidade de GMR, temos que o
estado s é GMR estavel para o DM i, pois existe um movimento de sancdo acessivel ao DM
7, apés o movimento de melhoria unilateral para o DM i a partir do estado s, como podemos
observar destacado pelas setas vermelhas na Figura |2 abaixo. Além disso, como tal san¢do é
um movimento de melhoria unilateral para o DM j, segue que o estado s, também, é SEQ
estavel para o DM i.

Ao analisarmos este conflito a partir da nocdo da estabilidade de SMR, temos que o
estado s ndo é SMR estavel para o DM i, pois o DM i pode escapar da sancdo imposta pelo

seu oponente acessando o estado s3, o qual é melhor que o estado s, de acordo com suas
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Figura 2 — Anélise de estabilidade GMR e SEQ para o DM 4, a partir do estado s.

Fonte: O autor (2023).

preferéncias, como destacado pelas setas vermelhas na Figura[3 abaixo . Ademais, como s n3o

é SMR estavel para o DM i, segue que, também, ndo sera SSEQ estavel.

Figura 3 — Anélise de estabilidade SMR e SSEQ para o DM 4, a partir do estado s.

Fonte: O autor (2023).

Por outro lado, alguns conceitos de estabilidade no GMCR possuem horizonte h variavel.
Aqui cabe destacar que apesar do nome variavel, o valor de h deve ser escolhido previamente
para que seja feita a andlise de estabilidade. O nome variavel é utilizado na literatura para
enfatizar que existem varios valores de h que podem ser escolhidos, em oposicdo aos conceitos
classicos em que cada um possui um Unico valor de horizonte. Dentre estes, tem-se a estabi-
lidade Movimento Limitado (L) (KILGOUR, [1985), a estabilidade Metarracional Generalizada
(MR}) (ZENG et al., [2006) e a estabilidade Maximin (Maximin,) (REGO; VIEIRA, 2020c). A
seguir, recordamos suas definicdes.

Com relacao a estabilidade L, os DMs envolvidos avaliam quais serdo seus movimentos,
podendo permanecer no estado atual ou levar o conflito para algum estado acessivel. Nele a
quantidade de movimentos realizados pelos DMs, suas acdes e reacdes, esta limitada por h, o
horizonte do conflito. Assim um DM pode antecipar em h passos qual serd o estado final do
conflito, considerando as possiveis mudancas que os demais DMs podem fazer para alcancar
os estados de acordo com suas preferéncias, as quais sao de conhecimento comum.

Para recordarmos essa nocdo de estabilidade, é necessario ter em mente alguns conceitos.

Primeiro, seja K;(s) = ||[{s1 : s =; s1}|| o nimero de estados piores que um determinado
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estado s para DM i. Quanto maior o valor de K;(s) mais desejavel é o estado s para DM i,
por isso este valor é algumas vezes denominado de payoff do estado. Agora, define-se o estado
que o DM 1 antecipa, a partir do estado s, quando o DM 7 se move em s e o horizonte é h,

denotado por G (i, s), da seguinte maneira:

s, se Ri(s) =1

Gn(i,s) = (s, se K;(s) > An(i, s)

Gn_1(j, My (i, s)), caso contrério,
em que M (i, s) é algum estado s7 € R;(s) que satisfaz K;(Gj_1(j, s7)) = max{K;(Gn_1(J, 1)) :
s1 € Ri(s),j #1i} e Ap(i,s) = Ki(Gp_1(j, Mp(i,s))). Por convencdo, assume-se ainda que
Go(-,s) = s.

Dessa forma, a estabilidade Movimento Limitado (L) é definida como se segue:

Definicao 2.3.7 (KILGOUR, |1985) Sejai € N, o estado s € S é L, estavel para o DM i se

e somente se Gp(i,s) = s.

Em relacdo aos conceitos de estabilidades Maximin;, e M Ry, destacamos que ambas as
definicdes ndo requerem que o DM focal tenha qualquer conhecimento sobre as preferéncias
de seus oponentes. Em relacdo a estabilidade M Ry, (ZENG et al.,, 2006|) estabelecem-na apés
definir o conceito de arvore Metarracional, que esta essencialmente relacionado ao conceito
de politica, que nada mais é do que uma estratégia utilizada por um dos DMs envolvidos no
conflito, a qual determina a maneira como ele se comportara em cada estado de conflito. Essa
estratégia, de certa forma, influencia os passos dados pelos DMs envolvidos e, consequente-
mente, o desfecho final do conflito.

Formalmente, uma politica para o DM i € N é uma funcdo P; : S — S, tal que P;(s) €
R;(s)U{s}. Ou seja, uma politica para um DM especifica a agdo que ele tomara em cada estado
(ficar nesse estado ou mover-se para outro estado alcancavel), toda vez que esse estado surgir
durante o curso do conflito (ZENG et al., 2006). Assim, uma vez que as politicas para ambos os
DMs s3o escolhidas, e o DM i é o primeiro a se mover no conflito do estado s*, entdo o conflito
evolui do estado s* de acordo com a seguinte sequéncia de movimentos e contramovimentos
(s*,1,Pi(s*), 4, P;j(Pi(s*)),...), com j # i. O comprimento de uma sequéncia é dado pelo
numero de estados da sequéncia menos um. O resultado de uma sequéncia é dado pelo seu

estado final, em que o estado final é o estado acessado pelo Gltimo decisor a se mover na
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sequéncia. A partir dai, (ZENG et al., [2006)) define uma arvore Metarracional Generalizada da

seguinte forma:

Definicdo 2.3.8 (ZENG et al, |[2006) Uma &rvore metarracional para DM i em relacdo ao
status quo e politica P; do DM j é uma arvore cujos vértices e arcos sao determinados por

inducdo da seguinte forma:
1. A raiz é o estado s, e o DM i controla qualquer movimento possivel de s.

2. Um vértice ndo terminal sy, de profundidade 2h, (h =0,1,..., com sy = s), a partir
do qual um movimento é controlado pelo DM i, é conectado por arcos em A; a vértices

de profundidade 2h + 1, que sdo estados em R;(sap,).
3. s9n também estd conectado a um vértice terminal so;, para indicar a acdo de permanecer.

4. Um vértice ndo terminal sop, 1 de profundidade 2h + 1, (h = 0,1, ...) estd conectado ao
vértice Pj(san+1) de profundidade 2h + 2, para a qual o DM j se move. Se sqp41 estiver
conectado a si mesmo, entdo a politica do oponente indica que ele deve ficar em sop 11

que é chamado de vértice terminal.

A intuicdo é a que o decisor focal é o primeiro a se mover, a partir do estado s, e ele pode
se mover para qualquer estado acessivel, ou permanecer no estado atual encerrando o conflito.
Ja o oponente se move a partir de algum acessado pelo decisor focal e seus movimentos s3o
determinados por sua politica.

A politica, P;, determina como o oponente do DM focal se move através dos estados
da arvore Metarracional do DM 4. Por outro lado, cada movimento do DM i, em qualquer
estado s* na arvore, cria um possivel galho na arvore considerando que ele pode ficar em s*
ou passar para qualquer estado acessivel a partir de s* para ele/ela. Temos que em uma arvore
Metarracional para um determinado DM n3o ha divida sobre qual DM se move, em cada
estado, pois os DMs sempre alternam os movimentos. Além disso, o conflito termina quando
algum DM permanece em um determinado estado, sendo a sequéncia chamada de terminada
e esse estado que se repete o estado final do conflito, semelhante a nocdo de um estado
absorvente em uma cadeia de Markov, uma vez que pelo fato de o conflito se encerrar n3o
pode mais sair daquele estado, porém as transicGes entre os estados nao ocorrem de forma

probabilisticas, mas sim de acordo com as acoes escolhidas pelos decisores.
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Assim, apresentadas as nocoes de politicas, sequéncia de movimentos, arvore Metarracio-
nal, podemos definir uma sequéncia em uma arvore Metarracional como uma sequéncia cujos
DMs e os estados sdo aqueles que pertencem a arvore Metarracional. Dai, podemos recordar

a definicdo de estabilidade Metarracional Generalizada, estabelecida em (ZENG et al., 2000)).

Definicdo 2.3.9 (ZENG et al, [2006) O estado s é M Ry, estdvel para o DM i, denotado por
s € SZ»MRh, se houver uma politica P;, do DM j, com P;(s) = s, de modo que para todas as
sequéncias de comprimento h e todas as sequéncias terminadas de comprimento menor que
h, na arvore metarracional do DM i, os resultados destas sequéncias ndo sio preferiveis a s

pelo DM i. Caso contrério, o estado s é chamado de M Ry, instével para o DM i.

Para definir a estabilidade Maximin,, (REGO; VIEIRA, |2020c) modificou a no¢do da estabi-
lidade movimento limitado adaptando-a ao paradigma maximin (NEUMANN; MORGENSTERN,
1944)), o qual propde que um jogador deve escolher a estratégia que maximiza o valor minimo
que ele pode obter, independentemente do que os outros jogadores facam. Assim, conside-
rando um conflito com dois DMs, o DM focal analisa o conflito com o horizonte h acreditando
que o outro DM sempre levara o conflito ao pior estado possivel para o DM focal sabendo que
o DM focal sempre se move buscando o melhor cenéario possivel, considerando um horizonte
menor que h.

Antes de relembrarmos a noc3o de estabilidade Maximiny,, seja G%(j,s) € S o estado
que o DM 7 acredita ser o estado final do conflito considerando um horizonte h, com DM j
movendo-se inicialmente a partir do estado s. Assume-se que G}(-, s) = s, e define-se G, (-, s)

indutivamente como segue:

s, se Ri(s) =10

Gi(i,s) = { s, se Ki(s) > Ai(i,s)

G _1(j, M} (i, s)), caso contrario,
em que M} (i, s) é algum estado s} € R;(s) que satisfaz K;(G},_,(j, s7) = max{K;(G}_,(j,s1)) :
s1 € Ri(s),j # i} e A} (i, s) = Ki(G),_1 (4, My (i, 5)))-

Por outro lado, Gt (j, s) € definido da seguinte forma:
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s, se Ri(s) =10

G1.(4,8) = {'s, se K;(s) < A (j, s)

Gt (i, M}(j,s)), caso contrério,
em que M.(j, s) é algum estado s} € R;(s) que satisfaz K;(G}_; (i, s7)) = min{ K;(G}_, (i, s1)) :
s1€ Ry(s),j # i} e Ay(js) = Ki(Gh_, (i, Mi(j, ).

A intuicdo é que quando é a vez do DM ¢ se movimentar, e o horizonte é h, ele antecipa
o estado que da o melhor resultado para ele entre os estados que ele antecipa quando é a vez
de DM j se movimentar e o horizonte é h — 1. Por outro lado, quando for a vez do DM j se
movimentar e o horizonte é h, o DM i antecipa o estado que da o pior resultado para ele entre
os estados que ele antecipa quando é sua vez de se mover e o horizonte é h — 1. O conceito

de estabilidade Maximin,, é definido da seguinte forma:

Definicao 2.3.10 (REGO; VIEIRA, |[2020c) Seja h qualquer ndmero inteiro positivo. O estado
s € S é Maximin estavel, com horizonte h para o DM i € N, denotado por Maximiny,, se e

somente se Gi (i, s) = s.

Ao analisarmos o conflito apresentado no Exemplo [2.3.6] a partir da nocdo da estabilidade
Ly, podemos utilizar um processo de inducdo reversa, como destacado pelas setas vermelhas
na Figuraabaixo. Percebemos que, caso o conflito atinja o estado s3, teremos G (7, s3) = S,
pois s4 >; S3. Logo, no estado sy, 0 DM i antecipa o estado G5(7, S2) = s3, pois S >; S4.
Assim no estado s; o DM ¢ antecipa o estado G3(j, s1) = S2, pois so >; s1. Dessa maneira,
no estado s o DM i antecipa o estado G4(i,s) = s, pois s >; so. Ou seja, o estado s é L,

estavel para o DM 1.

Figura 4 — Andlise de estabilidade de L4 para o DM 4, a partir do estado s.

Fonte: O autor (2023).

Ao analisarmos agora o conflito de acordo com a nocdo da estabilidade Metarracional Ge-

neralizada, entdo considerando as politicas P;(s1) = s2 € P;(s3) = s4, do DM j, temos que o
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estado s é M R, estavel para o DM i, uma vez que as sequéncias terminadas (s, i, $1, j, S2, 4, Sa)
e (s,i,51,7, 2,1, 83, J, S4), destacadas em vermelho na arvore Metarracional apresentada na

Figura [5] abaixo, nao tem resultado melhor do que s para o DM 1.

Figura 5 — Anadlise de estabilidade de M R4 para o DM 4, a partir do estado s.

020202020
O

Fonte: O autor (2023).

A anélise do conflito apresentado no Exemplo [2.3.6] de acordo com a noc&o da estabilidade
Maximin;, também segue por um processo semelhante ao método da inducao reversa, como
destacado pelas setas vermelhas na Figura [6] Percebemos que, caso o conflito atinja o estado
s3, teremos G'(j,s3) = s4, pois s3 =; s4. Logo, no estado s, o DM i antecipa o estado
G5 (i, 89) = S, pois So =; S4. Assim no estado s; o DM i antecipa o estado G%(j, s1) = so,
pois s1 »; So. Dessa maneira no estado s, o DM ¢ antecipa o estado Gi(i, S) =S, pOis § >; So.

Ou seja, o estado s é Maximin, estavel para o DM 1.

Figura 6 — Andlise de estabilidade de Maximin, para o DM 4, a partir do estado s.

Fonte: O autor (2023).

Também é importante notar que tanto a estabilidade M R;, quanto a estabilidade Maximiny,
estdo relacionadas aos conceitos classicos de estabilidade do GMCR. Por exemplo, é mostrado
m (ZENG et al, 2006) a equivaléncia entre a estabilidade M R, e a estabilidade GMR, bem
como, que a estabilidade M R3 é equivalente a estabilidade SMR. Em (REGO; VIEIRA, 2020c),
mostra-se que a estabilidade Maximin, é equivalente a estabilidade GMR, além disso, que a
estabilidade Maximinz é equivalente a estabilidade SMR. Assim, com base nesses resultados
entre os conceitos de estabilidade Maximin;, e MR;, e os conceitos classicos, uma questao natu-
ral é investigar as relacGes entre as estabilidades Maximin;, e MR;, para horizontes superiores,

que serd a principal contribuicao do Capitulo [3| desta tese.
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2.4 ALGUNS CONCEITOS DE ESTABILIDADE PARA CONFLITOS MULTILATERAIS

Para apresentar as definicoes das estabilidades GMR, SMR, SEQ e SSEQ), para conflitos
que envolvem mais de dois DMs, (REGO; VIEIRA, [2020b) destacam que hd uma colecdo de
estados possiveis para o qual os DMs podem se mover através de uma sequéncia legal de
movimentos, assim precisamos recordar primeiro o conceito de sequéncia legal de movimentos.
Formalmente, seja H C N um conjunto de DMs, chamado de coalizao, uma sequéncia de
movimentos feitos pelos DMs em H é dita ser uma sequéncia legal se os DMs podem se mover
mais de uma vez nessa sequéncia, mas nunca duas vezes consecutivas.

Assim temos que os estados alcancdveis a partir do estado s, por meio de uma sequéncia
legal de movimentos, formam um particular conjunto, chamado de conjunto de estados aces-
siveis para a coalizdo H, a partir do estado s, por meio de sequéncias legais de movimentos,
denotado por Ry (s). De maneira mais formal, Rpy(s) é composto pelos estados s’ tais que
existe uma sequéncia alternada de estados e DMs, (sg, %, S1,1,-- -, Sm), COM Sg = S, Sy, = &',
ir € H,Sp11 = Ri (k) € i # ipy1, para 0 < k < m — 1. Da mesma forma, pode-se definir
o conjunto R} (s), de melhorias unilaterais, a partir de s, feitas pelo grupo de DMs em H
obtidas por meio de uma seqiiéncia de melhorias unilaterais, em que uma sequéncia melho-
rias unilaterais é uma sequéncia legal, imposta a condicdo de que os DMs que se movem na
sequéncia possam fazer somente movimentos de melhorias unilaterais. A definicao do conjunto
Rj;(s) é andloga a do conjunto Ry (s), substituindo R;, por R} . Daqui em diante passaremos
a utilizar a notacdo N; = N — {i} para representar a coalizdo formada por todos os oponentes
do DM 1.

Assim, n3o ha situacdes em que um dos DMs faca dois movimentos consecutivos, além
disso, é necessario assumir como premissa, que nenhum dos DMs permaneca em um determi-
nado estado sem que o conflito se encerre. A definicdo da estabilidade de Nash para conflitos
multilaterais permanece a mesma que a dos conflitos bilaterais uma vez que a mesma sé de-
pende do movimento do decisor focal. Por outro lado, as estabilidades GMR, SMR, SEQ e

SSEQ para conflitos com n-DMs s3o definidas da seguinte forma:

Definicdo 2.4.1 (GMR) (HOWARD, 2003) Seja SSM o conjuntos dos estados GMR-est3veis

para o DM i. Assim, s € SYME se e somente se, Vs, € R (s), 3 sy € Ry,(s1) tal que

S 7, S9.

Definicdo 2.4.2 (SMR) (HOWARD, 2003) Seja S:™*% o conjuntos dos estados SMR-est3veis
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para o DM i. Assim, s € S?ME se, e somente se, Vs; € R} (s), 3 sy € Ry,(s1) tal que

S i S e8> S3,Vs3 € Ri(s2).

Definicdo 2.4.3 (SEQ) (FRASER: HIPEL, |1979) Seja S:““ o conjuntos dos estados SEQ-
estaveis para o DM i. Assim, s € S;"9 se, e somente se, Vs € R/ (s), 3 s, € RY (s1) tal

que s =; Ss.

Definicdo 2.4.4 (SSEQ)(REGO: VIEIRA, |2017) Seja S7°F% o conjuntos dos estados SSEQ-
estaveis para 0 DM i. Assim, s € S; "9 se, e somente se, Vs € R (s), 3 5o € RY(s1) tal

que s =; Sy € S =; S3,Vs3 € R;(s2).

Para recordarmos as estabilidades Metarracionais Alternativas M R"" e MR, ", propostas
em (REGO; VIEIRA, 2020a)), é necessario ter em mente a nogdo de sequéncia de movimentos
baseada em uma especifica politica, na qual, dado um estado inicial s* € S e um conjunto
de politicas P;, para cada © € N, uma sequéncia de movimentos que se inicia no estado s* e,
na qual, os DMs se movem de acordo com suas politicas &, intuitivamente, uma sequéncia da
forma (s*,4, P;(s*), 7, P;(Pi(s*)),...), com j € N;, as quais podem ser definidas formalmente

da seguinte maneira.

Definicdo 2.4.5 (REGO; VIEIRA, |2020a) Dado um conjunto de politicas, P;,j € N;, uma
sequéncia de movimentos baseada em P;,j € N;, é uma lista alternada de estados e DMs,

que:

(1) Toda sequéncia de movimentos para o DM i comeca em algum estado e tem i como

seu segundo elemento;
(2) Toda sequéncia finita de movimentos para o DM i termina em algum estado;

(3) Se a tripla (s,i,s1) aparecer em alguma parte da sequéncia de movimentos para o DM

i, entdo s; € R;(s) U{s},

(4) Se a tripla (s, j,s1),] # i aparece em alguma parte da sequéncia de movimentos para

o DM i, entdo s; = Pj(s);

(5) Nio existe tripla da forma (j, s1,j), j € N, em qualquer parte, de qualquer sequéncia

de movimentos para o DM i;



37

(6) Uma tripla da forma (s, j,s), j € N, sé pode aparecer no final de uma sequéncia de

movimentos para o DM i, que, neste caso, é chamada de sequéncia terminal;
(7) Toda sequéncia infinita de movimentos para o DM i também é chamada de terminal.

Em tais sequéncias nenhum dos DMs envolvidos no conflito pode movimentar-se duas
vezes consecutivamente, caso ocorra de algum DM permanecer em um determinado estado a
sequéncia termina nesse estado. Nelas o DM i decide entre permanecer no estado atual, e assim
encerrar o conflito, ou movimentar-se para algum dos estados alcancaveis. J& os demais DMs,
se movimentam de acordo com uma politica pré-estabelecida para definir sua acdo sempre que
um determinado estado surja.

Uma sequéncia de movimentos do DM i é dita possuir r rodadas se o DM i aparecer
exatamente r vezes nesta sequéncia. As sequéncias de movimentos com r rodadas para DM
1 sdo chamadas de i-sequéncia de r rodadas quando terminam com um movimento feito pelo
DM ¢, ou seja, o final desta sequéncia é uma tripla da forma (s1,4, s2) para s1,52 € S, e é
chamado de i-sequéncia de r rodadas, caso contrério.

Porém, a ordem dos movimentos dos DMs na sequéncia pode gerar diversas sequéncias
diferentes, mesmo sendo fixada a politica adotada por cada um dos DMs. Objetivando fixar
a ordem de movimentos dos DMs, (REGO; VIEIRA| [2020a)) apresentam uma noc3o de arvore
metarracional, seguindo uma idéia analoga a noc¢do de arvore metarracional definida em (ZENG

et al., 2006), a qual recordamos a seguir.

Definicao 2.4.6 (REGO; VIEIRA, |2020a) Dado um conjunto de politicas Pj,j € N;, uma
arvore metarracional, denotada por Al (s), baseada em P;, para DM i a partir do estado s,
com r rodadas, é um conjunto de todas as sequéncias possiveis de movimentos baseados em

P;,j # 1, para DM i comecando em s tal que:

(1) Se (s,i,...,s,) ndo é uma sequéncia terminal na arvore, entdo existe um tnico DM j

tal que (8,4, ...,8Sn,J,Sns1) € a parte inicial de alguma sequéncia na arvore;

(2) Se (s,i,...,s,) é uma sequéncia terminal na arvore, entdo ndo ha outra sequéncia na

drvore que contenha (s,i,...,s,) como sua primeira parte,

(3) Nenhuma sequéncia da arvore tem o DM i aparecendo mais de r vezes.

De acordo com a condicdo (1), em cada estado de uma arvore metarracional, ndo deve

haver ddvida com relacdo a qual DM se movimenta em um estado pertencente a uma sequéncia
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de movimentos para DM ¢, isto é, cada arvore determina quem se movimenta em cada um dos
estados. J& de acordo com a condicdo (2), se um dos DMs permanecer em um determinado
estado, este estado serd o estado final do conflito, isto é, o conflito se encerra no referido
estado. Por fim, de acordo com a condicdo (3) ndo existe uma sequéncia de movimentos,
pertencente a uma arvore metarracional do DM ¢, com r rodadas, em que o nimero de
rodadas seja maior que r, (REGO; VIEIRA, 2020a)).

Um conjunto de politicas P}, j # i pode estar relacionado com muitas arvores metarraci-
onais, do DM ¢ a partir de s, as quais podem diferir apenas pela ordem em que os DMs se
movimentam no estados. No caso n = 2, esta arvore é Unica, uma vez que os DMs alternam
os movimentos em qualquer sequéncia da arvore, ou seja, ndo ha dividas sobre a ordem em
que os DMs se movem. Porém, para os conflitos com mais de dois DMs envolvidos, (REGO;
VIEIRA, [2020a)) definem um tipo de arvore metarracional do DM i que garante que todas
as sequéncias terminem nos estados acessados pelo DM 4, ou seja, garantindo que um DM
J € N;, nao possa encerrar o conflito sem que o DM ¢ tenha a oportunidade de responder

com um contramovimento.

Definicao 2.4.7 (REGO; VIEIRA, |2020a) Dado um conjunto de politicas P;,j € N;, uma
arvore metarracional, baseada em P;, j # i, para DM i a partir do estado s com r rodadas, é

dita ser regular se:

(1) N3o ha sequéncia na arvore que contenha uma parte da forma (j, s,,, m, s,), em que j

e m sdo diferentes de i;
(2) Néo ha sequéncia infinita na arvore;

(3) Se (s,i,...,8,_1,1,5,) é uma sequéncia na arvore e a mudanca de s, 1 para s, é o
r-ésimo movimento do DM 1 nessa sequéncia, entdo essa sequéncia ndo é uma parte

inicial de qualquer outra sequéncia na arvore.

Recordadas as nocoes de politicas, sequéncia de movimentos, arvore metarracional e arvore
metarracional regular, podemos recordar as definicdes de estabilidade Metarracional Generali-

zadas Alternativas estabelecidas em (REGO; VIEIRA, 2020a)).

Definicdo 2.4.8 (REGO; VIEIRA, |2020a) Um estado s € S é i-metarracionalmente estavel
com r rodadas para DM i, denotado por s € SiM R se houver um conjunto de politicas

P;, para todos j € N;, e uma arvore metarracional regular, baseada em P;, j # i , com r
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rodadas tais que o resultado de cada i-sequéncia de r rodadas e de cada sequéncia terminal

com menos de r rodadas n3o é preferivel a s pelo DM i.

Definicdo 2.4.9 (REGO; VIEIRA, 2020a) Um estado s € S é i-metarracionalmente est3vel

com r rodadas para DM 1, denotado por s € SZ-M B se existe um conjunto de politicas P;,

para todo j € N; , e uma arvore metarracional, baseada em P;, j # i, com r rodadas de
forma que o resultado de cada i-sequéncia de r rodadas, que n3o seja uma parte inicial de
outra i-sequéncia de r rodadas, de cada i-sequéncia terminal de r rodadas e cada sequéncia

terminal com menos de r rodadas ndo é preferivel a s por DM i.

Com relacdo a estabilidade Maximin, para conflitos com multiplos decisores, recordamos a
seguir a abordagem apresentada em (SABINO, 2020). De acordo com o paradigma maximin,
o DM i acredita que os DMs pertencentes ao conjunto N; (a coalizdo de seus oponentes)
sempre terdo interesse em mover o conflito para o pior cenario para o DM i, uma vez que o
DM i sempre move o conflito para o melhor cenério considerando o horizonte A’ menor que h.

Agora, seja G} (N, s), o estado que o DM i acredita ser o estado final do conflito consi-
derando um horizonte h, onde qualquer um dos oponentes do DM i pode fazer o movimento
inicial a partir do estado s. Por convenc3o, é assumido que Gi(-,s) = s. Portanto define-se

G (i, s) indutivamente da seguinte maneira:

s, se Ri(s) =1
Gi(i,8) = { s, se Ki(s) > Ai (4, s)

¢ 1 (N;, M} (i,s)), caso contrério,

em que o estado M (i,s) é algum estado s} € R;(s) que satisfaz K;(G}_;(N;, s7)) =
max{K,(Gy_, (N, 51)) : 51 € Rils)} e Ay (i, ) = Ki(Gl_y (N3, M, ).

Note que quando é a vez do DM ¢ se mover e o horizonte do conflito é h, ele decide
entre permanecer no estado atual ou levar o conflito para um dos estados acessiveis. Dessa
maneira, DM ¢ antecipa qual estado o dard melhor resultado considerando que a coalizdo de
seus oponentes /NV; vai mover-se em seguida, isto é, com horizonte h — 1.

Por outro lado, tem-se que G (N, s) é definido como:
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s, se Ry,(s) =10
Gh(Nivs) = { s, se Ki(s) < AL (N;, s)

¢ (i, M}(Nj,s)), caso contrario,

em que o estado M (N;,s) é algum estado s; € Ry, (s) que satisfaz K;(Gi_,(i,s})) =
min{ K;(Gi_,(i,51)) : s1 € Rn,(5)} e AL (N, s) = Ki(GS_ (i, M}(N;, 8))).

Note que quando a coalizao dos oponentes do DM ¢ se move, e o horizonte é h, eles devem
decidir entre permanecer no estado atual ou mover o conflito para um dos estados acessiveis.
Dessa forma, o DM i antecipa o estado que resultard no pior cenéario, de acordo com suas pre-
feréncias, considerando os estados antecipados quando ele move o conflito subsequentemente
no horizonte h — 1.

Dessa forma, a definicdo da estabilidade Maximiny,, generalizada para conflitos com n-DMs,

apresentada em (SABINO| 2020)) é a seguinte:

Definicao 2.4.10 (SABINO,|2020) Admita h um nidmero inteiro positivo qualquer. Sejai € N,

o estado s € S é Maximiny, estivel com horizonte h para o DM i se, e somente se, G, (i, s) = s.

Com respeito aos conceitos de estabilidade movimento limitado para conflitos envolvendo
multiplos decisores, (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993)) apresentam duas possiveis generalizacdes
da estabilidade L;, de (KILGOUR, [1985). Em uma delas, denominada (Caso 1), o DM focal
pode fazer parte da sequéncia de movimentos que ocorre apés seu movimento inicial, ou seja,
ele pode participar da sanc3o realizada imediatamente apés seu primeiro movimento. No (Caso
2), o DM focal n3o faz parte da sequéncia de movimentos que ocorre apds seu movimento
inicial. E importante destacar que de acordo com esses dois conceitos, cada movimento feito
por qualquer DM no conflito aumenta o horizonte em 1. A seguir, recordamos esses dois
conceitos.

Para a primeira generalizacdo, o (Caso 1), seja Gy(i,s) = s,Vi € N e Vs € S. De
acordo com essa nocdo, assume-se que os DMs sdo pessimistas e consideram que o préximo
DM a se mover é aquele que levard o conflito ao pior estado possivel. Seja G (V;, s) o pior
estado antecipado para DM i quando o horizonte é h e algum oponente de DM ¢ sai de s.

Formalmente, G,(N;, s) é o (nico estado que satisfaz:
K;(Gr(N;, s)) = min{K;(Gr(j,5)) : 7 € N;}.

Assim, G,(i, s) pode ser definido indutivamente como:
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s,se Ri(s) =0

Gu(i,s) = {s,se Ki(s) > Ap(i, s); (2.1)

Gh1(Ni, My (i, 5)) se Ri(s) # 0 e K;(s) < An(i, s),
onde M;,(i, s) é algum estado s’ € R;(s) satisfazendo a: K;(Gy_1(N;, s')) = max{K;(Gp_1(N;, s¥));
s* € Ri(s)} e Ap(i, s) = Ki(Gpo1(N;, Mp(i,5))).
Uma vez definido G1,(¢, s), (FANG; HIPEL; KILGOUR, [1993) estabeleceu a seguinte definicdo
para a estabilidade de L;, (Caso 1):

Definicao 2.4.11 (FANG: HIPEL; KILGOUR, 1993) Sejai € N. Um estado s € S é Ly, estavel

(caso 1), para DM i se, e somente se, G, (i,s) = s.

Agora, relembramos a segunda generalizacdo da estabilidade Movimento Limitado para
conflitos multilaterais definida em (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993), denominada (Caso 2). Seja
i (j, 5) o estado do conflito antecipado pelo DM i quando DM j sai do estado s e o horizonte
do conflito é h. Assuma que g¢(j,s) = s,Vi,j € N,Vs € S. Para qualquer coalizdo H, seja
g,(f’j)(H, s) o estado antecipado pelo DM j quando DM i é o DM focal, assumindo que o DM
em H que se moverd em s serd aquele que movera o conflito para o pior estado para o DM

j. Formalmente, g,(f’j)(H, s) é o Unico estado que satisfaz:

Ki(gn” (H,s)) = min{K;(g}(k,s)) : k € H}.

Assim, g (j, s) pode ser definido pelo seguinte processo de induc3o:

s,se Rj(s) =10
9n(J,8) = { 5,58 K;(s) > dai (], s); (2.2)

G (N — (i, 7}, mi (7, 5)) se Rj(s) # 0 e K;(s) < aj (4, ),

em que m} (j, s) é algum estado s’ € R;(s) satisfazendo a condicgo: K; (g}(f;jl)(N—{i,j}, s)) =
maz{ K; (i) (N = {i, },5); 5" € Ry(5)} e a} (G, 5) = K3 (920 (N = {i, i}, mi (G )

Uma vez determinado ¢}, (J, s), a estabilidade L;, (Caso 2) é definida como segue.

Definicdo 2.4.12 (FANG: HIPEL; KILGOUR, |1993) Sejai € N, o estado s € S é L, estavel

(Caso 2), com horizonte h, para DM i se, e somente se, g (i,s) = s.
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Mais a frente, especificamente no Capitulo [5] apresentamos o Exemplo para ilustrar
as diferencas no processo para se obter estabilidade de acordo com os conceitos L;, (Caso 1)
e Ly (Caso 2). Além disso, argumentaremos que o conceito da estabilidade L; (Caso 2) ndo é

uma generalizagdo do conceito L; para conflitos bilaterais apresentado por (KILGOUR, [1985)).
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3 SOBRE A RELACAO ENTRE A ESTABILIDADE MAXIMIN; E METARRACI-
ONALIDADE GENERALIZADA

3.1 INTRODUCAO

A andlise de estabilidade do GMCR tem ganhado atencao, ao longo dos dltimos anos,
de varios pesquisadores, sendo que diversas nocdes de estabilidade tém sido propostas para
melhor capturar as particularidades dos diferentes tipos de comportamentos que podem surgir
no curso de um conflito estratégico. Investigar estes conceitos, bem como, as relacdes entre
eles tem sido uma preocupacgdo de muitos autores. Por exemplo, (ZENG et al., 2006} |ZENG et al.,
2007)) estabelecem as metarracionalidades generalizadas, as quais sdo generalizadas por (REGO;
VIEIRA, [2020a)). As estabilidades sequénciais de ordem superior sdo apresentadas por (REGO;
OLIVEIRA, 2020)), e (REGO; VIEIRA, 2020b) propdem seis definicdes, expandindo o equilibrio de
Berge (BERGE, (1958)), para as configuracdes do GMCR.

Assim, tanto (ZENG et al., [2006)), ao apresentarem o conceito da estabilidade M R),, quanto
(REGO; VIEIRA, 2020c), ao apresentarem a estabilidade Maximin,, mostram relacdes entre os
respetivos conceitos e alguns dos conceitos de estabilidade classicos existentes na literatura.
O que sugere-se haver algum tipo de conexdo entre os conceitos. No entanto, no conceito
MRy, os DMs adversarios devem utilizar uma politica que o restrinja a realizar o mesmo
movimento sempre que o conflito estiver em um determinado estado, independentemente do
horizonte remanescente de andlise do conflito. Por outro lado, no conceito Maximin;, o DM
oponente tem a flexibilidade de realizar diferentes movimentos do mesmo estado dependendo
do horizonte remanescente do conflito.

Apesar dessa aparente diferenca, neste capitulo, nosso primeiro objetivo é provar a equi-
valéncia entre os conceitos da estabilidde Maximin; e da estabilidade M R), para conflitos
envolvendo dois DMs. Este resultado, além de aprimorar a compreensdo dos conceitos de esta-
bilidade Maximin;,, e Metaracionalidade Generalizada, esta abordagem simplifica o processo de
identificacdo de estados que atendem aos requisitos da Metaracionalidade Generalizada. Isso
se deve ao fato de que os estados Maximin; estaveis podem ser determinados por meio de
um processo de inducdo reversa, enquanto a Metaracionalidade Generalizada requer a analise
de todas as possiveis politicas do oponente, cujo niimero aumenta exponencialmente com o
nimero de estados de conflito. Embora a nocdo de estabilidade M Ry, tenha sido proposta ha

mais de 15 anos, ela tem poucas aplicacdes praticas, embora esse conceito generalize conceitos
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classicos do GMCR, como Nash, Metaracionalidade Geral e Metaracionalidade Simétrica para
conflitos bilaterais.

Nosso segundo objetivo, neste capitulo, é investigar a relacdo entre os conceitos Maximin,
e MR, alternativa (MR}“") para conflitos com multiplos decisores. Porém, diferentemente do
que ocorre no caso de conflitos bilaterais, em que esses conceitos s3o equivalentes, no caso
de conflitos com mudiltiplos decisores mostraremos que tal equivaléncia n3o é verdadeira.

Enfatizamos que para o caso de conflitos com mdltiplos decisores, para estabeler relacGes
com Maximiny, nao estamos utilizando o conceito de metarracionalidade generalizada proposto
por (ZENG et al., 2006)), devido aos problemas que essa definicdo possui, conforme apontado
no trabalho de (REGO; VIEIRA, 2018), mas sim o conceito de metarracionalidade alternativa
generalizada proposto em (REGO; VIEIRA, 2020a)). Assim, apresentamos que em conflitos com
horizontes pares a estabilidade Maximin,, implica a estabilidade MiR:ew, ja para conflitos
com horizontes impares a estabilidade MR?“" implica a estabilidade Maximing,_;. Bem como,
mostramos, por meio de contra-exemplos, que as implicacdes contrarias ndo valem.

A secdo referente a conflitos bilaterais deste capitulo foi submetida e encontra-se em avali-
acao no periédico IEEE Transactions on Systems, Man and Cybernetics: Systems. A totalidade
do contelido capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secdo [3.2 tratamos do conflitos
que envolvem dois decisores. Mais especificamente, na Subsecdo [3.2.1] apresentamos alguns
resultados sobre a estabilidade Maximin;,. Em seguida, na Subsecdo [3.2.2| apresentamos a de-
finicdo de arvore Maximin, as arvores Maximin para horizontes impares e pares, e as politicas
para o oponente do decisor focal. Na Subsec3o [3.2.3] apresentamos um Lema que estabelece
a relacao entre os estados que o decisor focal acredita ser os ultimos acessados no conflito,
quando o conflito segue de acordo com a arvore Maximin e quando o conflito segue de acordo
a arvore metarracional na qual o oponente adota uma politica. Para enfim, apresentarmos um
teorema que estabelece a equivaléncia entre os conceitos das estabilidades Maximin, e M R},
além de apresentarmos, como exemplos, conflitos ilustrando a necessidade de existirem duas
politicas diferentes, nos casos em que o horizonte é um inteiro impar e que o horizonte é um in-
teiro par, para garantir o fato de a estabilidade Maximin,, implicar a estabilidade Metarracional
Generalizada.

Na Secao tratamos de conflitos envolvendo miltiplos decisores. Mais especificamente,
na Subsecdo [3.3.1] apresentamos as definicoes da arvore Maximin e das politicas para o opo-
nente do decisor focal, nos casos de conflitos com horizontes pares. Na Subsecdo [3.3.2, apre-

sentamos um teorema que estabelece que, para conflitos com horizonte par, a estabilidade
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Maximing, implica a estabilidade J\TRZ”. Ainda nessa subsecao, apresentamos como exemplo
um conflito com horizonte impar no qual a estabilidade Maximing,_; ndo garante a estabilidade
MR,. e um conflito com horizonte par no qual a estabilidade J\TR;’}” nao garante a estabilidade
Maximiny,.. Em seguida, na Subsec&o [3.3.3] propomos uma pequena modificacdo na definicdo
da estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa, para entdo apresentarmos um teorema
que prop&e que a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa implica na estabilidade

Maximin,. Finalmente, na Secao sdo apresentadas as principais conclusdes obtidas.

3.2 CONFLITOS BILATERAIS

Nesta secdo, nosso objetivo consistira em estabelecer uma equivaléncia entre os conceitos
de estabilidade Maximin;, e estabilidade Metarracional Generalizada considerando conflitos

envolvendo dois DMs.

3.2.1 Alguns resultados sobre a a estabilidade Maximin,,

Diferente da definicao dada em Secdo , em (REGO; VIEIRA, 2020c), mais especificamente
na definicdo do conceito de estabilidade Maximin,, o estado M (i,s) (resp., M} (j,s)) foi
definido como sendo o dnico estado acessivel que maximiza (resp., minimiza) o retorno an-
tecipado pelo DM i quando ele (resp., o oponente) se move a partir de um estado s com
horizonte h. No entanto, o Exemplo apresenta um conflito em que existe a possibilidade
de um DM antecipar o mesmo estado em dois caminhos de diferentes movimentos, o que gera
um problema nas definicdes originais de M} (i,s) e M (j,s). Como o estado antecipado é o
mesmo, este problema n3o influencia na validade da definicdo de estabilidade Maximiny,, pois
para essa definicao tudo o que importa é o estado final antecipado e nao qual caminho leva a

ele.

Exemplo 3.2.1 Considere um conflito hipotético com dois DMs, i e j, e oito estados

{s, s1, $2, $3, S4, S5, Se, S7}. Sejam as acessibilidades dos DMs i e j dadas, respectivamente, por:
Ri(s) = {sa}, Ri(s1) = {52, 83}, Ri(s6) = {54}, Ri(s5) = {s7} € Rj(s4) = {s1, 85}, Rj(s7) =
{s¢}. Além disso, considere que os conjuntos de acessibilidade de todos os DMs em todos os
estados que nio foram descritos anteriormente sejam iguais ao conjunto vazio. Considere ainda

que a relacdo de preferéncia do DM 1 é dada por: s; =; s4 > S > So > S1 >i S3 > S¢ =i Ss-



46

A Figura [7] exibe as escolhas feitas pelos DMs (seta vermelha) na andlise de estabilidade

Maximin; do estado s para o DM 1.

Figura 7 — Andlise de estabilidade Maximin; do estado s para o DM ¢ no conflito descrito no Exemplo
onde as setas vermelhas indicam as escolhas feitas de acordo com o paradigma Maximin.

Fonte: O autor (2023).

Note que quando o DM j se move primeiro do estado s,, DM i antecipa o estado ss
como o estado final do conflito, tanto se o DM j se mover para ss5 quanto para si. Assim,
n3o sabemos se M((j,s4) = s1 ou M}(j, s4) = s5. Porém, como ambas as escolhas levam ao
mesmo estado final sy, é possivel determinar que o estado s é Maximin, estavel para o DM i

neste conflito.

Para provar a equivaléncia entre os conceitos de estabilidade Maximin;, e MR;,, precisamos
definir um critério de decisdo quando dois estados antecipados por um DM s3o iguais, mesmo
que sejam acessados por sequéncias de movimentos diferentes. Vamos supor que para DM 1
(resp., j), este critério consistird em escolher o movimento que leva o conflito para o estado

com o maior (resp., menor) payoff para DM i.
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Formalmente, definimos o estado M (4, s), como o estado s* tal que:

I s* € R;(s) e K;(Gly_1(,5*) = min{K;(G},_,(i,51)) : s1 € Rj(5),J # i}.

1. Se K;(Gi,_, (i, s%)) = Ki(G},_(i,s*)) para algum s € R;(s), entdo K;(s*) < K;(s%).
Analogamente, temos que Mj (i, s) é o estado s* tal que:

l. s* € Ri(s) e Ki(Gi,_,(i,s%)) = max{K;(Gi,_,(j, 1)) : 51 € Ri(s),] #i}.

1. Se K;(G:_,(j,s%)) = Ki(G%_,(j,s*)) para algum s# € R;(s), entdo K;(s*) > K;(s%).

A intuicdo é que o estado M (i, s) é algum estado que maximiza o payoff do decisor
focal, quando é a vez de DM j/dele se mover e o horizonte é h, dado que o préximo a se
mover seré ele/o DM j com horizonte é h — 1.

No Exemplo [3.2.1] temos que quando o DM j se move pela primeira vez no estado sy,
entdo Gi(i,s5) = sy = Gi(i,51) . Como Kj;(ss5) < K;(s1), temos que M(j, s4) = ss.

Para provar que a estabilidade Maximin;, implica na estabilidade MR, precisaremos cons-
truir uma politica para o oponente DM focal e uma arvore Metarracional. Assim, definiremos
uma arvore Maximinj,, que serd devidamente modificada, para estabelecermos a politica do
oponente, que serd chamada de politica Maximin, a qual sera utilizada para definirmos uma

arvore Metarracional.

3.2.2 A arvore Maximin,,

As sequéncias definidas a seguir formam uma arvore tendo como né raiz s, na qual o DM ¢
pode permanecer no estado, e a sequéncia encerra, ou se mover para qualquer estado acessivel
e, o DM 7, sempre escolhe o pior entre permancer no estado e encerrar a sequéncia ou se

mover para o pior estado antecipado. Esta é a chamada arvore Maximiny,.

Definicao 3.2.2 Seja s um estado Maximin,;, estavel para DM 1. Entdo, chamamos por ar-
vore Maximiny,, o conjunto de todas as possiveis sequéncias alternadas de estados e DMs

(80, io, S1, il, SQ,iQ, ceeny ik—l; Sk), tais que:
(1) Sog = S.

(2) io = i.
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(3) il+1 7é Zj, para = O, 1, 2, ey k—2.

(4) seiy =i, 5111 € Ri(s))U{s1}, seiy = j, 5101 = Mj,_,(j, 1), se Ki(Gh_y 1 (3, M}, (5, 51))) <

K;(s)), e s;41 = 1, caso contrario.
(5) k <h.
(6) Se s;.1 = s, para algum | =0,1,2,....k — 1, entdo a sequéncia termina em s; 1.

No conflito descrito no Exemplo [3.2.1, a arvore Maximin; para DM i, a partir do estado
s, € uma subarvore da arvore exibida na Figura [/| que consiste em todos os movimentos do
DM 4 e os movimentos vermelhos do DM j.

E importante notarmos que se o estado s é Maximiny, estavel para o DM i todos os estados
finais das sequéncias desta arvore s3o piores ou iguais a s para o DM 1.

Outro ponto importante a ser observado é que as escolhas feitas pelo oponente do DM
focal em uma arvore Maximin;, nem sempre podem fazer parte de uma politica, pois conforme
ilustrado no Exemplo [3.2.1, DM j toma duas decisGes diferentes nesta arvore do estado s,.
A primeira vez que ele se move neste estado ele vai para sg e na segunda vez ele vai para
s1. Quando isso acontecer, precisaremos fazer uma alteracido nas escolhas feitas pelo DM j
na arvore Maximin;, para que possamos definir uma politica maximin para este DM. Isso sera
feito na Subsec3o 3.2.2.1]

Antes de prosseguir para a definicdo da politica maximin, recordaremos, a seguir, o Lema|3.2.3]
apresentado em (REGO; VIEIRA, [2020c), o qual estabelece relacbes entre a estabilidade Maximiny,
considerando diferentes horizontes. Tal resultado, serd importante para nossos propdsitos neste
estudo, para estabelecermos uma relacdo entre os estados que DM 4 acredita que sejam os

estados finais do conflito, para diferentes horizontes h.
Lema 3.2.3 (REGO; VIEIRA, 2020c) Seja s € S e h qualquer nidmero inteiro ndo negativo:
(1) Se h for par, entdo

KZ(G;L(Z7 S)) < Ki(Glf‘L+2(iv 8)) < Kl( ;L-'rl(i’ 8))

Ki(G,(j,8)) 2 Ki(Gy2(d, 5)) = Ki(G) 1107, 9))

(2) Se h for impar, entdo
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Ki(G)(i,5) 2 Ki(G)15(i, 9)) 2 Ki(G)ys (i, 9))

Ki(G,(j, 8)) < Ki(G40(d, 8)) < Ki(G 14, 9))

Prova: Veja (REGO; VIEIRA, 2020c). i

Agora, provaremos no Teorema que toda vez que o oponente DM focal se move duas
vezes do mesmo estado, s7, em uma sequéncia de uma 4rvore Maximin;, para o DM focal, e
fizer escolhas diferentes a partir deste estado, os estados antecipados pelo DM focal dessas

duas escolhas na primeira vez que o oponente do DM focal se mover em s* serdo os mesmos.

Teorema 3.2.4 Suponha que h seja um inteiro impar. Considere a seguinte sequéncia na
arvore Maximin, do DM 1, a partir do estado s € S, onde DM j se move para diferentes

estados a partir do mesmo estado s € S:
. . . # . /
(S7Z7817j7827'"7814:—17278 y ]y S
. . # . 1
Gy Ska2y -y Skan-1,0,8",7,8",...).
Devemos ter que G, (j41)(i,5") = Gh—(rg1) (i, 5").

Prova: Pelo fato de que o DM j, na primeira das duas vezes em que o estado s* aparece na

sequéncia, escolheu s’ ao invés de s”, temos que:

Ki(G),_ 1y (0, 8") < Ki(G_ sy (i, 87)).

Pela primeira desigualdade do caso 2 do Lema|3.2.3| temos que:

Ki(Gh— 1) (i:5") < Ki(Gh_rpn 1) (i 57)).

Finalmente, como ao se mover a partir de s, com um horizonte h — (k + 1) a frente, o
DM i tem, ap6s mais n movimentos dos DMs, a possibilidade de se mover no estado s” com
horizonte h — (k +n + 1) e o DM ¢ sempre antecipa o melhor estado na arvore Maximiny,

temos que:

Ki(Gh—rny1)(1:57) < Ki( Gl r41) (i, )
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Juntando as trés dltimas desigualdades, segue que as mesmas devem ser satisfeitas na
igualdade. Logo, Ki(G}_11)(i,8")) = Ki(Gj,_(41)(i,5")). Portanto, como estamos assu-
mindo que a relagdo >; é completa, transitiva e assimétrica, segue que Gp_(r41)(4, ') =

Ghkt1)(3,5"). 1

O Exemplo demonstra que o Teorema ndo é valido para h par. Nesse exemplo,

temos que s = s1 e G'(i, 52) = so # 54 = G (i, 53).

3.2.2.1 A politica Maximin

Como vimos na secdo anterior, o oponente do DM focal, que se comporta de acordo com
a estabilidade Maximiny, nem sempre usa uma politica, pois pode fazer escolhas diferentes
a partir de um mesmo estado. Nesta secdo, mostraremos como a partir das escolhas feitas
pelo DM oponente em uma arvore Maximiny, podemos construir politicas maximin. Como
veremos, essas politicas dependem da paridade do horizonte do conflito e serdo utilizadas na
prova do Teorema |3.2.6| resultado principal desta secdo, que estabelece a equivaléncia entre
os conceitos da estabilidade Maximin;, e da estabilidade metarracional generalizada.

Mostramos também, por meio dos Exemplos [3.2.1]e[3.2.7] que ambas as politicas maximin
sao necessarias para justificar a equivaléncia entre as estabilidades Maximin;, e M R},, pois cada

uma delas garante apenas a estabilidade M R;, para o caso particular em que sao propostas.

3.2.2.2 Politica Maximin para conflitos com horizonte impar

Consideremos, inicialmente, o caso em que h impar. Assim, vamos particionar os estados
de S de acordo com o maior nimero de estados que aparece em uma sequéncia alternada na
arvore Maximiny,, da forma descrita anteriormente, iniciando em s e finalizando no estado em
questao.

Formalmente, vamos particionar S em subconjuntos Sy, em que k = 1,3,5,...,h , de

forma que:

(1) Sk, para k < h impar, é o subconjunto que consiste dos estados s* para os quais
existe uma sequéncia da arvore Maximiny, (So, %0, S1, %1, - Sk—1, k1, 5" ), em que s* é
diferente de s;,_1 e ndo exista uma sequéncia (So, g, S1,%1,---,S1-1,%-1,5"), da arvore

Maximiny, tal que, s* é diferente de s;_1, [ é impare h > [ > k.
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(2) Sy é o subconjunto de todos os estados que ndo pertencem a nenhum Sy, para k impar

e menor ou igual a h.

Observe que se um estado n3o fizer parte da arvore Maximiny,, ele pertencerd a Sy e a
politica do DM j indicard que ele permaneca neste estado. Além disso, estados em qualquer
Sk, para k # 0 e k # h, sdo os estados em que DM j se move na arvore Maximin,. Como
DM j pode se mover mais de uma vez em um determinado estado s* na arvore Maximiny, e ir
para estados diferentes de s*, caso h seja impar, modificamos as escolhas do DM j na arvore
Maximin;, de forma que ele sempre va para o mesmo estado que ele vai na Gltima vez que ele
se move de s* na arvore Maximiny, .

Formalmente, seja s* qualquer estado de conflito. Definimos a politica maximin, P;(s*),

da seguinte forma:

(a) Pj(s*) = s, se s* pertence a Sy U 5. (Ou seja, para estados que ndo sdo um estado

onde DM j se move na arvore Maximin,, DM j deve permanecer nestes estados).

(b) Pi(s*) = M}_,(j,s*) para s* em Sy, 0 < k < h, se K;(G}_,_1(i, M},_,(4,5%))) <

J

K;(s*) e P;(s*) = s*, caso contrério.

Como Sj's formam uma particdo de S, esta politica 73;‘ esta bem definida, ou seja, cada
estado em S estd associado a apenas um (nico movimento. Em qualquer estado em que o
oponente nao se mova na arvore Maximiny,, a politica maximin indica que o oponente deve
permanecer nesses estados. Para os estados que aparecem na arvore Maximiny, onde h é impar,
a politica maximin indica que o oponente deve sempre ir para 0 mesmo estado que ele vai na

arvore Maximin,, considerando a Gltimo vez que ele/ela se move deste estado.

3.2.2.3 Politica Maximin para conflitos com horizonte par

Em conflitos com horizonte par, outra politica maximin deve ser usada para garantir que
todo estado s que seja Maximin, estavel para o DM ¢ também satisfaca a estabilidade metar-
racional generalizada. Mais tarde, o Exemplo demonstra este fato.

Para definir a politica maximin para conflitos de horizonte par, particionamos o conjunto de
estados S de acordo com a primeira vez que um estado aparece em uma sequéncia alternada

na arvore Maximin; para DM i a partir de s.
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Formalmente, vamos particionar S em subconjuntos Sy, onde £ = 1,3,5,...,h — 1, tal

que:

(1) Sy, parak < h, impar, é o subconjunto formado pelos estados s* para os quais existe uma
sequéncia na arvore Maximiny, (So, %0, S1,%1, ..., Sk—1, 951, 5" ), onde s* é diferente de
Sk—1 € ndo ha uma sequéncia na arvore Maximiny, tal que (o, g, S1,91, -vee, Si—1, 41, S*),

s* é diferente de s;_1, [ é impare [ < k.

(2) Sy é o subconjunto de todos os estados que ndo pertencem a nenhum Sy, para k impar

e menor que h.

Como no caso anterior, se DM j n3ao se mover em um estado na arvore Maximin,, a
politica maximin indicard que DM j deve permanecer nesse estado. Por outro lado, para os
estados em qualquer Sy, para k # 0, que s3o estados onde DM j se move na arvore Maximiny,,
a politica maximin para horizonte par indica que DM j deve fazer o mesmo movimento que
faz na primeira vez que tal estado aparece na arvore.

Formalmente, seja s* qualquer estado de conflito. Definimos a politica 73]#(3*) da seguinte

forma:

(a) Pj#(s*) = 5%, se s* pertence a Sy. (Ou seja, para estados que ndo sdo um estado onde

DM j se move na arvore Maximin,, DM j deve permanecer nestes estados).

(b) P/ (s") = Mj_.(j,s") para s* em Sy, se Ki(Gj__i(i, Mj,_;(j,s"))) < Ki(s") e

P#(s*) = s*, caso contrério.

Ambas as politicas maximin sdo usadas na secao a seguir para provar que a estabilidade

Maximin,, implica na estabilidade M R,.

3.2.3 A equivaléncia entre os conceitos Maximin, e MR,,.

Como vimos, o conceito Maximin é baseado nos estados que os DMs antecipam que
serdo os estados finais do conflito apds um determinado horizonte h, dado que eles seguem
um comportamento maximin. Aqui apresentamos a definicao da funcao H;’Pj(i,s) (resp.,
H,i’Pj (7, ) ) que, intuitivamente, representa o estado antecipado pelo DM i quando ele (resp.,
DM j) se desloca inicialmente do estado s. Essa antecipacdo considera que DM j utiliza a

politica P; e DM i sempre se move de forma a atingir o melhor estado antecipado considerando
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um horizonte h—1 e que DM j se comporta de acordo com sua politica, exceto quando nenhum
estado antecipado for melhor que o estado atual, caso em que DM i permanece no estado
atual.

Esta funcao sera utilizada na prova do teorema principal apresentada aqui, que trata da
equivaléncia entre as estabilidades Maximin, e M R;,. Formalmente, H,i’Pj(-, s) é definida da

seguinte forma:

. HTi(6,Pi(s)),se Pi(s) # s
i) - [TEE PO 50 i) #
s, se P;(s) =s,

. s, se Ri(s) =0, ou K;(s) > AL (i, s)
o sy = h
HFi(j, M7 (i, s)), caso contrario,
onde M, (i, 5) é algum estado s* em R;(s) tal que K;(Hy™2 (4, %)) = max{K;(H, 1 (j, 1) :
51€ Ri(s))} e A7 (i,5) = Ki(H 3 (. M, (i, 9)).
Agora provamos o Lema [3.2.5] que estabelece a relacdo entre os estados que o DM ¢

acredita ser o ultimo com horizonte h, quando o conflito segue a arvore Maximin; e quando

o conflito segue a arvore metarracional na qual o DM j adota alguma politica P;.

Lema 3.2.5 Sejas € S, i € N, P; alguma politica para DM j e h um inteiro positivo. Temos

que:

Ki(Gy(i5)) < Ki(Hy (i, )

Ki(Gi(5,8)) < Ki(H (4, 5)).

Prova: A prova deste resultado se dara por meio de inducao matematica sobre h. Para h = 1,
segue-se, por definicio das funcdes G e H,™’, que Gi(i,s) = Hy"" (i, s), pois DM i buscaré

em ambas as situacdes ir para o melhor estado em {s} U R;(s) para ele/ela . Desta forma:
i 4, Pj /.
Ki(Gii.s)) = Ki(H™ (i, ).

L ~ ; i, P; ; . .
Da mesma forma, por definicio das funcdes G e H, "7, conforme Gi DM j ird para o pior

estado em {s} U R;(s) para DM ¢, e como P;(s) € {s} U R;(s), segue que:
Ki(Gi(j: ) < K} (3, 5)).

Assim, assumiremos como hipétese de inducdo que,
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Ki(Gj_1(i,9)) < K(H (G, 5)

i . WP/ .
Ki(Gj,_1(J,8)) < Ki(H,1(j,5))-
Temos, por definicio, que o estado G (j,s) é o estado que o DM i antecipa, com um

horizonte h que lhe da o pior resultado entre os estados que ele antecipa quando é sua vez de

se mover e o horizonte é h — 1. Ent3o,

Ki(G}(j,5)) =
min{{K;(s)} U {K;(G}_,(i,s1) : s1 € Rj(s)}}
min{{K;(s)} U{K:(H, ] (i, s1) : 51 € R;(s)}}

IN

< K(H(j,s))

Agora, como G (i, s) é o estado que DM i antecipa, com horizonte h que Ihe d& o melhor
resultado entre os estados que ele antecipa quando é o DM j que se movem e o horizonte é

h — 1. Nés temos,

Ki(Gii,s) = max{Ki(s), Ki(G}_,(j, Mj(i.s)}

maX{Kz<S)7 Kz(H]Z;Z)i (j7 MfZL<Z’ 8))}

IN

max{K;(s), K,(H; 3 (j, My™ (i, 5))}

IN

0Py
= Kl(Hh (Z,S)),

onde a primeira desigualdade segue do passo indutivo e a segunda da definicdo de M;;’Pj (7,5)1

O Teorema [3.2.6| a seguir, estabelece o principal resultado deste capitulo, que é a equiva-

[éncia entre as estabilidades Maximin;, e MR;,, em conflitos com dois DMs.

Teorema 3.2.6 Seja s € 5,

IN|| =2 ei € N. O estado s é Maximin,, estavel para DM 1,

se e somente se, s é M Ry, estavel para DM i.

Prova: Inicialmente, mostramos que se s é Maximin,; estavel para DM i, entao é MRy,
estavel para DM .
Vamos primeiro considerar o caso em que h é um inteiro impar. Conforme discutido na

Subsecdo [3.2.2.2] quando ha repeticdo de estados na arvore Maximin;, onde DM j se move,
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a politica maximin P*, do DM j, ira replicar o que ele/ela faz na dltima ocorréncia daquele
estado na arvore Maximin,.

Portanto, em qualquer estado s; onde ha uma replicacdo que forma uma nova ramifica-
¢do que ndo pertence a arvore Maximiny, (porque DM j realiza aces diferentes em s; para
diferentes niveis de profundidade na arvore Maximiny,), o estado para o qual DM j se move
apos a replicacdo é um estado s, que pertence a arvore Maximin, em que DM 7 se move em
maior profundidade.

Se este estado s, for igual a um estado correspondente ao ultimo movimento de DM ¢
na arvore Maximiny, entdo como s é Maximin;, para DM i, s; e todos estados s3 em R;(s2)
nao sao melhores que s para DM 4. Por definicdo, esses estados s3 pertencem a .Sj,. Assim,
de acordo com a politica maximin, P*, em todos esses estados s3, DM j permanecera neste
novo ramo.

Se este estado s3 ndo for igual a um estado correspondente ao Gltimo movimento de DM i
na arvore Maximiny, entdo s, ndo pode ser melhor que s, pois pertence a arvore Maximiny,, e
o DM i se move em s, (e ha uma sequéncia com estado final em s, na arvore que corresponde
ao caso em que DM i fica em s3) e s é Maximin, para DM . Além disso, todos os estados
em R;(sy) também fazem parte da arvore Maximin, em um nivel mais profundo, entdo DM
7 ira replicar o que ele fara nesses estados, a partir dos novos ramos que nao sdo fazem parte
da arvore Maximiny, de acordo com o que ele faz na maior profundidade que esses estados
aparecem na arvore Maximiny,. Portanto, cada nova ramificacdo leva a outro estado s3 no qual
DM ¢ se move na arvore Maximin;, que tem um nivel de profundidade maior que o nivel de
profundidade s, na arvore Maximiny,. Se repetirmos este argumento, ou DM j permanece em
um estado em S}, que é pior ou igual a s para DM i ou os estados do novo ramo correspondem
aos estados da arvore Maximin;, com um nivel de profundidade maior, e a profundidade maxima
da arvore Maximiny, é limitada por h, temos que todos os estados desses novos ramos na arvore
metarracional generalizada, com horizonte h, sempre terminam em estados que sao piores ou
iguais a s para DM i. Assim, s é MR}, estavel para DM 1.

Agora, vamos considerar o caso em que h é um inteiro par. Primeiro, observe que qualquer
estado em qualquer sequéncia da arvore Maximin;, para o qual DM j se move deve ser um
estado pior ou igual a s para DM 4, porque se o movimento DM j for o dltimo em uma
sequéncia, o estado terminal ndo pode ser melhor que s para DM i porque s é Maximin,, para
DM i e se DM i se move apdés o movimento de DM 5, como o DM i sempre pode ficar e

terminar a sequéncia, ele nunca pode se mover em um estado melhor que s, pois existe uma



56

sequéncia que termina nesse estado.

Se h for par, quando houver repeticio de estados na arvore Maximin, onde DM j se
move, a politica Pj#, de DM j iré replicar o que ele/ela faz na primeira vez que aparece na
arvore Maximiny,. Assim, em qualquer estado s; em que ha uma replicacao que forma um novo
ramo que n3o pertence a arvore Maximin;, (porque DM j realiza acdes diferentes em s; para
diferentes niveis de profundidade no tree Maximiny,) o estado para o qual DM j se move apds
replicacdo é um estado sy que pertence a arvore Maximin;, na qual DM i se move com um
horizonte menor. Portanto, K;(s) > K;(s2) e, além disso, todos os estados em R;(s2) também
aparecem na arvore Maximin; em um nivel menor. Portanto, DM j podera replicar nos estados
dos novos ramos ndo pertencentes a arvore Maximin; que seguem s, o que ele faz em um
nivel de profundidade menor na arvore Maximin;, nesses estados e, como argumentamos, isso
leva a estados ndo preferiveis a s por DM 4. Assim, repetindo esse argumento, para estados
com maior profundidade nesses novos ramos, pois os ramos s3o limitados pela profundidade A
na arvore metarracional geral com horizonte h e todos os estados desses novos ramos sempre
terminam em estados que nao sao melhores que s para DM ¢, temos que s é MR;, estavel para
DM i.

Finalmente, vamos mostrar a outra direcao, ou seja, se s € M Ry, estavel para DM 17, entao
s € Maximin,, estavel para DM i. Para isso, suponha que o estado s seja M R;, estavel para
DM i. Assim, existe uma politica P/, para DM j, tal que H,i;p§ (1,8) = s, pois todos estados
terminais da arvore metarracional generalizada com horizonte h n3o sio preferidos a s para
DM 1.

Pela definicdo de Gi (i, s), temos que K;(Gi(i,s)) > K;(s). E pelo Lema [3.2.5 segue
que:

Ki(s) = Ki(H, " (i,5)) = Ki(G}i,5)) > Ki(s).

Portanto, K;(G(i,s)) = K;(s), o que implica que s é Maximin;, estavel para DM i. 1

Finalmente, concluimos esta sec3o ilustrando, através de exemplos, que diferentes politicas
sao necessarias dependendo da paridade do horizonte de conflito.

Primeiramente, analisando o conflito apresentado no Exemplo [3.2.1, podemos ver que o
estado s € Maximin; estavel para DM 4. Como esperado, quando impomos a politica P} do
DM j definida na Subsecdo [3.2.2.2] para horizontes impares, que replica em estados com me-
nor profundidade o movimento realizado em o mesmo estado com maior profundidade, ou seja,

73;-‘(34) = S9, entdo o estado s é M R, estavel para DM 7. No entanto, se tivéssemos imposto
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a politica maximin definida na Subsec3o[3.2.2.3] para horizontes pares, que replica nos estados
com maior profundidade o mesmo movimento realizado no mesmo estado com menor profun-
didade na arvore Maximin, ou seja, PJ#(34) = sg, poderiamos nao justificar que o estado s seja
M R estével para DM 4, pois haveria uma sequéncia (s, 1, S4, 7, Ss, i, S7, J, S6, 1, S4, J, S8, &, S8),
cujo resultado é o estado sg, que é preferido a s pelo DM 1.

Por outro lado, o Exemplo ilustra um conflito onde o estado s é Maximing estavel
para DM i e que, se DM j adota a politica maximin definida para horizontes impares, esta

politica n3o justifica que o estado s seja M Rg estavel para DM 1.

Exemplo 3.2.7 Considere o seguinte conflito hipotético, com dois DMs, i e j, e sete estados
{s, s1, 82, S3, 4, S5, S¢ }, de modo que os conjuntos de acessibilidade dos DMs i e j sdo dados,
respectivamente, por: R;(s) = {s1}, Ri(s2) = {s1}, Ri(s3) = {sa}, Ri(s5) = {se¢} e Rj(s1) =
{s2,s3}, Rj(s4) = {s5}. Além disso, os conjuntos de acessibilidade de todos os DMs em todos
os estados que ndo foram declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Finalmente, a relacdo de
preferéncia de DM i é dada por: sg >=; Sy »=; S >=; S1 >i So =; S5 »—; S3. A Figura|§ mostra
as escolhas feitas pelos DMs (seta vermelha) na anélise de estabilidade Maximing do estado s
para o DM 1.

Observe primeiro que o estado s é Maximing estavel para DM i. Assim, se impormos a
politica 73]# do DM j definida na 5ubseg:§o para horizontes pares, que replica em esta-
dos com maior profundidade o movimento realizado no mesmo estado em uma profundidade
menor na arvore Maximing, ou seja, 73]# (s1) = s2, entdo o estado s é M Ry estavel para o
DM i. No entanto, se tivéssemos imposto a politica maximin definida para horizontes impares
em Subsecdo[3.2.2.2, que replica nos estados com menor profundidade o movimento realizado
no mesmo estado com maior profundidade, ou seja, 73; (s1) = s3, entdo ndo seria possivel
Justificar que o estado s é M R estavel para o DM i, pois haveria uma sequéncia terminada

(S, 81,7, S3,1, S4, J, S4) cujo resultado s, é preferido a s pelo DM i.
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Figura 8 — Andlise de estabilidade para o DM 4 no conflito descrito no Exemplo ‘ onde as setas vermelhas
indicam as escolhas feitas de acordo com o paradigma Maximin.

Fonte: O autor (2023).

3.3 CONFLITOS MULTILATERAIS

Nesta secdo, nosso objetivo consistird em investigar a relacdo entre os conceitos Maximin,
e MR), alternativa (MR}") para conflitos com miiltiplos decisores. Diferentemente do que
ocorre no caso apresentado na secao anterior, ou seja, o caso de conflitos com somente
dois DMs, no caso de conflitos com mudltiplos decisores veremos que tal equivaléncia n3o é

verdadeira.

3.3.1 Arvore Maximin,

Como o conceito de estabilidade Metarracional Generalizada estd atrelado a uma éarvore
metarracional e a uma politica para o oponente do DM focal, apresentamos, nesta subsecao, a
definicao de uma arvore Maximiny, que serd apropriadamente modificada para que possamos
estabelecer a politica dos oponentes, que serd chamada de politica Maximin.

As sequéncias definidas a seguir formam uma arvore tendo como né raiz o estado s, na

qual o DM i pode permanecer no estado e a sequéncia encerra ou se mover para qualquer



59

estado acessivel e a coalizdo de oponentes, N;, sempre escolhe o pior entre permanecer no

estado e encerrar a sequéncia, caso este estado tenha sido acessado pelo DM 7, ou se mover

para o pior estado antecipado. Porém, um DM j € N;, ndo poderd permanecer em estados

acessados por um outro DM diferente do DM i. Esta é a chamada arvore Maximiny,.

Seja s o estado que é Maximin, estavel para o DM i. E sejam todas as possiveis sequéncias

alternadas de estados e DMs da forma:

(50375513 01,15 51,15 91,23 51,2} - - - 5 11,y 5 523 85 533 93,15 83,15 - - - 3 13mg5 54305 855+ . 3 1k; 57),
tal que:
(1) so =s;
(2) il,m 7& i;

(3)

(4)
(5)

ir =1es" =s,paral < h ouk=(l,m)es" =s,,paral <hem <n,ou

k= (l,n) es" =s;q paral <h;
1m+1 € diferente de 4;,,,, paral <hem=1,2,....,n — 1;

Para [ par, temos que s;,1 € R;(s;) U{s;}. Para [ impar, temos s;,1 = M} _;(N;, s;), se
Ki{(G:_, (i, M} ;(N;,s))) < K;i(s1), e 8131 = s, caso contrdrio, sendo neste (ltimo

caso n; = 1;
Sim+1 7 Sim Paral <m <n; —2 e 841 # Sip—1;

, L . .
Para [ impar, tal que (s;; 1158015012, 81.2; - - -3 Jimys S141), €M que ji, € N;, € uma
sequéncia legal de movimentos da coalizdo N; que se inicia em s; e termina em s;41,
entdo m; > n;. Além disso, se m; = ny, entdo existe 1 < m* < n, tal que s;,,, = s],,,

para m < m*, e Ki(sym-) < Ki(s],,-);

Para cada s;,,,, temos que [ indica em qual das subsequéncias legais de movimentos dos
oponentes do DM focal ocorre este estado. Além disso, se [; < [5, diremos que o estado

51,,m Possui uma profundidade menor que o estado s, /.

Intuitivamente, temos que a condicdo (1) estabelece que o estado inicial é o estado s. J3,

a condic3o (2), estabelece que o DM focal ndo se movimenta durante uma subsequéncia legal

de movimentos da coalizdo de seus oponentes. De acordo com a condi¢&o (3) o DM focal, ou

permanece no estado atual, ou se move para um estado a partir do qual a coalizdo de seus
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oponentes iniciard uma subsequéncia legal de movimentos. J& quando um DM pertencente
a coalizao de oponentes do DM focal se movimenta, ele acessa um estado a partir do qual
outro DM pertencente a coalizao de oponentes deve se movimentar, ou entdo ele encerra
o movimento da coalizdo, e assim, a vez de se movimentar é do DM focal. A condicdo (4)
estabelece que o mesmo DM nao pode se mover duas vezes consecutivas em uma subsequéncia
legal de movimentos. A condicdo (5) estabelece que o DM focal se move nos estados do tipo
s;, em que [ é par, e nos estados do tipo s;, em que [ é impar, a coalizio de oponentes
do DM focal realiza uma subsequéncia legal de movimentos. A condicdo (6) estabelece que
os oponentes do DM focal ndo podem permanecer em um estado para o qual algum outro
oponente do DM focal tenha se movido em um sequéncia legal de movimentos. De acordo
com a condicdo (7), a subsequéncia legal de movimentos da coalizdo de oponentes do DM
focal é sempre a menor subsequéncia legal que liga o estado s; ao estado s;;1. Finalmente, a
condicdo (8) estabelece que o indice [ indica em qual das subsequéncias legais de movimentos

dos oponentes do DM focal ocorre o estado s; .

3.3.1.1 Politica Maximin

Diferente do que fizemos na secdo anterior, nao construiremos uma politica para conflitos
com horizonte impar, pois como veremos no Exemplo (3.3.2) alguns conflitos podem possuir
a caracteristica de existir um estado Maximin;, estavel, mas que ndo seja possivel construir
politicas para todo decisor j € N; que garantam que tal estado seja M R} estavel.

Entretanto, em conflitos com horizonte par, a partir das escolhas dos oponentes do DM
focal, os quais se comportam de acordo com a estabilidade Maximin;,, podemos construir
uma politica Maximin, mesmo sabendo que, na arvore Maximin, eles nem sempre usam uma
politica, pois podem fazer escolhas diferentes a partir de um mesmo estado.

Nesta secdo, mostraremos como a partir das escolhas feitas pelos decisores oponentes
do decisor focal, em uma arvore Maximin; com horizonte par, podemos construir a politica
Maximin. Como veremos, essa politica sera utilizada na prova do Teorema|3.3.1} o qual é um
dos resultados desta secdo e estabelece que, no caso de conflitos multilaterais a estabilidade

Maximin,, implica a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa.
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3.3.1.2 A politica P, do DM j, para o caso h par

Se h é um inteiro positivo par, entdo, para construirmos politicas para os oponentes do

DM focal, iremos particionar os estados de S de acordo com o menor nimero de estados que

aparece em uma sequéncia alternada da forma descrita acima iniciando em s e finalizando

no estado em questdo. Ou seja, vamos particionar S em subconjuntos S,g,j € N;, em que

k=1,3,5,...,h — 1, de forma que:

(1) S7. para k impar e menor que h, consiste dos estados s* para os quais existe uma

sequéncia na arvore Maximiny,

..- -. . .. . . .. . .'- -. . . -. . -.. . . ...*.'
(SO7 1 81, 7,171, 8171, 21,2, 81’2, e 721,n1; S9;15 833 7,371, 8371, e ,ngg, 84315855 ... Sg—151k; S ,])
ou
(80§ 25515%1,15 51,15 01,25 51,25« - - 5 Ung 5 52525 5352315 83,15 - - - 5 U3,n35 54505 55,1515 55,15 -« - 5 15.n55

. '- . . . y . *- y
565,575+« + 3 Sk—1,m; tk—1,m+1; S 7])

Com1l <m < ngy —1 E s # 5,1, ou s* # 5,_1,m, de modo que ndo exista

nenhuma sequéncia da arvore Maximin,, do tipo:

(80575 81571,15 1,15 11,23 51,23 - - - 120,n0 552,883, 83,15 53,15 - - -5 U3,nh5 5431, 85, 15,15 55,15 - - - 5 U ns s
. ‘. . . . . > . *. ,
86y 875+ -3+ 8¢-151g5 S aj)

nem também,
(So; 158130115 51,15 01,25 81,25 - - -5 b1 nd 552585 83,1315 8315 - - - 5 U3,nf 5 54585 555 25,15 55,15 - - - 3 U5 ns s

. .. . . . > . *' >
S35 575 -+ .3 Sq—1mi lg—1,m+1; 573 J)

com s* # S,_1, ou s* # Su_1,,, € ¢ (impar de maneira que h > g > k, el < m <

Ng—1 — 1.

Seja Sg o conjunto de todos os estados que ndo pertencem a nenhum Sy, para k impar

e menor que h.
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Em qualquer S/, para k # 0 e k # h, temos os estados em que algum DM j € N; se
move na arvore Maximin,. Como o DM j pode se mover mais de uma vez em um determinado
estado s* na arvore Maximiny, e ir para estados diferentes de s*, as politicas dos DMs j € N;
indica que ele sempre va para o mesmo estado que ele iria na Gltima vez que ele se moveria de
s* na arvore Maximiny,. Por outro lado, caso um estado n3o faca parte da arvore Maximiny,
ele pertencera a Sg e a politica dos DMs j € N; indicarad que eles permanecam neste estado.

Formalmente, seja s* um estado qualquer do conflito. Definimos a politica Pj(s*), j € N,

COMO se segue:

(1) Pj(s*) = s*, se s* pertence a SJ. (Ou seja, para os estados que n3o sdo um estado em

que o DM j se move na arvore Maximin,, o DM j deve permanecer nestes estados).

(2) Se s* pertence a S, temos que Pj(s*) = s', em que s’ é o (nico estado acessivel, para
o DM j na arvore Maximin, na k-ésima rodada, em que o DM j se move a partir de s*,

isto é, o estado para o qual existe uma sequéncia do tipo:

(507 15 513 Zl,l? 51,15 81,25 51,27 < g, 52515 535 Z3,17 531y -- 7Z3,n37 430,855+« -3 Sk—1,48 3]3S )

ou

(80§ 15815%1,15 51,15 21,25 51,25 -« - 5 Vg ; S25 %5 83;13,15 83,15 - « - 5 W3 ,ng; S4; 25 555 15,15 85,15 - + - 5 U5,n55
86,875 -+« 1 Sk—1,m> Uk—1,m+1,S ;]S )7

emquel <m<n,_;— 1

E importante perceber que, dada uma subsequéncia qualquer pertencente a sequéncia de
movimentos dos DMs na arvore Maximin, que chamaremos de subsequéncia legal de movi-
mentos dos oponentes, na qual na k-ésima vez dos oponentes se moverem na arvore Maximin,
se um mesmo decisor j € N, estiver se movendo no mesmo estado s* nessas diversas sub-
sequéncias, entdo em todas elas a parte final do trajeto que se inicia como (s*;j) em uma
k-ésima subsequéncia legal de movimentos dos oponentes na arvore maximin sera igual. Uma

vez que:
(i) o conjunto de oponentes do DM focal é o mesmo;
(ii) o horizonte de movimentos restantes para o focal e os oponentes é o mesmo;

(iii) os oponentes sempre tem o objetivo de atingir como estado final da subsequéncia o

estado que minimiza o estado antecipado pelo focal considerando o horizonte restante;
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(iv) os oponentes sempre fazem isso considerando a subsequéncia mais curta e no caso de
mesmo comprimento vao pelo trajeto que atinge um estado de menor K; mais rapido

(condicdo 7 da definicdo da arvore maximin).

Note que as subsequéncias mencionadas acima podem até iniciarem em estados diferentes,
mas se elas, em algum ponto, tiverem o mesmo DM se movendo no mesmo estado, a partir
dai elas serao iguais, o que determina que o valor de Pj’»(s*) s6 depende do valor de k, ou
seja, de quantos movimentos do DM focal e sequéncia legais de movimentos ja foram feitos

até atingir um ponto em que o DM j estd se movendo em s*.

new

3.3.2 A relacao entre os conceitos de estabilidade Maximin, e M R

r

Definida a politica P; do DM j apresentamos o Teorema o qual estabelece que a
estabilidade Maximin;, implica na estabilidade MR, ", em casos de conflitos que envolvem

multiplos decisores e o horizonte é um nldmero par.

Teorema 3.3.1 Seja um conflito envolvendo n > 2 DMs. Se o estado s € S é Maximiny,

estavel para o DM i com horizonte h = 2r, entdo s é MR, — estavel para o DM i.

Prova:

Notemos que se houver repeticio de estados na arvore Maximin, em que algum DM
pertencente a coalizao de oponentes do DM ¢ faz um movimento, de acordo com as politicas
P;,j € N;, no estado de maior profundidade, um DM j replica o movimento feito no estado
com menor profundidade, pois, como dito acima, cada um dos DMs pertencentes a coalizdo
busca que a subsequéncia legal atinja, em seu estado final, o estado que minimiza o estado
antecipado pelo DM ¢, com relac3o as suas preferéncias, no horizonte restante.

Dai, em qualquer estado s; onde hd uma replicacdo que forme um novo ramo, que nao
pertence a arvore Maximin, (porque existe algum DM pertencente a coalizdo de oponentes do
DM i, a partir de algum estado na sequéncia legal de movimentos que se inicia em s;, acessa
estados diferentes, em niveis de profundidade diferentes da arvore Maximin,), este estado
para o qual ele estd se movendo também serd um estado no qual o préximo DM fard uma
replicacao, e tal replicacao pode ser igual ao movimento feito, ou na mesma subsequéncia, ou

em outra subsequéncia diferente (ainda mais para tras). Dai, o estado final dessas replicacdes
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de movimentos dos DMs, é um estado s, que pertencia a arvore Maximin, no qual o DM i se
move em uma profundidade menor.

Como as politicas 73]’» dos DMs pertencentes a coalizdo indicam que eles sempre irao
replicar o movimento feito em um nivel menor de profundidade na arvore Maximin, entdo
apo6s as replicacoes, ao longo do trajeto, ocorre que o horizonte vai sendo encurtado até que
no caso mais extremo o DM ira replicar um movimento ocorrido na primeira subsequéncia
de movimentos da coalizdo. Portanto, todos os ramos da arvore Metarracional gerada pelas
politicas P’, dos DMs pertencentes a coalizdo de oponentes do DM focal, sdo ramos originais
da arvore Maximin, pois cada novo ramo, que nao pertence originalmente a arvore Maximin,
serao ramos que pertencem a arvore Maximin com uma proundidade menor. Assim, como as
politicas P} sé permitem que um DM j permaneca se o estado foi acessado pelo DM focal, a
arvore Metarracional formada, também, mantém a regularidade existente na arvore Maximin

s 31 pnew s .
e temos que o estado s é M R estavel para o DM i. i

Os conflitos que possuem horizontes impares, isto é, conflitos que sdo encerrados por um
movimento do DM focal, podem possuir a caracteristica de ter um estado s que é Maximiny,
estavel, mas que ndo é M R“" estavel. Para explicitar tal fato, apresentamos o Exemplo

abaixo.

Exemplo 3.3.2 Considere um conflito hipotético envolvendo os DMs i, e k, dez estados,
digamos s, sy, S2, S3, S4, S5, S¢, S7, Sg, Sg de modo que os conjunto acessibilidades, respecti-
vamente dos DMs i,j e k sdo: Ri(s) = {ss}, Ri(s5s) = {ss}, Ri(s4) = {sa2}, Ri(s¢) =
{s7}, Ri(s2) = {s7}, Ri(s0) = {s1}, Rj(s1) = {s2}, R;(s3) = {52, 86}, Rj(52) = {50}, Ri(52)
{s5}, Ri(s¢) = {s4}, Ri(ss) = {s2}. Além disso, os conjuntos de acessibilidade de todos os
DMs em todos os estados que ndo foram declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Finalmente,

considere que as preferéncias do DM ¢ sdo dadas por:

Sg ;i ST >;S1 =i Sg ™ S3 ™=; S >; So =i S5 ™; S4 ™; Sg

Note que o estado s é Maximing estavel para o DM ¢, uma vez que ele n3o tem incentivo
de se mover do estado s, pois antecipa que o resultado do conflito apés h = 9 passos serd o
estado s, como podemos observar na Figura [9, que é um estado pior que s, de acordo com

suas preferéncias. Entretanto, ndo existe um conjunto de politicas P; para todo j € NNV;, que
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Figura 9 — Andlise de estabilidade para o DM ¢ no conflito descrito no ExemploM

Fonte: O autor (2023).

garanta que as i-sequéncias com r = 5 rodadas, ou i-sequéncias terminadas com menos de
r = 5 rodadas ndo tenham um resultado preferivel a s, de acordo com as preferéncias do DM
1.

De fato, note que a partir do estado sg, na primeira vez que ele aparece na arvore Maximiny,
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o DM £ acessa o estado sp, uma vez que sg € o melhor estado de acordo com as preferéncias
do DM 1, logo, se a politica do DM k& no estado sg for permanecer em sg, teremos a arvore
metarracional que possui a sequéncia terminal (s, 1, ss, k, sg) € sg >; s. Dai, como DM j n3o
pode encerrar o conflito no estado sg, para nao ferir a regularidade da estabilidade M R,
entdo fica sua politica, necessariamente, definida como P;(s2) = sg, pois R;(s2) = {s9}.

Assim, como Ry(s9) = 0, o DM i podera acessar o estado s;, j& que s =; s9. Dai se
P;(s1) = s1 teremos a arvore metarracional que possui a sequéncia terminal (s, i, ss, k, 2, 7, So,
i,81,7,51) € s1 >=; s, logo, como R;(s1) = {s2}, entdo podemos ter P;(s1) = s,. Dai, se o
préximo DM a se mover for o DM focal, entdo ele podera levar o conflito para o estado s; do
qual, os adversarios ndo podem sair e s; >; s, portanto teremos a arvore metarracional que
possui a sequéncia terminal (s, 1, ss, k, S2, 7, So, 1, S1, J, S2, &, S7).

Dessa maneira, o DM £, que n3o pode encerrar o conflito no estado sy, para ndo ferir a
regularidade da estabilidade M R!“", tem definida a politica Py(s2) = ss5. E, portanto, o DM
i podera acessar o estado s3, a partir do qual o DM k n3o pode se mover, pois R (s3) =0 e
o DM j pode dispor de trés politicas: P;(s3) = s3, Pj(s3) = s2 € Pj(s3) = Se-

No primeiro caso, P;(s3) = s3, teremos a arvore metarracional que possui a sequéncia
terminal (s, 1, ss, k, S2, 7, So, 1, 51, J, S2, k, S5, %, S3, J, S3) € S3 >; 5. J& se, P;(s3) = S2, temos
que caso a vez de se movimentar passe para o DM i ele podera acessar, a partir de so,
o estado s7, logo o DM k pode se movimentar utilizando sua politica que ja estd fixada
para o estado sy, Pr(s2) = s5. Dai, o DM i pode acessar, novamente o estado s3, e como
P;(s3) = s2 e Pi(s2) = s5, entdo, teremos a arvore metarracional que possui a sequéncia
terminal (s, 1, ss, k, S2, J, So, %, S1, J, S2, K, S5, 4, S3, J, S2, k, S5, 1, S3, J, S2, k, 85,1, S3) € S3 > S.

Por fim, se a politica do DM j for P;(s3) = s, temos que caso o DM i possa se mover a
partir de s¢ ele podera acessar o estado s7, do qual, como observamos anteriormente, os opo-
nentes ndo poderdo se sair. Assim o DM & move o conflito a partir de sg, mas Ry (sg) = {s4},
entdo Pj(ss) = s4 €, assim o DM i poderd levar o conflito do estado s4 para o estado
S9. Porém, no estado s,, temos que as politicas dos oponentes do DM focal ja estdo fixa-
das pelos seus movimentos anteriores, P;(s2) = s9 € Pj(s2) = s5. Caso o movimento seja
feito pelo DM j segue que teremos a arvore metarracional que possui a sequéncia terminal
(s,1, s, k, 89,7, 89,1, 81, J, S2, k, 5,1, S3, J, S2, k, S5, 1, S3, J, S¢, k, S4, 1, S2, ], S9,151) € S1 = S.
Ja se o movimento for feito pelo DM k teremos a arvore metarracional que possui a sequéncia
terminal (s, 1, ss, k, S2, J, So, 1, S1, J, S2, k, S5, 1, S3, J, S2, k, S5, 1, S3, J, S6, ky S4, 1, S0, k, S5,153) €

S3 > S.
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Ja em conflitos com horizontes pares, h = 2r, caso em que os oponentes do DM focal se
7 . T r new ~ - . - .
movem por Ultimo, um estado s ser M R,." pode ndo implicar em s ser Maximin;, para o DM

7. O Exemplo [3.3.3] abaixo ilustra esse fato.

Exemplo 3.3.3 Seja um conflito hipotético envolvendo os DMs i, j e k, quatro estados, diga-
mos s, s1, S2, S3 € 0s conjuntos de acessibilidades sdo: R;(s) = {s1}, R;j(s1) = {sa}, Rk(s1) =
{s2} e Ri(s2) = {s3}. Além disso, os conjuntos de acessibilidade de todos os DMs em todos
os estados que n3o foram declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Sejam as preferéncias do
DM i descritas por:

S3 ;i S1 ™ S >™; S2

Por fim, considerando as seguintes politicas para o DM j e o DM k, respectivamente:
Pi(s) = s, Pj(s1) = s2, Pj(s2) = s2, Pj(s3) = 3,
Pk(s> = Supk(51> = 8277316(82) = 8277)]"3(53) = 53

Considerando a seguinte arvore meterracional, formada pelas sequéncias terminais: (s, i, s);
. . ; v ynew . . 7 ~ 7
(s,1,81,], 52, k,s2). Temos que s € MR, para todo r maior ou igual que 1. Porém, s ndo é
Maximiny, pois a partir de s, o DM i vai levar o conflito para s3 e os oponentes ndo podem

sair de s3.

N > New

3.3.3 Uma adaptacao na definicao da estabilidade M R,

No conceito de estabilidade MR, proposto em (REGO:; VIEIRA, [2020a)), permite-se que se
os oponentes possam encerrar o conflito antes de r rodadas. No Maximin, isto ndo é permitido.

Nesse sentido observamos que a definicdo apresentada por (REGO; VIEIRA, 2020a)), para
a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa, considera somente a necessidade da
regularidade da arvore Metarracional para as sequéncias que terminam com um movimento do
DM i, isto é, os casos de arvores que possuem horizontes impares. Quando o horizonte é um
inteiro par, os autores definem a estabilidade atrelada a apenas a uma arvore Metarracional,
sem exigir a regularidade.

Faremos uma pequena modificacdo na definicdo proposta por (REGO; VIEIRA, 2020a)), exi-
gindo a regularidade na arvore Metarracional, também, nos casos em que o horizonte é um nd-
mero inteiro par. A finalidade de tal modificacdo é a de fornecer um resultado (Teorema

que estabelece uma relacdo entre a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa mo-



68

dificada e a estabilidade Maximin. A seguir, apresentamos a definicdo da estabilidade Metar-

racional Generalizada Alternativa Modificada.

Definicao 3.3.4 Um estado s € S é i-metarracionalmente estdvel com r rodadas para DM 1,
denotado por s € Sf\TR . , se houver um conjunto de politicas P;, para todo j € N;, e uma
arvore metarracional regular, com base nas politicas P;, j # i, com r rodadas de modo que o
resultado de cada i-sequéncia de r rodadas, que n3o é uma parte inicial de outra i-sequéncia

de r rodadas, de cada i-sequéncia terminal com r rodadas e cada sequéncia terminal com

menos do que r rodadas n3o é preferivel a s pelo DM i.
O Teorema estabelece que a estabilidade MRrew* implica a estabilidade MR, "

Teorema 3.3.5 Seja um conflito envolvendon < 2 DMs, e s € S. Para h = 2r, se o estado

*

s é MR,™" estdvel para o DM i, entdo s é MR, estavel para o DM i.

Prova: Como toda arvore Metarracional regular é uma arvore Metarracional, decorre imedia-

new

tamente, para h = 2r, que a estabilidade MRTew* implica a estabilidade MR . 1

3.3.4 A relacao entre a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa Mo-

dificada e a estabilidade Maximin,,

Apbés fazermos tal modificacdo, temos que, em conflitos com n DMs, n > 2 e horizonte
h = 2r, a estabilidade Metarracional Generalizada Alternativa Modificada passa a implicar a
estabilidade Maximiny,, e pelos Teoremas e [3.3.1] temos que a estabilidade Maximiny,
implica a estabilidade WRfew*, ja para conflitos com horizonte h = 2r — 1 a estabilidade

MR implica a estabilidade Maximin;,. O que formalizamos com o Teorema (3.3.6, abaixo.

Teorema 3.3.6 Seja um conflito envolvendon > 2 DMs, e s € S. Para h = 2r, o estado s é
M Rfew* estavel para o DM i, se e somente, se s é Maximiny, estavel para o DM i. J4a quando

h =2r —1, se o estado s é M R]'*" estavel para o DM i, entdo s é Maximin, estavel para o

DM .

Prova: Sejam as funcdes H;L’Pj(i, s) (respectivamente, H;L’Pj (N;, s) ) que representam o estado
antecipado pelo DM i quando ele (respectivamente, um dos DM j pertencente a coalizdo de

oponentes do DM i) se move inicialmente a partir do estado s, em que cada um dos DM j
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utiliza uma politica P; arbitraria, e o DM 7 sempre se move de maneira a atingir o melhor
estado antecipado, em relacdo a suas preferéncias, considerando um horizonte h — 1 e que
cada DM j se comportara de acordo com a sua politica, P;, exceto quando nenhum estado
antecipado for melhor que o estado atual, caso no qual o DM i permanecera neste estado. As

quais sdo definidas formalmente, da seguinte maneira:

, HPi(i,Pi(s)), se Pi(s) # s
iy = | TGP, 52 Pio) 7

s, se Pj(s) =s.

i s, se Ri(s) =0, ou K;(s) > A (i, s)
Hh7 ](7:7 S) = . .
H PN, M (i, 5)), caso contrério.
Em que M,i’P"(z', s) é um estado s* em R;(s) tal que KZ-(H,Zf{(Ni, s*)) = max{Ki(Hff{ (7, 1) :
WP N i\P; 0P
s1 € Ri(s))} e Ay (i,s) = Ki(H,Zi (Ni, M), (i, 5))).
Dai, se h = 1, segue, por definicdo das funcdes G e HZ’Pj, que Gi(i,s) = Hi’Pj (i, 5),

pois o0 DM ¢ sempre busca acessar o melhor estado em {s} U R;(s) para ele. Logo:
7 (- i,73’j .
Ki(Gy(i,s)) = Ki(Hy ™ (4, 8)).

Similarmente, por definicdo das funcdes G e HZ’Pj, como de acordo com G, os opone-
netes do DM 7 se movem de modo que a subsequéncia legal de movimentos atinja, em seu
estado final, o estado que minimiza o estado antecipado pelo DM ¢, com relacao ao horizonte
restante, ou seja, o pior estado em {s} U Ry;,(s), em relagdo as preferéncias do DM i, e como

P;i(s) € {s} UR;(s), segue que:
Ki(GL(N;, s)) < Ki(H™ (N, s)).

Assumindo, como hipétese indutiva, que

Ki(Gi_y(i,5)) < Ki(HTi (i, 5))

i i, Pj
Ki(G},_1(Ny, s)) < Ki(H), 2 (Ny, 8)),

temos, por definicdo, que o estado G (IV;, s) é o estado que o DM i antecipa, com horizonte

h que lhe da o pior resultado entre os estados que ele antecipa quando é a sua vez de se mover
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e o horizonte é h — 1. Logo,

Ki(Gi(Ny,s)) = min{{K;(s)} U{Ki(G}_,(i,51) : 51 € Ry, (5)}}
< min{{K;(s)} U{K,(H,"{(i,1) : 51 € Ry,(s)}}
< Ki(H” (N, s))

Agora, como G (i, s) é o estado que o DM i antecipa, com horizonte h, que lhe d4 o melhor
resultado entre os estados que ele antecipa quando é a vez da coalizdo de oponentes do DM

7 se mover e o horizonte é h — 1, entdo

Ki(G(i,5)) = max{K;(s), Ki(G),_,(Ni, M; (i, 5)}

max{K;(s), K;(H; I (N;, Mj (i, )}

IN

i,Pj i,Pj .
max{K;(s), Ki(H,_1(Ni, M}, (i,5))}

IN

iPj .
= Ki(H,"7(i,9)),

em que a primeira desigualdade decorre do passo indutivo e a segunda da definicdo de
M7, s).

Portanto, para h = 2r ou h = 2r — 1, respectivamente, o estado s ser Wew* estavel
ou MR estavel, para o DM i, quando ¢é fixado um conjunto de politicas P; para os DMs
pertencentes a coalizdo de oponentes do DM focal, implica que H,il’p; (,8) = s, pois todos os
estados terminais da arvore Metarracional Generalizada com horizonte h s3o piores ou iguais

a s em relacdo as preferéncias do DM i. Como K;(G' (i,s)) > K;(s), temos que,
i,Pr . P .
Ki(s) = Ki(H), 7 (i,5)) 2 Ki(G} (i, 5)) 2 Ki(s).
Isto é, s € Maximin,, estavel para o DM i.
Ja a prova de que, para conflitos com horizonte h = 2r, o estado s ser Maximin;, estavel

para o DM i implica em s ser MR, " estavel para o DM i é idéntica a do Teorema . |

3.4 CONCLUSAO

Neste capitulo, provamos a equivaléncia entre dois conceitos de estabilidade MR, e
Maximin;, para conflitos bilaterais. Assim, apesar da aparente maior flexibilidade de movi-

mento que o oponente do DM focal tem na estabilidade Maximin,, ja que n3o se restringe
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ao uso de uma politica, provamos que se um estado é Maxmin; estavel, é sempre possivel
construir politicas para o oponente que justifiquem o estado satisfazendo a metarracionalidade
generalizada.

Este resultado é de grande valia para a metodologia GMCR, uma vez que a determinacdo
de estados estaveis de acordo com o conceito Maximin;, é mais simples quando comparada com
a obtenc3o de estados estaveis de acordo com o conceito de metarracionalidade generalizada.
Além disso, também apresentamos um resultado relacionado ao estado antecipado de acordo
com a nocdo da estabilidade Maximiny,, que esclarece este conceito. E que nos levou a refletir
sobre o estado antecipado de acordo com a nocao da estabilidade L;, como veremos no
Capitulo [4

Para conflitos multilaterais verificamos que para conflitos com horizontes impares, a esta-
bilidade Maximin implica na Metarracionalidade Generalida Alternativa, o que n3o acontece
para conflitos com horizonte par. E, que para conflitos com horizontes pares a Metarracio-
nalidade Generalida Alternativa nao implica a estabilidade Maximin, mas quando exigimos a
regularidade na arvore Metarracional entdo conseguimos garantir que a nocao de estabilidade

Metarracionalidade Generalida Alternativa modificada obtida implica na estabilidade Maximin.
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4 SOBRE ALGUMAS PROPRIEDADES DAS ESTABILIDADES MOVIMENTO
LIMITADO, METARRACIONALIDADE GENERALIZADA E EQUILIBRIOS
POLITICOS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, o nosso principal objetivo é esclarecer algumas propriedades de trés nocoes
de estabilidade com horizontes varidveis presentes na literatura sobre o GMCR, a saber: equili-
brio em politicas, metarracionalidade generalizada (M R},) e estabilidade Movimento Limitado
(Ly). No primeiro, assim como visto no Capitulo 3} de maneira semelhante ao que ocorre com
a nocdo da estabilidade Maximiny,, apresentamos o fato de que o estado antecipado segundo o
conceito Ly, também, n3o é necessariamente (inico. Em seguida, apontamos um erro no Coro-
lario 1 apresentado em (ZENG et al., 2006), que aborda uma relacdo entre metarracionalidade
generalizada e o conceito de equilibrio em politicas. Por fim, a Gltima contribuicdo é fornecer
uma prova formal de que a estabilidade L, implica na estabilidade M R;, pois a justificativa
atual, para esse resultado, apresentada em (ZENG et al., 2006) possui uma inconsisténcia con-
forme mostramos por meio de um contra-exemplo. Como veremos, a prova proposta neste
capitulo segue uma linha similar a prova de Maximin;, implica na estabilidade M Ry, abordada
no Capitulo [3

Este capitulo esta organizado da seguinte forma. Na Sec3o [4.2] apresentamos, a partir de
um exemplo, a possibilidade da existéncia de uma ambiguidade em relacdo ao estado para
onde o DM vai se mover quando um conflito é analisado segundo a estabilidade de L;, além
de propor um critério para desambiguacdo. Na Secdo 4.3 apresentamos um contra-exemplo
que aponta para um problema em um dos resultados apresentados em (ZENG et al., 2006)).
Na Secao , apresentamos um problema em um argumento apresentado por (ZENG et al.,
2006)), para justificar o fato de que a estabilidade L; implica a estabilidade M Ry, e fornecemos
também uma justificativa plausivel para garantir essa implicacdo. Adicionalmente, ainda nesta
secdo, apresentamos como exemplo dois conflitos que esclarecem que é realmente necessario
definir duas politicas diferentes, uma para os casos em que o horizonte é um inteiro impar
e outra para o caso em que o horizonte é um inteiro par, para garantir que a estabilidade
de L, implique a metarracionalidade generalizada. Por fim, na Secdo 4.5 sdo feitas algumas

consideracdes finais.
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4.2 CORRIGINDO UM PROBLEMA NA DEFINICAO DE ESTABILIDADE DE L,

De acordo com a definicao de estabilidade Lj, a cada passo que um DM é chamado a se
mover, ele deve ter um estado definido exclusivamente para onde ele deve mudar o conflito,
tendo em conta os estados antecipados de acordo com o horizonte remanescente considerado.
Essa conjectura de que cada movimento é definido de forma tnica provavelmente foi devida
a suposicao de que todos os estados s3o estritamente ordenados para ambos os DMs, nao
sendo permitida a indiferenca. Embora de fato nao haja indiferenca entre diferentes estados
antecipados, no Exemplo [4.2.1] mostramos que a partir de dois estados diferentes um DM

pode antecipar o mesmo estado final e, portanto, ser indiferente entre eles.

Exemplo 4.2.1 Considere um conflito hipotético com dois decisores, DM i e DM j, e oito
estados, a saber: {s,s1, S, S3, Sa, S5, S¢, S7}. Considere que as acessibilidades dos DMs i e
J sdo, respectivamente, dadas por: R;(s) = {s4}; Ri(s5) = {s7}; Ri(se) = {sa}; Ri(s1) =
{s2,s3} e Rj(s4) = {s5,51}; R;j(s7) = {s¢}, além disso, considere que os conjuntos de todas
as acessibilidades dos DMs i e j em todos os estados que ndo foram declarados sio iguais
ao conjunto vazio. Considere ainda, que as relacdes de preferéncia dos DMs i e j sdo dadas,
respectivamente, por: S; >; S4 »; S > So > S1 > S3 > S¢ > S5 € S5 > 82 > S¢ > S4 ™
S > S7 7> 83 ~; S1-

A Figura[1( ilustra como este conflito pode evoluir a partir de um movimento inicial do DM
1 do estado s, considerando um horizonte igual a 7. As setas vermelhas nesta figura indicam
as escolhas previstas para os DMs de acordo com a estabilidade L.

Nesse conflito, quando o DM j se move pela primeira vez a partir do estado s4, ele antecipa
que o estado final com horizonte 6 sera igual a s, tanto se ele passar de s, para s, ou para

5. Assim, ndo esta claro se Mg(j,s4) = s1 ou Mg(j, S4) = S5.

Embora o Exemplo [4.2.1] mostre que pode haver ambiguidade de qual movimento um DM
pode fazer, uma vez que o estado antecipado é o mesmo para todos aqueles movimentos para
os quais ha indiferenca, como apontam as setas em vermelho na Figura , a estabilidade
L, do estado inicial ndo é afetada por essas escolhas. Apesar disso, definimos um critério de
decisdo a ser aplicado quando a partir de dois ou mais estados, os estados antecipados por um

DM s&o os mesmos. Formalmente, definimos o estado N, (7, ), como o estado s* tal que:

. s* ¢ Rj(S) (S Kj(Gh_l(i,S*» = max{Kj(Gh_l(i,sl)) 181 € R]‘(S),j 7é Z}
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Figura 10 — Anélise de estabilidade L, para o DM ¢ no conflito descrito no Exemplo

Fonte: O autor (2023).

. Se K;(Gh_1(i,s%)) = K;(Gj_1(i,s*)) para alguns s* € R;(s), entdo K;(s*) >
Kj(S#).

A intuicdo é que quando ocorrer de mais de um estado maximizar o payoff antecipado
do oponente do decisor focal, entao ele escolherd o estado que dd o maior payoff com um
movimento.

A fim de ilustrar o critério de decisdo acima, note que, no Exemplo[4.2.1] temos que quando
o DM j se move pela primeira vez em s4, temos G5(i, s5) = so = G5(i, s1). De acordo com
os critérios propostos, como K;(s5) > K;(s1), temos que Ng(7J, $4) = 5.

Conforme observado no trabalho de (REGO; VIEIRA; KILGOUR, 2022), um problema se-
melhante existe na definicdo de estabilidade Maximin,,, proposta em (REGO; VIEIRA, 2020c]).
Como no caso da estabilidade L;,, a estabilidade Maximin;,, dos estados ndo depende de como

a ambiguidade é tratada.



75

Na préxima secdo, nos voltamos para um problema na literatura sobre a relacao entre

equilibrio em politicas e metarracionalidade generalizada.

4.3 FIXANDO A RELACAO ENTRE O EQUILIBRIO EM POLITICAS E A METARRACIO-
NALIDADE GENERALIZADA

Em (ZENG et al} [2004) é apresentada a nocdo de equilibrio em politicas a qual recorda-

mos a seguir. Esse conceito serd importante para apontarmos um problema em um resultado

(Corolario [4.3.3)) fornecido em (ZENG et al., 2006)).

Definicdao 4.3.1 (ZENG et al,, |2004) As politicas P, e Py formam um equilibrio em politicas

em relacdo ao estado de status quo s* se:
1. Pi(s*) = s* vale para ambos os DM i = 1,2,

2. Vi = 1,2,V P! tais que P/(s*) # s*, o resultado de qualquer sequéncia terminada ou

qualquer sequéncia completa ndo é preferido a s* pelo DM 1.

Um estado s* satisfazendo as duas condicbes acima é chamado de PSS. Denota-se o conjunto

de todos os PSS por S5

Ja em (ZENG et al, 2006)), é apresentado o Teorema (4.3.2} abaixo, que estabelece relacdes

entre os conceitos de resolucdes de M R), e PSS.

Teorema 4.3.2 (1) Se s € SME2n—1 para um inteiro positivo h, entdo s € ST59;

(2) Se s € SP55, entdo s € SM2r para todo inteiro positivo h.

Prova: Ver (ZENG et al, 2006) 1.

Em que SM%r representa o conjunto de estados que s3o equilibrios de acordo com a esta-
bilidade M Rj,. De tal teorema, os autores afirmam decorrer o Corolario [4.3.3 que estabelece
que se o conjunto de estados que sdo equilibrios de acordo com PSS for igual ao conjunto de
estados que ¢ equilibrio de acordo com M Rj,, para algum h, entdo os conjuntos de estados
que sao equilibrios, de acordo com a metarracionalidade generalizada, com horizontes h e h+1

s30 0os mesmos. Abaixo recordamos o referido corolario.
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Corolario 4.3.3 (ZENG et al, | 2006)ST55 = SMEr* para algum h* se, e somente se, SMEn* =

SMRh*Jrl .

llustramos que o resultado declarado no Corolario esta incorreto por meio do seguinte

contra-exemplo.

Exemplo 4.3.4 (Contra-exemplo) Considere o conflito hipotético com dois DMs i e j e dois
estados {s1, s2}, tais que os conjuntos de acessibilidade dos DMs i e j sdo dados, respectiva-
mente, por: R;(s1) = {s2}, Ri(s2) = {s1}, e Rj(s1) = {s2}, R;(s2) = {s1} E as relacbes de

preferéncia dos DMs i e j sdo dadas, respectivamente, por: s; =; sy € 53 = Si.

Figura 11 — Analise de estabilidade para o conflito descrito no Exemplo m

Fonte: O autor (2023).

Primeiro, temos que SMf2 = {s,, s,}. Observe que, por um lado, s, é M R, para DM i, j3
que o estado s, é Nash estavel para DM i. Além disso, como s, é GMR para DM j, também
é M Ry para DM j. Por outro lado, como sy é GMR para DM i, também é M Ry para DM 1.
Finalmente, so é M Ry para DM j, ja que s é Nash estavel para DM j.

Em segundo lugar, temos que ST% = {s,,s,}. Vamos argumentar que s, é PSS. Para
isso, considere as politicas P;(s1) = s1, Pj(s1) = s1, Pi(s2) = s1, € P;(s2) = so. Assim, se
DM i mudar para qualquer politica tal que P/(s1) = s2, o conflito terminard em sy, o que
é pior do que s, para DM i. Por outro lado, se DM j mudar para qualquer politica tal que
Pi(s1) = sa, o conflito ird alternar infinitamente sendo o primeiro estado repetido s, que ndo
é preferivel a s5 pelo DM j. Um argumento semelhante mostra que s, também é PSS.

No entanto, o estado s, ndo é SMR para DM i, porque de s; DM i pode fazer uma Ul
para sy e a Uunica sancdo disponivel para DM j é retornar o conflito para sy do qual DM 1
pode escapar da sancdo movendo o conflito mais uma vez para s;. Como sy ndo é SMR para

DM i, ndo é M R3 para DM i, contradizendo o Corolério[4.3.3
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Porém, temos que o resutado é vélido em uma das direcGes, e que fazendo uma pequena
adaptacdo na outra direcdo o resultado, também, passa a ser valido, assim apresentamos o

Corolario [4.3.5] abaixo.

Corolario 4.3.5 Para algum h* inteiro.
- Se SMRh* — SMRh*+1 enté"ol SPSS — SMRh*.

- Se SPSS — SMRh* enté’ol SJ\/[R},* — SMRh*+2.

Nossa ultima contribuicdo neste capitulo é corrigir um problema na prova de que o conceito

de estabilidade L; implica no conceito de estabilidade M R;, o que faremos na préxima secdo.

4.4 CORRIGINDO A PROVA DE QUE L, IMPLICA EM MR,

Zeng et al. (ZENG et al, |2006)) afirmam que a estabilidade L, implica na estabilidade M Ry,
em conflitos bilaterais. Embora esse resultado seja verdadeiro, como mostramos nesta secdo,
a justificativa original dada pelos autores é problematica.

Dado um estado s satisfazendo a estabilidade L, para o DM i, a ideia da justificativa dada
pelos autores para provar que s é M Ry para DM i é construir uma politica para DM j # i
onde DM j faz exatamente os mesmos movimentos que faz em L;, ou seja, maximiza seu
ganho antecipando o estado final do conflito no méaximo h passos a frente.

O Exemplo [4.2.1] apresenta um conflito onde os movimentos feitos pelo oponente do DM
focal ndo podem formar uma politica ja que este DM faz dois movimentos diferentes a partir
do mesmo estado no conflito. Em particular, de acordo com a estabilidade L7, o DM j ndo
se move de acordo com uma politica, pois ele se move duas vezes do estado s, acessando
diferentes estados em cada um desses movimentos.

Para apresentar uma prova de que a estabilidade L; implica estabilidade MR;,, serd neces-
sario definir uma arvore L;, para que possamos definir uma politica do oponente, a qual sera

chamada de politica L.

4.4.1 A arvore L,

A arvore L; é definida por um conjunto de sequéncias alternadas de estados e DMs com

raiz dada por algum estado s que é L, estavel para DM i. Em cada sequéncia, o DM ¢ pode
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ficar no estado atual ou mover-se para qualquer estado acessivel para ele, enquanto que o
DM j sempre escolhe o melhor estado para ele entre ficar ou alcancar um estado final de
conflito apés um horizonte de comprimento maximo h, movendo o conflito para um estado
acessivel, ou seja, DM j se comporta na arvore L, conforme esta seguindo o que é prescrito
pela estabilidade Lj. Sempre que algum DM fica em um determinado estado, a sequéncia

termina naquele estado. A seguir, damos a definicao formal dessa arvore.

Definicao 4.4.1 Seja s um estado L, estavel para DM i. A arvore Ly para DM i do es-
tado s consiste no conjunto de todas as possiveis sequéncias alternadas de estados e DMs

(S0, %0, S1,71, S2, 2, -y ik_1, Sk ), tal que:
(1) sp = s.
(2) iy =i.
(3) iyy1 # iy, paral =0,1,2, ...k — 2.
(4) se iy =1, siy1 € Ri(s) U{s;}, enquanto se iy = j, s;11 = Niu—i(4, s1), se K;(Gri—1
(i, Nei(J, 81))) > Kj(s1), € 141 = s1, caso contrario.
(5) k< h.

(6) Se s;11 = s, para algum 1 =0,1,2,....k — 1, entdo a sequéncia termina em s; 1.

E importante notar que se o estado s é L, estavel para DM i todos os estados finais das
sequéncias desta arvore s3o piores ou iguais a s para DM i.

A arvore L7 para DM i do estado s no Exemplo [4.2.1)é uma subérvore da arvore mostrada
na Figura[9] consistindo de todos os movimentos do DM i e do DM j, movimentos que s3o

exibidos em vermelho.

4.4.2 A politica L,

Como o oponente do DM focal, que se comporta de acordo com a estabilidade L, pode
tomar decisGes diferentes quando o mesmo estado aparece na arvore Lj, conforme ilustrado
no Exemplo [4.2.T] assim, nem sempre pode usar uma politica. Nesta secdo, mostramos como
a partir das escolhas feitas pelo decisor oponente, em uma arvore L;, podemos construir

politicas Lj. Essas politicas dependem da paridade do horizonte de conflito e serao utilizadas
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na prova de que a estabilidade L; implica na estabilidade M R, em conflitos bilaterais. Tal
dependéncia vem do fato de que para conflitos com horizonte impar, o Gltimo a se mover é o
DM focal, enquanto para conflitos com horizonte par o oponente do DM focal é o dltimo a

S€ mover.

4.4.2.1 Politica Ly, para conflitos com horizonte impar

Consideremos inicialmente o caso em que h é impar. Assim, para estabelecermos a politica
Ly, primeiramente iremos particionar os estados de S de acordo com o maior nimero de
estados que aparecem em uma sequéncia alternada da forma descrita acima comecando em s
e terminando em um determinado estado.

Isto é, vamos particionar S em subconjuntos S;, onde t = 1,3,5,...,h, de forma que:

(1) Seja S;, para t < h impar, o subconjunto que contém todos os estados s* pertencentes

a arvore L, do DM i iniciada em s, que fazem parte de uma sequéncia da forma

(80,90, S15 1, -veey St—1, 411, S7), cOM s* # 5,1, e que n3o ha sequéncia na arvore L, do
DM i iniciada s tal que (sq, %0, S1,%1,---,S-1,%-1,5 ), com s* # s;_1, onde [ é impar
eh>1>t.

(2) Seja Sp o subconjunto de todos os estados que ndo pertencem a nenhum S;, para t

impar e menor ou igual a h.

Se um estado ndo fizer parte da arvore L, do DM i iniciada em s, ele pertencera a S
e a politica de DM j ditarda que DM j permaneca neste estado. Além disso, os estados em
qualquer subconjunto S;, para t # 0 e t # h, sdo estados que pertencem a arvore L, do DM
1 iniciada em s e DM j se move deles.

Para s* € S, definimos a politica do DM j no estado s*, ou seja, 73]’-‘(5*), da seguinte

forma:

(a) Pj(s*) = s*, se s* pertence a Sy U Sy. (Ou seja, para estados que ndo sdo um estado
onde DM j se move na arvore L;, do DM i iniciada em s, o DM j deve permanecer

nesses estados).

(b) P;(s*) = Nut(j,5*) para s* em Sy, 0 < t < h, se K;j(Gn_1—1(i, Nu—t(j,5%))) >

K;(s*), e Pj(s*) = s*, caso contrério.
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Como os S;'s sao disjuntos e a unido de todos os S;'s forma o conjunto .S, ou seja, os
S;'s formam uma particao de S, entdo a politica 73;-* estd bem definida, isto é, cada estado
em S estd associado a apenas um Unico movimento, que seria permanecer no mesmo estado
ou mover-se como DM j se move em s* na arvore L, do DM 7 iniciada em s, considerando

que o maior nimero de movimentos ja foi feito até atingir o estado s* nesta arvore.

4.4.2.2 Politica Ly, para conflitos com horizonte par

Em conflitos onde o horizonte é um nimero inteiro par, a politica definida acima nao
garante estabilidade metarracional generalizada para um estado s que é estavel de acordo com
o conceito L, para DM . Mais adiante, apresentamos o Exemplo no qual este fato é
exposto. Assim, é necessario construir outra politica em caso de conflitos com horizonte par. Na
construcdo dessa nova politica, particionamos os estados de .S de acordo com o menor néimero
de estados que aparecem em uma sequéncia alternada, conforme descrito acima, comecando
em s e terminando em um determinado estado. Ou seja, vamos particionar S em subconjuntos

Si,ondet=1,3,5,...,h—1, tal que:

(1) Seja S;, para impar t < h, o subconjunto formado pelos estados s* para os quais existe
uma sequéncia na arvore L, do DM i iniciada em s, ou seja, (So, 90, S1, 01, -y St—1, b¢—1,S*),
onde s* é diferente de s;_; e ndo ha sequéncia na arvore L; do DM i iniciada em s tal

que (80,20, S1, 01, coveey Si—1, 411, 57), s* € diferente de s;_1, [ é impare | < t.

(2) Seja Sp o subconjunto de todos os estados que ndo pertencem a nenhum S;, para t

impar e menor que h.

Observe que os estados em qualquer S;, para t # 0, sdo estados nos quais o DM j se
move na arvore L; do DM ¢ iniciada em s.

Para s* € S, definimos a politica do DM j no estado s*, ou seja, 73]#(5*) como segue:

(a) 77]#(5*) = s*, se s* pertence a Sy. (Isto é, se um estado s ndo é um estado onde o DM

J se move na arvore L;, de s para DM 4, entdo o DM j permanece naquele estado).

(b) PF(s*) = Niu—e(j,s*) para s* em S , se K;(Ghr-1(i,Nius(j.s%))) > K;(s*), e

77]#(3*) = §*, caso contrario.
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45 A PROVA FORMAL

Definidas as politicas para conflitos com horizontes pares e impares, apresentamos uma

prova formal da implicacdo.

Teorema 4.5.1 Sejas € S e N = {i,j}. Se o estado s é Ly, estavel para DM i, entdo s é
M Ry, estavel para DM 1.

Prova: Inicialmente, vamos considerar o caso onde h é um inteiro impar, nos casos onde ha
repeticao de estados na arvore L, do DM ¢ iniciada em s em que o DM j se move, a politica
P; , do DM j, ira replicar o que ela faz no estado mais profundo da arvore L; do DM i
iniciada em s. Em qualquer estado s; onde houver uma replicacdo que forme um novo ramo
que ndo pertenca a arvore L; do DM i iniciada em s (fato que ocorre porque o DM j acessa
diferentes estados em s; para diferentes niveis de profundidade na arvore L; do DM i iniciada
em s), o estado para o qual DM j se move apés a replicacdo é um estado s, que pertencia
a L;, arvore do DM i iniciada em s em que DM 7 se move em maior profundidade.

Por um lado, se este estado s, € igual a um estado correspondente ao Gltimo movimento
de DM ¢ na arvore L;, do DM 7 iniciada em s, mas como s é L;, estavel, s, e todos os estados
s3 em R;(s2) ndo sdo melhores que s para DM i. Por definicdo, esses estados s3 pertencem a
Sy Portanto, a politica P} indicard que em todos esses estados s3, DM j permanecerd neste
novo ramo.

Por outro lado, se este estado sy ndo for igual a um estado correspondente ao ultimo
movimento de DM i na arvore L;, do DM i iniciada em s, entdo sy ndo pode ser melhor que
s, pois pertence a arvore L; do DM i iniciada em s, e o DM i se move em s, (e hd uma
sequéncia com estado final em s, na arvore que corresponde ao caso em que DM i fica em s5)
e s é L, para DM i. Além disso, todos os estados em R;(sy) também fazem parte da arvore
L;, do DM i iniciada em s em um nivel mais profundo e, portanto, DM j replicard o que ela
fara nesses estados, dos novos ramos que nao fazem parte da arvore L; do DM i iniciada em
s, de acordo com o que ela fizer a medida que esses estados aparecerem na arvore L; do DM
7 iniciada em s. Portanto, cada novo ramo leva a outro estado s3 em que o DM i se move
na arvore L; do DM i iniciada s, que possui um nivel de profundidade maior que o nivel de
profundidade sy na arvore L;, do DM 7 iniciada em s. Se repetirmos este argumento, como
DM j permanece em um estado em .S;, que é pior ou igual a s para DM i ou os estados da

nova ramificacdo correspondem aos estados do L, arvore do DM ¢ iniciada em s com um nivel
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crescente de profundidade, e a profundidade maxima da arvore L; para DM i de s é limitada a
h, temos que todos os estados destes novos ramos na arvore metarracional generalizada com
horizonte h sempre terminam em estados piores ou iguais a s para o DM 7. Assim, s é M R,
estavel para o DM i.

Se h é um inteiro par. Primeiro, observe que, como o estado s é L, estavel para DM 1,
todo estado em qualquer sequéncia da arvore L; para DM i de s para o qual DM j se move
deve ser um estado pior ou igual a s para o DM 4, porque se o movimento de DM 7 for o
dltimo em uma sequéncia, o estado terminal n3o pode ser melhor que s para DM i e se DM
7 move-se apds o movimento de DM j, pois DM ¢ sempre pode ficar e terminar a sequéncia,
DM j nunca pode acessar um estado melhor que s para DM ¢, ja que o DM i terminaria a
sequéncia neste estado.

Ou seja, se h for par, quando houver repeticdo de estados na arvore L, do DM 7 iniciada
em s em que DM j se move, a politica Pj#, do DM j ira replicar o que ela faz no estado de
menor profundidade na arvore L;, do DM i iniciada em s. Assim, em qualquer estado s; em que
haja uma replicacdo que forme um novo ramo que n3o pertenca a arvore L, do DM ¢ iniciada
em s (porque o DM j realiza a¢Bes diferentes em s; para diferentes niveis de profundidade na
arvore L;, do DM i iniciada em s) o estado para o qual DM j se move apés a replicacdo
é um estado sy que pertencia a arvore L, do DM 7 iniciada em s em que o DM ¢ se move
em uma profundidade menor. Portanto, K;(s) > K;(s2) e, além disso, todos os estados em
R;(s2) também aparecem na arvore L;, do DM i iniciada em s em um nivel inferior. Portanto,
DM j podera replicar nos estados dos novos ramos ndo pertencentes a arvore L;, do DM i
iniciada em s que seguem s, 0 que ela fez em um nivel de profundidade menor no Arvore L,
do DM i iniciada em s nesses estados, que como vimos leva a estados n3o preferiveis a s pelo
DM 7. Assim, repetindo esse argumento, para estados com maior profundidade nesses novos
ramos, como os ramos sao limitados com profundidade /i na arvore metarracional generalizada
com horizonte h e todos os estados desses novos ramos sempre terminam em estados que sao

nao melhor que s para o DM i, temos que s é M R;, para o DM i. 1

Para concluir esta secdo, ilustramos através de exemplos a necessidade de definir duas
politicas distintas, que dependem da paridade do horizonte do conflito.

Inicialmente, analisando o conflito apresentado no Exemplo [4.2.1], notamos que o estado s
€ L7 estavel para o DM i. Se for imposta a politica P; do DM j definida acima, para horizontes

impares, em que a replicacdo em estados iguais pertencentes a arvore L; do DM i iniciada em
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s, repete nos estados com menor profundidade o mesmo movimento realizado em um estado
igual com maior profundidade, ou seja, 73;(54) = 51, entdo o estado s é M R; estavel para o
DM i. Porém, se for imposta a politica P# na qual o DM j repete nos estados com maior
profundidade o mesmo movimento realizado em um estado igual com menor profundidade da
arvore L, parao DM i de s, ou seja, 77]#(34) = s5, verifica-se que esta politica ndo justifica que
o estado s seja M Ry estavel, pois havera a sequéncia (s, , S4, J, S5, %, S7, J, S6, 4, S4, J, S5, 1, $7),
cujo resultado é o estado s7, que é preferivel a s pelo DM 1.

Exemplo |4.5.2 ilustra um conflito com o horizonte seis, no qual temos que o estado s é
Lg estavel para o DM . Além disso, se DM j adota a politica P}, esta politica nao justifica

s ser um estado M Rg estavel para o DM i.

Exemplo 4.5.2 Considere o seguinte conflito hipotético, com dois DMs i e j e sete estados
{s, s1, S2, S3, 84, S5, S¢ }, de modo que os conjuntos de acessibilidade dos DMs i e j sdo dados,
respectivamente, por: R;(s) = {s1}; Ri(s¢) = {s1}; Ri(s2) = {s3}; Ri(s4) = {s5} e Rj(s1) =
{s2,s6}; Rj(s3) = {sa}; R;j(s5) = ). Além disso, os conjuntos de acessibilidade de todos os
DMs em todos os estados que ndo foram declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Por fim,
as relacoes de preferéncia dos DMs i e j sdo dadas, respectivamente, por: s5 >=; S3 »; S =
S1 7 S6 7i S4 7 S2 €847 S2 7S¢ ;S5 =581 >S5 S3.

Notemos primeiro que o estado s é Lg estavel para o DM i. Para verificar isso observe que
se impusermos a politica 73]# do DM j definida acima, para horizontes pares, em que ela replica
nos estados com maior profundidade o mesmo movimento realizado em igual estado que tem
uma profundidade menor na arvore Lg do DM i iniciada no estado s, ou seja, 73]# (s1) = sg,
teremos esse s é M Rg estavel para DM i. Porém, se impusermos a politica definida para
horizontes impares, cuja replicacdo em estados iguais pertencentes a arvore Lg para DM i do
estado s, repete no estado com menor profundidade o movimento realizado no estado com
maior profundidade, entdo esta politica ndo justifica que o estado s seja M Rg estavel para DM
1. Visto que se PJ#(SI) = s3, haverd a sequéncia terminada (s, i, s1, J, S2, i, 3, J, S4, , S5, J, S5)

com resultado igual a s5, que é preferivel a s pelo DM 1.
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Figura 12 — Anélise de estabilidade para o DM i no conflito descrito no Exemplo

Fonte: O autor (2023).

46 CONCLUSAO

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados referentes a estabilidade Movimento Limi-
tado e estabilidade Metarracional Generalizada, que sao exemplos de conceitos de estabilidade
com horizonte variavel no GMCR.

Primeiramente, apresentamos um exemplo de conflito em que hd uma ambiguidade em
relacdo a escolha de movimento feita por um DM na estabilidade movimento limitado, onde
o mesmo estado pode ser antecipado a partir de diferentes estados iniciais. Embora essa
ambiguidade n3o afete os resultados de estabilidade L, propomos uma regra de decisao para
determinar qual movimento deve ser executado.

Em segundo lugar, apresentamos outro exemplo de conflito que ilustra um erro em um
Corolario proposto por (ZENG et al., [2006]) sobre equilibrio em politicas e estabilidade metarra-
cionalidade generalizada.

Por fim, formalizamos um resultado afirmado por (ZENG et al, [2006]) de que a estabilidade
movimento limitado implica estabilidade metarracionalidade generalizada em conflitos bila-

terais. A prova formal deste resultado lanca alguns esclarecimentos importantes sobre estes
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conceitos, especialmente que embora em L; os DMs nao estejam restritos ao uso de politicas,
seu comportamento pode ser alterado para o uso de uma politica sem perder nenhum estado
estavel.

Este entendimento mais aprofundado sobre o conceito L, nos levou a identificar uma
lacuna no que se refere ao conceito L, para conflitos multilaterais. Esta lacuna nos levou a

propor duas extensOes deste conceito a qual descreveremos no seguinte capitulo desta tese.
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5 SOBRE AS ESTABILIDADES MOVIMENTO LIMITADO ALTERNATIVAS

5.1 INTRODUCAO

Na anélise de estabilidade do GMCR, a noc3o de estabilidade movimento limitado (Lj,) (KIL-
GOUR, (1985) é um importante conceito com horizonte variavel, o qual serviu de inspiracdo
para (REGO; VIEIRA| [2020c) e (ZENG et al., 2006) na construcdo das estabilidades Maximiny,
e MRy, respectivamente. Como enfatizado no referencial tedrico e explorado no Capitulo
desta tese, na estabilidade L; o decisor focal, que conhece as preferéncias de seus oponentes,
decide escolher o estado que maximiza seu ganho acreditando que os oponentes, de maneira
racional, também buscam maximizar seu préprio ganho.

Conforme mencionado, também, no referencial tedrico desta tese, em (FANG; HIPEL; KIL-
GOUR, 1993)), sdo fornecidas duas possiveis generalizacdes, denominadas de (Caso 1) e (Caso
2), para o conceito Ly, em conflitos envolvendo miiltiplos decisores. Porém, como mostrare-
mos no Exemplo , o conceito L, (Caso 2), ndo generaliza o conceito L, para conflitos
bilaterais. Ademais, tais generalizacGes tratam os oponentes do decisor focal como indepen-
dentes, sem considerd-los como uma coalizao, o que nao acontece com os demais conceitos
de estabilidade para miltiplos decisores, ou seja, a contagem do horizonte ocorre de forma
diferente dos demais conceitos de estabilidade que envolvem miltiplos decisores.

Nestas generalizacbes do conceito Lj, de forma conservadora, cada oponente do DM
focal sempre agird esperando que o préximo DM a se mover serd o DM que fard o pior
movimento possivel para ele, como previsto pelo postulado do Minimo. (Para saber mais sobre
tal postulado, ver (FANG; HIPEL; KILGOUR, [1993).) Porém, caso o DM que se movimenta, de
forma otimista, acreditasse que o proximo DM a se mover fosse aquele que faria o melhor
movimento possivel para ele, teriamos de forma semelhante, a ideia de um postulado do
Maximo.

Neste capitulo, temos como principal objetivo apresentar generalizacoes alternativas, de-
notadas por L{¢ e L§! para o conceito L;, apresentado em (KILGOUR, [1985)), considerando o
cenario de conflitos com miltiplos decisores. Pois, ao investigarmos se as relacdes entre os con-
ceitos de estabilidade Maximin;,, M R, a estabilidade Movimento Limitado contuariam validas
no caso de conflitos multilaterais, acabamos nos convencendo da necessidade de apresentar-
mos definicdes alternativas para os conceitos Ly, (Caso 1) e Ly, (Caso 2). Ademais, fornecemos

alguns resultados que estabelecem relacdes das estabilidades L{“ e L$? com outros conceitos
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de estabilidade do GMCR, como por exemplo, as equivaléncias entre as estabilidades L{¢, L’
e a estabilidade de Nash, e o fato de que as estabilidades L{“ e L’ implicam a estabilidade
Maximiny,.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira. Na Secdo [5.2] apresentamos o conceito
de dominancia de Pareto, adaptado as configuracdes do GMCR, o qual serad utilizado nas
definicdes de estabilidade Movimento Limitado Alternativas propostas. Na Secdo[5.3] apresen-
tamos a definicdo da estabilidade Movimento Limitado Alternativa com Coalizao Cooperativa
(L$C). Na Sec3o [5.4] fornecemos alguns resultados referentes as relacdes da estabilidade L§©
com os conceitos de estabilidade classicos do GMCR e, além disso, um resultado que esta-
belece a equivaléncia entre os conceitos de estabilidade L{“ e Maximin, para conflitos nos
quais a coalizdo de oponentes tem preferéncias completamente opostas as do decisor focal.
Ja na secdo 5.5 apresentamos a definicdo da estabilidade Movimento Limitado Alternativa
com Coalizdo Individualista, (L$7). Na sec3o , apresentamos alguns resultados que esta-
belecem relacoes do conceito de estabilidade Lgl com a estabilidade Lgc, bem como com
outros conceitos de estabilidade consolidados do GMCR. Por fim, na Secdo |5.7| apresentamos

as principais conclusGes obtidas.

5.2 DOMINANCIA DE PARETO

No estudo da otimizacdo multiobjetivo, um dos objetivos é determinar um conjunto de
solucdes para um problema, denominado conjunto de Pareto ou conjunto Pareto-6timo, que
representa as solucoes do problema. Em geral, nesses problemas est3o envolvidas muitas fun-
cOes objetivo, dentre as quais algumas devem ser maximizadas e/ou outras minimizadas.
Porém, normalmente, nao d& para melhorar uma caracteristica de um problema sem piorar
outra.

Por exemplo, em uma coalizio de DMs envolvidos em um conflito podem existir DMs
com preferéncias bastante distintas, caracterizando assim um conflito de interesses dos DMs
pertencentes a coalizao. Como neste caso ndo é possivel chegar a uma solucdo étima para
todos os DM da coalizdo, pode-se buscar um conjunto de solucdes razoaveis. A dominan-
cia de Pareto procura capturar essa intuicio de uma solucdo razoavel. Intuitivamente, uma
solucdo é ndao-dominada de Pareto se nao houver outra solucdao que seja melhor para todos
os DMs da coalizdo. Em seguida, adaptamos a definicdo do conceito de dominancia de Pa-

reto apresentada em (PARETO, (1896)), para as configuracdes do GMCR. Este conceito serd
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usado posteriormente para definir os conceitos das estabilidades LS e LT, alternativas ,

para conflitos com mdltiplos DMs.

Definicao 5.2.1 Seja H uma coalizio de DMs. O estado s* € S é Pareto dominado pelo
estado s’ € S, para coalizio H se, e somente se, s' ~; s*, para algum DM i € H e s’ =; s*

para cada DM j € H.

A intuicdo é que quando um estado s* n3o é melhor que s’ para todos os decisores da
coalizdo e, ainda é pior do que s, para algum decisor pertencente a coalizdo, o estado s* é

dominado pelo estado s'.

5.3 ESTABILIDADE MOVIMENTO LIMITADO ALTERNATIVA COM COALIZAO COOPE-
RATIVA, LS€.

Como DMs que fazem parte da coalizdo de oponentes do DM focal podem ter preferéncias
diferentes, escolher um critério para agregar suas preferéncias é um desafio. Assim, propomos
um conceito de solucdo onde o DM focal é conservador no sentido que ele ird considerar que
0s oponentes irao se mover para o pior estado possivel que pode ser alcancado e nao é Pareto
dominado para eles.

Para apresentar este conceito alternativo de estabilidade L, para conflitos multilaterais,
precisamos definir algumas notacdes. Seja O$ (i, s) o estado antecipado pelo DM i quando
ele sai do estado s, o horizonte de conflito é h e os DMs se comportam de acordo com
a nocdo da estabilidade L§“, que serd definida formalmente nas Equaces e . Seja
Ru(N;,s) = {s} U{O%% (i,s') : s € Ry,(s)} o conjunto formado pelo estado s e todos os
estados finais antecipados do conflito quando algum oponente de DM ¢ sai do estado s e o

horizonte de conflito é h. Ent3o considere:

{s}U{s € Ry.(s) : O (i, s") é ndo Pareto dominado no conjunto
Ry (N;, s) para coalizdo N;}, se s ndo for Pareto dominado no conjunto
Ry (N;, s) para a coalizdo N;.

RSC(NZ'? 8) =

{s' € Ry,(s) : 05 (i, s') é ndo Pareto dominado no conjunto Ry,(N, s),

para a coalizdo N}, caso contrério.
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Dessa forma, os estados pertencentes a RS (N;, s) sdo todos os estados que podem se
caracterizar como o estado final de uma sequéncia legal de movimentos cujo estado antecipado
a partir deles ndo sdo Pareto dominados dentro do conjunto Ry (1V;, s), para a coalizdo N;.
Além disso RSC(N;, s) inclui o estado s, se este ndo for Pareto dominado para a coalizdo
N;, no conjunto Ry (N;,s). Assim, definimos o estado antecipado Of“(i,s), em que, por

convencao, Ogc(~,s) = s, da seguinte maneira:

s, se Ri(s) =1

OF(i,s) = 4 s, se Ki(s) > ASC(i, s) (5.1)

OY (N;, Q5C (i, 5)), caso contrério,

em que Q¢ (4, s) é algum estado s* € R;(s) tal que K;(OS% (N, s)) = max{ K;(O5 (N;, s'))
s' € Ri(s)} e AYC(i,s) = K;(OYY (N;, Q€ (i, 5))). Por sua vez, OY“(N;, s) é dado por:

s, se Ry,(s) =0 ou R{Y(N;, s) = {s}
OFC(Ni,s) = {5, se Ki(s) < ASC(N;, s) e s € REC(N,, s) (5.2)

05 (i,QF°(N;, s)), caso contrério,

em que QYC(NV;, s) é algum estado s* € RSC(N;, s) tal que K;(0O5%, (i, s*)) = min{ K;(O$ (i, 8'))
s' € RgC(Nh S)} € AgC(Ni’S) = K%(Oggl(l7QgC(Nz’3)))
Na Definicao [5.3.1] apresentamos a estabilidade Movimento Limitado Alternativa com

Coalizdo Cooperativa L$“, para conflitos envolvendo miiltiplos decisores.

Definicao 5.3.1 Sejai € N, o estado s € S é Lgc estavel para o DM 1 se, e somente se,

O%C(i,s) = s.

Ao contrério da estabilidade L;, (Caso 1) e (Caso 2), onde cada movimento de um oponente
aumenta o horizonte em 1, nesta definicdo alternativa, um movimento DM focal ou uma
sequéncia legal de movimentos dos adversarios é que aumenta o horizonte em 1. Ressaltamos
que esta é a forma padrdo pela qual o horizonte é contado em outros conceitos de estabilidade

do GMCR, como a estabilidade Maximin;, e as estabilidades M R e MR,

new
T

Provaremos que este conceito no caso em que existem somente dois DMs no conflito coin-
cide com o conceito Lj, apresentado em (KILGOUR, 1985) para conflitos bilaterais. Contudo,
é importante notar que o conceito L; (Caso 2) para conflitos envolvendo mdltiplos tomado-

res de decisdo ndo generaliza o conceito Ly, apresentado em (KILGOUR) [1985) para conflitos
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bilaterais. De acordo com o conceito de estabilidade L;, (Caso 2), se um conflito tem apenas
dois tomadores de decisdo, o focal e um oponente, ja que o oponente n3o pode se mover duas
vezes consecutivas e o focal ndo participa da sancao, entdo o conflito estaria limitado a um
horizonte no maximo igual a h = 2, o que nao é verdade no conceito L.

O Exemplo abaixo, ilustra um conflito com o horizonte quatro, no qual temos que o
estado s é L, (Caso 1) estavel e L, (Caso 2) estavel para o DM i. Apresentamos tal exemplo
com objetivo de detalhar as diferencas entre os conceitos L; (Caso 1) e Ly, (Caso
2)[2.4.12] buscando tornar mais claro como se obtém estabilidade a partir desses conceitos.

Exemplo 5.3.2 Considere o conflito hipotético a seguir, envolvendo trés DMs, denotados por
i,7 ek, e seis estados {s, s1, S2, S3, S4, S5 }. Considere ainda que os conjuntos de acessibilidades
dos DMs i, j e k sejam dados, respectivamente, por: R;(s) = {s1}, Ri(s3) = {s5}, Rj(s1) =
{s2}, R;(s3) = {s4}, Ri(s2) = {s3}, e os conjuntos de acessibilidades de todos os DMs
em todos os estados que ndo foram declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Suponha que
as relacoes de preferéncias dos DMs sdo dadas por: s5 >=; sq4 >=; S »=; S3 =i So »i Si;
S3>=j 8 >j 81 > S5 =j Sg =j 54, Sg >k S1 >k S >k 83 > 54 >k 55. As Figuras|[13, e[15
mostram como o conflito pode evoluir a partir do estado s com um movimento inicial de DM

i, considerando a nocdo de estabilidade L;, (Caso 1), (Caso 2) e L§C.

Figura 13 — Anilise de estabilidade, de acordo com o conceito Lj (caso 1), do estado s, para o DM i no
conflito descrito no Exemplo [5.3.2]

]
J

@ \

Fonte: O autor (2023).
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Figura 14 — Andlise de estabilidade L4, a partir do estado s, (caso 2) para o DM 4 no conflito descrito no

Exemplo

Fonte: O autor (2023).

Figura 15 — Analise de estabilidade L3CC para o DM 4, a partir do estado s, no conflito descrito no Exem-
plo|5.3.2

Fonte: O autor (2023).

Por meio da inducdo reversa, observe que se o conflito atingir o estado sz, entdo DM ¢
pode se mover e levar o conflito para o estado s5, uma vez que G4(i,$3) = s5, ou 0 DM j
pode escolher ficar em s3, uma vez que G1(j, s3) = s3. Como Kj(s5) < K(s3), temos que
G1(N;,s3) = s5 e DM k age como se DM i fosse o préximo a se mover. Dessa forma, no

estado sy, DM k escolhe ficar em s9, uma vez que Kj(s2) > Kj(s5) e, portanto, temos que
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Go(k, s2) = s3. Como o DM k ou o DM i encerraré o conflito no estado s5, se DM j o acessar
do estado s; e como s; ~; sz, entdo no estado s; o DM j escolherd ficar em s;, ou seja,
temos que G3(j,s1) = s1. Finalmente, como DM j ou DM k terminaré o conflito no estado
s1, o DM ¢ prefere n3o sair do estado s, ou seja, G4(i,$) = s . Portanto, o estado s é L,
(Caso 1) estavel para DM i.

Por outro lado, analisando o conflito de acordo com o conceito de estabilidade L, (Caso
2), podemos ver que se o conflito atingir o estado s3, apenas o DM j pode sair dele, mas como
K;(s3) > K;(s4), temos que g%i’k)({j}, s3) = s3 e DM j opta por ficar em s3. Assim, no estado
S5, apenas DM k pode se mover e, como Kj(s3) > Ki(s3), temos que g5” ({k}, 55) = 55 e
DM Fk escolhe ficar em s,. Sabendo disso, como DM j é o (nico que pode sair do estado s; e
como K;(s2) < Kj(s1), entdo ele prefere ficar em s; e temos que géi’i)({j7 k},s1) = s1. Por
fim, como DM j ou DM Ek terminara o conflito no estado s;, DM i prefere ndo sair do estado
s, ou seja, ¢4(i,s) = s. Portanto, o estado s é L, (Caso 2) estével para o DM i.

Analisamos agora a estabilidade L$'“ do estado s para DM i no conflito apresentado no
Exemplo 5.3.2] A Figura ilustra como o conflito pode evoluir de acordo com a nocdo da
estabilidade de L§“. De acordo com ela, a partir do estado s, DM i precisa decidir se permanece
no estado s ou se move para o estado s;. Portanto, é necessério que ele determine OS“(IV;, s1).
Para tal, é necessario determinar O (i, s') para todo s’ € Ry,(s1) = {s2,53,84}. Como o
DM i n3o pode se mover a partir de s, ou sy, temos que OS¢ (i, s5) = 59 € OYC (i, 84) = s4.
Finalmente, como R;(s3) = {s5} e s5 =; s3, temos que OY“ (i, s3) = s5. Logo, Ro(N;, s1) =
{s1, 82, 84, S5 }. Como os estados s, e s5 sdo Pareto Dominados pelo estado s; para a coalizdo
N;, temos que RS (i,s1) = {s1,52}. Como K;(s1) < K;(s3), temos que OSC(N;, s1) = sy,
ou seja, entre todos os estados finais possiveis para o conflito, s; é o estado ndo Pareto
dominado, para a coalizao N;, que minimiza o payoff do DM i. Assim, como s >=; s, no
estado s, o DM 7 n3o tem incentivo para mover o conflito do estado s para o estado si, ou
seja, O§“(i,s) = s, entdo temos que o estado s é L{C estavel para DM i.

Alguns aspectos relacionados a esses conceitos sao de grande relevancia. Primeiramente,
é importante observar que em conflitos envolvendo mais de trés tomadores de decisdo a
analise referente ao conceito L, (Caso 2), ocorreria utilizando o postulado do minimo, de
forma semelhante a do conceito de L;, (Caso 1). Entretanto, no Exemplo a analise de
estabilidade L;, (Caso 2) n3o considerou a necessidade de minimizar o ganho do decisor focal
a cada movimento feito por um de seus oponentes, pois em cada um dos estados acessados o

movimento alternava entre DM j e DM £k, ndo sendo necessario realizar a minimizacao relativa
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ao payoff do DM que se movia no instante imediatamente anterior.

5.4 ALGUNS RESULTADOS A RESPEITO DA ESTABILIDADE MOVIMENTO LIMITADO
ALTERNATIVA COM COALIZAO COOPERATIVA

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados que estabelecem relacdes do conceito de

estabilidade L com outros conceitos de estabilidade consolidados do GMCR.

5.4.1 A relacdo entre as estabilidades L, e L{“ em conflitos bilaterais

Provaremos a seguir que no caso particular em que ha apenas dois DMs envolvidos no
conflito, a estabilidade L§'“ alternativa coincide com a estabilidade L;, padrio para conflitos
bilaterais. Para provar este resultado, o Lema estabelece uma equivaléncia entre o estado
antecipado relativo ao conceito L, para dois DMs, com horizonte h, ou seja Gj(i,s), e
o estado antecipado relativo ao conceito Lfc, para dois DMs, com horizonte h, ou seja,
O%¢(i, s). Este resultado ser4 usado para demonstrar que o conceito L generaliza o conceito

L;, para conflitos com miltiplos tomadores de decis3o.

Lema 5.4.1 Seja N = {i,j}, s € S e seja h um inteiro positivo. Temos que, Gy (i,s) =
O}?C(i, S) € Gh<j7 3) = O}?C(j’ 8)'

Prova: Note, inicialmente, que por definicido Go(-,s) = Ogc(-,s) = s, Vs € 5. Agora,
assuma, por hipétese de inducdo, que Gj_1(i,s) = 05 (i,s) e Gi_1(j,5) = O (4, ),
Vs € S. Se Ri(s) = 0, temos que Gy(i,s) = O(i,s) = s. Se R;(s) # 0, temos que
max{K;(05% (j,5)) : s € Ri(s)} = max{K;(G)_1(j,s")) : s € Ri(s)} e, consequente-

mente, temos:

054 (4, Q5 (i, 8)) = Gh-1(j, Ma(i, 5))

A1, s) = K055, Q79 (6, 5))) = Ki(Gr1 (4, Mi(i, 5))) = An(i, ).

Logo, OV (i, s) = Gp(i, s).
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Por outro lado, se R;(s) = (), temos que OS¢ (j,s) = Gu(j,s) = s. Se R;(s) # 0, como
N; = {j}, o dnico estado ndo Pareto dominado no conjunto R(j,s) é aquele que maximiza

a preferéncia do DM j neste conjunto. Deste modo:

{s}U{s' € Rj(s) : OF (i, 8') = s} se K(s) > K;(OF5 (i, 5), Vs' € Ry(s),

RgC(Nia S) =
{s' € Rj(s) : K;(05(i,8")) > K;(s) e K;(O74(i,8") > K;(O74 (i, 8")),

Vs" € R;(s) — {s'}}, caso contrario.

Ses € RYY(N;,s), entdo OFY(j,5) = se K;(s) > K;(0Y (i,5)) = K;(Gy_1(i,§)),Vs €
R;(s). Logo, Gi(j,s) = s.

Se s ¢ RYY(N;,s), 51,80 € RYC(N;, s) e 81 # 59, entdo OFC (i,51) = OY (i,52) =
Gh_1(i,51) = Gp_1(i, 9), em que a primeira igualdade decorre da definicio de RS“(N;, s) e a
segunda e a terceira do passo indutivo. Logo, o conjunto { K;(O%% (i,5")) : s’ € R{“(N;,s)} é
unitério. Além disso, s ¢ R{C(N;, s) e OF (i,Q5° (4, 8)) = Gr_1(1,QY° (4, 8)) = Gn_1(i, My (4, 5)),
em que a primeira igualdade decorre do passo indutivo e a segunda decorre do fato de que

“C(j,s) € RYY(N;, s) e que qualquer estado s* € R$C(N;,s) pertence ao conjunto
argmaz{K;(OS% (i,s') : s € R;i(s)} = argmaz{K;(Gy_1(i,s')) : s € R;(s)}. Logo,
O;¢(j,8) = O35 (1, Q7€ (4. 8)) = Grr (4, Mi(j, 5)) = Ga(J, 5)- 1

O Teorema estabelece que a estabilidade de movimento limitada alternativa, L{, é
uma generalizacdo da estabilidade de movimento limitada proposta em (KILGOUR, [1985)), para

conflitos com mudltiplos tomadores de decis3o.

Teorema 5.4.2 Seja um conflito envolvendo dois decisores. O estado s é L;, estavel para o

DM i se, e somente se, s é LYC estdvel para o DM i.

Prova: Inicialmente note que, pelo Lemal5.4.1] temos que G, (i, s) = OS5 (i, 5). Daf, o estado
s é Ly, estavel para o DM i se, e somente, se Gj(i,s) = s. O que ocorre se, e somente se,

O¢C(i,s) = s, ou seja, se, e somente se, s for L estavel para o DM i. i
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5.4.2 As relacdes entre o conceito de estabilidade L{“ e outros conceitos de es-

tabilidade do GMCR

O Teorema estabelece a equivaléncia entre a estabilidade L{“ e a estabilidade de
Nash.

Teorema 5.4.3 Sejasc S ei e N. O estado s é NASH estavel para o DM i se, e somente

se, s é LYC estavel para o DM i.

Prova: Primeiro, temos que se s é NASH estavel para o DM 4, entdo ou R;(s) = (), o que
encerraria a prova, ou R;(s) # 0 e R (s) = 0, logo Vs’ € R;(s), temos que s =; s'. Assim,
O%C(i,s) = s, o que implica que o estado s é L{ estavel para o DM i.

Agora, suponha que o estado s seja L estavel para o DM i. Também temos duas possi-
bilidades, ou R;(s) = 0, o que, também, encerraria a prova, ou R;(s) # (), mas O{° (i, s) = s,
dai como o DM i sempre busca maximizar seu ganho, entdo Vs’ € R;(s), segue s =; s, ou

seja R (s) =0, portanto s é NASH estavel para o DM i. I

Em (FANG; HIPEL; KILGOUR, |1993), é estabelecido um resultado garantindo que os con-
ceitos Ly, (Casos 1 e 2) implicam na estabilidade SEQ. Porém, através do Exemplo [5.4.4}

mostramos que este resultado n3o é vélido se considerarmos a noc3o de estabilidade de L$°.

Exemplo 5.4.4 Considere um conflito hipotético envolvendo trés DMs, digamos i,j e k, e
cinco estados {s, s1, S2, 3,84}, de modo que os conjuntos de acessibilidades dos DMs, i, j
e k sejam dados, respectivamente, por: R;(s) = {s1}, R;j(s1) = {s2}, Ri(s2) = {s3,54}.
Ademais, considere que os conjuntos de acessibilidades de todos os DMs em todos os estados
que n3o foram declarados acima s3o iguais ao conjunto vazio. Suponha ainda que as relacées
de preferéncias dos DMs i,j e k sejam, respectivamente: s1 =; s >=; Sy >; S3 =i S4; S3 >
S 81> S2 >S4 €81 =k 83 = S2 =k S4 >k S.

Observe que o estado s é LSC estivel para o DM i, porque se ele mover o conflito do
estado s para o estado s; o DM j pode mover o conflito para o estado s,, € entdo o DM k
levara o conflito para o estado s3, entdo o estado final serd s3 que ndo é um estado Pareto-
dominado para a coalizdo dos oponentes do DM i. Assim, como s >; s3, segue que o DM i
prefere permanecer em s. Por outro lado, como R (s1) = R} (s1) = 0, segue que Ry (s1) =0
e, consequentemente, s é ndo SEQ estavel para o DM i , e consequentemente, também nio

é SSEQ estavel para o DM i..
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Figura 16 — Arvore de acessibilidades para os DMs no conflito descrito no Exemplo

Fonte: O autor (2023).

O Lema fornece resultados importantes para estabelecermos uma relacdo entre os

conceitos de estabilidade L$'“ e Maximin,.

Lema 5.4.5 Seja um conflito envolvendo n decisores, comn > 2. Sejas € S, i € N e h um

inteiro positivo qualquer. Temos que

Ki(05° (i, 5)) = Ki(G), (i, 5))

Ki(OFC(N;, 8)) > Ki(G},(Ni, ).

Prova: Se h = 1, segue, por definicdo das funcdes G (i,s) e OFC(i,s), que Gi(i,s) =
OYC(i, s), pois o DM i buscard em ambas as situacdes ir para o melhor estado em {s}U R;(s)

para ele. Logo:

Ki(O7 (i, 5)) = Ki(G' (i, 5))

Pela definicio de Gi(N;,s), temos que o estado G%(N;,s) é o estado que minimiza a
utilidade do decisor focal, dentre os estados acessiveis para a coalizdo de seus oponentes,

{s} U Ry, (s). Portanto como OY“(N;, s) € {s} U Ry;,(s), temos que:

K (OF9(Ny, 8)) > Ki(G1(N;, ).

Assim, assumiremos como hipétese indutiva que,
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Ki(054(i,5) = Ki(Gj,_4 (i, 5))

Ki(OF5 (Ni, 8)) > Ki(Gj_y (N, 9)).

Por um lado, a definicdo do estado G (NV;,s) o apresenta como o estado que o DM i
antecipa, com horizonte h que lhe da o pior resultado, considerando que o conflito segue de

acordo com o paradigma maximin. Logo,

Ki(G},(Niys)) = min{{K;(s)} U{Ki(G},_,(i,51) : s1 € Ry,(5)}}
min{{K;(s)} U {K;(O5(i,51)) : 51 € R, (s)}}
min{{K;(s)} U{K;(O% (i,51)) : 51 € RY(N;, 5)}}

IA

IA

Ki(OF° (Ny, s))

onde a primeira desigualdade vem da hipétese de inducdo e a segunda do fato de que
R$Y(Ni, s) C {s} U Rn,(s).

Por outro lado, como G (i, s) é o estado que o DM i antecipa, com horizonte & que lhe d4
o melhor resultado, considerando que o conflito segue de acordo com o paradigma maximin.

Logo,

Ki(G},(i,5)) = max{{K;(s)} U{K;(G}_,(N;,s1) : 51 € Ri(s5)}}
< max{{K;(s)} U{K;(O;(Ni,s1)) : s1 € Ri(s)}}
- Kl(OgC(Zv S))?

onde a desigualdade decorre do passo indutivo e a segunda igualdade da definicio de O (i, 5).

O Teorema estabelece que a estabilidade L implica a estabilidade Maximiny,.

Teorema 5.4.6 Seja um conflito envolvendo n DMs, com n > 2. Seja s € S e h um inteiro

positivo. Se o estado s é L§C estdvel para o DM i, entdo s é Maximin,, estivel para o DM i.

Prova: Como s é L§¢ estével, para o DM i, temos que O$“(i,s) = s, mas pelo Lema

segue que K;(05C(i,s)) = Ki(s) > K;(G:(i,s)), mas como G (i, s) maximiza entre per-
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manecer no estado s ou se mover para um estado acessivel, temos que K;(s) = K;(G} (i, s)).

Portanto o estado s é Maximiny, estavel para o DM 7. 11

Dai, os resultados a seguir sdo imediatos, dada a relacdo entre os conceitos Lgc e Ly para
conflitos bilaterais e a relacdo entre a estabilidade Maximin;, e os conceitos de solucdo GMR,

SMR e MR, (veja (REGO; VIEIRA, [2020c)).

Corolario 5.4.7 Seja N = {i,j} es € S. Se o estado s é Ly, estdvel para o DM i, entdo o

estado s é Maximiny, estavel para o DM i.
Corolario 5.4.8 Seja um conflito envolvendo n DMs, n € N,comn > 2, es € S:

(a) Ses é LQCC estavel, para o DM i, entdo s é GMR estavel para o DM i;
(b) Se s é L estavel, para o DM i, entdo s é SMR estavel para o DM i;

(c) Para h = 2r, se o estado s é L5 estdvel para o DM i, entdo s é MR, estavel para

o DM 1.

Consideramos agora um caso particular em que os conceitos de L$'“ e Maximin;, s3o equi-
valentes. Como mostraremos a seguir, essa equivaléncia ocorre quando todos os oponentes do
DM focal tém preferéncias completamente opostas as preferéncias do DM focal. Formalmente,
duas relacdes de preferéncias, ; e >;, sdo completamente opostas se s >; s’ se e somente
se s’ ~j 8. Intuitivamente, nessa situacao particular como todos os oponentes tém a mesma
relacao de preferéncia, o (nico estado que nao é Pareto-dominado é aquele que maximiza as
preferéncias dos oponentes e, conseqlientemente, minimiza as preferéncias do DM focal. Para
provar isso, primeiro consideramos o Lema que estabelece uma equivaléncia entre os

estados antecipados em ambos os conceitos de estabilidade.

Lema 5.4.9 Considere um conflito envolvendo n > 2 DMs e que todos os DMs em N;

tenham preferéncias completamente opostas as preferéncias do DM i. Seja s € S e h um

inteiro positivo. Segue que Gt (i, s) = O (i,s) e G4 (N;, s) = OF°(N;, 5).

Prova: Note primeiro que, por definicio, Gi(-,s) = O§°(-,s), Vs € S. Agora, assumimos
como hipétese de inducdo que G%_,(i,s) = O (i,s) e G _(N;, s) = O (N;,s), Vs € S.
Assim, segue que R, (N;, s) = {s}U{G}_,(i,5') : s € Ry,(s)}. Portanto, o estado G, (N, s)

pode ser definido em funcdo do conjunto Rj,(N;, s), como segue:
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Ki(G}(N;, 8)) = min{K;(s') : s € R,(N;, 8)}.

Consideremos dois casos. Primeiro, se R;(s) = 0, entdo G (i,s) = OY¢(i,s) = s. Em
segundo lugar, se R;(s) # (), entdo temos que max{K;(OF (N;, &) : s € Ri(s)} =

max{K;(G}_;(N;,s')) : s € Ri(s)} e, consequentemente, segue que:

O}?—Cl(Ni» gc(ivs)): 2_1(Ni,Mé(2',S))

AR (i, 8) = Ki(OFS (N3, QR (i, 8))) = Ki(Gh_y (N3, My (i, 5))) = A} (i, 5).

Portanto, G (i, s) = OY¢(i, s)

Em seguida, se Ry, (s) = (), temos que OY“(N;, s) = Gi(N;,s) = s. Por outro lado,
se Ry.(s) # 0, como as preferéncias dos oponentes do DM i sdo completamente opostas as
dele, elas sao iguais para qualquer par de DMs j, k € N;. Assim, o Unico estado ndo Pareto
dominado no conjunto R, (N;, s) é aquele que maximiza a preferéncia dos oponentes de DM

1 neste conjunto. Desta forma, temos:

[s}ULs' € Bui(s) : 0L (1)) = 5} se K(s) = K;(O0 (1, 5)),
Vs' € Ry,(s) e j € N,

RgC(Nia 3) =

{s' € Ry, (s) : O£ (i, s") Pareto domina para N; todos outros estados do

conjunto Ry (N;,s)}, caso contrério.

Ses € RYC(N;,s), entdo OFC(j,5) = se K;(s) > K;(0 (i,5)) = K;j(Gy_1(i,§)), Vs €
Ry, (s). Logo, Gi(j,s) = s.

Agora, se s ¢ RYC(N;, 5), 51,52 € RYC(N;, s) e 51 # 89, entdo O (i,81) = O (i, s5) =
G _,(i,s1) = G%_,(i,s2), onde a primeira igualdade decorre da definicio de RS (N;,s) e
do segundo e o terceiro do passo indutivo. Portanto, o conjunto {K;(O{ (i,s)) : s €
R{C(N;, s)} € unitario. Além disso, s ¢ RSC(N;, s) e OFC (i, QY (Ny, s)) = Gt (i, Q5S¢ (N;, 8))) =

¢ (i, M} (N;,s)), onde a primeira igualdade decorre do passo indutivo e a segunda decorre

do fato de que QS“(N;,s) € RYC(i,s) e que qualquer estado s* € R (N;, s) pertence ao
conjunto argmaz {K;(05% (i,5)) : s € Ry,(s)} = argmax{K;(G}_,(i,5)) : s € Rn,(s)}
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, para j € N;. Observe também que como as preferéncias dos oponentes do DM 7 s3o opostas
a dele, argmaz{K;(G}_,(i,')) : s € Ryn,(s)} = argmin{K;(G,_,(i,5")) : s € Ry,(s)}.
Portanto, temos que OSY(N;, s) = 0%, (i, QY (N;, 5)) = G4 _, (i, Mi(N;, s)) = G&(Ni, s).
|

Teorema 5.4.10 Considere um conflito envolvendo n > 2 DMs e que todos os oponentes do
DM i tenham preferéncias completamente opostas as dele. Seja s € S e h um inteiro positivo.

O estado s é L§ estdvel para DM i se e somente se s é Maximin;, estdvel para DM i.

Prova: Primeiro, note que o Teorema m garante que a estabilidade L{'“ implica a esta-
bilidade Maximiny,. Agora, pelo Lema [5.4.9) temos que Gi(i,s) = O (i, s). Assim, como
s é Maximin;, estavel para DM i, temos que G} (i,s) = s e, consequentemente, G} (i,s) =

O¢C(i,s) = s. Portanto, o estado s é L$'C estével para DM i. I

5.5 ESTABILIDADE MOVIMENTO LIMITADO ALTERNATIVA COM COALIZAO INDIVI-
DUALISTA, L$7.

E possivel que dentre os DMs que fazem parte da coalizio de oponentes do DM focal,
existam DMs que n3o concordariam em se comportar de modo a atingir, como estado final do
conflito, um estado que é ndo Pareto dominado no conjunto Ry, (s), pois pode acontecer de
estes possiveis estados finais do conflito, ndo Pareto dominados, sejam piores do que o estado
de staus quo para algum dos DMs pertencentes a coalizdo de oponentes. Assim, propomos
uma segunda generalizac3o para a estabilidade Movimento Limitado proposta por (KILGOUR,
1985)), na qual o DM focal, também, é conservador no sentido que ele ird considerar que os
oponentes irdo se mover para o pior estado possivel que pode ser alcancado, mas diferente da
generalizacao anterior, tal estado nao é um dos estados ndo Pareto dominados, mas um dos
que Pareto dominam para a coalizao N; o estado do qual a coalizao se move inicialmente.

Para apresentar esta outra generalizac3o, definiremos o estado O (i,s) como o estado
antecipado pelo DM 4 quando ele sai do estado s, o horizonte de conflito é A e os DMs se
comportam de acordo com a noc3o da estabilidade L7, que ser4 definido formalmente nas
Equacdes [5.3] e 5.4 Seja R}, (N;, s) = {s} U{O5!,(i,5™) : s € Ru,(s) e OF%, (i, s™) =;
s,Vj € N;} o conjunto formado pelo estado s e pelos estados finais antecipados do conflito

que Pareto dominam o estado s para a coalizdo dos oponentes, quando algum oponente de
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DM ¢ sai do estado s e o horizonte de conflito é h. Ent3o considere:

{s},se s ndo for Pareto dominado no conjunto R},(N;, s), para a coalizdo NV;.

RgI(N% S) =
{s" € Ry, (s) : OFL,(i,s") é ndo Pareto dominado no conjunto R}, (N;, s),

para a coalizdo N;}, caso contrério.

Dessa forma, os estados pertencentes a RS$Z(N;,s) sdo todos os estados que podem se
caracterizar como o estado final de uma sequéncia legal de movimentos cujo estado antecipado
a partir deles, Pareto domina algum estado dentro do conjunto R} (NNV;, s). Assim, definimos o

estado antecipado O$(i, s), em que, por convencio, OS’(-, s) = s, da seguinte maneira:

0
Oy (i,5) = {5, se Ki(s) > ASI(i, ) (5.3)

em que Q%1 (i, s) é algum estado s* € R;(s) tal que K;(OSL, (N;, s*)) = max{K;(OY1,(N;,s')) :
s' € Ri(s)} e AV (i, ) = K;(OSL (N, Q51 (i, s))). Por sua vez, OS!(N;, s) é dado por:

s, se Ry,(s) =0 ou RYI(N;,s) = {s}

O (Ni,5) = s, se Ki(s) < AST(N;, s) (5.4)

O%1,(i,Q5*(Ny, 5)), caso contrério,

em que QST (N, s) é algum estado s* € RSI(N;, s) tal que K;(O%1, (i, 5)) = min{ K;(O%1, (i, 5)) :
s' € RN (Ni,s)} e A (N, s) = Ki(OF!4 (6, Q1 (N3, 8))).
Na Definicdo [5.5.1, apresentamos a estabilidade Movimento Limitado Alternativa com

Coalizdo Individualista L7, para conflitos envolvendo miiltiplos decisores.

Definicdo 5.5.1 Sejai € N, o estado s € S é LS estavel para o DM i se, e somente se,

OY1(i,s) = s.

Retomando o conflito descrito no Exemplo [5.3.2) e o analisando de acordo com a nocdo
da estabilidade LS, a partir do estado s para DM i. Temos que a Figura , também, ilustra
como o conflito pode evoluir de acordo com a estabilidade de L§?. Note que no estado s, DM
1 precisa decidir se permanece no estado s ou se move para o estado s;. Portanto, é necessario

que ele determine O$1(N;,s1). O DM i acredita que a partir do estado s; a coalizio de
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oponentes, N;, escolherd encerrar o conflito no estado sy, pois RS’ (i,s;) = {s;} pois, s, é
ndo Pareto dominado, em R, (N;, s). Logo, no estado s, o DM i n3o tem incentivo para mover
o conflito do estado s para o estado s, ou seja, OS¢ (i, s) = s, pois K;(s) > K;(s;). Entdo

temos que o estado s é LT estavel para DM i.

5.6 ALGUNS RESULTADOS A RESPEITO DA ESTABILIDADE MOVIMENTO LIMITADO
ALTERNATIVA COM COALIZAO INDIVIDUALISTA

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados que estabelecem relacdes do conceito de

estabilidade L§! com outros conceitos de estabilidade do GMCR.

5.6.1 A relacdo entre os conceitos de estabilidade L, e L’ em conflitos bilaterais

Os lemas e estabelecem as equivaléncia entre o estados antecipados relativos
ao conceito LY, para conflitos bilaterais com horizonte h, respectivamente, com os estados
antecipados relativos aos conceitos L§! e L, para conflitos bilaterais, com horizonte h. Tais
resultados serao usados para demonstrar que, assim como o conceito da estabilidade Lgc, o}

conceito Lgl generaliza o conceito L, no caso de conflito bilaterais.

Lema 5.6.1 Seja N = {i,j}, s € S e seja h um inteiro positivo. Temos que, RS (j,s) =
R (j,5), OF¢ (i, 5) = OF (i, s) e O (4, 5) = O (j, 5).

Prova: Note que, por definicio, OS¢ (-, s) = OF’(-,s). Agora, note que se s for o melhor
estado, para o DM j em R;(j, s), entdo s é o (inico estado no conjunto R} (j,s) e RYC (4, s) =
{s}, pois todos os outros estados antecipados sdo dominados pelo estado s, logo pela definicdo
de R{I(j,s), temos, RYC(j,s) = RY1(j,5).

Agora suponha que existe s* € Ry(j,s), tal que s* >; s. Como o conjunto R;(j,s) é
formado pela unido de {s} com o conjunto de todos os estados que s3o acessiveis, a partir de

s, para o decisor j, temos que:

Ri(j.s) = {s}U{O5°(i,s) : 8" € Ry(s)}
= {s}U{05"(i,8) : 5" € Ry(s)}
O {s}u{O§(i,s) : 5" € Rj(s) e OF'(i,8') =; s,¥j € N;}

= R,l(j75)
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Ou seja, R} (j,5) C R1(j, s), pois os estados de R/ (7, s) sdo aqueles estados finais antecipados
pelo DM j a partir do estado s, que s3ao melhores que o estado s para ele.

Note que, por um lado os estados de RY“(7,s) sdo aqueles acessiveis para o DM j que
ndo sdo Pareto dominados para o DM j, dentre os estados de Ri(j,s), mas como N; = {j}
e as preferéncias do DM j s3o estritamente ordenadas, o (nico estado ndo Pareto dominado,
para o DM j, em R;(j, s) é aquele que maximiza as preferéncias do DM j. Por outro lado, de
maneira semelhante, os estados de R¢Z(j, s) s3o aqueles acessiveis para o DM j que n3o sdo
Pareto dominados, para o DM j, no conjunto R/ (j,s), mas também pelo fato de, N; = {j}
e as preferéncias do DM j serem estritamente ordenadas, o (nico estado que nao é Pareto
dominado, para o DM j, no conjunto R’ (j, s) é aquele que maximiza as preferéncias do DM
Jj.

Suponha que s# € R{Y(j, s). Como existe s* € R;(j,s), tal que s* =; s e s é o melhor
estado em R;(j, s) para o DM j temos que s¥ -; s* =; s. Logo, s* € R;(j,s) C Ri(j,s) e,
consequentemente, s# € R$1(j,s). Por outro lado, suponha que s# € R{!(j,s). Entdo, s*
é o melhor estado para o DM j em R/ (j,s). Assuma, por contradicdo, que s ¢ R{C(j, s).
Entdo, existe s** € Ry(j,s) — R;(j,s) tal que s™ =; s*. Porém, como s* € R(j,s) e
s™ ¢ R} (j,s), temos que s¥ =; s ; s, um absurdo pois viola a assimetria de ;.

Dai, suponha, como hipétese de inducdo, que R{S (j,s) = R$!,(j,5), O (i,s) =
O%1 (i,5) e O (j,5) = OS1,(4,5). Note que se s for o melhor estado, para o DM j em
Ry(j,8), entdo s é o Gnico estado no conjunto R} (j,5) e RS°(j,s) = {s}, pois todos os
outros estados antecipados sao Pareto dominados pelo estado s, para o DM j. Logo pela
definicio de R$!(j,s), temos, RSC(4,s) = RSL(4, s).

Agora suponha que existe s* € Ry(j,s), tal que s* >; s. Como o conjunto Ry (j,s) é
formado pela unido de {s} com o conjunto de todos os estados finais antecipados, a partir de

s, para o DM j, temos que:
Ri(N;,s) = {syuU{0§€(i,s) s € Ry,(s)}
= {s}Uu{051,(i,8) : 5" € Ry,(s)}
o> {s}uU{0$%(i,s") : 8" € Ry, (s) e O, (i,8') =, s,¥j € N;}
= R,(Ni,s)
Ou seja, R} (j,5) C Ru(j,s), pois os estados de Ry, (j, s) sdo aqueles estados, que podem ser

um estado final do conflito antecipados pelo DM j a partir do estado s, que sao melhores que

o estado s para ele.
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Observe que, por um lado, os estados de R$'“ (7, s) sdo aqueles acessiveis para o DM j que
ndo sdo Pareto dominados, para o DM j, dentre os estados de Rj,(j,s), mas como N; = {j}
as preferéncias do DM j s3o estritamente ordenadas, o Unico estado ndo Pareto dominado
em Ry(j,s) é aquele que maximiza as preferéncias do DM j. Por outro lado, de maneira
semelhante, os estados de R$’(j,s) s3o aqueles acessiveis para o DM j, a partir de uma
sequéncia legal de movimentos, que n&o sdo Pareto dominados no conjunto R} (j, s), para o
DM j. Mas também pelo fato de, N; = {j} e as preferéncias do DM j serem estritamente
ordenadas, o dnico estado que ndo é Pareto dominado no conjunto R} (j,s), para o DM j, é
aquele que maximiza suas preferéncias.

Suponha que s# € R{Y(j, s). Como existe s* € Ry, (j,s), tal que s* =; s e s é o melhor
estado em Ry,(j, s) para o DM j temos que s* = s* =, s. Logo, s* € R}, (j,s) C Ru(j,s) e,
consequentemente, s# € RY1(j, s). Por outro lado, suponha que s# € R$(j, s). Entdo, s
é o melhor estado para o DM j em R}, (j,s). Assuma, por contradicdo, que s* ¢ RSC(j,s).
Entdo, existe s** € Ry(j,s) — R, (J,s) tal que s** =; s%. Porém, como s* € R} (j,s) e

*

s™ ¢ R} (j,s), temos que s¥ =, s =; s**, um absurdo pois viola a assimetria de ;. I
Lema 5.6.2 Seja N = {i,j}, s € S e seja h um inteiro positivo. Temos que, Gp(i,s) =
Ogl(ia S) € Gh(j? S) = Oi?I<ja S)'

Prova: Pelo Lema [5.4.1 G1,(i,s) = O$°(i,s) e Gi(j,s) = O5°(j,s), ja pelo Lema [5.6.]]
temos OY¢(i,s) = O%1(i,s) e OYY(N;, s) = OSL(N;, s), portanto Gy (i,s) = OS1(i,s) e
Gn(j,s) = 07" (5,5)- 1

O Teorema estabelece que a estabilidade de movimento limitada alternativa, L{?, é

uma generalizacdo da estabilidade L;, para conflitos com multiplos tomadores de decisao.

Teorema 5.6.3 Seja um conflito envolvendo dois decisores. O estado s é L;, estavel para o

DM i se, e somente se, s é LS estdvel para o DM i.

Prova: Inicialmente note que, pelo Lema|5.6.2] temos que G, (i, s) = OS(i, s). Dai, o estado
s é Ly, estavel para o DM i se, e somente, se Gj(i,s) = s. O que ocorre se, e somente se,

O¢L(i,s) = s, ou seja, se, e somente se, s for L{! estavel para o DM i. i
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5.6.2 As relacdes entre o conceito da estabilidade L{! e outros conceitos de esta-

bilidade em conflitos multilaterais.

Nesta secio apresentamos algumas relacdes entre o conceito da estabilidade L§ e outros
conceitos de estabilidades.

O Teorema estabelece a equivaléncia entre a estabilidade L$! e a estabilidade de
Nash.

Teorema 5.6.4 Sejasc S ei € N. O estado s é NASH estavel para o DM i se, e somente

se, s é LY! estavel para o DM i.
Prova: Anéloga a prova do Teorema 5.4.3, 1

O Lema fornece resultados importantes para estabelecermos uma relacdo entre os

conceitos de estabilidade L e Maximiny,.

Lema 5.6.5 Seja um conflito envolvendo n decisores, comn > 2. Sejas € S, i € N e h um

inteiro positivo qualquer. Temos que

Ki(O5(i,8)) = Ki(G} (i, 9))

Ki(OF" (N, 8)) > Ki(G(Ni, 5)).
Prova: Semelhante a prova do Lema mtrocando apenas O$“ por OST e RCC(N;, s) por
RgI(NZ', S). |
O Teorema estabelece que a estabilidade L$” implica a estabilidade Maximiny,.

Teorema 5.6.6 Seja um conflito envolvendo n DMs, com n > 2. Seja s € S e h um inteiro

positivo. Se o estado s é LS estdvel para o DM i, entdo s é Maximiny, estavel para o DM i.

Prova: Como s é L§ estavel, para o DM i, temos que O5”(i, s) = s, mas pelo Lema [5.6.5)
segue que K;(OF(i,s)) = Ki(s) > K;(Gj(i,s)), mas como G (i, s) maximiza entre perma-
necer no estado s ou se mover para um estado acessivel, temos que K;(s) = K;(Gi(i,s)).

Portanto o estado s é Maximin,, estavel para o DM 7. 11

Dai, temos que o resultado a seguir pode ser deduzido de maneira imediata.

Corolario 5.6.7 Seja um conflito envolvendo n DMs, n € N,comn > 2, es € S:
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(a) Se s é LS! estavel, para o DM i, entdo s é GMR estdvel para o DM i;
(b) Se s é LY! estavel, para o DM i, entdo s é SMR estavel para o DM i,

(c) Para h = 2r, se o estado s é L' estavel para o DM i, entdo s é MR, " estavel para

o DM 3.

Assim como o que ocorre com a estabilidade L{“, temos que a estabilidade L§!, também,

ndo tem relacdo com a estabilidade SEQ, o Exemplo [5.6.8| esclarece esta questao.

Exemplo 5.6.8 Considere um conflito hipotético com trés DMs, i,j e k, e cinco estados
{s, 51, S2, 3, 84}. Sejam as acessibilidades dos DMs i,j e k dadas, respectivamente, por:
Ri(s) = {s1}, Rj(s1) = {sa2}, Ri(s2) = {53, s4}. Além disso, considere que os conjuntos de
acessibilidade de todos os DMs em todos os estados que ndo foram descritos anteriormente
sejam iguais ao conjunto vazio. Considere ainda que as relacdes de preferéncia dos DMs i, j
e k sejam dadas, respectivamente, por: sS4 >=; S1 =i S =; 83 > S2;83 >=; S1 = S = S2 =
S4;82 =k S >k S4 =k S3 >k S1. A Figura ilustra a arvore de acessibilidades dos DMs no

conflito apresentado neste exemplo.

Figura 17 — Arvore de acessibilidades para os DMs no conflito descrito no Exemplo M

Fonte: O autor (2023).

Note que o estado s é LS estavel para o DM i, pois se a partir do estado s ele decidir
acessar o estado s, teremos R{! (N, s1) = {s3}, pois o estado s3 é o tinico que Pareto domina
0 estado sy, para a coalizio N; no conjunto R} (N, s), portanto O$1(i, s) = s3 e s =; s3. Mas,
tanto Rj(sl) = (), quanto R} (s3) = 0, assim os DMs j e k ndo podem fazer movimentos de
melhoria unilateral na sequéncia legal de movimento que se inicia no estado s;. Logo s ndo é

SEQ estavel para o DM i, e consequentemente, também ndo é SSEQ estavel para o DM 1.
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O Lemal5.6.9] abaixo, estabelece que no caso de conflitos nos quais a coalizdo de oponentes
do decisor focal tem preferéncias iguais e totalmente opostas as dele, o estado antecipado de
acordo com a noc¢do da estabilidade Maximin;, coincide com o estado antecipado de acordo com

a nocdo da estabilidade L$’. Tal resultado, sera utilizado na demonstracdo do Teorema|5.6.10]

Lema 5.6.9 Considere um conflito envolvendo n > 2 DMs e que todos os DMs em N;
tenham preferéncias completamente opostas as preferéncias do DM i. Seja s € S e h um

inteiro positivo. Segue que G (i,s) = OF1(i,s) e G (N;, s) = OY1(N;, s).

Prova: Note que como as preferéncias de todos os DMs pertencentes a coalizdo de oponentes
do DM focal sao iguais, podemos definir uma nova relacao de preferéncias, >y, para a
coalizdo. Assim, dados dois estados s7 e s3, tais que s7 >; s5, para algum j € N;, denotaremos
por s7 >y, S5, que o estado sj é preferivel ao estado s} para todos os DMs pertencentes a
coalizao N;.

Logo podemos considerar que a coalizdo deve se comportar como se fosse um opo-
nente Gnico do DM 4, uma vez que todos os DMs da coalizdo tem interesse que o conflito
atinja o melhor estado de acordo com suas preferéncias. Portanto, com um argumento se-
melhante ao dado na prova do Lema [5.6.1] podemos provar que OS¢ (i,s) = OS'(i,s) e
OFC(Ni, s) = O (N, s). J& pelo Lema[5.4.9 temos que, no caso de conflitos em que todos
os DMs pertencentes a coalizao de oponentes do DM focal possuem preferéncias iguais e opos-
tas as do DM focal, OS¢ (i, s) = Gi (i, s) e OFC(N;, s) = G4 (N, s). Portanto, para conflitos
em que todos os DMs pertencentes a coalizdo de oponentes do DM focal possuem preferéncias

iguais e opostas as do DM focal, temos que G (i, 5) = O (i, s) e G4 (N;, 8) = OF1(N;, 5). 1

O Teorema [5.6.10| abaixo, estabelece que para conflitos multilaterais, em que todos os
oponentes do DM focal possuem preferéncias iguais e opostas as preferéncias do DM focal a

estabilidade Maximin, é equivalente a estabilidade L.

Teorema 5.6.10 Considere um conflito, envolvendo n > 2 DMs, no qual todos os oponentes
do DM i tenham preferéncias completamente opostas as dele. Seja s € S e h um inteiro
positivo. O estado s é LS estdvel para DM i se e somente se s é Maximiny, estavel para DM

i.

Prova: A prova desse resultado é semelhante a prova apresentada no Teorema [5.4.10] subs-

tituindo apenas O (i, s) por OS(i,s). i
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E razoavel que se levante a suspeita de que R}, (N;,s) C Rp(N;, s), devido a uma restricdo
adicional presente no primeiro conjunto, com relacdo ao segundo. Essa restricdo decorre do fato
de que os estados que fazem parte de R} (1V;, s) Pareto dominarem o estado s para a coalizdo

dos oponentes do DM focal. Mas os Exemplos [5.6.11| e [5.6.12| esclarecem que esta suposicdo

ndo é verdadeira, e consequentemente, ndo ha relacdo entre os conceitos de estabilidade Lgc

e LET. O Exemplo [5.6.11] esclarece que a estabilidade L7 n3o implica a estabilidade L$°.

Exemplo 5.6.11 Considere um conflito hipotético envolvendo trés DMs, denotados por i, j
e k e oito estados s, s1, So, S3, S4, S5, S¢, S7. Considere, também, que os conjuntos de acessibi-
lidades do DM 1 e da coalizao N;, dos oponentes do DM 1, sejam dados respectivamente, por:
Ri(s) = {s1}, Ri(s2) = {sa}, Ri(s3) = {ss}, Bn,(s1) = {s2, 83}, B, (s4) = {s6}, RBn,(s5) =
{s7}, e os conjuntos de acessibilidades de todos os DMs em todos os estados que ndo foram
declarados s3o iguais ao conjunto vazio. Suponha que as relacbes de preferéncias dos DMs sao
dadas por: s1 > S4 > Sg > S2 > S > S5 > S3 > S7;S7 > S5 7 Se > S2 ;S iS4
51 > 83385 > 81 >k S4 >k S2 =k S >k S6 =k S3 =k S7. A Figura ilustra como o conflito
evolui a partir do estado s com um movimento inicial do DM 1, considerando as nocbes das
estabilidades LSC, LST e Maximiny,.

Analisando o conflito de acordo com a nocido de estabilidade Lfc, observe que, caso
o DM i decida acessar, a partir de s, o estado s; teremos R3(N;, s1) = {s1,S3,56}, em
que o s3 € o estado final antecipado a partir de s3 para a coalizido e o sg é o estado final
antecipado a partir de sy para a coalizio. Como s3 é Pareto Dominado por s¢ para a coalizdo
N;, teremos RSC(N;, s1) = {s1,s2}. Dai como s; =; sg, entdo OF°(N;, s1) = sg, portanto
O$(i,s) = s¢. Finalmente, como sg >; s, entdo o estado s ndo é L§C estdvel para o DM i.

Por outro lado, ao analisarmos o conflito de acordo com a nocdo da estabilidade LfI ,
caso o DM i decida acessar o estado sy, a partir do estado s, teremos R} (N;, s1) = {s5}, em
que o s5 € o estado final antecipado a partir de s3 para a coalizdo. Para verificar isso note
que se a coalizdo se mover de s para s, na sequéncia o DM i vai querer se mover de s
para s,. Como ndo existe nenhum estado acessivel para a coalizdo a partir de s, que Pareto
Domine s4, entdo no ultimo movimento a coalizdo devera permanecer em s,. Como s, ndo
Pareto Domina s, para a coalizdo, temos que s, ¢ R4(N;, s1). Por outro lado, se a coalizdo
se mover de s, para s3, na sequéncia o DM i vai querer mover de s3 para s5. Como ndo
existe nenhum estado acessivel para a coalizdo a partir de s5 que Pareto Domine ss, entdo

no dltimo movimento a coalizdo devera permanecer em s5. Como s5 Pareto Domina s, para
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Figura 18 — Anilise de estabilidade L{“, L{! e Maximiny para o DM 4, a partir do estado s, no conflito
descrito Exemplo [5.6.11] ilustradas respectivamente, pelas arvores (a), (b) e (c).

Fonte: O autor (2023).

a coalizdo, temos que s5 € Ry(N;, s1). Portanto, RST(N;,s1) = {s3} e OST(N;, 51) = ss.
Dessa maneira, O{!(i, s) = s5. Logo, o estado s é L§! estdvel para o DM i, pois s >=; s5.
Ja ao analisarmos, a partir da nocdo da estabilidade Maximiny, teremos que, caso o conflito
atinja o estado sy, 0 DM i antecipa o estado G'(s4, N;) = s¢, pois s4 =; S¢. Assim, no estado
sy 0 DM i antecipa o estado G(i,s2) = sg, pois sg =; sa2. Por outro lado, caso o conflito

atinja o estado s5, o DM i antecipa o estado G'(s5, N;) = sz, pois s5 =; s7. Assim, no estado
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s3 o DM i antecipa o estado G(i,s3) = s3, pois s3 =; s7. Portanto, caso o DM i decida
mover o conflito do estado s para o estado |, entdo ele antecipa o estado G4(N;, s1) = sz,
pois 81 =; S¢ =i S7. Logo, no estado s o DM i antecipa o estado G'(i,s) = s, pois s =; S7.
Dessa maneira, o estado s é Maximiny estavel para o DM i. Porém, este resultado ja era

esperado, uma vez que a estabilidade L§! implica a estabilidade Maximiny,.

O Exemplo [5.6.12| esclarece que a estabilidade L{'“ n3o implica na estabilidade L$”.

Exemplo 5.6.12 Considere um conflito hipotético envolvendo trés DMs, denotados por i, j
e k e oito estados s, s1, So, S3, S4, S5, Sg, S7. Considere, também, que os conjuntos de acessibi-
lidades do DM 1 e da coalizao N;, dos oponentes do DM 1, sejam dados respectivamente, por:
Ri(s) = {s1}, Ri(s2) = {sa}, Ri(s3) = {ss}, Rn,(s1) = {s2, 3}, Rn,(s4) = {s6}, Rn,(s5) =
{s7}, e os conjuntos de acessibilidades de todos os DMs em todos os estados que ndo foram
declarados sdo iguais ao conjunto vazio. Suponha que as relacbes de preferéncias dos DMs sdo
dadas por: S5 —; S3 >=; S7 >=; S =i S1 »i S4 i Se¢ =i S2;S7 > S5 7 Se > S22 S S4
S1 > 83)85 =k S1 >k S4 =k S2 =k S >k S6 =k S3 =k S7. A Figura ilustra como o conflito
evolui a partir do estado s com um movimento inicial do DM 1, considerando as nocbes das
estabilidades LS, LSt e Maximminy,.

Analisando o conflito de acordo com a nocdo de estabilidade L{, observe que, caso
o DM i decida acessar, a partir de s, o estado s; teremos R3(N;, s1) = {s1,s3,56}, em
que o s3 € o estado final antecipado a partir de s3 para a coalizdo e o sg é o estado final
antecipado a partir de s, para a coalizido. Como s3 é Pareto Dominado por s¢ para a coalizdo
N;, teremos RSC(N;, s1) = {s1,s2}. Dai como s; =; s, entdo OF°(N;, s1) = sg, portanto
0§°(i,s) = s¢. Finalmente, como s =; sq, entdo o estado s é LY estdvel para o DM i.

Por outro lado, ao analisarmos o conflito de acordo com a nocdo da estabilidade L4CI ,
caso o DM i decida acessar o estado sy, a partir do estado s, teremos R4(N;, s1) = {s5}, em
que o s5 € o estado final antecipado a partir de s3 para a coalizdo. Para verificar isso note
que se a coalizdo se mover de s; para s, na sequéncia o DM i vai querer se mover de s
para s4. Como ndo existe nenhum estado acessivel para a coalizdo a partir de s4 que Pareto
Domine s4, entdo no iltimo movimento a coalizdo devera permanecer em s,. Como s, ndo
Pareto Domina s, para a coalizdo, temos que sy ¢ R4(N;,s1). Por outro lado, se a coalizdo
se mover de s, para s3, na sequéncia o DM i vai querer mover de s3 para s;. Como n3o
existe nenhum estado acessivel para a coalizdo a partir de s5 que Pareto Domine ss, entdo

no dltimo movimento a coalizdo devera permanecer em s5. Como s5 Pareto Domina s, para
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Figura 19 — Anélise de estabilidade L{“, L{! e Maximiny para o DM 4, a partir do estado s, no conflito
descrito Exemplo [5.6.12] ilustradas respectivamente, pelas arvores (a), (b) e (c).

Q)

I

i

£y
fa)

(b)

Fonte: O autor (2023).

a coalizdo, temos que s5 € Ry(N;,s1). Portanto, RST(N;, s1) = {s3} e OS1(N;,s1) = ss.
Dessa maneira, O{!(i, s) = s5. Logo, o estado s ndo é L{! estavel para o DM i, pois s5 =; s.

Note que ao analisarmos o conflito, a partir da nocdo da estabilidade Maximin, teremos
que, caso o conflito atinja o estado s, o DM i antecipa o estado G'(s4, N;) = sg, pois
S4 »; Sg. Assim, no estado s, o DM 1 antecipa o estado Gg(i, S9) = Sg. Por outro lado, caso
o conflito atinja o estado s5, o DM i antecipa o estado G'(ss5, N;) = sy, pois ss5 =; S7. Assim,

no estado s3 o DM i antecipa o estado G(i, s3) = s3. Portanto, caso o DM i decida mover
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o conflito do estado s para o estado sy, entdo ele antecipa o estado G%(N;,s1) = sg, pois
S7 > S1 >=; S¢. Logo, no estado s o DM i antecipa o estado Gfl(i, s) = s, pois s »; s¢. Dessa
maneira, o estado s é Maximin, estavel para o DM i. Mas assim como no exemplo anterior,
tal resultado, também j4 era esperado, uma vez que a estabilidade L“ implica a estabilidade

Maximiny,.

5.7 CONCLUSAO

Neste capitulo, apresentamos as definicoes alternativas para a estabilidade de Movimento
Limitado para conflitos multilaterais, denotadas por L{, estabilidade Movimento Limitado
Alternativa com Coalizio Cooperativa, e L$’, estabilidade Movimento Limitado Alternativa
com Coalizdo Individualista. Estas definicOes alternativas tém a caracteristica de tratar os
oponentes do DM focal como uma coalizdo, ao contrario das outras estabilidades de movimento
limitado (Caso 1) e (Caso 2) existentes para conflitos multilaterais, que foram propostas
em (FANG; HIPEL; KILGOUR, 1993). Por essa razdo, cada sequéncia legal de movimentos dos
oponentes do DM focal contarad apenas como 1 para o horizonte de conflito, como ocorre em
outros conceitos de estabilidade padrao para conflitos multilaterais dentro do GMCR. Neste
capitulo, também fornecemos uma apresentacao diferente das estabilidades de Movimento
Limitado (Caso 1) e (Caso 2) para conflitos multilaterais na esperanca de lancar mais luz na
compreens3o desses conceitos.

Para entender melhor as propriedades de nossos conceitos propostos, mostramos que as
definicdes alternativas, Lgo e LT coincidem com a estabilidade de movimento limitada,
proposta em (KILGOUR, [1985)), no caso de conflitos bilaterais. Além disso, mostramos que as
estabilidades LYY e L{! sdo equivalentes 3 estabilidade Nash. Assim como as estabilidades
LYC e LY implicam a estabilidade Maximin;,. Além disso,no caso especifico, onde os oponen-
tes do DM focal tém preferéncias iguais e completamente opostas as do DM focal, provamos

que a estabilidade L{C é equivalente 3 estabilidade Maximiny,.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta tese, apresentamos alguns avancos e correcoes no Modelo de Grafos para Resolu-
cdo de Conflitos. Dentre estes avancos, estabelecemos a equivaléncia entre dois conceitos de
estabilidade que possuem horizonte variavel, para conflitos bilaterais, a estabilidade Maximin
e a estabilidade Metarracional Generalizada. Para tal, definimos a arvore Maximin, a qual é
utilizada para construcdo de uma politica Maximin.

E fato que aparentemente o decisor oponente do decisor focal dispde de uma maior versa-
tilidade de movimento na estabilidade Maximin;,, em comparacao a estabilidade M R}, uma
vez que seu movimento ndo esta restrito ao uso de uma politica, que por definicao exige que o
decisor faca 0 mesmo movimento toda vez que um determinado aparecer no conflito. Porém,
contrariamos esta intuicdo mostrando que dado um estado s, Maxminy, estavel para o decisor
focal, podemos construir uma politica Maximin, para o oponente do decisor focal, de modo
que justifique o estado s ser MR, estavel. E importante destacar que a politica Maximin
depende da paridade do horizonte de anélise do conflito.

Ainda no contexto de conflitos bilaterais, destacamos que a justificativa dada por (ZENG et
al., 2000, para argumentar que a estabilidade L, implica a estabilidade M R), n3o esta correta,
apesar da implicacdo ser verdadeira. Por esta razao, apresentamos uma justificativa correta
baseada na construcdo de uma arvore L; e de uma politica Lj,. Tal justificativa fornece alguns
esclarecimentos importantes sobre estes conceitos, especialmente que embora em Lj; os DMs
ndo estejam restritos ao uso de politicas, seu comportamento pode ser alterado para o uso de
uma politica sem perder nenhum estado estavel. A Figura 20| representa um grafo direcionado
das relacoes obtidas nesta pesquisa entre os conceitos de estabilidade para conflitos bilaterais
no GMCR, cujos vértices representam os conceitos de estabilidade e cada uma das arestas
indica a implicacao de um conceito no outro.

Além disso, estabelecemos a relacdo entre tais conceitos de estabilidades para conflitos mul-
tilaterais. Neste caso, provando que para conflitos com horizonte par a estabilidade Maximiny,,
implica a estabilidade J\TRS“”, mas que para a estabilidade M4Rfew implique a estabilidade
Maximiny, é preciso exigirmos a regularidade da arvore Metarracional relacionada com as politi-
cas dos oponentes da coalizdo. Por outro lado, para conflitos com horizontes impares provamos
que a estabilidade M R* implica a estailidade Maximiny,.

Uma outra contribuicdo deste trabalho foi a proposta dos novos conceitos de estabilidade,
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Figura 20 — Grafo representando as relacGes entre os conceitos de estabilidade para conflitos bilaterais no
GMCR.

—————— guando os DMs i e J possuem preferéncias opostas

Fonte: O autor (2023).

LYY e LY!, que generalizam a estabilidade Movimento Limitado L (KILGOUR, [1985)) para
conflitos multilaterais. Também apresentamos as relacdes entre as estabilidades L e L§!
com outros conceitos de consolidados no GMCR, como as estabilidades NASH, GMR, SMR,
Ly, MR e Maximiny. A Figura representa um grafo direcionado das relacdes obtidas
nesta pesquisa entre os conceitos de estabilidade para conflitos multilaterais no GMCR, cujos
vértices representam os conceitos de estabilidade e cada uma das arestas indica a implicacao

de um conceito no outro.

Figura 21 — Grafo representando as relacdes entre os conceitos de estabilidade para conflitos multilaterais no
GMCR.

------ quando todos os DMs pertencentes a coalizdo de oponentes
do DM focal possuem preferéncias opostas as dele

Fonte: O autor (2023).

Contribuimos ainda apresentando alguns problemas encontrados na literatura sobre o
GMCR, dentre eles, por meio de um exemplo, destacamos que pode existir uma ambigui-
dade em relacdo a escolha de movimento feita por um decisor, quando o conflito ocorre de
acordo com estabilidade Movimento Limitado, onde o mesmo estado pode ser antecipado a
partir de diferentes estados, isto €, um mesmo decisor pode o antecipar o mesmo estado final
a partir de dois estados diferentes e ser indiferente entre esses dois estados, ja que a partir

deles, antecipa 0 mesmo estado final para o conflito. Contudo, mesmo com tal ambiguidade
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sobre qual movimento um decisor pode fazer, a partir de um determinado estado, o estado
antecipado é o mesmo, seja qual for o caminho escolhido, assim a validade da definicdo da
estabilidade L; ndo é afetada.

De forma semelhante, também apresentamos um exemplo, no qual evidenciamos que pode
existir a possibilidade de um decisor antecipar, de acordo com a estabilidade Maximiny, o
mesmo estado sendo acessado por duas sequéncias de movimentos diferentes, o que, também,
gera um problema nas definicdes originais de M; (i, s) e M} (J, s), apresentadas em (REGO; VI-
EIRA, 2020c), mas que, também, n3o anula a validade da definicdo da estabilidade Maximiny,,
uma vez que essa definicao considera o estado final antecipado e ndo a sequéncia de movimen-
tos utilizada para acessé-lo. Por fim, destacamos outro problema apresentado em (ZENG et al.,
20060), o qual é o fato de o Corolério 1, o qual trata da relacdo entre equilibrio em politicas e
Metaracionalidade Generalizada, n3o ser verdadeiro.

Tais resultados, destacam a importancia de se utilizar conceitos com horizontes variaveis
em relacdo aos conceitos com horizontes fixos, dado sua maior flexibilidade e, portanto, a
possibilidade de uma melhor compreesdao sobre os aspectos da andlise de estabilidade dos
estados. Salientamos ainda, uma melhoria do entendimento sobre os conceitos de horizonte
variavel, além do esclarecimento de que o uso de politicas acaba por ndo afetar a estabilidade
dos estados. Por fim, sublinhamos que a equivaléncia entre as estabilidades Maximin, e M R},

em conflitos bilaterais aponta uma maior facilidade de encontrar estados M R;, estaveis.

6.1 DIRECIONAMENTOS PARA TRABALHOS FUTUROS

Em pesquisas futuras pretendemos:

(1) Propor um conceito de estabilidade que generalize, simultaneamente, os conceitos Ly,
e Maximiny, assumindo conhecimento parcial do decisor focal, sobre as preferéncias de

seus oponentes.

(2) Investigar como o paradigma maximin pode ser usado dentro do GMCR com outras

estruturas de preferéncias.

(3) Expandir ainda mais alguns resultados alcancados nesta pesquisa tanto analisando as re-
lacGes entre outros conceitos de estabilidade do GMCR, quanto apresentando propostas

de novos conceitos.
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(4) Investigar a possibilidade de introduzir conceitos de jogos cooperativos (MYERSON|, 1991)

nas analises de coaliz3o no contexto do GMCR.

(5) Aplicar as nocdes das estabilidades Movimento Limitado Alternativas para analisar con-

flitos reais.

(6) Analisar possiveis relacdes entre credible maximin stabilities (REGO; VIEIRA; KILGOUR,

2022)) as metarracionalidades generalizadas crediveis (ZENG et al., 2007)).
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