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RESUMO

O sistema de radar de abertura sintética polarimétrico (PolSAR) é uma das ferramentas mais
utilizadas para resolver problemas de sensoriamento remoto. Tal como em todas as técnicas
de imageamento que utilizam iluminacdo coerente, as imagens PolSAR s3o contaminadas por
um ruido multidimensional granular denominado como 'speckle’, que impde uma natureza
ndao normal e multiplicativa a alguns de seus dados resultantes. Portanto, é necessario um
processamento cuidadosamente planejado das imagens PolSAR, como no desenvolvimento de
novos testes de hipéteses e detectores de mudanca. Nesta tese, usamos a distribuicdo gama
bivariada (MBG) proposta por McKay para descrever distribuicdes empiricas de dados resul-
tantes de dois componentes de um dos mais importantes atributos no tratamento com dados
PolSAR, o total scattered power conhecido como SPAN. Ainda no contexto de uma modela-
gem especializada, prop&e-se, a partir da MBG e da abordagem de modelagem multiplicativa,
uma nova distribuic3o bivariada-chamada G? McKay bivariada (GYMB) para descrever um par
aleatério induzido do SPAN. Algumas propriedades mateméticas associadas a GYMB s3o deri-
vadas, como vetor de médias, matriz de covariancias, densidades marginais, funcao geradora
de momentos, esperancas condicionais, varidncias condicionais e momentos condicionais. O
objetivo de investigacdao aplicado nesta tese é construir novos detectores de mudanca com
base em novos testes de hipoteses formulados das distribuicoes induzidas pelo SPAN, a saber
MBG e GYMB. Para esse fim, derivam-se expressdes em forma fechada para as divergéncias de
Kullback-Leibler e Rényi a partir das distribuicdes MBG e GYMB. Como consequéncia, novos
testes de hipdtese para duas amostras sdo introduzidos e seus desempenhos s3o analisados via
experimentos de Monte Carlo. Os resultados de simulacdo indicam que testes baseados em
divergéncia podem ter um desempenho superior ao teste da razao entre verossimilhanca, to-
mando a estimativa da probabilidade do erro tipo | como critério de avaliacdo. Finalmente, os
novos testes foram aplicados as imagens reais PolSAR para avaliar as mudancas causadas por
processos de urbanizacdo em regides de Los Angeles-Califérnia. Os resultados indicam que as
propostas podem detectar mudancas entre as imagens PolSAR com desempenho de critérios
de avaliacao melhor do que a deteccao feita com base na razido entre verossimilhancas.

Palavras-chave: sensoriamento remoto; divergéncia; testes de hipdtese; distribuicdo bivariada;

modelo multiplicativo PoISAR.



ABSTRACT

Polarimetric synthetic aperture radar (PolSAR) is one of the most widely used tools for solv-
ing remote sensing problems. As with all imaging techniques that use coherent illumination,
PoISAR images are contaminated by a multidimensional granular noise called speckle, which
imposes a non-normal, multiplicative nature on some of their resulting data. Therefore, care-
fully planned processing of PolSAR images is necessary, for example in the development of
new hypothesis tests and change detectors In this thesis, we use the bivariate gamma dis-
tribution (MBG) proposed by McKay to describe empirical data distributions resulting from
two components of one of the most important attributes in dealing with PolSAR data, the
total scattered power known as SPAN. Still in the context of expert modeling, a new bivariate
distribution called G? McKay bivariate (GYMB) is proposed (from MBG and the multiplicative
modeling approach) to describe an induced SPAN random pair. Some mathematical properties
associated with Q?I\/IB are derived: such as mean vector, covariance matrix, marginal densities,
moment generating function, conditional expectancies, conditional variances, and conditional
moments. The research objective applied in this thesis is to construct new change detectors
based on new hypothesis tests formulated from the SPAN-induced distributions, namely MBG
and GYMB. For this purpose, closed-form expressions are derived for Kullback-Leibler and Rényi
divergences from MBG and G? MB distributions. As a consequence, new hypothesis tests for
two samples are introduced and their performances are analyzed via Monte Carlo experiments.
The simulation results indicate that divergence-based tests can outperform the likelihood ratio
test by taking the type | error probability estimate as the evaluation criterion. Finally, the new
tests were applied to real PoISAR images to evaluate changes caused by urbanization processes
in Los Angeles-California regions. The results indicate that the proposals can detect changes
among PolSAR images with better evaluation criteria performance than the detection done
based on likelihood ratio.

Keyword: remote sensing; divergence; hypothesis testing; bivariate distribution; multiplicative

model PolSAR.
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1 INTRODUCAO

O radar de abertura sintética (Synthetic Aperture Radar - SAR) usa um mecanismo de
iluminacdo coerente do solo, transmitindo sinais eletromagnéticos de micro-ondas de antenas
ligadas aos sensores espaciais. Esses sensores sdo operados a partir de plataformas elevadas,
aeronaves tripuladas e n3o tripuladas de todos os tipos e satélites que orbitam sobre a superficie

terrestre. Alguns sistemas SAR sdo descritos a seguir:

= O laboratério de propulsdo a jato da NASA (JPL) desenvolveu um sistema SAR po-
larimétrico (PolSAR) aerotransportado que funciona com comprimento de onda de 25
cm e com angulos de incidéncia de 0° a 60°, operando na banda L para aplicacGes de
deteccdo remota. Seus impulsos SAR sao transmitidos por uma antena de feixe, paralela

ao vetor de velocidade do sistema de aeronaves Convair-990 (THOMPSON, [1986).

= O Centro Canadense para Sensoriamento Remoto (CCRS) planejou o sistema SAR ae-
rotransportado chamado de CCRS C/X- SAR. Esse sistema é formado por dois radares
que operam nas bandas C e X de multi-frequéncia e multi-polarizacdo horizontal e ver-
tical com angulos de incidéncia de 0% a 80°. Esse sistema é utilizado nos estudos dos

oceanos, terra e derretimento de geleiras (LIVINGSTONE et al., [1988).

= O Laboratério Nacional da Sandia (Califérnia) projetou o sistema SAR aerotransportado
chamado Twin-Otter SAR, que opera em quatro bandas: Ka, Ku, X e VHF/UHF, com
angulos de incidéncia de 22 a 90°. Esse sistema foi aplicado para mapear tanto a zona

rural como regides urbanas (WALKER et al., (1996; |CHAN; KOO, 2008)).

= A Agéncia espacial argentina desenvolveu o sistema SAOCOM-1 SAR, composto por
dois satélites operados sobre a banda L, com angulos de incidéncia de 182 a 50°. Ele
fornece informacdes sobre agricultura, hidrologia, incluindo inundacdes e emergéncias,
gera mapas operacionais de umidade do solo e explora a capacidade interferométrica

SAR (GIRALDEZ, 2004]).

O sistema SAR detecta elementos de um determinado alvo, tais como, velocidade, ampli-
tude, localizacdo e direcdo do movimento (HAJNSEK; DESNOS| 2020; ZYL, 2011} YANG et al.,
2021). A geometria do SAR ¢é definida em duas etapas: a primeira é responsavel por reduzir os

efeitos da direcdo azimute paralela a trajetéria de voo do instrumento do radar, e a segunda
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Figura 1 — Descricdo do Sistema SAR.

o ®
Fletseo Continuo W“:JMW“M
Aos Pulsos do o

Raday

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

aborda o impacto da faixa, tendo localizacdo perpendicular (HAJNSEK; DESNOS, 2020). Essas
etapas podem ser vistas na figura [I] Portanto, os modos de operacdo do sistema SAR de-
terminam a geometria da imagem, a resolucdo do radar, a largura da faixa e o intervalo de
alcance do receptor (HAJNSEK; DESNOS, [2020; ZYL, [2011)).

Imagens SAR sdo formadas combinando os sinais emitidos por ambas as dimensdes: a
direcdo do alcance (range) e do azimute. As intensidades dos retornos que compdem uma
imagem SAR dependem da energia recebida pelo sensor, como a natureza fisica do objeto
alcancado e o angulo de incidéncia dos raios no alvo. Essa onda eletromagnética transmitida
é polarizada na direcdo horizontal H e vertical V' (HAJNSEK; DESNOS, [2020).

Os dados SAR polarimétricos (Polarimetric SAR -POLSAR) carregam multiplas informa-
cOes sobre uma mesma cena representados em termos de uma matriz de espalhamento de
polarizacdo. Cada elemento dessa matriz é resultante da intersecdo de direcdes dos sinais

transmitidos pelo alvo e recebidos pelo sensor, HH, V'V, HV e VH (zYL, 2011):

SHH SHV

SVH SVV
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Entre os recursos de sensoriamento remoto, os radares de abertura sintética polarimétricos
tém recebido destaque por, dentre outras coisas, operarem em varias condicdes atmosféricas,
produzirem imagens em alta resolucdo espacial e fornecerem multiplas informacdes sobre uma
mesma cena. As informagdes adicionais latentes aos retornos (nas formas das matrizes de
coeréncia e de espalhamento) dessas imagens de radar podem ser exploradas pelos chamados
"teoremas de decomposicdo polarimétrica" para extrair mais atributos dos conjuntos de dados
polarimétricos (Ver Capitulo 6 de |Lee e Pottier (2009)). Teoremas de decomposicdo de alvos
foram formalizados pela primeira vez por |Huynen|(1970) e |Pottier| (1992). Desde ent3o, houve

outras decomposicoes propostas que podem ser categorizadas em quatro tipos principais:

» Baseada na dicotomia da matriz de Kennaugh: Decomposicdes de |Huynen| (1990),

Barnes| (1988) e [Yang et al.| (1998), |Yang et al.| (2006));

» Baseada em modelos matriciais a partir da matriz de coeréncia: Decomposices de
Freeman e Durden| (1998) e Yamaguchi et al. (2005), Yamaguchi, Yajima e Yamada
(2006);

» Baseada em autovetores a partir da matriz de coeréncia: Decomposices de [Cloude e

Pottier| (1996]), Barnes| (1988)) e Van| (1992));

» Baseada na decomposicdo da matriz de espalhamento: Decomposicoes de Pauli |Lee e

Pottier| (2009), Krogager| (1990)) e Cameron e Rais| (2006)).

Uma técnica eficaz para a decomposicao das imagens do PolSAR é a decomposicdo ba-
sica de Pauli, que modela a matriz de espalhamento em trés estruturas: a superficie aspera
(rough surface), o volume (bulk) e o salto duplo (double jump). Essa decomposicdo fornece
uma imagem com informacdes sobre o poder de dispersdo total da imagem (backscattered),
chamado SPAN (YANG et al., 2021)). A primeira estrutura é gerada pelo recebimento dos sinais
eletromagnéticos no solo ou em agua translicida, que é sensivel a dispersao do canal VV. Ja a
segunda estrutura se origina por meio da captacdo dos sinais de folhas e galhos em um dossel
da floresta e é sensivel aos canais VH e HV. A (ltima estrutura é causada por edificios, tron-
cos de arvores ou vegetacdo inundada e é mais sensivel a um sinal HH polarizado (HAJNSEK;
DESNOS, 2020).

O SPAN é uma soma das intensidades de todos os canais polarimétricos da matriz (|1.1]) (GAO,
2019). O SPAN tem sido aplicado em diversas areas do pés-processamento de imagens Pol-

SAR, como na segmentacdo e classificacdo em dareas urbanas heterogéneas (WANG et al.,
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2018; WANG et al., 2017) e na deteccdo de mudancas em &reas urbanas densas e de grande
area florestal (ANSARI; BUDDHIRAJU; MALHOTRA| 2020). O pds-processamento é a etapa que
ocorre depois da andlise da imagem e envolve técnicas para aprimorar os resultados obtidos na
analise, como, por exemplo: filtragem, ajuste de contraste e brilho, e realce de bordas. Essas
técnicas ajudam a melhorar a qualidade dos resultados obtidos na analise de imagem. (LEE;
POTTIER, [2009).

A criacdo de mapa de informacdes a partir do SPAN foi utilizado por alguns autores para
melhorar o desempenho de classificacao, deteccdo de mudancas e métodos de segmentacao
em imagens PoISAR. |Ansari, Buddhiraju e Malhotra| (2020) e |Canisius et al.| (2018) utili-
zaram o SPAN no sensoriamento remoto de variacOes topograficas entre montanhas e areas
urbanas para prevencdo contra terremotos. West e Riley (2019) empregaram essa importante
quantidade em diferentes regides com baixo espalhamento devido a sombras ou vegetacao do
radar. Wang et al.|(2018) combinaram o SPAN com a distancia do vetor aleatdrio invariante
esférico para areas urbanas heterogéneas e Xu et al.| (2014) usaram o SPAN para derivar o
volume espelhado de imagens de areas urbanas e rurais.

A deteccao de mudancas é uma area bastante importante para o pds-processamento de
imagens PolSAR, sendo utilizada para monitorar desastres naturais (WASHAYA; BALZ; MOHA-
MADI, |2018]) bem como identificar mudancas sociodemograficas em posicdes geograficas (NAS-
CIMENTO; FRERY; CINTRA, 2018).

No processamento da imagem, o uso de modelos probabilisticos (principalmente fundamen-
tados em abordagens relacionadas a formaco fisica de imagens SAR) e de 4reas da Estatistica
classica ou combinadas a Teoria da informacdo (como inferéncia, modelos espaco temporais
e aprendizagem de mdaquina) tem um papel fundamental na interpretacdo de dados extrai-
dos de imagens PolSAR. Os dados de intensidade SAR ou PolSAR multilook costumam ser
modelados pelas seguintes distribuicdes: G para intensidade do SAR (FRERY et al,, 1997), G
e Wishart complexa e escalonada para dados PolSAR (FREITAS; FRERY; CORREIA, |2005) e a
gama multivariada para intensidades multivariadas (HAGEDORN et al., 2000)).

A utilizacdo de modelos estatisticos no processamento de imagens SAR vem revelando
étimos resultados como: (i) na deteccdo de estruturas complexas em éreas urbanas extrema-
mente heterogéneas (INCE; KIRANYAZ; GABBOUJ, [2012), (ii) na identificacdo de alteragcBes em
imagens SAR multilook, usando a teoria de Dezert-Smarandache (GAO; QIN; ZHOU, 2013)), (iii)
para detectar grandes navios em areas maritimas densas (HACHICHA; CHAABANE, [2009; |COR-

DEIRO et al., 2019), (iv) para modelar a amplitude e a intensidade do SPAN para diferentes
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tipologias de cobertura do solo (BORBA; MARENGONI; FRERY, [2019; |LI et al., 2010), (v) no
desenvolvimento de novas técnicas para segmentacdo, classificacdo e deteccdo de mudancas

em dados simulados e reais (LI et al}, 2011), dentre outros.

1.1 OBJETIVOS GERAIS

Neste trabalho de Tese de Doutorado novos testes de hipéteses sao propostos para atributos
bivariados induzidos a partir da matriz de coeréncia PolSAR, sendo o principal deles o SPAN.
Embora o sistema PolSAR seja uma das técnicas de sensoriamento remoto mais utilizadas,
as imagens PolSAR s3o afetadas por um padrdo de interferéncia granular chamado ruido
speckle. Entao, para explicar o comportamento do ruido e do relevo nos pares de intensidade
acumulada baseado em SPAN, (||Suu|)? ||Suull*+1SvvII?), (ISvvIZ ISvvI?+|1Sarll?),
ULSav] P Sav]® + [[Svvl?) e ([ISrvI[ [|Srv[* +1Su#|[?), requer-se uma modelagem
especializada.

A suposicao distribucional para retornos hermitianos em areas homogéneas é a Wishart
complexa, e portanto a distribuicao conjunta de sua diagonal principal é uma gama multiva-
riada. Do melhor que conhecemos, a partir da literatura PolSAR, a distribuicdo conjunta do
SPAN e seus componentes em cendarios homogéneos (como também em outros mais textura-
dos) carece de investigacdo cientifica.

Neste manuscrito, enderecamos essa lacuna tanto pela Estatistica Classica como pelo uso
de Teoria da Informacao. Inicialmente, utilizamos a distribuicao gama bivariada de McKay para
cendrios homogéneos e, subsequentemente, propomos uma nova distribuicdo de probabilidade
para outros tipos de terrenos (deduzida a partir da modelagem multiplicativa), denominada
GYMB. Propriedades matematicas iniciais relativas a esse novo modelo s3o propostas, como

matriz de covariancia, esperancas e variancias condicionais e a funcao geradora de momentos.

1.1.1 Objetivos Especificos

= Derivacdo das divergéncias e distancias de Kullback-Leibler (KL) e Rényi para pares
aleatérios induzidos a partir do SPAN utilizando as distribuices bivariadas Gama MCKay

e G'MB;

» Formulacdo de novos testes de hipéteses para duas amostras para as distribuicdes bivari-
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adas Gama MCKay e GYMB. Desenvolvimento de detectores de mudanca entre imagens

PolSAR;

» Quantificacdo do desempenho dos testes propostos por experimentos de Monte Carlo,
comparativamente ao do teste da Razdo entre Verossimilhancas (RV) (CASELLA; BER-

GER, [2021)), comumente adotado no processamento de imagens PolSAR.

1.2 CONTRIBUICOES

No que se segue, resumos das principais contribuicoes sdo fornecidos.
v PRIMEIRA CONTRIBUICAO - Capitulo 3:

Neste capitulo, utilizou-se a distribuicdo gama bivariada de McKay (MBG) para descrever
distribuicGes empiricas resultantes de dois componentes a partir do SPAN. Verificou-se a
existéncia de uma relacdo entre a medida de correlacio MBG e o tipo de textura em uma
imagem SAR. Derivaram-se expressdoes em forma fechada para as divergéncias de Kullback-
Leibler e Rényi da lei MBG. Novos testes de hipdtese baseados em divergéncia e na razdo
de verossimilhancas para duas amostras s3o propostos e avaliados usando experimentos de
Monte Carlo. Finalmente, os novos testes sdo aplicados a imagens PolSAR reais para avaliar
as mudancas causadas por processos de urbanizacio nas regides de Los Angeles, Califérnia-
EUA. Os resultados apontaram que o teste baseado na divergéncia de Rényi de alta ordem
capturou melhores mudancas préximas as regides centrais da imagem. O teste baseado na

divergéncia KL capturou melhores mudancas préximas as regides da borda da imagem.
v SEGUNDA CONTRIBUICAO - Capitulo 4:

Neste capitulo, uma nova distribuicdo bivariada - chamada GYMB - é proposta para des-
crever distribuicGes empiricas resultantes do SPAN, utilizando a abordagem de modelagem
multiplicativa. Algumas propriedades matematicas da distribuicdo GYMB sdo deduzidas: vetor
de médias, matriz de covariancias, densidades marginais, funcdo geradora de momentos, espe-
rancas condicionais, variancias condicionais e momentos condicionais. Como ilustracdo do uso
da lei Q?MB em imagens PolSAR, trechos de dados reais da imagem PolSAR de Sdo Francisco

sao modelados usando curvas de nivel a partir da estimacdo por maxima verossimilhanca.

v/ TERCEIRA CONTRIBUICAO - Capitulo 4:
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Neste capitulo, derivam-se expressdes em forma fechada para as divergéncias Kullback-
Leibler e Rényi para a lei GYMB. Dessas quantidades, novos testes de hipétese baseados
em divergéncia e razdo de verossimilhancas para duas amostras sao introduzidos. Um estudo
sintético é também feito a fim de quantificar o desempenho deles utilizando experimentos de
Monte Carlo. Finalmente, aplicamos os novos testes a imagens reais PolSAR para avaliar as

mudancas causadas por processos de urbanizacdo, nas regides de Los Angeles, Califérnia-EUA.

1.3 PESQUISAS REALIZADAS

Alguns resultados desta tese foram publicados em periddicos classicos nas areas de Esta-

tistica e Sensoriamento Remoto:

v’ Divergence-based tests for the bivariate gamma distribution applied to Polarimetric
Synthetic Aperture Radar - Publicado no Statistical Papers, em 30 agosto 2022. - Acesso
em: <https://doi.org/10.1007/500362-022-01354-4>

v’ A novel bivariate distribution and its divergence-based hypothesis inference. An applica-
tion to the deforestation focus detection - Publicado no International Journal of Remote
Sensing em 3 Janeiro 2023 - Acesso em: |<https://doi.org/10.1080/01431161.2022.
2155087>

1.4 ORGANIZACAO DO TEXTO

Em geral, esta Tese estd estruturada nos seguintes capitulos:

» O Capitulo 2, apresenta-se uma revisdao PolSAR sobre Teoria de Informac3o conectada

a Estatistica e ao atributo SPAN.

» O Capitulo 3, se inicia com uma revisdo metodoldgica sobre a Modelagem multiplicativa
e a distribuicdo McKay bivariada (MBG). Subsequentemente, introduz-se um ensaio
tedrico sobre deducdo das divergéncias e distancias de KL e Rényi, para a distribuicdo
MBG. Novos testes de hipdteses para duas amostras baseados nas divergéncias KL, Rényi
e na estatistica da razao de verossimilhancas sdo apresentados para a distribuicio MBG.

Adicionalmente, novos detectores de mudanca em imagens PolSAR s3o desenvolvidos.


https://doi.org/10.1007/s00362-022-01354-4
https://doi.org/10.1080/01431161.2022.2155087
https://doi.org/10.1080/01431161.2022.2155087
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= No Capitulo 4, uma nova distribuicdo bivariada chamada (GIMB) é proposta. Além
disso, algumas propriedades matematicas sao deduzidas: vetor de médias, matriz de
covariancias, densidades marginais, funcao geradora de momentos, esperancas condici-
onais, variancias condicionais e momentos condicionais. Expressdes para divergéncias e
distancias KL e Rényi na distribuicio GIMB s3o propostas. Propomos novos testes de
hipéteses para duas amostras, baseados nas divergéncias KL, Rényi e na estatistica da
raz3o entre verossimilhancas GYMB. Novos detectores de mudanca para imagens PolSAR

sdo construidos.

= No Capitulo 5, apresenta-se a conclusdo deste trabalho e alguns indicadores de pesquisas

futuras.

Este trabalho de Tese de doutorado foi escrito usando IATEX, um sistema de composicdo
tipografica que inclui recursos destinados a producdo de documentacdo técnica e cientifica
(LAMPORT, |1986)). As avaliacdes numéricas e aplicacdes dos Capitulos 3 e 4 foram realizadas
utilizando a linguagem de programacao R versao 4.1.0, que se encontra disponivel gratui-
tamente em: <http://www.r-project.org>. O sistema operacional utilizado foi Windows 11,

processador i5- 8°ger — 64 bits e 8 GB de meméria RAM.


http://www.r-project.org
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2 METODOS APLICADOS PARA DADOS POLSAR

2.1 FUNDAMENTOS DA TEORIA DA INFORMACAOQ ESTATISTICA

A teoria da informac3o é uma abordagem classica para medir a quantidade de informacao
em um sinal ou mensagem. Foi proposta pelo matematico americano Hartley| (1928)), sendo
baseada em uma medida simples de informacao, que é proporcional ao logaritmo do niimero de
simbolos possiveis em um sinal, no contexto da comunicacdo. Porém, ela apresenta algumas
limitacdoes, como ndo considerar a correlacao entre os simbolos em um sinal, e ndo é adequada
para medir a complexidade de sistemas de comunicacdo mais sofisticados.

Portanto, existe uma complementariedade, na préatica, entre a teoria da informacdo e a
teoria estatistica de Fisher (FISHER,|1922)), e, embora as duas teorias difiram em seus objetivos,
elas se relacionam para extrair informacdes Uteis de um determinado conjunto de dados. A
teoria estatistica de Fisher ajusta modelos estatisticos aos dados e faz inferéncias estatisticas
sobre os parametros do modelo.

Posteriormente, |Shannon| (1948) formalizou essa abordagem amplamente utilizada para
medir a quantidade de informacdo contida em um conjunto de dados, através da analise
da distribuicdo de probabilidade e definiu a entropia que representa a incerteza associada a
distribuicao de probabilidade.

Finalmente, a nocdo de entropia relativa (que mais tarde foi chamada de divergéncia)
foi introduzida por |[Kullback e Leibler| (1951). A divergéncia de Kullback-Leibler pode ser
entendida como um critério de comparacao entre duas distribuicoes. Em Estatistica, ela é
definida como o Valor Esperado do logaritmo da razdo entre as densidades de probabilidade,
em que uma distribuicdo é a distribuicdo verdadeira dos dados e a outra é a distribuicao
estimada por um modelo:

Sejam x e y dois vetores aleatérios com funcdes densidades de probabilidade f,. (z; 8.)
e fy(z;0,) e com suporte Z C RP. A divergéncia de Kullback-Leibler  em relagdo a y é

definida por:

Du(x || y) = Es [mgjﬁzﬁw ) ] [ fulz:0, 1ogj‘;y§j ‘;; = (1)

em que dz = [[_, dz;, E.[V(x)] = [z V(2) fz(2;0,)dz e V(:) é uma funcdo mensuravel

cuja esperanca existe. A partir de agora, assumird p = 2, pois o foco desta tese serd com pares
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aleatérios.

E perceptivel que a Equac3o é sempre n3o-negativa e é zero somente se f,(z; 0,) =
fy(z; 0,) por todos os z € Z. A divergéncia de Kullback-Leibler (KL), Dk (x || y) é uma
quantidade que expressa a ineficiéncia de supor a distribuicao de y quando o modelo x é
verdadeiro (COVER; THOMAS, 2007)). De fato, tal medida é conhecida sob varios termos, tais
como entropia cruzada, divergéncia de informacGes e informacdes para discriminacao.

Kullback! (1968)), |Csiszar (1967) e |Amari (1985) apresentaram um trabalho sistematico
e abrangente sobre a medida de divergéncia KL. Kullback| (1968) mostrou que a KL é uma
medida assimétrica de dissimilaridade entre distribuicdes de probabilidade. |Csiszar| (1967)
mostrou que a KL pode ser vista como um caso especial de uma familia mais ampla de medidas
de divergéncia, conhecidas como medidas de informacéo tipo. Amari (1985) mostrou que a
KL pode ser vista como uma medida da distancia entre duas distribuicdes de probabilidade em
um espaco de parametros, e desenvolveu ferramentas matematicas para calcular e interpretar
a KL nesse contexto.

Embora D ki (- || -) seja chamado de "distancia"em alguns trabalhos, ndo é uma distancia
entre distribuicdes no sentido conhecido do termo, porque n3o é simétrica e n3o satisfaz a
desigualdade triangular. Segundo |Kailath| (1967)), a divergéncia D k. (- || -) mede a distancia
entre distribuicdes de probabilidade, sendo sensivel as diferencas em suas formas. Ele também
apontou que a divergéncia de KL é uma medida assimétrica que reflete a quantidade de
informac3do perdida quando uma distribuicao de probabilidade é aproximada pela outra.

Neste trabalho de tese, consideraremos uma simetrizacdo da referida medida. Sejam dois
vetores aleatdrios, com o mesmo suporte, a distancia Kullback-Leibler pode ser definida como

S€ segue:

daw,y) = 5 [Dale | y) + Dty || @)

_ 1 . ) fe(z; 0.)
=3 Jyl ez 02) = fylzs 0)log £ 2

em que f(z; 0,) representa a fun¢do densidade de probabilidade (fdp) de 6., f,(z; 6,)

dz, (2.2)

representa a fdp de 6, e X representa o suporte da fdp.

Outra divergéncia importante que amplia a divergéncia KL é a divergéncia de Rényi (ER-
VEN; HARREMOES, [2010)), definida como segue.

Sejam x e y dois vetores p aleatdrios cujo suporte esta definido sobre Z C RP? e indexados

por vetores de parametros 0, e 65, a divergéncia de Rényi é dada por
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1
r—1

D (@|ly) = D, (61]10:) = —— log [ fa(2) £ () dz, (2:3)

emquer >0er # 1. Ser # 1, entdo a divergéncia de Rényi se aproxima da divergéncia
de KL. |Liese e Vajdal (1987)) estenderam a vers3o anterior da divergéncia Rényi como (para

reRer#{0,1}):

1
Dio(ally) = Dio(B1]162) = ————log [ fi(2) A7 (2)dz (24)
r(r—1) z
Pode-se observar que Dg..(x||y) ndo é uma medida simétrica, entdo para resolver essa

problematica LIMA, NASCIMENTO e AMARAL| (2021)) derivaram a seguinte medida:

drr(z||y)

_ T(rl_ - log{ explr (r — 1) Dg.-(61]|65)] 42' explr (r — 1) Dr.r(62|61)] } . (2.5)

Para investigar a distribuicdo assintética das medidas: dx (z,y), DkL(x || y), Dr.( ||
Y), e dr(x || y), [Salicrd et al. (1994) propuseram uma definicdo em que as consideravam
como elementos em uma classe de divergéncias chamada (h, ¢)-divergéncia. Essa classe é uma
extensdo da classe ¢-divergéncia proposta por (Csiszar| (1967)) e |Ali e Silvey| (1966)).

A seguir, apresentamos um tratamento estatistico para testes de hipoteses com base na
divergéncia Kullback-Leibler e medidas de distancia.

Sejam x e y dois vetores aleatdrios previamente definidos. Assumindo que ambos tém um

suporte comum Z C RP, a (h, ¢)-divergéncia entre f, (z; 0,) e f, (z; 0,) é definida como

pite 1) =1 (By o (ZL0N]) <0 (o (£E0) m0az). (29

em que ¢: (0, 00) — [0, 00) é uma funcdo convexa, h:(0, 00)—|[0, c0) é uma funcdo estritamente
crescente com h(0) = 0, e formas indeterminadas sdo atribuidos valor zero. Por uma escolha

criteriosa de funcdes [h(z) e ¢(z)] surgem medidas de divergéncias conhecidas:

[z, 7 log(z)], para Dk,
[1/2 €, (Z)ﬁ' - 1) 10g(fﬂ)] ) para dKL
[ﬁ log(r (r —1)z + 1), %} . para Dg.,

r(r—1 2l
[r(rlfl) log( (2 bz + 1)a+r(T—,1)1], para dr.;.
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Ao considerar a definicdo de distancias em termos das funcées h e ¢ combinadas com
os resultados propostos por (Salicri et al. (1994) na convergéncia em distribuicdo de uma
estatistica em funcdo da classe de divergéncias (h,¢) para a distribuicido Qui-quadrado, o

seguinte lema pode ser demonstrado.

Lema 2.1.1 Assuma como satisfeitas as condicées de regularidade propostas em |Salicru et

al| (1994). Se . ——— A€ (0,1) e 8, = 6,, entdo

m-+n

2mn d(0.,0,) o

AN

m + nh/(0)¢//(1) m,n—>oo, XMa

(2.8)

em que h'(0) é a derivada de 1° ordem, quando h = 0, ¢"(1) é a derivada de 2° ordem,
quando ¢ = 1, “Dyr denota a convergéncia em distribuicdo, M é a dimensdo de 6;, m €é o
primeiro tamanho amostral, n é o segundo tamanho amostral, 5; € a EMV para 0, baseado
na primeira amostra, é; é a EMV para 6, baseado na segunda amostra e “~ x3,” denota

uma variavel com distribuicdo qui-quadrado com M graus de liberdade.

Baseado no Lema [2.1.1| testes estatisticos para a hipétese nula 8, = 6, podem ser

derivados. Em particular, a seguinte estatistica é considerada:

~ ~ 2mnuv —~ o~
Sh(8,,8,) = " (8,,8,), (2.9)

m-+n

em que v = 1/ (W' (0)¢”(1)) é uma constante que depende das derivadas das funcgdes h e 1.
Para medidas Dk, dk, Dg., € dr., v assume valores 1/2, 1, 1 e 1, respectivamente. Sendo

descrito dessa forma, um teste de hipdtese geral pode ser descrito na seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.2 Sejam m en tamanhos de amostras suficientemente grandes e Sg(@j, BAy) =
s, entdo a hipdtese nula 6, = 6, pode ser rejeitada a um nivel 7 se Pr (Xf; > s) <mn, em
que p é a estatistica de teste calculada a partir de amostras observadas e 1) é o nivel nominal

pré-especificado.
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2.2 ATRIBUTO POLSAR: SPAN

Os sistemas PolSAR registram a amplitude e a fase dos sinais retrodifusos a partir de
possiveis combinacdes de recepcdo linear e transmitem as seguintes polarizacdes: HH, HV,
VH e VV (H para direcdo horizontal e V para direcdo vertical). O resultado é a matriz de

espalhamento complexa dos alvos (scaterring matrix complex), definida como:

SHH SHV
S = : (2.10)

Sve  Svv
em que Sap € C significa o retorno devido a transmissao A e recepcdo B.

De acordo com |Lee et al.| (1994), os componentes co-polarizados Sy e Syy estdo
correlacionados, enquanto os componentes de polarizacdo cruzadas Sy g e Syy tém niveis
iguais entre si.

Nesta secao, mediremos o impacto das correlacdes elevadas de distribuicoes bivariadas
através de dois canais polarimétricos, assim descrevendo as caracteristicas dos retornos do
PoISAR. Ent3o, seja s € {[Shn, Sw]’, [ShH, Skv]’s [Sw, Shv]’'} € C? um vetor de canais
complexos de polariza¢des, em que (-) indica o vetor transposto. Entdo, a matriz de covariancia

polarimétrica L-look C' pode ser definida como

1 L
C = 17 ; S; 87, (2.11)

em que s; é o i-ésimo vetor de amostra single-look e ()" é o operador do conjugado transposto.
Segundo |Lee e Pottier| (2009) a matriz C' tem natureza hermitiana positiva definida, sendo

assim é possivel fazer decomposicao espectral de C' como:

C = )\1 616? + )\2 6263, (212)

em que \; sdo os i-ésimos autovalores reais de C, e; sao os autovetores ortonormais corres-
pondentes e e sdo os autovetores conjugados transpostos correspondentes.
O poder de dispersao total da imagem (SPAN) pode ser definido como o poder de dispersdo

total dos dois mecanismos de dispersdo em ([2.12)), ou seja,

SPAN = )\1 -+ )\2 == Cll + 022, (213)

em que C;; é a (7,7) entrada de C'.
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2.3 DETECTORES DE MUDANCAS POLSAR

Nessa tese serdo construidos trés tipos de detectores de mudancas, dois detectores baseados
em testes de hipoteses por divergéncias em probabilidade e um detector baseado na estatistica

da razdo entre verossimilhancas, s3o eles:

» C'Dgy: detector de mudanca baseado na distancia Kullback-Leibler;
» (C'D%: detector de mudanca baseado na distancia Rényi de ordem «;

» ('Dpy: detector de mudanca baseado na estatistica da razao entre verossimilhancas.

Esses detectores sdo algoritmos de processamento de imagem que conseguem identificar
alteracdes entre duas imagens SAR, que podem ser causadas por mudancas na superficie
da Terra, como em areas urbanas densas. Esse tipo de detector compara as diferencas de
intensidade entre as imagens procurando areas onde houve uma mudanca significativa na
intensidade do sinal SAR entre as duas imagens. Para confirmar a discussdo quantitativas dos

mapas preditivos, usamos cinco métricas para avaliar o desempenho desses detectores:

1. Falso Positivo (FP): Representa o nimero de pixels pelo mapa de referéncia, em que
o algoritmo detectou mudancas entre as cenas da imagem, mas o numero de pixels foi
classificado erroneamente como sem mudanca. Em estatistica, é a probabilidade de um

teste indicar erroneamente que um evento ocorreu, quando, na verdade nao ocorreu.

2. Falso Negativo (FN): Representa o niimero de pixels pelo mapa de referéncia, em que
o algoritmo nao detectou mudancas entre as cenas da imagem, mas o nimero de pixels
foi classificado como alterado. Em estatistica, é a probabilidade de um teste indicar

erroneamente que um evento ndo ocorreu, quando na verdade ocorreu.

3. Taxa de Falso Alarme: (FP+FN)/m, onde m é o nimero de pixels inalterados conforme

o detector.

4. Taxa de Deteccio: TP/CG, onde TP é o nimero de pixels indicados como alteracdo
tanto pelo RM como pelo detector, e CG é o nimero de pixels alterados conforme o

detector.

5. Coeficiente Kappa: k = (A — B)/(1 — B), em que A = 1 — ppp — ppn € B =

(pre + prp)(prp + PrN) + (prn + Pre)(Pry + PrN), €M que Dpp, PEN, DPrp €
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prn representa as proporcoes de falso positivo, falso negativo, verdadeiro positivo e
verdadeiro negativo respectivamente, pc é a proporcdo de pixels, sob a condicao C
em relacdo ao nimero total de pixels e T'N é o nimero de pixels indicados como nao

havendo alteracdo tanto pelo RM como pelo detector.

A figura 2 mostra um diagrama para ilustrar como os testes baseados nas divergéncias de
Kullback-Leibler e Rényi funcionam na prética até a tomada de decisao supondo o modelo da

nova distribuicdo bivariada GYMB.
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Figura 2 — Diagrama de blocos para testes de hipéteses e detectores de mudanca baseados nas divergéncias
de Kullback-Leibler e Rényi. X12w,n' em que 7 representa quantil.

Inicie com duas vizinhancas de um pixel

Assumir 12 amostra G%(a11, aa1, 71, B1, 1) Assumir 22 amostra G%(aio, a, V2, B2, o)

N 4

Obtenha os EMVs o1, o1, 91, b1 e A Obtenha os EMVs tla, 032, 92, (2 € %

Calcule Dk, e D%

~

Calcule Sk e S%

Se Sk, S% < Xfm], retorne 0 Se Skr,S% > X?ﬂm, retorne 1

Calcule CDgy e CD%

V.

Fim

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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3 DISTRIBUICAO BIVARIADA MCKAY APLICADA AS CARACTERISTICAS
SAR BASEADAS EM SPAN E MODELAGEM MULTIPLICATIVA

Entre os métodos de modelagem de dados PoISAR, a modelagem multiplicativa (MM) tem
grande importancia devido ao seu envolvimento na formacao fisica das imagens produzidas por
tais sistemas. A MM diz que um dado PolSAR multilook Z € Q2 :={H € C? x C? : H =
H*eH - 0} vem do produto entre duas variaveis aleatérias independentes: a primeira aborda
o ruido speckle multidimensional, digamos Y € €2, a segunda descreve o comportamento do
terreno, digamos X € R, e o retorno é definido por Z =Y x X, onde p é o nimero de canais
de polarizacdo. Véarios modelos foram propostos dentro do MM, sendo a lei gg (Qg(a, 3, L))
uma das distribuicGes mais importantes para Z. Ela surge da hipdtese de que Y segue a Lei
de Wishart Complexa (W(X, L)) e X a distribuicio Gama Inversa (I'"!(a, (=1 — «))). Se

Z ~ G)(a, 3, L), a sua densidade é dada por (FREITAS; FRERY; CORREIA, |2005)

e Zia, B 1) = g T B [(ca 1)+ Lu(E ),

(3.1)
em que 7 c Q, a < —1, L é o nimero de looks, 3 é a matriz hermitiana, o é o parametro
de rugosidade, tr e |.| sdo o trago e o determinante da matriz, I'(-) é a fun¢do gama e I',(+)
é a sua versdo para a dimensdo p; portanto, [Freitas, Frery e Correia (2005) determina L
fisicamente como um modo de quantificar a razao sinal ruido e a o grau de homogeneidade
do alvo. A figura [3ilustra a associacao do parametro de rugosidade oz com o tipo de terreno.

A construcdo de algoritmos baseado em MM é de grande importancia para deteccao e
classificacdo dos sinais em imagens PolSAR. Portanto, |Lee et al. (1994) derivaram uma nova
fdp conjunta para razdo de intensidade e amplitude multilooks em relacdo aos dois elementos

da diagonal S (ver secdo , isto é, modelaram a intensidade e amplitude dos canais
polarizados HH e VV. A fdp é definida como:

L—1
LYY (Ry, Ry) T eap (_L(f_li:;fb

(L) (1= %) po

em que Ry, Ry, L > 0e 0 < p < 1. Sendo p é o coeficente de correlacdo, L é o nimero

fR1,R2 <R17 RQ) -

) P
Iy 1| 2L — 2
L 1< RlRQl—p2>7 (3.2)

de looks, I(.) é a funcdo de Bessel modificada do tipo | de ordem n — 1, R;, parai =
1,2 representa a intensidade normalizada multilook do i-ésimo canal polarimétrico dada pela

expressao:
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Figura 3 — llustrac3o de alvos associados com valores diferentes do parametro de rugosidade o de uma distri-
buicdo G9,.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

1 SR
2 B(S,00P)

k=1

R; (3.3)

n
tal que S;, parai = 1,2 indica um dos elementos da matriz complexa S e E(-) é o operador
do valor esperado.

A funcao densidade de probabilidade para o par de intensidades normalizadas proposta por

LLee et al.,| (1994) é definida como:

L1
(B1,B2) % exp (—%) p
fB1,B2 (B17 B2> = F(L) (1 _ pz) pL—lp IL_l (2 BIB2 1 — p2> ) (34)

emque B, By, L >0e0<p<1,sendo By = LR, e By = LR,.

propds um detector de mudancas para o produto de amplitudes multilook de
dois canais polarimétricos baseados no SPAN, que segue uma distribuicdo de intensidade G°
aplicado a modelagem do fundo do mar. Ele também derivou uma nova fdp univariada para
o produto normalizado (B;B3) de amplitudes multilook de dois canais polarimétricos. Essa
distribuicdo foi proposta para melhorar a amplitude do retroespalhamento (ou a intensidade

do alvo do radar) quando comparado com a desordem (clutter) do radar. A fdp é dada como:

VISR 2L 2L
fo(s) = (L) (i oy IOL_IIL—I (1 — §2§> Ko<1 — p2§> ; (3.5)

v B1Bs
L

emquec, L >00<p<lc=

e K (.) indica a funcdo de Bessel modificada do

tipo 2 de ordem 0.
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Recorrendo as férmulas assintéticas das funcdes de Bessel modificada (Gao| (2019) notou

que a fdp ([3.5) colapsa na da Gama definida como:

L
F(€) = g€ e (<6). (3.6)
em que &, 3, L > 0, sendo 3 = <1+2pL)00 e o; = E(|S;(k)|?), parai =1,2.
102

A lei Gama e suas generalizacBes se destacam na literatura para modelar texturas (HA-
CHICHA; CHAABANE, 2009), amplitude e intensidade (LI et al., 2011; HORTA et al., 2012) em
imagens SAR capturadas de areas de oceanos, urbanas e florestais densas. De acordo com |[Ha-
gedorn et al.|(2006), a distribuicdo gama multivariada é a lei natural para C;; (C11, SPAN)
em cenarios homogéneos. Uma das mais antigas distribuicoes gama bivariadas é a versao de
McKay (NADARAJAH; GUPTA), 2006; GUPTA; NADARAJAH, 2006). Ela pode ser entendida como

um desses dois resultados:

(i) z = (X1,Xs) == (V,U x V) tais que V. ~ I'(a; + ag,1/7) e U ~ Beta(ay, az)
sdo independentes e U x V' ~ T'(ay,1/v), em que x é o vetor de varidvel aleatdria,

“~ I'(-,)" denota a distribuicdo Gama e "~ Betaf(, ")

Xi=VeXy,=UxVou

é a esperanca da lei Beta,

(i) & = (X3, X4) = (Vo, Vo + V4) tais que Vp ~ T(a1,1/7) e Vi ~ D(as, 1/7) sdo
independentes, em que X3 =1 e X, =V, + V4.

Em resumo, as suposicdes (i) e (ii) sdo ferramentas poderosas para modelar sistemas
complexos em diferentes campos da ciéncia e da engenharia, e sua aplicacdo nao se limita ao
contexto do PoISAR. A suposicdo (i) é comum em muitos modelos matematicos que descrevem
o comportamento de sistemas naturais e artificiais. Por exemplo, ela é usada para modelar a
distribuicdo de chuva em uma area geografica especifica na hidrologia (YUE; OUARDA; BOBEE,
2001)). A suposicdo (i) também é usada em vérios campos, como na teoria da confiabilidade,
onde é usada para modelar a falha de sistemas e prever sua probabilidade de falha em um
determinado tempo (NADARAJAH, [2005).

A Distribuicdo Gama Bivariada McKay (MBG) com pardmetro de localizagdo ay,as > 0

e parametro de escala v > 0 tem fdp dada por:

1
yeatea(ay )M (ap)

f($1,$2;061704277> =

0wy — 21)* L exp <_9572> ; (3.7)
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para 0 < 71 < Ty. Aqui, E(X}) = vay, E(Xy) =7 (a1 + as), Var(X;) = a;+?%, Var(Xs) =
(a1 +az)y? e Cor(Xy, Xo) = ag/(as+ ), em que E(+) é a esperanca, Var(-) é a variancia,
e Cor(-) é a correlagio.

Considere uma discussdo sobre a obtencdo das Estimativas por Maxima Verossimilhancas
(MLE) para @ = (v, a1, ). Seja X = [(w11,221) 7, ..., (Z1n,2,) "] " uma amostra observada

a partir de (X1, X3) ~ MBG(ay, as,7), a log-verossimilhanca associada 6 é

00) =10(0,(X1,X2)) = —n(a; + ag) logy —nlog'(ay) — nlogI'(az)

n n Ty
—+ (a1 — ].) Zlog T1; + (Oég — 1) ZlOg(ZEQZ — l’h‘) — LQ, (38)

i=1 i=1 g
em que n é o tamanho da amostra usado e log(.) é a funcdo logaritmica.

A partir de [00(0)/0v,00(0)/0cy,00(0) /D) ~=10,0,0], o MLE para v é

7:'77011:66\17(12:062
7 =Ty /(G + Q) de tal forma que To = Y1 | 1p;/n e as EMVs para a; e s sdo uma solugdo

do sistema nao-linear

T Jogd + W (),
. (3.9)
Zi:l lOgn($2'L*!L'1i) — lOg;}\/ + ‘Ij (&2> 7

em que V(-) é a funcdo Psi.

No caso do sistema , que ndo possui uma solucao analitica, podemos usar métodos
de otimizacdo ndo linear para encontrar os valores dos parametros que maximizam a verossi-
milhanca do modelo. A partir deste ponto, utilizaremos o termo "EMVs"para nos referirmos ao
estimador de maxima verossimilhanca para o vetor de parametros @, quando discutirmos teoria
assintética. Isso é comum em muitos contextos de modelagem estatistica, pois o estimador
de maxima verossimilhanca é amplamente utilizado na pratica e é frequentemente usado em
teoria assintética para mostrar propriedades estatisticas do estimador. Vamos continuar a usar

essa notacdo ao longo da tese.
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3.1 TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA PARA A DISTRIBUICAO GAMA BIVA-
RIADA

A estatistica da raz3o da log-verossimilhanca (RV) tem grande importancia na inferéncia
em modelos paramétricos. De acordo com |Casella e Berger (2021), a estatistica de teste
baseada em H0 tem uma distribuicao assintética Xg, em que q é a diferenca entre as dimensdes
dos espacos de parametros sob as hipdteses alternativas e nulas. Denotamos esses espacos por
O, e Oy, respectivamente.

A diferenca entre as dimensbes dos espacos de parametros Oy e ©; é uma medida da
complexidade do modelo completo em relacdo a hipétese nula. A distribuicdo assintética
xi da estatistica de teste é obtida a partir da teoria assintdtica da estimacao de maxima
verossimilhanca, que mostra que a estatistica de teste se aproxima de uma distribuicdo qui-
quadrado com ¢ graus de liberdade, quando o tamanho da amostra tende ao infinito. Isso
permite que possamos realizar inferéncia estatistica e testes de hipoteses sobre os parametros
do modelo, mesmo que a distribuicdo real dos dados seja desconhecida ou dificil de obter
analiticamente.

Sejam 01 = (a11,91,71) € 02 = (a2, 2,72) vetores de pardmetros de dois pares
aleatérios, digamos de duas amostras aleatérias de M BG(«11, ao1,71) € M BG (a2, aga, 72).
Admita ainda que [(X{{), X)), ... (X{y, XS] e (X1, X5)), ., (X{}a, Xiyp0)] sdo

duas amostras aleatérias obtidas de @ e y. A estatistica RV ¢é definida como

SUPyee, £(6)
Supgee £(6)
emque © =0y UBO; e OgNO; = . Assim, temos,

SRV = -2 10g (310)

M1 M2
(O €0y = —(M1+M2)log(w)+ (o — 1) {Z log X{) + 3" log Xf?)]
i1 j=1
M1 M2
+ (a2 = 1) | Y log(X{ — X{P) + D log(xfP — X2
i=1 =1

1 M1 1) M2 @)
el DIP.CHER) PP, €
N ) j=1

e temos:
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M1
(O e€O) = —Mllog(wy) — M2log (ws) + (11 — 1) ZlogXl(il) + (12 — 1 ZlogX(Q)
i=1 j=1

M2
+(az — 1) Zlog (X5 = X)) + (a2 — 1) Zlog(XQ(]) X(Q))

i=1 j=1

Ly Ly xe
V25 2
J=1

7111

Em que w; = 4% D ()T () para i = 1,2, ay; para i = 1,2 sdo os parametros de
localizacao para a primeira distribuicdo considerada, as; para ¢ = 1,2 sdo os parametros de
localizacao para a segunda distribuicdo considerada, ; para ¢ = 1,2 é o parametro de escala

para a i-ésima distribuicao.
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3.2 NOVOS TESTES DE HIPOTESE BASEADOS EM DIVERGENCIAS PARA A DISTRI-
BUICAO GAMA BIVARIADA

Diversos trabalhos indicam que a divergéncia Kullback-Leibler é importante para quantificar
contrastes nas imagens PolSAR (FRERY; NASCIMENTO; CINTRA} [2014; [BOUHLEL; MERIC, [2020).

Comecamos por derivar essa divergéncia no teorema a seguir.

Teorema 3.2.1 Sejam 01 = (aq1,a12,71) € O = (a1, a2, 7Y2) vetores de pardmetros de
dois pares aleatérios, digamos x e y. A divergéncia de Kullback-Leibler de (2.1)) entre x ey

para distribuicdo bivariada gama de McKay é

Y52 T2T ()T (aa2)

Dot ( = Dwr (0,1 65) =lo
k(|| y) k(61 ]| 62) g,y?mmzp(an)r(oéu)

+ {(Oéll — 0521) [\11(0611) + lOg’}/l]

+
+ (a12 — age) [logyr + ¥(aia)] — <%7 772> (a1 + 0612)},
172

em que oy, © = 1,2, sdo os parametros de localizacdo para a primeira distribuicdo considerada,
g, © = 1,2, sdo os parametros de localizacdo para a segunda distribuicdo considerada,

i, © = 1,2, é o pardmetro de escala para a i-ésima distribuic3o.
A prova esta descrita no Apéndice [A] No que se segue, apresentamos a distancia KL associada.

Corolario 3.2.2 Sejam 01 = (a1, a1, 71) €02 = (a1, (iga,72) no contexto do Teorema|3.2.]]

temos

dki(01,602) = 7 [Dkr(61 | 02) + Dkr(62 || 61)]

N~ N

{ (11 — ag1) [¥(ar) +log v — ¥(agr) — log e

+ (12 — ao2) [W(aq2) + log 1 — ¥(aas) — log 72|

Y2+
_(0411+0412+0621+Oé22) [ 2 1] }

Y172

O teorema seguinte apresenta a expressdo de divergéncia de Rényi para a distribuicao

MBG.
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Teorema 3.2.3 Sejam 31 = ao1 +raq; —rasy, Po = Qo +ras —ragy en = 51+ P2. Sejam

01 = (a11,12,71) € O3 = (a1, a2, 72). A divergéncia de Rényi de (2.4)) entre x e y para

distribuicdo bivariada gama de McKay é
1
Dp..(01 ]| 02) = 7"(1—7‘){ logT'(ny) +logT'(n2) + (1 — 1) {log ['(a1) + log T'(cv2)
— (o + u2) [Tog s — log(y — 7 +707) |

+ 7| (o1 + ag2)(log vo — log(yr — nr + yer) — log (1) + log F(Oé12):| }

A prova estd descrita no Apéndice [Bl No que se segue, apresentamos a distancia Rényi

associada.

Corolario 3.2.4 Sejam 6, = (a1, 12, 71) €02 = (21, a2, 72) no contexto do Teoremal[3.2.3,

temos

dpr(61,02) = _T(lfgi?l) + 7“(7”1— 0 log {F(ﬁm) I'(B22)

x (1=r) [P(om) [(ag) 1 5% (31 = v+ ) (o202

o {72&”“12 (=7 ) O Dag) ™! F(O“?)l]

+T(B11) T(Bia) 7 [1927°22 (0 — o + 31 1) " @272 D(agy) 7' T agg) ™' ]

X (1—r) [F(Oéu) INCITY ,y;(a11+a12) (o —2r+m r)_(“11+°‘12)] },
em que P1; = Qy; + Ty — T, Boi = Qioj + 1o — rag; parat =1, 2.

Seguem-se do Lema e Proposicdo [2.1.2) (tomando M = 3), combinados com Teo-

remas and e os Corolarios e [3.2.4, dois novos testes de hipdteses para a
distribuicido MBG.

= Estatistica de Kullback-Leibler - Sk (-, -):

SKL([a117 a127 ﬁl]a [65217 a\5227 ;}\/QD

B 2mn

= d o 1o, ~ O oo . ~
mrn KL([CV11,CY12771],[042170422,72])

— 2 2 (3.11)
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= Estatistica de Rényi de ordem r - Si(-,-):

SE([&ll? a12> ﬁl]a [&217 65227 ’AYQ])

2mn

- dr Q 7/\ ’A b Qa 7/\ 7/\
e r[Q11, Q12,91], [Go1, 22, 72))

— 2 2 (3.12)

m,n—00

A figura |4 mostra curvas da divergéncia Do(01||0=2(x)) para a lei MBG, em que 6; =
(1,2,1) e O3(z) = (1,2,1) e x varia na faixa de (0,8). E perceptivel que a divergéncia de
Rényi converge para a divergéncia de KL quando r tende a um, como esperado. Pequenos
valores de r tornam o aumento da divergéncia Rényi mais sensivel para x < 2, enquanto, para

valores altos de r, a divergéncia Rényi mais sensivel para = > 2.

Figura 4 — Medidas de distancia entre duas varidveis aleatérias MBG em func3o de oy

= D g
-815 = D ro3
E = D ros
o0 = D gros
) = D grs
=
_510
©
=
741
ot
o 5
G
=
0

0 2 4 6 8
Valores para o 2° parametro de forma

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Visando compreender melhor os resultados tedricos obtidos nessa secdo, a seguir sera
realizado um estudo de simulac3o ( ver Secdo que ajudara a fornecer uma compreensao
mais profunda dos testes e de como ele deve ser aplicado. Teremos outra secdo (ver Secdo
, cuja énfase serd na aplicacdo pratica do algoritmo, mostrando como ele pode ser usado
em situacdes reais, especificamente, para resolver problemas de deteccio de mudancas em

dados reais.
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3.3 ESTUDO DE SIMULACAO

Nesta secao, realiza-se um estudo de simulacdo para avaliar o comportamento dos testes
propostos na Secdo [3.2] Inicialmente, quantificamos o desempenho das ferramentas estatisti-
cas propostas para construir detectores de mudanca para as imagens PolSAR com base em teste
de duas amostras em divergéncia Kullback-Leibler e Rényi (de ordem 5 = 0.2,0.5,0.9, e 1.5),
e, estatistica da raz3o entre verossimilhancas (RV).

Quanto a escolha dos valores de 3, no contexto da classificacdo dos dados PolSAR, desco-
brimos que o método de Rényi funciona melhor quando a ordem esta dentro do espaco (0, 1)
(RODRIGUEZ et al., 2020; FERREIRA; COELHO; NASCIMENTO, 2021)). Ent&o, optamos por definir
a maioria das ordens de Rényi entre (0, 1).

Os métodos KL, Rényi e RV foram executados com 1000 iteracées de Monte Carlo e
com tamanhos de amostra N = 9,25,49,81 e 121. Na pratica, definir janelas grandes em
imagens significa misturar areas estatisticamente diferentes, o que pode impedir a deteccdo
de mudancas.

No entanto, em termos de inferéncia estatistica, a variacdo do tamanho da amostra é uma
forma para testar como as propriedades assintéticas dos testes se comportam. Como figura de
mérito, utilizamos os tamanhos de testes empiricos nos niveis nominais de 1%, 5%, e 10%,
valores usados frequentemente em estudos estatisticos.

Com relacdo aos pardmetros em Hy : (a1, 12,71) = (a1, a2, 72), eles sdo definidos
usando EMVs obtidos do campo de ensaio agricola de Foulum em Jutland (Dinamarca) e re-
gistrado pelo EMISAR. O EMISAR é um radar de abertura sintética de banda C e L totalmente
polarimétrico (ou seja, 4 canais complexos por frequéncia), projetado para sensoriamento re-
moto com altas demandas de resolucdo (2 m), discriminacdo de polarizacdo e calibracdo
radiométrica e polarimétrica absoluta. Podemos observar as caracteristicas de cada amostra
na Tabela (1} que mostra os valores das estimativas de (v, s, ) e correlagdes associadas para
cada sub-regido nas figuras [6a] [6b] e [6c]

Observando as curvas de nivel das figuras , , e , percebe-se que a Cena 2 (4rea
florestal discutido em [Skriver et al.| (2005)) em termos de magnitude da forma, tem uma
textura mais pronunciada que a Cena 1 (trigo de inverno o que foi discutido em |Wang, Han e
Deng (2017)), que tem uma textura mais evidente do que na Cena 3 (colheitas largas de folhas
discutido em |[Zhang et al.| (2015)). Vale a pena notar que os valores de 7y estdo relacionados

diretamente aos das correlacGes associadas.



40

Tabela 1 — Valor dos pardmetros para os cenarios simulados.

Correlacdo (1 /°‘1>
d a1tasg

Qq Q2 v
Cenério 1 | 6.443582280 | 14.915205474 | 0.006888375 54.92%
Cenério 2 | 15.61487646 | 6.24223856 0.01936444 84.52%
Cendrio 3 | 2.762274772 | 8.125188024 | 0.001330168 50.36%

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

As taxas de rejeicdo para os niveis nominais podem ser vistas na Tabela[2] Nela, observam-

se os tamanhos dos testes empiricos sob a hipétese nula, descrita em [2.1.2] Nesse estudo,

os melhores resultados sdo destacados em cinza. Analisando globalmente, o teste baseado na

s e 0.5 . . . s .
estatistica Sj° produziu os melhores resultados, pois seus valores foram os mais préximos

;. . . 1,5 - .
dos niveis nominais assumidos. Os testes baseados em Sp” e Sgky ndo tiveram um bom

desempenho.

Analisando o desempenho dos testes propostos por regidao, podem-se destacar os seguintes

testes:

= No nivel nominal 10%, as estatisticas de Rényi S%?, S%° e S%° foram associados ao

rimeiro cendrio; para o segundo cenério, foram as estatisticas Sy, S%2 e S%%; para o
R R

terceiro cendrio, apenas a estatistica de Rényi 5%5.

= Com respeito ao nivel nominal de 5%, para a Cena 1, as estatisticas S%* e S%° apre-

sentaram boas estimativas bem préximas aos niveis nominais; para a Cena 3, apenas a

estatistica S%°, e, por fim, na segunda Cena, apenas SL° com tamanho N = 81. Além

disso, o método Siy ndo obteve uma boa estimativa.

= No nivel 1%, as estatisticas de teste Skr, S%?, S%° e S%% obtiveram as melhores

estimativas para o primeiro e segundo cenario. No terceiro cenario, destaca-se apenas

0.5
595,
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Figura 5 — Cendrios de simulacdo obtida do campo de ensaio agricola de Foulum em Jutland (Dinamarca),
gréfico de dispersdo de valores de pares (HH, HH+VV), e curvas de nivel associadas.

01 0.15 0.20 0.15 0.30
1

o 00 8000 900 F0°D OO
1
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(b) Cenario 2.

0.005 0010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035
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otoo
|}

ST0'0

(c) Cenério 3
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)



Figura 6 — Mapas de correlacdo MGB para as imagens de Los Angeles (USA), capturadas em 2015.

(3]
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(a) Primeira regido.

(b) Segunda regido.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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3.4 APLICACAO EM DADOS REAIS

Nesta secdo, realiza-se uma aplicacdo a dados reais extraidos de imagens PolSAR obtidas
do sensor de radar de abertura sintética para veiculos aéreos (Uninhabited Aerial Vehicle
Synthetic Aperture Radar - UAVSAR) da JPL. O nosso objetivo é resolver problemas de
deteccdo de mudancas, utilizando as estatisticas propostas. O problema é descrito da seguinte
forma: a partir de uma imagem PolSAR registradas em dois momentos diferentes, cria-se um
mapa mostrando uma alteracdo no tipo de dados SAR. Portanto, serdo utilizadas duas cenas
capturadas pelo sensor UAVSAR referente as areas urbanas densas da cidade de Los Angeles
(CA, EUA), cujas mudancas s3o causadas pelo processo de urbanizac3o.

O primeiro par - visto nas figuras e foi capturada em 23 de abril de 2009 e 3 de
maio de 2015, respectivamente. O segundo par mostrado nas figuras[10a]e foi capturada
em 23 de abril de 2009 e 3 de maio de 2015, respectivamente. A seguir, os detectores de
mudanca propostos sdo usados para detectar mudancas na regido que ocorreram entre os dois
periodos diferentes.

No entanto, aplicam-se os métodos propostos em imagens reais para verificar a eficiéncia
dos testes empiricos em cenarios complexos, como em areas urbanas e florestas densas; que so
diretamente afetadas pelo ruido speckle, além de facilitar o processo de amostragem a medida
que o algoritmo tenta descrever claramente os dados da imagem no processo de deteccdo de
mudancas. Para obter os resultados, utilizamos uma janela de tamanho 3 x 3 na vizinhanca
de pixels e os testes baseados em divergéncia sob o nivel de significAncia 1x1075.

O janelamento de pixels é uma técnica utilizada em processamento de imagem para real-
car ou enfatizar determinadas caracteristicas, ou regides de interesse em uma imagem. J4 a
vizinhanca de pixels € uma regido ao redor de um determinado pixel em uma imagem. Essa
regiao pode ser definida como um quadrado ou um retangulo com um nimero impar de linhas
e colunas. A vizinhanca de um pixel é geralmente usada em algoritmos de processamento de
imagem que envolvem filtragem e deteccdo de bordas de uma imagem. Nesse estudo, o tama-
nho da vizinhanca de pixels e o nivel nominal foram escolhidos para verificar a eficiéncia do
método em detectar mudancas em terrenos mais densos, a exemplo de regides urbanas cujo
nivel do ruido speckle é bastante elevado.

A figura [6] mostra os mapas de correlacgio MGB quantificados para as regides de Los
Angeles (CA, USA) em 3 de maio de 2015. As regides com tons mais escuros (vermelho)

representam areas com altas correlacdes, enquanto as regides destacadas com tons mais claros
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(verde) possuem baixas correlagdes. O primeiro mapa pode representar uma anélise em que as
correlacoes sao baixas, o que pode resultar em uma imagem mais ruidosa com regides que nao
apresentam padroes claros de correlacao. Ja o segundo mapa pode representar uma analise em
que as correlacdes sao mais fortes, resultando em uma imagem mais clara e menos ruidosa.

As figuras exibem mapas preditivos para a primeira aplicacdo. Os mapas preditivos
mostram a distribuicdo espacial de areas urbanas, areas agricolas, areas florestais, entre outros.
Eles s3o criados a partir de modelos estatisticos e algoritmos de classificacdo que processam os
dados PolSAR e os convertem em mapas tematicos de alta resolucdo espacial. Especificamente
nesta secdo os mapas serao aplicados para verificar a deteccao de mudancas do processo de
urbanizacdo da cidade de Los Angeles (CA-EUA).

Observa-se que os detectores baseados na distancia de Rényi CD%* e C'D%’ produziram
mapas, descritivos com representacdes préximas do mapa de referéncia para os pares de canais
(HH-HV, HH-HV e HV-VV). Esses mapas est3o destacados e podem ser vistos nas figuras
Bg, [Odl e [Ogl respectivamente. Os testes avaliativos com os resultados quantitativos estdo
descritos na Tabela [3

O mapa de referéncia reflete o nivel de mudancas entre duas imagens idénticas registradas
em momentos distintos, ou seja, quantifica o processo de urbanizacdo de uma imagem. Os
resultados quantitativos acima podem ser confirmados observando o coeficiente Kappa para
cada par de canais. Para os pares de canais HH-HV, o coeficiente Kappa, com valores préximos
a 1, foi obtido por C’D%’9 com 65,20%, e o mesmo detector apresentou o melhor desempenho
para o par HH-VV, com o coeficiente Kappa 62,29%. Para o par de canais HV-VV, o melhor
detector foi S%?, com o coeficiente Kappa de 66,17%.

Com relacdo a segunda Cena da cidade de Los Angeles (CA, USA) os mapas podem ser
vistos nas figuras . Observando o mapa de referéncia para essa Cena (ver figura ,
nota-se que as maiores mudancas entre 2009 e 2015 estdo em regides localizadas no topo da
imagem. No entanto, percebe-se que o detector baseado na divergéncia de Kullback Leibller
C Dy, produziu mapas com excelente cobertura do processo de urbanizacdo em Los Angeles
(Califérnia -EUA). Os resultados quantitativos estdo descritos na Tabela[dl O C'Dy, produziu
um coeficiente kappa de 63.57% para o par de canais HH-HV, 58.63% para o par de canais
HH-VV e 64.01% para o par de canais HV-VV. Em resumo, os detectores produziram mapas
preditivos com baixo ruido e que se assemelham aos mapas de referéncia, indicando uma boa

captura do processo de urbanizacao da cidade de Los Angeles.



Tabela 3 — Desempenho dos detectores - Cena 1 - Los Angeles (CA, USA).

Detectors|FP (%) FN (%) FA (%) DR (%) « (%)

HH-HV

Skr | 5248 = 4317 58.936 94.847 63.991
S%2 12895 5.699 68.781 93.488 64.147
S9° | 2342 6.299 76.195 92.895 62.704
S99 1 3675 5.019 62.303 94.167  65.201
Sry  |20.032 10.191 146.836 87.168 -12.342

HH-VV

Skr | 4956 = 4.908 64.281 94.202 61.985
5% | 2614 6584 81.195 92.575 60.287
S% | 2101 7.329 93.642 91.851 57.691
S%9 | 3.405 5.753 70.715 93.391 62.292
Sry 119271 10.212 148.896 87.267 -12.151

HV-VV

Skr | 6.988 « 3.342 54531 95.877 63.685
S%% | 4351 4.404 57.425 94.804 66.173
S% | 3.692 4.909 61.088 94.286 65.691
S% 15262 3909 55.081 95.311 65.848
Sry  122.696 10.157 141.113 86.761 -13.203

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 4 — Desempenho dos detectores - Cena 2 - Los Angeles (CA, USA).

Detectores|FP (%) FN (%) FA (%) DR (%) & (%)
HH-HV
Skr | 4646 2947 61.033 96.634 63.577
592 1.178 5.863 116.257 93.759 54.566
S%5 0.948 6.435 140.496 93.208 50.342
S99 1.507 5201 95.176 94.405 58.787
Sry | 2202 4209 73.389 95.380 62.98
HH-VV
Skr | 4733 3576 69.833 95.941 58.632
592 1.159 6.566 144.817 93.064 48.258
S99 0.947 7.154 178.676 92.506 43.353
S99 1.473 5883 116.176 93.719 53.184
Sry | 2.166 4.884 87.866 94.691 58.629
HV-VV
Skr | 6.588 = 2.483 61.103 97.084 64.009
S92 2.041 5.077 92.379 94.499 57.609
595 1.741 5.721 110.349 93.864 53.514
S%9 | 2487 4.405 78.109 95.169 60.996
Sry | 3.351 3507 64.779 96.078 59.499

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 7 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-HV para regido de Los Angeles (CA, USA).
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(f) S%° - HH-HV.
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(c) Mapa de referéncia.

(e) S%2 - 3 x 3 - HH-HV.

HH-HV. (h) Sgy - HH-HV.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 8 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-VV e HH-VV para regido de Los Angeles (CA,
USA).

(a) Sk1 - HH-VV. b) S92 - . (c) S%5 - HH-VV.

(d) S%9 - HH-VV.

A

(g) S%% - 3% 3 - HV-VV, (h) S - HV-VV.

£ 2
(i) S%9 - HV-VV. (i) Sry- HV-VV.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)



Figura 9 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-HV para regido de Los Angeles (CA, USA).
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(g) S%° - HH-HV. (h) Sgy - HH-HV.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 10 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-VV e HH-VV para regido de Los Angeles (CA,
USA).

(i) S%9 - HV-VV. (i) Sry- HV-VV.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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4 DISTRIBUICAO BIVARIADA G'MB APLICADA AS CARACTERISTICAS SAR
COM BASE EM SPAN

Neste capitulo, estd sendo proposta uma nova distribuicdo bivariada para o atributo
(C11, SPAN ). Algumas propriedades matematicas que tipificam e caracterizam o novo par
aleatério sdo derivadas: vetor de médias, matriz de covariancia, funcao geradora de momentos,
esperanca condicionais, variancia condicionais e momentos condicionais. Além disso, derivam-
se as divergéncias e distancias de Kullback-Leibler e Rényi para a nova distribuicao bivariada,
e, em consequéncia, desenvolvem-se novos testes de hipdteses e novos detectores de mudanca
para essas medidas de divergéncia.

Seja a distribuicdo MBG com pardmetro de locacdo «, s > 0 e pardmetro de escala
v > 0 com fdp definida em (3.7) eseja Y ~T1(), ), 3> 0 com densidade

A, —A—1
flyhB) = % exp<—§>, (4.1)
para y > 0.

No contexto de dados SAR, a MM descreve o retorno SAR Z como o produto de duas
varidveis aleatérias independentes (Z = XY'), em que X modela o retroespalhamento (backs-
catter) e Y modela o ruido speckle. Sendo X uma v.a. com suporte definido nos reais positivos
e Y uma varidvel aleatéria escalar (caso monopolarizado), vetorial (caso single-look) ou ma-
tricial (multi-look) (HORTA| [2009). Para utilizar a metodologia da MM (ver Capitulo[3)) para
propor uma nova distribuicdo bivariada para o par aleatério induzido pelo SPAN (tal como
discutido no Capitulo anterior) flexivel para outros tipos de terrenos, formula-se a seguinte

proposicdo baseada na distribuicio MBG com a distribuicdo Gama Inversa:

Proposicdo 4.0.1 SejaY ~T"!(7,8) ex ~ MBG(a1,a3,7) e x eY sdo v.a.s indepen-
dentes. Ento, seja z := x X Y a funcio densidade conjunta
BTT(T+oq+ag+1) 2070 (2 — 2) "

f(21,2) = A
21, 22 o F(al)r(%) F(T) (%2_’_5) +aitas+1

(4.2)

para 0 < z; < zp e 3,7 > 0.

A prova estd descrita no Apéndice [C|
Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultados desenvolvidos para o par aleatério com
densidade ([4.2)). Este caso é denotado como z ~ GYM B(ay, as,7, 3,7), em que (v, g, 7y) é

a parte paramétrica referente ao ruido, enquanto (3, T) representa a parte referente ao relevo.
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Apés algumas manipulaces algébricas das propriedades matematicas do GYM B (MATHAI;
MOSCHOPOULOS, [1991)), obtemos o vetor de médias e a matriz de covaridncia descritos,

respectivamente,

Em que
1+ o 14+ a1+ as
Exz') = v’
1+a1+a2 <1+062/041)(1+C¥1+Oég>
Da proposicao |4.0.1}, derivamos as funcoes marginais z; e 2, e, apds algumas manipulacdes

algébricas, encontramos também o coeficiente de correlacdo entre as varidveis z; e z3. O

seguinte Corolario resume essas propostas tedricas.

Corolario 4.0.2 Seja =z ~ GYM B(ay,an,7,3,7), entdo as densidades marginais f7,(z1) e

fz,(22) e o coeficiente de correlacdo sdo definidos:

_BTT(r+1) Blag, 7+ ar + 1) 2t

fZ (Zl)_ T+a
1 (5’7)( +ai+1) F(T) F(Ozl) F(on)
—Q] — Qg — T —C(l—a2_7—+1 421
" ;0 — T 4.4
2 1( 9 ’ 9 , —Q T, 57) , ( )
em que B(.,.) é a funcdo beta e yFy(.,.) é a funcdo hipergeométrica,
f (Z ) _ b7 F(T + o1 + ag + 1) B(al, a2) th1+az+1 (4 5)
Za\*2) — arta2T'(7r) T'(« 1N 20 T+ai+as+1 .
8 (1) I'(ay) T'(a) (7+ﬂ>
(o + ag)

Cortan, 2) = 46
Or( 1 2) \J(T_al_l)(al‘i‘OCQ—i—T—l)’ ( )

paraT > oy + 1, Cor(-,-) é o operador de correlacio.

A prova estd descrita no Apéndice D]
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Podemos descrever o efeito de 7 (parametro relacionado com o relevo) e (a1, o) (parame-
tro relacionado com o ruido speckle) na estrutura de correlacdo. Note-se que quanto maior o
valor de 7, menor é o coeficiente de correlacao. Isso sugere que os valores baixos estdo alinha-
dos com cendrios de textura mais pronunciada (como areas florestais urbanas e densas), e os
altos indicam areas mais homogeéneas (como pastagens e mares). Além disso, se a; ou v +ag
tendem a zero, entdo a correlagdo tende a zero. Nesse caso, ¢ = (X1, Xo) ~ MGB(ay, as,7)
tem ambas as variancias marginais nulas e o efeito do ruido speckle bidimensional é minimo.

A func3o geradora do momento (FGM) é definida pelo seguinte Teorema

Teorema 4.0.3 Seja z ~ GIM B(6). Entio, a funcdo geradora de momentos de z é definida

como

M,(t) = —3F 1 S —
z(t) 63 4 9 ) 9 3 7041—1_0527 9 ) 92

A prova esta descrita no Apéndice [E|

1 1-— —
T (&1, o1+ ay ap + oy + T 7'; t1t272ﬁ2> (4.7)

No estudo aplicado deste capitulo, assume-se que a distribuicao para modelar o relevo tem

média unitéria (ou seja, 5 := 7 + 1) e a densidade (4.2)) colapsa em

BT (B4 a1+ ag) 271 (2 — 2)™
’yo‘lJraQF(ﬁ) F(O&l) F(Oég) (,%2 i 5)5-&-&1—1—042

fer (21, 20) =
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4.1 ESTIMATIVA DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA PARA OS PARAMETROS GYMB

Agora considere derivar estimativas de maxima verossimilhanca (EMVs) para
0 = (v,a1,as,3,7). Sejam (211, 221), - - -, (21n, 22,) UMa amostra observada obtida de uma
amostra aleatéria, {...,(Zy, Za;), ...}, de z = (Z1, Zy) ~ GIM B(0). Assim, a funcio log-

verossimilhanca associada em 6 é

00) = Z log f.(214, 20)) = nlog (T + oy + ag + 1) + n7log 3

=1

—nlog'(1) —nlog'(ay) — nlogI'(as)

—n(a; + az)logy + (a; — 1) Zlog 21+ (g — 1) Zlog(zzi — 214)

i=1 i=1

_(T—i-ozl—l—ozg—i-l)Zlog(Zj—i-ﬁ).

i=1
Os EMVs para 8, seja 6, s3o definidos como 6 = arg maxgee[((0)] tal que © é o espaco
paramétrico associado ou, equivalentemente, EMVs representam uma solucdo no seguinte

sistema nao linear

9L(8) 9L(O) 00(8) DU(6) aaa)]

8'7 ’ 8061’ aO{Q aﬂ T Or [070707070]

Y=ya1=a1 ag=az f=LT=T

A

D los(mt D) TN g (2 Gy ay 1) — (@),

n

Yo 10g(22i+§/§) —> iy log(zai—w1;)
n

M = logﬁ—l—lOgg_ \I](?) + \Ij(?+@1—|—6é2+1),

=V (T+ar+ax+1) — ¥(as),

" log (s +78) = L),
s 78 THo1tas+l

em que U(-) é a funcdo Psi.
Na secdo de resultados numéricos, serd verificado o desempenho deste procedimento. A
partir de agora, também usaremos o estimador de méaxima verossimilhanca (EMV) para 6 para

fins de teoria assintética.



56

4.2 ESPERANCA E MOMENTOS CONDICIONAIS

Nesta secao derivam-se os resultados analiticos para os valores esperados condicionais do
tipo E(Z | Z) e E(Zy | Zy), as variancias condicionais do tipo Var (Z; | Z3) e Var (Zy | Z1)
e os momentos condicionais do tipo Mz, |z, (t) e Mz, z (t). Portanto, apresentaremos estes
resultados em dois coroléarios , no primeiro analisamos a influéncia de z; sobre z; e no segundo

a influéncia de 2y sobre z;.

Corolario 4.2.1 Seja z ~ GIM B(6), ent3o a esperanca condicional do tipo E(Z, | Z,), a
varidncia condicional do tipo Var(Z, | Z;) e o momento condicional do tipo Mz, z,(t) sdo

definidos como:

B(ag + 1, a3) 29

E(Z, | Z,) = Blor. ) (4.9)
Var(Z, | Zy) = lB(O‘hO@) B(al;’(zvl@;l); B(a1 + 1, a0) ] 22 (4.10)

1 1
oy + 7%;a1+a2,a1+a2+ ;22> (4.11)
2 2 2 2

Mz, 2, (t) = 2F2<

A prova desse Corolario [4.2.1] esta descrita no Apéndice [F

Corolario 4.2.2 Seja z ~ GIM B(6), ent3o a esperanca condicional do tipo E(Z, | Z,), a
varidncia condicional do tipo Var(Z, | Z1) e o momento condicional do tipo Mz, 2 (t) sdo

definidos como:

21
Fi| —og, 7+ a1, —ag — 1; —
(=B) 2 1( 2 1 2 57)

T+« —4z ’
! oI (51752;53; 571>

E(Zy| Z1) =

(4.12)
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z
(570(2)2 2F1 (-OZQ — ]_,T + o1 — 1’ —ag — 2 1)

Var (Z, | Z))= — by (4.13)
(T+Of1) (T+CM1 — 1) 2F1 <51,52;(53;1>
By
Z1 2
Fi| —ag, 7+ o1 —ag — 1; —
(—B7) s’ 1( ? b Bv)
—4
T 2F1<51,52;53;Zl>
By
1 Fi(—ap —1;1; —t¢
Mz, () = ——— - Ao — Ll —ta) (4.14)

. o as+1 —4
(&2 1> ( 57) o (51, d2; 03; zl)
By

A prova desse Corolario [4.2.2] esta descrita no Apéndice [G|
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4.3 APLICACAO A DADOS POLSAR COM BASE NO SPAN PARA GYMB.

Nesta secdo, descreve-se o comportamento da G%(ay, as,7,3,7) através do seu caso
particular descrito em [4.8] Portanto, discutiremos o efeito do pardmetro /3 sobre a fdp,
ou seja, descrever a influéncia do relevo sobre uma imagem PolSAR através de ilustracGes
de curvas de niveis por EMVs. Apresentaremos esse estudo por meio dos modelos de curvas
tedricas e empiricas. Os dados empiricos se referem a cidade de S3o Francisco, Califérnia-USA,
os quais foram capturados por AIRSAR. Um exemplo que descreve a dispersao de valores entre
o canal de intensidade HH e o par de valor (HH, HH+VV) pode ser visto na figura . Para fins
ilustrativos, foram extraidas amostras de tamanho N = 25 para descrever as regiGes oceanicas
(Cenal), florestais (Cena2) e urbanas (Cena 3).

As figuras [13d]- ilustram o comportamento das curvas teéricas(vermelha) e empiricas
(preta) sobre o conjunto de dados PolSAR (azul) para valores de § = 2.5. Foi utilizado esse
valor para verificar a influéncia do relevo nos diferentes tipos de terrenos. De modo geral, as
curvas estimadas obtiveram étimos ajustes aos dados, com dstaque para a regiao oceanica os
pares HH com HH-VV ( ver figura , em regides florestais foram os pares HH com HH-HV
(ver figura e, por fim, na regido urbana, foram os pares HV com HV-VV (ver figura .
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Figura 11 — Cenérios de simulacdo obtida da regido de S3o Francisco (USA) e grafico de disperso de valores
de pares (HH, HH+VV).

(a) Cenério 1.

(c) Cendrio 3.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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HiH+HY

HiH+HV

HH+HV

Figura 12 — Curvas de niveis tedricas e empiricas ajustadas a fdp GYMB.
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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4.4 TESTE DE HIPOTESE BASEADOS NA ESTATISTICA DA RAZAO ENTRE VEROS-
SIMILHANCAS PARA A GYMB

Sejam 0, = (aq1, 19,71, 01,71) € O3 = (a1, 92, 7Y2, P, To) vetores de pardmetros de
dois pares aleatérios, digamos de duas amostras aleatérias de GYM B(ay1, asl,v1, B1,71) €
GOMB(c12, 22, V2, B, T2). Admita ainda que [(X{V, X)), ... (x5, xS ) e

[(X12 ,X(l)) e (Xl(]l\)m, XS\)M)] sdo duas amostras aleatérias obtidas de x e y. A esta-

tistica RV é definida como

SUDgco 5(9)
Sgpy = —2 log ——2—~, 4.15
v & SUPgco £(0) ( )

emque © =0UBO; e O NO; =y

Assim, temos,

Z log Xu + Z log X(Z)]

(0 €0y = (M1+ M2)log (V) + (v — 1)

i=1 7j=1
My, @ @
+ (az—1) Zlog - Xy') + Zlog(ij - le )
j=1
X(l) M2 (2)
— T4+ +ay+1) Zlog =24 B) +Zlog éﬂ + B)

LT+ a1 +ay+1)587
[(7)D ()T (arg )y te

em que ¥ =

M1
(0 €0©) = Mllog (V) + M2log (V2) + (11 — 1) > _log XV 4+ (ap—1 ZlogX(Q)

i=1 j=1
M1 ) . M2 9 9
+ (ag —1) ZIOg(Xz(i) - sz')) + (or2g — 1) Zlog(Xéj) - Xl(j))
i=1 Jj=1
M1 (1)
— (m+al+azl+1) Zlog( 721 + 51)
i=1 1
M2 (2)
— ),

j=1 Y2
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I'(7 + ay + o + 1) 5]
F(Ti)P(Oéli)r(azi)’V?liJraﬂ
de localizacao para a primeira distribuicao considerada, aw; para ¢ = 1,2 s3o os parametros

Em que ¥; = para i = 1,2, ay; para @ = 1,2 s3ao os parametros
de localizacao para a segunda distribuicdo considerada, (3; para i = 1,2 sao os parametros de
localizacao para i-ésima distribuicdo, ; para ¢ = 1,2 é o parametro de escala para distribuicado

i-ésima e 7; para i = 1,2 é o parametro de escala para distribuicdo i-ésima.



63

4.5 NOVOS TESTES DE HIPOTESES BASEADOS EM DIVERGENCIAS PARA A DISTRI-
BUICAO BIVARIADA GYMB

Os testes de hipéteses baseados em divergéncias sdo uma ferramenta importante na analise
estatistica e podem ser usados para testar uma ampla variedade de hipoteses sobre distribui-
cOes de probabilidade. A escolha da medida de divergéncia adequada depende das suposicoes
especificas do problema em questdo e deve ser feita com cuidado, para garantir a validade e
a robustez dos resultados do teste.

Em termos de aplicacdo na classificacdo e segmentacdo de imagens PolSAR, a divergéncia
KL pode ser usada para medir a diferenca entre as distribuicdes de intensidade de diferentes
tipos de objetos em uma imagem PolSAR, por exemplo, para medir a diferenca entre as
distribuicGes de intensidade de alvos urbanos e ndo urbanos em uma imagem PolSAR (FANG;
ZHU, 2020), ou para medir a diferenca entre as distribuicdes de intensidade de diferentes tipos

de vegetacdo (WANG et al., [2019)).

Teorema 4.5.1 Sejam 01 = (0411,0412,’)/1,51,7'1) € 92 = ((121,(122,”}/2,52,7'2) vetores de
pardmetros de dois pares aleatérios, digamos x e y, seguindo a distribuicio de GYMB. A

divergéncia Kullback-Leibler entre x ey é

Dy (x||y) =Dk (61]|02) = ;11{ (a1 — 1) [V(auy) + log iy — V(m + 1)] +

(0612 — OéQQ) [\II(OQQ) + lOg ﬁl’yl — \I’(Tl -+ 1)] +

1 ( BrT(m + g + a2 + 1) ‘ F(TQ)F(am)I‘(am)%azﬁagz) )
L(m)P(ean)T (@)™ ™2 BPT(1 + a2 + e + 1)

(7'2 + Qo1 + Q9o + 1) l:\ll<7'1 + a1 + a0 + 1) +1Og52 — \If(Tl + 1) —

(@11 4+ aq2) (1 — bim
( 5272)3172 (Oéu +0512 + 1,1, 1;2,7’1 +0611 +OélQ —|—2; 1-— 61/71) :| —

T+ o1+ o+ 1 B2
(7'1 + a1 + g + 1) [\I’(Tl — 1) + \I](Tl + a1 + g + 1) -+ IOg 51] }, (416)
em que 3F5(-,- ;- +;+) € a funcdo hipergeométrica generalizada,a; para i = 1,2 sdo os

parametros de localizacdo para a primeira distribuicdo considerada, cw; para i = 1,2 sdo os
pardmetros de localizacdo para a segunda distribuicdo considerada, 3; para 1 = 1,2, sdo os

pardmetros de localizacado para i-ésima distribuicdo, vy; para 1 = 1,2, é o parametro de escala
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para distribuicdo i-ésima e ; para © = 1,2, é o pardmetro de escala para distribuicdo i-ésima.

A prova estd descrita no Apéndice [H No que se segue, apresentamos a distancia KL

associada.

Corolario 4.5.2 Sejam 91 = (0411, 12,71, 61, 7'1) e 02 = (0621, &22,72,62,7’2), no contexto

do Teorema temos

Ba B

log I(72) + log T(aa1) + log T'(at32) — log T(1) + log B — log A1+

drr(61,62) = ;{ (TQ - Tl) {logf(m) —log'(11) — log I'(a11) — log I'(v12)+

(11 — agy) [W(agr) — log B171 — log Baya — V() — W(aar) + W(n2)] +

(12 — ) [W(aiz) — log f171 — log Bava — W(n1) — W(aga) + W(n2)]+

(2 = 70) [W(m) — V(r + 1) = ¥(n2) + V(72 + 1)] }—

-
: [(0‘11 + a1 (1 - 5171) 3y (om +oapg+1,1,1;2,m51 — ﬁm)] _

E Bavo B2
P B2 Baye
g (a1 +ag) | 1 — Bir 3l | aor + e +1,1,1;2,m9;1 — Bt ) (4.17)

emquen, =T7;+a; +ope+ 1 parai =1,2.

No teorema [4.5.3| encontra-se a expressao de divergéncia de Rényi para a distribuicao

GIMB.

Teorema 4.5.3 Sejam 91 = (0611, 12,71, 51, T1> e 02 = (0621, 29, Y2, 52, Tg) vetores de paré—
metros de dois pares aleatérios, digamos x ey, seguindo a distribuicio de G? MB. A divergéncia

de Rényi entre x e y é

DRZT‘(01H92> =

1

m—r){“og“h + (1= 1) log 4z — i og fr — (1= 1)z log

+ (1 + n2) log(7161) + log Beta(n, n2) + log Beta(n + 12,771 + (1 — 7)1 + 1)

+log o Fy <m gy (1= ) g; s + (1 — 7)rg; 1 — ??) } (4.18)
212
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em que A; = [BIT(7; + air + s + D][D(7)T () D)y 2=t parai = 1,2,
M = Qg1 +7T-0qp —T-Qgp, N2 = Qg +7T - Qg — 7T Qg K1 = T +a;p +apg+1e

/€2:7'2+CY21+0622+1.

A prova estd descrita no Apéndice [l No que se segue, apresentamos a distancia Rényi

associada.

Corolario 4.5.4 Sejam 01 = (0611,()[12,7176177'1) e 02 = (0421,()4227’}/2,62,7'2). Sejam m =

Q11+ T — T Qop, e = Qo + 1 - g — T - Qiag ho contexto do Teorema |4.5.3, temos

log 2 i 1
r(r—1)  r(r—

X (B1y1)™ ™ Beta(ny, n2) Beta(ny + na, v + (1 — 1)1 + 1)

dR:r(el | |02) = -

Ty los {A’; Ay By 5y ™ Betan, )

Bimn
Bary2

X of7 (771 + 12, (L = r)ko; Ry + (1 — 1)Koy 1 — + A AT By 51_(1_T)m

X (6272)771“72 Beta(m, 72) Beta(my + 72, rmo + (1 — 7)1 + 1)

X 2F1 <771 + 77]2, (1 — ’I")H1;’I"/€Z + (1 — T’)lil; 1-— ngf:Q) }, (419)
171

emqueﬁ1:a11+r~a21—7“-a11, TN]Q:OQQ—F?“‘OJQQ—’I"'OQQ.

Segue-se do Lema e a Proposicdo 2.1.2] (tomando M = 5), combinado com os

Teoremas [4.5.1] e e os Corolarios e [4.5.4] dois novos testes de hipéteses, para a
distribuicdo GYMB .

= Estatistica de Kullback-Leibler - Sk (-,-):

SKL([aU? 62127 ;?17 B\lv X1]7 [&21, 65227 ?27 327 X2])

2mn ~ o~ PN
= d o o y A y o aA 7/\7 7)‘
mtn KL([0411,0412771,51, 1] [0421 022, Y2, B2 2})
D
X

m,n—00

= Estatistica de Rényi de ordem r Sj(:,-):

S;%([aflh a127 ;>\/17 317 Xl]a [6421, a\5227 ;}\/27 BQ? XZ])

2mn PN PSP
= m o n dﬁ([&naam,%,ﬁh)\ﬂa [&217(122772,52,)\2])
D 2
—> 5



66

A figura [13|mostra curvas da divergéncia derivada D, (61|02(z)) para a distribuicdo (4.2),
em que 0 (z) = (1,1,2,1) e O(z) = (1,1,2,1) e 2 varia em torno de (0, 20). E perceptivel

que a divergéncia Rényi converge para a divergéncia KL quando r tende a um, como esperado.

Figura 13 — Medidas de distancia entre duas varidveis aleatérias G’MB em funcdo de «;.

=)

géncia

N

A% alcges de diver

0 5 10 15 20
Valores para 2° parametro de forma

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Visando compreender melhor os resultados téoricos obtidos nessa secdo, a seguir sera
realizado um estudo de simulacdo (ver secdo que ajudarad a fornecer uma compreens3o
mais profunda dos testes e de como ele deve ser aplicado. Teremos outra secdo (ver secdo
cuja énfase serd na aplicacdo pratica do algoritmo, mostrando como ele pode ser usado
em situacdes reais, especificamente, para resolver problemas de deteccio de mudancas em

dados reais.
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4.6 ESTUDO DE SIMULACAO

Nesta secao, realiza-se um estudo de simulacdo para avaliar o comportamento dos testes
propostos na secdo [4.5] Inicialmente quantifica-se o desempenho das ferramentas estatis-
ticas propostas para construir detectores de mudanca para as imagens PolSAR com base
em testes de duas amostras, baseados nas divergéncias Kullback-Leibler, Rényi (de ordem
£ =0.2,0.5,0.9 e 1.5) e estatistica da raz3o entre verossimilhancas.

Os métodos KL, Rényi e RV foram executados com 1000 iteracdes de Monte Carlo e com
tamanhos de amostra N = 9, 25,49, 81, 121, 225 e 441. Como figura de mérito, usamos
os tamanhos de teste empiricos nos niveis nominais 1%, 5% e 10%. Nesse estudo, utilizaremos a
fdp descrita em ; sobre os pardmetros em HO : (cq1; cio; 715 B1) = (o1 e Va5 Pa)
serdo definidos nas estatisticas de teste usando MLEs. Com relacdo aos valores iniciais dos
parametros, neste estudo adotaremos 5 = (1.5,2 e 2.5), e os demais valores dos pardmetros
sdo descritos na Tabela , pagina 36.

Nas Tabelas [5] [0l e [7] estdo os resultados dos tamanhos dos testes empiricos, ou seja,
as taxas de rejeicdo sob a hipdtese nula dos testes propostos em niveis nominais de 1%,
5% e 10%. Os melhores resultados sdo destacados em cinza. Em geral, pode-se ver que o
teste baseado em Sk apresentou o melhor resultado, visto que seus valores foram os mais
préximos aos niveis nominais assumidos. O teste baseado na estatistica Sj° teve um péssimo
desempenho. Quando comparado com o Sy, os testes baseados nas divergéncias KL e Rényi
obtiveram 6timos resultados com valores préximos aos niveis nominais adotados.

Na Tabela 5] podemos destacar o desempenho dos seguintes testes propostos por regido:

= No nivel nominal (10%), apenas o método S%? se destaca para o primeiro cenério; para

o segundo cenério Sk, e 8%5 foram obtidos os melhores resultados,

= Em relacdo ao nivel (5%), o método 5%5 se destacou no primeiro e terceiro cenarios, e
no segundo cendrio somente o método Sj;°. Entretanto, os métodos Sk, S%? e S%°

obtiveram péssimas estimativas.

= No nivel 1%, os métodos S%?, S%5 e S% tiveram um desempenho étimo para o terceiro
cendrio quando N = 121 e 441 , Sk e S%? superaram no segundo cendrio quando

N = 225.

Na Tabela [0} podemos destacar o desempenho dos seguintes testes propostos por regido:
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= No nivel nominal de 10%, os seguintes métodos Sk, S%?, S%° e S%° obtiveram de-
sempenhos 6timos, para o segundo cendrio quando N = 441 e para o terceiro cenario

quando N = 49; 225 e 441.

= Com relacdo ao nivel de 5%, os métodos S%?2, S%5 e S%? quando N = 441, no terceiro
cenario, apenas Sk quando N = 225, no primeiro cenario nenhum método gerou boas

estimativas.

= Por fim, no nivel de 1% todos os métodos tiveram bom desempenho no segundo cenério,

quando N = 441, no primeiro cenario somente o método Sg 1, e no terceiro S%* método.
Na Tabela [7} podemos destacar o desempenho dos seguintes testes propostos por regido:

= Para os niveis 10% e 5%, no primeiro e segundo cenérios, o método S%°, seguido pelo

método 5}12’5 quando N =441 e 5%2 quando N = 225, respectivamente.

= No nivel nominal de 1%, apenas o terceiro cendrio obteve boas estimativas para os

métodos Sk, S%? e S%Y.
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4.7 APLICACAO EM DADOS REAIS

Nesta secdo, realiza-se uma aplicacdo a dados reais extraidos de imagens PolSAR obtidas
do sensor de radar de abertura sintética para veiculos aéreos n3o habitados (UAVSAR). O
objetivo é resolver problemas de deteccao de mudancas em area urbana densa cujas mudancas
sao causadas pelo processo de urbanizacido. Registramos duas cenas capturadas pelo sensor
UAVSAR referentes a duas areas distintas da cidade de Los Angeles (CA, EUA).

Para cada regido, hd duas imagens extraidas de momentos diferentes. O primeiro par -
visto nas figuras e foi tomada em 23 de abril de 2009 e 3 de maio de 2015,
respectivamente. O segundo par mostrado nas figuras e foi obtido em 23 de abril
de 2009 e 3 de maio de 2015, respectivamente. A seguir, os detectores de mudanca propostos
sdo usados para verificar mudancas na regido que ocorreram entre os dois periodos diferentes.
Para obter os resultados, utilizamos uma janela de tamanho 3 x 3 na vizinhanca de pixels e
os testes baseados em divergéncia sob o nivel de significancia 1x107%.

As figuras [14—[I5|exibem os mapas preditivos para aplicacdo da Cena 1. Pode-se observar
na Tabela (8] que o detector baseado na divergéncia de Rényi gerou valores do Coeficiente
Kappa (CV) préximo de 1, sendo eles: o método CD%Q com 60,33% para o canal HH-HV e
52,96% para o canal HH-VV. J4 para o canal HV-VV, destacou-se o método C’D%‘2 com CV de
63,01%. Quando o CV se aproxima de 1, significa haver uma concordancia entre os detectores
e as cenas reais da imagem PolSAR, o que indica nesse caso que o detector é relativamente
preciso quanto as mudancas em areas urbanas. Os mapas preditivos podem ser vistos em [15g]
[16d e [I6i respectivamente.

Pode-se observar, na Tabela [9] que o detector baseado na divergéncia de Rényi e o detector
baseado na estatistica RV geraram valores do CV préximo de 1, sendo eles: o método C' D%’
com 63,7% para o canal HH-HV e 61,36% para o canal HV-VV. J4 para o canal HH-VV foi
o método baseado na RV com CV de 60,11%. Os mapas preditivos podem ser vistos em
— [17] Visivelmente percebe-se pelo mapa de referéncia [I0c| maiores mudancas entre 2009 e
2015 nas regides localizadas na parte superior da imagem. Observa-se que os detectores C’D%9
e C'Dpgy produziram mapas preditivos com ruido speckle baixo para todos os canais da Cena
2,0 que indica, neste caso, que os detectores sao relativamente precisos quanto as mudancas

em areas urbanas.
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Tabela 8 — Desempenho dos detectores - Cena 1 - Los Angeles (CA, USA).

Detectores|FP (%) FN (%) FA (%) DR (%) ~ (%)
HH-HV
Skr | 7519 8.335 109.482 90.253 37.455
S%% | 4773 5574 71.372 93.481 59.201
S%5 4131 7.984 105.864 90.984 47.872
S%9 | 4887 5.284 68.254 93.791 60.332
Sry | 7.416 10.469 232.616 88.659 -6.595
HH-VV
Skr | 7.543 9.753 132.147 88.779 29.063
S92 4141 7.484 97.248 91.499 50.731
S99 4131 7.984 105.864 90.984 47.872
S99 4211 7.052 90.413 91.945 52.962
Sry | 7.704 10.451 227.102 88.641 -6.68
HV-VV
Skr | 5617 7.148 92721 91.711 48.638
S92 4428 5.105 65.201 94.021 62.536
S% | 4118 5.498 69.088 93.613 61.472
S%9 4746 4.821 62.836 94.314 63.014
Sry | 7.762 10.512 228.674 88.575 -7.391

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 9 — Desempenho dos detectores - Cena 2 - Los Angeles (CA, USA).

Detectores|FP (%) FN (%) FA (%) DR (%) ~ (%)
HH-HV
Skr | 3.711 5437 101.469 94.024 48.666
592 1.819 4.871 86.969 94.725 60.141
S%5 2.041 5.294 97.937 94.278 55.875
S99 1.682 4.524 78566 95.088 63.372
Sry 0.76 5239 95805 94.41 61.683
HH-VV
Skr | 3.662 5543 103.886 93.918 47.991
592 1.555 6.649 145.261 92.953 45.941
S99 1.799 7.118 164.441 92.474 40.551
S99 1.427 6.172 126.726 93.434 50.814
Sry | 0.658 5.48 103.692 94.175 60.116
HV-VV
Skr | 1.443 5958 118.862 93.646 52.652
S%% 10904 5.525 105.051 94.114 58.646
S0 0.811 5.894 118.494 93.753 55.847
S%9 0.991 5.154 93.422 94.483 61.369
Srvy | 0529 5652 110.02 94.011 59.209

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 14 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-HV para regido de Los Angeles (CA, USA).

(f) S%° - HH-HV.

-

(g) 5%9 _ HH-HV. (h) SRV - HH-HV.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 15 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-VV e HV-VV para regido de Los Angeles (CA,
USA).

FR

(b) 5%2 - HH-VV.
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(d) S%9 - HH-VV.

(i) S%9 - HV-VV. (J) Srv - HV-VV.

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 16 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-HV para regido de Los Angeles (CA, USA).

(a) Cena 2 - 20009. (b) Cena 2 - 2015. (c) Mapa de referéncia.

(g) 3%9 _ HH-HV. (h) SRV - HH-HV-.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 17 — Mapas de deteccdo de mudancas do SPAN HH-VV e HV-VV para regido de Los Angeles (CA,
USA).
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(i) S%9 - HV-VV. (J) Srv - HV-VV.
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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5 CONCLUSAO

Em virtude de suas vantagens, as imagens de Radar de Abertura Sintética Polarimétrica
(PolSAR) foram utilizadas na resolucdo de problemas de sensoriamento remoto. Varios atri-
butos podem ser estudados a partir do dado PolSAR. Um dos mais importantes deles é o
Total Scattered Power, conhecido como "SPAN". Livros e artigos |Gao| (2019), |Lee e Pottier
(2009), West e Riley| (2019), Ansari, Buddhiraju e Malhotra (2020)), |Canisius et al.| (2018),
Wang et al.| (2018), Wang et al.| (2017)), Xu et al.|(2014) indicam que essa quantidade carrega
significativa informac3o sobre a imagem PolSAR e suas propriedades estatisticas associadas.
A partir da revisdo da literatura coberta nesta tese, o SPAN sempre é analisado isoladamente.

Esta tese apresenta uma forma de analisad-lo conjuntamente. De uma perspectiva estatis-
tica, esta tese apresentou uma medida probabilistica para descrever o par (Intensidade, SPAN)
em imagens PolSAR multilook, por meio da lei bivariada Gama de McKay (MBG) ainda n&o
utilizada no contexto aplicado em tela. Como extensdao desse suposto, propds-se também
uma nova distribuicdo bivariada resultante do produto entre as distribuices MBG e Gama
Inversa, chamada distribuic3do Q(I)I\/IB. Varias propriedades mateméticas em forma fechada fo-
ram propostas para a distribuicdo GIMB: matriz de covariincia, densidades das distribuices
condicionais, esperanca e varidncias condicionais e funcdes geradoras de momentos condicio-
nais. As distribuicdes MBG e GYMB descrevem o par aleatério induzido do SPAN e uma das
intensidades dos canais de polarizacao.

Na literatura de dados PolSAR multilook, as distribuicGes usadas para descrever dados de
regides homogéneas é a Wishart Complexa escalonada. A lei MBG pode ser derivada a partir
da diagonal principal da Wishart Complexa escalonada, motivo pela qual essa lei foi escolhida
como a primeira suposicao. Assim, a distribuicio MBG ¢ indicada para pares de regidoes homo-
géneas. Por outro lado, a deducdo da GYMB no contexto de modelagem multiplicativa sugere
que essa distribuicdo seja usada também para cenérios mais heterogéneos. Como discutido na
tese, as imagens PolSAR s3o corrompidas por um ruido multidimensional conhecido por spec-
kle. O speckle afeta multiplicativamente alguns atributos das imagens PolSAR (tais como as
intensidades e o SPAN), portanto, os dados resultantes tanto carecem de propostas adequadas
na modelagem como nas etapas de pds-processamento.

Uma vez definidas as suposicdes probabilisticas, esta tese seguiu uma tendéncia promissora

de usar medidas de divergéncia na elaboracdo de novos testes de hipdtese e estatisticas de
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testes para duas amostras que pode ser entendido como o funcional sobre qual se soluciona o
problema de deteccao de mudanca. Nesse ponto, o problema se concentrou em deduzir medidas
de divergéncias analitica e computacionalmente simples e propor o teste de hipétese. Para esse
fim, derivaram-se expressdoes em forma fechada para as divergéncias e distancias de Kullback-
Leibler (KL) e Rényi para as distribuicdes MBG e GYMB. Adicionalmente, propuseram testes
de hipétese de duas amostras. A computacado dos testes baseados em divergéncias depende de
estimadores com certas propriedades assintéticas, presente no método de maxima verossimi-
lhanca. Assim, apresentamos discussdes sobre a estimacao por maxima verossimilhanca para
os parametros da MBG e GIMB.

O desempenho dos testes foi quantificado por experimentos de Monte Carlo, adotando
como critério de comparacdo estimativa para niveis nominais usuais na literatura (1%, 5% e 10%).
Além disso, os testes propostos sdao comparados com o teste da razao entre verossimilhancas.
Como resultados principais observam-se: para distribuicao MBG, o método derivado da diver-
géncia de Rényi com ordem 0,5 e, para a nova distribuicdo bivariada G?M, o método derivado
da divergéncia de Kullback-Leibler que apresentou melhores resultados. Além disso, os testes
de hipéteses baseado em divergéncias obtiveram melhor desempenho quanto a aproximacao
das propriedades assintdticas em comparacao com os testes da razdo entre verossimilhancas
para duas amostras. Uma vez avaliado por simulacdo, os testes de hipdteses também fo-
ram aplicados para construir detectores de mudancas em imagens PolSAR das regides de Los

Angeles (Califérnia - EUA). Os resultados dessa aplicacdo apontaram que:

= Os detectores construidos através dos testes de hipdtese baseado na divergéncia de Rényi
de alta ordem para a distribuicdio MBG sdo melhores para capturar mudancas centrais
na imagem. A partir de um mapa preditivo binario obtido do teste de Rényi da lei MBG,
eventos de urbanizacdo no centro da imagem s3o melhores inferidos. Por outro lado,
os detectores construidos através dos testes de hipoteses baseado na divergéncia KL
para a distribuicio MBG capturaram mudancas nas regides mais préximas as bordas da

imagem.

» Os detectores construidos através dos testes de hipétese baseado na divergéncia de Rényi
de ordem 0.9 para a distribuicio GYMB capturaram melhores mudancas do processo
de urbanizacdo nas imagens. Vale ressaltar que no par de canais HH-VV, o detector
construido através do teste da razdo entre verossimilhancas obteve um desempenho

melhor do que os demais.
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Como comentario final, esta tese apresentou avancos nas grandes areas de Analise Mul-
tivariada, Teoria da Informacdo e Processamento de dados PolSAR. Embora as contribuicSes
aplicadas tenham se concentrado na deteccao de mudancas, elas podem ser aplicadas em varias
areas de pds-processamento de imagens obtidas pelo uso de iluminacdo coerente (como no caso
das imagens PolSAR e médicas), tais como filtragem, segmentacio e classificacdo. Esse fato
torna as contribuicGes interessantes para os usudrios potenciais em areas do processamento

de imagens.

5.1 FUTUROS TRABALHOS

v Propor a distribuicio GIMB k-variada como extens3o ao trabalho do [Mathai e Mos-
chopoulos| (1991) e derivar alguns de seus resultados tedricos, tais como o vetor de
médias, matriz de covariancia, funcées geradoras de momentos, funcoes geradoras de

cumulantes, densidades condicionais, esperancas e variancias condicionais;

v/ Propor divergéncias, distancias, testes de hipoteses e matriz de informacao de Fisher

para o caso (]?MB k-variado;

v Fazer a deteccdo de mudancas em imagens PolSAR a partir do atributo (HH, HH+HV,
SPAN), baseando-se nas divergéncias de Kullback-Leibler e Rényi para o caso Q?MB

k-variado:

v’ Como uma extens3o do trabalho de [Rahayu, Prastyo et al.| (2020)), propor modelos de

regressao para a distribuicdo G?MB e o seu caso k-variado.
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APENDICE A - DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER PARA
DISTRIBUICAO MCKAY

A divergéncia Kullback-Leibler entre dois pares & ~ MBG(a11, 12, 71) e y ~ MBG(az1, a2, 72)

¢é considerado

f(3717332;011170412,’71)

dl’leEQ
f($1,$2;04217a22,’72)

fe'e) To
Dgr(z||y) :/0 /0 f(z1, x9; 011, 012, 71) log

oo pas 29Tz — 2p)*2 Texp (—%)
_/0 /0 T ()T ()
o [ e )T e () g e Do) )
x 1log a11+a12F T ag;—1 - oo —1 _ 2 T1dT2
M (1) () a7 (g — xp)022 exp( )

O termo A pode ser reescrito como

a21+a22r I
A — 10g (ry2 (OéQl) (Oé22) _|_10g x?ll—agl (332 _ x1)a12_a22 eXp _@{_ﬁ '

710411+a12r(a11)1_‘<0112) S
> A2
Ent3o,
Wi
1 0o 2 T2

Dicr(z||ly) = Al/ / G )
KL( ||y) 7?11+a12F<Q11)F(0412) 0 0 x4 (ZL'Q 1’1) exXp 71 X1AT2

fyf‘lﬁa”F(Oén)F(alZ) Jo Jo ! il .

Wa

Obtemos o seguinte resultado para o primeiro periodo

(o] xr2 x
W, = / / oy — )2 P exp (—2> dxda,.
o Jo

7

z2

. y x ~
Assumindo x5 constante e fazendo a varidvel mudar t = — € (0,1), entdo dz; = x5 dt.
)

Portanto, nds temos,
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o ar14aia—1 L2 ! aj1—1 aiz—1
W1:/ gt exp [ —— / Tt - (1—1¢) dt dz,
0 Y1/ /0O
o0 x
= Beta (a1, a12)/ pyterlexp <—2> dz,.
0 71

Portanto,

> ar1taia—1 L2
Wl :Beta(au,am) . / ZL’QH 12 exXxp | —— dl’g
0 gs!

=Beta(aqy, a1p) - T(ag +app) - AT =40tz o Do) - T(ap).
Para o segundo termo, temos:

F[T en— a1z—1 T2
W2 :/ / xlll ($2 — a:l) 12 exp <—> (0411 — 0421) 10g1‘1d$1d:(:2
0 0

71
W24
oo [ ai1—1 aja—1 T2
—I—/O /0 {1 (ry — x1)? T exp <_’Y> (cv1g — uao) log (g — z1)dxydxs
~ 1
W2g
0o [fTo _
_/ / o g — )2 P exp <_x2> (95272 71) drdxs
0o Jo il Y172
W2o

Considere a possibilidade de derivar 1W24. Assumindo x5 constante e fazendo com que a

., X - . ,
variavel mude t = =+ ¢ (0,1), entdo dxy = 5 dt. Assim, nds temos,
4

4! 2

_ > aritaig—1 x2
= (a1 — ag) 0 Ty exp | ——

7
1
+loga [ 7711 —t)"‘“‘ldt}d@
0

0 xo T alo—1
W24 = (a1 — 0421)/ 52 texp (_@) / ¢ og (1 — 1) dxidas
0 0 x

1
/ ten =1 —t)*2 " ogt dt
0

= (0611 — 0421) Beta(an, 0512) F(Ozn + 0412) ,}/?11+a12 [\I/ (@11) -+ lOg ’}/1]
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Considere derivar W2p e aplicar os mesmos argumentos anteriores, tem-se

o ) a12—1
W2B = (0412 - 0622)/ 1’31271 exp (-IQ) log Iz/ LL’?llil (1 — .171) dl’ldl’g
0 0

94! To

00 x2 aja—1
+ (g2 — a22)/ r52 texp (—I2> / pyt (1 — x1> log (1 — :1:1> dxidxs
0 Y1/ J0 T2 M)

= (12 — ag2) Beta(agy, agg) T'(aqr + agg) 7772 [logyr + ¥(aaa)] -

Considere derivar W24 e aplicar os mesmos argumentos anteriores, tem-se

W2 = (71 - 72) : / / S @y — 1) exp (_@) © Todzydry
0 0

s N
+ o
= (”Ylﬁy 772> Beta(ay1, aia)(ag + age)T(aqy + agg)yfttoe.
172

Assim, ap6s algumas manipulacdes algébricas, tem-se

Y5222 (g )T (g2
AT ()T (a12)

Dgr(x||ly) = Dx1(01]|02) = log + {(0611 — ag1) [Y(air) + logv1]

+
+ (o2 — agg) [log vy + Y(agz)] — <7{y ’y%> (g1 + 0412)}-
1/2
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APENDICE B - DIVERGENCIA DE RENYI DE ORDEM R PARA
DISTRIBUICAO MCKAY

A divergéncia de Rényi divergence de ordem r entre dois pares  ~ MBG(ay1, aja,71) €

y ~ MBG(aw1, ags, 72) é dada como

DR:T(mHy) - DRZT(01||02)
1
= 7/ fT(xhxz;Oén,Oéua%)flfT(Jfl,xz;Oén,alz,71)dl‘1d$2
rir—1) Jz

(o) (rmamem)
ATl (ony)T (agz) Y5272 (g )T (ceg2)

r 1—r
oo fx2 x
/ / (:1:?[‘”_1(:1:2 —x1)* L exp <_$2>> (:L"f‘m_l(xg — 1) exp (—2>> dz; dz,.
0o Jo M V2

(B.1)

s x ~
Assumindo x; constante e fazendo a varidvel mudar ¢ = — € (0, 1), entdo d; = x5 dt.
T3

Assim,

o) ()
(a11)T(n2) ) \ e 72T (g )T (crao)

rre (1 —1)zy

0o T2
railtag;—ragy—1 raig+age—rage—1
/ / xl 11 21 21 (x2_x1) 12 22 - exp | — _ d$1d$2
0 0
1

DR:T(gl ’ ’02> = <,yix11+0¢12f‘

g4l 2

:7“(1—r){ logT'(m1) +logT(ne) + (1 —7) [log ['(a;) + log T'(arg)
—(a21 + amn) {bg% —log(yi—m - 1+ - 1)

+r {(0411 + 0412) . (log Y2 — log(% -7 - T+ - 7“) — log P(Oén) + log F(Oém)} },

onde m = Qo1 + T —Tragy € Mg = (g2 + T19 — Tg9.
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APENDICE C - NOVA DISTRIBUICAO BIVARIADA PARA DADOS
SPECKLED

SejaY ~T7Y(1,8) ex ~ MBG(ay,as,7) duas v.a.s independentes. Ent3o, seja z :=

@ x Y cuja funcdo densidade conjunta bivariada f, (21, 22) é definida:

Yy y 'y
e b () () ( ?)
= il exp| —— | fy(y) dy
yute2D(ap) Dag) Jo y \y Yy (9)
Z(II ! 22 - Zl)az ' / y—(oc1+a2 ( >
R n
a1—1 2—
o (22 — 21)" / (uta2)+1 ( 22 ) ( Yy < 5))
= — exp|—— || d
yertez D(ag) I'(a) v Y P y Y

s -1 (20 — 21)™" !

67 / +ai+az)+1-1 ( Z2 )
= (rtontas exp| —— + 8/z | d
,yoa—i-az I‘(al) (O@) y p ~y 6/ Yy
ot Y2y — )™ ! 67 D(T+ag +ag+1)
yertae (o) Dlas) T(r B T+ai+az+1
17555 Tar) Daa) T(7) (2 4 )

(C.1)

para 0 < z1 < z9 € B, 7,7, a1, an > 0.
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APENDICE D - FUNCOES MARGINAIS E FUNCAO DE CORRELACAO
PARA G'MB

Seja z ~ GYM B(0). A funcdo marginal fz (z1) é definida a seguir,

fo(e) = o BTI(T 4o +ag+1) 2071 (2 :Jrill):“:;l iz,
" qerteal(r) Do) Do) (2 +5)
_p D(7 4+ + ag + 1) 27t yrtaateztl (23— )7 " J
yerteeI(r) F(Oél) [(a) /0 (20 1 By T
A
Temos que (2, — )™ ' = 2% (—2)" 232_”_1(6“27:1). Portanto, reescrevendo a integral

agnl

= d
/ 22 + B’Y T+a1+a2+1

= ()" (rtontntl) Blag—n,7+a;—n+1) (D.1)

Os resultados do calculo da integral (D.1]) foram extraidos da equagdo 24 da secdo 2.2.4

do livro (PRUDNIKOV et al., 1986)). Portanto,

Fa ()= BTT(T 4oy +ag+1) 2§71y &2 (- )n<a2— 1)
z (21 —21
I'(7) I'(en) F(Oéz) =0
(By)" T Blag —n, 7+ an —n+ 1)
Em que,
i( Z)n<a2—1)B(a2—n,T+a1—n+1)
<1 T+ai1+n =
n=0 (Bry)rer
F(-Oél—OéQ—T —Oél—()ég—7+1 S 421>
211 ) —Qp = T;———
2 2 By

Agora, deriva-se os resultados para a funcdo marginal fz,(z2) ,

as—1

2 BD(r+o +ag+1) 207 (25— 2)

0 qarteaT(r) T(an) Tlag) (2 4 6) "

BTI(T+a1+as+1) 22
gertel(r) Do) D(aw) (2 458)7 I

fZg (ZZ) = d21

27 (2 — 21)a2_1 dz

B
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./ ./ <1
Assume-se 2, varidvel constante e fazendo uma mudanca de variavel chamando t = — €
<2

(0,1) quando dz; = 2z, dt. Portanto, temos que

1
251 / t (1 =)™ dt = 25" B(ay, az)
0
Portanto, temos

ﬁ'f F(T + oy + ag + 1) B(Ozl, 042) Z2a1+o¢2+1
arteeT (1) T(aq) T Z )
) ) M) (4 6)

fZQ (Z2) =

Por fim, derivam-se o coeficiente de correlacdo entre as varidveis z; e z5. Deriva-se as

variancias de z; e z3 e a covariancia entre z; e z; da[4.3] portanto,

BPyPar [(1+ o) (r = 1) = au (7 = 2)]
(1 —2)(1—1)2 ’

Var(z) =

BP0 [(1+22)(1+ a1 + az)(7 — 1) — on (7 — 2)(1 + 22)?]
(r—2)(r = 1p |

Var(zs) =

B2y2aq (o + o)
(1—2)(1—1)2

Cov(zy, 22) =

Logo,

S ar(r = = D= Dl +02) + (01 + )]

B%y2 a1 (a1 +a2)
(1=2)(7—1)2

)
(O e \/a1 (T —on = DT = (a1 + a2) + (a1 + 2)?]

\J aq(ag + ag)
(

T—oag—D(ag+a+7—1)

Cor(z1, z3)
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APENDICE E - FUNCAO GERATRIZ DE MOMENTOS PARA G'MB

Seja z ~ GYM B(0). Ent3o, a funcdo geratriz de momentos de z defini-se

oo 2o
M,(t) = E(exp(tiz1 +tazq)) = /0 / exp(tiz1 + taze) f(21, 22) dzy dzo
0 pzo a1—1 . ag—1
= p- exp(t121 + tazo) il (ZQT azl)a T dz1 dzy
Jo 0 29 +a1+az+
(2 +5)
o exp(taz Z2 oo —
- /0 (22 + Bzgifl>+a2+l /0 207 (2 — 1) exp(tiz1) d de.
2

Y(BY) T(T+a;+ay+1)
I'(7) I'(ea) (az)

. ./ ./ <1
Assumindo z, varidvel constante e fazendo mudanca de varidvel p = — € (0, 1), quando
Z2

Chamando ¢ =

t12op)"
dz; = 25 dp and exp(t12op) = Y00, (t Q'p) Portanto, temos,
n!
1 ) o1 tn a1taz+n—1 1 w1
/0 P (1—p)™ exp(tizop) dp = Z / prTH (L= p)™ T dp
n=0

B Z t?zglJraﬁ"*lB(al +n,ay)

a n=0 n‘
Portanto,

oo poataztn=l exp(tazo)
/ Tt+ar+az+1 dZQ
0 (224 B7)
t n
Temos que exp(taza) = D00, (f222) :
n!
a1+a2+2n 1
T+aita dz?
nZ:O / 2,2 ‘|‘5'7) +oaq+oaz+1
Portanto,
0o Z<2X1+042+2n 1 . .
T Blog Fag+2n, 7 —2n+1
[ e e = 50" Bl )

Os resultados do célculo da integral anterior foram extraidos da equacao 24 da secio 2.2.24

do livro (PRUDNIKOV et al., [1986)).

Temos que
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— n! nl
(57) B(O./l,ag) B(()é1+()12,7+1)'
By
a1+ o +ag+1 l—7 —71
3F4(CY17 12 27 . 22 ;1,a1+a2,2,2;t1t27252>

Simplificando os resultados obtemos o resultado conforme o teorema.
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APENDICE F - ESPERANCA, VARIANCIA E MOMENTOS GYMB DO TIPO
71| 72

Seja z ~ GYM B(0). Deriva-se a esperanca condicional do tipo Z; | Z, :

E(Z112) = [ T2 f(al=) da

_ = f(zh 22)
= /0 VAR 7]022 (22) le

1 /Z2 a1—1+1 ( )112—1 d
= z R — 2 z
a1+az+1 1 2 1 1
Bl(ay, as) 25 0
as—1 az—1
. 29 /22 Lai—l41 | (1 - Zl) 2 dz
- o +as+1 1
B(O&l, CYQ) 221 2 0 )

C

em que f(z1, 22) é a funcio densidade conjunta GYM B e fz,(22) é a funcdo marginal.
y .2 21
Assume-se z, variavel constante e fazendo a mudanca de varidvel t = — € (0, 1), quando
Z2

dz; = 29 dt. Portanto, temos que,
1
C= zg‘lﬂ/ (L (1= )2 g = 29 By 1 1, )
0
Simplificando os termos da expressdo anterior, temos (F.1).

B(ag + 1, a3) 29
B(Oél, 042)

E(Z1| Zy) =

De modo similar obtém-se E (77 | Z,)

Blag +2,ay) 22
B<&17 O42)

E(Z} | 22) =

Agora, deriva-se a varidncia condicional do tipo Var (Z; | Z):

Var(Z1 | Z,) = E(Z}| %)~ [E(Z | Zo))
_ Blai+2,00) 25 [B(al +1, ) ZQF

B(Oél,OéQ) B(Oél,OCQ)
[B(Ozl, 042) B(C(l + 2, OéQ) — B(CYl —+ 1, @2)2] 9
= 2 2'2
B(a17a2)

Por fim, deriva-se o momento condicional do tipo My, |z, (t):
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MZ1|Z2 (t> - /:2 eXp(th) ’ f (Zl ’ ZZ) le
= /:2 exp(zit) - M dz,

fz,(22)
1 zZ2 al_l a271
= B(al a2) Za1+042+1 0 21 (2:2 — Zl) exp(21t> le
Z;Q*l 22 B 2 as—1
- Bloy, ag) 2512t /0 qh (1 - 22) exp(zit) dz
D

s c 21
Assume-se 2z, variavel constante e fazendo a mudanca de varidvel t = — € (0, 1), quando
22

le = 29 dt.

o0

exp(zit) = Z

n=0

3

nl

Portanto, temos

a1+n
D = Z /tm”" L1t dt

) a1 +n

= Z B(ag + 2n, as)

Simplificando os termos das expressdes anteriores, obtemos My, |z,(t). Em que

o] a1+n

Z B(ay +2n,as) = By, o) '2F2<

n=0

Oél—f-l %'Oélﬁ—ag Oél—f-OéQ—f—l‘Z)
9 727 9 3 9 ) ~2
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APENDICE G - ESPERANCA, VARIANCIA E MOMENTOS GYMB DO TIPO
72| 71

Seja z ~ GYM B(0). Deriva-se a esperanca condicional do tipo Z | Z; :

= /OOOZQ‘f(ZQ|Zl) dzy

_ > f(zb 22)
= /0 z9 7]021 (Zl) dZQ

)042—1

— (_57)T+a1+1 /OO 29 (20— 21 "
- 4 T+o+az+1 2
B(Oé277'+a1+1> o ((517(52;53;_21> 0 (Z2+57)
By p
It —T — 0 — 1
emque&:#,@: - alg a2t ed3=—-T—m

-1 o _
Reescrevendo os termos (zo — 21)™ " =300 (—21)" 252" 1(a2n 1), portanto

00 o [ — 1 o z(2)¢2—n+1—1
E = — / d
2, =) ( ) O A

n=0 n
s nfaa—1\Blag—n+1,74+a; +n)
- Z(_Zl> T+a1+n
n=0 (B’y)
ra z
= (—B’Y) 1B(042+1,74—041)2Fl<—042,7+041;—az—1;6;>

Simplificando alguns termos das equacdes anteriores, obtemos E (75 | Z;)

<1
Fil—as— 1,74+ — 1 —ag — 2; —
(=B7)az” 1( ’ ' ’ Bv)

(7 +a) 2F1<51>52;53;_421>
By

]E(ZQ | Zl> -
De modo similar, obtém-se E (Z2 | Z1)

1
o Fy (—ag -1 74+a —1;—ay — 2; >
B3 Al

E<Z22|Zl) - T4+ —1)(7+ o)

—4z
oIy (517 025 03; 1)
By

Agora, deriva-se a varidncia condicional do tipo Var (Z, | Z,):
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Var(Z,| Z1) = E(Z312) - [E(Z: | Z)

(57042)2 2 F (—042 —Lr+ar—1;—ay —2; Zl)
_ By
—4
(T4+ o) (T+a1—1)2F <51, d2; 03; Zl)
By
F ( + 1, 2 ) 2
—Qo, T+ aq; —ag — 1; —
(=B a1\ DT U By
T+« —4
' 2F1<51>52;53§Z1>
By
Por fim, deriva-se o momento condicional do tipo Mg,z (t):
Mz, z,(t) = /0 exp(2at) - f (22 | 21) dzo
> f(zla 22)
= exp(zot) - ——=dz
/O p( 2 ) fZl (Zl) 2
_ (‘57)”““ % (29 — 21)06271 exp(2at)
o —42 0 (Z + 6 >T+a1+a2+1 dzy
B(Oé277'+041+1)2F1<51,52;53; ) 2T
By F
azfl o (e’ n ag—n—l a2—1 _ o0 (Z2t)n
Reescrevendo os termos (22 — 21) =32 (—21)" 25 ( - ) eexp(zat) = 3020 ——,
n!
portanto,
-1 as—n—1+n
F = ( ’ > (22) T+ar+ag+1 dz?
0 (2g+fy) ™
062—]_ t BOCQ_]_ T+Oél+2)
= (67>7+a1+2
Temos que 300 (—z1)" <a2n 1)—' = — 1 Fi(—ay — 1;1; —tz). Simplificando os termos
n!

das expressGes anteriores obtém-se My, 7, (t).
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APENDICE H - DIVERGENCIA DE KULLBACK-LEIBLER PARA
DISTRIBUICAO BIVARIADA G'MB

A divergéncia Kullback-Leibler entre dois pares  ~ G%(a1, a1, 71, 01, 71) €

Y ~ G921, Az, Y2, B2, T2) € considerado

0o T2 f 21, %95 (11, (X719, ’ﬁ , T
Dr(x|ly) Z/ / [ (21, 225 un, g, 11, B, 71) log (=1 2 2Ll 61, 11)
f(’zla 225 a217a2277276277_2)

/ 2 B T((m 4+ an +ae+ 1)) Z?”_l' (29 — 21)a12_1
At Tagy) I(ags) T(m) (Q + 51)71+a“+a12+1
Y1
A

le dZQ

log PO tantaptl) AN (- )™
TR aar) Tlaa2) T(r1) (2+ 51)71+a11+a12+1
1

BRI(Ta 4 am +am+1) 227" (2 — 2)"® dz,dz
a « : To+a % 1 2
gt 2 T(agy) T(age) I(12) (% +62) zhaztoztl

O segundo termo pode ser reescrito como:

log < 5{1'“71 + o + o + 1) ] 7§2l+a22-r(021) -F(Oé22) -F(7'2)>
”Y?ll+a12-r(@11) T'(a12) .I'(11) 2> I(T2 4+ o1 + g + 1)

B1

Tota21+aze+1
_ -1 z2
. 271 (29 — 7)™ (% + 52)
og = .
1+aii+aie+1 ag1—1 aza—1
(= + ) T (= )
1
B2
Assim,
0411 1 aiz—1
Zo — 2
T1+ai1+aie+1 ( 2 1)
Dici(@lly) = A- By -] L e e dade,
(22 + Bim)
Wi
a11 1 aiz—1
+ A 7'1+a11+a12+1 / / Zg — 21) B, ledZQ
T1+a11+a12+1
(22 + Bim)
w2

Obtemos o seguinte resultado para o primeiro termo,
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00 2o
W= [ [tz = 2™ dadz
0 0

a12—1 _ a12—1 .
Temos que (29— 21)*1271 = [22 . ( — 2—1)] = g2l (1 — Z—l) Assumindo 2z

22 z2

. z ~
constante e fazendo a variavel mudart - 2y =t = 2+ € (0,1), entdo dz; = 29 dt. Portanto,
22

nds temos,

z9 1 Zl aiz—1
W1= / son—lyon (12 dzy
0 %)

= 23113(@11, 0412)

Portanto,

Zg!11+012—1

W1=B(ay, o /Oo dz
( 11 12) 0 (22+5171)T1+a11+a12+1 2

:7{1+011+O¢12+1 . B(Oé]_]_, a12> . B<a11 _|_ CV12>7_1 _|_ 1) . (51'}/1)77—171

Portanto, ao segundo termo dividiremos desta forma:

—1
W2 = (an — pAl o a) T lgn

all 0121 7'1+0411+0412+1 Z1dzs +
(22 + 517
W24

a11 a1z—1
(22— 21) log (2o — 21)
O512 — (o9 / / Z2 1 Am )7’1+a11+a12+1 dzdz, +

W2g

o 72 2 (2 — 21)™ " (log (2 + B27) — log 7a)
W2c
o 172 20 (25 — 21)™ 7 (logy — log (22 + Bim)
(Tl +an + o+ 1)A /0 <Z2 + 5171>7'1+0c11+0412+1 dzdzy

W2p

Considere a possibilidade de derivar W2,4. Assumindo z, constante e fazendo a variavel

z - ,
mudar t = L € (0,1), entdo dz; = 2o dt. Portanto, nds temos,
)



102

e’} 1 22 _ o
WQA = (0411 o a21)/0 (Z + ﬁ ~ )Tl+a11+a12+1 /0 Z?H ! (22 - Zl) 12t 10g 21 le dZ2
2 1/1

= (0411 — Q91

e’} 1 1
ton=t — )2 =Hog tdt +
)/0 (22 _'_61%)T1+a11+a12+1 {/0 ( ) 8

1
log zg/ ten=H(1 — t)o‘”ldt}dzl
0
= (11 — a21) [Y(aqy) +log(Bim1) — ¥(m + 1)] B(air, aia)

—711—1

B(ony + g2, 71 + 1) (Bim)

Considerar derivar W2p e aplicar os mesmos argumentos anteriores, tem-se

00 1 Z2 _ Q1o—
W2B = (0412 - 0422)/0 (Z + ﬁ ~ )T1+a11+a12+1 /0 Z(ljé11 ! (22 - Zl) 2l 10g (22 - Zl) le d22
2 171

[e'e) 1 1
= (a1 — @ log z / o=l — )=t
( 12 22)/0 (Z2 +6171)T1+a11+a12+1{ & 22 0 ( )

1
+/ (1 —t)* 2 og(1 — t)dt}
0

= (o2 — ag2) [V(2) + log(Biy1) — ¥(m + 1)] B(agy, o)

—T11—1

B(oqi + oo, 71+ 1) (Bin)

Considerar derivar W24 e aplicar os mesmos argumentos anteriores, tem-se

oo | —1 z _
W20 = (19 4+ ag + ax + 1)/ 08 (2 + fry2) —log 7, /0 ’ 2(1111—1 (29 — 21)""? ! dzydzy

1
0 (Z2 + 5171)T1+a11+0412+

= (o + @91 + g + 1) - B(agy, an2) - Blony + aqa, 7 + 1) - (Bin)

—1m1—1

{ log Boye —logyo + U(m + g + g+ 1) —¥(m + 1) —

(011 + a12)(1 — %) .
£ 1,1,1;2 9.1 _
ntantapt+l 7 o tap+ 1L L2 7 + o + o + 2 Baya

Considerar derivar W2, e aplicar os mesmos argumentos anteriores, tem-se
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25 (29 — 21)0“2_1 dzydzy

> logy; —log (20 + B171) [ 1
W2p=(m + a1+« —l—l/ -2 / a1
D ( 1 11 12 ) 0 (2’2 61,}/1)7'14- 11+a12+1 0

= (11 + a1 + a12 + 1) B(a1, n2) Blany + age, 1 + 1) (i)

—711—1

log 1 —log(B171) — V(1 + a1 + a1g + 1) + ¥(7 + 1)]
Assim, ap6s algumas manipulacdes algébricas, tem-se

D1 (z||ly) = Dkr(61]|62) =

2 1 ( Il I (7’1 + a1 + 12 + ].) ) 7321+a22.F (0121) . (Ozgg) I (TQ)) X
&5} putez T (agp) T (agg) T (1) B2 T (19 + o1 + e + 1)
)

(a1 — 1) [W(any) +log(Bry1) — ¥(m + 1)] +

(a9 — aigo) [Y(ans) + log(Biv1) — ¥(m + 1)] +
(T2 + Qo1 + Qo + 1){ log Boy2 —logye + ¥ (m +an + a2+ 1) =¥ (rm + 1) —
)

(o1 + CY12)(1 - g;zg

T+ a1 + o+ 1

ol <a11+a12+1’1’1’2 1+ a1 + ae + 2; 1_?21)}%—
272

(T1 +0411 —|—0612 + 1) l:\If(Tl + 1) — \If<7'1 —|—Ck11 —{—&12 + 1) —10g61:| }
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APENDICE | - DIVERGENCIA DE RENYI DE ORDEM r PARA
DISTRIBUICAO BIVARIADA G'MB

A divergéncia de Rényi em ordem de r entre dois pares  ~ G(ayy, 19,71, 51, 71) €

Y ~ G (g1, ian, Yo, betay, T5) é considerado

DR:r(mHy) = DRZT‘(01||02)

= r(rilfl) fz fT(ZhZQ;Oén,0412,71,51,7'1)fl_r(zla22;04217(122,72,52772)(121 dzy

B [ ;1.F(T1+CY11—|—0412+1) ]T [ ;2 F(Tg+(121+@22+1) e
’)/10‘11+0‘12.F(0411) .F(alg) .F(Tl) ")/2 a21tan F(@Ql) .F(Oégz) .F(Tz)

1 r 1 1—r
Ocu 1 12— ag1—1 Qo2—
—2) 207 (20— 21)

/ / Z2 —|—B T1+Ot11+0412+1 (2+62>T2+a21+0122+1
Y2

le ng

A

. ., x o
Assumindo 75 constante e fazendo a varidvel mudar t = —* € (0,1), entdo dz; = x5 dt,
)

assim,

BT (1 + an + g + 1) ]T [ B32.I (12 4+ g1 + a0 + 1)
’)/?11+a12.1—‘ (0611> F (0612) F (7'1) 7321+a22'r (&21) F (0422) F (TQ)

o0
T1+0411+0612+1 TZ+O£21+Q’22+1
/y . X’Y . \/0

Dies (61]/62) = [

ZI(QH_IH(I_T)(%_I). (20 —

22
/0 (Zg_f_,ylﬁl)r(ﬂ-i-au-&-aw-i-l) (22+’72B2)(1 r)(To+ag1+a2+1)
1

= M{T logD' (11 + a11 + e + 1) —log ' (71) — log ' (av11) — log I (av12) — log 1] —

(1—r) {logf‘ (T + g1 + age + 1) —log ' (12) — log I' (awg1) — log I (vag) — log g —

Zl)T(Oqg—l)—i-(l—r)(an—l)

le dZQ

(a1 + 92)(log Baya — log B171) | + log Beta(ny, 7o) +
logBeta((1 —7)(mo + o1 +age + 1), 771 + (1 = 7)1 + 1) +

logsF% (m 1, (1= )85 781+ (1 — 1)y 1 — M) }

Bay2

em que 1) = Qo + Ty — Ty, Mo = Qoo + Ty — TQige, 01 = T4 + g + o + 1 €

dg = Ty + Qo1 + (rog + 1
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