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RESUMO

Nesta tese, estendemos a classe dos modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos
(MNLSH) permitindo que as funcdes de ligacdo da média e da dispersdo possam ser funcdes
nao lineares que dependem de um conjunto de parametros desconhecidos a serem estimados,
tendo a heteroscedasticidade multiplicativa como um caso particular. Quatro linhas de pesquisa
sao abordadas neste trabalho. A primeira, trata da derivacdo de expressdes analiticas que
permitam calcular os vieses dos estimadores de méaxima verossimilhanca via Cox e Snell (1968)
na classe dos MNLSH, possibilitando a obtenc3o de estimadores corrigidos, que, em principio,
sao mais precisos que os nao corrigidos. Estimadores com vieses corrigidos por bootstrap
também foram considerados. Adicionalmente, apresentamos diferentes tipos de intervalos de
confianca. Na segunda e a terceira linha de pesquisa derivamos expressdes matriciais para os
fatores de correcao Bartlett e tipo-Bartlett as estatisticas de testes da razdo de verossimilhancas
e escore, respectivamente, com o objetivo de melhorar a qualidade das inferéncias acerca
dos parametros de regressiao da média e da dispersao nos MNLSH. Os desempenhos dos
estimadores e testes de hipéteses foram avaliados numericamente e comparados as suas versoes
ndo corrigidas através de estudos de simulacdo de Monte Carlo, no que tange ao tamanho e
ao poder, em amostras finitas. A quarta linha de pesquisa trata de técnicas de diagndstico
para os MNLSH, a saber: alavancagem generalizada, influéncia local e global. Finalmente, um

conjunto de dados é utilizado para avaliar os nossos resultados teéricos.

Palavras-chaves: bootstrap; correcao de Bartlett; correcdo tipo-Bartlett; correcao de viés;

diagndstico; estatistica da razdo de verossimilhancas.



ABSTRACT

In this thesis, we extend the class of symmetric heteroscedastic nonlinear models (MNLSH)
by allowing the link functions of the mean and dispersion to be nonlinear functions that de-
pend on a set of unknown parameters to be estimated, with multiplicative heteroscedasticity
as a particular case. Four lines of research are addressed in this work. The first one deals
with the derivation of analytical expressions that allow calculating the biases of maximum
likelihood estimators via Cox e Snell (1968) in the class of MNLSH, making it possible to
obtain corrected estimators, which, in principle, are more accurate than the uncorrected ones.
Estimators with bootstrap corrected biases were also considered. Additionally, we present dif-
ferent types of confidence intervals. In the second and third line of research we derived matrix
expressions for the Bartlett and type-Bartlett correction factors to the likelihood ratio and
score test statistics, respectively, in order to of improving the quality of inferences about the
regression parameters of the mean and dispersion in MNLSH. The performances of the es-
timators and hypothesis tests were numerically evaluated and compared to their uncorrected
versions through Monte Carlo simulation Monte Carlo simulation studies, with respect to size
and power, on finite samples. The fourth line of research deals with diagnostic techniques for
MNLSHSs, namely generalized leverage, local and global influence. Finally, a dataset is used to

evaluate our theoretical results.

Keywords: bootstrap; bartlett correction; bartlett-type correction; bias correction. diagnostic;

likelihood ratio statistic.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, tratamos de refinamentos de mais alta ordem nos modelos de regressdo nao
lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH) em que serdo apresentados quatro trabalhos
distintos. O primeiro deles com o foco na obtencdo de expressdes analiticas para os vieses dos
estimadores de maxima verossimilhancas (EMV) dos pardmetros dos MNLSH, enquanto os
outros dois trabalhos seguintes sao dedicados a obtencdo de ajustes as estatisticas de teste
(razdo de verossimilhancas e escore), com o objetivo de melhorar a qualidade das inferéncias
feitas sobre os parametros de interesse nos MNLSH por fim as técnicas de diagndsticos para
0os MNLSH com intuito de detectar observacdes extremas nos dados normais. Por esse motivo,
esta tese foi escrita de tal forma que os Capitulos 2, 3, 4 e 5 s3o independentes, apresentados
em formato de artigo, significando que alguns resultados basicos e notacdes sdo apresentados
mais de uma vez, porém, deste modo, cada capitulo pode ser lido separadamente, em qualquer
ordem.

O Capitulo 2 consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos mode-
los MNLSH na obtencdo dos EMV corrigidos, que sao aproximadamente n3o viesados, para
os parametros dos MNLSH. Estimadores com vieses corrigidos via Cox e Snell (1968) e por
bootstrap Efron (1979) sdo apresentados como alternativas mais precisas para os EMV dos
parametros do MNLSH. Adicionalmente, diferentes tipos de intervalos de confianca sdo ob-
tidos. Os desempenhos dos estimadores pontuais e intervalares foram avaliados através de
estudos de simulacdo de Monte Carlo. Aplicacdes com conjuntos de dados reais ilustram a
utilidade das correcGes propostas. Ao final do capitulo, algumas conclusdes sdo apresentadas.
Os resultados do artigo generalizam o artigo de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010), uma
vez que eles utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa para o componente
sistematico da dispersdo.

No Capitulo 3, consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos modelos
MNLSH e derivamos uma expressdao matricial para a correcdo de Bartlett a estatistica da razao
de verossimilhancas para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da
dispersdo. Consideramos também os testes da razao de verossimilhancas baseados em boots-
trap paramétrico Efron (1979) e corrigido via Rocke (1989). Realizamos diversas simulagdes
de Monte Carlo com o intuito de comparar a eficacia dos testes da razao de verossimilhancas

usual e bootstrap com suas respectivas versodes corrigidas, no que tange ao tamanho e poder
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dos testes, em amostras finitas. Aplicacdes com conjuntos de dados reais ilustram a utilidade
das correcdes propostas. Ao final do capitulo, algumas conclusdes sdo apresentadas. Os re-
sultados deste capitulo generalizam o artigo de ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022), uma vez que eles utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa.

No Capitulo 4, consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos modelos
MNLSH e derivamos uma expressdo matricial para a correcdo tipo-Bartlett a estatistica escore
para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da dispersdo nos MNLSH.
Resultados numéricos sdo apresentados com o intuito de comparar a eficacia do teste escore
usual com suas respectivas versoes corrigidas, em relacdo ao tamanho e poder dos testes, em
amostras finitas. Aplicacbes com conjuntos de dados reais ilustram a utilidade das correcoes
propostas. Ao final do capitulo, algumas conclusdes sdo apresentadas. Os resultados deste
capitulo generalizam o artigo de Cysneiros et al. (2010), uma vez que eles utilizaram a estrutura
de heteroscedasticidade multiplicativa.

No Capitulo 5 desenvolvemos técnicas de diagndstico considerando a forma geral de mode-
lar a heteroscedasticidade nos modelos MNLSH, a saber: Alavancagem Generalizada, influéncia
Global, influéncia Local, Perturbacdo Aditiva na resposta e nos preditores e por fim Perturba-
cdo de casos Ponderados. Uma aplicacdo é apresentada para avaliar nossos resultados tedricos.
Os resultados deste capitulo generalizam o artigo de Vanegas e Cysneiros (2010), uma vez que
eles consideraram o MLSH e utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa.

Os desenvolvimentos tedricos dos capitulos supracitados e os conjuntos de dados reais
considerados nesta tese encontram-se nos Apéndices de A a E e de F a |, respectivamente.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados tedricos obtidos nos capitulos
2,3 e 4 da tese sdo avaliados e comparados através de simulacdo de Monte Carlo. Todas as si-
mulacGes apresentadas foram desenvolvidas a partir de programas construidos usando a lingua-
gem de programacdo matricial Ox Doornik (2009) para o sistema operacional Linux-Ubuntu.
Os graficos foram produzidos no ambiente de programacao RStudio, tendo sido utilizada a

versdao 1.2.5019 para Linux-64bit.
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2 CORRECOES DE VIES NA CLASSE DOS MODELOS DE REGRESSAO NAO
LINEARES SIMETRICOS HETEROSCEDASTICOS

Resumo

Neste capitulo, derivamos uma férmula matricial geral para os vieses de segunda ordem dos
estimadores de maxima verossimilhancas dos parametros da média e da dispersdo nos modelos
de regressao ndo lineares simétricos heteroscedasticos. Nesta classe de modelos, abordamos a
situacdo em que os parametros de dispersao n3o sao constantes para todas as observacdes,
havendo assim uma estrutura heteroscedastica. Admitimos a determinacdo de uma forma fun-
cional que relaciona os parametros de dispersdao com alguns parametros desconhecidos, que
ndo dependem do vetor de pardmetros de regressao, e algumas varidveis auxiliares. Salien-
tamos aqui que utilizamos qualquer estrutura heteroscedastica, tendo a heteroscedasticidade
multiplicativa como caso particular, generalizando assim os resultados de Cysneiros, Cordeiro
e Cysneiros (2010). Além disso, calculamos os intervalos de confianca do tipo assintético,
bootstrap percentil e bootstrap-t. Através de simulacdo de Monte Carlo, avaliamos os de-
sempenhos dos estimadores pontuais, a saber: estimadores de maxima verossimilhancas, suas
versdes corrigidas via Cox e Snell (1968) e a técnica de bootstrap (Efron (1979)) e estimadores
intervalares propostos. Adicionalmente, apresentamos uma aplicacao para ilustrar tudo o que

foi desenvolvido.

Palavras-chaves: bootstrap; correcao de Bartlett; correcao de viés; intervalos; razao de ve-

rossimilhancas.

2.1 INTRODUCAO

A classe simétrica de distribuicoes fornece uma extensdo da distribuicido normal e engloba
outras distribuicdes com caudas mais pesadas e mais leve do que as da distribuicao normal.
Distribuices com caudas mais pesadas acomodam melhor as observacdes aberrantes, redu-
zindo a influéncia exercida por tais observacoes sob as estimativas dos parametros do modelo,
tornando-as menos sensiveis. Algumas distribuicdes interessantes pertencentes a familia de dis-
tribuicGes simétricas sdo: normal, Cauchy, t-Student, t-Student generalizada, logistica tipo I,
logistica tipo Il, logistica generalizada, exponencial poténcia, Kotz, Kotz generalizada, normal

contaminada, entre outras. Uma revisao de diferentes areas em que as distribuicoes simétricas
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sdo aplicadas é descrita em Chmielewski (1981), Fang e Anderson (1990) e Anderson e Fang
(1990).

Os modelos de regressdo nao lineares simétricos heterocedasticos sao definidos por um
conjunto de varidveis aleatérias independentes que seguem distribuicao simétrica e admitem
que uma funcdo mondtona da média da varidvel resposta seja definida por um preditor ndo
linear envolvendo regressores e pardmetros desconhecidos. E admitido a determinacdo de uma
forma funcional n3o linear que relaciona os pardmetros de dispersao com alguns parametros
desconhecidos, que nao dependem do vetor de pardametros de regressdo, e algumas variaveis
auxiliares.

Nesta classe de modelos, os parametros de dispersao ndo sdo constantes para todas as
observacdes, havendo assim uma estrutura heteroscedastica. Dizemos que o modelo é homos-
cedastico quando os parametros de dispersdo forem todos iguais; caso contrario, dizemos que
o modelo é heteroscedastico.

Os estimadores de méaxima verossimilhancas (EMV) s3o tipicamente viesados para os verda-
deiros valores dos parametros quando o tamanho da amostra é pequeno ou mesmo moderado.
Assim, a derivacao de expressoes que possibilitem reduzir o viés é de suma importancia para
a obtencdo de estimadores mais precisos. Cox e Snell (1968) derivaram expressées para vieses
de segunda ordem dos EMV dos parametros do modelo. Também é possivel considerar uma
abordagem numérica para a correcao dos vieses dos EMV com base na metodologia boots-
trap paramétrica. Esta técnica ndo requer derivacdo explicita das expressoes dos vieses dos
estimadores.

Muitas vezes temos também interesse em realizar estimativas intervalares. Uma abordagem
usual é empregar um intervalo de confianca assintético (ICA), que resulta da distribuicdo
assintética dos EMV. Vale ressaltar que este intervalo é baseado em aproximacdes de grandes
amostras, o que pode torna-lo impreciso em amostras pequenas. Uma alternativa consiste na
utilizacdo de reamostragem bootstrap. Diferentes intervalos de confianca baseados no método
bootstrap podem ser construidos, tais como: o intervalo de confianca bootstrap percentil e
intervalo de confianca bootstrap-t (ver Davison e Hinkley (1997), Tibshirani e Efron (1993)).

Na literatura, diversos autores tém trabalhado com correcdo de viés. Paula (1992) desen-
volveu um fator de correcao de viés nos modelos n3o lineares da familia exponencial. Cordeiro
(1992) desenvolveu férmulas gerais para correcdo de Bartlett e do viés de segunda ordem dos
EMV para dois modelos de regressdo heterocedasticos. Cordeiro e Vasconcellos (1997) propu-

seram férmulas gerais para viés de segunda ordem dos EMV na classe de modelos de regressao
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ndo lineares multivariados, mas considerando constante o parametro da dispersdo. Cordeiro
et al. (2000) apresentaram férmulas gerais para o viés de segunda ordem dos EMV na classe
de modelos de regressdao nao lineares simétricos. Nesta mesma linha, Cysneiros, Cordeiro e
Cysneiros (2010) obtiveram férmulas matriciais gerais para os vieses de segunda ordem dos
EMV na classe de modelos de regressao nao lineares simétricos heterocedasticos considerando
para a dispersdo uma estrutura heteroscedastica multiplicativa. Adicionalmente, Silva, Cys-
neiros e Cordeiro (2017) derivaram uma férmula matricial geral para a correcdo de viés dos
EMV nos modelos de regressiao em séries de poténcia nao lineares generalizados. Pires, Cys-
neiros e Cribari-Neto (2018) obtiveram uma expressdo analitica para os vieses dos EMV dos
parametros da distribuicao gaussiana inversa triparamétrica e recentemente Medeiros, Araljo
e Bourguignon (2021) propuseram um fator de correcdo para o viés dos EMV nos modelos de
regressao lineares beta prime.

O principal objetivo deste capitulo reside em derivar uma férmula matricial geral para os
vieses de segunda ordem dos EMV dos pardmetros da média e da dispersdo nos MNLSH
considerando qualquer estrutura heteroscedastica.

O capitulo é organizado da seguinte forma: a primeira Secdo é introdutéria, na Secao
2.2 introduzimos o modelo n3o linear simétrico heteroscedastico (MNLSH), bem como seus
aspectos inferenciais. Na Secdo 2.2.1 desenvolvemos uma expressdo via Cox e Snell (1968)
dos EMV dos pardmetros (média e dispersdo) do MNLSH. Além disso, discorremos sobre
a obtenc3o da correcdo de viés via a metodologia bootstrap (EFRON, 1979) e a obtenc3o
de estimadores intervalares. Na Secdo 2.2.2 apresentamos os resultados numéricos sobre o
desempenho dos estimadores pontuais e intervalares em amostras finitas. Na Secdo 2.3 uma

aplicacdo a dados reais é apresentada e na Secdo 2.4 alguns comentarios sdo feitos.

2.2 MODELOS NAO LINEARES SIMETRICOS HETEROSCEDASTICOS

Consideremos n variaveis aleatérias independentes ¥, ..., y,, cada y; tem uma densidade

simétrica com parametros de locacdo y; € R e de dispersdo ¢; > 0 dada da seguinte forma:

1
W(ylvﬂlvgbl) = ﬁg(ul% Y € va = 17 o n, (21)

para alguma func¢do ¢(-), usualmente denominada de funcdo geradora de densidade, com
g(uy) >0, u; > 0 sendo w; = ¢,y — )% e J3° ul_l/gg(ul)dul =1,1=1,...,n. Algumas

funcBes geradoras de densidades, g(-), para as distribuicGes simétricas podem ser encontra-
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das em Aradjo, Cysneiros e Montenegro (2020). Denotamos a varidvel aleatéria simétrica por
Y, ~ S(w, ¢1,9), paral = 1,...,n. Cysneiros, Paula e Galea (2005) apresentam as princi-
pais propriedades das distribuicoes mais conhecidas contempladas na classe de distribuicoes
simétricas.

O modelo n3o linear simétrico heteroscedastico é definido como segue:

Y= tu+ \/&617 (2.2)

tendo ¢, ~ S(0,1,9),l =1,...,n e estimado pelos componentes sistematicos que sdo funcdes

nao lineares para os parametros da média e da dispersao da seguinte forma:

g(w) =n=WN(X,B) e hi¢)=1=%(S,9),

respectivamente, em que g(-) e h(-) representam as funcdes de ligacdo da média e da disperso,
conhecidas e biunivocas, sendo X = (z;1,...,21,)' €S = (s, ..., 81,) " matrizes conhecidas
de covaridveis, 8 = (B1,...,5,)" € 8 = (61,...,0,)", sdo vetores de p e ¢ pardmetros
desconhecidos a serem estimados, com p < n e ¢ < n observacoes, ) e )y sao funcoes
continuas e diferencidveis com respeito aos componentes de 3 e d tal que as matrizes de
derivadas X = 8’7 eS= g tenham posto completo.
O logaritmo da func3o de verossimilhanca (log-verossimilhanca) do vetor de pardmetros
= (B7,8")T dado o vetor de observacdes (yi,...,y,)' dos modelos n3o lineares simétricos

heteroscedasticos dado em 2.1 e 2.2 pode ser expresso na forma:
0=10(0)=log f(y,0) = —= Zlog )+ > (=), (2.3)
=1

em que t(z) = log{g(w)}, vy = 22 = (yy— w)?/dr el = 1,...,n. Assumimos que a func3o /
é regular com respeito as derivadas em relacdo aos componentes de 8 e & até a quarta ordem
(COX; HINKLEY, 1974; SERFLING, 1980).

Para a obtencdo dessas derivadas, utilizamos a notacdo: Yupeqe = E(tE )) tgl))tg l))ctg )) )

em que a,b,c,d,e € {0,1,2,3,4} e t¥(z) = 0't(%)/0%, i = 1,2,3,4el =1,...,n.
Pelas condicdes de regularidade (COX; HINKLEY, 1974), tem-se que: ¢o1001 = @10000 = O,
20000 = —%¥10000: ¥11001 = —(9001000‘1‘%000101), $00010 = —¥10100, ¥11001 100101 +¥o1000 = 0,
001002 = 2 — ©Yo20002 € Pa0000 = —3Ya21000- Os valores dos s correspondentes a algumas

distribuicdes simétricas podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008).
Definimos também as seguintes matrizes diagonais de dimensdo n X n, a saber: A = A =

diag(1/¢y, ..., 1/dn), M; = diag(mg, . .., ms,) com elementos dados por my = d'yy/dn;} é
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a i-ésima derivada de iy = g7 '(n;) e H; = diag(h;y, . .., hi,) com elementos h; = d'¢;/d7}
é a i-ésima derivada de ¢, = g7 '(7;) parai=1,...,n.
A func3o escore total U(6) = U(B",8")" e a matriz de informac3o total de Fisher so

dadas, em notacdo matricial, por:

00(6)/08 XM VA(y —p) Kz 0
U() = = e K(0)=
00(0)/06 —1STH,A(v — V) 0 Ks
respectivamente, em que (y — ) = (y1 — f1, - Yn — fn) ', V = diag(vy,...,v,)"
sendo v; = *f]?;(f;), q(z%) = %;2), u = (uy,...,uy,), t um vetor n X 1 de uns, Kg =

—(¢(071,070,0))(XTAM12X) e K; = i(l — @(071,070,2)) (S’TAQHfS'). Globalmente, os paréa-
metros B e & sdo ortogonais e seus estimadores de maxima verossimilhancas B e d, respec-
tivamente, sdo assintoticamente independentes. Por mais detalhes os v's s3o encontrados no
Apéndice |.

O método de otimizacdo ndo linear como o algoritmo Scoring de Fisher ou o algoritmo
Newton-Raphson pode ser usado a obtencao dos EMV do vetor de parametros 8. Usamos o

processo iterativo Scoring de Fisher, o qual é definido como
m+) = g(m) + Ko_(}”) Ugimy,m =0,1,....

Esse processo pode ser reescrito como um processo de minimos quadrados reponderados, como

se segue:
glmtl — gm 4 {X(m)TA(m)Mf(m)X(m)}_1X(m)TA(m)M12(m)dm) (2.4)
e
sm+1) _ gm) 4 { ST A20m) pr2m) g(m)}‘1 ST Am)? gr2m) ¢(m) (2.5)
emquem =0,1,---,¢{ = —@(0’1’10701(” M 'V(y—p)els = WHflAfl(L—Vu)

desempenham o papel de varidveis dependentes modificadas, enquanto que, A(m)Mlz(m) e
A2(m)H12(m) sao matrizes de pesos que mudam a cada passo iterativo. Essas equacoes podem
ser implementadas em qualquer software com uma rotina de regressao linear ponderada para
calcular os EMV do vetor de pardametros @ iterativamente. Assintoticamente, os EMV de 6

tém distribuicdo normal com média @ e matriz de covariancias K (6)'.
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Introduziremos a seguinte notacdo de derivadas: U, = 9(/0f,, U,s = 9*(/(0B,0ds),
U,sr = 020/(03,08,00r) e assim por diante, em que £ é a log-verossimilhancas e 7, s,t sio
indexadores do espaco paramétrico. Consideramos os subscritos em mindsculo 7, s,t, u para o
componente do vetor B e os subscritos maitusculo R, S,T,U para o componente do vetor 9.
Os cumulantes conjuntos das derivadas da log-verossimilhancas s3o definidos como em Lawley
(1956): kys = E(Uys), krs = E(U,Us), krst = E(Uysr), € assim por diante. Os cumulantes
K's referem-se a um total sobre a amostra e, em geral, sdo de ordem O(n). Denotamos
as derivadas dos cumulantes em relacio aos componentes do vetor 3 por xk\) = Ok,s/08;,
k\T) = Ok,s /067, e assim por diante. Por fim, adotaremos a notacdo proposta por Cordeiro
e Paula (1989): (r); = 0n/9B,, (rs), = 0*m/(0B,008s), (rs,t); = 0%/ (0B.0B:0m/IB;) e
(rs,T); = 0°n /(03,083,071 /D7), e assim por diante. Note que k™* = —x" e k9 = — 15
em que cada k sobrescritos corresponde ao elemento Kﬂ’1 e K;' da inversa da matriz de

informac3ao de Fisher respectivamente.

2.2.1 Viés dos EMV para e o

O viés é uma medida de qualidade de um estimador e é calculado como a diferenca
entre o verdadeiro valor do parametro e o valor esperado do estimador em consideracdo.
Geralmente, o método de maxima verossimilhancas fornece estimadores viesados em modelos
n3o lineares quando o tamanho da amostra n é pequeno ou quando a matriz de informac3o total
de Fisher é reduzida (CORDEIRO, 1999). Sabe-se que, sob condicBes gerais de regularidade,
os EMV s3o consistentes, assintoticamente eficientes e tém distribuicdo assintética normal.
Além disso, estes estimadores apresentam viés de ordem O(n~')! quando n é grande s3o
despreziveis quando comparados com os erros padrao dos estimadores que sao de O(n‘l/Q).
Mas, para alguns modelos n3o lineares, o viés em pequenas amostras ou mesmo em amostras
de tamanho moderado pode ser aprecidvel e ter magnitude comparavel ao erro padrdo do
EMV correspondentes. Encontrar estimadores corrigidos pelo viés de O(n~2) pode melhorar a
qualidade das estimativas, principalmente, em amostras pequenas.

Estamos interessado em obter férmulas gerais para o viés de segunda ordem dos EMV nos

MNLSH. Para obter o viés dos estimadores, utilizaremos o trabalho de Cox e Snell (1968)

1

Sejam {u,} e {v,} duas sequéncias de constantes. Dizemos que a ordem de magnitude de u,, é menor
que vy, denotando por u, = o(vy,), se lim, oo U, /v, = 0. Dizemos que u,, é de ordem, mdximo igual a
Uy, denotamos por u, = O(v,) se a razdo |u, /v,| for limitada para todo n suficientemente grande, isto
é, se existirem F' € RT e no(F) tal que |uy,/v,| < F, Vn > no(F).
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em que eles mostraram que para observacdes independentes mas ndo necessariamente iden-
ticamente distribuidas, o viés de O(n™!) de @,, parar = 1,--- ,p + ¢ pode ser expresso da

seguinte forma:
1
Z/{” t“( 2,%,-]1). (2.6)

Esta metodologia ja foi utilizada em varios modelos de regressao na literatura. Por exemplo,
os vieses de segunda ordem j& foram obtidos por Cordeiro et al. (2000) nos modelos de re-
gressdo ndo lineares simétricos, Cordeiro e Botter (2001) nos modelos de regressdo lineares
generalizados superdispersados, Cordeiro, Previdelli e Samohyl (2008) modelos de regressio
ndo lineares generalizados superdispersados, Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010) na classe
de modelos de regressdo ndo lineares simétricos heterocedasticos em que foi considerado so-
mente a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa, Silva, Cysneiros e Cordeiro (2017)
nos modelos ndo lineares séries de poténcia generalizados e Medeiros, Araijo e Bourguignon

(2021) nos modelos de regressdo linear beta prime.

2.2.1.1 Viésde

Devido a ortogonalidade entre o vetor de parametros 3 e 9, o viés de primeira ordem do

EMV da r-ésima componente de 8 na equac¢do (2.6), parar =1,...,p, é dado por:
Z KT8 tu( 1/1 . ) + Z HTSIQTU (H(U) _ 1/{ TU) (27)
2 stu B - sT 2 S I
sendo
n n 2
u mymaoy m
"i(;t) = 2((0,1,0,0,0) Z S (s, t,u)1 + ©0,1,0,0,0) Z J{(SU, )+ (s, tu)l}7
=1 (bl =1 ¢l
n mum n m2
Rstu = 390(0,1,0,0,0) Z 1; 2 (Sa t, u)l + ¥(0,1,0,0,0) Z J{(Sta u)l + (SU, t)l + (Sv tu)l} €
=1 ! =1 i

l
()
Ksr = Kgru = Kgp' = 0.

Logo, substituindo as expressdes acima na equacdo (2.7) e apds algumas manipulacdes algé-

bricas, temos que:

A 1

B(B,) = 5#(0,1,0,0,0) zzj: m1(;7l7121 (Z /irs(s)l) (;(t)mt“(u)z)

©(0,1,0,0,0) 2": T; {( Z 718(8)1) (%; mt“(tu)lﬂ .

1
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Introduzimos as seguintes notacdes para facilitar o calculo matricial do viés. Definimos as ma-
trizes diagonais Dg = dz’ag{dl, . ,dn} em que d; = —(go(o’lvojovo))_ltr{(X’TAM%)Z')A):Q},
para [ = 1,---.,n, e Zgg = dz’ag{zml,...,zﬂm}. Também definimos a matriz Zg =
XTKﬁ_IX, em que I{ﬁ_1 = —(90(0,170,070))*1(XTAMEX)_l. Em notacdo matricial, o viés
dos EMV para o vetor B é dado por:

B(B) = [XTAM}X| ' XTAMC, (2.8)

em que ¢ = (1 + (2 com (; = —%ngMflMZ, ¢ = —%Dg e L representa o vetor de uns.
Aqui (, representa a parte n3o linear do modelo em estudo. Observamos, portanto, que B(B)
pode ser obtido através de uma regressio de minimos quadrados reponderados. E facil ver

quando X = 0 em que Dg = 0, recaimos no modelo linear que representa a primeira parcela.

2212 Viés ded

De maneira analoga ao célculo do viés para 3, o viés de ordem O(n~1) do EMV da R-ésima

componente de §, R=1,--- ,q, é dado por:
A 1 w 1
B(og) =Y kY (qu’?p’ - §I‘€STU> + > Mg (/ifgt) - §I€Stu), (2.9)
é 8,8
em que
n h2
*lez (S, T),
n h3 h h
KsTU = §(7— 9¢(0,1,0,0,2) — 90(00103)) Z ¢”(S T,U), *ngz 172l (S, T,U),
=1 P =1
1 " h?
4QIQZ ?{(ST, U)+ (SU,T); + (S, TU)l},
=1 P
1 h h n h2
o0 ! 122 W2L(S, T, U), + Q12Z¢ {(SU,T), + (S, TU).
1=1 i
1 h3
2@122 (S, T,U),
1 " m?2h
KStu = —§<90(0,0,1,0,1) + 290(0,1,070,0)) > ;512 s (S,t,u); e
=1

Kst = mg? =0.
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Substituindo os respectivos cumulantes acima na equagdo (2.9), temos que:

C B,

B(or) = 16( 01002 1 (001,03 +1)Z P (ZﬂRs(S)z)(;(T)mTU(U)z

)

1 " hyhy

+ < (P01002 — 1) D —5 ( > FGRS(S)Z)(Z FGTU(T)Z)
8 =1 ¢l S, T, U .U
+ ;(Wo,l,o,oa) —1) ZZ;; (> &™(SU)R"(T))
= P L st
+ (% K75 (S),) (Tz[jj KTU(TU),) - (S;U HRS(ST)IHTU(U)Z)}

1

n 2h
T (90(0,0,1,0,1) + 2S0(0,1,0,0,0)) > mlg . ( > HRS(S)O (Z(t)l“t%“)l)} .
= 9 stu t

U

Adotamos também as seguintes notacdes para facilitar a escrita da expressao do viés, em
notacdo matricial: § = %, as matrizes diagonais Dy = dz’ag{dl, e ,dn}, em que d; =
= 1 .
tT{K(;lSl}, sendo Kgl = W(STA2HQS> (S Z5d = dZa,g{Zé‘ll, Ce ,Zgnn} com
elementos z5 = S’Ké_lg, I[=1,--- ,n. Em notacdo matricial, o viés dos EMV para o vetor §
é dado por:
A ~ ~\ —1 ~

B(6) = (STA’HS) STA’H}E, (2.10)

em que & = & + & sendo
&= 5
1= ¥(0,1,0,0,2)—1 16
1 ~1
+ §<¢(0,1,0,0,2) —1)ZsqH; H> +

(90(01002) + ©(0,0,1,0,3) T 1)Z6dAH1

1 -
1(80(0,0,1,0,1) + 280(0,1,0,0,0))ZﬂdH1 le]L €

1
52 - _EDJ‘

E facil ver quando §' = 0 em que Ds = 0, recaimos no modelo linear que representa a primeira
parcela. Salientamos aqui que as equacdes (2.8) e (2.10) representam os principais resultados
deste capitulo. Essas expressdes generalizam as expressdes (4) e (5) obtidas em Cysneiros,
Cordeiro e Cysneiros (2010). Os célculos dos cumulantes e as derivadas dos cumulantes e das
expressdes (2.7) e (2.9) estdo apresentados com maiores detalhes no Apéndice A.

A partir dessas equacdes, definimos um estimador de maxima verossimilhancas corrigido 6
para o vetor de parimetro 0 da seguinte forma: 8 = 3 — B(,@), para o vetor de parametro
Bed =0b— B(d), para o vetor de & em que B(-) denota os EMV de B(-) avaliado no
ponto (BAT,ﬁT)T. Esses vieses dos EMV corrigidos passam a ter viés de ordem O(n~2) pois
E(B) = B+O(n2) e E(8) = § + O(n~2) (CORDEIRO; VASCONCELLOS, 1997). Espera-se que
os estimadores corrigidos tenham propriedades melhores do que os EMV (BT, ST)T cujo viés

é de ordem O(n™!) em amostras finitas.
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2.2.1.3 Estimador corrigido via Bootstrap

Uma forma alternativa de se obter o viés corrigido é através da técnica bootstrap, intro-
duzido por Efron (1979) e capaz de responder a questdes reais sem a necessidade de fazer
suposicoes fortes ou de realizar calculos analiticos complexos, mas com alta custo computaci-
onal. O método bootstrap é aplicado a diversos problemas estatisticos e permite a estimacao
de variancias, intervalos de confianca, p-valores, a correcdo de viés, teste de hipdteses e outras
quantidades de interesse da inferéncia estatistica através da reamostragem direta dos dados,
os quais sdo tratados como se fossem a prdpria populacdo (ver Tibshirani e Efron (1993),
Davison e Hinkley (1997) para mais detalhes). Existem duas versées do método bootstrap: a
primeira é o método bootstrap ndo-paramétrico e a segunda, o método bootstrap paramétrico.
No nosso trabalho o foco é dado no método paramétrico.

Considere uma amostra aleatériay = (y1,...,%,)' detamanho n de uma variavel aleatéria
Y com funcdo de distribuicdo acumulada F' e § = ¢{(F') um pardmetro que serd estimado e
denominado por 0 = s(y).

Denotamos por By (0, 6), o viés do estimador § = s(y) e definido como segue:
B (,0) = Brls(y)] — t(F), (2.11)

em que o subescrito F' indica que a esperanca matemética é calculada com base em F' .
O estimador de bootstrap do viés na versdo paramétrica é definido substituindo a verdadeira
distribuicdo F', que gerou a amostra original, pela distribuicdo estimada Fj; na expressdo (2.11).

Assim, o viés bootstrap paramétrico é dado por
Br(0.6) = B [s(y)] — t(F).

Suponha que as B amostras bootstrap (y}!, 432, ..., y’P) sdo geradas de forma independente
a partir da amostra original y e sdo calculadas as respectivas réplicas bootstrap (é*l, 0**27 ey é*B)
em que 6 = s(y*™) parab=1,2,..., B. Portanto, é possivel aproximar a esperanca boots-

trap Er,[s(y)] pela média

|
M@
Q?
I
oy

Assim, a estimativa bootstrap paramétrico do viés baseada nas B réplicas bootstrap de 0 ¢
dada por
Br,(6,6) = 0" ~ s(y)
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e utilizando a estimativa bootstrap paramétrico do viés, define-se o estimador corrigido até

segunda ordem por bootstrap da forma

A

0 = s(y) — Br, = 2s(y) — 6"V

em que @ é denominado CBC (Constant-Bias-Correcting) por MacKinnon e Jr (1998).

2.2.1.4 Estimacdo intervalar

Muitas vezes temos também interesse em realizar estimativas intervalares. Uma aborda-
gem usual é empregar um intervalo de confianca assintético (ICA), que resulta da distribuicdo
assintotica dos estimadores de maxima verossimilhancas. Para n grande, o intervalo de confi-

anca assintdtico para o pardmetro @ = (37,8")" com um nivel de confianca 100(1 — )% é

definido por:
N ,; N .1
(6-2kK 25+21%B%>
(6 - <%>K52 6 +z0-5) K5 )
L1 a1 A A
em que Kﬁ e K ° representam os erros padrdo assintéticos de 3 e 0 respectivamente e

com z(g) € Z(1—g) 0S quantis da distribuicao normal padrao.
Queremos também construir um intervalo de confianca através da metodologia bootstrap
para o parametro @ denominado por bootstrap-t (ICBt) que é obtido a partir da estatistica 7

de uma amostra original y definida como 7 = em que ep(&) é o erro padrao estimado

(9)
0. Esta estatistica pode ser estimada a partir das B amostras artificiais bootstrap geradas a

partir de y como
0 — 0

—~xb

ep

T*b _

sendob=1,2,...,B, em que § = s(y) é o valor estimado de 6 a partir de y e o+ = s(y*)
e &p*® s3o valores estimados pelo bootstrap. Os percentis a/2 el — /2 sdo estimados pelos
valores (/) e $(1=2/2) respectivamente de tal modo que

{#T0 <15)} {(#T* <i02)} =«
5 =3 © = =1-3 (2.12)

s

Finalmente o intervalo de confianca bootstrap-t é dado por

A

(8 - 1Pep(B), B+ 11 ~ep(B))
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A

respectivamente para B e d, em que ép = ép(€). Um procedimento para obtencdo das
quantidades #(*/2) e {(1=2/2) consiste em ordenar as B réplicas bootstrap 7, e as réplicas
a l—«

B x (%) e B x (152) s3o as quantidades #(*/?) e {(1=%/2) respectivamente, assumindo que

B x (%) e B x (452) sdo inteiros. Caso B X (%) e B x (452) n3o forem inteiros, podemos
utilizar o seguinte procedimento: assumindo que 0 < a < 1/2, sejak = [(B+1) x §] o
maior inteiro < (B + 1) X §; entdo as quantidades @/2) ¢ {1-2/2) s36 dadas pelos k-ésimo
e (B + 1 — k)-ésimo elementos ordenados de T** respectivamente (LEMONTE, 2006; HALL,
1988). Podemos também construir o intervalo de confianca bootstrap percentil (ICP) com um
nivel de cobertura 1 — «, definidos pelos percentis «/2 e 1 — /2 e baseado na distribuicdo
empirica de Fde= (BT, ST)T. Assim, podemos escrever o ICP para o vetor de parametro
0=(B",6")" como
( g, 5*(1701/2)) o (5*@/2), 5*<1fa/2>)7

respectivamente para os vetores de pardmetros 8 e § em que 3*(/2 = §+(/2) = f-1(¢/2)
e Br-a/2) — §*(1-a/2) — [~1(1 — /2). O procedimento para obtenc3o dos limites inferior
e superior do intervalo percentil segue o mesmo que foi definido para o intervalo de confianca

bootstrap-t.

2.2.2 Resultados Numéricos

Esta secao tem a finalidade de avaliar numericamente a qualidade das inferéncias feitas
sobre o vetor de parametros @ nos modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos, em
amostras de tamanho finito e sob diferentes cenarios. Os objetivos especificos podem ser
resumidos como segue:

A

i) Avaliar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhancas (0) e das suas versdes
corrigidas via Cox & Snell () e por bootstrap paramétrico (), utilizando as seguintes medidas:
viés, viés relativo (VR, definido como 100x (viés/valor verdadeiro do pardmetro)%) e erro
quadratico médio (EQM) (Tabelas 1 a 6 e 12 a 15);

i) Comparar as precises das diferentes estimativas intervalares, em termos das coberturas
empiricas (%) dos intervalos assintético (ICA), bootstrap percentil (ICP) e bootstrap-t (ICB-
t), aos niveis nominais 90%, 95% e 99% para o vetor de parametros 6 (Tabelas 7 a 11).

A simulacdo de Monte Carlo é baseada no seguinte modelo de regressdo:

y=exp(n)+e, =1,2...,n,
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em que g; ~ S(0,exp(7), g), sendo os dois componentes sistematicos definidos como: 1, =
Bo + Brxin + exp(PBaxiz) € 7 = o + 01811 + exp(daspe), L =1,2,...,ncomp=3eq=3.0s
valores verdadeiros do vetor de parametro 8 e d da simulacdo s3o fixadosem Gy = 51 = fo = 1
e 0p = 0,0, = 2, 6o = 3. Todas as covariadas x;1, ;2 € Sj1, 52 foram gerados a partir da
distribuicdo uniforme U(0, 1) e sdo fixadas durante todo o experimento. O niimero de réplicas
de Monte Carlo e bootstrap foi fixado em 10.000 e 600, para os seguintes tamanhos de amostra
n = 20, 30, 40, 50. Para o estudo de simulacdo foram consideradas trés distribuicoes com erros
simétricos, a saber: exponencial poténcia com parametro de forma k = 0, 3, t-Student com 4
graus de liberdade (v, fixo) e Logistica tipo Il (LI1). As simulaces foram realizadas usando

a versdo 8.02 do Ox Doornik (2009).
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Nas Tabelas 1 a 6 apresentamos as estimativas pontuais para o vetor de pardmetros
considerando os modelos t-Student, logistico tipo Il e exponencial poténcia, respectivamente.

Nos trés modelos, observamos que os estimadores 3 e ,é apresentaram, em modulo, vieses
relativos consideravelmente menores do que o viés relativo do estimador B para quase todos
os tamanhos amostrais. No entanto, o estimador B foi menos eficaz em relacdo ao estimador
B. Por exemplo, no modelo ¢4, para n = 20, o viés do estimador S, foi 1.6009, enquanto
que, o viés do estimador Bvo foi 0.97833. Observe que em alguns casos tivemos o viés dos
estimadores 8 e B maiores do que o do estimador ,é Isto é o caso por exemplo, do modelo %4
no qual para n = 40, o estimador corrigido 51(0.00106) teve o viés maior do que o estimador
B. Esta particularidade também observa-se nos modelos exponencial poténcia e o modelo
LII. Por exemplo, no modelo Logistico tipo Il para n = 50, os estimadores [3; (0.00235)
e (1 (0.00176) tiveram viés maior que o estimador 3; (0.00011). Além disso, o estimador
o (0.0149) teve viés maior que o estimador 30(0.000135). J& no modelo exponencial, para
n = 40, o estimador 3, (0.0002) teve um viés maior que o estimador f3; (0.00017). Apesar
de o estimador B ter apresentado o menor viés nesses trés casos, ele permanece em geral,
menos eficaz em relacdo aos demais. Como esperado, os vieses relativos diminuem a medida
que aumentamos o tamanho da amostra. Por outro lado, n3do foi possivel determinar o viés
relativo dos estimadores 8, & e 8, pois o valor verdadeiro do pardmetro & foi fixado em 0 (zero).
Em relacdo ao viés, todos os modelos e em todos os tamanhos amostrais, os estimadores de
5 apresentaram, em médulo, vieses consideravelmente menores quando comparar com o viés
do estimador 4. Todavia, o estimador & foi o menos eficaz em médulo em relacdo ao 5 em
todos os tamanhos amostrais, com uma excecdo detectada no modelo ¢4 para n = 30, o viés
do estimador &, (0.01562) foi menor do que o viés do estimador d5(0.01659). Os estimadores
B, Be B apresentaram EQM similares. Por exemplo no modelo t4 para n = 40, os estimadores
B, B e ,é apresentaram EQM dados por 0.000013, 0.00000, 0.00000, respectivamente, para
BAO, 61 e BAQ. Note que esta quase estabilidade se mantém em todos os tamanhos amostrais.
Ja os EQM dos estimadores 3 5 e & diferem um pouco em alguns casos e nulas em outros.

Na sequéncia, com respeito as taxas de coberturas empiricas dos intervalos ICA, ICP e
bootstrap-t para o vetor de pardmetros @ = (37,8")", novamente consideramos os modelos
exponencial poténcia com k£ = 0.3, t4 e modelo Logistico tipo Il. Para isto, foram construidos
648 intervalos com niveis nominais de cobertura iguais a 90%, 95%, 99% para os tamanhos
amostrais n = 20, 30,40, 50, fixando By = 61 = P =1e€dy =10, 61 = 2 e do = 3. Todos

os intervalos de confianca foram construidos de tal modo que contivessem o valor verdadeiro
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do parametro com probabilidade 1 — o, com probabilidade a//2 do limite inferior do intervalo
ser maior que o verdadeiro valor de pardmetro e com «/2 do limite superior do intervalo ser

menor que o valor verdadeiro do pardmetro, para 0 < o < 1/2.
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As Tabelas 7, 8 e 9 apresentam os intervalos de confianca dos 3 para os modelos fixando
Bo = B1 = P2 = 1. Percebe-se que todos os intervalos de confianca considerados contém o
valor do espaco paramétrico de (3 e isto, independentemente do tamanho amostral e do valor
de a. Observe que os limites inferior e limites superior nos modelos estdo préximos entre si
independentemente também do tamanho da amostra e do nivel «.. O intervalo de confianca de
tipo assintético no modelo L1 apresentou as melhores probabilidades de cobertura em todos
os tamanhos da amostra e niveis nominais de cobertura, enquanto nos modelos exponencial
poténcia e t4 os intervalos de confianca bootstrap percentil (ICP) e bootstrap-t (ICB-t) apre-
sentaram as melhores probabilidades de cobertura em todos os tamanhos amostrais e niveis
nominais de cobertura seguido por ICA.

Tabelas 10, 11 e 12 apresentam os intervalos de confianca dos d para os modelos em
estudo fixando dg = 0, 1 = 2 e 63 = 3. Os resultados apontam para os modelos que ne-
nhum intervalo abrangeu valores fora do espaco paramétrica de §. O intervalo de confianca
bootstrap-t apresentou as melhores probabilidades de cobertura e niveis nominais de cober-
tura. Por exemplo no modelo exponencial poténcia para n = 50 e um nivel de o = 1%,
a probabilidade de cobertura observada foi de 99.230%, 99.150% e 98.680% respectivamente
para 30, 31 e 32. Neste mesmo cenério considerando n = 30, a cobertura observada foi de
99.340%, 99.080% € 98.970% respectivamente para dg, 01 € 0.

Entretanto, no modelo LI fixando 5 = 0, ; = 2 e d, = 3, o ICP apresentou os
piores resultados de cobertura para n = 50 que s3o de 22%, 30%, 49% respectivamente para
a = 10%, 5% e 1%.

Além desses resultados, outro estudo de simulacao foi realizado para avaliar o desempenho
dos estimadores de maxima verossimilhancas e suas versdes corrigidas pelo método Cox-Snell e
Bootstrap para os trés modelos considerando o submodelo da dispersdo. Para isto, foram con-
siderados fixos os parametros 0y = 0, d; = 2, o tamanho da amostra n = 30 e assim, variando
somente o terceiro parametro da dispersao 5. Vale ressaltar que isto é uma das contribuicdes

fundamentais desse artigo para classe dos modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos.
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As Tabelas 13, 14 e 15 apresentam os resultados dessa simulacdo para d; = 2.0, 2.25,
2.50 e 3 para cada um dos trés modelos. Percebe-se que para os modelos considerados
as estimativas & possuem vieses menores em relacdo a estimativa 5. Por exemplo no mo-
delo Exponencial Poténcia (Tabela 15) para n = 30 e &, = 2.25, os vieses & em mo-
dulo, sao respectivamente de 0.00791,0.02114,0.00006 para S0, 01 € 09 enquanto os vie-
ses do estimador & dos mesmos, em modulo, sao de 0.24652,0.133863,0.02133 e para 5,
esses vieses estdao na ordem de 0.02544,0.07136,0.00807. Observa-se na Tabela 13 para
o modelo ¢, e considerando n = 30 e 5 = 2.25, os vieses 6 em médulo, s3o respec-
tivamente de 0.03255,0.09279,0.00077 para &g, 0; € 0 enquanto os vieses do estimador
& dos mesmos, em modulo, sdo de 0.25996,0.13770,0.02866 e para 5, esses vieses es-
tdo na ordem de 0.03784,0.08448,0.00995. Mesma observacdo na Tabela 14 considerando
o modelo LI para n = 30 e §o = 2.25, os vieses 5 em modulo, s3do respectivamente
de 0.02237,0.05559,0.00124 para dy, 01 € do enquanto os vieses do estimador 5 dos mes-
mos, em modulo, sdo de 0.84340,0.18604, 0.01845 e para 5, esses vieses est3o na ordem de
0.62871,0.12093, 0.00297.

Note que o estimador 5 tende a subestimar dp € 01 e superestimar 0, e suas respectivas
estimativas corrigidas produzem tendéncias semelhantes que 5. Da mesma forma, & tende a
subestimar 50 e 52 e superestimar 51. Em todos os modelos, os estimadores 4, & e & produzem
tendencias negativas para do e efeitos opostos entre §; e d. Observa-se que a medida que o
valor de d, aumenta, os vieses dos estimadores de maxima verossimilhancas 3 em modulo,
diminuem respectivamente para d; € d2, porém aumentam para 9; com um tamanho de amos-
tra fixado em n = 30. Portanto, d, pode ser considerado como uma variavel moderadora
na variabilidade para o submodelo da dispersao do modelo exponencial poténcia, modelo 4
e modelo LII. Importante ressaltar que esses resultados ndao se generalizam para todos os
tamanho em estudo pois fixamos especificamente n = 30. Adicionalmente varios valores dos

EQM nas tabelas analisados aparecem nulos que, na verdade, ndo s3o por n3o considerar a

raiz quadrada dos EQM.

Outro estudo de simulacdo foi considerado. Gallant (1975) analisou o conjunto de dados
multivariados de 50 observacGes composto por trés varidveis explicativas e duas respostas.
Aqui nés propomos o modelo cuja resposta é exponencial com dois componentes sistematicos

definidos por duas funcoes de ligacdo logaritmica nao lineares para a média e dispersao e
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definidos da seguinte forma:

log(t) =1 = Bo+ Brxn + Prexp (Bsz2) e
log(¢y) = 7 = dpexp (d1232), [ =1,2,...,50.

Os verdadeiros valores do vetor de pardmetros B e § sdo fixados em By = (1 = [ = 1,
b3 =—1edg=1,0; =1, 05 = —1 para submodelo da média e da dispers3do respectivamente.
Para este conjunto de dados, foram considerados os seguintes modelos: t-Student com (v = 4),
exponencial poténcia com (k = 0.3), logistico tipo Il e 0 modelo Normal. Os resultados, apre-
sentados na Tabela 16 mostram que os estimadores de maxima verossimilhancas e suas versao
corrigidas est3o préximos entre si nos modelos. O estimador corrigido tende a sobrestimar os
parametros 3y e 3 do submodelo da média e d, da dispersdo e tende a subestimar (35 nos
modelos considerados. Importante ressaltar que os erros padrdo do submodelo da média do
modelo normal s3o maiores em relacao aos outros modelos considerados. Dentre os modelos
estudados, o modelo ¢, teve um AIC inferior seguido do modelo logistico tipo I, exponencial

de poténcia com (k = 0.3) e modelo normal respectivamente.
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2.3 APLICACAO

O conjunto de dados reais analisado neste artigo refere-se ao peso das lentes dos olhos
de coelhos europeus na Austrélia (OryctolagusCuniculus), y, em mg, e a idade do animal,
x, em dias, numa amostra contendo 71 observacdes. O conjunto de dados encontra-se no
Apéndice F. Esses dados foram analisados por Ratkowsky (1983) como um exemplo para
ajuste de modelos de rendimento. Wei (1998) analisou o mesmo conjunto de dados e detectou
a presenca de observacdo aberrantes sob a estimacdo dos minimos quadrados confirmando
a evidéncia de heteroscedasticidade nos dados. O mesmo conjunto de dados foi reanalisado
por Cysneiros, Paula e Galea (2005) considerando que a componente aleatéria segue uma
distribuicdo simétrica e ajustou a distribuicao t-Student com v = 4 e adotando uma ligacao
identidade nos dois componentes sistematicos. Assim, propusemos um modelo mais geral com
funcoes logaritmicas de ligacdo tanto na média quanto na dispersdo para reanalisarmos este

conjunto de dados. Os componentes sistematicos do modelo sdo definidos da seguinte forma:

log(pu) =m = Bo — Bazi+ B2) " e
log(¢1) = 7 = doexp(d1/s1),

em que s; = (r; — ), [ = 1,2,...,71. Foram ajustados para este conjunto de dados, os
seguintes modelos: t-Student (v = 4) (modelo t4), exponencial poténcia (x = 0.31), logistico
tipo Il (modelo LIT) e Normal. Os resultados das estimativas pontuais e intervalares, segundo
o intervalo de confianca Bootstrap-t (ICB-t) dos pardmetros s3o apresentados nas Tabelas 17
a 20. Percebe-se que tanto os estimadores de maxima verossimilhancas quanto os estimado-
res corrigidos estdo proximos entre si em todos os modelos. O estimador corrigido tende a
superestimar os parametros (3, € ; nos modelos considerados, um comportamento esperado
quando se referir as estimativas encontradas para o submodelo da média por Cysneiros, Paula
e Galea (2005), que sdo de By = 37,60, By = 35,86 e B2 = 35,29 respectivamente para
o modelo normal, LII e t,. Este comportamento também é observado nas simulacGes do
presente artigo e também no artigo de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010). Cabe salientar
que os erros padrao do submodelo da média do modelo normal s3ao maiores em relacao aos
outros modelos considerados. Dentre os modelos estudados, o modelo exponencial poténcia
teve um Critério de Informacdo de Akaike (AIC=499.759) menor, seguido pelos modelos LI
(AlIC=499.934), t, (AIC=500.614) e normal (AIC=501.257) respectivamente. Esses resulta-

dos corroboram também com os encontrados por Cysneiros, Paula e Galea (2005) ao ajustar
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trés modelos (normal, t-Student ou ¢4 e logistica 1) a0 mesmo conjuntos de dados e concluiu
que os modelos ¢, e logistica Il se ajustaram melhor a este conjunto de dados do que o modelo

da normal.
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2.4 CONCLUSAO

Este artigo investigou o desempenho dos estimadores de maxima verossimilhancas e sua ver-
soes corrigidas através dos métodos Cox-Snell e bootstrap nos modelos t4, LI e exponencial
poténcia (k = 0.3) pertencente a classe dos modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos.
Os resultados apontam para todos os modelos que os estimadores de maxima verossimilhancas
corrigidos pelo método Cox-Snell (3,8) e bootstrap (,é, 5) apresentaram vieses consideravel-
mente menores que o viés dos estimadores B e & em todos os tamanhos amostrais. Entretanto,
dentre esses estimadores corrigidos, (B, 5) se revelou ser mais eficaz que o estimador 3 e §
em praticamente todos os tamanhos amostrais considerados. Desta forma, as correces anali-
ticas de Cox e Snell (1968) e por bootstrap s3o altamente eficazes apresentando desempenho
favoraveis para reduzir o viés dos estimadores de maxima verossimilhancas dos vetores de
parametros 3 e 4.

Como o esperado, quando aumentarmos o tamanho da amostra, os vieses e 0s erros qua-
draticos médios dos estimadores B,B,B e 3, 5,5 diminuem. Portanto, as simulacdes indicam
que a correcdo de viés em MNLSH com dispersdo varidvel ndo linear, pode entdo ser usada
para obter estimativas melhoradas em amostras de tamanho pequeno ou moderado.

No que tange ao comportamento das estimativas intervalares dos trés modelos em es-
tudo, percebe-se que, em geral, os intervalos de confianca bootstrap-t (ICB-t) e assintético
(ICA) apresentaram probabilidades de cobertura estimadas mais préximas dos niveis nominais
de cobertura consideradas, seguido por intervalo de confianca bootstrap percentil (ICP). Os
resultados da aplicacdo corroboram com os resultados da simulacdo para os trés modelos es-
pecificamente em termo de correcao de viés dos estimadores de maxima verossimilhancas e
de intervalo de confianca bootstrap-t. O modelo que representa melhor o conjunto de dados

analisado é o modelo Exponencial Poténcia (k = 0,31) seguido por LI e 4.
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3 CORRECAO DE BARTLETT NA CLASSE DOS MODELOS NAO LINEARES
SIMETRICOS HETEROSCEDASTICOS

Resumo

Neste capitulo, derivamos uma férmula matricial geral para o fator de correcdo de Bartlett
a estatistica da razdo de verossimilhancas para testar conjuntamente e/ou separadamente o
efeito da média e da dispersdao nos modelos de regressdo nao lineares simétricos heterosce-
dasticos (MNLSH). Nesta classe de modelos, admitimos que a média e a dispersdo ndo sdo
constantes, assumindo para a dispersao qualquer estrutura heteroscedastica, tendo como caso
particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Para o teste de heteroscedasticidade, o nosso
trabalho generaliza os resultados apresentados em ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022) e em Cordeiro (2004). Através de simulacdo de Monte Carlo, avaliamos os desempe-
nhos dos testes da razdo de verossimilhancas e razdo de verossimilhancas bootstrap com suas
respectivas versdes corrigidas, em termos de tamanho e poder, em amostras finitas. Por fim,

apresentamos uma aplicacdo empirica.

Palavras chaves: bootstrap; heteroscedasticidade; modelos simétrico; teste de razdo verossi-

milhancas; poder.

3.1 INTRODUCAO

Nos dltimos anos, a classe de distribuicdes simétricas tem recebido bastante atencdo na
literatura e abrange as distribuicbes tanto com caudas leves quanto caudas pesadas. As dis-
tribuicGes mais comuns pertencentes a essa familia de distribuicGes sdo: normal, Cauchy,
t-Student, t-Student generalizada, logistica tipo |, logistica tipo Il, logistica generalizada, ex-
ponencial poténcia, Kotz, Kotz generalizada, normal contaminada, entre outras.

Os modelos de regressao ndo lineares simétricos heterocedasticos propostos por Cysneiros,
Paula e Galea (2005) sdo definidos por um conjunto de variaveis aleatérias independentes
tendo distribuicdo simétrica e admitem que tanto os parametros da média quanto os para-
metros da dispersdo n3o sdo constantes para todas as observacoes. Para os parametros de
dispersdao admitimos que ha uma estrutura heteroscedastica qualquer, tendo como caso parti-
cular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Dizemos que o modelo é homoscedastico quando

os parametros de dispersao forem todos iguais; caso contrario, dizemos que o modelo hete-
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roscedastico. Nosso interesse é testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e
da dispersao nos modelos de regressao nao lineares simétricos heteroscedasticos.

Os testes mais comuns para verificar a presenca de heteroscedasticidade nos dados s3o
baseados nas estatisticas: razdo de verossimilhancas (LR), escore (SR), wald (W) e gradiente
(G). Geralmente, a distribuicdo exata dessas estatisticas, em amostras finitas, é desconhecida,
entdo os testes derivados nas estatisticas LR, SR,W e G sdo baseados em aproximacdes
assintéticas. Sob a hipdtese nula Hy, a distribuicdo de referéncia utilizada é a qui-quadrado
(Xg) em que ¢ € o niimero de restricdes impostas sob H, com erro de ordem n~!. Contudo, em
amostras pequenas essas aproximacoes por xi pode n3o ser muito satisfatérias, conduzindo a
testes com taxas de rejeicdo distorcidas. Desse modo, faz-se necessario desenvolver técnicas de
aperfeicoamento das estatisticas de tal forma que melhore a aproximacao dessas distribuicdes
produzindo inferéncias mais precisas. Essa linha de pesquisa é denominada teoria assintética
de alta ordem, que tem como objetivo o refinamento de métodos inferenciais a fim de torna-
los mais precisos em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.
Um fator de correcdo foi introduzido por Bartlett (1937) cuja a ideia consiste em modificar a
estatistica por um fator produzindo uma estatistica corrigida com o primeiro momento igual
ao da distribuicao ng com erro de ordem n~2. Lawley (1956) obteve uma férmula geral para
a constante que compde o fator de correcio de Bartlett, esta férmula envolve cumulantes
conjuntos do logaritmo da funcdo de verossimilhanca.

Diversos trabalhos na literatura tém abordado a correcdo de Bartlett. Por exemplo, as cor-
recSes de Bartlett e tipo-Bartlett j& foram obtidas em Cordeiro (2004) na classe dos modelos
de regressdo simétricos, Melo, Ferrari e Cribari-Neto (2009), Stein, Silva e Duczmal (2014)
nos modelos de regressdo lineares, Lemonte, Cordeiro e Moreno (2012) nos modelos de re-
gressdo nio lineares, Bayer e Cribari-Neto (2013) nos modelos de regressdo beta, Medeiros,
Ferrari e Lemonte (2017) na classe dos modelos de dispersdo, Medeiros e Ferrari (2017) em
modelos de regressao lineares simétricos e logo-simétricos, Araljo, Cysneiros e Montenegro
(2020) e ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) na classe dos modelos n3o lineares
simétricos heteroscedasticos.

Neste capitulo iremos derivar uma férmula matricial geral para o fator de correcido de
Bartlett a estatistica da razdo de verossimilhancas para testar conjuntamente e/ou separa-
damente o efeito da média e da dispersao nos modelos de regressao ndo lineares simétricos

heteroscedasticos admitindo para a dispersao qualquer estrutura heteroscedastica.
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3.1.1 Modelos N3o Lineares Simétricos Heteroscedasticos

Seja y uma variavel aleatédria continua com distribuicdo simétrica. Sua funcdo de densidade

de probabilidade é dada por

f(y,u,cb):\/lag(ux yeR, peR, ¢ >0, (3.1)

em que  representa o parametros de locacdo, ¢ o pardmetros de dispersdo e g(-) a funcdo
geradora de densidade com g(u) > 0, u > 0 sendo u = ¢~y — p)? e [ u"2g(u)du =
1. Diferentes opcdes para a funcdo g levam a diferentes distribuicGes simétricas com suas
propriedades apresentadas por Cysneiros, Paula e Galea (2005). Note que g pode depender
de parametros extras, v, que é o caso do parametro de graus de liberdade da distribuicdo
t-Student. Sempre que este for o caso, presume-se que tais parametros sejam fixos.
Assumimos que ¥, . . ., Yy, Sao varidveis aleatérias independentes em que cada y; tem uma
distribuicdo simétrica definida em (4.1) com p; o pardmetro de locacdo e ¢, o da disper-
sdo. Adicionalmente, considere que = (pi1,...,4n)" € @ = (¢1,...,0,)" variam entre
observacdes através de estruturas ndo lineares de regressdo. O modelo n3o linear simétrico
heteroscedastico de regressdo y; ~ S(u, ¢1,9), L =1,...,n, proposto por Cysneiros, Cordeiro
e Cysneiros (2010) é definido por (4.1) e pelos componentes sistematicos para o vetor de

parametro da média p e o vetor do parametro da dispersao ¢ descrito por

g(/"’) =nN= fl(X7ﬂ) e h<¢> =T= f2(57 6)7

respectivamente, em que g(-) e h(+) representam as funcdes de ligacdo da média e da dispersao,
conhecidas e biunivocas, sendo X = (z;1,...,21,)' €S = (s, ..., 8,) " matrizes conhecidas
de covaridveis, B = (B1,...,5,)" € 8 = (61,...,0,)", sdo vetores de p e ¢ pardmetros
desconhecidos a serem estimados, com p < n e ¢ < n observacdes, f; e f; sdo funcdes
continuas e diferencidveis com respeito aos componentes de 3 e & tal que as matrizes de
derivadas X = g—z eS= g—g tenham posto completos.

O logaritmo da funcdo de verossimilhanca (log-verossimilhanca) do vetor de pardmetros
6 = (B',87)" dado o vetor de observagdes (y1,...,¥,) ' dos modelos ndo lineares simétricos
heteroscedasticos pode ser expresso na forma:

= 16) = log f(4.0) = — 3 log(ar) + Y-t(x). (32)

=1
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em que t(z) = log{g(w)}, wy = 2} = (yy — w)?*/¢r el =1,...,n. Assumimos que a func3o /
é regular com respeito as derivadas em relacdo aos componentes de 3 e & até a quarta ordem
(COX; HINKLEY, 1974; SERFLING, 1980).

Para a obtencdo dessas derivadas, utilizamos a notacdo: Yupeqe = E( E )) tgl))tgl))tg )) z )
em que a,b,c,d,e € {0,1,2,3,4} e tO(z) = 0't(%)/0%, i = 1,2,3,4 el = 1,..
Pelas condicdes de regularidade (COX; HINKLEY, 1974), tem-se que: ¢o1001 = @10000 = O,
©20000 = —©10000, P11001 = —(©o1000+P00101): P0o0010 = —P10100, P11001 +Po0101 +Po1000 = O,
001002 = 2 — P20002 € Pa0000 = —3Ya21000- Os valores dos s correspondentes a algumas
distribuicdes simétricas podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008) e
as derivadas de algumas distribuicdes simétricas encontram-se no Apéndice I.

Definimos também as matrizes diagonais de dimensao n x n, a saber: A; = A; =
diag(1/¢y, ..., 1/dn), M; = diag(mg, . .., ms,) com elementos dados por my = d'y;/dn;} é
a i-ésima derivada de iy = g ' () e H; = diag(h;y, . .., hi,) com elementos hy = d'¢;/dT}
é a i-ésima derivada de ¢, = ¢ '(7;) parai=1,...,n.

A func3o escore total U(6) = U(B",8")" e a matriz de informacdo total de Fisher sio

dadas, em notacao matricial, por:

Us(0) 0(6)/98 XTMVA(y — p)
U(8) = = = (3.3)
Us(6) 00(0)/06 —1STH\A(L— Vu)
e
Kg O
K(0) = (3.4)
0 K,

respectivamente, em que (y — p) = (Y1 — f1,-- s Yn — fn) ', V = diag(vy,...,v,)"

—2g'(2? 9g(2?
sendo v; = g?z%)l), gz} = ?d(zlgl),

—(@(071,070’0))(XTAM12X) e K5 = i(l — @(071’070,2)> (STA2H12»S~’> OS parémetros ,8 e (5

u = (ug,...,U,), t um vetor n X 1 de uns, Kg =

sdo globalmente ortogonais e seus estimadores de maxima verossimilhancas 3 e &, respecti-
vamente, sdo assintoticamente independentes.
O método de otimizacdo n3do linear como o algoritmo Scoring de Fisher ou o algoritmo

Newton-Raphson pode ser usado a obtencao dos EMV do vetor de pardmetros 8. Usamos o
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processo iterativo Scoring de Fisher, o qual é definido como
o) — gtm) 1 K&L)Uem),m =0,1,....

Esse processo pode ser reescrito como um processo de minimos quadrados reponderados, como

se segue:
glm+) — gm) | {X(mWA(m)Mf(m)X(m)}‘lx<m>TA(m)Ml2<m>C§m>’ (3.5)
S
§im ) = g 4 [ G T A2m) ) 5 }‘1 ST A0 g20m) ) (3.6)
emquem =0,1,---,¢; = _90(0,1,10,0,0) M;'V(y—p)els = melA_l(b—Vu)

desempenham o papel de varidveis dependentes modificadas, enquanto que, A(m)Mlz(m) e

Az(m)Hf(m) sdo matrizes de pesos que mudam a cada passo iterativo. Essas equacdes podem
ser implementadas em qualquer software com uma rotina de regressdo linear ponderada para
calcular os EMV do vetor de pardmetros @ iterativamente. Assintoticamente, os EMV de 6
tém distribuicdo normal com média @ e matriz de covariancias K(6)™'.

Introduzimos as seguintes notacdes de derivadas: U, = 9¢/03,, U,s = 0*(/(93,005),
Uysr = 0%0/(03,08,00r) e assim por diante, em que £ é a log-verossimilhancas e 7, s,t sio
indexadores do espaco paramétrico. Consideramos os subscritos em mindsculo 7, s, t.u para o
componente do vetor B e os subscritos maidsculo R, S, T, U para o componente do vetor §.
Os cumulantes conjuntos das derivadas da log-verossimilhancas s3o definidos como em Lawley
(1956): kys = E(Uys), krs = E(U,Us), krst = E(Usr), € assim por diante. Os cumulantes
k's referem-se a um total sobre a amostra e, em geral, sdo de ordem O(n). Denotamos
as derivadas dos cumulantes em relacdo aos componentes do vetor 3 por xk\) = Ok,s/08;,
kT = Ok,s /067, e assim por diante. Por fim, adotaremos a notacdo proposta por Cordeiro
e Paula (1989): (r); = O /0B,, (rs); = 0*m/(0B,.08s), (rs,t); = 0?m/(0B,.08:0m/05;) e
(rs,T); = 0*n/(0B,08,071/93r), e assim por diante. Note que ¥ = —k"* e kTS = — xS
em que cada k sobrescritos corresponde ao elemento Kﬂ_1 e Kgl da inversa da matriz de

informac3ao de Fisher respectivamente.

3.1.2 Teste da Razao de Verossimilhancas

Seja ((,0) a log-verossimilhanca dada em (3.2) que depende dos vetores de parame-

tros desconhecidos B8 = (B/,3;)" e 8 = (8],8;)" sendo By = (B1,--+,Bp) ", B2 =
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(Bprats 5 Bp) Ty 81 = (61, ,04)7, 82 = (8gy51,- -+ ,0g) ", com p1 < pe g < g. Assumi-
mos que £(3,d) é regular com respeito as derivadas em relacdo aos componentes dos vetores
B e d até a quarta ordem. As condicdes de regularidades podem ser encontradas em (COX;
HINKLEY, 1974).

Essas decomposicBes induzem as correspondentes particdes das matrizes X = (X7, X»)
e S = (S1,8S2) em que X3, X5, S e Sy sdo sub-matrizes conhecidas de posto reduzido e
de dimensdes n X p1, n X p — p1, n X g1, N X q — q1, respectivamente.

Estamos interessados em testar as seguintes hipoteses:

(i) Hy: B = ,850),51 = 5%0) contra Hj : pelo menos uma das igualdades é violada, ou
seja, testar conjuntamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que, o
vetor de parametros (83, ,d, ) é considerado vetor de parametros de perturbac3o;

(i) H2 : B = B” contra H2 : pelo menos uma das igualdades & violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que, o vetor de
parametros (83, ,8")" é considerado vetor de parametros de perturbac3o;

(i) H3 : 8, = 8" contra #3 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que, o vetor de
parametros (8, ,3")" é considerado vetor de pardmetros de perturbacio. Note que 650) e
550) sao vetores de valores nominais.

A estatistica da razio de verossimilhancas para testar H} versus H} é dada por
LR" = 2[(B1, B2, 81, Bo) — £(BY”, Ba, 8", 3.7
[ (B17/827 17/62) (/61 71827 1 > 2)]7 ( . )

emque B = (B1,8:)" ed = (8;,0,)" sdo os vetores de estimadores de maxima verossimilhan-
cas irrestritos de B e 6§, sendo B3 e 5 os vetores de estimadores de maxima verossimilhancas
restritos de B e 05, respectivamente.

A estatistica da razdo de verossimilhancas para testar H2 versus H? é dada por

2 3 A & 0 5 &

LR = 2[(B1, B2, 8) — (8", B, 9)], (3.8)

em que B = (B1,B2)" e & sdo os vetores de estimadores de maxima verossimilhancas irrestrito

de B e 8, sendo B e § os vetores de estimadores de maxima verossimilhancas restritos de 3
e d, respectivamente.

A estatistica da razdo de verossimilhancas para testar HJ versus H3 é dada por

LR = 2[((B,61,8,) — £(B,8",8,)], (3.9)
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em que ,3 e 31, 8, s30 os vetores de estimadores de maxima verossimilhancas irrestritos de 3,
8, e &5, sendo B e &, o vetor de estimadores de méxima verossimilhancas restritos para 3 e
0, respectivamente.

Assintoticamente e sob HJ, H2 e HJ as estatisticas LR', LR* e LR*® (chamamos de
T) tém uma distribuicio aproximadamente x* com p; + qi, p1 e ¢ graus de liberdade,
respectivamente. No entanto, quando o tamanho da amostra é pequeno, ou mesmo de tamanho
moderado, estas aproximacdes para a distribuicio y? podem n3o ser precisas. Por esse motivo,

se faz necessario, o uso de técnicas estatisticas para melhorar essa aproximacao.

3.1.3 Teste da razao de verossimilhancas bootstrap

Uma técnica alternativa para melhorar testes baseados na estatistica da razdo de verossimi-
lhancas, e outras estatisticas conhecidas na literatura (Wald, escore e gradiente), consiste em
estimar a distribuicdo da estatistica de teste através do método de reamostragem bootstrap
paramétrico. Esta técnica foi introduzida por Efron (1979) e mais detalhada para testes de
hip6teses em Efron e Tibshirani (1994) e utiliza um valor critico a partir da distribuicdo nula
da estatistica de teste estimada pela reamostragem bootstrap.

Seja o vetor y = (y1,...,%,) que contém n varidveis aleatéria independentes e suponha
que y; ~ S(u, @), com I = 1,...,n. Como nosso interesse reside em realizar testes das
hipéteses nulas definidas na Secdo 3.1.2, o procedimento de teste bootstrap paramétrico é
adotado nas avaliacbes numéricas e pode ser descrita através dos seguintes passos como

apresentados em Queiroz (2011) :
1 Calcular a estatistica de teste de interesse, 7, como descrito na Secdo 3.1.2;

2 Construir a amostra de bootstrap y*, em que y; ~ S(ﬂl,gz;l), com i = ,LL(X,B)
e gzzl = qb(S’,S), em que B e & sdo os vetores de estimativas restritas de maxima

verossimilhancas, ou seja, sob a hipétese nula;

3 Estimar o modelo usando y* como variavel resposta, a fim de obter os estimadores de

maxima verossimilhancas irrestritos e restritos de bootstrap e calcular a estatistica 7*;
4 Repetir os passos 2 e 3 um nimero grande de vezes, denotamos de B;

5 Calcular o quantil de interesse, §(1_.), da distribuicdo empirica das B realizacdes da

estatistica 7 * obtidas usando os passos 2 até 4,
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6 Realizar o teste utilizando a estatistica 7 calculada no passo 1 junto com o valor critico

de bootstrap obtido no passo 5.

Importante ressaltar que o teste da razdo de verossimilhancas bootstrap nao usa um valor
critico obtido da distribuicdo nula assintética, ele utiliza o valor critico estimado da distribuicao
nula de 7. Assim, para o teste da razdo de verossimilhancas bootstrap a estatistica de teste

bootstrap é dada por:
LRyoor = 2{0(07,y™") — £(8",4™)},

em que 8% e 6 representa os EMV irrestrito e restrito do vetor 8* = (8%, )7, res-
pectivamente, na b-ésima réplica bootstrap, com b = 1,..., B. Portanto, rejeita-se H, se
LRyoot 2 q(1—a)- A regra de decisao pode ser expressa, também, em termos do valor-p apro-

ximado por bootstrap, dado por

Ty > T}
A
em que # denota a cardinalidade de um conjunto, 7," é a estatistica de interesse obtida na b-

ésima amostra bootstrap e 7 é a estatistica de interesse obtida da amostra original y. Aqui

rejeita-se Hy se p* for menor que do que o tamanho nominal selecionado.

3.1.4 Correcao de Bartlett para a estatistica LR

A estatistica da razdo de verossimilhancas (LR) tem, sob a hipdtese nula, distribuicdo
assintética x7 em que k é o nimero de restricdes imposta sob a hipdtese nula e o erro de
aproximac3o é de ordem n~!. A aproximacio da distribuicio nula da estatistica LR pode nio
ser muito satisfatéria, em amostras finitas de tamanho pequeno ou mesmo moderado. Por-
tanto, faz-se necessario o uso de alguns métodos estatisticos a fim de tornar essas estatisticas
mais precisas em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.

Com o objetivo de melhorar essa aproximacdo, Bartlett (1937) desenvolveu um fator de
correcdo dado por ¢ = (1+4d/k) para melhorar a distribuicdo da estatistica LR de tal modo que
a distribuicdo da estatistica corrigida, digamos L R*, tenha média mais préxima da distribuicao
qui-quadrado de referéncia do que a média de LR. A estatistica da razdo de verossimilhancas

corrigida é, entdo, definida como segue:

LR" = LR/(1+d/k), (3.10)
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em que o fator d foi desenvolvido por Lawley (1956) e que serd apresentado especificamente
para cada teste em diante e k£ o niimero de restricao sob a hipétese nula. Este fator d envolve
derivadas da log-verossimilhanca até quarta ordem, é funcdo dos cumulantes e derivadas dos
cumulantes, é de ordem n~! e sob a hipétese nula, E(LR*) = k + O(n~3/?) sendo n o
tamanho da amostra. LR* tem distribuicdo assintética x2 com erro de aproximac3o de ordem
n~2. Existem outras definicdes alternativas para a correcdo de Bartlett (LEMONTE; FERRARI;

CRIBARI-NETO, 2010) que sdo equivalentes, tais como:

LR™ = LRexp(—d/k) e LR™ = LR(1—d/k),

! s30 ignorados. Observe que a estatistica LR**

quando termos de ordem menor do que n~
tem a vantagem de sempre ser n3o negativa.

As derivadas da log-verosimilhanca, os cumulantes e derivadas dos cumulantes para os
componentes sistematicos de vetor de pardmetro da média e da dispersao encontram-se no
Apéndice A.

De acordo com Lawley (1956), podemos escrever o valor esperado da estatistica da razdo

de verossimilhancas até a ordem O(n™!) como segue:
E[2{0(8,8) — ((B,8)}| = p+ g+ g + O(n7?), (3.11)

em que o termo €,,, é de ordem O(n™!) e pode ser definido como:
€ptq = Z()\rstu - )\rstuvw)y (312)
8,6
em que > 55 varia sob todas as combina¢des de p + ¢ vetores de parametros de (BT,6M)7

e os indices r, s,t,u,v e w variam em ambos os vetores de parametros 3 e 4. A notacdo do

lado direito da equacdo (3.12), isto é, os \'s sdo obtidos como segue:

Aot = /PR (F2 — () — (7)) (3.13)

A stuow = f-@”/ﬁt“/ﬁ”“’{m”“(% — figzj)) + /-@”"(Hj% — /-eg’;}) + W 4 /if«?)/fgz?}. (3.14)

De acordo com Botter e Cordeiro (1997), o termo €,,, pode ser decomposto como segue:

€prq = €p(B) + €4(8) + €,,4(8, 9), (3.15)
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em que €,(8) depende apenas do componente sistematico para média, ¢,(8) depende apenas
do componente sistematico para dispersdo e €, ,(/3, d) de ambos os componentes sistematicos.

Além disso, Lawley (1956) também demonstrou que:

E[2{0(81", B2) — t(Br, B2, 0)}| = (0 + @) = (01 + @1) + €pra)-(p+a) + O(n72),  (3.16)

sendo O termo €[(ytq)—(p1+q) de ordem n~!

obtido analogamente ao termo ¢,,, dado na
equacdo (3.12) com o Y estendendo-se apenas sobre os componentes dos vetores (8, , 68, )",
ou seja, sobre os (p + q) — (p1 + ¢1) parametros de perturbac3o.

Os cumulantes satisfazem as identidades de Bartlett, que facilitam muito os célculos do

termo €,.,. As identidades mais utilizadas s3o: K, s = —Kys, Kpg = Krstu + Krstu, Frst =
(w) _ _ t _
—Rrst — Z(S) Hr,str Rrst = Rrstu + K:u,rstv ﬁr,s,t - 2"frst + 2(3) Kvg«s)r /{/r,s,t,u - _3"€rstu +
(u) ¢ (u) (rs)
2 2(4) Ryst — 2(6) I%(nsu) + 2(3) Rrstu € Rrstu = Rrstu — Q’irst + Rty = — Rrsitu-

3.1.4.1 Teste conjunto para o vetor de parametros da média e da dispersdo

Nosso interesse é testar as seguintes hipéteses: H} : 81 = ,6§0),51 = 5§0) contra Hj :
pelo menos uma das igualdades é violada, em que (ﬁio)T,é?)T)T é o vetor de parametros
de interesse, de dimensdes p; x 1 e q; X 1, respectivamente. Aqui, (B, ,8, )" é o vetor de
pardmetros de perturbacdo, de dimensdes (p — p1) X 1 e (¢ — q1) X 1, respectivamente.

A estatistica LR definida na equac3o (3.7) para testar H} versus H} pode ser reescrita

como:

LR' =2 [{¢(B1, B2, 81, B2) — LB, B2, 81, Ba)} — {U(BY, B, 81", 82) — U(B1, B2, 61, B2)}]
(3.17)

em que B = (B],B])7T e 6 = (8],6])7 sdo os estimadores de maxima verossimilhancas
irrestritos de (87,87)7, sendo (B, , 8, )T os estimadores de méaxima verossimilhancas restritos
de (85,8, )", respectivamente. A partir das equagdes (3.11) e (3.16), segue que, sob H, o

valor esperado de LR! é dado por:

€p(B) — €5, (B2) + €(0) — €4,(02) + €,4(B, ) — €p, 45 (B2, 52))

E(LR') = (p, + <1+
(LE) =+ ) pit+aq

+0(n?).



75

Desse modo, a aproximacao da distribuicdao pela distribuicao X1271+q1 pode ser melhorada

pela estatistica da razdo de verossimilhancas modificada LR* dada por:
LRY™ = LR /ey, (3.18)
em que o fator de correcdo de Bartlett ¢; = (1 + d/k), é determinado através de:

d = €(B) — €p,(B2) + €4(8) — €4,(82) + €5,4(B,0) — €,0,(B2,02) e k=pi+aq.
(3.19)

A estatistica LR'* tem distribuicdo x2 |, até ordem n~', sob ;. Um teste da razo de veros-
similhancas modificado compara a estatistica LR'* com a distribuicio X;2)1+q1' Deve-se destacar
que a correcao ndo depende do valor da estatistica LR, mas pode depender de parametros
desconhecidos e, neste caso, estes devem ser substituidos por suas respectivas estimativas de
maxima verossimilhancas sob H, o que n3o afeta a ordem de aproximacao resultante. Outras
formas assintoticamente equivalentes para a estatistica da razao de verossimilhancas corrigida,

para o teste LR! s3o dadas respectivamente por:
LR"™ = LR'.exp(—di/k1) e LR™  =LR(1—di/k), (3.20)

em que d; = d e k; = k = p; + ¢ sdo dados na equacdo (3.19), e sob H}, as estatisticas
corrigidas LR'"** e LR tém distribuicdo assintoticamente x> . .

Para o MNLSH, os termos na equacdo (3.12) s3o apresentados a seguir:

3
e(8) = 90(0,14,10,0,0) LTWIQZ[(,Z)L 90(0 14000) LW, ngb

3 3
% ¥
n w,jws ZsaDj — 2C3a]e + Wﬁm (DY — 2Bga|e

1 1 1
— 000t [2W32}33)W3 — (W Z3uZ5 Z3aWs — LDy W1 Zs{WiDj + 225 Ws

+tr{[WsCp + ;WlBB} leﬂ}],,, (3.21)

1
€(6) = 16Qf2{LT (QALZ],+ QA Z3, + QD2 Z3, e
+'AY [Q4Z5dD6 + (2Q4 + Q7)Cdd}’4 + 1" Qs A} [DE - QBJd} L
3
+ 17 QoAy [QZédDJ - 4C§d]b} + %f {QMLTA:;)Z?A?I)L

2
+Qust ' A3ZEA 4 — ?;LTA4Z(§A4L + Qust ' A3Z5Z2 A3+ Qi T A3 Z5Z2, A

+ aLTALIZ(;ZMAAIL + Qust ' A3 Z5Z5qDs A% + QB; L' AL Z5Z54Ds A%

Ql? T A Zs DAY+ tr{[ QAT - ?gm)c - QlQAQBg]AQZ(;H (3.22)
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€pq(B,0) = $(0,1,0,0,0)

Q12 T Qo + Q2
4 16

) AW, Z5qZ 4

CQZOAE‘,W]_ngZIBd + 62420A1W1D5Zﬁd

B 90(0,1,0,0,0)62%2 (QlOQQO + Q20Q13

+ L

16 64

<P(04,0,0,0)Q%2 Q12020
16 16
2
@(0’1’01%“@12 Qli?” VAW, Z5 D5 ZggAlu

90%07170,070)6212 <2Q%0 — Q22

)JA?Z,;ZMZMAIWIL

+ LTA1W1ZﬁdZ5Z5dA4L

+

+

4 24

‘P%o,l,o,o,O)Ql? ng
4 16

>LTA1WIZ5ZﬂZﬁA1W1L

+ VAW, Z5Z 30 Z 0 A1 Wit (3.23)

em que Zg = XTKﬁ_lX tem elementos dados por 25, = :iiTKﬁlel, Zs = STK;'S, tem
elementos dados por zs, = 3] K;'5;, sio matrizes de dimens3o n x n positivas definidas de

posto completo, ¢ o vetor n x 1 de uns, Z[(f) = Zéz) ©Zg, Zl(,z) = Zg©® Zg em que © denota

o produto Hadamard Rao (1973), ou seja, o elemento (i — ) de Zg)

)

= zél Analogamente,
o elemento (i —[) de Z§2 é 23 . Utilizamos a notacdo Zgy € Zsq para representar matrizes
diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das matrizes Zz e Zj;,
respectivamente. As inversas das matrizes de informacdo de Kz e K, sdo, respectivamente,
dadas por: K;' = T(XTAM?X) e Kt = —4Q (8T ATH2E) LA

adas por: K5 = —(49(0,1,0,0,0)) ( 1 ) e Ky = —4Q1, ( 1 ) - AS
matrizes X; e S; de dimens3o p x p e ¢ X ¢, respectivamente, tém os (r,s) e (R, S) ele-
mentos dados por: 7; = a%% e s = 6?2%, respectivamente. Definimos também as matrizes
quadradas Bg e B; formadas pelos correspondentes elementos: bg,, = tr(Kﬁ_lXiKngo e
bs, = tr<K5_1§iK5_15’l>. Além disso, as matrizes quadradas Cz e C; sdao formadas pelos
correspondentes elementos: ¢, = tr(fnglXiKgljl) e cs, = tr(énglgiKglgl) respec-
tivamente. As matrizes diagonais D e D;s sao formadas pelos correspondentes elementos:

dg, = tr(KglfO e ds = tr(K{ls:l), respectivamente. Os escalares ()1 a ()22 s3o expressos
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por:
_$00,0,0,1,4) — 6©(0,0,1,03) — 33¢(0,1,002) + 1 11¢(0,1,0,0,2) + 3%(0,0,1,0,3) — 9
Ql - aQQ ;
64 16
05 = _ $(0,1,002) — 1 LQ, = ©0,0,1,0,3) T ©(0,1,002) + 1 Q5 = QQ
16 16
7 — -9

Qs = £0010, 3:_;2 £(0.100.2) ,Q —8QR3; Qs = —Q3; Q9 = Qs; Q10 = 32Qs;
Qu = 1590(0,1,0,0 2) — ¥(0,0,1,0,3) — 17, Q12 = ¥(0,1,0,0,2) — 1; Qi3 = 790(0,1,0,0,2) — ¥(0,0,1,0,3) — 9;
Qs = Q0@ n @ 3QuG  9Q10Q12 Qi Q6 = Q10013 N @

TV 40T T2 192 9 0T 956 4
Q17 = 3Q12Q13 B 5Q10Q12 le Qs = Q12Q13 _ 3Q10Q12 _ Q%z_

77 798 128 DY 128 4

Q19 = ©(0,0,0,1,2) T 7P0,0,1,0,1) + 890(0,1,0,0,0); Q20 = ©(0,0,1,0,1) + 2(0,1,0,0,0)

Q21 = ¥(0,0,0,1,2) — 9%0(0,0,1,0,1) - 24%0(0,1,0,0,0)

e Q2 = Q20(12¢(0,1,0,0,0) — Q20). Por fim, definimos também as matrizes diagonais W; a W3

com seus respectivos elementos, dados por: wy; = ¢ , Wy = f’ e wy = M2 Definimos
também as matrizes diagonais A; = dzag{?’ hl”} A, = dzag{(b—%,...,%}, Az =
diag{hlé);zl, e hlg)?% } Ay = d@ag{h”hﬂ e hlg%”" } As = dzag{hl(ﬁ e %} e
Ag = dz’ag{%, e %"}

Importante ressaltar que no modelo linear simétrico heteroscedastico, temos que:
X=8=Dg=Ds=Bs=B;=Cs=C;5=0,

portanto, os termos da correcdo de Bartlett s3o dados por:

3 3
e, () = DOL000) Ty 70) W;WZZ[%)L

4

5
— %(0,1,0,0,0¢

1 1
T Swaz{'w; - 4W?,Zﬂdzﬂzﬁdwg}b,

1
€(6) = mez{bT (QA1Z3,+ Q20525 + Q3A2Z§d}[’}

3
% {QMJA?;Z(?A?;L +Qist T AIZ3 A — C;:;LTA4Z§A4L

+ Qust ' A3Z5Z2 A3+ Quit ' A3 Z5Z2, Aqr + 6722LTA425Z§(1A4L e
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6a(B8,8) = ©(0.1.000) Q412 L’ [(ng ;—6Q2I>A%W1Z§dzﬂd + Q:()A6W1Z6dzﬁd L
B <P(0,1,01,%,0)Q%2 (QIOQQO(;ZQNQN’)LTAiZsngZMAlwlb
1 90(0,1,01,%0)62%2 Qliébo LTA1W1Z,BdZ6Z6dA4L
n @?0,1,02,0)6212 <2Q302; Q22>LTA1W1Z5ZgZ5A1W1L

2 2
4 80(071,0270)@12 ?250 LTA1 WiZs5Z3qZ 341 Wit.

A férmula de €(piq)—(p+q) € definida analogamente a de €(,,4 dada em (3.12) com X,

X, S, S, K3 e K; substituidos por XQ, )52, ,§'2, §2, Kj;, e K, sendo )22 = 852% e
20P9

§2 = &?2278%;, respectivamente.

Os fatores de correcao de Bartlett para o teste da razdo de verossimilhancas sdo obtidos da
equagio (3.19) com as quantidades €(,q) € €[(p+q)—(p1+q:) deduzidas de (3.12). E importante
salientar aqui que a férmula dada em (3.12) somente envolve operacdes simples de matrizes
e pode ser facilmente implementadas em pacotes de computacao simbélica e linguagens que
permitam executar operacdes simples de algebra linear tais como Ox, R, etc. Para obtermos as
matrizes Z, Z4, Z4, B, C e D, precisamos da matriz modelo X, S e das matrizes quadradas

X e 8. Uma vez calculadas as matrizes acima, o célculo de €(,.4 na equacdo (3.12) é

imediato. A obtencdo do fator de correcdo de Bartlett encontram-se no Apéndice C.

3.1.4.2 Teste separado para o vetor de parametros da média

Nosso interesse aqui é testar as seguinte hipéteses: HZ : 81 = Bf)) contra H?: pelo menos
uma das igualdades é violada, em que ,6%0) representa o vetor de parametros de interesse e
(B5,87)" é considerado vetor de pardmetros de perturbacio, de dimensdes p — p; x 1 e
q—q1 X n. A estatistica de teste LR definida na equac3o (3.8) para testar H32 versus H? pode

ser reescrita como:

LR® = 2[((B, B2, 8) — €(B1, Ba, &) — {£(BY”, B, 8) — (B1, Ba, )}, (3.24)

5 A 2 s T oT . - . . .
em que B1, B2 e d = (8, ,8, )' sdo os estimadores de maxima verossimilhancas irrestritos
de B1, B2 e 6 sendo By e & os estimadores de maxima verossimilhancas restritos para 3 e

8. A partir da equacdes (3.11) e (3.16), segue que, sob HZ, o valor esperado de LR? é dado
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por:

p(B) — €, (B2) + Ep,q(ﬂv 6) — €p,4(B2,9)
b1

E(LR?) = py(1+ ) +0(n2).

Desse modo, a aproximacdo da distribuicdo pela distribuicao an pode ser melhorada pela

estatistica da razio de verossimilhancas modificada LR?* dada por:
LR* = LR?/cs, (3.25)
em que o fator de correcdo de Bartlett ¢y = (1 + d/k) é determinado através de:

d=€,(B) —€,(B2) + €pq(B,0) — €p,4(B2,0) e k=p, (3.26)

1 sob H,. Outras formas

em que a estatistica LR?* tem uma distribuicio an até ordem n~
assintoticamente equivalentes para a estatistica da razao de verossimilhancas corrigida, para

o teste LR? s3o dadas respectivamente por:
LR** = LR? exp(—da/ky) e LR** = LR*(1 —dy/ky), (3.27)

em que dy = d,ky = p; sdo dados na equacdo (3.26), e sob H2, as estatisticas corrigidas
LR** e LR*** tém distribuicdo assintoticamente X7 .

Temos entdo que os termos €,,(B2) € €, 4(B2,0) na equacdo (3.26) sdo dados por:

3
90(0,1210,0,0) T W, Z;%)dL

1 1
§W3Z§2W3 - 4W3Z2ﬂdZ2ﬂZ2gdW3] L

3
%(0,1,0,0,0 2
(B2) = TOHEL W Z8 0

5 T
— #(0,1,0,0,0)t

)Aiwl ZsqZ2pq + %’At«,wlzadzzgd] L

Q Qo+ Q
EP27Q(IB27 0) = $(0,1,0,0,0) 2,7 1 21

4 16
B @(0,1,0,0,0)@%2 (QlUQQO + Q20Q13

16 64
90(0,1,0,0,0) Q?Q Q20
16 16
90%0,1,0,0,0)Q12 2Q%, — Qoo
4 24
90%0,1,0,0,0)6212 Q3
4 16

) LTA?I’Z(;ZQﬂdZ(;dAlWlL

+ LTA1W1Z2ﬁdZ5Z5dA4L

+

)JAlwlzézwzzﬂAlWlL

+ LTA1W1Z6Z2ﬂdZ2[3dA1W1%

respectivamente. As férmulas acima s3ao obtidas com X, X, S, S, Kj, K5, Zg e Zs subs-

tituidos por X5, Xo, Sy, So, Kg,, K;,, Zyg e Zsys, sendo X, = 8;;;%; e Sy, = 8?22%;,

respectivamente.
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3.1.4.3 Teste separado para o vetor de parametros da dispersdo

Aqui, nosso interesse reside em testar as seguintes hipdteses: H3 : §; = 650) contra H3 :
pelo menos uma das igualdades é violada, em que 6%0) representa o vetor de parametros
de interesse e (8, ,8")" é considerado vetor de parimetros de perturbacdo, de dimensdes
(q—q1) x 1 e pxp. A estatistica de teste LR definida na equacdo (3.9) para testar Hj versus

”Hi’ pode ser reescrita como:
LR® = 2[((8,,85, B) — (81,82, ) — {((8", 62, B) — (81,65, B}, (3.28)

em que 51, 6, e ,C:l = (Bl ,BQT)T sao os estimadores de maxima verossimilhancas irrestritos
de 41, 92 e B = (B4, B2) sendo 8, o estimador de maxima verossimilhancas restrito para d-.
A partir das equacdes (3.11) e (3.16), segue que, sob H3, o valor esperado de LR? é dado
por:

6(1(6) g (62) + epaQ(Bv 6) X (/87 62)) + O(niQ).

E(LR®) = qu(1+ .
1

Desse modo, a aproximacao da distribuicao pela distribuicao Xi pode ser melhorada pela

estatistica da razio de verossimilhancas modificada LR3* dada por:
LR* = LR?/cs, (3.29)
em que o fator de correcdo de Bartlett c3 = (1 + d/k) é determinado através de:

d = €4(0) — €4,(02) + €,4(B,0) — €,.0,(B,02) e k=aq. (3.30)

A estatistica LR* tem uma distribuicdo 7, até ordem n~!, sob #j.

Temos entdo, que os termos €,,(d2) € €, 4,(3,02) na equagdo (43) sdo dados por:

1
() = 1 Q{0 [Q1A1 Z50 + Q2o Zsy + QudaZ)1
+ LTA? [Q4Z25dD25 + (2Q4 + Q7)ngd}l, + LTQgA% [Dg(; — 2325‘1} L

3
+1"QyA4 [2226dD26 — 40254 L} + %12 {QMLTA?{ Zys A+ Qust T AL Z3s A

2

— 3—;2 LT ALZ3 A + Qit " A} Z2s Z354 A% + Qurt T AT Z25 Z554 A0t

+ ﬁLTA422625dA4L + leb Al ZzazzédD26A2 + 372LTA4Z2622MD25A L
Q3 Q3
+ aLTAQZ%D st tr{[(QuAl - S2A,) Gy - 3122A§BZ5}A%Z25}},
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Q
€02 (B, 02) = 00,1000 "

4 16

+
<Q19 Q21 > A%W1 Zzédzﬁd

@ @
4 4
B @(0,1,0,0,0)@%2 <Q10Q20 + Q20Q13

+ AeW1Z2s5aZsq + Aq W1D25Z5d] L

16 64 )LTA?ZQ(;ZI@dZm;dAlWlL

3
4 P00 QO T AV, 7,205 Zosa Bt

3
+ 30(0’1’8’0’0’ Qli?% VT AW, Zos Das Z gy A0

©(0,1,0,0,0) @12 (26230 — Q2

_|_

1 o >LTA1W1Z25ZgZBA1W1L

9020 1,0,00) @3
+ %TEOLTAI W, ZzgzﬂngdA1W1L,

respectivamente. As férmulas acima s3o obtidas com X, X, S, S, Kg, K5, Zg e Zs subs-
L, ~ X ~ X X 52 x 52

tituidos por Xy, Xo, Sy, Sa, Kp,, K;,, Zog € Zzs, sendo Xy = ﬁ e Sy, = ﬁ,
respectivamente. Vale salientar aqui que a expressao que nds obtivemos para o teste de hete-
roscedasticidade é mais geral e generaliza os resultados apresentados em Aratjo, Cysneiros e
Montenegro (2020), quando é considerada a heteroscedasticidade multiplicativa. Outras for-

mas assintoticamente equivalentes para a estatistica da razao de verossimilhancas corrigida,

para o teste LR3 s3o dadas respectivamente por:
LRy = LR?exp(—ds/ks) e LRy = LR*(1— ds/ks), (3.31)

em que d3 = d e k3 = ¢, sdo dados na equacio (3.30), e sob Hj, as estatisticas corrigidas

LR**, LR*** tém distribuicdo assintoticamente x_ .

3.1.5 Resultados Numéricos

A fim de avaliar a eficicia da correcdo de Bartlett a estatistica da razdo de verossimilhancas
nos modelos MNLSH, foram realizadas simulacées de Monte Carlo e bootstrap para os dife-
rentes testes, a saber: razdo de verossimilhancas (LR), razdo de verossimilhancas bootstrap
(L Rpoot), seguidos pelas suas respectivas versdes corrigidas via Bartlett (LR*, LR™, LR** e

LR;,,;) considerando diferentes tamanhos de amostras: n = 30, 40, 50 e 100. Consideramos
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os seguintes preditores nao lineares:

p—1

m = Bo +exp(Bizn) + Z Bix;
=2

e
q—1
T, = 0p exp(d15;1) + Z ;515
=2
paral=1,2,....nej=2,...,p—1. Os componentes sisteméaticos do modelo sdo definidos

por duas funcbes de ligacdo nao lineares logaritmicas tanto para a média quanto para a

dispersdo. Isto é, p; = exp(m) e ¢ = exp(n), I = 1,2,...,n. Os valores verdadeiros do
vetor de pardmetro B e & da simulagdo sdo fixados em By = 31 = ..., 8,1 = 1, §p = 1.5,
0y =2edy=...,= 0,1 = 1. Todas as varidveis explicativas z1,...,2,-1 € 51, ..., 5, foram

gerados a partir da distribuicdo uniforme U (0, 1) e sdo fixadas durante todo o experimento com
seguintes tamanhos de amostra n € {30, 40,50, 100}. O ndmero de réplicas de Monte Carlo
e de Bootstrap foi fixado em 10.000 e 500, respectivamente. Consideramos duas distribuicdes
para a variavel resposta, a saber: a exponencial poténcia com k = 0.3 e a t-Student com v = 4.
Todas as simulacdes sio realizadas considerando os seguintes niveis nominais: a = 10%, 5% e

1%. Interessamos no modelo n3o linear simétrico heteroscedastico definido da seguinte forma:

y = exp(m) + €,

em que ¢ ~ S(0,exp(7;), g). Consideramos, para as simulac3es, as seguintes hipdteses nulas:
Ho:B81 =08, =0H;:8.=0 e H;:6 =0,

contra suas respectivas hipoteses alternativas bilaterais. Importante ressaltar que os estudos
de discrepancias de quantis e poder de teste foram feito considerando a hipdtese ’Hg.

Para cada tamanho da amostra e cada nivel nominal considerado, calculamos as taxas de
rejeicdo para cada teste supracitados acima. Isto é, estimamos via simulacdo, P(LR > chk)
P(LR" > Xi,k)v P(LR™ > Xi,k)v P(LR™ > Xik) e P(LR;,, = Xik) e€ém que Xi,k €o
percentil (1 — «) da distribuicdo x* e k = ¢; é o numero de pardmetros a serem testados ou
simplesmente o numero de restricdo imposta sob a hipétese nula. Para o teste bootstrap, a
taxa de rejeicdo foi obtida a partir do célculo da probabilidade P(LRyoot > §1-a)) €m que
J(1—-a) € o percentil (1 — «) da distribuicdo empirica de LRy, Vale ressaltar que todas as
entradas das Tabelas apresentadas sdo percentagens. As simulacdes foram realizadas usando a
versdo 8.02 da linguagem de programacdo do Ox Doornik (2009) e os graficos foram realizados

usando o software estatistico R.
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Como intuito de analisar a eficacia do fator de correcdo de Bartlett em MNLSH, inte-
ressamos primeiramente em testar simultaneamente os efeitos da média e da dispersdo con-
siderando a hipdtese ’H,(l). Assim, fixamos p; = 3,91 = 2 e p; = 4,q; = 3 para diferentes
tamanhos amostrais. Aqui, py = p—1e ¢ = q¢q— 1 com p; e ¢; 0 nimero de parametros
dos vetores 31 e 6; a serem testado sob a hipdtese nula. Nas Tabelas 21 e 22 apresenta-
mos as taxas de rejeicdo dos diferentes testes para os modelos t, e exponencial poténcia
com parametro de forma x = 0.3, respectivamente. Percebe-se que o teste da razdo de ve-
rossimilhancas é liberal apresentando taxas de rejeicdo empiricas distorcidas. Por exemplo,
considerando a Tabela 21 do modelo ¢4, para p1 = 3,¢1 = 2, o = 5% e diferentes ta-
manhos de amostra, n € {30,40,50, 100}, as taxas de rejeicdo do teste LR sdo iguais a
11.8%,9.8%, 8.8%, 6.7%. Observe que os testes corrigidos via Bartlett com suas formas alter-
nativas assintéticas (LR*, LR**, LR***) apresentam distorcdes bem reduzidas em relacdo ao
teste usual. Por exemplo, para n = 30 e p; = 3,q; = 2, a = 10%, as taxas de rejeicio em-
pirica dos testes (LR*, LR**, LR**) foram de 14.1%, 13.9%, 13.6%. Conforme aumentamos
dos numero de parametro de interesse mais distorcidas foram as taxas de rejeicao de testes ba-
seadas na estatistica da razdo de verossimilhangas usual (LR) e corrigida (LR*, LR**, LR™*)
considerando o mesmo modelo t,. Por exemplo, para p1 = 4,¢1 = 3, a = 10% e diferentes
tamanhos de amostra (n = 30,40, 50,100), as taxas de rejeicdo do teste LR s3o iguais a
31.3%,21.7%,17.4%,13.7%. Observe neste cenério que quando n = 30, a taxa de rejeicdo
de teste foi de 31.3%, mais que o triplo do nivel de significAncia estipulado. Note que esta
grande distorcdo nas taxas de rejeicao dos testes foi atenuada pela correcdo de Bartlett de tal
forma que os testes corrigidos apresentam taxas de rejeicdo mais préximas do nivel nominal
considerado. Nesta situacdo, as taxas de rejeicdo para o teste corrigido (LR*, LR**, LR***)
foram de 20.3%, 19.9%, 19.4% para n = 30. Notamos também que os testes corrigidos por
Bartlett bootstrap tiveram um bom desempenho em comparacdo aos outros testes corrigidos
por Bartlett, pois as taxas de rejeicao de teste bootstrap, em todos os cenarios analisados,
encontram-se mais préximas ao nivel nominal considerado. Por exemplo, no primeiro cena-
rio, para p1 = 3,q1 = 2, a = 5% e diferentes tamanhos de amostra (n = 30, 40, 50, 100),
as taxas de rejeicdo do teste LRy, , sdo iguais a 4.8%,5.1%,5.1%,5.1%, mais préximas do
nivel de significAncia o = 5%. Da mesma forma, no segundo cenério, quando aumentarmos
o nimero de regressores presente no modelo, ou seja, p1 = 4,q; = 3, a = 5% e diferentes
tamanhos de amostra (n = 30,40, 50, 100), as taxas de rejeicdo do teste LR;,, sdo iguais

a 4.7%,5.0%, 5.4%, 5.3%. Vale ressaltar que o aumento de niimero de regressores nio altera
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muito as taxas de rejeicao do teste corrigido de Bartlett bootstrap.

Tabela 21 — Tamanho dos testes conjunto considerando o Modelo t4, com k; =p—1=3,ke =q—1 =2,

ki=p—1=4,ky =q—1=3 e diversos valores paran(’Hé:Bl =0,6, =0)

p=4q9=3 p=954q=4
« Teste n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 20.2 17.1 16.0 126 31.3 21.7 174 137
LR* 141 11.7 116 11.0 20.3 164 13.1 11.9
LR*™ 139 116 116 11.0 199 16.2 13.0 11.8
LR* 13.6 115 11.3 109 194 162 129 11.7
LRy, 10.1 10.0 104 10.2 98 99 102 103
LR;,,, 96 99 105 102 99 100 103 104
a=5% LR 118 98 88 6.7 209 134 104 7.6
LR* 78 67 63 63 132 99 77 6.5
LR™ 77 66 62 6.2 128 99 76 6.4
LR* 76 66 61 6.1 126 98 75 6.3
LRy,; 51 52 51 51 47 49 55 54
LRy, 48 51 51 51 47 50 54 53
a=1% LR 33 27 22 138 81 43 32 138
LR* 20 18 15 15 50 31 23 14
LR™ 20 18 15 15 49 30 23 14
LR™ 20 18 15 15 48 32 23 14
LRyy 12 12 1.1 14 1.3 1.1 13 12
LR;,, 09 11 09 11 1.2 10 13 1.2

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por outro lado, na Tabela 22, apresentamos as taxas de rejeicdo dos diferentes testes

para o modelo exponencial poténcia com parametro de forma x = 0.3. Nesta Tabela, observe

que o teste da razao de verossimilhancas é liberal apresentando taxas de rejeicao empiricas

distorcidas. Por exemplo, para p; = 3,q; = 2, @ = 5% e diferentes tamanhos de amostra

(n = 30,40, 50, 100), as taxas de rejeicdo do teste LR s3o iguais a 10.2%, 8.6%, 8.3%, 5.8%,

respectivamente. Percebe-se que os testes corrigidos via Bartlett (LR*, LR**, LR***) apresen-

tam taxas de rejeicdo dos testes mais proximas do nivel nominal. Por exemplo, para n = 30

epr = 3,q1 = 2, a = 5%, as taxas de rejeicdo empirica dos testes corrigidos foram de

6.3%,6.2%, 6.1%. Considerando o cenério em que o niimero de regressores aumenta, ou seja,
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parap; = 4,q; = 3, a = 10% e diferentes tamanhos de amostra (n = 30,40, 50, 100), as taxas
de rejeicdo do teste LR s3o iguais a 27.4%, 20.3%, 18.7%, 13.0%. Por exemplo, considerando
n = 30 neste cendrio, as taxas de rejeicdo de teste corrigido foram de 15.9%, 15.5%, 15.2%
para (LR*, LR*, LR**), respectivamente. E possivel notar também a eficacia da correcdo
de Bartlett bootstrap no desempenho dos testes. Por exemplo, parap; = 3,91 =2, a =5% e
diferentes tamanhos de amostra (n = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeicdo do teste corrigido

foram de 4.7%, 4.8%,4.9%, 4.9%.
Tabela 22 — Tamanho dos testes conjunto considerando o modelo Exponencial Poténcia k = 0.3, com k; =

p—1=3k =q—1=2kk =p—1=4ky, = qg—1 = 3 e diversos valores para n
(%(1):,61:0,51:0)

p=44¢=3 p=5,q=4
o Teste n n

30 40 50 100 30 40 50 100

a=10% LR 18.0 158 146 11.7 274 203 18.7 13.0
LR* 11.7 10.2 10.1 11.0 159 143 128 11.2

LR** 115 101 9.9 10.9 155 141 125 11.1

LR 11.2 99 99 109 152 139 124 11.1

LRyt 99 99 104 938 102 99 99 10.2

LR;,, 95 96 105 100 98 98 97 101

a=5% LR 102 86 83 58 168 121 106 7.0
LR* 63 54 53 53 97 83 69 57
LR™ 62 53 53 53 94 83 68 57
LR*™ 61 53 52 53 93 82 67 56
LRy 53 49 51 49 51 48 48 5.1
LR;,, 47 48 49 49 48 47 47 50

a=1% LR 29 21 19 13 59 33 27 18
LR* 18 13 11 1.1 33 21 18 13
LR* 18 13 11 11 32 20 18 13
LR* 17 13 11 11 32 20 18 13
LRy 13 09 11 1.2 13 10 11 12
LR;,, 10 09 10 1.0 10 08 09 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Considerando o segundo cenério em que aumentamos o niimero de pardmetro (p = 5 e
q =4, para a = 5%), essas taxas foram de 4.8%,4.7%, 4.7%,5.0%. No entanto, percebemos

que as taxas de rejeicao apresentadas pelo teste da razao de verossimilhancas corrigido foram
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préximas aos niveis nominais, mas nao corrige completamente o carater liberal do teste LR
enquanto o teste corrigido de Bartlett via bootstrap corrige esse carater liberal dos teste LR,
pois apresenta taxas de rejeicao muito préximas aos niveis de significancia de teste estipulado
em todos os cendrios analisados.

Agora, interessamos em testar separadamente o efeito da média em MNLSH considerando
a hipotese ’H(Q] : B1 = 0. Assim, fixamos p; = 3 e variamos ¢ = 3, 5, para diferentes tamanhos
amostrais, sendo p; = 3 o nlimero de parametros do vetor 81 a serem testado sob a hipétese
nula. Nas Tabelas 23 e 24, apresentamos as taxas de rejeicdo dos diferentes testes considerando
os modelos t; e exponencial poténcia com parametro de forma x = 0.3, respectivamente.
Analisando essas Tabelas, é possivel notar que, assim como no teste conjunto, o teste razdo
de verossimilhancas permanece notavelmente liberal. Por exemplo, considerando a Tabela 23,
para ¢ = 3,a = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (n = 30,40, 50, 100),
as taxas de rejeicdo do teste LR sdo iguais a 17.4%, 13.7%, 10.2%, 7.4%. No entanto, para
o teste LR corrigido (LR*, LR**, LR**) considerando n = 30, ¢ = 3,a = 5%, as taxas
de rejeicdo dos testes foram de 12.6%, 12.5%, 12.2%, respectivamente. A taxa de rejeicdo
de teste corrigida de Bartlett via Bootstrap, neste contexto por exemplo, coincide com o
nivel nominal (LR;,,, = 5.0%). Quando passamos de ¢ = 3 a ¢ = 5 com a = 10% e
considerando n = 30, as taxas de rejeicao de teste LR e suas versoes corrigidas foram de
40.9%, 24.4%, 25.9%, 25.3%, respectivamente. Neste contexto, a taxa de rejeicdo de teste
corrigido de Bartlett via Bootstrap é de 10.0%, igual ao nivel nominal considerado. Da mesma
forma apresentamos na Tabela 24, as taxas de rejeicdo dos diferentes testes para o modelo
exponencial poténcia com parametro de forma x = 0.3. Percebe-se, nesta Tabela, que o
teste razao de verossimilhancas, assim como no modelo anterior, continue ser notavelmente
liberal. Por exemplo, considerando a Tabela 24, para ¢ = 3, = 10% e considerando todos
os tamanhos amostrais (n = 30,40, 50,100), as taxas de rejeicdo do teste LR sdo iguais
a 25.3%,20.8%, 16.9%, 13.1%. O teste corrigido (LR*, LR**, LR***) considerando n = 30,
q = 3,a = 10%, as taxas de rejeicdo de teste foram de 19.0%, 18.7%, 18.3%, respectivamente
enquanto o teste corrigido via bootstrap LR}, , foi de 10.5. Quando aumentarmos o niimero de
parametro no modelo, ou seja, passando de ¢ = 3 para ¢ = 5, notamos que o teste L R fica mais
liberal ainda. Por exemplo, para ¢ = 5, @ = 10% e considerando todos os tamanhos amostrais
(n = 30, 40,50, 100), as taxas de rejeicdo do teste LR foram de 36.6%, 30.0%, 26.9%, 16.9%.
Para os testes corrigidos (LR*, LR*™, LR**), considerando n = 40, ¢ = 5, « = 10%, as taxas

de rejeicdo de testes foram de 15.1%, 15.7%, 14.9%, respectivamente. Por outro lado, o teste
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bootstrap e sua versao corrigida por Bartlett considerando n = 50 para a = 10 apresenta as

respectivas taxas de rejeicao LRyt = 10.7 ¢ LR}, = 9.7

Tabela 23 — Tamanho dos testes para os betas considerando o modelo t4, com p; = p—1=3,¢g = 3,5 e

diversos valores para n (Hg : B1 = 0)

q=3 g=>5
« Teste n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 269 220 178 137 409 33.0 27.7 17.2
LR* 205 158 140 128 244 178 16.1 143
LR*™ 202 154 137 1238 259 178 165 14.1
LR* 19.7 149 135 128 263 172 157 139
LRy,; 11.2 102 9.6 10.0 11.3 104 104 10.2
LR;,, 10.7 10.0 93 99 10.0 9.8 104 10.1
a=5% LR 174 137 102 7.4 296 224 182 9.8
LR* 126 9.1 76 6.9 17.7 11.6 10.0 8.0
LR*™ 125 89 75 6.9 19.6 119 10.7 8.0
LR*™ 122 87 73 6.9 19.1 116 103 7.9
LRyt 57 54 48 51 58 53 54 53
LR;,, 50 49 45 50 48 45 51 51
a=1% LR 6.1 43 29 20 132 87 69 27
LR* 44 25 21 19 84 47 35 21
LR™ 44 25 21 19 103 51 44 21
LR*™ 43 25 21 19 102 50 42 20
LRy, 13 14 10 1.2 1.4 12 13 1.2
LR;,, 08 09 08 1.0 09 07 10 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

De forma geral, a tendencia do teste L2 em rejeitar com maior frequéncia a hipdtese nula

é atenuada pela correcdo de Bartlett e bootstrap-Bartlett en todos os cendrios analisados,

gerando assim taxas de rejeicdo mais proximas dos niveis nominais considerados.

Na Tabela 25, analisamos o efeito do niimero de parametros de interesse no desempenho

dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o nimero de pardmetros de perturbacdo

(¢ = 3) e variando o niimero de pardmetros de interesse (p; = 2,3,4,5) para os modelos

t4 e exponencial poténcia k = 0.3. Notamos, para ambos os modelos, que os testes usuais e

suas versoes corrigidas sao bastante distorcidos conforme o nlimero de parametros de interesse
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aumenta. Por outro lado, o aumento de nimero de parametros de interesse nao interfere no
desempenho do teste baseado em (LR;,,,). Por exemplo, para o modelo ¢, e considerando
o cendrio em que p; = 3,a = 5%, temos que as taxas de rejeicio dos testes sdo iguais a
13.6%(LR), 7.8%(LR*), 7.7%(LR*™), 7.5%(LR***), 4.9%(LRpoot) € 4.T%(LR;,,;), respecti-
vamente. Considerando o mesmo cenério, temos para o modelo exponencial poténcia as taxas
de rejeicdo de todos os testes foram de 13.1%(LR), 7.4%(LR*), 7.2%(LR*), 7.0%(LR**™),
5.6%(LRpoot), 5.0%(LR;,,;), respectivamente.

Na Tabela 26, analisamos o efeito do niimero de parametros de perturbacdo no desempenho
dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o nimero de pardmetros de interesse
(p1 = 3) e variando o nimero de pardmetros de perturbacdo (¢ = 2,3,4,5) para os modelos
t, e exponencial poténcia (k = 0.3).

Tabela 24 — Tamanho dos testes para os betas considerando o Modelo Exponencial Poténcia k = 0.3, com
p1=p—1=3,q=3,5 e diversos valores para n (Hj : 1 = 0)

q=3 qg=2>5
o} Teste n n

30 40 50 100 30 40 50 100

a=10% LR 2563 208 169 131 36.6 30.0 269 16.9
LR* 19.0 149 132 123 16.0 151 134 144

LR*™ 187 14.6 13.0 123 21.8 157 132 142

LR* 183 142 128 123 21.1 149 126 14.1

LRy,,; 11.1 10.8 9.4 10.0 11.2 103 10.7 105

LRy, 105 102 9.2 99 9.2 92 97 102

a=5% LR 158 123 93 6.8 247 193 17.0 10.0
LR* 117 83 7.1 65 110 96 81 81
LR* 116 82 7.0 65 170 106 82 8.1
LR** 113 80 69 65 165 102 7.8 8.0
LRy 54 55 48 5.1 58 53 54 52
LR;,, 48 49 45 49 38 40 43 47

a=1% LR 48 35 25 18 93 68 55 24
LR* 35 21 17 17 49 35 26 18
LR* 35 19 17 17 49 46 29 18
LR* 35 19 17 17 48 46 28 18
LRy 12 12 09 14 14 13 12 09
LR;,, 07 09 08 10 05 06 07 07

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)




89

Percebe-se que, para ambos os modelos, o teste LR é bastante distorcido e conforme o
numero de parametros de perturbacdo aumenta, a distorcao dos testes LR aumentam quase
na mesma proporcdo, um comportamento semelhante a da Tabela 25. As taxas de rejeicao dos
testes corrigidos LR*, LR* e LR** em quase todos os cendrios analisados foram préximas
dos niveis nominais. O teste (LR;},,) teve um desempenho melhor em relagdo aos demais
testes. Por exemplo, considerando (¢ = 2,3,4,5),a = 1%, as taxas de rejeicdo nulas dos
testes corrigidos via Bartlett-Bootstrap (LR;,,,) foram de 1.1%,0.9%,1.0%, 1.0%, para o
modelo ¢4 e de 1.0%,0.9%, 0.8%,0.9% para o modelo exponencial poténcia com xk = 0.3,

respectivamente.

Tabela 25 — Tamanho dos testes para os betas considerando os modelos t4 e exponencial poténcia com x = 0.3,
n =35, ¢ = 3 e diversos valores para p; (H3 : 81 = 0)

E ial
o Teste Modelo t, xpor:en.ua
potencia
D1 P1
2 3 4 5 2 3 4 5

a=10% LR 189 223 302 369 174 212 276 329
LR* 148 134 230 290 141 124 208 187
LR* 144 130 225 284 137 121 205 17.8
LR™ 142 126 219 278 134 118 202 167
LRy, 110 101 106 101 107 10.8 106 10.4
LR, 102 96 99 98 104 102 97 95

a=5% LR 114 136 199 261 104 131 168 217
LR* 85 78 147 202 79 74 129 120
LR™ 83 77 144 198 78 72 128 114
LR*™ 83 75 141 195 76 7.0 125 108
LRy 56 49 54 53 52 56 55 55
LR;,, 51 47 48 47 49 50 45 45

a=1% LR 34 42 72 112 29 40 54 81
LR* 24 25 48 85 21 21 40 44
LR™ 24 25 47 85 20 21 39 43
LR™ 23 25 46 83 20 21 39 41
LRy 13 13 12 12 11 21 12 12
LR;,, 09 09 08 09 09 09 08 07

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Com o objetivo de analisar a influéncia do tamanho da amostra, no desempenho dos testes,
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fixamos p = 3,5, kK = 3 e variamos o tamanho amostral. Nas Tabelas 27 e 28, apresentamos
as taxas de rejeicao dos diferentes testes para os modelos ¢4 e exponencial poténcia com
parametro de forma x = 0.3, respectivamente. Analisando essas Tabelas, notamos que o
teste razdo de verossimilhancas é notavelmente liberal, por exemplo considerando a Tabela
27, para p = 3, = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (n = 30, 40, 50, 100),
as taxas de rejeicdo do teste LR sdo iguais a 12.3%, 7.8%,7.6%,6.1%. Por outro lado, os
testes baseados nas estatisticas de razdo de verossimilhancas corrigidas, o fator de correcdo de
Bartlett, aplicado a estatistica da razao de verossimilhancas, atenua a distorcao do teste usual,
mas nao corrige sua tendéncia liberal completamente. Por exemplo, as taxas de rejeicao de
testes baseados nas estatisticas da razdo de verossimilhancas corrigidas (LR*, LR**, LR*™*)
considerando o mesmo cenario em que p = 3,a = 5, sdo de (8.4%,5.7%,5.5%,5.3%),
(8.0%, 5.5%, 5.5%,5.2%), (7.4%,5.5%, 5.3%,5.2%) respectivamente.



91

Tabela 26 — Tamanho dos testes para os betas considerando os modelos 4 e exponencial poténcia com k = 0.3,
considerando n = 35, p; = 3 e diversos valores para ¢ (7-13 : 81 =0)

E ial
o Teste Modelo t4 xpor:en.aa
poténcia
q q
2 3 4 5 2 3 4 5

a=10% LR 186 223 298 321 167 212 284 304
LR* 132 134 215 141 115 124 198 135
LR™ 129 130 218 166 112 121 199 16.1
LR™ 127 126 213 158 109 11.8 195 153
LRy 104 101 107 107 103 108 105 11.0
LR, 102 96 102 102 100 102 99 103

a=5% LR 108 136 202 219 98 131 186 20.0
LR* 74 78 142 97 64 7.4 129 8.8
LR* 73 77 146 126 62 72 132 115
LR™ 72 75 143 121 62 70 129 111
LRy 55 49 55 55 53 56 54 57
LR;,, 51 47 51 50 49 50 48 5.1

a=1% LR 31 42 76 091 25 40 71 77
LR* 20 25 55 42 15 21 48 37
LR™ 20 25 61 7.3 15 21 54 66
LR™ 20 25 59 7.1 15 21 53 64
LRyo 13 13 13 15 12 21 12 14
LR,,, 11 09 10 10 1.0 09 08 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Percebe-se que conforme o tamanho da amostra aumenta, as distorcdes dos diferentes
testes em estudo diminuem enquanto as taxas de rejeicao dos testes corrigidos permanecem
mais estaveis em relacdo aos respectivos niveis nominais se comparadas as taxas de rejeicao
do teste baseado em LR. De forma geral, os resultados obtidos na Tabela 27 apontam que o
teste baseado na estatistica LR;,,, apresenta um melhor desempenho em relacdo aos demais
testes. Considerando o cendrio p = 5, = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais,
as taxas de rejeicdo do teste LR s3o iguais a 15.4%, 12.2%,10.1%, 7.0%. Os teste da razdo
verossimilhancas corrigidos atenuam a distorcao do teste usual, mas apresentam taxas de
rejeicao maiores do que os niveis nominais estipulados. Por exemplo as taxas de rejeicdo dos

testes (LR*, LR*™, LR***) no cenério em que p = 5, = 5%, n = 30 sdo respectivamente de
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9.6%,9.4%, 8.4% enquanto a taxa de rejeicdo do teste LR}, , € igual a 5.0%.

Tabela 27 — Tamanho dos testes considerando o modelo t4 com p = 3,5, k = 3 e diversos valores para n

(Hj: 6, =0).
p=3 p=2>5
« Teste n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 194 144 138 11.8 240 200 173 129
LR* 146 11.2 10.7 105 16,5 152 13.7 119
LR*™ 142 11.1 105 105 158 148 135 119
LR** 13.6 109 103 104 15.0 144 132 119
LRy, 10.6 9.7 103 10.9 9.8 11.0 106 104
LRy, 112 102 104 11.0 10.1 109 10.6 10.6
a=5% LR 123 78 76 6.1 154 122 101 7.0
LR* 84 57 55 53 96 88 75 62
LR* 80 55 55 52 90 86 73 62
LR* 74 55 53 52 84 82 71 62
LRyt 55 48 53 54 49 55 55 52
LR;,, 58 51 52 55 50 55 56 52
a=1% LR 40 18 18 1.2 54 36 28 16
LR* 22 12 11 09 29 21 18 14
LR* 21 12 11 09 27 21 18 14
LR 20 12 10 09 25 19 17 14
LRp,y 14 11 10 1.2 1.2 12 13 11
LR;,, 14 11 10 11 1.2 12 12 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 28 s3o apresentados os resultados para o modelo exponencial poténcia, em que

podemos notar que dentro os testes corrigidos, o teste LR}, apresenta melhor desempenho

em relacdo aos demais testes corrigidos. Por exemplo, para p = 3,a = 10%, as taxas de

rejeicao nulas de teste baseado na razdo de verossimilhancas bootstrap corrigido para os quatro

tamanhos amostrais sdo de 10.7%, 10.6%, 10.2%, 10.2%, respectivamente. No cendrio em que

p =5 a=10%,5%,1%,n = 30, as taxas de rejeicdo nulas de teste bootstrap corrigido s3o

de 10.3%, 5.3%, 1.1% respectivamente para cada nivel nominal fixado de teste.



93

Tabela 28 — Tamanho dos testes considerando o modelo exponencial poténcia Kk = 0.3 comp=3,5, k=3 e

diversos valores para n (Hj : §; = 0).

p=3 p=>5
o} Teste
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 17.3 138 13.0 10.8 215 156 136 103
LR* 125 111 99 97 135 11.3 105 95
LR*™ 121 109 98 9.7 13.0 11.2 104 95
LR™ 116 10.8 96 9.6 12.2 10.8 10.2 95
LRy, 10.6 10.2 10.2 10.1 10.2 103 10.1 95
LRy, 10.7 10.6 10.2 10.2 10.3 10.6 10.3 10.7
a=5% LR 101 7.7 6.7 54 132 87 75 52
LR* 6.7 58 47 47 73 59 56 47
LR™ 64 57 47 47 69 59 b5 47
LR 6.0 56 46 47 64 57 54 47
LRyt 53 53 50 51 53 54 51 46
LRy, 55 56 49 49 52 55 53 53
a=1% LR 27 20 17 1.0 40 25 21 1.0
LR* 14 13 17 09 19 14 14 09
LR 13 13 10 0.9 1.7 13 14 09
LR 12 13 10 0.9 16 11 13 09
LRy, 10 1.1 11 1.1 14 11 13 09
LRy, 10 11 11 09 1.1 12 14 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Os resultados apresentados na Tabela 29 para o t; e o modelo exponencial poténcia,

apontam que as taxas de rejeicdo de teste baseado na verossimilhancas usual para ambos os

modelos considerados permanecem com carater liberal apesar da reducdo da distorcdo pe-

las suas diferentes versdes corrigidas de teste. Por exemplo, para p = 3,k = 2,a = 10%,

as taxas de rejeicao nulas de teste baseado na razdo de verossimilhancas corrigido para

os quatro tamanhos amostrais sdo de 13.5%, 11.9%,10.9%, 10.6%, para o modelo ¢, e de

12.2%,10.8%, 10.4%, 10.3% para o modelo exponencial poténcia. Dentro os testes corrigidos,

o teste LR, apresentam melhor desempenho em ambos os modelos seguido de LR}, ,,

LR**, LR* e de LR*.
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Tabela 29 — Tamanho dos testes considerando os modelos t4 e exponencial Poténcia k = 0.3 com p = 3,
k = 2 e diversos valores para n (M3 : 6; = 0).

Modelo 24 Exponencial
o} Teste n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% LR 174 141 131 117 159 129 127 11.2
LR* 139 121 11.0 10.7 128 11.0 106 104
LR 13.8 11.7 109 10.6 125 109 105 10.3
LR»* 135 119 109 10.6 122 10.8 104 103
LRy 9.8 104 10.2 10.2 106 99 104 10.2
LR;,, 10.1 105 10.2 10.0 105 10.1 10.3 10.0
a=5% LR 104 82 71 59 93 72 69 6.1
LR* 80 67 58 53 70 58 55 55
LR* 78 63 57 53 69 57 54 55
LR 76 66 56 53 6.7 57 53 54
LRyt 48 53 53 51 53 50 56 53
LR;,,, 50 56 52 49 51 52 54 51
a=1% LR 31 20 19 14 26 18 17 13
LR* 22 15 14 12 1.7 17 11 11
LR 22 13 13 12 1.7 11 11 11
LR» 21 15 14 12 1.7 17 11 11
LRpoy 12 12 13 12 13 12 13 13
LRy, 12 11 11 11 1.1 11 11 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 30, avaliamos o efeito do nimero de parametros de interesse no desempenho

dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o nimero de pardmetros de perturbacdo

(p = 3) e variando o niimero de pardmetros de interesse (k = 2,3,4,5) para os modelos ¢, e

exponencial poténcia k = 0.3. Percebe-se que para ambos os modelos, os testes usuais e suas

versoes corrigidas sdo bastante distorcidos e conforme o nimero de pardmetros de interesse

aumenta, a distorcao dos testes LR e suas versbes corrigidas LR*, LR* e LR** aumenta

quase na mesma proporcao. Por outro lado, o aumento de niimero de parametros de interesse

ndo interfere no desempenho do teste baseado em (LR;, ;). Por exemplo, para o modelo ¢, e

considerando o cendrio em que p = 5, = 5%, temos que as taxas de rejeicdo dos testes sdo

iguais a 11.7%(LR*), 7.2%(LR*), 7.0%(LR), 6.7%(LR**), 5.2% (L Ryvor) € 5.3%(LR;...,),
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respectivamente. Considerando o mesmo cenario, temos para o modelo exponencial poténcia
as taxas de rejeicdo de todos os testes sdo as seguintes: 11.2%(LR*), 7.2%(LR**), 7.0%(LR),
6.8%(LR**), 5.7%(LRpoot), 5.8%(LRy,,,;), respectivamente.

Tabela 30 — Tamanho dos testes considerando os modelos t, e exponencial poténcia com k = 0.3, n = 35,
p = 3 e diversos valores para k (H : §; = 0).

a Teste Modelo t, Exporjen.c:lal
potencia
k k
2 3 4 5 2 3 4 5
a=10% LR 148 157 172 19.3 139 143 165 184
LR* 12.2 121 13.0 133 11.3 11.0 129 131
LR 120 11.8 128 128 11.1 10.8 12.7 12.38
LR»* 119 116 125 123 11.0 104 124 124
LRy, 102 10.2 10.0 9.9 105 9.8 10.8 10.7
LRy, 102 109 114 10.2 10.6 10.7 122 111
a=5% LR 82 9.0 100 117 78 80 97 112
LR* 63 62 71 72 6.1 58 70 72
LR 62 60 70 7.0 6.0 57 69 70
LR 6.1 58 68 6.7 58 55 6.7 6.8
LRy, 52 48 51 51 53 50 55 57
LR;,, 52 54 59 52 52 54 65 538
a=1% LR 20 24 29 35 19 21 29 33
LR* 14 15 17 18 14 12 16 17
LR*™ 14 14 16 138 1.4 12 15 16
LR*™ 14 14 16 1.6 1.3 12 15 15
LRy, 11 11 12 1.2 12 12 12 13
LR;,, 11 11 14 12 1.1 12 15 14

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 31, analisamos o efeito do niimero de parametros de perturbacdo no desempenho

dos testes, fixando o tamanho amostral (n = 35), o nimero de pardmetros de interesse (k = 3)

e variando o niimero de pardmetros de perturbacdo (p = 2,3,4,5) para os modelos t4 e expo-

nencial poténcia (k = 0.3). Observe-se que, para ambos os modelos, os testes usuais e suas

versoes corrigidas sao bastante distorcidos e conforme o nlimero de parametros de perturbacao

aumenta, a distorcao dos testes LR e suas versbes corrigidas LR*, LR* e LR** aumenta,
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um comportamento semelhante a da Tabela 30. O teste (LR;, ;) teve um desempenho melhor

em relacdo aos demais testes. Por exemplo, considerando o cenario em que p =5 e a = 10%),
temos as taxas de rejeicdo nulas dos testes iguais a 21.7%(LR*), 16.4%(LR**), 15.9%(LR),
15.4%(LR**), 10.4%(LRpoot), 10.5%(LR;,,;) para o modelo t; e iguais a 18.5%(LR"),
13.7%(LR™), 13.4%(LR), 13.1%(LR**), 10.0%(L Rpoot), 10.1%(LR;,,,) para o modelo ex-

ponencial poténcia com k = (.3, respectivamente.

Tabela 31 — Tamanho dos testes considerando os modelos t, e exponencial poténcia com k = 0.3, n = 35,

k = 3 e diversos valores para p (g : 6; = 0).

a Testes Modelo 4 Expor:en.ual
potencia
p p
2 3 4 5 2 3 4 5
a=10% LR 13.8 15.7 185 21.7 125 143 168 185
LR* 10.1 121 125 16.4 9.3 11.0 11.0 137
LR* 99 11.8 121 159 9.2 108 10.6 134
LR> 9.7 11.6 11.3 154 9.0 104 101 131
LRy, 102 10.2 10.1 10.4 97 98 9.6 10.0
LR;,, 109 109 105 105 10.7 10.7 10.1 10.1
a=5% LR 78 9.0 11.0 13.6 6.5 80 9.6 10.8
LR* 53 62 6.7 94 46 58 61 7.8
LR™ 52 60 64 01 45 57 58 7.6
LR™ 49 58 60 838 43 55 55 74
LRy 53 48 51 54 49 50 53 52
LR;,,, 58 54 56 54 53 54 57 53
a=1% LR 21 24 32 46 18 21 29 35
LR* 1.0 15 16 238 1.0 12 15 21
LR* 09 14 15 26 09 12 14 20
LR» 08 14 13 25 09 12 13 19
LRy 12 11 1.1 1.2 13 12 11 12
LR;,,, 12 11 12 11 14 12 12 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Nas Figuras 1-4 s3o apresentados os graficos de discrepancias relativas de quantis . Esta

discrepancia relativa é definida como segue:
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em que ST(1 — «) representa o quantil amostral de ordem (1 — «) do conjunto de valores
simulados da estatistica do teste, sendo ST a estatistica do teste (LR, LR*, LR*™, LR**,
LR;,..), e xi(1—«a) o quantil correspondente. Importante frisar que quanto mais préxima da
ordenada zero a curva de discrepancia estiver, melhor aproximada estd a distribuicdo nula da
estatistica de teste pela distribuic3o assintética x2 de referéncia. Como ja foi mencionado, os
estudos de discrepancias de quantis e poder de testes foram feitos considerando somente a
hipétese Hj : §; = 0.

Nas Figuras 1-4 construimos o grafico de discrepancias para os modelos t, (Figuras 2-4) e
exponencial poténcia (Figuras 1-3), considerando o cenério em que n =35,p =3,5e k = 3.
Observando as Figura 1-4 percebemos que a distribuicdo nula de LR n3o é bem aproximada
pela distribuicio y? de referéncia, uma vez que sua curva de discrepincia estd bem acima
da ordenada nula em todos os cendrios, o que ratifica o carater liberal de teste baseado na
estatistica LR ja observado na simulacdo para o tamanho do mesmo teste. De modo geral,
as curvas das estatisticas corrigidas aproximaram-se bem da ordenada nula (indicando boa
aproximacido de suas respectivas distribuicdes nula pela distribuicio x? de referéncia) quando
comparados a estatistica LR para ambos os modelos considerados. Tais discrepancias perma-
necem, portanto, aproximadamente estaveis, mas em patamares diferentes. Considerando o
cenario em que p = 3 (Figuras 1 e 2), as estatisticas de testes corrigidos LR*, LR**, LR*** e
LR;, . apresentaram taxas de rejeicdo mais préximas dos niveis nominais, o que foi refletido no
desempenho dos testes apresentados nas simulacdes. Da mesma forma considerando o cenario
em que p = 5 (Figuras 3 e 4), as estatisticas de testes corrigidos tém também suas curvas
melhor aproximadas pela x? de referencia. Podemos observar que nos modelos considerados, as
curvas do modelo £, tem uma boa aproximacao da ordenada nula e dentre os testes corrigidos,

a estatistica de teste bootstrap LR;,,, apresenta curva mais préxima a ordenada nula.
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Figura 1 — Discrepancia relativa de quantis para o modelo exponencial poténcia com xk = 0.3, considerando
n=35p=3r=3(H;: 6 =0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 2 — Discrepancia relativa de quantis para o modelo t4, considerando n =35,p =3,k =3 (7{3 101 =
0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 3 — Discrepancia relativa de quantis para o modelo exponencial poténcia com k = 0.3, considerando
n=35p=>5Fk=3(Hj: 6 =0).
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Figura 4 — Discrepancia relativa de quantis

para o modelo t4, considerando

n=35p=>5k=3(Hy: 0 =

0).
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Tabela 32 — Poder dos testes-Modelo Exponencial poténcia com x = 0.3,n =35,q1 =3 e a = 10%

p=3 p=2>5
LR* LR*™ LR LR* LR*™ LR
021|136 13.7 136 103 103 103
04205 209 207 16.3 16.7 16.4
0,6 | 314 320 316 28.7 29.2 289
0,8 | 51.8 523 52.0 494 499 496
1,0 752 754 753 788 79.1 789
1,2 1945 946 945 947 948 947
1,4199.2 993 992 99.3 993 993

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Nas Tabelas 32 e 33 apresentamos os resultados de simulacdo para as taxas de rejeicdo
ndo-nula (poder) dos testes LR*, LR**, LR*** para o modelo exponencial poténcia x = 0.3 e
t4, respectivamente. Para esta simulacao consideramos somente a seguinte hipotese alternativa
H? (heteroscedasticidade) para q; = 3,p = 3,5 fixados e valores diferentes para 6, = 03 =
d4 = 0 # 0 foram considerados ao nivel nominal « = 10%. Dos resultados da simulagdo
percebe-se, para ambos os modelos considerando p = 3, que os poderes dos testes aumentam
e se aproximam da unidade 3 medida que & aumenta, o que era de se esperar. E importante
observar que o aumento de nimero de parametro de perturbacao de p = 3 para p = 5 nao
interfere muito nos resultados dos testes de poder. Portanto, os dois testes sdo semelhantes
diante do aumento de p. Devido a sua grande distorcao do teste, a estatistica LR nao foi
considerada para o estudo de poder. Note que entre os testes corrigido L R** apresentou um
desempenho levemente superior aos demais testes corrigidos.

Os resultados apontam que ndo ha nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o

fator de correcdo de Bartlett.
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Tabela 33 — Poder dos testes-Modelo t4 com n=35,¢1 =3 e a = 10%

p=3 p=>5
LR* LR*™ LR LR* LR*™ LR
02112 113 11.2 148 149 14.8
041|152 156 15.3 19.6 19.8 19.6
06| 250 254 25.1 294 2938 29.5
0,8 | 40.5 40.8 40.6 443 446 44 .4
1,0 63.0 634 63.2 64.8 65.2 65.0
1,2 86.0 86.2 86.1 85.2 854 853
141976 97.7 97.6 96.9 97.0 97.0

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

3.2 APLICACAO 1

No Apéndice F encontra-se o conjunto de dados reais utilizado para aplicarmos a me-
todologia de testes apresentado nesse capitulo. Os dados referem-se ao peso das lentes dos
olhos de coelhos europeus na Austrélia (OryctolagusCuniculus), y, em mg, e a idade do
animal, z, em dias, numa amostra contendo 71 observacdes. Esses dados foram analisados
por Ratkowsky (1983), que verificaram a suspeita de dois pontos aberrantes sob estimacdo
de minimos quadrados, assim, indicando que tal conjunto de dados suporta erros com caudas
mais pesadas que as da normal. Wei (1998) analisou o mesmo conjunto de dados e e detectou
a presenca de observacao aberrantes sob a estimacao dos minimos quadrados confirmando a
evidéncia de heteroscedasticidade nos dados. O mesmo conjunto de dados foi reanalisado por
Cysneiros, Paula e Galea (2005) e adotaram erros seguindo distribuicBes simétricas, dentre
elas, a distribuicdo t-Student com v = 4 graus de liberdade (seguindo o critério AIC) e con-
sideraram uma ligac3o identidade nos dois componentes sistematicos. Assim, propusemos um
modelo introduzindo funcdes logaritmicas de ligacdo tanto na média quanto na dispersao e

definido da seguinte forma:

B

Yi = exp <50 - M> + €.

Assumimos que ¢ ~ S(0,exp{dpexp(d1/z;)}) e l = 1,2,...,71. Nosso interesse é testar a
seguinte hipétese: Hy : 61 = 0 versus: H; : 91 # 0. Para este teste percebe-se que as estatisti-
cas de teste sdo: LR= 11.151 (p-valor: 0.001); LR*= 8.901 (p-valor: 0.003); LR*= 8.332
(p-valor: 0.004); LR*™*= 8.660 (p-valor: 0.003); LR}, ,= 4.700 (p-valor:0.03). Podemos
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observar que para a estatistica de razao de verossimilhancas bootstrap corrigido leva a nao
rejeicdo da hipdtese nula H ao nivel de significancia de 1%, ou seja, a dispers3o é constante
para todas as observacdes (homoscedasticidade). No entanto, a estatistica da razdo de verossi-
milhancas e suas versoes corrigidas levam a rejeicdo da hipétese nula a este nivel, evidenciando
que o modelo é heteroscedastico (dispers3o variavel). Note que ao nivel de significancia de 5%
todas as estatisticas de testes (LR, LR*, LR*, LR*** LR}, ,) levam a rejeicdo da hipdtese
nula H,.

3.3 APLICACAO 2

Neste exemplo, o conjunto de dados reais analisado refere-se a um experimento com in-
tuito a realizacdo de analises bioquimicas de armazenamento intracelular e transporte de célcio
através da membrana plasmatica. As células em estudo foram colocadas numa solucdo de cal-
cio durante um determinado tempo = (em minutos), apds o qual foi medida a quantidade
de célcio absorvida pelas células y (em nmol/mg), numa amostra de 27 observacdes (ver
Apéndice G). Esses dados foram analisados por RAWLINGS (1988) e BRAZZALE (2000).
Recentemente o mesmo conjunto de dado foi analisado por ARAUJO, CYSNEIROS e MON-
TENEGRO (2022) com presenca de heteroscedasticidade nos dados. Considerando o modelo
assumido por ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) introduzimos uma funcio de
ligacdo logaritmica na média e na dispersao para reanalisarmos o conjunto de dados. Isto é,

consideramos o seguinte modelo heteroscedastico:

Y1 = exp{Bo(1 — exp(=pi1))} + €.

Assumimos que €, ~ S(0,exp{dpexp(d1/x;)}) e l = 1,2,...,27. Nosso interesse é testar a
seguinte hipétese: Hy : 61 = 0 versus: Hy : 07 # 0 . Para este teste, os valores observados
para as estatisticas sdo: LR= 10.532 (p-valor: 0.001); LR*= 10.252 (p-valor: 0.001); LR**=
10.244 (p-valor: 0.001); LR**= 10.248 (p-valor: 0.001); LRy, ,= 2.857 (p-valor:0.091).
Podemos observar que para a estatistica de razdo de verossimilhancas bootstrap corrigida leva
a ndo rejeicdo da hipdtese nula Hy ao nivel de significancia de 5%, ou seja, a dispersio é
constante para todas as observacdes, mas rejeita a hipétese nula a 10%. Por outro lado, a
estatistica da razdo de verossimilhancas e suas versoes corrigidas conduzem a mesma conclu-
sdo, ou seja, levam a rejeicdo da hipétese nula aos niveis de significancia usuais, sugerindo

evidéncia marginal de heteroscedasticidade.
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3.4 CONCLUSAO

Neste capitulo derivamos o fator de correcdo de Bartlett para a estatistica da razdo de ve-
rossimilhancas na classe dos modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH) cujo
interesse foi de testar conjuntamente o efeito da média e da dispersao e testar separadamente
o efeito da média e o efeito da dispersdo. Salientamos aqui que utilizamos qualquer estrutura
heteroscedastica. Além disso, o nosso principal resultado obtido neste capitulo generaliza os
resultados apresentados em Cordeiro (2004) (em que foi obtido o fator de correcdo de Bar-
tlett para a estatistica da razdo de verossimilhancas no modelo n3o linear simétrico (MNLS),
considerando o pardmetro de dispersio constante) e em ARAUJO, CYSNEIROS e MONTE-
NEGRO (2022) (em que foram obtidos fatores de correcdo de Bartlett para a estatistica da
razdo de verossimilhancas e tipo-Bartlett para as estatisticas escore e gradiente nos MNLSH
considerando a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa como caso particular).

Com o intuito de avaliar o desempenho dos testes baseados nas estatisticas da razio de
verossimilhancas (LR), razdo de verossimilhancas bootstrap (L Rpe.t) € suas versdes corrigidas
LR*, LR*, LR*™* e LR;,,, os resultados de simulacdo foram obtidos para os MNLSH em
que as distribuicdes t-Student com v = 4 (fixo) e exponencial poténcia com pardmetro de
forma k = 0.3 foram consideradas. Os resultados numéricos conduziram a diversas conclusGes
importantes a respeito do teste de heteroscedasticidade em amostras pequenas e de tamanho
moderado. Concluimos destes resultados que o teste LR é bastante liberal e sua versdo cor-
rigida, embora atenue tal tendéncia, ainda apresenta taxas de rejeicao distorcidas conforme
aumentamos o nimero de parametros de interesse e de perturbacdo. Considerando os testes
LRyoot € LR;,,,, podemos observar que tém melhores desempenhos e apresentam taxas de
rejeicao mais proximas dos niveis nominais considerados, em quase todos os cendrios analisa-
dos, em amostra de tamanho pequeno e moderado. Em suma, recomendamos o uso destas
ferramentas no refinamento de testes.

No que tange ao Poder de testes corrigidos LR para amostras de tamanho pequeno ou
moderado, o teste corrigido L R** foi o que apresentou o melhor desempenho dentre dos testes

corrigidos em estudo para ambos os modelos considerados.
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4 REFINAMENTO DE TESTES ESCORE NA CLASSE DOS MODELOS NAO
LINEARES SIMETRICOS HETEROSCEDASTICOS

Resumo

Neste capitulo derivamos uma férmula matricial geral para o fator de correcdo tipo-Bartlett
para a estatistica escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da
dispersdo, nos modelos de regressdo ndo lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH). Nesta
classe de modelos, consideramos que a média e a dispersdao nao sao constantes, admitindo
para a dispersdo qualquer estrutura heteroscedastica. Para o teste de heteroscedasticidade,
os resultados do nosso trabalho generalizam os apresentados em Cordeiro (2004), ARAUJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022). Através de simula¢do de Monte Carlo avaliamos os
desempenhos dos testes escore com suas respectivas versoes corrigidas, em termos de tamanho

e poder, em amostras finitas. Por fim, apresentamos uma aplicacdo empirica.

Palavras chaves: correcio Tipo-Bartlett; teste escore; poder.

41 INTRODUCAO

O teste escore é baseado em aproximacdo assintética de primeira ordem e podem ser
menos preciso quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado, como é o caso do
teste da razdo de verossimilhancas visto no capitulo 3. Assim como o teste da razdo de
verossimilhanca, o teste escore pode ser aprimorado, conferindo um teste cuja distribuicao
nula é melhor aproximada pela qui-quadrado de referéncia. A estatistica escore é aperfeicoada
pelo um fator de correcdo conhecido como fator de correcdo tipo-Bartlett de tal modo que
essa estatistica tenha distribuicdes x7 até ordem O(n~') sob a hipétese nula (H,), sendo
os graus de liberdade k iguais ao nimero de restricoes impostas a H,. O fator de correcdo
tipo-Bartlett para a estatistica escore Sk foi obtido por Cordeiro e Ferrari (1991) através de
em uma transformacao polinomial da estatistica original. Vale salientar que essa transformacao
nao foi mondtona, uma dificuldade que é superada através dos resultados obtidos dos trabalhos
de Kakizawa (1996), Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998). A estatistica escore corrigida (S5;)
sob a hipétese nula tem distribuicio x7 até ordem O(n™') enquanto a estatistica original tem
erro de ordem até O(n~1/2). Isto é, o fator de correcdo tipo-Bartlett faz com que o erro de

aproximac3o seja reduzido de O(n='/2) para O(n™1).
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Vérios trabalhos e artigos produzidos na literatura tém abordado a correcdo tipo-Bartlett
para as estatisticas escore em modelos especificos. Cordeiro et al. (2003) derivaram um fator de
correcdo para a estatistica S para modelos lineares com covariadas na dispers3o, Uribe-Opazo,
Ferrari e Cordeiro (2008) e Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010) derivaram fator de correcdo
tipo Bartlett para a estatistica Sg na classe dos modelos lineares e n3o lineares simétricos,
respectivamente. Nascimento e Cysneiros (2010) aprimoraram o teste escore para os modelos
ndo lineares simétricos heteroscedasticos. Lagos, Morettin e Barroso (2010) derivaram o fator
de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica escore em modelos de séries temporais, Lemonte,
Cordeiro e Moreno-Arenas (2016) derivaram o fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica
escore em modelo de regressao nao lineares Birnbaum—Saunders. Adicionalmente, Cavalcanti
et al. (2021) obtiveram o fator de correcdo tipo-Bartlett para a estatistica escore em modelos
ndo lineares de familia exponencial. Recentemente, ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022) derivaram expressGes gerais para fatores de correccdo Bartlett e Tipo Bartlett para as
estatisticas de razao de verosimilhancas e gradiente para testar o vetor de pardmetro da
dispersao em modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos.

Neste capitulo, nosso objetivo é derivar uma férmula matricial geral para o fator de correcdo
tipo-Bartlett para a estatistica escore nos modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos
(MNLSH), admitindo para a dispersdo qualquer estrutura heteroscedastica, tendo como caso
particular, a heteroscedasticidade multiplicativa.

Este capitulo se divide como segue. Na secdo seguinte, discorremos sobre as correcoes tipo-
Bartlett para a estatistica escore, obtendo expressdes em notacao matricial para o fator de
correcdo tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Também,
consideramos estatisticas de teste alternativas a estatistica escore corrigida. Na Secdo 4.2
sera realizado um estudo de simulacdo de Monte Carlo sob diversos cenarios afim de avaliar
o desempenho dos testes em estudo. Para efeito de comparacdo, consideramos o estudo de
simulacdo dos testes da razao de verossimilhancas usual e corrigido, desenvolvido no capitulo
3 na classe dos MNLSH. Na Secdo 4.3 e 4.4 apresentamos duas aplicacdes a dados reais.

ConsideracGes sobre os resultados obtidos sdo apresentados na Secao 4.5.

4.1.1 Especificacao dos Modelos Nao Lineares Simétricos Heteroscedasticos

Suponha que y1,...,¥y, sdo varidveis aleatdrias continuas e independentes em que cada

yi,l = 1,...,n segue uma distribuicao simétrica com parametro de locacdo ; € R e de



106

dispersao ¢; > 0. A funcdo de densidade de probabilidade associada a y; pode ser escrita

como segue
* 1 *
fy, g, @f) = \/gg(ul)a yeR wekR, ¢ >0, (4.1)
!

em que g(-) representa a funcdo geradora de densidade com g¢(u;) > 0, w; > 0 sendo
w = ¢y — w)? e [P ul_l/Qg(ul)dul = 1. Ressalta-se que a funcdo ¢(-) pode depen-
der de parametros extras, digamos v, como é o caso do parametro de graus de liberdade
da distribuicdo t-Student. Neste caso, assume-se que tais parametros sejam constantes. Para
definir nosso modelo n3o linear simétrico heteroscedastico de regressao, duas estruturas de re-
gressdo nao lineares foram introduzidas ao modelo definido em 4.1. Supomos para a resposta

média o = (p1,. .., /4,) " a seguinte estrutura

g(m) =n= fi(X,B), (4.2)

em que g(p) representa a funcdo de ligacdo da média, uma funcdo nido linear, continua e
duplamente diferencidvel com respeito aos componentes de B = (f31,...,3,)", vetores de p
parametros desconhecidos a serem estimados, com p <n e X = (2;1,...,2,) o vetor de n

variadveis explicativas associadas a [-ésima observacdao. Também assumimos uma componente

sisteméatica para o vetor da dispersdo ¢* = (¢%,...,¢*)" definida por

hep) =T = f2(S,6), (4.3)
em que h(¢]) representa a funcdo de ligacdo da dispersdo que é uma funcdo ndo linear,
continua e duplamente diferencidvel com respeito aos componentes de § = (dy,...,d,)",
vetores de p pardmetros desconhecidos a serem estimados, com ¢ <ne S = (s;1,...,5m) "

o vetor de n variaveis explicativas que pode ter componentes comuns associadas a [-ésima
observacdo. Assim, os modelos simétricos de regressdo sao definidos pela componente aleatéria
4.1 e pelas componentes sistematicas definidas em 4.2 e 4.3. Entretanto, é possivel formular o
modelo descrito acima usando as propriedades das distribuicGes pertencentes a classe simétrica.

Logo, o modelo nao linear simétrico heteroscedastico pode ser escrito como segue

yl:l’bl_}—\/gbfel; lzlv"'ana (44)

em que ¢ ~ S(0,1, g), sendo y; e ¢; as componentes sistematicas da média e da dispersdo e

definidas em 4.2 e 4.3, respectivamente.
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4.1.2 Testes de hipétese para a estatistica escore em MNLSH

Nesta secdo, apresentaremos a estatistica de teste escore (Sg) para testar conjuntamente
os efeitos da média e da dispersio em MNLSH. Isto é, considerar o vetor de parametro

1,6/)7T como o de interesse. Considerando o logaritmo da funcdo de verossimilhanca

1-»%1 v 7

(log-verossimilhanca) do vetor de parametros & = (37,8")" dado o vetor de observacdes

(Y1,...,yn)" do modelo n3o linear simétrico heteroscedésticos definido em 4.4, temos que
1 n . n
(=10(0)=1og f(y,0) = —3 > log(er) + > t(z), (4.5)
=1 =1

em que t(z) = log{g(w)}, w = 27 = (yy—w)*/d; el =1,...,n. Assumimos que a funco de
log-verossimilhancas ¢(3, ) dada em (4.5) é regular com respeito as derivadas em relacdo aos
componentes dos vetores 3 e d até a quarta ordem. Por mais detalhes, as condicGes de regula-
ridades podem ser encontradas em (COX; HINKLEY, 1974). Introduzimos na obtenc3o das deri-
vadas a seguinte notacao: Yupede = E(tg?;tg?;tgi?;tg?;ze) em que a,b,c,d,e € {0,1,2,3,4}
e t¥)(z) = 0't()/0%,i=1,2,3,4el =1,...,n. Maiores detalhes sobre as derivadas de
algumas distribuicGes simétricas encontram-se no Apéndice |. Consideremos as seguinte par-
ticdes para os vetores de pardmetros desconhecidos B8 = (8{,83, )" e d = (6,8, )" em que
Bi= (B Bo) T B = Bustr BT 81 = (01, ,60)T, 85 = (Os1,-++,09)T,
com p; < pe q < q. Neste capitulo adotamos a mesma parametrizacdo que a do capitulo

anterior.

4.1.2.1 Testes simultdneo sobre o subconjunto da média e da dispersdo

Muita vezes estamos interessado em fazer testes sobre um subconjunto dos parametros 3
e 8. Assim, queremos testar as seguintes hipdteses: H} : 8, = ﬂgo),dl = 650) contra H; :
pelo menos uma das igualdades é violada, em que (6§O)T,6§O)T)T é o vetor de parametros
de interesse, de dimensdes p; x 1 e ¢, x 1, respectivamente. Aqui, (8B, ,6d, )" é o vetor de
pardmetros de perturbacdo, de dimensdes (p — p1) X 1 e (¢ — q1) X 1, respectivamente.

Essas decomposicdes induzem as correspondentes particdes das matrizes X = (X, X32)
e S = (S51,52) em que X3, X5, S1 e Sz sdo sub-matrizes conhecidas de posto reduzido e

de dimensBes n X p1, n X (p — p1), n X g1, n X (¢ — q1), respectivamente.

Considerando a func3o de log-verossimilhancas dada em (4.5), a funcdo escore total asso-
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ciada é definida como segue: U(0) = (U1(0)",U2(0)")" em que
Un0)| (00608, Un®)| (00608,
U1(0) = = e Uy(0) = = (4.6)
Us1(0) 0(0)/06, Us2(6) 00(0)/ 90

cujo elementos sao dados por

00(0)/0B1 = X; M1V A(y — )

1
00(0)/08, = —ESIHIA(L — Vu)

00(0)/0B2 = X3 MaVA(y — )

1

respectivamente. As matrizes diagonais de dimens3o n x n associadas sdo dadas por: A; =
Ay = diag(1/¢%,...,1/¢%), M; = diag(mi, ..., m;,) com elementos dados por m; =
d'py/dn! é a i-ésima derivada de iy = g '(m) e H; = diag(hs, ..., hy,) com elementos
hy = d'¢}/drj* é a i-ésima derivada de ¢} = g~ '(77") parai = 1,...,n. As funcdes n e 7*
sao consideradas como funcdes de ligacao e definidas através de funcdes diferenciaveis g e h,
respectivamente.

A matriz de informacdo total de Fisher particionada correspondente pode ser escrito da

seguinte forma:

Kll K12
K21 K22

em que

K, = diag{ Ky, K, |, K1» = K, = diag{Kp,,, K;,, |, K2 = diag{ Kp,,, Ks,, |

sendo,

Kp,, = _(90(0,1,0,0,0))(XIAMEXH), Kpg,, = K[Ll —(S0(0,1,0,0,0))<X1TAM12X2)7

Kp,, = —(¢01000) (X3 AM?X,),  Kp=—(¢01000)(X AM;X)

Ky, — i(l — Poroon) (STAYHES,), K, = Kj, = i(l ~ poroon ) (ST AZH2S,)
K, = (1~ 001002) (STAPH?S), K5 = 11— o000 (87 AHES).
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Os ¢’s podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008). A inversa da matriz
de informacdo total de Fisher associada é dada por
Kll K12
K(6)" = , (4.8)
K21 K22

em que
K" = diag{K“, K;I}, K2 = A7 = diag{K12, K§2}, K22 = diag{K”, K§2},
sendo

11 1 R eD) 12T 11 1
K} = |[Kp, - Kp, K5 Kp,|  Ki=K} =-Kj'Ks, K5,
11 1 -1 10 12T 11 1
K}' = |Ks, — K3, K; Ky, | K = K3*T = —K}'K;, K5,

22 —1 —1 11 —1 22 —1 —1 11 —1
Kj = Kﬁm + Kﬁ22K521Kﬁ KﬁlzKﬂm’ K5 = K522 + K522K‘521K5 K512K522'

Maiores detalhes sobre a inversa podem ser encontrados Rao (1973).
A estatistica escore (Sg) para testar (i) Hi : B = BY 8 = 6 pode ser expressa da

seguinte forma:
Sk = U3, (0) K} (6)Us, (6) + Uy, (6)K} (6)Us, (6).

em que U (@) e K''() representam, respectivamente, a funcdo escore e a inversa da matriz
de informac3o total de Fisher para 8 e & avaliados sob a hipétese nula com @ = (87,6 ") =
(BEO)T,BQT,5§O)T,SQT)T, sendo B e 8 os EMV restrita de 85 e 8, respectivamente, sob
H}. Os EMV irrestritas s3o representados pelo vetor = (37,67)T = <,81T, BQT, 5/, &T)T.
Assintoticamente e sob a hipdtese nula, a estatisticas escore (Sr) tem uma distribuicdo x> .,
com p; + q; grau de liberdade. Rejeitamos a hipdtese nula H, se a estatistica de teste ST >
k(—a), com ST = Sg, sendo k(;_,) representa o quantil 1 — « da distribuicdo X: e a o nivel

de significancia adotado no teste com 0 < av < 1.

4.1.2.2 Testes separado para o vetor de parametro da média

Nosso interesse agora reside em testar um subconjunto do vetor de parametro 3. Isto é
testar (ii) HZ : B1 = ﬂio) contra H? : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que, o vetor

de pardmetros (B, ,8')" é considerado vetor de pardmetros de perturbacdo. A particio do
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vetor B = (B,B,)" induz a da matriz de planejamento (co-variada) X = (X3, X5). A
func3o escore total também pode ser particionada conforme a particdo de 3. Isto é, U(0) =
(U1(0)T,U5(60)")T em que Uy (0)" = Ug,,Us(0) = (Ug,,Us) ", sendo Ug,, U, sdo definidas
em (4.6) e Us em (3.3). Considerando a particdo do 3, a matriz de informacdo total de Fisher

particionada pode ser expressa como segue

Kﬁn Kﬂm 0
K(O) - Kﬁm Kﬁzz 0 ’
0 0 Kj;
em que as submatrizes Kg,,, Kg,,, Kg,,, K5 sdo definidas em (4.7) e O representa matrizes ou

vetores de zeros de dimensdes apropriadas. A inversa da matriz de informacao total particionada

é dado como segue:

KY' KP 0
KO)"=|KJ KZ? o |
0 0 K;!

em que as submatrizes K ', K3°, K3 sdo definidas em (4.8). Assim, definimos a estatistica

escore Si para testar H32 : B; = 59)) contra H2, da seguinte forma:
Sk =Uj, (8)K5'(0)Us, (0),

em que UjJ (0) e K1'(6) representam, respectivamente, a funcio escore e a inversa da matriz
de informac3o total de Fisher para B avaliados sob a hipétese nula com 8 = (B87,6")T =
(5§°>T, BQT, 5T>T, sendo B2 0 EMV restrito de B sob H2. Os EMV irrestritos sd3o represen-
tados pelo vetor § = (87,67)T = (Bf,ﬁ;, ST)T. Assintoticamente e sob a hipétese nula,

a estatistica escore (Sg) tem uma distribuicdo X1291 com p; grau de liberdade.

4.1.2.3 Testes separado para o vetor de pardmetro da dispersdo

Nosso interesse agora reside em testar um subconjunto do vetor de parametro 4. Isto é

0 . s . .
testar (i) H3 : 8, = 59 contra H3 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto que o vetor

de pardmetros (8',8, )" é considerado vetor de pardmetros de perturbacio. A particdo do
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vetor & = (8, ,0, )" induz a da matriz de planejamento (co-variada) S = (S;,S2). A
func3o escore total também pode ser particionada conforme a particdo de 4. Isto é, U(0) =
(U1(0)T,U5(0)")T em que U1(0)" = Ug, Us(0) = (Us,,Us,) ", sendo Us,, Us, sdo definidas
em (4.6) e Ug em (3.3). Considerando a particdo do &, a matriz de informacgdo total de Fisher

particionada pode ser expressa como segue
K511 K512 0
K@0)=|K,;,, Ks, 0 |
0 0 Kj;

em que as submatrizes Ks,,, Ks,,, Ks,,, KXg sdo definidas em (4.7) e O representa matrizes ou
vetores de zeros de dimensdes apropriadas. A inversa da matriz de informacao total particionada

é dado como segue:
K!' K& 0
K@O)"'=|K2 K2 0 |,
0 o0 K

em que as submatrizes K}, Kj3? K3* sdo definidas em (4.8). Assim, definimos as estatisticas

escore Sg para testar 7—[8 (0] = 5%0) contra H3, da seguinte forma:
Sk = Uy, (0)K;'(6)Us, (6),

em que Uy (0) e K}'(8) representam, respectivamente, a funcio escore e a inversa da matriz
de informacdo total de Fisher para & avaliados sob a hipétese nula com 8 = (B7,67)" =
(BT,&O)T,&T)T, sendo 8, 0 EMV restrito de &, sob 3. Os EMV irrestritos do pardmetro
6 s3o representados pelo vetor @ = (B7,87)7 = (BT,&T,&T)T. Assintoticamente e sob a
hipStese nula, a estatistica escore (Sg) converge em distribuicdo para a distribuicdo xgl com
q1 grau de liberdade.

Na préxima Secdo desenvolvemos um fator de correcdo Tipo—Bartlett, em notacdo matri-

cial, para as estatisticas escore, conforme os resultados obtidos em Cordeiro e Ferrari (1991)

4.1.3 Estatistica escore refinada

A aproximacdo da distribuicdo nula da estatistica escore (Sg) pela qui-quadrado de referén-

cia pode n3o ser satisfatéria em pequenas amostras, podendo conduzir as taxas de rejeicdo sob
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a hipétese nula bastante distorcidas. Desta forma, foram obtidos alguns refinamentos como
objetivo de melhorar a aproximacdo pela qui-quadrado. Assim como Bartlett (1937) propés
um fator de correcdo Bartlett para melhorar o teste da razdo de verossimilhancas, Cordeiro e
Ferrari (1991) desenvolveu um fator de correcdo denominado tipo-Bartlett para aprimorar a
estatistica do teste escore. Nesta Secdo utilizaremos essa metodologia proposta na literatura
para obtermos um fator de correcao tipo—Bartlett, em notacdo matricial, para a estatistica
escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da dispersdo, nos
modelos de regressao n3do lineares simétricos heteroscedasticos proposto por Cysneiros, Cor-
deiro e Cysneiros (2010). Generalizamos, portanto, os resultados de ARAUJO, CYSNEIROS e
MONTENEGRO (2022), Aradjo, Cysneiros e Montenegro (2020).

4.1.3.1 Correcdo Tipo-Bartlett para a estatistica escore (Sg)

Os resultados obtidos em Cordeiro e Ferrari (1991) apontaram que, em problema regular,
a estatistica escore pode ser aprimorada por um fator produzindo uma estatistica modificada
ajustada e que segue a distribuicdo qui-quadrado com k grau de liberdade (x%) até ordem
O(n™1). A estatistica escore modificada S} proposta por Cordeiro e Ferrari (1991) é dada

como segue:
Sy = Sr{l — (c+bSg + aS%)},

em que o termo entre chave é denominado fator de correcdo tipo-Bartlett e é funcdo da prépria

estatistica Sk, sendo os coeficientes a, b, ¢ sao definidos como segue:

. A3 _A2—2A3 _Al—A2+A3
TRk )krd) T 12k(k+2)°T T 12k

As quantidades As3, A3 e A3 sdo funcdes de cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo

da funcao de verossimilhancas. Essas quantidades, em forma matricial, sdo dadas por:
t
Al =3 Z (K'rst + 2/€r,st) (’fuvw + 2f€uv,w> a"a”'m™
8,6

- 6 E (/{rst + 2’i7‘,st) Hu’uwarsatumvw
B,6

+ 6 Z ('Lfr,st - /{r,s,t) (/{uvw + 2Kuv,w) asvatwm’/‘u (49)
5,0

- 6 z (/{r,sﬂf,u _I' "{r,sﬂfu) atumrs
8,6

= Ap + A+ Az + A
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t
A2 = -3 E :HT,s,t’fu,v,wa “m"tm
8,6

+
(@)

rs,__tu. _vw
(Krst 4 267 5t) Kupw@ "M m
5

|
o
i)

Ko s tFup @ M m® (4.10)
F;

=)

rs, tu
+3 Koo, tuT 100
0

=

= Agy + Ay + Agz + Agy.

A3 =3 Z /{Tvsjtliuw,wmrsmt“m”w
B,6

+2 E Ko s tFap 0™ m 0 mM (4.11)
5,6

= Az + Asg,
sendo que @™, m"® os elementos (r, s) das matrizes

0 0
A= , e M=K(0)" — A,

0 K,

respectivamente e O representa matrizes ou vetores nulos de dimensdes apropriadas. Os indices
r,s,t,u,v,w variam sobre todos os componentes do vetor 3 e 4. Sob a hipdtese nula, a
estatistica corrigida S}, tem distribuicdo qui-quadrado com k grau de liberdade com erro de
aproximacdo de O(n™2). J4 que a estatistica corrigida é funcdo da prépria estatistica Sy é
obvio que depende de parametros desconhecidos. Neste caso, esses parametros podem ser
substituidos pela suas respectivas EMV sob a hipdtese nula e isto nao altera a ordem de
aproximagdo Cordeiro e Ferrari (1991). Outras formas alternativas equivalente a estatistica
corrigida S}, até ordem O(n™!) foram propostas e definidas como segue:

Sr
1 + O(SR7 A17 A27 A37 k)

em que C(Sg, Ay, Ag, A3, k) = (c + bSk + aS%). Kakizawa (1996) propos uma transforma-

SEl = 75};2 = SReXp{_C<SR7A17A27A37k))}

cdo mondtona da estatistica corrigida S}, em Cordeiro e Ferrari (1991) por n3o ser sempre

monétona. Esta transformacdo ¢ dada por Sj,, = Si; + P(Sg), em que
_ 1y 2 419\ @3 49 ags
P(Sk) = 7S + 2beSh + (2ac + 5b ) S+ 3abSh + S’k

Também Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998) propuseram uma estatistica modificada (S%,)

para melhorar a estatistica escore através de uma transformacao monétona de Sgi. A estatistica
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alternativa (S%,) que envolve a funcdo de distribuicdo da normal padrdo pode ser escrita de

seguinte forma:

VE e (8- fo(voase+ 2) - #(yF1) | sea=0

Qibexp(—c){l—exp(—%)SR}, sea=0eb#0.

* —
Sk, =

4.1.3.2 Correcdo Tipo-Bartlett a estatistica escore para teste conjunto em MNLSH

Nesta Subsecdo, iremos obter o fator de correcdo tipo-Bartlett para teste de hipdtese

envolvendo os pardmetros da média e da dispersdo em MNLSH. Isto é testar (i); H, : B1 =

T T
B%O), 01 = 5%0) contra Hi : pelo menos uma das igualdades é violada, em que ( §°> ,6%0) )T

é o vetor de parametros de interesse, de dimensbes p; X 1 e ¢; X 1, respectivamente. As
particdes dos parametros B e § induzem também as das matrizes modelo X = (X1, X32)
e S = (S1,S52). Considerando as particdes das matrizes escore e as definicdes feitas em

(4.1.2.1) e (4.8), a inversa da matriz de informac&o de Fisher é definida como segue:
K K™
K@) ' = , (4.12)
K K2
em que
K" = diag{ K}', K;'}, K'? = K*'T = diag{ K*, K;*}, K** = diag{ K}*, K}*},
sendo os elementos sao dados por
Kj' = ag(RTAgR) ™,
Ki =Kj'" = -aC(R"AgR)'C,
K3 = ap|(X] Ao X2) ™' + C(RAR)'CT], (4.13)
K}'=o(TTAT)
K=K} = —aN(T"A,T)'NT,
K3 =01 [(5; A18) " + N(TTAT) "N, (4.14)
em que
R=X,-X,C, C=[(X;AX5) ' (X;AX,)|, T =S, - S>N,
N = |(85A182) 7 (85 A1S1)|, Ag = AM?, Ay = A’HY, 00 =~ 00

a1 =4/(1 = 90,1,002))
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sendo os vetores A, A, M; e H;. sdo definidos na Secdo 3.1.1. Assim, a estatistica escore
Sk para testar conjuntamente o efeito da média e da dispersdo pode ser escrita da seguinte

forma
- —~—~ o~ ~ 1 - —— o~ -
Sp = <.bTA(l)/QXl(RTAOR)_leTA(l)/Qw~ + ZﬁTAiﬂSl(TTAlT)_ISIAi/Zﬁ,

Pz, p= (p1,...,pn)" sendo p; = ai/Q(vlul —1).

em que w = (wy,...,wy) | com w, = g
O vetor z; foi definido na Secao 3.1.1. Assintoticamente e sob a hipétese nula, a estatistica
Sk converge em distribuicio para qui-quadrado X7 com k grau de liberdade. Rejeitamos a
hipétese nula H{ se a estatistica de teste Sp > k(—a), com k(_,) representando o quantil
(1 — ) da distribuicio x? e « o nivel de significAncia adotado no teste, com 0 < o < 1.
Aqui k = p1 4+ q1, em que q; e q; representam o nimero de parametros a serem testado sob
a hipétese nula para o subconjunto de B e &, respectivamente. Além das matrizes definidas

em (4.1.2.1), definimos também as seguintes matrizes necessarias para o calculo do fator de

correcao de tipo-Bartlett a seguir:

0 0
A= ,e M:K(O)‘l—A,
0 Koy
em que
L, (K& o
Kzz =
0 K2

sendo K (0)™', K3* e K3? sido dados em (4.8). No MNLSH, ap6s tediosa manipulagdo algé-

brica, as quantidades A1 a A4, Ao a Ayy € A3y a Aso necessarias para o calculo do fator de
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correcao Tipo-Bartlett para a estatistica escore sao dadas como segue:

A= —3Q8LT [W?,Zzgd(Zﬂ — Zzg)ZzﬁdW3 + W3Z25d (Zg — Zzﬂ)Dzﬁwl
3
+ Wi1Zys (Z/i — Zzﬁ)D2BW3 + WiDygs (Zﬁ — Z2/3>D2/3W1]L - ZQ%Q?lQQSIJTwlAl
3
X Z2ﬁd(Z(5 - Zza) ZapaW1AqtL — EQOQ$1Q24LTW1Alz2ﬁd(Z(5 - Zza) ZasaASL
3 2 T 3 2 T
- §Q0Q71Q25L W1A1Z2/3d (Zé - Z25)Z26dA4L - §Q0Q71Q25L W1A122,6d
3

X (Z5 - Z26>D26A%1/ - RQOQ%Q%LTA?{ZZM (Za — Zza) ZaaW1AqL
3 3
— §Q0Q$1Q25LTA4Z2&1 (Za - Z26) ZogaWi1A1tL — §Q0Q$1QQ5LTA%Z2B¢1

3
% (Zs — Z2s) DesWh vt — 2 Q4 Qb AL Zosa(Zs — Zas) Zasa At

3 3

5501 QuQert A} Zosa(Zs — Zas) ZasaBat — 5300 QuoQurt| A Zsa(Zs — Zs)
3 3

X DasAjL — §Q§1Q26Q27LTA4Z26d (Zé - Z25)Z26dAiL 16 2,Q5t " AyZasq

3 .
X (Zé - Z26>Z26dA4L - T6Q§1Q§7LTA4Z2M(Z¢S - 225>D26Aib
3 3
— @Q%QZGQQ?LTA%Z&M (Z5 - Z26) Dys A3 — TGQ%Q%LTA%Z%L{ (Z¢s - Zza) DysAqe

3
- EQ%Q%#TA%D% <25 — Zzg) DysAde.

Ayp = —;Q3Q71Q28LTW1A1Z2M (Zﬁd - Z2Bd> ZysWiAqL + 2@0@?1@29LTW1A122M
X (Zad - Z26d> Zys AL — 2Q0Q$1Q30LTA?{ ZZéd(Z,Bd - Z2,8d) ZysWiAqL
- iQOQ$1Q31LTA4Z26d<Z,Bd - ZZBd) ZysW1AqL — iQOQ%QmLTAiZza (Z,Bd - Z2,8d)
X DosWiAse+ Q4 Quot” A3 Zasa(Zoa — Zona) Zao A + Q0% Qs AaZsa

3
X (Zéd — Z26d> Zas A3 + EQ%Q?BLTA%Z% (Zad - ZZ(Sd) DysAse.
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Aty = 0Q3" | WaZas(Z — Za5) Z2sWs + WiCao(Zs — Zap) Wi + WiCaa(Z — Zap) W
+ WiBag(Zs - Zzﬁ)wl]b - gQanQgMWlAlZzﬂ(zﬁ — Zs) ZosW1 A
+ 2Q3Q71Q35LTWIA1Z2B<Zﬂ — Z3p) Zos Wi AgL — ;QSQanGLTWlAlZzg(Zg — Zsp)
X ZasWiAqL + ;’2Q§1Q37LTA§’Z%(Z§ — Zs) Zos Afu + ;QinggﬁAizﬁ(zé — Zas)
X ZasAgt + ;Q%Q%Jﬁ@é(z& — Zs) Al - i@ingngA4zzé(zé — Zos) Zas At
- 2Q§1QZOLTA4Z25(Z5 — Zos) Zas Dt — :Q%onﬁmcza(za — Zy) A%
-~ iQ%QgngAiC%(Z(; — Zs) Afe — 2Q§1Q§OJA§C%(ZJ ~ Z3s) Aut

3
- gQ%QiOLTA%C% (ZJ — Zz,s) A%L.

3
Ay = —6Q3Qut WiZapa (Zﬂd — ZZﬂd)L - 5@0@71@42LTW1A322M (Zéd - Z25d)L
3 3
- 5@0@71@43LTW1A322M (Zﬁd - Zzﬁd)b - §Q$1Q45LTA§Z2&1 (Zéd - ZZJd)L
+3QuQnQue’ |WiA1(Zoa — Zaga) Das + Wi Zasa( Zoa — Zapa) |v

3
~ 10} Quot | A% (Zsa — Zasa) Das + DoZasa(Zoa — Zasa) o

3
Agy = 1@3@71@47LTW1A1 (Zﬁd - Z2Bd> Z2s (Zﬁd - Z2Bd> Wil
3
- EQOQ%Q@LTWIAI (Zﬂd - ZZﬂd) Zas (Zéd - Z25d) A?{L
3
- EQOQ%Q@LTA?{ (st - Z26d> Zas (Zﬂd - ZZﬂd) WiAqe

3
1@ Qo AY(Zsa — Zasa) Zas (Zsa — Zasa) A

3 3
Agy = 5@3@71@500TW1A1 (Za - Z26> Z2pd (Zﬁd - Zzﬁd) Wil — gQOQ%QSlLTWlAl
3
X (Zs - 226>Z2Bd (Zad - Z26d) A+ gQOQ?lQSOLTAiZZ(M(ZBd - Z2ﬁd)(Z6 - Zza)
3 3
x WiAq + ZQOQ%1Q31LTA4Z%d(Zﬂd - Z2/3d>(Z6 - Zza)W1A1L + ZQOQ%QBMTA%

3
X (Z5 - Z25> (Zga — Z2Bd) DysWiAqL — @Q%QsszAizmd (Zéd - Z25d)
3
16

3
~ 16 Q1 Qust AL (Zs — Zas)(Zsa — Zasa) DasAle.

x (Zs — Zza) AL 3 Qs3t AyZosa (Zad — Zzad) (Zs — Zza) Al
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3
Az = 3Q5Q71Qurt ' Wi A, (Za - Z26> VAY. (Zﬁ - Z2B> Wil + 5@3@71@47LTW1A1
3
X (Zﬁ — Zgﬁ)Z25<Zg — Z25> W1A1L + @leQiﬁLTAi (Z& — Zz5>Z25

X (Z(; — sz)A?L.

3
Agy = 3Q5Qs50t WY (Zﬁd - Z2Bd) © (Zga — Z2pa)t + 5@0@71@53LTW1A1 (Z,Bd - Z2ﬂd>

3
X (Zsq — Zzad)b + T6Q§1Q54LTA% (Zad — Z26d) © (Zsa — Zz&d>b-

Az = —iQ3Q71Q47LTW1A1 (Zﬁd - Zzﬂd) (Za - Zz&) (Zﬁd - Zzﬂd) Wil
+ 136QOQ$1Q48LTW1A1 (Zﬂd - Z2ﬂd) (Za - chs) (Zad - Z25d) Al
+ 13662062%1@48JA§ (Zsa — Zasa) (Zpa — Zapa) (Zs — Zas) WiArL

- (ilQ%QwLTA?i (Zad - Z25d) (Z5 - Zza) (Zad — Z25d) Ale.

Asy = —2Q3Q71Q47LTW1A1 (Z,H - Zzﬁ) (Za - Zz&) (Z,B - Zzﬂ)W1A1L
— ?32Q§1Q49LTAi (Z6 - Z26) © (Z5 - Zza) ® <Z5 — Zga)AiL,

em que Zg = XTKng com elementos dados por z3, = @TKgli’l, Zs; = STK;'S, tem
elementos dados por z5, = 3] K; '3, sio matrizes de dimens3o n x n positivas definidas de
posto completo, ¢ o vetor n x 1 de uns, Z/(f) = Zg) © Zg, Z/(f) = Zg ® Zg em que ©

denota o produto Hadamard Rao (1973), ou seja, o elemento il de Zg)

_ .2 }
= z3,. Analoga
. 2) . - .
mente, o elemento il de Zé )& z?ﬂ. Utilizamos a notacdo Zgq e Zsq para representar matrizes
diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das matrizes Zz e Zj;,
respectivamente. As inversas das matrizes de informacao de Kz e K sdo, respectivamente,

e K;' = —4Q3} (5TAH?S) . As

~\—1

dadas por: Kgl = —(g0(071707070))71 (XTAMEX)
matrizes X e g’ de dimens3o p X p e ¢ X g, respectivamente, tém os (r,s) e (R,S) elemen-
tos dados por: 7; = 82%% e s = %, respectivamente. Definimos também as matrizes
quadradas Bg e B; formadas pelos correspondentes elementos: bg, = tr(Kﬁ’l)z'iKgl):(l) e
bs, = tr(Kd_léiKglg’l). Além disso, as matrizes quadradas Cz e C; sao formadas pelos
correspondentes elementos: cg, = tr(leKﬂ_l):(iKglil) e cs, = tr(énglgiKgléo respec-

tivamente. As matrizes diagonais Dg e Dj sdao formadas pelos correspondentes elementos:



119

dg, = tr(Kglfl> eds =tr (K{lé), respectivamente. Os escalares s3o definidos com segue:

Qo = $(0,1,0,0,0) i Qas = (90(0,0,1,0,1) + 290(0,1,0,0,0))2;

Qo4 = (90 0,0,1,0,1) T 2¢(0,1,0,0 0)) (1 = 51(0,1,00.2) — 2¥(1,1,0,0,3) — 80(0,0,1,0,3)>
(90 0,0,1,0,1) 1 280(0,1,0 0 0)) (@(0,1,0,0,2) - 1);
(1 - 580(0,1,00 2) — 290(1,1,00 3) — ¥(0,0,1,0,3 ); Qo7 = (@(0,1,0,0,2) - 1);
(SO 0,0,1,0,1) T 290(0,1,0 0 0)) (90(2,0,0,0,0) + 90(3,0,0,0,1));
(90 0,0,1,0,1) T 280(0,1,0 0 0)) (2 - 3%0(2,0,0,0,2) - 90(3,0,0,0,3));
(1 - 590(0,1,0 0,2) — 290(1,1,0,0,3) - 90(0,0,1,0,3)) (SO(Z,O,O,O,O) + 80(3,0,0,0,1));
(80 (0,1,0,0,2) — 1 (90(2,0,0,0,0) + 90(3,0,0,0,1));
(1 - 590(0,1,0 0,2) — 2‘;0(1,1,0 0,3) — ¥(0,0,1,0, 3)) (2 - 390(2,0,0,0,2) - @(3,0,0,0,3))%
(90 (0,1,0,0,2) — 1) (2 — 3¢(2,0,0,0,2) — <P(30003));

<9000,1,01)+9020000)+9030001) $(0,0,1,0,1) +290(01000))

(
(

(SO 0,0,1,0,1) T $(0,1,0,0,0) T ¥(3,0,0,0,1) (290(0,1,0,0,0) + 90(0,0,1,0,1));

)
(80 0,0,1,0,1) T ©(0,1,0,0,0) T ¥(3,0,0,0,1 ) 2¢000,1,0,0,0) — ¥(o, 0,1,0,1))3
)
(90 (0,1,0,0,2) T ¥©(1,1,0,0,3) — ¥(3,0,0,0,3) — 1) (1 - 5@(0,1,0,0,2) - 280(171,0,0,3) - 90(0,0,1,0,3));
(SO 0,1,0,0,2) T ©(1,1,0,0,3) — ¥(3,0,0,0,3) — 1) (@(0,1,0,0,2) - 1);
(1 - 590(0,1,00 2) — 290(1,1,00 3) — @(0,0,1,0,3)) <80(0,1,0 0,2) — 1) Qo = ( $¥(0,1,0,0,2) — 1)2;
(SO 10000) ~ 3% (2,0000) + P(21000) + P01 0070));
Qa2 = (20,000 + 26(3,0,0,0,1) T P(4,00,02) T P(2,1,0,02) = 29(0,0,1,0,1))
Qa3 = (3(2,0,0,0,0) + P(21,0,02) + 59(3,0,001) T L(4,000,2)); Q1a = ( ©(2,0,0,0,0) T 90(3,0,0,0,1));
Qa5 = (1490(2 0,0,0,2) T 7(3,0,0,03) T ¥(4,000.4) + 20(1,1,003) T P(2,1,004) — 2@%0,1,0,0,2)
+ 5¢(0,1,0,0,2) — 10); Qa6 = (2 — 3¢(2,0,0,0,2) — ©(3,0,0,0,3 ) Qur = ( ©(2,0,0,0,0) T 90(3,0,0,0,1))2;
©(2,0,0,0,0) T 80(3,0,0,0,1)) (2 - 390(2,0,0,072) - 90(3,0,0,0,3)>;
2 — 30(2,0,00,2) — @(3,0,0,0,3))2;

(
=
Qs0 = (30(0,071,0,1) + 290(0,1,0,0,0)) (90(2,070,0@ T %0(3,070’070)5
(
(

¥(4,0,0,0,0) — 3@%2,0,0,0,0));

Q53 = (2<P(2,0,0,0,0) — $(2,0,0,0,0)9(2,0,0,0,2) T 2<P(3,0,0,0,1) + @(4,0,0,0,2))3

= (680(20002)+480(30003)+90(40004 — 3(¢(0,1,002) — 1)° —3) Qn = Q2/4.



120

Os A’s sdo apresentados com maiores detalhes nos Apéndices C-E.

4.1.3.3 Correcdo Tipo-Bartlett a estatistica escore para teste da média em MNLSH

Nesta Subsecdo, nosso objetivo é encontrar o fator de correcdo tipo-Bartlett para a es-
tatistica escore definida em (4.1.2.2), necessario para testarmos o pardmetro da média em
MNLSH. Isto &, testar (i) H2 : 81 = B\” contra H2 : pelo menos uma das igualdades &
violada, ou seja, testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto
que, o vetor de parametros (35,8 ") é considerado vetor de pardmetros de perturbacdo. A
estatistica escore para testar um subconjunto do vetor de parametro de 3 pode ser escrita

como segue
Sp=& A’ X1 (RTAoR) ' X[ AY @

em que w, R e Ay estdo definidos na Secao 4.1.3.2. Assintoticamente e sob a hipétese nula,
a estatistica Si converge em distribuicao para qui-quadrado Xan com p; grau de liberdade.
Portanto rejeitamos a hipdtese nula H3 se a estatistica de teste Sp > P1_.,- As quantidades

A’s sdo obtidos substituindo Zs = Zs4. Assim, temos que:

Avs = =3Q3¢" (Wi Za34(Zs — Zas) ZasaWs + WaZasa( Zs — Z23) DogWi

+ WiZ2s(Zp — Zap) D2gWs + WiDsp(Z5 — Zzﬂ)DzﬂWJ v

3

A = _§Q(2)Q71Q28LTW1A1Z2Bd<Zﬂd - Z2ﬂd) ZasWiAqL
3
- ngQ%Q:’,OLTAi’Z%d(Zﬂd - Zzp—m) ZysWiAqL

3 2 T
- 1@0@71@31L A4Z25d(Zﬁd - ZZ,Bd) ZysWiAqe
3
- ZQOQ%Q?ALTA%Z% (Zﬁd - Z2,Bd)D25W1A1L-

A = 6Q0" {Wgzzﬁ(zﬁ — Z2p) ZogWs + WsCap(Zs — Zag)Wh + WiCag(Zs — Z2) W3
+ WlB2g (ZB — Z25> WI] L
3 3
+ 5@3@71@35LTW1A122,3 (Zﬂ — Z2B> ZaosW1AqL — EQ(Q)QHQ?)GLTWIAIZQﬂ (Zﬂ - ZZﬂ)

X Z25W1A1L.



121

Ay = —6Q§Q410TW12Z2M (Zﬁd - Zzﬁd)b
3
— 5@0@71@43LTWIA322&1 (Zﬁd — Z2/3d)L

+3Q0Q71Quat " [W1A1 (Zﬁd - Zz/ad) Dys + W1AsZ2s4a (Zﬁd - Z2ﬁd)} L.
3 2 T
Az = 1@0@71@470 WiA, (Zﬂd - Z25d) Z2s (Zﬁd - ZQW) Wil
A22 - 0
3 o T
Az = SQQnQurt Wil (Zﬁ - Zzﬁ)Z% (ZB - Z2ﬁ)W1A1L'

Agy = 3@%@520TW12 (Zﬁd — Z2ﬁd) O] (Zﬂd - Z2,3d)b-
Az = 0.

A32 - O

Importante notar que o fator de correcdo tipo-Bartlett passa a ser uma equacdo de reta em

Sk, uma vez que a quantidade A3 = 0.

4.1.3.4 Correcdo Tipo-Bartlett a estatistica escore para teste da dispersdo em MNLSH

Nesta Subsecdo, estamos interessado em obter o fator de correcdo tipo-Bartlett para a
estatistica escore definida em (4.1.2.3) para testar separadamente o efeito da dispersdo em
MNLSH. Isto é testar (i) H : 6, = 650) contra H? : pelo menos uma das igualdades é
violada, ou seja, testar isoladamente uma parte do vetor de parametros de interesse, enquanto
que, o vetor de pardmetros (37,8, )" é considerado vetor de pardmetros de perturbacio. A
estatistica escore para testar um subconjunto do vetor de pardmetro de § pode ser escrita
como segue

1 1+ xR
Sn =15 AV S[(TTAT) ' STAY?5,

em que p, T e A, estdo definidos na Secdo 4.1.3.2. Assintoticamente e sob a hipétese nula,

a estatistica Sk converge em distribuicdo para qui-quadrado Xﬁl com ¢; grau de liberdade.
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Assim rejeitamos a hipStese nula 7{j se a estatistica de teste Sg > q1,_,,. Os coeficientes A's
necessarios para a obtencao do fator de correcdo de tipo-Bartlett sdo obtidos considerando
Zg = Zgq. Entdo, os A’s sdo dadas a seguir:

3
An =~ Q30N Qs Wi Zapa(Zs — Zas) Z2paWrAve

3
- EQOQ%1QQ4LTW1A1Z2ﬁd(Z5 - Zzs) ZasaAL

- 2Q0Q$1Q25LTW1A1Z2M (Za - Z25)Z26dA4L - ZQOQ$1Q25LTW1A1Z2&1
X (Z6 - Z25>D25A§L - 136Q0Q$1Q24LTA?1)Z26d (Za - Zza) Z2aW1AqL

- 2Q0Q31Q25LTA4Z2&1 (Za - Zza) ZapaW1A1L — onQ%Q%bTA%Zzﬂd

X (25 - Z25>D25W1A1L - i@%QSGLTA?ZzM (Za - Zza)ZzadAib

3 3
- 7@?1@26@27LTA?1’Z2&1 Zs — Zas) ZasaAgl — 7@%1@26@27LTA?1Z26d Zs — Zas
32 32

3 3
X DasAiL — §Q§1Q2GQ27LTA4Z26d (Z5 - Z25)Z26dAiL 16 Q5L Ay Zosa
3
X (Zé - 226>Z26dA4L - T6Q§1Q§7LTA4Z26¢1(Z6 - Z25)D25A§1,
3 . 3 .
- @Q%Q%QQ?LTA%Z&M <Z<s - ZZ&) Dys A3 — TGQ%QgﬂTA%Zz&d (Zé - Zza) DysAqe

3
- EQ%QS#TA%D% (Z<S — Zza) Dz«sA%h

3
A = §Q0Q31Q29LTW1A1Z%(1(ZM — Z26d) Zas AL
3 . ) ) 3
+ §Q$1Q32LTAiZ25d (Z(Sd - Z26d) Zas A5 + T6Q§1Q33LTA422M

3
X (Zad - Z26d> Zas AL + T6Q§1Q33LTA3225 (Zéd - Zzad)DzéAib,

Az = _3Q3Q71Q34LTW1A1Z2ﬁ (Z5 - Z26)Z2ﬁW1A1L
+ ;Q%QMLTA?Z%(ZJ - Zzs) Zps Al + nglestA?{Zza (Za - Zzé)
X ZasAgl + 136Q§1Q38LTA2025 (Zé - Zza)Aib - %Q§1Q39LTA4225 (Za - Zza)ZzaAib
- :Q§1Q20LTA4Z25 (Z5 - Z25>Z25A41, - :Q§1Q30LTA4025 (Za - Zz&) A%L
QY Qo NI Cos(Zs — Zas) A — Q4 QT NI Cos(Zs — Zas) At

3
- gQ%QioLTAiC% (ZJ - Z26) A?_La

3 3
Ay = _§Q0Q71Q42LTW1A%Z2/M (Zéd - Zz&d)b - gQ%Q%LTA%Z%d(Z&i - Z25d>L

3
+ ZQ%Q%LT [A?l’ (Zad - Z26d) D; + A3Z26d(Z5d — Z26d)} L,
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3
Ao = 6*4Q§1Q49LTA? (Zad - Z25d) Zas (Zad - Z26d) A3,

3
Agy = —§Q0Q$1Q51LTW1A1 (Zé - Zza) ZZBd(ZzSd — Z26d) Al
3
- 3*2Q§1Q32LTA?1’225¢1<Z&1 - Z26d>(Z6 — Zza)Aib
3
- T6Q§1Q33LTA422M(ZM — Zzad)(Za - Zza)A?L

3
16 21 Qa3 T AY (Z5 — Z26>(Z6d — Zzad)DzaA?L,

Agg = ;Q§1Q§6LTA§(Z,; — Zos) Z2s(Zs — Zas) A,
Agy = 136Q$1Q54JA§ (Zsa — Z2s4) © (Zsa — Zasa)t,
Ast = —— Q3 Quot " A% (Zsa — Zasa) (Zs — Zas) (Zsa — Zsa) Alr e
Agp = —;2@?1@49&4\5; (25 — 25)(Zs — Z25)(Zs — Z2s) A

4.2 RESULTADOS NUMERICOS

Com intuito de avaliar a eficicia da correcdo tipo-Bartlett a estatistica escore nos mode-
los MNLSH, foram realizadas simulacdes de Monte Carlo para o teste Escore (Sg) seguidos
pelas suas respectivas versdes corrigidas pelo fator de correcdo tipo-Bartlett S}; considerando
também para S% quatro das suas versGes assintoticamente equivalentes (S% , Sk, Sk,, Sk,)
com diferentes tamanhos de amostras: n = 30,40,50 e 100. Avaliamos o desempenho de
cada teste em funcdo da proximidade da probabilidade de rejeicao da hipétese nula, sendo
esta verdadeira (probabilidade do erro tipo ), aos respectivos niveis nominais. Consideramos

os seguintes preditores n3o lineares:

p—1
m = Bo +exp(Brizn) + > Bivy
i=2
qg—1
7, = 6pexp(d15p1) + Z ;515
j=2
paral=1,2,...,n,i=1,2,....,.p—1ej=2,...,qg — 1. Os componentes sistematicos

do modelo s3o definidos por duas funcdes de ligacdo nao lineares logaritmicas tanto para a
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média quanto para a dispersdo. Isto é, 1, = exp(n;) e ¢; = exp(7;). Os valores verdadeiros do
vetor de pardmetro B e d da simula¢do sdo fixados em 3y = 51 = ..., 3,-1 =1, o = 1.5,
0y =2edy=...,= 9,1 = 1. Todas as varidveis explicativas z1,...,2,_1 € 51,...,5, foram
gerados a partir da distribuicdo uniforme U(0, 1) e sdo fixadas durante todo o experimento
com seguintes tamanhos de amostra n = 30,40,50,100. O nimero de réplicas de Monte
Carlo foi fixado em 10.000. Assim, consideramos duas distribuicGes para a variavel resposta:
a exponencial poténcia com k = 0.3 e a t-Student com v = 4. Todas as simulacdes sdo
realizadas considerando os seguintes niveis nominais: « = 10%, 5% e 1%. Interessamos no

seguinte modelo n3o linear simétrico heteroscedastico definido da seguinte forma:

Y = exp(m) + €,

em que ¢ ~ S(0,exp(7), g). Consideramos, para as simulacGes, as seguintes hipdteses nulas:
%(1]2,31:0,61 :0,%giﬂ1 :O,%giélz(),

contra suas respectivas hipéteses alternativas bilaterais. As dimensées de 81 e §; sdo p; e ¢ ,
respectivamente, e 0 representa vetores nulos de dimensdes apropriadas. Importante ressaltar
que os estudo de discrepancias de quantis e poder de teste foram feito considerando a hipétese
1,

Para cada tamanho da amostra e cada nivel nominal considerado, calculamos as taxas de
rejeicdo para cada teste supracitados acima. Isto é, estimamos via simulacdo, P(Sp > Xik)
P(Sk = xax) P(Sk, = Xax) P(Sk, = Xaw) P(Sk, = xax) e P(Sk, = xax) em que
X2 é o percentil (I — «) da distribuicdo x> de referencia e k é o niimero de parametros
a serem testados ou simplesmente o nimero de restricdo imposta sob a hipétese nula. Vale
salientar que todas as entradas das Tabelas apresentadas s3do percentagens. As simulaces
foram realizadas usando a versdo 8.02 da linguagem de programacdo do Ox Doornik (2009) e
os graficos foram realizados usando o software estatistico R.

Inicialmente interessamos em testar os efeitos da dispersao nos MNLSH considerando a
hipétese H;. Assim, fixamos de forma geral ¢, = 3,q; = 2 e ¢y = 4,q; = 5 para diferentes
tamanhos amostrais. Aqui, py = p—1e ¢ = q— 1 com p; e ¢; o nimero de parametros
dos vetores 31 e d; a serem testados sob a hipotese nula. Na Tabela 34, apresentamos as
taxas de rejeicdo empirica dos testes considerando o modelo exponencial Poténcia (k = 0.3)
com ¢ = 3,p = 3,5 e diversos valores para n. Percebe-se que o teste escore usual, Sg,

apresenta leve distorcées de tamanho. Por exemplo, quando n = 30 e @ = 10% para p = 3,
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a taxa de rejeicdo do teste Sy é de 9.3% enquanto o teste corrigido apresenta uma taxa um
pouco melhor (9.4%) que o teste usual demostrando seu carater conservativo de teste neste
caso. Quando aumentamos o nimero de parametros de perturbacdo no modelo, o teste Sy
passa a ser um pouco liberal. Por exemplo, considerando a mesma situacao anterior e fixando
p = 5, a taxa de rejeicdo do teste Si é de 10.5%, enquanto suas versbes corrigidas levam a
taxa de rejeicdo mais préxima do nivel nominal (10.1%). Da mesma forma, apresentamos na
Tabela 35 a taxa de rejeicdo de teste Sk para o modelo ¢4. Considerando o mesmo cenério,
n =30 e a = 10% para p = 3, a taxa de rejeicio do teste Sy é de 10.1% enquanto o
teste corrigido apresenta uma taxa de (9.9%). As taxas de rejeicdo de teste n3o corrigido e
corrigido estao proximas entre si e também do nivel nominal estipulado. No entanto, quando
aumentamos o numero de parametros de perturbacdo do modelo, ou seja p = 5, a taxa de
rejeicdo do teste é de 11.9% enquanto sua vers3o corrigida e suas versbes assintoticamente
equivalentes levam essa taxa préxima do nivel nominal (11.4%). Na Tabela 36 apresentamos
o teste Sk para ambos os modelos e fixamos = 35,¢; = 3 e variamos p. Percebe-se a partir
desta Tabela que o aumento de nimero de parametros de perturbacdo para ambos os modelos
n3o altera muito o comportamento dos testes. Por exemplo, para o = 1%, p = 2,3,4,5, as
taxas de rejeicdo dos testes para o modelo exponencial e ¢, s3o de 1.0%,0.9%, 1.0%, 1.2%
e de 1.0%, 1.3%, 1.3%, 1.3%, respectivamente. Por outro lado, as suas versdes corrigidas sdo
de 0.9%,0.9%,0.9%,1.1% e de 0.7%,1.0%, 1.0%, 0.9%, respectivamente. Considerando o
mesmo cendrio que anterior mas mudando o nimero de pardmetros de interesse e @ = 5%,
percebe-se, na Tabela 37 que as taxas de rejeicdo dos testes para o modelo exponencial e
ty sdo de 5.2%,4.9%,5.6%,5.4% e de 4.7%,4.8%,5.0%, 5.5%, respectivamente. Por outro
lado, as suas versdes corrigidas s3o de 5.0%, 4.8%, 5.3%,5.1% e de 4.8%, 4.8%,4.8%,5.0%,

respectivamente. Todos os testes considerados tém desempenhos semelhantes.
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Tabela 34 — Tamanho dos testes Sk dos gamas para o Modelo Exponencial Poténcia £k = 0.3, com ¢; =

q—1=3,p=3,5 e diversos valores para n

« Teste p=3 p=95
n n

30 40 50 100 30 40 50 100

a=10% Sk 93 9.7 9.7 9.2 10.5 103 10.0 9.6
Sk 94 908 9.7 93 10.1 10.1 9.8 094

Sk, 94 908 9.7 93 10.1 101 9.8 094

Sk, 94 908 9.7 93 10.1 101 9.8 9.4

Shs 94 98 9.7 93 10.1 101 9.8 094

Sk, 94 908 9.7 93 10.1 101 9.8 094

a=5% Sg 47 47 47 4.7 51 54 52 46
Sk 46 48 47 4.7 46 50 49 45

Sk, 46 48 47 4.7 47 50 49 45

Sk, 46 48 47 4.7 46 50 49 45

Sk, 46 48 47 4.7 46 50 49 45

Sk, 47 48 47 4.7 47 50 49 45

a=1% Sy 1.0 1.1 11 0.8 1.2 13 11 1.0
Sh 08 09 11 038 09 10 09 09

Sk, 08 09 11 038 09 10 09 09

Sk, 08 09 11 038 09 10 09 09

Sk, 08 09 11 038 09 10 09 09

Sk, 08 09 11 038 09 10 09 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 35 — Tamanho dos testes S dos gamas para o t4, com ¢ = ¢ — 1 = 3,p = 3,5 e diversos valores

para n
« Teste p=3 p=9
n n

30 40 50 100 30 40 50 100

a=10% Sy 10.1 105 10.1 10.0 119 114 99 938
Sk 99 104 10.0 9.9 11.4 111 9.7 9.8

Sh, 99 104 10.0 9.9 11.4 111 9.7 9.8

Sk, 99 104 100 99 114 111 9.7 938

Shy 99 104 100 99 114 111 9.7 938

St, 99 104 100 9.9 11.4 111 9.7 9.8

a=5% Sk 50 50 49 5.0 6.0 59 51 49
Sh 49 49 49 49 57 56 50 49

Sh, 49 49 49 49 57 56 50 49

Sk, 49 49 49 49 57 56 50 49

Sk, 49 49 49 49 57 56 50 49

Sk, 49 49 49 49 57 56 50 49

a=1% Sk 07 09 09 1.0 1.1 09 09 09
Sk 07 09 09 10 1.0 09 09 09

Sk, 07 09 09 1.0 1.0 09 09 09

Sk, 07 09 09 1.0 10 09 09 09

Sh, 07 09 09 1.0 1.0 09 09 09

Sk, 07 09 09 1.0 10 09 09 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 36 — Tamanho dos testes Sk dos gamas para o t4 e exponencial poténcia k = 0.3, considerando
n = 35,q1 = 3 e diversos valores para p

Modelo t4 Modelo
Q Teste Exponencial
p p
2 3 4 5 2 3 4 5
a=10% Sg 10.8 104 117 11.1 9.7 9.7 11.1 10.1
Sk 104 102 114 10.7 9.7 98 108 938
Sk, 10.4 102 114 10.7 9.7 98 108 9.3
Sk, 10.4 102 114 10.7 9.7 9.8 108 9.8
St 104 102 114 10.7 9.7 9.8 108 9.8
Sk, 104 102 114 10.7 9.7 9.8 108 938
a=5% Sg 53 49 56 56 47 48 58 53
Sk 52 48 53 54 45 48 53 50
Sk, 52 48 53 54 45 48 53 50
Sk, 52 48 53 54 45 48 53 50
Sk, 52 48 53 54 45 48 53 50
Sk, 52 48 53 54 45 48 53 50
a=1% Sg 1.0 09 10 12 10 13 13 13
St 09 09 09 11 0.7 1.0 10 09
Sk, 09 09 09 11 0.7 1.0 11 09
Sk, 09 09 09 11 0.7 1.0 11 09
Sk, 09 09 09 11 0.7 1.0 11 09
Sk, 09 09 09 11 0.7 1.0 11 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 37 — Tamanho dos testes Si dos gamas para o t4 e exponencial poténcia k = 0.3, considerando
n = 35, p = 3 e diversos valores para ¢;

Modelo Modelo
Q Teste ty Exponencial
q1 T
2 3 4 5 2 3 4 5

a=10% Sgr 10.0 104 115 11.2 96 9.7 99 104
Sk 99 102 111 10.8 96 98 9.8 103
Sk, 99 102 111 108 96 9.8 9.8 103
Sk, 99 102 111 108 96 9.8 9.8 103
Sh, 99 102 111 10.8 96 9.8 9.8 103
Sk, 99 102 111 10.8 96 98 9.8 103

a=5% Sk 52 49 56 54 47 48 50 55
Sk 50 48 53 51 48 48 48 5.0
Sh, 50 48 53 b1 47 48 48 5.1
Sk, 50 48 53 51 47 48 48 5.0
Sk, 50 48 53 51 47 48 48 5.1
Sk, 50 48 53 51 47 48 48 5.1

a=1% Sk 08 09 10 09 09 13 12 14
St 08 09 09 09 08 1.0 09 09
Sk, 08 09 09 09 08 1.0 09 09
Sk, 08 09 09 09 08 1.0 09 09
Sk, 08 09 09 09 08 1.0 09 09
Sk, 08 09 09 09 08 1.0 09 09

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Interessamos agora em testar os efeitos da média nos MNLSH considerando a hipdtese
HZ. Assim, fixamos de forma geral p; = 3 para diferentes tamanhos amostrais. Note que,
p1 = p— 1 com p; o nimero de parametros do vetor 31 a ser testado sob a hipétese nula.
Nas Tabelas 38 e 39 apresentamos as taxas de rejeicdo empirica considerando o modelo ¢, e
exponencial poténcia (k = 0.3), respectivamente. Observa-se que o teste Si apresenta uma
distorcao de tamanho em ambos os modelos considerados. Por exemplo no modelo ¢4, para
n = 30,q = 3 ao nivel nominal de 10% temos que a taxa de rejeicdo do teste Sp é de
12.4 praticamente igual a suas versdes corrigidas. Mesmo cenéario acontece na Tabela 39 para
o modelo exponencial, para n = 30,¢ = 3 ao nivel nominal de 10% temos que a taxa de

rejeicdo do teste Si é de 12.1 praticamente igual a suas versdes corrigidas (12.0). As taxas
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de rejeicdo de teste Sk e suas versdes corrigidas estdao muito préxima entre si mesmo com o
aumento de parametros de perturbacdo. Por exemplo nos modelo t, e exponencial Poténcia,
para n = 30,q = 5 ao nivel nominal de 1% as taxas de rejeicdo do teste Sy e suas versdes

corrigidas sdo iguais a 1.0%, o nivel nominal, para ambos os modelos.

Tabela 38 — Tamanho dos testes Si dos betas para o Modelo t4, com p; = p —1 = 3,q = 3,5 e diversos
valores para n

Q Teste ¢=3 4=5
n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% Sg 124 120 106 11.9 126 125 114 115
Sth 123 119 105 118 125 124 113 114
Sh, 123 119 106 118 125 124 113 114
Sk, 123 119 106 118 125 124 113 114
Sk, 123 119 106 118 125 124 113 114

Sk, 123 119 106 11.8 125 124 113 114

a=5% Sk 58 59 53 6.2 64 63 57 59
Sk 58 59 53 6.2 6.3 63 57 58
Sk, 57 59 53 6.2 63 6.2 57 58
Sk, 57 59 53 6.2 63 6.2 57 58
Sh, 57 59 53 6.2 6.3 6.2 57 58
Sk, 57 59 53 6.2 6.3 6.2 57 58

a=1% Sg 08 10 08 1.2 10 12 09 13
Sk 09 10 09 12 10 12 09 13
Sh, 09 10 09 12 10 12 09 13
Sk, 09 10 09 12 10 12 09 13
Shy 09 10 09 12 10 12 09 13
St, 08 10 09 12 10 12 09 13

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 39 — Tamanho dos testes Sr dos betas para o Modelo Exponencial Kk = 0.3, comp; =p—1=3,q =

3,5 e diversos valores para n

« Teste ¢=3 4=5
n n
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% Sg 121 122 104 11.1 116 115 103 11.3
Sk 120 121 104 11.0 115 114 102 11.2
Sk, 120 121 104 11.0 115 114 102 11.2
Sk, 120 121 104 11.0 115 114 102 11.2
Shy 120 121 104 11.0 115 114 102 11.2
St, 120 121 104 11.0 115 114 102 11.2
a=>5% Sg 57 6.1 47 56 57 56 48 57
St 56 6.1 47 56 56 56 48 57
Sh, 56 6.1 47 56 56 56 48 5.7
Sk, 56 6.1 47 56 56 56 48 5.7
Sk, 56 6.1 47 56 56 56 48 5.7
Sk, 56 6.1 47 56 56 56 48 57
a=1% Sg 08 11 08 1.1 1.0 10 07 11
Sk 08 11 08 11 1.0 10 07 11
Sk, 08 11 08 1.1 1.0 10 07 11
Sk, 08 11 08 1.1 1.0 10 07 11
Sh, 08 11 08 1.1 1.0 10 07 1.1
Sk, 08 1.1 08 1.1 1.0 10 07 11

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 40 percebe-se considerando o modelo ¢, e exponencial poténcia que as taxas de

rejeicdo de teste Sk e suas versdes corrigidas (S%, Sk, Sk,, Sk,, Sk,) estdo préximas entre si

mesmo quando aumentamos o nimero de parametros de interesse.
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Tabela 40 — Tamanho dos testes Sk dos betas para os modelos ¢4 e exponencial poténcia k = 0.3, conside-
rando n = 35, ¢ = 3 e diversos valores para p;

Modelo Modelo
« Teste ty Exponencial
p1 Y41
2 3 4 5 2 3 4 5
a=10% Sg 134 122 10.7 131 128 11.6 108 12.1
Sk 134 121 106 13.0 12.7 115 10.7 12.0
Sk, 134 121 106 13.0 12.7 115 10.7 120
Sk, 134 121 106 13.0 12.7 115 10.7 12.0
Sh, 134 121 106 13.0 12.7 115 10.7 12.0
Sk, 134 121 106 13.0 12.7 115 10.7 12.0
a=5% Sg 72 59 48 6.0 70 57 47 54
Sk 72 58 48 6.0 70 57 47 54
Sh, 72 58 48 6.0 70 57 47 54
Sk, 72 58 48 6.0 70 57 47 54
Shy 72 58 48 6.0 70 57 47 54
Sh, 72 58 48 6.0 70 57 47 54
a=1% Sk 16 10 05 1.2 15 08 06 08
St 16 10 06 1.2 14 08 06 08
Sk, 16 10 06 1.2 14 08 06 08
Sk, 16 10 06 1.2 14 08 06 08
Sk, 16 10 06 1.2 14 08 06 08
Sk, 16 10 06 1.2 14 08 06 08

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por fim estamos interessados em testar os efeitos simultdneo da média e da dispersao

nos MNLSH considerando a hipotese ’H(l). Nas Tabelas 41 e 42 s3o apresentados as taxas

de rejeicao empirica dos testes conjunto para o Modelo Exponencial Poténcia k = 0.3 e t4,

respectivamente com k; = p—1=1,ky =q—1=1,k =p—1=3,ky = g—1 = 2 e diversos

valores para n. Percebe-se que as taxas de rejeicdo do teste Sg estdo ligeiramente distorcidas,

mas continuam préximas do nivel nominal. Por exemplo no modelo ¢4, paran = 30,p = q¢ = 2

ao nivel nominal & = 1%, a taxa de rejeicdo do teste Sp é de 1.1%, préxima a 1.0%.

Considerando o mesmo cenario no modelo exponencial, a taxa de rejeicao de teste S é de

0.9% e sua vers3o corrigida foi de 1.0%.



133

Tabela 41 — Tamanho dos testes conjunto para o Modelo Exponencial Poténcia k = 0.3, com k; = p—1 =
l,ko=q—1=1,k =p—1=3,ks =q—1=2 e diversos valores para n

p=2,q=2 p=4,q=3
« Teste
30 40 50 100 30 40 50 100
a=10% Sy 114 123 119 132 11.6 11.8 115 124
Sk 115 123 11.8 13.0 114 117 115 124
Sk, 11.4 123 11.8 13.0 11.6 11.7 115 124
Sk, 114 123 11.8 13.0 11.6 11.7 115 124
Shy 114 123 11.8 13.0 11.6 11.7 115 124
St, 114 123 11.8 13.0 11.6 11.7 115 124
a=5% Sk 55 64 60 7.1 56 59 6.0 65
St 55 64 60 7.0 56 58 6.0 65
Sh, 55 64 60 7.0 56 58 6.0 65
Sk, 55 64 60 70 56 58 6.0 65
Sk, 55 64 60 70 56 58 6.0 65
Sk, 55 64 60 7.0 56 58 6.0 65
a=1% Sk 09 11 13 17 10 13 13 14
Sk 10 11 13 17 10 13 13 14
Sk, 10 11 13 17 10 13 13 14
Sk, 10 11 13 17 10 13 13 1.4
Sh, 10 11 13 17 10 13 13 14
Sk, 10 11 13 17 10 13 13 14

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 42 — Tamanho dos testes conjunto para o Modelo t4, com ky = p—1= 1k =q—-1=1, k =
p—1=3,ks =q—1=2 e diversos valores para n

p=2,q=2 p=4,q=3
« Teste n n

30 40 50 100 30 40 50 100

a=10% Sy 11.9 122 127 132 13.2 129 13.0 126
Sk 11.8 12.0 126 13.0 13.0 128 13.0 125

Sk, 11.8 12.0 126 13.0 13.0 128 13.0 125

Sk, 11.8 12.0 126 13.0 13.0 12.8 13.0 125

Shy 11.8 12.0 126 13.0 13.0 12.8 13.0 125

St, 11.8 12.0 126 13.0 13.0 128 13.0 125

a=5% Sk 58 63 62 71 6.8 68 69 0.7
St 57 63 62 71 6.7 68 69 6.7
Sh, 57 63 62 71 6.7 68 69 6.7
Sk, 57 63 62 71 6.7 68 69 67
Sk, 57 63 62 71 6.7 68 69 0.7
Sk, 54 63 62 71 6.7 68 69 6.7

a=1% Sg 1.1 13 13 16 13 13 16 13
Sk 1.1 13 13 16 13 13 16 13
Sk, 1.1 13 13 16 13 13 16 13
Sk, 1.1 13 13 16 13 13 16 13
Sh, 1.1 13 13 16 13 13 16 13
Sk, 1.1 13 13 16 13 13 16 13

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Tabela 43 — Poder dos testes-Modelo Exponencial Poténcia com n =35,¢;1 =3 e a = 10%

p=3 p=>5
Sk, Sk, Sk, Sk, Sk, Sk, Sk, Sk
0290 90 90 9.0 10.7 10.7 10.7 10.7
04138 13.8 13.8 138 149 149 149 149
06 |245 245 245 245 236 23.6 236 23.6
0,8|41.4 416 415 413 419 418 419 419
1,0 | 47.7 481 493 486  60.7 60.7 60.7 60.7
121622 630 632 63.0 69.0 69.0 69.0 69.0
1,4 873 873 873 873 891 89.1 89.1 89.1

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

J




135

Tabela 44 — Poder dos testes-Modelo t4 com n=35,q1 =3 e a = 10%

p=3 p=>5
St Sw Sw Sh_ Swm Sk Sh S
02119 119 119 119 11.3 113 11.3 11.4
041|170 170 170 17.0 139 13.9 139 139
0,6 |27.8 27.8 278 27.8 20.7 20.7 20.7 20.7
0,8|46.3 463 463 46.3 33.7 33.7 33.7 33.7
1,0 | 68.3 68.3 68.3 68.3 53.0 53.0 53.0 53.0
121821 821 821 821 759 759 759 759
1,4|848 850 849 851 88.8 88.9 88.9 88.9

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

J

Com intuito de avaliar o poder do teste Si para amostras de tamanho pequeno e moderado,
simulamos as taxas de rejeicio levando em consideracdo a hipétese alternativa Hj : 6, =
dy = 03 = § # 0 para os modelos t, e exponencial poténcia (k = 0.3), com n = 35,¢q; = 3,
a = 10% e variando o ¢. Consideramos somente o estudo de poder de teste para o componente
da dispersdo (Heteroscedasticidade). Nas Tabelas 43 e 44 apresentamos as taxas de rejeicdo
ndo nula de teste para os modelos ¢4 e exponencial poténcia (k = 0.3). Percebe-se que os
poderes dos testes se aproximam da 1 conforme o aumento de §. Os resultados apontam que

ndo ha nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o fator de correcao de tipo-Bartlett.

43 APLICACAO 1

Nesta secdo utilizamos o mesmo conjunto de dados do capitulo anterior (ver Apéndice
F) para realizar o teste escore Sk na classe dos modelos MNLSH como foi o caso do teste
LR. Considerando os dados do peso das lentes dos olhos de coelhos europeus na Austrélia
(OryctolagusCuniculus) analisado por Ratkowsky (1983) e reanalisado por Wei (1998) e

Cysneiros, Paula e Galea (2005) através do seguinte modelo heteroscedastico:

B B
Y = exp <BD - M> + €.

Assumimos que ¢ ~ S(0,exp{doexp(d1/z;)}) e l = 1,2,...,71. Nosso interesse é testar
a seguinte hipdtese: Hy : 0y = 0 versus: H; : 9; # 0 . Para este teste percebe-se que as
estatisticas de teste sdo: Sp= 2.916 (p-valor: 0.088); Si= 3.287 (p-valor: 0.070); Sk =
3.342 (p-valor: 0.068); Sk,= 3.312 (p-valor: 0.069); Sk,= 3.302 (p-valor: 0.069);S%,=
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3.317 (p-valor: 0.069); Sg, = 3.104 (p-valor:0.078), em que Sy, representa a estatistica
escore bootstrap corrigido. Assim, todos os testes considerados levam a rejeicdo da hipotese
nula H, ao nivel nominal de 10% mas n3o rejeitam #, ao nivel de 5%, sugerindo evidéncia

marginal de heteroscedasticidade.

44 APLICACAO 2

O segundo exemplo trata dos dados de experimento que consiste na analise bioquimica das
células suspensas numa solucdo de célcio durante um determinado tempo = (em minutos) e a
quantidade de célcio absorvida pelas células y (nmol/mg), numa amostra de 27 observa¢des.
Os dados encontram-se no Apéndice G. Esses dados foram analisados por RAWLINGS (1988)
e BRAZZALE (2000). Recentemente o mesmo conjunto de dado foi analisado por ARAUJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) com presenca de heteroscedasticidade nos dados. Foi

considerado o seguinte modelo heteroscedastico:

yi = exp{Bo(1 — exp(—pix1))} + €.

Assumimos que ¢, ~ S(0,exp{dpexp(d1/z;)}) el = 1,2,...,27. Nosso interesse é testar a
seguinte hipdtese: Hg : 07 = 0 versus: H; : 9; # 0 . Para este teste, os valores observados para
as estatisticas sdo: Sp= 8.363 (p-valor: 0.004); Si= 7.989 (p-valor: 0.005); Sk = 8.005
(p-valor: 0.005); Sk, = 7.997 (p-valor: 0.005); Sk, = 7.993 (p-valor: 0.005);S%,= 7.998 (p-
valor: 0.005); Sy, = 2.982 (p-valor:0.084). Podemos observar que o teste escore bootstrap
corrigido (S%, ) leva a ndo rejeicdo da hipétese nula H, ao nivel de significancia de 5%, ou
seja, a dispersdo é constante para todas as observacdes, mas rejeita Hy ao nivel nominal de
10%. Por outro lado, o teste escore e suas versdes modificadas levam a rejeicdo da hipdtese

nula a este nivel (5%), sugerindo evidéncia marginal de heteroscedasticidade.
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45 CONCLUSAO

Neste capitulo derivamos o fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore na
classe dos modelos MNLSH com intuito de realizar testes de hip6tese considerando qualquer
estrutura heteroscedastica. Nosso principal resultado obtido generaliza os resultados obtidos
em ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) (que foram obtidos fatores de correcio
de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas e tipo-Bartlett para a estatistica
gradiente nos MNLSH, em que utiliza a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa como
caso particular). Os resultados das simulaces considerando os erros simétricos exponencial
poténcia (k = 0.3) e t-Student com v = 4 (fixo) mostraram que os testes escore usual e
corrigidos tém desempenho semelhante, de modo geral em todos os tamanho de amostra
considerados para o teste de heteroscedasticidade. Para o teste conjunto e da média, as taxas
de rejeicdo do teste Sk e suas versdes corrigidas estdo pouco distorcidas, mas permanece
proximas dos teste entre si. No que tange ao estudo de simulacdo do poder de teste Sg, os
resultados apontam que n3o ha nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o fator de

correcao de tipo-Bartlett.
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5 TECNICAS DE DIAGNOSTICO EM MODELOS NAO LINEARES SIMETRI-
COS HETEROSCEDASTICOS

Resumo

Neste capitulo, derivamos alguns procedimentos de diagndsticos na classe dos modelos nao
lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH). Nesta classe de modelos consideramos que a
média e a dispersdao nao sdo constantes, admitindo para a dispersao qualquer estrutura hete-
roscedastica, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Desta forma,
nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas e Cysneiros (2010) uma vez
que os autores consideram constante a dispersdo. A verificacdo da presenca de observacdes
extremas na variavel resposta e os métodos de diagndsticos sdo instrumentos fundamentais
para selecdo de modelo adequado ao conjunto de dados em estudo. Para isto, avaliamos al-
guns dos modelos pertencente a familia simétrica com a presenca de outliers e derivamos
alguns métodos de diagndstico, tais como a alavancagem generalizada e a influéncia local,
e por fim avaliamos a robustez contra observacdes aberrantes apresentando uma aplicacdo
a dados reais considerando os modelos t-Student e Exponencial Poténcia. Os resultados da
analise de diagndstico mostraram-se eficientes em detectar observacoes influentes. Além disso,
percebemos que o modelo t-Student se ajusta melhor aos dados do que o modelo Exponencial
Poténcia (x = 0.3) de regressdo ndo linear baseando na sua robustez de lidar com observacdes

extremas.

Palavras chaves: alavancagem generalizada; influéncia local; observacdo extrema; selecdo de

modelo.

5.1 INTRODUCAO

A modelagem estatistica sob a suposicdo de normalidade dos erros pode ser influenciada
por observacGes extremas nos dados. A presenca de uma Gnica ou mais observacoes aberrantes
podem provocar no ajuste de regressao algumas distorcGes na interpretacdo do coeficiente de
regressao e assim levando muitas vezes a conclusdes errneas. Uma alternativa para contornar
esse problema consiste em considerar modelos em que a distribuicao pertencente a familia

simétrica por conseguir lidar com distribuicoes com caudas mais pesadas do que as da normal.
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Esta familia inclui as seguintes distribuicdes: Student-t, Logistica-Tipo | e -Il, Exponencial
poténcia, Student-t generalizado, logistica generalizada e contaminada normal, entre outros.

Considerando que o modelo de regressao simétrico pode ser um candidato plausivel para a
modelagem de conjuntos de dados com observacées extremas, é importante analisar a adequa-
bilidade ou a robustez deste tipo de modelo na presenca de tais observacdes. Tal procedimento
conhecido como andlise de diagndstico teve seu inicio com a analise de residuos para avaliar a
adequacao da distribuicao proposta da variavel resposta, assim como detectar pontos extremos
entre o conjunto de dados.

A literatura sobre diagnésticos é dominada por estudos de métodos para a deteccdo de
observacdes influentes (COOK; WEISBERG, 1982). Estas observacGes influentes sdo aqueles
pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametros do modelo
quando as retirarmos do conjunto de dados ou quando elas sdo submetidas a perturbacdes.
S3o considerados pontos de alavanca observacdes cuja sua retirada do conjunto de dados
interfere na variancia dos valores ajustados.

Neste Capitulo sdo apresentadas algumas técnicas de diagnésticos para os modelos nao
lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH) considerando que a média e a dispersdo ndo
sao constantes para todas as observacoes e assumindo qualquer estrutura heteroscedastica
para a dispersdo, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Desta
forma, nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas e Cysneiros (2010)
uma vez que os autores consideram constante a dispersao sendo a principal contribuicdo desse
capitulo na literatura. Inicialmente, na Secdo 5.2.1, abordamos o conceito de alavancagem
generalizada sob a dtica de Wei, Hu e Fung (1998) em que eles generalizam a definicdo
de pontos de alavanca para modelos gerais. Na Secdo 5.2.2 discorremos sobre a influéncia
global considerando a metodologia de Wei, Hu e Fung (1998) e na Secdo 5.2.3 abordamos
a metodologia de influéncia local proposta por Cook (1986), em que a ideia basica consiste
em avaliar a influéncia conjunta das observacdes sob pequenas perturbacdes nos dados ou no
préprio modelo ao invés da avaliacdo pela retirada individual ou conjunta de pontos. Na Secdo
5.3 aplicamos estas técnicas a conjuntos de dados reais sob modelos t-Student e Exponencial

poténcia de regressdo nao-linear e por fim vem a conclusdo na secdo 5.4.
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5.1.1 Modelos N3o Lineares Simétricos Heteroscedasticos

Sejam yq,...,yn, n varidveis aleatérias continuas e independentes em que cada y;,] =
1,...,n segue uma distribuicao simétrica. A funcao de densidade de probabilidade associada

pode ser escrita da seguinte forma

1
fly, s &) = ﬁg(uz), meER yeR, ¢ >0, (5.1)

em que p; € R representa o parametro de locacdo e ¢; > 0 o parametro da dispersao.
Adicionalmente g(-) representa a funcdo geradora de densidade com g(u;) > 0, u; > 0 sendo
w o= ¢ Ny — ) e fy° ul_l/zg(ul)dul = 1. A funcdo ¢(-) pode depender de pardmetros
extras, digamos v que na literatura sdo considerados fixo. Definimos nosso modelo n3o linear
simétrico heteroscedastico de regressao incorporando duas estruturas de regressao nao lineares
ao modelo definido em 5.1. Supomos para a resposta média gt = (ji1,...,,)' a seguinte

estrutura

9() = n(X, B), (5-2)

em que g(p;) representa a funcdo n3o linear, continua e duplamente diferencidvel com respeito
aos componentes de 3 = (B,...,03,)", vetores de p pardmetros desconhecidos a serem
estimados, comp < ne X = (x;,...,75,)" o vetor de n varidveis explicativas associadas a I-

ésima observacdo. Também assumimos uma componente sistematica para o vetor da dispersao

¢ = (¢1,...,0,)" definida por
h(éi) = 7(S,9), (5.3)

em que h(¢,;) representa a funcdo ndo linear, continua e duplamente diferenciavel com res-
peito aos componentes de § = (Jy,...,d,)", vetores de p pardmetros desconhecidos a serem
. _ T e . . .
estimados, com ¢ <ne S = (s;1,...,5n) , 0 vetor de n varidveis explicativas que pode ter
componentes comuns associadas a [-ésima observacdo. Assim, os modelos simétricos de regres-
sao sdo definidos pela componente aleatéria 5.1 e pelas componentes sistematicas definidas
em 5.2 e 5.3. Entretanto, é possivel formular o modelo descrito acima usando as proprie-
dades das distribuicOes pertencentes a classe simétrica. Logo, o modelo ndo linear simétrico

heteroscedastico pode ser escrito como segue

yl:uﬁ—\/ael; lzl,...,n, (54)
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em que €, = €1, ..., €, sdo varidveis aleatérias independentes seguindo a distribuicdo S(0, 1, g)
e podem ser interpretados como erros aleatérios. Considerando o logaritmo da funcao de

verossimilhanca (log-verossimilhanca) do vetor de parametros @ = (37,8")" dado o vetor de

observacdes (y1,...,y,)" do modelo n3o linear simétrico heteroscedasticos definido em 5.4,
temos que
1 n n
¢=1((0)=1og f(y,0) = -5 > log(dn) + > t(z), (5.5)
1=1 =1

em que t(z;) = log{g(w)}, wy = 27 = (yy — w)?*/drel=1,...,n.

5.2 ANALISE DE DIAGNOSTICO EM MNLSH

Nesta secdao abordamos a analise de diagndstico para os modelos ndo lineares simétricos
heteroscedasticos (MNLSH). Este procedimento consiste na identificacdo de observacdes que
exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parametros de uma componente fun-
damental do processo de validacdo do modelo. Geralmente s3o pontos afastados com perfis
totalmente diferentes dos demais no que diz respeito aos valores da matriz modelo X. Con-
siderando que os estudos de medidas de influéncias nos MNLSH de regressdo possibilitem a
caracterizacdo de observacdes influentes nos dados, é importante realizar um exame de ala-
vancagem generalizada e de influéncia local para esta classe de modelos admitindo para a

dispersdo qualquer estrutura heteroscedastica.

5.2.1 Alavancagem Generalizada

No contexto de regressao, o conceito de alavancagem é um dos componentes chaves
da andlise de diagnéstico. Os pontos de alavanca s3o aqueles pontos no conjunto de dados
que exercem uma influéncia nas estimativas da variancia dos coeficientes de regressdo. Para
medir esta influéncia, Wei, Hu e Fung (1998) desenvolveram uma expressdo explicita para
alavancagem através da derivada h;; = 99;/0y;. O elemento h;; representa o i-ésimo elemento
da diagonal principal da matriz de projecdio H = X (X "X ) !XT considerada simétrica e
idempotente. Para medir o efeito de cada variavel do vetor y = (y;---y,)' sobre o préprio
valor ajustado g, a matriz dy/0y segundo Wei, Hu e Fung (1998) pode ser definida da

seguinte forma
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: (5.6)

0=0

GL(0) = gz = {De( - L60>_1Ly9}

em que Dy = a%—‘#, Loy = 3227(0@ e Ly = g;g%, sendo £(0) = {(f3, ) o logaritmo da

func3o verossimilhancas definida em (5.5). Além disso, a matriz de informac3o observada dada

por 1")99|9:é pode ser escrita da seguinte forma:

Leo=| |, (5.7)

em que

Log=X"MuVA(y — )X — X MV'AV(y — )X — X TM2VAX

+ MiVA(y — X,

. 1

.. 1
Lss = 55 M@ V'uh*’X — STMi® VA’ (y — )X e

. 1 1 1
Lss = —§ST<I>2A(L ~Vu)S + 5ST<1>1A2(L —Vu)S — ZST<1>§A2u3/2V'S

1 1
— 5STcIﬁA%,VS — 5<I>§A(L —Vu)S,

em que ®, VA e M s3o matrizes diagonais de dimensdo n x n, com elementos dados

por hy = d'¢;/dr} (representa a i-ésima derivada de ¢, = g~ '(7)), v, = _Qt&))' 1/¢; e
my = d'yy/dn} (corresponde a i-ésima derivada de iy = g~'(m;)), respectivamente para
1,1 =1,...,n. Maiores detalhes dos v's encontram-se no Apéndice .

Definimos também a matriz D} da seguinte forma:

Dy = (Dj, Dy),

sendo
O Oy Oy O Ow O
= . —mll(r)l € ~—— = .7 =U,
dB. O 9B, dor O Oog
emquer=1,....,p, R=1,...,gel =1,...,n. Portanto, a forma matricial de D} pode

ser escrita como segue:

D! = (M, X,0). (5.8)
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Analogamente, é possivel observar a influéncia de y em ¢;. Assim, Df,? pode ser escrita da

seguinte forma:
Dj = (D§, Dy),

sendo

Opy  Op 07

_ 9% On _ 9h _Ob On
aﬁr 87—l 867"

0 55n ~ on 9on

= h1l<R)lJ

emquer=1,....,p, R=1,...,qel =1,...,n. Portanto, a forma matricial de fo pode

ser escrita como segue:

DY = (0,®,S), (5.9)
em que ®; = diag{hy; - - h1,}, com hy = g—‘fl’ el=1,...,n. A matriz Egy é definida como
segue

. i’ﬂy

Loy=1| . |

Ls,

em que Lg, = g;g(;% e Ls, = 3;2(}) sendo ¢(6) = ((fB,6). Da equacdo (3.3) temos que o

(rl)- ésimo elemento de 1"}/3y é dada como segue

825(9) " ) 2
W = Z {mllvl N (7“)1 + 2myv; A (yl - ,Ul) (r>l}7
=1

em que my = O /O e (r); = On/0B,, \i = diag{1/¢---1/p1,} e v, = —2158), [ =
1,...,n.

Analogamente, temos que

52(0) & ,
868(3/3 = ; {Pav A7 (= 1) (R): + P A7 (90 = p)w(R) },

em que hll = 8¢l/8n (S (R)l = 87'/851{, /\l = dmg{l/gblll/gbln} , U = —275%2) (S

v = _27581)) sendo [ =1,...,n. Logo, temos que

. XTM AV +2V'u]
L0y = . (510)
ST® A% (y — ) {V + V’u}
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A partir das equacgdes (5.7), (5.8) e (5.10) podemos reescrever a equacdo (5.6) de ponto de

alavanca da seguinte forma:

—1
—Lgs —Lgs XTMAV +2V'u]
GL*(0) = [M,X,0]
—L(;g —L55 ST¢1A2(y — ,Ll;) [V + V’u}

~L;i+ FE''FT —FE™ XTMA|V +2V'u]
= [M, X 0] ,
_E-'FT E-1 ST® A (y — p) |V + V'ul

em que F = l'igéf/g(;,FT = ﬁgﬂﬁ[}é e E=' = (—Lgs + I)5313§él'iﬂ5)*1. As matrizes
1")55, Lﬂg,ﬁgg sdo definidas em (5.7). Maiores detalhes para a inversa da matriz Lo podem

ser encontrados em Rao (1973). Logo, temos que

) XTMA|V +2V"u]
GLH(0) = (MIX(—Lﬁg +FE'FT) —MlXFE—l)

STd A% (y — ) [V + V’u}

= My X(~Lgy+ FE'F)X " MA[V +2V'u]

~ M, XFE'ST® N (y — p)[V + V'ul. (5.11)

Assim, podemos reescrever G L*(0) da seguinte forma

GLM(0) = GLA(6) + GLE(6)
em que

GLY(0) = —M X L3 X T MiA[V +2V'u]

GL§(0) = MiXFE'F' X MA[V +2V'u]
~ M\ XFE'ST® Ay — p)[V + V'ul.

Similarmente a GL#(0), substituindo as equacdes (5.9), (5.7) e (5.10) em (5.6), a matriz

generalizada de pontos de alavanca d¢ /0y pode ser escrita da seguinte forma

GL®(0) = —®,SE™'F' MiA[V +2V'"u]
+®SE'S @ N (y — p)[V + V'ul, (5.12)
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em que F' = _tgﬂl.;[;é e E' = (—Lss + igﬁﬁgéﬁg(;)‘l. A matriz generalizada de pontos

de alavanca para ¢ dada em (5.12) pode ainda ser reescrita na forma
GL?(0) = GL;(6) + GL{(9)
em que

GLS(0) = —®,SE™'F' X T MA[V +2V'u]
~®,SCB'CT{ST®\’(y — p)|V + V'ul}

GL}(8) = ,8(~Lis) {ST@ N (y — ) [V + V'] },

sendo F'' = L(;glulgé e E-' = (—Lss + iggﬁgéiﬂg)*l, C = (—Lss) "' Lsg,
CT = Lgs(—Lss) ' e B! = {I';ﬂﬁ — I“Lﬂ(;(llig,;)‘llligﬂ}_l. As submatrizes Lgg, Lgs, Lsp e
Lgss da matriz de informac3o observada, Lygg, estio definidas em (5.7). Também as matrizes
diagonais A, M e V estdo definidas na Secdo 5.2.1.

Portanto os graficos de deteccio de pontos de alavancagem GL?(0); e GL?(0); versus

indice podem ser sugeridos para identificar observacées com alta grau de alavancagem.

5.2.2 Influéncia Global

Uma etapa mais importante na andlise de diagnéstico é conhecida como deteccao de
pontos influentes nos dados. Tais pontos possuem caracteristicas diferentes dos demais pontos
exercendo um peso desproporcional nas estimativas do coeficiente do modelo de tal forma
que as suas retiradas do conjunto de dados interferem significativamente nas estimativas do
modelo. A técnica de delecdo de ponto foi introduzido por Cook (1977) para avaliar o efeito
da retirada de uma observacdo nas estimativas do modelo. Para avaliar a i-ésima observacao
nas estimativas de @ é comum usar a medida de afastamento da verossimilhancas proposto

por Cook e Weisberg (1982) e pode ser expressa da seguinte forma
LD = 2{((8) — ((6:))},

sendo £(8) representa o logaritmo da func3o verossimilhanca dado em (5.5) avaliada em 6 e

A

0, que corresponde a estimativa de € quando a i-ésima observacao é excluida do conjunto de
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dado. Ja que LD(; ndo possui uma forma analitica, é possivel usar a aproximagao de segunda

ordem de Taylor em torno de 6. O resultado dessa aproximacao é dado com segue

A

LD = (8 —6)"{~Ls(8)}(6 - 6).

Assim, substituindo a matriz de informacao observada pelo seu valor esperado K(é) e 0 pelo

A

0;), temos que

LD{) = —01000/(8 = Bi) (X Wy X)(B - B») (5.13)
e
1 s & . A
LDGy = = (P01002) = 1)(0 = 0) " (ST W558)(8 — 83, (5.14)

em que Wy = AM? e Wys = A*HE.
Como S(i) ndo possui uma forma fechada, Pregibon (1981) propds uma aproximacdo em
um passo que consiste em tomar a primeira iteracdo do processo iterativo pelo método de

Scoring de Fisher, iniciando em d. Esta aproximacao é dada por:
0y = 0+ {~Loo(0)} 1 (6),

em que /(;)(@) corresponde ao logaritmo da fun¢3o verossimilhanca sem a i-ésima observagdo.

Substituindo a matriz de informacdo observada —Lgg(8) por K (6), temos que

AP
Buy=B— (1_()h(XTngX) x; w;//; (5.15)
€
Iy < fﬁ' T 1/2
@) =0 — OJ%(STWMS) Ls i), (5.16)

em que h; representa o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projecao H =
Wl/Q(XTngX) 1XTW1é2 e f;; corresponde ao i-ésimo elemento da diagonal principal
da matriz de projecio N = W;{*(STW;58)~'STW,/>. Lembrando que podemos reescrever

as equacdes (3.5) e (3.6) da seguinte forma

m+1) o (m) T (m) v (m _1~mT (m) m (m)
B +)_<X( ) W X )) X (m) Wi {Xﬁ( )+ ¢l }
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A partir da convergéncia do processo iterativo temos que

B (XTWpX) X Wit

5= (§TWS) 'S Wik,
em que & = [XB —+ Cﬂ e & = [58 + éz} Assim definimos ff da seguinte forma

AB 1/2 {51 X,é:|

1/2c1 (5.17)
Analogamente
P — 1/2 [& }
Vol*Cs, (5.18)
emquem =0,1,--- ,n,sendo {; = _<P(0.1,10,0,0) M{1V(y—ﬂ) ey = Wﬂl TA- Le—

Va). Note que

NIt =Wy, P A2

H' = W,;'?A.

Substituindo M; ' e H;' em (5.17) e (5.18), respectivamente, temos que

1 ~
= ———— A0y — i) (5.19)
¥(0,1,0,0,0)
e
5 2 A
Ty = (¢ — it). (5.20)

(¢0,1,002 —1)
Dados os residuos e substituindo as equacdes (5.15) e (5.16) respectivamente em (5.13) e

(5.14), temos que
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5~ U 2
LD(i) o 7(1 — ﬁii>t55i’

em que t§ = (7))2/(1—hy) e t3, = (7?)/(1— ;). No entanto, nem sempre esses residuos

)

atendem as propriedades desejadas (média zero e varianca 1) (CYSNEIROS; PAULA; GALEA,
2005). Os autores propuseram um residuo padronizado na classe dos modelos MNLSH que

atendem as propriedades desejadas. Este residuo é definido como segue:

i

(€3 {1 — (4dy€)~hy} 2
Yi — ﬂi A
(Edy)3 {1 — (4dy€)hi}2

em que d, e ¢ estdo definidos em Cysneiros, Paula e Galea (2005). Aproximando os residuos

tsy =

I

obtidos em (5.19) e (5.20) ao obtido em Cysneiros, Paula e Galea (2005), temos que

i
LDP >~ " 32 5.21
e
s o~ N o
em que tg,, = ts,, € tg,, = i

(€60) 2 {1—(4dy€) 175} 2

5.2.3 Influéncia Local

Um método de diagndstico para verificar o efeito de pequenas perturbacdes no modelo
ou dados que podem causar uma influéncia desproporcional nas estimativas dos parametros é
conhecido como método de influéncia local. Esta metodologia foi desenvolvida por Cook (1986)
para avaliar o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhancas sob pequenas
perturbacdes nos dados/ modelos. Essas perturbacdes ou modificacdes podem ocorrer em
varias partes do modelo cujas principais sdo: perturbacdo de casos ponderados, perturbacao
aditiva na resposta, perturbacado aditiva no preditor.

Seja (@) o logaritmo da fun¢&o verossimilhanca dada em (3.2) em que 6 é o vetor coluna
de dimensdo (p + ¢) x 1 pardmetros desconhecidos a serem estimados pelo modelo. Assim
introduzimos o vetor de perturbacio denotado por w = (wy, -+ ,w,)" restrito em algum sub-

conjunto €2 de R e denotamos por ¢(8,,), o logaritmo da funcdo verossimilhanca perturbada,
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a qual sera avaliado os efeitos das perturbacdes nas estimativas fornecidas pelo modelo. O
afastamento de verossimilhancas LD (w) proposto por Cook (1986), conhecido também como
desvio local mede a diferenca das verossimilhancas avaliadas em seus estimadores (é,éw)

Esta medida é definida como segue
LD(w) = 2{t(6) — ((0,,)}.

As estimacGes serdo altamente sensiveis a perturbacdo quando LD(w) for muito grande. A
ideia de Cook (1986) é estudar o comportamento do grafico LD (w) versus w (denotado por
a(w)) em torno de wy, vetor de n3o perturbac3o tal que £(8) = £(6,,). Podemos fazer esta
analise estudando-se as curvaturas das segcdes normais a superficie a(w) em wy tal sugerido

por Cook (1986). Para construirmos uma se¢do normal consideremos uma linha aumentada

em w em torno de wy e representada pela seguinte equacao linear dada por
w(a) = wy + at,

em que a € R e t, um vetor unitdrio. Cook (1986) mostrou que esta curvatura normal pode

ser expressa de forma geral como segue

C,(0) =2[t" AT L, At|,

_ 0%(0|w)

A é a matriz (p+¢) x n com elementos dados por A;; = -5 <, sendo
K

em que Lyg = 55500,
i=1--,p+qej=1,---.navaliadosem 8 = 0 e w = w. (COOK, 1986) sugeriu utilizar
tmaz, O autovetor correspondente ao maior autovalor C;, .~ da matriz G = AT (—Lgg) 'A.
O grafico do vetor |t,,..| contra a ordem das observaces pode revelar quais pontos que,
sob pequenas perturbacdes, exercem um efeito desproporcional em LD(w) em torno de wy.
Escobar e Jr (1992) sugerem tomar como medida de influéncia os elementos da diagonal
principal da matriz G. Por outro lado, Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem que a curvatura
normal seja avaliada na direcdo da i— ésima observacdo, que consiste em avaliar Cy(0) no vetor
t; de dimensdo n x 1, composta de um na ¢—ésima posicao e zeros nas demais. Denotamos
por C; esta curvatura tal que C; = 2|g;;|, em que g;; representa os elementos da diagonal
principal da matriz G. Um gréfico de C; versus indice é sugerido em que observacdes com
C,>2C, C= Z?zl Cj/n, merecem atengdo particular.

Apresentaremos a seguir os trés esquemas mais conhecidos de perturbacdo em MNLSH

considerando o logaritmo da funcdo verossimilhanca definida em (3.2). Importante ressaltar
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que para cada esquema de perturbacdo, estaremos interessado em derivar a matriz A definida

- (oo0")

no qual apresentamos sua forma mais geral como segue

como segue

N Ag 020(8,,) /00w
A 0%0(8,,) /080w,

em que os elementos A;; = 82€(9|w)/8018'w;, sendoi =1,---,p+qej=1,---,n

avaliados em 0 = 0 e w = wy.

5.2.3.1 Perturbacdo Aditiva na Resposta nos MNLSH

Considere uma perturbacdo aditiva na t—ésima resposta, ou seja,
Yiw = Yi + Wy,

em que w; pode ser interpretado como a estimativa do desvio padrdo de y;. Temos portanto

nos MNLSH perturbados

1 1 "
fu:(yilwi) = ﬁg(uw ) = \/a g{(yi +wi — )"/ b3}

em que uy, = (y; +w; — wi)*/d; = €/¢i, i = 1,--- n. Entdo o logaritmo da funcio

verossimilhanca pode ser expressa da seguinte forma

(B|w) = Zlog ®;) +Zlog (W)

Logo, os elementos da matriz A podem ser expresso como segue

_ PUB|w)

= Z {mlivi Ai (1)i + 2myv) A% (i — Mi)Q(T)i}7

em que my; = 0MZ/8nZ (S (7”)Z = 87’]1/867‘, /\z = dZCLg{]_/QZSh]_/Qéln} e v; = —2258,7)) =
1--n.

Analogamente, temos que

0%0(0|w n /
(95E%LT - Z {hhvz i — wi) (R); + havi A7 (yi — /M)W(R)i},

=1



em que hli = 8@/87’1 € (R)z = 87’/86}2, N = dzag{l/gzﬁhl/gzﬁln} , Uy = —2t83) €

vl = —2t83) sendo ¢ = 1---n. Logo, temos que

XTMA|V +2V"u]
A- . (5.23)
ST® Ny — )|V + V'ul
respectivamente, em que (y — ) = (Y1 — ft1, .- Yn — in) ', V = diag(vy,...,v,)" sendo
v = 2“(’;(2)2), q(z%) = %ZZ;), u = (U, ...,u,), t um vetor n X 1 de uns.

5.2.3.2 Perturbacdo Aditiva nos Preditores nos MNLSH

Aqui estamos interessado em avaliar a perturbacdo aditiva na i-ésima observacao dos
preditores p e ¢ no submodelo da média e da dispersao, respectivamente. Isto,é z;,,, = x;p+w;
€ Siqw = Sig +w;, t = 1,--- , n. Tais tipos de perturbacdes conduzem ao seguinte modelo ndo

linear simétrico heteroscedastico perturbado:

Jy: (yilwi) = —=9{ (Y — tiw)*/ Piw }

1

em que Wiy = (Vi — piw)>/¢i = € /¢, i =1,---,n

Neste caso, o logaritmo da funcdo verossimilhanca é dado por

O\w ZIOg ¢zw "‘ZlOg{g Uiy }

Considerando os dois componentes sistematicos dos MNLSH é possivel perturbar conjunta-
mente nos preditores do modelo, ou separadamente, ou seja, perturbar somente a coluna X no
submodelo da média e depois perturbar também a coluna S do submodelo da dispersdo. Im-
portante ressaltar que em cada caso, pode ocorrer que a coluna X pode ser igual ou diferente

a do S. Assim definimos em cada um dos casos a estrutura da matriz A.
» Caso 1: Perturbacdo conjunta com X # S

Neste caso o logaritmo da funcdo verossimilhanca é dado por

9‘&) ZIOg (bzw "‘ZIOg{g Uiy }
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A matriz Ag pode ser expressa da seguinte forma:

0%0(0|w)
0Bow T

Ag =
n
= Z {[m%wvi Niw (Yi — Piw) friw — sz{wm%mflm Niw Ui
i=1
- Uzl'whliwgliwmliw /\?w uiw(yi - Hz’w) — M 1iwG1iw Vi /\?w (yi
— m%iwviwfliw/\iw](r)iw + My Vi Niw (Yi — ,in)f%w}a

Em forma matricial, temos

Ag = X, My, ViAo (y — o) Fy — 2X, V. M3 Ayu, Iy

- X,IVu',‘I)liwAvaw(y - uw)Gl - X;—leq)lewAfv(y - I'l'w)Gl

— X M2 VAo Fi + M1V Ay (y — ) Fa,

8nzw _ 8777,w 0 Xw 02 O™ Niw aTzw __ OTjw 0Sw _ 82Tiw
em que Fy = T = guu G, Fy = gahu- e G1 = Gt = et gus Ga =

Analogamente, temos
0%0(0|w)
858wT

a Z { Viw Uiy — [thwgl'Lw(R)z h%zw /\iw glzw(R>z + hliwg%w]

As =

+ hiiw Niw (R)i[=2M1i Niw Jriw(Y — ) — Priw Niw Win) (Vg Uiy + U)}

Em forma matricial, temos

1
A5 = { (Vi = 0)[ST®2uG1 — ST83,AC: + 1G]

- ,in>

06, 0w; *

- S$¢1wAw [2M1wAw (y - Nw)Fl + ¢1wAwuw](Vu/;uw + V)}7

em que ®y = diag(hay, ..., hy) com elementos dados por hy = Ohy, /0.
» Perturbacao somente na média

Neste caso o logaritmo da funcdo verossimilhanca é dado por

((O|lw) = Zlog o) + Zlog{g Uiw) }-

A matriz Ag pode ser expressa da seguinte forma:

9%(0|w)

Ap = 08w

= Z {[mzmw A friw + Ul (—2m3, friw N (Y — 1)) (Ui — i) (7) i
i=1

+ =50 friw (7)iw + foiw(¥i — ,in)](/\imliwviw)}:
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Em forma matricial, temos
Ap = X, My, Vi A(y — po) Fy — 2X,) M2, VI u,, — X, M2, Vi, AF,
+ le(y - I-Ifw)F2~
» Perturbacao somente na dispersao

Neste caso o logaritmo da funcdo verossimilhanca é dado por

O\w Zlog szw +210g{g Uiy }

A matriz A pode ser expressa da seguinte forma:

026(0|w)
980w

a Z{ h27,wvz /\ glzw(R>zw + hlzwglzw /\zQw (R)zw + ('inuiw - 1)

As =

l\DP—‘

- {Ugwuiw + in](/\ h%zwuzw(R)iw)}-
Em forma matricial, temos que

1
A = *[V Uy — L](S;:@myAwGl ST‘I’Z A2G, + D1,y AyG2)

lw* rw

— fST<I>2 A2 [V uy + V).

lww

5.2.3.3 Perturbacdo de Casos Ponderados nos MNLSH

Nosso interesse aqui reside em avaliar como a contribuicdo das observacdes com ponde-
racGes afetam o estimador de maxima verossimilhancas. O logaritmo da funcdo de verossimi-

lhanca do modelo n3o linear simétrico heteroscedastico perturbado é dado por

1 n n
(Olw) = 5 . Z ilog(di) + > wilog{g(u:)},
i=1 i=1
em que 0 < w; < 1.
Assim temos que
0?0(0|w)
Ag =~ %)
g a,@awT

Z {mlzvz i ,uz‘)(r)i}a
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em que my; = 8,%/8771 € (T’)Z = 87}/8@, N = dzag{l/gzﬁhl/gzﬁln} e v, = —225%2)72 =

Podemos escrever a forma matricial de Ay da seguinte forma
As=X"MVA(y — ).

Analogamente, para o submodelo da dispersao, temos que
0%0(0|w)
As — — 1)
* T 9sowT
1 n

Em notacdo matricial temos que
lar
As = ES P;A(Vu —1).

em que ¢ é a matriz de uns.
De forma geral, dada a matriz A em cada esquema de perturbacdo apresentado, é possivel
calcular a curvatura e detectar os pontos influentes no modelo proposto em relacao a cada

esquema de perturbacdo através da representacdo grafica de C} versus seu indice.

5.3 APLICACAO 1

Para ilustrar as técnicas de diagnéstico desenvolvidas neste capitulo, foram considerados
dados experimentais de um teste de aprendizagem e memdria espaciais aplicado em ratos
portadores de lesdo cerebral isquémica, ou seja, pela falta de sangue no cérebro. Neste conjunto
de dados de 255 observacdo, Cordeiro, Previdelli e Samohyl (2008) analisaram esse conjunto
de dados considerando o modelo de regressao nao linear generalizado super-dispersado em que
a variavel resposta (y) segue uma distribuicdo Poisson dupla. A funcdo de ligacdo escolhida

para o parametro de locacdo é a funcao identidade definida como segue:

n; = Boxoi + w15 exp(Bixe;) + xo; exp(Para;), i=1,...,255

e uma ligacdo exponencial para o parametro de dispersdao, que é estimado pela componente

sistematica dada por

Qf)i = exp(50 + 51[E2i), 1= 1, SN ,255,
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sendo
1 se o i-rato for n3do lesionado
To; =
0 caso contrario
e
1 se o i-rato for lesionado
T =

0 caso contrario

e x5 que corresponde ao tempo representado em cinco blocos de trés dias cada, conforme as
Tabelas 48 e 49, e a variavel resposta y representa a média dos erros cometidos pelos ratos.
Assumimos dois modelos com erros simétricos (t-Student ¢4 e Exponencial Poténcia com
k = 0.3) para ajusté-los a esse conjunto de dados. As EMV (com os respectivos erros padrdo
em parénteses) foram de 5, =-0.0170(0.0499), (; =-0.7461(0.0023), [, =-0.3338(0.0172),
by =0.7980(0.0064), §; =-1.0150(0.0065) e de 5, =-0.10025(0.0118), 3; =-0.7565(0.0020),
B, =-0.3365(0.0114), 6, =0.9091(0.0007), §; =-1.1797(0.0012) para o modelo exponencial
poténcia e modelo t4, respectivamente. Percebe-se que o estimador 3y do modelo exponencial
poténcia n3o foi significativo por ter um desvio padrdo muito alto (trés vezes maior que o
valor estimado). Por outro lado, Bl corresponde ao deficit de aprendizagem para os ratos
nao lesionados e 32 para o ratos lesionados nos dois modelos. Apresentamos a seguir as
Figuras 5 a 20 para o modelo Exponencial poténcia e o modelo t, referentes as técnicas de
diagnésticos nos MNLSH. Analisando as Figuras 5 e 6 de alavancagem generalizada contra
valores ajustados referente ao submodelo da média dos modelos Exponencial poténcia e modelo
t4, respectivamente. Identificamos para o modelo exponencial poténcia 1 ponto (observacdo
169) e dois pontos (observacdo 103 e 116) para o modelo 4, respectivamente. Para as Figuras
7 e 8 que ilustram a influéncia global contra os valores ajustados e referente ao submodelo
da média para os modelos Exponencial poténcia e modelo %4, respectivamente, destacamos 5
pontos (observacdo 5, 24, 64, 106 e 132) e trés pontos (observacdo 64, 106 e 117) para o
modelo exponencial poténcia e t4, respectivamente. Seguindo a mesma analise para a média,
ha 1 ponto em destaque na Figura 9 (observacdo 101) para o modelo exponencial Poténcia e
nenhum ponto foi identificado na Figura 10. Ja a partir das Figuras 11 e 12 dos residuos ¢,
para média percebe-se que varios pontos estdo fora do intervalo [—2,2]. Dentre esses pontos
se destacam as observacdes 64 e 106 para ambos os modelos em estudo.

Considerando as Figuras 13 e 14 de alavancagem generalizada contra valores ajustados
referente ao submodelo da dispersdo, para os respectivos modelos em estudo tem-se que

nenhum ponto foi destacado para ambos os modelos. No entanto, nas Figura 15 e 16 anotamos
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7 pontos em destaques (observacdo 39, 44, 64, 69, 166, 170, 171) e 6 pontos (observacdo 39,
44, 166, 169, 170, 171) para o modelo Exponencial Poténcia e ¢4, respectivamente. Mas nas
Figuras 17 e 18 nenhum ponto foi detectado para ambos os modelos considerados. Percebe-
se nas Figuras 19 e 20 que varios pontos do residuo tg,, para a dispersdo ndo pertencem
ao intervalo [—2.2] com 1 ponto em destaque, a observacdo 39 para ambos os modelos
considerados.

Diante dessas analises de alavancagem generalizada e de influéncia global para os dois
modelos em estudo, observamos que a parte afetada do cérebro dos ratos tem alguma influéncia
na memoria e aprendizagem dos mesmos. Afim de verificar se estas observacdes sdo valores
aberrantes realizamos uma analise de sensibilidade destas observacdes. Esta analise consiste
em remover uma determinada observacdo, reajustar o modelo e, em seguida, calcular as taxas
de variacdo das estimativas dos parametros do modelo. Estas taxas sdao dadas pela seguinte

expressao:

x 100,

~

em que 0 e 0*® s3o os EMV no modelo completo e no modelo sem a i-ésima observacdo,
respectivamente. Os resultados dessa andlise estdo apresentados na Tabela 45. A presente
anadlise é feito considerando o modelo ¢4 ja que ele foi escolhido como modelo que se ajustou
melhor ao conjunto de dados em estudo. Percebe-se que ao retirarmos todas as observacoes
destacados pelas Figuras de diagnéstico, uma de cada vez, houve um impacto nas estimativas
dos parametros da regressdo. Por exemplo, a retirada das observacdes 117 e 166 causou
mudancas significativas nas estimativas do modelo proposto como podemos observar no grafico

de influéncia global na Figura 8.

Tabela 45 — Anélise de sensibilidade ao remover as observacdes influentes no Modelo ¢4

Observacoes | 5 39 44 64 117 166 171
Bo 1,74 023 0,23 1,14 1454 0,29 0,34
B 0,18 0,04 004 042 162 0,04 0,61
Bo 032 044 044 054 142 0,01 0,15
do 399 548 548 191 1253 6,68 577
01 085 0,75 0,75 059 470 1,59 0,81

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 5 — Gréafico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da média da Exponencial Poténcia
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Figura 6 — Grafico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da média t-Student
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Figura 7 — Gréfico de influéncia global referente ao submodelo da média da Exponencial Poténcia
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Figura 8 — Gréfico de influéncia global referente ao submodelo da média da t-Student
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Figura 9 — Grafico Gréfico de hii por valor ajustado referente ao submodelo da média da Exponencial Poténcia
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Figura 10 — Grafico Gréfico de R por valor ajustado referente ao submodelo da média t-Student
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Figura 11 — Gréfico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da média da Exponencial Poténcia
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Figura 12 — Grafico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da média da t-Student
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Figura 13 — Gréfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da dispersdo da Exponencial Poténcia
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Figura 14 — Gréfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da dispersdo t-Student
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Figura 15 — Gréfico de influéncia global referente ao submodelo da dispersdo da Exponencial Poténcia
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Figura 16 — Grafico de influéncia global referente ao submodelo da dispersdo da t-Student
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Figura 17 — Gréfico Grafico de hii por valor ajustado referente ao submodelo da dispersdo da Exponencial
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Figura 18 — Grafico Grafico de p;; por valor ajustado referente ao submodelo da dispersdo da t-Student
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Figura 19 — Gréfico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da dispersdo da Exponencial Poténcia
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Figura 20 — Grafico de residuo por valor ajustado referente ao submodelo da dispersdo da t-Student
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Figura 21 — Gréfico de indice do C; com perturbacdo aditiva na resposta referente ao modelo da Exponencial

Poténcia
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Figura 22 — Gréfico de indice do C; com perturbacdo aditiva na resposta referente ao modelo da t-Student
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Figura 23 — Gréfico de indice do C; com perturbac3o aditiva nos preditores referente ao modelo da Exponencial
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 24 — Grafico de indice do C; com perturbacdo aditiva nos preditores referente ao modelo da t-Student
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Figura 25 — Gréfico de indice do C; com perturbacdo ponderada referente ao modelo da Exponencial Poténcia
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Figura 26 — Grafico de indice do C; com perturbacdo ponderada referente ao modelo da t-Student
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Nas figuras 21 e 26 apresentamos os graficos de curvaturas para o ajuste do modelo
com os trés tipos de perturbacdo. Considerando a perturbac3o aditiva na resposta e o ponto
de corte de 2C (Figuras 21 e 22), ambos os ratos lesionados e n3o lesionados apresentam

curvatura acima do limite de corte estabelecido para ambos os modelos em estudo. Ja nas
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Figuras 23 e 24, considerando o esquema de perturbacao aditiva no preditor, percebe-se que
no modelo Exponencial Poténcia somente os ratos lesionados apresentam curvatura acima do
limite de corte. J4 no modelo t-Student ambos os ratos lesionados e n3o lesionados apresentam
curvatura acima do limite de corte com em destaque os ratos lesionados (12 observacdo acima
do corte para os ratos lesionados contra 2 dos ratos ndo lesionados). Seguindo o mesmo
raciocinio, nas Figuras 25 e 26 considerando o esquema de perturbacdo ponderado, observe-se
que ambos os ratos lesionados e nao lesionados apresentam corte acima do limite estabelecido
com em destaque os ratos lesionados apresentando grupo com curvatura acima dos demais da
t-Student (observacdo 101, 106, 114 e 116 como observacdes potencialmente influentes).
Ao removermos todas as observacdes presentes nos graficos de curvaturas, uma de cada
vez, ndo interfere significativamente nas estimativas dos modelos considerados. Em termo de
adequabilidade dos modelos propostos para os dados e avaliando pelo critério de informacao
d'Akaike (AIC) tem-se uma leve vantagem do t-Student ¢4 (AIC=262.186) contra 298.162
para o modelo Exponencial Poténcia com x = 0.3. Esta vantagem se reflete também na

aplicacdo das técnicas de diagndsticos nesse capitulo.

5.4 CONCLUSAO

Neste capitulo derivamos alguns procedimentos de diagnéstico na classe dos modelos nao
lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH) considerando as seguintes medidas avaliadas
para o Exponencial poténcia e Student-t: alavancagem generalizada, influéncia global e influén-
cia local. A metodologia de Cook (1977) foi considerada para a influéncia local sob perturbacdo
na resposta, de casos ponderados e no preditor.

Os resultados da aplicacdo da técnica de diagnéstico para os modelos considerados apon-
taram a eficiéncia de cada técnica em detectar observacdes influentes no conjunto de dados
analisado. Além disso percebemos que o modelo Student 4 se ajusta melhor aos dados do
que o modelo Exponencial Poténcia de regressao nao linear baseando na sua robustez de lidar

com observacdes extremas.



169

6 CONSIDERACOES FINAIS E PROPOSTAS PARA PESQUISAS FUTURAS

Apresentamos nesta secao as principais contribuicoes tedricas e conclusdes desta tese como

segue:

= No capitulo 2 derivamos uma férmula matricial geral para os vieses de segunda ordem
dos estimadores de maxima verossimilhancas dos parametros da média e da dispersao nos
modelos de regressao ndo lineares simétricos heteroscedasticos. Nesta classe de modelos
abordamos a situacdo em que os parametros de dispersdo ndo s3o constantes para
todas as observacdes, permitindo assim o uso de qualquer estrutura heteroscedastica,
tendo a heteroscedasticidade multiplicativa como caso particular, generalizando assim
os resultados de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010). Além disso, calculamos os
intervalos de confianca do tipo assintético, bootstrap percentil e bootstrap-t. Através de
simulacdo de Monte Carlo avaliamos os desempenhos dos estimadores pontuais, a saber:
de maxima verossimilhancas, suas versGes corrigidas via Cox e Snell (1968) e a técnica de
bootstrap (Efron (1979)) e estimadores intervalares propostos. Os resultados apontaram
que as correcdes analitica de Cox e Snell (1968) e por Efron (1979) sdo altamente eficazes
apresentando desempenho favoraveis para reduzir o viés dos estimadores de maxima
verossimilhancas dos vetores de pardmetros 3 e §. Os intervalos de confianca bootstrap-
t e assintético apresentaram probabilidades de cobertura estimadas mais proximas dos
niveis nominais de cobertura consideradas. Os resultados da aplicacdo corroboraram com

os da simulac3o.

» No capitulo 3 derivamos uma férmula matricial geral para o fator de correcdo de Bartlett
a estatistica da razdo de verossimilhancas para testar conjuntamente e/ou separada-
mente o efeito da média e da dispersao nos modelos de regressao ndo lineares simétri-
cos heteroscedasticos. Nesta classe de modelos admitimos que a média e a dispersao
nao sao constantes, considerando para a dispersao qualquer estrutura heteroscedastica,
tendo como caso particular a heteroscedasticidade multiplicativa. Para o teste de hete-
roscedasticidade, o nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em ARAUJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022). Além disso, os nossos resultados generalizam os
resultados apresentados em Cordeiro (2004). Através de estudo de simulacdo de Monte
Carlo, avaliamos os desempenhos dos testes da razao de verossimilhancas e razdo de

verossimilhancas bootstrap com suas respectivas versoes corrigidas, em termos de tama-
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nho e poder, em amostras finitas. Os resultados apontaram que o teste LR é bastante
liberal e sua versao corrigida, embora atenue tal tendéncia, ainda apresenta taxas de
rejeicao distorcidas conforme aumentamos o nimero de parametros de interesse e de
perturbacao enquanto o teste bootstrap apresentou taxas de rejeicdo mais préximas dos
niveis nominais. No que tange no Poder o teste corrigidos de LR** apresentou melhor

desempenho dentre os testes corrigidos considerados.

No capitulo 4 derivamos uma férmula matricial geral para o fator de correcdo Tipo-
Bartlett para a estatistica escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito
da média e da dispersdo, nos modelos de regressao nao lineares simétricos heterosce-
dasticos (MNLSH). Nesta classe de modelos, consideramos que a média e a dispersdo
nao sao constantes, admitindo para a dispersao qualquer estrutura heteroscedastica.
Para o teste de heteroscedasticidade, os resultados do nosso trabalho generalizam os
apresentados em Cordeiro (2004), ARAUJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022).
Através de simulacao de Monte Carlo, avaliamos os desempenhos dos testes escore com
suas respectivas versoes corrigidas, em termos de tamanho e poder, em amostras finitas.
Os resultados das simulacdes considerando os erros simétricos exponencial (k = 0.3)
e t-Student v = 4 (fixo) evidenciaram que teste escore e suas versdes corrigidas tém
desempenho semelhante em todos os cenarios analisados. Fica dificil apontar qual tem
um desempenho superior ao outro. No que tange ao estudo de simulacdo do poder de
teste Sg, os resultados apontam que n3o ha nenhuma perda de poder derivada do fato

de usar o fator de correcao de tipo-Bartlett.

No capitulo 5 derivamos alguns procedimentos de diagnésticos na classe dos modelos
nado lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH). Nesta classe de modelos considera-
mos que a média e a dispersdo ndo sao constantes, admitindo para a dispersdo qualquer
estrutura heteroscedastica, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multipli-
cativa. Desta forma, nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas
e Cysneiros (2010) uma vez que os autores consideraram constante a dispersdo. Assim,
a verificacao de presenca de observacao extrema na varidvel resposta e os métodos de
diagndsticos tornam-se instrumentos fundamentais para selecdo de modelo adequado ao
conjunto de dados em estudo. Para isto, avaliamos alguns dos modelos pertencente a
familia simétrica com a presenca de outliers e derivamos alguns métodos de diagndstico

tais como a alavancagem generalizada e a influéncia global e local e por fim, avaliamos
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a robustez contra observacdes aberrantes apresentando uma aplicacdo a dados reais
considerando os modelos t-Student e Exponencial Poténcia. Os resultados da analise de
diagnéstico para esses modelos mostraram-se eficientes em detectar observacoes influ-
entes nos dados analisados. Além disso o modelo t-Student se ajusta melhor aos dados
do que o modelo Exponencial Poténcia de regressao nao linear baseando na sua robustez

de lidar com observacGes aberrantes.

Considerando a classe de modelo nao linear simétrico heteroscedastico, varias linhas de pesquisa

devem ser desenvolvidas no futuro, tais como:

1-

Obter a correcdo de viés usando a metodologia de Firth (1993) nessa classe de modelo

MNLSH;

Obter ajustes para teste de heteroscedasticidade baseado na estatistica da razdo de

verossimilhancas perfiladas modificadas na classe dos MNLSH estendida.

Obter ajustes de Skovgaard (2001) para teste da razdo de verossimilhancas na mesma

classe.

Obter residuos padronizados para o método de diagndstico na classe dos MNLSH.
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APENDICE A - CUMULANTES NO MODELO NAO LINEAR SIMETRICO
HETEROSCEDASTICO

Neste apéndice, apresentamos a obtencao de alguns cumulantes conjuntos de derivadas
do logaritmo da funcdo de verossimilhanca do modelo n3o linear simétrico heteroscedastico,
necessarios ao calculo da quantidade d que define a correcdo de Bartlett para a estatistica da
razdo de verossimilhancas LR e os termos Ay, Ay e A3 que define correcdo tipo- Bartlett para
a estatistica Escore.

Sejam Yi,...,Y,, varidveis aleatérias continuas independentes de um modelo n3o linear
simétrico heteroscedastico (MNLSH). O logaritmo da funcdo de verossimilhanca do modelo
n3o linear simétrico heteroscedastico definido por 2.1 dado o vetor de pardmetros 8 = (3,6) "

é dado por

0= 00) = log f(4,0) = —1 Y- log(én) + (=), (A1)
=1

=1
em que t(z;) = log{g(w)} e u; = 2% = (y; — w)*/ 1.
Por simples diferenciacdo em relacdo aos componentes do vetor de pardmetro 3, temos
queparal=1,...,n,r=1,...,pei1=1,...,4

oLe) 8t(zl)%% om  Om ) I 1y L % 1
98, Oz Ow om 0B, 05, U ami " 0w Var

ale)y o [ 1 n
©) [—2 log ¢+ t(Zz)]
=1
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De forma analoga, temos que para r,s,t,u=1,---,p

=S~ a5 o s o (7))

3 [ (=) ot + 2 o+ ]

=1

" (2) M SO
= Zt(ZZ)E(T, S)l - Zt(zl)ﬁ {mgl(r, S)l + mll(rs)l} ,

=1 =1

U 930(0) ~ 90U,
" 0B,08,08 0B,

— i lit(Q) m7%l it {mQZ(T S)l ‘l‘mll(rs) }‘|

aﬁt =1 (=) ¢l =1 \/_
= —Ztgl)) LS, 6+ Zt m”{?)mgl(r s, t) + my[(rt, s); + (rt, s)

=1 <Z5l =1
1
+ (r, st)l]} t(il) {mgl (r,8,t); + my(rst),
; ( )\/a
+ma(rt, 8+ (rt, 8), + (1, st)l]} ¢
00(0)
Urstu =
8ﬁraﬁsaﬁtaﬁu
n 1
Zt&) p Lir, s, t,u); — Ztg?’)) 37 {3m21mu(r, s, t,u),
l =1 ¢z

+m3; [(ru, s, t) + (r, su,t), + (r, s, tu)l} +m3, [Smgl(r, s, t,u)

+ my {(rt, s,u); + (rs, t,u); + (r, st,u)l}”
+§n:t ( ){mm |:3m21(7" s, )+ ma(rt, s,u); + (rs, t,u), + (r, st,u)l}

+ my [3m31(7", s, tyu) + BmQZ{(ru, s, ) + (1, su, t), + (r, s, tu)l}

+ mgl{
+ mll{

+my [mgl(r, s, tyu); + my(rst,u); + mgl{(rs, tyu) + (rt,s,u); + (r, st, u)lH}

(
(

rt,s,u); + (rs,t,u); + (r, St,u)l}
rsu,t); + (rs,tu), + (rtu, s); + (rt, su); + (ru, st); + (r, stu)l}]
)

1 {

— > tioy—=1mual(r, s, t,u) +mg |(rs, t,u);
; (21) Nz [

+ (rt,s,u); + (r, st,u); + (ru, s,t); + (r, su, t); + (r, s, tu)l} + my [(T’St, w); + (rs, tu),
+ (rtu, s); + (rt, su); + (ru, st); + (r, stu)l} + mu(rstu)u}.



179

Tomando as esperancas das quatro expressdes acima, encontram-se os cumulantes:

tirs = E(Urs) = $(0,1,0,0,0)
I

" my
Frst = ©(0,1,000) D ¢{3mzz 7,5,t) +my [(7”5,15)1 + (rt, )i+ (r, St)l”,
=1

" mi
—I7r, S
—~ ¢l(7 )l7

n m4
Krstu = $(0,0,0,1,0) Z 7; 8t W)+ ©0,1,0,0,0) Z { (3771%1 + 4mllm3l) (r,s,t,u)
=1 9

+ 3mymy {(7’3, t,u) + (rt,s,u); + (r, st,u) + (ru, s, t); + (r, su, t); + (1, s, tu)l}

+ m%l [(rsu, t) + (rs,tu); + (ru, st), + (r, stu), + (rt, su); + (rtu, s); + (rst, u)l}

Diferenciando k,s em relacdo a (3;, ks em relacdo a [y, e K. em relacdo a (3, verificamos,
respectivamente, que:

m " m?
2;5 1l(7”5tl+§001000 Zfl{ rtsl—i-(rst)l},
1 ! =1

2 n

ma, +mym mym
( 21 1 31) (r,s,t,u)l +2(p(07170700 Z 1M
l ¢l =1 ¢l

+ (r, s, tu); + (rt, s,u); + (1, st,u), } + ©(0,1,000) D l{(rtu s); + (rt, su); + (ru, st);
= ¢

M=
3

f-@i? = 280(0,1,0,0,0)
l

mi@“) = 2((0,1,0,0,0)

{ ru, s, t); + (r, su,t);

M=

1

+ (r, stu)l};

" (m2 4+ mym " omygm
<2l”3l i 21{ rs,t,u); + (rt, s,u);

Kt = 30,1000 > (r,s,t,u) + 20(0,1,0,00)
=1 dr =1 d

" mym
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n m2
+ ©(0,1,0,0,0) Z gbl{(rsu t) + (rs, tu), + (rtu, s); + (rt, su); + (ru, st); + (r, stu)l}.
=1 ¥l

Por simples diferenciacdo em relacdo aos componentes do pardmetro &, temos que para

=1,....n,R=1,...,q,1=1,...,4

OUO) _ Oy 02000 Oni_ g = Oy - O Lz
p Oz 0, 0m 06r" o U or " od 24
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o) 0

1 n
- = [~ 5losa+ Yt

1 n hll 1& (1)Zl
— — O (R
11¢l( )i 2;/21 5 u(R);
826(9) (9UR 0 12 hll 12 1) 2l
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Logo, temos que:
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22 13{ RU,S,T)+ (R,SU,T), + (R, S,TU); + (RS, T,U),
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(2) hllh2l
2] l gbl
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Zt 2 1l{ RST,U); + (RSU,T); + (RS, TU); + (RTU, S), + (RT, SU),
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Tomando as esperancas das quatro expressdes acima, encontram-se os cumulantes:

- h%l
KRs = *le Z R S

" b3
KRST = §<7 = 94(0,1,0,0,2) ~ ¥(0,0,1,0,3 ) > (;al
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3 " hithy
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3 K huih
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= %
1 "
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4 (R, S, TUY), + (RS, T,U), + (RT, S, U} + (R, ST, U)l}
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n h2

1
+ 462122 { (RST,U), + (RSU,T), + (RS, TU),

+ (RTU, S), + (RT, SUY), + (RU, ST), + (R, STU)Z}.

Diferenciando krs em relacdo a 07, kKrs em relacdo a dry e Krsr em relacdo a &y,

verificamos, respectivamente, que:
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Para obter os cumulantes mistos, observamos que r,s,t,u=1,...,pe R, S, T.U =1, ...
0%0(0 1 ot 9z 0y 0 0z Oy 0 h
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- t(Q)Zli(R7 Sv T? u)l - 7Zt,(zl)7(R7 S? T7 u)l
4= ¢2”>/2 4 ! ¢5/2
12 h 1& muh
+-3 ggzlml;/;l (R, S, T,u) + = Zt< VU (RS, T ),
2 =1 (/51 2 ¢z
1 & h?
SS9 (RS, T u) + (RT, S, u)y + (R, ST, u),
4 =1 o
h?
- Z £tz ”;1; /2” {(RS, T,u); + (RT, S, u), + (R, ST, u),}
1
3 n (2) mllhll
— >tz 572 (RS, T,u); + (RT,S,u), + (R, ST, u),
43 o
3 h?
— Sy WY (RS, T, u), + (RT, S, u), + (R, ST, u),
45 )
1 & o). mahy
+ §thl Z2] ¢3/2 (RS, T, U)l + (RT, S, U)l + (R, ST, U)l
=1 1
1& (1)mllh2l
+ iztzl 37/2 (RS7 T, U)l + (RT, S, U)l + (R, ST, U)l
=1 1
1& h h
+52 0% ”2; o (RST,u)y + - Zle ml?f 2 (RST, ).
=1 1

Tomando as esperancas das cinco expressdes acima, encontram-se os cumulantes: Sabemos

que ¥(1,0,0,0,0) = ¥(0,0,1,0,0) = ¥(0,1,0,0,1) = ¥(3,0,0,0,0) = 0.
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n mQhU
KrsT = — (90(0,0,1,0,1) + 230(0,1,0,0,0)) Z ;)2 (r,s,T),
=1 l

n
mihy

(90(0,0,1,0,1) + 20(0,1,0,0,0 (r,s,t,U),

)8

n 2h
<90(00101) +2<P(01000)) Zm:b;l

-1 P

" msh
(90 0,0,0,1,2) T 7©(0,0,1,0,1) + 8©(0,1,0,0 0)) Z (;3 L (r,s,T,U),
=1 l

{rs.t, 00+ (01,5, 00+ (5,0,

=
%
N
-
I

n 2

Lo
>
=1

(TS ,U)l

¢(0’071’071) + 2¢(071’07070)) ) 7T
i

m2h”
©(0,0,1,0,1) T 2@(0,1,0,0,0)) ;2 (r,s,TU),
i

l\D\H l\D\»—t NNy py— [\D\H

KRrs = Krst = KrsTu = 0.

Diferenciando ks em relacao a f3;, ks em relacdo a o7, krs; em relacao a 3, ks em relacdo

a dy, verificamos, respectivamente, que:

hym?
T = (SO (0,1,0,0,0) ) Mo (r,s,T),
o o
u " h 1Ty moy
’igs%" = (SO 0,0,1,0,1) T 2¥(0,1,0,0 0)) Z 17122(7“, s, T, u),
=1 i
1 n h lm2
— = (00,0,1,0,1) + 200,10, 00)) Z 1¢2 i {(ru, s, T) + (r, su, T)l}
I=1 i
1 noh lm2
”ng)’ = 5(90(0 0,1,0,1) T 29(0,1,0,0, 0)) > 2¢2 Lir s, T,U),
=1 i
1 n ok lm2
- *(%0 (0,0,1,0,1) T 2@(0,1,000)) Z : 5 1 (r,s,TU),
2 = 9
n h2 m2
+ (90(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0)) > 1;53 L(r,s,T,U)
=1 ]
u "L hymymey
R = —2(90(0,1,0,0,0)) > e (;2 2r,s, T,u),
=1 i
" hymymey
- (@(0,1,0,0,0)) Z 1(;[22{(7"% s, T) + (r, su, T)l}
I=1
" hym? " hZm?
ﬁfU) = —<90(0,1,0,0,0)) Z 2;2 1 (7”, s, T, U)l + (@(0,1,0,0,0)) Z 1 3 L (7"7 s, T, U)l
=1 ] =1 I

n

hym?
- (90(0,1,0,070)) > 1;52 Lir, s, TU),
=1 i
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" hym
/iq(fsjt) = —¥(0,1,0,0,0) Z 1;ﬁll{?ﬂmz(r, s, t,U) 4+ my [(rs, t,U) + (rt,s,U); + (r, st, U)l}}
=1 l

t u t tu U tu T TU Tu u
Ky = Kitd = Kigs = Fip§ = Kingh = Ky = Kipd = Kigs | = Kigs = Kigar = 0.
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APENDICE B - PRINCIPAIS QUANTIDADES NECESSARIAS AOS
CALCULOS DA CORRECAO DE VIES DO ESTIMADOR DE MAXIMA
VEROSSIMILHANCA NOS MNLSH

Neste apéndice, apresentamos as principais quantidades necessarias aos calculos da corre-
¢do de viés do estimador de méxima verossimilhanca (EMV) 0 do vetor de pardmetro 6 que
indexa o MNLSH, apresentada no Capitulo 2. Segundo Cox e Snell (1968), o viés de ordem

n~! é dado por:
1

Z’fm m( - 5’%1)7 (B.1)
em que ¢, j,[ variam sobre todos os (p—|— q) parametros de B e & para encontrar a formula do

viés de primeira ordem dos EMV e consequentemente o viés de segunda ordem nos MNLSH.

B.0.1 Calculo de Viés de 3

O viés de ordem n~! dos EMV (3 de B parar = 1,...,p, segundo Cox e Snell (1968),
pode ser expressa da seguinte forma:
et ()
B(B'r) = Z kK u(’%st - §’fstu)7 (82)
s,tau
em que:

u "L mymey
Hgt) = 2((0,1,0,0,0) Z S (8,8, )1 + ©0,1,0,0,0) Z
=1 =1

" omygm
172t (8, t,u)l + ©(0,1,0,0,0) Z l{(st,u)l -+ (su, Zf)l + (S,tu)l}.

EL

{(su, t), + (s,tu)l} e

ERE

3

Kstu = 3
t #(0,1,0,0,0) ; b1 = P
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Logo, substituindo essas expressdoes em B.2, temos que

mym -
29001000)2 . (Stul+<ﬂ01oooz
=1 =1

l{sut;—i—(s tu)}

@

>

N

I
ZM@

DO = ¢

l

®

2

P

" mym
{390(0’1707070) 3 uma (5,t, 1)1 + ©(0,1,0,0,0) Z [st w) + (su,t); + (s, tu), ]H

=1 ¢l

1 myma;

5£(0.1.00.0) Z . (s,t,u);

=1

K/rs Ktu

)
-
S

Il
3 M*@

n m2
+ 501000 Y2 S {00+ (s tu) — (st
=1

$(0,1,0,0,0) z”: ml;:lnm ( zs: /ffs(s)l) ( Z(t)mtu(u)z)

t,u

ngl {( Z K" (su) k™ )l)

s,tu

/{rs(s)l) (tz: I{tu(tu)o ( Z K" St lli )O}

s,tu

+
— NI o~ N

(]

®(,

=
,_.
O
O
O
N
M:
—_

+

vl

A 1
B(,Br) = 590(0,1,0,0,0

ln mlgl;anZ (Z RTS(S)I) (Z(t)lﬁtu(u)o

2 )
+ ;%0(0,1,0,0,0) z”: ﬂfl {( > /irs(s)l> (Z /@t“(tu)lﬂ :
=1 ¥l B t,u

Introduzimos as seguintes anotacdes para facilitar o calculo matricial do viés:

Q
~

n & O

B’ 0BopT
~(P1000) tr{ (XTAMIX) X)), Dy = diag{dy....,d,)

A= dmg{1/¢1, 0 K = —(00000)  (XTAMIX)

Zﬂ = XTKng,Zﬂd = diag{2’511, ceey Zﬁnn}~

X = M, :dmg{mu,...,mnl},

Temos entdo, em notacao matricial, que:

2) 1 1T < 1S 1 1= 4=
B(Br) = 520100085 'XTXTRG'XT A MM, + 520100057 LXTRFRT A M
1 - . -
= 580(0,1,0,0,0)K5 IXTA [XKﬂ X T MM,y + Kﬂ 1XTMl2
1

= 590(0,1,0,0,0)KEIXT A [Z,BdMlMQ + D5M12:|
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Podemos reescrever entao a expressao do viés acima como uma regressao linear ponderada,

como em Cordeiro e Botter (2001), da seguinte maneira:

A 1 1 ~ -1 ~
(16) _7()001000)7{XT/\M12X} X/\MlMleIZBdMQ
¥(0,1,0,0,0)

L [XTAMIX] X A DsM?.

T gOL000 ©(0,1,0,0,0)
1 -1 1 -1
— 5 [X7 A x] XA MMM Zsa My — ST AR "X A DyM?
- -1 ~ 1 1
= [XTAMIX| X7 AMp{ - 5 ZaalM My — 5Dﬁ}l
~ ~7—1 ~
= [XTAMIX] XT A ML
em que { = {1 + ¢ = com {1 = —1ZggM; ' My, { = —1Dj e 1 representa o vetor de uns.

Aqui ¢, representa a parte nao linear do modelo em estudo.

B.0.2 Calculo do Viés de &

Analogamente, o viés de ordem n~! dos EMV 6 de d para R =1,...,q, segundo Cox e

Snell (1968), pode ser expressa da seguinte forma:

1
Z RS TU( U) _ §/<L5TU) _ 72/#25#%5“
S,T,U
em que
1 " h3
KRsT = *lezﬁ(sa T)17
4770 9
1 " h3 h h
KsTU = §(7— 9¢(0,1,0,0,2) — 90(00103)) Z q;l(S T,U), —ngz 1ol (S, T,U),
1 =1

=1

+jlczmih2 { ST.U); + (SUT): + (S, TU)}

1 h h n h2
Ky = 262122 S8, T U+ ngz e { SU,T)Z+(S,TU)Z}
=1 ]
1 n h3
- 5@ 22 (S, T,U),
1 " m2h
KStu = —§<90(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0)) Z ;52 L (S, t,u);.
=
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Substituindo os respectivos cumulantes na expressdo do viés, temos que

S, T,U

h h
Z RS TU{ sz 1 21 (S,T,U),
I=1

1 n
4Q12Z {SUTH—(STU)}
1 n h3
Loy s,
2 lz:l o
171 n h3
= { (7 —90(0,1,0,0,2) — ¥£(0,0,1,0,3 ) > — 2 5 (S, T,U),
218 =1 (bl
h h
+ sz - (S,T,U)y
477
1 " h
+4Q12Z {STU;+(SU T) 4 (S, TU), })}}
1 1 " m?h
_ = Z i t“{ — 5(@(0,0,1,0,1) + 2‘P(0,1,0,0,0)> Z ;2 -
=1 l

Logo, temos que

1 " h3
SET:UKRS TU{16(90(01002)+90(00103 +1)Zj
1 h h
+8Q122 W2(S,T,U),
=1
1 n h%l
+ ngQ Z ? {(SU, T)l + (S, TU)[ - (ST, U)l]
=1 P

RS tu " mihy
+Z/€ h( 00101)+2S0(01000))Z (8,1,

= 9

~ 1

(5.1, u)l},

(S,T,U),

u)l]

(T)"7(U),

(6 = g5 (ra + cunron +1) X (T R(6)) (2
FLQuY (X RS ()
=1 l S, .U .U
+ ;Qulzn: Zz [(SZU ”RS(SU)MTU(T)Z)
(SR (SR aUy) - (X /ﬁRS(ST)mTU(U)l)}
S .U S, T.U
n m%hu

+ i(¢(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0)) Z ( Z HRS(S)Z) ( Z

= 9 ST.U tu

(B (w),)



194

Adotamos as seguintes anotacoes para facilitar o calculo matricial do viés:

= =5 T 5= a?;;T,Hl = diag{hu, ... hu}.
A = diag{1/é1,...,1/én}. Ds = diag{d,....d,}

dl = —4(()0(07170’072),1)_%7“{ (STA2H12§) _1§l}

= gTKglg, Lsqg = diag{z(m, e z(;,m}

Temos entao

1
16

+ ngK{lSTAQHnggTKng

B(S) (@(01002)+90(00103)+1)K5 1LSYTA?’H?’STK(;IS

1 - ~
+ ngKglsTNHnglS,
1

+ 1(90(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0))KEISTA2H1M12XTK§1X

1 o
= 175(%0(0,1,0,0,2) + $(0,0,1,0,3) + 1) K 1STZ<SdA3H:13

1 -
+ §Q12K5_15TZMA2H1H2

1 -
+ éQqulSTD(;A?Hf

1 .
+ 1(%0(0,0,1,0,1) + 2@(071,0,0,0))K5 'S Z3a A% Hy M}
- K5 AN !

16

+ §Q12Z¢$dH1_ Hy + §Q12D5

( ©(0,1,0,0,2) T ¥(0,0,1,0,3) T 1) Zsa A H,

+ i(@(o,o,l,o,n + 2@(0,1707070))Z5dH1M2]
= —4Po1002)-1)" (STAQHzS) STAZHZ{ 6(80(01002) + ©(0,0,1,03) T 1)
X ZsaAH; + ngZ(;dHng + §Q12D5
+ i(@(o,o,l,o,n + 2¢(0,1,070,0))Z5dH11M12]

= (5TA%HS) ST ATHE.
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emque £ =& +& e

71
&1 = —4(0,1,0,0,2)-1) ! {16 (90(0,1,0,0,2) + ©(0,0,1,0,3) + 1)ZadAH1
1 _ 1 _
+ 5 Qe Zsally My + 1(90(0,0,1,0,1> + 2001000 Zpal; 1M12} 1 e
1
& = —5Ds.

2
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APENDICE C - FATOR DE CORRECAO DE BARTLETT PARA ESTATISTICA
DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCA NO MODELO MNLSH

Definimos as seguintes matrizes de dimens3o n x n positivas semi-definidas por

Zs=XK;'XT, Zas = XoK5' Xy
Zs = SK;'ST, Zos = Sy K5'S)

em que K;' = —(<p(0,170’070))*1()~(T A MfX) e K; = —%ng(STAQHfS‘). As matrizes
Zg e Zs sao de posto completos p e g respectivamente para o vetor de parametro 8 e d. Da
mesma forma, as matrizes Zy3 e Zys sao de postos reduzidos p — p; e ¢ — q1 de Zyg e Zys
respectivamente para o vetor de parametro 3 e §. Definimos também as matrizes diagonais
Zga = diag(2gdin, - - - » Z8dnn), Z2pd = diag(2z2pdin, - - - » 228dnn)s Zod = Aiag(Zsdin, - - - » Zsdnn),
Zasa = diag(2zasdin, - - - » Z26ann), respectivamente para Zg, Zog, Zs, Zas. A matriz X, de di-
mensdo p X p cujo o (r, s) ésimo elemento é dado por (rs); para i =1,2,...,n, as matrizes
B,C,E, F,G de dimens3o n x n com os (i,)-ésimo elementos relacionados ao componente

B sdo dados por

by = tr(XTWX) X (XTWX) X))

= X:(XTWX) X (X TWX) LK,

eq = X;(XTWX) X (XTWX)LY,

fo = X(XTWX)X(XTWX) XX TWX) L,
( ) Xa( )
( )X )

em que X, representa a [-ésima linha de X, e ):(Z o i-ésima linha da matriz de segunda
derivada de X e W = AM? denota a matriz de peso para o componente 3. A matriz D
representa a matriz diagonal de dimensdo n x n em que seu (l,[)-ésimo elemento é dado
por d; = tr():(l(XTWX)*l) para o vetor de parametro B e tr representa o traco. Para
o componente §, os elementos das matrizes B, C, I/, F, G supra-definidos sdo os mesmos s6
precisar substituir a matriz X pela matriz S no qual seu peso sera representado por A = A?H?.

No decorrente dos calculos do termo que envolve o fator de correcao de Bartlett, surgirdo as
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seguintes expressoes

n

)i zn:(rs ”S,zn: )ik (s)1, zn: RS Z,Z(R)mRS(S)l,

Mz

—~
=

—

=1 =1 =1 =1 =1
zn:(Tt rSs tu SU . rs tu . tu .

Z7Z TSt le(r l'% (t)z
=1 =1 =1

em que k% representa o (i, j)-ésimo elemento da matriz de informacdo de Fisher Kﬂ_1 com

i,j =1,2,...,pou (i, j)-ésimo elemento da matriz de informac3o de Fisher K; ' com i,j =
1,2,...,q. Podemos observar que esses somatérios representem os elementos das matrizes
((071’0 0 2 ((071707072)71
- ‘P(O,I,O,O,O)Zﬁda —90(0,1,0,0,0)D, —90(0,1,0,0,0)267 _fzéda fz&

@(0,1,0 0,0) Bﬁ 90(0,1,0 0,0) Nﬁda ‘P(o,l,o 0 O)Cﬂ

C.1 EXPRESSAO DE ¢ EM RELACAO AO COMPONENTE §

Neste apéndice apresentaremos os célculos de obtencdo de \'s com 4 indices e 6 indices,

e mostraremos também para os €'s e d,, g.
= Célculo de A\, 4,

Sabemos por definicdo que g, = K"K (E — £ + k™), portanto, substituindo os

respectivos valores dos cumulantes na féormula de )., temos que

1 L LI |
h — fimlitu[ ©(0,1,0,0,0) Z 7’75at w) + ©(0,1,0,0,0) Z%{ (3m§l+4m1zm3l)
1=1 =1

X (1, s,t,u); + 3mymay {(rs, tyuw) + (rt,s,u); + (r, st,u); + (ru, s, t); + (r, su, t),

+ (7, s, tu)l} +m3; [(rsu t) + (rs,tu); + (ru, st), + (r, stu), + (rt, su); + (rtu, s);

" (m3 + myma MMy
+ (TSt,u)l} [3@ (0,1,0,0,0) Z (ﬂqbl (T,S,t U)l +2§0(01000)Z 1¢l
=1 =1
"L My My

X {(rs, tyu), + (rt, s, u), + (r, st, u)l} + 3¢(0,1,0,0,0) Z {(TU, s, t); + (r, su,t),
=1

I

n m2
+ (r, s, tu)l} + ©(0,1,0,0,0) Z —(; {(rsu, t) + (rs,tu), + (rtu, s); + (rt, su),
=1

P

{500+ 80+ 0t 5w+ (s, 0+ (st 0

ma + mym
+ (ru, st); + (r, stu)l}} {2g0 0,1,0,0,0) Z <2lll3l> (r,s,t,u),

n
mymeg

+ 20(0,1,0,0,0) Z
=1 (bl

n

2
©(0,1,0,0,0) Z T;l”{ rsu,t); + (rs, tu); + (ru, st); + (r, stu); }ﬂ
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simplificando e rearrumando termo a termo, temos que

n 4 5
Arstu = A W Z mi;l(n s, 1, u)l 80(04110 £0 Z il ( rt, s, U)l
= 9 = %
34(0,1,0,0,0) myma
. rs,t,u); + (r,st,u
1L g st (st
_ $0.1000) 3> e {( LS, 01+ (ry su,t) + (r, s, tu) }
4 =1 (bl
n m2
i 90(0114(”070) Pl [(Tst u); + (rsu,t); + (rs, tu); + (r, stu) }
=1 %l
3 2
_ 9%(0,1,00,0) Z Mu [(rt7 su)l + (rtu, 8)[] _ P01000 Z m [ r, 8,1, U)l}
4 =1 ¥l =1 I
Logo,
" md m3
Arstu = 780(0’140’0’0) S )" ()i () k" (), — Po.L000 1400 0 > 2 r)E" (8)i ()™ (u)
=1 ¥l =1 ¥l
" mym
+ “”0’14“’0’“) 3 1(; 2[3(rs)i™ (£ (w)r + 3(r)is" (st)is™ (w),
=1 !
— 5(s)k" (rt) k" (w); — (8)k" (ru)is™(t); — (1) (su)™ () — (r)l/i’"s(s)mt“(tu)l]
n m2
+ 7@(0,140,0,0) > {(TSt)lﬁrs'itu( )i 4 (rsu)i™ K" () + (rs)is” K™ (tu);

+ (stu) ™Kk (r); + (ru) " k" (st); — 3(rt) k" k™" (su); — 3(rtu), /it“/i”(s)l}

» Célculo de '\ sta,

3 Avaty = POLEELS T T (57 () (5)0) (30 (0™ (),

+ £01000) i I;mm [3< > /(T’S)lﬁm) ( > /(t)lﬁt”(u)l)

+3(

- (Z’(s)m *(ru)k “(t)l) - (Z’( )ik (su) k! t)l>

= (32 (s)) (0 b )] + ZEE20 32 (3 (st ()

+ <Z’(rsu)l/<;”/<;t“(t)l) + (Z’(rs)mm)(Z’ t“(tu)l) + (Z’(stu) /ﬁt“m“(r)l)
+ (3 rupsm s (st)r) — 3( 3 (rtyus" k" (su)r) — 3( D2 (rtu)s s (s),) ]
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

n n
/ ¥(0,1,0,0,0) 2 %(0,1,0,0,0)
Arstu = ——— = > W1 2Bdy28dy — — D WaAZBdy 2Bdy
4 4
=1

- =1
+ W >~ wat|3duzpa, + 3¢sa, — 5y — Coay — oy — Zsand
lzl
+ L0 37y (25 + My + dudu + baay, + 1, — 3bsay — 3npay |
=1

4

Portanto, colocando na forma matricial, temos que

3
Z Arstu = SO(O 14000) TWEZE?L — WLTWQZEZ)L

3 3
#(0,1,0,0,0 %(0,1,0,0
+ 20,1000 7127 0, )LTW3 [Z/BdDB — QCﬁd}L + Z(01000) 71217 0 LTW1 Dg) — QBﬁd L
2 2
em que wy; = % Wy = % wy = U™y 3 matriz identidade e ¢ T sua transposta.

» Célculo de 3"\ 40

Utilizamos a seguinte particdo da matriz X a seguir X = (5(15(2) de tal forma que Xl(nxpl)
e Xg(nx(p_m)) sejam de postos reduzidos e entdo substituindo a matriz X pela matriz )~(2.

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

90?01000) ) 90?01000) (2)
D Nrspu = =t WRZS Wy

3 3
FOL000, W, [ ZagaDas — 2C3ad]u + “2000, TV D) — 2By

4
= Cllculo de )\rstuvw

+

Sabemos por definicdo que A stuvw = nrsmt“ﬁ”w{lim(%—/{%)—i—mw(%—ﬁg‘;})+/£,(ft])n( )+

K )n(”)} em que

Rsuw u m
Rt ( 6 ’fgw)) = $(0,1,0,0,0) Z ¢1l {3m21(’f' t,v); + my [(rt, v); + (rv,t); + (r, vt)i”
1=1 %I

1 my
{6%0,1,0,0,0) > ¢ll{3m25(8 u, w); + my [(SU w); + (sw, u);
=1

MoyMm
+ (s, wu)l}} — 20(0,1,0,0,0) Z glbl 11
=1

— ¥(0,1,0,0,0) Z Y { su,w); + (s,wu)l}}

5w, ),

U mymay " mi
= [390(0,1,0,0,0) Z (7,8,0)i + ©00,1,0,00) Z ?ll{ (rt,v); + (rv,t);
=1

=1 ¢l
+ (r, Ut)i}} {— §<P(o1000) o Mt (s, w,u); — §90(01000)Zm”
27T o) 6" = o

=

1 - ?z
><{(su,w)l+(s,wu)}+6apgloooZ 5 (sw,u }
=1
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m
’irtu(nzw — £8)) = ©(0.1.000) Z ¢jl{3m2z(7“ tou)i + mu[(?“t w)i + (ru, t); + (r, tu)z}}
=1

1 m
{6%0’1’0’0’0) Z g;l {8may(s,v, w); +my {(sv w); + (sw,v);
1=1 %I

mamay
+(5;wv)}}—2¢01000)2 o
=1

01000)2 {svwl—i-(s wv)l}]

(S,U),U)l

no, 2
m m
= [390(0,1,0,0,0) > il (r, b, u)i + 00,1000 D J{(Tt, w); + (ru,t);
=1 ¢l =1 le
5 = m2lmll
+T>tUiH— (s,w,u);
( ) } 44,0(0 1,0,0,0) ; &
3 m? 1 nm2
—¥(0,1,0,0,0) Z ll{(sv w); + (s, wv) } + 190(01000) Z J(Sw U)z}
4 =1 ¢l =1 1
() = zmu " mi;
Kyt KSZ) = { 20(0,1,0,0,0) Z L V)i — ©(0,1,0,0,0) Z T{(W t); + (r, Ut)i} X
=1 =1
n 2
Moym m
{—290010002 2;5 uswuz— 01000)2 ”{Sume(S wu)z}}
=1 !
n n 2
Moym
7(}:),{(1;) _ {_ 20(0.1.000) Z Q;b 1 (r,t, )i — ©(0,1,0,00) Z ﬁ{(ru’ t); + (r, tu),} X
=1 ! =1
Morm " m?
[ 290(01000)2 2; 1l<5wv 01000)271{ sV, w); + Swv)l}]
1
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portanto, efetuando as operacdes e substituindo os respectivos valores simplificados dos cu-

mulantes na féormula de \,su00, temos que

()i ()0) (0" (w)e) (0} (w)e)

1 n,n

Arstuvw = _*(,0201000 Z [27
P

m1;:12@ ((r) mws(su)lmt“(t)i) ((v)m”w(w)z> T:;lll
PRy (s)) (e (uo)os™ () ) 2

o
((r)m“(sw)m%)i) (e () =1

mq1;Mo; mymaoy

ol

+15

+15

UGUDT

-3
¢>Z

(su)k"™ (tv);x" (w),

¢
z)( (tv z,%M/#’w(wu)l)—

ml’L

<bz

((v)m v (sw)ok" (rt) i (u);) =

2
mlz my

Y ((t) /{t“(u)l> ((rv) /{rsm”w(sw)O—

- ?((T)m (sw>,ﬁvw(tv)mm(u>l)”"ﬂ
. () (Bt ()s) () ()

4‘;0(01000) Z
i,l=1

my; Ty

oF
((r)an (so)r (w)) ((£)ir"™ (w)e) =2
((r)an™ ()0) (0" (w)i) (5 (vr),) =2
(e (swyer ()0 ()sr (w);) =

mymay

ol

15

MMy

o

my;Mma;

o

my;Ma;

i

+9

+9

-3
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mymeg

ol

mymay

ol

mymaoy

P

S o
S T

+
(@)

—+
(@)
5N

()i (s)0) (K" (1)) (0)s™ (w):)

2
my;

ol
m 2
1

(
(
(
(
(s (rt)an™ () (™ (v )
(
(
(
(

+
w
SN

(u) k"™ (rt)sk"* (sv) " (w)l)

-+
w
s

=N
~.

m%z
o)

m%l

&
mi

ol
m%z

ol

_|_
w

(t) k"™ (ru)k"* (sv) " (w)l>

+
w
SN

(t)mt“(ru)m’"s(s)l) (/i”w('uw)l)
(r)i/{rs(sv)m”w(w)l) (/{t“(tu)i)
(T)Z'ETS(S)[> (f@t”(tu)i) (m”w(vw)l)

—+

w
=N
=

=N
~.

+
R R R R EE LR

= () s ) 2

= (o s 00 2

= (G 0 (1) 2
oo Z A7 (50 () ) (0o )
2 () ) (0™ ) 2
2 (1)) (0 ™ 0)) 21
2720 (0n ) (5o (™ ) 2
270 (1) (5 ) (ol ot ) 22
+ T;fi((t)zlit“(su)m”(Tv)i/i”w(w)l)T;fl

(0 ™ ) () 2
(s ) ) 2

1 (") (0o ) 2

mymay

P
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oo 3o (12 ((r)or* (o) (0 ) (0D ()

i,l=1

myimeay

ol

2
M1;Ma; mi

((ryam™ (svpse™ () (s ()i )

i 2m11‘7'n2i ((T)Z-HTS(S)Z) ((t)zlit“(u)J (va (wv)l) n;lll

mymaoy

P

myimeay

P

+2

‘»—‘M

. ((T)m"s(s)l) (“tu(t“)") (@)mw(w)l)

(t)mt“(ru)m’"s(sv)m“w(w)l) —

+
[\)

+
iSRS

-
— DN
<.

-
=D
.

— DN
.

+
ER JER RSk

/N /N /N /N
—~
~
~—
&
~+
<
—~
3
S
=
&
3
«
—~
»
~—
—
/N
=N
g
—~
g
<
~—
N—

u CélCUlO de Z,)\rstuuw
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1 —

Arstuvw = —690 (0,1,0,0,0) Z {27 &; (Z/(T)i’fm(s)l)

: @me)(Z'(wmvww)z)mf”

+ 15m1(;7% (/)i (sw)ur™(0):) (2 (v)ir w(w)ly;lu
157 (5 ) () (2 (O ()™ (0 ﬁfl
_ 3m1;:w (Z'(r) K" (sw)ik <U)i)(z/(t> k() )ﬂ;lu
0T (30 s (rt)in* () ) (32 (0™ () ==
FOTI (S ) (ro)is™ () ) (32 ()i (u)) =
+ 977;5?(2/(7") R7(8)e) (2 ()™ (tv)is™ (w)y) ml;:l”ﬂ
5 (s (suhe) (32 ()i (w)) 1
e
+ 577;? (D (#in"™ (su)u™ (rv)as™ (w)y) ﬂ;z”
+ 577;? ( > /(t)mt“(wu)zlf”w(Tv)i“rs(s)l) ml”
5 (30 0 (sl (1) () ) 1
+ 577;?(2’(@ K (S)z) (ZI(“’) Ktu”vw(wu)l) ”;;l
_ i(Z'(v)mvw(Sw)lﬁrs(rt)i“w(u)l)n;jl

> nt"(U)l)(Z/(W) KK <Sw)l) i

9

"(r)ik"™ (sw)k" (tv)m“‘(u)l)}
01000 nZ% [ i inZ (Z/(T%lirs(S)l)
: (Z ) (S () ™

Y sz Z(Z/(r)“{m(‘”)l’im(w)l)(2:'(15)1/<at“(u)z')T:;lu

|
TS & S 7 [
—
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9 (7)o s 0 ) () 22
- g (5 (s o) (32 (o))
+ 577;?(2’@) e (5)) (0 (0™ (w))) ==
I TSt
S ) ()

+ 3”;? (X" (ru)iw” (so)is"" (w) )n;z%l

870 (2 0 ™ (50 ) 0 ) 2

87 () s ) (3 1)) 2

3 7((o) (5 1) () 2
B 77;? (D (r)im (sw)is™™ (w)i) (D2 s (bu):) n;jl]

N

il=1

n 27711;:12@' (Z '(r)mm(su)mt“(t)i) (Z /(U)vaw (w>l) 7:;1[
2 (S ) () (3 (0 (o™ (1))
+ 2”;;(Z'<t>mt“<u>l) (D2 (shm (ro)sn™ (w)r) ml;?”
+ 2”;; (32 (r)aw(9)0) (2 (w)er™ (vt (w);) ml;’zm
+ 77;211 ( > '(t)mt“(su)m’”s(rv)m”w(w)l) n;jl
+ ”;Zu ( > ’(t)mt"(uw)m”w(rv)mm(s)l) n;l”

+ G000 3 [4”“;:@% (32 r)anm(s)0) (2 (s (u)y) (32 (0)ir™ (w)y)
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+ 77;12 (Z ’(T)mrs(su)mt“(tv)m”“’(w)l) ﬂ;l”
+ 77;111 ( > ’(7‘)1-/{’"5(3)1) ((tv)mt“fﬁ”w(wu)l) n;ﬂ
+ ¢(0..00.0) ; 4m1;772" (D r)imm(s)0) (D2 ()ar™ (w); )
(Z/(v)lﬁvw(w)o mlganl
2m1;7:12i ( Z /(T)i/im(sv)llivw(w)l) ( Z /(t)i:‘itu(U)i) T;:l
2m1(;:n2i ( > ’(T)m”(s)z) ( > '(t)mt“(u)i) ( > ’m”w(wv)l) T:;l”
+ 277;21 (Z ’(t)i/it“(ru)mrs(s)l) ( Z '(v)m”w(w)l) ml:b:nm
+ 2”;1%' ()i () (2wt ) (32 ()i () ml;:””
+ ng(z/(t)mt“(ru) K" (sv)k" (W) )n;l”
+ 77;; ( > ()™ (ru)ik (s)l> (Z "k (wv) )n;l”
(S )i (s (w)e) (305 () )
- n;jl ( > /(T)iHTS(S)l> ( > ’/—it“(tu)i) ( > 'k w(wv)l) n;ﬂ
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

1 n,n
D Arstuve = 690‘?0,1,0,0,0) > [271031‘%1%1%11031 + 15ws;cp, 28, wu + 15wsics, 2, Wi
il=1

— 3wsiCp, 2, W1 + W1iCs, 2, Wa + IW1iCa,, 25, Wa + IW1iCa,, 2, Wit
+ dwy;bg, 26, W1 + dWiige, W1 + dW1ige, W1 + dWiige, W1 + dWiigs, Wi

+ dwiibg, 28, W1 — Wiigp, W1 — Wi, W1 — Wiibg, 2p, Wi

1 n,n
+ 190?0,1,0,0,0) > {1511}32‘2,3“ 28d; 284, W31 + Wsiep, 2, w1 + w32, 254, djwy
Q=1

— 3w3i65il ZBd; W1l + 5w1i65ﬂz5dlw31 + 5w1ie,3”z5d”w31 + 5w1i25” diZle’wgl
+ 3w, fz, Wi + 3wiies, diwy + 3w, fz, Wy + 3wies, diwy

+ 3w1z’66“ d;wyy + Swlz‘zﬂildidllwll - wlifﬁilwll - wlz‘fﬁ’izwll - wlz‘eﬁ”diwu
n,m

5
— ©(0.1,000) X [4@03%5“ 28,28, W31 + 2Ws;Cp,, 2, W11 + 2wsiCp,, 26, Wiy
il=1

+ 2wiicp, 28, W31 + 2W1iC5, 28, W3t + W1igs, Wi + Wiigs, Wi

+ W19, W + wlizﬂubﬁuwll]
n,n

5
— %(0,1,0,0,0) > [4w3z‘z,8“ 28d, 234, W31 + 2W3;€p,, 284, W11 + 2W3;28,, 234, W1
Q=1

+ 2wni€p,, 254, W31 + 2w128,,diZg4, W3 + Wi, fz, W

+ wyiep, diwy + wiiep, diwy + w2, didiwy

Simplificando os elementos das matrizes, temos que

1 n,n

Z/)\rstUUw = 890?0’1’0’0’0) Z {271031'22“1031 + 54w, 2, W + Ywiibg, 26, Wy
il=1

1 n,n
+ 18w1i9m1w1l} + 190?0,1,0,0,0) > [15w3i25ilzﬁdizﬁdlw3l + 16ws;ies, 24, W
Q=1
+ 14wy;2, 284, diws + dwiizg, dizgq,wy + 4wy, fz, w1 + 8wiies, diwy

n,n
— 9{0.1.000) 2 {471)31'22,-1’6031 + Bwiicg, 28, W31 + 2w1iCa, 28, W3
il=1
+ 2w1icﬂlizﬁizw3l + 3w1z‘gl3uwll + wlizﬁubﬁuwll]

n,n

5
— %(0,1,0,0,0) Z {41031251125@2,8@1031 + 4w3z‘6,8ilzﬁdiw1l + 4w3izﬂilzﬁdidlw1l
i,l=1

+ w2, didiwy + W, fz, W + 2w1ieﬂildiw1l:|
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Finalmente temos que

n,n
Z’)\ = Z 1w 23w — 1w 28284 284, W
rstuvw ,1,0,0, 1) il ) il i 1
t %(0,1,0,0,0 o Wsi%p 3l 1S Bi 2 Bd; #Bd; W3l
il=1

1 1
— JWizsy d;djwy; — S W%y 284, w3y
1

+ §w1ibﬁuzﬁuwll + w1iCp, 25, W3l

Portanto, colocando na sua forma matricial, temos que

1 1
> Mrstuvw = Plo000t [2W3Z23)W3 — WaZsaZsZpaWs
1 1
— L DaWAZ{Wi Dy + 22541V} + tr{[WyCy + S Wi B leg}} .
» Célculo de 3"\, stuvw

Utilizando a mesma particdo no célculo de > '\,.4,, temos que

1 1
> Nrstuvw = 90?0,1,0,0,0)LT |:2W3Z2(?ﬁ))W3 - ZW?,ZQﬂdZQBZQBdWS

— iDQBWlZ/B{WlDQﬁ + QZgﬂdW:z,} + t?“{ [WgC%’ + ;WlBgﬁ} W1Z25}} L

C.1.1 Expressao do termo ¢,

Sabemos que €, 3 = Z’(/\Tstu — )\rstuvw) =" Nrstu — > Mrstuvw, l0go substituindo, temos

que
03 o
€pg = WLT WEZEZ)L — waW?ZgI)L

3 3
© ¥
+ SRR Wy [ Z3aD — 2] e + =00 TWA DY — 2Bgae

2
5 e 1 1
~ Coroont |gWaZs' Wa = WaZsaZsZsaWs — 7 DsW1Zs{WiDs + 2Z5aWs |

+ t?"{ {WgCﬁ + ;WIBB} W1Z5}] L
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C.1.2 Expressao do termo ¢,_,, 3

Sabemos que €, ,, 5 = >." ()\Tstu — )\rstuvw) =>"Nrstu — 2" AMrstuvw, l0go substituindo,

temos que
3

3
#(0,1,0,0,0) T 2 #(0,1,0,00) T 2
s = W2Zh — TR, WoZsont

3 3
+ ZOLO00) Ty 7,0y — 2C5a0)e + ZEL00, T (D) — 2By

1 1
- 90250,1,0,0,0)’/T [QWSZ%WS — ZWSZ%dZZ,BZQﬁdWs

— iD25W1ZQ,B{W1D25 + QZQﬂdW?)} + tT{ [WBCQB + ;Wleﬁ} W1225}} L
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APENDICE D - EXPRESSAO DE ¢ EM RELACAO AO COMPONENTE 3

Neste apéndice apresentaremos os célculos de obtencdo de \'s com 4 indices e 6 indices,

e mostraremos também para os €'s e dy, .
= Célculo de A\, 4,

Sabemos por definicdo que Ang, = K"RM(Emte — £ + k"), portanto, substituindo os
respectivos valores dos cumulantes na féormula de A, temos que

n

1 " 1
Arstu = K SK™ [ ©(0,1,0,0,0) Z (r, s, 6, u)1 + ©(0,1,000) > %{ (377%%; + 4mllm3l)
=1 =1

X (1, s,t,u); + 3mymyy {(rs, tyu), + (rt,s,u), + (r,st,u); + (ru, s, t); + (r, su, t);

+ (1, s, tu)l} +m3, [(rsu t) + (rs,tu); + (ru, st); + (r, stu); + (rt, su); + (rtu, s);

myimay

L mQ + mqyms;
+ (7"575,“)1} [390 (0,1,0,0,0) > (2[@13 (7,5, t,u)1 4+ 2¢00,1,0,0,0) Z .
=1 =1

m
X {(rs,t,u)l + (rt, s,u); + (r, st,u); } + 3(0,1,0,0,0) Z 1; 2
=1 l

n m2
+ (r, s, tu)l} + ©(0,1,0,0,0) Z ”{(TSU, t) + (rs,tu), + (rtu, s); + (rt, su),
1=1 %I

{(TU, S, t)l + (7’, su, t)l

m%l +m11m31> ( st u)

+ (ru, st); + (r, stu)l}} {290 (0,1,0,0,0) Z < é
=1 !

n

mymoy
+ 290(0,1,0,0 0) C

=1 ¢l

©(0,1,0,0,0) En: { rsu,t); + (rs,tu); + (ru, st), + (r, StU)l}}]

{(Tu, s, )+ (rytu, s); + (1, t, su); + (rs, t,u); + (r, st,u)l}

simplificando e rearrumando termo a termo, temos que

rs tu

n
#(0,1,0,0,0) m
Arstu = KK Z

5‘P(o,l,o 0,0) Z mymaog

t,s,u);
TR d)l( )

(rs,t,u); + (r,st, u)}

myymeoy

d)z

I { (rst,u), + (rsu,t); + (rs,tu), + (r, stu)l}

_ 90(07121070’0 {(ru s, t) + (r,su,t); + (r, s, tu)l}

Z
Z

o~
—_

)
0,1,000
o)

~

ms) [(rt, su)y + (rtu, s)] - Mz": m3, (5,8, )]
l

380(01000 Z
4 =1

4

1
n

111



211

Logo,
n m4 n m2
Ars = OO S ) (s () — LR Y T () (o ()
4 =1 7l 4 =1 (bl
+ 00 Y- ml(;m” [3(rs)s™ ()i (u)y + 3(r)is" (st (),
=1 L
— 5(s)k" (rt) k" (u); — (8)ik" (ru)is™(t), — (1) (su)™ () — (r)l/irs(s)l/{t“(tu)l]
n m2
+ @(0,140,0,0) Z i {(Tst)llirslitu( )l + (TSU)llirslitu( )l + (Ts)llirslitu(tu)l

+ (stu) ™Kk (r); + (ru)" k" (st); — 3(rt) k" k™ (su); — 3(rtu), mt“ﬁm(s)l}

» Célculo de '\ sta,

Aoty = POLOES T T (57 () (5)0) (30 (0™ (1))

+ $(01,000) li 1;:'1% [3<Zl(rs)zf<fs) ( Z/(t)mt“(u)l)

m—%l [( Z (rst), /@”/{t“(u)l)

1 ¥i

n

2
D2 (r)um (s)e) (30 'R" () -+ HO2RR0
2

’(rsu)m“/it“(t)l) + (Z’(rs)mm)(z/ t“(tu)l) + (Z’(stu) /it“mrs(r)l)
S ru)is s (st)) — 3( 0 (rts s (su)r) — 3( X (rtw)is™ K (s):)]

Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

n n
/ ¥(0,1,0,0,0) 2 ¥(0,1,0,0,0)
Z )\rstu - Z wllzﬁd” Z,Bd” - Z U)ZZZBdll Zﬁdll
=1

4 4 =
©(0,1,0,0,0)
+ 02000 1 2> wy[3duzsa, + 3y — BCsay — Cay — Coan — Zanlu]
=1
©(0,1,0,0,0)
4 el 1 LY w (250 + My + dudu + aay, + 1, — 3bsa, — 3npay |
=1

Portanto, colocando na forma matricial, temos que

3
S Aot = 40 01000, Ty 70, WLTWQZ};Z)L

3 3
© ¥
+ O T Wy [ Z3aDy — 2C5a]e + 2222 TWA DY — 2Bgae

2

2
m . - .
em que wy; = —, wy = 2L, wy = % ¢ a matriz identidade e ¢ sua transposta.
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= Célculo de X"\ st

Utilizamos a seguinte particio da matriz X a seguir X = (X, X,) de tal forma que Xl(nxpl)
e )N(z(nx(p,pl)) sejam de postos reduzidos e ent3o substituindo a matriz X pela matriz X,.

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

o ©F
Z ”)\rstu _ (0,1,0 0 0) TW2Z2ﬁ)dL (0,1[,10,0,0) LTWQZ(2)

1 284t
03,1000 (‘0301000
+ %LTW:; ZQﬁd.DQB - QCzﬂd}L + % TW [D26 - 23254

= Célculo de A\ sryow

Sabemos por definicio que \stuvw = /{’"Snt“/i”“’{/{m(m—/f(“))thU(”“”” — k)RS KL+

6 sw 4 sw

ky k() ), em que

Rsuw u m
Kot ( 6 ng)) = ¥(0,1,0,0,0) Z gbjl {3m2z(7" t,v); + mll[(rta v); + (rv,t); + (r, Ut)i:|}
z 1

1 m
{ 01000)2 d {3m21 S, u,w); + my [(SU w); + (sw,u);

n

Moym
+ (Sywu)l}} — 20(0,1,0,0,0) Z 2;51 ll
=1

n m2
— $¥(0,1,0,0,0) Z ?jl {(Sua w); + (s, wu)l}}
=1

(s,w,u),

n n 2
mymay m
= [3e01000 X TEE )+ @nnnn 3o S (rt ) + (o)
=1 ¢l =1 §bl
3 " mgymy; 5 " m?
+ (r, U’f)i}} {_ S P01,000) 2 (8, W, 1) — ZP(0.1.000) D
2 = 6 = ¢

1

n
m
X {(SU, w); + (s, wu)l} + 690(0,1,0,0,0) Z —(sw, u);
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Rsvw v m
Fortu( 1 kL) = ©(0,1,000) Z ¢jl{3m2z(7“ tou)i + mu[(?“t w)i + (ru, t); + (r, tu)z}}
=1

1 m
{690(071’0’070) Z gbll {3m21(s v w)l + may [(SU w)l + (sw U)
=1 %I

Moy
+(s,wv)}}—2<p01000)2 Q;Z 1
=1

0,17000)2 { sv,w); + (s, wv)l}]

(S,U),U)l

2

m “.m
= [390(07170,0,0) > 1;1 2 (r, b, u)i + 00,1000 D ?lll{(rt, w); + (ru,t);
=1 =1

5 & m2lmll
+ (7, tu); ] [— —$(0,1,0,0,0) (s, w,u);
} 4 ( =1 ¢l
3 m? 1 n
<P(01000)Z ll{(svyw)l+(5>wv)}+ 90(010002 l (sw, v }
4 =1 ¢l =1 l
V) (u = zmz =
Hgt)ﬁgw) = { 20(0,1,0,0,0) > T ©(0,1,0,00) ll{ Tv,t); + (T,Ut)i} X
=1 =1
" mgm m?
{—2900,1,0002 2; ” (s,w,u)i — ¢ 0,1,000)2 ”{SU@UHL(S wu)l}}
=1 !
" ) n M1 n
K00 {_2%1707070)2 2Tt w)i — 0(01.0.00) Zfl{ ru, t); + (r, tu); }| x
=1 ol =1 ol
n 2
monyy m
[ 29001000)2 2¢ll(swv 01000)2 gzﬁlll{svwl+ Swv)l}]
=1

portanto, efetuando as operacdes e substituindo os respectivos valores simplificados dos cu-
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mulantes na féormula de \,su00, temos que

1 n,n Mo . ) .
)\Tstuvw = _6@%071,07070) Z |:27m1¢m2 ((T)i/ﬁ? (5>l> <(t>zlﬂ)t (u)l) ((U>i/ﬂ) (’lU)l) miymaoy
=1 i

myiMo;

i

my; o,

i

my;Ma;

+15

+15

-3

=
Y9
S,

e N e e e e Y T Y

3

+
Ne)

+
Ne)
SV

+
NeJ
L

+ 4+
ot ot
i i

(0)ic"™ (wu) k™ (rt) ;5" (s);

+ o+
ot ot
i S

(t)sk" (wu) 5" (rv) £ (s);

=N
.

)
(B (su)or” (o)™ ()
)
)

+
(@)

(r)sk"™ (su) k"™ (tv);x"" (w),

=N
.

e E R E R R ER E R R

¢
(M) ()e) (B0t (), ) T

+
ot

(v);r" (sw)k"* (rt)mt“(u)l> —

@‘ 3 @‘ 3
R IS N
/N /N
=
=
3{‘#
IS
(V)
S

(U)l> ((TU)MTSHW( )z) —
— 77;1’ ((r)m”(sw)m”w(tv)mt“(u)o m”}
_ 150%07170’070) g {15m”m2i ((r)mr‘g(S)z) ((t)mt“(U)i> ((v)m”w(w)l)

Gi
my;Mma;

o (O ()™ (w)e) (B (w)) 2

S (0 () )

MMy

i

—_

mymay

1

+9

-3




215

mymeg

ol

mymay

ol

mymaoy

P

S o
S T

+
(@)

—+
(@)
5N

()i (s)0) (K" (1)) (0)s™ (w):)

2
my;

ol
m 2
1

(
(
(
(
(s (rt)an™ () (™ (v )
(
(
(
(

+
w
SN

(u) k"™ (rt)sk"* (sv) " (w)l)

-+
w
s

=N
~.

m%z
o)

m%l

&
mi

ol
m%z

ol

_|_
w

(t) k"™ (ru)k"* (sv) " (w)l>

+
w
SN

(t)mt“(ru)m’"s(s)l) (/i”w('uw)l)
(r)i/{rs(sv)m”w(w)l) (/{t“(tu)i)
(T)Z'ETS(S)[> (f@t”(tu)i) (m”w(vw)l)

—+

w
=N
=

=N
~.

+
R R R R EE LR

= () s ) 2

= (o s 00 2

= (G 0 (1) 2
oo Z A7 (50 () ) (0o )
2 () ) (0™ ) 2
2 (1)) (0 ™ 0)) 21
2720 (0n ) (5o (™ ) 2
270 (1) (5 ) (ol ot ) 22
+ T;fi((t)zlit“(su)m”(Tv)i/i”w(w)l)T;fl

(0 ™ ) () 2
(s ) ) 2

1 (") (0o ) 2

mymay

P
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oo 3o (12 ((r)or* (o) (0 ) (0D ()

i,l=1

myimeay

ol

2
M1;Ma; mi

((ryam™ (svpse™ () (s ()i )

i 2m11‘7'n2i ((T)Z-HTS(S)Z) ((t)zlit“(u)J (va (wv)l) n;lll

mymaoy

P

myimeay

P

+2

‘»—‘M

. ((T)m"s(s)l) (“tu(t“)") (@)mw(w)l)

(t)mt“(ru)m’"s(sv)m“w(w)l) —

+
[\)

+
iSRS

-
— DN
<.

-
=D
.

— DN
.

+
ER JER RSk

/N /N /N /N
—~
~
~—
&
~+
<
—~
3
S
=
&
3
«
—~
»
~—
—
/N
=N
g
—~
g
<
~—
N—

u CélCUlO de Z,)\rstuuw
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1 —

Arstuvw = —690 (0,1,0,0,0) Z {27 &; (Z/(T)i’fm(s)l)

: @W“w)(Z'(wmvw(w)z)mf”

+ 15m1(;7% (/)i (sw)ur™(0):) (2 (v)ir w(w)ly;lu
157 (5 ) () (2 (O ()™ (0 ﬁfl
_ 3m1;:w (Z'(r) K" (sw)ik <U)i>(z/(t> k() )ﬂ;lu
0T (30 s (rt)in* () ) (32 (0™ () ==
FOTI (S ) (ro)is™ () ) (32 ()i (u)) =
+ 977;5?(2/(7") R7(8)e) (2 ()™ (tv)is™ (w)y) ml;:znﬂ
5 (s (suhe) (32 ()i (w)) 1
e
+ 577;? (D (#in"™ (su)u™ (rv)as™ (w)y) ﬂ;z”
+ 577;? ( > /(t)iKtu(wU)zHUw(Tv)i“rs(s)l) mzll
5 (30 0 (sl (1) () ) 1
+ 577;?(2’(@ K (S)z) (ZI(“’) Ktu”vw(wu>l) ”;;l
_ i(Z'(v)mvw(Sw)lﬁrs(rt)i“w(u)l)n;jl

> mt"(U)l)(Z/(W) KK <Sw)l) i

9

"(r)ik"™ (sw)k" (tv)m“‘(u)l)}
01000 nZ% [ i inZ (Z/(T%lirs(S)l)
: (Z ) (S () ™

Y sz Z(Z/(T)“{m(‘”)l’im(w)l)(2:'(15)1'/<f“(u)i)T:;lu

|
TS & S 7 [
—
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9 (7)o s 0 ) () 22
- g (5 (s o) (32 (o))
+ 577;?(2’@) e (5)) (0 (0™ (w))) ==
I TSt
S ) ()

+ 3”;? (X" (ru)iw” (so)is"" (w) )n;z%l

870 (2 0 ™ (50 ) 0 ) 2

87 () s ) (3 1)) 2

3 7((o) (5 1) () 2
B 77;? (D (r)im (sw)is™™ (w)i) (D2 s (bu):) n;jl]

N

il=1

n 27711;:12@' (Z '(r)mm(su)mt“(t)i) (Z /(U)vaw (w>l) 7:;1[
2 (S ) () (3 (0 (o™ (1))
+ 2”;;(Z'<t>mt“<u>l) (D2 (shm (ro)sn™ (w)r) ml;?”
+ 2”;; (32 (r)aw(9)0) (2 (w)er™ (vt (w);) ml;’zm
+ 77;211 ( > '(t)mt“(su)m’”s(rv)m”w(w)l) n;jl
+ ”;Zu ( > ’(t)mt"(uw)m”w(rv)mm(s)l) n;l”

+ G000 3 [4”“;:@% (32 r)anm(s)0) (2 (s (u)y) (32 (0)ir™ (w)y)
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+ 77;12 (Z ’(T)mrs(su)mt“(tv)m”“’(w)l) ﬂ;l”
+ 77;111 ( > ’(7‘)1-/{’"5(3)1) ((tv)mt“fﬁ”w(wu)l) n;ﬂ
+ ¢(0..00.0) ; 4m1;772" (D r)imm(s)0) (D2 ()ar™ (w); )
(Z/(v)lﬁvw(w)o mlganl
2m1;7:12i ( Z /(T)i/im(sv)llivw(w)l) ( Z /(t)i:‘itu(U)i) T;:l
2m1(;:n2i ( > ’(T)m”(s)z) ( > '(t)mt“(u)i) ( > ’m”w(wv)l) T:;l”
+ 277;21 (Z ’(t)i/it“(ru)mrs(s)l) ( Z '(v)m”w(w)l) ml:b:nm
+ 2”;1%' ()i () (2wt ) (32 ()i () ml;:””
+ ng(z/(t)mt“(ru) K" (sv)k" (W) )n;l”
+ 77;; ( > ()™ (ru)ik (s)l> (Z "k (wv) )n;l”
(S )i (s (w)e) (305 () )
- n;jl ( > /(T)iHTS(S)l> ( > ’/—it“(tu)i) ( > 'k w(wv)l) n;ﬂ
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

1 n,n
D Arstuve = 690‘?0,1,0,0,0) > [271031‘%1%1%11031 + 15ws;cp, 28, wu + 15wsics, 2, Wi
il=1

— 3wsiCp, 2, W1 + W1iCs, 2, Wa + IW1iCa,, 25, Wa + IW1iCa,, 2, Wit
+ dwy;bg, 26, W1 + dWiige, W1 + dW1ige, W1 + dWiige, W1 + dWiigs, Wi

+ dwiibg, 28, W1 — Wiigp, W1 — Wi, W1 — Wiibg, 2p, Wi

1 n,n
+ 190?0,1,0,0,0) > {1511}32‘2,3“ 28d; 284, W31 + Wsiep, 2, w1 + w32, 254, djwy
Q=1

— 3w3i65il ZBd; W1l + 5w1i65ﬂz5dlw31 + 5w1ie,3”z5d”w31 + 5w1i25” diZle’wgl
+ 3w, fz, Wi + 3wiies, diwy + 3w, fz, Wy + 3wies, diwy

+ 3w1z’66“ d;wyy + Swlz‘zﬂildidllwll - wlifﬁilwll - wlz‘fﬁ’izwll - wlz‘eﬁ”diwu
n,m

5
— ©(0.1,000) X [4@03%5“ 28,28, W31 + 2Ws;Cp,, 2, W11 + 2wsiCp,, 26, Wiy
il=1

+ 2wiicp, 28, W31 + 2W1iC5, 28, W3t + W1igs, Wi + Wiigs, Wi

+ W19, W + wlizﬂubﬁuwll]
n,n

5
— %(0,1,0,0,0) > [4w3z‘z,8“ 28d, 234, W31 + 2W3;€p,, 284, W11 + 2W3;28,, 234, W1
Q=1

+ 2wni€p,, 254, W31 + 2w128,,diZg4, W3 + Wi, fz, W

+ wyiep, diwy + wiiep, diwy + w2, didiwy

Simplificando os elementos das matrizes, temos que

1 n,n

Z/)\rstUUw = 890?0’1’0’0’0) Z {271031'22“1031 + 54w, 2, W + Ywiibg, 26, Wy
il=1

1 n,n
+ 18w1i9m1w1l} + 190?0,1,0,0,0) > [15w3i25ilzﬁdizﬁdlw3l + 16ws;ies, 24, W
Q=1
+ 14wy;2, 284, diws + dwiizg, dizgq,wy + 4wy, fz, w1 + 8wiies, diwy

n,n
— 9{0.1.000) 2 {471)31'22,-1’6031 + Bwiicg, 28, W31 + 2w1iCa, 28, W3
il=1
+ 2w1icﬂlizﬁizw3l + 3w1z‘gl3uwll + wlizﬁubﬁuwll]

n,n

5
— %(0,1,0,0,0) Z {41031251125@2,8@1031 + 4w3z‘6,8ilzﬁdiw1l + 4w3izﬂilzﬁdidlw1l
i,l=1

+ w2, didiwy + W, fz, W + 2w1ieﬂildiw1l:|
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Finalmente temos que

n,n
Z’)\ = Z 1w 23w — 1w 28284 284, W
rstuvw ,1,0,0, 1) il ) il i 1
t %(0,1,0,0,0 o Wsi%p 3l 1S Bi 2 Bd; #Bd; W3l
il=1

1 1
— JWizsy d;djwy; — S W%y 284, w3y
1

+ §w1ibﬁuzﬁuwll + w1iCp, 25, W3l

Portanto, colocando na sua forma matricial, temos que

1 1
> Mrstuvw = Plo000t [2W3Z23)W3 — WaZsaZsZpaWs
1 1
— L DaWAZ{Wi Dy + 22541V} + tr{[WyCy + S Wi B leg}} .
» Célculo de 3"\, stuvw

Utilizando a mesma particdo no célculo de > '\,.4,, temos que

1 1
> Nrstuvw = 90?0,1,0,0,0)LT |:2W3Z2(?ﬁ))W3 - ZW?,ZQﬂdZQBZQBdWS

— iDQBWlZ/B{WlDQﬁ + QZgﬂdW:z,} + t?“{ [WgC%’ + ;WlBgﬁ} W1Z25}} L

D.0.1 Expressdo do termo ¢, 3

Sabemos que €, 3 = Z’(/\Tstu — )\rstuvw) =" Nrstu — > ' Mrstuvw, l0go substituindo, temos

que
03 o
€pg = WLT WEZEZ)L — waW?ZgI)L

3 3
© ¥
+ SRR Wy [ Z3aD — 2] e + =00 TWA DY — 2Bgae

2
5 e 1 1
~ Coroont |gWaZs' Wa = WaZsaZsZsaWs — 7 DsW1Zs{WiDs + 2Z5aWs |

+ t?"{ {WgCﬁ + ;WIBB} W1Z5}] L
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D.0.2 Expressdo do termo ¢, ,, 3

Sabemos que €, ,, 5 = >." ()\Tstu — )\rstuvw) =>"Nrstu — 2" AMrstuvw, l0go substituindo,

temos que

3 3
#(0,1,0,0,0) T 2 #(0,1,0,00) T 2
s = W2Zh — TR, WoZsont

3 3
+ ZOLO00) Ty 7,0y — 2C5a0)e + ZEL00, T (D) — 2By

1 1
- 90250,1,0,0,0)’/T [QWSZ%)WS — ZWSZ2BdZZBZZﬁdW3

— le25W1225{W1D25 + 2Z2ﬂdW3} + tT{ [W?,Cw + ;Wleﬁ} W1Zm}} L

D.1 EXPRESSAO DE ¢, E €,_,, s PARA O COMPONENTE §

Nesta secdo, vamos calcular Agsrv, > 'Arsru, > "Arstv € Arsruvw, > 'Arstuvw,
> "ArsTuvw na sequencia afim de avaliar o valor do termo ¢, e €,_,, g para o componente

J.

» Calculo de )\RSTU
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RS&TU(HRZTU ) (SU)

Sabemos que Agsry = K Kpgr + Kpr ). portanto, substituindo os respectivos

valores dos cumulantes na formula de Agsry, temos que

1 1 n 4
ARSTU = KRSRTU{{ ( <80(0,0,0,1,4) + 18¢(0,0,1,0,3) T 87%(0,1,0,0,2) — 57) > *14 R, S, T,U),
o

1\16 £
3 " hZh
+ 1 (7 — ©(0,0,1,0,3) — 990(0,1,0,0,2)) > 223 2(R,S,T,U),
=1 l
" h3 hllh3l
+ lez (RSTUZ+Q12Z (R,S,T,U),
=1 ¢l =1 ¢l
+ §(7 — ©(0,0,1,0,3) — 9¥(0,1,0,0,2 ) Z e [(R[L S, T)+ (R, SU,T),
=1 l
+ (R, 8, TU) + (RS, T,U)i + (RT, $,U), + (R, ST, U),]
3 h h
+ Q2 Z L [ RU,S,T), + (R, SU,T), + (R, S,TU),

+ (RS, T, U)l + (RT,S,U)i + (R, ST, U))]

+ iQm i Z [(RST U)+ (RSU,T), + (RS, TU),
=1 7l

+ (RTU,S), + (RT, SU), + (RU, ST), + (R, STU)|)

n

3 hi
- ( - §(7 — 99(0,1,00,2) ~ ¥(0,0,1,0,3) ) Z (;l (R,S,T,U),
=1 7l

3 h2,h
+ g(ll — 13¥0,1,002) — @(0,0,1,0,3)) Z 1l32l

=1 qbl

n h2 hih
+ Q12Z (R, S, T,U); + Q12Z =

=1 & =1 ¢

n h3
(7 —90(0,1,0,0,2) — ¥£(0,0,1,0,3 ) Z !

= o
2Qus Z (RU,S, T+ (R, SU,T) + (R, 8, TU),|
=1
- h?z

lzl 7
hiho
3

(R7 S) T7 U)l
(R,S.T,U),

Y [(RU, S, T) + (R, SU,T), + (R, S, TU))|

huhzz

S [(RS,T,U), + (RT, S, U); + (R, ST, U),]

(RS, T,U)i+ (RT, $,U), + (R, ST,U),]

..J;\r—\ [\3\»— DO | = »-lk w O =
@

RSU,T), + (RS, TU),

lezl ¢l
h2
QulZ; g [
+ (RTU, S), + (RT, SU), + (RU, ST); + (R, STU ), |)
" W2, hy 1 R

5)
- = R,S,T.U —
2621212231 Qb? ( sy Ly )l + 2@12; le

2L(R, S, T, U),
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+-Qu2 )

=1

5@ Z

1 & hyhy 3 X
2 o
(I
T2

(R, S,T, U)l+§@12z (R, S,T, U)l

py
= 9

[Ra&ﬂww&&Tml

+ (R, SU,T), + (RS, T,U), + (R, ST, U),]

+ Q12Z
1=1

+ (R, SU,T), +

n

+ iQHZ

=1

huhzz

2
11

o

[RM&HH%R&Tmz
(R‘Sv T7 U)l + <R7 ST7 U)l}

Y |(RSU,T), + (RS, TU) + (RU, ST), + (R, STU), }}
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Logo, temos

n 2
116 (114,0(0,1,0,0,2) + 3¥(0,0,1,0,3) — 5) > hL?QZ ((R)l/fRS(S)l> ((T)lliTU(U)l)
=1 l
n h2
- > 3 (R () (T (W)

1 n
32<1190(01002) + 3¥(0,0,1,0,3) —5);(25?

+ (R (ST (T) + (R (S):)

31 (7 9¢(0,1,002) — 90(0,0,1,0,3)) z”: Zj;,l { (RS)Z,@RS> ((T)ZRTU(U)Z)
=1

+ (S)sP S (RT)R"V (U + (R)s™ (ST, (U)]
+ ;le zn: h3 ZHRS RT) (U)l

1 & h2
- 1662122 s [(RSU)k" K™ (T),

+ ((RS)s"S) (KTV(TUY,) + (RU )™ (ST,

+ (STU) kY kB (R), + (RST) k™ kT (U), — 3(RTU ) k*5 KTV (9),
— 3(RT)k"k™ (SU)|

+ Qn;h”hﬂ[ )k (RU ™Y (T),

— (RS (SO (T) = ((R)s"S(S),) (Y (TU),)

+ (3(RS)E™) (1™ (U):) + B(R)s S (ST, (U),

— 5(S)k"S (RT)s™ (U)]

» Célculo de > Apsrrr
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> Arstv = Q1§:AL11 (Z' RS(S)Z)(Z/(T) KTU(U)Z)
+Q z Dar( (R (S)) (X (T (U))
+ Qs z Ay (32 (RS (S)) (3T (U):)

+Q5ZA [(X2/()s™S (RUYK(T):)
+(Z (RS (SU), TU<T>1)+(Z'<RWS<S>Z)( 'wTV(TU), )]

+@6ZA (X )( )
+ (Z (S)s"S(RT)s™ (U))) + ( K (ST (U))]
+Q7ZA (X (S (RT)" (U >)

+Q82A (X (RSU)KASE(T),)
+ (DRSS ) (S KTUTUY) + (X (RU)RS (ST ™)

+ (Z'(STU)WTU&RS(R)Z) + (Z'(RST)WRS&TU(U)Z)
= 3( Y (RTU)RSKY (8),) = 3( X (RT)s™ k™ (SUY, ) |
QoY Aul = (X (S (RO (7))

_ (Z /(R)ZI{RS<SU)ZI-€TU(T>l) _ (Z /(R)JKRS(S)Z) (Z 1. TU (TU)Z)
+3( 3 (RS)sS) (S (T (U)) +3( D0 (R S (ST (U),)
= 5( X (S)m" (RT)™ (U),)|

em que ) = 6*14(90(0,0,0,1,4) — 6¥(0,0,1,03) — 33¥(0,1,002) + 15), Q2 = %(1180(0,1,0,0,2) +
30(0,0,1,0,3) — 5) Q3 = 116Q12 Qs = 116 (90(01002) + $00,0,1,0,3) T 1) = Qs+ Qs, Q5 =
33 (11S0(01002) + 30(0,0,1,0,3) — 5) Qs = 32( — 9000,1,002) — 4,0(0,0,1,0,3)). Q7 = 3Q12,

hyih hyh: h
Qs =Qy=—Qze A = (f,lll.A —¢?.A = 1;5?21,A4z= 1<21221.A5l: 1(212”,A6z=q72;-
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Identificando as matrizes e substituindo, temos que

> Arstv = Qa IZ:; AY, <Z6dl) (Zédl) + Q2 IZ: Ag (Zédl) (Zédl> + Qs zz:; Ay (Zédl) (Zédl)
Qs 3 A e ) + (eaa ) + (200 ()]
+ Qe g} A} (Zédl) (d(sl) + (Cédl) + (Cadlﬂ + Q7 Z Au(cddl)

(s ) (ds) + (bsa) + (ma) + (s
|+ Q0> Al () — () — (0) ()

-3 (nddl) (bédl
i

+ S(dal) (Zédl) + 3(05@) 520&11)]

Logo simplificando a expressao e colocando na sua forma matricial, temos que

+ Qs Z A} (nédl
=1

)
)

> 'Arsru = 16 { [Q1A4Z§d + QoA 75, + Q3A22§d]
+uTAY [Q4Z<SdD6 +(2Q4 + Q7)C<5d] L+ 0 QsA [Dg - 2B§d}’/
+17QoA 2254 D5 — ACsd] L}
em que Qy = Q5 + Qg = %(@(0,170,0,2) + $(0,0,1,0,3) + 1)-
» Célculo de > " Ars7rr

Utilizamos a seguinte particio da matriz S a seguir S = (gl,SQ) de tal forma que S’l(nqu) e
Sg(nx(q,ql)) sejam de postos reduzidos e substituindo a matriz S pela matriz S,. ldentificando

os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

1
> "Arsrv = w@%z{LT [QlA%ZZQJd + Q23755 + Q3AZZ226d] L
+oTAY [Q4Z26dD26 +(2Q4 + Q?)C%d}b + 07 QAT [D;; - QBzad]L

+ 17 Qo Ay [2226dD26 — 402&1} L}

= Cilculo de )\RSTUVW
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N U
Sabemos por definicdo que Agsrovw = ,QRS,{TU,{VW{,@RTV(%ng _ "f(sw)/) + ko (B —

Uy (Vv
%g‘//;)/) + H%‘/T)/{g{/{)/ + mggT)mng‘)/}, em que

K 1 n h‘3z
KTV ( SgW - /igix)/) = §(7 = 99(0,1,0,0,2) — ¥(0,0,1,03 ) Z ¢13 (R, T,V),
1=1
3 hyiha;
+*Q12Z 122 (R, T, V),
i=1 ¢
n h2

+ 4Q12Z [RTV (RV,T)ML(R,VT)Z}

171 n_ B3
{6{8 (7— 9¢(0,1,0,0,2) — ¥(0,0,1,0,3) ) Z - 5 (S, U, W),
= o
3 h h
+4Q12Z L (S, U W),
=1
1 " h
+4sz [SUW L+ (SW, U), + (S, WU)H
1 h h
—§Q12Z 1;5221(5,WU)1
=1 P
1 " R
—1Q12Z {SUW;—F(SWU)}
1 " h:{’l
+ 2@122 (S, W,U),

Simplificando a expressdo, temos que

K 1 n h3l
KRTV ( sgw - ﬁg%x)/) = {8(7 — 99(0,1,002) ~ ¥(0,0,1,0,3) ) Z ¢13 (R, T,V),
=1
h zh i
- 462122 V(R TV,
=1
1 " h2
+ Q1Y 5 g (BT, V) + (RV,T); + (R, VT),]
=1
1 L n
*(15%0(0,1,0,0,2) — $(0,0,1,0,3) — 17) > (S, UW),
48 — o}
h h
sz L2L(S, U, W),
=1
s
RO g [(SU.W)+ (S, WU)ZH
24 ] ?;

n h2
+3 ngz L(SW,U) }
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Da mesma forma temos

K 1 n h3Z
KrrU( SZW — Ky) = {8(7 = 90(0,1,0,0,2) — £(0,0,1,0,3) ) gblg (R, T,U);
=1
3 h Zh i
+ 4Q1QZ V2R, T, U);
i=1

Quznj [RTU (RU,T)iJr(R,TU)Z}}

1 n_ 3
29 (7‘p(071,0,0,2) — $(0,0,1,0,3) — 9) ST (S, V. W),
32 =

L&him@@MWh
=
n 2
- f5n 3 S [svwy+ sy

n h2
+ 16Q12Z LSW, V), }

1 hiih i
HE%TRSW {QQHZ L (R, T,V);
1

e
— 5@ ;¢3(RTV)
Loy RV,T); + (R, TV

+ZQ122¢2{( )i+ (R,TV)] %

1 hahay

[2Q12 ; ¢l (Sa VV) U)l
1o & i

-3 S, W, U
2@12 lz; & 5 ( )i
1 n h2
QeX ACALEC wuy|

+

1 hlzh2z

2@122

=1
n 3
hlz

i =
1

—§Q12Z P (R, T,U);
1
T

/iRT/ﬂ

(R, T,U);

=1
Qanj it [RU T); + (R, TU);| | x

h1lh21

(S, W, V),

Mmz
=1

Ly 5 hu

~-5 S,W,V

2@12;%( )i

1 " R

4

n sz [SVW,+(S WV)H



230

Para simplificar mais a expressao, adotamos os seguintes escalares

Qo = (7 — 9¢(0,1,0,02) — 90(0,0,1,0,3)), Qu = (1590(071’070’2) — ©(0,01,03) — 17)

Q2= Q12, Q3= (790(0,1,0,0,2) — (0,0,1,0,3) — 9) = Q10 + 16Q15.

ARSTUVW = 3;462106211 nii A?Z-((R)MRS(S)I) ((T)Z-HTU(U)Z> ((V),-KJVW(W)OA%

il=1

- £2Q10C212 ”Z": A?i((R)i/ﬁRS(S)Z) ((T)i/iTU(U)l) ((V)mVW(W)l)A41

3,l=1

_ 195262106212 :Z; {A?i((R)Z-HRS(SU)”@TU(T%) ((V)MVW(W)Z)A%Z
+ AL (RS (D) (OW )™ (V);) 4%

+ 1;2@106212 lel A ((R)mRS(SW)mVW(V)i) ((T)mTU(U)OA%l
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192Q11Q12 Z Ay ( RS(S)Z) ((T)MTU(U)Z) ((V)MVW(W)Z)A?z

- 6 12 gjl Agi (R (8)) (1) (U)1) (V)i (W) Ay

- ;2 T2 %1 [Azu((R)mRS(SU)mTU(T)i) (V)™ (W), A%

+ B (RS (S)) (1™ UW )™ (V),) 83

+ —@%2 z Agi((R):" (S (Vi) ((T)a"™ (U)1) AY,

192Q11Q12 Z [A2 ( ZHRS(RT)MTU(U)z) ((V)mVW(W)l)A?l

+ Ai-((SmRS(Rvm W) ()™ (U),)
+ A3 (O (V)Y (W) (R)w" () A%

o Z (SRS (R (W) (V)™ (W) A

+ AL (S RV )Y (W),) (1) (U)) A
+ A%i((U)lHTU(TV)MVW(W)l) ((R)iRRS(S)Z)AM}

0% 3 [ A% (R (SU)) (V)™ (W)0) 0%
il=1

+ AL (V)i (WU) Y (RT)k"9(8),) AL,

+ AL ()™ (SUYKES (V)Y (W),) A,

+ AL ()™ (WU )Y (RV)is5(S)) A,
+ AL ((R)r™ (SUYRT(TV )Y (W) A,
+ AL (V)" (W) (( )ik (S)) AL

n,n

1
+ %Q%Q Z

AL (V)i (S (RT)in™ (U),) AT,

+ AL ((RV)is S5V (SW),) (1) (U),) A%
+ AT (R (W)™ (V)™ (U)) AT

256Q10Q13 Z AL (R () (D)™ (U)i) (V)is?™ (W) A,

- @Qlez Z A}, ( RS(S)Z> ((T)iHTU(U>z'> ((V)WVW(W)Z)AM



232

n,n

~ 1g@uQu 2 [k (RS (V) ) (e ):) %

=1

+ 2% ((R), RS<S>Z) (@)™ @) (=Y (V) A%

+ 1 QuQun 3 [AL (RS (SW )™ (V),) ((T)in™ (0):) A%

i,l=1

128@124213 z Agi((R)i"S(8):) ((T)ir™ ()3 ) (V)™ (W),) AT

64012 Z Agi ((R)i"5(9)0) (1) (U):) (V)is¥™ (W) Ay

- 671@12 Z Aui (R):s™S(SV)s¥™ (W),) (1) (U);) A3,

+ A ((R)R"S(S)) (7 (VW) (D)™ (1)) 83

51 Z A ((R)r"S (SW sV (V) ()™ (U):) A

n,m

+ @QBQQ ,21 { <(U)“fTU(RT)mRS(S)l> ((V)IRVW(W)Z)A?Z

+ AL ()™ (RU)" (S)0) (V™ (W) A
+A2(<> <>)(< V)"

nn

le Z

=1

+ A% (T )-RTU(RU),-RRS(S)Z) (V)™ (W),) A
+ A3 (RS0 (T0)™) (V)™ (7)) Al

nn

le Z

L ()R (RT)sPS (SV )™ (W) A

(

( RS( V)mVW( ))A?z
()™ (RO Y™ (T):) (5 (VIV)) A,

(

(

&

e

— Q
—~

ey

=

E:

RS (8),) (TU):s™) (Y (VIW),) AL,
SV (W) (7Y (T0);) A%

5@ 2[R0 R (W™ (1)) 24

+ A2 ((T)mTU(RU)mRS(SW)mVW(V)Z)Afl
+ A3 (RS (SW)t™ (V) (7Y (TU),) 83
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» Cilculo de X" \psrvvv

> Arstovw = 384Q10Q11 Z A (Z R)'“RS(S)J)(Z/(T)MTU(U%)
X (ZI(V)i“VW(W)l) 1= 192Q10Q12 Z A (Z’ R)'HRS<S)1)

(Z’(T> TU(U»)(Z’(V)mvwmz)ml
1926210@12 Z {A? (Z/(R)MRS(SU)I/@TU(T)Z)
(SR + LS (s)
X ()" O (V):) 83
i uiz Qule ZZ: AL (X (RS (SWRY (V) (X ()™ (U)) AT,
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192@11@12 Z At X (R (8)0) (X2 (T)r™ (U)) (3 (V)irs"™ (W) A
- %Qu Z Agi (3 (R)™S(S)) (D2 (T)ar™ (U)) (X' (V)ar™ (W) Ay
Q12 Z { (Z’(R)iﬁRS(SU)mTU(T)i>(Z’(V)iﬂVW(W)OA%z

+ A4~(Z (R)ir"™5(S)) (Z'(T)MTU(UW)z%VW(V)i)A?l]
+ %Zm(g (R (SW)s¥™ (V) ) (3 (1) (U)) A%

+ A7 (Z/(S)WRS(RV) EVW(W)Z)(Z'(T) TU(U)I)AM

+ 82 (S )R () HVW(W)Z)(Z’(R) RS (g) )AM}

_ 95662%2 -12 {Al (Z (RT);xRS KT ( )( )A%l
+ AL (Y (V)iE"Y (WU )Y (RT)kR(S)) A,

+ AL (D) (ST (RY )Y (W),) AL,

+ AL ()" (WU (RV)is () AT,

+ AL (Y (R)ES (SO (TV )Y (W), ) AL,

+ A3 @) R (o), )(Z (R)S(8)r) 83

+ AL (X (RV)"S (S ) (3 (T)i"V (U):) A,
+A2,(Z/(R)4 RS(SW) VW(TV)iFJTU(U)Z)A%Z]

+ ﬁQwa Z A3, (Z R)'FGRS(S)Z)(Z’(T)iRTU(U)i)(Z'(V)IHVW(W)Z)A?Z

58@10@12 Z AL (S (R)ES(S)) (D2 (T)ar™ ():) (X2 (V)i (W) Ay
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n,

128Q10Q12 Zl [ Z(
+ A% (X (RS (5),)

128Q10Q12 Z [ u(Z,(R mRS(SW)mVW(V)l)(Z’(T)WTU(U),-)A%Z

~

> (R
(>

(
> (M) (W) (R (VI A

)i (SVYRY (W) ) (2T (U):) AT
)

+128@2@13félAu(Z'(R)MS(s»)(Z'(TWWU)@-)(Z'<v>mVW<W>z)A?Z
512t 2 A X () (X T ) (£ ™ (1))
b 3 [ XSS 0 (S 0" 0 )
+A4-(Z (R):"5(3),) ( ’/-@VW(VW)Z)(Z'(T)mTU(U)i)A%}
- @122A4(Z (R)is"S (SWyis"™ (V) (32 "(T)is™ (U):) A

n,n

+ ESQBQH Zl

2 (@) (BT (9)) (32 (V)™ (W) A

+ A% (1) (RUYkBS (S)) (3 (V )™ (W) A
+ AL (Z (R):ir"S (S ))(Z’(TU)mTU)(Z’(V)mVW(W)l)Ai’l}

'I’L?’L

AL (O™ (RT)" S (8)) (2 (V)™ (W) Ay

+ Ai(Z'(T)ﬂU(RU)MS(S»)(Z'<v>mVW<W>l)A4z
(D (RS ()) (X (TU):s™) (Z’<v>mVW<w>z)A4z}

LY [Ai(z'<U>mTU<RT>mRS<sv>mVW<W>l)A%l

"(T):x" (RU); ,@RS( V)W (W ))Afl

RU)™ (T):) (32 sV (VIV) )A%l
/R>i/€RS S)l>(zl KLTU)( / VW )A%l
SV (W) (3K (TD) )A%l}

£ 208 Y [ ( )T (RIS (SW)R Y (1V),) A

+ AL (TR (RU)k™S (SW )™ (V),) A%
+ A3 (S0 (R)in" S (SW )Y (V)l)(Z’mTU(TU)i)Aﬂ
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SR - ¥ =z
- 1 g <4 —
3 F o zu\A._/\U — S|
< < = = = S o3 B
— e \UWWzV S g
— \I/W \l//l\/l\21WA_W\I/W
= = = > 5 s — Sl
~ I o= N V\)(\ZV <
= N vazw)mw)
VK —_ - = VHK\NW \/VWK(\VWI(\
S = 5 5 3 OF «F o zu\l/\ﬂWv W\u\mkfwl(vn
s = Wciuj{;) SESES AR
N = Y s ok ))\)u)lmW w,ZZVKZ((thM(J
— = \H/M\W)\V)W\W\(W(u g = (\\ﬂvm\z/\ﬂ/\\n}/W\U/w\\nZU
0m\h/)>vw<UWWV22u)(X\wv>mu((ZU =
\)\/W/Q.WW\/(\W(\W TﬁVVﬁu.m\U = & \M\U/SW\(\W\%W(/T\MU(\
WW(m, S th)z)\z/sv&U(s(UWTﬁg\uULT
S ,ZWRZZKZWWWVWWQM(U U(WRnTmmﬁmnﬂ\T)Tm@WM
f /|\\|/ N2 ((\ TATAR —_~~ o~ <
@ me()v /TR(\WSHKKZ)\I/TT(/{\( 2
~= = \|l/l(\ > oo S RN -~ ~ > > = &
Tva>m,sz%Tmﬁv>)Tm,<,< ARNE WE A
= - U/.\T K.z VT(\/ Z R/I\\)\ul/
,(WTZU(U(ZTH)WMWWWRT%ZZZZ((XWQU&
/@ S ZMTK M\(U\)W Uwo\w\wR\/Tkw ZZ(MM\U\\W/M/\&/R@\%S
\)TH\/H\/\I/\I/\TI_/\TA.//T.A\(/ ZSWH M\l}\ll/\ll/\QIU/S(S(\S(\MRRH
= = ZVT((/WZ RK\N(Z)US(\(URRVWHZ
MZWVKZ(meﬁw,awswwmwgﬁmmeQu((
—~ \|/l [N NI ((S 4Z\l/) =
) m)XOUaRw<S<SMRmL>RRm(
R/\)U\M)S((SURWR nm)RT((
/u\\ul/UWSMu\S(\SMRTRHzRRz\}WM\((
> S@(WSRRHKM\N)LH)TR
ZQ/UKSMRHRK Vm\h)lmm/T%\T
fuRmRﬁm»mﬂme<(
= X B X
_|_1(\/
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2
1

(D)"Y (RUYKES (SV)Y Y (W)

2
1

+A

2
1

(@)Y (RU)ERS(S),) (DY (VIV),)
+ AL (X (RS SVt (W) (X (10" ) AY

2
1

+A

2
1

z( Z ,(R)iIiRS(S)O ( Z /HTU(TU)i) ( Z ,KVW(WV)I)

2
1

+ A
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos que

> "Arsrovw = 384Q10Q11 Z A} (Zéu) (zéil) (Z&-z)A:fz
192Q10Q12 Z Al (z(;il) (251-1) (z5il>A4l
192Q10Q12 Z { (C(;J(z(;u)A%l

+ A3 (zaﬂ) (Csﬂ)Au}
+ LQ10Qu ”z% A} (%z) (2511)A%l

192Q11Q12 Z Ay, (z(;l)(z(;l)(zél)Ail’)l

%Qu z:: Ay (Za,-l) (z%) (Zéu)AM

3653 12 nif {A‘* (C‘Sl)(%z)A%z
+ Ay (Zail) (%JAU}

+ 3@?2 ni Aai(es) (22,) A%

192Q11Q12 Z [ ( )(zéu)A?l

o o) ()3

+ Ai (C‘Sil) (z5il) A?l:|

n,n

_ 996 %2 Z {A%Z (Cail)(z(;il)Au

il=1
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n,n

1
+ 55 lzl [Ai' (95.) A%

+ A%z (bfsu) <Z5il) A%l
+ A3 (g(s Z)AQ ]

+ %Qme Z A} ( )(Z5di> (’Z‘sdl)A?l

— @QIOQH Z A ( )(z‘;di) (del)A“

o @Qm@w Z { (e(gl) (Zédi)A%l

i,l=1

Ma(zm)(%)(dé,)m

+ @Qm@lz Z A} (65“) (Z‘Sdi)A%l

5@ 3 (e () ()51
5100 3 Au(en,) () (50) A
- 39 3 [Bulea) ()0
+ A, (200) ()52
i 3 Bulen) ()51
Qs Z A% (es,) (200 ) AT

(65 l) (del)
83, (20,) () (250 A2

- a@u Z [ eéz Z5dz A4l

o))
SACHICHICHEN

5
a@m Z [AQ féz A%l

1,l=

a3 ) (0s)o%

A% () A
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(

(264,) A
+ 203, (25, ) (ds,) (250, ) Au
—2A2, e(;ﬂ) (zadl)A?z
—2A2, z(;il) (d(gi) (ngl)Au
+ A2 (f&-)ﬁz
+ AT (ea, ) (da) AT
88 ) ()5
8 (20,) (d) (4527

Apos simplificacdo dos elementos das matrizes, temos que

2

/ 3.3 A3 3.3 12
Z ARSTUVW = Q14A1¢Z<suA1l + leAuZ&“ Ay — A4ZZ(5“ Ay

32
Q%Z 2 %2 2 2
+ Q15A?icéliz5ilA%l 16 A4lc5liz5i1A1l 32 Alzb&lzézzAll
QQ
+ QlGA?izéilzgdiA?l + Q17A?i26i12’/52diA4l + JAMZ%Z(?@A‘U

64
Q2 2
+ Q18 25, 20a,ds, AT + T;Azuzauzédidalﬁi + ?ifA%iZ@ldglA%l

em que Quq = (ngogciu + Q12) Q5 = (3Qié2Q12 _ 9Qig§212 _ Qu) 6 = (QlQOBCgls + Q12)

_ (3Q12Q13  5Q10Q12 Q12 Q12Q13 _ 3Q10Q12 le
17 = ( 158 153 ) Qs = ( T o8 . Logo, colocando a expressao

acima na sua forma matricial apés simplificacao, temos que
S Mnsrovw = — 2 Que AVZIATL + QuotT Az A 3—2JA4Z;A4L
+ QlGLTA:{)Z(gzgdA?L -+ Q17LTABZ(§Z§dA4L + 674112LTA4Z(§Z§(1A4L
+ QlSLTAzI)Z§Z§dD5A2L + Q312 LTA4Z5Z5dD5A2L + 67LTA2Z(5D§A2

r{[(Quat - Deayo, - Feazp| niz)]

L] Cé|CU|O de Z//)\RSTUVW
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Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

Q3
> "ArsTuvw = _6722 Qut ATZ5 AT + Quse T A Z5 A4

2
— 212 TA4Z 5A4L + QlﬁL A ZQ(;ZQ%MA?L + Q17LTA?ZQ(;Z22(MA4L

32
+ %ELTAz;ZQaZzQadAu + Qust " A3 Zys ZosaDas A2L
2 2
* 5LTA4Z%Z2MD25A L+ —= 64 2 T A2 7,5 D3N
3 le Q12 9 9
+tr{|:(Ql5A 16 A4)025 39 —=A BQ(g:|A 225}:|

» Célculo de ¢,

Sabemos que €,5 = X" (Arsrv — ArsTruvw) = X' Arstu — > 'ArsTuvw, entdo substituindo
esses termos, temos que
1
AT { [Q1A4Z<Sd + Q203 73, + Q5A2Z(sd]
+'A} [Q4Z5dD5 + (2Q4 + Q7)C¢sd} L+ QAT [D? - QBad}L
3
+ LTQ9A4 [QngD(; — 40&[}1/} —+ Céf |:Q14LTA§Z§’A§L + Q15LTA§Z§’A4L

2
TA4Z§ A4L + Q16LTA3Z5Z&1A3L + Q17LTA Z(;Z(SdA4L

a 32
2 2
+ 6—4LTA42525dA4L+ Qust A3ZsZ54Ds A1 + S—LTA4Z(;Z§dD5A L
Q12 TA225D5A2L+157°{[(Q15A3 C’igm)c %A%Bg]ﬁzg}]

» Célculo de ¢;,_g4, s

Sabemos que €;_¢, 5 = X" (Arsrv — Arsrovw) = X "Arstu — X" ArsTuvw, entdo substi-

tuindo esses termos, temos que

1
€4—q1,0 = MQ%Q{LT [QlAilzzzad + Q203 755, + Q3A2Z§5d] L
+u A} [Q4Z25dD26 +(2Q4 + Q?)C%d} L+ QgAY [ng - 232&1}0

+1TQoA [QZQMDQ& - 4025d] } + Qf {QM TA3Z3 A
2

+ Qust A Zg5 800 — iLTAz;Z 50uL + Quot ' A} Zo5 255, A% + Qurt ' AV Zo5 235, As
2 2
X L+ ab A4Zg§Z§dA4L + QlSL A ZQ(SZQ(SdDQ(sA L+ ?LTA4Z25Z2MD26A L

Q12 TAQZ26D 5A2L + t?”{ [(Q15A5 ?(132 A4) 025 %12 A2BQ(S:|A Z25}:|
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» Célculo de dg, 5

(Eqﬁ_eq—cn,é)

Sabemos que dg, 5 = , entdo substituindo as expressoes de ¢, 5 € €;,_4, 5 € depois

de algumas algebras, temos que

dgy 5 = . {116 { {Q1A4 (Zad 26d) + Q243 (Zad Zzad)

+ Q30 (ng - Zi;d)} v+ A} [Q4 (ZadD5 - Z2§dD25) + (2Q4 + Q7) (Cad - 025(1)}14
+1QsAY| D} — D35 — 2Bsa — 2Basa|t + " QoA4|2Z5aDs — 2Za5aDas — 4Cs4

3
~ ACusde} + %f Que AY(Z — Z5) A+ Quu A2~ Z85) A

Q12 VIA(Z5 - Z85) Dae+ Quat T AN (2523, — ZasZ35,) A

- Q17JA§> (25231 — 225 Z350) Dat + %f VIA(Z523) — Zos Z35a) Dt
+ QgL T A? (ZézédD6 - Z2¢SZ26dD6) AL+ ?;;LTAz; (25Z5dD5 - 226226dD26)A%L

Q
622 LT A} (25D} — ZosD3s) At
2

wtr{[(Quat - T a) (05— ) - L2ni(By - )| 332 - )] }
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APENDICE E - CALCULO DE ¢ EM RELACAO AOS PARAMETROS 3 E §

Nesta secdo, apresentaremos os célculos de obtencdo de \'s com 4 indices e 6 indices e,

também os €'s e assim como os calculos de obtencdo de €, 14, 35

= Calculo de A\ggy,

RS tu(ﬁRStu (u) (Sw)
4

Sabemos que Apsi, = K"K Kpé + Kpy ) Logo, substituindo os cumulantes pelas

suas respectiva expressoes, temos que

W11 " mih?
MRSty = KK [4{4 (@(0,0,0,1,2) + 7¢(0,0,1,0,1) + 890(071,0,0,0)) > ;3 (R, S, t,u)
- 9

1 " m2hy
3 (P00101) +2001000) Y. —7
=1 (bl

1 " m2h
5 (90(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0)) Z ;2 1 (RS, t, u)l} -0+ O]
=1 l

(Ra Sa t: u)l

Assim,

(R0 () (00

(R ()0) ((8)ir" (w)s)

1
ARSty = E(@(o,o,o,l,z) + 700,0,1,0,1) + 8‘?(0,1,0,0,0)) Z
=1

1 " m2h21

—3 (‘P(o,o,l,o,n + 290<0,1,0,0,0)) >0
8 = 9

1

- §<<P(0,0,1,0,1) + 290(0,1,0,0,0)) z": (bh” ((RS) )(( )i t“(U)z>
=1 l

Portanto,

n

ARsmz 2 AW ((R)s™(S),) ((#)i™ (u);)

=1

- ;@mgA&wu( RYS(8)) (0™ ())
— ;QQO Xn: AWy ((RS)Z) ((t)z/ftu(u)z)

=1

em que Q19 = (@(070,0,1,2) + 70(0,0,1,0,1) T 8@(0,1,0,0,0)) e Qo = (@(070,1,0,1) + 2<,0(0,1,0,0,0))

» Calculo de 32" Arstu

)\RStu = ng Z A Wll(z R)lHRS(S)l> ( Z ,(t)ilitu(u)i)

- ;@zoZZIAGIWU(ZKR)WR%S»)(Z%tmt“(u»)

1

- §Q2o lz”; Ay Wy ( > I(RS)Z) (Z /(t)i“m(u)i)
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Identificando as matrizes, temos que

Y Arstu = 9(0,1,000) (80(07170720) ) {ng Z AL Wy (Z(Sd”) (Zﬁdm')

_ gngQO E": AgWy (ZEdu) (Zﬁd”)
=1

_ éQm i Ay Wy (d5u) (Zﬁdii)}
=1

Como todas as matrizes sao diagonais, entao podemos ainda escrever da seguinte forma

(90(0,1,0 2,0) )

Q@
Z "Nrstu = $(0,1,0,0,0) 1 0

16
1 1
— §Q20A6W1Z6dzﬂd - 8Q2OA1W1D526¢1]L

AW, Z5aZ 54

» Célculo de 32" Arsiu

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

(W(o,m 2,0 ) ng

Z ”)\RStu = ¥(0,1,0,0,0) 1 A2VV1 Z26dZ2Bd

1
- §Q20A6W1226d22ﬂd - 8Q20A1W1D26225d} 2

» Célculo de \,s70

Sabemos que A\, s7p = KJTSKTU(HT‘ZTU — ffsj% + K,(SU ) Logo, substituindo os cumulantes pelas

suas respectivas expressoes, temos que

1,1 " m h2
Mesrr = K RTY 1{;(@(0,0,0,1,2) + 70,0,1,01) + 890(0,1,0,0,0)) > ;3 Yir, s, T,U),
=1 P
1 n m2h l
- 5(%0(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,0,0)) > ;‘)22 (r,s,T,U),
=1 %
1 n m2h l
D) (90(070,1,0,1) + 290(0,1,070,0)> Z 1721(7’, S, TU)Z}
=1 P
1 " hyym?
+ 5(@(0,0,1,0,1) + 290(0,1,0,0,0)) > 2 (r, s, T,U),
=1 %
1 " hym?
+ *(90(0,0,1,0,1) + 290(0,1,0,0,0)) Z ! 5 L (r,s,TU),

=1 !

©(0,0,1,0,1) T 2¢(0,1,0, 00)) Z 5 (1,5, T,U),
=1 l

/DN
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Simplificando a expressdo, temos que

% m%h%z
ArsTU = 6(90(00012)—990(00101)—2490(01000))2 ¢3
=1 l

(Ta S, T7 U)l

(r,s,T,U)

w }—L —

n m%hgl
+ 2 (P0.0101) + 2001000 2 p
= %

n m%hu
+ < (90(0,0,1,0,1) + 2@(0,1,0,070)) Z 8
1=1

w ©o

(Tv S, TU)l

oo

l

Assim,
i = Qo g 32 AW () (6)) (D" )
+Z@wEAGIWH(wnm%s»)<<T>mT”<U>l>
+ 50 Z AuWa((r)w (s)) (7 (TU))

em que (o = (90(0,0,1,0,1) + 2%0(0,1,0,0,0)) e Qo = (@(0,0,0,1,2) - 990(0,0,1,0,1) - 2490(0,1,0,0,0))-

» Célculo de '\ a1t

1 n
> Nestv = QZlTG > ALy ( > '(r)m”(s)l) (Z '(T)mTU(U)l>
=1
3 n
+ §Q20 > AaWy ( > ,(T)l/fm(s)o (Z /(T)ZHTU(U)Z)
=1
2 Qu S A (X (s)) (£ TV (T0))
3 201:1 uwi rhik \S) R l
Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
! 1 =
Z ArsTU = Q21T6 ; AL Wy (Z5dzl) (Zﬁd”)
3 n
+ §Q20 > AaWhy (Zéd”) (Zﬂd”)
=1
3 n
+ gQQO Z AllWU (Zﬂd”> <d6ll)
=1

Colocando na sua forma matricial, temos que

(@(0,1,0,2,0) - 1)
4

3 3
+ §Q20A6W125dzﬁd + 8@20A1W123dD5} L

ZIATSTU = ¥(0,1,0,0,0) Q21 A WIZ(SdZBd

» Célculo de 2"\ 10
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Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

©(0,1,0,2,0) — 1
> " AsTU = $(0,1,0,0,0) ( 01 010) )

1
T Q21EA%W122MZ2M

3 3
+ §Q20A6W1225d22/3d + 8@20A1WIZQBdD25] L

= Célculo de Aps1vvw

. U
Sabemos por definicdo que Arsryvw = KTV KY {KRTH(% — ng)) + K pry (B — ng’g)) +

’ig%’fgw) + K’g’]]—)',igg)} em que Krry = 0, ”vsw =0, kg ) — 0. Logo temos que

1
ARSTUvw = 2" kMY K K pry (Ksow)
1 n
4I€RSRTU vw[8(7 99(0,1,002) — 00103)); (R, T,U);
3 " hyiho;
+ ZQlQZ 1¢22 (R, T,U);
i=1
1 " h2,
+3Qu Y S ((RLU)+ (RUD) + (R, T0))
1 " m?2h
[ - 5(90(0,0,170,1) + 2%0(0,1,0,0,0)) Z 7;2 d (S, v, w)z]
= P
Assim,
1 RS | TU  vw 1 - 3
ARSTUvw = A [SQIOZAli((R)i(T)i(U)i)
i=1
3 n
+ ZQlQ Z A4i(<R>i(T>i(U)i)
i=1
1 n
+ 1@12 Y AL{(RT)(U)i + (RU)y(T); + (R)i(TU)z'}]
i=1
1 n
[ - 5@20 Z AWy (S, v, w)z}
=1
Portanto,
ARSTUW = Q10Q20 Z A3 (R (8)) ()" (U):) (W)™ (w)e) AWy

QHQQO 2 Agi((R)is"5(8)0) ((T)is"™ (U):) ()™ (w)r) AWy

- 33@12Q20 ; A3, {((S)l“RS(RT)mTU(U)i) ((v)l/@”w(w)o

+ ((S)E S (RU)E" (T):) ()i (w),)
+ (R (8),) (£ (TU),) ((v)m”w(w)l)] AWy
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» Célculo de > ' Ars1rrvw

Calculando Y 'ArsTuvw, invertendo os somatdrios e rearrumando os termos, temos que
Y —614ch220 > AL (X () (L 0w W),)
(0D ) ) AulFis = 010 3 Au( 5 (R (5))
x (Z’(TWU(U») (Z'<v>mw<w>l)mlwu
@12@20 Z A ( KS(RT)i™ (U)) (X (o)™ (w):)

+(Z< sl <RU>mT (T ))(Z'@)mww)l)
T ( l)(Z/“TU (TU) )(Z (U)l’fw<w)l)]A1qu

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
> ArsTvvw = —61462106220 fjl A3 (26,) (260, ) (280, ) AW
- 550 Y a5 (50, (00 ) A
- @00 (o) o)

+ (ean) (zo0)

+ (25”) (dl;“) (Zﬂdu)] Ay Wy,

logo escrevendo na forma matricial temos que

) ©0,1.000@% T
> Arstvow = BT —

3
- 372Q12Q20A42626d25dA1W1

1
- 62@10@20A§2626d25dA1W1

1
- 33@126220&% (EcSZ,Bd + EsZ3q + Z,BchSZ&) A1W1} L

Logo
Z ARSTUvw = $(0,1,0,0,0) le Q1020 TA3Z5ZBdZ5dA1W1L
16 64
3
n $(0,1,0,0 0)@12 Q12@20 TA425Z5dZ6dA1W1L
16 32
n ©(0,1, 01(230)6212 Qligm TAQE(;ngAﬂ/VlL

4 PO, 01%0)Q12 Q1§§220 L' A} Z5aDs Z5 A Wit
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» Cilculo de X" Ars1tvw

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

¥(0,1,0,0 0)@12 Q10Q20 T

Z”}‘RSTUUw - 16 64 A3Z?<VZ2BciZ2édA1Wl
n ¥(0,1,0,0,0 Q12 3Q12Q20 TA4225225dZ26dA1W1L
16 32
I ¥(0,1,0,0,0) Q75 Q12Q0 LTA%E%ZQBdAlWlL
16 16
2
4 90(071’0:{%’0)6212 Q1§§2O v" A} ZogaDas Zas A Wit

» Célculo de Arsiuvw

Sabemos por definicdo que Arsiuyw = nRS/{t”/{VW{mR V(“#W—R(Su&/)—kﬁRtu(“%—/{gQ,)qL
V), (v (w) (V)

Kpe Kgw T KRy /@SW}, em que Ky = 0, /@'fgv)v = 0, n(v) = /@-g;;) = 0. Logo temos que
ARStuV W = RRS/#“HVW{FLRM(“S% — /4;9{,1),)} Assim temos que

1 m2h

ARStuvw = HRSF&WF&VW{ - 5(90(0,0,1,0,1) + 290(0,1,070,0)) Z ; (Rt u)x
=1 1

11 " k3

7—9 LS v,w

[84< ¥(0,1,0,0,2) — 90(0,0,1,03); ¢l ( » vy )l

huhzz

(S, V, W),

ngz
=1
n h
n @Qm; 5 ((SV W)+ (SW, V)i + (S, VW)

1 hah
~[jenY o7 SV
l

=1

+ 462122”: il s ((SV, W)+ (S, VIv),)

Lou3 s
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Entao,

ARStwVW = KJRSHWFGVW{ *on ZAMWM (R,t,u);x

=1

[32Q102A§’l (S, V, W), + Q122A4l (S, V,W),

16
+ Tan? 3 A3 ((SV, W)+ (SW, V)i + (S, VIV),)
=1

1 n
- 5@12 > Au(S,V,W),
=1

1

_ ZQIQ z:: Ai((SV, W)+ (S, VW)Z)

N WSTCARON)

=1

Portanto,
ARStuVW = KRSKW/{VW{ 1on z”: AyWhi(R, t,u)ix
{312 (Qlo + 16@12) Z”: AL (S, VW), — T6Q12 ZAM (S, V, W),
=1
- iszA ((SV W)+ (S, VW) — S (SW, V), )|}
Logo, temos que
ARStuVW = —61462206213 Zn: AW, ((R)MRS(S);) ((t)mt“(u)z) ((V)ZKVW(W)I)A?Z
=1
2 Qua0 S AW ((R)S(S)) ()er (u)e) (V™ (W)) A
=1
Q0 Y A (RS (VI (V) (ir ()
=1

+ (R (9)0) (B (w)s) (R (VIV))

— S (RS (S () (0 (0):)] A3

em que (13 = (Qlo + 16@12)-

L] Célculo de Z/)\RStuVW
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1 n
> Arswvw = — W0l > AWy ( > /(R)MRS(S)Z) X
=1

(2@ (w)e) (X2 (V! (W), ) AY
+ ??2@12@20 li AW, ( Z /(R)MRS(S)Z) X

( 2 /(t)i’ftu(u)o ( > /(V)lﬁVW(W)l) Ay

+ ??2@12@20 lz:; AW {( > /(R)mRS(SV)mVW(W)l) (Z '(t)mw(U)i)

+ (3 (Rs"S(8)) (3 (it (w)) (3w (Vv )

- ;(Z ((R)i™S (SW)s™ (W) (32 ’(t)mt"(u)iﬂ A2

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
> ' Arstuvw = _(3141Q20Q13 lz"; AW, (Z&;l) (Zﬁdn‘) (zéd”)A?z
o QuQn z AW (z3,) (250, ) (25, ) D
+ 2 Qul z 80 (es,) (250.)

+ (o) (20 ) (da) = 53 (6n) (200, B3

Logo, colocando na sua forma matricial, temos que

2
Z /)‘RStuVW = 90(071’0’0’0)6212 Q20Q13 LTAﬂ/VlngZ(;Z(;dA‘;’L

16 64
2
)
 $(01,000@1 QIQQQOLTAlwlzBdZ(;ZMAM
16 32
2
o £(0,1,0,0,0) @12 @12Q20 LTA1W1E52,8dA%L
16 16
2
3
_ so<o,1,ol,cgo>Q12 QQZQQ%TAlwlngangA%L

» Célculo de =" Arstuvw

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

2
Z”ARStuVW = 90(0,1,01,(;3,0)6212 Q2§f13 " AN\W1 ZogaZos ZosaAie

2
5
— 80(07170’070)Q12 Q12Q20 LTA1W1ZQBdZ25225dA4L

16 32

2
_ 90(0,1,01,060)Q12 Qligm LTAlleQ(;ZQBdA%L

2
3
- "0(0’17017%0)@12 Q;;Q?O LT AW, Zos Dy ZogaA2e
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s Célculo de M\, srpvw

Sabemos por definicdo que \,srpviy = K" kTY VW{F;TTV(—”S%W - g%})—i-m p(Eet —mg‘é/))—l—
%) @ 4+ li%) g‘{v’} em que K,y = Kpru = 0, ’fsv%/ =0, ng ) =0, ﬁiT =0e nﬁT = 0.

Logo temos que

Arestovw = 0

» Célculo de '\ srovw

> Aesrovw =0

» Cilculo de X"\ sruvw

> "Nesruvw =0

s Célculo de Apsiuow

Sabemos por definicio que Arsiww = KKK {/ng( soe fg(S“lZ) + K (55 — /-ef;;{) +
mﬁé’fﬁgﬁ + m%)mgg} em que mgﬁ} =0, HS) =0, Ii( =0e ng%t) = 0. Logo temos que

1
RS  tu, vw
)\RStuvw = E’f R K {2/{Rtv/{5uw + 3’£Rtu’€5vw}

Portanto,

ARStuvw = 112%1%5%“‘/@”“’ [2( Gy ZAhWM((R)Z( HEOBE

(-%ey 5 2 Aulu((Sh(uh(wh)
+ 3( Q20 Z Aquz((R)z( )Z(u)z)> X
(- Q220 > Aulu((Sh(ytw)))]

=1
Assim, temos que
Q3 &
24

on
16

RSt = ZAthZ((R)Z RS(S) ()it ()i (0)i"™ (w),) Ay Wy
Z AW (R)irs" (S)u(t)ar™ (u)i (v (w)r) Ay Wy

= Cilculo de Z/ARStuvw
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Z /)\RStuvw = 23:0 lil Alz'I/Vli ( Z /(R)ifiRS(S)l) ( Z /(t)mt“(u)l) X

(32 @pn™ () Sy
on Z AuWh(Z (R)mRS(S)z) (Z /(t)i/‘ﬂtu(u)i) X

(Z'(vmww)l)AuWu

Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

> ' Arstuvw = ng Z AWy, (Za,l) (Zﬁu) (ZB”>A1lW1l

QZO Z Ay Wh; (Z(sll) (Zﬁd”) (Zﬁd”) Ay Wy

Escrevendo na sua forma matricial, temos entao

it Q
Z/)‘Rstuvw = Y1001 Qan VT NWAZ5 23 Zs N Wit

4 24
90(01000 Q12 on A leJZBdZﬁdAllwlb
4 16
» Célculo de =" Arstuvw
2
% Q12 Q2
Z//ARStuvw = - (071’0’2’0) 210 LTAIWIZ%Z?ﬁZ?ﬁAUWlL
2
B 90(0,1,0,2,0)6212 ?260 T AW, Zos ZagaZopaSuWie
= Calculo de A\ giuviv
Sabemos por definicdo que A\ gruvi = mrsmt“nvw{ﬁ,,tv(—”sEW - /fg;[)/) A Kppu (5 — Sv/v)> +

mfny)mgﬂ[), + m,ﬁt)mg‘v/v)}, em que mg‘v/v =0, Ii;;v =0 e ksyw = 0. Logo temos que

1
rs tu VW
)\rstuVW - 6"1 R K RtV RsuW

Portanto, substituindo os respectivos cumulantes e com algumas algebras, temos que
1 rs, tu, VW QQO - QQO
Arstuvw = i [ 7ZA1’LW12<(T)Z(t)Z(V)Z>( ZAuWu(( i(u )I(W)l)}
=1
Simplificando e rearrumando a expressao, temos que

MWW—;MWW[ QQOZAMZ« )i(0):i(V)s) (= Q”ZAUWU(U( (W),

Logo,

Q% -

o4 ZAMWM(( it ()i ()™ () (V)is¥™ (W)1) Ay Wy

)\rstuVW
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» Cilculo de '\ sruvv

Z /ArstuVW Q20 Z Aleh ( Z ( )iK'TS(S)Z) ( Z ,(t)i’%tu(u)l) ( Z /(V>iHVW(W)l>A1lW1l
Identificando os elementos das matrizes, temos que

> Nestuvw = Q20 Z AW, (Zﬂ l) <Zﬂil> (Zail)AuWu

Expressando na sua forma matricial, temos que

2
S Arstavw = —¢(0’1’°£’°>Q12 gjf TANWA Z3 25 Zs 0 Wit

» Calculo de " \rstuv i

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

‘P%O,LO,O,O)QQ Q%
4 24

Z”Arstu\/W = - LTA1W1225225225A1W1L

s Célculo de A\ s7vvw

Sabemos, por definicdo, que: \rsrrvw = K™K VK ““’{mTU(“S% — &) + Kyru (B2 — () +

/-;S’T)mgﬂ + KJ( )/{(”)} em que /{iT) =0, 11%) =0 e kv = 0. Logo temos que

K
rs TU vw sUw U
)‘rsTva =K K K {KTTU( 6 - ng))}

Portanto, substituindo os respectivos cumulantes acima ap6s algumas manipulacdes algébricas,

temos que:

A Q;();Auwll(()( non[5(- Q;OZAleu(()(U)z(w»))

n

B ( — (0,1,000) D AllWll((‘S)’(U)l(w)l))H

=1
Portanto,
)\rsTva _ I{TSKLTUKLMU{ QQU ZAMWM(( )Z(T)Z(U)ZX
12 n
{( $(0,1, 01020 Q20> ZAllwll((5>l(U>l(w)lH
=1
Consequentemente,
ArsTUv = ijf zAhWh« ik (5)0) ((T)it"™ (U):) (0} (w)e) Au Wiy

Em que Q = Q20<1290(0,1,0,0,0) - Q20)
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» Cilculo de '\ srvvw

Y Arstvvw = Q” ZAhWM(Z (r)irs" (s)1) X
(zmmw(mg (3 (0)ir™™ (w))) AWy
Identificando as matrizes, temos que
S Nt =~ 22y LACHICAICARS

Logo, escrevendo na sua forma matricial, temos que

2
Z/)\rsTva = gff ‘P(o,1,02,0)@12 LTA1W1ZﬁZazﬁA1W1L

» Cilculo de 2" \rsrvvw

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

2
Z //)\TSTU’U’LU = QQZQ w(o,l,oz,O)Q12 LTA1W122,3225Z2,3A1W1L

» Expressdo do termo €, 43,5

Sabemos que €, 4(5.5) = > Arstu + 2 Arstr — 2 ARSTUGw — 2 ARStiv I — 2 ARStuvw —

S Arsruviv — 2 ArsTUww — 2 Arstuv - LOgo, substituindo cada quantidade pela sua expres-
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sao, temos que

(80(01020 )

B ng
€p,q(8,6) = ¥(0,1,0,0,0) 1

A2W1Z5dzﬂd
1 1
- §Q20A6W125dz/3d - 8@20A1W1D5Z5d}b

(@(0,1,0,2,0) — 1)
4

3 3
+ *Q20A6W125dzﬂd + Q20A1W1Z/3dD6]L

1
+ ©(0,1,0,0,0) TQxn EA%WIZMZBCZ

¥(0,1,0,0,0) Q12 Q10Q20 T 3
( G o AV Z5ZgaZsaD Wit
3
n ©(0,1,0,0,0) @12 3Q12Q20 TA4Z5zﬁdZ6dA1W1L
16 32
n ©(0.1,00.0) Q12 Q12Q20 TAQE(;ZBdA1W1L
16 16
$#(0,1,0,0,0) Q12 Q12Q20 LTA2
4 T 32 A ngDlsZaA1W1’4>
B (tp(o,l,o,o,o)Qu Q20Q13 LTAIWIZWZ(SZMA‘Z’L
16 64
5)
P, 01%0 Q12 Q;)zz@% JA W1 ZsaZs ZsaAat
©(0,1,00,0 @72 Q12Q20
- o 16 b AWEZgAt
_ $(0,1,0,0,0) Q123Q12Q20 T 2
G 3 A leaDézﬁdAlb)
(- 90(0,1,0,2,0)@12 C;Zo VAW Z5 25 Z5 AWt
2 2
B 90(071,0;(1),0)6212 Ciéo LTA1W1Z(SZﬁdZBdA1W1L>

- (0)
Q22 90%0,1,0,0,0)6212 T
—( 24 ;A
_ ( _ 001,000 @12 Q%
4 24

ZﬁZgZ/gAlWlL)

VWA Z Z5 Z5 N Wit )
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Assim,

>AfW125ngd

- Q2 1| Qi+ Qa
€p.q(B,6) = @(0,1,0,0,0)TL 15

Qj’Aﬁwlzstgd + Qj“AlwlD(sZBd
_ ©(0,1,000) Q%2 [ Q10Q20 + Q20Q13
16 64

+ L

) LTA?Z(;ZMZ(;dAl W1L

2
i ‘P(o,l,ol,%,o)Qn Qligm LTA1W125d2525dA4L

P
N 90(0,1,01,%0)6212 Qligm LTA1W1Z<SD¢SZBdA%L

90%0,1,0,0,0)6212 2Q%, — Q2
4 24

+

>LTA1W125ZBZBA1W1L

2 2
+ 90(07170270)Q12 Qléo LTAlWlZ5ZﬁdZ/8dA1W1L

» Expressdo do termo €(,—p.).(g—q1)],8

Sabemos que €[(p—p,),(g—q1),85 = 2 ARstut 2 " Arsr =2 " ARSTUvw =2 " ARSHVIW =2 " A RS tU0w—

S INestovw — " ANrstrow — 2 Arstuvw. Logo, substituindo cada quantidade pela sua ex-

pressao, temos que

Q12 Q19 + Q21
€lp—p1).(a-0)).85 = P0.1.00,0) e’ 16 AW ZosaZopa
QQO QQO

+ TA6W1225dZZ,Bd + TA1W1D2522,3¢1 L

B 00,1000 QT2 [ Q10Q20 + Q20Q13
16 64

>LTA:{)Z%ZQMZ%(1A1W1L

2
+ ¢(0’1’0i%O)Q12 Q1i§20 LT AW, ZopaZos ZosaAat

2
I 90(0,1,01%0)6212 Qligm LTA1WIZ26D2522MA§L

001,000 @12 (202 — Qs
4 24

2 2
¥ Q12
(0’1’02’0) Cigo LT AW, Zo5 ZopaZagaNi Wit

_|_

) LTA1W1225225Z25A1W1L

_|_

= Expressdo do termo d,,, 4, (s)
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€p,a(88) —€[(p—p1),(9—91)],85
p1+q1

Por definicdo, d),, 4, (s5) =

€[(p—p1),(qa—q1)],85, t€MOS que

16

<Q19 + Q2

1 Q
dpl#h(ﬂ‘s) = {80(0,1,0,0,0) 412 LT )A%WlngZﬁd

P11+ @

@
4
_ 90(0,1,0,0,0)62%2 Q10Q20 + Q20Q13
16 64
£(0,1,0,0,0/ Q72 Q12Q20

16 16
g0(071707070)62%2 Q12Q20

16 16
+ 80%071707070)6212 <2Q%0 - Q22

+ AﬁWIZ[;ngd + QjOAﬂ/VID(;Zﬁd L

) LTA?Z(;ZBdZJdAl W1L

+ VAW Z 5075 Zsa gt

+ LTA1W1Z5D(;ZMA%L

4 24

90%0,1,0,0,0)@12 Q3%
4 16

_|_
- <<,0(0,1,0,(J,())Ql2bT [(Qm@m) A%W1Z26dZ2Bd

>JA1W1252525A1W1L

+ " ANNWL Z5 Z a2 sa N Wit

4 16

Q20 Q20

+ TA6W1Z26dZ25d + TAlwlDZzSZZBd L

2
B ©(0,1,0,0,0) @72 (Qm@zo + QZOQlS)LTA?ZQ(5225dZQ(SdA1W1L

16 64
2
+ 90(071,01,%,0)Q12 Qligbo LTA1W1Z2ﬁdZ2tSZZ5dA4L
2
X 0.1,00,0) @12 @12Q20 LT AW Zo5 Dos ZopaNie
16 16
2 2
") Q12 (2Q%, —
n (0,1,0270) ( Q2024 Q22 ) VTN Zo5 Zog Zog N Wit
2
@ Q12 Q3
4 (0:170270) 12 Ciéo LTAlwlzggZzgdZ2gdA1W1L> }

, entdo substituindo as expressdes de €, 4(3s5) €
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Assim,

1 o Q12 T
0,1,0,0,0
P11+ ¢ ( "4

Qa0
4

2
_ $0,1,000)Q12 (Qw@zo + Q20Q13>LTA¢13 (ZézBdZ(;d — ZQJZ2BdZ25d)

dp17q1(55) =

+
(ng 16Q2I>A%WI (ZadZBd — ZQédZ2ﬁd)

AgWy (ZédZBd - ZQédZ2Bd) + Q20A1W1 (DEZBd . D2§ZQBd) L

T 4

16 64

90(0,1,0,0,0)62%2 Q12Q20
x AyWie + 16 16 v AW (ngZ§Z5d — Z2ﬁdZZ6Z25d)

¥(0,1,0,0 0)@%2 Q12Q20 T 2
X Ayt + = 16 T AW (ZéDzSZBd - ZQ(SDQ(SZQBd)AlL

2 2
2 —
90(0,1,0,;1),0)6212 ( Q2024 Q22>LTA1W1<26 7375 — Zas ZQﬁZQB)Al Wi

99%0,1 0,0 0)Q12 Q%o T
LE— (ot MW (ZsZsaZai — Zas ZapaZapa) D Wi

» Expressdo do termo €((,—p,).q(35)

Q Qo + @
€[(p—p1),q)(B5) = ¥(0,1,0,0,0) 412LT 1916 21 A%W1Z<5dz2,8d

@
4

2
B ©(0,1,0,0,0) QT2 <Q10Q20 + Q2OQ13>LTA?Z(sZQﬂdZ&dAIWlL

L

+ AW1Z5qZop4 + QjOA1W1D5225d

16 64

2
I 90(0,1,01,%0)6912 Qliébo LTA1W122ﬂd25Z6dA4L

2
. wo,l,ol,%m% Qligm VT AW, Z5 D5 Zaga A

2 2
Q 20Q) Q 70s/\
90(0,170;(1),0) 12 ( 2024 22 ) LTA1W126225 28 1W1L

2 2
© Q
+ <0’170270> 2 CiéOLTﬁlwlngQﬁdZQﬂdAlWlL

= Expressao do termo dp, 35
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€p,a(88) ~€[(p—p1).4].8
p1

Por definicao, d,, gs =

temos que

1 Q12
dp, g5 = m{@(o;,o,o,o) 1 e’

(ng + Qn

= )A%m (ZsaZsa — ZsaZapa)

+ @AWI (ZsaZpa — ZsaZasa) + @Alwl (DsZpa — DsZopa) | v

2
B ©(0,1,0,0,0) QT2 <Q10Q20 =+ Q20Q13> T A3 (Zézﬁdzéd B Z(SZQ,BdZ(Sd)

16 64
2
< AWy + 90(0,1,01,%0)6212 Qligm AW (ZMZ5ZM — 225ngZ5d) Ayt
i ¥(0,1,0,0,0) ng Q12Q20 TA W1(Z(SD6Z/3d — Z(SD(;ZQBd)A%L
16 16

2 —

n (70(0,1,0240,0)6212 < Q2024 QZQ)LTAlwl(Z(SZBZB - Z(SZQ,BZZé’)AlWlL
2
© Q12

i (0,1,0,2,0) ?éo JA Wl(ZEZdeﬁd - Z(SZQﬁdZQBd)AIWIL}

A expressao acima pode ser decomposta por
dp, 85 = d ,35+d 155

em que

1 Q
di)s = pl{w(o,l,o,o,()) =

4 16

+
(Q“’ W ) NW(ZsaZpa — ZsaZopa)

+ QjOAm (ZsaZpa — ZsaZapa) | v

_ $(0,1,00,0) Q12 Q10Q20 + Q20GQ13
16 64

@(0,1,0,0,0)@%2 Q12020
16 16

2 2 O
2 —
Pl0.1.000@12 < Q20 . 22)LTA1 Vh(ZaZﬁZﬁ - ZaZzﬂzzﬁ)Al” 1t

) A (Z(SZBdZ&i - Z(SZ2,BdZ(5d)

x A Wit + VAW (ZpaZs Zsa — ZopaZsZsa) Dat

* 4 2

2
© Q12 Q3
(0,1,02,0) 1?30 A ”71<ZJZBdZ,Bd — Zs 226d225d>A1W1L}

representa a parte linear do modelo e

1 Q Q
dgxég = D {SO(O,LO,O,O) 7412 L’ 20 — AW (DgZBd — D5Z25d)
1

I (0,1, 01%0 Qu Qliébo AW (ZzSD(SZﬁd _ Z(SD(SZQ,Bd)A%L}

, entdo substituindo as expressodes de €, 4(35) € €[(p—p1),q],85
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que pode ser interpretado como um termo devido a nao linearidade na componente sistematica

do modelo.

= Expressdo do termo €, (4—q.)),85
Q Qo+ Q
e o5 — @(071707070)%0’ % AW, ZosaZ pa
Qa0
4

2
_ ©(0,1,0,0,0 Q12 (Qw@zo + Q20Q13>LTA?ZQ(SZﬁdZQ(;dAlWlL

L

+ AeW1Z95q 234 + Q:OAIWID%ZLM

16 64

2
4 P01000Q0 Q0 1Ay, 77 Tosalras

2
N @(o,l,ol%m% Ql;?” LT AW Zos Dos ZgalN3e

2 2
2 _
n 90(0,1,0,270)6212( Q2024 Q22>LTA1 WiZasZgZg A Wit

90%0,1,0,0,0)@12 Q3%
4 16

+ LTA1W1Z25ZBdZBdA1W1L

» Expressdo do termo d,, gs

nieS __ %p,a(B8) ~€[p,(a—a1)].89 x P ~
Por definicao, d,, g5 = - , entdo substituindo as expressdes de €, 4(35) € €[p,(g—q1)],35"

temos que

Q12 LT

1
dql,ﬁé = a $(0,1,0,0,0) 1

T )A%W1 (ZédZBd - Z25dZBd)

<Q19 + Q2

N @4% AW (ZsaZsa — ZasaZsa) + QjOAlwl (DsZpa = DasZpa) | ¢
©01,000 Q7 [ @10Q20 + Q20Q13\ T 13
o T < ol L Al (Z(;ngZ(sd - Z2626dZ26d)
2
x A Wit + ¢(0’1’0i%0)Q12 Qligzo AW, (Zﬁdzazad - Z,BdZQ<SZQ5d) Aat
2
N 90(0,1,01,%0)Q12 Qligzo VT MW (Z5DsZpa — ZasDasZga) ATt
2 2

2 —

N 90(0,1,02,@@12 ( Q2024 Q22>LTA1W1 (252525 — Z2525%5) D Wi

90%0,1,0,0,0)6212 Q3 T
+ | T (Z5ZsaZsa — Z2sZpaZp4) Dy Wit
A expressao de d, g5 pode ser decomposta em

L NL
dgy 55 = d 5 + dor 51
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em que d((li)ﬁ(; e dfljl\{éé) tém as seguintes formas matriciais:

1 Q Qi+ Q
aw 1 12 T 19 21 \ A2 _
d‘]lvﬁ(s = @ {90(0,1,070,0) 4 L ( 16 >A1W1 (Zédzﬂd ZQ(SdZBd)
(20
+ TA6W1 (ZédZ/id - Z26dzﬁd) L
2
B 90(0,1,01,%0)6212 <Q10Q20 (;ZQZOQB)LTA? (Zngngd _ Zgngnggd)

<P(0,1,0,0,0)Q%2 Q12020 T
x AWie + 16 16 L AW (Z/gd2525d - ZﬁdZ25225d) JAVY)

2 2
202 _
+ s0(0,1,0;(1),0)6212 ( Q2024 Q22>1,TA1 Wi (ZaZ,BZ,B - ZzaZng)AJL 1L
2
© Q12 Q2
+ (0’1’040’0) Cié() LTA1 Wi (ZangZBd - szzBdZﬂd) A1I/V1L}

que representa a parte linear do modelo e

@(0,1,0,0,0)@%2 Q12020

TG 16

VT AW (Z5Ds Zsa — ZasDas Zsa) Afb}

que pode ser interpretado como um termo devido a n3o linearidade na componente sistematica

do modelo.
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Tabela 46 — Peso das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas, e a idade (x), em dias, numa
amostra contendo 71 observacdes (Wei (1998), Exemplo 6.8 ).

X

y

X

y

X

y

15
15
15
18
28
29
37
37
44
50
50
60
61
64
65
65
72
75
75
82
85
91
01
97

21,66
22,75
22,30
31,25
44,79
40,55
50,25
46,88
52,03
63,47
61,13
81,00
73,09
79,09
79,51
65,31
71,90
86,10
94,60
92,50
105,00
101,70
102,90
110,00

98
125
142
142
147
147
150
159
165
183
192
195
218
218
219
224
225
227
232
232
237
246
258
276

104,30
134,90
130,68
140,58
155,30
152,20
144,50
142,15
139,81
153,22
145,72
161,10
174,18
173,03
173,54
178,86
177,68
173,73
159,98
161,29
187,07
176,13
183,40
186,26

285
300
301
305
312
317
338
347
354
357
375
394
513
535
554
591
648
660
705
723
756
768
860

189,66
186,09
186,70
186,80
195,10
216,41
203,23
188,38
189,70
195,31
202,63
224,82
203,30
209,70
233,90
234,70
244,30
231,00
242,40
230,77
242,57
232,12
246,70
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Tabela 47 — Solugdo de célcio durante um determinado tempo z (em minutos) e a quantidade de célcio
absorvida pelas células y (em nmol/mg), numa amostra de 27 observacdes (RAWLINGS, 1988;

BRAZZALE, 2000)

X

Yi

?

X

Yi

O© 00 N & 1 & W N | =

e el
A W NN = O

57
4.5
4.7
4.5
3.6
4.3
4.1
3.7

6.8 1076

5.7
6.3
6.0
55

8.2 1499

685
526
536
520
343
462
460
454

722
814
782
689

15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

6.0
4.9
55
3.9
4.5
3.5
4.6
4.0
7.1
54
6.4
5.4
5.7

683
662
627
423
513
383
517
448
970
681
800
775
731
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APENDICE H - DADOS DE RATOS

Tabela 48 — Média dos erros cometidos pelos ratos isquémicos (lesionados).

Ratos Bll BIQ Blg B14 B15 Ratos Bll B12 B13 B14 B15

1 05 12 03 05 03 14 32 26 27 08 03
2 05 10 06 00 0.0 15 22 19 03 00 0.0
3 03 05 02 06 0.1 16 19 03 04 02 02
4 03 04 00 00 0.0 17 09 18 11 1.0 0.6
5 08 01 00 00 0.1 18 1.8 19 08 02 06
6 13 1.0 05 00 0.6 19 32 26 27 08 03
7 08 01 02 00 00 20 22 19 03 00 0.0
8 23 04 00 0.0 0.0 21 19 03 04 02 02
9 06 08 0.0 00 0.0 22 09 18 11 10 0.6
10 04 00 00 00 00 23 1.8 19 08 02 06
11 01 02 06 00 00 24 08 1.0 00 03 0.0
12 03 02 08 00 0.0 25 02 05 02 02 01
13 02 00 09 01 0.0

Tabela 49 — Média dos erros cometidos pelos ratos ndo lesionados.

Ratos Bl; Bly, Bls Bly, Bl Ratos Bl; Bl, Bly Bly Bl

1 08 00 0.0 00 0.0 14 09 00 01 00 0.0
2 03 04 02 00 0.0 15 28 18 1.0 00 0.1
3 0.7 00 00 00 0.0 16 09 07 00 00 0.0
4 0.7 08 0.0 00 0.0 17 08 04 02 00 0.0
5 08 04 01 00 0.0 18 04 02 01 00 0.0
6 09 03 01 00 0.0 19 0.7 02 0.0 00 0.0
7 06 01 0.0 00 0.0 20 33 18 07 02 0.0
8 1.1 12 03 02 0.0 21 24 13 00 00 0.0
9 02 06 03 00 0.0 22 33 1.8 07 02 0.0
10 1.1 0.0 00 0.0 0.0 23 24 13 00 00 0.0
11 02 01 0.0 0.0 0.0 24 06 03 03 00 0.0
12 07 01 00 00 0.1 25 04 00 02 02 00
13 01 00 01 00 0.0 26 1.2 01 00 0.0 0.0
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APENDICE | - DERIVADAS PARA ALGUMAS DISTRIBUICOES

SIMETRICAS
Tabela 50 — Express3o para g(2?), %’((j;)) ev= 72‘;((22;)) para algumas distribuicdes simétricas
Distribuicdes g(2?) i((zzj)) v
1.2
1. Normal oxpi—p27} —1 1
\/EZTr) 2
2. Cauchy 11+ ZQ): o =z
%] [v+22]~ = v+1 v+1
3. t-Student TBQA/2v/2) T 2(v+22) (v+22)
. w%[r+z2}_TT r+1 r+1
4. t-Student Generalizada W _2(1”?222} ( (wJ?Q) "
st . exp{—z 1—exp{—=z 2(1—exp{—=z
5. Logistica Tipo | 7(1%)(?{—?2})2 _?JF(QXPE\_T}?})f) ((He}ﬁ){ﬁz?j)
Ve . eXpy—= 1 eXP\|Z| s — EXP|Z| 5 —
6. Log|st|ca TIpO I 4(1+exp{_z})2 2 (|Z|EZ})({1E}L};+1) OZM}E}(H%TI)
7. Exponencial Poténcia  ¢(k) exp{—12%/(1+h} — S D




