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RESUMO

Nesta tese, estendemos a classe dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos
(MNLSH) permitindo que as funções de ligação da média e da dispersão possam ser funções
não lineares que dependem de um conjunto de parâmetros desconhecidos a serem estimados,
tendo a heteroscedasticidade multiplicativa como um caso particular. Quatro linhas de pesquisa
são abordadas neste trabalho. A primeira, trata da derivação de expressões analíticas que
permitam calcular os vieses dos estimadores de máxima verossimilhança via Cox e Snell (1968)
na classe dos MNLSH, possibilitando a obtenção de estimadores corrigidos, que, em princípio,
são mais precisos que os não corrigidos. Estimadores com vieses corrigidos por bootstrap
também foram considerados. Adicionalmente, apresentamos diferentes tipos de intervalos de
confiança. Na segunda e a terceira linha de pesquisa derivamos expressões matriciais para os
fatores de correção Bartlett e tipo-Bartlett às estatísticas de testes da razão de verossimilhanças
e escore, respectivamente, com o objetivo de melhorar a qualidade das inferências acerca
dos parâmetros de regressão da média e da dispersão nos MNLSH. Os desempenhos dos
estimadores e testes de hipóteses foram avaliados numericamente e comparados às suas versões
não corrigidas através de estudos de simulação de Monte Carlo, no que tange ao tamanho e
ao poder, em amostras finitas. A quarta linha de pesquisa trata de técnicas de diagnóstico
para os MNLSH, a saber: alavancagem generalizada, influência local e global. Finalmente, um
conjunto de dados é utilizado para avaliar os nossos resultados teóricos.

Palavras-chaves: bootstrap; correção de Bartlett; correção tipo-Bartlett; correção de viés;
diagnóstico; estatística da razão de verossimilhanças.



ABSTRACT

In this thesis, we extend the class of symmetric heteroscedastic nonlinear models (MNLSH)
by allowing the link functions of the mean and dispersion to be nonlinear functions that de-
pend on a set of unknown parameters to be estimated, with multiplicative heteroscedasticity
as a particular case. Four lines of research are addressed in this work. The first one deals
with the derivation of analytical expressions that allow calculating the biases of maximum
likelihood estimators via Cox e Snell (1968) in the class of MNLSH, making it possible to
obtain corrected estimators, which, in principle, are more accurate than the uncorrected ones.
Estimators with bootstrap corrected biases were also considered. Additionally, we present dif-
ferent types of confidence intervals. In the second and third line of research we derived matrix
expressions for the Bartlett and type-Bartlett correction factors to the likelihood ratio and
score test statistics, respectively, in order to of improving the quality of inferences about the
regression parameters of the mean and dispersion in MNLSH. The performances of the es-
timators and hypothesis tests were numerically evaluated and compared to their uncorrected
versions through Monte Carlo simulation Monte Carlo simulation studies, with respect to size
and power, on finite samples. The fourth line of research deals with diagnostic techniques for
MNLSHs, namely generalized leverage, local and global influence. Finally, a dataset is used to
evaluate our theoretical results.

Keywords: bootstrap; bartlett correction; bartlett-type correction; bias correction. diagnostic;
likelihood ratio statistic.
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1 INTRODUÇÃO

Nesta tese, tratamos de refinamentos de mais alta ordem nos modelos de regressão não
lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH) em que serão apresentados quatro trabalhos
distintos. O primeiro deles com o foco na obtenção de expressões analíticas para os vieses dos
estimadores de máxima verossimilhanças (EMV) dos parâmetros dos MNLSH, enquanto os
outros dois trabalhos seguintes são dedicados à obtenção de ajustes as estatísticas de teste
(razão de verossimilhanças e escore), com o objetivo de melhorar a qualidade das inferências
feitas sobre os parâmetros de interesse nos MNLSH por fim as técnicas de diagnósticos para
os MNLSH com intuito de detectar observações extremas nos dados normais. Por esse motivo,
esta tese foi escrita de tal forma que os Capítulos 2, 3, 4 e 5 são independentes, apresentados
em formato de artigo, significando que alguns resultados básicos e notações são apresentados
mais de uma vez, porém, deste modo, cada capítulo pode ser lido separadamente, em qualquer
ordem.

O Capítulo 2 consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos mode-
los MNLSH na obtenção dos EMV corrigidos, que são aproximadamente não viesados, para
os parâmetros dos MNLSH. Estimadores com vieses corrigidos via Cox e Snell (1968) e por
bootstrap Efron (1979) são apresentados como alternativas mais precisas para os EMV dos
parâmetros do MNLSH. Adicionalmente, diferentes tipos de intervalos de confiança são ob-
tidos. Os desempenhos dos estimadores pontuais e intervalares foram avaliados através de
estudos de simulação de Monte Carlo. Aplicações com conjuntos de dados reais ilustram a
utilidade das correções propostas. Ao final do capítulo, algumas conclusões são apresentadas.
Os resultados do artigo generalizam o artigo de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010), uma
vez que eles utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa para o componente
sistemático da dispersão.

No Capítulo 3, consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos modelos
MNLSH e derivamos uma expressão matricial para a correção de Bartlett à estatística da razão
de verossimilhanças para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da
dispersão. Consideramos também os testes da razão de verossimilhanças baseados em boots-
trap paramétrico Efron (1979) e corrigido via Rocke (1989). Realizamos diversas simulações
de Monte Carlo com o intuito de comparar a eficácia dos testes da razão de verossimilhanças
usual e bootstrap com suas respectivas versões corrigidas, no que tange ao tamanho e poder
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dos testes, em amostras finitas. Aplicações com conjuntos de dados reais ilustram a utilidade
das correções propostas. Ao final do capítulo, algumas conclusões são apresentadas. Os re-
sultados deste capítulo generalizam o artigo de ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022), uma vez que eles utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa.

No Capítulo 4, consideramos a forma geral de modelar a heteroscedasticidade nos modelos
MNLSH e derivamos uma expressão matricial para a correção tipo-Bartlett à estatística escore
para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da dispersão nos MNLSH.
Resultados numéricos são apresentados com o intuito de comparar a eficácia do teste escore
usual com suas respectivas versões corrigidas, em relação ao tamanho e poder dos testes, em
amostras finitas. Aplicações com conjuntos de dados reais ilustram a utilidade das correções
propostas. Ao final do capítulo, algumas conclusões são apresentadas. Os resultados deste
capítulo generalizam o artigo de Cysneiros et al. (2010), uma vez que eles utilizaram a estrutura
de heteroscedasticidade multiplicativa.

No Capítulo 5 desenvolvemos técnicas de diagnóstico considerando a forma geral de mode-
lar a heteroscedasticidade nos modelos MNLSH, a saber: Alavancagem Generalizada, influência
Global, influência Local, Perturbação Aditiva na resposta e nos preditores e por fim Perturba-
ção de casos Ponderados. Uma aplicação é apresentada para avaliar nossos resultados teóricos.
Os resultados deste capítulo generalizam o artigo de Vanegas e Cysneiros (2010), uma vez que
eles consideraram o MLSH e utilizaram a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa.

Os desenvolvimentos teóricos dos capítulos supracitados e os conjuntos de dados reais
considerados nesta tese encontram-se nos Apêndices de A a E e de F a I, respectivamente.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados teóricos obtidos nos capítulos
2,3 e 4 da tese são avaliados e comparados através de simulação de Monte Carlo. Todas as si-
mulações apresentadas foram desenvolvidas a partir de programas construídos usando a lingua-
gem de programação matricial Ox Doornik (2009) para o sistema operacional Linux-Ubuntu.
Os gráficos foram produzidos no ambiente de programação RStudio, tendo sido utilizada a
versão 1.2.5019 para Linux-64bit.
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2 CORREÇÕES DE VIÉS NA CLASSE DOS MODELOS DE REGRESSÃO NÃO

LINEARES SIMÉTRICOS HETEROSCEDÁSTICOS

Resumo

Neste capítulo, derivamos uma fórmula matricial geral para os vieses de segunda ordem dos
estimadores de máxima verossimilhanças dos parâmetros da média e da dispersão nos modelos
de regressão não lineares simétricos heteroscedásticos. Nesta classe de modelos, abordamos a
situação em que os parâmetros de dispersão não são constantes para todas as observações,
havendo assim uma estrutura heteroscedástica. Admitimos a determinação de uma forma fun-
cional que relaciona os parâmetros de dispersão com alguns parâmetros desconhecidos, que
não dependem do vetor de parâmetros de regressão, e algumas variáveis auxiliares. Salien-
tamos aqui que utilizamos qualquer estrutura heteroscedástica, tendo a heteroscedasticidade
multiplicativa como caso particular, generalizando assim os resultados de Cysneiros, Cordeiro
e Cysneiros (2010). Além disso, calculamos os intervalos de confiança do tipo assintótico,
bootstrap percentil e bootstrap-t. Através de simulação de Monte Carlo, avaliamos os de-
sempenhos dos estimadores pontuais, a saber: estimadores de máxima verossimilhanças, suas
versões corrigidas via Cox e Snell (1968) e a técnica de bootstrap (Efron (1979)) e estimadores
intervalares propostos. Adicionalmente, apresentamos uma aplicação para ilustrar tudo o que
foi desenvolvido.

Palavras-chaves: bootstrap; correção de Bartlett; correção de viés; intervalos; razão de ve-
rossimilhanças.

2.1 INTRODUÇÃO

A classe simétrica de distribuições fornece uma extensão da distribuição normal e engloba
outras distribuições com caudas mais pesadas e mais leve do que as da distribuição normal.
Distribuições com caudas mais pesadas acomodam melhor as observações aberrantes, redu-
zindo a influência exercida por tais observações sob as estimativas dos parâmetros do modelo,
tornando-as menos sensíveis. Algumas distribuições interessantes pertencentes a família de dis-
tribuições simétricas são: normal, Cauchy, t-Student, t-Student generalizada, logística tipo I,
logística tipo II, logística generalizada, exponencial potência, Kotz, Kotz generalizada, normal
contaminada, entre outras. Uma revisão de diferentes áreas em que as distribuições simétricas
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são aplicadas é descrita em Chmielewski (1981), Fang e Anderson (1990) e Anderson e Fang
(1990).

Os modelos de regressão não lineares simétricos heterocedásticos são definidos por um
conjunto de variáveis aleatórias independentes que seguem distribuição simétrica e admitem
que uma função monótona da média da variável resposta seja definida por um preditor não
linear envolvendo regressores e parâmetros desconhecidos. É admitido a determinação de uma
forma funcional não linear que relaciona os parâmetros de dispersão com alguns parâmetros
desconhecidos, que não dependem do vetor de parâmetros de regressão, e algumas variáveis
auxiliares.

Nesta classe de modelos, os parâmetros de dispersão não são constantes para todas as
observações, havendo assim uma estrutura heteroscedástica. Dizemos que o modelo é homos-
cedástico quando os parâmetros de dispersão forem todos iguais; caso contrário, dizemos que
o modelo é heteroscedástico.

Os estimadores de máxima verossimilhanças (EMV) são tipicamente viesados para os verda-
deiros valores dos parâmetros quando o tamanho da amostra é pequeno ou mesmo moderado.
Assim, a derivação de expressões que possibilitem reduzir o viés é de suma importância para
a obtenção de estimadores mais precisos. Cox e Snell (1968) derivaram expressões para vieses
de segunda ordem dos EMV dos parâmetros do modelo. Também é possível considerar uma
abordagem numérica para a correção dos vieses dos EMV com base na metodologia boots-
trap paramétrica. Esta técnica não requer derivação explícita das expressões dos vieses dos
estimadores.

Muitas vezes temos também interesse em realizar estimativas intervalares. Uma abordagem
usual é empregar um intervalo de confiança assintótico (ICA), que resulta da distribuição
assintótica dos EMV. Vale ressaltar que este intervalo é baseado em aproximações de grandes
amostras, o que pode torná-lo impreciso em amostras pequenas. Uma alternativa consiste na
utilização de reamostragem bootstrap. Diferentes intervalos de confiança baseados no método
bootstrap podem ser construídos, tais como: o intervalo de confiança bootstrap percentil e
intervalo de confiança bootstrap-t (ver Davison e Hinkley (1997), Tibshirani e Efron (1993)).

Na literatura, diversos autores têm trabalhado com correção de viés. Paula (1992) desen-
volveu um fator de correção de viés nos modelos não lineares da família exponencial. Cordeiro
(1992) desenvolveu fórmulas gerais para correção de Bartlett e do viés de segunda ordem dos
EMV para dois modelos de regressão heterocedásticos. Cordeiro e Vasconcellos (1997) propu-
seram fórmulas gerais para viés de segunda ordem dos EMV na classe de modelos de regressão
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não lineares multivariados, mas considerando constante o parâmetro da dispersão. Cordeiro
et al. (2000) apresentaram fórmulas gerais para o viés de segunda ordem dos EMV na classe
de modelos de regressão não lineares simétricos. Nesta mesma linha, Cysneiros, Cordeiro e
Cysneiros (2010) obtiveram fórmulas matriciais gerais para os vieses de segunda ordem dos
EMV na classe de modelos de regressão não lineares simétricos heterocedásticos considerando
para a dispersão uma estrutura heteroscedástica multiplicativa. Adicionalmente, Silva, Cys-
neiros e Cordeiro (2017) derivaram uma fórmula matricial geral para a correção de viés dos
EMV nos modelos de regressão em séries de potência não lineares generalizados. Pires, Cys-
neiros e Cribari-Neto (2018) obtiveram uma expressão analítica para os vieses dos EMV dos
parâmetros da distribuição gaussiana inversa triparamétrica e recentemente Medeiros, Araújo
e Bourguignon (2021) propuseram um fator de correção para o viés dos EMV nos modelos de
regressão lineares beta prime.

O principal objetivo deste capítulo reside em derivar uma fórmula matricial geral para os
vieses de segunda ordem dos EMV dos parâmetros da média e da dispersão nos MNLSH
considerando qualquer estrutura heteroscedástica.

O capítulo é organizado da seguinte forma: a primeira Seção é introdutória, na Seção
2.2 introduzimos o modelo não linear simétrico heteroscedástico (MNLSH), bem como seus
aspectos inferenciais. Na Seção 2.2.1 desenvolvemos uma expressão via Cox e Snell (1968)
dos EMV dos parâmetros (média e dispersão) do MNLSH. Além disso, discorremos sobre
a obtenção da correção de viés via a metodologia bootstrap (EFRON, 1979) e a obtenção
de estimadores intervalares. Na Seção 2.2.2 apresentamos os resultados numéricos sobre o
desempenho dos estimadores pontuais e intervalares em amostras finitas. Na Seção 2.3 uma
aplicação a dados reais é apresentada e na Seção 2.4 alguns comentários são feitos.

2.2 MODELOS NÃO LINEARES SIMÉTRICOS HETEROSCEDÁSTICOS

Consideremos 𝑛 variáveis aleatórias independentes 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, cada 𝑦𝑙 tem uma densidade
simétrica com parâmetros de locação 𝜇𝑙 ∈ R e de dispersão 𝜑𝑙 > 0 dada da seguinte forma:

𝜋(𝑦𝑙, 𝜇𝑙, 𝜑𝑙) = 1√
𝜑𝑙

𝑔(𝑢𝑙), 𝑦𝑙 ∈ R, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (2.1)

para alguma função 𝑔(·), usualmente denominada de função geradora de densidade, com
𝑔(𝑢𝑙) > 0, 𝑢𝑙 > 0 sendo 𝑢𝑙 = 𝜑−1

𝑙 (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2 e ∫︀∞
0 𝑢

−1/2
𝑙 𝑔(𝑢𝑙)𝑑𝑢𝑙 = 1, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Algumas

funções geradoras de densidades, 𝑔(·), para as distribuições simétricas podem ser encontra-
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das em Araújo, Cysneiros e Montenegro (2020). Denotamos a variável aleatória simétrica por
𝑌𝑙 ∼ 𝑆(𝜇𝑙, 𝜑𝑙, 𝑔), para 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Cysneiros, Paula e Galea (2005) apresentam as princi-
pais propriedades das distribuições mais conhecidas contempladas na classe de distribuições
simétricas.

O modelo não linear simétrico heteroscedástico é definido como segue:

𝑦𝑙 = 𝜇𝑙 +
√︁

𝜑𝑙𝜖𝑙, (2.2)

tendo 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛 e estimado pelos componentes sistemáticos que são funções
não lineares para os parâmetros da média e da dispersão da seguinte forma:

𝑔(𝜇) = 𝜂 = Ω1(𝑋, 𝛽) e ℎ(𝜑) = 𝜏 = Ω2(𝑆, 𝛿),

respectivamente, em que 𝑔(·) e ℎ(·) representam as funções de ligação da média e da dispersão,
conhecidas e biunívocas, sendo 𝑋 = (𝑥𝑙1, . . . , 𝑥𝑙𝑝)⊤ e 𝑆 = (𝑠𝑙1, . . . , 𝑠𝑙𝑞)⊤ matrizes conhecidas
de covariáveis, 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)⊤ e 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑞)⊤, são vetores de 𝑝 e 𝑞 parâmetros
desconhecidos a serem estimados, com 𝑝 < 𝑛 e 𝑞 < 𝑛 observações, Ω1 e Ω2 são funções
contínuas e diferenciáveis com respeito aos componentes de 𝛽 e 𝛿 tal que as matrizes de
derivadas 𝑋̃ = 𝜕𝜂

𝜕𝛽
e 𝑆 = 𝜕𝜏

𝜕𝛿
tenham posto completo.

O logaritmo da função de verossimilhança (log-verossimilhança) do vetor de parâmetros
𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ dado o vetor de observações (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ dos modelos não lineares simétricos
heteroscedásticos dado em 2.1 e 2.2 pode ser expresso na forma:

ℓ = ℓ(𝜃) = log 𝑓(𝑦, 𝜃) = −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

log(𝜑𝑙) +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙), (2.3)

em que 𝑡(𝑧𝑙) = log{𝑔(𝑢𝑙)}, 𝑢𝑙 = 𝑧2
𝑙 = (𝑦𝑙 −𝜇𝑙)2/𝜑𝑙 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Assumimos que a função ℓ

é regular com respeito às derivadas em relação aos componentes de 𝛽 e 𝛿 até a quarta ordem
(COX; HINKLEY, 1974; SERFLING, 1980).

Para a obtenção dessas derivadas, utilizamos a notação: 𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = E(𝑡(1)𝑎

(𝑧𝑙) 𝑡
(2)𝑏

(𝑧𝑙) 𝑡
(3)𝑐

(𝑧𝑙) 𝑡
(4)𝑑

(𝑧𝑙) 𝑧𝑒)

em que 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ {0, 1, 2, 3, 4} e 𝑡(𝑖)(𝑧𝑙) = 𝜕𝑖𝑡(𝑧𝑙)/𝜕𝑧𝑖
𝑙 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Pelas condições de regularidade (COX; HINKLEY, 1974), tem-se que: 𝜙01001 = 𝜙10000 = 0,
𝜙20000 = −𝜙10000, 𝜙11001 = −(𝜙01000+𝜙00101), 𝜙00010 = −𝜙10100, 𝜙11001+𝜙00101+𝜙01000 = 0,
𝜙01002 = 2 − 𝜙20002 e 𝜙40000 = −3𝜙21000. Os valores dos 𝜙′𝑠 correspondentes a algumas
distribuições simétricas podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008).

Definimos também as seguintes matrizes diagonais de dimensão 𝑛 × 𝑛, a saber: Λ = Δ =

𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝜑1, . . . , 1/𝜑𝑛), 𝑀𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚𝑖1, . . . , 𝑚𝑖𝑛) com elementos dados por 𝑚𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜇𝑙/𝑑𝜂𝑖
𝑙 é
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a 𝑖-ésima derivada de 𝜇𝑙 = 𝑔−1(𝜂𝑙) e 𝐻𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑛) com elementos ℎ𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜑𝑙/𝑑𝜏 𝑖
𝑙

é a 𝑖-ésima derivada de 𝜑𝑙 = 𝑔−1(𝜏𝑙) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
A função escore total 𝑈(𝜃) = 𝑈(𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ e a matriz de informação total de Fisher são

dadas, em notação matricial, por:

𝑈(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑋̃⊤𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)

−1
2𝑆⊤𝐻1Δ(𝜄 − 𝑉 𝑢)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ e 𝐾(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾𝛽 0

0 𝐾𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
respectivamente, em que (𝑦 − 𝜇) = (𝑦1 − 𝜇1, . . . , 𝑦𝑛 − 𝜇𝑛)⊤, 𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)⊤

sendo 𝑣𝑖 = −2𝑔′(𝑧2)
𝑔(𝑧2) , 𝑔′(𝑧2) = 𝜕𝑔(𝑧2)

𝜕𝑧2 , 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), 𝜄 um vetor 𝑛 × 1 de uns, 𝐾𝛽 =

−(𝜙(0,1,0,0,0))
(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁

e 𝐾𝛿 = 1
4

(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁
. Globalmente, os parâ-

metros 𝛽 e 𝛿 são ortogonais e seus estimadores de máxima verossimilhanças 𝛽 e 𝛿, respec-
tivamente, são assintoticamente independentes. Por mais detalhes os 𝑣′𝑠 são encontrados no
Apêndice I.

O método de otimização não linear como o algoritmo Scoring de Fisher ou o algoritmo
Newton-Raphson pode ser usado à obtenção dos EMV do vetor de parâmetros 𝜃. Usamos o
processo iterativo Scoring de Fisher, o qual é definido como

𝜃(𝑚+1) = 𝜃(𝑚) + 𝐾−1
𝜃(𝑚)𝑈𝜃(𝑚) , 𝑚 = 0, 1, . . . .

Esse processo pode ser reescrito como um processo de mínimos quadrados reponderados, como
se segue:

𝛽(𝑚+1) = 𝛽(𝑚) +
{︁
𝑋̃(𝑚)⊤Λ(𝑚)𝑀

2(𝑚)
1 𝑋̃(𝑚)

}︁−1
𝑋̃(𝑚)⊤Λ(𝑚)𝑀

2(𝑚)
1 𝜁

(𝑚)
1 (2.4)

e

𝛿(𝑚+1) = 𝛿(𝑚) +
{︁
𝑆(𝑚)⊤Δ2(𝑚)𝐻

2(𝑚)
1 𝑆(𝑚)

}︁−1
𝑆(𝑚)⊤Δ(𝑚)2

𝐻
2(𝑚)
1 𝜁

(𝑚)
2 (2.5)

em que 𝑚 = 0, 1, · · · , 𝜁1 = − 1
𝜙(0,1,0,0,0)

𝑀−1
1 𝑉 (𝑦−𝜇) e 𝜁2 = (𝜙(0,1,0,0,2)−1)

8 𝐻−1
1 Δ−1(𝜄−𝑉 𝑢)

desempenham o papel de variáveis dependentes modificadas, enquanto que, Λ(𝑚)𝑀
2(𝑚)
1 e

Δ2(𝑚)𝐻
2(𝑚)
1 são matrizes de pesos que mudam a cada passo iterativo. Essas equações podem

ser implementadas em qualquer software com uma rotina de regressão linear ponderada para
calcular os EMV do vetor de parâmetros 𝜃 iterativamente. Assintoticamente, os EMV de 𝜃

têm distribuição normal com média 𝜃 e matriz de covariâncias 𝐾(𝜃)−1.
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Introduziremos a seguinte notação de derivadas: 𝑈𝑟 = 𝜕ℓ/𝜕𝛽𝑟, 𝑈𝑟𝑆 = 𝜕2ℓ/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛿𝑆),
𝑈𝑟𝑠𝑇 = 𝜕3ℓ/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛿𝑇 ) e assim por diante, em que ℓ é a log-verossimilhanças e 𝑟, 𝑠, 𝑡 são
indexadores do espaço paramétrico. Consideramos os subscritos em minúsculo 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢 para o
componente do vetor 𝛽 e os subscritos maiúsculo 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 para o componente do vetor 𝛿.
Os cumulantes conjuntos das derivadas da log-verossimilhanças são definidos como em Lawley
(1956): 𝜅𝑟𝑠 = E(𝑈𝑟𝑠), 𝜅𝑟,𝑠 = E(𝑈𝑟𝑈𝑠), 𝜅𝑟𝑠𝑇 = E(𝑈𝑟𝑠𝑇 ), e assim por diante. Os cumulantes
𝜅′𝑠 referem-se a um total sobre a amostra e, em geral, são de ordem 𝑂(𝑛). Denotamos
as derivadas dos cumulantes em relação aos componentes do vetor 𝛽 por 𝜅(𝑡)

𝑟𝑠 = 𝜕𝜅𝑟𝑠/𝜕𝛽𝑡,
𝜅(𝑇 )

𝑟𝑠 = 𝜕𝜅𝑟𝑠/𝜕𝛿𝑇 , e assim por diante. Por fim, adotaremos a notação proposta por Cordeiro
e Paula (1989): (𝑟)𝑙 = 𝜕𝜂𝑙/𝜕𝛽𝑟, (𝑟𝑠)𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠), (𝑟𝑠, 𝑡)𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝜂𝑙/𝜕𝛽𝑡) e
(𝑟𝑠, 𝑇 )𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝜏𝑙/𝜕𝛿𝑇 ), e assim por diante. Note que 𝜅𝑟,𝑠 = −𝜅𝑟𝑠 e 𝜅𝑅,𝑆 = −𝜅𝑅𝑆

em que cada 𝜅 sobrescritos corresponde ao elemento 𝐾−1
𝛽 e 𝐾−1

𝛿 da inversa da matriz de
informação de Fisher respectivamente.

2.2.1 Viés dos EMV para 𝛽 e 𝛿

O viés é uma medida de qualidade de um estimador e é calculado como a diferença
entre o verdadeiro valor do parâmetro e o valor esperado do estimador em consideração.
Geralmente, o método de máxima verossimilhanças fornece estimadores viesados em modelos
não lineares quando o tamanho da amostra 𝑛 é pequeno ou quando a matriz de informação total
de Fisher é reduzida (CORDEIRO, 1999). Sabe-se que, sob condições gerais de regularidade,
os EMV são consistentes, assintoticamente eficientes e têm distribuição assintótica normal.
Além disso, estes estimadores apresentam viés de ordem 𝑂(𝑛−1)1 quando 𝑛 é grande são
desprezíveis quando comparados com os erros padrão dos estimadores que são de 𝑂(𝑛−1/2).
Mas, para alguns modelos não lineares, o viés em pequenas amostras ou mesmo em amostras
de tamanho moderado pode ser apreciável e ter magnitude comparável ao erro padrão do
EMV correspondentes. Encontrar estimadores corrigidos pelo viés de 𝑂(𝑛−2) pode melhorar a
qualidade das estimativas, principalmente, em amostras pequenas.

Estamos interessado em obter fórmulas gerais para o viés de segunda ordem dos EMV nos
MNLSH. Para obter o viés dos estimadores, utilizaremos o trabalho de Cox e Snell (1968)
1 Sejam {𝑢𝑛} e {𝑣𝑛} duas sequências de constantes. Dizemos que a ordem de magnitude de 𝑢𝑛 é menor

que 𝑣𝑛, denotando por 𝑢𝑛 = 𝑜(𝑣𝑛), se lim𝑛→∞ 𝑢𝑛/𝑣𝑛 = 0. Dizemos que 𝑢𝑛 é de ordem, máximo igual a
𝑣𝑛, denotamos por 𝑢𝑛 = 𝑂(𝑣𝑛) se a razão |𝑢𝑛/𝑣𝑛| for limitada para todo 𝑛 suficientemente grande, isto
é, se existirem 𝐹 ∈ R+ e 𝑛0(𝐹 ) tal que |𝑢𝑛/𝑣𝑛| ≤ 𝐹 , ∀𝑛 ≥ 𝑛0(𝐹 ).
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em que eles mostraram que para observações independentes mas não necessariamente iden-
ticamente distribuídas, o viés de 𝑂(𝑛−1) de 𝜃𝑟, para 𝑟 = 1, · · · , 𝑝 + 𝑞 pode ser expresso da
seguinte forma:

𝐵(𝜃𝑟) =
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟𝑖𝜅𝑡𝑢
(︁
𝜅

(𝑙)
𝑟𝑗 − 1

2𝜅𝑖𝑗𝑙

)︁
. (2.6)

Esta metodologia já foi utilizada em vários modelos de regressão na literatura. Por exemplo,
os vieses de segunda ordem já foram obtidos por Cordeiro et al. (2000) nos modelos de re-
gressão não lineares simétricos, Cordeiro e Botter (2001) nos modelos de regressão lineares
generalizados superdispersados, Cordeiro, Previdelli e Samohyl (2008) modelos de regressão
não lineares generalizados superdispersados, Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010) na classe
de modelos de regressão não lineares simétricos heterocedásticos em que foi considerado so-
mente a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa, Silva, Cysneiros e Cordeiro (2017)
nos modelos não lineares séries de potência generalizados e Medeiros, Araújo e Bourguignon
(2021) nos modelos de regressão linear beta prime.

2.2.1.1 Viés de 𝛽

Devido à ortogonalidade entre o vetor de parâmetros 𝛽 e 𝛿, o viés de primeira ordem do
EMV da 𝑟-ésima componente de 𝛽 na equação (2.6), para 𝑟 = 1, . . . , 𝑝, é dado por:

𝐵(𝛽𝑟) =
∑︁

𝛽

𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢
(︁
𝜅

(𝑢)
𝑟𝑡 − 1

2𝜅𝑠𝑡𝑢

)︁
+
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈
(︁
𝜅

(𝑈)
𝑠𝑇 − 1

2𝜅𝑠𝑇 𝑈

)︁
, (2.7)

sendo

𝜅
(𝑢)
𝑠𝑡 = 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︁
,

𝜅𝑠𝑡𝑢 = 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︁
𝑒

𝜅𝑠𝑇 = 𝜅𝑠𝑇 𝑈 = 𝜅
(𝑈)
𝑠𝑇 = 0.

Logo, substituindo as expressões acima na equação (2.7) e após algumas manipulações algé-
bricas, temos que:

𝐵(𝛽𝑟) = 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(︁∑︁
𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁

+ 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︂(︁∑︁
𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁]︂
.
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Introduzimos as seguintes notações para facilitar o cálculo matricial do viés. Definimos as ma-
trizes diagonais 𝐷𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
𝑑1, . . . , 𝑑𝑛

}︁
em que 𝑑𝑙 = −(𝜙(0,1,0,0,0))−1𝑡𝑟

{︁(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀2

1 𝑋̃
)︁−1 ˜̃𝑋𝑙

}︁
,

para 𝑙 = 1, · · · , 𝑛, e 𝑍𝛽𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
𝑧𝛽11, . . . , 𝑧𝛽𝑛𝑛

}︁
. Também definimos a matriz 𝑍𝛽 =

𝑋̃⊤𝐾−1
𝛽 𝑋̃, em que 𝐾−1

𝛽 = −(𝜙(0,1,0,0,0))−1
(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁−1

. Em notação matricial, o viés
dos EMV para o vetor 𝛽 é dado por:

𝐵(𝛽) =
[︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃⊤Λ𝑀 2
1 𝜁𝜄, (2.8)

em que 𝜁 = 𝜁1 + 𝜁2 com 𝜁1 = −1
2𝑍𝛽𝑑𝑀−1

1 𝑀2, 𝜁2 = −1
2𝐷𝛽 e 𝜄 representa o vetor de uns.

Aqui 𝜁2 representa a parte não linear do modelo em estudo. Observamos, portanto, que 𝐵(𝛽)

pode ser obtido através de uma regressão de mínimos quadrados reponderados. É fácil ver
quando ˜̃𝑋 = 0 em que 𝐷𝛽 = 0, recaímos no modelo linear que representa a primeira parcela.

2.2.1.2 Viés de 𝛿

De maneira análoga ao cálculo do viés para 𝛽, o viés de ordem 𝑂(𝑛−1) do EMV da 𝑅-ésima
componente de 𝛿, 𝑅 = 1, · · · , 𝑞, é dado por:

𝐵(𝛿𝑅) =
∑︁

𝛿

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈
(︁
𝜅

(𝑈)
𝑆𝑇 − 1

2𝜅𝑆𝑇 𝑈

)︁
+
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢
(︁
𝜅

(𝑢)
𝑆𝑡 − 1

2𝜅𝑆𝑡𝑢

)︁
, (2.9)

em que

𝜅𝑆𝑇 = 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇 )𝑙,

𝜅𝑆𝑇 𝑈 = 1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︁
(𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︁
,

𝜅
(𝑈)
𝑆𝑇 = 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︁
(𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︁
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙,

𝜅𝑆𝑡𝑢 = −1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙 𝑒

𝜅𝑆𝑡 = 𝜅
(𝑢)
𝑆𝑡 = 0.
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Substituindo os respectivos cumulantes acima na equação (2.9), temos que:

𝐵(𝛿𝑅) = 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(︁∑︁
𝑆

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

+ 1
8(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

𝜅𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁

+ 1
8(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︂(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
+
(︁∑︁

𝑆

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
−
(︁ ∑︁

𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁]︂

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁]︂
.

Adotamos também as seguintes notações para facilitar a escrita da expressão do viés, em
notação matricial: ˜̃𝑆 = 𝜕2𝜏

𝜕𝛿𝜕𝛿⊤ , as matrizes diagonais 𝐷𝛿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
𝑑1, . . . , 𝑑𝑛

}︁
, em que 𝑑𝑙 =

𝑡𝑟
{︁
𝐾−1

𝛿
˜̃𝑆𝑙

}︁
, sendo 𝐾−1

𝛿 = − 4
(𝜙(0,1,0,0,2)−1)

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

e 𝑍𝛿𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
𝑧𝛿11, . . . , 𝑧𝛿𝑛𝑛

}︁
com

elementos 𝑧𝛿𝑙
= 𝑆𝐾−1

𝛿 𝑆, 𝑙 = 1, · · · , 𝑛. Em notação matricial, o viés dos EMV para o vetor 𝛿

é dado por:
𝐵(𝛿) =

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

𝑆⊤Δ2𝐻2
1 𝜉, (2.10)

em que 𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2 sendo

𝜉1 = −4(𝜙(0,1,0,0,2)−1)−1
[︂ 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
𝑍𝛿𝑑Δ𝐻1

+ 1
8(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)𝑍𝛿𝑑𝐻−1

1 𝐻2 + 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝑍𝛽𝑑𝐻−1

1 𝑀 2
1

]︂
𝜄 e

𝜉2 = −1
2𝐷𝛿.

É fácil ver quando ˜̃𝑆 = 0 em que 𝐷𝛿 = 0, recaímos no modelo linear que representa a primeira
parcela. Salientamos aqui que as equações (2.8) e (2.10) representam os principais resultados
deste capítulo. Essas expressões generalizam as expressões (4) e (5) obtidas em Cysneiros,
Cordeiro e Cysneiros (2010). Os cálculos dos cumulantes e as derivadas dos cumulantes e das
expressões (2.7) e (2.9) estão apresentados com maiores detalhes no Apêndice A.

A partir dessas equações, definimos um estimador de máxima verossimilhanças corrigido 𝜃

para o vetor de parâmetro 𝜃 da seguinte forma: 𝛽 = 𝛽 − 𝐵̂(𝛽), para o vetor de parâmetro
𝛽 e 𝛿 = 𝛿 − 𝐵̂(𝛿), para o vetor de 𝛿 em que 𝐵̂(·) denota os EMV de 𝐵(·) avaliado no
ponto (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤. Esses vieses dos EMV corrigidos passam a ter viés de ordem 𝑂(𝑛−2) pois
E(𝛽) = 𝛽 + 𝑂(𝑛−2) e E(𝛿) = 𝛿 + 𝑂(𝑛−2) (CORDEIRO; VASCONCELLOS, 1997). Espera-se que
os estimadores corrigidos tenham propriedades melhores do que os EMV (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ cujo viés
é de ordem 𝑂(𝑛−1) em amostras finitas.
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2.2.1.3 Estimador corrigido via Bootstrap

Uma forma alternativa de se obter o viés corrigido é através da técnica bootstrap, intro-
duzido por Efron (1979) e capaz de responder a questões reais sem a necessidade de fazer
suposições fortes ou de realizar cálculos analíticos complexos, mas com alta custo computaci-
onal. O método bootstrap é aplicado a diversos problemas estatísticos e permite a estimação
de variâncias, intervalos de confiança, p-valores, a correção de viés, teste de hipóteses e outras
quantidades de interesse da inferência estatística através da reamostragem direta dos dados,
os quais são tratados como se fossem a própria população (ver Tibshirani e Efron (1993),
Davison e Hinkley (1997) para mais detalhes). Existem duas versões do método bootstrap: a
primeira é o método bootstrap não-paramétrico e a segunda, o método bootstrap paramétrico.
No nosso trabalho o foco é dado no método paramétrico.

Considere uma amostra aleatória 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ de tamanho 𝑛 de uma variável aleatória
𝑌 com função de distribuição acumulada 𝐹 e 𝜃 = 𝑡(𝐹 ) um parâmetro que será estimado e
denominado por 𝜃 = 𝑠(𝑦).

Denotamos por 𝐵𝐹 (𝜃, 𝜃), o viés do estimador 𝜃 = 𝑠(𝑦) e definido como segue:

𝐵𝐹 (𝜃, 𝜃) = E𝐹 [𝑠(𝑦)] − 𝑡(𝐹 ), (2.11)

em que o subescrito 𝐹 indica que a esperança matemática é calculada com base em 𝐹 .
O estimador de bootstrap do viés na versão paramétrica é definido substituindo a verdadeira
distribuição 𝐹 , que gerou a amostra original, pela distribuição estimada 𝐹𝜃 na expressão (2.11).
Assim, o viés bootstrap paramétrico é dado por

𝐵𝐹𝜃
(𝜃, 𝜃) = E𝐹𝜃

[𝑠(𝑦)] − 𝑡(𝐹 ).

Suponha que as 𝐵 amostras bootstrap (𝑦*1
1 , 𝑦*2

2 , . . . , 𝑦*𝐵
𝑛 ) são geradas de forma independente

a partir da amostra original 𝑦 e são calculadas as respectivas réplicas bootstrap (𝜃*1, 𝜃*2, . . . , 𝜃*𝐵)
em que 𝜃*𝑏 = 𝑠(𝑦*𝑏) para 𝑏 = 1, 2, . . . , 𝐵. Portanto, é possível aproximar a esperança boots-
trap E𝐹𝜃

[𝑠(𝑦)] pela média

𝜃*(·) = 1
𝐵

𝐵∑︁
𝑏=1

𝜃*𝑏 = 1
𝐵

𝐵∑︁
𝑏=1

𝑠(𝑦)

Assim, a estimativa bootstrap paramétrico do viés baseada nas 𝐵 réplicas bootstrap de 𝜃 é
dada por

𝐵𝐹𝜉
(𝜃, 𝜃) = 𝜃*(·) − 𝑠(𝑦)
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e utilizando a estimativa bootstrap paramétrico do viés, define-se o estimador corrigido até
segunda ordem por bootstrap da forma

𝜃 = 𝑠(𝑦) − 𝐵𝐹𝜉
= 2𝑠(𝑦) − 𝜃*(·)

em que 𝜃 é denominado CBC (Constant-Bias-Correcting) por MacKinnon e Jr (1998).

2.2.1.4 Estimação intervalar

Muitas vezes temos também interesse em realizar estimativas intervalares. Uma aborda-
gem usual é empregar um intervalo de confiança assintótico (ICA), que resulta da distribuição
assintótica dos estimadores de máxima verossimilhanças. Para 𝑛 grande, o intervalo de confi-
ança assintótico para o parâmetro 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ com um nível de confiança 100(1 − 𝛼)% é
definido por: (︁

𝛽 − 𝑧( 𝛼
2 )𝐾̂

− 1
2

𝛽 , 𝛽 + 𝑧(1− 𝛼
2 )𝐾̂

− 1
2

𝛽

)︁
(︁
𝛿 − 𝑧( 𝛼

2 )𝐾̂
− 1

2
𝛿 , 𝛿 + 𝑧(1− 𝛼

2 )𝐾̂
− 1

2
𝛿

)︁
,

em que 𝐾̂
− 1

2
𝛽 e 𝐾̂

− 1
2

𝛿 representam os erros padrão assintóticos de 𝛽 e 𝛿 respectivamente e
com 𝑧( 𝛼

2 ) e 𝑧(1− 𝛼
2 ) os quantis da distribuição normal padrão.

Queremos também construir um intervalo de confiança através da metodologia bootstrap
para o parâmetro 𝜃 denominado por bootstrap-t (ICBt), que é obtido a partir da estatística 𝒯

de uma amostra original 𝑦 definida como 𝒯 = 𝜃−𝜃̂︀ep(𝜃) , em que ̂︁ep(𝜃) é o erro padrão estimado
𝜃. Esta estatística pode ser estimada a partir das B amostras artificiais bootstrap geradas a
partir de 𝑦 como

𝒯 *𝑏 = 𝜃*𝑏 − 𝜃̂︁ep*𝑏

sendo 𝑏 = 1, 2, . . . , 𝐵, em que 𝜃 = 𝑠(𝑦) é o valor estimado de 𝜃 a partir de 𝑦 e 𝜃*𝑏 = 𝑠(𝑦*𝑏)

e ̂︁ep*𝑏 são valores estimados pelo bootstrap. Os percentis 𝛼/2 e 1 − 𝛼/2 são estimados pelos
valores 𝑡(𝛼/2) e 𝑡(1−𝛼/2) respectivamente de tal modo que

{#𝒯 *𝑏 ≤ 𝑡( 𝛼
2 )}

𝐵
= 𝛼

2 e {#𝒯 *𝑏 ≤ 𝑡(1− 𝛼
2 )}

𝐵
= 1 − 𝛼

2 . (2.12)

Finalmente o intervalo de confiança bootstrap-t é dado por(︁
𝛽 − 𝑡(𝛼/2)̂︁ep(𝛽), 𝛽 + 𝑡(1−𝛼/2)̂︁ep(𝛽)

)︁
e (︁

𝛿 − 𝑡(𝛼/2)̂︁ep(𝛿), 𝛿 + 𝑡(1−𝛼/2)̂︁ep(𝛿)
)︁
,
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respectivamente para 𝛽 e 𝛿, em que ̂︁ep ≡ ̂︁ep(𝜃). Um procedimento para obtenção das
quantidades 𝑡(𝛼/2) e 𝑡(1−𝛼/2) consiste em ordenar as B réplicas bootstrap 𝒯 *𝑏, e as réplicas
𝐵 × (𝛼

2 ) e 𝐵 × (1−𝛼
2 ) são as quantidades 𝑡(𝛼/2) e 𝑡(1−𝛼/2) respectivamente, assumindo que

𝐵 × (𝛼
2 ) e 𝐵 × (1−𝛼

2 ) são inteiros. Caso 𝐵 × (𝛼
2 ) e 𝐵 × (1−𝛼

2 ) não forem inteiros, podemos
utilizar o seguinte procedimento: assumindo que 0 < 𝛼 < 1/2, seja 𝑘 = ⌊(𝐵 + 1) × 𝛼

2 ⌋ o
maior inteiro ≤ (𝐵 + 1) × 𝛼

2 ; então as quantidades 𝑡(𝛼/2) e 𝑡(1−𝛼/2) são dadas pelos 𝑘-ésimo
e (𝐵 + 1 − 𝑘)-ésimo elementos ordenados de 𝒯 *𝑏 respectivamente (LEMONTE, 2006; HALL,
1988). Podemos também construir o intervalo de confiança bootstrap percentil (ICP) com um
nível de cobertura 1 − 𝛼, definidos pelos percentis 𝛼/2 e 1 − 𝛼/2 e baseado na distribuição
empírica de 𝐹 de 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤. Assim, podemos escrever o ICP para o vetor de parâmetro
𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ como (︁

𝛽*(𝛼/2), 𝛽*(1−𝛼/2)
)︁

e
(︁
𝛿*(𝛼/2), 𝛿*(1−𝛼/2)

)︁
,

respectivamente para os vetores de parâmetros 𝛽 e 𝛿 em que 𝛽*(𝛼/2) = 𝛿*(𝛼/2) = 𝐹 −1(𝛼/2)

e 𝛽*(1−𝛼/2) = 𝛿*(1−𝛼/2) = 𝐹 −1(1 − 𝛼/2). O procedimento para obtenção dos limites inferior
e superior do intervalo percentil segue o mesmo que foi definido para o intervalo de confiança
bootstrap-t.

2.2.2 Resultados Numéricos

Esta seção tem a finalidade de avaliar numericamente a qualidade das inferências feitas
sobre o vetor de parâmetros 𝜃 nos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos, em
amostras de tamanho finito e sob diferentes cenários. Os objetivos específicos podem ser
resumidos como segue:
i) Avaliar o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhanças (𝜃) e das suas versões
corrigidas via Cox & Snell (𝜃) e por bootstrap paramétrico (𝜃), utilizando as seguintes medidas:
viés, viés relativo (VR, definido como 100×(viés/valor verdadeiro do parâmetro)%) e erro
quadrático médio (EQM) (Tabelas 1 a 6 e 12 a 15);
ii) Comparar as precisões das diferentes estimativas intervalares, em termos das coberturas
empíricas (%) dos intervalos assintótico (ICA), bootstrap percentil (ICP) e bootstrap-t (ICB-
t), aos níveis nominais 90%, 95% e 99% para o vetor de parâmetros 𝜃 (Tabelas 7 a 11).

A simulação de Monte Carlo é baseada no seguinte modelo de regressão:

𝑦𝑙 = exp(𝜂𝑙) + 𝜀𝑙, 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛,



30

em que 𝜀𝑙 ∼ 𝑆(0, exp(𝜏𝑙), 𝑔), sendo os dois componentes sistemáticos definidos como: 𝜂𝑙 =

𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑙1 + exp(𝛽2𝑥𝑙2) e 𝜏𝑙 = 𝛿0 + 𝛿1𝑠𝑙1 + exp(𝛿2𝑠𝑙2), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛 com 𝑝 = 3 e 𝑞 = 3. Os
valores verdadeiros do vetor de parâmetro 𝛽 e 𝛿 da simulação são fixados em 𝛽0 = 𝛽1 = 𝛽2 = 1

e 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 2, 𝛿2 = 3. Todas as covariadas 𝑥𝑙1, 𝑥𝑙2 e 𝑠𝑙1, 𝑠𝑙2 foram gerados a partir da
distribuição uniforme 𝑈(0, 1) e são fixadas durante todo o experimento. O número de réplicas
de Monte Carlo e bootstrap foi fixado em 10.000 e 600, para os seguintes tamanhos de amostra
𝑛 = 20, 30, 40, 50. Para o estudo de simulação foram consideradas três distribuições com erros
simétricos, a saber: exponencial potência com parâmetro de forma 𝑘 = 0, 3, t-Student com 4
graus de liberdade (𝜈, fixo) e Logística tipo II (𝐿𝐼𝐼). As simulações foram realizadas usando
a versão 8.02 do Ox Doornik (2009).
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Nas Tabelas 1 a 6 apresentamos as estimativas pontuais para o vetor de parâmetros
considerando os modelos t-Student, logístico tipo II e exponencial potência, respectivamente.

Nos três modelos, observamos que os estimadores 𝛽 e 𝛽 apresentaram, em módulo, vieses
relativos consideravelmente menores do que o viés relativo do estimador 𝛽 para quase todos
os tamanhos amostrais. No entanto, o estimador 𝛽 foi menos eficaz em relação ao estimador
𝛽. Por exemplo, no modelo 𝑡4, para 𝑛 = 20, o viés do estimador 𝛽0 foi 1.6009, enquanto
que, o viés do estimador 𝛽0 foi 0.97833. Observe que em alguns casos tivemos o viés dos
estimadores 𝛽 e 𝛽 maiores do que o do estimador 𝛽. Isto é o caso por exemplo, do modelo 𝑡4

no qual para 𝑛 = 40, o estimador corrigido 𝛽1(0.00106) teve o viés maior do que o estimador
𝛽. Esta particularidade também observa-se nos modelos exponencial potência e o modelo
𝐿𝐼𝐼. Por exemplo, no modelo Logístico tipo II para 𝑛 = 50, os estimadores 𝛽1 (0.00235)
e 𝛽1 (0.00176) tiveram viés maior que o estimador 𝛽1 (0.00011). Além disso, o estimador
𝛽0 (0.0149) teve viés maior que o estimador 𝛽0(0.000135). Já no modelo exponencial, para
𝑛 = 40, o estimador 𝛽2 (0.0002) teve um viés maior que o estimador 𝛽1 (0.00017). Apesar
de o estimador 𝛽 ter apresentado o menor viés nesses três casos, ele permanece em geral,
menos eficaz em relação aos demais. Como esperado, os vieses relativos diminuem à medida
que aumentamos o tamanho da amostra. Por outro lado, não foi possível determinar o viés
relativo dos estimadores 𝛿, 𝛿 e 𝛿, pois o valor verdadeiro do parâmetro 𝛿0 foi fixado em 0 (zero).
Em relação ao viés, todos os modelos e em todos os tamanhos amostrais, os estimadores 𝛿 e
𝛿 apresentaram, em módulo, vieses consideravelmente menores quando comparar com o viés
do estimador 𝛿. Todavia, o estimador 𝛿 foi o menos eficaz em módulo em relação ao 𝛿 em
todos os tamanhos amostrais, com uma exceção detectada no modelo 𝑡4 para 𝑛 = 30, o viés
do estimador 𝛿0 (0.01562) foi menor do que o viés do estimador 𝛿0(0.01659). Os estimadores
𝛽, 𝛽 e 𝛽 apresentaram EQM similares. Por exemplo no modelo 𝑡4 para 𝑛 = 40, os estimadores
𝛽, 𝛽 e 𝛽 apresentaram EQM dados por 0.000013, 0.00000, 0.00000, respectivamente, para
𝛽0, 𝛽1 e 𝛽2. Note que esta quase estabilidade se mantém em todos os tamanhos amostrais.
Já os EQM dos estimadores 𝛿, 𝛿 e 𝛿 diferem um pouco em alguns casos e nulas em outros.

Na sequência, com respeito às taxas de coberturas empíricas dos intervalos ICA, ICP e
bootstrap-t para o vetor de parâmetros 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤, novamente consideramos os modelos
exponencial potência com 𝑘 = 0.3, 𝑡4 e modelo Logístico tipo II. Para isto, foram construídos
648 intervalos com níveis nominais de cobertura iguais a 90%, 95%, 99% para os tamanhos
amostrais 𝑛 = 20, 30, 40, 50, fixando 𝛽0 = 𝛽1 = 𝛽2 = 1 e 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 2 e 𝛿2 = 3. Todos
os intervalos de confiança foram construídos de tal modo que contivessem o valor verdadeiro
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do parâmetro com probabilidade 1 − 𝛼, com probabilidade 𝛼/2 do limite inferior do intervalo
ser maior que o verdadeiro valor de parâmetro e com 𝛼/2 do limite superior do intervalo ser
menor que o valor verdadeiro do parâmetro, para 0 < 𝛼 < 1/2.
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As Tabelas 7, 8 e 9 apresentam os intervalos de confiança dos 𝛽 para os modelos fixando
𝛽0 = 𝛽1 = 𝛽2 = 1. Percebe-se que todos os intervalos de confiança considerados contém o
valor do espaço paramétrico de 𝛽 e isto, independentemente do tamanho amostral e do valor
de 𝛼. Observe que os limites inferior e limites superior nos modelos estão próximos entre si
independentemente também do tamanho da amostra e do nível 𝛼. O intervalo de confiança de
tipo assintótico no modelo 𝐿𝐼𝐼 apresentou as melhores probabilidades de cobertura em todos
os tamanhos da amostra e níveis nominais de cobertura, enquanto nos modelos exponencial
potência e 𝑡4 os intervalos de confiança bootstrap percentil (ICP) e bootstrap-t (ICB-t) apre-
sentaram as melhores probabilidades de cobertura em todos os tamanhos amostrais e níveis
nominais de cobertura seguido por ICA.

Tabelas 10, 11 e 12 apresentam os intervalos de confiança dos 𝛿 para os modelos em
estudo fixando 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 2 e 𝛿2 = 3. Os resultados apontam para os modelos que ne-
nhum intervalo abrangeu valores fora do espaço paramétrica de 𝛿. O intervalo de confiança
bootstrap-t apresentou as melhores probabilidades de cobertura e níveis nominais de cober-
tura. Por exemplo no modelo exponencial potência para 𝑛 = 50 e um nível de 𝛼 = 1%,
a probabilidade de cobertura observada foi de 99.230%, 99.150% e 98.680% respectivamente
para 𝛿0, 𝛿1 e 𝛿2. Neste mesmo cenário considerando 𝑛 = 30, a cobertura observada foi de
99.340%, 99.080% e 98.970% respectivamente para 𝛿0, 𝛿1 e 𝛿2.

Entretanto, no modelo 𝐿𝐼𝐼 fixando 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 2 e 𝛿2 = 3, o ICP apresentou os
piores resultados de cobertura para 𝑛 = 50 que são de 22%, 30%, 49% respectivamente para
𝛼 = 10%, 5% e 1%.

Além desses resultados, outro estudo de simulação foi realizado para avaliar o desempenho
dos estimadores de máxima verossimilhanças e suas versões corrigidas pelo método Cox-Snell e
Bootstrap para os três modelos considerando o submodelo da dispersão. Para isto, foram con-
siderados fixos os parâmetros 𝛿0 = 0, 𝛿1 = 2, o tamanho da amostra 𝑛 = 30 e assim, variando
somente o terceiro parâmetro da dispersão 𝛿2. Vale ressaltar que isto é uma das contribuições
fundamentais desse artigo para classe dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos.
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As Tabelas 13, 14 e 15 apresentam os resultados dessa simulação para 𝛿2 = 2.0, 2.25,
2.50 e 3 para cada um dos três modelos. Percebe-se que para os modelos considerados
as estimativas 𝛿 possuem vieses menores em relação a estimativa 𝛿. Por exemplo no mo-
delo Exponencial Potência (Tabela 15) para 𝑛 = 30 e 𝛿2 = 2.25, os vieses 𝛿 em mó-
dulo, são respectivamente de 0.00791, 0.02114, 0.00006 para 𝛿0, 𝛿1 e 𝛿2 enquanto os vie-
ses do estimador 𝛿 dos mesmos, em módulo, são de 0.24652, 0.133863, 0.02133 e para 𝛿,
esses vieses estão na ordem de 0.02544, 0.07136, 0.00807. Observa-se na Tabela 13 para
o modelo 𝑡4 e considerando 𝑛 = 30 e 𝛿2 = 2.25, os vieses 𝛿 em módulo, são respec-
tivamente de 0.03255, 0.09279, 0.00077 para 𝛿0, 𝛿1 e 𝛿2 enquanto os vieses do estimador
𝛿 dos mesmos, em módulo, são de 0.25996, 0.13770, 0.02866 e para 𝛿, esses vieses es-
tão na ordem de 0.03784, 0.08448, 0.00995. Mesma observação na Tabela 14 considerando
o modelo 𝐿𝐼𝐼 para 𝑛 = 30 e 𝛿2 = 2.25, os vieses 𝛿 em módulo, são respectivamente
de 0.02237, 0.05559, 0.00124 para 𝛿0, 𝛿1 e 𝛿2 enquanto os vieses do estimador 𝛿 dos mes-
mos, em módulo, são de 0.84340, 0.18604, 0.01845 e para 𝛿, esses vieses estão na ordem de
0.62871, 0.12093, 0.00297.

Note que o estimador 𝛿 tende a subestimar 𝛿0 e 𝛿1 e superestimar 𝛿2 e suas respectivas
estimativas corrigidas produzem tendências semelhantes que 𝛿. Da mesma forma, 𝛿 tende a
subestimar 𝛿0 e 𝛿2 e superestimar 𝛿1. Em todos os modelos, os estimadores 𝛿, 𝛿 e 𝛿 produzem
tendencias negativas para 𝛿0 e efeitos opostos entre 𝛿1 e 𝛿2. Observa-se que a medida que o
valor de 𝛿2 aumenta, os vieses dos estimadores de máxima verossimilhanças 𝛿, em módulo,
diminuem respectivamente para 𝛿0 e 𝛿2, porém aumentam para 𝛿1 com um tamanho de amos-
tra fixado em 𝑛 = 30. Portanto, 𝛿2 pode ser considerado como uma variável moderadora
na variabilidade para o submodelo da dispersão do modelo exponencial potência, modelo 𝑡4

e modelo 𝐿𝐼𝐼. Importante ressaltar que esses resultados não se generalizam para todos os
tamanho em estudo pois fixamos especificamente 𝑛 = 30. Adicionalmente vários valores dos
EQM nas tabelas analisados aparecem nulos que, na verdade, não são por não considerar a
raiz quadrada dos EQM.

Outro estudo de simulação foi considerado. Gallant (1975) analisou o conjunto de dados
multivariados de 50 observações composto por três variáveis explicativas e duas respostas.
Aqui nós propomos o modelo cuja resposta é exponencial com dois componentes sistemáticos
definidos por duas funções de ligação logarítmica não lineares para a média e dispersão e
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definidos da seguinte forma:

log(𝜇𝑙) = 𝜂 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑙1 + 𝛽2 exp (𝛽3𝑥𝑙2) e

log(𝜑𝑙) = 𝜏 = 𝛿0 exp (𝛿1𝑥𝑙2), 𝑙 = 1, 2, . . . , 50.

Os verdadeiros valores do vetor de parâmetros 𝛽 e 𝛿 são fixados em 𝛽0 = 𝛽1 = 𝛽2 = 1,
𝛽3 = −1 e 𝛿0 = 1, 𝛿1 = 1, 𝛿2 = −1 para submodelo da média e da dispersão respectivamente.
Para este conjunto de dados, foram considerados os seguintes modelos: t-Student com (𝜈 = 4),
exponencial potência com (𝑘 = 0.3), logístico tipo II e o modelo Normal. Os resultados, apre-
sentados na Tabela 16 mostram que os estimadores de máxima verossimilhanças e suas versão
corrigidas estão próximos entre si nos modelos. O estimador corrigido tende a sobrestimar os
parâmetros 𝛽0 e 𝛽3 do submodelo da média e 𝛿0 da dispersão e tende a subestimar 𝛽2 nos
modelos considerados. Importante ressaltar que os erros padrão do submodelo da média do
modelo normal são maiores em relação aos outros modelos considerados. Dentre os modelos
estudados, o modelo 𝑡4 teve um AIC inferior seguido do modelo logístico tipo II, exponencial
de potência com (𝑘 = 0.3) e modelo normal respectivamente.
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2.3 APLICAÇÃO

O conjunto de dados reais analisado neste artigo refere-se ao peso das lentes dos olhos
de coelhos europeus na Austrália (𝑂𝑟𝑦𝑐𝑡𝑜𝑙𝑎𝑔𝑢𝑠𝐶𝑢𝑛𝑖𝑐𝑢𝑙𝑢𝑠), 𝑦, em 𝑚𝑔, e à idade do animal,
𝑥, em dias, numa amostra contendo 71 observações. O conjunto de dados encontra-se no
Apêndice F. Esses dados foram analisados por Ratkowsky (1983) como um exemplo para
ajuste de modelos de rendimento. Wei (1998) analisou o mesmo conjunto de dados e detectou
a presença de observação aberrantes sob a estimação dos mínimos quadrados confirmando
a evidência de heteroscedasticidade nos dados. O mesmo conjunto de dados foi reanalisado
por Cysneiros, Paula e Galea (2005) considerando que a componente aleatória segue uma
distribuição simétrica e ajustou a distribuição t-Student com 𝜈 = 4 e adotando uma ligação
identidade nos dois componentes sistemáticos. Assim, propusemos um modelo mais geral com
funções logarítmicas de ligação tanto na média quanto na dispersão para reanalisarmos este
conjunto de dados. Os componentes sistemáticos do modelo são definidos da seguinte forma:

log(𝜇𝑙) = 𝜂𝑙 = 𝛽0 − 𝛽1(𝑥𝑙 + 𝛽2)−1 e

log(𝜑𝑙) = 𝜏𝑙 = 𝛿0 exp(𝛿1/𝑠𝑙),

em que 𝑠𝑙 = (𝑥𝑙 − 𝑥̄), 𝑙 = 1, 2, . . . , 71. Foram ajustados para este conjunto de dados, os
seguintes modelos: t-Student (𝜈 = 4) (modelo 𝑡4), exponencial potência (𝜅 = 0.31), logístico
tipo II (modelo 𝐿𝐼𝐼) e Normal. Os resultados das estimativas pontuais e intervalares, segundo
o intervalo de confiança Bootstrap-t (ICB-t) dos parâmetros são apresentados nas Tabelas 17
a 20. Percebe-se que tanto os estimadores de máxima verossimilhanças quanto os estimado-
res corrigidos estão próximos entre si em todos os modelos. O estimador corrigido tende a
superestimar os parâmetros 𝛽2 e 𝛿1 nos modelos considerados, um comportamento esperado
quando se referir às estimativas encontradas para o submodelo da média por Cysneiros, Paula
e Galea (2005), que são de 𝛽2 = 37, 60, 𝛽2 = 35, 86 e 𝛽2 = 35, 29 respectivamente para
o modelo normal, 𝐿𝐼𝐼 e 𝑡4. Este comportamento também é observado nas simulações do
presente artigo e também no artigo de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010). Cabe salientar
que os erros padrão do submodelo da média do modelo normal são maiores em relação aos
outros modelos considerados. Dentre os modelos estudados, o modelo exponencial potência
teve um Critério de Informação de Akaike (AIC=499.759) menor, seguido pelos modelos 𝐿𝐼𝐼

(AIC=499.934), 𝑡4 (AIC=500.614) e normal (AIC=501.257) respectivamente. Esses resulta-
dos corroboram também com os encontrados por Cysneiros, Paula e Galea (2005) ao ajustar
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três modelos (normal, t-Student ou 𝑡4 e logística II) ao mesmo conjuntos de dados e concluiu
que os modelos 𝑡4 e logística II se ajustaram melhor a este conjunto de dados do que o modelo
da normal.
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2.4 CONCLUSÃO

Este artigo investigou o desempenho dos estimadores de máxima verossimilhanças e sua ver-
sões corrigidas através dos métodos Cox-Snell e bootstrap nos modelos 𝑡4, 𝐿𝐼𝐼 e exponencial
potência (𝑘 = 0.3) pertencente à classe dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos.
Os resultados apontam para todos os modelos que os estimadores de máxima verossimilhanças
corrigidos pelo método Cox-Snell (𝛽, 𝛿) e bootstrap (𝛽, 𝛿) apresentaram vieses consideravel-
mente menores que o viés dos estimadores 𝛽 e 𝛿 em todos os tamanhos amostrais. Entretanto,
dentre esses estimadores corrigidos, (𝛽, 𝛿) se revelou ser mais eficaz que o estimador 𝛽 e 𝛿

em praticamente todos os tamanhos amostrais considerados. Desta forma, as correções analí-
ticas de Cox e Snell (1968) e por bootstrap são altamente eficazes apresentando desempenho
favoráveis para reduzir o viés dos estimadores de máxima verossimilhanças dos vetores de
parâmetros 𝛽 e 𝛿.

Como o esperado, quando aumentarmos o tamanho da amostra, os vieses e os erros qua-
dráticos médios dos estimadores 𝛽, 𝛽, 𝛽 e 𝛿, 𝛿, 𝛿 diminuem. Portanto, as simulações indicam
que a correção de viés em MNLSH com dispersão variável não linear, pode então ser usada
para obter estimativas melhoradas em amostras de tamanho pequeno ou moderado.

No que tange ao comportamento das estimativas intervalares dos três modelos em es-
tudo, percebe-se que, em geral, os intervalos de confiança bootstrap-t (ICB-t) e assintótico
(ICA) apresentaram probabilidades de cobertura estimadas mais próximas dos níveis nominais
de cobertura consideradas, seguido por intervalo de confiança bootstrap percentil (ICP). Os
resultados da aplicação corroboram com os resultados da simulação para os três modelos es-
pecificamente em termo de correção de viés dos estimadores de máxima verossimilhanças e
de intervalo de confiança bootstrap-t. O modelo que representa melhor o conjunto de dados
analisado é o modelo Exponencial Potência (𝑘 = 0, 31) seguido por 𝐿𝐼𝐼 e 𝑡4.
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3 CORREÇÃO DE BARTLETT NA CLASSE DOS MODELOS NÃO LINEARES

SIMÉTRICOS HETEROSCEDÁSTICOS

Resumo

Neste capítulo, derivamos uma fórmula matricial geral para o fator de correção de Bartlett
à estatística da razão de verossimilhanças para testar conjuntamente e/ou separadamente o
efeito da média e da dispersão nos modelos de regressão não lineares simétricos heterosce-
dásticos (MNLSH). Nesta classe de modelos, admitimos que a média e a dispersão não são
constantes, assumindo para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica, tendo como caso
particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Para o teste de heteroscedasticidade, o nosso
trabalho generaliza os resultados apresentados em ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022) e em Cordeiro (2004). Através de simulação de Monte Carlo, avaliamos os desempe-
nhos dos testes da razão de verossimilhanças e razão de verossimilhanças bootstrap com suas
respectivas versões corrigidas, em termos de tamanho e poder, em amostras finitas. Por fim,
apresentamos uma aplicação empírica.

Palavras chaves: bootstrap; heteroscedasticidade; modelos simétrico; teste de razão verossi-
milhanças; poder.

3.1 INTRODUÇÃO

Nos últimos anos, a classe de distribuições simétricas tem recebido bastante atenção na
literatura e abrange as distribuições tanto com caudas leves quanto caudas pesadas. As dis-
tribuições mais comuns pertencentes a essa família de distribuições são: normal, Cauchy,
t-Student, t-Student generalizada, logıstica tipo I, logıstica tipo II, logıstica generalizada, ex-
ponencial potência, Kotz, Kotz generalizada, normal contaminada, entre outras.

Os modelos de regressão não lineares simétricos heterocedásticos propostos por Cysneiros,
Paula e Galea (2005) são definidos por um conjunto de variáveis aleatórias independentes
tendo distribuição simétrica e admitem que tanto os parâmetros da média quanto os parâ-
metros da dispersão não são constantes para todas as observações. Para os parâmetros de
dispersão admitimos que há uma estrutura heteroscedástica qualquer, tendo como caso parti-
cular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Dizemos que o modelo é homoscedástico quando
os parâmetros de dispersão forem todos iguais; caso contrário, dizemos que o modelo hete-
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roscedástico. Nosso interesse é testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e
da dispersão nos modelos de regressão não lineares simétricos heteroscedásticos.

Os testes mais comuns para verificar a presença de heteroscedasticidade nos dados são
baseados nas estatísticas: razão de verossimilhanças (𝐿𝑅), escore (𝑆𝑅), wald (𝑊 ) e gradiente
(𝐺). Geralmente, a distribuição exata dessas estatísticas, em amostras finitas, é desconhecida,
então os testes derivados nas estatísticas 𝐿𝑅, 𝑆𝑅, 𝑊 e 𝐺 são baseados em aproximações
assintóticas. Sob a hipótese nula ℋ0, a distribuição de referência utilizada é a qui-quadrado
(𝜒2

𝑞), em que 𝑞 é o número de restrições impostas sob ℋ0, com erro de ordem 𝑛−1. Contudo, em
amostras pequenas essas aproximações por 𝜒2

𝑞 pode não ser muito satisfatórias, conduzindo a
testes com taxas de rejeição distorcidas. Desse modo, faz-se necessário desenvolver técnicas de
aperfeiçoamento das estatísticas de tal forma que melhore a aproximação dessas distribuições
produzindo inferências mais precisas. Essa linha de pesquisa é denominada teoria assintótica
de alta ordem, que tem como objetivo o refinamento de métodos inferenciais a fim de torná-
los mais precisos em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.
Um fator de correção foi introduzido por Bartlett (1937) cuja a ideia consiste em modificar a
estatística por um fator produzindo uma estatística corrigida com o primeiro momento igual
ao da distribuição 𝜒2

𝑞, com erro de ordem 𝑛−2. Lawley (1956) obteve uma fórmula geral para
a constante que compõe o fator de correção de Bartlett, esta fórmula envolve cumulantes
conjuntos do logaritmo da função de verossimilhança.

Diversos trabalhos na literatura têm abordado a correção de Bartlett. Por exemplo, as cor-
reções de Bartlett e tipo-Bartlett já foram obtidas em Cordeiro (2004) na classe dos modelos
de regressão simétricos, Melo, Ferrari e Cribari-Neto (2009), Stein, Silva e Duczmal (2014)
nos modelos de regressão lineares, Lemonte, Cordeiro e Moreno (2012) nos modelos de re-
gressão não lineares, Bayer e Cribari-Neto (2013) nos modelos de regressão beta, Medeiros,
Ferrari e Lemonte (2017) na classe dos modelos de dispersão, Medeiros e Ferrari (2017) em
modelos de regressão lineares simétricos e logo-simétricos, Araújo, Cysneiros e Montenegro
(2020) e ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) na classe dos modelos não lineares
simétricos heteroscedásticos.

Neste capítulo iremos derivar uma fórmula matricial geral para o fator de correção de
Bartlett à estatística da razão de verossimilhanças para testar conjuntamente e/ou separa-
damente o efeito da média e da dispersão nos modelos de regressão não lineares simétricos
heteroscedásticos admitindo para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica.
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3.1.1 Modelos Não Lineares Simétricos Heteroscedásticos

Seja 𝑦 uma variável aleatória contínua com distribuição simétrica. Sua função de densidade
de probabilidade é dada por

𝑓(𝑦, 𝜇, 𝜑) = 1√
𝜑

𝑔(𝑢), 𝑦 ∈ R, 𝜇 ∈ R, 𝜑 > 0, (3.1)

em que 𝜇 representa o parâmetros de locação, 𝜑 o parâmetros de dispersão e 𝑔(·) a função
geradora de densidade com 𝑔(𝑢) > 0, 𝑢 > 0 sendo 𝑢 = 𝜑−1(𝑦 − 𝜇)2 e ∫︀∞

0 𝑢−1/2𝑔(𝑢)𝑑𝑢 =

1. Diferentes opções para a função 𝑔 levam a diferentes distribuições simétricas com suas
propriedades apresentadas por Cysneiros, Paula e Galea (2005). Note que 𝑔 pode depender
de parâmetros extras, 𝜈, que é o caso do parâmetro de graus de liberdade da distribuição
t-Student. Sempre que este for o caso, presume-se que tais parâmetros sejam fixos.

Assumimos que 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 são variáveis aleatórias independentes em que cada 𝑦𝑙 tem uma
distribuição simétrica definida em (4.1) com 𝜇𝑙 o parâmetro de locação e 𝜑𝑙 o da disper-
são. Adicionalmente, considere que 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)⊤ e 𝜑 = (𝜑1, . . . , 𝜑𝑛)⊤ variam entre
observações através de estruturas não lineares de regressão. O modelo não linear simétrico
heteroscedástico de regressão 𝑦𝑙 ∼ 𝑆(𝜇𝑙, 𝜑𝑙, 𝑔), 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, proposto por Cysneiros, Cordeiro
e Cysneiros (2010) é definido por (4.1) e pelos componentes sistemáticos para o vetor de
parâmetro da média 𝜇 e o vetor do parâmetro da dispersão 𝜑 descrito por

𝑔(𝜇) = 𝜂 = 𝑓1(𝑋, 𝛽) e ℎ(𝜑) = 𝜏 = 𝑓2(𝑆, 𝛿),

respectivamente, em que 𝑔(·) e ℎ(·) representam as funções de ligação da média e da dispersão,
conhecidas e biunívocas, sendo 𝑋 = (𝑥𝑙1, . . . , 𝑥𝑙𝑝)⊤ e 𝑆 = (𝑠𝑙1, . . . , 𝑠𝑙𝑞)⊤ matrizes conhecidas
de covariáveis, 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)⊤ e 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑞)⊤, são vetores de 𝑝 e 𝑞 parâmetros
desconhecidos a serem estimados, com 𝑝 < 𝑛 e 𝑞 < 𝑛 observações, 𝑓1 e 𝑓2 são funções
contínuas e diferenciáveis com respeito aos componentes de 𝛽 e 𝛿 tal que as matrizes de
derivadas 𝑋̃ = 𝜕𝜂

𝜕𝛽
e 𝑆 = 𝜕𝜏

𝜕𝛿
tenham posto completos.

O logaritmo da função de verossimilhança (log-verossimilhança) do vetor de parâmetros
𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ dado o vetor de observações (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ dos modelos não lineares simétricos
heteroscedásticos pode ser expresso na forma:

ℓ = ℓ(𝜃) = log 𝑓(𝑦, 𝜃) = −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

log(𝜑𝑙) +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙), (3.2)
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em que 𝑡(𝑧𝑙) = log{𝑔(𝑢𝑙)}, 𝑢𝑙 = 𝑧2
𝑙 = (𝑦𝑙 −𝜇𝑙)2/𝜑𝑙 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Assumimos que a função ℓ

é regular com respeito às derivadas em relação aos componentes de 𝛽 e 𝛿 até a quarta ordem
(COX; HINKLEY, 1974; SERFLING, 1980).

Para a obtenção dessas derivadas, utilizamos a notação: 𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = E
(︁
𝑡
(1)𝑎

(𝑧𝑙) 𝑡
(2)𝑏

(𝑧𝑙) 𝑡
(3)𝑐

(𝑧𝑙) 𝑡
(4)𝑑

(𝑧𝑙) 𝑧𝑒
)︁

em que 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ {0, 1, 2, 3, 4} e 𝑡(𝑖)(𝑧𝑙) = 𝜕𝑖𝑡(𝑧𝑙)/𝜕𝑧𝑖
𝑙 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

Pelas condições de regularidade (COX; HINKLEY, 1974), tem-se que: 𝜙01001 = 𝜙10000 = 0,
𝜙20000 = −𝜙10000, 𝜙11001 = −(𝜙01000+𝜙00101), 𝜙00010 = −𝜙10100, 𝜙11001+𝜙00101+𝜙01000 = 0,
𝜙01002 = 2 − 𝜙20002 e 𝜙40000 = −3𝜙21000. Os valores dos 𝜙′𝑠 correspondentes a algumas
distribuições simétricas podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008) e
as derivadas de algumas distribuições simétricas encontram-se no Apêndice I.

Definimos também as matrizes diagonais de dimensão 𝑛 × 𝑛, a saber: Λ𝑙 = Δ𝑙 =

𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝜑1, . . . , 1/𝜑𝑛), 𝑀𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚𝑖1, . . . , 𝑚𝑖𝑛) com elementos dados por 𝑚𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜇𝑙/𝑑𝜂𝑖
𝑙 é

a 𝑖-ésima derivada de 𝜇𝑙 = 𝑔−1(𝜂𝑙) e 𝐻𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑛) com elementos ℎ𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜑𝑙/𝑑𝜏 𝑖
𝑙

é a 𝑖-ésima derivada de 𝜑𝑙 = 𝑔−1(𝜏𝑙) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.
A função escore total 𝑈(𝜃) = 𝑈(𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ e a matriz de informação total de Fisher são

dadas, em notação matricial, por:

𝑈(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑈𝛽(𝜃)

𝑈𝛿(𝜃)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑋̃⊤𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)

−1
2𝑆⊤𝐻1Δ(𝜄 − 𝑉 𝑢)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.3)

e

𝐾(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾𝛽 0

0 𝐾𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (3.4)

respectivamente, em que (𝑦 − 𝜇) = (𝑦1 − 𝜇1, . . . , 𝑦𝑛 − 𝜇𝑛)⊤, 𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)⊤

sendo 𝑣𝑙 = −2𝑔′(𝑧2
𝑙 )

𝑔(𝑧2
𝑙

) , 𝑔′(𝑧2
𝑙 ) = 𝜕𝑔(𝑧2

𝑙 )
𝜕𝑧2

𝑙
, 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), 𝜄 um vetor 𝑛 × 1 de uns, 𝐾𝛽 =

−(𝜙(0,1,0,0,0))
(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁

e 𝐾𝛿 = 1
4

(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁
. Os parâmetros 𝛽 e 𝛿

são globalmente ortogonais e seus estimadores de máxima verossimilhanças 𝛽 e 𝛿, respecti-
vamente, são assintoticamente independentes.

O método de otimização não linear como o algoritmo Scoring de Fisher ou o algoritmo
Newton-Raphson pode ser usado à obtenção dos EMV do vetor de parâmetros 𝜃. Usamos o
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processo iterativo Scoring de Fisher, o qual é definido como

𝜃(𝑚+1) = 𝜃(𝑚) + 𝐾−1
𝜃(𝑚)𝑈𝜃(𝑚) , 𝑚 = 0, 1, . . . .

Esse processo pode ser reescrito como um processo de mínimos quadrados reponderados, como
se segue:

𝛽(𝑚+1) = 𝛽(𝑚) +
{︁
𝑋̃(𝑚)⊤Λ(𝑚)𝑀

2(𝑚)
1 𝑋̃(𝑚)

}︁−1
𝑋̃(𝑚)⊤Λ(𝑚)𝑀

2(𝑚)
1 𝜁

(𝑚)
1 , (3.5)

e

𝛿(𝑚+1) = 𝛿(𝑚) +
{︁
𝑆(𝑚)⊤Δ2(𝑚)𝐻

2(𝑚)
1 𝑆(𝑚)

}︁−1
𝑆(𝑚)⊤Δ(𝑚)2

𝐻
2(𝑚)
1 𝜁

(𝑚)
2 (3.6)

em que 𝑚 = 0, 1, · · · , 𝜁1 = − 1
𝜙(0,1,0,0,0)

𝑀−1
1 𝑉 (𝑦−𝜇) e 𝜁2 = 2

(𝜙(0,1,0,0,2)−1)𝐻
−1
1 Δ−1(𝜄−𝑉 𝑢)

desempenham o papel de variáveis dependentes modificadas, enquanto que, Λ(𝑚)𝑀
2(𝑚)
1 e

Δ2(𝑚)𝐻
2(𝑚)
1 são matrizes de pesos que mudam a cada passo iterativo. Essas equações podem

ser implementadas em qualquer software com uma rotina de regressão linear ponderada para
calcular os EMV do vetor de parâmetros 𝜃 iterativamente. Assintoticamente, os EMV de 𝜃

têm distribuição normal com média 𝜃 e matriz de covariâncias 𝐾(𝜃)−1.

Introduzimos as seguintes notações de derivadas: 𝑈𝑟 = 𝜕ℓ/𝜕𝛽𝑟, 𝑈𝑟𝑆 = 𝜕2ℓ/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛿𝑆),
𝑈𝑟𝑠𝑇 = 𝜕3ℓ/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛿𝑇 ) e assim por diante, em que ℓ é a log-verossimilhanças e 𝑟, 𝑠, 𝑡 são
indexadores do espaço paramétrico. Consideramos os subscritos em minúsculo 𝑟, 𝑠, 𝑡.𝑢 para o
componente do vetor 𝛽 e os subscritos maiúsculo 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 para o componente do vetor 𝛿.
Os cumulantes conjuntos das derivadas da log-verossimilhanças são definidos como em Lawley
(1956): 𝜅𝑟𝑠 = E(𝑈𝑟𝑠), 𝜅𝑟,𝑠 = E(𝑈𝑟𝑈𝑠), 𝜅𝑟𝑠𝑇 = E(𝑈𝑟𝑠𝑇 ), e assim por diante. Os cumulantes
𝜅′𝑠 referem-se a um total sobre a amostra e, em geral, são de ordem 𝑂(𝑛). Denotamos
as derivadas dos cumulantes em relação aos componentes do vetor 𝛽 por 𝜅(𝑡)

𝑟𝑠 = 𝜕𝜅𝑟𝑠/𝜕𝛽𝑡,
𝜅(𝑇 )

𝑟𝑠 = 𝜕𝜅𝑟𝑠/𝜕𝛿𝑇 , e assim por diante. Por fim, adotaremos a notação proposta por Cordeiro
e Paula (1989): (𝑟)𝑙 = 𝜕𝜂𝑙/𝜕𝛽𝑟, (𝑟𝑠)𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠), (𝑟𝑠, 𝑡)𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝜂𝑙/𝜕𝛽𝑡) e
(𝑟𝑠, 𝑇 )𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙/(𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝜏𝑙/𝜕𝛿𝑇 ), e assim por diante. Note que 𝜅𝑟,𝑠 = −𝜅𝑟𝑠 e 𝜅𝑅,𝑆 = −𝜅𝑅𝑆

em que cada 𝜅 sobrescritos corresponde ao elemento 𝐾−1
𝛽 e 𝐾−1

𝛿 da inversa da matriz de
informação de Fisher respectivamente.

3.1.2 Teste da Razão de Verossimilhanças

Seja ℓ(𝛽, 𝛿) a log-verossimilhança dada em (3.2) que depende dos vetores de parâme-
tros desconhecidos 𝛽 = (𝛽⊤

1 , 𝛽⊤
2 )⊤ e 𝛿 = (𝛿⊤

1 , 𝛿⊤
2 )⊤ sendo 𝛽1 = (𝛽1, · · · , 𝛽𝑝1)⊤, 𝛽2 =
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(𝛽𝑝1+1, · · · , 𝛽𝑝)⊤, 𝛿1 = (𝛿1, · · · , 𝛿𝑞1)⊤, 𝛿2 = (𝛿𝑞1+1, · · · , 𝛿𝑞)⊤, com 𝑝1 ≤ 𝑝 e 𝑞1 ≤ 𝑞. Assumi-
mos que ℓ(𝛽, 𝛿) é regular com respeito às derivadas em relação aos componentes dos vetores
𝛽 e 𝛿 até a quarta ordem. As condições de regularidades podem ser encontradas em (COX;

HINKLEY, 1974).
Essas decomposições induzem às correspondentes partições das matrizes 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2)

e 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2) em que 𝑋1, 𝑋2, 𝑆1 e 𝑆2 são sub-matrizes conhecidas de posto reduzido e
de dimensões 𝑛 × 𝑝1, 𝑛 × 𝑝 − 𝑝1, 𝑛 × 𝑞1, 𝑛 × 𝑞 − 𝑞1, respectivamente.

Estamos interessados em testar as seguintes hipóteses:
(i) ℋ1

0 : 𝛽1 = 𝛽
(0)
1 , 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ1

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou
seja, testar conjuntamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto que, o
vetor de parâmetros (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤
2 )⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação;

(ii) ℋ2
0 : 𝛽1 = 𝛽

(0)
1 contra ℋ2

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto que, o vetor de
parâmetros (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação;
(iii) ℋ3

0 : 𝛿1 = 𝛿
(0)
1 contra ℋ3

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto que, o vetor de
parâmetros (𝛿⊤

2 , 𝛽⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação. Note que 𝛽
(0)
1 e

𝛿
(0)
1 são vetores de valores nominais.

A estatística da razão de verossimilhanças para testar ℋ1
0 versus ℋ1

1 é dada por

𝐿𝑅1 = 2[ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿1, 𝛽2) − ℓ(𝛽(0)
1 , 𝛽2, 𝛿

(0)
1 , 𝛿2)], (3.7)

em que 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2)⊤ e 𝛿 = (𝛿1, 𝛿2)⊤ são os vetores de estimadores de máxima verossimilhan-
ças irrestritos de 𝛽 e 𝛿, sendo 𝛽2 e 𝛿2 os vetores de estimadores de máxima verossimilhanças
restritos de 𝛽2 e 𝛿2, respectivamente.

A estatística da razão de verossimilhanças para testar ℋ2
0 versus ℋ2

1 é dada por

𝐿𝑅2 = 2[ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿) − ℓ(𝛽(0)
1 , 𝛽2, 𝛿)], (3.8)

em que 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2)⊤ e 𝛿 são os vetores de estimadores de máxima verossimilhanças irrestrito
de 𝛽 e 𝛿, sendo 𝛽2 e 𝛿 os vetores de estimadores de máxima verossimilhanças restritos de 𝛽2

e 𝛿, respectivamente.
A estatística da razão de verossimilhanças para testar ℋ3

0 versus ℋ3
1 é dada por

𝐿𝑅3 = 2[ℓ(𝛽, 𝛿1, 𝛿2) − ℓ(𝛽, 𝛿
(0)
1 , 𝛿2)], (3.9)



71

em que 𝛽 e 𝛿1, 𝛿2 são os vetores de estimadores de máxima verossimilhanças irrestritos de 𝛽,
𝛿1 e 𝛿2, sendo 𝛽 e 𝛿2 o vetor de estimadores de máxima verossimilhanças restritos para 𝛽 e
𝛿2 respectivamente.

Assintoticamente e sob ℋ1
0, ℋ2

0 e ℋ3
0 as estatísticas 𝐿𝑅1, 𝐿𝑅2 e 𝐿𝑅3 (chamamos de

𝒯 ) têm uma distribuição aproximadamente 𝜒2 com 𝑝1 + 𝑞1, 𝑝1 e 𝑞1 graus de liberdade,
respectivamente. No entanto, quando o tamanho da amostra é pequeno, ou mesmo de tamanho
moderado, estas aproximações para a distribuição 𝜒2 podem não ser precisas. Por esse motivo,
se faz necessário, o uso de técnicas estatísticas para melhorar essa aproximação.

3.1.3 Teste da razão de verossimilhanças bootstrap

Uma técnica alternativa para melhorar testes baseados na estatística da razão de verossimi-
lhanças, e outras estatísticas conhecidas na literatura (Wald, escore e gradiente), consiste em
estimar a distribuição da estatística de teste através do método de reamostragem bootstrap
paramétrico. Esta técnica foi introduzida por Efron (1979) e mais detalhada para testes de
hipóteses em Efron e Tibshirani (1994) e utiliza um valor crítico a partir da distribuição nula
da estatística de teste estimada pela reamostragem bootstrap.

Seja o vetor 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ que contém 𝑛 variáveis aleatória independentes e suponha
que 𝑦𝑙 ∼ 𝑆(𝜇𝑙, 𝜑𝑙), com 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Como nosso interesse reside em realizar testes das
hipóteses nulas definidas na Seção 3.1.2, o procedimento de teste bootstrap paramétrico é
adotado nas avaliações numéricas e pode ser descrita através dos seguintes passos como
apresentados em Queiroz (2011) :

1 Calcular a estatística de teste de interesse, 𝒯 , como descrito na Seção 3.1.2;

2 Construir a amostra de bootstrap 𝑦*, em que 𝑦*
𝑙 ∼ 𝑆(𝜇̃𝑙, 𝜑𝑙), com 𝜇̃𝑙 = 𝜇(𝑋̃, 𝛽)

e 𝜑𝑙 = 𝜑(𝑆, 𝛿), em que 𝛽 e 𝛿 são os vetores de estimativas restritas de máxima
verossimilhanças, ou seja, sob a hipótese nula;

3 Estimar o modelo usando 𝑦* como variável resposta, a fim de obter os estimadores de
máxima verossimilhanças irrestritos e restritos de bootstrap e calcular a estatística 𝒯 *;

4 Repetir os passos 2 e 3 um número grande de vezes, denotamos de B;

5 Calcular o quantil de interesse, 𝑞(1−𝛼), da distribuição empírica das B realizações da
estatística 𝒯 * obtidas usando os passos 2 até 4;
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6 Realizar o teste utilizando a estatística 𝒯 calculada no passo 1 junto com o valor crítico
de bootstrap obtido no passo 5.

Importante ressaltar que o teste da razão de verossimilhanças bootstrap não usa um valor
crítico obtido da distribuição nula assintótica, ele utiliza o valor crítico estimado da distribuição
nula de 𝒯 *. Assim, para o teste da razão de verossimilhanças bootstrap a estatística de teste
bootstrap é dada por:

𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 = 2{ℓ(𝜃*𝑏, 𝑦*𝑏) − ℓ(𝜃*𝑏, 𝑦*𝑏)},

em que 𝜃*𝑏 e 𝜃*𝑏 representa os EMV irrestrito e restrito do vetor 𝜃* = (𝛽*, 𝛿*)⊤, res-
pectivamente, na 𝑏-ésima réplica bootstrap, com 𝑏 = 1, . . . , 𝐵. Portanto, rejeita-se ℋ0 se
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 ≥ 𝑞(1−𝛼). A regra de decisão pode ser expressa, também, em termos do valor-𝑝 apro-
ximado por bootstrap, dado por

𝑝* = #{𝒯 *
𝑏 > 𝒯 }
𝐵

,

em que # denota a cardinalidade de um conjunto, 𝒯 *
𝑏 é a estatística de interesse obtida na 𝑏-

ésima amostra bootstrap e 𝒯 é a estatística de interesse obtida da amostra original 𝑦. Aqui
rejeita-se ℋ0 se 𝑝* for menor que do que o tamanho nominal selecionado.

3.1.4 Correção de Bartlett para a estatística 𝐿𝑅

A estatística da razão de verossimilhanças (𝐿𝑅) tem, sob a hipótese nula, distribuição
assintótica 𝜒2

𝑘 em que 𝑘 é o número de restrições imposta sob a hipótese nula e o erro de
aproximação é de ordem 𝑛−1. A aproximação da distribuição nula da estatística 𝐿𝑅 pode não
ser muito satisfatória, em amostras finitas de tamanho pequeno ou mesmo moderado. Por-
tanto, faz-se necessário o uso de alguns métodos estatísticos a fim de tornar essas estatísticas
mais precisas em amostras finitas e principalmente de tamanho pequeno ou moderado.

Com o objetivo de melhorar essa aproximação, Bartlett (1937) desenvolveu um fator de
correção dado por 𝑐 = (1+𝑑/𝑘) para melhorar a distribuição da estatística 𝐿𝑅 de tal modo que
a distribuição da estatística corrigida, digamos 𝐿𝑅*, tenha média mais próxima da distribuição
qui-quadrado de referência do que a média de 𝐿𝑅. A estatística da razão de verossimilhanças
corrigida é, então, definida como segue:

𝐿𝑅* = 𝐿𝑅/(1 + 𝑑/𝑘), (3.10)
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em que o fator 𝑑 foi desenvolvido por Lawley (1956) e que será apresentado especificamente
para cada teste em diante e 𝑘 o número de restrição sob a hipótese nula. Este fator 𝑑 envolve
derivadas da log-verossimilhança até quarta ordem, é função dos cumulantes e derivadas dos
cumulantes, é de ordem 𝑛−1 e sob a hipótese nula, E(𝐿𝑅*) = 𝑘 + 𝑂(𝑛−3/2) sendo 𝑛 o
tamanho da amostra. 𝐿𝑅* tem distribuição assintótica 𝜒2

𝑘 com erro de aproximação de ordem
𝑛−2. Existem outras definições alternativas para a correção de Bartlett (LEMONTE; FERRARI;

CRIBARI-NETO, 2010) que são equivalentes, tais como:

𝐿𝑅** = 𝐿𝑅 exp(−𝑑/𝑘) e 𝐿𝑅*** = 𝐿𝑅(1 − 𝑑/𝑘),

quando termos de ordem menor do que 𝑛−1 são ignorados. Observe que a estatística 𝐿𝑅**

tem a vantagem de sempre ser não negativa.
As derivadas da log-verosimilhança, os cumulantes e derivadas dos cumulantes para os

componentes sistemáticos de vetor de parâmetro da média e da dispersão encontram-se no
Apêndice A.

De acordo com Lawley (1956), podemos escrever o valor esperado da estatística da razão
de verossimilhanças até a ordem 𝑂(𝑛−1) como segue:

E
[︁
2{ℓ(𝛽, 𝛿) − ℓ(𝛽, 𝛿)}

]︁
= 𝑝 + 𝑞 + 𝜖𝑝+𝑞 + 𝑂(𝑛−2), (3.11)

em que o termo 𝜖𝑝+𝑞 é de ordem 𝑂(𝑛−1) e pode ser definido como:

𝜖𝑝+𝑞 =
∑︁
𝛽,𝛿

(𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 − 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤), (3.12)

em que ∑︀𝛽,𝛿 varia sob todas as combinações de 𝑝 + 𝑞 vetores de parâmetros de (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤

e os índices 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 e 𝑤 variam em ambos os vetores de parâmetros 𝛽 e 𝛿. A notação do
lado direito da equação (3.12), isto é, os 𝜆′𝑠 são obtidos como segue:

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢
(︁𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢

4 − 𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 − 𝜅

(𝑠𝑢)
𝑟𝑡

)︁
(3.13)

e

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑟𝑡𝑣

(︁𝜅𝑠𝑢𝑤

6 − 𝜅(𝑢)
𝑠𝑤

)︁
+ 𝜅𝑟𝑡𝑢

(︁𝜅𝑠𝑣𝑤

4 − 𝜅(𝑣)
𝑠𝑤

)︁
+ 𝜅

(𝑣)
𝑟𝑡 𝜅(𝑢)

𝑠𝑤 + 𝜅
(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤

}︁
. (3.14)

De acordo com Botter e Cordeiro (1997), o termo 𝜖𝑝+𝑞 pode ser decomposto como segue:

𝜖𝑝+𝑞 = 𝜖𝑝(𝛽) + 𝜖𝑞(𝛿) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿), (3.15)
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em que 𝜖𝑝(𝛽) depende apenas do componente sistemático para média, 𝜖𝑞(𝛿) depende apenas
do componente sistemático para dispersão e 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) de ambos os componentes sistemáticos.
Além disso, Lawley (1956) também demonstrou que:

E
[︁
2{ℓ(𝛽(0)

1 , 𝛽2) − ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿)}
]︁

= (𝑝 + 𝑞) − (𝑝1 + 𝑞1) + 𝜖(𝑝+𝑞)−(𝑝1+𝑞1) + 𝑂(𝑛−2), (3.16)

sendo o termo 𝜖[(𝑝+𝑞)−(𝑝1+𝑞1)] de ordem 𝑛−1 obtido analogamente ao termo 𝜖𝑝+𝑞 dado na
equação (3.12) com o ∑︀ estendendo-se apenas sobre os componentes dos vetores (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤
2 )⊤,

ou seja, sobre os (𝑝 + 𝑞) − (𝑝1 + 𝑞1) parâmetros de perturbação.
Os cumulantes satisfazem as identidades de Bartlett, que facilitam muito os cálculos do

termo 𝜖𝑝+𝑞. As identidades mais utilizadas são: 𝜅𝑟,𝑠 = −𝜅𝑟𝑠, 𝜅𝑢
𝑟𝑠𝑡 = 𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢 + 𝜅𝑟𝑠𝑡,𝑢, 𝜅𝑟,𝑠,𝑡 =

−𝜅𝑟𝑠𝑡 − ∑︀
(3) 𝜅𝑟,𝑠𝑡, 𝜅

(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 = 𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢 + 𝜅𝑢,𝑟𝑠𝑡, 𝜅𝑟,𝑠,𝑡 = 2𝜅𝑟𝑠𝑡 + ∑︀

(3) 𝜅(𝑡)
𝑟𝑠 , 𝜅𝑟,𝑠,𝑡,𝑢 = −3𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢 +

2∑︀(4) 𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 −∑︀

(6) 𝜅(𝑡𝑢)
𝑟𝑠 +∑︀

(3) 𝜅𝑟𝑠,𝑡𝑢 e 𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢 − 2𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 + 𝜅

(𝑟𝑠)
𝑡𝑢 − 𝜅𝑟𝑠,𝑡𝑢.

3.1.4.1 Teste conjunto para o vetor de parâmetros da média e da dispersão

Nosso interesse é testar as seguintes hipóteses: ℋ1
0 : 𝛽1 = 𝛽

(0)
1 , 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ1

1 :

pelo menos uma das igualdades é violada, em que (𝛽(0)
1

⊤
, 𝛿

(0)
1

⊤
)⊤ é o vetor de parâmetros

de interesse, de dimensões 𝑝1 × 1 e 𝑞1 × 1, respectivamente. Aqui, (𝛽⊤
2 , 𝛿⊤

2 )⊤ é o vetor de
parâmetros de perturbação, de dimensões (𝑝 − 𝑝1) × 1 e (𝑞 − 𝑞1) × 1, respectivamente.

A estatística 𝐿𝑅 definida na equação (3.7) para testar ℋ1
0 versus ℋ1

1 pode ser reescrita
como:

𝐿𝑅1 = 2
[︁
{ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿1, 𝛽2) − ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿1, 𝛽2)} − {ℓ(𝛽(0)

1 , 𝛽2, 𝛿
(0)
1 , 𝛿2) − ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿1, 𝛽2)}

]︁
,

(3.17)

em que 𝛽 = (𝛽⊤
1 , 𝛽⊤

2 )⊤ e 𝛿 = (𝛿⊤
1 , 𝛿⊤

2 )⊤ são os estimadores de máxima verossimilhanças
irrestritos de (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤, sendo (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤
2 )⊤ os estimadores de máxima verossimilhanças restritos

de (𝛽⊤
2 , 𝛿⊤

2 )⊤, respectivamente. A partir das equações (3.11) e (3.16), segue que, sob ℋ0, o
valor esperado de 𝐿𝑅1 é dado por:

E(𝐿𝑅1) = (𝑝1 + 𝑞1)
(︂

1 + 𝜖𝑝(𝛽) − 𝜖𝑝2(𝛽2) + 𝜖𝑞(𝛿) − 𝜖𝑞2(𝛿2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝2,𝑞2(𝛽2, 𝛿2)
𝑝1 + 𝑞1

)︂
+ 𝑂(𝑛−2).
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Desse modo, a aproximação da distribuição pela distribuição 𝜒2
𝑝1+𝑞1 pode ser melhorada

pela estatística da razão de verossimilhanças modificada 𝐿𝑅* dada por:

𝐿𝑅1* = 𝐿𝑅1/𝑐1, (3.18)

em que o fator de correção de Bartlett 𝑐1 = (1 + 𝑑/𝑘), é determinado através de:

𝑑 = 𝜖𝑝(𝛽) − 𝜖𝑝2(𝛽2) + 𝜖𝑞(𝛿) − 𝜖𝑞2(𝛿2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝2,𝑞2(𝛽2, 𝛿2) e 𝑘 = 𝑝1 + 𝑞1.

(3.19)

A estatística 𝐿𝑅1* tem distribuição 𝜒2
𝑝1+𝑞1 até ordem 𝑛−1, sob ℋ0. Um teste da razão de veros-

similhanças modificado compara a estatística 𝐿𝑅1* com a distribuição 𝜒2
𝑝1+𝑞1 . Deve-se destacar

que a correção não depende do valor da estatística 𝐿𝑅, mas pode depender de parâmetros
desconhecidos e, neste caso, estes devem ser substituídos por suas respectivas estimativas de
máxima verossimilhanças sob ℋ0, o que não afeta a ordem de aproximação resultante. Outras
formas assintoticamente equivalentes para a estatística da razão de verossimilhanças corrigida,
para o teste 𝐿𝑅1 são dadas respectivamente por:

𝐿𝑅1** = 𝐿𝑅1. exp(−𝑑1/𝑘1) e 𝐿𝑅1*** = 𝐿𝑅1(1 − 𝑑1/𝑘1), (3.20)

em que 𝑑1 = 𝑑 e 𝑘1 = 𝑘 = 𝑝1 + 𝑞1 são dados na equação (3.19), e sob ℋ1
0, as estatísticas

corrigidas 𝐿𝑅1** e 𝐿𝑅1*** têm distribuição assintoticamente 𝜒2
𝑝1+𝑞1 .

Para o MNLSH, os termos na equação (3.12) são apresentados a seguir:

𝜖𝑝(𝛽) =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍𝛽𝑑𝐷𝛽 − 2𝐶𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
𝛽 − 2𝐵𝛽𝑑

]︁
𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3 − 1
4𝐷𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷𝛽 + 2𝑍𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶𝛽 + 1

2𝑊1𝐵𝛽

]︁
𝑊1𝑍𝛽

}︁]︂
𝜄, (3.21)

𝜖𝑞(𝛿) = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍2
𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍2

𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍2
𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

𝛿 − 2𝐵𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 4𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍3

𝛿 Δ3
1𝜄

+ 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1𝑍3
𝛿 Δ4𝜄 − 𝑄2

12
32 𝜄⊤Δ4𝑍3

𝛿 Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄18𝜄

⊤Δ3
1𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2
1𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1𝑍𝛿𝐷2

𝛿Δ2
1𝜄 + 𝑡𝑟

{︁[︁(︁
𝑄15Δ3

1 − 𝑄2
12

16 Δ4
)︁
𝐶𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵𝛿

]︁
Δ2

1𝑍𝛿

}︁]︂
, (3.22)
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e

𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄, (3.23)

em que 𝑍𝛽 = 𝑋̃⊤𝐾−1
𝛽 𝑋̃ tem elementos dados por 𝑧𝛽𝑖𝑙

= 𝑥̃⊤
𝑖 𝐾−1

𝛽 𝑥̃𝑙, 𝑍𝛿 = 𝑆⊤𝐾−1
𝛿 𝑆, tem

elementos dados por 𝑧𝛿𝑖𝑙
= 𝑠⊤

𝑖 𝐾−1
𝛿 𝑠𝑙, são matrizes de dimensão 𝑛 × 𝑛 positivas definidas de

posto completo, 𝜄 o vetor 𝑛×1 de uns, 𝑍
(3)
𝛽 = 𝑍

(2)
𝛽 ⊙𝑍𝛽, 𝑍

(2)
𝛽 = 𝑍𝛽 ⊙𝑍𝛽 em que ⊙ denota

o produto Hadamard Rao (1973), ou seja, o elemento (𝑖 − 𝑙) de 𝑍
(2)
𝛽 = 𝑧2

𝛽𝑖𝑙
. Analogamente,

o elemento (𝑖 − 𝑙) de 𝑍
(2)
𝛿 é 𝑧2

𝛿𝑖𝑙
. Utilizamos a notação 𝑍𝛽𝑑 e 𝑍𝛿𝑑 para representar matrizes

diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das matrizes 𝑍𝛽 e 𝑍𝛿,
respectivamente. As inversas das matrizes de informação de 𝐾𝛽 e 𝐾𝛿 são, respectivamente,
dadas por: 𝐾−1

𝛽 = −
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁−1(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁−1

e 𝐾−1
𝛿 = −4𝑄−1

12

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

. As
matrizes ˜̃𝑋𝑙 e ˜̃𝑆𝑙 de dimensão 𝑝 × 𝑝 e 𝑞 × 𝑞, respectivamente, têm os (𝑟, 𝑠) e (𝑅, 𝑆) ele-
mentos dados por: ˜̃𝑥𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙

𝜕𝛽𝜕𝛽⊤ e ˜̃𝑠𝑙 = 𝜕2𝜏𝑙

𝜕𝛿𝜕𝛿⊤ , respectivamente. Definimos também as matrizes
quadradas 𝐵𝛽 e 𝐵𝛿 formadas pelos correspondentes elementos: 𝑏𝛽𝑖𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝐾−1

𝛽
˜̃𝑋𝑖𝐾

−1
𝛽

˜̃𝑋𝑙

)︁
e

𝑏𝛿𝑖𝑙
= 𝑡𝑟

(︁
𝐾−1

𝛿
˜̃𝑆𝑖𝐾

−1
𝛿

˜̃𝑆𝑙

)︁
. Além disso, as matrizes quadradas 𝐶𝛽 e 𝐶𝛿 são formadas pelos

correspondentes elementos: 𝑐𝛽𝑖𝑙
= 𝑡𝑟

(︁
𝑥̃⊤

𝑙 𝐾−1
𝛽

˜̃𝑋𝑖𝐾
−1
𝛽 𝑥̃𝑙

)︁
e 𝑐𝛿𝑖𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝑠⊤

𝑙 𝐾−1
𝛿

˜̃𝑆𝑖𝐾
−1
𝛿 𝑠𝑙

)︁
respec-

tivamente. As matrizes diagonais 𝐷𝛽 e 𝐷𝛿 são formadas pelos correspondentes elementos:
𝑑𝛽𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝐾−1

𝛽
˜̃𝑥𝑙

)︁
e 𝑑𝛿𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝐾−1

𝛿
˜̃𝑠𝑙

)︁
, respectivamente. Os escalares 𝑄1 a 𝑄22 são expressos
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por:

𝑄1 = 𝜙(0,0,0,1,4) − 6𝜙(0,0,1,0,3) − 33𝜙(0,1,0,0,2) + 15
64 ; 𝑄2 = 11𝜙(0,1,0,0,2) + 3𝜙(0,0,1,0,3) − 5

16 ;

𝑄3 = −
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

16 ; 𝑄4 = 𝜙(0,0,1,0,3) + 𝜙(0,1,0,0,2) + 1
16 ; 𝑄5 = 𝑄2

2 ;

𝑄6 = 7 − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9𝜙(0,1,0,0,2)

32 ; 𝑄7 = −8𝑄3; 𝑄8 = −𝑄3; 𝑄9 = 𝑄8; 𝑄10 = 32𝑄6;

𝑄11 = 15𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 17; 𝑄12 = 𝜙(0,1,0,0,2) − 1; 𝑄13 = 7𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9;

𝑄14 = 𝑄10𝑄11

384 + 𝑄2
12
4 ; 𝑄15 = 3𝑄11𝑄12

192 − 9𝑄10𝑄12

192 − 𝑄2
12
2 ; 𝑄16 = 𝑄10𝑄13

256 + 𝑄2
12
4 ;

𝑄17 = 3𝑄12𝑄13

128 − 5𝑄10𝑄12

128 − 𝑄2
12
2 ; 𝑄18 = 𝑄12𝑄13

128 − 3𝑄10𝑄12

128 − 𝑄2
12
4 ;

𝑄19 = 𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0); 𝑄20 = 𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0);

𝑄21 = 𝜙(0,0,0,1,2) − 9𝜙(0,0,1,0,1) − 24𝜙(0,1,0,0,0)

e 𝑄22 = 𝑄20(12𝜙(0,1,0,0,0) −𝑄20). Por fim, definimos também as matrizes diagonais 𝑊1 a 𝑊3

com seus respectivos elementos, dados por: 𝑤1𝑙 = 𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
, 𝑤2𝑙 = 𝑚2

2𝑙

𝜑𝑙
e 𝑤3𝑙 = 𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙
. Definimos

também as matrizes diagonais Δ1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁

ℎ1𝑙

𝜑𝑙
, . . . , ℎ1𝑛

𝜑𝑙

}︁
, Δ2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
ℎ2

2𝑙

𝜑2
𝑙
, . . . , ℎ2𝑛

𝜑𝑙

}︁
, Δ3 =

𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

, . . . ,
ℎ2

1𝑛ℎ2𝑛

𝜑3
𝑙

}︁
, Δ4 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

, . . . , ℎ1𝑛ℎ2𝑛

𝜑2
𝑙

}︁
, Δ5 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

, . . . , ℎ1𝑛ℎ3𝑛

𝜑2
𝑙

}︁
e

Δ6 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁

ℎ2𝑙

𝜑𝑙
, . . . , ℎ2𝑛

𝜑𝑙

}︁
.

Importante ressaltar que no modelo linear simétrico heteroscedástico, temos que:

˜̃𝑋 = ˜̃𝑆 = 𝐷𝛽 = 𝐷𝛿 = 𝐵𝛽 = 𝐵𝛿 = 𝐶𝛽 = 𝐶𝛿 = 0,

portanto, os termos da correção de Bartlett são dados por:

𝜖𝑝(𝛽) =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3

]︂
𝜄,

𝜖𝑞(𝛿) = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍2
𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍2

𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍2
𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍3

𝛿 Δ3
1𝜄 + 𝑄15𝜄

⊤Δ3
1𝑍3

𝛿 Δ4𝜄 − 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍3
𝛿 Δ4𝜄

+ 𝑄16𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄2

12
64 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍2

𝛿𝑑Δ4𝜄
]︂

e
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𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄.

A fórmula de 𝜖[(𝑝+𝑞)−(𝑝1+𝑞1)] é definida analogamente à de 𝜖(𝑝+𝑞) dada em (3.12) com 𝑋̃,
˜̃𝑋, 𝑆, ˜̃𝑆, 𝐾𝛽 e 𝐾𝛿 substituídos por 𝑋̃2, ˜̃𝑋2, 𝑆2, ˜̃𝑆2, 𝐾𝛽2 e 𝐾𝛿2 , sendo ˜̃𝑋2 = 𝜕2𝜂𝑙

𝜕𝛽2𝜕𝛽⊤
2

e
˜̃𝑆2 = 𝜕2𝜏𝑙

𝜕𝛿2𝜕𝛿⊤
2

, respectivamente.
Os fatores de correção de Bartlett para o teste da razão de verossimilhanças são obtidos da

equação (3.19) com as quantidades 𝜖(𝑝+𝑞) e 𝜖[(𝑝+𝑞)−(𝑝1+𝑞1)] deduzidas de (3.12). É importante
salientar aqui que a fórmula dada em (3.12) somente envolve operações simples de matrizes
e pode ser facilmente implementadas em pacotes de computação simbólica e linguagens que
permitam executar operações simples de álgebra linear tais como Ox, R, etc. Para obtermos as
matrizes 𝑍, 𝑍𝑑, 𝑍𝑑, 𝐵, 𝐶 e 𝐷, precisamos da matriz modelo 𝑋̃, 𝑆 e das matrizes quadradas
˜̃𝑋 e ˜̃𝑆. Uma vez calculadas as matrizes acima, o cálculo de 𝜖(𝑝+𝑞) na equação (3.12) é
imediato. A obtenção do fator de correção de Bartlett encontram-se no Apêndice C.

3.1.4.2 Teste separado para o vetor de parâmetros da média

Nosso interesse aqui é testar as seguinte hipóteses: ℋ2
0 : 𝛽1 = 𝛽

(0)
1 contra ℋ2

1: pelo menos
uma das igualdades é violada, em que 𝛽

(0)
1 representa o vetor de parâmetros de interesse e

(𝛽⊤
2 , 𝛿⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação, de dimensões 𝑝 − 𝑝1 × 1 e

𝑞 −𝑞1 ×𝑛. A estatística de teste 𝐿𝑅 definida na equação (3.8) para testar ℋ2
0 versus ℋ2

1 pode
ser reescrita como:

𝐿𝑅2 = 2[ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿) − ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿) − {ℓ(𝛽(0)
1 , 𝛽2, 𝛿) − ℓ(𝛽1, 𝛽2, 𝛿)}], (3.24)

em que 𝛽1, 𝛽2 e 𝛿 = (𝛿1
⊤

, 𝛿2
⊤)⊤ são os estimadores de máxima verossimilhanças irrestritos

de 𝛽1, 𝛽2 e 𝛿 sendo 𝛽2 e 𝛿 os estimadores de máxima verossimilhanças restritos para 𝛽2 e
𝛿. A partir da equações (3.11) e (3.16), segue que, sob ℋ2

0, o valor esperado de 𝐿𝑅2 é dado
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por:

E(𝐿𝑅2) = 𝑝1
(︁
1 + 𝜖𝑝(𝛽) − 𝜖𝑝2(𝛽2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝2,𝑞(𝛽2, 𝛿)

𝑝1

)︁
+ 𝑂(𝑛−2).

Desse modo, a aproximação da distribuição pela distribuição 𝜒2
𝑝1 pode ser melhorada pela

estatística da razão de verossimilhanças modificada 𝐿𝑅2* dada por:

𝐿𝑅2* = 𝐿𝑅2/𝑐2, (3.25)

em que o fator de correção de Bartlett 𝑐2 =
(︁
1 + 𝑑/𝑘

)︁
é determinado através de:

𝑑 = 𝜖𝑝(𝛽) − 𝜖𝑝2(𝛽2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝2,𝑞(𝛽2, 𝛿) e 𝑘 = 𝑝1, (3.26)

em que a estatística 𝐿𝑅2* tem uma distribuição 𝜒2
𝑝1 até ordem 𝑛−1, sob ℋ0. Outras formas

assintoticamente equivalentes para a estatística da razão de verossimilhanças corrigida, para
o teste 𝐿𝑅2 são dadas respectivamente por:

𝐿𝑅2** = 𝐿𝑅2. exp(−𝑑2/𝑘2) e 𝐿𝑅2*** = 𝐿𝑅2(1 − 𝑑2/𝑘2), (3.27)

em que 𝑑2 = 𝑑, 𝑘2 = 𝑝1 são dados na equação (3.26), e sob ℋ2
0, as estatísticas corrigidas

𝐿𝑅2** e 𝐿𝑅2*** têm distribuição assintoticamente 𝜒2
𝑝1 .

Temos então que os termos 𝜖𝑝2(𝛽2) e 𝜖𝑝2,𝑞(𝛽2, 𝛿) na equação (3.26) são dados por:

𝜖𝑝2(𝛽2) =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
2𝛽𝑑𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
2𝛽𝑑𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
2𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑑𝑊3

]︂
𝜄

e

𝜖𝑝2,𝑞(𝛽2, 𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
3
12

16
𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄,

respectivamente. As fórmulas acima são obtidas com 𝑋̃, ˜̃𝑋, 𝑆, ˜̃𝑆, 𝐾𝛽, 𝐾𝛿, 𝑍𝛽 e 𝑍𝛿 subs-
tituídos por 𝑋̃2, ˜̃𝑋2, 𝑆2, ˜̃𝑆2, 𝐾𝛽2 , 𝐾𝛿2 , 𝑍2𝛽 e 𝑍2𝛿, sendo ˜̃𝑋2 = 𝜕2𝜂𝑙

𝜕𝛽2𝜕𝛽⊤
2

e ˜̃𝑆2 = 𝜕2𝜏𝑙

𝜕𝛿2𝜕𝛿⊤
2

,
respectivamente.
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3.1.4.3 Teste separado para o vetor de parâmetros da dispersão

Aqui, nosso interesse reside em testar as seguintes hipóteses: ℋ3
0 : 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ3

1 :

pelo menos uma das igualdades é violada, em que 𝛿
(0)
1 representa o vetor de parâmetros

de interesse e (𝛿⊤
2 , 𝛽⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação, de dimensões

(𝑞 − 𝑞1)×1 e 𝑝×𝑝. A estatística de teste 𝐿𝑅 definida na equação (3.9) para testar ℋ3
0 versus

ℋ3
1 pode ser reescrita como:

𝐿𝑅3 = 2[ℓ(𝛿1, 𝛿2, 𝛽) − ℓ(𝛿1, 𝛿2, 𝛽) − {ℓ(𝛿(0)
1 , 𝛿2, 𝛽) − ℓ(𝛿1, 𝛿2, 𝛽)}], (3.28)

em que 𝛿1, 𝛿2 e 𝛽 = (𝛽1
⊤

, 𝛽2
⊤)⊤ são os estimadores de máxima verossimilhanças irrestritos

de 𝛿1, 𝛿2 e 𝛽 = (𝛽1, 𝛽2) sendo 𝛿2 o estimador de máxima verossimilhanças restrito para 𝛿2.
A partir das equações (3.11) e (3.16), segue que, sob ℋ3

0, o valor esperado de 𝐿𝑅3 é dado
por:

E(𝐿𝑅3) = 𝑞1
(︁
1 + 𝜖𝑞(𝛿) − 𝜖𝑞2(𝛿2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝,𝑞2(𝛽, 𝛿2)

𝑝1

)︁
+ 𝑂(𝑛−2).

Desse modo, a aproximação da distribuição pela distribuição 𝜒2
𝑞1 pode ser melhorada pela

estatística da razão de verossimilhanças modificada 𝐿𝑅3* dada por:

𝐿𝑅3* = 𝐿𝑅3/𝑐3, (3.29)

em que o fator de correção de Bartlett 𝑐3 =
(︁
1 + 𝑑/𝑘

)︁
é determinado através de:

𝑑 = 𝜖𝑞(𝛿) − 𝜖𝑞2(𝛿2) + 𝜖𝑝,𝑞(𝛽, 𝛿) − 𝜖𝑝,𝑞2(𝛽, 𝛿2) e 𝑘 = 𝑞1. (3.30)

A estatística 𝐿𝑅3* tem uma distribuição 𝜒2
𝑞1 até ordem 𝑛−1, sob ℋ3

0.
Temos então, que os termos 𝜖𝑞2(𝛿2) e 𝜖𝑝,𝑞2(𝛽, 𝛿2) na equação (43) são dados por:

𝜖𝑞2(𝛿2) = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍2
2𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍2

2𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍
2
2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

2𝛿 − 2𝐵2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 − 4𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍3

2𝛿Δ3
1𝜄 + 𝑄15𝜄

⊤Δ3
1𝑍3

2𝛿Δ4𝜄

− 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍3
2𝛿Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2

2𝛿𝑑Δ3
1𝜄 + 𝑄17𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2

2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄18𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2
1𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1𝑍2𝛿𝐷2

2𝛿Δ2
1𝜄 + 𝑡𝑟

{︁[︁(︁
𝑄15Δ3

1 − 𝑄2
12

16 Δ4
)︁
𝐶2𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵2𝛿

]︁
Δ2

1𝑍2𝛿

}︁]︂
,
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e

𝜖𝑝,𝑞2(𝛽, 𝛿2) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

16
𝑄3

12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

16
𝑄3

12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)

4
𝑄3

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄,

respectivamente. As fórmulas acima são obtidas com 𝑋̃, ˜̃𝑋, 𝑆, ˜̃𝑆, 𝐾𝛽, 𝐾𝛿, 𝑍𝛽 e 𝑍𝛿 subs-
tituídos por 𝑋̃2, ˜̃𝑋2, 𝑆2, ˜̃𝑆2, 𝐾𝛽2 , 𝐾𝛿2 , 𝑍2𝛽 e 𝑍2𝛿, sendo ˜̃𝑋2 = 𝜕2𝜂𝑙

𝜕𝛽2𝜕𝛽⊤
2

e ˜̃𝑆2 = 𝜕2𝜏𝑙

𝜕𝛿2𝜕𝛿⊤
2

,
respectivamente. Vale salientar aqui que a expressão que nós obtivemos para o teste de hete-
roscedasticidade é mais geral e generaliza os resultados apresentados em Araújo, Cysneiros e
Montenegro (2020), quando é considerada a heteroscedasticidade multiplicativa. Outras for-
mas assintoticamente equivalentes para a estatística da razão de verossimilhanças corrigida,
para o teste 𝐿𝑅3 são dadas respectivamente por:

𝐿𝑅**
3 = 𝐿𝑅3 exp(−𝑑3/𝑘3) e 𝐿𝑅***

3 = 𝐿𝑅3(1 − 𝑑3/𝑘3), (3.31)

em que 𝑑3 = 𝑑 e 𝑘3 = 𝑞1 são dados na equação (3.30), e sob ℋ3
0, as estatísticas corrigidas

𝐿𝑅3**, 𝐿𝑅3*** têm distribuição assintoticamente 𝜒2
𝑞1 .

3.1.5 Resultados Numéricos

A fim de avaliar a eficácia da correção de Bartlett à estatística da razão de verossimilhanças
nos modelos MNLSH, foram realizadas simulações de Monte Carlo e bootstrap para os dife-
rentes testes, a saber: razão de verossimilhanças (𝐿𝑅), razão de verossimilhanças bootstrap
(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡), seguidos pelas suas respectivas versões corrigidas via Bartlett (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅*** e
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡) considerando diferentes tamanhos de amostras: 𝑛 = 30, 40, 50 e 100. Consideramos
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os seguintes preditores não lineares:

𝜂𝑙 = 𝛽0 + exp(𝛽1𝑥𝑙1) +
𝑝−1∑︁
𝑖=2

𝛽𝑖𝑥𝑙𝑖

e
𝜏𝑙 = 𝛿0 exp(𝛿1𝑠𝑙1) +

𝑞−1∑︁
𝑗=2

𝛿𝑗𝑠𝑙𝑗

para 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛 e 𝑗 = 2, . . . , 𝑝 − 1. Os componentes sistemáticos do modelo são definidos
por duas funções de ligação não lineares logarítmicas tanto para a média quanto para a
dispersão. Isto é, 𝜇𝑙 = exp(𝜂𝑙) e 𝜑𝑙 = exp(𝜏𝑙), 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛. Os valores verdadeiros do
vetor de parâmetro 𝛽 e 𝛿 da simulação são fixados em 𝛽0 = 𝛽1 = . . . , 𝛽𝑝−1 = 1, 𝛿0 = 1.5,
𝛿1 = 2 e 𝛿2 = . . . , = 𝛿𝑞−1 = 1. Todas as variáveis explicativas 𝑥1, . . . , 𝑥𝑝−1 e 𝑠1, . . . , 𝑠𝑞 foram
gerados a partir da distribuição uniforme 𝑈(0, 1) e são fixadas durante todo o experimento com
seguintes tamanhos de amostra 𝑛 ∈ {30, 40, 50, 100}. O número de réplicas de Monte Carlo
e de Bootstrap foi fixado em 10.000 e 500, respectivamente. Consideramos duas distribuições
para a variável resposta, a saber: a exponencial potência com 𝜅 = 0.3 e a t-Student com 𝜈 = 4.
Todas as simulações são realizadas considerando os seguintes níveis nominais: 𝛼 = 10%, 5% e
1%. Interessamos no modelo não linear simétrico heteroscedástico definido da seguinte forma:

𝑦𝑙 = exp(𝜂𝑙) + 𝜖𝑙,

em que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp(𝜏𝑙), 𝑔). Consideramos, para as simulações, as seguintes hipóteses nulas:

ℋ1
0 : 𝛽1 = 0, 𝛿1 = 0, ℋ2

0 : 𝛽1 = 0 e ℋ3
0 : 𝛿1 = 0,

contra suas respectivas hipóteses alternativas bilaterais. Importante ressaltar que os estudos
de discrepâncias de quantis e poder de teste foram feito considerando a hipótese ℋ3

0.
Para cada tamanho da amostra e cada nível nominal considerado, calculamos as taxas de

rejeição para cada teste supracitados acima. Isto é, estimamos via simulação, P(𝐿𝑅 ≥ 𝜒2
𝛼,𝑘),

P(𝐿𝑅* ≥ 𝜒2
𝛼,𝑘), P(𝐿𝑅** ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘), P(𝐿𝑅*** ≥ 𝜒2
𝛼,𝑘) e P(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 ≥ 𝜒2
𝛼,𝑘) em que 𝜒2

𝛼,𝑘 é o
percentil (1 − 𝛼) da distribuição 𝜒2 e 𝑘 = 𝑞1 é o numero de parâmetros a serem testados ou
simplesmente o numero de restrição imposta sob a hipótese nula. Para o teste bootstrap, a
taxa de rejeição foi obtida a partir do cálculo da probabilidade P(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 ≥ 𝑞(1−𝛼)) em que
𝑞(1−𝛼) é o percentil (1 − 𝛼) da distribuição empírica de 𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡. Vale ressaltar que todas as
entradas das Tabelas apresentadas são percentagens. As simulações foram realizadas usando a
versão 8.02 da linguagem de programação do Ox Doornik (2009) e os gráficos foram realizados
usando o software estatístico R.
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Como intuito de analisar a eficácia do fator de correção de Bartlett em MNLSH, inte-
ressamos primeiramente em testar simultaneamente os efeitos da média e da dispersão con-
siderando a hipótese ℋ1

0. Assim, fixamos 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2 e 𝑝1 = 4, 𝑞1 = 3 para diferentes
tamanhos amostrais. Aqui, 𝑝1 = 𝑝 − 1 e 𝑞1 = 𝑞 − 1 com 𝑝1 e 𝑞1 o número de parâmetros
dos vetores 𝛽1 e 𝛿1 a serem testado sob a hipótese nula. Nas Tabelas 21 e 22 apresenta-
mos as taxas de rejeição dos diferentes testes para os modelos 𝑡4 e exponencial potência
com parâmetro de forma 𝜅 = 0.3, respectivamente. Percebe-se que o teste da razão de ve-
rossimilhanças é liberal apresentando taxas de rejeição empíricas distorcidas. Por exemplo,
considerando a Tabela 21 do modelo 𝑡4, para 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 5% e diferentes ta-
manhos de amostra, 𝑛 ∈ {30, 40, 50, 100}, as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a
11.8%, 9.8%, 8.8%, 6.7%. Observe que os testes corrigidos via Bartlett com suas formas alter-
nativas assintóticas (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) apresentam distorções bem reduzidas em relação ao
teste usual. Por exemplo, para 𝑛 = 30 e 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 10%, as taxas de rejeição em-
pírica dos testes (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) foram de 14.1%, 13.9%, 13.6%. Conforme aumentamos
dos numero de parâmetro de interesse mais distorcidas foram as taxas de rejeição de testes ba-
seadas na estatística da razão de verossimilhanças usual (𝐿𝑅) e corrigida (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***)

considerando o mesmo modelo 𝑡4. Por exemplo, para 𝑝1 = 4, 𝑞1 = 3, 𝛼 = 10% e diferentes
tamanhos de amostra (𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a
31.3%, 21.7%, 17.4%, 13.7%. Observe neste cenário que quando 𝑛 = 30, a taxa de rejeição
de teste foi de 31.3%, mais que o triplo do nível de significância estipulado. Note que esta
grande distorção nas taxas de rejeição dos testes foi atenuada pela correção de Bartlett de tal
forma que os testes corrigidos apresentam taxas de rejeição mais próximas do nível nominal
considerado. Nesta situação, as taxas de rejeição para o teste corrigido (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***)

foram de 20.3%, 19.9%, 19.4% para 𝑛 = 30. Notamos também que os testes corrigidos por
Bartlett bootstrap tiveram um bom desempenho em comparação aos outros testes corrigidos
por Bartlett, pois as taxas de rejeição de teste bootstrap, em todos os cenários analisados,
encontram-se mais próximas ao nível nominal considerado. Por exemplo, no primeiro cená-
rio, para 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 5% e diferentes tamanhos de amostra (𝑛 = 30, 40, 50, 100),
as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 são iguais a 4.8%, 5.1%, 5.1%, 5.1%, mais próximas do
nível de significância 𝛼 = 5%. Da mesma forma, no segundo cenário, quando aumentarmos
o número de regressores presente no modelo, ou seja, 𝑝1 = 4, 𝑞1 = 3, 𝛼 = 5% e diferentes
tamanhos de amostra (𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 são iguais
a 4.7%, 5.0%, 5.4%, 5.3%. Vale ressaltar que o aumento de número de regressores não altera
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muito as taxas de rejeição do teste corrigido de Bartlett bootstrap.

Tabela 21 – Tamanho dos testes conjunto considerando o Modelo 𝑡4, com 𝑘1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 2,
𝑘1 = 𝑝 − 1 = 4, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 3 e diversos valores para 𝑛 (ℋ1

0 : 𝛽1 = 0, 𝛿1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 4, 𝑞 = 3
𝑛

𝑝 = 5, 𝑞 = 4
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 20.2 17.1 16.0 12.6 31.3 21.7 17.4 13.7

𝐿𝑅* 14.1 11.7 11.6 11.0 20.3 16.4 13.1 11.9
𝐿𝑅** 13.9 11.6 11.6 11.0 19.9 16.2 13.0 11.8
𝐿𝑅*** 13.6 11.5 11.3 10.9 19.4 16.2 12.9 11.7
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.1 10.0 10.4 10.2 9.8 9.9 10.2 10.3
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 9.6 9.9 10.5 10.2 9.9 10.0 10.3 10.4

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 11.8 9.8 8.8 6.7 20.9 13.4 10.4 7.6
𝐿𝑅* 7.8 6.7 6.3 6.3 13.2 9.9 7.7 6.5
𝐿𝑅** 7.7 6.6 6.2 6.2 12.8 9.9 7.6 6.4
𝐿𝑅*** 7.6 6.6 6.1 6.1 12.6 9.8 7.5 6.3
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.1 5.2 5.1 5.1 4.7 4.9 5.5 5.4
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 4.8 5.1 5.1 5.1 4.7 5.0 5.4 5.3

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 3.3 2.7 2.2 1.8 8.1 4.3 3.2 1.8
𝐿𝑅* 2.0 1.8 1.5 1.5 5.0 3.1 2.3 1.4
𝐿𝑅** 2.0 1.8 1.5 1.5 4.9 3.0 2.3 1.4
𝐿𝑅*** 2.0 1.8 1.5 1.5 4.8 3.2 2.3 1.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.2 1.1 1.4 1.3 1.1 1.3 1.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 0.9 1.1 0.9 1.1 1.2 1.0 1.3 1.2
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por outro lado, na Tabela 22, apresentamos as taxas de rejeição dos diferentes testes
para o modelo exponencial potência com parâmetro de forma 𝜅 = 0.3. Nesta Tabela, observe
que o teste da razão de verossimilhanças é liberal apresentando taxas de rejeição empíricas
distorcidas. Por exemplo, para 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 5% e diferentes tamanhos de amostra
(𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a 10.2%, 8.6%, 8.3%, 5.8%,
respectivamente. Percebe-se que os testes corrigidos via Bartlett (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) apresen-
tam taxas de rejeição dos testes mais próximas do nível nominal. Por exemplo, para 𝑛 = 30

e 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 5%, as taxas de rejeição empírica dos testes corrigidos foram de
6.3%, 6.2%, 6.1%. Considerando o cenário em que o número de regressores aumenta, ou seja,
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para 𝑝1 = 4, 𝑞1 = 3, 𝛼 = 10% e diferentes tamanhos de amostra (𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas
de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a 27.4%, 20.3%, 18.7%, 13.0%. Por exemplo, considerando
𝑛 = 30 neste cenário, as taxas de rejeição de teste corrigido foram de 15.9%, 15.5%, 15.2%

para (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***), respectivamente. É possível notar também a eficácia da correção
de Bartlett bootstrap no desempenho dos testes. Por exemplo, para 𝑝1 = 3, 𝑞1 = 2, 𝛼 = 5% e
diferentes tamanhos de amostra (𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste corrigido
foram de 4.7%, 4.8%, 4.9%, 4.9%.

Tabela 22 – Tamanho dos testes conjunto considerando o modelo Exponencial Potência 𝜅 = 0.3, com 𝑘1 =
𝑝 − 1 = 3, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 2, 𝑘1 = 𝑝 − 1 = 4, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 3 e diversos valores para 𝑛
(ℋ1

0 : 𝛽1 = 0, 𝛿1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 4, 𝑞 = 3
𝑛

𝑝 = 5, 𝑞 = 4
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 18.0 15.8 14.6 11.7 27.4 20.3 18.7 13.0

𝐿𝑅* 11.7 10.2 10.1 11.0 15.9 14.3 12.8 11.2
𝐿𝑅** 11.5 10.1 9.9 10.9 15.5 14.1 12.5 11.1
𝐿𝑅*** 11.2 9.9 9.9 10.9 15.2 13.9 12.4 11.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 9.9 9.9 10.4 9.8 10.2 9.9 9.9 10.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 9.5 9.6 10.5 10.0 9.8 9.8 9.7 10.1

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 10.2 8.6 8.3 5.8 16.8 12.1 10.6 7.0
𝐿𝑅* 6.3 5.4 5.3 5.3 9.7 8.3 6.9 5.7
𝐿𝑅** 6.2 5.3 5.3 5.3 9.4 8.3 6.8 5.7
𝐿𝑅*** 6.1 5.3 5.2 5.3 9.3 8.2 6.7 5.6
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.3 4.9 5.1 4.9 5.1 4.8 4.8 5.1
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 4.7 4.8 4.9 4.9 4.8 4.7 4.7 5.0

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 2.9 2.1 1.9 1.3 5.9 3.3 2.7 1.8
𝐿𝑅* 1.8 1.3 1.1 1.1 3.3 2.1 1.8 1.3
𝐿𝑅** 1.8 1.3 1.1 1.1 3.2 2.0 1.8 1.3
𝐿𝑅*** 1.7 1.3 1.1 1.1 3.2 2.0 1.8 1.3
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.3 0.9 1.1 1.2 1.3 1.0 1.1 1.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.0 0.9 1.0 1.0 1.0 0.8 0.9 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Considerando o segundo cenário em que aumentamos o número de parâmetro (𝑝 = 5 e
𝑞 = 4, para 𝛼 = 5%), essas taxas foram de 4.8%, 4.7%, 4.7%, 5.0%. No entanto, percebemos
que as taxas de rejeição apresentadas pelo teste da razão de verossimilhanças corrigido foram
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próximas aos níveis nominais, mas não corrige completamente o caráter liberal do teste 𝐿𝑅

enquanto o teste corrigido de Bartlett via bootstrap corrige esse caráter liberal dos teste 𝐿𝑅,
pois apresenta taxas de rejeição muito próximas aos níveis de significância de teste estipulado
em todos os cenários analisados.

Agora, interessamos em testar separadamente o efeito da média em MNLSH considerando
a hipótese ℋ2

0 : 𝛽1 = 0. Assim, fixamos 𝑝1 = 3 e variamos 𝑞 = 3, 5, para diferentes tamanhos
amostrais, sendo 𝑝1 = 3 o número de parâmetros do vetor 𝛽1 a serem testado sob a hipótese
nula. Nas Tabelas 23 e 24, apresentamos as taxas de rejeição dos diferentes testes considerando
os modelos 𝑡4 e exponencial potência com parâmetro de forma 𝜅 = 0.3, respectivamente.
Analisando essas Tabelas, é possível notar que, assim como no teste conjunto, o teste razão
de verossimilhanças permanece notavelmente liberal. Por exemplo, considerando a Tabela 23,
para 𝑞 = 3, 𝛼 = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (𝑛 = 30, 40, 50, 100),
as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a 17.4%, 13.7%, 10.2%, 7.4%. No entanto, para
o teste 𝐿𝑅 corrigido (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) considerando 𝑛 = 30, 𝑞 = 3, 𝛼 = 5%, as taxas
de rejeição dos testes foram de 12.6%, 12.5%, 12.2%, respectivamente. A taxa de rejeição
de teste corrigida de Bartlett via Bootstrap, neste contexto por exemplo, coincide com o
nível nominal (𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 = 5.0%). Quando passamos de 𝑞 = 3 a 𝑞 = 5 com 𝛼 = 10% e
considerando 𝑛 = 30, as taxas de rejeição de teste 𝐿𝑅 e suas versões corrigidas foram de
40.9%, 24.4%, 25.9%, 25.3%, respectivamente. Neste contexto, a taxa de rejeição de teste
corrigido de Bartlett via Bootstrap é de 10.0%, igual ao nível nominal considerado. Da mesma
forma apresentamos na Tabela 24, as taxas de rejeição dos diferentes testes para o modelo
exponencial potência com parâmetro de forma 𝜅 = 0.3. Percebe-se, nesta Tabela, que o
teste razão de verossimilhanças, assim como no modelo anterior, continue ser notavelmente
liberal. Por exemplo, considerando a Tabela 24, para 𝑞 = 3, 𝛼 = 10% e considerando todos
os tamanhos amostrais (𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais
a 25.3%, 20.8%, 16.9%, 13.1%. O teste corrigido (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) considerando 𝑛 = 30,
𝑞 = 3, 𝛼 = 10%, as taxas de rejeição de teste foram de 19.0%, 18.7%, 18.3%, respectivamente
enquanto o teste corrigido via bootstrap 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 foi de 10.5. Quando aumentarmos o número de
parâmetro no modelo, ou seja, passando de 𝑞 = 3 para 𝑞 = 5, notamos que o teste 𝐿𝑅 fica mais
liberal ainda. Por exemplo, para 𝑞 = 5, 𝛼 = 10% e considerando todos os tamanhos amostrais
(𝑛 = 30, 40, 50, 100), as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 foram de 36.6%, 30.0%, 26.9%, 16.9%.
Para os testes corrigidos (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***), considerando 𝑛 = 40, 𝑞 = 5, 𝛼 = 10%, as taxas
de rejeição de testes foram de 15.1%, 15.7%, 14.9%, respectivamente. Por outro lado, o teste
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bootstrap e sua versão corrigida por Bartlett considerando 𝑛 = 50 para 𝛼 = 10 apresenta as
respectivas taxas de rejeição 𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 = 10.7 e 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 = 9.7

Tabela 23 – Tamanho dos testes para os betas considerando o modelo 𝑡4, com 𝑝1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑞 = 3, 5 e
diversos valores para 𝑛 (ℋ2

0 : 𝛽1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑞 = 3
𝑛

𝑞 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 26.9 22.0 17.8 13.7 40.9 33.0 27.7 17.2

𝐿𝑅* 20.5 15.8 14.0 12.8 24.4 17.8 16.1 14.3
𝐿𝑅** 20.2 15.4 13.7 12.8 25.9 17.8 16.5 14.1
𝐿𝑅*** 19.7 14.9 13.5 12.8 25.3 17.2 15.7 13.9
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 11.2 10.2 9.6 10.0 11.3 10.4 10.4 10.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.7 10.0 9.3 9.9 10.0 9.8 10.4 10.1

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 17.4 13.7 10.2 7.4 29.6 22.4 18.2 9.8
𝐿𝑅* 12.6 9.1 7.6 6.9 17.7 11.6 10.0 8.0
𝐿𝑅** 12.5 8.9 7.5 6.9 19.6 11.9 10.7 8.0
𝐿𝑅*** 12.2 8.7 7.3 6.9 19.1 11.6 10.3 7.9
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.7 5.4 4.8 5.1 5.8 5.3 5.4 5.3
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.0 4.9 4.5 5.0 4.8 4.5 5.1 5.1

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 6.1 4.3 2.9 2.0 13.2 8.7 6.9 2.7
𝐿𝑅* 4.4 2.5 2.1 1.9 8.4 4.7 3.5 2.1
𝐿𝑅** 4.4 2.5 2.1 1.9 10.3 5.1 4.4 2.1
𝐿𝑅*** 4.3 2.5 2.1 1.9 10.2 5.0 4.2 2.0
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.3 1.4 1.0 1.2 1.4 1.2 1.3 1.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 0.8 0.9 0.8 1.0 0.9 0.7 1.0 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

De forma geral, a tendencia do teste 𝐿𝑅 em rejeitar com maior frequência a hipótese nula
é atenuada pela correção de Bartlett e bootstrap-Bartlett en todos os cenários analisados,
gerando assim taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais considerados.

Na Tabela 25, analisamos o efeito do número de parâmetros de interesse no desempenho
dos testes, fixando o tamanho amostral (𝑛 = 35), o número de parâmetros de perturbação
(𝑞 = 3) e variando o número de parâmetros de interesse (𝑝1 = 2, 3, 4, 5) para os modelos
𝑡4 e exponencial potência 𝜅 = 0.3. Notamos, para ambos os modelos, que os testes usuais e
suas versões corrigidas são bastante distorcidos conforme o número de parâmetros de interesse
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aumenta. Por outro lado, o aumento de número de parâmetros de interesse não interfere no
desempenho do teste baseado em (𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡). Por exemplo, para o modelo 𝑡4 e considerando
o cenário em que 𝑝1 = 3, 𝛼 = 5%, temos que as taxas de rejeição dos testes são iguais a
13.6%(𝐿𝑅), 7.8%(𝐿𝑅*), 7.7%(𝐿𝑅**), 7.5%(𝐿𝑅***), 4.9%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡) e 4.7%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡), respecti-
vamente. Considerando o mesmo cenário, temos para o modelo exponencial potência as taxas
de rejeição de todos os testes foram de 13.1%(𝐿𝑅), 7.4%(𝐿𝑅*), 7.2%(𝐿𝑅**), 7.0%(𝐿𝑅***),
5.6%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡), 5.0%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡), respectivamente.
Na Tabela 26, analisamos o efeito do número de parâmetros de perturbação no desempenho

dos testes, fixando o tamanho amostral (𝑛 = 35), o número de parâmetros de interesse
(𝑝1 = 3) e variando o número de parâmetros de perturbação (𝑞 = 2, 3, 4, 5) para os modelos
𝑡4 e exponencial potência (𝜅 = 0.3).

Tabela 24 – Tamanho dos testes para os betas considerando o Modelo Exponencial Potência 𝜅 = 0.3, com
𝑝1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑞 = 3, 5 e diversos valores para 𝑛 (ℋ2

0 : 𝛽1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑞 = 3
𝑛

𝑞 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 25.3 20.8 16.9 13.1 36.6 30.0 26.9 16.9

𝐿𝑅* 19.0 14.9 13.2 12.3 16.0 15.1 13.4 14.4
𝐿𝑅** 18.7 14.6 13.0 12.3 21.8 15.7 13.2 14.2
𝐿𝑅*** 18.3 14.2 12.8 12.3 21.1 14.9 12.6 14.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 11.1 10.8 9.4 10.0 11.2 10.3 10.7 10.5
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.5 10.2 9.2 9.9 9.2 9.2 9.7 10.2

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 15.8 12.3 9.3 6.8 24.7 19.3 17.0 10.0
𝐿𝑅* 11.7 8.3 7.1 6.5 11.0 9.6 8.1 8.1
𝐿𝑅** 11.6 8.2 7.0 6.5 17.0 10.6 8.2 8.1
𝐿𝑅*** 11.3 8.0 6.9 6.5 16.5 10.2 7.8 8.0
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.4 5.5 4.8 5.1 5.8 5.3 5.4 5.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 4.8 4.9 4.5 4.9 3.8 4.0 4.3 4.7

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 4.8 3.5 2.5 1.8 9.3 6.8 5.5 2.4
𝐿𝑅* 3.5 2.1 1.7 1.7 4.9 3.5 2.6 1.8
𝐿𝑅** 3.5 1.9 1.7 1.7 4.9 4.6 2.9 1.8
𝐿𝑅*** 3.5 1.9 1.7 1.7 4.8 4.6 2.8 1.8
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.2 0.9 1.4 1.4 1.3 1.2 0.9
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 0.7 0.9 0.8 1.0 0.5 0.6 0.7 0.7
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)



89

Percebe-se que, para ambos os modelos, o teste 𝐿𝑅 é bastante distorcido e conforme o
número de parâmetros de perturbação aumenta, a distorção dos testes 𝐿𝑅 aumentam quase
na mesma proporção, um comportamento semelhante a da Tabela 25. As taxas de rejeição dos
testes corrigidos 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅** e 𝐿𝑅*** em quase todos os cenários analisados foram próximas
dos níveis nominais. O teste (𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡) teve um desempenho melhor em relação aos demais
testes. Por exemplo, considerando (𝑞 = 2, 3, 4, 5), 𝛼 = 1%, as taxas de rejeição nulas dos
testes corrigidos via Bartlett-Bootstrap (𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡) foram de 1.1%, 0.9%, 1.0%, 1.0%, para o
modelo 𝑡4 e de 1.0%, 0.9%, 0.8%, 0.9% para o modelo exponencial potência com 𝜅 = 0.3,
respectivamente.

Tabela 25 – Tamanho dos testes para os betas considerando os modelos 𝑡4 e exponencial potência com 𝜅 = 0.3,
𝑛 = 35, 𝑞 = 3 e diversos valores para 𝑝1 (ℋ2

0 : 𝛽1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒 Modelo 𝑡4
Exponencial

potência
𝑝1 𝑝1

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 18.9 22.3 30.2 36.9 17.4 21.2 27.6 32.9

𝐿𝑅* 14.8 13.4 23.0 29.0 14.1 12.4 20.8 18.7
𝐿𝑅** 14.4 13.0 22.5 28.4 13.7 12.1 20.5 17.8
𝐿𝑅*** 14.2 12.6 21.9 27.8 13.4 11.8 20.2 16.7
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 11.0 10.1 10.6 10.1 10.7 10.8 10.6 10.4
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.2 9.6 9.9 9.8 10.4 10.2 9.7 9.5

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 11.4 13.6 19.9 26.1 10.4 13.1 16.8 21.7
𝐿𝑅* 8.5 7.8 14.7 20.2 7.9 7.4 12.9 12.0
𝐿𝑅** 8.3 7.7 14.4 19.8 7.8 7.2 12.8 11.4
𝐿𝑅*** 8.3 7.5 14.1 19.5 7.6 7.0 12.5 10.8
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.6 4.9 5.4 5.3 5.2 5.6 5.5 5.5
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.1 4.7 4.8 4.7 4.9 5.0 4.5 4.5

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 3.4 4.2 7.2 11.2 2.9 4.0 5.4 8.1
𝐿𝑅* 2.4 2.5 4.8 8.5 2.1 2.1 4.0 4.4
𝐿𝑅** 2.4 2.5 4.7 8.5 2.0 2.1 3.9 4.3
𝐿𝑅*** 2.3 2.5 4.6 8.3 2.0 2.1 3.9 4.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.3 1.3 1.2 1.2 1.1 2.1 1.2 1.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 0.9 0.9 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 0.7
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Com o objetivo de analisar a influência do tamanho da amostra, no desempenho dos testes,
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fixamos 𝑝 = 3, 5, 𝜅 = 3 e variamos o tamanho amostral. Nas Tabelas 27 e 28, apresentamos
as taxas de rejeição dos diferentes testes para os modelos 𝑡4 e exponencial potência com
parâmetro de forma 𝜅 = 0.3, respectivamente. Analisando essas Tabelas, notamos que o
teste razão de verossimilhanças é notavelmente liberal, por exemplo considerando a Tabela
27, para 𝑝 = 3, 𝛼 = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais (𝑛 = 30, 40, 50, 100),
as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a 12.3%, 7.8%, 7.6%, 6.1%. Por outro lado, os
testes baseados nas estatísticas de razão de verossimilhanças corrigidas, o fator de correção de
Bartlett, aplicado à estatística da razão de verossimilhanças, atenua a distorção do teste usual,
mas não corrige sua tendência liberal completamente. Por exemplo, as taxas de rejeição de
testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças corrigidas (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***)

considerando o mesmo cenário em que 𝑝 = 3, 𝛼 = 5, são de (8.4%, 5.7%, 5.5%, 5.3%),
(8.0%, 5.5%, 5.5%, 5.2%), (7.4%, 5.5%, 5.3%, 5.2%) respectivamente.
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Tabela 26 – Tamanho dos testes para os betas considerando os modelos 𝑡4 e exponencial potência com 𝜅 = 0.3,
considerando 𝑛 = 35, 𝑝1 = 3 e diversos valores para 𝑞 (ℋ2

0 : 𝛽1 = 0)

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒 Modelo 𝑡4
Exponencial

potência
𝑞 𝑞

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 18.6 22.3 29.8 32.1 16.7 21.2 28.4 30.4

𝐿𝑅* 13.2 13.4 21.5 14.1 11.5 12.4 19.8 13.5
𝐿𝑅** 12.9 13.0 21.8 16.6 11.2 12.1 19.9 16.1
𝐿𝑅*** 12.7 12.6 21.3 15.8 10.9 11.8 19.5 15.3
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.4 10.1 10.7 10.7 10.3 10.8 10.5 11.0
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.2 9.6 10.2 10.2 10.0 10.2 9.9 10.3

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 10.8 13.6 20.2 21.9 9.8 13.1 18.6 20.0
𝐿𝑅* 7.4 7.8 14.2 9.7 6.4 7.4 12.9 8.8
𝐿𝑅** 7.3 7.7 14.6 12.6 6.2 7.2 13.2 11.5
𝐿𝑅*** 7.2 7.5 14.3 12.1 6.2 7.0 12.9 11.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.5 4.9 5.5 5.5 5.3 5.6 5.4 5.7
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.1 4.7 5.1 5.0 4.9 5.0 4.8 5.1

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 3.1 4.2 7.6 9.1 2.5 4.0 7.1 7.7
𝐿𝑅* 2.0 2.5 5.5 4.2 1.5 2.1 4.8 3.7
𝐿𝑅** 2.0 2.5 6.1 7.3 1.5 2.1 5.4 6.6
𝐿𝑅*** 2.0 2.5 5.9 7.1 1.5 2.1 5.3 6.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.3 1.3 1.3 1.5 1.2 2.1 1.2 1.4
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.1 0.9 1.0 1.0 1.0 0.9 0.8 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Percebe-se que conforme o tamanho da amostra aumenta, as distorções dos diferentes
testes em estudo diminuem enquanto as taxas de rejeição dos testes corrigidos permanecem
mais estáveis em relação aos respectivos níveis nominais se comparadas às taxas de rejeição
do teste baseado em 𝐿𝑅. De forma geral, os resultados obtidos na Tabela 27 apontam que o
teste baseado na estatística 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 apresenta um melhor desempenho em relação aos demais
testes. Considerando o cenário 𝑝 = 5, 𝛼 = 5% e considerando todos os tamanhos amostrais,
as taxas de rejeição do teste 𝐿𝑅 são iguais a 15.4%, 12.2%, 10.1%, 7.0%. Os teste da razão
verossimilhanças corrigidos atenuam a distorção do teste usual, mas apresentam taxas de
rejeição maiores do que os níveis nominais estipulados. Por exemplo as taxas de rejeição dos
testes (𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***) no cenário em que 𝑝 = 5, 𝛼 = 5%, 𝑛 = 30 são respectivamente de
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9.6%, 9.4%, 8.4% enquanto a taxa de rejeição do teste 𝐿𝑅*
𝑏𝑜𝑜𝑡 é igual a 5.0%.

Tabela 27 – Tamanho dos testes considerando o modelo 𝑡4 com 𝑝 = 3, 5, 𝑘 = 3 e diversos valores para 𝑛
(ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 3
𝑛

𝑝 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 19.4 14.4 13.8 11.8 24.0 20.0 17.3 12.9

𝐿𝑅* 14.6 11.2 10.7 10.5 16.5 15.2 13.7 11.9
𝐿𝑅** 14.2 11.1 10.5 10.5 15.8 14.8 13.5 11.9
𝐿𝑅*** 13.6 10.9 10.3 10.4 15.0 14.4 13.2 11.9
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.6 9.7 10.3 10.9 9.8 11.0 10.6 10.4
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 11.2 10.2 10.4 11.0 10.1 10.9 10.6 10.6

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 12.3 7.8 7.6 6.1 15.4 12.2 10.1 7.0
𝐿𝑅* 8.4 5.7 5.5 5.3 9.6 8.8 7.5 6.2
𝐿𝑅** 8.0 5.5 5.5 5.2 9.0 8.6 7.3 6.2
𝐿𝑅*** 7.4 5.5 5.3 5.2 8.4 8.2 7.1 6.2
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.5 4.8 5.3 5.4 4.9 5.5 5.5 5.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.8 5.1 5.2 5.5 5.0 5.5 5.6 5.2

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 4.0 1.8 1.8 1.2 5.4 3.6 2.8 1.6
𝐿𝑅* 2.2 1.2 1.1 0.9 2.9 2.1 1.8 1.4
𝐿𝑅** 2.1 1.2 1.1 0.9 2.7 2.1 1.8 1.4
𝐿𝑅*** 2.0 1.2 1.0 0.9 2.5 1.9 1.7 1.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.4 1.1 1.0 1.2 1.2 1.2 1.3 1.1
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.4 1.1 1.0 1.1 1.2 1.2 1.2 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 28 são apresentados os resultados para o modelo exponencial potência, em que
podemos notar que dentro os testes corrigidos, o teste 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 apresenta melhor desempenho
em relação aos demais testes corrigidos. Por exemplo, para 𝑝 = 3, 𝛼 = 10%, as taxas de
rejeição nulas de teste baseado na razão de verossimilhanças bootstrap corrigido para os quatro
tamanhos amostrais são de 10.7%, 10.6%, 10.2%, 10.2%, respectivamente. No cenário em que
𝑝 = 5, 𝛼 = 10%, 5%, 1%, 𝑛 = 30, as taxas de rejeição nulas de teste bootstrap corrigido são
de 10.3%, 5.3%, 1.1% respectivamente para cada nível nominal fixado de teste.
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Tabela 28 – Tamanho dos testes considerando o modelo exponencial potência 𝜅 = 0.3 com 𝑝 = 3, 5, 𝑘 = 3 e
diversos valores para 𝑛 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 3
𝑛

𝑝 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 17.3 13.8 13.0 10.8 21.5 15.6 13.6 10.3

𝐿𝑅* 12.5 11.1 9.9 9.7 13.5 11.3 10.5 9.5
𝐿𝑅** 12.1 10.9 9.8 9.7 13.0 11.2 10.4 9.5
𝐿𝑅*** 11.6 10.8 9.6 9.6 12.2 10.8 10.2 9.5
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.6 10.2 10.2 10.1 10.2 10.3 10.1 9.5
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.7 10.6 10.2 10.2 10.3 10.6 10.3 10.7

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 10.1 7.7 6.7 5.4 13.2 8.7 7.5 5.2
𝐿𝑅* 6.7 5.8 4.7 4.7 7.3 5.9 5.6 4.7
𝐿𝑅** 6.4 5.7 4.7 4.7 6.9 5.9 5.5 4.7
𝐿𝑅*** 6.0 5.6 4.6 4.7 6.4 5.7 5.4 4.7
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.3 5.3 5.0 5.1 5.3 5.4 5.1 4.6
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.5 5.6 4.9 4.9 5.2 5.5 5.3 5.3

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 2.7 2.0 1.7 1.0 4.0 2.5 2.1 1.0
𝐿𝑅* 1.4 1.3 1.7 0.9 1.9 1.4 1.4 0.9
𝐿𝑅** 1.3 1.3 1.0 0.9 1.7 1.3 1.4 0.9
𝐿𝑅*** 1.2 1.3 1.0 0.9 1.6 1.1 1.3 0.9
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.0 1.1 1.1 1.1 1.4 1.1 1.3 0.9
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.0 1.1 1.1 0.9 1.1 1.2 1.4 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Os resultados apresentados na Tabela 29 para o 𝑡4 e o modelo exponencial potência,
apontam que as taxas de rejeição de teste baseado na verossimilhanças usual para ambos os
modelos considerados permanecem com caráter liberal apesar da redução da distorção pe-
las suas diferentes versões corrigidas de teste. Por exemplo, para 𝑝 = 3, 𝑘 = 2, 𝛼 = 10%,
as taxas de rejeição nulas de teste baseado na razão de verossimilhanças corrigido para
os quatro tamanhos amostrais são de 13.5%, 11.9%, 10.9%, 10.6%, para o modelo 𝑡4 e de
12.2%, 10.8%, 10.4%, 10.3% para o modelo exponencial potência. Dentro os testes corrigidos,
o teste 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 apresentam melhor desempenho em ambos os modelos seguido de 𝐿𝑅*
𝑏𝑜𝑜𝑡,

𝐿𝑅***, 𝐿𝑅** e de 𝐿𝑅*.
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Tabela 29 – Tamanho dos testes considerando os modelos 𝑡4 e exponencial Potência 𝜅 = 0.3 com 𝑝 = 3,
𝑘 = 2 e diversos valores para 𝑛 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

Modelo 𝑡4

𝑛

Exponencial
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 17.4 14.1 13.1 11.7 15.9 12.9 12.7 11.2

𝐿𝑅* 13.9 12.1 11.0 10.7 12.8 11.0 10.6 10.4
𝐿𝑅** 13.8 11.7 10.9 10.6 12.5 10.9 10.5 10.3
𝐿𝑅*** 13.5 11.9 10.9 10.6 12.2 10.8 10.4 10.3
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 9.8 10.4 10.2 10.2 10.6 9.9 10.4 10.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.1 10.5 10.2 10.0 10.5 10.1 10.3 10.0

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 10.4 8.2 7.1 5.9 9.3 7.2 6.9 6.1
𝐿𝑅* 8.0 6.7 5.8 5.3 7.0 5.8 5.5 5.5
𝐿𝑅** 7.8 6.3 5.7 5.3 6.9 5.7 5.4 5.5
𝐿𝑅*** 7.6 6.6 5.6 5.3 6.7 5.7 5.3 5.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 4.8 5.3 5.3 5.1 5.3 5.0 5.6 5.3
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.0 5.6 5.2 4.9 5.1 5.2 5.4 5.1

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 3.1 2.0 1.9 1.4 2.6 1.8 1.7 1.3
𝐿𝑅* 2.2 1.5 1.4 1.2 1.7 1.7 1.1 1.1
𝐿𝑅** 2.2 1.3 1.3 1.2 1.7 1.1 1.1 1.1
𝐿𝑅*** 2.1 1.5 1.4 1.2 1.7 1.7 1.1 1.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.2 1.3 1.2 1.3 1.2 1.3 1.3
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 30, avaliamos o efeito do número de parâmetros de interesse no desempenho
dos testes, fixando o tamanho amostral (𝑛 = 35), o número de parâmetros de perturbação
(𝑝 = 3) e variando o número de parâmetros de interesse (𝑘 = 2, 3, 4, 5) para os modelos 𝑡4 e
exponencial potência 𝜅 = 0.3. Percebe-se que para ambos os modelos, os testes usuais e suas
versões corrigidas são bastante distorcidos e conforme o número de parâmetros de interesse
aumenta, a distorção dos testes 𝐿𝑅 e suas versões corrigidas 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅** e 𝐿𝑅*** aumenta
quase na mesma proporção. Por outro lado, o aumento de número de parâmetros de interesse
não interfere no desempenho do teste baseado em (𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡). Por exemplo, para o modelo 𝑡4 e
considerando o cenário em que 𝑝 = 5, 𝛼 = 5%, temos que as taxas de rejeição dos testes são
iguais a 11.7%(𝐿𝑅*), 7.2%(𝐿𝑅**), 7.0%(𝐿𝑅), 6.7%(𝐿𝑅***), 5.2%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡) e 5.3%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡),
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respectivamente. Considerando o mesmo cenário, temos para o modelo exponencial potência
as taxas de rejeição de todos os testes são as seguintes: 11.2%(𝐿𝑅*), 7.2%(𝐿𝑅**), 7.0%(𝐿𝑅),
6.8%(𝐿𝑅***), 5.7%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡), 5.8%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡), respectivamente.

Tabela 30 – Tamanho dos testes considerando os modelos 𝑡4 e exponencial potência com 𝜅 = 0.3, 𝑛 = 35,
𝑝 = 3 e diversos valores para 𝑘 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒 Modelo 𝑡4
Exponencial

potência
𝑘 𝑘

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 14.8 15.7 17.2 19.3 13.9 14.3 16.5 18.4

𝐿𝑅* 12.2 12.1 13.0 13.3 11.3 11.0 12.9 13.1
𝐿𝑅** 12.0 11.8 12.8 12.8 11.1 10.8 12.7 12.8
𝐿𝑅*** 11.9 11.6 12.5 12.3 11.0 10.4 12.4 12.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.2 10.2 10.0 9.9 10.5 9.8 10.8 10.7
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.2 10.9 11.4 10.2 10.6 10.7 12.2 11.1

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 8.2 9.0 10.0 11.7 7.8 8.0 9.7 11.2
𝐿𝑅* 6.3 6.2 7.1 7.2 6.1 5.8 7.0 7.2
𝐿𝑅** 6.2 6.0 7.0 7.0 6.0 5.7 6.9 7.0
𝐿𝑅*** 6.1 5.8 6.8 6.7 5.8 5.5 6.7 6.8
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.2 4.8 5.1 5.1 5.3 5.0 5.5 5.7
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.2 5.4 5.9 5.2 5.2 5.4 6.5 5.8

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 2.0 2.4 2.9 3.5 1.9 2.1 2.9 3.3
𝐿𝑅* 1.4 1.5 1.7 1.8 1.4 1.2 1.6 1.7
𝐿𝑅** 1.4 1.4 1.6 1.8 1.4 1.2 1.5 1.6
𝐿𝑅*** 1.4 1.4 1.6 1.6 1.3 1.2 1.5 1.5
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.1 1.1 1.2 1.2 1.2 1.2 1.2 1.3
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.1 1.1 1.4 1.2 1.1 1.2 1.5 1.4
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 31, analisamos o efeito do número de parâmetros de perturbação no desempenho
dos testes, fixando o tamanho amostral (𝑛 = 35), o número de parâmetros de interesse (𝑘 = 3)

e variando o número de parâmetros de perturbação (𝑝 = 2, 3, 4, 5) para os modelos 𝑡4 e expo-
nencial potência (𝜅 = 0.3). Observe-se que, para ambos os modelos, os testes usuais e suas
versões corrigidas são bastante distorcidos e conforme o número de parâmetros de perturbação
aumenta, a distorção dos testes 𝐿𝑅 e suas versões corrigidas 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅** e 𝐿𝑅*** aumenta,
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um comportamento semelhante a da Tabela 30. O teste (𝐿𝑅*
𝑏𝑜𝑜𝑡) teve um desempenho melhor

em relação aos demais testes. Por exemplo, considerando o cenário em que 𝑝 = 5 e 𝛼 = 10%,
temos as taxas de rejeição nulas dos testes iguais a 21.7%(𝐿𝑅*), 16.4%(𝐿𝑅**), 15.9%(𝐿𝑅),
15.4%(𝐿𝑅***), 10.4%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡), 10.5%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡) para o modelo 𝑡4 e iguais a 18.5%(𝐿𝑅*),
13.7%(𝐿𝑅**), 13.4%(𝐿𝑅), 13.1%(𝐿𝑅***), 10.0%(𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡), 10.1%(𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡) para o modelo ex-
ponencial potência com 𝜅 = 0.3, respectivamente.

Tabela 31 – Tamanho dos testes considerando os modelos 𝑡4 e exponencial potência com 𝜅 = 0.3, 𝑛 = 35,
𝑘 = 3 e diversos valores para 𝑝 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒𝑠 Modelo 𝑡4
Exponencial

potência
𝑝 𝑝

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝐿𝑅 13.8 15.7 18.5 21.7 12.5 14.3 16.8 18.5

𝐿𝑅* 10.1 12.1 12.5 16.4 9.3 11.0 11.0 13.7
𝐿𝑅** 9.9 11.8 12.1 15.9 9.2 10.8 10.6 13.4
𝐿𝑅*** 9.7 11.6 11.3 15.4 9.0 10.4 10.1 13.1
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 10.2 10.2 10.1 10.4 9.7 9.8 9.6 10.0
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 10.9 10.9 10.5 10.5 10.7 10.7 10.1 10.1

𝛼 = 5% 𝐿𝑅 7.8 9.0 11.0 13.6 6.5 8.0 9.6 10.8
𝐿𝑅* 5.3 6.2 6.7 9.4 4.6 5.8 6.1 7.8
𝐿𝑅** 5.2 6.0 6.4 9.1 4.5 5.7 5.8 7.6
𝐿𝑅*** 4.9 5.8 6.0 8.8 4.3 5.5 5.5 7.4
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 5.3 4.8 5.1 5.4 4.9 5.0 5.3 5.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 5.8 5.4 5.6 5.4 5.3 5.4 5.7 5.3

𝛼 = 1% 𝐿𝑅 2.1 2.4 3.2 4.6 1.8 2.1 2.9 3.5
𝐿𝑅* 1.0 1.5 1.6 2.8 1.0 1.2 1.5 2.1
𝐿𝑅** 0.9 1.4 1.5 2.6 0.9 1.2 1.4 2.0
𝐿𝑅*** 0.8 1.4 1.3 2.5 0.9 1.2 1.3 1.9
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.1 1.1 1.2 1.3 1.2 1.1 1.2
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 1.2 1.1 1.2 1.1 1.4 1.2 1.2 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Nas Figuras 1-4 são apresentados os gráficos de discrepâncias relativas de quantis . Esta
discrepância relativa é definida como segue:
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𝑆𝑇 (1 − 𝛼) − 𝜒2
𝑘(1 − 𝛼)

𝜒2
𝑘(1 − 𝛼) ,

em que 𝑆𝑇 (1 − 𝛼) representa o quantil amostral de ordem (1 − 𝛼) do conjunto de valores
simulados da estatística do teste, sendo 𝑆𝑇 a estatística do teste (𝐿𝑅, 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅**,
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡), e 𝜒2
𝑘(1 − 𝛼) o quantil correspondente. Importante frisar que quanto mais próxima da

ordenada zero a curva de discrepância estiver, melhor aproximada está a distribuição nula da
estatística de teste pela distribuição assintótica 𝜒2

𝑘 de referência. Como já foi mencionado, os
estudos de discrepâncias de quantis e poder de testes foram feitos considerando somente a
hipótese ℋ3

0 : 𝛿1 = 0.
Nas Figuras 1-4 construímos o gráfico de discrepâncias para os modelos 𝑡4 (Figuras 2-4) e

exponencial potência (Figuras 1-3), considerando o cenário em que 𝑛 = 35, 𝑝 = 3, 5 e 𝑘 = 3.
Observando as Figura 1-4 percebemos que a distribuição nula de 𝐿𝑅 não é bem aproximada
pela distribuição 𝜒2 de referência, uma vez que sua curva de discrepância está bem acima
da ordenada nula em todos os cenários, o que ratifica o caráter liberal de teste baseado na
estatística 𝐿𝑅 já observado na simulação para o tamanho do mesmo teste. De modo geral,
as curvas das estatísticas corrigidas aproximaram-se bem da ordenada nula (indicando boa
aproximação de suas respectivas distribuições nula pela distribuição 𝜒2 de referência) quando
comparados à estatística 𝐿𝑅 para ambos os modelos considerados. Tais discrepâncias perma-
necem, portanto, aproximadamente estáveis, mas em patamares diferentes. Considerando o
cenário em que 𝑝 = 3 (Figuras 1 e 2), as estatísticas de testes corrigidos 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅*** e
𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 apresentaram taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais, o que foi refletido no
desempenho dos testes apresentados nas simulações. Da mesma forma considerando o cenário
em que 𝑝 = 5 (Figuras 3 e 4), as estatísticas de testes corrigidos têm também suas curvas
melhor aproximadas pela 𝜒2 de referencia. Podemos observar que nos modelos considerados, as
curvas do modelo 𝑡4 tem uma boa aproximação da ordenada nula e dentre os testes corrigidos,
a estatística de teste bootstrap 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡 apresenta curva mais próxima à ordenada nula.
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Figura 1 – Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com 𝜅 = 0.3, considerando
𝑛 = 35, 𝑝 = 3, 𝜅 = 3 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 2 – Discrepância relativa de quantis para o modelo 𝑡4, considerando 𝑛 = 35, 𝑝 = 3, 𝑘 = 3 (ℋ3
0 : 𝛿1 =

0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 3 – Discrepância relativa de quantis para o modelo exponencial potência com 𝜅 = 0.3, considerando
𝑛 = 35, 𝑝 = 5, 𝑘 = 3 (ℋ3

0 : 𝛿1 = 0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 4 – Discrepância relativa de quantis para o modelo 𝑡4, considerando 𝑛 = 35, 𝑝 = 5, 𝑘 = 3 (ℋ3
0 : 𝛿1 =

0).
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Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 32 – Poder dos testes-Modelo Exponencial potência com 𝜅 = 0.3, 𝑛 = 35, 𝑞1 = 3 e 𝛼 = 10%

𝛿
𝑝 = 3 𝑝 = 5

𝐿𝑅* 𝐿𝑅** 𝐿𝑅*** 𝐿𝑅* 𝐿𝑅** 𝐿𝑅***

0,2 13.6 13.7 13.6 10.3 10.3 10.3
0,4 20.5 20.9 20.7 16.3 16.7 16.4
0,6 31.4 32.0 31.6 28.7 29.2 28.9
0,8 51.8 52.3 52.0 49.4 49.9 49.6
1,0 75.2 75.4 75.3 78.8 79.1 78.9
1,2 94.5 94.6 94.5 94.7 94.8 94.7
1,4 99.2 99.3 99.2 99.3 99.3 99.3

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Nas Tabelas 32 e 33 apresentamos os resultados de simulação para as taxas de rejeição
não-nula (poder) dos testes 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅*** para o modelo exponencial potência 𝜅 = 0.3 e
𝑡4, respectivamente. Para esta simulação consideramos somente a seguinte hipótese alternativa
ℋ3

1 (heteroscedasticidade) para 𝑞1 = 3, 𝑝 = 3, 5 fixados e valores diferentes para 𝛿2 = 𝛿3 =

𝛿4 = 𝛿 ̸= 0 foram considerados ao nível nominal 𝛼 = 10%. Dos resultados da simulação
percebe-se, para ambos os modelos considerando 𝑝 = 3, que os poderes dos testes aumentam
e se aproximam da unidade à medida que 𝛿 aumenta, o que era de se esperar. É importante
observar que o aumento de número de parâmetro de perturbação de 𝑝 = 3 para 𝑝 = 5 não
interfere muito nos resultados dos testes de poder. Portanto, os dois testes são semelhantes
diante do aumento de 𝑝. Devido a sua grande distorção do teste, a estatística 𝐿𝑅 não foi
considerada para o estudo de poder. Note que entre os testes corrigido 𝐿𝑅** apresentou um
desempenho levemente superior aos demais testes corrigidos.

Os resultados apontam que não há nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o
fator de correção de Bartlett.
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Tabela 33 – Poder dos testes-Modelo 𝑡4 com 𝑛 = 35, 𝑞1 = 3 e 𝛼 = 10%

𝛿
𝑝 = 3 𝑝 = 5

𝐿𝑅* 𝐿𝑅** 𝐿𝑅*** 𝐿𝑅* 𝐿𝑅** 𝐿𝑅***

0,2 11.2 11.3 11.2 14.8 14.9 14.8
0,4 15.2 15.6 15.3 19.6 19.8 19.6
0,6 25.0 25.4 25.1 29.4 29.8 29.5
0,8 40.5 40.8 40.6 44.3 44.6 44.4
1,0 63.0 63.4 63.2 64.8 65.2 65.0
1,2 86.0 86.2 86.1 85.2 85.4 85.3
1,4 97.6 97.7 97.6 96.9 97.0 97.0

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

3.2 APLICAÇÃO 1

No Apêndice F encontra-se o conjunto de dados reais utilizado para aplicarmos a me-
todologia de testes apresentado nesse capítulo. Os dados referem-se ao peso das lentes dos
olhos de coelhos europeus na Austrália (𝑂𝑟𝑦𝑐𝑡𝑜𝑙𝑎𝑔𝑢𝑠𝐶𝑢𝑛𝑖𝑐𝑢𝑙𝑢𝑠), 𝑦, em 𝑚𝑔, e à idade do
animal, 𝑥, em dias, numa amostra contendo 71 observações. Esses dados foram analisados
por Ratkowsky (1983), que verificaram a suspeita de dois pontos aberrantes sob estimação
de mínimos quadrados, assim, indicando que tal conjunto de dados suporta erros com caudas
mais pesadas que as da normal. Wei (1998) analisou o mesmo conjunto de dados e e detectou
a presença de observação aberrantes sob a estimação dos mínimos quadrados confirmando a
evidência de heteroscedasticidade nos dados. O mesmo conjunto de dados foi reanalisado por
Cysneiros, Paula e Galea (2005) e adotaram erros seguindo distribuições simétricas, dentre
elas, a distribuição t-Student com 𝜈 = 4 graus de liberdade (seguindo o critério AIC) e con-
sideraram uma ligação identidade nos dois componentes sistemáticos. Assim, propusemos um
modelo introduzindo funções logarítmicas de ligação tanto na média quanto na dispersão e
definido da seguinte forma:

𝑦𝑙 = exp
(︂

𝛽0 − 𝛽1

(𝑥𝑙 + 𝛽2)

)︂
+ 𝜖𝑙.

Assumimos que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp{𝛿0 exp(𝛿1/𝑥𝑙)}) e 𝑙 = 1, 2, . . . , 71. Nosso interesse é testar a
seguinte hipótese: ℋ0 : 𝛿1 = 0 versus: ℋ1 : 𝛿1 ̸= 0. Para este teste percebe-se que as estatísti-
cas de teste são: 𝐿𝑅= 11.151 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.001); 𝐿𝑅*= 8.901 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.003); 𝐿𝑅**= 8.332

(𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.004); 𝐿𝑅***= 8.660 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.003); 𝐿𝑅*
𝑏𝑜𝑜𝑡= 4.700 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟:0.03). Podemos
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observar que para a estatística de razão de verossimilhanças bootstrap corrigido leva a não
rejeição da hipótese nula ℋ0 ao nível de significância de 1%, ou seja, a dispersão é constante
para todas as observações (homoscedasticidade). No entanto, a estatística da razão de verossi-
milhanças e suas versões corrigidas levam a rejeição da hipótese nula a este nível, evidenciando
que o modelo é heteroscedástico (dispersão variável). Note que ao nível de significância de 5%

todas as estatísticas de testes (𝐿𝑅, 𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅***, 𝐿𝑅*
𝑏𝑜𝑜𝑡) levam a rejeição da hipótese

nula ℋ0.

3.3 APLICAÇÃO 2

Neste exemplo, o conjunto de dados reais analisado refere-se a um experimento com in-
tuito a realização de análises bioquímicas de armazenamento intracelular e transporte de cálcio
através da membrana plasmática. As células em estudo foram colocadas numa solução de cál-
cio durante um determinado tempo 𝑥 (em minutos), após o qual foi medida a quantidade
de cálcio absorvida pelas células 𝑦 (em 𝑛𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑔), numa amostra de 27 observações (ver
Apêndice G). Esses dados foram analisados por RAWLINGS (1988) e BRAZZALE (2000).
Recentemente o mesmo conjunto de dado foi analisado por ARAÚJO, CYSNEIROS e MON-
TENEGRO (2022) com presença de heteroscedasticidade nos dados. Considerando o modelo
assumido por ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) introduzimos uma função de
ligação logarítmica na média e na dispersão para reanalisarmos o conjunto de dados. Isto é,
consideramos o seguinte modelo heteroscedástico:

𝑦𝑙 = exp{𝛽0(1 − exp(−𝛽1𝑥𝑙))} + 𝜖𝑙.

Assumimos que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp{𝛿0 exp(𝛿1/𝑥𝑙)}) e 𝑙 = 1, 2, . . . , 27. Nosso interesse é testar a
seguinte hipótese: ℋ0 : 𝛿1 = 0 versus: ℋ1 : 𝛿1 ̸= 0 . Para este teste, os valores observados
para as estatísticas são: 𝐿𝑅= 10.532 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.001); 𝐿𝑅*= 10.252 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.001); 𝐿𝑅**=
10.244 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.001); 𝐿𝑅***= 10.248 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.001); 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡= 2.857 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟:0.091).
Podemos observar que para a estatística de razão de verossimilhanças bootstrap corrigida leva
a não rejeição da hipótese nula ℋ0 ao nível de significância de 5%, ou seja, a dispersão é
constante para todas as observações, mas rejeita a hipótese nula a 10%. Por outro lado, a
estatística da razão de verossimilhanças e suas versões corrigidas conduzem à mesma conclu-
são, ou seja, levam à rejeição da hipótese nula aos níveis de significância usuais, sugerindo
evidência marginal de heteroscedasticidade.
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3.4 CONCLUSÃO

Neste capítulo derivamos o fator de correção de Bartlett para a estatística da razão de ve-
rossimilhanças na classe dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH) cujo
interesse foi de testar conjuntamente o efeito da média e da dispersão e testar separadamente
o efeito da média e o efeito da dispersão. Salientamos aqui que utilizamos qualquer estrutura
heteroscedástica. Além disso, o nosso principal resultado obtido neste capítulo generaliza os
resultados apresentados em Cordeiro (2004) (em que foi obtido o fator de correção de Bar-
tlett para a estatística da razão de verossimilhanças no modelo não linear simétrico (MNLS),
considerando o parâmetro de dispersão constante) e em ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTE-
NEGRO (2022) (em que foram obtidos fatores de correção de Bartlett para a estatística da
razão de verossimilhanças e tipo-Bartlett para as estatísticas escore e gradiente nos MNLSH
considerando a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa como caso particular).

Com o intuito de avaliar o desempenho dos testes baseados nas estatísticas da razão de
verossimilhanças (𝐿𝑅), razão de verossimilhanças bootstrap (𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡) e suas versões corrigidas
𝐿𝑅*, 𝐿𝑅**, 𝐿𝑅*** e 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡, os resultados de simulação foram obtidos para os MNLSH em
que as distribuições t-Student com 𝜈 = 4 (fixo) e exponencial potência com parâmetro de
forma 𝑘 = 0.3 foram consideradas. Os resultados numéricos conduziram a diversas conclusões
importantes a respeito do teste de heteroscedasticidade em amostras pequenas e de tamanho
moderado. Concluímos destes resultados que o teste 𝐿𝑅 é bastante liberal e sua versão cor-
rigida, embora atenue tal tendência, ainda apresenta taxas de rejeição distorcidas conforme
aumentamos o número de parâmetros de interesse e de perturbação. Considerando os testes
𝐿𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡 e 𝐿𝑅*

𝑏𝑜𝑜𝑡, podemos observar que têm melhores desempenhos e apresentam taxas de
rejeição mais próximas dos níveis nominais considerados, em quase todos os cenários analisa-
dos, em amostra de tamanho pequeno e moderado. Em suma, recomendamos o uso destas
ferramentas no refinamento de testes.

No que tange ao Poder de testes corrigidos 𝐿𝑅 para amostras de tamanho pequeno ou
moderado, o teste corrigido 𝐿𝑅** foi o que apresentou o melhor desempenho dentre dos testes
corrigidos em estudo para ambos os modelos considerados.
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4 REFINAMENTO DE TESTES ESCORE NA CLASSE DOS MODELOS NÃO

LINEARES SIMÉTRICOS HETEROSCEDÁSTICOS

Resumo

Neste capítulo derivamos uma fórmula matricial geral para o fator de correção tipo-Bartlett
para a estatística escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da
dispersão, nos modelos de regressão não lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH). Nesta
classe de modelos, consideramos que a média e a dispersão não são constantes, admitindo
para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica. Para o teste de heteroscedasticidade,
os resultados do nosso trabalho generalizam os apresentados em Cordeiro (2004), ARAÚJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022). Através de simulação de Monte Carlo avaliamos os
desempenhos dos testes escore com suas respectivas versões corrigidas, em termos de tamanho
e poder, em amostras finitas. Por fim, apresentamos uma aplicação empírica.

Palavras chaves: correção Tipo-Bartlett; teste escore; poder.

4.1 INTRODUÇÃO

O teste escore é baseado em aproximação assintótica de primeira ordem e podem ser
menos preciso quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado, como é o caso do
teste da razão de verossimilhanças visto no capítulo 3. Assim como o teste da razão de
verossimilhança, o teste escore pode ser aprimorado, conferindo um teste cuja distribuição
nula é melhor aproximada pela qui-quadrado de referência. A estatística escore é aperfeiçoada
pelo um fator de correção conhecido como fator de correção tipo-Bartlett de tal modo que
essa estatística tenha distribuições 𝜒2

𝑘 até ordem 𝑂(𝑛−1) sob a hipótese nula (ℋ0), sendo
os graus de liberdade 𝑘 iguais ao número de restrições impostas à ℋ0. O fator de correção
tipo-Bartlett para a estatística escore 𝑆𝑅 foi obtido por Cordeiro e Ferrari (1991) através de
em uma transformação polinomial da estatística original. Vale salientar que essa transformação
não foi monótona, uma dificuldade que é superada através dos resultados obtidos dos trabalhos
de Kakizawa (1996), Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998). A estatística escore corrigida (𝑆*

𝑅)
sob a hipótese nula tem distribuição 𝜒2

𝑘 até ordem 𝑂(𝑛−1) enquanto a estatística original tem
erro de ordem até 𝑂(𝑛−1/2). Isto é, o fator de correção tipo-Bartlett faz com que o erro de
aproximação seja reduzido de 𝑂(𝑛−1/2) para 𝑂(𝑛−1).
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Vários trabalhos e artigos produzidos na literatura têm abordado a correção tipo-Bartlett
para as estatísticas escore em modelos específicos. Cordeiro et al. (2003) derivaram um fator de
correção para a estatística 𝑆𝑅 para modelos lineares com covariadas na dispersão, Uribe-Opazo,
Ferrari e Cordeiro (2008) e Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010) derivaram fator de correção
tipo Bartlett para a estatística 𝑆𝑅 na classe dos modelos lineares e não lineares simétricos,
respectivamente. Nascimento e Cysneiros (2010) aprimoraram o teste escore para os modelos
não lineares simétricos heteroscedásticos. Lagos, Morettin e Barroso (2010) derivaram o fator
de correção tipo-Bartlett para a estatística escore em modelos de séries temporais, Lemonte,
Cordeiro e Moreno-Arenas (2016) derivaram o fator de correção tipo-Bartlett para a estatística
escore em modelo de regressão não lineares Birnbaum–Saunders. Adicionalmente, Cavalcanti
et al. (2021) obtiveram o fator de correção tipo-Bartlett para a estatística escore em modelos
não lineares de família exponencial. Recentemente, ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO
(2022) derivaram expressões gerais para fatores de correcção Bartlett e Tipo Bartlett para as
estatísticas de razão de verosimilhanças e gradiente para testar o vetor de parâmetro da
dispersão em modelos não lineares simétricos heteroscedásticos.

Neste capítulo, nosso objetivo é derivar uma fórmula matricial geral para o fator de correção
tipo-Bartlett para a estatística escore nos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos
(MNLSH), admitindo para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica, tendo como caso
particular, a heteroscedasticidade multiplicativa.

Este capítulo se divide como segue. Na seção seguinte, discorremos sobre as correções tipo-
Bartlett para a estatística escore, obtendo expressões em notação matricial para o fator de
correção tipo-Bartlett para o teste de heteroscedasticidade na classe dos MNLSH. Também,
consideramos estatísticas de teste alternativas à estatística escore corrigida. Na Seção 4.2
será realizado um estudo de simulação de Monte Carlo sob diversos cenários afim de avaliar
o desempenho dos testes em estudo. Para efeito de comparação, consideramos o estudo de
simulação dos testes da razão de verossimilhanças usual e corrigido, desenvolvido no capítulo
3 na classe dos MNLSH. Na Seção 4.3 e 4.4 apresentamos duas aplicações a dados reais.
Considerações sobre os resultados obtidos são apresentados na Seção 4.5.

4.1.1 Especificação dos Modelos Não Lineares Simétricos Heteroscedásticos

Suponha que 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛 são variáveis aleatórias contínuas e independentes em que cada
𝑦𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛 segue uma distribuição simétrica com parâmetro de locação 𝜇𝑙 ∈ R e de
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dispersão 𝜑*
𝑙 > 0. A função de densidade de probabilidade associada a 𝑦𝑙 pode ser escrita

como segue

𝑓(𝑦𝑙, 𝜇𝑙, 𝜑*
𝑙 ) = 1√︁

𝜑*
𝑙

𝑔(𝑢𝑙), 𝑦𝑙 ∈ R, 𝜇𝑙 ∈ R, 𝜑*
𝑙 > 0, (4.1)

em que 𝑔(·) representa a função geradora de densidade com 𝑔(𝑢𝑙) > 0, 𝑢𝑙 > 0 sendo
𝑢𝑙 = 𝜑*

𝑙
−1(𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2 e ∫︀∞

0 𝑢
−1/2
𝑙 𝑔(𝑢𝑙)𝑑𝑢𝑙 = 1. Ressalta-se que a função 𝑔(·) pode depen-

der de parâmetros extras, digamos 𝜈, como é o caso do parâmetro de graus de liberdade
da distribuição t-Student. Neste caso, assume-se que tais parâmetros sejam constantes. Para
definir nosso modelo não linear simétrico heteroscedástico de regressão, duas estruturas de re-
gressão não lineares foram introduzidas ao modelo definido em 4.1. Supomos para a resposta
média 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)⊤ a seguinte estrutura

𝑔(𝜇𝑙) = 𝜂 = 𝑓1(𝑋, 𝛽), (4.2)

em que 𝑔(𝜇𝑙) representa a função de ligação da média, uma função não linear, contínua e
duplamente diferenciável com respeito aos componentes de 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)⊤, vetores de 𝑝

parâmetros desconhecidos a serem estimados, com 𝑝 < 𝑛 e 𝑋 = (𝑥𝑙1, . . . , 𝑥𝑙𝑛)⊤ o vetor de 𝑛

variáveis explicativas associadas a 𝑙-ésima observação. Também assumimos uma componente
sistemática para o vetor da dispersão 𝜑* = (𝜑*

1, . . . , 𝜑*
𝑛)⊤ definida por

ℎ(𝜑*
𝑙 ) = 𝜏 = 𝑓2(𝑆, 𝛿), (4.3)

em que ℎ(𝜑*
𝑙 ) representa a função de ligação da dispersão que é uma função não linear,

contínua e duplamente diferenciável com respeito aos componentes de 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑞)⊤,
vetores de 𝑝 parâmetros desconhecidos a serem estimados, com 𝑞 < 𝑛 e 𝑆 = (𝑠𝑙1, . . . , 𝑠𝑙𝑛)⊤

o vetor de 𝑛 variáveis explicativas que pode ter componentes comuns associadas a 𝑙-ésima
observação. Assim, os modelos simétricos de regressão são definidos pela componente aleatória
4.1 e pelas componentes sistemáticas definidas em 4.2 e 4.3. Entretanto, é possível formular o
modelo descrito acima usando as propriedades das distribuições pertencentes à classe simétrica.
Logo, o modelo não linear simétrico heteroscedástico pode ser escrito como segue

𝑦𝑙 = 𝜇𝑙 +
√︁

𝜑*
𝑙 𝜖𝑙; 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (4.4)

em que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, 1, 𝑔), sendo 𝜇𝑙 e 𝜑*
𝑙 as componentes sistemáticas da média e da dispersão e

definidas em 4.2 e 4.3, respectivamente.
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4.1.2 Testes de hipótese para a estatística escore em MNLSH

Nesta seção, apresentaremos a estatística de teste escore (𝑆𝑅) para testar conjuntamente
os efeitos da média e da dispersão em MNLSH. Isto é, considerar o vetor de parâmetro
(𝛽⊤

1 , 𝛿⊤
1 )⊤ como o de interesse. Considerando o logaritmo da função de verossimilhança

(log-verossimilhança) do vetor de parâmetros 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ dado o vetor de observações
(𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ do modelo não linear simétrico heteroscedásticos definido em 4.4, temos que

ℓ = ℓ(𝜃) = log 𝑓(𝑦, 𝜃) = −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

log(𝜑*
𝑙 ) +

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(𝑧𝑙), (4.5)

em que 𝑡(𝑧𝑙) = log{𝑔(𝑢𝑙)}, 𝑢𝑙 = 𝑧2
𝑙 = (𝑦𝑙−𝜇𝑙)2/𝜑*

𝑙 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Assumimos que a função de
log-verossimilhanças ℓ(𝛽, 𝛿) dada em (4.5) é regular com respeito às derivadas em relação aos
componentes dos vetores 𝛽 e 𝛿 até a quarta ordem. Por mais detalhes, as condições de regula-
ridades podem ser encontradas em (COX; HINKLEY, 1974). Introduzimos na obtenção das deri-
vadas a seguinte notação: 𝜙𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒 = E

(︁
𝑡
(1)𝑎

(𝑧𝑙) 𝑡
(2)𝑏

(𝑧𝑙) 𝑡
(3)𝑐

(𝑧𝑙) 𝑡
(4)𝑑

(𝑧𝑙) 𝑧𝑒
)︁

em que 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒 ∈ {0, 1, 2, 3, 4}

e 𝑡(𝑖)(𝑧𝑙) = 𝜕𝑖𝑡(𝑧𝑙)/𝜕𝑧𝑖
𝑙 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Maiores detalhes sobre as derivadas de

algumas distribuições simétricas encontram-se no Apêndice I. Consideremos as seguinte par-
tições para os vetores de parâmetros desconhecidos 𝛽 = (𝛽⊤

1 , 𝛽⊤
2 )⊤ e 𝛿 = (𝛿⊤

1 , 𝛿⊤
2 )⊤ em que

𝛽1 = (𝛽1, · · · , 𝛽𝑝1)⊤, 𝛽2 = (𝛽𝑝1+1, · · · , 𝛽𝑝)⊤, 𝛿1 = (𝛿1, · · · , 𝛿𝑞1)⊤, 𝛿2 = (𝛿𝑞1+1, · · · , 𝛿𝑞)⊤,
com 𝑝1 ≤ 𝑝 e 𝑞1 ≤ 𝑞. Neste capítulo adotamos a mesma parametrização que a do capítulo
anterior.

4.1.2.1 Testes simultâneo sobre o subconjunto da média e da dispersão

Muita vezes estamos interessado em fazer testes sobre um subconjunto dos parâmetros 𝛽

e 𝛿. Assim, queremos testar as seguintes hipóteses: ℋ1
0 : 𝛽1 = 𝛽

(0)
1 , 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ1

1 :

pelo menos uma das igualdades é violada, em que (𝛽(0)
1

⊤
, 𝛿

(0)
1

⊤
)⊤ é o vetor de parâmetros

de interesse, de dimensões 𝑝1 × 1 e 𝑞1 × 1, respectivamente. Aqui, (𝛽⊤
2 , 𝛿⊤

2 )⊤ é o vetor de
parâmetros de perturbação, de dimensões (𝑝 − 𝑝1) × 1 e (𝑞 − 𝑞1) × 1, respectivamente.

Essas decomposições induzem as correspondentes partições das matrizes 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2)

e 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2) em que 𝑋1, 𝑋2, 𝑆1 e 𝑆2 são sub-matrizes conhecidas de posto reduzido e
de dimensões 𝑛 × 𝑝1, 𝑛 × (𝑝 − 𝑝1), 𝑛 × 𝑞1, 𝑛 × (𝑞 − 𝑞1), respectivamente.

Considerando a função de log-verossimilhanças dada em (4.5), a função escore total asso-
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ciada é definida como segue: 𝑈(𝜃) = (𝑈1(𝜃)⊤, 𝑈2(𝜃)⊤)⊤ em que

𝑈1(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑈𝛽1(𝜃)

𝑈𝛿1(𝜃)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽1

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ e 𝑈2(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑈𝛽2(𝜃)

𝑈𝛿2(𝜃)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽2

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (4.6)

cujo elementos são dados por

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽1 = 𝑋⊤
1 𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿1 = −
1
2

𝑆⊤
1 𝐻1Δ(𝜄 − 𝑉 𝑢)

e

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛽2 = 𝑋⊤
2 𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)

𝜕ℓ(𝜃)/𝜕𝛿2 = −
1
2

𝑆⊤
2 𝐻1Δ(𝜄 − 𝑉 𝑢),

respectivamente. As matrizes diagonais de dimensão 𝑛 × 𝑛 associadas são dadas por: Λ𝑙 =

Δ𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(1/𝜑*
1, . . . , 1/𝜑*

𝑛), 𝑀𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑚𝑖1, . . . , 𝑚𝑖𝑛) com elementos dados por 𝑚𝑖𝑙 =

𝑑𝑖𝜇𝑙/𝑑𝜂𝑖
𝑙 é a 𝑖-ésima derivada de 𝜇𝑙 = 𝑔−1(𝜂𝑙) e 𝐻𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(ℎ𝑖1, . . . , ℎ𝑖𝑛) com elementos

ℎ𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜑*
𝑙 /𝑑𝜏 𝑖*

𝑙 é a 𝑖-ésima derivada de 𝜑*
𝑙 = 𝑔−1(𝜏 *

𝑙 ) para 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. As funções 𝜂 e 𝜏 *

são consideradas como funções de ligação e definidas através de funções diferenciáveis 𝑔 e ℎ,
respectivamente.

A matriz de informação total de Fisher particionada correspondente pode ser escrito da
seguinte forma:

𝐾(𝜃) =

⎛⎜⎜⎝𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22

⎞⎟⎟⎠ , (4.7)

em que

𝐾11 = diag
{︁
𝐾𝛽11 , 𝐾𝛿11

}︁
, 𝐾12 = 𝐾⊤

21 = diag
{︁
𝐾𝛽12 , 𝐾𝛿12

}︁
, 𝐾22 = diag

{︁
𝐾𝛽22 , 𝐾𝛿22

}︁
sendo,

𝐾𝛽11 = −(𝜙(0,1,0,0,0))
(︁
𝑋̃⊤

1 Λ𝑀2
1 𝑋̃1

)︁
, 𝐾𝛽12 = 𝐾⊤

𝛽21 = −(𝜙(0,1,0,0,0))
(︁
𝑋̃⊤

1 Λ𝑀 2
1 𝑋̃2

)︁
,

𝐾𝛽22 = −(𝜙(0,1,0,0,0))
(︁
𝑋̃⊤

2 Λ𝑀 2
1 𝑋̃2

)︁
, 𝐾𝛽 = −(𝜙(0,1,0,0,0))

(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁
,

𝐾𝛿11 = 1
4
(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤

1 Δ2𝐻2
1 𝑆1

)︁
, 𝐾𝛿12 = 𝐾⊤

𝛿21 = 1
4
(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤

1 Δ2𝐻2
1 𝑆2

)︁
𝐾𝛿22 = 1

4
(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤

2 Δ2𝐻2
1 𝑆2

)︁
, 𝐾𝛿 = 1

4
(︁
1 − 𝜙(0,1,0,0,2)

)︁(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁
.
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Os 𝜙′𝑠 podem ser encontrados em Uribe-Opazo, Ferrari e Cordeiro (2008). A inversa da matriz
de informação total de Fisher associada é dada por

𝐾(𝜃)−1 =

⎛⎜⎜⎝𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22

⎞⎟⎟⎠ , (4.8)

em que

𝐾11 = diag
{︁
𝐾11

𝛽 , 𝐾11
𝛿

}︁
, 𝐾12 = 𝐾21⊤ = diag

{︁
𝐾12

𝛽 , 𝐾12
𝛿

}︁
, 𝐾22 = diag

{︁
𝐾22

𝛽 , 𝐾22
𝛿

}︁
,

sendo

𝐾11
𝛽 =

[︁
𝐾𝛽11 − 𝐾𝛽12𝐾−1

𝛽22𝐾𝛽21

]︁−1
, 𝐾12

𝛽 = 𝐾12⊤
𝛽 = −𝐾11

𝛽 𝐾𝛽12𝐾−1
𝛽22 ,

𝐾11
𝛿 =

[︁
𝐾𝛿11 − 𝐾𝛿12𝐾−1

𝛿22𝐾𝛿21

]︁−1
, 𝐾12

𝛿 = 𝐾12⊤
𝛿 = −𝐾11

𝛿 𝐾𝛿12𝐾−1
𝛿22 ,

𝐾22
𝛽 = 𝐾−1

𝛽22 + 𝐾−1
𝛽22𝐾𝛽21𝐾11

𝛽 𝐾𝛽12𝐾−1
𝛽22 , 𝐾22

𝛿 = 𝐾−1
𝛿22 + 𝐾−1

𝛿22𝐾𝛿21𝐾11
𝛿 𝐾𝛿12𝐾−1

𝛿22 .

Maiores detalhes sobre a inversa podem ser encontrados Rao (1973).
A estatística escore (𝑆𝑅) para testar (i) ℋ1

0 : 𝛽1 = 𝛽
(0)
1 , 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 pode ser expressa da

seguinte forma:

𝑆𝑅 = 𝑈⊤
𝛽1(𝜃)𝐾11

𝛽 (𝜃)𝑈𝛽1(𝜃) + 𝑈⊤
𝛿1(𝜃)𝐾11

𝛿 (𝜃)𝑈𝛿1(𝜃),

em que 𝑈⊤(𝜃) e 𝐾11(𝜃) representam, respectivamente, a função escore e a inversa da matriz
de informação total de Fisher para 𝛽 e 𝛿 avaliados sob a hipótese nula com 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =(︁
𝛽

(0)⊤
1 , 𝛽2

⊤
, 𝛿

(0)⊤
1 , 𝛿2

⊤)︁⊤
, sendo 𝛽2 e 𝛿2 os EMV restrita de 𝛽2 e 𝛿2 respectivamente, sob

ℋ1
0. Os EMV irrestritas são representados pelo vetor 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =

(︁
𝛽⊤

1 , 𝛽2
⊤

, 𝛿⊤
1 , 𝛿2

⊤)︁⊤
.

Assintoticamente e sob a hipótese nula, a estatísticas escore (𝑆𝑅) tem uma distribuição 𝜒2
𝑝1+𝑞1

com 𝑝1 + 𝑞1 grau de liberdade. Rejeitamos a hipótese nula ℋ0 se a estatística de teste 𝑆𝑇 >

𝑘(1−𝛼), com 𝑆𝑇 = 𝑆𝑅, sendo 𝑘(1−𝛼) representa o quantil 1 − 𝛼 da distribuição 𝜒2
𝑘 e 𝛼 o nível

de significância adotado no teste com 0 < 𝛼 < 1.

4.1.2.2 Testes separado para o vetor de parâmetro da média

Nosso interesse agora reside em testar um subconjunto do vetor de parâmetro 𝛽. Isto é
testar (ii) ℋ2

0 : 𝛽1 = 𝛽
(0)
1 contra ℋ2

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto que, o vetor
de parâmetros (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação. A partição do
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vetor 𝛽 = (𝛽⊤
1 , 𝛽⊤

2 )⊤ induz a da matriz de planejamento (co-variada) 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2). A
função escore total também pode ser particionada conforme a partição de 𝛽. Isto é, 𝑈(𝜃) =

(𝑈1(𝜃)⊤, 𝑈2(𝜃)⊤)⊤ em que 𝑈1(𝜃)⊤ = 𝑈𝛽1 , 𝑈2(𝜃) = (𝑈𝛽2 , 𝑈𝛿)⊤, sendo 𝑈𝛽1 , 𝑈𝛽2 são definidas
em (4.6) e 𝑈𝛿 em (3.3). Considerando a partição do 𝛽, a matriz de informação total de Fisher
particionada pode ser expressa como segue

𝐾(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾𝛽11 𝐾𝛽12 0

𝐾𝛽21 𝐾𝛽22 0

0 0 𝐾𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

em que as submatrizes 𝐾𝛽11 , 𝐾𝛽12 , 𝐾𝛽22 , 𝐾𝛿 são definidas em (4.7) e 0 representa matrizes ou
vetores de zeros de dimensões apropriadas. A inversa da matriz de informação total particionada
é dado como segue:

𝐾(𝜃)−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾11

𝛽 𝐾12
𝛽 0

𝐾21
𝛽 𝐾22

𝛽 0

0 0 𝐾−1
𝛿

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

em que as submatrizes 𝐾11
𝛽 , 𝐾12

𝛽 , 𝐾22
𝛽 são definidas em (4.8). Assim, definimos a estatística

escore 𝑆𝑅 para testar ℋ2
0 : 𝛽1 = 𝛽

(0)
1 contra ℋ2

1, da seguinte forma:

𝑆𝑅 = 𝑈⊤
𝛽1(𝜃)𝐾11

𝛽 (𝜃)𝑈𝛽1(𝜃),

em que 𝑈⊤
𝛽 (𝜃) e 𝐾11

𝛽 (𝜃) representam, respectivamente, a função escore e a inversa da matriz
de informação total de Fisher para 𝛽 avaliados sob a hipótese nula com 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =(︁
𝛽

(0)⊤
1 , 𝛽2

⊤
, 𝛿⊤

)︁⊤
, sendo 𝛽2 o EMV restrito de 𝛽2 sob ℋ2

0. Os EMV irrestritos são represen-
tados pelo vetor 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =

(︁
𝛽⊤

1 , 𝛽2
⊤

, 𝛿⊤
)︁⊤

. Assintoticamente e sob a hipótese nula,
a estatística escore (𝑆𝑅) tem uma distribuição 𝜒2

𝑝1 com 𝑝1 grau de liberdade.

4.1.2.3 Testes separado para o vetor de parâmetro da dispersão

Nosso interesse agora reside em testar um subconjunto do vetor de parâmetro 𝛿. Isto é
testar (iii) ℋ3

0 : 𝛿1 = 𝛿
(0)
1 contra ℋ3

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, ou seja,
testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto que o vetor
de parâmetros (𝛽⊤, 𝛿⊤

2 )⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação. A partição do
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vetor 𝛿 = (𝛿⊤
1 , 𝛿⊤

2 )⊤ induz a da matriz de planejamento (co-variada) 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2). A
função escore total também pode ser particionada conforme a partição de 𝛿. Isto é, 𝑈(𝜃) =

(𝑈1(𝜃)⊤, 𝑈2(𝜃)⊤)⊤ em que 𝑈1(𝜃)⊤ = 𝑈𝛽, 𝑈2(𝜃) = (𝑈𝛿1 , 𝑈𝛿2)⊤, sendo 𝑈𝛿1 , 𝑈𝛿2 são definidas
em (4.6) e 𝑈𝛽 em (3.3). Considerando a partição do 𝛿, a matriz de informação total de Fisher
particionada pode ser expressa como segue

𝐾(𝜃) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾𝛿11 𝐾𝛿12 0

𝐾𝛿21 𝐾𝛿22 0

0 0 𝐾𝛽

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

em que as submatrizes 𝐾𝛿11 , 𝐾𝛿12 , 𝐾𝛿22 , 𝐾𝛽 são definidas em (4.7) e 0 representa matrizes ou
vetores de zeros de dimensões apropriadas. A inversa da matriz de informação total particionada
é dado como segue:

𝐾(𝜃)−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐾11

𝛿 𝐾12
𝛿 0

𝐾21
𝛿 𝐾22

𝛿 0

0 0 𝐾−1
𝛽

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

em que as submatrizes 𝐾11
𝛿 , 𝐾12

𝛿 , 𝐾22
𝛿 são definidas em (4.8). Assim, definimos as estatísticas

escore 𝑆𝑅 para testar ℋ3
0 : 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ3

1, da seguinte forma:

𝑆𝑅 = 𝑈⊤
𝛿1(𝜃)𝐾11

𝛿 (𝜃)𝑈𝛿1(𝜃),

em que 𝑈⊤
𝛿 (𝜃) e 𝐾11

𝛿 (𝜃) representam, respectivamente, a função escore e a inversa da matriz
de informação total de Fisher para 𝛿 avaliados sob a hipótese nula com 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =(︁
𝛽⊤, 𝛿

(0)⊤
1 , 𝛿2

⊤)︁⊤
, sendo 𝛿2 o EMV restrito de 𝛿2 sob ℋ3

0. Os EMV irrestritos do parâmetro
𝜃 são representados pelo vetor 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ =

(︁
𝛽⊤, 𝛿⊤

1 , 𝛿2
⊤)︁⊤

. Assintoticamente e sob a
hipótese nula, a estatística escore (𝑆𝑅) converge em distribuição para a distribuição 𝜒2

𝑞1 com
𝑞1 grau de liberdade.

Na próxima Seção desenvolvemos um fator de correção Tipo–Bartlett, em notação matri-
cial, para as estatísticas escore, conforme os resultados obtidos em Cordeiro e Ferrari (1991)

4.1.3 Estatística escore refinada

A aproximação da distribuição nula da estatística escore (𝑆𝑅) pela qui-quadrado de referên-
cia pode não ser satisfatória em pequenas amostras, podendo conduzir as taxas de rejeição sob
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a hipótese nula bastante distorcidas. Desta forma, foram obtidos alguns refinamentos como
objetivo de melhorar a aproximação pela qui-quadrado. Assim como Bartlett (1937) propôs
um fator de correção Bartlett para melhorar o teste da razão de verossimilhanças, Cordeiro e
Ferrari (1991) desenvolveu um fator de correção denominado tipo-Bartlett para aprimorar a
estatística do teste escore. Nesta Seção utilizaremos essa metodologia proposta na literatura
para obtermos um fator de correção tipo–Bartlett, em notação matricial, para a estatística
escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito da média e da dispersão, nos
modelos de regressão não lineares simétricos heteroscedásticos proposto por Cysneiros, Cor-
deiro e Cysneiros (2010). Generalizamos, portanto, os resultados de ARAÚJO, CYSNEIROS e
MONTENEGRO (2022), Araújo, Cysneiros e Montenegro (2020).

4.1.3.1 Correção Tipo-Bartlett para a estatística escore (𝑆𝑅)

Os resultados obtidos em Cordeiro e Ferrari (1991) apontaram que, em problema regular,
a estatística escore pode ser aprimorada por um fator produzindo uma estatística modificada
ajustada e que segue a distribuição qui-quadrado com 𝑘 grau de liberdade (𝜒2

𝑘) até ordem
𝑂(𝑛−1). A estatística escore modificada 𝑆*

𝑅 proposta por Cordeiro e Ferrari (1991) é dada
como segue:

𝑆*
𝑅 = 𝑆𝑅{1 − (𝑐 + 𝑏𝑆𝑅 + 𝑎𝑆2

𝑅)},

em que o termo entre chave é denominado fator de correção tipo-Bartlett e é função da própria
estatística 𝑆𝑅, sendo os coeficientes 𝑎, 𝑏, 𝑐 são definidos como segue:

𝑎 = 𝐴3

12𝑘(𝑘 + 2)(𝑘 + 4) , 𝑏 = 𝐴2 − 2𝐴3

12𝑘(𝑘 + 2) , 𝑐 = 𝐴1 − 𝐴2 + 𝐴3

12𝑘
.

As quantidades 𝐴3, 𝐴3 e 𝐴3 são funções de cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo
da função de verossimilhanças. Essas quantidades, em forma matricial, são dadas por:

𝐴1 = 3
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

(𝜅𝑟𝑠𝑡 + 2𝜅𝑟,𝑠𝑡) (𝜅𝑢𝑣𝑤 + 2𝜅𝑢𝑣,𝑤) 𝑎𝑟𝑠𝑎𝑣𝑤𝑚𝑡𝑢

− 6
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

(𝜅𝑟𝑠𝑡 + 2𝜅𝑟,𝑠𝑡) 𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑎𝑟𝑠𝑎𝑡𝑢𝑚𝑣𝑤

+ 6
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

(𝜅𝑟,𝑠𝑡 − 𝜅𝑟,𝑠,𝑡) (𝜅𝑢𝑣𝑤 + 2𝜅𝑢𝑣,𝑤) 𝑎𝑠𝑣𝑎𝑡𝑤𝑚𝑟𝑢 (4.9)

− 6
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

(𝜅𝑟,𝑠,𝑡,𝑢 + 𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝑢) 𝑎𝑡𝑢𝑚𝑟𝑠

= 𝐴11 + 𝐴12 + 𝐴13 + 𝐴14.
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𝐴2 = −3
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑎𝑡𝑢𝑚𝑟𝑠𝑚𝑣𝑤

+ 6
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

(𝜅𝑟𝑠𝑡 + 2𝜅𝑟,𝑠𝑡) 𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑎𝑟𝑠𝑚𝑡𝑢𝑚𝑣𝑤

− 6
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑎𝑡𝑤𝑚𝑟𝑢𝑚𝑠𝑣 (4.10)

+ 3
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟,𝑠,𝑡,𝑢𝑚𝑟𝑠𝑚𝑡𝑢

= 𝐴21 + 𝐴22 + 𝐴23 + 𝐴24.

𝐴3 = 3
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑚𝑟𝑠𝑚𝑡𝑢𝑚𝑣𝑤

+ 2
∑︁∑︁∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟,𝑠,𝑡𝜅𝑢,𝑣,𝑤𝑚𝑟𝑢𝑚𝑠𝑣𝑚𝑡𝑤 (4.11)

= 𝐴31 + 𝐴32,

sendo que 𝑎𝑟𝑠, 𝑚𝑟𝑠 os elementos (𝑟, 𝑠) das matrizes

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝0 0

0 𝐾−1
22

⎞⎟⎟⎠ , e 𝑀 = 𝐾(𝜃)−1 − 𝐴,

respectivamente e 0 representa matrizes ou vetores nulos de dimensões apropriadas. Os índices
𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣, 𝑤 variam sobre todos os componentes do vetor 𝛽 e 𝛿. Sob a hipótese nula, a
estatística corrigida 𝑆*

𝑅 tem distribuição qui-quadrado com 𝑘 grau de liberdade com erro de
aproximação de 𝑂(𝑛−2). Já que a estatística corrigida é função da própria estatística 𝑆𝑅 é
obvio que depende de parâmetros desconhecidos. Neste caso, esses parâmetros podem ser
substituídos pela suas respectivas EMV sob a hipótese nula e isto não altera a ordem de
aproximação Cordeiro e Ferrari (1991). Outras formas alternativas equivalente a estatística
corrigida 𝑆*

𝑅 até ordem 𝑂(𝑛−1) foram propostas e definidas como segue:

𝑆*
𝑅1 = 𝑆𝑅

1 + 𝐶(𝑆𝑅, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝑘) , 𝑆*
𝑅2 = 𝑆𝑅 exp{−𝐶(𝑆𝑅, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝑘))}

em que 𝐶(𝑆𝑅, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝑘) = (𝑐 + 𝑏𝑆𝑅 + 𝑎𝑆2
𝑅). Kakizawa (1996) propos uma transforma-

ção monótona da estatística corrigida 𝑆*
𝑅 em Cordeiro e Ferrari (1991) por não ser sempre

monótona. Esta transformação é dada por 𝑆*
𝑅3 = 𝑆*

𝑅 + 𝑃 (𝑆𝑅), em que

𝑃 (𝑆𝑅) = 1
4

{︂
𝑐2𝑆𝑅 + 2𝑏𝑐𝑆2

𝑅 +
(︁
2𝑎𝑐 + 4

3𝑏2
)︁
𝑆3

𝑅 + 3𝑎𝑏𝑆4
𝑅 + 9

5𝑎2𝑆5
𝑅

}︂
.

Também Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998) propuseram uma estatística modificada (𝑆*
𝑅4)

para melhorar a estatística escore através de uma transformação monótona de 𝑆𝑅. A estatística
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alternativa (𝑆*
𝑅4) que envolve a função de distribuição da normal padrão pode ser escrita de

seguinte forma:

𝑆*
𝑅4 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√︁

𝜋
3𝑎

exp
(︁

𝑏2

3𝑎
− 𝑐

)︁{︃
Φ
(︁√

6𝑎𝑆𝑅 +
√︁

2
3𝑎

𝑏
)︁

− Φ
(︁√︁

2
3𝑎

𝑏
)︁}︃

, se 𝑎 ≥ 0

1
2𝑏

exp
(︁

− 𝑐
)︁{︁

1 − exp
(︁

− 2𝑏
)︁
𝑆𝑅

}︁
, se 𝑎 = 0 e 𝑏 ̸= 0.

4.1.3.2 Correção Tipo-Bartlett à estatística escore para teste conjunto em MNLSH

Nesta Subseção, iremos obter o fator de correção tipo-Bartlett para teste de hipótese
envolvendo os parâmetros da média e da dispersão em MNLSH. Isto é testar (i); ℋ1

0 : 𝛽1 =

𝛽
(0)
1 , 𝛿1 = 𝛿

(0)
1 contra ℋ1

1 : pelo menos uma das igualdades é violada, em que (𝛽(0)
1

⊤
, 𝛿

(0)
1

⊤
)⊤

é o vetor de parâmetros de interesse, de dimensões 𝑝1 × 1 e 𝑞1 × 1, respectivamente. As
partições dos parâmetros 𝛽 e 𝛿 induzem também as das matrizes modelo 𝑋 = (𝑋1, 𝑋2)

e 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2). Considerando as partições das matrizes escore e as definições feitas em
(4.1.2.1) e (4.8), a inversa da matriz de informação de Fisher é definida como segue:

𝐾(𝜃)−1 =

⎛⎜⎜⎝𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22

⎞⎟⎟⎠ , (4.12)

em que

𝐾11 = diag
{︁
𝐾11

𝛽 , 𝐾11
𝛿

}︁
, 𝐾12 = 𝐾21⊤ = diag

{︁
𝐾12

𝛽 , 𝐾12
𝛿

}︁
, 𝐾22 = diag

{︁
𝐾22

𝛽 , 𝐾22
𝛿

}︁
,

sendo os elementos são dados por

𝐾11
𝛽 = 𝛼0(𝑅⊤Λ0𝑅)−1,

𝐾12
𝛽 = 𝐾21⊤

𝛽 = −𝛼0𝐶(𝑅⊤Λ0𝑅)−1𝐶⊤,

𝐾22
𝛽 = 𝛼0

[︁
(𝑋̃⊤

2 Λ0𝑋̃2)−1 + 𝐶(𝑅Λ0𝑅)−1𝐶⊤
]︁
, (4.13)

𝐾11
𝛿 = 𝛼1(𝑇 ⊤Λ1𝑇 )−1,

𝐾12
𝛿 = 𝐾12⊤

𝛿 = −𝛼1𝑁 (𝑇 ⊤Λ1𝑇 )−1𝑁⊤,

𝐾22
𝛿 = 𝛼1

[︁
(𝑆⊤

2 Λ1𝑆2)−1 + 𝑁 (𝑇 ⊤Λ1𝑇 )−1𝑁⊤
]︁
, (4.14)

em que

𝑅 = 𝑋1 − 𝑋2𝐶, 𝐶 =
[︁
(𝑋⊤

2 Λ0𝑋2)−1(𝑋⊤
2 Λ0𝑋1)

]︁
, 𝑇 = 𝑆1 − 𝑆2𝑁 ,

𝑁 =
[︁
(𝑆⊤

2 Λ1𝑆2)−1(𝑆⊤
2 Λ1𝑆1)

]︁
, Λ0 = Λ𝑀 2

1 , Λ1 = Δ2𝐻2
1 , 𝛼0 = −𝜙−1

(0,1,0,0,0),

𝛼1 = 4/(1 − 𝜙(0,1,0,0,2)),
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sendo os vetores Λ, Δ, 𝑀1 e 𝐻1. são definidos na Seção 3.1.1. Assim, a estatística escore
𝑆𝑅 para testar conjuntamente o efeito da média e da dispersão pode ser escrita da seguinte
forma

𝑆𝑅 = 𝜔̃⊤Λ̃1/2
0 𝑋1(𝑅̃⊤Λ̃0𝑅̃)−1𝑋⊤

1 Λ̃1/2
0 𝜔̃ + 1

4𝜌⊤Λ̃1/2
1 𝑆1(𝑇 ⊤Λ̃1𝑇 )−1𝑆⊤

1 Λ̃1/2
1 𝜌,

em que 𝜔 = (𝜔1, . . . , 𝜔𝑛)⊤ com 𝜔𝑙 = 𝛼
1/2
0 𝑣𝑙𝑧𝑙, 𝜌 = (𝜌1, . . . , 𝜌𝑛)⊤ sendo 𝜌𝑙 = 𝛼

1/2
1 (𝑣𝑙𝑢𝑙 − 𝜄).

O vetor 𝑧𝑙 foi definido na Seção 3.1.1. Assintoticamente e sob a hipótese nula, a estatística
𝑆𝑅 converge em distribuição para qui-quadrado 𝜒2

𝑘 com 𝑘 grau de liberdade. Rejeitamos a
hipótese nula ℋ1

0 se a estatística de teste 𝑆𝑅 > 𝑘(1−𝛼), com 𝑘(1−𝛼) representando o quantil
(1 − 𝛼) da distribuição 𝜒2

𝑘 e 𝛼 o nível de significância adotado no teste, com 0 < 𝛼 < 1.
Aqui 𝑘 = 𝑝1 + 𝑞1, em que 𝑞1 e 𝑞1 representam o número de parâmetros a serem testado sob
a hipótese nula para o subconjunto de 𝛽 e 𝛿, respectivamente. Além das matrizes definidas
em (4.1.2.1), definimos também as seguintes matrizes necessárias para o cálculo do fator de
correção de tipo-Bartlett a seguir:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝0 0

0 𝐾−1
22

⎞⎟⎟⎠ , e 𝑀 = 𝐾(𝜃)−1 − 𝐴,

em que

𝐾−1
22 =

⎛⎜⎜⎝𝐾22
𝛽 0

0 𝐾22
𝛿

⎞⎟⎟⎠
sendo 𝐾(𝜃)−1, 𝐾22

𝛽 e 𝐾22
𝛿 são dados em (4.8). No MNLSH, após tediosa manipulação algé-

brica, as quantidades 𝐴11 a 𝐴14, 𝐴21 a 𝐴24 e 𝐴31 a 𝐴32 necessárias para o cálculo do fator de
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correção Tipo-Bartlett para a estatística escore são dadas como segue:

𝐴11 = −3𝑄5
0𝜄

⊤
[︂
𝑊3𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊3 + 𝑊3𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊1

+ 𝑊1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊3 + 𝑊1𝐷2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊1

]︂
𝜄 − 3

4𝑄2
0𝑄71𝑄23𝜄

⊤𝑊1Δ1

× 𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄 − 3

16𝑄0𝑄
2
71𝑄24𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄

− 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄25𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄25𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 − 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄24𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄

− 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄25𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄 − 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄25𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛽𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

64𝑄3
71𝑄

2
26𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄

− 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

32𝑄3
71𝑄26𝑄27𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
× 𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 − 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

16𝑄3
71𝑄

2
27𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄

− 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ2

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ4𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ2
1𝐷2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄.

𝐴12 = −3
2𝑄2

0𝑄71𝑄28𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄 + 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄29𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

×
(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 − 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄30𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄

− 3
4𝑄0𝑄

2
71𝑄31𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

4𝑄0𝑄
2
71𝑄31𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
× 𝐷2𝛿𝑊1Δ1𝜄 + 3

32𝑄3
71𝑄32𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

×
(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ2

1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄.
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𝐴13 = 6𝑄5
0𝜄

⊤
[︂
𝑊3𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛽𝑊3 + 𝑊3𝐶2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1 + 𝑊1𝐶2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊3

+ 𝑊1𝐵2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1

]︂
𝜄 − 3

2𝑄2
0𝑄71𝑄34𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑊1Δ1𝜄

+ 3
2𝑄2

0𝑄71𝑄35𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

2𝑄2
0𝑄71𝑄36𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
× 𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄 + 3

32𝑄3
71𝑄37𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄38𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
× 𝑍2𝛿Δ4𝜄 + 3

16𝑄3
71𝑄38𝜄

⊤Δ3
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄39𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄

− 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ4𝜄 − 3

8𝑄3
71𝑄

2
40𝜄

⊤Δ4𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄39𝜄
⊤Δ2

1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄 − 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ2
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ4𝜄

− 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ2
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄.

𝐴14 = −6𝑄2
0𝑄41𝜄

⊤𝑊 2
1 𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄 − 3

2𝑄0𝑄71𝑄42𝜄
⊤𝑊1Δ2

1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄

− 3
2𝑄0𝑄71𝑄43𝜄

⊤𝑊1Δ2
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄 − 3

8𝑄2
71𝑄45𝜄

⊤Δ4
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄

+ 3𝑄0𝑄71𝑄44𝜄
⊤
[︂
𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝐷2𝛿 + 𝑊1Δ6𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁]︂
𝜄

− 3
4𝑄2

71𝑄46𝜄
⊤
[︂
Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷2𝛿 + Δ3𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁]︂
𝜄.

𝐴21 = 3
4𝑄2

0𝑄71𝑄47𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑊1Δ1𝜄

− 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄48𝜄

⊤𝑊1Δ1
(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄

− 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄48𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑊1Δ1𝜄

+ 3
64𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄.

𝐴22 = 3
2𝑄2

0𝑄71𝑄50𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑊1Δ1𝜄 − 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄51𝜄

⊤𝑊1Δ1

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄 + 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄30𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
(𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
× 𝑊1Δ1𝜄 + 3

4𝑄0𝑄
2
71𝑄31𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
(𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑊1Δ1𝜄 + 3

4𝑄0𝑄
2
71𝑄31𝜄

⊤Δ2
1

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
(𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝐷2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

32𝑄3
71𝑄32𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
× (𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
(𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ2

1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
(𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄.
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𝐴23 = 3𝑄2
0𝑄71𝑄47𝜄

⊤𝑊1Δ1
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1Δ1𝜄 + 3

2𝑄2
0𝑄71𝑄47𝜄

⊤𝑊1Δ1

×
(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1Δ1𝜄 + 3

32𝑄3
71𝑄

2
46𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄.

𝐴24 = 3𝑄2
0𝑄52𝜄

⊤𝑊 2
1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
⊙ (𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑)𝜄 + 3

2𝑄0𝑄71𝑄53𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
× (𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄 + 3

16𝑄2
71𝑄54𝜄

⊤Δ4
1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
⊙ (𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄.

𝐴31 = −3
4𝑄2

0𝑄71𝑄47𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑊1Δ1𝜄

+ 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄48𝜄

⊤𝑊1Δ1
(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄

+ 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄48𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑊1Δ1𝜄

− 3
64𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄.

𝐴32 = −3
2𝑄2

0𝑄71𝑄47𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1Δ1𝜄

− 1
32𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
⊙
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
⊙
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄,

em que 𝑍𝛽 = 𝑋̃⊤𝐾−1
𝛽 𝑋̃ com elementos dados por 𝑧𝛽𝑖𝑙

= 𝑥̃⊤
𝑖 𝐾−1

𝛽 𝑥̃𝑙, 𝑍𝛿 = 𝑆⊤𝐾−1
𝛿 𝑆, tem

elementos dados por 𝑧𝛿𝑖𝑙
= 𝑠⊤

𝑖 𝐾−1
𝛿 𝑠𝑙 são matrizes de dimensão 𝑛 × 𝑛 positivas definidas de

posto completo, 𝜄 o vetor 𝑛 × 1 de uns, 𝑍
(3)
𝛽 = 𝑍

(2)
𝛽 ⊙ 𝑍𝛽, 𝑍

(2)
𝛽 = 𝑍𝛽 ⊙ 𝑍𝛽 em que ⊙

denota o produto Hadamard Rao (1973), ou seja, o elemento 𝑖𝑙 de 𝑍
(2)
𝛽 = 𝑧2

𝛽𝑖𝑙
. Analoga-

mente, o elemento 𝑖𝑙 de 𝑍
(2)
𝛿 é 𝑧2

𝛿𝑖𝑙
. Utilizamos a notação 𝑍𝛽𝑑 e 𝑍𝛿𝑑 para representar matrizes

diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das matrizes 𝑍𝛽 e 𝑍𝛿,
respectivamente. As inversas das matrizes de informação de 𝐾𝛽 e 𝐾𝛿 são, respectivamente,
dadas por: 𝐾−1

𝛽 = −
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁−1(︁
𝑋̃⊤Λ𝑀 2

1 𝑋̃
)︁−1

e 𝐾−1
𝛿 = −4𝑄−1

12

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

. As
matrizes ˜̃𝑋 e ˜̃𝑆 de dimensão 𝑝 × 𝑝 e 𝑞 × 𝑞, respectivamente, têm os (𝑟, 𝑠) e (𝑅, 𝑆) elemen-
tos dados por: ˜̃𝑥𝑙 = 𝜕2𝜂𝑙

𝜕𝛽𝜕𝛽⊤ e ˜̃𝑠𝑙 = 𝜕2𝜏𝑙

𝜕𝛿𝜕𝛿⊤ , respectivamente. Definimos também as matrizes
quadradas 𝐵𝛽 e 𝐵𝛿 formadas pelos correspondentes elementos: 𝑏𝛽𝑖𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝐾−1

𝛽
˜̃𝑋𝑖𝐾

−1
𝛽

˜̃𝑋𝑙

)︁
e

𝑏𝛿𝑖𝑙
= 𝑡𝑟

(︁
𝐾−1

𝛿
˜̃𝑆𝑖𝐾

−1
𝛿

˜̃𝑆𝑙

)︁
. Além disso, as matrizes quadradas 𝐶𝛽 e 𝐶𝛿 são formadas pelos

correspondentes elementos: 𝑐𝛽𝑖𝑙
= 𝑡𝑟

(︁
𝑥̃⊤

𝑙 𝐾−1
𝛽

˜̃𝑋𝑖𝐾
−1
𝛽 𝑥̃𝑙

)︁
e 𝑐𝛿𝑖𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝑠⊤

𝑙 𝐾−1
𝛿

˜̃𝑆𝑖𝐾
−1
𝛿 𝑠𝑙

)︁
respec-

tivamente. As matrizes diagonais 𝐷𝛽 e 𝐷𝛿 são formadas pelos correspondentes elementos:
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𝑑𝛽𝑙
= 𝑡𝑟

(︁
𝐾−1

𝛽
˜̃𝑥𝑙

)︁
e 𝑑𝛿𝑙

= 𝑡𝑟
(︁
𝐾−1

𝛿
˜̃𝑠𝑙

)︁
, respectivamente. Os escalares são definidos com segue:

𝑄0 = 𝜙(0,1,0,0,0); 𝑄23 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁2
;

𝑄24 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁
𝑄25 =

(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁
;

𝑄26 =
(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁
; 𝑄27 =

(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁
;

𝑄28 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁
;

𝑄29 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
;

𝑄30 =
(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁
;

𝑄31 =
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁
;

𝑄32 =
(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
;

𝑄33 =
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
;

𝑄34 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
;

𝑄35 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 𝜙(0,1,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁(︁
2𝜙(0,1,0,0,0) − 𝜙(0,0,1,0,1)

)︁
;

𝑄36 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 𝜙(0,1,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁(︁
2𝜙(0,1,0,0,0) + 𝜙(0,0,1,0,1)

)︁
;

𝑄37 =
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(3,0,0,0,3) − 1

)︁(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁
;

𝑄38 =
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(3,0,0,0,3) − 1

)︁(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁
;

𝑄39 =
(︁
1 − 5𝜙(0,1,0,0,2) − 2𝜙(1,1,0,0,3) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁
; 𝑄40 =

(︁
𝜙(0,1,0,0,2) − 1

)︁2
;

𝑄41 =
(︁
𝜙(4,0,0,0,0) − 3𝜙2

(2,0,0,0,0) + 𝜙(2,1,0,0,0) + 𝜙2
(0,1,0,0,0)

)︁
;

𝑄42 = (𝜙(2,0,0,0,0) + 2𝜙(3,0,0,0,1) + 𝜙(4,0,0,0,2) + 𝜙(2,1,0,0,2) − 2𝜙(0,0,1,0,1))

𝑄43 = (3𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(2,1,0,0,2) + 5𝜙(3,0,0,0,1) + 𝜙(4,0,0,0,2)); 𝑄44 =
(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁
;

𝑄45 =
(︁
14𝜙(2,0,0,0,2) + 7𝜙(3,0,0,0,3) + 𝜙(4,0,0,0,4) + 2𝜙(1,1,0,0,3) + 𝜙(2,1,0,0,4) − 2𝜙2

(0,1,0,0,2)

+ 5𝜙(0,1,0,0,2) − 10
)︁
; 𝑄46 =

(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
; 𝑄47 =

(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁2
;

𝑄48 =
(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
;

𝑄49 =
(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁2
;

𝑄50 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
𝜙(2,0,0,0,0) + 𝜙(3,0,0,0,1)

)︁
;

𝑄51 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁(︁
2 − 3𝜙(2,0,0,0,2) − 𝜙(3,0,0,0,3)

)︁
;

𝑄52 =
(︁
𝜙(4,0,0,0,0) − 3𝜙2

(2,0,0,0,0)

)︁
;

𝑄53 =
(︂

2𝜙(2,0,0,0,0) − 𝜙(2,0,0,0,0)𝜙(2,0,0,0,2) + 2𝜙(3,0,0,0,1) + 𝜙(4,0,0,0,2)

)︂
;

𝑄54 =
(︁
6𝜙(2,0,0,0,2) + 4𝜙(3,0,0,0,3) + 𝜙(4,0,0,0,4) − 3(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)2 − 3

)︁
; 𝑄71 = 𝑄12/4.



120

Os 𝐴′𝑠 são apresentados com maiores detalhes nos Apêndices C-E.

4.1.3.3 Correção Tipo-Bartlett à estatística escore para teste da média em MNLSH

Nesta Subseção, nosso objetivo é encontrar o fator de correção tipo-Bartlett para a es-
tatística escore definida em (4.1.2.2), necessário para testarmos o parâmetro da média em
MNLSH. Isto é, testar (ii) ℋ2

0 : 𝛽1 = 𝛽
(0)
1 contra ℋ2

1 : pelo menos uma das igualdades é
violada, ou seja, testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto
que, o vetor de parâmetros (𝛽⊤

2 , 𝛿⊤)⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação. A
estatística escore para testar um subconjunto do vetor de parâmetro de 𝛽 pode ser escrita
como segue

𝑆𝑅 = 𝜔̃⊤Λ̃1/2
0 𝑋1(𝑅̃⊤Λ̃0𝑅̃)−1𝑋⊤

1 Λ̃1/2
0 𝜔̃

em que 𝜔, 𝑅 e Λ0 estão definidos na Seção 4.1.3.2. Assintoticamente e sob a hipótese nula,
a estatística 𝑆𝑅 converge em distribuição para qui-quadrado 𝜒2

𝑝1 com 𝑝1 grau de liberdade.
Portanto rejeitamos a hipótese nula ℋ2

0 se a estatística de teste 𝑆𝑅 > 𝑝1(1−𝛼) . As quantidades
𝐴′𝑠 são obtidos substituindo 𝑍𝛿 = 𝑍𝛿𝑑. Assim, temos que:

𝐴11 = −3𝑄5
0𝜄

⊤
[︂
𝑊3𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊3 + 𝑊3𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊1

+ 𝑊1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊3 + 𝑊1𝐷2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝐷2𝛽𝑊1

]︂
𝜄

𝐴12 = −3
2𝑄2

0𝑄71𝑄28𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄

− 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄30𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄

− 3
4𝑄0𝑄

2
71𝑄31𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄

− 3
4𝑄0𝑄

2
71𝑄31𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝐷2𝛿𝑊1Δ1𝜄.

𝐴13 = 6𝑄5
0𝜄

⊤
[︂
𝑊3𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛽𝑊3 + 𝑊3𝐶2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1 + 𝑊1𝐶2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊3

+ 𝑊1𝐵2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1

]︂
𝜄

+ 3
2𝑄2

0𝑄71𝑄35𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

2𝑄2
0𝑄71𝑄36𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
× 𝑍2𝛿𝑊1Δ1𝜄.
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𝐴14 = −6𝑄2
0𝑄41𝜄

⊤𝑊 2
1 𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄

− 3
2𝑄0𝑄71𝑄43𝜄

⊤𝑊1Δ2
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄

+ 3𝑄0𝑄71𝑄44𝜄
⊤
[︂
𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝐷2𝛿 + 𝑊1Δ6𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁]︂
𝜄.

𝐴21 = 3
4𝑄2

0𝑄71𝑄47𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝑊1Δ1𝜄.

𝐴22 = 0.

𝐴23 = 3
2𝑄2

0𝑄71𝑄47𝜄
⊤𝑊1Δ1

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛽 − 𝑍2𝛽

)︁
𝑊1Δ1𝜄.

𝐴24 = 3𝑄2
0𝑄52𝜄

⊤𝑊 2
1

(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
⊙
(︁
𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄.

𝐴31 = 0.

𝐴32 = 0.

Importante notar que o fator de correção tipo-Bartlett passa a ser uma equação de reta em
𝑆𝑅, uma vez que a quantidade 𝐴3 = 0.

4.1.3.4 Correção Tipo-Bartlett à estatística escore para teste da dispersão em MNLSH

Nesta Subseção, estamos interessado em obter o fator de correção tipo-Bartlett para a
estatística escore definida em (4.1.2.3) para testar separadamente o efeito da dispersão em
MNLSH. Isto é testar (iii) ℋ3

0 : 𝛿1 = 𝛿
(0)
1 contra ℋ3

1 : pelo menos uma das igualdades é
violada, ou seja, testar isoladamente uma parte do vetor de parâmetros de interesse, enquanto
que, o vetor de parâmetros (𝛽⊤, 𝛿⊤

2 )⊤ é considerado vetor de parâmetros de perturbação. A
estatística escore para testar um subconjunto do vetor de parâmetro de 𝛿 pode ser escrita
como segue

𝑆𝑅 = 1
4𝜌⊤Λ̃1/2

1 𝑆⊤
1 (𝑇 ⊤Λ̃1𝑇 )−1𝑆⊤

1 Λ̃1/2
1 𝜌,

em que 𝜌, 𝑇 e Λ1 estão definidos na Seção 4.1.3.2. Assintoticamente e sob a hipótese nula,
a estatística 𝑆𝑅 converge em distribuição para qui-quadrado 𝜒2

𝑞1 com 𝑞1 grau de liberdade.
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Assim rejeitamos a hipótese nula ℋ3
0 se a estatística de teste 𝑆𝑅 > 𝑞1(1−𝛼) . Os coeficientes 𝐴′𝑠

necessários para a obtenção do fator de correção de tipo-Bartlett são obtidos considerando
𝑍𝛽 = 𝑍𝛽𝑑. Então, os 𝐴′𝑠 são dadas a seguir:

𝐴11 = −3
4𝑄2

0𝑄71𝑄23𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄

− 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄24𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄

− 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄25𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄25𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 − 3
16𝑄0𝑄

2
71𝑄24𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄

− 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄25𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑𝑊1Δ1𝜄 − 3

8𝑄0𝑄
2
71𝑄25𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛽𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿𝑊1Δ1𝜄 − 3

64𝑄3
71𝑄

2
26𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄

− 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

32𝑄3
71𝑄26𝑄27𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
× 𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 − 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ3

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

×
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄 − 3

16𝑄3
71𝑄

2
27𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄

− 3
32𝑄3

71𝑄26𝑄27𝜄
⊤Δ2

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ2
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ4𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄
2
27𝜄

⊤Δ2
1𝐷2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝐷2𝛿Δ2

1𝜄,

𝐴12 = 3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄29𝜄

⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄

+ 3
32𝑄3

71𝑄32𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

×
(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ2

1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄,

𝐴13 = −3
2𝑄2

0𝑄71𝑄34𝜄
⊤𝑊1Δ1𝑍2𝛽

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑊1Δ1𝜄

+ 3
32𝑄3

71𝑄37𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄 + 3
16𝑄3

71𝑄38𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
× 𝑍2𝛿Δ4𝜄 + 3

16𝑄3
71𝑄38𝜄

⊤Δ3
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄 − 3
16𝑄3

71𝑄39𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ3

1𝜄

− 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ4𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿Δ4𝜄 − 3

8𝑄3
71𝑄

2
40𝜄

⊤Δ4𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄39𝜄
⊤Δ2

1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄 − 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ2
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ4𝜄

− 3
8𝑄3

71𝑄
2
40𝜄

⊤Δ2
1𝐶2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄,

𝐴14 = −3
2𝑄0𝑄71𝑄42𝜄

⊤𝑊1Δ2
1𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄 − 3

8𝑄2
71𝑄45𝜄

⊤Δ4
1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄

+ 3
4𝑄2

71𝑄46𝜄
⊤
[︂
Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷𝛿 + Δ3𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁]︂
𝜄,
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𝐴21 = 3
64𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄,

𝐴22 = −3
8𝑄0𝑄

2
71𝑄51𝜄

⊤𝑊1Δ1
(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛽𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄

− 3
32𝑄3

71𝑄32𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
(𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ4𝑍2𝛿𝑑

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
(𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄

− 3
16𝑄3

71𝑄33𝜄
⊤Δ2

1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
(𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝐷2𝛿Δ3

1𝜄,

𝐴23 = 3
32𝑄3

71𝑄
2
46𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
𝑍2𝛿

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄,

𝐴24 = 3
16𝑄2

71𝑄54𝜄
⊤Δ4

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
⊙
(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁
𝜄,

𝐴31 = − 3
64𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛿𝑑 − 𝑍𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄 e

𝐴32 = − 1
32𝑄3

71𝑄49𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍𝛿

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄.

4.2 RESULTADOS NUMÉRICOS

Com intuito de avaliar a eficácia da correção tipo-Bartlett à estatística escore nos mode-
los MNLSH, foram realizadas simulações de Monte Carlo para o teste Escore (𝑆𝑅) seguidos
pelas suas respectivas versões corrigidas pelo fator de correção tipo-Bartlett 𝑆*

𝑅 considerando
também para 𝑆*

𝑅 quatro das suas versões assintoticamente equivalentes (𝑆*
𝑅1 , 𝑆*

𝑅2 , 𝑆*
𝑅3 , 𝑆*

𝑅4)
com diferentes tamanhos de amostras: 𝑛 = 30, 40, 50 e 100. Avaliamos o desempenho de
cada teste em função da proximidade da probabilidade de rejeição da hipótese nula, sendo
esta verdadeira (probabilidade do erro tipo I), aos respectivos níveis nominais. Consideramos
os seguintes preditores não lineares:

𝜂𝑙 = 𝛽0 + exp(𝛽1𝑥𝑙1) +
𝑝−1∑︁
𝑖=2

𝛽𝑖𝑥𝑙𝑖

𝜏𝑙 = 𝛿0 exp(𝛿1𝑠𝑙1) +
𝑞−1∑︁
𝑗=2

𝛿𝑗𝑠𝑙𝑗,

para 𝑙 = 1, 2, . . . , 𝑛, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝 − 1 e 𝑗 = 2, . . . , 𝑞 − 1. Os componentes sistemáticos
do modelo são definidos por duas funções de ligação não lineares logarítmicas tanto para a
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média quanto para a dispersão. Isto é, 𝜇𝑙 = exp(𝜂𝑙) e 𝜑𝑙 = exp(𝜏𝑙). Os valores verdadeiros do
vetor de parâmetro 𝛽 e 𝛿 da simulação são fixados em 𝛽0 = 𝛽1 = . . . , 𝛽𝑝−1 = 1, 𝛿0 = 1.5,
𝛿1 = 2 e 𝛿2 = . . . , = 𝛿𝑞−1 = 1. Todas as variáveis explicativas 𝑥1, . . . , 𝑥𝑝−1 e 𝑠1, . . . , 𝑠𝑞 foram
gerados a partir da distribuição uniforme 𝑈(0, 1) e são fixadas durante todo o experimento
com seguintes tamanhos de amostra 𝑛 = 30, 40, 50, 100. O número de réplicas de Monte
Carlo foi fixado em 10.000. Assim, consideramos duas distribuições para a variável resposta:
a exponencial potência com 𝜅 = 0.3 e a t-Student com 𝜈 = 4. Todas as simulações são
realizadas considerando os seguintes níveis nominais: 𝛼 = 10%, 5% e 1%. Interessamos no
seguinte modelo não linear simétrico heteroscedástico definido da seguinte forma:

𝑦𝑙 = exp(𝜂𝑙) + 𝜖𝑙,

em que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp(𝜏𝑙), 𝑔). Consideramos, para as simulações, as seguintes hipóteses nulas:

ℋ1
0 : 𝛽1 = 0, 𝛿1 = 0, ℋ2

0 : 𝛽1 = 0, ℋ3
0 : 𝛿1 = 0,

contra suas respectivas hipóteses alternativas bilaterais. As dimensões de 𝛽1 e 𝛿1 são 𝑝1 e 𝑞1 ,
respectivamente, e 0 representa vetores nulos de dimensões apropriadas. Importante ressaltar
que os estudo de discrepâncias de quantis e poder de teste foram feito considerando a hipótese
ℋ3

0.
Para cada tamanho da amostra e cada nível nominal considerado, calculamos as taxas de

rejeição para cada teste supracitados acima. Isto é, estimamos via simulação, P(𝑆𝑅 ≥ 𝜒2
𝛼,𝑘),

P(𝑆*
𝑅 ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘), P(𝑆*
𝑅1 ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘), P(𝑆*
𝑅2 ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘), P(𝑆*
𝑅3 ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘) e P(𝑆*
𝑅4 ≥ 𝜒2

𝛼,𝑘) em que
𝜒2

𝛼,𝑘 é o percentil (1 − 𝛼) da distribuição 𝜒2 de referencia e 𝑘 é o número de parâmetros
a serem testados ou simplesmente o número de restrição imposta sob a hipótese nula. Vale
salientar que todas as entradas das Tabelas apresentadas são percentagens. As simulações
foram realizadas usando a versão 8.02 da linguagem de programação do Ox Doornik (2009) e
os gráficos foram realizados usando o software estatístico R.

Inicialmente interessamos em testar os efeitos da dispersão nos MNLSH considerando a
hipótese ℋ3

0. Assim, fixamos de forma geral 𝑞1 = 3, 𝑞1 = 2 e 𝑞1 = 4, 𝑞1 = 5 para diferentes
tamanhos amostrais. Aqui, 𝑝1 = 𝑝 − 1 e 𝑞1 = 𝑞 − 1 com 𝑝1 e 𝑞1 o número de parâmetros
dos vetores 𝛽1 e 𝛿1 a serem testados sob a hipótese nula. Na Tabela 34, apresentamos as
taxas de rejeição empírica dos testes considerando o modelo exponencial Potência (𝜅 = 0.3)

com 𝑞1 = 3, 𝑝 = 3, 5 e diversos valores para 𝑛. Percebe-se que o teste escore usual, 𝑆𝑅,
apresenta leve distorções de tamanho. Por exemplo, quando 𝑛 = 30 e 𝛼 = 10% para 𝑝 = 3,
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a taxa de rejeição do teste 𝑆𝑅 é de 9.3% enquanto o teste corrigido apresenta uma taxa um
pouco melhor (9.4%) que o teste usual demostrando seu caráter conservativo de teste neste
caso. Quando aumentamos o número de parâmetros de perturbação no modelo, o teste 𝑆𝑅

passa a ser um pouco liberal. Por exemplo, considerando a mesma situação anterior e fixando
𝑝 = 5, a taxa de rejeição do teste 𝑆𝑅 é de 10.5%, enquanto suas versões corrigidas levam a
taxa de rejeição mais próxima do nível nominal (10.1%). Da mesma forma, apresentamos na
Tabela 35 a taxa de rejeição de teste 𝑆𝑅 para o modelo 𝑡4. Considerando o mesmo cenário,
𝑛 = 30 e 𝛼 = 10% para 𝑝 = 3, a taxa de rejeição do teste 𝑆𝑅 é de 10.1% enquanto o
teste corrigido apresenta uma taxa de (9.9%). As taxas de rejeição de teste não corrigido e
corrigido estão próximas entre si e também do nível nominal estipulado. No entanto, quando
aumentamos o número de parâmetros de perturbação do modelo, ou seja 𝑝 = 5, a taxa de
rejeição do teste é de 11.9% enquanto sua versão corrigida e suas versões assintoticamente
equivalentes levam essa taxa próxima do nível nominal (11.4%). Na Tabela 36 apresentamos
o teste 𝑆𝑅 para ambos os modelos e fixamos = 35, 𝑞1 = 3 e variamos 𝑝. Percebe-se a partir
desta Tabela que o aumento de número de parâmetros de perturbação para ambos os modelos
não altera muito o comportamento dos testes. Por exemplo, para 𝛼 = 1%, 𝑝 = 2, 3, 4, 5, as
taxas de rejeição dos testes para o modelo exponencial e 𝑡4 são de 1.0%, 0.9%, 1.0%, 1.2%

e de 1.0%, 1.3%, 1.3%, 1.3%, respectivamente. Por outro lado, as suas versões corrigidas são
de 0.9%, 0.9%, 0.9%, 1.1% e de 0.7%, 1.0%, 1.0%, 0.9%, respectivamente. Considerando o
mesmo cenário que anterior mas mudando o número de parâmetros de interesse e 𝛼 = 5%,
percebe-se, na Tabela 37 que as taxas de rejeição dos testes para o modelo exponencial e
𝑡4 são de 5.2%, 4.9%, 5.6%, 5.4% e de 4.7%, 4.8%, 5.0%, 5.5%, respectivamente. Por outro
lado, as suas versões corrigidas são de 5.0%, 4.8%, 5.3%, 5.1% e de 4.8%, 4.8%, 4.8%, 5.0%,
respectivamente. Todos os testes considerados têm desempenhos semelhantes.
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Tabela 34 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos gamas para o Modelo Exponencial Potência 𝑘 = 0.3, com 𝑞1 =
𝑞 − 1 = 3, 𝑝 = 3, 5 e diversos valores para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑝 = 3

𝑛

𝑝 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 9.3 9.7 9.7 9.2 10.5 10.3 10.0 9.6

𝑆*
𝑅 9.4 9.8 9.7 9.3 10.1 10.1 9.8 9.4

𝑆*
𝑅1 9.4 9.8 9.7 9.3 10.1 10.1 9.8 9.4

𝑆*
𝑅2 9.4 9.8 9.7 9.3 10.1 10.1 9.8 9.4

𝑆*
𝑅3 9.4 9.8 9.7 9.3 10.1 10.1 9.8 9.4

𝑆*
𝑅4 9.4 9.8 9.7 9.3 10.1 10.1 9.8 9.4

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 4.7 4.7 4.7 4.7 5.1 5.4 5.2 4.6
𝑆*

𝑅 4.6 4.8 4.7 4.7 4.6 5.0 4.9 4.5
𝑆*

𝑅1 4.6 4.8 4.7 4.7 4.7 5.0 4.9 4.5
𝑆*

𝑅2 4.6 4.8 4.7 4.7 4.6 5.0 4.9 4.5
𝑆*

𝑅3 4.6 4.8 4.7 4.7 4.6 5.0 4.9 4.5
𝑆*

𝑅4 4.7 4.8 4.7 4.7 4.7 5.0 4.9 4.5

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 1.0 1.1 1.1 0.8 1.2 1.3 1.1 1.0
𝑆*

𝑅 0.8 0.9 1.1 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅1 0.8 0.9 1.1 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅2 0.8 0.9 1.1 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅3 0.8 0.9 1.1 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅4 0.8 0.9 1.1 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 35 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos gamas para o 𝑡4, com 𝑞1 = 𝑞 − 1 = 3, 𝑝 = 3, 5 e diversos valores
para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑝 = 3

𝑛

𝑝 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 10.1 10.5 10.1 10.0 11.9 11.4 9.9 9.8

𝑆*
𝑅 9.9 10.4 10.0 9.9 11.4 11.1 9.7 9.8

𝑆*
𝑅1 9.9 10.4 10.0 9.9 11.4 11.1 9.7 9.8

𝑆*
𝑅2 9.9 10.4 10.0 9.9 11.4 11.1 9.7 9.8

𝑆*
𝑅3 9.9 10.4 10.0 9.9 11.4 11.1 9.7 9.8

𝑆*
𝑅4 9.9 10.4 10.0 9.9 11.4 11.1 9.7 9.8

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.0 5.0 4.9 5.0 6.0 5.9 5.1 4.9
𝑆*

𝑅 4.9 4.9 4.9 4.9 5.7 5.6 5.0 4.9
𝑆*

𝑅1 4.9 4.9 4.9 4.9 5.7 5.6 5.0 4.9
𝑆*

𝑅2 4.9 4.9 4.9 4.9 5.7 5.6 5.0 4.9
𝑆*

𝑅3 4.9 4.9 4.9 4.9 5.7 5.6 5.0 4.9
𝑆*

𝑅4 4.9 4.9 4.9 4.9 5.7 5.6 5.0 4.9

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 0.7 0.9 0.9 1.0 1.1 0.9 0.9 0.9
𝑆*

𝑅 0.7 0.9 0.9 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
𝑆*

𝑅1 0.7 0.9 0.9 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
𝑆*

𝑅2 0.7 0.9 0.9 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
𝑆*

𝑅3 0.7 0.9 0.9 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
𝑆*

𝑅4 0.7 0.9 0.9 1.0 1.0 0.9 0.9 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 36 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos gamas para o 𝑡4 e exponencial potência 𝜅 = 0.3, considerando
𝑛 = 35, 𝑞1 = 3 e diversos valores para 𝑝

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

Modelo 𝑡4

𝑝

Modelo
Exponencial

𝑝

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 10.8 10.4 11.7 11.1 9.7 9.7 11.1 10.1

𝑆*
𝑅 10.4 10.2 11.4 10.7 9.7 9.8 10.8 9.8

𝑆*
𝑅1 10.4 10.2 11.4 10.7 9.7 9.8 10.8 9.8

𝑆*
𝑅2 10.4 10.2 11.4 10.7 9.7 9.8 10.8 9.8

𝑆*
𝑅3 10.4 10.2 11.4 10.7 9.7 9.8 10.8 9.8

𝑆*
𝑅4 10.4 10.2 11.4 10.7 9.7 9.8 10.8 9.8

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.3 4.9 5.6 5.6 4.7 4.8 5.8 5.3
𝑆*

𝑅 5.2 4.8 5.3 5.4 4.5 4.8 5.3 5.0
𝑆*

𝑅1 5.2 4.8 5.3 5.4 4.5 4.8 5.3 5.0
𝑆*

𝑅2 5.2 4.8 5.3 5.4 4.5 4.8 5.3 5.0
𝑆*

𝑅3 5.2 4.8 5.3 5.4 4.5 4.8 5.3 5.0
𝑆*

𝑅4 5.2 4.8 5.3 5.4 4.5 4.8 5.3 5.0

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 1.0 0.9 1.0 1.2 1.0 1.3 1.3 1.3
𝑆*

𝑅 0.9 0.9 0.9 1.1 0.7 1.0 1.0 0.9
𝑆*

𝑅1 0.9 0.9 0.9 1.1 0.7 1.0 1.1 0.9
𝑆*

𝑅2 0.9 0.9 0.9 1.1 0.7 1.0 1.1 0.9
𝑆*

𝑅3 0.9 0.9 0.9 1.1 0.7 1.0 1.1 0.9
𝑆*

𝑅4 0.9 0.9 0.9 1.1 0.7 1.0 1.1 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 37 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos gamas para o 𝑡4 e exponencial potência 𝜅 = 0.3, considerando
𝑛 = 35, 𝑝 = 3 e diversos valores para 𝑞1

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

Modelo
𝑡4

𝑞1

Modelo
Exponencial

𝑞1

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 10.0 10.4 11.5 11.2 9.6 9.7 9.9 10.4

𝑆*
𝑅 9.9 10.2 11.1 10.8 9.6 9.8 9.8 10.3

𝑆*
𝑅1 9.9 10.2 11.1 10.8 9.6 9.8 9.8 10.3

𝑆*
𝑅2 9.9 10.2 11.1 10.8 9.6 9.8 9.8 10.3

𝑆*
𝑅3 9.9 10.2 11.1 10.8 9.6 9.8 9.8 10.3

𝑆*
𝑅4 9.9 10.2 11.1 10.8 9.6 9.8 9.8 10.3

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.2 4.9 5.6 5.4 4.7 4.8 5.0 5.5
𝑆*

𝑅 5.0 4.8 5.3 5.1 4.8 4.8 4.8 5.0
𝑆*

𝑅1 5.0 4.8 5.3 5.1 4.7 4.8 4.8 5.1
𝑆*

𝑅2 5.0 4.8 5.3 5.1 4.7 4.8 4.8 5.0
𝑆*

𝑅3 5.0 4.8 5.3 5.1 4.7 4.8 4.8 5.1
𝑆*

𝑅4 5.0 4.8 5.3 5.1 4.7 4.8 4.8 5.1

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 0.8 0.9 1.0 0.9 0.9 1.3 1.2 1.4
𝑆*

𝑅 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅1 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅2 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅3 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 1.0 0.9 0.9
𝑆*

𝑅4 0.8 0.9 0.9 0.9 0.8 1.0 0.9 0.9
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Interessamos agora em testar os efeitos da média nos MNLSH considerando a hipótese
ℋ2

0. Assim, fixamos de forma geral 𝑝1 = 3 para diferentes tamanhos amostrais. Note que,
𝑝1 = 𝑝 − 1 com 𝑝1 o número de parâmetros do vetor 𝛽1 a ser testado sob a hipótese nula.
Nas Tabelas 38 e 39 apresentamos as taxas de rejeição empírica considerando o modelo 𝑡4 e
exponencial potência (𝜅 = 0.3), respectivamente. Observa-se que o teste 𝑆𝑅 apresenta uma
distorção de tamanho em ambos os modelos considerados. Por exemplo no modelo 𝑡4, para
𝑛 = 30, 𝑞 = 3 ao nível nominal de 10% temos que a taxa de rejeição do teste 𝑆𝑅 é de
12.4 praticamente igual a suas versões corrigidas. Mesmo cenário acontece na Tabela 39 para
o modelo exponencial, para 𝑛 = 30, 𝑞 = 3 ao nível nominal de 10% temos que a taxa de
rejeição do teste 𝑆𝑅 é de 12.1 praticamente igual a suas versões corrigidas (12.0). As taxas
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de rejeição de teste 𝑆𝑅 e suas versões corrigidas estão muito próxima entre si mesmo com o
aumento de parâmetros de perturbação. Por exemplo nos modelo 𝑡4 e exponencial Potência,
para 𝑛 = 30, 𝑞 = 5 ao nível nominal de 1% as taxas de rejeição do teste 𝑆𝑅 e suas versões
corrigidas são iguais a 1.0%, o nível nominal, para ambos os modelos.

Tabela 38 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos betas para o Modelo 𝑡4, com 𝑝1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑞 = 3, 5 e diversos
valores para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑞 = 3

𝑛

𝑞 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 12.4 12.0 10.6 11.9 12.6 12.5 11.4 11.5

𝑆*
𝑅 12.3 11.9 10.5 11.8 12.5 12.4 11.3 11.4

𝑆*
𝑅1 12.3 11.9 10.6 11.8 12.5 12.4 11.3 11.4

𝑆*
𝑅2 12.3 11.9 10.6 11.8 12.5 12.4 11.3 11.4

𝑆*
𝑅3 12.3 11.9 10.6 11.8 12.5 12.4 11.3 11.4

𝑆*
𝑅4 12.3 11.9 10.6 11.8 12.5 12.4 11.3 11.4

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.8 5.9 5.3 6.2 6.4 6.3 5.7 5.9
𝑆*

𝑅 5.8 5.9 5.3 6.2 6.3 6.3 5.7 5.8
𝑆*

𝑅1 5.7 5.9 5.3 6.2 6.3 6.2 5.7 5.8
𝑆*

𝑅2 5.7 5.9 5.3 6.2 6.3 6.2 5.7 5.8
𝑆*

𝑅3 5.7 5.9 5.3 6.2 6.3 6.2 5.7 5.8
𝑆*

𝑅4 5.7 5.9 5.3 6.2 6.3 6.2 5.7 5.8

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 0.8 1.0 0.8 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
𝑆*

𝑅 0.9 1.0 0.9 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
𝑆*

𝑅1 0.9 1.0 0.9 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
𝑆*

𝑅2 0.9 1.0 0.9 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
𝑆*

𝑅3 0.9 1.0 0.9 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
𝑆*

𝑅4 0.8 1.0 0.9 1.2 1.0 1.2 0.9 1.3
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 39 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos betas para o Modelo Exponencial 𝜅 = 0.3, com 𝑝1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑞 =
3, 5 e diversos valores para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒
𝑞 = 3

𝑛

𝑞 = 5
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 12.1 12.2 10.4 11.1 11.6 11.5 10.3 11.3

𝑆*
𝑅 12.0 12.1 10.4 11.0 11.5 11.4 10.2 11.2

𝑆*
𝑅1 12.0 12.1 10.4 11.0 11.5 11.4 10.2 11.2

𝑆*
𝑅2 12.0 12.1 10.4 11.0 11.5 11.4 10.2 11.2

𝑆*
𝑅3 12.0 12.1 10.4 11.0 11.5 11.4 10.2 11.2

𝑆*
𝑅4 12.0 12.1 10.4 11.0 11.5 11.4 10.2 11.2

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.7 6.1 4.7 5.6 5.7 5.6 4.8 5.7
𝑆*

𝑅 5.6 6.1 4.7 5.6 5.6 5.6 4.8 5.7
𝑆*

𝑅1 5.6 6.1 4.7 5.6 5.6 5.6 4.8 5.7
𝑆*

𝑅2 5.6 6.1 4.7 5.6 5.6 5.6 4.8 5.7
𝑆*

𝑅3 5.6 6.1 4.7 5.6 5.6 5.6 4.8 5.7
𝑆*

𝑅4 5.6 6.1 4.7 5.6 5.6 5.6 4.8 5.7

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
𝑆*

𝑅 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
𝑆*

𝑅1 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
𝑆*

𝑅2 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
𝑆*

𝑅3 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
𝑆*

𝑅4 0.8 1.1 0.8 1.1 1.0 1.0 0.7 1.1
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Na Tabela 40 percebe-se considerando o modelo 𝑡4 e exponencial potência que as taxas de
rejeição de teste 𝑆𝑅 e suas versões corrigidas (𝑆*

𝑅, 𝑆*
𝑅1 , 𝑆*

𝑅2 , 𝑆*
𝑅3 , 𝑆*

𝑅4) estão próximas entre si
mesmo quando aumentamos o número de parâmetros de interesse.
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Tabela 40 – Tamanho dos testes 𝑆𝑅 dos betas para os modelos 𝑡4 e exponencial potência 𝜅 = 0.3, conside-
rando 𝑛 = 35, 𝑞 = 3 e diversos valores para 𝑝1

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

Modelo
𝑡4

𝑝1

Modelo
Exponencial

𝑝1

2 3 4 5 2 3 4 5
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 13.4 12.2 10.7 13.1 12.8 11.6 10.8 12.1

𝑆*
𝑅 13.4 12.1 10.6 13.0 12.7 11.5 10.7 12.0

𝑆*
𝑅1 13.4 12.1 10.6 13.0 12.7 11.5 10.7 12.0

𝑆*
𝑅2 13.4 12.1 10.6 13.0 12.7 11.5 10.7 12.0

𝑆*
𝑅3 13.4 12.1 10.6 13.0 12.7 11.5 10.7 12.0

𝑆*
𝑅4 13.4 12.1 10.6 13.0 12.7 11.5 10.7 12.0

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 7.2 5.9 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4
𝑆*

𝑅 7.2 5.8 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4
𝑆*

𝑅1 7.2 5.8 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4
𝑆*

𝑅2 7.2 5.8 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4
𝑆*

𝑅3 7.2 5.8 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4
𝑆*

𝑅4 7.2 5.8 4.8 6.0 7.0 5.7 4.7 5.4

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 1.6 1.0 0.5 1.2 1.5 0.8 0.6 0.8
𝑆*

𝑅 1.6 1.0 0.6 1.2 1.4 0.8 0.6 0.8
𝑆*

𝑅1 1.6 1.0 0.6 1.2 1.4 0.8 0.6 0.8
𝑆*

𝑅2 1.6 1.0 0.6 1.2 1.4 0.8 0.6 0.8
𝑆*

𝑅3 1.6 1.0 0.6 1.2 1.4 0.8 0.6 0.8
𝑆*

𝑅4 1.6 1.0 0.6 1.2 1.4 0.8 0.6 0.8
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Por fim estamos interessados em testar os efeitos simultâneo da média e da dispersão
nos MNLSH considerando a hipótese ℋ1

0. Nas Tabelas 41 e 42 são apresentados as taxas
de rejeição empírica dos testes conjunto para o Modelo Exponencial Potência 𝜅 = 0.3 e 𝑡4,
respectivamente com 𝑘1 = 𝑝−1 = 1, 𝑘2 = 𝑞−1 = 1, 𝑘1 = 𝑝−1 = 3, 𝑘2 = 𝑞−1 = 2 e diversos
valores para 𝑛. Percebe-se que as taxas de rejeição do teste 𝑆𝑅 estão ligeiramente distorcidas,
mas continuam próximas do nível nominal. Por exemplo no modelo 𝑡4, para 𝑛 = 30, 𝑝 = 𝑞 = 2

ao nível nominal 𝛼 = 1%, a taxa de rejeição do teste 𝑆𝑅 é de 1.1%, próxima a 1.0%.
Considerando o mesmo cenário no modelo exponencial, a taxa de rejeição de teste 𝑆𝑅 é de
0.9% e sua versão corrigida foi de 1.0%.
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Tabela 41 – Tamanho dos testes conjunto para o Modelo Exponencial Potência 𝜅 = 0.3, com 𝑘1 = 𝑝 − 1 =
1, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 1, 𝑘1 = 𝑝 − 1 = 3, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 2 e diversos valores para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 2, 𝑞 = 2
𝑛

𝑝 = 4, 𝑞 = 3
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 11.4 12.3 11.9 13.2 11.6 11.8 11.5 12.4

𝑆*
𝑅 11.5 12.3 11.8 13.0 11.4 11.7 11.5 12.4

𝑆*
𝑅1 11.4 12.3 11.8 13.0 11.6 11.7 11.5 12.4

𝑆*
𝑅2 11.4 12.3 11.8 13.0 11.6 11.7 11.5 12.4

𝑆*
𝑅3 11.4 12.3 11.8 13.0 11.6 11.7 11.5 12.4

𝑆*
𝑅4 11.4 12.3 11.8 13.0 11.6 11.7 11.5 12.4

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.5 6.4 6.0 7.1 5.6 5.9 6.0 6.5
𝑆*

𝑅 5.5 6.4 6.0 7.0 5.6 5.8 6.0 6.5
𝑆*

𝑅1 5.5 6.4 6.0 7.0 5.6 5.8 6.0 6.5
𝑆*

𝑅2 5.5 6.4 6.0 7.0 5.6 5.8 6.0 6.5
𝑆*

𝑅3 5.5 6.4 6.0 7.0 5.6 5.8 6.0 6.5
𝑆*

𝑅4 5.5 6.4 6.0 7.0 5.6 5.8 6.0 6.5

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 0.9 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
𝑆*

𝑅 1.0 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
𝑆*

𝑅1 1.0 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
𝑆*

𝑅2 1.0 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
𝑆*

𝑅3 1.0 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
𝑆*

𝑅4 1.0 1.1 1.3 1.7 1.0 1.3 1.3 1.4
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 42 – Tamanho dos testes conjunto para o Modelo 𝑡4, com 𝑘1 = 𝑝 − 1 = 1, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 1, 𝑘1 =
𝑝 − 1 = 3, 𝑘2 = 𝑞 − 1 = 2 e diversos valores para 𝑛

𝛼 𝑇𝑒𝑠𝑡𝑒

𝑝 = 2, 𝑞 = 2
𝑛

𝑝 = 4, 𝑞 = 3
𝑛

30 40 50 100 30 40 50 100
𝛼 = 10% 𝑆𝑅 11.9 12.2 12.7 13.2 13.2 12.9 13.0 12.6

𝑆*
𝑅 11.8 12.0 12.6 13.0 13.0 12.8 13.0 12.5

𝑆*
𝑅1 11.8 12.0 12.6 13.0 13.0 12.8 13.0 12.5

𝑆*
𝑅2 11.8 12.0 12.6 13.0 13.0 12.8 13.0 12.5

𝑆*
𝑅3 11.8 12.0 12.6 13.0 13.0 12.8 13.0 12.5

𝑆*
𝑅4 11.8 12.0 12.6 13.0 13.0 12.8 13.0 12.5

𝛼 = 5% 𝑆𝑅 5.8 6.3 6.2 7.1 6.8 6.8 6.9 6.7
𝑆*

𝑅 5.7 6.3 6.2 7.1 6.7 6.8 6.9 6.7
𝑆*

𝑅1 5.7 6.3 6.2 7.1 6.7 6.8 6.9 6.7
𝑆*

𝑅2 5.7 6.3 6.2 7.1 6.7 6.8 6.9 6.7
𝑆*

𝑅3 5.7 6.3 6.2 7.1 6.7 6.8 6.9 6.7
𝑆*

𝑅4 5.4 6.3 6.2 7.1 6.7 6.8 6.9 6.7

𝛼 = 1% 𝑆𝑅 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
𝑆*

𝑅 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
𝑆*

𝑅1 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
𝑆*

𝑅2 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
𝑆*

𝑅3 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
𝑆*

𝑅4 1.1 1.3 1.3 1.6 1.3 1.3 1.6 1.3
Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Tabela 43 – Poder dos testes-Modelo Exponencial Potência com 𝑛 = 35, 𝑞1 = 3 e 𝛼 = 10%

𝛿
𝑝 = 3 𝑝 = 5

𝑆*
𝑅1 𝑆*

𝑅2 𝑆*
𝑅3 𝑆*

𝑅4 𝑆*
𝑅1 𝑆*

𝑅2 𝑆*
𝑅3 𝑆*

𝑅4

0,2 9.0 9.0 9.0 9.0 10.7 10.7 10.7 10.7
0,4 13.8 13.8 13.8 13.8 14.9 14.9 14.9 14.9
0,6 24.5 24.5 24.5 24.5 23.6 23.6 23.6 23.6
0,8 41.4 41.6 41.5 41.3 41.9 41.8 41.9 41.9
1,0 47.7 48.1 49.3 48.6 60.7 60.7 60.7 60.7
1,2 62.2 63.0 63.2 63.0 69.0 69.0 69.0 69.0
1,4 87.3 87.3 87.3 87.3 89.1 89.1 89.1 89.1

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Tabela 44 – Poder dos testes-Modelo 𝑡4 com 𝑛 = 35, 𝑞1 = 3 e 𝛼 = 10%

𝛿
𝑝 = 3 𝑝 = 5

𝑆*
𝑅1 𝑆*

𝑅2 𝑆*
𝑅3 𝑆*

𝑅4 𝑆*
𝑅1 𝑆*

𝑅2 𝑆*
𝑅3 𝑆*

𝑅4

0,2 11.9 11.9 11.9 11.9 11.3 11.3 11.3 11.4
0,4 17.0 17.0 17.0 17.0 13.9 13.9 13.9 13.9
0,6 27.8 27.8 27.8 27.8 20.7 20.7 20.7 20.7
0,8 46.3 46.3 46.3 46.3 33.7 33.7 33.7 33.7
1,0 68.3 68.3 68.3 68.3 53.0 53.0 53.0 53.0
1,2 82.1 82.1 82.1 82.1 75.9 75.9 75.9 75.9
1,4 84.8 85.0 84.9 85.1 88.8 88.9 88.9 88.9

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Com intuito de avaliar o poder do teste 𝑆𝑅 para amostras de tamanho pequeno e moderado,
simulamos as taxas de rejeição levando em consideração a hipótese alternativa ℋ3

1 : 𝛿1 =

𝛿2 = 𝛿3 = 𝛿 ̸= 0 para os modelos 𝑡4 e exponencial potência (𝜅 = 0.3), com 𝑛 = 35, 𝑞1 = 3,
𝛼 = 10% e variando o 𝛿. Consideramos somente o estudo de poder de teste para o componente
da dispersão (Heteroscedasticidade). Nas Tabelas 43 e 44 apresentamos as taxas de rejeição
não nula de teste para os modelos 𝑡4 e exponencial potência (𝜅 = 0.3). Percebe-se que os
poderes dos testes se aproximam da 1 conforme o aumento de 𝛿. Os resultados apontam que
não há nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o fator de correção de tipo-Bartlett.

4.3 APLICAÇÃO 1

Nesta seção utilizamos o mesmo conjunto de dados do capítulo anterior (ver Apêndice
F) para realizar o teste escore 𝑆𝑅 na classe dos modelos MNLSH como foi o caso do teste
𝐿𝑅. Considerando os dados do peso das lentes dos olhos de coelhos europeus na Austrália
(𝑂𝑟𝑦𝑐𝑡𝑜𝑙𝑎𝑔𝑢𝑠𝐶𝑢𝑛𝑖𝑐𝑢𝑙𝑢𝑠) analisado por Ratkowsky (1983) e reanalisado por Wei (1998) e
Cysneiros, Paula e Galea (2005) através do seguinte modelo heteroscedástico:

𝑦𝑙 = exp
(︂

𝛽0 − 𝛽1

(𝑥𝑙 + 𝛽2)

)︂
+ 𝜖𝑙.

Assumimos que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp{𝛿0 exp(𝛿1/𝑥𝑙)}) e 𝑙 = 1, 2, . . . , 71. Nosso interesse é testar
a seguinte hipótese: ℋ0 : 𝛿1 = 0 versus: ℋ1 : 𝛿1 ̸= 0 . Para este teste percebe-se que as
estatísticas de teste são: 𝑆𝑅= 2.916 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.088); 𝑆*

𝑅= 3.287 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.070); 𝑆*
𝑅1=

3.342 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.068); 𝑆*
𝑅2= 3.312 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.069); 𝑆*

𝑅3= 3.302 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.069);𝑆*
𝑅4=
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3.317 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.069); 𝑆*
𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡

= 3.104 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟:0.078), em que 𝑆*
𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡

representa a estatística
escore bootstrap corrigido. Assim, todos os testes considerados levam à rejeição da hipótese
nula ℋ0 ao nível nominal de 10% mas não rejeitam ℋ0 ao nível de 5%, sugerindo evidência
marginal de heteroscedasticidade.

4.4 APLICAÇÃO 2

O segundo exemplo trata dos dados de experimento que consiste na análise bioquímica das
células suspensas numa solução de cálcio durante um determinado tempo 𝑥 (em minutos) e a
quantidade de cálcio absorvida pelas células 𝑦 (𝑛𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑔), numa amostra de 27 observações.
Os dados encontram-se no Apêndice G. Esses dados foram analisados por RAWLINGS (1988)
e BRAZZALE (2000). Recentemente o mesmo conjunto de dado foi analisado por ARAÚJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) com presença de heteroscedasticidade nos dados. Foi
considerado o seguinte modelo heteroscedástico:

𝑦𝑙 = exp{𝛽0(1 − exp(−𝛽1𝑥𝑙))} + 𝜖𝑙.

Assumimos que 𝜖𝑙 ∼ 𝑆(0, exp{𝛿0 exp(𝛿1/𝑥𝑙)}) e 𝑙 = 1, 2, . . . , 27. Nosso interesse é testar a
seguinte hipótese: ℋ0 : 𝛿1 = 0 versus: ℋ1 : 𝛿1 ̸= 0 . Para este teste, os valores observados para
as estatísticas são: 𝑆𝑅= 8.363 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.004); 𝑆*

𝑅= 7.989 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.005); 𝑆*
𝑅1= 8.005

(𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.005); 𝑆*
𝑅2= 7.997 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.005); 𝑆*

𝑅3= 7.993 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.005);𝑆*
𝑅4= 7.998 (𝑝-

𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟: 0.005); 𝑆*
𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡

= 2.982 (𝑝-𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟:0.084). Podemos observar que o teste escore bootstrap
corrigido (𝑆*

𝑅𝑏𝑜𝑜𝑡
) leva a não rejeição da hipótese nula ℋ0 ao nível de significância de 5%, ou

seja, a dispersão é constante para todas as observações, mas rejeita ℋ0 ao nível nominal de
10%. Por outro lado, o teste escore e suas versões modificadas levam a rejeição da hipótese
nula a este nível (5%), sugerindo evidência marginal de heteroscedasticidade.
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4.5 CONCLUSÃO

Neste capítulo derivamos o fator de correção tipo-Bartlett para a estatística escore na
classe dos modelos MNLSH com intuito de realizar testes de hipótese considerando qualquer
estrutura heteroscedástica. Nosso principal resultado obtido generaliza os resultados obtidos
em ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022) (que foram obtidos fatores de correção
de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças e tipo-Bartlett para a estatística
gradiente nos MNLSH, em que utiliza a estrutura de heteroscedasticidade multiplicativa como
caso particular). Os resultados das simulações considerando os erros simétricos exponencial
potência (𝜅 = 0.3) e t-Student com 𝜈 = 4 (fixo) mostraram que os testes escore usual e
corrigidos têm desempenho semelhante, de modo geral em todos os tamanho de amostra
considerados para o teste de heteroscedasticidade. Para o teste conjunto e da média, as taxas
de rejeição do teste 𝑆𝑅 e suas versões corrigidas estão pouco distorcidas, mas permanece
próximas dos teste entre si. No que tange ao estudo de simulação do poder de teste 𝑆𝑅, os
resultados apontam que não há nenhuma perda de poder derivada do fato de usar o fator de
correção de tipo-Bartlett.
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5 TÉCNICAS DE DIAGNÓSTICO EM MODELOS NÃO LINEARES SIMÉTRI-

COS HETEROSCEDÁSTICOS

Resumo

Neste capítulo, derivamos alguns procedimentos de diagnósticos na classe dos modelos não
lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH). Nesta classe de modelos consideramos que a
média e a dispersão não são constantes, admitindo para a dispersão qualquer estrutura hete-
roscedástica, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Desta forma,
nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas e Cysneiros (2010) uma vez
que os autores consideram constante a dispersão. A verificação da presença de observações
extremas na variável resposta e os métodos de diagnósticos são instrumentos fundamentais
para seleção de modelo adequado ao conjunto de dados em estudo. Para isto, avaliamos al-
guns dos modelos pertencente à família simétrica com a presença de outliers e derivamos
alguns métodos de diagnóstico, tais como a alavancagem generalizada e a influência local,
e por fim avaliamos a robustez contra observações aberrantes apresentando uma aplicação
a dados reais considerando os modelos t-Student e Exponencial Potência. Os resultados da
análise de diagnóstico mostraram-se eficientes em detectar observações influentes. Além disso,
percebemos que o modelo t-Student se ajusta melhor aos dados do que o modelo Exponencial
Potência (𝜅 = 0.3) de regressão não linear baseando na sua robustez de lidar com observações
extremas.

Palavras chaves: alavancagem generalizada; influência local; observação extrema; seleção de
modelo.

5.1 INTRODUÇÃO

A modelagem estatística sob a suposição de normalidade dos erros pode ser influenciada
por observações extremas nos dados. A presença de uma única ou mais observações aberrantes
podem provocar no ajuste de regressão algumas distorções na interpretação do coeficiente de
regressão e assim levando muitas vezes a conclusões errôneas. Uma alternativa para contornar
esse problema consiste em considerar modelos em que a distribuição pertencente a família
simétrica por conseguir lidar com distribuições com caudas mais pesadas do que as da normal.
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Esta família inclui as seguintes distribuições: Student-t, Logística-Tipo I e -II, Exponencial
potência, Student-t generalizado, logística generalizada e contaminada normal, entre outros.

Considerando que o modelo de regressão simétrico pode ser um candidato plausível para a
modelagem de conjuntos de dados com observações extremas, é importante analisar a adequa-
bilidade ou a robustez deste tipo de modelo na presença de tais observações. Tal procedimento
conhecido como análise de diagnóstico teve seu início com a análise de resíduos para avaliar a
adequação da distribuição proposta da variável resposta, assim como detectar pontos extremos
entre o conjunto de dados.

A literatura sobre diagnósticos é dominada por estudos de métodos para a detecção de
observações influentes (COOK; WEISBERG, 1982). Estas observações influentes são aqueles
pontos que exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parâmetros do modelo
quando as retirarmos do conjunto de dados ou quando elas são submetidas a perturbações.
São considerados pontos de alavanca observações cuja sua retirada do conjunto de dados
interfere na variância dos valores ajustados.

Neste Capítulo são apresentadas algumas técnicas de diagnósticos para os modelos não
lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH) considerando que a média e a dispersão não
são constantes para todas as observações e assumindo qualquer estrutura heteroscedástica
para a dispersão, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multiplicativa. Desta
forma, nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas e Cysneiros (2010)
uma vez que os autores consideram constante a dispersão sendo a principal contribuição desse
capítulo na literatura. Inicialmente, na Seção 5.2.1, abordamos o conceito de alavancagem
generalizada sob a ótica de Wei, Hu e Fung (1998) em que eles generalizam a definição
de pontos de alavanca para modelos gerais. Na Seção 5.2.2 discorremos sobre a influência
global considerando a metodologia de Wei, Hu e Fung (1998) e na Seção 5.2.3 abordamos
a metodologia de influência local proposta por Cook (1986), em que a ideia básica consiste
em avaliar a influência conjunta das observações sob pequenas perturbações nos dados ou no
próprio modelo ao invés da avaliação pela retirada individual ou conjunta de pontos. Na Seção
5.3 aplicamos estas técnicas a conjuntos de dados reais sob modelos t-Student e Exponencial
potência de regressão não-linear e por fim vem a conclusão na seção 5.4.
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5.1.1 Modelos Não Lineares Simétricos Heteroscedásticos

Sejam 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, 𝑛 variáveis aleatórias contínuas e independentes em que cada 𝑦𝑙, 𝑙 =

1, . . . , 𝑛 segue uma distribuição simétrica. A função de densidade de probabilidade associada
pode ser escrita da seguinte forma

𝑓(𝑦𝑙, 𝜇𝑙, 𝜑𝑙) = 1√
𝜑𝑙

𝑔(𝑢𝑙), 𝑦𝑙 ∈ R, 𝜇𝑙 ∈ R, 𝜑𝑙 > 0, (5.1)

em que 𝜇𝑙 ∈ R representa o parâmetro de locação e 𝜑𝑙 > 0 o parâmetro da dispersão.
Adicionalmente 𝑔(·) representa a função geradora de densidade com 𝑔(𝑢𝑙) > 0, 𝑢𝑙 > 0 sendo
𝑢𝑙 = 𝜑𝑙

−1(𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2 e ∫︀∞
0 𝑢

−1/2
𝑙 𝑔(𝑢𝑙)𝑑𝑢𝑙 = 1. A função 𝑔(·) pode depender de parâmetros

extras, digamos 𝜈 que na literatura são considerados fixo. Definimos nosso modelo não linear
simétrico heteroscedástico de regressão incorporando duas estruturas de regressão não lineares
ao modelo definido em 5.1. Supomos para a resposta média 𝜇 = (𝜇1, . . . , 𝜇𝑛)⊤ a seguinte
estrutura

𝑔(𝜇𝑙) = 𝜂(𝑋, 𝛽), (5.2)

em que 𝑔(𝜇𝑙) representa a função não linear, contínua e duplamente diferenciável com respeito
aos componentes de 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑝)⊤, vetores de 𝑝 parâmetros desconhecidos a serem
estimados, com 𝑝 < 𝑛 e 𝑋 = (𝑥𝑙1, . . . , 𝑥𝑙𝑛)⊤ o vetor de 𝑛 variáveis explicativas associadas a 𝑙-
ésima observação. Também assumimos uma componente sistemática para o vetor da dispersão
𝜑 = (𝜑1, . . . , 𝜑𝑛)⊤ definida por

ℎ(𝜑𝑙) = 𝜏 (𝑆, 𝛿), (5.3)

em que ℎ(𝜑𝑙) representa a função não linear, contínua e duplamente diferenciável com res-
peito aos componentes de 𝛿 = (𝛿1, . . . , 𝛿𝑞)⊤, vetores de 𝑝 parâmetros desconhecidos a serem
estimados, com 𝑞 < 𝑛 e 𝑆 = (𝑠𝑙1, . . . , 𝑠𝑙𝑛)⊤, o vetor de 𝑛 variáveis explicativas que pode ter
componentes comuns associadas a 𝑙-ésima observação. Assim, os modelos simétricos de regres-
são são definidos pela componente aleatória 5.1 e pelas componentes sistemáticas definidas
em 5.2 e 5.3. Entretanto, é possível formular o modelo descrito acima usando as proprie-
dades das distribuições pertencentes à classe simétrica. Logo, o modelo não linear simétrico
heteroscedástico pode ser escrito como segue

𝑦𝑙 = 𝜇𝑙 +
√︁

𝜑𝑙𝜖𝑙; 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, (5.4)
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em que 𝜖𝑙 = 𝜖1, . . . , 𝜖𝑛 são variáveis aleatórias independentes seguindo a distribuição 𝑆(0, 1, 𝑔)

e podem ser interpretados como erros aleatórios. Considerando o logaritmo da função de
verossimilhança (log-verossimilhança) do vetor de parâmetros 𝜃 = (𝛽⊤, 𝛿⊤)⊤ dado o vetor de
observações (𝑦1, . . . , 𝑦𝑛)⊤ do modelo não linear simétrico heteroscedásticos definido em 5.4,
temos que

ℓ = ℓ(𝜃) = log 𝑓(𝑦, 𝜃) = −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

log(𝜑𝑙) +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙), (5.5)

em que 𝑡(𝑧𝑙) = log{𝑔(𝑢𝑙)}, 𝑢𝑙 = 𝑧2
𝑙 = (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2/𝜑𝑙 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛.

5.2 ANÁLISE DE DIAGNÓSTICO EM MNLSH

Nesta seção abordamos a análise de diagnóstico para os modelos não lineares simétricos
heteroscedásticos (MNLSH). Este procedimento consiste na identificação de observações que
exercem um peso desproporcional nas estimativas dos parâmetros de uma componente fun-
damental do processo de validação do modelo. Geralmente são pontos afastados com perfis
totalmente diferentes dos demais no que diz respeito aos valores da matriz modelo 𝑋. Con-
siderando que os estudos de medidas de influências nos MNLSH de regressão possibilitem a
caracterização de observações influentes nos dados, é importante realizar um exame de ala-
vancagem generalizada e de influência local para esta classe de modelos admitindo para a
dispersão qualquer estrutura heteroscedástica.

5.2.1 Alavancagem Generalizada

No contexto de regressão, o conceito de alavancagem é um dos componentes chaves
da análise de diagnóstico. Os pontos de alavanca são aqueles pontos no conjunto de dados
que exercem uma influência nas estimativas da variância dos coeficientes de regressão. Para
medir esta influência, Wei, Hu e Fung (1998) desenvolveram uma expressão explícita para
alavancagem através da derivada ℎ𝑖𝑖 = 𝜕𝑦𝑖/𝜕𝑦𝑖. O elemento ℎ𝑖𝑖 representa o 𝑖-ésimo elemento
da diagonal principal da matriz de projeção 𝐻 = 𝑋(𝑋⊤𝑋)−1𝑋⊤ considerada simétrica e
idempotente. Para medir o efeito de cada variável do vetor 𝑦 = (𝑦1 · · · 𝑦𝑛)⊤ sobre o próprio
valor ajustado 𝑦, a matriz 𝜕𝑦/𝜕𝑦 segundo Wei, Hu e Fung (1998) pode ser definida da
seguinte forma
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𝐺𝐿(𝜃) = 𝜕𝑦

𝜕𝑦
=
{︃

𝐷𝜃

(︁
− 𝐿̈𝜃𝜃

)︁−1
𝐿̈𝑦𝜃

}︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜃=𝜃

, (5.6)

em que 𝐷𝜃 = 𝜕𝜇
𝜕𝜃⊤ , 𝐿̈𝜃𝜃 = 𝜕2ℓ(𝜃)

𝜕𝜃𝜕𝜃⊤ e 𝐿̈𝑦𝜃 = 𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝜃𝜕𝑦⊤ , sendo ℓ(𝜃) = ℓ(𝛽, 𝛿) o logaritmo da

função verossimilhanças definida em (5.5). Além disso, a matriz de informação observada dada
por 𝐿̈𝜃𝜃|𝜃=𝜃 pode ser escrita da seguinte forma:

𝐿̈𝜃𝜃 =

⎛⎜⎜⎝𝐿̈𝛽𝛽 𝐿̈𝛽𝛿

𝐿̈𝛿𝛽 𝐿̈𝛿𝛿

⎞⎟⎟⎠ , (5.7)

em que

𝐿̈𝛽𝛽 = 𝑋⊤𝑀2𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)𝑋 − 𝑋⊤𝑀 2
1 𝑉 ′Λ1/2(𝑦 − 𝜇)𝑋 − 𝑋⊤𝑀 2

1 𝑉 Λ𝑋

+ 𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇)𝑋̃,

𝐿̈𝛽𝛿 = −1
2𝑋⊤𝑀1Φ1𝑉

′𝑢Λ3/2𝑆 − 𝑋⊤𝑀1Φ1𝑉 Λ2(𝑦 − 𝜇)𝑆,

𝐿̈𝛿𝛽 = −1
2𝑆⊤𝑀1Φ1𝑉

′𝑢Λ3/2𝑋 − 𝑆⊤𝑀1Φ1𝑉 Λ2(𝑦 − 𝜇)𝑋 e

𝐿̈𝛿𝛿 = −1
2𝑆⊤Φ2Λ(𝜄 − 𝑉 𝑢)𝑆 + 1

2𝑆⊤Φ1Λ2(𝜄 − 𝑉 𝑢)𝑆 − 1
4𝑆⊤Φ2

1Λ2𝑢3/2𝑉 ′𝑆

− 1
2𝑆⊤Φ2

1Λ2𝑢𝑉 𝑆 − 1
2Φ2

1Λ(𝜄 − 𝑉 𝑢)𝑆,

em que Φ, 𝑉 , Λ e 𝑀 são matrizes diagonais de dimensão 𝑛 × 𝑛, com elementos dados
por ℎ𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜑𝑙/𝑑𝜏 𝑖

𝑙 (representa a 𝑖-ésima derivada de 𝜑𝑙 = 𝑔−1(𝜏𝑙)), 𝑣𝑙 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑙), 1/𝜑𝑙 e

𝑚𝑖𝑙 = 𝑑𝑖𝜇𝑙/𝑑𝜂𝑖
𝑙 (corresponde a 𝑖-ésima derivada de 𝜇𝑙 = 𝑔−1(𝜂𝑙)), respectivamente para

𝑖, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Maiores detalhes dos 𝑣′𝑠 encontram-se no Apêndice I.
Definimos também a matriz 𝐷𝜇

𝜃 da seguinte forma:

𝐷𝜇
𝜃 = (𝐷𝜇

𝛽 , 𝐷𝜇
𝛿 ),

sendo

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝛽𝑟

= 𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑙

.
𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛽𝑟

= 𝑚1𝑙(𝑟)𝑙 e 𝜕𝜇𝑙

𝜕𝛿𝑅

= 𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑙

.
𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛿𝑅

= 0,

em que 𝑟 = 1, . . . , 𝑝, 𝑅 = 1, . . . , 𝑞 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Portanto, a forma matricial de 𝐷𝜇
𝜃 pode

ser escrita como segue:

𝐷𝜇
𝜃 = (𝑀1𝑋, 0). (5.8)
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Analogamente, é possível observar a influência de 𝑦 em 𝜑𝑙. Assim, 𝐷𝜑
𝜃 pode ser escrita da

seguinte forma:

𝐷𝜑
𝜃 = (𝐷𝜑

𝛽 , 𝐷𝜑
𝛿 ),

sendo

𝜕𝜑𝑙

𝜕𝛽𝑟

= 𝜕𝜑𝑙

𝜕𝜏𝑙

.
𝜕𝜏𝑙

𝜕𝛽𝑟

= 0 e 𝜕𝜑𝑙

𝜕𝛿𝑅

= 𝜕𝜑𝑙

𝜕𝜏𝑙

.
𝜕𝜏𝑙

𝜕𝛿𝑅

= ℎ1𝑙(𝑅)𝑙,

em que 𝑟 = 1, . . . , 𝑝, 𝑅 = 1, . . . , 𝑞 e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Portanto, a forma matricial de 𝐷𝜑
𝜃 pode

ser escrita como segue:

𝐷𝜑
𝜃 = (0, Φ1𝑆), (5.9)

em que Φ1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{ℎ1𝑙 · · · ℎ1𝑛}, com ℎ1𝑙 = 𝜕𝜑𝑙

𝜕𝜏𝑙
e 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. A matriz 𝐿̈𝜃𝑦 é definida como

segue

𝐿̈𝜃𝑦 =

⎛⎜⎜⎝𝐿̈𝛽𝑦

𝐿̈𝛿𝑦

⎞⎟⎟⎠ ,

em que 𝐿̈𝛽𝑦 = 𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝜕𝑦⊤ e 𝐿̈𝛿𝑦 = 𝜕2ℓ(𝜃)

𝜕𝛿𝜕𝑦⊤ sendo ℓ(𝜃) = ℓ(𝛽, 𝛿). Da equação (3.3) temos que o
(𝑟𝑙)- ésimo elemento de 𝐿̈𝛽𝑦 é dada como segue

𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝜕𝑦⊤ =

𝑛∑︁
𝑙=1

{︁
𝑚1𝑙𝑣𝑙 ∧𝑙 (𝑟)𝑙 + 2𝑚1𝑙𝑣

′
𝑙 ∧2 (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2(𝑟)𝑙

}︁
,

em que 𝑚1𝑙 = 𝜕𝜇𝑙/𝜕𝜂𝑙 e (𝑟)𝑙 = 𝜕𝜂/𝜕𝛽𝑟, ∧𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{1/𝜑1𝑙 · · · 1/𝜑1𝑛} e 𝑣𝑙 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑙), 𝑙 =

1, . . . , 𝑛.
Analogamente, temos que

𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝜕𝑦⊤ =

𝑛∑︁
𝑙=1

{︁
ℎ1𝑙𝑣𝑙 ∧2

𝑙 (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)(𝑅)𝑙 + ℎ1𝑙𝑣
′
𝑙 ∧2

𝑙 (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)𝑢𝑙(𝑅)𝑙

}︁
,

em que ℎ1𝑙 = 𝜕𝜑𝑙/𝜕𝜏𝑙 e (𝑅)𝑙 = 𝜕𝜏/𝜕𝛿𝑅, ∧𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{1/𝜑1𝑙 · · · 1/𝜑1𝑛} , 𝑣𝑙 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑙) e

𝑣′
𝑙 = −2𝑡

(2)
(𝑧𝑙) sendo 𝑙 = 1, . . . , 𝑛. Logo, temos que

𝐿̈𝜃𝑦 =

⎛⎜⎜⎝ 𝑋⊤𝑀1Λ
[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
⎞⎟⎟⎠ . (5.10)
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A partir das equações (5.7), (5.8) e (5.10) podemos reescrever a equação (5.6) de ponto de
alavanca da seguinte forma:

𝐺𝐿𝜇(𝜃) = [𝑀1𝑋, 0]

⎛⎜⎜⎝−𝐿̈𝛽𝛽 −𝐿̈𝛽𝛿

−𝐿̈𝛿𝛽 −𝐿̈𝛿𝛿

⎞⎟⎟⎠
−1⎛⎜⎜⎝ 𝑋⊤𝑀1Λ

[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
⎞⎟⎟⎠

= [𝑀1𝑋, 0]

⎛⎜⎜⎝−𝐿̈−1
𝛽𝛽 + 𝐹 𝐸−1𝐹 ⊤ −𝐹 𝐸−1

−𝐸−1𝐹 ⊤ 𝐸−1

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝ 𝑋⊤𝑀1Λ

[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
⎞⎟⎟⎠ ,

em que 𝐹 = 𝐿̈−1
𝛽𝛽𝐿̈𝛽𝛿, 𝐹 ⊤ = 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1

𝛽𝛽 e 𝐸−1 = (−𝐿̈𝛿𝛿 + 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1
𝛽𝛽𝐿̈𝛽𝛿)−1. As matrizes

𝐿̈𝛽𝛽, 𝐿̈𝛽𝛿, 𝐿̈𝛿𝛿 são definidas em (5.7). Maiores detalhes para a inversa da matriz 𝐿̈𝜃𝜃 podem
ser encontrados em Rao (1973). Logo, temos que

𝐺𝐿𝜇(𝜃) =
(︂

𝑀1𝑋(−𝐿̈−1
𝛽𝛽 + 𝐹 𝐸−1𝐹 ⊤) −𝑀1𝑋𝐹 𝐸−1

)︂⎛⎜⎜⎝ 𝑋⊤𝑀1Λ
[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
⎞⎟⎟⎠

= 𝑀1𝑋(−𝐿̈−1
𝛽𝛽 + 𝐹 𝐸−1𝐹 ⊤)𝑋⊤𝑀1Λ

[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
− 𝑀1𝑋𝐹 𝐸−1𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
. (5.11)

Assim, podemos reescrever 𝐺𝐿𝜇(𝜃) da seguinte forma

𝐺𝐿𝜇(𝜃) = 𝐺𝐿𝜇
𝛽(𝜃) + 𝐺𝐿𝜇

𝛿 (𝜃)

em que

𝐺𝐿𝜇
𝛽(𝜃) = −𝑀1𝑋𝐿̈−1

𝛽𝛽𝑋⊤𝑀1Λ
[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
e

𝐺𝐿𝜇
𝛿 (𝜃) = 𝑀1𝑋𝐹 𝐸−1𝐹 ⊤𝑋⊤𝑀1Λ

[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
− 𝑀1𝑋𝐹 𝐸−1𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
.

Similarmente a 𝐺𝐿𝜇(𝜃), substituindo as equações (5.9), (5.7) e (5.10) em (5.6), a matriz
generalizada de pontos de alavanca 𝜕𝜑/𝜕𝑦 pode ser escrita da seguinte forma

𝐺𝐿𝜑(𝜃) = −Φ1𝑆𝐸−1𝐹 ⊤𝑀1Λ
[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
+ Φ1𝑆𝐸−1𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
, (5.12)
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em que 𝐹 ⊤ = 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1
𝛽𝛽 e 𝐸−1 = (−𝐿̈𝛿𝛿 + 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1

𝛽𝛽𝐿̈𝛽𝛿)−1. A matriz generalizada de pontos
de alavanca para 𝜑 dada em (5.12) pode ainda ser reescrita na forma

𝐺𝐿𝜑(𝜃) = 𝐺𝐿𝜑
𝛽(𝜃) + 𝐺𝐿𝜑

𝛿 (𝜃)

em que

𝐺𝐿𝜑
𝛽(𝜃) = −Φ1𝑆𝐸−1𝐹 ⊤𝑋⊤𝑀1Λ

[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
− Φ1𝑆𝐶𝐵−1𝐶⊤

{︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁}︁
e

𝐺𝐿𝜑
𝛿 (𝜃) = Φ1𝑆(−𝐿̈𝛿𝛿)−1

{︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁}︁
,

sendo 𝐹 ⊤ = 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1
𝛽𝛽 e 𝐸−1 = (−𝐿̈𝛿𝛿 + 𝐿̈𝛿𝛽𝐿̈−1

𝛽𝛽𝐿̈𝛽𝛿)−1, 𝐶 = (−𝐿̈𝛿𝛿)−1𝐿̈𝛿𝛽,

𝐶⊤ = 𝐿̈𝛽𝛿(−𝐿̈𝛿𝛿)−1 e 𝐵−1 =
[︁
𝐿̈𝛽𝛽 − 𝐿̈𝛽𝛿(𝐿̈𝛿𝛿)−1𝐿̈𝛿𝛽

]︁−1
. As submatrizes 𝐿̈𝛽𝛽, 𝐿̈𝛽𝛿, 𝐿̈𝛿𝛽 e

𝐿̈𝛿𝛿 da matriz de informação observada, 𝐿̈𝜃𝜃, estão definidas em (5.7). Também as matrizes
diagonais Λ, 𝑀 e 𝑉 estão definidas na Seção 5.2.1.

Portanto os gráficos de detecção de pontos de alavancagem 𝐺𝐿𝜑(𝜃)𝑙𝑙 e 𝐺𝐿𝜑(𝜃)𝑙𝑙 versus
índice podem ser sugeridos para identificar observações com alta grau de alavancagem.

5.2.2 Influência Global

Uma etapa mais importante na análise de diagnóstico é conhecida como detecção de
pontos influentes nos dados. Tais pontos possuem características diferentes dos demais pontos
exercendo um peso desproporcional nas estimativas do coeficiente do modelo de tal forma
que as suas retiradas do conjunto de dados interferem significativamente nas estimativas do
modelo. A técnica de deleção de ponto foi introduzido por Cook (1977) para avaliar o efeito
da retirada de uma observação nas estimativas do modelo. Para avaliar a 𝑖-ésima observação
nas estimativas de 𝜃 é comum usar a medida de afastamento da verossimilhanças proposto
por Cook e Weisberg (1982) e pode ser expressa da seguinte forma

𝐿𝐷(𝑖) = 2{ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃(𝑖))},

sendo ℓ(𝜃) representa o logaritmo da função verossimilhança dado em (5.5) avaliada em 𝜃 e
𝜃(𝑖), que corresponde à estimativa de 𝜃 quando a 𝑖-ésima observação é excluída do conjunto de
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dado. Já que 𝐿𝐷(𝑖) não possui uma forma analítica, é possível usar a aproximação de segunda
ordem de Taylor em torno de 𝜃. O resultado dessa aproximação é dado com segue

𝐿𝐷(𝑖) ∼= (𝜃 − 𝜃)⊤{−𝐿̈𝜃𝜃(𝜃)}(𝜃 − 𝜃).

Assim, substituindo a matriz de informação observada pelo seu valor esperado 𝐾(𝜃) e 𝜃 pelo
𝜃(𝑖), temos que

𝐿𝐷𝛽
(𝑖)

∼= −𝜙(0,1,0,0,0)(𝛽 − 𝛽(𝑖))⊤(𝑋⊤𝑊̂𝛽𝛽𝑋)(𝛽 − 𝛽(𝑖)) (5.13)

e

𝐿𝐷𝛿
(𝑖)

∼= −1
4(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)(𝛿 − 𝛿(𝑖))⊤(𝑆⊤𝑊̂𝛿𝛿𝑆)(𝛿 − 𝛿(𝑖)), (5.14)

em que 𝑊𝛽𝛽 = Λ𝑀2
1 e 𝑊𝛿𝛿 = Δ2𝐻2

1 .
Como 𝛿(𝑖) não possui uma forma fechada, Pregibon (1981) propôs uma aproximação em

um passo que consiste em tomar a primeira iteração do processo iterativo pelo método de
Scoring de Fisher, iniciando em 𝛿. Esta aproximação é dada por:

𝜃1
(𝑖) = 𝜃 + {−𝐿̈𝜃𝜃(𝜃)}−1ℓ(𝑖)(𝜃),

em que ℓ(𝑖)(𝜃) corresponde ao logaritmo da função verossimilhança sem a 𝑖-ésima observação.
Substituindo a matriz de informação observada −𝐿̈𝜃𝜃(𝜃) por 𝐾(𝜃), temos que

𝛽(𝑖) = 𝛽 −
𝑟𝛽

(𝑖)

(1 − ℎ̂𝑖𝑖)
(𝑋⊤𝑊̂𝛽𝛽𝑋)−1𝑥𝑖𝑤̂

1/2
𝛽𝛽𝑖

(5.15)

e

𝛿(𝑖) = 𝛿 −
𝑟𝛿

(𝑖)

(1 − 𝑛̂𝑖𝑖)
(𝑆⊤𝑊̂𝛿𝛿𝑆)−1𝑠𝑖𝑤̂

1/2
𝛿𝛿𝑖 , (5.16)

em que ℎ̂𝑖𝑖 representa o 𝑖-ésimo elemento da diagonal principal da matriz de projeção 𝐻 =

𝑊̂
1/2
𝛽𝛽 (𝑋⊤𝑊̂𝛽𝛽𝑋)−1𝑋⊤𝑊̂

1/2
𝛽𝛽 e 𝑛̂𝑖𝑖 corresponde ao 𝑖-ésimo elemento da diagonal principal

da matriz de projeção 𝑁 = 𝑊̂
1/2
𝛿𝛿 (𝑆⊤𝑊̂𝛿𝛿𝑆)−1𝑆⊤𝑊̂

1/2
𝛿𝛿 . Lembrando que podemos reescrever

as equações (3.5) e (3.6) da seguinte forma

𝛽(𝑚+1) =
(︁
𝑋̃(𝑚)⊤

𝑊
(𝑚)
𝛽𝛽 𝑋̃(𝑚)

)︁−1
𝑋̃(𝑚)⊤

𝑊
(𝑚)
𝛽𝛽

[︁
𝑋𝛽(𝑚) + 𝜁

(𝑚)
1

]︁
e

𝛿(𝑚+1) =
(︁
𝑆(𝑚)⊤

𝑊
(𝑚)
𝛿𝛿 𝑆(𝑚)

)︁−1
𝑆(𝑚)⊤

𝑊
(𝑚)
𝛿𝛿

[︁
𝑆𝛿(𝑚) + 𝜁

(𝑚)
2

]︁
.
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A partir da convergência do processo iterativo temos que

𝛽 =
(︁
𝑋̃⊤𝑊̂𝛽𝛽𝑋̃

)︁−1
𝑋̃⊤𝑊̂𝛽𝛽𝜉1

e

𝛿 =
(︁
𝑆⊤𝑊̂𝛿𝛿𝑆

)︁−1
𝑆⊤𝑊̂𝛿𝛿𝜉2

em que 𝜉1 =
[︁
𝑋𝛽 + 𝜁1

]︁
e 𝜉2 =

[︁
𝑆𝛿 + 𝜁2

]︁
. Assim definimos 𝑟𝛽

𝑖 da seguinte forma

𝑟𝛽
𝑖 = 𝑊̂

1/2
𝛽𝛽

[︁
𝜉1 − 𝑋𝛽

]︁
= 𝑊̂

1/2
𝛽𝛽 𝜁1. (5.17)

Analogamente

𝑟𝛿
𝑖 = 𝑊̂

1/2
𝛿𝛿

[︁
𝜉1 − 𝑆𝛿

]︁
= 𝑊̂

1/2
𝛿𝛿 𝜁2, (5.18)

em que 𝑚 = 0, 1, · · · , 𝑛, sendo 𝜁1 = − 1
𝜙(0,1,0,0,0)

𝑀̂−1
1 𝑉 (𝑦−𝜇̂) e 𝜁2 = 2

(𝜙(0,1,0,0,2)−1)𝐻̂
−1
1 Δ̂−1(𝜄−

𝑉 𝑢̂). Note que

𝑀̂−1
1 = 𝑊̂

−1/2
𝛽𝛽 Λ̂1/2

e

𝐻̂−1
1 = 𝑊̂

−1/2
𝛿𝛿 Δ̂.

Substituindo 𝑀̂−1
1 e 𝐻̂−1

1 em (5.17) e (5.18), respectivamente, temos que

𝑟𝛽
𝑖 = − 1

𝜙(0,1,0,0,0)
Λ̂1/2𝑣𝑖(𝑦𝑖 − 𝜇̂𝑖) (5.19)

e

𝑟𝛿
𝑖 = 2

(𝜙(0,1,0,0,2) − 1)(𝜄 − 𝑣𝑖𝑢̂𝑖). (5.20)

Dados os resíduos e substituindo as equações (5.15) e (5.16) respectivamente em (5.13) e
(5.14), temos que

𝐿𝐷𝛽
(𝑖)

∼=
ℎ̂𝑖𝑖

(1 − ℎ̂𝑖𝑖)
𝑡2
𝑆𝛽𝑖
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e

𝐿𝐷𝛿
(𝑖)

∼=
𝑛̂𝑖𝑖

(1 − 𝑛̂𝑖𝑖)
𝑡2
𝑆𝛿𝑖

,

em que 𝑡2
𝑆𝛽𝑖

= (𝑟𝛽
𝑖 )2/(1− ℎ̂𝑖𝑖) e 𝑡2

𝑆𝛿𝑖
= (𝑟𝛿

𝑖 )2/(1− 𝑛̂𝑖𝑖). No entanto, nem sempre esses resíduos
atendem as propriedades desejadas (média zero e variança 1) (CYSNEIROS; PAULA; GALEA,
2005). Os autores propuseram um resíduo padronizado na classe dos modelos MNLSH que
atendem as propriedades desejadas. Este resíduo é definido como segue:

𝑡𝑆𝛽𝑖
= 𝑟𝛽

𝑖

(𝜉𝜑𝑖)
1
2 {1 − (4𝑑𝑔𝜉)−1ℎ̂𝑖𝑖}

1
2

= 𝑦𝑖 − 𝜇̂𝑖

(𝜉𝜑𝑖)
1
2 {1 − (4𝑑𝑔𝜉)−1ℎ̂𝑖𝑖}

1
2
,

em que 𝑑𝑔 e 𝜉 estão definidos em Cysneiros, Paula e Galea (2005). Aproximando os resíduos
obtidos em (5.19) e (5.20) ao obtido em Cysneiros, Paula e Galea (2005), temos que

𝐿𝐷𝛽
(𝑖)

∼=
ℎ̂𝑖𝑖

(1 − ℎ̂𝑖𝑖)
𝑡2
𝑆𝛽𝑖

(5.21)

e

𝐿𝐷𝛿
(𝑖)

∼=
𝑛̂𝑖𝑖

(1 − 𝑛̂𝑖𝑖)
𝑡2
𝑆𝛿𝑖

, (5.22)

em que 𝑡𝑆𝛿𝑖
= 𝑡𝑆𝛿𝑖

e 𝑡𝑆𝛿𝑖
= 𝑦𝑖−𝜇̂𝑖

(𝜉𝜑𝑖)
1
2 {1−(4𝑑𝑔𝜉)−1𝑛̂𝑖𝑖}

1
2
.

5.2.3 Influência Local

Um método de diagnóstico para verificar o efeito de pequenas perturbações no modelo
ou dados que podem causar uma influência desproporcional nas estimativas dos parâmetros é
conhecido como método de influência local. Esta metodologia foi desenvolvida por Cook (1986)
para avaliar o comportamento dos estimadores de máxima verossimilhanças sob pequenas
perturbações nos dados/ modelos. Essas perturbações ou modificações podem ocorrer em
varias partes do modelo cujas principais são: perturbação de casos ponderados, perturbação
aditiva na resposta, perturbação aditiva no preditor.

Seja ℓ(𝜃) o logaritmo da função verossimilhança dada em (3.2) em que 𝜃 é o vetor coluna
de dimensão (𝑝 + 𝑞) × 1 parâmetros desconhecidos a serem estimados pelo modelo. Assim
introduzimos o vetor de perturbação denotado por 𝜔 = (𝜔1, · · · , 𝜔𝑛)⊤ restrito em algum sub-
conjunto Ω de R e denotamos por ℓ(𝜃𝜔), o logaritmo da função verossimilhança perturbada,
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a qual será avaliado os efeitos das perturbações nas estimativas fornecidas pelo modelo. O
afastamento de verossimilhanças 𝐿𝐷(𝜔) proposto por Cook (1986), conhecido também como
desvio local mede a diferença das verossimilhanças avaliadas em seus estimadores (𝜃, 𝜃𝜔).
Esta medida é definida como segue

𝐿𝐷(𝜔) = 2
{︁
ℓ(𝜃) − ℓ(𝜃𝜔)

}︁
.

As estimações serão altamente sensíveis à perturbação quando 𝐿𝐷(𝜔) for muito grande. A
ideia de Cook (1986) é estudar o comportamento do gráfico 𝐿𝐷(𝜔) versus 𝜔 (denotado por
𝛼(𝜔)) em torno de 𝜔0, vetor de não perturbação tal que ℓ(𝜃) = ℓ(𝜃𝜔). Podemos fazer esta
análise estudando-se as curvaturas das seções normais à superfície 𝛼(𝜔) em 𝜔0 tal sugerido
por Cook (1986). Para construirmos uma seção normal consideremos uma linha aumentada
em 𝜔 em torno de 𝜔0 e representada pela seguinte equação linear dada por

𝜔(𝑎) = 𝜔0 + 𝑎𝑡,

em que 𝑎 ∈ R e 𝑡, um vetor unitário. Cook (1986) mostrou que esta curvatura normal pode
ser expressa de forma geral como segue

𝐶𝑡(𝜃) = 2|𝑡⊤Δ⊤𝐿̈−1
𝜃𝜃 Δ𝑡|,

em que 𝐿̈−1
𝜃𝜃 = 𝜕2ℓ(𝜃)

𝜕𝜃𝜕𝜃⊤ , Δ é a matriz (𝑝+𝑞)×𝑛 com elementos dados por Δ𝑖𝑗 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝜃𝑖𝜕𝑤⊤

𝑗
, sendo

𝑖 = 1, · · · , 𝑝 + 𝑞 e 𝑗 = 1, · · · , 𝑛 avaliados em 𝜃 = 𝜃 e 𝜔 = 𝜔0. (COOK, 1986) sugeriu utilizar
𝑡𝑚𝑎𝑥, o autovetor correspondente ao maior autovalor 𝐶𝑡𝑚𝑎𝑥 da matriz 𝐺̈ = Δ⊤(−𝐿̈𝜃𝜃)−1Δ.
O gráfico do vetor |𝑡𝑚𝑎𝑥| contra a ordem das observações pode revelar quais pontos que,
sob pequenas perturbações, exercem um efeito desproporcional em 𝐿𝐷(𝜔) em torno de 𝜔0.
Escobar e Jr (1992) sugerem tomar como medida de influência os elementos da diagonal
principal da matriz 𝐺̈. Por outro lado, Lesaffre e Verbeke (1998) sugerem que a curvatura
normal seja avaliada na direção da 𝑖− ésima observação, que consiste em avaliar 𝐶𝑡(𝜃) no vetor
𝑡𝑖 de dimensão 𝑛 × 1, composta de um na 𝑖−ésima posição e zeros nas demais. Denotamos
por 𝐶𝑖 esta curvatura tal que 𝐶𝑖 = 2|𝑔𝑖𝑖|, em que 𝑔𝑖𝑖 representa os elementos da diagonal
principal da matriz 𝐺̈. Um gráfico de 𝐶𝑖 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑢𝑠 índice é sugerido em que observações com
𝐶𝑖 > 2𝐶, 𝐶 = ∑︀𝑛

𝑗=1 𝐶𝑗/𝑛, merecem atenção particular.
Apresentaremos a seguir os três esquemas mais conhecidos de perturbação em MNLSH

considerando o logaritmo da função verossimilhança definida em (3.2). Importante ressaltar
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que para cada esquema de perturbação, estaremos interessado em derivar a matriz Δ definida
como segue

Δ =
(︂

𝜕2ℓ(𝜃𝜔)
𝜕𝜃𝜕𝜃⊤

)︂
no qual apresentamos sua forma mais geral como segue

Δ =

⎛⎜⎜⎝ Δ𝛽

Δ𝛿

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝ 𝜕2ℓ(𝜃𝜔)/𝜕𝛽𝜕𝜔⊤

𝜕2ℓ(𝜃𝜔)/𝜕𝛿𝜕𝜔⊤,

⎞⎟⎟⎠
em que os elementos Δ𝑖𝑗 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)/𝜕𝜃𝑖𝜕𝑤⊤

𝑗 , sendo 𝑖 = 1, · · · , 𝑝 + 𝑞 e 𝑗 = 1, · · · , 𝑛

avaliados em 𝜃 = 𝜃 e 𝜔 = 𝜔0.

5.2.3.1 Perturbação Aditiva na Resposta nos MNLSH

Considere uma perturbação aditiva na 𝑖−ésima resposta, ou seja,

𝑦𝑖𝑤 = 𝑦𝑖 + 𝑤𝑖,

em que 𝑤𝑖 pode ser interpretado como a estimativa do desvio padrão de 𝑦𝑖. Temos portanto
nos MNLSH perturbados

𝑓𝑦𝑖
(𝑦𝑖|𝑤𝑖) = 1√

𝜑𝑖

𝑔(𝑢𝑤𝑖
) = 1√

𝜑𝑖

𝑔{(𝑦𝑖 + 𝑤𝑖 − 𝜇𝑖)2/𝜑𝑖}

em que 𝑢𝑖𝑤 = (𝑦𝑖 + 𝑤𝑖 − 𝜇𝑖)2/𝜑𝑖 = 𝜖2/𝜑𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. Então o logaritmo da função
verossimilhança pode ser expressa da seguinte forma

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

log(𝜑𝑖) +
𝑛∑︁

𝑖=1
log(𝑔(𝑢𝑖𝑤)).

Logo, os elementos da matriz Δ podem ser expresso como segue

Δ𝛽 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝜕𝑤⊤

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︁
𝑚1𝑖𝑣𝑖 ∧𝑖 (𝑟)𝑖 + 2𝑚1𝑖𝑣

′
𝑖 ∧2 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)2(𝑟)𝑖

}︁
,

em que 𝑚1𝑖 = 𝜕𝜇𝑖/𝜕𝜂𝑖 e (𝑟)𝑖 = 𝜕𝜂𝑖/𝜕𝛽𝑟, ∧𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{1/𝜑1𝑖 · · · 1/𝜑1𝑛} e 𝑣𝑖 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑖), 𝑖 =

1 · · · 𝑛.
Analogamente, temos que

𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛿𝜕𝑤⊤ =

𝑛∑︁
𝑙=1

{︁
ℎ1𝑖𝑣𝑖 ∧2

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑅)𝑖 + ℎ1𝑖𝑣
′
𝑖 ∧2

𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)𝑢𝑖(𝑅)𝑖

}︁
,
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em que ℎ1𝑖 = 𝜕𝜑𝑖/𝜕𝜏𝑖 e (𝑅)𝑖 = 𝜕𝜏/𝜕𝛿𝑅, ∧𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{1/𝜑1𝑖 · · · 1/𝜑1𝑛} , 𝑣𝑖 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑖) e

𝑣′
𝑖 = −2𝑡

(2)
(𝑧𝑖) sendo 𝑖 = 1 · · · 𝑛. Logo, temos que

Δ =

⎛⎜⎜⎝ 𝑋⊤𝑀1Λ
[︁
𝑉 + 2𝑉 ′𝑢

]︁
𝑆⊤Φ1Λ2(𝑦 − 𝜇)

[︁
𝑉 + 𝑉 ′𝑢

]︁
⎞⎟⎟⎠ . (5.23)

respectivamente, em que (𝑦 − 𝜇) = (𝑦1 − 𝜇1, . . . , 𝑦𝑛 − 𝜇𝑛)⊤, 𝑉 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑣1, . . . , 𝑣𝑛)⊤ sendo
𝑣𝑖 = −2𝑔′(𝑧2)

𝑔(𝑧2) , 𝑔′(𝑧2) = 𝜕𝑔(𝑧2)
𝜕𝑧2 , 𝑢 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛), 𝜄 um vetor 𝑛 × 1 de uns.

5.2.3.2 Perturbação Aditiva nos Preditores nos MNLSH

Aqui estamos interessado em avaliar a perturbação aditiva na 𝑖-ésima observação dos
preditores 𝑝 e 𝑞 no submodelo da média e da dispersão, respectivamente. Isto,é 𝑥𝑖𝑝𝑤 = 𝑥𝑖𝑝 +𝑤𝑖

e 𝑠𝑖𝑞𝑤 = 𝑠𝑖𝑞 + 𝑤𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛. Tais tipos de perturbações conduzem ao seguinte modelo não
linear simétrico heteroscedástico perturbado:

𝑓𝑦𝑖
(𝑦𝑖|𝑤𝑖) = 1√

𝜑𝑖𝑤

𝑔(𝑢𝑖𝑤) = 1√
𝜑𝑖𝑤

𝑔{(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)2/𝜑𝑖𝑤}

em que 𝑢𝑖𝑤 = (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)2/𝜑𝑖 = 𝜖2
𝑖 /𝜑𝑖, 𝑖 = 1, · · · , 𝑛

Neste caso, o logaritmo da função verossimilhança é dado por

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

log(𝜑𝑖𝑤) +
𝑛∑︁

𝑖=1
log{𝑔(𝑢𝑖𝑤)}.

Considerando os dois componentes sistemáticos dos MNLSH é possível perturbar conjunta-
mente nos preditores do modelo, ou separadamente, ou seja, perturbar somente a coluna 𝑋 no
submodelo da média e depois perturbar também a coluna 𝑆 do submodelo da dispersão. Im-
portante ressaltar que em cada caso, pode ocorrer que a coluna 𝑋 pode ser igual ou diferente
a do 𝑆. Assim definimos em cada um dos casos a estrutura da matriz Δ.

• Caso 1: Perturbação conjunta com 𝑋 ̸= 𝑆

Neste caso o logaritmo da função verossimilhança é dado por

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

log(𝜑𝑖𝑤) +
𝑛∑︁

𝑖=1
log{𝑔(𝑢𝑖𝑤)}.
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A matriz Δ𝛽 pode ser expressa da seguinte forma:

Δ𝛽 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝜕𝑤⊤

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︁
[𝑚2𝑖𝑤𝑣𝑖 ∧𝑖𝑤 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)𝑓1𝑖𝑤 − 2𝑣′

𝑖𝑤𝑚2
1𝑖𝑤𝑓1𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 𝑢𝑖𝑤

− 𝑣′
𝑖𝑤ℎ1𝑖𝑤𝑔1𝑖𝑤𝑚1𝑖𝑤 ∧2

𝑖𝑤 𝑢𝑖𝑤(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤) − 𝑚1𝑖𝑤ℎ1𝑖𝑤𝑔1𝑖𝑤𝑣𝑖𝑤 ∧2
𝑖𝑤 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)

− 𝑚2
1𝑖𝑤𝑣𝑖𝑤𝑓1𝑖𝑤∧𝑖𝑤](𝑟)𝑖𝑤 + 𝑚1𝑖𝑤𝑣𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)𝑓2𝑖𝑤

}︁
,

Em forma matricial, temos

Δ𝛽 = 𝑋⊤
𝑤𝑀2𝑤𝑉𝑤Λ𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐹1 − 2𝑋⊤

𝑤𝑉 ′
𝑤𝑀 2

1𝑤Λ𝑤𝑢𝑤𝐹1

− 𝑋⊤
𝑤𝑉 ′

𝑤Φ1𝑤𝑀1𝑤Λ2
𝑤𝑢𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐺1 − 𝑋⊤

𝑤𝑀1𝑤Φ1𝑤𝑉𝑤Λ2
𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐺1

− 𝑋⊤
𝑤𝑀2

1𝑤𝑉𝑤Λ𝑤𝐹1 + 𝑀1𝑤𝑉𝑤Λ𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐹2,

em que 𝐹1 = 𝜕𝜂𝑖𝑤

𝜕𝑤𝑖
= 𝜕𝜂𝑖𝑤

𝜕𝑋𝑤

𝜕𝑋𝑤

𝜕𝑤𝑖
, 𝐹2 = 𝜕2𝜂𝑖𝑤

𝜕𝛽𝑖𝜕𝑤𝑖
e 𝐺1 = 𝜕𝜏𝑖𝑤

𝜕𝑤𝑖
= 𝜕𝜏𝑖𝑤

𝜕𝑆𝑤

𝜕𝑆𝑤

𝜕𝑤𝑖
, 𝐺2 = 𝜕2𝜏𝑖𝑤

𝜕𝛿𝑖𝜕𝑤𝑖
.

Analogamente, temos

Δ𝛿 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛿𝜕𝑤⊤

= 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

{︁
(𝑣𝑖𝑤𝑢𝑖𝑤 − 1)[ℎ2𝑖𝑤𝑔1𝑖𝑤(𝑅)𝑖 − ℎ2

1𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 𝑔1𝑖𝑤(𝑅)𝑖 + ℎ1𝑖𝑤𝑔2𝑖𝑤]

+ ℎ1𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 (𝑅)𝑖[−2𝑚1𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 𝑓1𝑖𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤) − ℎ1𝑖𝑤 ∧𝑖𝑤 𝑢𝑖𝑤](𝑣′
𝑖𝑤𝑢𝑖𝑤 + 𝑣)

}︁
.

Em forma matricial, temos

Δ𝛿 = 1
2
{︁
(𝑉𝑤𝑢𝑤 − 𝜄)[𝑆⊤

𝑤 Φ2𝑤𝐺1 − 𝑆⊤
𝑤 Φ2

1𝑤Λ𝐺1 + Φ1𝑤𝐺2]

− 𝑆⊤
𝑤Φ1𝑤Λ𝑤[2𝑀1𝑤Λ𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐹1 + Φ1𝑤Λ𝑤𝑢𝑤](𝑉 ′

𝑤𝑢𝑤 + 𝑉 )
}︁
,

em que Φ2 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(ℎ21, . . . , ℎ2𝑙) com elementos dados por ℎ2𝑙 = 𝜕ℎ1𝑙/𝜕𝜏𝑙.

• Perturbação somente na média

Neste caso o logaritmo da função verossimilhança é dado por

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

log(𝜑𝑖) +
𝑛∑︁

𝑖=1
log{𝑔(𝑢𝑖𝑤)}.

A matriz Δ𝛽 pode ser expressa da seguinte forma:

Δ𝛽 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝜕𝑤⊤

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︁
[𝑚2𝑖𝑤𝑣𝑖 ∧𝑖 𝑓1𝑖𝑤 + 𝑣′

𝑖𝑤(−2𝑚2
1𝑖𝑤𝑓1𝑖𝑤 ∧𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)](𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)(𝑟)𝑖𝑤

+ [−𝑚1𝑖𝑤𝑓1𝑖𝑤(𝑟)𝑖𝑤 + 𝑓2𝑖𝑤(𝑦𝑖 − 𝜇𝑖𝑤)](∧𝑖𝑚1𝑖𝑤𝑣𝑖𝑤)
}︁
,
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Em forma matricial, temos

Δ𝛽 = 𝑋⊤
𝑤𝑀2𝑤𝑉𝑤Λ(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐹1 − 2𝑋⊤

𝑤𝑀2
1𝑤𝑉 ′

𝑤𝑢𝑤 − 𝑋⊤
𝑤𝑀2

1𝑤𝑉𝑤Λ𝐹1

+ 𝑀1𝑤(𝑦 − 𝜇𝑤)𝐹2.

• Perturbação somente na dispersão

Neste caso o logaritmo da função verossimilhança é dado por

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

log(𝜑𝑖𝑤) +
𝑛∑︁

𝑖=1
log{𝑔(𝑢𝑖𝑤)}.

A matriz Δ𝛿 pode ser expressa da seguinte forma:

Δ𝛿 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛿𝜕𝑤⊤

= 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

{︁
[ℎ2𝑖𝑤𝑣𝑖 ∧𝑖 𝑔1𝑖𝑤(𝑅)𝑖𝑤 + ℎ2

1𝑖𝑤𝑔1𝑖𝑤 ∧2
𝑖𝑤 (𝑅)𝑖𝑤 + (𝑣𝑖𝑤𝑢𝑖𝑤 − 1)

− [𝑣′
𝑖𝑤𝑢𝑖𝑤 + 𝑣𝑖𝑤](∧𝑖𝑤ℎ2

1𝑖𝑤𝑢𝑖𝑤(𝑅)𝑖𝑤)
}︁
.

Em forma matricial, temos que

Δ𝛿 = 1
2[𝑉𝑤𝑢𝑤 − 𝜄](𝑆⊤

𝑤Φ2𝑤Λ𝑤𝐺1 − 𝑆⊤
𝑤Φ2

1𝑤Λ2
𝑤𝐺1 + Φ1𝑤Λ𝑤𝐺2)

− 1
2𝑆⊤

𝑤Φ2
1𝑤Λ2

𝑤𝑢𝑤[𝑉 ′
𝑤𝑢𝑤 + 𝑉𝑤].

5.2.3.3 Perturbação de Casos Ponderados nos MNLSH

Nosso interesse aqui reside em avaliar como a contribuição das observações com ponde-
rações afetam o estimador de máxima verossimilhanças. O logaritmo da função de verossimi-
lhança do modelo não linear simétrico heteroscedástico perturbado é dado por

ℓ(𝜃|𝜔) = 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑤𝑖 log(𝜑𝑖) +
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑤𝑖 log{𝑔(𝑢𝑖)},

em que 0 ≤ 𝑤𝑖 ≤ 1.

Assim temos que

Δ𝛽 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛽𝜕𝑤⊤

=
𝑛∑︁

𝑖=1

{︁
𝑚1𝑖𝑣𝑖 ∧𝑖 (𝑦𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑟)𝑖

}︁
,
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em que 𝑚1𝑖 = 𝜕𝜇𝑖/𝜕𝜂𝑖 e (𝑟)𝑖 = 𝜕𝜂/𝜕𝛽𝑟, ∧𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{1/𝜑1𝑖 · · · 1/𝜑1𝑛} e 𝑣𝑖 = −2𝑡
(1)
(𝑧𝑖), 𝑖 =

1 · · · 𝑛.
Podemos escrever a forma matricial de Δ𝛽 da seguinte forma

Δ𝛽 = 𝑋̃⊤𝑀1𝑉 Λ(𝑦 − 𝜇).

Analogamente, para o submodelo da dispersão, temos que

Δ𝛿 = 𝜕2ℓ(𝜃|𝜔)
𝜕𝛿𝜕𝑤⊤

= 1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

{︁
ℎ1𝑖 ∧𝑖 (𝑣𝑖𝑢𝑖 − 1)(𝑅)𝑖

}︁
.

Em notação matricial temos que

Δ𝛿 =
1
2

𝑆⊤Φ1Λ(𝑉 𝑢 − 𝜄).

em que 𝜄 é a matriz de uns.
De forma geral, dada a matriz Δ em cada esquema de perturbação apresentado, é possível

calcular a curvatura e detectar os pontos influentes no modelo proposto em relação a cada
esquema de perturbação através da representação gráfica de 𝐶𝑡 versus seu índice.

5.3 APLICAÇÃO 1

Para ilustrar as técnicas de diagnóstico desenvolvidas neste capítulo, foram considerados
dados experimentais de um teste de aprendizagem e memória espaciais aplicado em ratos
portadores de lesão cerebral isquêmica, ou seja, pela falta de sangue no cérebro. Neste conjunto
de dados de 255 observação, Cordeiro, Previdelli e Samohyl (2008) analisaram esse conjunto
de dados considerando o modelo de regressão não linear generalizado super-dispersado em que
a variável resposta (𝑦) segue uma distribuição Poisson dupla. A função de ligação escolhida
para o parâmetro de locação é a função identidade definida como segue:

𝜂𝑖 = 𝛽0𝑥0𝑖 + 𝑥1𝑖 exp(𝛽1𝑥2𝑖) + 𝑥0𝑖 exp(𝛽2𝑥2𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 255

e uma ligação exponencial para o parâmetro de dispersão, que é estimado pela componente
sistemática dada por

𝜑𝑖 = exp(𝛿0 + 𝛿1𝑥2𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 255,
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sendo

𝑥0𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 se o i-rato for não lesionado

0 caso contrário
e

𝑥1𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 se o i-rato for lesionado

0 caso contrário
e 𝑥2 que corresponde ao tempo representado em cinco blocos de três dias cada, conforme as
Tabelas 48 e 49, e a variável resposta 𝑦 representa a média dos erros cometidos pelos ratos.
Assumimos dois modelos com erros simétricos (t-Student 𝑡4 e Exponencial Potência com
𝜅 = 0.3) para ajustá-los a esse conjunto de dados. As EMV (com os respectivos erros padrão
em parênteses) foram de 𝛽0 =-0.0170(0.0499), 𝛽1 =-0.7461(0.0023), 𝛽2 =-0.3338(0.0172),
𝛿0 =0.7980(0.0064), 𝛿1 =-1.0150(0.0065) e de 𝛽0 =-0.10025(0.0118), 𝛽1 =-0.7565(0.0020),
𝛽2 =-0.3365(0.0114), 𝛿0 =0.9091(0.0007), 𝛿1 =-1.1797(0.0012) para o modelo exponencial
potência e modelo 𝑡4, respectivamente. Percebe-se que o estimador 𝛽0 do modelo exponencial
potência não foi significativo por ter um desvio padrão muito alto (três vezes maior que o
valor estimado). Por outro lado, 𝛽1 corresponde ao deficit de aprendizagem para os ratos
não lesionados e 𝛽2 para o ratos lesionados nos dois modelos. Apresentamos a seguir as
Figuras 5 a 20 para o modelo Exponencial potência e o modelo 𝑡4 referentes às técnicas de
diagnósticos nos MNLSH. Analisando as Figuras 5 e 6 de alavancagem generalizada contra
valores ajustados referente ao submodelo da média dos modelos Exponencial potência e modelo
𝑡4, respectivamente. Identificamos para o modelo exponencial potência 1 ponto (observação
169) e dois pontos (observação 103 e 116) para o modelo 𝑡4, respectivamente. Para as Figuras
7 e 8 que ilustram a influência global contra os valores ajustados e referente ao submodelo
da média para os modelos Exponencial potência e modelo 𝑡4, respectivamente, destacamos 5
pontos (observação 5, 24, 64, 106 e 132) e três pontos (observação 64, 106 e 117) para o
modelo exponencial potência e 𝑡4, respectivamente. Seguindo a mesma análise para a média,
há 1 ponto em destaque na Figura 9 (observação 101) para o modelo exponencial Potência e
nenhum ponto foi identificado na Figura 10. Já a partir das Figuras 11 e 12 dos resíduos 𝑡𝑆𝛽𝑖

para média percebe-se que vários pontos estão fora do intervalo [−2, 2]. Dentre esses pontos
se destacam as observações 64 e 106 para ambos os modelos em estudo.

Considerando as Figuras 13 e 14 de alavancagem generalizada contra valores ajustados
referente ao submodelo da dispersão, para os respectivos modelos em estudo tem-se que
nenhum ponto foi destacado para ambos os modelos. No entanto, nas Figura 15 e 16 anotamos
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7 pontos em destaques (observação 39, 44, 64, 69, 166, 170, 171) e 6 pontos (observação 39,
44, 166, 169, 170, 171) para o modelo Exponencial Potência e 𝑡4, respectivamente. Mas nas
Figuras 17 e 18 nenhum ponto foi detectado para ambos os modelos considerados. Percebe-
se nas Figuras 19 e 20 que vários pontos do resíduo 𝑡𝑆𝛿𝑖

para a dispersão não pertencem
ao intervalo [−2.2] com 1 ponto em destaque, a observação 39 para ambos os modelos
considerados.

Diante dessas análises de alavancagem generalizada e de influência global para os dois
modelos em estudo, observamos que a parte afetada do cérebro dos ratos tem alguma influência
na memória e aprendizagem dos mesmos. Afim de verificar se estas observações são valores
aberrantes realizamos uma análise de sensibilidade destas observações. Esta análise consiste
em remover uma determinada observação, reajustar o modelo e, em seguida, calcular as taxas
de variação das estimativas dos parâmetros do modelo. Estas taxas são dadas pela seguinte
expressão:

taxa(𝜃) =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝜃*(𝑖) − 𝜃

𝜃

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒× 100,

em que 𝜃 e 𝜃*(𝑖) são os EMV no modelo completo e no modelo sem a 𝑖-ésima observação,
respectivamente. Os resultados dessa análise estão apresentados na Tabela 45. A presente
análise é feito considerando o modelo 𝑡4 já que ele foi escolhido como modelo que se ajustou
melhor ao conjunto de dados em estudo. Percebe-se que ao retirarmos todas as observações
destacados pelas Figuras de diagnóstico, uma de cada vez, houve um impacto nas estimativas
dos parâmetros da regressão. Por exemplo, a retirada das observações 117 e 166 causou
mudanças significativas nas estimativas do modelo proposto como podemos observar no gráfico
de influência global na Figura 8.

Tabela 45 – Análise de sensibilidade ao remover as observações influentes no Modelo 𝑡4

Observações 5 39 44 64 117 166 171
𝛽0 1,74 0,23 0,23 1,14 14,54 0,29 0,34
𝛽1 0,18 0,04 0,04 0,42 1,62 0,04 0,61
𝛽2 0,32 0,44 0,44 0,54 1,42 0,01 0,15
𝛿0 3,99 5,48 5,48 1,91 12,53 6,68 5,77
𝛿1 0,85 0,75 0,75 0,59 4,70 1,59 0,81

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 5 – Gráfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da média da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 6 – Gráfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da média t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 7 – Gráfico de influência global referente ao submodelo da média da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 8 – Gráfico de influência global referente ao submodelo da média da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 9 – Gráfico Gráfico de ℎ̂𝑖𝑖 por valor ajustado referente ao submodelo da média da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 10 – Gráfico Gráfico de ℎ̂𝑖𝑖 por valor ajustado referente ao submodelo da média t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 11 – Gráfico de resíduo por valor ajustado referente ao submodelo da média da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 12 – Gráfico de resíduo por valor ajustado referente ao submodelo da média da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 13 – Gráfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da dispersão da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 14 – Gráfico de alavancagem generalizada referente ao submodelo da dispersão t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 15 – Gráfico de influência global referente ao submodelo da dispersão da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 16 – Gráfico de influência global referente ao submodelo da dispersão da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 17 – Gráfico Gráfico de ℎ̂𝑖𝑖 por valor ajustado referente ao submodelo da dispersão da Exponencial
Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 18 – Gráfico Gráfico de 𝑝𝑖𝑖 por valor ajustado referente ao submodelo da dispersão da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 19 – Gráfico de resíduo por valor ajustado referente ao submodelo da dispersão da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 20 – Gráfico de resíduo por valor ajustado referente ao submodelo da dispersão da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 21 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação aditiva na resposta referente ao modelo da Exponencial
Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 22 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação aditiva na resposta referente ao modelo da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 23 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação aditiva nos preditores referente ao modelo da Exponencial
Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 24 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação aditiva nos preditores referente ao modelo da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)
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Figura 25 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação ponderada referente ao modelo da Exponencial Potência

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Figura 26 – Gráfico de índice do 𝐶𝑖 com perturbação ponderada referente ao modelo da t-Student

Fonte: Elaborada pelo autor (2023)

Nas figuras 21 e 26 apresentamos os gráficos de curvaturas para o ajuste do modelo
com os três tipos de perturbação. Considerando a perturbação aditiva na resposta e o ponto
de corte de 2𝐶 (Figuras 21 e 22), ambos os ratos lesionados e não lesionados apresentam
curvatura acima do limite de corte estabelecido para ambos os modelos em estudo. Já nas
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Figuras 23 e 24, considerando o esquema de perturbação aditiva no preditor, percebe-se que
no modelo Exponencial Potência somente os ratos lesionados apresentam curvatura acima do
limite de corte. Já no modelo t-Student ambos os ratos lesionados e não lesionados apresentam
curvatura acima do limite de corte com em destaque os ratos lesionados (12 observação acima
do corte para os ratos lesionados contra 2 dos ratos não lesionados). Seguindo o mesmo
raciocínio, nas Figuras 25 e 26 considerando o esquema de perturbação ponderado, observe-se
que ambos os ratos lesionados e não lesionados apresentam corte acima do limite estabelecido
com em destaque os ratos lesionados apresentando grupo com curvatura acima dos demais da
t-Student (observação 101, 106, 114 e 116 como observações potencialmente influentes).

Ao removermos todas as observações presentes nos gráficos de curvaturas, uma de cada
vez, não interfere significativamente nas estimativas dos modelos considerados. Em termo de
adequabilidade dos modelos propostos para os dados e avaliando pelo critério de informação
d’Akaike (AIC) tem-se uma leve vantagem do t-Student 𝑡4 (AIC=262.186) contra 298.162
para o modelo Exponencial Potência com 𝜅 = 0.3. Esta vantagem se reflete também na
aplicação das técnicas de diagnósticos nesse capítulo.

5.4 CONCLUSÃO

Neste capítulo derivamos alguns procedimentos de diagnóstico na classe dos modelos não
lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH) considerando as seguintes medidas avaliadas
para o Exponencial potência e Student-t: alavancagem generalizada, influência global e influên-
cia local. A metodologia de Cook (1977) foi considerada para a influência local sob perturbação
na resposta, de casos ponderados e no preditor.

Os resultados da aplicação da técnica de diagnóstico para os modelos considerados apon-
taram a eficiência de cada técnica em detectar observações influentes no conjunto de dados
analisado. Além disso percebemos que o modelo Student 𝑡4 se ajusta melhor aos dados do
que o modelo Exponencial Potência de regressão não linear baseando na sua robustez de lidar
com observações extremas.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS E PROPOSTAS PARA PESQUISAS FUTURAS

Apresentamos nesta seção as principais contribuições teóricas e conclusões desta tese como
segue:

• No capítulo 2 derivamos uma fórmula matricial geral para os vieses de segunda ordem
dos estimadores de máxima verossimilhanças dos parâmetros da média e da dispersão nos
modelos de regressão não lineares simétricos heteroscedásticos. Nesta classe de modelos
abordamos a situação em que os parâmetros de dispersão não são constantes para
todas as observações, permitindo assim o uso de qualquer estrutura heteroscedástica,
tendo a heteroscedasticidade multiplicativa como caso particular, generalizando assim
os resultados de Cysneiros, Cordeiro e Cysneiros (2010). Além disso, calculamos os
intervalos de confiança do tipo assintótico, bootstrap percentil e bootstrap-t. Através de
simulação de Monte Carlo avaliamos os desempenhos dos estimadores pontuais, a saber:
de máxima verossimilhanças, suas versões corrigidas via Cox e Snell (1968) e a técnica de
bootstrap (Efron (1979)) e estimadores intervalares propostos. Os resultados apontaram
que as correções analítica de Cox e Snell (1968) e por Efron (1979) são altamente eficazes
apresentando desempenho favoráveis para reduzir o viés dos estimadores de máxima
verossimilhanças dos vetores de parâmetros 𝛽 e 𝛿. Os intervalos de confiança bootstrap-
t e assintótico apresentaram probabilidades de cobertura estimadas mais próximas dos
níveis nominais de cobertura consideradas. Os resultados da aplicação corroboraram com
os da simulação.

• No capítulo 3 derivamos uma fórmula matricial geral para o fator de correção de Bartlett
à estatística da razão de verossimilhanças para testar conjuntamente e/ou separada-
mente o efeito da média e da dispersão nos modelos de regressão não lineares simétri-
cos heteroscedásticos. Nesta classe de modelos admitimos que a média e a dispersão
não são constantes, considerando para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica,
tendo como caso particular a heteroscedasticidade multiplicativa. Para o teste de hete-
roscedasticidade, o nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em ARAÚJO,
CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022). Além disso, os nossos resultados generalizam os
resultados apresentados em Cordeiro (2004). Através de estudo de simulação de Monte
Carlo, avaliamos os desempenhos dos testes da razão de verossimilhanças e razão de
verossimilhanças bootstrap com suas respectivas versões corrigidas, em termos de tama-
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nho e poder, em amostras finitas. Os resultados apontaram que o teste 𝐿𝑅 é bastante
liberal e sua versão corrigida, embora atenue tal tendência, ainda apresenta taxas de
rejeição distorcidas conforme aumentamos o número de parâmetros de interesse e de
perturbação enquanto o teste bootstrap apresentou taxas de rejeição mais próximas dos
níveis nominais. No que tange no Poder o teste corrigidos de 𝐿𝑅** apresentou melhor
desempenho dentre os testes corrigidos considerados.

• No capítulo 4 derivamos uma fórmula matricial geral para o fator de correção Tipo-
Bartlett para a estatística escore para testar conjuntamente e/ou separadamente o efeito
da média e da dispersão, nos modelos de regressão não lineares simétricos heterosce-
dásticos (MNLSH). Nesta classe de modelos, consideramos que a média e a dispersão
não são constantes, admitindo para a dispersão qualquer estrutura heteroscedástica.
Para o teste de heteroscedasticidade, os resultados do nosso trabalho generalizam os
apresentados em Cordeiro (2004), ARAÚJO, CYSNEIROS e MONTENEGRO (2022).
Através de simulação de Monte Carlo, avaliamos os desempenhos dos testes escore com
suas respectivas versões corrigidas, em termos de tamanho e poder, em amostras finitas.
Os resultados das simulações considerando os erros simétricos exponencial (𝜅 = 0.3)

e t-Student 𝜈 = 4 (fixo) evidenciaram que teste escore e suas versões corrigidas têm
desempenho semelhante em todos os cenários analisados. Fica difícil apontar qual tem
um desempenho superior ao outro. No que tange ao estudo de simulação do poder de
teste 𝑆𝑅, os resultados apontam que não há nenhuma perda de poder derivada do fato
de usar o fator de correção de tipo-Bartlett.

• No capítulo 5 derivamos alguns procedimentos de diagnósticos na classe dos modelos
não lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH). Nesta classe de modelos considera-
mos que a média e a dispersão não são constantes, admitindo para a dispersão qualquer
estrutura heteroscedástica, tendo como caso particular, a heteroscedasticidade multipli-
cativa. Desta forma, nosso trabalho generaliza os resultados apresentados em Vanegas
e Cysneiros (2010) uma vez que os autores consideraram constante a dispersão. Assim,
a verificação de presença de observação extrema na variável resposta e os métodos de
diagnósticos tornam-se instrumentos fundamentais para seleção de modelo adequado ao
conjunto de dados em estudo. Para isto, avaliamos alguns dos modelos pertencente á
família simétrica com a presença de outliers e derivamos alguns métodos de diagnóstico
tais como a alavancagem generalizada e a influência global e local e por fim, avaliamos
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a robustez contra observações aberrantes apresentando uma aplicação a dados reais
considerando os modelos t-Student e Exponencial Potência. Os resultados da análise de
diagnóstico para esses modelos mostraram-se eficientes em detectar observações influ-
entes nos dados analisados. Além disso o modelo t-Student se ajusta melhor aos dados
do que o modelo Exponencial Potência de regressão não linear baseando na sua robustez
de lidar com observações aberrantes.

Considerando a classe de modelo não linear simétrico heteroscedástico, várias linhas de pesquisa
devem ser desenvolvidas no futuro, tais como:

1- Obter a correção de viés usando a metodologia de Firth (1993) nessa classe de modelo
MNLSH;

2- Obter ajustes para teste de heteroscedasticidade baseado na estatística da razão de
verossimilhanças perfiladas modificadas na classe dos MNLSH estendida.

3- Obter ajustes de Skovgaard (2001) para teste da razão de verossimilhanças na mesma
classe.

4- Obter resíduos padronizados para o método de diagnóstico na classe dos MNLSH.
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APÊNDICE A – CUMULANTES NO MODELO NÃO LINEAR SIMÉTRICO

HETEROSCEDÁSTICO

Neste apêndice, apresentamos a obtenção de alguns cumulantes conjuntos de derivadas
do logaritmo da função de verossimilhança do modelo não linear simétrico heteroscedástico,
necessários ao cálculo da quantidade 𝑑 que define a correção de Bartlett para a estatística da
razão de verossimilhanças 𝐿𝑅 e os termos 𝐴1, 𝐴2 e 𝐴3 que define correção tipo- Bartlett para
a estatística Escore.

Sejam 𝑌1, . . . , 𝑌𝑛, variáveis aleatórias continuas independentes de um modelo não linear
simétrico heteroscedástico (MNLSH). O logaritmo da função de verossimilhança do modelo
não linear simétrico heteroscedástico definido por 2.1 dado o vetor de parâmetros 𝜃 = (𝛽, 𝛿)⊤

é dado por
ℓ = ℓ(𝜃) = log 𝑓(𝑦, 𝜃) = −1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

log(𝜑𝑙) +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙), (A.1)

em que 𝑡(𝑧𝑙) = log{𝑔(𝑢𝑙)} e 𝑢𝑙 = 𝑧2 = (𝑦𝑙 − 𝜇𝑙)2/𝜑𝑙.
Por simples diferenciação em relação aos componentes do vetor de parâmetro 𝛽, temos

que para 𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑟 = 1, . . . , 𝑝 e 𝑖 = 1, . . . , 4

𝜕ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟

= 𝜕𝑡(𝑧𝑙)

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛽𝑟

,
𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛽𝑟

= (𝑟)𝑙,
𝜕𝑖𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑖
𝑙

= 𝑚𝑖𝑙,
𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜇𝑙

= − 1√
𝜑𝑙

.

𝑈𝑟 = 𝜕𝑙(𝜃)
𝜕𝛽𝑟

= 𝜕

𝜕𝛽𝑟

[︃
−1

2 log 𝜑𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙)

]︃

=
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)𝑚1𝑙

(︃
− 1√

𝜑𝑙

)︃
(𝑟)𝑙

= −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)

𝑚1𝑙√
𝜑𝑙

(𝑟)𝑙.
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De forma análoga, temos que para 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢 = 1, · · · , 𝑝

𝑈𝑟𝑠 = 𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠

= 𝜕𝑈𝑟

𝜕𝛽𝑠

= 𝜕

𝜕𝛽𝑠

[︃
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)𝑚1𝑙

(︃
− 1√

𝜑𝑙

)︃
(𝑟)𝑙

]︃

= −
𝑛∑︁

𝑙=1

[︃
𝑡
(2)
(𝑧𝑙)𝑚1𝑙

(︃
− 1√

𝜑𝑙

)︃
(𝑠)𝑙𝑚1𝑙(𝑟)𝑙 + 𝑡

(1)
(𝑧𝑙) {𝑚2𝑙(𝑠)𝑙(𝑟)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠)𝑙}

]︃
1√
𝜑𝑙

=
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(2)
(𝑧𝑙)

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑠)𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)

1√
𝜑𝑙

{𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠)𝑙} ,

𝑈𝑟𝑠𝑡 = 𝜕3ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛽𝑡

= 𝜕𝑈𝑟𝑠

𝜕𝛽𝑡

= 𝜕

𝜕𝛽𝑡

[︃
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(2)
(𝑧𝑙)

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑠)𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)

1√
𝜑𝑙

{𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠)𝑙}
]︃

= −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(3)
(𝑧𝑙)

𝑚3
1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(2)
(𝑧𝑙)

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{︂
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙[(𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠)𝑙

+ (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙]
}︂

−
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(1)
(𝑧𝑙)

1√
𝜑𝑙

{︂
𝑚3𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠𝑡)𝑙

+ 𝑚2𝑙[(𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙]
}︂

𝑒

𝑈𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜕4ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛽𝑡𝜕𝛽𝑢

=
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(4)
(𝑧𝑙)

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(3)
(𝑧𝑙)

1
𝜑

3/2
𝑙

{︂
3𝑚2𝑙𝑚

2
1𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 𝑚3
1𝑙

[︁
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚2

1𝑙

[︁
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 𝑚1𝑙 {(𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙}
]︁}︂

+
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡
(3)
(𝑧𝑙)

(︁ 1
𝜑𝑙

)︁{︂
𝑚2𝑙

[︁
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚1𝑙

[︁
3𝑚3𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 3𝑚2𝑙

{︁
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︁
+ 𝑚2𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︁
+ 𝑚1𝑙

{︁
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︁]︁
+ 𝑚1𝑙

[︁
𝑚3𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝑚2𝑙

{︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︁]︁}︂
−

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡
(1)
(𝑧𝑙)

1√
𝜑𝑙

{︂
𝑚4𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝑚3𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚2𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

+ (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚1𝑙(𝑟𝑠𝑡𝑢)1𝑙

}︂
.
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Tomando as esperanças das quatro expressões acima, encontram-se os cumulantes:

𝜅𝑟 = E(𝑈𝑟) = 0,

𝜅𝑟𝑠 = E(𝑈𝑟𝑠) = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑠)𝑙,

𝜅𝑟𝑠𝑡 = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{︂
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙

]︁}︂
,

𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,0,0,1,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

1
𝜑𝑙

{︂(︁
3𝑚2

2𝑙 + 4𝑚1𝑙𝑚3𝑙

)︁
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 3𝑚1𝑙𝑚2𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚2

1𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
.

Diferenciando 𝜅𝑟𝑠 em relação a 𝛽𝑡, 𝜅𝑟𝑠 em relação a 𝛽𝑡𝑢 e 𝜅𝑟𝑠𝑡 em relação a 𝛽𝑢, verificamos,
respectivamente, que:

𝜅(𝑡)
𝑟𝑠 = 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙

}︁
;

𝜅(𝑡𝑢)
𝑟𝑠 = 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂
;

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 = 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙

+ (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
+ 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︂

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂
.

Por simples diferenciação em relação aos componentes do parâmetro 𝛿, temos que para
𝑙 = 1, . . . , 𝑛, 𝑅 = 1, . . . , 𝑞, 𝑖 = 1, . . . , 4

𝜕ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅

= 𝜕𝑡(𝑧𝑙)

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜑𝑙

𝜕𝜑𝑙

𝜕𝜏𝑙

𝜕𝜏𝑙

𝜕𝛿𝑅

,
𝜕𝜏𝑙

𝜕𝛿𝑅

= (𝑅)𝑙,
𝜕𝑖𝜑𝑙

𝜕𝜏 𝑖
𝑙

= ℎ𝑖𝑙,
𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜑𝑙

= −1
2

𝑧𝑙

𝜑𝑙

.
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𝑈𝑅 = 𝜕ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅

= 𝜕

𝜕𝛿𝑅

[︁
− 1

2 log 𝜑𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(𝑧𝑙)

]︁
= −1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅)𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1

{︁
𝑡(1)
𝑧𝑙

(︂
−1

2

)︂
𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑅)𝑙

}︁
= −1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑅)𝑙;

𝑈𝑅𝑆 = 𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛿𝑆

= 𝜕𝑈𝑅

𝜕𝛿𝑆

= 𝜕

𝜕𝛿𝑆

[︁
− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑅)𝑙

]︁
= −1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆)𝑙 + 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙

+ 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆)𝑙;

𝑈𝑅𝑆𝑇 = 𝜕3ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛿𝑆𝜕𝛿𝑇

= 𝜕𝑈𝑅𝑆

𝜕𝛿𝑇

= −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + 3
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

− 1
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧3
𝑙

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 − 9
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ1𝑙ℎ2

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

− 15
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ3

1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + 9
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙ℎ2

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ3𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆𝑇 )𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂

+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂

+ 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂

+ 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂
− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆𝑇 )𝑙;

𝑈𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 𝜕4ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛿𝑆𝜕𝛿𝑇 𝜕𝛿𝑈
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Logo, temos que:

𝑈𝑅𝑆𝑇 𝑈 = −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 2
𝑛∑︁

𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 6
𝑛∑︁

𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
𝑛∑︁

𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
16

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(4)
𝑧𝑙

𝑧4
𝑙

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 9
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧3
𝑙

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧3
𝑙

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 87
16

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 27
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 105
16

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ4

1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 45
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧1
𝑙

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 9
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ4𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆𝑇𝑈)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙

𝜑𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3𝑙

𝜑𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭+ 3
2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭−
𝑛∑︁

𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭− 1
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧3
𝑙

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
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− 9
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭+ 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭− 15
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ3

1𝑙

𝜑3
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 9

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ3𝑙

𝜑𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 3

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙

+ (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2𝑙

𝜑𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅𝑆𝑇𝑈)𝑙.
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Tomando as esperanças das quatro expressões acima, encontram-se os cumulantes:

𝜅𝑅𝑆 = 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙;

𝜅𝑅𝑆𝑇 = 1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

}︂
;

𝜅𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 1
16
(︁
𝜙(0,0,0,1,4) + 18𝜙(0,0,1,0,3) + 87𝜙(0,1,0,0,2) − 57

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4
(︁
7 − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9𝜙(0,1,0,0,2)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8
(︁
7 − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9𝜙(0,1,0,0,2)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂
+ 3

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

}︂
.

Diferenciando 𝜅𝑅𝑆 em relação a 𝛿𝑇 , 𝜅𝑅𝑆 em relação a 𝛿𝑇 𝑈 e 𝜅𝑅𝑆𝑇 em relação a 𝛿𝑈 ,
verificamos, respectivamente, que:
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𝜅
(𝑇 )
𝑅𝑆 = 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑇, 𝑆)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇 )𝑙

⎫⎬⎭
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇 )𝑙

𝜅
(𝑇 𝑈)
𝑅𝑆 = −5

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂
+ 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙

+ (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

}︂
,

𝜅
(𝑈)
𝑅𝑆𝑇 = −3

8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
8
(︁
11 − 13𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︂

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︂

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂

+ 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

{︂
(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

}︂

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙

+ (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

}︂
.
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Para obter os cumulantes mistos, observamos que 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢 = 1, . . . , 𝑝 e 𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈 = 1, . . . , 𝑞,

𝑈𝑅𝑠 = 𝜕2ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛽𝑠

= −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂𝜕𝑡(1)

𝑧𝑙

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛽𝑠

𝑧𝑙 + 𝜕𝑧𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜇𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝜂𝑙

𝜕𝛽𝑠

𝑡(1)
𝑧𝑙

]︂
ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅)𝑙

⎫⎬⎭
= −1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑠)𝑙𝑧𝑙 +

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑠)𝑙𝑡

(1)
𝑧𝑙

⎫⎬⎭ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅)𝑙

= 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙

𝜑
3/2
𝑙

ℎ1𝑙𝑚1𝑙(𝑅, 𝑠)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

1
𝜑

3/2
𝑙

ℎ1𝑙𝑚1𝑙(𝑅, 𝑠)𝑙,

𝑈𝑅𝑆𝑡 = 𝜕3ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛿𝑆𝜕𝛽𝑡

= 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑡(3)
𝑧𝑙

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑧

2
𝑙 + 2

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑡

(1)
𝑧𝑙

𝑧𝑙

⎫⎬⎭ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙

+ 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑧𝑙 +

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑡

(1)
𝑧𝑙

⎫⎬⎭ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑧𝑙 +

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑡

(1)
𝑧𝑙

⎫⎬⎭ℎ2𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑧𝑙 +

(︁ −1√
𝜑𝑙

)︁
𝑚1𝑙(𝑡)𝑙𝑡

(1)
𝑧𝑙

⎫⎬⎭ℎ1𝑙

𝜑𝑙

(𝑅, 𝑆)𝑙

= −1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙 − 5
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ

2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙

+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙 − 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙

+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡)𝑙,

+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅𝑆, 𝑡)𝑙

𝑈𝑟𝑠𝑇 = 𝜕3ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛿𝑇

=
𝑛∑︁

𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂
𝑡(3)
𝑧𝑙

(︁−1
2
)︁ 𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑇 )𝑙𝜑𝑙 − ℎ1𝑙(𝑇 )𝑙𝑡
(2)
𝑧𝑙

]︂ 1
𝜑2

𝑙

⎫⎬⎭𝑚2
1𝑙(𝑟, 𝑠)𝑙

−
𝑛∑︁

𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂
𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁−1
2
)︁ 𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑇 )𝑙𝜑
1/2
𝑙 −

(︁1
2
)︁
ℎ1𝑙(𝑇 )𝑙𝜑

−1/2
𝑙 𝑡(1)

𝑧𝑙

]︂ 1
𝜑𝑙

⎫⎬⎭𝑚2𝑙

{︁
𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠)𝑙

}︁

= −1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑚2
1𝑙ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙

+ 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇 )𝑙

⎫⎬⎭+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇 )𝑙

⎫⎬⎭,
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𝑈𝑟𝑠𝑡𝑈 = 𝜕4ℓ(𝜃)
𝜕𝛽𝑟𝜕𝛽𝑠𝜕𝛽𝑡𝜕𝛿𝑈

= 𝜕𝑈𝑟𝑠𝑡

𝜕𝛿𝑈

= −
𝑛∑︁

𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂
𝑡(4)
𝑧𝑙

(︁−1
2
)︁ 𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝜑
3/2
𝑙 −

(︂3
2

)︂
ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝜑

1/2
𝑙 𝑡(3)

𝑧𝑙

]︂ 1
𝜑3

𝑙

⎫⎬⎭
× 𝑚3

1𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 +
𝑛∑︁

𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂
𝑡(3)
𝑧𝑙

(︁−1
2
)︁ 𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝜑𝑙 − ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝑡
(2)
𝑧𝑙

]︂ 1
𝜑2

𝑙

⎫⎬⎭
× 𝑚1𝑙

{︁
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙

]︁}︁
−

𝑛∑︁
𝑙=1

⎧⎨⎩
[︂
𝑡(2)
𝑧𝑙

(︁−1
2
)︁ 𝑧𝑙

𝜑𝑙

ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝜑
1/2
𝑙 −

(︁1
2
)︁
ℎ1𝑙(𝑈)𝑙𝜑

−1/2
𝑙 𝑡(1)

𝑧𝑙

]︂ 1
𝜑𝑙

⎫⎬⎭
×
{︂

𝑚3𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠𝑡)𝑙 + 𝑚2𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡)𝑙

]︁}︂
= 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(4)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚2
1𝑙ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

+
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚2

1𝑙ℎ1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

−
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑚2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 −
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑚2
1𝑙ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

+ 2
𝑛∑︁

𝑙=1
𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑚2
1𝑙ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 − 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

ℎ2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩ℎ2𝑙

[︂
𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

]︂

+ ℎ1𝑙

[︂
𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

]︂⎫⎬⎭
− 3

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
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− 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
ℎ2

1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙(𝑟𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭ ,

𝑈𝑅𝑆𝑇 𝑢 = 𝜕4ℓ(𝜃)
𝜕𝛿𝑅𝜕𝛿𝑆𝜕𝛿𝑇 𝜕𝛽𝑢

= 𝜕𝑈𝑅𝑆𝑇

𝜕𝛽𝑢

= 1
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(4)
𝑧𝑙

𝑧3
𝑙

𝑚1𝑙ℎ
3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + 3
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚1𝑙ℎ
3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

+ 9
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚1𝑙ℎ
3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢) + 9
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ

3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

− 3
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚1𝑙ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 − 3
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

+ 15
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ

3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + 15
8

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ
3
1𝑙

𝜑
7/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

− 9
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 − 9
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
5/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

+ 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ3𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ3𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙

− 1
4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(3)
𝑧𝑙

𝑧2
𝑙

𝑚1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ

2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
− 3

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ

2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
− 3

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ
2
1𝑙

𝜑
5/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ2𝑙

𝜑
3/2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑢)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑢)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑢)𝑙

⎫⎬⎭
+ 1

2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(2)
𝑧𝑙

𝑧𝑙
𝑚1𝑙ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅𝑆𝑇, 𝑢)𝑙 + 1
2

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑡(1)
𝑧𝑙

𝑚1𝑙ℎ1𝑙

𝜑
3/2
𝑙

(𝑅𝑆𝑇, 𝑢)𝑙.

Tomando as esperanças das cinco expressões acima, encontram-se os cumulantes: Sabemos
que 𝜙(1,0,0,0,0) = 𝜙(0,0,1,0,0) = 𝜙(0,1,0,0,1) = 𝜙(3,0,0,0,0) = 0.
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𝜅𝑟𝑠𝑇 = −1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙,

𝜅𝑟𝑠𝑡𝑈 = −3
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑈)𝑙,

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑈)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑈)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑈)𝑙

}︂
,

𝜅𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 1
4
(︁
𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

𝜅𝑅𝑠 = 𝜅𝑅𝑆𝑡 = 𝜅𝑅𝑆𝑇 𝑢 = 0.

Diferenciando 𝜅𝑅𝑠 em relação a 𝛽𝑡, 𝜅𝑟𝑠 em relação a 𝛿𝑇 , 𝜅𝑅𝑆𝑡 em relação a 𝛽𝑢, 𝜅𝑟𝑠𝑇 em relação
a 𝛿𝑈 , verificamos, respectivamente, que:

𝜅(𝑇 )
𝑟𝑠 = −

(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇 )𝑙

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑇 = −

(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑢)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑇 )𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑇 )𝑙

}︂

𝜅
(𝑈)
𝑟𝑠𝑇 = −1

2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

+
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙𝑚

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

𝜅(𝑇 𝑢)
𝑟𝑠 = −2

(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑢)𝑙

−
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑2
𝑙

{︁
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑇 )𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑇 )𝑙

}︁
𝜅(𝑇 𝑈)

𝑟𝑠 = −
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙 +
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙𝑚

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

−
(︁
𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙
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𝜅
(𝑈)
𝑟𝑠𝑡 = −𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚1𝑙

𝜑2
𝑙

{︂
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑈)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑈)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑈)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑈)𝑙

]︁}︂

𝜅
(𝑡)
𝑅𝑠 = 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑆𝑡 = 𝜅

(𝑡)
𝑅𝑆 = 𝜅

(𝑡𝑢)
𝑅𝑆 = 𝜅

(𝑈)
𝑅𝑆𝑡 = 𝜅

(𝑡𝑢)
𝑅𝑠 = 𝜅

(𝑇 )
𝑅𝑠 = 𝜅

(𝑇 𝑈)
𝑅𝑠 = 𝜅

(𝑇 𝑢)
𝑅𝑆 = 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑆𝑇 = 0.
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APÊNDICE B – PRINCIPAIS QUANTIDADES NECESSÁRIAS AOS

CÁLCULOS DA CORREÇÃO DE VIÉS DO ESTIMADOR DE MÁXIMA

VEROSSIMILHANÇA NOS MNLSH

Neste apêndice, apresentamos as principais quantidades necessárias aos cálculos da corre-
ção de viés do estimador de máxima verossimilhança (EMV) 𝜃 do vetor de parâmetro 𝜃 que
indexa o MNLSH, apresentada no Capítulo 2. Segundo Cox e Snell (1968), o viés de ordem
𝑛−1 é dado por:

𝐵(𝜃𝑟) =
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑟𝑖𝜅𝑡𝑢
(︁
𝜅

(𝑙)
𝑟𝑗 − 1

2𝜅𝑖𝑗𝑙

)︁
, (B.1)

em que 𝑖, 𝑗, 𝑙 variam sobre todos os (𝑝 + 𝑞) parâmetros de 𝛽 e 𝛿 para encontrar a formula do
viés de primeira ordem dos EMV e consequentemente o viés de segunda ordem nos MNLSH.

B.0.1 Cálculo de Viés de 𝛽

O viés de ordem 𝑛−1 dos EMV 𝛽 de 𝛽 para 𝑟 = 1, . . . , 𝑝, segundo Cox e Snell (1968),
pode ser expressa da seguinte forma:

𝐵(𝛽𝑟) =
𝑝∑︁

𝑠,𝑡,𝑢

𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢
(︁
𝜅

(𝑢)
𝑠𝑡 − 1

2𝜅𝑠𝑡𝑢

)︁
, (B.2)

em que:

𝜅
(𝑢)
𝑠𝑡 = 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︁
e

𝜅𝑠𝑡𝑢 = 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︂
.
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Logo, substituindo essas expressões em B.2, temos que

𝐵(𝛽𝑟) =
𝑝∑︁

𝑠,𝑡,𝑢

𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢
[︂
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︁

− 1
2

{︂
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁}︂]︂

=
𝑝∑︁

𝑠,𝑡,𝑢

𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢
[︂1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 − (𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︁]︂

= 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(︁∑︁
𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁

+ 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︂(︁ ∑︁
𝑠,𝑡,𝑢

𝜅𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
+
(︁∑︁

𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁
−
(︁ ∑︁

𝑠,𝑡,𝑢

𝜅𝑟𝑠(𝑠𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁]︂

𝐵(𝛽𝑟) = 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(︁∑︁
𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁

+ 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︂(︁∑︁
𝑠

𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁]︂
.

Introduzimos as seguintes anotações para facilitar o cálculo matricial do viés:

𝑋̃ = 𝜕𝜂

𝜕𝛽
, ˜̃𝑋 = 𝜕2𝜂

𝜕𝛽𝜕𝛽⊤ , 𝑀𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
𝑚1𝑙, . . . , 𝑚𝑛𝑙

}︁
,

𝑑𝑙 = −(𝜙(0,1,0,0,0))−1𝑡𝑟
{︁(︁

𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2
1 𝑋̃

)︁−1 ˜̃𝑋𝑙

}︁
, 𝐷𝛽 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
𝑑1, . . . , 𝑑𝑛

}︁
∧ = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
1/𝜑1, . . . , 1/𝜑𝑛

}︁
, 𝐾−1

𝛽 = −(𝜙(0,1,0,0,0))−1
(︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
)︁−1

𝑍𝛽 = 𝑋̃⊤𝐾−1
𝛽 𝑋̃, 𝑍𝛽𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
𝑧𝛽11, . . . , 𝑧𝛽𝑛𝑛

}︁
.

Temos então, em notação matricial, que:

𝐵(𝛽𝑟) = 1
2𝜙(0,1,0,0,0)𝐾

−1
𝛽 𝑋̃⊤𝑋̃⊤𝐾−1

𝛽 𝑋̃⊤ ∧ 𝑀1𝑀2 + 1
2𝜙(0,1,0,0,0)𝐾

−1
𝛽 𝑋̃⊤𝐾−1

𝛽
˜̃𝑋⊤ ∧ 𝑀2

1

= 1
2𝜙(0,1,0,0,0)𝐾

−1
𝛽 𝑋̃⊤ ∧

[︁
𝑋̃𝐾−1

𝛽 𝑋̃⊤𝑀1𝑀2 + 𝐾−1
𝛽

˜̃𝑋⊤𝑀2
1

]︁
= 1

2𝜙(0,1,0,0,0)𝐾
−1
𝛽 𝑋̃⊤ ∧

[︁
𝑍𝛽𝑑𝑀1𝑀2 + 𝐷𝛽𝑀2

1

]︁
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Podemos reescrever então a expressão do viés acima como uma regressão linear ponderada,
como em Cordeiro e Botter (2001), da seguinte maneira:

𝐵(𝛽) = −1
2𝜙(0,1,0,0,0)

1
𝜙(0,1,0,0,0)

[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃ ∧ 𝑀1𝑀1𝑀
−1
1 𝑍𝛽𝑑𝑀2

− 1
2𝜙(0,1,0,0,0)

1
𝜙(0,1,0,0,0)

[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃ ∧ 𝐷𝛽𝑀2
1 .

= −1
2
[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃ ∧ 𝑀1𝑀1𝑀
−1
1 𝑍𝛽𝑑𝑀2 − 1

2
[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃ ∧ 𝐷𝛽𝑀2
1

=
[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2
1

{︁
− 1

2𝑍𝛽𝑑𝑀−1
1 𝑀2 − 1

2𝐷𝛽

}︁
1

=
[︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
]︁−1

𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2
1 𝜁1.

em que 𝜁 = 𝜁1 + 𝜁2 = com 𝜁1 = −1
2𝑍𝛽𝑑𝑀−1

1 𝑀2, 𝜁2 = −1
2𝐷𝛽 e 1 representa o vetor de uns.

Aqui 𝜁2 representa a parte não linear do modelo em estudo.

B.0.2 Cálculo do Viés de 𝛿

Analogamente, o viés de ordem 𝑛−1 dos EMV 𝛿 de 𝛿 para 𝑅 = 1, . . . , 𝑞, segundo Cox e
Snell (1968), pode ser expressa da seguinte forma:

𝐵(𝛿𝑅) =
𝑞∑︁

𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈
(︁
𝜅

(𝑈)
𝑆𝑇 − 1

2𝜅𝑆𝑇 𝑈

)︁
− 1

2
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑆𝑡𝑢

em que

𝜅𝑆𝑇 = 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇 )𝑙,

𝜅𝑆𝑇 𝑈 = 1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭,

𝜅
(𝑈)
𝑆𝑇 = 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

⎧⎨⎩(𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙,

𝜅𝑆𝑡𝑢 = −1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙.
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Substituindo os respectivos cumulantes na expressão do viés, temos que

𝐵(𝛿𝑅) =
𝑞∑︁

𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈

⎧⎨⎩1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︁
(𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︁
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2

[︂1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

{︁
(𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

}︁)︁]︂⎫⎬⎭
− 1

2
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢
{︂

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
,

Logo, temos que

𝐵(𝛿𝑅) =
𝑞∑︁

𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈

⎧⎨⎩ 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︂
(𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 − (𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︂⎫⎬⎭
+
∑︁
𝛽,𝛿

𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢
[︂1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙

]︂

𝐵(𝛿𝑅) = 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(︁∑︁
𝑆

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

+ 1
8𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

𝜅𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁

+ 1
8𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︂(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
+
(︁∑︁

𝑆

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑇,𝑈

𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
−
(︁ ∑︁

𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁]︂

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁ ∑︁
𝑆,𝑇,𝑈

𝜅𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁
𝑡,𝑢

(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁]︂
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Adotamos as seguintes anotações para facilitar o cálculo matricial do viés:

𝑆 = 𝜕𝜏

𝜕𝛿
, ˜̃𝑆 = 𝜕2𝜏

𝜕𝛿𝜕𝛿⊤ , 𝐻𝑙 = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
ℎ1𝑙, . . . , ℎ𝑛𝑙

}︁
,

Δ = 𝑑𝑖𝑎𝑔
{︁
1/𝜑1, . . . , 1/𝜑𝑛

}︁
, 𝐷𝛿 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
𝑑1, . . . , 𝑑𝑛

}︁
𝑑𝑙 = −4(𝜙(0,1,0,0,2)−1)−1𝑡𝑟

{︁(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1 ˜̃𝑆𝑙

}︁
𝐾𝛿 = −1

4𝑄12
(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁

𝑍𝛿 = 𝑆⊤𝐾−1
𝛿 𝑆, 𝑍𝛿𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

{︁
𝑧𝛿11, . . . , 𝑧𝛿𝑛𝑛

}︁
Temos então

𝐵(𝛿) = 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
𝐾−1

𝛿 𝑆⊤Δ3𝐻3
1 𝑆⊤𝐾−1

𝛿 𝑆

+ 1
8𝑄12𝐾

−1
𝛿 𝑆⊤Δ2𝐻1𝐻2𝑆

⊤𝐾−1
𝛿 𝑆

+ 1
8𝑄12𝐾

−1
𝛿 𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝐾−1
𝛿

˜̃𝑆𝑙

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝐾−1

𝛿 𝑆⊤Δ2𝐻1𝑀
2
1 𝑋̃⊤𝐾−1

𝛽 𝑋̃

= 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
𝐾−1

𝛿 𝑆⊤𝑍𝛿𝑑Δ3𝐻3
1

+ 1
8𝑄12𝐾

−1
𝛿 𝑆⊤𝑍𝛿𝑑Δ2𝐻1𝐻2

+ 1
8𝑄12𝐾

−1
𝛿 𝑆⊤𝐷𝛿Δ2𝐻2

1

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝐾−1

𝛿 𝑆⊤𝑍𝛽𝑑Δ2𝐻1𝑀
2
1

= 𝐾−1
𝛿 𝑆⊤Δ2𝐻2

1

[︂ 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
𝑍𝛿𝑑Δ𝐻1

+ 1
8𝑄12𝑍𝛿𝑑𝐻−1

1 𝐻2 + 1
8𝑄12𝐷𝛿

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝑍𝛽𝑑𝐻−1

1 𝑀2
1

]︂
= −4(𝜙(0,1,0,0,2)−1)−1

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

𝑆⊤Δ2𝐻2
1

[︂ 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
× 𝑍𝛿𝑑Δ𝐻1 + 1

8𝑄12𝑍𝛿𝑑𝐻−1
1 𝐻2 + 1

8𝑄12𝐷𝛿

+ 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝑍𝛽𝑑𝐻−1

1 𝑀2
1

]︂
=
(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁−1

𝑆⊤Δ2𝐻2
1 𝜉.



195

em que 𝜉 = 𝜉1 + 𝜉2 e

𝜉1 = −4(𝜙(0,1,0,0,2)−1)−1
[︂ 1
16
(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
𝑍𝛿𝑑Δ𝐻1

+ 1
8𝑄12𝑍𝛿𝑑𝐻−1

1 𝐻2 + 1
4
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
𝑍𝛽𝑑𝐻−1

1 𝑀2
1

]︂
1, 𝑒

𝜉2 = −1
2𝐷𝛿.
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APÊNDICE C – FATOR DE CORREÇÃO DE BARTLETT PARA ESTATÍSTICA

DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA NO MODELO MNLSH

Definimos as seguintes matrizes de dimensão 𝑛 × 𝑛 positivas semi-definidas por

𝑍𝛽 = 𝑋̃𝐾−1
𝛽 𝑋̃⊤, 𝑍2𝛽 = 𝑋̃2𝐾

−1
𝛽 𝑋̃⊤

2

𝑍𝛿 = 𝑆𝐾−1
𝛿 𝑆⊤, 𝑍2𝛿 = 𝑆2𝐾

−1
𝛿 𝑆⊤

2

em que 𝐾−1
𝛽 = −(𝜙(0,1,0,0,0))−1

(︁
𝑋̃⊤ ∧ 𝑀2

1 𝑋̃
)︁−1

e 𝐾𝛿 = −1
4𝑄12

(︁
𝑆⊤Δ2𝐻2

1 𝑆
)︁
. As matrizes

𝑍𝛽 e 𝑍𝛿 são de posto completos 𝑝 e 𝑞 respectivamente para o vetor de parâmetro 𝛽 e 𝛿. Da
mesma forma, as matrizes 𝑍2𝛽 e 𝑍2𝛿 são de postos reduzidos 𝑝 − 𝑝1 e 𝑞 − 𝑞1 de 𝑍2𝛽 e 𝑍2𝛿

respectivamente para o vetor de parâmetro 𝛽 e 𝛿. Definimos também as matrizes diagonais
𝑍𝛽𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧𝛽𝑑1𝑛, . . . , 𝑧𝛽𝑑𝑛𝑛), 𝑍2𝛽𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧2𝛽𝑑1𝑛, . . . , 𝑧2𝛽𝑑𝑛𝑛), 𝑍𝛿𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧𝛿𝑑1𝑛, . . . , 𝑧𝛿𝑑𝑛𝑛),
𝑍2𝛿𝑑 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑧2𝛿𝑑1𝑛, . . . , 𝑧2𝛿𝑑𝑛𝑛), respectivamente para 𝑍𝛽, 𝑍2𝛽, 𝑍𝛿, 𝑍2𝛿. A matriz 𝑋̃𝑘 de di-
mensão 𝑝 × 𝑝 cujo o (𝑟, 𝑠) ésimo elemento é dado por (𝑟𝑠)𝑖 para 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛, as matrizes
𝐵, 𝐶, 𝐸, 𝐹, 𝐺 de dimensão 𝑛 × 𝑛 com os (𝑖, 𝑙)-ésimo elementos relacionados ao componente
𝛽 são dados por

𝑏𝑖𝑙 = 𝑡𝑟((𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑙)

𝑐𝑖𝑙 = 𝑋̃𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑙(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1𝑋̃𝑖

𝑒𝑖𝑙 = 𝑋̃𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑙(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1𝑋̃𝑙

𝑓𝑖𝑙 = 𝑋̃𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑙(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1𝑋̃𝑙

𝑔𝑖𝑙 = 𝑋̃𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑙(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1 ˜̃𝑋𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1𝑋̃𝑙

𝑛𝑖𝑖 = ˜̃̃
𝑋𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1𝑋̃𝑖(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1

em que 𝑋̃𝑙 representa a 𝑙-ésima linha de 𝑋̃, e ˜̃𝑋𝑖 o 𝑖-ésima linha da matriz de segunda
derivada de 𝑋 e 𝑊 = ∧𝑀2

1 denota a matriz de peso para o componente 𝛽. A matriz 𝐷

representa a matriz diagonal de dimensão 𝑛 × 𝑛 em que seu (𝑙, 𝑙)-ésimo elemento é dado
por 𝑑𝑙𝑙 = 𝑡𝑟( ˜̃𝑋𝑙(𝑋̃⊤𝑊𝑋̃)−1) para o vetor de parâmetro 𝛽 e 𝑡𝑟 representa o traço. Para
o componente 𝛿, os elementos das matrizes 𝐵, 𝐶, 𝐸, 𝐹, 𝐺 supra-definidos são os mesmos só
precisar substituir a matriz 𝑋 pela matriz 𝑆 no qual seu peso será representado por Δ = Δ2𝐻2

1 .
No decorrente dos cálculos do termo que envolve o fator de correção de Bartlett, surgirão as
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seguintes expressões
𝑛∑︁

𝑙=1
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑖,
𝑛∑︁

𝑙=1
(𝑟𝑠)𝑖𝜅

𝑟𝑠,
𝑛∑︁

𝑙=1
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙,
𝑛∑︁

𝑙=1
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑖,
𝑛∑︁

𝑙=1
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙,

𝑛∑︁
𝑙=1

(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙,

𝑛∑︁
𝑙=1

(𝑟𝑠𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑢)𝑖,

𝑛∑︁
𝑙=1

(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑖.

em que 𝜅𝑖𝑗 representa o (𝑖, 𝑗)-ésimo elemento da matriz de informação de Fisher 𝐾−1
𝛽 com

𝑖, 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑝 ou (𝑖, 𝑗)-ésimo elemento da matriz de informação de Fisher 𝐾−1
𝛿 com 𝑖, 𝑗 =

1, 2, . . . , 𝑞. Podemos observar que esses somatórios representem os elementos das matrizes

− 𝜙(0,1,0,0,0)𝑍𝛽𝑑, −𝜙(0,1,0,0,0)𝐷, −𝜙(0,1,0,0,0)𝑍𝛽, −
𝜙((0,1,0,0,2)−1

4 𝑍𝛿𝑑, −
𝜙((0,1,0,0,2)−1

4 𝑍𝛿,

𝜙2
(0,1,0,0,0)𝐵𝛽, 𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑁𝛽𝑑, 𝜙2
(0,1,0,0,0)𝐶𝛽.

C.1 EXPRESSÃO DE 𝜖 EM RELAÇÃO AO COMPONENTE 𝛽

Neste apêndice apresentaremos os cálculos de obtenção de 𝜆′𝑠 com 4 índices e 6 índices,
e mostraremos também para os 𝜖′𝑠 e 𝑑𝑝1,𝛽.

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢

4 − 𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 + 𝜅

(𝑠𝑢)
𝑟𝑡 ), portanto, substituindo os

respectivos valores dos cumulantes na fórmula de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢

⎡⎣1
4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

1
4𝜑𝑙

{︂(︁
3𝑚2

2𝑙 + 4𝑚1𝑙𝑚3𝑙

)︁
× (𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 3𝑚1𝑙𝑚2𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚2

1𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙

+ (𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
−
[︁
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

×
{︂

(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
+ 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︂
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙

+ (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂]︁
+
[︁
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂]︁⎤⎦
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simplificando e rearrumando termo a termo, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢

⎡⎣𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 −
5𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙

+ 3𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

]︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

]︁

−
3𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙

]︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

]︁⎤⎦
Logo,

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙 −
𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
3(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙 + 3(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

− 5(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙 − (𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑙 − (𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑙 − (𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑡)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

+ (𝑠𝑡𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑟)𝑙 + (𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑡)𝑙 − 3(𝑟𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙 − 3(𝑟𝑡𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

]︁
• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
3
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠
)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+ 3

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
− 5

(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁(︁∑︁ ′(𝑟𝑠𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠
)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑠𝑡𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑟)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑡)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁]︁
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤2
1𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤2𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤3𝑙

[︁
3𝑑𝑙𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 3𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙
− 5𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙

− 𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙
− 𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙

− 𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
𝑑𝑙𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤1𝑙

[︁
𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙
+ 𝑑𝑙𝑙𝑑𝑙𝑙 + 𝑏𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙
− 3𝑏𝛽𝑑𝑙𝑙

− 3𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙

]︁
Portanto, colocando na forma matricial, temos que∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 =

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍𝛽𝑑𝐷𝛽 − 2𝐶𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
𝛽 − 2𝐵𝛽𝑑

]︁
𝜄

em que 𝑤1𝑙 = 𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
, 𝑤2𝑙 = 𝑚2

2𝑙

𝜑𝑙
, 𝑤3𝑙 = 𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙
, 𝜄 a matriz identidade e 𝜄⊤ sua transposta.

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

Utilizamos a seguinte partição da matriz 𝑋 a seguir 𝑋̃ = (𝑋̃1𝑋̃2) de tal forma que 𝑋̃1(𝑛×𝑝1)

e 𝑋̃2(𝑛×(𝑝−𝑝1)) sejam de postos reduzidos e então substituindo a matriz 𝑋̃ pela matriz 𝑋̃2.
Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 =

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
2𝛽𝑑𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
2𝛽𝑑𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛽 − 2𝐶2𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
2𝛽 − 2𝐵2𝛽𝑑

]︁
𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑟𝑡𝑣(𝜅𝑠𝑢𝑤

6 −𝜅(𝑢)
𝑠𝑤 )+𝜅𝑟𝑡𝑢(𝜅𝑠𝑣𝑤

4 −𝜅(𝑣)
𝑠𝑤 )+𝜅

(𝑣)
𝑟𝑡 𝜅(𝑢)

𝑠𝑤 +

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤

}︁
, em que

𝜅𝑟𝑡𝑣(𝜅𝑠𝑢𝑤

6 − 𝜅(𝑢)
𝑠𝑤 ) = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{︂
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑣)𝑖 + (𝑟𝑣, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

]︁}︂
[︂1
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑠, 𝑢, 𝑤)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠𝑤, 𝑢)𝑖

+ (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

]︁
} − 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙

− 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁]︂

=
[︂
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑣)𝑖 + (𝑟𝑣, 𝑡)𝑖

+ (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

}︁]︂[︂
− 3

2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙 − 5
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

×
{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁
+ 1

6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠𝑤, 𝑢)𝑙

]︂
;
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𝜅𝑟𝑡𝑢(𝜅𝑠𝑣𝑤

4 − 𝜅(𝑣)
𝑠𝑤 ) = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑢)𝑖 + (𝑟𝑢, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

]︁
}

[︂1
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑠, 𝑣, 𝑤)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠𝑤, 𝑣)𝑖

+ (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

]︁
} − 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑣)𝑙

− 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁]︂

=
[︂
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑢)𝑖 + (𝑟𝑢, 𝑡)𝑖

+ (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

}︁]︂[︂
− 5

4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙

− 3
4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁
+ 1

4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠𝑤, 𝑣)𝑙

]︂
;

𝜅
(𝑣)
𝑟𝑡 𝜅(𝑢)

𝑠𝑤 =
[︂

− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑣, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

}︁]︂
×

[︂
− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁]︂
;

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤 =
[︂

− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑢, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

}︁]︂
×

[︂
− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑣)𝑙 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁]︂
;
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portanto, efetuando as operações e substituindo os respectivos valores simplificados dos cu-
mulantes na fórmula de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = −1
6𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑤𝑢)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

− 1
4𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑣𝑡)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂
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+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤
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𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = −1
6𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑤𝑢(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑤𝑢)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

− 1
4𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑣𝑡)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
6𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 15𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 15𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

− 3𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙

+ 5𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 5𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

]︂
+ 1

4𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 9𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

− 3𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙

+ 3𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑙𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑑𝑙𝑙𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑙𝑖
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙

]︂

Simplificando os elementos das matrizes, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
6𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 54𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 18𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
+ 1

4𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 16𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙

+ 14𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤1𝑙 + 4𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 8𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 8𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 4𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
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Finalmente temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂1
2𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 − 1
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙

− 1
4𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙 − 1
2𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑑𝑙𝑤3𝑙

+ 1
2𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑤3𝑙

]︂

Portanto, colocando na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷𝛽 + 2𝑍𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶𝛽 + 1

2𝑊1𝐵𝛽

]︁
𝑊1𝑍𝛽

}︁]︂
𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

Utilizando a mesma partição no cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
2𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷2𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷2𝛽 + 2𝑍2𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶2𝛽 + 1

2𝑊1𝐵2𝛽

]︁
𝑊1𝑍2𝛽

}︁]︂
𝜄

C.1.1 Expressão do termo 𝜖𝑝,𝛽

Sabemos que 𝜖𝑝,𝛽 = ∑︀ ′
(︁
𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

)︁
= ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, logo substituindo, temos

que

𝜖𝑝,𝛽 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍𝛽𝑑𝐷𝛽 − 2𝐶𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
𝛽 − 2𝐵𝛽𝑑

]︁
𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3 − 1
4𝐷𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷𝛽 + 2𝑍𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶𝛽 + 1

2𝑊1𝐵𝛽

]︁
𝑊1𝑍𝛽

}︁]︂
𝜄
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C.1.2 Expressão do termo 𝜖𝑝−𝑝1,𝛽

Sabemos que 𝜖𝑝−𝑝1,𝛽 = ∑︀ ′′
(︁
𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 − 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

)︁
= ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, logo substituindo,

temos que

𝜖𝑝−𝑝1,𝛽 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
2𝛽𝑑𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
2𝛽𝑑𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛽 − 2𝐶2𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
2𝛽 − 2𝐵2𝛽𝑑

]︁
𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
2𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷2𝛽𝑊1𝑍2𝛽

{︁
𝑊1𝐷2𝛽 + 2𝑍2𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶2𝛽 + 1

2𝑊1𝐵2𝛽

]︁
𝑊1𝑍2𝛽

}︁]︂
𝜄
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APÊNDICE D – EXPRESSÃO DE 𝜖 EM RELAÇÃO AO COMPONENTE 𝛽

Neste apêndice apresentaremos os cálculos de obtenção de 𝜆′𝑠 com 4 índices e 6 índices,
e mostraremos também para os 𝜖′𝑠 e 𝑑𝑝1,𝛽.

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝜅𝑟𝑠𝑡𝑢

4 − 𝜅
(𝑢)
𝑟𝑠𝑡 + 𝜅

(𝑠𝑢)
𝑟𝑡 ), portanto, substituindo os

respectivos valores dos cumulantes na fórmula de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢

⎡⎣1
4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

1
4𝜑𝑙

{︂(︁
3𝑚2

2𝑙 + 4𝑚1𝑙𝑚3𝑙

)︁
× (𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 3𝑚1𝑙𝑚2𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝑚2

1𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙

+ (𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
−
[︁
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

×
{︂

(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂
+ 3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙

+ (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

}︂
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙

+ (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂]︁
+
[︁
2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

(︃
𝑚2

2𝑙 + 𝑚1𝑙𝑚3𝑙

𝜑𝑙

)︃
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

+ 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑡𝑢, 𝑠)𝑙 + (𝑟, 𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

}︂

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︂
(𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟𝑢, 𝑠𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

}︂]︁⎤⎦
simplificando e rearrumando termo a termo, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢

⎡⎣𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 −
5𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟𝑡, 𝑠, 𝑢)𝑙

+ 3𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡, 𝑢)𝑙

]︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑢, 𝑠, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟, 𝑠, 𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑡, 𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠𝑢, 𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠, 𝑡𝑢)𝑙 + (𝑟, 𝑠𝑡𝑢)𝑙

]︁

−
3𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑠𝑢)𝑙 + (𝑟𝑡𝑢, 𝑠)𝑙

]︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝑢)𝑙

]︁⎤⎦
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Logo,

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙 −
𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
3(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙 + 3(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

− 5(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙 − (𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑙 − (𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑙 − (𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁
(𝑟𝑠𝑡)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑢)𝑙 + (𝑟𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡)𝑙 + (𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

+ (𝑠𝑡𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑟)𝑙 + (𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑡)𝑙 − 3(𝑟𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙 − 3(𝑟𝑡𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

]︁
• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚4
1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
2𝑙

𝜑𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

[︁
3
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠
)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+ 3

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
− 5

(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

[︁(︁∑︁ ′(𝑟𝑠𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑡)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠
)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑠𝑡𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑟)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑟𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑡)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡)𝑙𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁]︁
Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤2
1𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
−

𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤2𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤3𝑙

[︁
3𝑑𝑙𝑙𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 3𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙
− 5𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙

− 𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙
− 𝑐𝛽𝑑𝑙𝑙

− 𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙
𝑑𝑙𝑙

]︁
+ 𝜙(0,1,0,0,0)

4

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑤1𝑙

[︁
𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙
+ 𝑑𝑙𝑙𝑑𝑙𝑙 + 𝑏𝛽𝑑𝑙𝑙

+ 𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙
− 3𝑏𝛽𝑑𝑙𝑙

− 3𝑛𝛽𝑑𝑙𝑙

]︁
Portanto, colocando na forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍𝛽𝑑𝐷𝛽 − 2𝐶𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
𝛽 − 2𝐵𝛽𝑑

]︁
𝜄

em que 𝑤1𝑙 = 𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
, 𝑤2𝑙 = 𝑚2

2𝑙

𝜑𝑙
, 𝑤3𝑙 = 𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙
, 𝜄 a matriz identidade e 𝜄⊤ sua transposta.
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• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢

Utilizamos a seguinte partição da matriz 𝑋 a seguir 𝑋̃ = (𝑋̃1𝑋̃2) de tal forma que 𝑋̃1(𝑛×𝑝1)

e 𝑋̃2(𝑛×(𝑝−𝑝1)) sejam de postos reduzidos e então substituindo a matriz 𝑋̃ pela matriz 𝑋̃2.
Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
2𝛽𝑑𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
2𝛽𝑑𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛽 − 2𝐶2𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
2𝛽 − 2𝐵2𝛽𝑑

]︁
𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑟𝑡𝑣(𝜅𝑠𝑢𝑤

6 −𝜅(𝑢)
𝑠𝑤 )+𝜅𝑟𝑡𝑢(𝜅𝑠𝑣𝑤

4 −𝜅(𝑣)
𝑠𝑤 )+𝜅

(𝑣)
𝑟𝑡 𝜅(𝑢)

𝑠𝑤 +

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤

}︁
, em que

𝜅𝑟𝑡𝑣(𝜅𝑠𝑢𝑤

6 − 𝜅(𝑢)
𝑠𝑤 ) = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{︂
3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑣)𝑖 + (𝑟𝑣, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

]︁}︂
[︂1
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑠, 𝑢, 𝑤)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠𝑤, 𝑢)𝑖

+ (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

]︁
} − 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙

− 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁]︂

=
[︂
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑣)𝑖 + (𝑟𝑣, 𝑡)𝑖

+ (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

}︁]︂[︂
− 3

2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙 − 5
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

×
{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁
+ 1

6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠𝑤, 𝑢)𝑙

]︂
;
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𝜅𝑟𝑡𝑢(𝜅𝑠𝑣𝑤

4 − 𝜅(𝑣)
𝑠𝑤 ) = 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑟𝑡, 𝑢)𝑖 + (𝑟𝑢, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

]︁
}

[︂1
6𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙

𝜑𝑙

{3𝑚2𝑙(𝑠, 𝑣, 𝑤)𝑙 + 𝑚1𝑙

[︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠𝑤, 𝑣)𝑖

+ (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

]︁
} − 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑣)𝑙

− 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁]︂

=
[︂
3𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 + 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑡, 𝑢)𝑖 + (𝑟𝑢, 𝑡)𝑖

+ (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

}︁]︂[︂
− 5

4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙

− 3
4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁
+ 1

4𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠𝑤, 𝑣)𝑙

]︂
;

𝜅
(𝑣)
𝑟𝑡 𝜅(𝑢)

𝑠𝑤 =
[︂

− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑣)𝑖 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑣, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑣𝑡)𝑖

}︁]︂
×

[︂
− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑢)𝑙 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑢, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑢)𝑙

}︁]︂
;

𝜅
(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤 =
[︂

− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑟, 𝑡, 𝑢)𝑖 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑟𝑢, 𝑡)𝑖 + (𝑟, 𝑡𝑢)𝑖

}︁]︂
×

[︂
− 2𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2𝑙𝑚1𝑙

𝜑𝑙

(𝑠, 𝑤, 𝑣)𝑙 − 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

{︁
(𝑠𝑣, 𝑤)𝑙 + (𝑠, 𝑤𝑣)𝑙

}︁]︂
;

portanto, efetuando as operações e substituindo os respectivos valores simplificados dos cu-
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mulantes na fórmula de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = −1
6𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑤𝑢)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠𝜅𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

− 1
4𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑢)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁
(𝑠)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑣𝑡)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂



216

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤
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𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = −1
6𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑤𝑢(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑤𝑢)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠𝜅𝑣𝑤(𝑠𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

− 1
4𝜙2

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 9𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 3𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 5𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 3𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑣𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑢)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑡)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

− 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑠)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑢)𝑙𝜅
𝑡𝑢(𝑣𝑡)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢𝑤)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑟𝑣)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙
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+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑢)𝑙𝜅

𝑡𝑢(𝑡𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑡𝑣)𝑖𝜅

𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑢)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂

+ 𝜙2
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚1𝑖𝑚2𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 2𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚1𝑙𝑚2𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑟𝑢)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

+ 𝑚2
1𝑖

𝜑𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑡𝑢(𝑡𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑣𝑤(𝑤𝑣)𝑙

)︁𝑚2
1𝑙

𝜑𝑙

]︂
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
6𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 15𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 15𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

− 3𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙

+ 5𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 5𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

]︂
+ 1

4𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 9𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

− 3𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙

+ 3𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑙𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 3𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑑𝑙𝑙𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 − 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 2𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑙𝑖
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙

]︂

Simplificando os elementos das matrizes, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
6𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
27𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 54𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 9𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙

+ 18𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
+ 1

4𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
15𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 16𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙

+ 14𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤3𝑙 + 5𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤1𝑙 + 4𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 8𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 8𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙

+ 2𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖
𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 + 3𝑤1𝑖𝑔𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑏𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙

]︂
− 𝜙5

(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙 + 4𝑤3𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑤1𝑙 + 4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑧𝛽𝑑𝑖

𝑑𝑙𝑤1𝑙

+ 𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑓𝛽𝑖𝑙

𝑤1𝑙 + 2𝑤1𝑖𝑒𝛽𝑖𝑙
𝑑𝑖𝑤1𝑙

]︂
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Finalmente temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂1
2𝑤3𝑖𝑧

3
𝛽𝑖𝑙

𝑤3𝑙 − 1
4𝑤3𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑧𝛽𝑑𝑙

𝑤3𝑙

− 1
4𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑑𝑖𝑑𝑙𝑤1𝑙 − 1
2𝑤1𝑖𝑧𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑑𝑖
𝑑𝑙𝑤3𝑙

+ 1
2𝑤1𝑖𝑏𝛽𝑖𝑙

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑤1𝑙 + 𝑤1𝑖𝑐𝛽𝑙𝑖

𝑧𝛽𝑖𝑙
𝑤3𝑙

]︂

Portanto, colocando na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷𝛽 + 2𝑍𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶𝛽 + 1

2𝑊1𝐵𝛽

]︁
𝑊1𝑍𝛽

}︁]︂
𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

Utilizando a mesma partição no cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
2𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷2𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷2𝛽 + 2𝑍2𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶2𝛽 + 1

2𝑊1𝐵2𝛽

]︁
𝑊1𝑍2𝛽

}︁]︂
𝜄

D.0.1 Expressão do termo 𝜖𝑝,𝛽

Sabemos que 𝜖𝑝,𝛽 = ∑︀ ′
(︁
𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

)︁
= ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, logo substituindo, temos

que

𝜖𝑝,𝛽 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
𝛽𝑑 𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
𝛽𝑑 𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍𝛽𝑑𝐷𝛽 − 2𝐶𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
𝛽 − 2𝐵𝛽𝑑

]︁
𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑍𝛽𝑑𝑊3 − 1
4𝐷𝛽𝑊1𝑍𝛽

{︁
𝑊1𝐷𝛽 + 2𝑍𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶𝛽 + 1

2𝑊1𝐵𝛽

]︁
𝑊1𝑍𝛽

}︁]︂
𝜄
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D.0.2 Expressão do termo 𝜖𝑝−𝑝1,𝛽

Sabemos que 𝜖𝑝−𝑝1,𝛽 = ∑︀ ′′
(︁
𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 − 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤

)︁
= ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢 −∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑣𝑤, logo substituindo,

temos que

𝜖𝑝−𝑝1,𝛽 =
𝜙3

(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊 2
1 𝑍

(2)
2𝛽𝑑𝜄 −

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊2𝑍
(2)
2𝛽𝑑𝜄

+
𝜙3

(0,1,0,0,0)

2 𝜄⊤𝑊3
[︁
𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛽 − 2𝐶2𝛽𝑑

]︁
𝜄 +

𝜙3
(0,1,0,0,0)

4 𝜄⊤𝑊1
[︁
𝐷

(2)
2𝛽 − 2𝐵2𝛽𝑑

]︁
𝜄

− 𝜙5
(0,1,0,0,0)𝜄

⊤
[︂1
2𝑊3𝑍

(3)
2𝛽 𝑊3 − 1

4𝑊3𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑑𝑊3

− 1
4𝐷2𝛽𝑊1𝑍2𝛽

{︁
𝑊1𝐷2𝛽 + 2𝑍2𝛽𝑑𝑊3

}︁
+ 𝑡𝑟

{︁[︁
𝑊3𝐶2𝛽 + 1

2𝑊1𝐵2𝛽

]︁
𝑊1𝑍2𝛽

}︁]︂
𝜄

D.1 EXPRESSÃO DE 𝜖𝑞,𝛿 E 𝜖𝑞−𝑞1,𝛿 PARA O COMPONENTE 𝛿

Nesta seção, vamos calcular 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 , ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 , ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 e 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 , ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 ,∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 na sequencia afim de avaliar o valor do termo 𝜖𝑞,𝛿 e 𝜖𝑞−𝑞1,𝛽 para o componente
𝛿.

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈
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Sabemos que 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝜅𝑅𝑆𝑇 𝑈

4 − 𝜅
(𝑈)
𝑅𝑆𝑇 + 𝜅

(𝑆𝑈)
𝑅𝑇 ), portanto, substituindo os respectivos

valores dos cumulantes na fórmula de 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 , temos que

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈

⎧⎨⎩[︁14
(︁ 1

16
(︁
𝜙(0,0,0,1,4) + 18𝜙(0,0,1,0,3) + 87𝜙(0,1,0,0,2) − 57

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4
(︁
7 − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9𝜙(0,1,0,0,2)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8
(︁
7 − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9𝜙(0,1,0,0,2)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙

+ (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 3

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑆𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

]︁)︁
−
(︁

− 3
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
8
(︁
11 − 13𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

]︁
+ 3

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

]︁
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅𝑇𝑈, 𝑆)𝑙 + (𝑅𝑇, 𝑆𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

]︁)︁
− 5

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙
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+ 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + 3
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑈, 𝑆, 𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆, 𝑇𝑈)𝑙

+ (𝑅, 𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇, 𝑈)𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇, 𝑈)𝑙

]︁
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑆𝑈, 𝑇 )𝑙 + (𝑅𝑆, 𝑇𝑈)𝑙 + (𝑅𝑈, 𝑆𝑇 )𝑙 + (𝑅, 𝑆𝑇𝑈)𝑙

]︁⎫⎬⎭
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Logo, temos

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 1
64
(︁
𝜙(0,0,0,1,4) − 6𝜙(0,0,1,0,3) − 33𝜙(0,1,0,0,2) + 15

)︁
×

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ4
1𝑙

𝜑4
𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 1

16
(︁
11𝜙(0,1,0,0,2) + 3𝜙(0,0,1,0,3) − 5

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
− 1

16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
2𝑙

𝜑2
𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 1

32
(︁
11𝜙(0,1,0,0,2) + 3𝜙(0,0,1,0,3) − 5

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

+ (𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙 +
(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁]︁
+ 1

32
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

[︁(︁
(𝑅𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆
)︁(︁

(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ (𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙 + (𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

]︁
+ 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

+ 1
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑅𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

+
(︁
(𝑅𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆
)︁(︁

𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
+ (𝑅𝑈)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈

+ (𝑆𝑇𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈𝜅𝑅𝑆(𝑅)𝑙 + (𝑅𝑆𝑇 )𝑙𝜅

𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑈)𝑙 − 3(𝑅𝑇𝑈)𝑙𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆)𝑙

− 3(𝑅𝑇 )𝑙𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙

]︁
+ 1

16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
− (𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

− (𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙 −
(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
+
(︁
3(𝑅𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆
)︁(︁

(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

− 5(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

]︁
• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈
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∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 𝑄1

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4
1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 𝑄2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 𝑄3

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 𝑄5

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

[︁(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁]︁
+ 𝑄6

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

[︁(︁∑︁ ′(𝑅𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆
)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁]︁
+ 𝑄7

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 𝑄8

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙

[︁(︁∑︁ ′(𝑅𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆
)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅𝑈)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈
)︁

+
(︁∑︁ ′(𝑆𝑇𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈𝜅𝑅𝑆(𝑅)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅𝑆𝑇 )𝑙𝜅

𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑅𝑇𝑈)𝑙𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆)𝑙

)︁
− 3

(︁∑︁ ′(𝑅𝑇 )𝑙𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙

)︁]︁
+ 𝑄9

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4𝑙

[︁
−
(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑙

)︁
−
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
+ 3

(︁∑︁ ′(𝑅𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆
)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
− 5

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁]︁

em que 𝑄1 = 1
64

(︁
𝜙(0,0,0,1,4) − 6𝜙(0,0,1,0,3) − 33𝜙(0,1,0,0,2) + 15

)︁
, 𝑄2 = 1

16

(︁
11𝜙(0,1,0,0,2) +

3𝜙(0,0,1,0,3) − 5
)︁
, 𝑄3 = − 1

16𝑄12, 𝑄4 = 1
16

(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
= 𝑄5 + 𝑄6, 𝑄5 =

1
32

(︁
11𝜙(0,1,0,0,2) + 3𝜙(0,0,1,0,3) − 5

)︁
, 𝑄6 = 1

32

(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁
, 𝑄7 = 1

2𝑄12,
𝑄8 = 𝑄9 = −𝑄3 e Δ1 = ℎ1𝑙

𝜑𝑙
, Δ2𝑙 = ℎ2

2𝑙

𝜑2
𝑙
, Δ3𝑙 = ℎ2

1𝑙ℎ2𝑙

𝜑3
𝑙

, Δ4𝑙 = ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

, Δ5𝑙 = ℎ1𝑙ℎ3𝑙

𝜑2
𝑙

, Δ6𝑙 = ℎ2𝑙

𝜑𝑙
.
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Identificando as matrizes e substituindo, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 𝑄1

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4
1𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
+ 𝑄2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)
(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
+ 𝑄3

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
+ 𝑄5

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

[︁(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁]︁
+ 𝑄6

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

[︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
+
(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁]︁
+ 𝑄7

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙

(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
+ 𝑄8

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙

[︁(︁
𝑛𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
+
(︁
𝑏𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑛𝛿𝑑𝑙

)︁
+
(︁
𝑛𝛿𝑑𝑙

)︁
− 3

(︁
𝑛𝛿𝑑𝑙

)︁
− 3

(︁
𝑏𝛿𝑑𝑙

)︁]︁
+ 𝑄9

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4𝑙

[︁
−
(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
−
(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
−
(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
+ 3

(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
+ 3

(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁
− 5

(︁
𝑐𝛿𝑑𝑙

)︁]︁
Logo simplificando a expressão e colocando na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍
2
𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍

2
𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍

2
𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

𝛿 − 2𝐵𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 4𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

em que 𝑄4 = 𝑄5 + 𝑄6 = 1
16

(︁
𝜙(0,1,0,0,2) + 𝜙(0,0,1,0,3) + 1

)︁
.

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈

Utilizamos a seguinte partição da matriz 𝑆 a seguir 𝑆 = (𝑆1, 𝑆2) de tal forma que 𝑆1(𝑛×𝑞1) e
𝑆2(𝑛×(𝑞−𝑞1)) sejam de postos reduzidos e substituindo a matriz 𝑆 pela matriz 𝑆2. Identificando
os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍
2
2𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍

2
2𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍

2
2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

2𝛿 − 2𝐵2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 − 4𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊
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Sabemos por definição que 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊
{︁
𝜅𝑅𝑇 𝑉 (𝜅𝑆𝑈𝑊

6 − 𝜅
(𝑈)
𝑆𝑊 ) + 𝜅𝑅𝑇 𝑈(𝜅𝑆𝑉 𝑊

4 −

𝜅
(𝑉 )
𝑆𝑊 ) + 𝜅

(𝑉 )
𝑅𝑇 𝜅

(𝑈)
𝑆𝑊 + 𝜅

(𝑈)
𝑅𝑇 𝜅

(𝑉 )
𝑆𝑊

}︁
, em que

𝜅𝑅𝑇 𝑉 (𝜅𝑆𝑈𝑊

6 − 𝜅
(𝑈)
𝑆𝑊 ) = 1

8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

[︁
(𝑅𝑇, 𝑉 )𝑖 + (𝑅𝑉, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑉 𝑇 )𝑖

]︁
⎧⎨⎩1

6

[︂1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑈, 𝑊 )𝑙

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑈, 𝑊 )𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑈, 𝑊 )𝑙 + (𝑆𝑊, 𝑈)𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑈)𝑙

]︁]︂

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑈)𝑙

− 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑈, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑈)𝑙

]︁

+ 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭
Simplificando a expressão, temos que

𝜅𝑅𝑇 𝑉 (𝜅𝑆𝑈𝑊

6 − 𝜅
(𝑈)
𝑆𝑊 ) =

⎧⎨⎩1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

[︁
(𝑅𝑇, 𝑉 )𝑖 + (𝑅𝑉, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑉 𝑇 )𝑖

]︁⎫⎬⎭⎧⎨⎩ 1
48
(︁
15𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 17

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑈, 𝑊 )𝑙

− 9
24𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑈, 𝑊 )𝑙

− 5
24𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑈, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑈)𝑙

]︁]︂

+ 1
24𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆𝑊, 𝑈)𝑙

⎫⎬⎭



229

Da mesma forma temos

𝜅𝑅𝑇 𝑈(𝜅𝑆𝑉 𝑊

4 − 𝜅
(𝑉 )
𝑆𝑊 ) =

⎧⎨⎩1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

[︁
(𝑅𝑇, 𝑈)𝑖 + (𝑅𝑈, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑇𝑈)𝑖

]︁⎫⎬⎭⎧⎨⎩ 1
32
(︁
7𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

− 5
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

− 3
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑉 )𝑙

]︁]︂

+ 1
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆𝑊, 𝑉 )𝑙

⎫⎬⎭
𝜅

(𝑉 )
𝑅𝑇 𝜅

(𝑈)
𝑆𝑊 =

[︂1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑉 )𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

[︁
(𝑅𝑉, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑇𝑉 )𝑖

]︁]︂
×

[︂1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑈)𝑙

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑈)𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑈, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑈)𝑙

]︁]︂

𝜅
(𝑈)
𝑅𝑇 𝜅

(𝑉 )
𝑆𝑊 =

[︂1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

[︁
(𝑅𝑈, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑇𝑈)𝑖

]︁]︂
×

[︂1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑉 )𝑙

− 1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑊, 𝑉 )𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

[︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑊𝑉 )𝑙

]︁]︂
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Para simplificar mais a expressão, adotamos os seguintes escalares

𝑄10 =
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁
, 𝑄11 =

(︁
15𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 17

)︁
𝑄12 = 𝑄12, 𝑄13 =

(︁
7𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3) − 9

)︁
= 𝑄10 + 16𝑄12.

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 1
384𝑄10𝑄11

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 9
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 5
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙
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+ 3
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 27
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 15
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 9

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 5

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑅𝑆𝜅𝑉 𝑊 (𝑆𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

256𝑄10𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 5
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙



232

− 3
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 3
128𝑄12𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 15
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 9
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
128𝑄13𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈
)︁(︁

(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 5

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈
)︁(︁

(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈
)︁(︁

𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
(𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
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+ 1
16𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 4Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 4Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 4Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙
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+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑇𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈
)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 1
384𝑄10𝑄11

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁

×
(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙 − 9
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 5
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙 + Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙
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+ 3
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 27
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 15
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 9

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 5

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑅𝑆𝜅𝑉 𝑊 (𝑆𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

256𝑄10𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 5
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙
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− 3
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 3
128𝑄12𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 15
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 9
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
128𝑄13𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈
)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 5

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈
)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈
)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
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+ 1
16𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 4Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈𝑊 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑉 )𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑈)𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑈)𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑊𝑈)𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑅𝑉 )𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇𝑉 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑈)𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 4Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 4Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙
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+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑅𝑈)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈
)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑊𝑉 )𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos que∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 1
384𝑄10𝑄11

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 9
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 5
192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

192𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 3
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 27
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 15
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
192𝑄11𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 9

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 5

96𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑏𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑏𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
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+ 1
96𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑏𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

256𝑄10𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 5
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 3
128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ3

1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

128𝑄10𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 3
128𝑄12𝑄13

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 15
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 9
64𝑄2

12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ4𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

Δ4𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ 1
128𝑄13𝑄12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

]︂
− 5

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

]︂
− 3

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑓𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑓𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙
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+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

64𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
Δ2

1𝑖

(︁
𝑓𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑓𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

]︂
+ 1

16𝑄2
12

𝑛,𝑛∑︁
𝑖,𝑙=1

[︂
4Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 4Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑙𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑐𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑔𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑏𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 4Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 4Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 4Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙
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+ 4Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

− 2Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ4𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

− 2Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑓𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁
Δ2

1𝑙

+ Δ2
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙

)︁
Δ2

1𝑙

]︂

Após simplificação dos elementos das matrizes, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 𝑄14Δ3
1𝑖𝑧

3
𝛿𝑖𝑙

Δ3
1𝑙 + 𝑄15Δ3

1𝑖𝑧
3
𝛿𝑖𝑙

Δ4𝑙 − 𝑄2
12

32 Δ4𝑖𝑧
3
𝛿𝑖𝑙

Δ4𝑙

+ 𝑄15Δ3
1𝑖𝑐𝛿𝑙𝑖

𝑧𝛿𝑖𝑙
Δ2

1𝑙 − 𝑄2
12

16 Δ4𝑖𝑐𝛿𝑙𝑖
𝑧𝛿𝑖𝑙

Δ2
1𝑙 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝑖𝑏𝛿𝑖𝑙
𝑧𝛿𝑖𝑙

Δ2
1𝑙

+ 𝑄16Δ3
1𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙

𝑧2
𝛿𝑑𝑖

Δ3
1𝑙 + 𝑄17Δ3

1𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙
𝑧2

𝛿𝑑𝑖
Δ4𝑙 + 𝑄2

12
64 Δ4𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙

𝑧2
𝛿𝑑𝑖

Δ4𝑙

+ 𝑄18Δ3
1𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙

𝑧𝛿𝑑𝑖
𝑑𝛿𝑙

Δ2
1𝑙 + 𝑄2

12
32 Δ4𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙

𝑧𝛿𝑑𝑖
𝑑𝛿𝑙

Δ2
1𝑙 + 𝑄2

12
64 Δ2

1𝑖𝑧𝛿𝑖𝑙
𝑑2

𝛿𝑙
Δ2

1𝑙

em que 𝑄14 =
(︁

𝑄10𝑄11
384 + 𝑄2

12
4

)︁
, 𝑄15 =

(︁
3𝑄11𝑄12

192 − 9𝑄10𝑄12
192 − 𝑄2

12
2

)︁
, 𝑄16 =

(︁
𝑄10𝑄13

256 + 𝑄2
12
4

)︁
,

𝑄17 =
(︁

3𝑄12𝑄13
128 − 5𝑄10𝑄12

128 − 𝑄2
12
2

)︁
, 𝑄18 =

(︁
𝑄12𝑄13

128 − 3𝑄10𝑄12
128 − 𝑄2

12
4

)︁
. Logo, colocando a expressão

acima na sua forma matricial após simplificação, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = −𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍

3
𝛿 Δ3

1𝜄 + 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1𝑍
3
𝛿 Δ4𝜄 − 𝑄2

12
32 𝜄⊤Δ4𝑍

3
𝛿 Δ4𝜄

+ 𝑄16𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍
2
𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍
2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄2

12
64 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍

2
𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝑄18𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2
1𝜄 + 𝑄2

12
32 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1𝑍𝛿𝐷

2
𝛿Δ2

1𝜄

+ 𝑡𝑟
{︁[︁(︁

𝑄15Δ3
1 − 𝑄2

12
16 Δ4

)︁
𝐶𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵𝛿

]︁
Δ2

1𝑍𝛿

}︁]︂

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊
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Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = −𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍

3
2𝛿Δ3

1𝜄 + 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1𝑍
3
2𝛿Δ4𝜄

− 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍
3
2𝛿Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍

2
2𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍
2
2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍
2
2𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄18𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2

1𝜄

+ 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2
1𝜄 + 𝑄2

12
64 𝜄⊤Δ2

1𝑍2𝛿𝐷
2
2𝛿Δ2

1𝜄

+ 𝑡𝑟
{︁[︁(︁

𝑄15Δ3
1 − 𝑄2

12
16 Δ4

)︁
𝐶2𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵2𝛿

]︁
Δ2

1𝑍2𝛿

}︁]︂

• Cálculo de 𝜖𝑞,𝛿

Sabemos que 𝜖𝑞,𝛿 = ∑︀ ′(𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 − 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 ) = ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 −∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 , então substituindo
esses termos, temos que

𝜖𝑞,𝛿 = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍
2
𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍

2
𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍

2
𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

𝛿 − 2𝐵𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 4𝐶𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍

3
𝛿 Δ3

1𝜄 + 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1𝑍
3
𝛿 Δ4𝜄

− 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍
3
𝛿 Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄

⊤Δ3
1𝑍𝛿𝑍

2
𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍
2
𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍
2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄18𝜄

⊤Δ3
1𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿Δ2
1𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1𝑍𝛿𝐷

2
𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑡𝑟
{︁[︁(︁

𝑄15Δ3
1 − 𝑄2

12
16 Δ4

)︁
𝐶𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵𝛿

]︁
Δ2

1𝑍𝛿

}︁]︂

• Cálculo de 𝜖𝑞−𝑞1,𝛿

Sabemos que 𝜖𝑞−𝑞1,𝛿 = ∑︀ ′′(𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 − 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 ) = ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈 −∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑉 𝑊 , então substi-
tuindo esses termos, temos que

𝜖𝑞−𝑞1,𝛿 = 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1𝑍
2
2𝛿𝑑 + 𝑄2Δ3𝑍

2
2𝛿𝑑 + 𝑄3Δ2𝑍

2
2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤Δ3
1

[︁
𝑄4𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 + (2𝑄4 + 𝑄7)𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄8Δ2

1

[︁
𝐷2

2𝛿 − 2𝐵2𝛿𝑑

]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄9Δ4
[︁
2𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 − 4𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1𝑍

3
2𝛿Δ3

1𝜄

+ 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1𝑍
3
2𝛿Δ4𝜄 − 𝑄2

12
32 𝜄⊤Δ4𝑍

3
2𝛿Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍

2
2𝛿𝑑Δ3

1𝜄 + 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍
2
2𝛿𝑑Δ4

× 𝜄 + 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍
2
𝛿𝑑Δ4𝜄 + 𝑄18𝜄

⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿Δ2
1𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1𝑍2𝛿𝐷

2
2𝛿Δ2

1𝜄 + 𝑡𝑟
{︁[︁(︁

𝑄15Δ3
1 − 𝑄2

12
16 Δ4

)︁
𝐶2𝛿 − 𝑄2

12
32 Δ2

1𝐵2𝛿

]︁
Δ2

1𝑍2𝛿

}︁]︂



244

• Cálculo de 𝑑𝑞1,𝛿

Sabemos que 𝑑𝑞1,𝛿 = (𝜖𝑞,𝛿−𝜖𝑞−𝑞1,𝛿)
𝑞1

, então substituindo as expressões de 𝜖𝑞,𝛿 e 𝜖𝑞−𝑞1,𝛿 e depois
de algumas álgebras, temos que

𝑑𝑞1,𝛿 = 1
𝑞1

⎧⎨⎩ 1
16𝑄2

12

{︂
𝜄⊤
[︁
𝑄1Δ4

1

(︁
𝑍2

𝛿𝑑 − 𝑍2
2𝛿𝑑

)︁
+ 𝑄2Δ3

(︁
𝑍2

𝛿𝑑 − 𝑍2
2𝛿𝑑

)︁
+ 𝑄3Δ2

(︁
𝑍2

𝛿𝑑 − 𝑍2
2𝛿𝑑

)︁]︁
𝜄 + 𝜄⊤Δ3

1

[︁
𝑄4
(︁
𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿

)︁
+ (2𝑄4 + 𝑄7)

(︁
𝐶𝛿𝑑 − 𝐶2𝛿𝑑

)︁]︁
𝜄

+ 𝜄⊤𝑄8Δ2
1

[︁
𝐷2

𝛿 − 𝐷2
2𝛿 − 2𝐵𝛿𝑑 − 2𝐵2𝛿𝑑

]︁
𝜄 + 𝜄⊤𝑄9Δ4

[︁
2𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 2𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿 − 4𝐶𝛿𝑑

− 4𝐶2𝛿𝑑

]︁
𝜄
}︂

+ 𝑄3
12

64

[︂
𝑄14𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍3

𝛿 − 𝑍3
2𝛿

)︁
Δ3

1𝜄 + 𝑄15𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍3

𝛿 − 𝑍3
2𝛿

)︁
Δ4𝜄

− 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4
(︁
𝑍3

𝛿 − 𝑍3
2𝛿

)︁
Δ4𝜄 + 𝑄16𝜄

⊤Δ3
1

(︁
𝑍𝛿𝑍

2
𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍

2
2𝛿𝑑

)︁
Δ3

1𝜄

+ 𝑄17𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍

2
𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍

2
2𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄 + 𝑄2

12
64 𝜄⊤Δ4

(︁
𝑍𝛿𝑍

2
𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍

2
2𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄

+ 𝑄18𝜄
⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷𝛿

)︁
Δ2

1𝜄 + 𝑄2
12

32 𝜄⊤Δ4
(︁
𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑𝐷𝛿 − 𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑𝐷2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄

+ 𝑄2
12

64 𝜄⊤Δ2
1

(︁
𝑍𝛿𝐷

2
𝛿 − 𝑍2𝛿𝐷

2
2𝛿

)︁
Δ2

1𝜄

+ 𝑡𝑟
{︁[︁(︁

𝑄15Δ3
1 − 𝑄2

12
16 Δ4

)︁(︁
𝐶𝛿 − 𝐶2𝛿

)︁
− 𝑄2

12
32 Δ2

1

(︁
𝐵𝛿 − 𝐵2𝛿

)︁]︁
Δ2

1

(︁
𝑍𝛿 − 𝑍2𝛿

)︁}︁]︂⎫⎬⎭
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APÊNDICE E – CÁLCULO DE 𝜖 EM RELAÇÃO AOS PARÂMETROS 𝛽 E 𝛿

Nesta seção, apresentaremos os cálculos de obtenção de 𝜆′𝑠 com 4 índices e 6 índices e,
também os 𝜖′𝑠 e assim como os cálculos de obtenção de 𝜖𝑝1+𝑞1,𝛽𝛿

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢

Sabemos que 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢
(︁

𝜅𝑅𝑆𝑡𝑢

4 − 𝜅
(𝑢)
𝑅𝑆𝑡 + 𝜅

(𝑆𝑢)
𝑅𝑡

)︁
. Logo, substituindo os cumulantes pelas

suas respectiva expressões, temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢
[︂1
4
{︁1

4
(︁
𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅𝑆, 𝑡, 𝑢)𝑙

}︁
− 0 + 0

]︂
Assim,

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 1
16
(︁
𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁
(𝑅𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
Portanto,

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝑄19

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑅)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑅𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
em que 𝑄19 =

(︁
𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
e 𝑄20 =

(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝑄19

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑅𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
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Identificando as matrizes, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4

[︂
𝑄19

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁
− 1

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑑𝛿𝑙𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁]︂

Como todas as matrizes são diagonais, então podemos ainda escrever da seguinte forma

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄19

16 Δ2
1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

− 1
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 1

8𝑄20Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑

]︂
𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄19

16 Δ2
1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

− 1
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 − 1

8𝑄20Δ1𝑊1𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑

]︂
𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈

Sabemos que 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈
(︁

𝜅𝑟𝑠𝑇 𝑈

4 − 𝜅
(𝑈)
𝑟𝑠𝑇 + 𝜅

(𝑠𝑈)
𝑟𝑇

)︁
. Logo, substituindo os cumulantes pelas

suas respectivas expressões, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈
[︂1
4
{︁1

4
(︁
𝜙(0,0,0,1,2) + 7𝜙(0,0,1,0,1) + 8𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

}︁
+ 1

2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙𝑚
2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

−
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙𝑚

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

]︂
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Simplificando a expressão, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 1
16
(︁
𝜙(0,0,0,1,2) − 9𝜙(0,0,1,0,1) − 24𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ

2
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)

+ 3
8
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇, 𝑈)𝑙

+ 3
8
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑟, 𝑠, 𝑇𝑈)𝑙

Assim,

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝑄21
1
16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑙𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑟)𝑙𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁

em que 𝑄20 =
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
e 𝑄21 =

(︁
𝜙(0,0,0,1,2) − 9𝜙(0,0,1,0,1) − 24𝜙(0,1,0,0,0)

)︁
.

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝑄21
1
16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑙𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑙𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑙

)︁
Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝑄21
1
16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ6𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
+ 3

8𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙𝑙

)︁
Colocando na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄21

1
16Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 3
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 3

8𝑄20Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝐷𝛿

]︂
𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈
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Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄21

1
16Δ2

1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

+ 3
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 + 3

8𝑄20Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛿

]︂
𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤

Sabemos por definição que 𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑅𝑇 𝑣(𝜅𝑆𝑈𝑤

6 −𝜅
(𝑈)
𝑆𝑤 )+𝜅𝑅𝑇 𝑈(𝜅𝑆𝑣𝑤

4 −𝜅
(𝑣)
𝑆𝑤)+

𝜅
(𝑣)
𝑅𝑇 𝜅

(𝑈)
𝑆𝑤 + 𝜅

(𝑈)
𝑅𝑇 𝜅

(𝑣)
𝑆𝑤

}︁
, em que 𝜅𝑅𝑇 𝑣 = 0, 𝜅

(𝑣)
𝑆𝑤 = 0, 𝜅

(𝑈)
𝑆𝑤 = 0. Logo temos que

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 1
4𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤𝜅𝑅𝑇 𝑈(𝜅𝑆𝑣𝑤)

= 1
4𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤

[︂1
8
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ3
1𝑖

𝜑3
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

+ 3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ1𝑖ℎ2𝑖

𝜑2
𝑖

(𝑅, 𝑇, 𝑈)𝑖

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

ℎ2
1𝑖

𝜑2
𝑖

{(𝑅𝑇, 𝑈)𝑖 + (𝑅𝑈, 𝑇 )𝑖 + (𝑅, 𝑇𝑈)𝑖}
]︂

[︂
− 1

2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑣, 𝑤)𝑙

]︂

Assim,

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 1
4𝜅𝑅𝑆𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤

[︂1
8𝑄10

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖(𝑇 )𝑖(𝑈)𝑖

)︁
+ 3

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖(𝑇 )𝑖(𝑈)𝑖

)︁
+ 1

4𝑄12

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ2
1𝑖{(𝑅𝑇 )𝑖(𝑈)𝑖 + (𝑅𝑈)𝑖(𝑇 )𝑖 + (𝑅)𝑖(𝑇𝑈)𝑖}

]︂
[︂

− 1
2𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙(𝑆, 𝑣, 𝑤)𝑙

]︂

Portanto,

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = − 1
64𝑄10𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ3
1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

− 3
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ4𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

− 1
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ2
1𝑖

[︂(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
+
(︁
(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
+
(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁
(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁]︂
Δ1𝑙𝑊1𝑙
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• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤

Calculando ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤, invertendo os somatórios e rearrumando os termos, temos que

𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = − 1
64𝑄10𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ3
1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙 − 3

32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ4𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
×
(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

− 1
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ2
1𝑖

[︂(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅
𝑅𝑆(𝑅𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑆)𝑙𝜅

𝑅𝑆(𝑅𝑈)𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑇 )𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑇 𝑈(𝑇𝑈)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁]︂
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = − 1
64𝑄10𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ3
1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

− 3
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ4𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

− 1
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑖=1

Δ2
1𝑖

[︂(︁
𝑒𝛿𝑑𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
+
(︁
𝑒𝛿𝑑𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
+
(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑑𝛿𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁]︂
Δ1𝑙𝑊1𝑙

logo escrevendo na forma matricial temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = −
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16 𝜄⊤
[︂

− 1
64𝑄10𝑄20Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1

− 3
32𝑄12𝑄20Δ4𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1

− 1
32𝑄12𝑄20Δ2

1

(︁
𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑 + 𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑 + 𝑍𝛽𝑑𝐷𝛿𝑍𝛿

)︁
Δ1𝑊1

]︂
𝜄

Logo

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄10𝑄20

64 𝜄⊤Δ3
1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ2
1𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ2
1𝑍𝛽𝑑𝐷𝛿𝑍𝛿Δ1𝑊1𝜄
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• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄10𝑄20

64 𝜄⊤Δ3
1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ4𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ2
1𝐸2𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ2
1𝑍2𝛽𝑑𝐷2𝛿𝑍2𝛿Δ1𝑊1𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊

Sabemos por definição que 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︁
𝜅𝑅𝑡𝑉 (𝜅𝑆𝑢𝑊

6 −𝜅
(𝑢)
𝑆𝑊 )+𝜅𝑅𝑡𝑢(𝜅𝑆𝑉 𝑊

4 −𝜅
(𝑉 )
𝑆𝑊 )+

𝜅
(𝑉 )
𝑅𝑡 𝜅

(𝑢)
𝑆𝑊 + 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑡 𝜅

(𝑉 )
𝑆𝑊

}︁
, em que 𝜅𝑅𝑡𝑉 = 0, 𝜅

(𝑢)
𝑆𝑊 = 0, 𝜅

(𝑉 )
𝑅𝑡 = 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑡 = 0. Logo temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︁
𝜅𝑅𝑡𝑢(𝜅𝑆𝑉 𝑊

4 − 𝜅
(𝑉 )
𝑆𝑊 )

}︁
. Assim temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︂

− 1
2
(︁
𝜙(0,0,1,0,1) + 2𝜙(0,1,0,0,0)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

𝑚2
1ℎ1𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑅, 𝑡, 𝑢)𝑖×[︂1
8

1
4
(︁
7 − 9𝜙(0,1,0,0,2) − 𝜙(0,0,1,0,3)

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

+ 1
4

3
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

+ 1
4

1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆𝑊, 𝑉 )𝑙 + (𝑆, 𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
−
[︁1
2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ1𝑙ℎ2𝑙

𝜑2
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

+ 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ2
1𝑙

𝜑2
𝑙

(︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

ℎ3
1𝑙

𝜑3
𝑙

(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

]︁]︂}︂
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Então,

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︂

− 1
2𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖(𝑅, 𝑡, 𝑢)𝑖×[︂ 1
32𝑄10

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙 + 3

16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

+ 1
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙

(︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆𝑊, 𝑉 )𝑙 + (𝑆, 𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
− 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

− 1
4𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙

(︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
+ 1

2𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

]︂}︂

Portanto,

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︂

− 1
2𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖(𝑅, 𝑡, 𝑢)𝑖×[︂ 1
32
(︁
𝑄10 + 16𝑄12

)︁ 𝑛∑︁
𝑙=1

Δ3
1𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙 − 5

16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ4𝑙(𝑆, 𝑉, 𝑊 )𝑙

− 3
16𝑄12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ2
1𝑙

(︁
(𝑆𝑉, 𝑊 )𝑙 + (𝑆, 𝑉 𝑊 )𝑙 − 1

3(𝑆𝑊, 𝑉 )𝑙

)︁]︂}︂

Logo, temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = − 1
64𝑄20𝑄13

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 5
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
(𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 3
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

[︂(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
+
(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁
𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
− 1

3
(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁
(𝑡)𝑖𝜅

𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁]︂
Δ2

1𝑙

em que 𝑄13 =
(︁
𝑄10 + 16𝑄12

)︁
.

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊
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∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = − 1
64𝑄20𝑄13

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 5
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 3
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

[︂(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆𝑉 )𝑙𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
+
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁(︁∑︁ ′𝜅𝑉 𝑊 (𝑉 𝑊 )𝑙

)︁
− 1

3
(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆𝑊 )𝑙𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁]︂
Δ2

1𝑙

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = − 1
64𝑄20𝑄13

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁
Δ3

1𝑙

+ 5
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛿𝑑𝑙𝑙

)︁
Δ4𝑙

+ 3
32𝑄12𝑄20

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

[︂(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁
+
(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑑𝛿𝑙𝑙

)︁
− 1

3
(︁
𝑒𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁]︂
Δ2

1𝑙

Logo, colocando na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄20𝑄13

64 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ3
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
5𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄20𝑄13

64 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ3
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
5𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝐸2𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ2
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ2
1𝜄
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• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑉 𝑊
{︁
𝜅𝑟𝑇 𝑉 (𝜅𝑠𝑈𝑊

6 −𝜅
(𝑈)
𝑠𝑊 )+𝜅𝑟𝑇 𝑈(𝜅𝑠𝑉 𝑊

4 −𝜅
(𝑉 )
𝑠𝑊 )+

𝜅
(𝑉 )
𝑟𝑇 𝜅

(𝑈)
𝑠𝑊 + 𝜅

(𝑈)
𝑟𝑇 𝜅

(𝑉 )
𝑠𝑊

}︁
, em que 𝜅𝑟𝑇 𝑉 = 𝜅𝑟𝑇 𝑈 = 0, 𝜅

(𝑣)
𝑠𝑊 = 0, 𝜅

(𝑈)
𝑠𝑊 = 0, 𝜅

(𝑉 )
𝑟𝑇 = 0 e 𝜅

(𝑈)
𝑟𝑇 = 0.

Logo temos que

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 0

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 0

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 = 0

• Cálculo de 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤

Sabemos por definição que 𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑅𝑡𝑣(𝜅𝑆𝑢𝑤

6 − 𝜅
(𝑢)
𝑆𝑤) + 𝜅𝑅𝑡𝑢(𝜅𝑆𝑣𝑤

4 − 𝜅
(𝑣)
𝑆𝑤) +

𝜅
(𝑣)
𝑅𝑡 𝜅

(𝑢)
𝑆𝑤 + 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑡 𝜅

(𝑣)
𝑆𝑤

}︁
, em que 𝜅

(𝑣)
𝑆𝑤 = 0, 𝜅

(𝑢)
𝑆𝑤 = 0, 𝜅

(𝑣)
𝑅𝑡 = 0 e 𝜅

(𝑢)
𝑅𝑡 = 0. Logo temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
12𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤

{︁
2𝜅𝑅𝑡𝑣𝜅𝑆𝑢𝑤 + 3𝜅𝑅𝑡𝑢𝜅𝑆𝑣𝑤

}︁
Portanto,

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 1
12𝜅𝑅𝑆𝜅𝑡𝑢𝜅𝑣𝑤

[︂
2
(︁

− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖(𝑡)𝑖(𝑣)𝑖

)︁
×

(︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑆)𝑙(𝑢)𝑙(𝑤)𝑙

)︁
+ 3

(︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖(𝑡)𝑖(𝑢)𝑖

)︁)︁
×

(︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑆)𝑙(𝑣)𝑙(𝑤)𝑙

)︁)︁)︁]︂

Assim, temos que

𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝑄2
20

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

+ 𝑄2
20

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑅)𝑖𝜅

𝑅𝑆(𝑆)𝑙(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖(𝑣)𝑙𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤
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∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝑄2
20

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

+ 𝑄2
20

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑅)𝑖𝜅
𝑅𝑆(𝑆)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑖

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑣)𝑙𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Identificando os elementos das matrizes e substituindo, temos que
∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = 𝑄2

20
24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

+ 𝑄2
20

16

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑖𝑖

)︁(︁
𝑧𝛽𝑑𝑙𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Escrevendo na sua forma matricial, temos então
∑︁ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = −

𝜙2
(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑙𝑊1𝜄

−
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑙𝑊1𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤

∑︁ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 = −
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽Δ1𝑙𝑊1𝜄

−
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑙𝑊1𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊

Sabemos por definição que 𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊
{︁
𝜅𝑟𝑡𝑉 (𝜅𝑠𝑢𝑊

6 − 𝜅
(𝑢)
𝑠𝑊 ) + 𝜅𝑟𝑡𝑢(𝜅𝑠𝑉 𝑊

4 − 𝜅
(𝑉 )
𝑠𝑊 ) +

𝜅
(𝑉 )
𝑟𝑡 𝜅

(𝑢)
𝑠𝑊 + 𝜅

(𝑢)
𝑟𝑡 𝜅

(𝑉 )
𝑠𝑊

}︁
, em que 𝜅

(𝑉 )
𝑠𝑊 = 0, 𝜅

(𝑢)
𝑠𝑊 = 0 e 𝜅𝑠𝑉 𝑊 = 0. Logo temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 1
6𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊 𝜅𝑟𝑡𝑉 𝜅𝑠𝑢𝑊

Portanto, substituindo os respectivos cumulantes e com algumas álgebras, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 1
6𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊

[︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑟)𝑖(𝑡)𝑖(𝑉 )𝑖

)︁(︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑠)𝑙(𝑢)𝑙(𝑊 )𝑙

)︁]︁
Simplificando e rearrumando a expressão, temos que

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 1
6𝜅𝑟𝑠𝜅𝑡𝑢𝜅𝑉 𝑊

[︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑟)𝑖(𝑡)𝑖(𝑉 )𝑖

)︁(︁
− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑠)𝑙(𝑢)𝑙(𝑊 )𝑙

)︁]︁
Logo,

𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝑄2
20

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙(𝑉 )𝑖𝜅

𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙
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• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝑄2
20

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑡)𝑖𝜅
𝑡𝑢(𝑢)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑉 )𝑖𝜅
𝑉 𝑊 (𝑊 )𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Identificando os elementos das matrizes, temos que
∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = 𝑄2

20
24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Expressando na sua forma matricial, temos que
∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = −

𝜙2
(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑍𝛽𝑍𝛿Δ1𝑊1𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que
∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 = −

𝜙2
(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑍2𝛽𝑍2𝛿Δ1𝑊1𝜄

• Cálculo de 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤

Sabemos, por definição, que: 𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑟𝑇 𝑣(𝜅𝑠𝑈𝑤

6 − 𝜅(𝑈)
𝑠𝑤 ) + 𝜅𝑟𝑇 𝑈(𝜅𝑠𝑣𝑤

4 − 𝜅(𝑣)
𝑠𝑤 ) +

𝜅
(𝑣)
𝑟𝑇 𝜅(𝑈)

𝑠𝑤 + 𝜅
(𝑈)
𝑟𝑇 𝜅(𝑣)

𝑠𝑤

}︁
, em que 𝜅

(𝑣)
𝑟𝑇 = 0, 𝜅

(𝑈)
𝑟𝑇 = 0 e 𝜅𝑟𝑇 𝑈 = 0. Logo temos que

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤
{︁
𝜅𝑟𝑇 𝑣

(︁𝜅𝑠𝑈𝑤

6 − 𝜅(𝑈)
𝑠𝑤

)︁}︁
Portanto, substituindo os respectivos cumulantes acima após algumas manipulações algébricas,
temos que:

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤
{︁

− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑟)𝑖(𝑇 )𝑖(𝑣)𝑖

[︁1
6
(︁

− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑠)𝑙(𝑈)𝑙(𝑤)𝑙

)︁)︁
−
(︁

− 𝜙(0,1,0,0,0)

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑠)𝑙(𝑈)𝑙(𝑤)𝑙

)︁)︁]︁}︁
Portanto,

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝜅𝑟𝑠𝜅𝑇 𝑈𝜅𝑣𝑤
{︁

− 𝑄20

2

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑟)𝑖(𝑇 )𝑖(𝑣)𝑖×

[︁(︁12𝜙(0,1,0,0,0) − 𝑄20
)︁

12

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑙𝑊1𝑙

(︁
(𝑠)𝑙(𝑈)𝑙(𝑤)𝑙

]︁}︁
Consequentemente,

𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = −𝑄22

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
(𝑟)𝑖𝜅

𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁(︁
(𝑇 )𝑖𝜅

𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁
(𝑣)𝑖𝜅

𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Em que 𝑄22 = 𝑄20
(︁
12𝜙(0,1,0,0,0) − 𝑄20

)︁
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• Cálculo de ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = −𝑄22

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁∑︁ ′(𝑟)𝑖𝜅
𝑟𝑠(𝑠)𝑙

)︁
×

(︁∑︁ ′(𝑇 )𝑖𝜅
𝑇 𝑈(𝑈)𝑙

)︁(︁∑︁ ′(𝑣)𝑖𝜅
𝑣𝑤(𝑤)𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Identificando as matrizes, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = −𝑄22

24

𝑛∑︁
𝑙=1

Δ1𝑖𝑊1𝑖

(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛿𝑖𝑙

)︁(︁
𝑧𝛽𝑖𝑙

)︁
Δ1𝑙𝑊1𝑙

Logo, escrevendo na sua forma matricial, temos que

∑︁ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝑄22

24
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑍𝛿𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

• Cálculo de ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤

Identificando os elementos das matrizes e os substituindo, temos que

∑︁ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 = 𝑄22

24
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑍2𝛿𝑍2𝛽Δ1𝑊1𝜄

• Expressão do termo 𝜖𝑝,𝑞(𝛽,𝛿)

Sabemos que 𝜖𝑝,𝑞(𝛽,𝛿) = ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢 + ∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈 − ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤 − ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 − ∑︀ ′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤 −∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 −∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 −∑︀ ′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 . Logo, substituindo cada quantidade pela sua expres-
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são, temos que

𝜖𝑝,𝑞(𝛽,𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄19

16 Δ2
1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

− 1
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 1

8𝑄20Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑

]︂
𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)

(︁
𝜙(0,1,0,2,0) − 1

)︁
4 𝜄⊤

[︂
𝑄21

1
16Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 3
8𝑄20Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 3

8𝑄20Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝐷𝛿

]︂
𝜄

−
(︁𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄10𝑄20

64 𝜄⊤Δ3
1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ4𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ2
1𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ2
1𝑍𝛽𝑑𝐷𝛿𝑍𝛿Δ1𝑊1𝜄

)︁
−
(︁𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄20𝑄13

64 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ3
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
5𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝐸𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
3𝑄12𝑄20

32 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄
)︁

−
(︁

−
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑙𝑊1𝜄

−
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

)︁
−
(︁
0
)︁

−
(︁𝑄22

24
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑍𝛿𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄
)︁

−
(︁

−
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
24 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑍𝛽𝑍𝛿Δ1𝑊1𝜄

)︁
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Assim,

𝜖𝑝,𝑞(𝛽,𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

• Expressão do termo 𝜖[(𝑝−𝑝1),(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿

Sabemos que 𝜖[(𝑝−𝑝1),(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿 = ∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢+∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈−∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑇 𝑈𝑣𝑤−∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑉 𝑊 −∑︀ ′′𝜆𝑅𝑆𝑡𝑢𝑣𝑤−∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑉 𝑊 − ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑇 𝑈𝑣𝑤 − ∑︀ ′′𝜆𝑟𝑠𝑡𝑢𝑉 𝑊 . Logo, substituindo cada quantidade pela sua ex-
pressão, temos que

𝜖[(𝑝−𝑝1),(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿 = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

• Expressão do termo 𝑑𝑝1,𝑞1(𝛽𝛿)
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Por definição, 𝑑𝑝1,𝑞1(𝛽𝛿) = 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿)−𝜖[(𝑝−𝑝1),(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿

𝑝1+𝑞1
, então substituindo as expressões de 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿) e

𝜖[(𝑝−𝑝1),(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿, temos que

𝑑𝑝1,𝑞1(𝛽𝛿) = 1
𝑝1 + 𝑞1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

−
(︃

𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

)︃⎫⎬⎭
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Assim,

𝑑𝑝1,𝑞1(𝛽𝛿) = 1
𝑝1 + 𝑞1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁
+ 𝑄20

4 Δ1𝑊1
(︁
𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑

)︁
× Δ1𝑊1𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑

)︁
× Δ4𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ2

1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽 − 𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽

)︁
Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ1𝑊1𝜄

⎫⎬⎭
• Expressão do termo 𝜖[(𝑝−𝑝1),𝑞](𝛽𝛿)

𝜖[(𝑝−𝑝1),𝑞](𝛽𝛿) = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

• Expressão do termo 𝑑𝑝1,𝛽𝛿
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Por definição, 𝑑𝑝1,𝛽𝛿 = 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿)−𝜖[(𝑝−𝑝1),𝑞],𝛽𝛿

𝑝1
, então substituindo as expressões de 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿) e 𝜖[(𝑝−𝑝1),𝑞],𝛽𝛿,

temos que

𝑑𝑝1,𝛽𝛿 = 1
𝑝1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁
+ 𝑄20

4 Δ1𝑊1
(︁
𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑

)︁
× Δ1𝑊1𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ2

1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽

)︁
Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ1𝑊1𝜄

⎫⎬⎭
A expressão acima pode ser decomposta por

𝑑𝑝1,𝛽𝛿 = 𝑑
(𝐿)
𝑝1,𝛽𝛿 + 𝑑

(𝑁𝐿)
𝑝1,𝛽𝛿

em que

𝑑
(𝐿)
𝑝1,𝛽𝛿 = 1

𝑝1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑

)︁
× Δ1𝑊1𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑍2𝛽

)︁
Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝑍2𝛽𝑑𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ1𝑊1𝜄

⎫⎬⎭
representa a parte linear do modelo e

𝑑
(𝑁𝐿)
𝑝1,𝛽𝛿 = 1

𝑝1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤ 𝑄20

4 Δ1𝑊1
(︁
𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁
𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍2𝛽𝑑

)︁
Δ2

1𝜄

⎫⎬⎭
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que pode ser interpretado como um termo devido à não linearidade na componente sistemática
do modelo.

• Expressão do termo 𝜖[𝑝,(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿

𝜖[𝑝,(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿 = 𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 + 𝑄20

4 Δ1𝑊1𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑Δ1𝑊1𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑Δ2
1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑Δ1𝑊1𝜄

• Expressão do termo 𝑑𝑞1,𝛽𝛿

Por definição, 𝑑𝑞1,𝛽𝛿 = 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿)−𝜖[𝑝,(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿

𝑞1
, então substituindo as expressões de 𝜖𝑝,𝑞(𝛽𝛿) e 𝜖[𝑝,(𝑞−𝑞1)],𝛽𝛿,

temos que

𝑑𝑞1,𝛽𝛿 = 1
𝑞1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁
+ 𝑄20

4 Δ1𝑊1
(︁
𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

)︁⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑

)︁
× Δ1𝑊1𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑 − 𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

)︁
Δ2

1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽

)︁
Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁
Δ1𝑊1𝜄

⎫⎬⎭
A expressão de 𝑑𝑞1,𝛽𝛿 pode ser decomposta em

𝑑𝑞1,𝛽𝛿 = 𝑑
(𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿 + 𝑑

(𝑁𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿
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em que 𝑑
(𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿 e 𝑑

(𝑁𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿 têm as seguintes formas matriciais:

𝑑
(𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿 = 1

𝑞1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤

⎡⎣(︃𝑄19 + 𝑄21

16

)︃
Δ2

1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁

+ 𝑄20

4 Δ6𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁⎤⎦𝜄

−
𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16

(︃
𝑄10𝑄20 + 𝑄20𝑄13

64

)︃
𝜄⊤Δ3

1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑑

)︁
× Δ1𝑊1𝜄 + 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄

2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛽𝑑𝑍𝛿𝑍𝛿𝑑 − 𝑍𝛽𝑑𝑍2𝛿𝑍2𝛿𝑑

)︁
Δ4𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4

(︃
2𝑄2

20 − 𝑄22

24

)︃
𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑍𝛽

)︁
Δ1𝑊1𝜄

+
𝜙2

(0,1,0,0,0)𝑄12

4
𝑄2

20
16 𝜄⊤Δ1𝑊1

(︁
𝑍𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝑍𝛽𝑑𝑍𝛽𝑑

)︁
Δ1𝑊1𝜄

⎫⎬⎭
que representa a parte linear do modelo e

𝑑
(𝑁𝐿)
𝑞1,𝛽𝛿 = 1

𝑞1

⎧⎨⎩𝜙(0,1,0,0,0)
𝑄12

4 𝜄⊤ 𝑄20

4 Δ1𝑊1
(︁
𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

)︁
𝜄

+ 𝜙(0,1,0,0,0)𝑄
2
12

16
𝑄12𝑄20

16 𝜄⊤Δ1𝑊1
(︁
𝑍𝛿𝐷𝛿𝑍𝛽𝑑 − 𝑍2𝛿𝐷2𝛿𝑍𝛽𝑑

)︁
Δ2

1𝜄

⎫⎬⎭
que pode ser interpretado como um termo devido à não linearidade na componente sistemática
do modelo.
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APÊNDICE F – COELHOS EUROPEUS NA AUSTRÁLIA

Tabela 46 – Peso das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas, e a idade (x), em dias, numa
amostra contendo 71 observações (Wei (1998), Exemplo 6.8 ).

x y x y x y
15 21,66 98 104,30 285 189,66
15 22,75 125 134,90 300 186,09
15 22,30 142 130,68 301 186,70
18 31,25 142 140,58 305 186,80
28 44,79 147 155,30 312 195,10
29 40,55 147 152,20 317 216,41
37 50,25 150 144,50 338 203,23
37 46,88 159 142,15 347 188,38
44 52,03 165 139,81 354 189,70
50 63,47 183 153,22 357 195,31
50 61,13 192 145,72 375 202,63
60 81,00 195 161,10 394 224,82
61 73,09 218 174,18 513 203,30
64 79,09 218 173,03 535 209,70
65 79,51 219 173,54 554 233,90
65 65,31 224 178,86 591 234,70
72 71,90 225 177,68 648 244,30
75 86,10 227 173,73 660 231,00
75 94,60 232 159,98 705 242,40
82 92,50 232 161,29 723 230,77
85 105,00 237 187,07 756 242,57
91 101,70 246 176,13 768 232,12
91 102,90 258 183,40 860 246,70
97 110,00 276 186,26
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APÊNDICE G – SOLUÇÃO DE CÁLCIO

Tabela 47 – Solução de cálcio durante um determinado tempo 𝑥 (em minutos) e a quantidade de cálcio
absorvida pelas células 𝑦 (em 𝑛𝑚𝑜𝑙/𝑚𝑔), numa amostra de 27 observações (RAWLINGS, 1988;
BRAZZALE, 2000)

𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑖 𝑥𝑖 𝑦𝑖

1 5.7 685 15 6.0 683
2 4.5 526 16 4.9 662
3 4.7 536 17 5.5 627
4 4.5 520 18 3.9 423
5 3.6 343 19 4.5 513
6 4.3 462 20 3.5 383
7 4.1 460 21 4.6 517
8 3.7 454 22 4.0 448
9 6.8 1076 23 7.1 970
10 5.7 722 24 5.4 681
11 6.3 814 25 6.4 800
12 6.0 782 26 5.4 775
13 5.5 689 27 5.7 731
14 8.2 1499
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APÊNDICE H – DADOS DE RATOS

Tabela 48 – Média dos erros cometidos pelos ratos isquêmicos (lesionados).

Ratos Bl1 Bl2 Bl3 Bl4 Bl5 Ratos Bl1 Bl2 Bl3 Bl4 Bl5
1 0.5 1.2 0.3 0.5 0.3 14 3.2 2.6 2.7 0.8 0.3
2 0.5 1.0 0.6 0.0 0.0 15 2.2 1.9 0.3 0.0 0.0
3 0.3 0.5 0.2 0.6 0.1 16 1.9 0.3 0.4 0.2 0.2
4 0.3 0.4 0.0 0.0 0.0 17 0.9 1.8 1.1 1.0 0.6
5 0.8 0.1 0.0 0.0 0.1 18 1.8 1.9 0.8 0.2 0.6
6 1.3 1.0 0.5 0.0 0.6 19 3.2 2.6 2.7 0.8 0.3
7 0.8 0.1 0.2 0.0 0.0 20 2.2 1.9 0.3 0.0 0.0
8 2.3 0.4 0.0 0.0 0.0 21 1.9 0.3 0.4 0.2 0.2
9 0.6 0.8 0.0 0.0 0.0 22 0.9 1.8 1.1 1.0 0.6
10 0.4 0.0 0.0 0.0 0.0 23 1.8 1.9 0.8 0.2 0.6
11 0.1 0.2 0.6 0.0 0.0 24 0.8 1.0 0.0 0.3 0.0
12 0.3 0.2 0.8 0.0 0.0 25 0.2 0.5 0.2 0.2 0.1
13 0.2 0.0 0.9 0.1 0.0

Tabela 49 – Média dos erros cometidos pelos ratos não lesionados.

Ratos Bl1 Bl2 Bl3 Bl4 Bl5 Ratos Bl1 Bl2 Bl3 Bl4 Bl5
1 0.8 0.0 0.0 0.0 0.0 14 0.9 0.0 0.1 0.0 0.0
2 0.3 0.4 0.2 0.0 0.0 15 2.8 1.8 1.0 0.0 0.1
3 0.7 0.0 0.0 0.0 0.0 16 0.9 0.7 0.0 0.0 0.0
4 0.7 0.8 0.0 0.0 0.0 17 0.8 0.4 0.2 0.0 0.0
5 0.8 0.4 0.1 0.0 0.0 18 0.4 0.2 0.1 0.0 0.0
6 0.9 0.3 0.1 0.0 0.0 19 0.7 0.2 0.0 0.0 0.0
7 0.6 0.1 0.0 0.0 0.0 20 3.3 1.8 0.7 0.2 0.0
8 1.1 1.2 0.3 0.2 0.0 21 2.4 1.3 0.0 0.0 0.0
9 0.2 0.6 0.3 0.0 0.0 22 3.3 1.8 0.7 0.2 0.0
10 1.1 0.0 0.0 0.0 0.0 23 2.4 1.3 0.0 0.0 0.0
11 0.2 0.1 0.0 0.0 0.0 24 0.6 0.3 0.3 0.0 0.0
12 0.7 0.1 0.0 0.0 0.1 25 0.4 0.0 0.2 0.2 0.0
13 0.1 0.0 0.1 0.0 0.0 26 1.2 0.1 0.0 0.0 0.0
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APÊNDICE I – DERIVADAS PARA ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES

SIMÉTRICAS

Tabela 50 – Expressão para 𝑔(𝑧2), 𝑔′(𝑧2)
𝑔(𝑧2) e 𝑣 = −2 𝑔′(𝑧2)

𝑔(𝑧2) para algumas distribuições simétricas

Distribuições 𝑔(𝑧2) 𝑔′(𝑧2)
𝑔(𝑧2) 𝑣

1. Normal exp{− 1
2 𝑧2}√

(2𝜋)
−1

2 1

2. Cauchy 1
𝜋
(1 + 𝑧2)−1 - 1

1+𝑧2
2

1+𝑧2

3. t-Student 𝜈
𝜈
2 [𝜈+𝑧2]−

𝜈+1
2

𝐵(1/2,𝜈/2) − 𝜈+1
2(𝜈+𝑧2)

𝜈+1
(𝜈+𝑧2)

4. t-Student Generalizada 𝑤
𝑟
2 [𝑟+𝑧2]−

𝑟+1
2

𝐵(1/2,𝑟/2) − 𝑟+1
2(𝑤+𝑧2)

𝑟+1
(𝑤+𝑧2)

5. Logística Tipo I 𝑐 exp{−𝑧2}
(1+exp{−𝑧2})2 - 1−exp{−𝑧2}

(1+exp{−𝑧2})2
2(1−exp{−𝑧2})
(1+exp{−𝑧2})

6. Logística Tipo II exp{−𝑧}
(1+exp{−𝑧})2 −1

2
(exp{|𝑧|}−1)

(|𝑧| exp{|𝑧|}+1)
(exp{|𝑧|}−1)

(|𝑧| exp{|𝑧|}+1)

7. Exponencial Potência 𝑐(𝑘) exp{−1
2𝑧2/(1+𝑘)} − 𝑧−𝑘/(1+𝑘)

2(1+𝑘)
𝑧−𝑘/(1+𝑘)

(1+𝑘)


