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RESUMO

Nos dois capitulos iniciais, abordamos a motivacao e os fundamentos da estatistica fra-
cionaria de exclusdo (EFE) de Haldane. Esta proposta foi formulada por F. D. M. Hal-
dane em 1991, e concerne uma generalizacao do principio de Pauli para sistemas de muitas
particulas. Essa estatistica é baseada na contagem de estados quanticos e é valida em
qualquer dimensao espacial. Além disso, verificamos que a EFE se mostra efetiva para ma-
pear sistemas de bosons ou férmions interagentes em um sistema de quasiparticulas com
estatistica governada por uma matriz g, com aspectos fisico-matematicos bem definidos.
Em seguida, descrevemos o exemplo de Wu, isto é, o gas ideal composto dessas quasi-
particulas ou espécies, denominadas exclusons, permitindo a derivacao de propriedades
como numero de ocupacao e energia total. Ressaltamos, nesse contexto, a nossa proposta
de uma demonstracao alternativa do teorema abaixo: "Em duas dimensoes, o calor es-
pecifico a volume constante é independente de ¢". Apds a introdugao dos métodos de
estatistica fracionaria, nds os utilizamos para tratar o modelo de Hubbard de alcance in-
finito. De fato, este modelo interagente pode ser mapeado em um gés ideal de trés espécies
de exclusons obedecendo a uma EFE de Haldane-Wu com uma matriz estatistica g bem
definida. Esta formulacao foi utilizada, com sucesso, na descri¢cdo de outras variagoes do
modelo de Hubbard. Assim, foi determinada a energia livre gra-canonica do sistema e, em
seguida, usando a parte singular da energia livre, exploramos o sistema na regiao préoxima
ao ponto critico: T'=0, u=0e U = A. Nessa regiao, a energia livre é representada por
uma série de poténcias, permitindo o calculo dos expoentes criticos associados aos regimes
quantico e quantico critico. Salientamos que, no regime quantico critico, os coeficientes
da série sao dados em termos das fungoes de Lerch. Por fim, derivamos resultados no
contexto do modelo de Hubbard de alcance infinito no regime de spin incoerente. Em
particular, derivamos a energia livre gra canonica no limite de acoplamento forte, per-
mitindo o célculo da entropia e do calor especifico. Mostramos que essas quantidades
sao descritas por séries de poténcias, cujos coeficientes sao resumidos em duas tabelas,
das quais podemos obter graficos para varias dimensoes (até dez), e no limite d — oo.
Para dimensoes pares, as séries sao finitas e definidas por fungoes polinomiais com ordem
crescente com a dimensionalidade. Destacamos, ainda, o uso de técnicas de soma de Borel
para contornar a divergéncia da série para dimensoes impares.

Palavras-chave: modelo de Hubbard de alcance infinito; estatistica fraciondria de ex-
clusao; termodinamica; spin incoerente.



ABSTRACT

The first two chapters address the motivation and foundations of Haldane’s Fractional
Exclusion Statistics (FES). This proposal was formulated by F. D. M. Haldane in 1991,
and concerns a generalization of Pauli’s principle to many-particle systems. This statistics
is based on counting quantum states and is valid in any spatial dimension. Furthermore,
we verify that the FES is effective for mapping systems of interacting bosons or fermions
in quasi-particle systems with statistics governed by a g matrix, with well-defined physico-
mathematical aspects. Next, we describe Wu'’s example, i. e., the ideal gas composed of
these quasiparticles or species, called exclusons, allowing the derivation of properties such
as the occupation number and the total energy. In this context, we highlight our proposal
for an alternative proof of the following theorem: "In two dimensions, the specific heat
at constant volume is independent of ¢g". After the introduction of fractional statistics
methods, we used them to treat the infinite-range Hubbard model. In fact, this interacting
model can be mapped onto an ideal gas of three species of exclusons governed by a FES
of Haldane-Wu with a well-defined g statistical matrix. This formulation was successfully
used to describe other variations of the Hubbard model. Thus, grand-canonical free energy
of the system was determined, whose singular part was explored in the region close to
the critical point: T'=0, u =0 and U = A. In fact, the free energy is represented by
adequate power series, allowing the calculation of the critical exponents associated with
both the quantum and quantum critical regimes. We point out that, in the quantum
critical regime, the coefficients of the series are given in terms of the Lerch functions.
Finally, we derive results in the context of the infinite-range Hubbard model in the spin-
incoherent regime. In particular, we derive the grand-canonical free energy in the strong
coupling limit, allowing the calculation of entropy and specific heat. We show that these
quantities are described by power series, whose coefficients are summarized in two tables,
from which we can obtain graphs for several dimensions (up to ten), and in the limit
d — oo. For even dimensions, the series are finite and defined by polynomial functions
with increasing order of dimensionality. We also highlight the use of Borel summation
techniques to circumvent the divergence of the series for odd dimensions.

Keywords: infinite-range Hubbard model; fractional exclusion statistics; grand-canonical
free energy; spin-incoherent.
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1 INTRODUCAO A ESTATISTICA FRACIONARIA

Os boésons e férmions sao particulas caracterizadas pela forma como suas func¢oes de onda
respondem a troca das posicoes de duas particulas idénticas. Baseando-se no princi-
pio de Pauli, bésons apresentam simetria com relagao a essa troca, de tal forma que,
61(B)Pa(y) = d1(7)p2(B8). Isso permite que varios bdésons possam ocupar um mesmo
estado quantico; logo, constréi-se a estatistica de Bose-Einstein para descrevé-los. Os
férmions, no entanto, apresentam uma resposta antissimétrica com relacao a troca de
posicoes:d1(8)p2(y) = —d1(7)p2(F). Entdo, apenas um férmion poderd ocupar determi-
nado estado quantico e assim constroi-se a estatistica de Fermi-Dirac, que teve sua origem
associada ao modelo de Thomas-Fermi para o atomo [I]. No final do século XX, foram
descobertas, no contexto do efeito Hall quantico fracionario [2], quase-particulas ou exci-
tacOes elementares com carga fracionaria, que nao se encaixam, estritamente, em nenhuma
das situagoes descritas. Essas quase-particulas, denominadas anyons [3),[4], correspondem
a excitacoes elementares no interior de um grande sistema de particulas interagentes. Os
anyons satisfazem uma estatistica fracionaria, intermediaria as de Fermi-Dirac e Bose-
Einstein. Neste contexto, pode-se generalizar o principio de Pauli, para também incluir
os anyons, onde para a troca de posicao entre duas particulas do sistema, temos que

$1(8)¢2(7) = €7 61(7)d2(B). (1.1)

Na equagao acima, « € [0, 1] é um pardmetro estatistico, tal que para o = 0 (v = 1) temos
um sistema de bdsons (férmions). Os anyons sao governados pela estatistica fraciondria de
troca (em inglés: fractional exchange statistics), com propriedades mais identificadas em
sistemas bidimensionais. Recentemente, dados experimentais indicaram uma observacao
direta que comprova a existéncia de anyons na natureza [5].

Em 1991, Haldane deu uma contribuicao fundamental ao propor uma estatistica fra-
ciondria baseada na contagem de estados quanticos: estatistica fracionaria de exclusao (em
inglés, FES, fractional exclusion statistics), valida em qualquer dimensdo. Para exempli-
ficar, podemos considerar um sistema de N particulas inseridas num sistema quantico
representado por um espago de Hilbert d-dimensional. A funcao de onda total do sistema
é dada por

YN (1,79, TN) = ZAV({TJ‘;J #i})ou(ri; {rj; 5 # i}), (1.2)

onde os ¢, (r;) geram um espaco de Hilbert dx-dimensional, e os A, (r;) s@o os respectivos
coeficientes. Definindo d% como o ntmero de estados disponiveis para se acrescentar
uma particula quando no sistema ja estao insertas (N — 1) particulas. Para um sistema
de bosons, por exemplo, nao ha qualquer restricao com relagao a ocupacao dos estados,
logo d¥ = d. Os férmions, no entanto, apresentam restrigoes de ocupacdo, isto é, di =
d— (N —1), de tal forma que s6 podera haver uma particula em cada estado. Tendo em
vista os casos de férmions ou bdsons, é possivel inferir uma generalizagdo para o d%:

A% =d—g(N —1), (1.3)

onde g = 0 (g = 1) para bdsons (férmions). Na defini¢do original de Haldane, foi proposta
a seguinte equagao:

Add = —gAN. (1.4)
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A equacao acima é a generalizacao para sistemas com varias espécies de particulas, neste
trabalho denominadas ezclusons, governadas por uma matriz g. Esta defini¢cdo é consis-
tente pois, a medida que novas particulas sao inseridas no sistema, o ntmero de estados
disponiveis deve diminuir ou permanecer o mesmo (bdsons), a depender da matriz g. Note
que, partindo da equacao ((1.4)), é simples inferir a equagao (1.3).

Em adigao, podemos definir D%, como o ntimero total de configuragdes possiveis para
as N particulas fracionarias no espaco de Hilbert d-dimensional e, assim, encontrar uma
forma explicita para esta quantidade por comparacao com os casos bosonico e fermionico.
Lembrando que, para um sistema de férmions, em cada um dos d estados s6 pode haver
a auséncia ou a presenca de 1 particula, o nimero total de configuracoes D% é dado pela
combinatoéria simples de d em N:

F d!
Dy = (A= N)INT’ (1.5)
Para bosons, cada estado pode comportar um nimero qualquer de particulas, o que
dificulta a estatistica do problema. Neste caso, o ntimero de configuracoes DE pode ser
obtido resolvendo um problema semelhante, isto é, a disposicdo de N "bolas" e (d — 1)
"varetas' [6], onde temos que

d+ N —1)!

DB = (— 1.6

N (d—1)IN! (1.6)

Agora, usando a equacao (|1.3)) podemos reescrever as equagdes acima em fungiao do d%:
, (d¥ + N —1)! .. (d5 + N —1)!

para bésons (g = 0), DX = ]\];[!(dﬁ — 1) ; e para férmions (g = 1), Dk = ]\];‘(dﬁ e

Percebe-se que essas equagbes apresentam o mesmo formato, o que nos leva a escrever a
forma geral de DY, em fungdo de d% para um g arbitrario:
9
(dy + N —1)!

DY = : 1.7
NN - 1) (1.7)

onde d¥ ratifica a equacao (1.3)), o que implica:

g _ ld+(0-g(N-1]

Dy = Nl[d—gN — (1 —g)]V

(1.8)

O aspecto inovador é a introducdo de um parametro estatistico g, que generaliza as
possibilidades para sistemas interagentes na fisica da matéria condensada, como veremos
adiante.

Em geral, tratamos sistemas interagentes a partir do célculo dos coeficientes do virial,
mas a interacdo nao altera a estatistica a ser utilizada, seja de Fermi-Dirac ou Bose-
FEinstein. Mas sabemos que a presenca de uma interacao altera sensivelmente o espaco
de configuragoes do sistema, alterando, assim, D%;. Diante disso, podemos pensar: E se
tratassemos o sistema como nao-interagente e para compensar mudassemos a estatistica
do sistema, ou seja, tratar as interagoes como se fossem meramente estatisticas. De fato,
a FES se mostrou efetiva em alguns modelos fisicos interagentes, dentre eles o efeito
hall quantico fracionario [7, 8] e os modelos de Luttinger [9] e Hubbard [I0]. Esses
resultados sao muito importantes, pois nos levam a concluir que um sistema de bésons ou
férmions interagentes pode ser mapeado em um sistema de quase-particulas, ou excitagoes

(1))

elementares, nao interagentes com determinado parametro “g”. Isso se torna bastante
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interessante pois, dependendo do problema, ele pode se tornar mais tratavel ou também
ter uma interpretacao fisica mais clara, se mapeado em uma FES de Haldane [I1]. A
seguir, vamos mostrar um exemplo simples que ilustra esse mapeamento [12].

Considere um sistema de N particulas idénticas (boséns ou férmions) confinadas har-
monicamente em 1 dimensao espacial (1D), com frequéncia w. Nesse caso, a energia do
sistema, como ja é bem conhecida na literatura [13], ¢ dada por

EN:M%XW+DZM4¥W+ZL (1.9)

onde n; € N (numeros naturais incluindo o 0) representa o nimero de ocupagao do
estado 7. Se as particulas interagem entre pares com magnitude de interacao g, teremos
um acréscimo de um termo da forma:

N N
gN(N —1
E,=g> ) nn; = (2), (1.10)
i=1 j>i
e a energia total do sistema é dada por
N(N -1 N

Agora, podemos reescrever a expressao acima de uma forma idéntica a ((1.9):

N
E:m«zm+2>, (1.12)
onde n; ¢ um nimero de ocupacao efetivo:

Assim, o termo de interacao foi totalmente absorvido pelo n;, provocando apenas alter-
acoes nos quantas de excitagao. Calculando agora a diferenca de ocupacao entre estados
energéticos efetivos vizinhos, temos que

ﬁi—i—l — fbl =MN+1 — 1y + g. (114)

Percebemos, assim, que o preco a pagar pela introducao do n; € que a diferenca de energia
entre os quantas de excitacdo passa a ter um acréscimo de g. Agora, se compararmos
e , podemos relacionar imediatamente o nimero efetivo de ocupagao com a
distribuicao estatistica do sistema. Dessa forma, com esse exemplo simples, identificamos
a possibilidade de usar a estatistica fracionaria para absorver as interacgoes fisicas do
sistema.

Neste estagio, temos uma intuicdo de como funciona o mapeamento de um sistema
interagente utilizando a FES e de suas possiveis utilidades. No proximo capitulo, ire-
mos obter propriedades estatistica dos sistemas com estatistica fracionaria. Inicialmente,
exploraremos os limites fisicos das expressoes obtidas acima, calculando diretamente a
funcdo de particao do sistema sob FES. Em seguida, descreveremos o mapeamento em
uma FES de alguns sistemas simples: oscilador harmonico e poco infinito, para ganhar
intuicdo sobre os métodos a serem utilizados. Adicionalmente, abordaremos o problema
de Wu [14], que trata da solugdo do gas ideal sob uma FES. E, por fim, faremos uma
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aplicagao dos resultados obtidos ao gias homogéneo, onde relatamos alguns resultados
originais para sistemas bidimensionais.

No capitulo 3, descreveremos as propriedades do modelo de Hubbard com interacao de
alcance infinito em redes hipercibicas via FES [I0]. Inicialmente, vamos demonstrar que
esse sistema pode ser mapeado em um gas ideal de 3 espécies, obedecendo a uma FES. A
partir disso, vamos aplicar o formalismo de Wu ao problema para derivar a energia livre
gra-candnica. Finalmente, estudaremos as propriedades deste sistema na criticalidade;
em especial, mostraremos que, no regime quantico critico, as fun¢oes de Lerch aparecerao
como uma assinatura da estatistica fracionaria.

No capitulo 4, utilizaremos os resultados do capitulo anterior para examinar o regime
de spin incoerente [I5] do modelo de Hubbard com interagao de alcance infinito. Esse
capitulo relata nossos resultados originais que foram compilados em um artigo [16]. Inicial-
mente, focaremos na derivacdo da energia livre gra-canonica. Em seguida, examinaremos
algumas propriedades termodinamicas: entropia e o calor especifico. Mostraremos que
essas grandezas sao descritas por séries de poténcias, cujos coeficientes sao resumidos em
duas tabelas; assim, podemos obter graficos para varias dimensoes (até dez), e no limite
d — oo. Para dimensoes pares as séries sao finitas e dadas por fungoes polinomiais com
ordem crescente com a dimensionalidade. Destacamos, também, o uso de técnicas de
soma de Borel para contornar a divergéncia das séries para dimensoes impares. Por fim,
as conclusoes sao resumidas no capitulo 5.
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2 MECANICA ESTATISTICA DE UM SISTEMA GOVERNADO POR UMA
ESTATISTICA FRACIONARIA

No capitulo anterior, concluimos que é possivel mapear um sistema de particulas inter-
agentes em um sistema de exclusons governado por uma estatistica fracionaria com um
g bem definido. A partir desses resultados, neste capitulo derivaremos propriedades es-
tatisticas de alguns sistemas governados por uma FES. Como ilustragao, calcularemos a
funcao de particao do sistema e sua relagdo com o parametro g. Neste esquema, g é com-
pletamente determinado a menos de uma constante multiplicativa C', que depende apenas
da geometria do sistema. Determinaremos essa constante para dois sistemas simples: a
particula na caixa e o oscilador harmonico.

Em seguida, abordaremos uma versao simplificada [12] do problema de Wu para o gés
ideal governado por uma FES [14]. Para tal, uma generalizagao do Dy foi identificada e
relacionada com a funcao de particdo do sistema. Assim, é possivel obter uma equagao
transcendental, envolvendo o ntimero de ocupacao médio n;, que é relacionada com a
fungao de Wu [I4], o que nos permite derivar diversas propriedades do gas ideal. Como
exemplo, tem-se o fato de que o gas nao se condensa em um unico estado de energia
para g # 0, e, também que hé formagao de uma superficie de Fermi limitada em 1/g.
Para ilustrar melhor, foram feitos graficos da distribuicdo de particulas para distintos
valores de g. Além disso, detalhamos as equacoes que descrevem o numero de particulas
N e a energia total E de um gas homogéneo, culminando na solugdo do problema do gas
homogéneo bidimensional. Para este problema, foi feita uma derivagao original da energia
total do sistema em termos das energias para bdsons e para férmions e do parametro g, e
provamos que sua consisténcia em qualquer temperatura. No caso da energia F, aparece a
fungao dilogaritmo (caso especial da fungao zeta de Lerch), uma assinatura de um sistema
governado por uma FES. Com isso, obtemos uma derivagao alternativa (original) de um
resultado crucial: Em duas dimensoes espaciais (2D), o calor especifico é independente da
estatistica do sistema. Por fim. abordamos o gas generalizado de Wu e suas propriedades.

2.1 A funcao de particao no limite d — oo

No capitulo anterior, obtemos a equagao que nos da o nimero total de con-
figuragoes possiveis D% para um sistema de N particulas em um espago de Hilbert de
tamanho d, governado por uma FES. Para melhor entendimento do que foi obtido, nossa
tarefa inicial foi a de buscar informagoes do comportamento da varidgvel DY em alguns
limites fisicos. Iniciamos com o limite em que o espaco de Hilbert associado as particu-
las ¢ infinito, d — 00, 0 que equivale a tomar o limite do continuo. Para tal, primeiro
expandimos os fatoriais do D%, explicitando as poténcias de dV e dV—1:

D?V:]\lﬂ[d’v+{§ [(N—l)(l—g)—i]}dN1+...]. (2.1)

Note que aparece um somatério como coeficiente de dV~!. Este somatério é resolvido

por progressao aritmética, Sy_1 = (ag + aN_l)%, onde ag é o primeiro termo e ay_; é o
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ultimo termo. Por fim, obtemos que
1. N 1
ﬁ[d + N(N = 1)(=

D4 =
2

—g)d¥ 4] (2.2)

Agora, podemos isolar o coeficiente (1/2 — g) que multiplica d¥~! na equacao (2.2)), de

d N'D$,

forma a obter a relacao : 1/2 — g = M —w —1—...|. No limite d — oo os termos

N-1)
representados pelas reticéncias tém poténcias negativas de d, e tenderao a zero; entao,

= (2.3)

1 . d [N D% ]
A equacgao acima determina g em funcao do D¥%,. Mas essa quantidade nao é simples de
se obter em sistemas fisicos reais. Por outro lado, podemos associar D%, com a funcao de
particao Zy da seguinte forma:

g _J; — 1 —BHN
DY = %151) Iy = %%Tr(e ) (2.4)

onde f = 1/kT e Hy é o hamiltoniano das N particulas. De fato, no limite de altas tem-
peraturas, T — oo, as particulas tenderao a ocupar o maior nimero de estados possiveis
e a fungdo de particdo se mostrara na sua forma mais simples, pois a interacao entre as
particulas se torna desprezivel com relacao a energia térmica do sistema. Identificamos
também que, tomando N = 1 na equagao (2.2)), a dimensao do espago de Hilbert d pode
ser escrita em termos da fungao de particdo de uma particula Z;:

d=1lim Z,. (2.5)

Além disso, no limite g — 0, o espago de Hilbert dos estados do sistema é muito grande;
logo, o limite d — oo é também satisfeito. Entao, substituindo (2.4]) em ({2.3)), temos:

|
;—g:C’lim 21 [N'ZN—ll.

B0 N(N —1) | ZN (2:6)
O prego a pagar por trabalhar com essa relagao é encontrar a constante de proporcionali-
dade C, que mantem a consisténcia da definicdo de g. De fato, essa constante surge da
transicao de limg_, para limg_,o e depende essencialmente da geometria do espago de
Hilbert e da dimensao do sistema.

Agora, vamos iniciar um procedimento para encontrar a constante de proporcionali-
dade C'. Um resultado conhecido na mecénica estatistica é a expansao da funcao de
partigdo canonica para N particulas idénticas (bdsons e férmions), em série de poténcias
da fungao de partigdo candnica para uma particula, Z;, demonstrado na referéncia [17]:

1

ZyT(B) = N

202 2z 1)

onde o sinal +(—) indica bésons (férmions). Substituindo esse resultado em (2.6)). temos
(para g = 0 ou 1),

i; ~ Ol —210)

SO N(N — 1) [(1121(25)212(5)]\[(]\[_1) + ) — 1] : (2.8)

2
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No limite § — 0, Z; cresce bastante, pois a dimensao do espago de Hilbert também cresce,
logo os termos representados pelas reticéncias podem ser desprezados. Assim, por uma
algebra simples, obtemos que

_ o Zi(B)
¢= %11{(1) Z1(2ﬁ).

(2.9)

Diante da consisténcia do método, para os casos de férmions e bdsons, é natural supor que
a constante C' seja a mesma para qualquer g e é dada por . Nas subsecoes a seguir,
calcularemos essa constante para dois sistemas fisicos, a particula na caixa e o oscilador
harmonico.

2.1.1 Particula de massa m confinada em uma Caixa de tamanho L em D dimensoes

Comecemos trabalhando o sistema da maneira unidimensional. A energia dos niveis

quanticos ja é bem conhecida na literatura [18]:
h2m?n?

Temos também que a definicao da fungao de particdo canonica para uma particula é dada
por

Zi(B) = > e B, (2.11)
n=1
Substituindo (2.11)) em (2.10]), temos que
. e -8 127202
gli% Z1(B) = nz::l e "emir (2.12)

A série acima ¢é dificil de calcular, mas, para o nosso propdésito, sé precisamos de Z;(f3)
no limite em que 5 — 0. Nesse limite, os argumentos das exponenciais se tornam muito
pequenos e podemos aproximar a série por uma integral dada por

00 h2r2n2
lim 7 (5) :/ e P amz” dn. (2.13)
B—0 0
Fazendo as substituicoes a = 2’2—’;, teremos simplesmente a integral gaussiana que ja é
bem conhecida:
o0 2 1 /7 L
lim Z = / e dn = \/> = — 2.14
onde \ = % ¢ o comprimento de onda térmico. Cada dimensao ¢ independente,
D
logo para um sistema D-dimensional, temos limg_, Z,P = (%) , e fica simples para

determinar C usando Z(f3), isto é,

L D
C = (g) =2P/2, (2.15)

V2
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2.1.2 Sistema harmonicamente confinado com frequéncia w e dimensao D

Considere que o sistema ¢ constituido por N particulas de massa m que estao confi-
nadas em um potencial harmonico de frequéncia w dado por:

1 [e.9]
V73, 1) = gma® Y12, (2.16)
=0

onde 7; descreve as coordenadas da particula i.

Por simplicidade, faremos o mesmo procedimento adotado para a particula em uma
caixa, considerando inicialmente em uma dimensao e depois generalizando para D dimen-
soes. A energia do oscilador unidimensional é dada por

1

B, = hw(n+ 3), (2.17)

onde n é um inteiro nao negativo que representa o estado quantico energético. Substi-
tuindo na equacao (2.11)), temos que

Zy(B) = 3 e ), (2.18)

Isso é uma progressio geométrica infinita de razio ¢ = e #™ < 1 e primeiro termo
1 , ~
ap = e~ 2™ logo, sua soma serd Sy = ag/(1 — q). Entdo,

N
6_’8%

Z1(B) = 1 o pia’ (2.19)

5
e_ﬁ%
1—e—Phw

e para D dimensoes: ZP(8) = [Z,(8)]P = {

para determinar C' tomando o limite 8 — 0 na funcio de particio ZP (). Nesse limite,
podemos expandir a exponencial no denominador em série de poténcias de 3, isto é,

D
} . Agora, vamos usar a equacao ([2.9))

(1—e ) =1—(1 - phw+..) ~ —fhw. (2.20)

Usando este resultado, obtemos

e*%ﬂhw D
C = lim L | =2P (2.21)
28w

Assim, mostramos ser possivel o mapeamento de um sistema de bésons ou férmions in-
teragentes em um sistema de FES com g bem determinado.

2.2 Mecéanica estatistica do gas ideal governado por uma FES

Um gas ideal é um sistema de N particulas indistinguiveis e que nao interagem entre
si, confinadas em um volume V' muito grande e energia total E. Nessa se¢ao, derivaremos
propriedades estatistico-mecanicas do gas ideal de exclusons. Para isso, seguiremos uma
versao simplificada da solu¢ao de Wu para esse problema [14]. A versdo generalizada deste
tratamento serd demonstrada na tltima secao deste capitulo.
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Inicialmente, vamos subdividir as particulas do gas em grupos de N; particulas que
tém a disposicao d; células de ocupagao, com energia média ¢; por célula. Supondo que
cada subdivisao é independente da outra, temos que é possivel generalizar a equagao
da seguinte forma:

(s (1= (¥~ 1)
P =N v —a=r

i
onde simplesmente multiplicamos todas as configuragdes possiveis para cada subdivisao.
O gas pode se encontrar em varias configuracoes distintas de IV;, onde cada grupo {N;}
deve satisfazer as equagoes de vinculo, referentes a conservagao do nimero total de particu-
las e a energia total correspondente:

(2.22)

' (2.23)

A partir disso, generalizamos a func¢ao de particao gra-canénica do sistema na forma:
7= DUNY) ey [z N (i~ ei»] , (224)
{Ni} @

onde 8 = 1/kT, k é a constante de Boltzmann, p é o potencial quimico, e o somatério é
feito sobre todos os grupos N; que satisfazem as equagdes de vinculo (2.23)). Definindo,

(2.25)

como o niumero de ocupacao médio da ¢-ésima célula, nosso objetivo é encontrar a equacao
que descreva o mn; mais provavel para o sistema. Isso representa justamente o n; que
maximiza nossa fungao de particdo e minimiza a energia livre do sistema:

07
ani N

0. (2.26)

Ressaltamos que, sob a condi¢do acima, o sistema se encontrard em um grupo {N;}
mais provavel para a distribuicao d; dada, logo nao haverda necessidade da somatoria
na equacao . Estamos trabalhando com nimeros grandes, visando facilitar nossa
avaliagdo (garantir uma convergéncia mais rapida), vamos tomar o logaritmo dos dois
lados da equagao (isolando apenas o termo mais provavel) e usar a condigao ([2.26]):

g [log D({Ni}) + > _diniBi(p — &) | = 0. (2.27)

Para obter a equagao para o n;, devemos trabalhar com o logaritmo do D ({V;}). Tomando
o limite termodinamico, onde d; e N; sao grandes, podemos aplicar a féormula de Stirling
para o logaritmo de um fatorial:

log(n!) = nlog(n) — n, (2.28)
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valida quando o argumento n do logaritmo é grande. Desta forma temos que
log D ({N;}) = > d; [-n;logn; — (1 — gn;)log(1 — gn;)] +

Zdi [T+ (1 —g)ni]log[1+ (1 —g)n]. (2.29)

Esse resultado é muito interessante e pode ser identificado, a menos de uma constante
multiplicativa, como uma entropia topoldgica no contexto de Haldane [IT], 19]. Substi-

tuindo (2.29) na condigdo de maximizagao (2.26)), juntando os somatérios e derivando,
obtemos a seguinte expressao:

> _ldi{~logln,] — 1+ glog[(1 — gni) + g+
i (2.30)
(1—g)log[l+ (1 —g)n] +1—g+diB(p—e)} =0.
Exponencializando esta expressao, temos que

ngeP G = [1 4 (1 — g)n*~9(1 — gny)". (2.31)

Essa equagao é transcendental, e devemos examina-la com cautela para um g arbitrério.
Entretanto, nos baseando nos casos de férmions (¢ = 1) e bésons (g = 0):

P 1

W =y 9=k
(2 B €;—
efl it ' +1 (2.32)
B _ _
= e 970
sugerimos que, para um g arbitrario, a hipotese abaixo se verifica:
1
ng=-————. 2.33
w[@ﬁ(ﬁ*ﬂ)] —+ q ( )

O w acima é denominado funcdao de Wu e é uma funcao arbitraria da exponencial entre
colchetes. Podemos testar nossa hip6tese na equagao (2.31). Para tal, definimos = =
ePlei=1): consequentemente, a funcido de Wu deve satisfazer a equacio abaixo:

w(x)?(1+w(x))' 9 = exp|Ble; — p)] = z. (2.34)

Para ¢ positivamente definido, a expressao acima indica que w é uma func¢ao crescente de
x. Por outro lado, no limite 7" = 0, o potencial quimico assume a seguinte forma:

=, (2.35)

onde ¢, ¢ o andlogo da energia de Fermi para um sistema com parametro estatistico g.
Entao, se ¢; > ¢,, x e w tenderao a infinito, implicando n; = 0; por outro lado, se ¢; < ¢,
x e w tenderao a 0, o que implica n; = 1/g. Resumindo, em 7" = 0K:

n; =0, se € > €4 (2.36)
ni =1/g, se & < ¢,. ’
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Como ilustragao, resolvendo a equacao (2.31)) para os casos g =1, g =1/2 e g = 2,
obtivemos

1
mlg == Gy
1
l9=1/2) el28ei—m] 4 1 (2.37)
1 eBlei—p)
mlg=2)=3 [1— e+ d

Nas figuras 1, 2 e 3 abaixo, exibimos gréaficos para o nimero de ocupagao médio n; (eixo
vertical) em fungao da energia (eixo horizontal) em MeV, para diferentes temperaturas,
onde escolhemos arbitrariamente e, = 30MeV'.
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Figura 1 — Curvas dos ntimeros de ocupacao para g = 1.

2
g-1
1
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a
a 20 &0
—T=1 K e T = 1057 | K
s T = 1 G | K T=10%5] K

Fonte : O autor (2022).

Figura 2 — Curvas dos ntimeros de ocupagao g = 1/2.

Fil
g=1/2
1 —\
_-_-_-_-—'—-.
D \1
0 30 B0
—T = ] e T = 107} K
e T = 1 04 51} K T=1045] K

Fonte : O autor (2022).



2.3. PROPRIEDADES DE UM GAS HOMOGENEO 21

Figura 3 — Curvas dos niimeros de ocupacdo para g = 2.

1
g=2

=]
L

—

(=]
LiJ
[
&

Fonte : O autor (2022).

Nas figuras 1-3, o valor de n; indica o preenchimento dos niveis. Na figura 1, temos

o caso fermionico, g = 1, onde cada nivel pode comportar, no maximo, uma particula.

Na figura 2, fixamos g = 1/2, onde os niveis podem conter até duas particulas; por outro

lado, na figura 3, g = 2, os niveis s6 podem ficar, no maximo, semipreenchidos. Em geral,
verificou-se a presenca de uma superficie de Fermi bem definida, localizada em 1/g.

Por fim, destacamos a solugdo exata de Aoyama [20] em termos de uma funcao hiper-

geométrica para valores de g = 1/m, m inteiro positivo e w escrito na forma:

1 1 2 m—2 1 2

wlg,@) = <1_m) b1 Em—a( m m Tm—1

m—2  —mx

m—1" (m—1)n1

)m_17"'7

m (2.38)
) —1].

2.3 Propriedades de um Gas Homogéneo

Com os resultados da se¢ao anterior, temos uma melhor intuicdo do comportamento es-
tatistico de um sistema governado por uma FES. Agora, obteremos algumas propriedades
fisicas fundamentais de um gas homogéneo sem spin governado por uma FES.

Iniciaremos analisando o ntiimero de particulas N e a energia total £, a T = 0 e
V — 00. Assim, temos

N = ‘;/eg p(€)de;
0
E = K /Eg ep(e)de (2%
- g 0 p )

onde p(e) é a densidade de estados, enquanto o fator 1/g surge da degenerescéncia do
estado fundamental e ocorre devido ao carater fracionario da estatistica do sistema. Para
um gas homogéneo de particulas sem spin D-dimensional e com massa m, a densidade de
estados é dada pela seguinte expressao:

. (27"17T/h2>D/2 D/2-1
ple) = T%G / )

(2.40)
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onde h é a constante de Planck e o elemento de volume no espago de momentos satisfaz

dPk = p(e)de. (2.41)
Além disso, em um sistema de particulas livres as energias sdo puramente cinéticas, entao,
12 |k*
= — 2.42
o= (2.42)
e h=h/2m.
2 h2 D/2

_ K( mﬂ-/ ) ED/2; (243)

g '(D/24+1) 7
_Vmr /i) D 2.1

Ty T(D/2+2) 2%

Para manter a consisténcia da equacao para N, esta nao deveria depender explicitamente
de g, apenas da energia de Fermi ep, definida na equacao ([2.35). Para tal, €, deve ser
uma funcao de ep e de g, de tal forma a cancelar o g no denominador:

¢g =g Pep. (2.45)

Em seguida, calculando a energia adimensional por particula a T' = 0K, NLGF, encontramos
E ¢ D  ,p D

Ner eD+2 7 D+2

Para generalizar o resultado acima, vamos usar a distribuicdo de Wu para calcular a

energia e o nimero de particulas do sistema para qualquer temperatura. Dessa forma, a
integral é considerada sobre todo espectro de energia:

(2.46)

I N O

N_/O ol (2.47)
_ [ ep(e)

E_/O s g (2.48)

Na equagao acima, a distribuicao de Wu, n;, é usada como ponderamento, pois indica a
degenerescéncia do estado de energia em uma determinada temperatura. Para resolver
essas integrais vamos voltar a equacao ([2.34)) e isolar o € em fungao de w:

€= llog {wg(l + w)l_g] + 15

s
1 w+g (2.49)
de = — dw.
Bw(l+ w)
Analisando o caso € = 0, encontramos
1
= —Blog [wo? (1 + wo)' ], (2.50)

onde wy é o valor de w quando € = 0. substituindo as equagoes (2.49)) e (2.50)) em (2.47)
e (2.48) temos que

VS ) L e G ) e

2

o= () LG G e

2
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Notando que N independe da temperatura (conservagao do nimero de particulas), pode-

mos dividir as equagoes (2.51)) e (2.52)) por (2.43), encontrando, assim, o conjunto de

equacgoes acopladas abaixo:

O e o (e I

E D[ 1\"*" /= 1 w\9 /1 4w\
N6p:2<ﬁep> /wo dww(l—i—w) {long()) <1+w0> 1} - (259

Ressaltamos que a energia acima foi normalizada pela energia de Fermi ep.
A seguir, vamos fazer uma analise da gra funcao de particao para o gas ideal fracionario.
Esta pode ser escrita na forma:

Za=> "7y (2.55)
0

onde z = e* é a fugacidade e a funcio de particio candnica ¢ dada por:

Iy = Z g ({n}) e~ BE{n}) (2.56)
{ni}

de modo que cada grupo {ny} satisfaz o vinculo do ntimero total de particulas N = >, ny,
g ({nk}) é a degenerescéncia dos estados a uma dada energia E. Obter a gra funcao de
particao para um g qualquer nao é uma tarefa simples, entretanto, por comparagao com
0s casos bosonico e fermionico:

Zp =11 (1+ze"*), Zp =[] (1—2") 1; (2.57)
k=1 k=1
podemos intuir a seguinte forma para Zg:

oo

Ze=]QA+w), (2.58)

k=1

onde wy = wy(€x, g) satisfaz a equacao transcendental

wi? (1 + wy) ' 9 = ePlex=n), (2.59)

Devemos verificar se a equacao ([2.58]) é consistente com a definigao do nimero de ocupagao
médio:

_ 1 dlog Z¢ 1 dlog Z¢ Owy,

n; =—— =—— —.

5 (%k 6 awk aek

(2.60)

Para tal, derivamos os dois lados da equacao (2.59) para w;, em relacdo a €, obtendo,
assim,

= 2.61

Em seguida, derivando os dois lados da equacao (2.58]) em relagdo a wy, temos que

6lOgZG_ 1
ow,  wi(l+wyg)

(2.62)
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Desta forma, substituindo as equagoes (2.62) e (2.61)) em (2.60)), o nimero de ocupagao

médio sera consistente com o obtido anteriormente:

1

- eﬁ(ek—u) -+ g. (263)

n;

Dada o sucesso do nosso ansatz para a funcao de particdo, podemos agora calcular o
potencial termodinamico:

1 s 1
(. T) =~ 5los Z6 = > log(1+ ) (2.64)
k=1

O caso continuo ¢é obtido substituindo-se a soma por uma integral em ¢, na forma usual:
> =V [dep(e) - onde ndo é necessario fixarmos a dimensao do espago:

1 o0 1
Qo(u.T) = —fv/ dep(e) log (1 + ). (2.65)
B Jo w
Realizando uma substituigdo de varidveis de forma semelhante a (2.61)):

1—

podemos reescrever o potencial termodinamico como:

Qa(p, T) = —;{g /:;) dwﬁlw log {1 + w(e, 9)71)}+ .
(1-g) /::0) dwmm [1+w(e, )™M}

Pela equacao acima, o potencial termodinamico é separavel e pode ser obtido resolvendo
duas integrais, denominadas I; e I,. Mais explicitamente:

Qa(p, T) = =Vigh + (1 - g) o] (2.68)

Considerando inicialmente [;, faremos a mudanca de varavel:
d
w= P g (2.69)
w
onde tomamos w(0) = e ?##. Dessa forma, a integral se torna
I = / dx log [1 + 6_’8(’”_’”)}. (2.70)
0

Agora, para resolver I, realizamos a seguinte substituicao:

d
14w = ePlanp), wi—iqf)l — Bda, (2.71)

e, agora, assumimos w(0) = e Pre - Assim, temos que

L= —/ dalog [1 — cPere)]. (2.72)
0
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Substituindo estes resultados em (2.67)), obtemos a seguinte expressao:
Qa(p,T) ==V {g/ dx log [1 + e_ﬂ(m_”F)} —(1— g)/ dx log [1 - e_ﬁ(m_“B)} } (2.73)
0 0

E imediato perceber que cada uma dessas integrais, [; e I3, correspondem aos casos
fermidnico e bosonico do potencial termodindmico, Qp(u, T') e Qp(u, T'), respectivamente.
Por fim, temos que

Qa(p, T) = 9Qp(p, T) + (1 — 9)Q5(1, T). (2.74)
A equacao acima implica que a fun¢ao de particao também sera separavel na forma:

Zo = Zp%Z5"9. (2.75)

2.4 Gas homogéneo em bidimensional

Vamos agora tratar um caso especial do gas homogéneo da secao anterior, o bidimen-
sional, D = 2. Nessa situagao, obtivemos resultados originais, no que concerne a energia
adimensional por particula, Fg, do sistema. Em duas dimensoes, as equacoes e
adquirem a forma abaixo:

1 D/2 0o 1
— ——dw = 1; 2.76
<BEF> /wo w(l +w) v (2.76)
E 1\ = 1 w\9 [ 14+w\'
Fo=~ =) [ oo | (2) (1) ). 2.77
¢ Nep <56p> wo ww(1+w) og[ wo 1+ wy ( )
Resolvendo a integral simples da equacgao ([2.76)), usamos que
o0 1 Wo
——dw =1 2.78
/wo w(l +w) 0= es (wo—i-l)’ (2.78)

e, assim, é possivel encontrar o valor de wy:

1

Wo

A integral da energia adimensional por particula, Eg, é nao trivial. Vamos atacar o
problema observando casos especificos de g e depois generalizando. Primeiramente, vamos
tomar as particulas como sendo férmions, g = 1. Nesse caso, temos que

w

1\ oo 1

A integral acima pode ser separada:

2
1 o 1 - 1 5 1
Bp— — dw—1 —/ d log w — 1 / dw——
F <ﬁ6F> lwo Y BV wo Wy 0BW o8 wo ww(w—l—l)] (2.81)

=0+ 1+ Is.
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A terceira integral, I3 é resolvida trivialmente usando (2.78)), resultando em

I3 = log (wy) log (wowj_ 1). (2.82)

A primeira integral, I, é resolvida com a substituicdo u = logw. Assim, obtemos

1 u?
dw—logw = / _— 2.83
/ w—logw U= (2.83)
Dessa forma, I; resulta em
AL [log w)? 1[1 )2 (2.84)
1= 5, [logw 5 Llog wol”. .
A integral I é nao trivial; para resolvé-la, devemos somar e subtrair w e obter
00 1 o 1
I, = — dw logw = dw—log (w + 1)—
wo w+1 wo w
- 1 1 (2.85)
d {1 1 1 ] =1+ Is.
/wo wwog(w+)+w+1ogw 1+ I

Na equacao acima, a segunda integral resulta em

00 1 1
I:—/ dw{lo w+1)— lo w]
° w T [ 108 WD)~y lesw] (2.86)
= — lim logwlog (w + 1) 4 log wg log (wo + 1)
No entanto, para resolver I se faz necessaria uma substituicdo da seguinte forma:
z = [ a2 2.87
= [ dt—— .
oglw+1) = [ dt——. (2.87)
que resulta em
1/t © 1
L= [ at | . 2.88
T w 0 wo Wt +1 ( )
Resolvendo a integral em w, obtemos
Lo t+1)]~
I = V dt()g(IUH] . (2.89)
0 t
wo
Em seguida, realizando a substituicdo xr = —wt, a equagao acima adquire a forma abaixo:
—w Jog(1—1)]™
L= V dxog(x)] . (2.90)
0 x
wo
Agora, comparando com a representacao integral do dilogaritmo (funcao de Spence) [21]:
w 1 1—
Lis(w) = —/ e = ) (2.91)
0 x

definido sobre um corte do plano complexo C' — [1,00). Dessa forma, temos que

Iy = [~ Liy(—w)],

0 °

(2.92)
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Para analisar o comportamento em w — oo, usaremos a transformacao de Landen [21]:

, . w 1 9
Lisy(w) + Lw(m) = —i[log (1—w)), (2.93)
para obter
Jim Lis(—w) = — lim i[log w]?. (2.94)
Entao,
1
Iy = lim §[log w]? + Lig(—wy) (2.95)

Por fim, substituindo os resultados das equacgoes (2.82)), (2.84)), (2.85)), (2.86]) e (2.94)), em
(2.81)), obtemos, para a energia normalizada no caso fermibnico, a seguinte expressao:

By — (62)2 [ng(—wo) + ;[log woﬂ (2.96)

Agora, analisaremos o caso bosonico (g = 0), onde a energia adimensional por particula

sera dada por
2
1
Eg=|—

Separando a integral, obtemos
2
1
Enl —

Todos os tipos de integrais, na equagao acima, ja foram resolvidos em detalhe no caso
fermidnico. Diante disso, temos que

o0 1 1+w
d 1 . 2.97
/wo ww(1+w) 0g(1+w0) (2.97)

| o0 1
dw—log (1 + w) —/ dw log (w+1)—
w W w Wl (2.98)

0 1
log (1 + dw——— .
Og( wg) wo ww(w+1)

Ep = <51F> |:L7;2(—IUO) - ;[log (wo + 1)]% + log wg log (wq + 1)] : (2.99)

Agora, vamos analisar o caso para um ¢ qualquer. Podemos separar a equagao (2.77))
na forma:

1\? o 1 w
ba=9 (ﬁ@v) /wo dww(w +1) tog <wo>Jr

) (2.100)
(1 ) 1 00 J 1 | < 1+w )
— — w 0 :
g Ber ) Jwe  w(l+w) S\1+ wo
Comparando com as equagoes (2.80) e (2.97)), temos que

A expressao acima revela um resultado muito importante: a energia adimensional por
particula para um sistema governado por uma FES, é separavel em uma parte fermionica
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e bosonica, ponderadas por g e (1 — g), respectivamente. Mais explicitamente, a equagao

(2.101)) se torna

2
Eg = (é) {Lis(—wo) + g;[log wo)*+

1 (2.102)
(1 = g)5llog (wo + 1" + (1 — g) log [wo(wo + )]}

Vamos agora analisar o limite 7' — 0. Nesse caso, por (2.79)), temos que wy =~ e~ #¢*. Além
disso, sabemos que o Liy(0) = 0 [2I]. Assim, o tnico termo relevante serd o £[logwo)?,

portanto temos que:

Eo(T — 0) = <B;> g(—BeF)Q - g. (2.103)

Como vimos, na equagao acima, a aparente singularidade no denominador se cancela e o
resultado é finito e idéntico ao da equagao ([2.46) para D = 2.
Em uma andlise final, vamos determinar o calor especifico a volume constante do

sistema, Cy = (%)VN. Da equacao ([2.101)), obtemos
C = g0 + (1 - ¢g)C8. (2.104)

Pela linearidade da derivada, o calor especifico herda a propriedade de separabilidade da
energia adimensional por particula. Em seguida, vamos calcular a quantidade (Er — Ep):

Ber 2 \ Ber

Ressaltamos que a diferenca de entre as duas energias é uma constante. Agora, aplicando
a defini¢do do calor especifico na expressio acima, obtemos que C{/ = CZ. Assim, pela
expressao ([2.104]), concluimos que ¢é valida a seguinte igualdade:

Ep — Ep = ; < ! ) [[log wy — log (wy + 1)]* = ! <1> (Bep)? =1/2.  (2.105)

cé=cf =cg. (2.106)

Acima, foi demonstrado um teorema fundamental: o calor especifico em duas dimensoes
independe da estatistica utilizada para descrever o sistema, Esse teorema foi provado
inicialmente por Robert May [22], mas aqui, demonstramos de uma forma alternativa,
pelo calculo explicito da energia. Podemos ressaltar, também, que a energia aparece
sendo de descrita pela funcao dilogaritmo. Essa funcao é muito importante no contexto
da estatistica fraciondria, visto que é um caso especial das funcoes de Lerch, ®(z, s, v),
esta representard uma assinatura de um sistema governado por uma FES, como veremos
adiante. Por mera ilustracao, essas fungoes estao relacionadas da seguinte forma [23]:

Lis(z) = 28(2,2,1). (2.107)

2.5 Problema de Wu: Gés Ideal Generalizado

Nesta ultima secao, vamos generalizar os resultados obtidos anteriormente, considerando,
agora, um sistema composto por varias espécies de particulas. Nessa abordagem, nos
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aproximamos mais de sistema fisicos reais e ampliamos as possibilidades de mapeamento
de sistema na matéria condensada. Inicialmente, temos a definicao proposta por Haldane
para a matriz estatistica [11]:

J

A equacao acima representa a variacdo dos estados disponiveis, Ad;, para a espécie 1,
considerando que o nimero de particulas da espécie j variou de AN, cuja constante de
proporcionalidade é a;;. Além disso, entendemos {AN;} como um conjunto de mudancas
permitidas no nimero de particulas do sistema. Ressaltamos também, que o sinal negativo
surge do fato que, ao adicionar particulas de qualquer espécie no sistema, o nimero de
estados disponiveis deve diminuir ou permanecer o mesmo. A equagao representa
uma generalizacao matricial de , para o caso de muitas espécies de particulas. Em
seguida, nos baseando na definicdo acima , podemos generalizar também a equagao
(1.8]), que determina o ntimero total de configuragdes do sistema. Assim, temos que

A 1 =S (N — 8
W =TT (Gi+ N; = 1= 5 045(N, 51])}.’ 2,109
onde d;; é o delta de Kronecker (matriz identidade), e G; é o ntimero de estados disponiveis
para a espécie ¢, quando nao héd nenhuma particula no sistema, ou seja, a dimensao
do espago de Fock-Hilbert para a espécie. A generalizacao acima foi feita realizando a
identificacao:

g(N; — 1) = > aij(N; — 655). (2.110)
J

Por consisténcia, recuperamos os casos fermionico e bosonico, tomando a;; = ;5 € a;; = 0,
respectivamente. Ressaltamos que a matriz estatistica a;; deve ser formada por ntimeros
racionais, com o objetivo de alcancar o limite termodindmico com uma sequéncia de
sistemas de tamanho finito de varios tamanhos.

Agora, vamos tratar o caso de um gas ideal generalizado governado por uma FES.
Nesta dissertagao, serd exposto o tratamento original feito por Wu [14] em 1994.

Vamos considerar um sistema confinado em uma certa regido e isolado (néo hé trocas
de energia com o exterior), no qual existem /V; particulas com G; estados independentes
disponiveis, para a particula 2. Além disso, vamos considerar que todo estado de particula
unica da espécie i tem a mesma energia ¢;. Para o gas ideal a energia total é uma soma
simples:

E =) Ni. (2.111)

Considerando, agora, o ensemble gra-canonico a uma temperatura 7" e potencial quimico
1; para a espécie 1. Nessas condigoes, a funcao de particao gra-canonica resulta:

7= Y WHN ey {z Nu(us en/kT} | (2112
(N} i

Vamos definir o nimero de ocupacio da espécie i como n; = g— Para calcular o niimero
1
de ocupacao médio (mais provavel) para cada espécie, devemos minimiza a funcao de
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particao, sob a condicao % = 0. Nos queremos extrair propriedades macroscépicas

do sistema. No limite termodmamlco N; e G; sao grandes. Assim, a soma tem um
pico nitido no conjunto N; de particulas mais provavel. Para facilitar a convergéncia
do método tomamos o logaritmo da expressao para a fungao de particao (2.112). Dessa
forma, a distribuicao mais provavel de n; satisfaz a seguinte condi¢ao de maximizacao:

Agora, para aplicar na expressao acima, vamos expressar o log W:

logW = Z G {—ni logn; — (1 — Zﬁijnj) log (1 — Zﬁijnj) } +
( J J

(2.114)

ZG

1+Z i — Bij)n -]10g 1—1—2(51]'—51‘1‘)”3
j

onde f3;; = «;;G;/G;. Para obter a expressao acima, usamos demasiadamente a férmula
de Stirling log N! = N log(N/e). Assim, substituindo (2.114)) em ([2.113)), temos:

1= B |
(EL L)/kT )
nels [1 + Z ik — Bik) nk] ];[ L TS0 m)mj : (2.115)

Na deducao da equacao acima, foi utilizado bastante o fato que % = §;,. Agora, definindo
a funcao de Wu,

w; =n; "t — Zﬁiknk/ni, (2.116)
2

temos

1+wj

(1+w,-)H< ) ) — elei—r)/kT (2.117)
J

A expressdao acima representa a equacao fundamental de Wu. A determinacao de wj
através desta equacao nos permite obter, também, o n; mais provavel, apenas invertendo

a equagao ([2.116|):
> (biw; + Bi)ny = 1. (2.118)

J
Para essa inversao foi utlizada uma propriedade de troca de indices do delta de Kronecker:
nj = Y. Nidk;j. Podemos calcular, também, o potencial termodinamico, {2 = —% log Z, e
assim obtemos:

(2.119)

14n; = Biing
Q:—PV:—k:TZGilog< T ZM]W)

L =32 Bijn;

e a entropia do gas generalizado pode ser determinada através da relagdo S = (E —
> iilN; — Q) /T

= W

€ — Wy 1+nz—zjﬂnnj>1

i
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Com essas equagoes em maos, podemos determinar muitas outras propriedades termod-
inamicas do sistema. Para verificar a consisténcia do nosso formalismo, vamos tentar
recuperar os resultados da segdo (2.3), em que o gas ideal sé possuia uma espécie. Assim,
vamos particularizar o;; = ¢d;; e p; = p, para obter a equacao para o nimero de ocupacao
médio:

ngelE =l = 114+ (1 — g)ny) 7 [1 — gni)?, (2.121)

cuja solucao ja obtivemos anteriormente, e é dada por:

1
w(eﬁ(ﬁ_ﬂ)) + g

(2.122)

n; =

Assim recuperamos a equacao . O formalismo desenvolvido nessa se¢ao nos fornece
uma ferramenta mais poderosa para tratar sistemas fisicos reais, pois permite mais possi-
bilidades de mapeamento de sistemas de matéria condensada. Na préxima se¢do usaremos
esse formalismo generalizado para mapear o modelo de Hubbard de alcance infinito.
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3 MAPEAMENTO DO MODELO DE HUBBARD DE ALCANCE INFINITO

O campo de sistemas de elétrons fortemente correlacionados [24] tem, ao longo dos anos,
sido objeto de intensa atividade. Sua gama de aplicacdo inclui supercondutividade de
alto T [25], férmions pesados, transicao metal-isolante de Mott [26], 27, 28] e efeito Hall
quéntico fracionario [§]. Focando mais na transi¢do metal-isolante de Mott, esta pode
estar relacionada a presenca de alta repulsao entre os elétrons, ou também a um alto
grau de desordem no sistema [29], que fazem com que um material que seria condutor
pela teoria de bandas tradicional sofra, sob certas condi¢des, uma transicao de fase metal-
isolante. O modelo mais simoles que apresenta esse tipo de transicao de fase é o modelo
de Hubbard [30, 31, B32], que trata microscopicamente o comportamento de elétrons in-
teragentes em uma rede. Neste modelo, a transicao de Mott apresenta, na fase isolante,
ordem antiferromagnética (spins em sentidos opostos).

Em alguns limites o modelo de Hubbard é exatamente soltvel. Como exemplo, temos
o limite de infinitas dimensoes [33], onde a fase metdlica é solivel e representa um liquido
de Fermi renormalizado. Em dimensées menores temos um comportamento do tipo Non-
Fermi Liquid (NFL); nesses casos, a estatistica fraciondria terd um papel fundamental
para interpretar as propriedades. Para fins de clareza, um liquido de Fermi é um estado
quantico da matéria que, em baixas temperaturas, é uma boa aproximacao para a maioria
dos metais encontrados na natureza. Diferentemente do gas de Fermi (ndo-interagente),
o liquido de Fermi introduz pertubativamente interagoes no sistema. Uma segunda ver-
sao, também solivel, do modelo de Hubbard é o de interacdo de curto alcance, que foi
resolvido exatamente no caso unidimensional [34]; entretanto, ndo apresenta transigao
metal-isolante no estado fundamental. Outro caso solivel do modelo de Hubbard, é o de
interagdo com alcance infinito [35], que é o objeto de estudo deste capitulo. Neste caso,
a transicao metal-isolante de Mott ocorre em um ponto critico bem definido, no qual a
interagao se iguala a largura da banda de energia: U = A [35].

Neste capitulo, iremos aplicar o formalismo desenvolvido no capitulo anterior ao mod-
elo Hubbard em uma rede hiperctubica com interacdo coulombiana de alcance infinito.
Mostraremos que esse modelo pode ser mapeado em um gas ideal de trés espécies nao-
interagentes, denominadas exclusons, obedecendo a uma estatistica fraciondria de ex-
clusdo [10]. Assim, poderemos interpretar algumas propriedades do tipo Non-Fermi Lig-
uid. Inclusive, mostraremos que o MIT surge naturalmente das interacoes estatisticas
dos exclusons. Em seguida, trataremos uma analise do comportamento do sistema nas
proximidades do ponto critico, e, assim, determinaremos os expoentes criticos associados
a uma transicao de fase de segunda ordem.

3.1 O Modelo e suas Propriedades

Nosso modelo é do tipo Hubbard, que descreve elétrons que saltam entre os sitios de
uma rede e que possuem repulsao Coulombiana entre si. De fato, a magnitude da interagao
sentida por um elétron no sitio ¢, na sua forma mais geral, é dada por U; = > (i i 17),
onde 7;; ¢ a distancia entre os sitios ¢ e j. No que segue, tomaremos a aproximacao de
interacao de alcance infinito, impondo que todos os elétrons sentem uma tnica interagao
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de magnitude U; logo, U; = U para todo 7. Dessa forma, nosso hamiltoniano assume a
seguinte forma [10, [35]:

H=—t Y chojg—(u+U/2)> ccin+ ](\][ D GjitindstinChiCintChy Gt (3:1)
<i,j>,0 io J1j27354
O primeiro termo do hamiltoniano representa o hoping do eletron entre primeiros vizinhos
da rede hipercubica d-dimensional de N sitios, ao custo de uma energia de amplitude .
Salientamos que, em redes hipercibicas, o hoping esta relationado com a largura da banda
de energia pela relagdo A = 4td. A notagao (i, j) indica soma sobre os primeiros vizinhos,
clT’U (¢iy) € 0 operador de criagao (aniquilagao), o é o indice de spin. O segundo termo do
hamiltoniano esta relacionado ao acoplamento a um reservatorio de particulas de potencial
quimico p. No tultimo termo a funcgao delta significa que a soma é tomada sobre os sitios
que satisfazem r; + r;, = rj, +rj,, ou seja, o centro de massa entre as particulas ¢

N

hamiltoniano nao é simples de trabalhar no espago direto pois é mao diagonal. Assim,
introduzindo a transformada de Fourier na rede:

1
conservado no processo de espalhamento, e o fator () garante a extensividade. Esse

1 , 1 A
T ik r; ik s
c~——gc e J,c»a———gcae Ea 3.2
jo /—N - ko J /—N - k ( )

e utilizando a relacao de completeza do espaco,

e = Y ek (3.3)
J
nés obtemos um hamiltoniano diagonal no espago reciproco:
H= ZHk = Z(ék — U — U/2)nko' + Uznank¢, (34)
Kk ko Kk

onde ny, = chckU é o operador numero. cuja aplicagao em um dado autoestado, nos
fornece o nimero de elétrons com momento k e spin o, e

Ex = _t Z<07]> eik.rj, (35)

é a relacao de dispersao de energia para esse dado estado. O espaco de Hilbert do hamil-
toniano (3.4]) é gerado pelo produto tensorial dos espagos de cada Hy:

k
e 0s ¢y sao gerados pelos seguintes quatro estados:

|0> ’ CLT |O> ’ c;rq |0> ’ CLTCTk¢ |0> ’ (37)

que representam, em cada sitio, a auséncia de particulas, a presenca de particula com
spin para cima, a presenca de particula com spin para baixo e dupla ocupagao, respecti-
vamente. Ressaltamos, também, que o termo cinético comuta com o termo de interagao
no hamiltoniano, o nos da indicios da solubilidade do modelo. De fato, a aplicacao do
operador hamiltoniano em cada um dos autoestados geradores é bem definida:

H|0) =0;
Hefy 10) = (1 — p1 = U/2)cy |0);
Hely [0) = (e — 1= U/2)cly 10)
HCLTCL 0) = 2(ex — M)CLTCL 0) .

(3.8)
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Dessa forma, podemos construir a funcao de particao para cada estado Kk,

Go
Zy = (Z e—,BEm> — (1 + 9¢ Blex—u=U/2) + 6—2,6’(51(—;1)>G°7 (3_9)

onde FE,, sdo os autovalores de energia do sistema. Assim, podemos obter a funcao de
particao total com o produto sob todos os estados k:

7 — H T = H (1 + 2e Alex—n=U/2) | 6725(61(*#))%. (3.10)
k Kk

Finalmente, determinada a funcao de particdo acima, ¢ imediato obter a energia livre do
sistema:

1 1
0= _GOBMZ = — Z Eln (1 + 2 Ale—p=U/2) 4 6—26(51(—#)) ) (3.11)
k

De fato, obter a energia livre equivale a solucionar o modelo, isto é, obter todas as
propriedades termodinamicas do sistema.

3.2 Representacao de Exclusao

Agora, tendo em maos algumas caracteristicas do modelo, vamos partir para a repre-
sentacao em termos da estatistica fracionaria. Como vimos na secao anterior, esse modelo
é exatamente soltivel, entretanto, a representacao em termos de exclusons se fara funda-
mental para um melhor entendimento do modelo no contexto dos fundamentos da fisica
estatistica.

Primeiramente, é facil verificar que a energia total do sistema é aditiva. e, assim, se
encaixa no formalismo desenvolvido por Wu [14]:

B = (1) = S { (6= = U/2) ) + (e = 0 U2 ona) + U Y i)

K K (3.12)
= Z E€kallka,
ko

onde k é um bom nimero quantico e « indexa a espécie. Agora evocamos a definicao de
Haldane [11]:

Dka = Gk - Z gkk’;ao/Nk’a’a (313)

k’a’/

onde Dy, é o nimero de estados disponiveis para uma particula, Gy (que consideraremos
independente de k e igual a Gy) é o numero de estados disponiveis para uma particula
quando nao ha nenhuma outra particula inserida no sistema, Ny, é o nimero de particulas
insertas no sistema, e gy € a matriz da interacao estatistica. Tendo essas defini¢goes em
maos, podemos escrever o peso estatistico W de forma semelhante ao que foi feito na

equacao ([2.109):

W (i) = [ e o (3.14)

ko




3.2. REPRESENTACAO DE EXCLUSAO 35

Agora, vamos considerar o Ensemble gra-candnico a uma temperatura 7. A funcio
)
de particao do sistema pode ser representada por

Z = Z (Nka) exp _5 Z A]\fkozgkoz7 (315)

Nxa ka

onde § = 1/T. Definindo o nimero de ocupagdo médio, ny, = Nka/Go, podemos, agora,
explicitar a condi¢cdo de maximizacao da grande fun¢do de particio (ou minimizagao
da energia livre grande canonica), a%i W + Go>; Ni(pi —€:)/T] = 0. Inicialmente,
considerando o limite termodindmico (Gy e Ny, muito grandes), calculamos o logaritmo
do peso estatistico, W, e obtemos:

k,a k’,a’ k’,a’

lOgW ~ Z GO [(nka +1- Z gkk’,aa’nk’a’) 1Og (nka +1- Z gkk’,aa’nk’a’)
(3.16)
— Nka 10g Nka — (1 - Z gkk’,aa’nk’a’> log (1 - Z gkk’,aa’nk’a’> .

9 ! 9 !
k'« k'«

A equacdo acima pode ser identificada como a entropia de Haldane, a menos de uma
constante multiplicativa. Substituindo a equacao (3.16) na condicdo de minimizacao da
energia livre, e definindo a funcdo de Wu, wyx, = Dxa/Nka, Obtemos a equagao de Wu-
Haldane:

Wy’ Ik’k;a’ a
1 4 Wiy () = ¢Pxa 3.17
(1w IT (0 (3.17)

Assim, o potencial termodinamico, €} = —% In Z, assume a seguinte forma:
Qo .
/BQfT‘aC = Gio = — Zln(]_ —+ wka). (318)
ko

A aditividade da energia demonstrada na equagao (3.12)), nos leva a uma escolha intuitiva
(porém incorreta) para a energia dos ezclusons eyq:

ekl =k — p— U/2 = gy,

3.19
Ek3 = Ua ( )

e, assim, interpretarmos as espécies dos exclusons como: nyg; = (nky), Nk = (k) €
nk3 — <nank¢> .

De fato, apesar de ser uma escolha intuitiva, comparando com os resultados da se¢ao
anterior, resumidos em , torna-se impossivel obter a matriz de interagao estatistica
de forma a recuperar consistentemente a termodindmica do modelo. Assim, introduzimos
a matriz A que transforma Ny,:

Nka = - Z Akk’;oca’Nk’a’a (320)

k’a’/

e 0 peso estatistico:

W] (Dxa = Nia — 1)!

- ~ . 3.21
e (Do — 1INy, ! (3:21)
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Analogamente, Dy, ¢ definido por

Dya = Gk — Y Gxiaar Nivar- (3.22)
k’a’
O mesmo procedimento de minimizacao da energia livre pode ser usado para encontrar
o conjunto de nimeros médios de ocupacao transformados, agora definidos por 7y, =
Nia / Go. Consoante com esse fato, a energia livre do sistema se escreve em termos das
novas madtrizes:

1 - N . -
0= ngaNkoz — E Z(Dko‘ + Nka) ln(Dka + Nka) + (323)
ko ko
1 . - 1 ~ -
- Z Dka In Dka + = z Nka In Nka-
6 ko 5 ka

Ressaltamos que a energia do sistema ¢ invariante sob a transformacao de varidveis exe-
cutada. No equilibrio, obtido da condi¢ao 9§2/0Nyk, = 0, obtemos uma equagao de Wu
(13.17)) modificada:

~gk’k;a’a
k’a’ — Peka
=e 3.24
kKo’ (1 + wk’a/)gk7k?o‘/a+Ak’k;a/Ué ’ ( )
onde a matriz gk serd dada por
Ix’k.a/a = — Z gkk";aa”Akk";aa”; (325)
k"a”
e a funcao de Wu se escreve:
Dy
Wioar = —22 (3.26)
k’a’
Assim, podemos obter a energia livre fracionaria:
ﬂerac - Z 1n<1 + wl:o%) (327)

ko

Foi possivel obter as seguintes matrizes para gkk’.ao’ € Akk'aar, Onde Agiraq cOITIge a
matriz de interacao estatistica dada por Wu [14]:

1 1 -1
Jikiaar = Ok [0 10
00 3.28)
10 —1 3.
(§] Akk’;aa’ = _6kk’ 01 -1
00 1

A interpretagao correta da matriz estatistica foi dada na referéncia [10], onde se identificou
a verdadeira matriz de interacao estatistica dada por

1
gkk’;aa’ = 5kk’ 0 (329)

o
O = =
— = =
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Essa matriz se mostrou também apropriada para descrever outras versdes do modelo
de Hubbard: o modelo atrativo [36], o modelo com bond-charge interaction [37], e o de
Penson-Kolb-Hubbard [3§]

Em termos das variaveis transformadas, a aditividade da energia permanece e podemos
escrever:

E =) éxalika, (3.30)
ko
onde
Eka = — Y o (Mikara- (3.31)
k’a’

Usando a equagao acima, podemos determinar as energias corretas de cada excluson:

Ex1 = ek — b — U/2 = Eyo;

e 5~k3 = 2(5k — M)

Nesta formulacgao corrigida, 7y € Tigo constituem o niimero médio de ocupacao dos k
singularmente ocupados:

(3.32)

M = (Nier) — (M) (3.33)
Mo = (M) — (Niy ) - (3.34)
Por outro lado, nys representa o nimero médio de estados com dupla ocupagao:
Mg = (N ) - (3.35)
Agora, usando as equagoes obtidas acima, podemos determinar os wy:
Wy, = €%
Wi = (14 wa)eﬁ(f-fk,z—ék,l) — P2 ¢ eﬁ(ék,Z—ék,l); (3.36)

W3 = (1+ wk,2>eﬂ(5k,3—5k,2) — PPk | oPEka—ka) 4 oBlEks—Ek),

Por fim, conseguimos recuperar a energia livre do sistema:

1
Qfmc = —sz In (1 4 e P e Bek2 4 e—ﬁak,:z);

- _;Zk In[1 + 2e=AER—r=U/2) 4 e=28(E—w)], (3.37)

Adicionalmente, para garantir a consisténcia do método, devem existir operadores de
criagao e destruicao de exclusons, %Tm e Yxaq, respectivamente, que satisfacao a seguinte
equacao:

ke = (Vo ¥ka) - (3.38)

Na nossa formulacao, é simples mostrar que
Y = (1 - Chcm) CLT;
o = (1 — CLTCkT) Cchb (3.39)

1/1k3 = CkCxk]|-

Finalmente, podemos concluir que representamos consistentemente nosso sistema em ter-
mos de uma FES. E importante ressaltar que, embora o sistema seja solivel, suas pro-
priedades no contexto da estatistica fracionaria de Haldane podem contribuir para um
melhor entendimento de alguns fundamentos da mecanica estatistica.
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3.3 Anailise de Escala do Grande Potencial

As transicoes de fase, de acordo com a andlise de minimizacao da energia livre do
sistema, podem ser classificadas como transigoes de primeira ordem (descontinuidade do
pardmetro de ordem e da entropia) e de segunda ordem, ou continuas. Em um sistema
quantico, as transi¢coes de segunda ordem ocorrem no chamado ponto critico quantico
(PCQ) e sao caracterizadas pela “competicao” dos pardmetros que descrevem o sistema.
No PCQ de sistemas nao-integraveis, as propriedades estaticas e dindmicas do sistema
podem ser descritas pela teoria de escala e do grupo de renormalizacao 39, 40].

Para fixar as ideias, vamos apresentar uma pequena digressao sobre sistemas (de spin,
por exemplo) na criticalidade, usando alguns fundamentos da teoria de escala e do grupo
de renormalizagao (GR). A teoria do GR ¢é baseada em acompanhar mudancas de escala
do sistema de forma que no limite de grandes tamanhos (comprimento de correlagio) se
atinja o sistema na condicao de criticalidade. De fato, a cada mudanca de um fator b
na escala de comprimento, o parametro K que depende da temperatura e das interacoes
no sistema também se altera; essas alteragoes sao governadas por equagoes (mapas) que
podem ser iteradas na forma K, .; = f(K,), tal que no limite n — oo atingimos o ponto
fixo definido pela relagdo: K* = f(K*). Ressaltamos que no ponto critico o sistema é
caracterizado por fortes flutuagoes e comprimento de correlagao infinito, isto é, qualquer
perturbacao da ordem se propaga por todo sistema. Assim, utilizando o fato que o QCP
é invariante a escala do sistema, podemos aplicar as equagoes do grupo de renormalizacao
na regiao proxima da criticalidade, através da linearizacao de perturbacgoes nas variaveis
a partir de seus valores no ponto fixo (estével ou instavel) no espaco de pardmetros.

Neste contexto, definimos g como a distancia ao ponto critico, isto é, quao distante o
parametro que rege a transicao de fase estd do seu valor critico. Dessa forma, no PCQ as
grandezas fisicas sao descritas por leis de poténcia, com expoentes criticos bem definidos
e singularidades em g — 0. Assim, podemos definir os expoentes «, v, 3, v e 0 expoente
dindmico z, pelas seguintes relagoes [41], 42, [43]:

Qo< g7
§oclgl™;
m o |g|”;
X o< lgl™;

7o g™

m(H,g=0) x H7,

(3.40)

onde €); é a parte singular da energia livre, 7 é o tempo critico de relaxacao, £ é o
comprimento de correlacao, x ¢ a susceptibilidade do sistema, m é o parametro de ordem,
e H é campo conjugado ao parametro de ordem. De fato, entender o sistema na regiao
proxima ao PQC equivale a determinar todos os seus expoentes criticos. Ressaltamos,
entretanto, que, em um ponto critico, esses expoentes sao interdependentes através das
denominadas relagoes de escala [44].

Aplicando as ideias desenvolvidas acima no contexto do modelo de Hubbard de repul-
sdo coulombiana com alcance infinito (descrito nas segoes precedentes), temos que o PCQ
é caracterizado por [35]

T=0,pu=0eU=A. (3.41)
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Portanto, é conveniente definir o parametro que governa a transicdo a temperatura nula
por g = (A —U)/2. Dessa forma, é possivel escrever um analogo a equagao (3.40) para o
nosso modelo:

Qo< g™

§oc g™
N3(p=0,9) o< |g]”;
X o< gl

7o gl

(3.42)

Na(p1, 9 = 0) o i

Na expressao acima, o parametro de ordem m foi identificado como o nimero duplas
ocupagoes N3 e o potencial quimico p como seu "campo" associado, que no ensemble gra-
canonico satisfaz a equagao N3 = — {%}. E importante ressaltar, que os cdlculos que
serao descritos a seguir foram obtidos para uma transicao de fase governada pelo g. A
teoria de escala para uma transicdo governada pelo T' a g = 0, pode ser obtida de forma
completamente andloga.

Pela teoria de grupo de renormalizagao, a reducao de proporcao b na escala do sistema
(as grandezas alteradas serdo representadas por variaveis primadas), o comprimento car-
acteristico é alterado de tal forma que L' = b™'L, e as varidveis termodinamicas u, U e
T, respondem a essa mudanca de escala na forma:

U =b7"U; ' =b"w; |g|' =b"g|. (3.43)

Vamos definir o campo de temperatura, normalizado por U, como

(7= (3)

Apo6s a mudanca de escala, a parte singular da densidade de energia livre, Qg tem de-
pendéncia com U’ e com uma funcao de escala € (%, &5 g]) da seguinte forma:

Q T W
/ ! A .
Qg = 1 = U (U”U”|g |>,
T 7
r— Up—(dty) Zpy X

O = Up-@HQ, <Ub R \g\> , (3.45)
onde d é a dimensao espacial do sistema. Adicionalmente, nota-se que o comprimento de
correlacao vai ter uma dependéncia direta com b, se introduzirmos uma funcao de escala

&o:

T n T I
B =b&, [ —=pY - p? ) 3.46
Usando o fato que b é arbitrario, podemos tomar b%|g| = 1 e obtemos
T 1% -1/ T —y/ Iu/U
- P — ac | — a 1. 3.47
e (g ystl) = o1 (1o Tre= (3.47

Entao, comparando com (3.42), temos que v, = % Além disso, a incerteza na energia,

AF, escala da mesma forma que U, logo AE’ = b"YAFE. Assim, pelo principio da incerteza
de Heisenberg, AE'A7r" = |g|Y"*AEAT < h, concluimos que y = z.
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Agregando os resultados acima, e definindo o expoente de crossover ¢ = v,z, resulta:

T Iz
Q5 — g2+ () 348
s =" [ e (345)

Na equagao acima, absorvemos a dependéncia multiplicativa com U na fungao de escala.
Comparando a equagao acima com a expressao para (g em (3.42)), obtemos a relacio de
Hiperescala:

2 —a=yy(d+z). (3.49)

Na expressao acima, entendemos d.sy = d+ 2 como uma dimensao efetiva para o sistema.
Continuando nossa construgao, sabemos que o niimero de duplas ocupagoes sera dado

por
o ), = o (g )
Ny=—[E5) = g2, (=, —H . 3.50
’ ( O ) ¢ i "\lgl®” gl G+ (3:50)
No limite em que p = 0, obtemos
vg(d—x) T B
Ns(p = 0,9) = =g o)~ 91" (3.51)
Logo, encontramos que = v,(d — z). Em seguida, vamos tomar o limite |g| = 0 na

equacao (3.50). Entretanto, para analisar esse limite, é conveniente eliminar a dependéncia
com |g|. Para tal, vamos propor o seguinte ansatz:

T u THRY
0 (vt ) = (e ) (352)
19127 |g| = |ga(=t)
que transforma (3.50) em
—rvg(z+x T 1
Ns(p, g = 0) = —|g|" "™+ ()" o ||, (3.53)

1

Imediatamente, concluimos que 6 = . E, para eliminar a dependéncia com |g|, r deve

satisfazer a condic¢ao abaixo:
5 g

= = . 3.54
" vo(x +2)  Across (3:54)

Por fim, em termos dos expoentes criticos da equagao (3.42)), temos que a parte singular
da energia livre do sistema pode ser escrita como

(dte T
QS(T7,U§ |g|) =¢ (d+ )Qo <|g|¢’ |g|f3‘5> . (3-55)

Além disso, o comprimento de correlagao & pode ainda ser descrito em duas formas assin-
toticas distintas:

g~g ™, T=0,9g—0%; (3.56)
elp~T  g=0,T 0.



3.3. ANALISE DE ESCALA DO GRANDE POTENCIAL Q 41

Figura 4 — Diagrama de fase em funcao de g e T, com linhas de crossover.

T
T=_g =
Quantum Critical
regime
Thermally Quantum
Activated regime regime
0
0 g

Fonte : Figura da Ref. [10]

Os valores da razao T'/g? e o sinal de g podemos determinar trés regimes nas proxim-
idades do ponto critico, separados por duas linhas de crossover, T'= g e T' = —g, como
mostrado na figura 4, onde ¢ = 1.

Na figura 4, vemos que as linhas de crossover se encontram no PCQ. Ressaltamos tam-
bém, que o regime termicamente ativado apresenta um comportamento tipo Boltzmann.
No capitulo seguinte exploraremos esse regime no contexto do regime de spin incoerente,
mas, por hora, focaremos nosso estudo no regime critico e quantico critico.

Tendo em maos uma teoria de escala adequada para o nosso modelo, podemos analisar
o potencial gra-candnico e determinar os expoentes criticos do sistema. Como ja vimos, o
PCQ é determinado por T'=0, u =0 e U = A. Agora, reorganizando a expressao obtida
para a energia livre gra-canonica do sistema , considerando o regime onde 7" — 0
(e7PV <« 0), obtemos

AT, p:9) =) (ex —p—U/2) = NT'n2

T In {1 4 ;eﬁ(g’““U/Q)} + O ), (3.57)
k

As transicoes de fase quanticas sao evidenciadas pela parte singular da energia livre, logo
os dois primeiros termos, por serem regulares, nao sao tuteis do ponto de vista da analise
de escala. O terceiro termo, {2g, no entanto, apresenta singularidades para U — A e
T — 0, logo sera utilizado para obter os expoentes criticos do sistema. Agora, podemos
reescrever esse termo assumindo g = 0 e substituindo o somatoério pela integral, usando
a densidade de estados na aproximacao de tight-binding, o(e), da seguinte forma:

0 A/2
Qs(T, = 09) = 1> = —T/ deo(e) In {1+ e+ U/2). (3.58)
0
Para o calculo da integral acima, devemos notar que a contribuicao de energia da parte

inferior da banda é desprezivel para T — 0. De fato, a maior contribuicdo vem do topo
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da banda e podemos aproximar a densidade de estados no limite U — A~ [45]:

26\ /21 2¢ 2e _
a(e)-Ad(l—A> {1+o<1—A>},A—>1, (3.59)
onde A, é uma constante que depende da dimensao do sistema:
/2
4 d
A, = el 3.60
T AT(d)2) (%) ’ (3.60)

e I'(s) é a fungdo gamma.
Inicialmente, trataremos o regime quantico (Q), 7= 0 e g — 0. Nesse caso, vamos
considerar a seguinte substituigao de variavel: y = (e — U/2), que transforma a equagao

(3-58) em
-89 (2g 2T \¥*1 1
Qg = —AJT? /_/BUg/2 (Ag - Ay) In <1 + fey> dy. (3.61)

Agora, integrando por partes duas vezes, para eliminar a dependéncia multiplicativa com
T, e desprezando termos de ordem O(e~#Y), obtemos

A\’ 4 By 129 2T \Y*1  fev
s = —Ad (2) d(d+2) /—5U (A a Ay) (ev + f)Qdy' (3.62)

oT )d/2+1

Por outro lado, como g > T, podemos usar uma expansao binomial para (Kg =

resultando em

(29 2T >d/2+1 B <2g>g+1 ) T

A A - \a g7
2 %+1 0 I‘d_{_? T m

_ <Ag> 3 SQ ) <—y> (3.63)

A partir da expressao acima, podemos representar o potencial gra-canonico no regime Q

como
A\ 29\ @22 T T\
O/N =4, (2 () 0, 0L oL 4
s/ d<2> A ao+a1g+32 g +

Em seguida, usando o fato que estamos em baixas temperaturas, podemos estender os
limites de integracao inferior e superior para —oo e oo, respectivamente. Dessa forma,
usando a equagdo (3.63), temos que os coeficientes da expansao serdo dados por

oo 4 r(s+2) © y"fe
™ d(d + 2) T'(m+1)T (7 —m+ 2) / (ev + f)gdy (3.65)

Y

(3.64)

Calculando os coeficientes para m = 0,1, 2, temos

o 4 0 feY B 4 _
0 _d(d+2)/ (ey+f)2dy_d(d+2)’
49— yfey 21nf_
a d/ (ev + f)? d ’

o) 2
AP ol e

(3.66)
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Agora, analisando o regime quantico critico (QC), T'— 0 e g = 0, vamos efetuar uma
substituigao de varidvel: y = —5(e — U/2), que transforma a equacao (3.58)) em
-BU/2 19g 2T \¥?>7! 1
Q5 = —AT* [ <+) In(1+~e¥) dy. 3.67
s T NN 7 Y (3.67)

Integrando por partes uma tnica vez (nesse caso, ndo precisamos retirar a dependéncia
explicita com T') e desprezando termos de ordem O(

V), obtemos

TA [-BU 129 2T \Y? fe¥
Qg = —Ag— (+> L dy. 3.68
S d d 54 A Ay (eiy‘i‘f) Yy ( )

Em seguida, como T" > g, podemos executar uma expansao binomial para (

Obtendo, asslim,
(29 21 )d/2 <22>§ 1<g )d/2
A A y A T y
(2[)3 0 I (4—1—1) (g)m
m=0,1,2,.. .mll (* —m + 1)

T
A partir da expressao acima, podemos representar o potencial gra-canonico no regime QC
como

A\Z /o7 (4+2)/2 2
QYN = —Ay <2> (A) l QC 1 Q0T 4 49 <g> + ] .

27g _or d/2+1
A aY

I

y2 " (3.69)

3.70
Em seguida, usando o fato que 7" — 0, podemos estender os limites de integragao infe-
rior e superior para 0 e 0o, respectivamente. Dessa forma, usando a equagao 0s
coeficientes da expansao serao dados por
d m
oo 2 T(8+1 o /2
a’” = dy (3.71)
dfml (4=m+1)Jo e +1/f

Usando, agora, a representacao integral das fungoes de Lerch (pagina 1039 da Ref. |

t‘Sl_v 1)t
D(z,8,0) = / dt——

23])7

(3.72)
[Re v >0, or \z|§1,z7£1, Res>0, or
z=1, Re s > 1],

temos que os coeficientes da expansao tém uma forma explicita valida para todo m

agczmer@)@(—;,;l—mﬂ,g,f:z (3.73)

Como vimos acima, mais uma vez as func¢oes de Lerch aparecem no contexto da estatistica
fracionaria. Estas fungoes explicitam o comportamento Non-Fermi Liquid do sistema,
e substituem as fungbes zeta de Riemann que surgem no calculo da energia para os
liquidos de Fermi.

Nesse caso, conseguimos inferir uma propriedade importante delas
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que o modulo do pardmetro z nos fornece o nimero de ocupac¢do médio dos estados k
singularmente ocupados. Dessa forma, o nosso f contara a degenerescéncia do estado
fundamental. Associando os resultados obtidos acima, podemos generalizar a expressao
para o potencial gra-canonico da seguinte forma:

A2 9 (@422
m) (ap + a1w + asw® + ...), (3.74)

f@unwﬂv=—+u(2)2(A

onde denota-se x = max{g, 7} e w = min{g, T} /z. Nessa formula¢ao, podemos acessar
ambos os regimes Q e QC.

Agora, temos em maos todas as ferramentas para determinar os expoentes criticos.
Primeiramente, para o regime Q, g — 0 e T = 0, temos que x = g e w = T/g; logo,
comparando com , obtemos

vy(d + 2) = ;(d +2). (3.75)

Pela expressao acima, intuimos que v, = 1/2 e z = 2. Além disso, no Regime QC
temos um resultado similar a equacao , entao vp = v, = %; e, usando a relacao de
hiperescala : ag = ar =1 — g. Além disso, é possivel obter também o expoente
de crossover, = vz = 1. Esse expoente define as linhas de crossover onde T' = =+|g| e,
dessa forma, é possivel observar os diferentes regimes do sistema na figura 4.

Por outro lado, pelo fato da transicao de Mott ser governada pela interagao, percebe-
mos que o parametro de ordem m do sistema pode ser identificado como a densidade de

duplas ocupacoes nos estados k,
1 _
Ny = 2 mks = e ks (3.76)
K Kk

Em seguida, substituindo o somatoério pela integral com a densidade de estados (3.59)),
temos

1 a2 2e\ £
Ny=Ad [ d (1—) ~28(en), .
3=y |, € A e (3.77)
Ressaltamos que a descontinuidade de N3 é comandada pelo parametro ¢ = A — 2pu.
Agora, usando a substituicao y = —25(e — ), temos que
1 -8By’ g// T 51
N:——TZA/ dy( L + = v, 3.78
= A a(§ 4 Te) e (379

e integrando por partes uma vez para eliminar a dependéncia com 7', resulta

A —Bd' g' T \? Y
Ny = S0 (T/Q)/W dy(A + Ay) eV (3.79)

Podemos proceder usando uma expansao binomial semelhante a anterior nas equacoes
(3.63) e (3.69), N3 pode ser escrito pela expansdo abaixo:

L AA
57 Nd

22\ ?
<A> [co + ey + ey + } : (3.80)
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onde x = maz(T,g') e y = min(T, ¢')/x, e os coeficientes sdo dados por

r(¢+1) S , (3:8)

Além disso, no regime em que ¢’ > pu, o pardmetro de ordem N3 ~ | g]d/ 2. assim, usando

(3.42)), indetificamos o expoente § = d/2. Por fim, para ¢’ < u, a equagdo (3.81) assume
a forma N3 ~ u%; e, pela equacao (3.42), temos 0 = %.
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4 TERMODINAMICA DO MODELO DE HUBBARD DE ALCANCE IN-
FINITO NO REGIME DE SPIN INCOERENTE

No capitulo anterior, o modelo de Hubbard foi mapeado em um gas ideal de trés espécies
obedecendo a uma FES. E, assim, obtivemos diversas propriedades gerais do modelo,
assim como seu comportamento na criticalidade. O presente capitulo aborda resultados
orginais, obtidos por nés, no contexto de um regime especial do modelo de Hubbard
de alcance infinito: o spin incoerente. Esses resultados estao sintetizados em um artigo
intitulado Thermodynamics of the Infinity-Range Hubbard Model in the Spin-Incoherent
regime [16](Apéndice A), publicado em 2022 no Journal of Physics A: Mathematical and
Theoretical, .

Neste capitulo, inicialmente derivaremos a energia livre gra-canénica no regime de spin
incoerente e limite de acoplamento forte. Em seguida, examinaremos a entropia e o calor
especifico. Mostraremos que essas quantidades sao descritas por séries de poténcias, cujos
coeficientes sdo resumidos em duas tabelas, das quais podemos obter graficos para varias
dimensdes (até dez), e no limite d — co. Para dimensoes pares, as séries sao finitas, entao
temos fungbdes polinomiais com ordem crescente com a dimensionalidade. Destacamos
também o uso de técnicas de soma de Borel para contornar a divergéncia da série para
dimensoes impares.

4.1 Energia livre gra-canonica no regime de spin incoerente

Existem duas maneiras béasicas de gerar coeréncia, no sentido de alinhamento de spins,
em uma rede: a presenca de campo magnético, que faz com que os spins se alinhem
com o campo externo, a depender da intensidade do campo; e a presenca de estados
duplamente ocupados, que fornecem ao sistema ordem antiferromagnética. O regime de
spin incoerente é um regime muito interessante e que se manifesta em cadeias de Hubbard
1D, tendo recebido atengdo especial ao longo dos anos [46], tanto nas versoes continua
[47, [48] ou discreta [49]. No nosso modelo, ndo consideramos a existéncia de um campo
magnético externo; logo, para acessar o regime de spin incoerente, utilizamos a energia
térmica para eliminar duplas ocupagoes no sistema. Nesse contexto, o regime de spin
incoerente é realizada sob duas condicoes fisicas especificas: a primeira requer que a
energia térmica seja muito baixa com relacdo a energia caracteristica de excitacao de
carga, isto é, T' < Ep, onde T é a temperatura e Er é a energia de Fermi; a segunda
condi¢do exige que, apesar da energia térmica ser baixa, ela ainda é muito maior que
a energia de spin caracteristica, resultando em J = 4t?/U < T, onde t ¢ a amplitude
de salto entre vizinhos mais proximos, U é a interagdo de Coulomb repulsiva, e J é o
acoplamento de troca antiferromagnética, ou seja, estamos trabalhando com graus de
liberdade de spin altamente excitados. Em resumo, teremos a seguinte condi¢ao para o
regime de spin incoerente:

2

4t
7 <<T<<EF(% t), (41)



4.1. ENERGIA LIVRE GRA-CANONICA NO REGIME DE SPIN INCOERENTE 47

Ressaltamos, também, que o regime de spin incoerente é geralmente estudado em apenas
uma dimensao espacial, pela facilidade do tratamento matematico, embora, em nosso es-
tudo, realizamos uma extensao para dimensoes arbitrarias na condicao de acoplamento
forte. Citando trabalhos importantes que abordaram esse regime, temos: na referéncia
[50], este regime foi estudado no contexto do estado fundamental de sistemas fortemente
correlacionados; além disso, na referéncia [15] a "Teoria Fracionaria de Landau" foi intro-
duzida e usada no regime de spin incoerente do Liquido de Luttinger (LL) em cadeias de
Hubbard. Neste caso, resultados interessantes foram obtidos para o potencial quimico e
entropia do LL da Teoria Fracionaria de Landau.

No capitulo anterior, obtivemos a seguinte expressao para a energia livre gra-canonica:

Qppue = — =3 I [1 4 26~ PHex U/ | o=20ewm) (4.2)
Eh

Em nosso modelo, para garantir o regime de spin incoerente (4.1]), devemos trabalhar no
limite de acoplamento forte:

U A (4.3)

Podemos proceder substituindo a soma na equacgao (4.2]) pela integral sobre a densidade
dos estados o(e):

1 fA/2
Bl

Em vista das condigoes (4.1)) e (4.3)), a contribuigdo ndo-nula para a integral acima vem do
intervalo [—A/2, 0], entdo podemos aproximar a densidade de estados tipo tight-binding

[45] por
o(c) = Ad(l + 2;)“1 {1 Lo (1 4 2;)}

Q= deo(e)In [1 4 2e~AlE—1=U/2) | o= 28(e=n)] (4.4)

2e
—— ] =1 4.5
(-5) =1 (15)
onde Ay é mesma constante d-dimensional definida na equagao (3.60). Para resolver a
integral em (4.4]), considere a seguinte mudanga de varidvel, y = —f¢e, que a transforma
em
Ay (0 2 d/2—1
Q:——/ dy(1- =2 In [l + 24¢¥ + Be], 4.6
(i as) mie2ae s e (46)
onde A = ePWtU/2) ¢ B = 2P Integrando por partes, nés obtemos,
AgAT AJAT
T, U) = — === In(1+24 + B) — dd
N 2y \* 24ev + Be
></ dy(1- 22 e rbet (4.7)
0 Ap 1+ 2Aev + Be2v

Além disso, usando a condicao de spin incoerente (4.1]), podemos estender o limite superior
de integragao para oo, entao a integral que devemos resolver ¢é

d/2 2
00 2y 2AeY + Be®Y
I= / dy(1- 2% . 4.8

0 y( A@) 1+ 2Acv + Be (4.8)
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Agora, pela expansao binomial,

2y \ /2 o0 T(d/2+1) 25 \"
<1 B M) = > [(d/2+1—m)[(m+1) <_A6> : (4.9)

m=0,1,2,...

a integral pode ser expressa pela série de poténcias abaixo:

o T m

m=0,1,2,...
onde o sobrescrito "SI" significa spin incoerente, e os coeficientes da expansdo, a>!, sdo
definidos por
. D(d/2 + 1) [ a2 B .
™ Id/24+1—-m)I'(m+1) Jo 1+ 2AeY + Be?

A seguir, apresentaremos uma analise de (4.11]) para dois regimes importantes do potencial
quimico:

(a) No primeiro caso, consideramos que p esta no intervalo —U/2 < p < U/2. Entao,
usando a equagao , B serd muito pequeno em comparagao com A; portanto, a equacao

(4.11)) pode ser escrita na forma:
. T(d/2 + 1 ev

) /w
a,’ = dyy™ : (4.12)
T(d/2+1—m)(m+1) Jo L srus Lo
2

Usando agora a forma integral da Funcao Lerch (7?), podemos identificar diretamente
que

si_ L(d/2+1)
“m T T2 +1-m)

Aqui, devemos observar que, no capitulo anterior, as fungoes de Lerch também estevam
presente na definicdo dos correspondentes coeficientes da série valida nas proximidades
do PCQ: T =0, u=0e U = A. Isso sugere que as fungoes de Lerch desempenham um
papel significativo na termodindmica de sistemas que obedecem a FES. Mais importante,
se usarmos a prescri¢ado de que o médulo de z associado a func¢ao Lerch é igual ao niimero
médio de ocupagao de exclusons [10], encontramos

;eﬁww/?). (4.14)

1
) (—Qe—ﬁww/?), m+ 1, 0> . (4.13)

(Nica) =
Vale ressaltar que, para yu = —U/2,
<nk,&>M:_U/2 - 1/27 (415)

um valor bastante perceptivel [10], que exploraremos no contexto do comportamento
termodinamico do modelo na préxima secao.

(b) Por completeza, vamos considerar também o caso p > U/2, que implica B > A.
Portanto, usando o mesmo procedimento de (a), encontramos

s L T(2+1)
m = omT(d/2+ 1 —m)

do qual podemos identificar um regime termicamente ativado, como podemos ver na figura
4, para o numero médio de ocupacao térmica de exclusons:

(na) = €270, (4.17)

® (e m+1,0), (4.16)
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4.2 Propriedades Termodinamicas:
Entropia e Calor Especifico

Nesta se¢ao, derivaremos o comportamento térmico de duas propriedades termod-
indmicas relevantes: entropia e calor especifico, sob a condicao u = —U/2. Usando a
definicao da energia livre gra-candnica

Q=F — TSy — uN, (4.18)

podemos calcular a entropia por

0N
s (2) o

Usando agora a Eq. (4.7)), encontramos

AN AA & T(d/2+1)
Sw(T) ==~ m3+ = mZIDQ T(d/2+1—m)
><<I>< 1,0) (m+1) ( M)m. (4.20)
A

Observe que temos uma entropia residual em 7" = 0: Sy(7' =0) = In 2, onde o fator

In2 é uma assinatura da estatistica fracionaria obedecida pelas particulas, o que leva a
dupla degenerescéncia do estado fundamental. Em seguida, podemos escrever a entropia
por sitio como:

= an (f)m (4.21)

m=0
Ty . : . : .
onde (t) ¢ a temperatura adimensional definida no intervalo [0, 1], e a,, é dada por

=1n2;
S [(d/2+1)
T T(d/24+1—m

)q) (—;,m—i- 1,0) (m+1) (—21d>m, form=1,23 .. (4.22)
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Figura 5 — Entropia por sitio, S, como funcdo da temperatura adimensional, T'/t, para varias
dimensoes.
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Fonte : O autor (2022) na Ref.[106].

Agora, vamos calcular o calor especifico por sitio. Usando a sua definicao:

oF oS
N=—| =T|=— 4.2
- (5),-* (7). 029
e , nos podemos obter:
C= S by (T) , (4.24)
m=1,2,3,... t

onde os coeficientes b, estao relacionados com os a,, da seguinte forma:

by = mXa,, m=1,2,3,.. (4.25)
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Figura 6 — Calor especifico por sitio, C, em funcdo da temperatura adimensional, T'/t, para
varias dimensoes.
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Fonte : O autor (2022) na Ref.[16].

Aqui, enfatizamos que a; = b; = 0.225 para qualquer d. Nas tabelas 1 e 2, podemos
ver que, para dimensoes pares, as séries que descrevem a entropia e o calor especifico,
e , respectivamente, sao finitas. Assim, para dimensoes pares, temos funcoes
polinomiais com ordem crescente com d, como podemos ver nas Figuras 5 e 6. Por
exemplo, em duas dimensoes temos uma linha reta, enquanto em quatro dimensoes temos
um comportamento parabdlico com concavidade para baixo.

Para dimensoes impares, ambas as séries divergem no contexto das técnicas de soma
de Borel, e podemos, assim, classificar [51] sua divergéncia assintética como do tipo
fatorial. De fato, em trés dimensoes, os coeficientes de série para entropia e calor especifico,

respectivamente, satisfazem

m
lim a,, = 6——m/!;
im a T ™

2

m
li = ! 4.2
i b = g 420

de acordo com o formalismo desenvolvido em [53]. Assim, podemos truncar a série e levar
em conta apenas os seis primeiros termos convergentes, no caso do calor especifico. O
mesmo procedimento pode ser feito para todas as dimensoes impares. De fato, a ordem
do critério de truncamento da entropia, m§, pode ser obtida pela condigao |amg_1| >

|amg < ]am»§+1|:

5 25 3
c=|-d—-1 —d? — =d 4.27
onde [z] é a fung¢do teto, definida como o menor inteiro igual ou maior que z. Além
disso, para o calor especifico temos uma condicao similar: [bys, 1] > [byz, | < [bing,41], que
resulta em

5 2% 3
me, = {d—1+ 2@ —Sd+1

. 4.2
4 16 2 (4.28)
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Os resultados acima podem ser resumidos nas Figuras 1 e 2. Em geral, as curvas aumen-
tam continuamente em func¢ao da temperatura adimensional, T'/t, com formas semelhantes
para d > 3. Neste contexto, investigamos a equagao no limite d — oo. Neste limite,
a aparente singularidade com d ¢é removida e os coeficientes a,, e b,, assumem a forma
reduzida:

. 1 1\™
dlggoam = <I><—2,m—|—1,0>(m+1) <—4> ;

1 ™
lim b, = @ (—2,m+ 1,0>m(m—|— 1) (—4) .

(4.29)

Como podemos ver na expressao acima, as séries sao convergentes nesse limite. Além
disso, usando a equagao , podemos construir as tultimas linhas das tabelas 1 e 2, e
graficos para as propriedades termodindmicas também sdao obtidos, conforme mostrado
nas Figuras 5 e 6. Observe que ambas as curvas apresentam alguma atenuac¢ao com o
aumento de d. Além disso, podemos enfatizar que a convergéncia da série neste limite
reafirma a consisténcia da soma de Borel para dimensées impares, pois neste caso a
paridade é imaterial.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 Conclusées

Inicialmente, neste trabalho, abordamos os fundamentos da estatistica fracionaria de
exclusdo (FES). Esta foi proposta por F. D. M. Haldane em 1991, e trata de uma gener-
alizagao do principio de Pauli para tratar sistemas de particulas que nao se comportam
nem como férmions nem como bdsons. Essa estatistica é baseada na contagem de esta-
dos quanticos e é valida em qualquer dimensao espacial. Além disso, verificamos, através
de modelos simples, como particula em uma caixa e oscilador harmonico, que a FES se
mostrou efetiva para mapear um sistema de bosons e férmions interagentes em um sistema
de quasi-particulas com interacoes meramente estatisticas, determinadas por uma matriz
estatistica g. Isso é fundamental para tornar o sistema mais tratdavel matematicamente,
ou até mesmo fornecer uma interpretacao fisica mais clara de um sistema ja soltvel. Em
seguida, descrevemos uma versao simplificada do problema de Wu, o gas ideal sob FES,
considerando apenas uma espécie de particula, e derivamos propriedades como energia
e nimero de ocupacao para o sistema. Ressaltamos, nesse caso, a obtencao de resulta-
dos interessantes no que concerne a termodinamica de um gas homogéneo bidimensional.
Nesse caso, conseguimos obter uma demonstracgao original de um teorema fundamental,
que afirma que, em duas dimensoes o calor especifico a volume constante é independente
da estatistica utilizada para descrever o sistema. Por fim, tratamos o problema de Wu
original, o gas ideal generalizado, e derivamos suas equacoes fundamentais.

Ap6s a introducao dos métodos de estatistica fracionaria, nés utilizamos esse método
para tratar um modelo interagente muito utilizado no contexto de elétrons fortemente
correlacionados: o modelo de Hubbard de alcance infinito. Esse modelo é exatamente
soltvel e bastante abordado na literatura. De fato, esse modelo interagente pode ser
mapeado em um gas ideal de trés espécies de exclusons obedecendo a uma EFS de Haldane-
Wu com uma matriz estatistica g bem definida. A matriz obtida é bastante notéavel,
pois é adequada para descrever diversas variacoes do modelo de Hubbard. Assim, foi
determinada a energia livre gra-canonica do sistema, a qual fornece toda a informacao
da termodinamica do sistema. Em seguida, usando a parte singular da energia livre,
exploramos o sistema na regiao proxima ao ponto critico, T'=0, = 0e U = A. Dessa
forma, foi possivel construir uma teoria de escala consistente com o modelo, e, assim,
obter todos os expoentes criticos associados, o que nos fornece uma descricao completa do
sistema na criticalidade, em ambos os regimes quantico e quantico critico. Nesse contexto,
ressaltamos que os coeficientes da série que representa a parte singular da energia livre
gra-candnica sao dados em termos das fungoes de Lerch. Essas fungoes representam uma
assinatura da descricdo do modelo por uma FES.

Por fim, abordamos resultados originais, obtidos por nés, no contexto de um regime
especial do modelo de Hubbard de alcance infinito: o spin incoerente. Inicialmente, a
energia livre gra-canonica no regime de spin incoerente e acoplamento forte. Assim, ob-
tivemos uma expressao representada por uma série polinomial com func¢des de Lerch como
coeficientes, uma assinatura de nossa descricao FES. A partir desse resultado, derivamos
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a entropia e o calor especifico em qualquer dimensao. Os coeficientes de série para essas
quantidades foram resumidos em duas tabelas, das quais obtivemos parcelas para varias
dimensdes (até dez), e no limite d — oco. Para dimensoes pares a série era finita, en-
tao temos fungoes polinomiais com ordem crescente com a dimensionalidade. Também
destacamos o uso de técnicas de soma de Borel para contornar a divergéncia da série para
dimensoes impares. Além disso, no limite d — oo a série é infinita, mas convergente. Em
geral, as curvas, tanto para entropia quanto para calor especifico, aumentam constante-
mente em fungdo da temperatura adimensional, e apresentam alguma atenuagdo com o
aumento de d. Finalmente, mencionamos que, embora nosso foco tenha sido nos aspec-
tos fisico-matematicos fundamentais do modelo, esperamos que os resultados contribuam
para um modelo amplamente utilizado para descrever propriedades fisicas de sistemas de
matéria condensada.

5.2 Motivagoes para pesquisas futuras

De maneira geral, visamos o estudo de modelos teéricos de fisica da matéria conden-
sada, em especial o modelo de Hubbard e suas variagoes, com a aplicacao de métodos
de estatistica fracionaria de Haldane. Para criar um contexto da sua relevancia fisica,
apresentaremos uma digressao inicial. Na Ref. [54], os autores utilizaram o modelo de
Bose-Hubbard para mostrar que modos semelhantes aos de Majorana podem ser realiza-
dos e testados em um sistema dissipativo fortemente correlacionado. Adicionalmente, na
Ref. [55], foi utilizado um modelo semelhante para tentar entender transigoes de fase
quanticas topoldgicas, emergéncia de modos relativisticos e ordem topoldgica local de luz
em um sistema de luz-matéria fortemente interagente. Na Ref. [56] a luz quantica foi
entendida como uma forma de controlar fases topoldgicas da matéria. Por outro lado,
ressaltamos também que, em um trabalho recente do nosso grupo, ref. [57], encontramos
uma conexao nao-trivial entre o ponto de transicao da fase topoldgica na rede de trimeros
e aquele em um sistema bidimensional associado, em concordancia com os resultados
no contexto do bombeamento de Thouless em redes fotonicas. No futuro, pretendemos
examinar alguns aspectos relevantes e ainda inconclusivos. De fato, os resultados repor-
tados nas Ref. [54 b5, (56 57) foram obtidos através da estatistica de Bose-Einstein,
deixando em aberto as consequéncias fisicas e o entendimento da descri¢ao dos fendomenos
a luz da estatistica fracionaria de exclusao de Haldane. Neste contexto, examinaremos a
possibilidade da extensao dos métodos de estatistica fracionaria para o caso de sistemas
de bésons interagentes, como o modelo de Bose-Hubbard, [54, 58]. Estaremos também
interessados na continuidade do estudo do modelo de Hubbard no regime de spin incoer-
ente, Ref. |16} [15], estendendo nosso entendimento deste modelo em regimes de interesse
tedrico-experimental. Um possivel viés envolverd a exploragao da resposta magnética
(suscetibilidade) do sistema.
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