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RESUMO

Ao longo dos anos, modelos Bayesianos vém recebendo atenc@o especial da academia e
em aplicacdes principalmente por possibilitarem uma combinag¢do matemadtica entre corpos de
evidéncia subjetiva e empirica. A metodologia de integracdo de Monte Carlo via cadeias de
Markov é uma das principais classes de algoritmos para computar estimativas marginais a
partir de modelos Bayesianos. Entre os métodos de integragdo de Monte Carlo via cadeias de
Markov, o algoritmo de Metropolis-Hastings merece destaque. Em resumo, para o conjunto de
d variaveis (ou componentes) do modelo Bayesiano, X = (X, X, ... Xy), tal algoritmo elabora
uma cadeia de Markov onde cada estado visitado é uma realizacdo de X, x = (X;, X2, .. Xy),
amostrada das distribui¢des de probabilidades condicionais das varidveis do modelo, fixil x;,
X2, ., Xi-1, Xi+1, ..., X¢). Quando a simulagdo é governada por distribui¢des cuja amostragem
direta é vidvel, o algoritmo de Metropolis-Hastings converge para o método de Gibbs e
técnicas de reducdo de variancia tais como Rao-Blackwellization podem ser adotadas. Caso
contrdrio, diante de distribui¢des cuja amostragem direta € invidvel, Rao-Blackwellization é
possivel a partir do método de griddy-Gibbs, que recorre a fungdes aproximadas. Esta tese
propde uma variante de griddy-Gibbs que pode ser também classificada como uma extensdo
do algoritmo de Metropolis-Hastings (diferentemente do método de griddy-Gibbs tradicional
que descarta a possibilidade de se rejeitar os valores amostrados ao longo das simulacgdes).
Além disso, algoritmos de integragdo numérica adaptativos e técnicas de agrupamento, tais
como o método adaptativo de Simpson e centroidal Voronoi tessellations, sdo adotados. Casos
de estudo apontam o algoritmo proposto como uma boa alternativa a métodos existentes,
promovendo estimativas mais precisas sob um menor consumo de recursos computacionais

em muitas situacoes.

Palavras-Chave: Modelos Bayesianos, Integracdo de Monte Carlo via cadeias de Markov,

Meétodos de Quadratura Adaptativos, Métodos de Agrupamento, Rao-Blackwellization.



ABSTRACT

Historically, Bayesian models have deserved special attention from academy and applied
fields mainly by allowing mathematical combination of human judgments and empirical data.
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) methodology is one of the main classes of approaches
for computing marginal estimates from Bayesian models. Among Markov Chain Monte Carlo
methods, Metropolis-Hastings algorithms must be emphasized. In summary, for the set of d
variables (or components) of the Bayesian model, X = (X, X», ..., X4), such algorithm elaborate
a Markov Chain where each visited state is a random realization of X, x = (X1, X2, ..., Xa),
sampled from the full conditional distribution of the variables, f(x;l X;, X2, . Xi.1, Xi+1, ..., Xd)-
When the sampling process is governed by distributions cheap to be sampled from,
Metropolis-Hastings algorithm converge towards the well-known Gibbs sampling and
variance reduction techniques such as Rao-Blackwellization can be introduced into the
inference. Otherwise, in the face of distributions expensive to be sampled from, Rao-
Blackwellization is possible by adopting approximate functions and then a griddy-Gibbs
sampling approach, originally a non- Metropolis-Hastings extension since eventual rejections
are not taken into account. This thesis is an effort for studying griddy-Gibbs sampling as a
Metropolis-Hastings variant. In this way, adaptive rejection Metropolis sampling concepts and
simple clustering and numerical integration algorithms (like centroidal Voronoi tessellations
and adaptive Simpson’s rule, respectively) are introduced into griddy-Gibbs approach. Case
studies from literature point out the good performance of the proposed method in comparison

with established methods in terms of both accuracy and time consumption.

Keywords: Bayesian Models, Markov Chain Monte Carlo, Adaptive Quadrature Methods,
Clustering, Rao-Blackwellization.
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1. INTRODUCAO

Atualmente, a utilizagdo de modelos Bayesianos (MBs) permite o manuseio de grandes
conjuntos de varidveis relacionadas e a utilizacdo de qualquer fonte de informacdo para
auxiliar em previsdes, diagndsticos e consequentemente tomadas de decisdo. Isto é
particularmente observado em andlises de risco e confiabilidade, onde usualmente os dados
empiricos disponiveis sdo insuficientes para a mensuragdo de todos os parametros requeridos
pelos modelos, levando ao uso de opinides de especialistas, por exemplo.

De fato, com os avancgos cientificos principalmente na drea computacional, a modelagem e
inferéncia estatistica sofreram uma grande transformacgdo. Diferentemente de periodos
anteriores, nos quais a realidade a ser modelada era simplificada a fim de que desdobramentos
analiticos levassem as quantidades de interesse, a elaboragdo de modelos mais realistas (e
conseqiientemente mais complexos) pdde enfim ocorrer. Nos dias atuais, métodos
computacionais de otimizagdo, tais como algoritmos genéticos (Michalewicz, 1999) e nuvens
de particulas (Kennedy & Eberhart, 2001) tém ocupado papel de destaque na estatistica
cldssica quando da adog¢@o de estimadores tais como de maxima verossimilhanca. Firmino et
al. (2007) e Johansen et al. (2008) sdio um exemplo disso. Por outro lado, a tradicional
dificuldade de se extrair estimativas marginais de modelos Bayesianos genéricos devido as
complexas operagdes matemdticas envolvendo inversdes e integrais (ou somatoérios) tem sido
superada, dando espaco a busca por técnicas de manipulagdo que computem métricas
confidveis e em menor espaco de tempo. Destacam-se neste contexto estudos recentes tais
como Langseth et al. (2009) e Firmino & Droguett (2009), direcionados a manipulacio de
redes Bayesianas mistas — estruturas graficas e de dados resumidos em distribui¢des de
probabilidade envolvendo varidveis discretas e continuas.

Em linhas gerais, um MB descreve a distribui¢do de probabilidades conjunta das varidveis
envolvidas a partir do produto de suas distribuicdes condicionais (regra do produto). Pode se
tornar um desafio drduo obter distribuicdes marginais, ou mesmo medidas de posi¢do e
dispersdo, de MBs de maneira exata. Os modelos ditos ndo-conjugados sdo um exemplo disso.
Uma das mais flexiveis e consolidadas estratégias para a obtencdo de estimativas marginais
nesses casos consiste em amostrar uma cadeia de Markov a partir das distribui¢des
condicionais do MB e estudd-la em seu periodo estaciondrio. Dado o estado corrente da
cadeia, composto pelos valores mais recentemente amostrados para as varidveis do modelo,
amostra-se um novo valor para cada varidvel de acordo com sua distribui¢do de

probabilidades condicionada ao valor corrente das demais varidveis, levando a cadeia a iterar
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para um novo estado. Os métodos que seguem tal estratégia sdo denominados métodos de
Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC). Como bem sintetizado por Gilks et al. (1996)
MCMC ¢ essencialmente integragdo de Monte Carlo por meio de cadeias de Markov. Os
métodos de MCMC tém sido fundamentais para a difusdo e desenvolvimento da inferéncia
Bayesiana. Como exemplo, cite-se trabalhos recentes de autores como Kelly & Smith (2009),
que elevam o advento de MCMC a condicdo de estado da arte em dreas tais como avaliagdo
probabilistica de riscos.

Muitos sdao os métodos de MCMC. Dentre os mais flexiveis, encontram-se os algoritmos
de Metropolis et al. (1953) e Hastings (1970) — MH, adaptive rejection Metropolis sampling
de Tierney (1991) — ARMS e slice sampling de Neal (2003) — SS. Esses métodos permitem
que a cadeia seja iterada mesmo diante de uma distribui¢do condicional ndo-padrdo (cuja
amostragem direta € invidvel). Nesses casos, tais métodos amostram de uma funcdo
alternativa (também chamada de distribuicdo proposta) a condicional ndo-padrdo. O preco a
ser pago por MH e ARMS ¢ a possibilidade de os valores amostrados serem rejeitados, a
chamada probabilidade de rejeicdo de Metropolis-Hastings, presente em ambos os algoritmos.
Ja SS recorre a uma distribui¢do uniforme em torno do valor corrente da varidvel de maneira
recursiva até que o valor proposto seja aceito. Adaptativamente, a cada iteragdo de ARMS os
valores amostrados da distribuicdo proposta rejeitados em uma fase preliminar a avaliacdo
final desta iteracdo s@o usados de maneira a aprimorar a distribui¢do proposta, enquanto que
em SS cada ponto rejeitado pode ser usado para delimitar a distribui¢do uniforme a ser
amostrada em seguida. Esta caracteristica adaptativa ¢ uma das principais vantagens de
ARMS e SS; a probabilidade de rejeicdo € inversamente proporcional ao nimero de valores
rejeitados. Por sua vez, trabalhos recentes envolvendo MH adaptativos, tais como Cai et al.
(2008), Andrieu & Thoms (2008), Gerlach & Chen (2008) e Keith er al. (2008), podem
também ser encontrados. Em geral MH adaptativos baseiam-se na prdpria cadeia amostrada
até entdo, ndo sendo rigorosamente customizados as distribui¢des condicionais sob estudo. De
qualquer maneira, é ainda possivel que o valor amostrado da distribuicdo proposta seja
rejeitado em ARMS e MH, assim como pode ocorrer de a distribuicdo uniforme usada para
iterar a cadeia em SS seja muito estreita, requerendo uma quantidade elevada de iteracdes até
que o processo alcance seu periodo de estacionaridade.

Por outro lado, quando o processo de amostragem envolve apenas distribui¢des padrdes
(cuja amostragem direta é possivel), uma das variantes de MH com maior prestigio pode ser
adotada: Gibbs sampling de Geman & Geman (1984) — GS. Além de anular a possibilidade de

rejeicdes, GS permite o uso de técnicas de reducdo de varidncia tais como Rao-
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Blackwellization, levando a inferéncias mais precisas do que aquelas simplesmente baseadas
na cadeia de Markov amostrada para o mesmo nimero de iteragdes. Com Rao-
Blackwellization, GS possibilita estimar distribuicdes marginais a partir das condicionais que
geram os valores amostrados enquanto que em geral outras variantes de MCMC, a exemplo de
todas as demais comentadas até aqui, consideram apenas os valores amostrados. Com o
objetivo de generalizar o uso de GS aos casos envolvendo condicionais ndo-padrdes, Ritter &
Tanner (1992) propuseram o griddy-Gibbs Sampling — GGS. A estratégia de GGS € amostrar
de uma fun¢do aproximada a condicional ndo-padrdo computada a partir de um vetor de
pontos nos quais esta foi previamente avaliada. Trata-se de uma idéia simples para promover a
aplicacdo generalizada de GS, porém passivel de melhoramentos. Por exemplo, Ritter &
Tanner negligenciam o fato de que como a distribuicdo amostrada geralmente diverge em
algum nivel da condicional ndo-padrio original, seus valores amostrados devem ser avaliados
segundo a probabilidade de rejeicio de Metropolis-Hastings. Embora possua deslizes
conceituais desse tipo, poucos sdo os trabalhos de pesquisa dedicados a um aprimoramento de
GGS desde sua publicagdo, sendo mais comuns aplicacdes das idéias originais de Ritter &
Tanner.

A exemplo de muitos dos métodos propostos ao longo da literatura de MCMC, o presente
trabalho faz uma re-leitura de conceitos subjacentes a métodos existentes e introduz novos
procedimentos, com o intuito de propor novas variantes. Mais especificamente, apresenta-se
uma extensdo de GGS que pode ser classificada como um dos poucos métodos de MCMC
adaptativos (se ndo o tnico) que possibilita rejei¢des de pontos amostrados e também Rao-
Blackwellization. Para tanto, o GGS proposto faz uso da probabilidade de rejeicio de MH e
recorre a algoritmos triviais de integracdo e agrupamento, tais como o método adaptativo de
Simpson apresentado por Mckeeman (1962) e o de MacQueen comentado por Du &
Gunzburger (2002), respectivamente. Casos de estudo indicam o potencial do GGS proposto
em fornecer estimativas mais acuradas e em menor tempo de simulacdo em relacdo ao GGS
tradicional.

O principal formalismo adotado no presente trabalho para tratar de MBs € redes
Bayesianas (RBs). Inicialmente apresentadas por Pearl (1986) para modelar
computacionalmente o raciocinio inferencial humano, RBs sdo grafos aciclicos e direcionados
onde os nds representam varidveis aleatdrias e os arcos direcionados implicam em relagdes de
causa e efeito quantificadas a partir de distribui¢cdes de probabilidades condicionais. RBs
permitem o encapsulamento de varios outros formalismos da estatistica cldssica e Bayesiana,

podendo-se citar cadeias de Markov de tempo discreto, modelos Bayesianos de regressao,
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modelos Bayesianos de séries temporais, modelos hierdrquicos — Bernardo & Smith (1995) e
as metodologias de andlise de variabilidade populacional de Droguett et al. (2004) e de
incerteza de modelos de Droguett & Mosleh (2008). Desde a constatacdo por Cooper (1990) e
Dagum & Luby (1993) de que a manipula¢do de RBs genéricas € um problema NP-hard, este
tema tem motivado inimeras pesquisas; Neil ef al. (2007), Langseth et al. (2009) e Firmino &
Droguett (2009) sdo alguns exemplos recentes direcionados aos casos envolvendo varidveis

discretas e continuas.

1.1.Justificativa

Atualmente, MBs t€m ocupado lugar de destaque tanto na drea cientifica quanto em
aplicagdes nos mais diversos segmentos, desde reconhecimento de padrdes — Heckerman et al.
(1995) — até anilises probabilisticas de riscos — Firmino et al. (2006). E inquestiondvel para
tal tendéncia a contribuicdo de formalismos como redes Bayesianas, que vém facilitando o
tratamento e a aplicagd@o de tais modelos. Devido aos métodos de MCMC serem uma das mais
atraentes alternativas para lidar com MBs de maneira mais genérica (¢ RBs mais
especificamente), a busca por alternativas que promovam estimativas mais confidveis e em
menor tempo computacional é um dos temas mais pesquisados do segmento. Movimentos
recentes apontam a introdu¢do de adaptatividade como uma caracteristica ttil neste sentido,
um atributo bastante valorizado no presente trabalho.

A realizacdo do trabalho inicia-se com um apanhado geral sobre os principais formalismos
subjacentes a inferéncia Bayesiana, enfatizando-se o poder de generalizacdo de RBs em
relacdo a todos eles e as dificuldades inerentes a sua manipulacdo. Com o objetivo de lidar
com tais dificuldades, introduz-se subsequentemente alguns dos principais algoritmos de
MCMC: Metropolis-Hastings (MH), adaptive rejection Metropolis sampling (ARMS), Gibbs
sampling (GS) e griddy-Gibbs sampling (GGS). Suas respectivas deficiéncias s@o também
enumeradas, dando espaco para a introducio de novas variantes.

Em seguida, uma fundamentagdo tedrica sobre o método de integragdo numérica
adaptativo de Simpson e métodos de agrupamento probabilisticos como centroidal Voronoi
tessellations faz-se necessaria, com o intuito de introduzir melhoramentos a GGS, levando a
estimativas mais acuradas e em menor tempo de simulag¢do. Ainda neste sentido, métricas de
desempenho baseadas no conceito de entropia cruzada sdo mencionadas, a fim de comparar a

acurécia do GGS proposto com a do GGS usualmente adotado pela literatura.
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1.1.1. Objetivo Geral
Deseja-se com este trabalho propor uma extensio de MH que promova Rao-
Blackwellization. A intengdo é computar estimativas marginais de MBs mais acuradas com um
nimero reduzido de iteragcdes do método de MCMC, eventualmente levando a um menor

consumo de tempo de simulacio.

1.1.2. Objetivos Especificos
e Apresentar RBs como principal formalismo para inferéncia Bayesiana;
e Apresentar alguns dos principais algoritmos de MCMC para manipulagcdo de MBs;
e Enfatizar as limitagGes e deficiéncias do método de GGS;
e Introduzir e generalizar o método adaptativo de Simpson (ASR);
e Introduzir e adaptar Centroidal Voronoi Tessellations (CVT);
e Sugerir uma variante de GGS baseada em ASR e CVT;
e Comparar o desempenho do algoritmo proposto ao do GGS tradicional e métodos
alternativos em termos de acuricia e de consumo de recursos computacionais.

No préximo capitulo, discute-se causalidade como sendo o alvo de modelagem dos
principais formalismos subjacentes a MBs, mensurada a partir do célculo das probabilidades.
Apresentar-se-4 os conceitos de modelos hierdrquicos e algumas metodologias de inferéncia
Bayesiana. Por fim, redes Bayesianas sdo introduzidas a fim de generalizarem os demais
formalismos apresentados, possibilitando a realizagdo mais ampla da inferéncia Bayesiana. As
dificuldades de manipulacdo de RBs s3o também explicitadas, dando margem para a

introduc¢do de métodos de MCMC.
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2. MODELOS BAYESIANOS

2.1.Modelagem da Incerteza Inspirada no Comportamento Humano

Argumentar sobre qualquer dominio normalmente requer simplificacdes. Quando se
deseja enquadrar o conhecimento ou o comportamento de regras como “pdssaros voam” ou
“onde hd fumaca ha fogo”, sabe-se que ha exce¢des e que ndo compensa, em muitos casos,
enumerd-las por completo. Pearl (1988) buscou estudar e sumarizar uma linguagem de
excecOes de julgamentos na qual crengas pudessem ser representadas e processadas de acordo
com a suposicdo bastante razodvel de que quando ndo se tem o dominio pleno sobre o
problema, o raciocinio sensato deve ser aplicado. Assim, ele resolveu aliar linguagem,
objetivos e técnicas do artefato da inteligéncia artificial e da disciplina de inferéncia
Bayesiana. Segundo Pearl (1988), o principal objetivo da inteligéncia artificial é prover um
modelo matemdtico computacionalmente vidvel do comportamento inteligente ou, em outras
palavras, do raciocinio sensato. J4 a inferéncia Bayesiana, busca estabelecer uma maneira para
que estados de conhecimento sejam alterados a luz de novas evidéncias, mesmo sendo elas
parciais ou incertas.

Além das limitacdes computacionais superadas apenas nas ultimas décadas anteriormente
citadas, discutidas em maiores detalhes por Congdon (2006), Martz & Waller (1982) lembram
que a inferéncia Bayesiana se alternou entre periodos de aceita¢do e rejei¢do durante muito
tempo, principalmente devido a idéia ocasionalmente predominante de que a probabilidade
requer uma macica quantidade de dados, a enumeracdo de todos os possiveis resultados, e de
que é mal estimada por pessoas. Diante disto, muitas das dreas de aplicacdo da Estatistica se
direcionaram a inferéncia empirica, fazendo uso da estatistica cldssica, baseada em dados
propriamente ditos. Pearl absteve-se desta perspectiva empirica e tentou comunicar a idéia de
que probabilidade ndo é de fato sobre nimeros, mas sim sobre a estrutura do raciocinio. Ele
tentou exercitar a idéia de que a inferéncia Bayesiana € tnica na sua habilidade de processar
crencas € 0 que torna o processamento computacional possivel € que a informacio necessaria
para a especificacdo do contexto de dependéncias pode ser embutida em grafos e manipulada
por propagacdes locais. Tal linha de pesquisa resultou em um formalismo elegante e
abrangente para a modelagem Bayesiana: RBs. A grande maioria dos formalismos para
inferéncia Bayesiana anteriores a RBs pode ser encapsulada em seus moldes. Com isso, ndo
s6 desenvolvimentos tedricos sobre como manipular MBs mas também uma difusio da
inferéncia Bayesiana puderam ser observados. Embora existam vérias denominagdes para RBs

(tais como redes de crengas, redes causais e diagramas de influéncia) uma busca simples por
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“Bayesian networks” na péagina eletronica www.scopus.com leva a ocorréncia de 7918 artigos

cientificos. Isto € um indicio da contribui¢do de RBs para a difusdo de MBs nos contextos

cientifico e aplicado.

2.2.Causalidade

A causalidade € a condi¢do segundo a qual uma causa produz um efeito. Pearl (2000) a
traduz como “a consciéncia do homem acerca do que causa o que a sua volta”. Assim, trata-se
de causalidades mesmo que involuntariamente, quando se diagnostica o porqué ou
prognostica a conseqiiéncia da ocorréncia de algum evento. Quando se tenta avaliar o impacto
de um novo acessério de determinado produto no mercado, o rendimento de um time de
futebol com a entrada de um novo atleta ou no que pode resultar a falta de cuidados com a
satde, o interesse recai sobre os efeitos que tais eventos podem causar. Porém, se o problema
¢é explicar por que as vendas cairam, por que o time ndo vence ou mesmo diagnosticar uma
doenga, a perspectiva volta-se as causas das ocorréncias destes eventos. Na inferéncia
Bayesiana, a leitura da causalidade pode ainda assumir uma face menos intuitiva em um
primeiro momento. Nela, pode-se tentar modelar a influéncia de pardmetros populacionais
intangiveis que regem probabilisticamente a ocorréncia de fendmenos observdveis. Desta
leitura emerge a possibilidade de atualizar estados de conhecimento sobre algo latente diante
da observacdo dos seus “efeitos”. Trata-se de uma tentativa de conectar os parametros que
regem a natureza (uma entidade superior) com fendmenos fisicos observaveis.

Sob esta dtica, o grande desafio foi encontrar uma maneira de traduzir matematicamente a
causalidade existente entre os eventos que compdem um dado problema de maneira realista,

isto é, sem desprezar as incertezas inerentes. Assim, o cdlculo das probabilidades foi adotado.

2.3.Calculo das Probabilidades

O célculo das probabilidades permite a representacdo das dependéncias e independéncias
entre eventos. Com isto, é possivel a abordagem matematica da causalidade, representada
através de dependéncias probabilisticas.

A seguir, faz-se um esbog¢o da aplicagdo do célculo das probabilidades na quantificacio

das incertezas e das relagdes causais inerentes a um problema.

2.3.1. Axiomas de Kolmogorov
A estrutura matemadtica da probabilidade € estabelecida por trés axiomas apresentados por
Kolmogorov, a partir do uso de uma tripla (U, E, P), onde U se refere ao conjunto cujos

elementos sdo os possiveis resultados do experimento, E equivale ao conjunto cujos elementos
7



Capitulo 2 Modelos Bayesianos

envolvem todos os possiveis agrupamentos dos elementos de U, os eventos, € P é o conjunto
de fungdes, chamadas de probabilidades, que relacionam a cada elemento de £ um nidmero
real.

Axioma 2.1 A fungdo de P relacionada ao elemento U de E tem o valor 1. Isto pode ser
escrito como P(U) = 1.

Axioma 2.2 As fungdes de P relacionam apenas valores ndo-negativos aos eventos de E, isto
éPA)>0.VAeE.

Axioma 2.3 Se os elementos de um subconjunto qualquer de E sdo mutuamente exclusivos, a

N

probabilidade da unido de tais elementos equivale a soma das suas probabilidades
individuais, ou seja, P(U,-Ai): Zi P(A).

A realizacdo do célculo de probabilidades requer que se definam trés bases. A primeira, U,
é o conhecimento sobre todos os possiveis resultados do experimento. Embora pareca algo
complexo, U € moldavel a qualquer nivel de detalhamento sobre o problema. Pode-se
classificé-lo, por exemplo, como a ocorréncia ou ndo de algum evento; esta categorizacdo
abrange todos os possiveis resultados do experimento, mesmo que de forma bastante
generalizada. As duas ultimas bases para o cdlculo de probabilidades, E e P, permitem a
introducdo de incerteza quanto aos elementos de U, assim como qudo verossimil se acredita
ser cada combinacdo entre seus possiveis resultados. No exemplo citado, haveria apenas dois
eventos excludentes a terem suas probabilidades quantificadas: a ocorréncia ou nio do evento
em estudo. Note-se que ndo hd sentido em relacionar probabilidades aos elementos de U, pois
estes ndo tratam de eventos mas sim de resultados; esta comunicagdo € realizada através de E.

O Axioma 2.1 diz que como E contém todas as combinac¢Oes possiveis dos elementos de
U, o préprio U esté contido em E, o que significa que existe um evento em E que representa o
fato de que certamente ocorrerd algo ao se realizar o experimento.

Como as fungdes de P sdo na verdade probabilidades, ndo hd sentido em considerd-las
passiveis da atribuicdo de valores negativos (Axioma 2.2).

O dltimo axioma apresentado expressa a idéia de que caso ndo haja qualquer maneira de
ocorrer dois ou mais eventos de interesse simultaneamente, a probabilidade de acontecer ao

menos um deles equivale a soma de suas probabilidades.

2.3.2. Dependéncias Probabilisticas
Dois outros conceitos do célculo das probabilidades fundamentais para MBs, inerentes um
ao outro, sdo o de dependéncia entre eventos e o de ocorréncia condicionada de eventos. Da

Figura 2.1, vé-se que a probabilidade de o evento A ocorrer dada a ocorréncia do evento B € a
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relacdo entre a probabilidade conjunta da ocorréncia de A e B (4rea tracejada) e a
probabilidade de ocorréncia de B. Ou seja, P(AIB) = P(An B)/P(B). Desta maneira, diz-se que
A e B sado estatisticamente independentes se dada a ocorréncia de B, a probabilidade de
ocorréncia de A se mantém inalterada e pode ser expresso por P(AlIB) = P(A). Esta nogdo de
independéncia define-se como segue:

Definicao 2.1 Se os elementos de um subconjunto qualquer de E sdo eventos estatisticamente

independentes, a probabilidade da ocorréncia conjunta destes iguala-se ao produto das suas

probabilidades individuais. Ou, em notagdo probabilistica, PmiAi): Hi P(A).

A

Figura 2.1 Dependéncia entre eventos.

A notag@o adotada para expressar a definicdo de independéncia entre eventos serd ind,
logo descreve-se a independéncia entre dois eventos A e B por A ind B. A independéncia
condicional é uma generaliza¢do do conceito de independéncia que pode ser intuitivamente
abordada por duas perspectivas: usando o raciocinio probabilistico conceitual e o de andlise de
dados. Conceitualmente, admite-se que a ocorréncia de um subconjunto de eventos qualquer
de E redistribui as probabilidades de ocorréncia de eventos de um outro subconjunto, de forma
a tornd-los independentes entre si, mesmo que originalmente estes sejam dependentes. Ja sob
a Gtica da andlise de dados, considera-se que as informacdes trazidas pelo conhecimento dos
resultados de um subconjunto de eventos podem tornar informagdes mutuamente irrelevantes,
ao se tratar de eventos de um outro subconjunto. Segue a defini¢do de independéncia
estatistica condicionada:

Definicao 2.2 Se os elementos de um subconjunto qualquer de E, diga-se C, sdo eventos
estatisticamente independentes quando conhecidos os resultados de um outro subconjunto de
E, diga-se O, a probabilidade da ocorréncia conjunta dos eventos de C, dado que se sabe
sobre a ocorréncia dos resultados dos eventos de O, iguala-se ao produto das probabilidades

condicionais dos eventos de C, dados os eventos de O. Ou, em notacdo probabilistica,

P(N,A10)=T] P4 10).
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Existe uma grande contribuicdo dos conceitos de probabilidades condicionais acerca da
representacdo matemdtica da causalidade. Pode-se comecar pela apresentacdo dos seguintes
teoremas:

Teorema 2.1 (Regra do Produto) Seja C um subconjunto de eventos de E, onde C = C;, C,, ...,
C.. P(C;n Con ...n C,) = P(CHP(Cl C))...P(C,IC, Cs, ..., Cpop).

Teorema 2.2 (Regra de Bayes) Seja C um subconjunto de eventos de E, onde C = Cj, C;, ...,
Co. P(C)*0.4,j=1, 2, ..., n: P(Cil Cj) =P(CHP(CIC)/P(C;j).

A regra do produto € o principal fundamento de MBs e traduz que a probabilidade da
ocorréncia conjunta de um subconjunto de eventos pode ser desencadeada em um produto de
probabilidades condicionais. Isto tem grande importincia, pois permite que um MB com n
dimensdes (a probabilidade conjunta) seja ndo s6 modelado mas também manipulado a partir
de n fungdes unidimensionais mais acessiveis (as probabilidades condicionais). Desta regra
pode-se derivar a de Bayes, que permite que dada a ocorréncia de um subconjunto de eventos,
se redistribuam as probabilidades dos seus potenciais eventos causadores. As distribuicdes de
probabilidades componentes da regra de Bayes sdo comumente chamadas de a priori [P(A)],
verossimilhanca [P(BIA)] e a posteriori [P(AIB)]. A probabilidade a priori € comumente
adotada para refletir as incertezas iniciais acerca da ocorréncia de A, enquanto que a regra de
Bayes executa uma tarefa drdua para a mente humana: um raciocinio matematicamente
(artificialmente) racional para a atualizagdo desta incerteza inicial, refletido na posteriori.
Uma vez conhecidos P(A) e P(BIA), tem-se em maos o primeiro e mais trivial de todos os
MBs: a caracterizacdo da regra de Bayes envolvendo dois eventos. MBs mais complexos e até
intratdveis matematicamente sdo facilmente obtidos quando varidveis aleatdrias sdo

introduzidas.

2.3.3. Variaveis Aleatorias

Até aqui, as probabilidades t€m sido dirigidas a eventos. Porém, para a elaboracdo de MBs
mais sofisticados emerge a necessidade do uso da fungdo varidvel aleatéria. Uma varidvel
aleatdria associa a cada possivel resultado do experimento um nimero real e permite, além de
uma caracterizacdo mais refinada sobre o fendmeno de interesse, a utilizagdo irrestrita da
matemadtica através do uso das operacdes aritméticas, de igualdades, desigualdades e do
célculo diferencial e integral, entre outros.
Definicao 2.3 Uma varidvel aleatoria é uma func¢do cujo argumento é um elemento de U e o

resultado é um niimero real.
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De maneira geral, uma varidvel aleatdria pode ser classificada como discreta ou continua.
Uma varidvel discreta permite que seus possiveis resultados sejam enumerados, assumindo
valores na escala dos ndmeros inteiros. Complementarmente, varidveis ditas continuas
assumem valores na escala dos nimeros reais. Recomenda-se Ross (2000) para maiores
detalhes. De qualquer forma, a funcdo que descreve as incertezas sobre uma dada varidvel
aleatéria X discreta ou continua € denotada no presente trabalho por distribuicdo de
probabilidades de X, f(x), independente de esta ser uma fung¢do de massa (direcionada a
varidveis discretas) ou de densidade (direcionada a varidveis continuas) de probabilidade e
satisfaz as seguintes condigdes:

Teorema 2.3 A funcdo f(x) é a distribui¢do de probabilidades da varidvel aleatoria X se e so
se:
1. flx) >0, para qualquer x real;
1. ZX f(x)=1, se X for discreta, e I f(x)dx =1, se X for continua.

O exemplo a seguir ilustra como a introdug¢do de varidveis aleatérias permite uma
modelagem mais rica sobre dado fendmeno e quais desdobramentos mateméticos sdo
adotados de maneira a alcancar distribuicdes a posteriori.

Exemplo 2.1 Seja P a probabilidade subjacente a ocorréncia de dado evento de interesse A e
seja X o n° de vezes em que A ocorre em n experimentos aleatorios. Como atualizar o estado
de conhecimento sobre P a partir de evidéncias sobre X?

O Exemplo 2.1 pode ser visualizado como um MB trivial envolvendo duas quantidades, a
probabilidade P continua compreendida no intervalo [0, 1] e o n° de ocorréncias X discreto
pertencente ao intervalo [0, n]. Supondo P~ Beta (a, b) e [XIP=p]~ Binomial(n, p), para

computar a distribuicdo a posteriori f(plx) tem-se:

—f(p)f(xl p) pela regra de Bayes, onde f(p) = —F(a D) e

1_ b—l’
F(x) rare? 7P

flplx)=

fxlp)= [ijx(l— p)'re f(0)=[f(p.x)dp =] f(p)f(x] p)dp. Como

n I'(n+1)
= , tem-se que
X I'(x+DI'(n—x+1)

I'(a+b) I'(n+1)
I'a)I'®) I'(x+DI'(n—x+1)

fx)= J. P 1= p)""'dp . Note-se que

P

J. pu+x—1 (1 _ p)b-Hz—x—l dp —

P
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:F(a+x)F(b+n—x) I'(a+b+n)

a+x—1 1_ b+n—x—1 d e que
I'(a+b+n) pl“(a+x)l“(b+n—x)p (=p) ped

p (1= p)"'dp =1, ja que se trata de uma Beta(a+x, b+n-x)

J- I'(a+b+n)
S Ta+0l'(b+n-x)
integrada no seu suporte (Teorema 2.3, item ii), levando a
I'(a+b) I'(n+1) I'la+x)I'(b+n-x)
I'@I'd) I'(x+DI'(n—-x+1) I'la+b+n)

f(x)= . Logo,

F((l + b) F(n + 1) pa+xfl (1 _ p)bﬂzfxfl
Fiplx) = I'@I'b) T(x+DI'(n—x+1)
I'(a+b) I'(n+1) I'la+x)I'(b+n—x)
I'a) ') T(x+DI'(n—x+1) I'(a+b+n)

, conduzindo em fim a

I'(a+b+n)

a+x-1 1 _ b+n—x—1
F(a+x)F(b+n—x)p =p)

flplx)=
|

Assim, conclui-se que diante da evidéncia X=x, a distribuicdo a posteriori de [Plx] é
Beta(a+x, b+n-x). Note-se que tal resultado € devido as distribuicdes adotadas possibilitarem
desdobramentos analiticos no computo da posteriori. De fato, a Beta e a Binomial sdo
distribuicdes ditas conjugadas. Nesses casos, operacdes matemdticas tornam possivel a
obtencdo de distribui¢des condicionais, tais como f{(plx). Porém, a depender da defini¢cdo das
distribuicdes a priori de P e da verossimilhanga de [XIP=p], a obtencdo analitica de f (plx)
torna-se invidvel. Caso, por exemplo, f(p) seja uma distribui¢do triangular, ou mesmo
delineada a partir de um método indireto de educdo do conhecimento tal como o proposto por
Firmino et al. (2008), as integrais envolvidas podem ndo ter solu¢do fechada. Para maiores
detalhes recomenda-se Bolstad (1943). Nestas situagdes restam duas alternativas: ou molda-se
a realidade a um MB analiticamente tratdvel ou recorre-se a técnicas de inferéncia
aproximadas. Busca-se no presente trabalho estudar alternativas para a segunda op¢ao.

Pode-se notar que no problema descrito acima, o MB delineado representa a distribuicio
de probabilidades conjunta, f{P=p, X=x), pelo produto das distribui¢des f(p) e fiplx). De fato,
com o decorrer do trabalho poder-se-4 concluir que em geral MBs sdo descritos por um
conjunto de distribuicdes condicionais cujo produto € proporcional a distribui¢do de
probabilidades conjunta das varidveis envolvidas.

A seguir, alguns dos principais formalismos da inferéncia Bayesiana sdo introduzidos. Tais
modelos vém sendo adotados em diversas dreas do conhecimento. Como referéncias, Hamada

et al. (2008) — na area de andlise de confiabilidade, Clark & Gelfand (2006) — nas ciéncias
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Capitulo 2 Modelos Bayesianos

ambientais, Congdon (2003) e Congdon (2006) — em aplicagdes diversas — e Congdon (2005)
— especificamente voltado para a modelagem envolvendo dados categdricos — podem ser

citados.

2.4.Modelos Hierarquicos

Modelos hierdrquicos sdo um dos mais importantes formalismos da inferéncia Bayesiana,
ocupando lugar de destaque em dreas tais como nas ciéncias ambientais, como constatado por
Clark & Gelfand (2006). Conceitualmente, Bernardo & Smith (1995) enfatizam que eles
tornaram-se também conhecidos como métodos de Bayes empirico por calibrarem as crengas
sobre parametros diante de dados gerados pelo mecanismo probabilistico neles baseado.
Assim, o problema ilustrado no Exemplo 2.1 pode ser entendido como um modelo

hierdrquico. Em resumo, modelos hierdrquicos tém a seguinte forma:

fX :{cl/}:/}):f(xl,xz,...,xk |/?1,/12,...,/1k)=Hf(xi I 4) Equacdo 2.1
fX 2/1*,{\:{“(:): 0)= fA A 22 |¢?):f(,1* | ?)Hf(/i,- 16) Equagéo 2.2
f(@zl?):ﬁf(e,nj)’ Equacdo 2.3

onde as varidveis observdveis sdo X; Xo,.., Xi, e os pardmetros A;’s podem resumir
fendmenos probabilisticos de populacdes locais geradores das realizacdes x;’s. A quantidade

* z M 7 . . .
A representa a métrica genérica de interesse, enquanto que ® pode expressar o conjunto de

N . . ge . , *
parametros populacionais que regem probabilisticamente os A;’s e também A . Quando
. N . . *
observa-se um conjunto de evidéncias x;, xa,..., Xx, tanto o conjunto de taxas (A;’s e A ) quanto

® tém seus graus de incerteza atualizados e representados através das suas distribuicdes a

posteriori, calculadas segundo a regra de Bayes (Teorema 2.2). Da Equacdo 2.1 percebe-se a
suposicdo de independéncia entre as varidveis observiveis uma vez fixados seus parametros
subpopulacionais

Logo, modelos hierdrquicos sdo especialmente uteis para problemas de inferéncia
populacional diante de evidéncias sobre subpopulacdes ndo-homogéneas. Um exemplo
classico proveniente da andlise de confiabilidade de equipamentos consiste em tentar inferir
sobre métricas de confiabilidade de um dado modelo de equipamento que ¢
indiscriminadamente posto em execucdo em subpopulagdes cujas condigdes operacionais e/ou

ambientais sdo diferentes. Tem-se neste contexto informagdes subpopulacionais em termos de
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n° de falhas por ano (ou por quantidade de demandas) ou tempos entre falhas, embora se
deseje medir o desempenho do equipamento de maneira genérica; em outras palavras, os
dados existem e sdo obtidos das subpopulacdes. Pode-se citar como exemplo um problema
estudado por muitos autores, entre eles George et al. (1993):
Exemplo 2.2 Trata-se da modelagem estatistica de um banco de dados de confiabilidade a
partir de um conjunto de 10 bombas postas em operacdo em uma planta de geracdo de
energia nuclear em condicoes heterogéneas. Para cada bomba, o n° de falhas em dado tempo
de missdo, N{(t), é regido por uma taxa de falhas, L; (i = 1, 2, ..., 10), de forma que
[Ni(t)ILi=1;] ~ Poisson(lit). Por sua vez, as taxas de falhas L; podem ser governadas por um
conjunto de pardmetros populacionais (A, B) onde [Li|A=a, B=b] ~ Gamma (a, b). A priori
atribui-se uma distribuicdo Exponencial(1.0) para A e uma Gamma (0.1, 1.0) para B,
supostos independentes.

Note-se que aqui os tnicos fendmenos observaveis sdo os N;(¢) e inferéncias populacionais
tornam-se possiveis neste caso a partir da introducdo no MB de uma taxa de falhas genérica

L*, onde [L*Ia, b] ~ Gamma (a, b).

2.5.Metodologia de Analise de Variabilidade Populacional

A andlise de variabilidade populacional Bayesiana, também conhecida como o primeiro
em dois estdgios de atualizacdo Bayesiana ou Bayes hierdrquico, ¢ um modelo hierdrquico
direcionado a inferéncia sobre métricas de desempenho de equipamentos a partir de vérias
fontes de informag@o empiricas e subjetivas direta ou indiretamente relacionadas ao fendmeno
de interesse. Como pode ser visto em Droguett ef al. (2004), esta metodologia € originalmente
dedicada a mensuracdo das incertezas inerentes a parametros populacionais de confiabilidade
tais como a probabilidade de falha na demanda ou a taxa de falhas de dado componente e
podem ser tteis, por exemplo, como distribui¢des a priori genéricas quando do estudo de
cendrios cuja escassez de dados predomina. Uma das idéias subjacentes a metodologia € a de
que itens similares em algum nivel de detalhamento trazem consigo informagdes ao menos
parcialmente relevantes acerca do desempenho do equipamento em questdo, assim como
experiéncias vividas em situacdes semelhantes por projetistas, desenvolvedores ou
operadores. L.ogo, como € possivel associar uma taxa de falhas ou uma probabilidade de falha
na demanda a um dado componente ou sistema de uma populagdo em especifico, pode-se
também estudar tais parametros em relacio a superpopulacdo da qual os componentes fazem
parte. Como resultado, tem-se um modelo probabilistico que representa a variabilidade desta
populacio.
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Formalmente, as relagcdes probabilisticas do modelo podem ser dadas por
f(X=x,Y=ylA=1)=
k r
F Xy X Vi Yy Y A D = [ [ D[] f ;14
i=1 =l Equacado 2.4
f(A=A10=0)=f(116) Equacdo 2.5
4 Equacdo 2.6
re=0=I1r@).
j=1
onde as varidveis observaveis sio (X;, Xa,..., Xp) e (Y}, Y>,..., ¥;). O primeiro conjunto pode se
referir a evidéncias empiricas (n° de falhas por unidade de tempo ou por n° de oportunidades)
enquanto que o segundo a evidéncias subjetivas (estimativas segundo especialistas). A partir
da Equacdo 2.4 percebe-se a propriedade de independéncia condicional entre as evidéncias
uma vez fixado o parametro de confiabilidade populacional A, por sua vez governado por

hiperpardmetros ® . As distribui¢des a priori de ® podem incorporar as crencas iniciais do

analista. Assim, tem-se uma alternativa para combinar formalmente (e racionalmente) todas as
fontes de informac@o de forma a inferir sobre a distribui¢do de probabilidades de A. A seguir
tem-se um exemplo extraido de Droguett et al. (2004).

Exemplo 2.3 Deseja-se modelar as incertezas envolvendo a taxa de falhas de dado modelo de
bomba, A. Tem-se em mdos o n° observado de falhas deste modelo em 8 plantas em seus
respectivos tempos de missdo, N(t)=nt;) (i = 1, 2, ...,8), e 4 estimativas provenientes de
especialistas, Ei=e; (j = 1, 2, 3, 4). Supde-se que [Ni(t;)|A=A]~ Poisson(lt;) e [EjlA=1]~
Lognormal(ln J, s7°), onde s; implica em uma medida de dispersdo sobre E; inversamente
proporcional a credibilidade que o analista atribui a opinido emitida pelo j-ésimo
especialista. Por fim, o mecanismo probabilistico que rege a taxa de falhas populacional é
sintetizado por dois pardmetros também incertos, A e B, tais que [AlA=a, B=b]~ Lognormal
(a, bY). O estado de conhecimento inicial do analista sobre o problema indica que A~
Lognormal(us, o4°) e B~ Lognormal(us, o5°) a priori, onde us, o4 Ug € og sGo constantes

conhecidas.

2.6.Metodologia de Incerteza de Modelos

Em geral, modelos matemdticos sdo uma simplificacdo da realidade sob estudo, sendo por
muitas vezes adequada a introducdo de um erro aleatério que reflita a parcela da realidade
cujo controle € invidvel. Como exemplo, recomenda-se Casella & Berger (2001) para um
apanhado geral sobre modelos de regressdo. Contudo, uma vez definido o modelo, pode ser de

15



Capitulo 2 Modelos Bayesianos

interesse 0 seu uso abstraindo-se da sua elaboracdo. Neste contexto, € possivel que as
premissas intrinsecas a modelagem em si sejam apenas parcialmente verdadeiras quando da
adocdo do modelo em um cendrio especifico, apresentando um comportamento para o erro de
predicdo eventualmente diferente do original. Por outro lado, pode também haver mais do que
um modelo total ou parcialmente aplicdvel a dado fendmeno de interesse, tornando necessaria
uma metodologia que trate das vdrias alternativas de maneira acoplada quando da inferéncia
sobre o fendmeno de interesse. Comente-se neste sentido estimativas provindas de opinides de
especialistas, interpretados como modelos de predicao.

A metodologia de incerteza de modelos introduz um formalismo para lidar com o
problema descrito acima. O desafio passa a ser a mensuragdo dos erros provenientes dos
modelos no contexto do objeto de estudo. Droguett & Mosleh (2008) trabalham com uma
variante baseada em dados de desempenho envolvendo as estimativas dos modelos e os
respectivos valores observados (verdadeiros), possibilitando o estudo do comportamento do
erro no contexto em questdo. Formalmente, tem-se

f(E =e,..E =¢|AN=4,..A =)=

ok
flesey sy 1A, A) ZHHf(emi I4,)
- < el =l ~ Equacdo 2.7

f((!:I:tlAl :ﬂl""’Ar :ﬂ'r’U$ :I/ﬁ):

= f(uy,uy,....u, I/L,...,/i,,f)znf(um I A,,u")
- - m=1 - Equacdo 2.8

A=A, = 3,10,=6,,..0, =6)=] T[T 1 f(2, 16,)

m=1 j=I Equacdo 2.9

f(UW = u'*,@m = Hm) =f(uw)ﬁf(6]) 5
R N i Equagdo 2.10
onde as varidveis observaveis sdo (Eu, En, ..., E, 5 - Enye., E, ) € (Up, U, Uy). O

primeiro conjunto refere-se aos erros cometidos por cada um dos r modelos nas k
oportunidades em que pode-se confrontar suas estimativas com os respectivos valores reais. J4
o segundo conjunto associa-se as predicdoes dos modelos envolvidos acerca da quantidade sob
estudo, U'. A partir da Equacio 2.7 percebe-se que uma vez conhecidos os pardmetros que

sintetizam o0 mecanismo probabilistico subjacente aos erros dos modelos

(Am :ﬂm,mzl,...,rj, estes se tornam independentes. O mesmo ocorre com as predigdes
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. * . . o~ . A .
diante de valores para U e A, ; configura-se assim a suposi¢cdo de independéncia entre os

modelos. Da Equag@o 2.9 pode-se modelar problemas envolvendo dados de desempenho néo-
homogéneos, onde os erros de um dado modelo podem ser supostos como provenientes da
mesma familia de distribui¢cdes, porém com pardmetros diferentes caracterizando a
heterogeneidade das subpopulacdes; um problema de variabilidade populacional tal como
descrito na se¢do anterior. Assim, dados homogéneos podem ser modelados a partir da
atribuicao de distribuicdes Delta de Dirac as fung¢des envolvidas na Equacdo 2.10, enquanto
que uma distribui¢do Uniforme pode refletir dados totalmente heterogéneos.

De maneira a viabilizar um tratamento matemético ao menos parcial, Droguett & Mosleh
(2008) consideram tanto os erros quanto as predi¢gdes como provenientes de uma distribui¢do
Lognormal ou Normal. Para o caso Lognormal, [E,,| A,,= am, Bn= bn]~ Lognormal (log a,,,
b)), [Unl Ap= @y, U'= 1", Byy= by,]~ Lognormal (log u” + log a, by’), [Anl Tn=tm, Vie=vul~
Lognormal (¢, vmz) e [Bul Wn=wpn, Zn=2m]~ Lognormal (w, zmz). Para o caso Normal, [E,l
Aw= G, Bu= b]~ Normal (am, bw’) € [Unl An= am, U = ', Bu= by~ Normal (" + du, bu’),
[Anl Tp=tm, V=vml~ Normal (t,y, Vi) € [Bul Wy=Wm, Zm=zm]~ Lognormal (w,, z,’). Vale
ressaltar que as evidéncias disponiveis influenciam as incertezas sobre a quantidade de
interesse U a partir do mecanismo probabilistico que rege as predicdes, [U,l A= a,, U'=u,
Biw= bn]. As distribuicdes a priori de Tpn, Vin, W € Z,, refletem o estado de conhecimento do
analista sobre o qudo heterogéneos sdo os dados de desempenho do modelo; quanto maior a
heterogeneidade, mais proxima da distribuicio Uniforme deve ser a priori dos parametros
populacionais. Tem-se a seguir um problema inspirado em Droguett & Mosleh (2008).
Exemplo 2.4 Deseja-se modelar as incertezas envolvendo a temperatura de dada pelicula
protetora de um conjunto de cabos exposta ao fogo em ambiente fechado, U'. Para tanto,
tem-se em mdos as predicoes de dois modelos, u; do modelo M; e uy de M>, e 50 dados de
desempenho de ambos os modelos. Testes de aderéncia indicam que os erros provenientes de
M; seguem uma distribuicdo Normal enquanto que os de M> seguem uma Lognormal. Devido
a escassez de informagcoes e razodvel variabilidade dos erros de predicdo, supoe-se
heterogeneidade destes em relacdo a M; e M,. Probabilisticamente, tem-se que para M;: [E;l
A= a;, By= b))~ Normal (a;, b’), i= 1,2, ..., 50. [U)| U= u’", A;= a;, B;= b|~ Normal (u" +
aj, b12), [A;l T;=t;, Vi=v/]~ Normal (1, v12) e [Bil Wi=wy, Z;=z;]~ Lognormal (wy, z]z). Para
M>: [Eol Ax= as, Bo= b2]~ Lognormal (log as, bzz),j =12 .., 50. Ul U's=u', Ay= as, Br=
by]~ Lognormal (log u'+ log ay, bzz), [Azl To=t,, Vo=v,]~ Lognormal (t, vzz) e Bzl Wo=w»,
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Z>=22]~ Lognormal (wy, zzz). O estado de conhecimento inicial do analista sobre o problema
leva a Ty, Vi, Wy, Zi serem distribuidos uniformemente a priori, onde k=1, 2.

Nestas ultimas secdes, pdode-se perceber caracteristicas marcantes de MBs tanto conceitual
quanto matematicamente. Conceitualmente, um dos principais interesses de MBs recai sobre o
problema de como inferir sobre uma quantidade latente a partir de evidéncias regidas por
fendmenos probabilisticos nela baseados; em outras palavras, enfatiza-se inferéncias
diagnosticas. Matematicamente, MBs podem ser resumidas como um conjunto de
distribuicdes de probabilidades condicionais cujo produto € proporcional a distribui¢do
conjunta das varidveis envolvidas. Assim, torna-se imperativa uma leitura adequada das
distribuicdes condicionais que “codificam” as nuances da realidade modelada, mesmo que
isso seja uma tarefa drdua e por muitas vezes invidvel para os mais leigos.

Contudo, pode ser também de extremo interesse inferir prognosticamente, mensurando
incertezas sobre efeitos. Além disso, a possibilidade de visualizar o MB descrito
matematicamente pelas distribui¢des condicionais pode facilitar ndo apenas a sua leitura mas
também adaptagdes e mesmo sua elaboracdo. Tais caracteristicas naturalmente tornariam a
abordagem Bayesiana mais rica e acessivel a um maior puiblico e isto de fato ocorreu com a
introduc@o do formalismo de RBs. O passo fundamental de RBs em relacdo aos demais
formalismos Bayesianos apresentados até aqui é o de associar um grafo as distribuicdes
condicionais. Isto possibilita que a elaboracdo do MB seja iniciada graficamente. Tal
visualizagdo das relagcdes causais permite uma modelagem mais intuitiva e sistemdtica e
amplia os horizontes de aplicacdo de MBs as diversas areas do conhecimento. Assim, o
conceito de causalidade pode ser compreendido de maneira mais clara do que aquele baseado

na regéncia de mecanismos probabilisticos.

2.7.Redes Bayesianas

Percebe-se até aqui que a inferéncia Bayesiana € relativamente simples quando envolve
poucas varidveis. Porém, quando a quantidade de varidveis se eleva, tal inferéncia torna-se
complexa e por muitas vezes desmotivadora. E neste momento em que redes Bayesianas
(RBs) se inserem ao problema da inferéncia Bayesiana, através do relacionamento entre
distribuicdes de probabilidade e grafos, denotado por condi¢do Markoviana.

De maneira a definir a condigdo Markoviana, faz-se necessdria uma introducdo a teoria
dos grafos. Um grafo direcionado (DG) € um par (V, B), onde V € um conjunto nao vazio
cujos elementos sdo chamados de nds (ou vértices) e B € um conjunto de pares ordenados de

elementos distintos de V. Os elementos de B sao denominados arestas (ou arcos) e se um par
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(¥ X) € B, existe um arco de Y para X. Seja um conjunto de nés, (X;, Xo, ..., Xx), onde k > 2,

tal que (X;.;, X;) € B, para 2 < i < k. O conjunto de arcos conectando os k nds é chamado de
caminho de X; a X; e € denotado por [X, X5, ..., Xi]. Um grafo aciclico direcionado (DAG) é
um grafo direcionado que nao possui ciclos, isto é, seus arcos sido unidirecionais de forma que
partindo-se de qualquer um dos elementos de V é impossivel que se retorne ao mesmo.

Considere-se aqui que caminho seja lido com o mesmo sentido de caminho unidirecional.

Dados um DAG, G = (V,B), e um par (¥, X) € B, Y € pai de X e X ¢ filho de Y se houver
um arco de Y para X. Mais genericamente, Y & ancestral de X e X é descendente de Y se houver
um caminho de Y a X. Um n6 é chamado de raiz caso ndo possua qualquer pai. Uma cadeia
tem a mesma nota¢do de um caminho, porém representa um fluxo adirecional, ou seja,
despreza a direcdo dos arcos do DAG. Estes conceitos foram extraidos de Neapolitan (2004) e
divergem dos conceitos apresentados por outros autores tais como Korb & Nicholson (2003),
Pearl (1988) e Edwards (1949), que chamam caminhos e cadeias de caminhos unidirecionais e
adirecionais, respectivamente, ou simplesmente caminhos.

A compreensdo destes conceitos torna-se simples através de um exemplo. Na Figura
2.2(b), tem-se os seguintes casos: Z € pai e ndo descendente de X e X ¢ filho e descendente de
Z; Z ¢é ancestral e ndo descendente de W e W é descendente de Z; Z € a Unica raiz da rede; ha
apenas um caminho entre Z e W, [Z, X, W]; identifica-se apenas uma cadeia entre Ze W, [Z, X,
W] =[W, X, Z] e, por fim, o grafo apresentado caracteriza-se como um DAG, pois partindo-se
de Z chega-se a X ou a W, saindo-se de X finda-se em W e W ndo permite qualquer passagem,
assim, ndo hd caminhos que permitam o retorno ao né inicial, seja este Z, X ou W. Os demais

grafos da figura serdo utilizados ao longo do texto.

®
® @

(a) (b) (c) (d)

Figura 2.2 DAGs e redes Bayesianas.

2.7.1. Condicdo Markoviana
A principal caracteristica de processos Markovianos diz respeito a suposi¢do de falta de

memoria. Quando se sabe sobre o atual estado do processo, informagdes anteriores sdo
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irrelevantes na quantificacdo das incertezas envolvendo seus estados futuros (ver capitulo 3).
Este € o conceito da condi¢do Markoviana.
Definicao 2.4 (Condicdo Markoviana) Seja P a distribuicdo de probabilidades conjunta das

varidveis aleatérias em algum conjunto V e seja um DAG G = (V, B). E dito que o par (G, P)

satisfaz a condicdo Markoviana se para cada X € V, X é condicionalmente independente de
todas as varidveis que compdem o conjunto dos seus ndo descendentes, dados os valores das
varidveis que compoem seu conjunto de pais. Ou, em notacdo probabilistica, X ind
ND(X)IPA(X), onde ND(X) refere-se ao conjunto de ndo descendentes de X e PA(X) ao seu
conjunto de pais.

Se um né € raiz, entdo a condicdo Markoviana o considera independente dos seus ndo-
descendentes.

Considerando que os n6s dos grafos da Figura 2.2 representam varidveis aleatdrias, tem-se
pela regra do produto que a distribui¢do de probabilidades conjunta pode ser dada por P =
P(X=x, Z=z, W=w) = f()f(zlx)f(wlx, 2) = AX)wlx)(zlx, w) = ... = fW)zIw)fixlz, w). Porém,
caso Z ind WIX entdo fiwlx, z) = fiwlx) e flzlx, w) = f(zlx) e uma associag@o entre os grafos e a
Definicao 2.4 leva a concluir que a condicdo Markoviana é satisfeita em (b), (c) e (d). Em (b)
a condicdo Markoviana € satisfeita, pois dados os pais de W (a varidvel X) esta se torna
independente dos seus ndo-descendentes (a varidvel Z), P = f(7)f(xlz)fiwlx). Em (c) e (d) tem-
se algo semelhante; uma vez fixados os pais de Z esta se torna independente dos seus ndo
descendentes. Por outro lado, o grafo na Figura 2.2 (a) ndo satisfaz & condicio Markoviana
caso Z ind WIX, pois deste grafo lé-se que Z ind W sem a necessidade de que X seja
evidenciado.

A condi¢do Markoviana aliada a regra do produto (Teorema 2.1) facilita a obtencdo da
distribuicdo de probabilidades conjunta das varidveis do grafo, igualando-a ao produto das
distribui¢cdes de probabilidades condicionais das mesmas, em relagdo aos valores dos seus
pais. Se na Figura 2.2 (a), deseja-se computar a distribui¢do de probabilidades conjunta das
variaveis do grafo, P, tem-se P = P(Z=z, W=w, X=x) = flz)f(wlz)f(xIw,z). Como Z e W sdo nds
raiz e conseqiientemente ndo descendentes um do outro, fiwlz) = fiw) e P = fln)f(w)fxlw, 2).
Este € um teorema que se apresenta da seguinte forma:

Teorema 2.4 Seja P a distribuicdo de probabilidades conjunta das varidveis aleatorias em
algum conjunto 'V e seja um DAG G = (V, B). Se o par (G, P) satisfaz a condi¢do Markoviana,
entdo P equivale ao produto das distribuicées condicionais de todos os nos, dados os valores

dos seus pais, sempre que estas distribuicoes condicionais existirem.
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O teorema acima diz apenas que uma distribui¢cdo conjunta P satisfazendo a condig¢do

Markoviana com algum DAG G pode ser expressa pelo produto das distribui¢des condicionais
das varidveis em relacdo a seus pais em G. Contudo, o interesse maior € iniciar 0 processo
com as distribuicdes condicionais e entdo concluir que seu produto € uma distribui¢do
conjunta P satisfazendo a condi¢do Markoviana com algum DAG G. Neste sentido, seria
possivel delinear um grafo adequado ao MB e concluir sobre sua distribuicdo conjunta a partir
das condicionais. O teorema a seguir € util neste sentido.
Teorema 2.5 Seja um DAG G tal que cada né é uma varidvel aleatoria discreta para a qual
tem-se uma distribuicdo de probabilidades condicional a seus pais. Entdo o produto dessas
distribuicoes condicionais equivale a distribuicdo conjunta dessas varidveis, P, e (G P)
satisfaz a condicdo Markoviana.

Embora o Teorema 2.5 seja relacionado a problemas envolvendo varidveis aleatdrias
discretas, autores como Neapolitan (2004) enfatizam que ele é notadamente verificado em
casos envolvendo varidveis continuas. No decorrer do presente trabalho, ilustra-se que nos
MBs previamente introduzidos isto de fato ocorre.

Neste momento, se estd a um passo da defini¢dao de RBs a partir da condi¢gdo Markoviana:
Definicao 2.5 Seja P uma distribuicdo de probabilidades conjunta das varidveis aleatorias de
dado conjunto Ve G = (B, V) um DAG, se (G P) satisfaz a condicdo Markoviana entdo trata-
se de uma RB.

A partir do Teorema 2.4, P é o produto de suas distribuicdes condicionais em G e essa € a
maneira pela qual P ¢é representada em uma RB. Considerando o Teorema 2.5, uma vez
especificado um DAG G e um conjunto de distribuicdes de probabilidades condicionais, tem-
se uma RB. Assim, pode-se definir alternativamente uma RB como um DAG onde os nés
representam varidveis aleatdrias e as conexdes direcionadas expressam as relagdes de causa e
efeito entre tais varidveis. Neste contexto, o poder das relagdes causais inerentes ao problema
modelado é descrito por distribui¢des de probabilidades condicionais sobre cada varidvel da
rede, dados especificos valores do seu conjunto de pais. Ressalte-se, contudo, que caso dada
distribuicdo a priori do MB (n6 sem pais, ou raiz, no grafo) seja imprdpria (ndo integre 1)
uma normalizag@o far-se-4 necessdria, ou em tal distribuicdo ou nas distribuicdes marginais
derivadas a fim de que o item ii do Teorema 2.3 seja satisfeito.

A seguir, apresenta-se os formalismos descritos em secdes anteriores via RBs.
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2.7.2. Modelos Hierarquicos por RBs
O DAG que quando associado ao conjunto de distribui¢des condicionais da Equacdo 2.1,
Equacdo 2.2 e Equacdo 2.3 resulta na RB adequada a modelos hierdrquicos, pode ser
visualizado na Figura 2.3. Note-se que devido a condigdo Markoviana tem-se que X; ind XjlA;,
A; ind Ajl(®y, ..., ©,) e ©; ind ©,, para V i, j no respectivo espaco de possibilidades. Tais

propriedades levam aos produtérios encontrados nas trés equagdes.

Figura 2.3 Rede Bayesiana que encapsula modelos hierdrquicos.

2.7.3. Metodologia de Variabilidade Populacional por RBs
Considerando agora a RB que molda a metodologia de variabilidade populacional, chega-
se a0 DAG da Figura 2.4. Da condi¢do Markoviana, 1€-se que X; ind XjIA, Y; ind YjIA, X; ind
YiIA, e que ©; ind ©;, para V i, j no respectivo espaco de possibilidades. Logo, obtem-se os

mesmos desdobramentos exibidos da Equacdo 2.4 até a Equacdo 2.6.
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Figura 2.4 Rede Bayesiana que molda a metodologia de variabilidade populacional.

2.7.4. Metodologia de Incerteza de Modelos por RBs
O DAG associado a metodologia de incerteza de modelos € apresentado na Figura 2.5. Da

condi¢cdo Markoviana, 1&-se por exemplo que E,;j ind E,ul(Ami, ..., A, ), Api ind Ayl (O, ...,

mpy,

0,, ) e que Oy ind ©,;, para V' m, i, j no respectivo espago de possibilidades. Logo, obtem-

se os mesmos desdobramentos exibidos da Equagado 2.7 até a Equagdo 2.9.

Figura 2.5 Rede Bayesiana que se estende a metodologia de incerteza de modelos.

23



Capitulo 2 Modelos Bayesianos

Como dito anteriormente, além da adequagdo a outros formalismos da inferéncia

Bayesiana, RBs permitem a modelagem da causalidade de maneira mais abrangente,
possibilitando andlises progndsticas além das diagndsticas. Para tanto vale revisitar o
desenvolvimento analitico seguido para resolu¢do do Exemplo 2.1, quando enfatizou-se a
regra de Bayes. De fato, a regra de Bayes ¢ util em extrair distribuicdes marginais de varidveis
causais quando as varidveis evidenciadas sdo seus efeitos. Quando o interesse recai sobre os
efeitos opta-se por regras de marginaliza¢do. De qualquer forma, como se tem a distribui¢do
de probabilidades conjunta, busca-se sempre marginalizar as demais varidveis resultando na
distribuicdo da varidvel de interesse. Tal distribuicdo marginal pode ser condicionada as
varidveis eventualmente evidenciadas. Assim, a partir deste momento distribuigdes a
posteriori podem ser também denotadas por distribuicdes marginais. O exemplo a seguir serve
para ilustrar os argumentos aqui apresentados:
Exemplo 2.5 A qualificacdo dos profissionais responsdveis pela transformacdo de dada
matéria-prima em produto (Z) influencia a qualidade do produto (X) que, conseqiientemente,
afeta o indice de sua aprovacdo no mercado (W). A RB correspondente a este problema é tal
qual o DAG da Figura 2.2(b) aliado as distribuicdes de probabilidades condicionais f(z),
flxlz) e fiwlx).

De maneira a simplificar os cdlculos, considera-se apenas duas categorias para as
variaveis, favoravel (0) ou desfavoravel (1) para a empresa. Caso a diretoria da empresa

deseje calcular as incertezas acerca da qualidade dos seus produtos (X):
f@=2 3 fexw=2 2 fQFEIDfWIN=2, f@f DY, fowl).
Como EWf(wa):l, f(x)zz‘zf(z)f(xl 7).

Agora, se for de interesse obter a distribui¢cdo marginal de W:
flw)= zz f(z,x,w) = Z fo(z)f(xl 2)f(wlx). A ultima igualdade decorre da

condicdao Markoviana (W ind ZIX).

Seguindo o Exemplo 2.5, se a empresa desejar atualizar o seu estado de conhecimento em
relacdo as varidveis que compdem o problema a partir da evidéncia de que seus empregados
sdo bem qualificados (Z=0), as inferéncias progndsticas sobre [X1Z=0] sdo diretas a partir do

grafo, f{x|Z=0). J4 a predicdo sobre a varidvel W requer mais sofisticacdo.
fwlz)= 2 flx,wlz)= 2 f(xlz2)f(wlx). Note-se que esta ultima igualdade ¢é

novamente devido a condi¢gdo Markoviana, de onde W ind ZIX.
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A atualizagdo a respeito das probabilidades das causas de um determinado efeito também
pode ser realizada diante do conhecimento sobre tal efeito, a partir do teorema de Bayes e de
regras de marginalizag@o. A diretoria da empresa estd diante de uma nova evidéncia, obteve-se
um bom/mau indice de aceitagdo do produto no mercado (W=w). Assim:

fxIw)y=f(x)f(wlx)/ f(w), onde fix) e flw) sdo tais quais as funcdes obtidas

anteriormente.

2.7.5. Algoritmos para a Obtencao de Distribuicées Marginais

Observando a maneira pela qual as distribuicdes marginais das varidveis do exemplo
utilizado no tdpico anterior sdo obtidas, pode-se perceber a complexidade dos célculos
subjacentes a depender da topologia da rede. Contudo, devido as independéncias condicionais,
permitindo que propagacdes de evidéncias globais possam ser feitas a partir de operacdes
locais, Pearl (1988) descreve alguns dos primeiros métodos de manipulacio de RBs. O
primeiro deles permite a atualizagdo em RBs singularmente conectadas (RSCs). Uma RSC
possui a caracteristica de existir no maximo uma cadeia entre dois nds quaisquer da rede.
Quando uma RB ndo possui esta caracteristica ela € chamada rede multiplamente conectada
(RMC). Um exemplo de RSC ¢ a rede associada 2 metodologia de variabilidade populacional
(Figura 2.4), enquanto que aquela que engloba a de incerteza de modelos (Figura 2.5) ilustra
RMCs.

A principal dificuldade de se inferir sobre RMCs € devido a presenca de lacos na
atualizacdo das crencas. Pearl (1988) comenta que se a presenca dos lacos € ignorada, as
atualizacdes podem ser realizadas indefinidamente nestes e o processo ndo converge para um
equilibrio estdvel. Ele acrescenta que como o equilibrio assintdtico ndo € coerente, as
probabilidades marginais de todas as varidveis da rede nio sdo adequadamente representadas.

Sob esta Otica, Pearl (1988) sugere trés métodos para a manipulacdo de lacos: o
agrupamento de varidveis, o condicionamento de varidveis e a simulagdo estocéstica. Os dois
primeiros foram originalmente elaborados para lidar com problemas envolvendo varidveis
discretas com espago de possibilidades reduzido e permitem uma inferéncia exata sobre as
distribui¢cdes marginais, enquanto que o dltimo realiza uma inferéncia aproximada via MCMC
podendo ser utilizado para manipular RBs envolvendo varidveis de qualquer natureza.

A Figura 2.6 (a) mostra uma RMC, ja que existem no minimo duas cadeias entre os nds A
e D, tais como [A, B, D] e [A, C, D]. O método dos agrupamentos cria uma varidvel Z
referente a conjuncio das varidveis B e C, tal qual a Figura 2.6 (b). Desta forma, quando se

deseja avaliar f(zla) estd-se na verdade trabalhando com f(b, cla) que, devido a condigdo
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Markoviana, iguala-se a f(bla) ficla). J4 quando o interesse recai sobre f{elz) tem-se flelb, c)
que resulta em f{elc).

O método dos condicionamentos elimina os lagos através da fixacdo de varidveis
localizadas estrategicamente na rede. Para cada valor da varidvel A, a rede da Figura 2.6 (a)
torna-se singularmente conectada. Supondo que a varidvel A possui duas categorias, diga-se 0
e 1, as Figura 2.6 (c) e Figura 2.6 (d) exibem as suas respectivas RSCs. Ao final, as marginais
se ddo pela média ponderada dos cendrios construidos. Se, por exemplo, deseja-se calcular

fle), tem-se que

fle) = Zf(a,e) = Zf(a)f(ela),onde fela) = Zf(c,ela) = Zf(cla)f(elc).

o S

(b)

A=0 A=1]

oy P

(c) (d)

Figura 2.6 Métodos exatos para a marginalizacdo em RMCs.

Pode-se citar alguns autores que se dedicam aos algoritmos de inferéncia exata.
Suermondt & Cooper (1991) estudam o método dos condicionamentos. Diéz (1996) propde
uma otimizacdo de tal método, denotando-a de condicionamento local. J4 o método dos
agrupamentos € estendido por Huang & Darwiche (1994) e Ladeira et al. (1999), por
exemplo. Em trabalhos paralelos da drea, pesquisadores vém se debrucando sobre o problema
de manipular RBs ditas mistas ou hibridas (que envolvem varidveis continuas e discretas)
através de métodos de inferéncia exata. A principal estratégia tem sido discretizar as varidveis

cujo espaco de possibilidades € intratdvel pelos métodos de inferéncia exata antes de adota-

los. Kozlov & Koller (1997) apresentam as vantagens de se adotar uma discretizagdo
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dindmica e ndo-uniforme que se adapte as caracteristicas locais do MB bem como as
evidencias atribuidas. Koller et al. (1999) propdem um hibridismo entre métodos de
agrupamento e de simulacio que generaliza algoritmos tais como o de discretiza¢do dindmica
de Kozlov & Koller (1997). Neil et al. (2007) estudam e implementam o método de
discretizagdo dindmica de Kozlov & Koller (1997) através do pacote © AgenaRisk e Neil et
al. (2008) avaliam seu desempenho no contexto de andlise de confiabilidade. H4, ainda, os
métodos baseados em misturas de Exponenciais truncadas, que permitem uma generalizacdo
dos métodos de discretizagdo no sentido de que ao invés de fazerem uso de fungdes lineares
por partes em cada um dos intervalos definidos na discretizagdo (aproximagdo usualmente
adotada), recorrem a misturas de Exponenciais. Como trabalhos nesta vertente, Rumi et al.
(2006) e Rumi & Salmerén (2007) podem ser citados.

Na prética, a velocidade das inferéncias exatas depende de fatores como a estrutura da
rede, em termos de quio conectados estdo os nds, quantos sio os lacos e onde se localizam os
nés evidenciados (Korb & Nicholson, 2003). Em outras palavras, os métodos de inferéncia
exata, além de serem naturalmente dedicados a RBs compostas por varidveis discretas com
espaco de possibilidades reduzido, podem requerer simplificagbes no MB de maneira a
possibilitarem sua manipulagao.

Por outro lado, casos especificos geralmente envolvendo distribuigdes conjugadas, t€m
também sido abordados por alguns autores. Pearl (1988) apresenta RBs cujas varidveis
possuem distribuicdes condicionais normais, Heckerman et al. (1995) tratam do caso
Multinomial, Gilks et al. (1996) estudam diversas distribui¢des conjugadas e Castillo et al.
(1997) e Castillo & Kjerulff (2003) analisam a sensibilidade e a propagacdo simbdlica em
RBs Gaussianas.

Como um dos principais objetivos do presente trabalho consiste em permitir uma
modelagem mais realista, opta-se por estudar alternativas que lidem com o modelo sem alterar
nem a topologia da rede correspondente nem a natureza de suas varidveis. Assim, os métodos
de inferéncia aproximada, principalmente os baseados em MCMC, sdo enfatizados nos

préximos capitulos.
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Do capitulo anterior pode-se perceber que as dificuldades dos métodos de inferéncia exata
sdo proporcionais a estrutura da rede e a natureza de suas varidveis. Por outro lado, notar-se-4
no presente capitulo que as limitagcdes dos métodos de inferéncia aproximada sao ligadas as
distribuicdes de probabilidades condicionais. De fato, Cooper (1990) prova que a inferéncia
probabilistica por métodos de inferéncia exata em RMCs é NP—hard e Dagum & Luby (1993)
chega a mesma conclusdo ao estudar os métodos de simulacdo. Isto significa que um
algoritmo genérico de inferéncia probabilistica eficiente, precisa e acurada mostra-se
improvavel. De qualquer forma, além de manterem a integridade da natureza das varidveis, os
métodos de simulacdo podem se tornar os tnicos capazes de manipular dada rede a depender
de sua topologia; eles sdo mais amplamente aplicdveis do que os métodos de inferéncia exata.

Neste capitulo, alguns dos principais métodos de MCMC sdo apresentados, assim como
suas vantagens e desvantagens. Trata-se de uma oportunidade para constatar como as grandes
contribuicdes para o desenvolvimento da drea de amostragem de distribuicdes de
probabilidade se deram a partir de pequenos incrementos sobre algoritmos existentes. Para
tanto, faz-se necessdria uma introdu¢do aos conceitos da integracdo de Monte Carlo e de

cadeias de Markov.

3.1.Integracao de Monte Carlo

O principal objetivo da integracdo de Monte Carlo € inferir sobre um valor esperado a
partir de uma amostra da distribuicdo subjacente. Aqui o conceito de valor esperado deve ser
visto em um sentido amplo. Se, por exemplo, deseja-se inferir sobre a probabilidade de dado
sistema operar sem falhas durante ¢ unidades de tempo (trata-se da definicdo cldssica de
confiabilidade de equipamentos), pode-se definir uma varidvel de Bernoulli X onde o valor 1
implica no evento de interesse e 0 no seu complementar. Neste caso, a partir da amostra
infere-se sobre E(X). Note-se que com esse raciocinio é possivel inferir sobre toda a
distribuicdo de probabilidades de uma varidvel ao invés de um evento em particular. O grande
desafio passa a ser entdo amostrar das distribuicdes envolvidas no processo de simulacdo. A
seguir, algumas das principais alternativas de amostragem para a integracio de Monte Carlo
sdo apresentadas. A titulo de facilitar a compreensdo dos algoritmos, apenas o caso univariado
serd abordado, no qual se deseja amostrar de uma dada funcdo de interesse f{x) que modela as

incertezas sobre uma varidvel aleatéria X. Mais adiante poder-se-4 perceber que a partir das

28



Capitulo 3 Meétodos de MCMC

funcdes univariadas subjacentes ao MB sua amostragem conjunta torna-se possivel. A func¢éo
univariada f serd também denotada por distribuicio-alvo, seu suporte serd dado pelo intervalo

[a, b] e seu valor maximo serd representado por c.

3.1.1. Método da Transformagao Inversa

O método da transformacio inversa é o mais fundamental dos métodos de integragdo de
Monte Carlo. Ele se baseia no seguinte teorema:
Teorema 3.1 Seja U uma varidvel aleatoria distribuida uniformemente no intervalo [0, 1].
Seja F uma funcdo ndo-decrescente e X uma varidvel aleatoria tal que X = F (U). Entao
F(x) é a funcdo de distribuicdo de probabilidades acumulada da varidvel aleatoria X.

Do Teorema 3.1, vé-se que o método da transformagdo inversa permite que a amostragem
seja realizada a partir da distribui¢do de probabilidades acumulada da varidvel, uma vez que
seja possivel isolar seu argumento diante de um valor aleatério entre 0 e 1. O exemplo a seguir

ilustra a adequacdo de tal método para lidar com a distribui¢gdo Exponencial.

Exemplo 3.1 Seja U uma varidvel aleatoria distribuida uniformemente no intervalo [0, 1].
Seja F a funcdo de distribuicdo de probabilidades acumulada de uma varidavel aleatoria X~
Exponencial (1). Assim, F(x) = 1 — e™. Para uma dada realizacdo de U, u, tem-se 1 e =

u .. Ax =log(l-u) .. x =log(1-u)/A.

Assim, uma vez amostrado um valor da distribuicdo Uniforme(0, 1), tem-se uma
realizacdo de uma Exponencial(4). Logo, caso os valores gerados a partir da distribui¢do
Uniforme possam ser supostos independentes (o que é geralmente o caso), tem-se em maos
uma amostra de valores independentes da Exponencial. Ressalte-se que a relagc@o direta entre
a distribui¢cdo Uniforme e a Exponencial foi possivel devido a distribuicdo acumulada da
Exponencial possibilitar a inversdo. Como exposto anteriormente, um MB descreve uma
distribui¢do de probabilidades conjunta a partir da distribuicdo de probabilidades condicionais
de cada varidvel. Assim, tem-se cronologicamente dois desafios para a aplicacdo do método
da transformacdo inversa: obter a distribuicdo acumulada associada a f e subsequentemente
sua inversa. Infelizmente, muitas s@o as distribuicdes das quais a obten¢do da acumulada ou a
inversdo ¢ impossivel e, como constatado adiante neste capitulo, elas se tornam cada vez mais
freqlientes 2 medida que a complexidade do modelo associado aumenta. Uma das alternativas

mais flexiveis sdo os métodos de aceitagao-rejeicao.
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3.1.2. Métodos de Aceitacao-rejeicao

Os métodos de aceitacdo-rejeicdo sdo uma poderosa alternativa para lidar com
distribuicdes cuja amostragem direta € invidvel. Tais algoritmos amostram de uma distribuicao
alternativa a f, também chamada de distribui¢@o proposta, g(x), definida de tal forma que fSg(x)
> fix), p > 1. Eles partem do teorema fundamental de simulacao:

Teorema 3.2 Seja X uma varidvel aleatéria cuja distribuicdo de probabilidades é dada por f.
Amostrar de f equivale a amostrar de (X, U)~ Uniforme [(x, u): 0 <u < f{(x)].

Do Teorema 3.2, a varidvel U é chamada de auxiliar por ndo ser diretamente associada a f.
Como bem justificado por Robert & Casella (2004), a introdu¢do de uma varidvel auxiliar
permite que a amostragem de f seja dada em uma perspectiva diferente. O par (X, U) pode ser
amostrado a partir da geracdo de coordenadas aleatérias no conjunto D’ = ((x, u): 0 < u < fix)).
Note-se que D’ representa a drea sob f descrita em termos de segmentos de retas associadas ao
seu suporte. Além disso, como a distribuicio marginal de X € a distribuicdo-alvo, f, cada
realizacdo de X, x, que compde D’ é de fato proveniente de f, mesmo que tal realizagcdo tenha
sido produzida com apenas a avaliacdo de f no ponto x. Neste momento, o grande desafio a ser
superado é amostrar do conjunto D’. Uma alternativa seria amostrar X de f e em seguida
[UlX=x]~ Uniforme(0, f{x)). Porém, amostrar de f € justamente o problema sob estudo. De
fato, o curso natural seria amostrar U de sua distribuicdo marginal e em seguida [X|U=u],
levando a um novo problema de amostragem. A solucdo mais vidvel torna-se, portanto,
simular o par (X, U) de um conjunto mais acessivel, D, talque D 2 D’.

Uma vez conhecido um valor que delimite f'e seu suporte, f > c e [a, b], tem-se em maos a
configuragdo mais trivial para o conjunto D. D = ((w, u): a < w < b, 0 < u < f). Esta
abordagem € a mais rudimentar dos métodos de aceitacdo-rejeicdo. Nela, os pontos sdo
amostrados do retangulo D que envolve f em todo o seu suporte. A idéia é gerar um valor de
W~ Uniforme(a, b) e outro de U~ Uniforme(0, f). Se u < fiw), entdo w é considerado como
proveniente de f; caso contrario w é rejeitado. Ao final de um nimero de repeticdes deste
algoritmo, uma amostra composta apenas pelos pontos aceitos permite que inferéncias sobre o
valor esperado da quantidade de interesse sejam realizadas. Note-se que os valores amostrados
podem ser considerados independentes, supondo-se que os valores gerados a partir da

Uniforme o sdo. Uma iteracdo do algoritmo € exibida abaixo.
Algoritmo 3.1: Iteracao do Algoritmo de Aceitacao-Rejeicao Rudimentar

1. Gere uma realizacdo de W~ Uniforme(a, b), w;

2. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme(0, f), u;
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3. Se u <f(w) entdo aceite z como proveniente de f;

4. Caso contrdrio rejeite z.

Vale comentar que o bom desempenho do algoritmo estd intrinsecamente associado a

j f(x)dx

X

B—a) Bb-a)

que P, assume seu maior valor caso f = ¢, onde ¢ € por muitas vezes dispendioso de se obter.

probabilidade de aceitacdo dos pontos propostos, P,. Aqui, P, = . Note-se

Por outro lado, caso f < ¢ configura-se uma situacio na qual a amostra gerada ja ndo pode ser
considerada como proveniente de f, mas sim da fun¢d@o Minimo [f, fix) V x no suporte de f].
De qualquer forma, nesse processo de amostragem a distribuicdo proposta € Uniforme (a, b)
ponderada por uma constante (b-a)f. A Figura 3.1 esboga os resultados da aplicagdo do
algoritmo para uma fun¢do qualquer, f. Apenas os pontos sob f sdo aceitos como provenientes

desta.
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Figura 3.1 Ilustracdo do algoritmo rudimentar de aceitagcdo-rejei¢cdo baseado em uma distribui¢do candidata
proporcional a uma Uniforme.
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De maneira a melhorar o desempenho das simulagdes, uma funcdo mais semelhante a
distribuicdo-alvo pode ser considerada, reduzindo assim a drea do conjunto D. Para uma

distribuicdo proposta qualquer, g, ponderada por uma constante S, onde f > 1, P, -

[ £odx
=—. O algoritmo € tal como segue

5[ g(xdx

Algoritmo 3.2: Iteracao do Método de Aceitaciao-Rejeicao

1. A partir do método da transformag@o inversa, gere w da acumulada associada a
g G(x);
2. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme[0, fg(w)], u;
3. Se u <f(w) entdo aceite w como proveniente de f;
4. Caso contrdrio rejeite w e retorne ao passo 1.
A Figura 3.2 ilustra uma distribui¢cdo proposta cuja integral € menor que aquela associada
ao algoritmo rudimentar (Algoritmo 3.1), reduzindo assim a probabilidade de rejeicdo dos

pontos gerados desta como provenientes da fungdo-alvo.

Distribuicao

Figura 3.2 Ilustragcdo do algoritmo geral de aceitacdo-rejei¢do baseado em uma distribuicdo candidata que
envolve a alvo.
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Além de promover a amostragem de valores independentes, uma outra caracteristica
marcante deste método de aceitagdo-rejeicio é que ele ndo faz qualquer uso dos valores
rejeitados. Tais pontos poderiam ser utilizados no sentido de aprimorar a aderéncia da
distribuicdo proposta a alvo, reduzindo assim a 4rea sob D. Isto naturalmente aumentaria a
probabilidade de aceitacio a medida que pontos amostrados fossem rejeitados. Tal
caracteristica adaptativa pode ser encontrada no método adaptativo de aceitacdo-rejeicao

(ARS do inglés Adaptive Rejection Sampling).

3.1.3. Método Adaptativo de Aceitacao-Rejeicao (ARS)

Este algoritmo foi desenvolvido para lidar com os casos nos quais f é log-cOncava,; isto €,

2

e log fix) <0. Nestas condi¢des, pode-se elaborar uma funcio proposta g(x) onde log g(x)
xdx

> log f(x), através de retas secantes a pontos de um conjunto y nos quais f tenha sido
previamente avaliada. Note-se que aqui g(x) é uma funcio exponencial por partes no suporte
de f. Pode-se entdo iniciar log g(x) com um vetor envolvendo alguns poucos pontos nos quais f
¢é avaliada, gerar pontos a partir de g e usd-los para aprimorar adaptativamente a aderéncia de
g a f a cada rejei¢do. A Figura 3.3 esboga o ajuste linear por partes em fungdo das retas

secantes no vetor de pontos y = (y;, ¥2, V3, V4).
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log f

log g

Log-Distribuicdo

Figura 3.3 Ilustracdo do algoritmo ARS, originalmente direcionado para fungées-alvo log-concavas.

O algoritmo ARS ¢ dado por:
Algoritmo 3.3: Iteracao do Método Adaptativo de Aceitacao-Rejeicao

1. A partir do método da transformagdo inversa, gere y da acumulada, G(x),
associada a fun¢@o exponencial por partes, g;

2. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme[0, g(y)], u;

3. Se u <f(y) entdo aceite y como proveniente de f;

4. Caso contrdrio rejeite y, introduza y e f{y) emy e g, respectivamente, de maneira

a aumentar a aderéncia de g a f'e retorne ao passo 1.

Apesar da caracteristica adaptativa deste algoritmo, sua aplicabilidade limita-se apenas aos
casos nos quais log f(x) € uma funcdo concava. Embora isto permita a amostragem de muitos
dos modelos paramétricos, dentre eles a distribuicdo Normal, Lognormal, ¢ — Student e muitos
outros da familia Exponencial, fun¢des com mais do que um mdaximo, por exemplo, ndo

podem ser abordadas. Com o intuito de propor uma variante mais amplamente aplicavel, o
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Método Adaptativo de Aceitacdo-Rejei¢do por Metropolis (ARMS do inglés Adaptive
Rejection Metropolis Sampling) foi proposto por Tierney (1991).

3.1.4. Método Adaptativo de Aceitacao-Rejeicao por Metropolis (ARMS)
De maneira a tratar das fungdes que ndo satisfazem a log-concavidade, uma condicao

adicional € incluida no ARS. Trata-se da probabilidade de aceitacdo de Metropolis-Hastings

LS We@

P, = Mz’nimo{ , ] onde z é o ultimo valor aceito para X na simulacdo e w o valor
f(2)g(w)

mais recentemente proposto pelo algoritmo. Tal probabilidade permite um relaxamento da
condi¢do de que g(x)f > f(x), imposta por todos os algoritmos introduzidos até aqui. Agora, é
necessario apenas que o suporte de g seja igual ou contenha o de f. Denotando por z’ o

préximo valor aceito como proveniente de f, o algoritmo resulta em:
Algoritmo 3.4: Iteracao do Método Adaptativo de Aceitacao-Rejeicao por Metropolis

1. A partir do algoritmo ARS, gere w da acumulada associada a g, G(x);
2. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme[0, 1], u;

3. Seu<P,, entdo aceite w como proveniente de fe faca z = w;

4

Caso contrdrio rejeite w e faca z” = z.

Vale ressaltar que este é o primeiro dos algoritmos apresentados que promove uma relacao
explicita de dependéncia entre os valores amostrados. A probabilidade de o préximo valor
amostrado, w, ser aceito depende exclusivamente do balanco de probabilidades envolvendo
uma transicao deste para o ultimo valor aceito, z, e vice-versa. Contudo, pode-se delinear as
distribuicdes propostas de maneira mais genérica do que a sugerida por ARS e ARMS. Tal

generalidade é uma caracteristica do algoritmo de Metropolis-Hastings (MH).

3.1.5. Método de Metropolis - Hastings (MH)
O algoritmo de MH € a principal generalizagdo de ARMS. Ele permite que a distribui¢io
proposta assuma qualquer forma, sendo necessario apenas que g(x) possua a0 menos 0 mesmo
suporte que f(x). Assim, g pode ser desenvolvido a partir de ARMS, pode ser dado por uma

Uniforme, uma Normal e assim por diante. O algoritmo é tal como segue:
Algoritmo 3.5: Iteracao do Algoritmo de Metropolis-Hastings

1. Gere w da acumulada associada a uma distribuicdo proposta g, G(x);

2. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme[0, 1], u;
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3. Seu <P, entdo aceite w como proveniente de f'e faca 7’ = w;

4. Caso contrdrio rejeite w e faca 7’ = z.

Recordando que P, = Mz’nimo{l M}, vé-se que f(w)g(z):f(w)/g(w)

" f(2)g(w) f(Dgw) (/g

Assim, o algoritmo sempre aceitard valores w tais que fiw)/g(w) > f(z)/g(z) e nem sempre

rejeitard w quando fiw)/g(w) < f(z)/g(z). Quando g =f, P., = 1 e o algoritmo converge para o
método da transformacdo inversa. Por outro lado, caso a discrepancia entre g e f se acentue,
P,, — 0. Note-se que aqui g pode ndo ser necessariamente uma distribuicio de
probabilidades, pois ndo € preciso conhecer qualquer fator de normalizacdo que equivalha a
integral de g. Além disso, o infortinio de se requerer a constante de ponderagdo considerada
nos métodos anteriores pode ser negligenciada no algoritmo de MH.

Para maiores detalhes sobre métodos de amostragem, recomenda-se Ross (2002), Robert
& Casella (2004), Devroye (1986) e Gilks et al. (1996).

Neste momento € util ressaltar que diferentemente dos métodos anteriores, MH (e
naturalmente ARMS) ndo promovem uma amostra de valores independentes. A aceitagdo do
préximo ponto proposto como proveniente de f sofre uma influéncia direta do dltimo ponto
aceito. Em uma andlise mais detalhada, pode-se concluir que diante de todo o histérico de
pontos aceitos como provenientes de f, a probabilidade de o préximo ponto proposto ser aceito
¢é funcdo apenas do ponto aceito corrente. Esta é uma caracteristica de processos estocdsticos
Markovianos (vista em maiores detalhes a seguir), que quando presente em dado método de

integracdo de Monte Carlo o promove a condi¢do de método de MCMC.

3.2.Cadeias de Markov
Mais genericamente, cadeias de Markov sdo classificadas como processos estocdsticos.

Definicao 3.1 Um processo estocdstico X, t € T, é uma colecdo de varidveis aleatorias, onde
T ¢ o conjunto de indices, ou pardmetros, e X, é o estado do processo no instante t.
Freqiientemente, T refere-se ao tempo e X, o estado do processo no instante f, a sua
condicdo observada em relagdo a algum pardmetro. Assim, X; pode representar o valor do
doélar em relacdo ao real no instante ¢ do dia ou a quantidade de pacientes atendidos em uma
unidade hospitalar em um dado hordrio da tarde. Mais especificamente no contexto de
simulacdo de distribui¢des, X, pode se referir ao valor amostrado de dada distribui¢do f na
iteracdo do algoritmo de MH. Cryer (1986) e Souza (2002) apresentam maiores detalhes sobre

este tema.
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Uma cadeia de Markov é um processo estocdstico que ndo possui memoria, isto €, a
probabilidade de o processo se encontrar em determinado estado futuramente depende
unicamente de onde ele se encontra atualmente, desprezando o seu histérico. Uma cadeia de
Markov € graficamente representada por um DG onde os arcos representam a possibilidade de
transicdo entre os estados, ou nds, quantificada através de taxas ou probabilidades.
Conceitualmente tem-se que:

Definicao 3.2 Uma cadeia de Markov é um processo estocdstico onde
PXrin=jl Xo=ip Xi= 11, ..., Xi= 1) = P(Xpsar =jl Xi= 1) = Pii(AD).

Uma cadeia de Markov € dita irredutivel se existe a0 menos um caminho provavel entre
todos os pares de nds e chamada de aperiddica se a probabilidade de se manter em qualquer
dos seus estados em uma transicdo imediatamente seguinte € ndao nula. Estas duas
caracteristicas estdo seguramente presentes em cadeias de Markov referentes a redes
Bayesianas envolvendo varidveis discretas nas quais ndao ha probabilidades condicionais
nulas. Quando uma cadeia de Markov € irredutivel e aperiddica pode-se aproximar Pj, a
probabilidade de o sistema se encontrar no estado j (P; € também conhecida como
probabilidade estaciondria do estado j, relativa a propor¢do relativa de tempo em que o
sistema permanece no estado j para um tempo de missao indeterminado), pela probabilidade
de transi¢do Pit), quando ¢ cresce. Recomenda-se Ross (2000) e Ross (2002) para um
apanhado geral sobre o assunto.

Retornando a secdo anterior, vé-se que o algoritmo de MH promove a elaboracdo de uma
cadeia de Markov, pois verifica-se a igualdade da Definicdo 3.2. Nestes casos, tem-se um

método de integracdo de Monte Carlo via cadeias de Markov, como j4 mencionado.

3.3. Amostrando de MBs Multidimensionais

Vale ressaltar que os estados da cadeia de Markov quando da aplicagdo de um método de
MCMC podem ser descritos no espaco multidimensional. Assim, a simulacdo de um MB pode
ser orientada de acordo com a distribui¢do de probabilidades condicional de cada varidvel
dados os valores das demais varidveis do modelo. Para cada varidvel tem-se a oportunidade de
amostrar da distribuicdo de probabilidades condicional subjacente, de acordo com os
algoritmos apresentados na secdo anterior, promovendo uma mudanca de estados da cadeia.

Considerando um MB que descreve a distribuicdo de probabilidades conjunta P(X;, X,...,
X4 ) e um estado inicial para a cadeia xp = (x/o), )Cz(o),..., xd(o)), o método de MCMC opera a #*

iteracdo como a seguir:

Algoritmo 3.6: ¢* Iteracio de um Método de MCMC
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1. Gere x;" de acordo com f(xIIxZ("U, xf"”,..., xd("“);
2. Gere x,"” de acordo com ficlx,”, x5 ..., x/);
3. Gere x5 de acordo com flxslx,”, x,”, x,/,.... x/);

d.  Gere x;” de acordo com f(xdlx/’), ..., x4 1(’));

A cada uma das sub-itera¢des a cadeia de Markov subjacente transita de um estado para
outro. A questdo fundamental é como obter e subsequentemente amostrar das distribui¢des de
probabilidades condicionais envolvidas fixilx,”, x™.... x.,” x"", ..., x/"), denotadas
daqui em diante por f(x;). De maneira a tratar do primeiro desafio, os conceitos da teoria dos
grafos sdo também dteis. Do Algoritmo 3.6, pode-se perceber a eventual dificuldade em
computar f{x;). Porém, devido a introdug¢do da teoria dos grafos promovida por RBs, tal tarefa
torna-se menos drdua a partir do conceito de cobertura de Markov. A cobertura de Markov de
dada varidvel € um conjunto de varidveis que quando instanciadas tornam esta independente
das demais, promovendo uma simplificac@o na elaboragdo das distribui¢des de probabilidades
condicionais.

Uma rede Bayesiana pode ter um grande nimero de varidveis e a probabilidade de uma
varidvel pode ser afetada pelo conhecimento (ou instanciacdo) de uma varidvel que esteja
distante dela (distdncia aqui significa que as cadeias entre as duas varidveis possuem um
grande nimero de nds). Porém, pode ser demonstrado (Neapolitan, 2004) que a instanciacao
de um conjunto de nds préximos interrompe a comunicagdo entre um nd e os demais. Tal
conjunto é chamado de cobertura de Markov.

Definicao 3.3 Seja V um conjunto de varidveis aleatorias, P a sua distribuicdo de

probabilidades conjunta e X € V. Entdo a cobertura de Markov M(X) é qualquer conjunto de
varidaveis tal que X é condicionalmente independente de todas as demais varidveis dados os
valores das varidveis de M(X). Isto é denotado por X ind V 0 [M(X) U X IM(X).

A cobertura de Markov permite que inferéncias sobre as varidveis que compdem a RB
sejam realizadas localmente; trata-se de uma generalizacdo da condicdo Markoviana
apresentada anteriormente, pois além dos pais da varidvel, seus filhos e respectivos pais sdo
também considerados. Assim, independente do tamanho da rede, qualquer varidvel é passivel
de atualizacdo através de propagacdes locais. Matematicamente, tem-se entdo que f(x; | x;, x2,
wees Xicly Xitly ey Xa) = flxi | M(x;)), facilitando assim as sub-itera¢des do método de MCMC. O

teorema a seguir apresenta os componentes de uma cobertura de Markov.
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2

Teorema 3.3 Se o par (G P) satisfaz a condicdo de Markov, entdo para cada X, M(X) é
composto por PA(X), C(X) e PA[C(X)], onde PA(X) é o conjunto de pais de X, C(X) é o seu
conjunto de filhos e PA[C(X)] é composto pelos conjuntos dos pais de cada filho de X.

Quando uma cobertura de Markov nao possui subconjuntos que sdo, também, coberturas
de Markov, esta € definida como uma fronteira de Markov. Pode-se provar (Neapolitan, 2004)

que se P, a distribui¢do de probabilidades conjunta das varidveis de V, é estritamente positiva,

entdo para cada X € V existe uma tnica cobertura de Markov para X.

Uma vez computada a distribuicdo de probabilidades condicional da varidvel X, f(x;), da-
se inicio ao problema de amostrar desta. Além dos algoritmos introduzidos anteriormente
(secdo 3.1) outros métodos igualmente importantes podem ser adotados. De fato, um dos mais
importantes métodos de amostragem multidimensional € verificado quando todas as
distribuicdes-alvo, fix;) parai =1, 2, ..., d, sdo passiveis de amostragem direta: o método de
Gibbs (GS do inglés Gibbs sampling). Nele, P,,, = 1, isto é, a probabilidade de aceitagdo de
cada valor proposto € 1 e MH converge para o método da transformacao inversa. A proxima

secdo introduz GS com maiores detalhes.

3.3.1. Método de Gibbs (GS)

O método de Gibbs inicialmente proposto por Geman & Geman (1984) é um dos mais
importantes algoritmos de MCMC. Supondo que € sempre possivel amostrar da distribuigdo
de probabilidades condicional de cada varidvel dados os valores das varidveis componentes da
sua cobertura de Markov no MB, GS amostra diretamente destas a partir do método da
transformacdo inversa e promove uma cadeia de Markov que ndo envolve rejei¢cdes de pontos
propostos.

GS pode ser compreendido como uma aplicacio multidimensional do método da
transformacdo inversa. Quando aplicado a casos envolvendo apenas varidveis discretas, Pearl
(1988) denotou GS como método de simulacdo estocdstica. Pelas palavras do proprio Pearl,
trata-se de um método de cdlculo de probabilidades por contagem da freqii€ncia em que os
eventos ocorrem em uma série de iteragdes executadas. A RB que envolve o MB € usada para
gerar amostras aleatdrias de suas configuracdes hipotéticas provdveis a partir das distribuicdes
de probabilidades condicionais subjacentes. Ao final das simula¢Ges, pode-se inferir sobre a
distribuicdo de probabilidades marginal de cada varidvel de interesse a partir de duas fontes. A
primeira consiste na freqii€ncia relativa de cada valor ou intervalo amostrado. Esta alternativa
€ justamente aquela adotada pelos algoritmos de aceitacdo-rejeicdo apresentados nas secoes

anteriores. A segunda opcdo envolve a ponderagdo das distribui¢des de probabilidades
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condicionais das quais as amostras foram obtidas, conhecida como Rao-Blackwellization por
se basear no teorema de Rao-Blackwell:

Teorema 3.4 Sejam W e Y duas varidveis aleatorias quaisquer. Pode-se provar que V(W) =
E(V(WIY)) + V(E(WIY)), onde E(Z) e V(Z) implicam respectivamente na esperanca e
varidncia da varidvel Z.

Do Teorema 3.4, pode-se ver que V(E(WIY)) < V(W), ja que E(V(WIY)) > 0. Assim, o
estimador da esperanca de E(WI1Y) — denotado por T; — é estatisticamente mais eficiente do
que o de E(X) — denotado por T, — ou seja, para o mesmo tamanho amostral V(T) < V(T).
Para uma dada varidvel, X;, cuja amostra em S repeticdes do Algoritmo 3.6 (apds o periodo
estaciondrio da cadeia) é dada por x; - (xi;, Xxi2,... Xis), onde x; foi definida de acordo com §
distribui¢des condicionais f; = (fi;, fi2,... fis), Rao-Blackwellization infere sobre dada

distribuicdo marginal de interesse z(x;) a partir de

N . 1 S
7T (x)=g,(x)= E/Zzllf;j(x) : Equacdo 3.1

A Figura 3.4 ilustra o processo de estimagdo via Rao-Blackwellization. A cada ponto x do
suporte da distribui¢cdo marginal, m, tem-se uma estimativa para m(x) a partir da média das
distribuicdes condicionais envolvidas nas simulagdes durante o periodo de estacionaridade da

série. Recomenda-se Gelfand & Smith (1990) para maiores detalhes sobre este tema.
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Distribuigdo

Figura 3.4 Ilustragdo do processo de estimagdo via Rao-Blackwellization. As linhas tracejadas sdo as
distribuicdes condicionais e a solida a distribui¢do marginal estimada.

Segundo York (1992), quando GS € aplicado a MBs envolvendo varidveis discretas com
espaco de possibilidades reduzido ndo € preciso que a distribuicio do processo seja
estritamente positiva para que se alcance a convergéncia as distribuicdes de interesse, como
entende-se de Hrycej (1990); o que é necessério € que a cadeia de Markov a ser percorrida
durante as simulacdes seja irredutivel.

Retornando ao Exemplo 2.5, que trata da qualidade do produto de determinada empresa,
onde Z—X—W, tem-se 8 possiveis estados para o sistema a ser simulado (Tabela 3.1). O
estado 0, por exemplo, condiz a uma situagdo onde a qualificacdo dos profissionais (Z), a
qualidade do produto (X) e a aceitacido do produto pelo mercado (W) mostram-se favorédveis a

uma boa imagem externa da organizagao.
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Tabela 3.1 Estados da cadeia de Markov referente a rede Bayesiana que trata da qualidade dos produtos de
determinada organizagdo.

Z X W | Estado da cadeia
o 0 0 0
o 0 1 1
0 1 0 2
0 1 1 3
1 0o 0 4
1 0 1 5
1 1 0 6
1 1 1 7

A simulagdo estocdstica via MCMC faz uso das coberturas de Markov (Defini¢do 3.3) e
do método da transformacio inversa apresentado anteriormente para realizar suas inferéncias.
Supondo que se deseja conhecer as incertezas acerca das varidveis Z, X e W, comeca-se com a
atribuicdo inicial das varidveis da rede e segue-se com uma atualizacdo de cada varidvel em
uma ordem predeterminada. Aqui, adota-se a ordem Z, X, W, com todas as varidveis igualadas
a zero inicialmente. Assim, a cadeia de Markov referente as simulagdes parte do estado 0. Se
f(Z=0)=0.7, iX=01Z=0)= 0.8, iX=01Z=1)= 0.3, AW=01X=0)= 0.7 e fW=01X=1)=0.2:

Passo 1, atualiza-se Z: f(zIX=0, W=0) = a P(z2)P(X=0Iz) = a [(0.7)( 0.8),; (0.3)( 0.3)]=

= (0.86; 0.14).
Gera-se um ntimero Uniforme (0, 1), u = 0.4. Como u< f{Z=01X=0, W=0), adota-se Z=0
(método da transformacdo inversa para fungdes discretas). A cadeia de Markov se mantem no
estado 0.

Passo 2, atualiza-se X: fix|Z=0, W=0) = a fix| Z=0)W=0lx) = a[(0.8)(0.7); (0.2)(0.2)] =

= (0.93; 0.07).
Note-se que a 17 igualdade se d4 pela condi¢do Markoviana (Z ind W1X). Gera-se um nimero
uniforme entre 0 e 1, u = 0.95. Como u < iX=01Z=0, W=0) + fiX=11Z=0, W=0), adota-se
X=1. A cadeia de Markov transita para o estado 2.

Passo 3, atualiza-se W: fiwlZ=0, X=1) = fiwl X=1) = (0.2; 0.8).

Gera-se um nimero uniforme entre 0 e 1, u = 0.3. Como u < fiW=01Z=0, X=1) +
fiW=11Z2=0, X=1), adota-se W=1. A cadeia de Markov transita para o estado 3.

Ao final do passo 3 conclui-se uma iteracio do método de MCMC e um individuo
hipotético € gerado. Quanto maior o nimero de iteragdes, mais proximas dos verdadeiros
parametros tornam-se as freqiiéncias relativas de cada categoria. Alternativamente, ao final
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das simulacdes é possivel computar a média das distribuicdes condicionais de cada varidvel
utilizadas para amostrar a cadeia, o procedimento de inferéncia por Rao-Blackwellization que
¢ estatisticamente mais eficiente do que aquele simplesmente baseado nos valores amostrados,
como comentado anteriormente (Teorema 3.4).

Ressalte-se que a cadeia de Markov subjacente a este problema é irredutivel e aperiddica,
0 que garante que estimativas baseadas no periodo estaciondrio do processo amostrado
tenderdo as distribui¢des verdadeiras a medida que tal periodo cresca.

Infelizmente, a possibilidade de se adotar GS torna-se cada vez menor a medida que o MB
sob estudo cresce em complexidade. Naturalmente existirdo distribuicdes de probabilidades
condicionais para as quais a amostragem € invidvel. Retornando ao Exemplo 2.1, no qual o
MB envolve duas varidveis, P e X, onde f(p) e fixlp) desencadeiam a distribuicdo de
probabilidades conjunta de P e X. Embora que a amostragem direta de f{xlp) seja possivel a
partir da distribui¢do Binominal, amostrar de f{(plx) pode ndo ser possivel caso f(p) seja
delineada por uma funcdo ndo-paramétrica que reflita as incertezas iniciais acerca de P, ou,
mais genericamente, caso f{(p) seja ndo-conjugada a f{xlp). Com o objetivo de permitir o uso
mais geral de GS, Ritter & Tanner (1992) propuseram o método de Griddy-Gibbs (GGS do
inglés Griddy-Gibbs sampling).

3.3.2. Método de Griddy-Gibbs (GGS)

Diante de uma distribui¢do cuja amostragem direta € invidvel, f, GGS basicamente

promove uma iteracdo da cadeia de Markov por meio dos seguintes passos:
Algoritmo 3.7: Iteracao do Método de GGS

1. Avalie a distribui¢do-alvo, f, em um conjunto de pontos do seu suporte y = (y;, y2,
ces Y

2. Compute g = (2(V1, ¥2), &2, ¥3), ..., &On-1, Yn)), um conjunto de funcdes que
aproximam fem cada intervalo [y, yi+1], k=1,2, ..., n-1;

3. Gere x de acordo com G(x), a fun¢do proporcional & acumulada associada a g, e

considere-o como proveniente de f.

A principal vantagem de adotar GGS na impossibilidade de GS € que ao final das iteracdes
da cadeia de Markov, Rao-Blackwellization € ainda possivel. Contudo, um cuidado adicional é
necessdrio: uma normaliza¢do através de G(y,), resultando na seguinte estimativa para a

distribuicdo marginal de interesse, m(x):
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. 1< g0
Tx)=g )==) ————. -
(=g (0 S,Z:;G(yn) Equagdo 3.2

O uso de toda a distribui¢do condicional ao invés de apenas um ponto amostrado desta
promove uma reducdo do n° de iteragdes da simulagdo e distribuicdes marginais mais suaves,
geralmente melhor ajustadas as distribuicdes de interesse. Os demais métodos apresentados
anteriormente envolvendo aceitagdo-rejei¢do (adaptativos ou ndo) permitem inferéncias
apenas a partir da cadeia de Markov amostrada. Toda informacdo adicional acerca de f é
descartada uma vez que sua amostragem € realizada. Note-se que a depender da quantidade de
rejeicdes realizadas por dado método adaptativo tal como ARMS, pode se alcancar um nivel
de aderéncia da fungdo proposta a f cujo descarte é lamentédvel.

Por outro lado, pode-se perceber o quio sensivel € GGS a ambos: (i) o método pelo qual o
vetor de pontos y € definido e (ii) as fungdes adotadas para aproximar f entre os pontos de y.
Tem sido um procedimento-padrdo em exercicios envolvendo GGS a adocdo de funcdes
lineares para compor o conjunto g. Além de Ritter & Tanner (1992), Bauwens & Lubrano
(1998) e Ausin & Galeano (2007) podem ser citados. Contudo, fungdes pontuais por partes
resultando em uma distribui¢do discreta no suporte de f podem também ser encontradas em
trabalhos como o de Ardia et al. (2009). De fato, é raro ou ndo existe qualquer aplicacdo de
GGS considerando outro tipo de aproximagdo. As funcdes lineares por partes sdo adotadas de
duas maneiras. A primeira e mais adotada na pritica baseia-se na regra de integracdo
trapezoidal, isto €, g.(yk, Yk+1) € a reta que passa pelos pontos (yi, fiyr)) and (Ve+1, fVk+1)). A
segunda envolve uma fun¢@o uniforme por partes no intervalo [ax, ax+;] do qual x; é o ponto
médio, ou seja, g(ak, ar+1) = f(yr).

Sobre o vetor y, dois critérios sdo apresentados pela literatura de GGS. O primeiro é
simplesmente computar n pontos igualmente espacados no intervalo [a, b]. Baseando-se neste
algoritmo, autores como Ardia et al. (2009) manipulam modelos heterocedasticos
autoregressivos (ARCH do inglés autoregressive conditional heteroskedastic) enquanto
Bauwens & Lubrano (1998) e Ausin & Galeano (2007) trabalham com modelos GARCH
generalizados (GARCH do inglés generalized autoregressive conditional heteroskedastic) e
Wei (2002) estuda modelos GARCH com dados censurados. Um dos principais desafios a
superar quando da adocdo deste método é determinar n. Se n é subestimado, as inferéncias
podem ser viciadas; se n € superestimado f € desnecessariamente avaliado conduzindo a

ineficiéncia em termos de consumo de memoria e tempo de simulag@o. A principal regra que
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tem sido adotada consiste em determinar n a partir de um julgamento subjetivo; usualmente
em um procedimento de setar-e-testar até que julgamentos favoraveis sejam alcancados.

Uma alternativa adaptativa encontrada na literatura de GGS para determinar y a medida
que a simulagdo itera é considerar um vetor do qual a massa probabilistica sob a aproximacgao
de f entre pontos sucessivos é aproximadamente constante. Tal procedimento gera um vetor
que concentra mais pontos em regides com maior massa € menos pontos em regides com
menor massa. Este raciocinio é mencionado por Ritter & Tanner (1992) como a principal
alternativa para gerar um bom vetor de pontos, embora raramente usado na prética, talvez
devido a dificil tarefa de identificar eficientemente os pontos que particionem
equiprovavelmente g, um ponto deixado em aberto desde entdo. De qualquer forma, defende-
se aqui que estudar o comportamento da func¢do derivada de f conduz a uma melhor

aproximagdo adaptativa. O seguinte exemplo torna-se Util na argumentacdo a favor de tal

idéia.
e xe[01]
Exemplo 3.2 Deseja-se aproximar a seguinte distribuicdo: f(x) o<<e ", x>1
0,x<0.

Pode-se perceber que embora o intervalo [0, 1] contenha a maior massa de probabilidade
de f, avaliar f(0) e f(1) é suficiente para precisamente aproximar f em tal intervalo através de
uma fungdo linear. Por outro lado, o intervalo com menor massa de probabilidade (x > 1) vai
requerer um maior nimero de avaliacdes de f de maneira a ajustar adequadamente uma fungao
linear por partes a f neste intervalo. O raciocinio proposto por Ritter & Tanner negligenciaria
partes com menor massa de probabilidade de f, regides que ocupam papel de suma
importancia em 4dreas tais como andlise probabilistica de riscos, que usualmente envolvem
eventos raros, sendo fontes de estudo de pesquisadores tais como Zio & Pedroni (2009). De
fato, levar em consideracdo o comportamento da funcdo derivada de f, f, seria um critério
naturalmente melhor. Intervalos com maior variacdo de f’ teriam a maior quantidade de
pontos. Contudo, estudar o comportamento de f’ pode ser uma tarefa também dificil. No
presente trabalho, propde-se superar este desafio a partir da introducdo de métodos

adaptativos de quadratura.

3.4.Periodo de Burn-in

Quando um método de MCMC gera uma cadeia de Markov durante as simulacdes, a
escolha de valores iniciais ndo afeta a distribui¢@o estaciondria de probabilidades dos estados

(Gilks et al. 1996) caso a irredutibilidade seja verificada. Mesmo que o cendrio inicial do
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processo seja pouco provavel, quando o nimero de iteragdes cresce suficientemente a
convergéncia € garantida. Porém, como as inferéncias baseiam-se em médias aritméticas, a
escolha inapropriada do cendrio inicial pode levar a maiores imprecisdes. O que se sugere é
um periodo de burn-in que descarte os cendrios inicialmente gerados. Gilks et al. (1996)
acrescentam que mesmo sendo o estado inicial bem definido, um periodo de burn-in contribui
para melhores estimativas.

Formalmente, a identificagdo do melhor periodo de burn-in € realizada por ferramentas de
diagndstico de convergéncia, porém, Geyer (1992) considera tais métodos desnecessdrios.
Segundo o autor, caso valores extremos sejam evitados, o periodo de burn-in pode ser
estimado como estando entre /% e 2% da quantidade de iteracdes executadas. O problema a
ser resolvido seria evitar tais valores extremos. Neste sentido, Gilks et al. (1996) recomendam
a utilizagdo de valores iniciais esparsos, ou seja, a realizacdo de vdrias simulagdes a partir de
cendrios iniciais diferentes; a intencdo € verificar a sensibilidade do processo estocdstico a
distintos cendrios iniciais. Uma outra alternativa é definir como estado inicial do processo
aquele mais verossimil; para isto, seleciona-se o estado mais provavel segundo a distribuicao
de probabilidades conjunta das varidveis da rede condicionadas a eventuais evidéncias.

Com o objetivo de possibilitar uma abordagem condicionada ao nimero de simulagdes do
método de amostragem multidimensional e as caracteristicas de cada varidvel do MB,
Bauwens & Lubrano (1998) se desvinculam dessas linhas discussdes e interpretam
estacionaridade como o periodo no qual a média adotada para resumir a serie, seja esta
associada a amostra ou as respectivas distribuicdes condicionais geradoras, encontra-se em
dado intervalo de confianga; um procedimento essencialmente idéntico aquele subjacente a
cartas de controle. Para uma dada varidvel, X;, ¢ um nimero de simulacdes 7, se CS;
permanece dentro de um intervalo [-Y, Y] para todo ¢ maior que K(Y), entdo interpreta-se que a
série convergiu ap6s K(y) realizagdes, possibilitando a estimacdo de E(X;) sob um erro relativo
de 100Y%. CS,; é dado por :

1d
;Z(xi —iix) Equacado 3.3
CcS,=—=L =50, 100, 150, ..., T

Ox
Onde x e ox representam respectivamente a média e desvio-padrdo empiricos das T

realizacOes de X;.
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No capitulo anterior buscou-se enfatizar as vantagens de se adotar GGS em complemento
a GS. A principal critica acerca dos métodos de aceitacdo-rejeicdo (adaptativos ou ndo)
repousa sobre o fato de estes ndo fazerem total uso da informacdo gerada a medida que novas
avaliacdes sobre as distribuicdes-alvo sdo efetuadas. Tais métodos possuem como
caracteristica marcante inferir sobre distribuicdes marginais a partir dos valores amostrados
apenas, enquanto que GGS (a exemplo de GS) possibilita Rao-Blackwellization. Contudo,
pontos a melhorar no algoritmo de GGS foram também levantados, restando ainda questdes a
serem discutidas no presente capitulo.

O principal objetivo deste capitulo é propor uma variante de GGS que promova
inferéncias mais precisas e em menor tempo de simula¢do quando comparada ao algoritmo de
GGS tradicionalmente aplicado, isto é, baseado em vetores de pontos igualmente espagcados e
funcdes lineares por partes. A principal motivacdo para aprimorar GGS ao invés de outras
vertentes dos métodos de MCMC reside no fato de GGS possibilitar Rao-Blackwellization,
fazendo uso exaustivo das distribuicdes de probabilidades condicionais utilizadas durante as
simulagdes. O nimero de iteragdes do método MCMC pode entdo ser reduzido, sem perda de
acurécia das estimativas.

As contribuigdes sobre o GGS proposto pela literatura se dardo em duas perspectivas, a
tedrica e a numérica. Teoricamente, conceitos de ARMS sao introduzidos em GGS, levando a
superacdo de uma deficiéncia fundamental sua: a negligéncia da probabilidade aceitagdo de
MH, uma caracteristica marcante dos métodos de MCMC. Como visto nas primeiras secoes
do capitulo anterior, quando amostra-se de uma distribui¢do proposta ao invés da distribuigdo-
alvo propriamente dita, os pontos amostrados podem ser rejeitados. Nos métodos de MCMC
tal possibilidade € descrita através da probabilidade de aceitacio de MH. Isto pode ser
imperativo para a obtengdo de estimativas acuradas através de GGS, ja que as distribuicdes
consideradas para a fase de Rao-Blackwellization sdo delineadas de acordo com os estados
visitados pela cadeia de Markov amostrada. Numericamente, algumas alternativas simples e
computacionalmente baratas sdo introduzidas em GGS, possibilitando melhores ajustes para
as funcdes propostas e também um melhor ajuste final por Rao-Blackwellization. Para o
primeiro caso, métodos adaptativos de quadratura triviais sdo introduzidos, tais como a regra
adaptativa de Simpson (ASR do inglés adaptive Simpsons’ rule). Isto possibilita uma
definicdo adaptativa do vetor de pontos nos quais a fungdo-alvo, f, € avaliada. Além disso,

similarmente a ARMS propde-se ajustar uma fun¢d@o linear por partes a log f(x) ao invés de
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diretamente a f{x) (tal como o GGS tradicional). Tal estratégia reduz a probabilidade de se
deparar com problemas envolvendo aritmética de ponto flutuante, tais como as dificuldades
em operar valores muito préximos de zero ou muito elevados. Para determinar de maneira
inteligente o vetor de pontos nos quais Rao-Blackwellization se dard, propde-se a introducio
de conceitos de métodos de agrupamento probabilistico, como centroidal Voronoi tessellations
(CVT). Como mencionado por Du & Gunzburger (2002), CVT tém sido adotados em diversas
dreas de aplicacdo, incluindo compressiao de dados, andlises de agrupamento, biologia celular,
comportamento territorial de animais e alocacdo 6tima de recursos. Dada uma regido €, uma
funcdo de medida de distdncia e uma parti¢do de 2 composta por r subconjuntos de interesse,
CVT busca identificar o centro de massa dos r subconjuntos que mais eficientemente
representam Q de acordo com a fun¢do de distancia. Propde-se entdo utilizar os conceitos
inerentes a CVT para elaborar o melhor vetor de pontos a ser usado para Rao-
Blackwellization.

Baseando-se nos argumentos apresentados acima, o resto deste capitulo é dado como
segue: na proxima secdo um algoritmo adaptativo probabilistico que generaliza ASR ¢
proposto; em seguida conceitos elementares de CVT sdo introduzidos; por fim, propde-se a

variante de GGS baseada em ARMS, ASR e CVT.

4.1.Regra Probabilistica Adaptativa de Simpson

Um algoritmo adaptativo € aquele que se adapta a forma da fungdo sob estudo. A regra de
Simpson é um dos mais simples algoritmos para a integragdo numérica adaptativa. Para dados

pontos [ e u (I < u), o algoritmo aproxima a integral de a(x) em [/, u], Fy(l, u) =J.h(x)dx , por
1

Au(l, u)=[h() + 4h(m) + h(u)l(u -1)/6, Equacdo 4.1
onde m=(l+ u)/2e Au(l, u) € a drea sob a parabola, g,(/, u), que passa por (, h(l)), (m, h(m))
e (u, h(u)). Press et al. (1992) apresentam maiores detalhes. E facil ver que se h(m) = (h(]) +
h(u))/2 entdo a pardbola é convertida ao polindmio interpolador de Lagrange de grau 1
enquanto que se () = h(m) e h(u) = h(m) entdo a pardbola transforma-se em um polindmio
interpolador de Lagrange de grau 0.
Baseando-se em Mckeeman (1962), uma regra adaptativa para aproximar a area Fj(l, u)
condicionando-se a um erro tolerdvel atribuido pelo usudrio € (> 0.0) é considerada aqui.

Contudo, diferentemente de autores como Malcolm & Simpson (1975), sugere-se utilizar um

erro relativo ao invés de um absoluto. Este dltimo pode levar a um proibitivo nimero de
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avaliacdes de funcdes-alvo ndo normalizadas que envolvem uma massa total razoavelmente

maior que 1. Assim, considera-se aqui um erro relativo local no intervalo [/, u] &,:

b-a Vimax

g, = 27! (1-V_J onde Ve =Maximo[Ax(l, m) + An(m, u), Au(l, u)] e
Equacdo 4.2

Vmin = Minimo[ Ay (I, m) + An(m, u), Ap(l, u)].

Emerge desta forma o critério recursivo para continuar a andlise nos intervalos [/, m] e [m,
u] caso gy, > €. Caso contrario, Fy(l, m) e Fy(m, u) sdo aproximadas por A,(l, m) e Ay(m, u),
respectivamente, e os valores /, m e u sdo incluidos (nesta ordem) no vetor de pontos y. Sob
esta regra adaptativa simples, intervalos nos quais / apresenta um comportamento irregular
(com expressivas variagdes da sua fungdo derivada /’) sdo mais provavelmente detalhados do
que os intervalos nos quais /2 € mais suave (com pequenas variacdes de 4’). Trata-se de uma
alternativa simples e computacionalmente barata para suprir a idéia de adaptatividade sugerida
por Ritter & Tanner (1992) comentada anteriormente (secdo 3.3.2), porém enfatizando
variacOes da fungdo derivada ao invés da eqiiiprobabilidade entre intervalos.

Ao final deste processo, a funcdo-alvo € conhecida nos pontos do vetor y e baseando-se na
Equacdo 4.1, a fun¢do acumulada correspondente pode ser estimada por

k

Gy = Z Ar (-1, x1) = G(yi-1) + Ar (Vi-1, Yi)- Equacdo 4.3

j=2

Considerando h(x) = log fix), funcdes lineares por partes podem aproximar f e h (este
dltimo resultando em funcgdes exponenciais por partes para estimar f ) e algoritmos
computacionais elementares possibilitam a obtencdo tanto da funcdo acumulada G(y) em
qualquer ponto ndio pertencente a y, quanto G'(u), a fungo inversa para qualquer quantidade
u no intervalo [0, G(b)]. Assim, caso dada fun¢@o f nao possibilite uma amostragem direta,
realiza-se uma aproximacao a esta e sua subseqiiente amostragem.

Além da aproximacdo linear sobre £, autores como Meyer et al. (2008) t€ém estudado o
impacto de se adotar aproximagdes parabdlicas. De maneira a promover melhoramentos ao
ARMS, os autores aplicam tal aproximacdo nas regides onde /# € cOncava, resultando em
funcdes Gaussianas por partes alternativamente as exponenciais. Naturalmente, métodos mais
elaborados para computar tanto G(y) quanto G™'(u) sio demandados nestes casos. No presente
trabalho, apenas aproximagdes lineares para f e h sdo levados em consideragdo. Além da
maior simplicidade de implementacdo e eficiéncia computacional, isto também facilita a
introducdo de aleatoriedade ausente no ASR original quando da composicdo do vetor y. ASR
deterministicamente particiona um dado intervalo [/, #] de acordo com o seu ponto médio, m.

Aqui, por sua vez, sugere-se selecionar um ponto aleatoriamente em torno de m, m’ = [ + &(u-
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[), onde & € uniformemente distribuido no intervalo [0.5-t, 0.5+t], 0 < 7 < 0.5. O ASR
proposto serd denotado por ASR2(t). Pode-se perceber que ASR2(0) coincide com o ASR
tradicional enquanto que ASR2(0.5) leva a um procedimento de particionamento totalmente
aleatério do intervalo [/, u]. Em resumo, uma vez conhecidos &, h(l) e h(u), o algoritmo

proposto prossegue como dado abaixo:
Algoritmo 4.1: Iteracao da Regra Probabilistica Adaptativa de Simpson

1. Gere um valor & de uma distribuicdo Uniforme(0.5-t, 0.5+1) e faca m’ =1 + §(u-1);

2. Avalie o logaritmo da distribui¢@o-alvo no ponto m’, h(m’) = log fim’);

3. Ajuste duas funcdes lineares entre / e u, g/, m’) e g(m’, u) e suas respectivas
integrais nos intervalos de interesse, Au(l, m’) e Ay(m’, u);

4. Compute g, de acordo com a Equagdo 4.3;

5. Se gy > eretorne a etapa 1, considerando primeiramente o intervalo [/, m’] e em

seguida o intervalo [m’, u].

O desempenho do algoritmo € ilustrado através do seguinte exemplo:

Exemplo 4.1 Deseja-se amostrar da seguinte distribuicdo condicional: f(x) o exp(—x2/2)
[sin(3)c)2 + 1] [c0s(5)c)4 + 1], uma tarefa drdua caso opte-se por adotar o método da
transformagdo inversa.

A Figura 4.1 esboca uma execucio do algoritmo ASR2(t) considerando t = 0.05 e € =
0.005 na tentativa de inferir sobre f(x), cuja amostragem direta mostra-se uma tarefa ao menos
ardua. Devido a caracteristica adaptativa de ASR2 de acordo com a comparagdo de 4reas, este
possibilita uma avaliacdo grosseira sobre o comportamento da funcgio derivada de log f. Como
no presente trabalho considera-se aproximacdes log-lineares, tal derivada coincide com o
coeficiente angular das retas. A variacdo das derivadas do logaritmo da fun¢do em estudo
rudimentarmente capturada por ASR2 pode ser visualizada ao comparar as curvas delineadas
envolvendo 3, 9 e 17 pontos em (a). A Figura 4.1 (b) exibe as respectivas fungdes na escala
original de f. Ao final de 61 avaliagdes de f, o erro relativo tolerdvel atribuido (¢ = 0.005) é
satisfeito em todos os intervalos envolvidos, resultando no ajuste final apresentado na Figura

4.1(c).
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Log-Distribuicao

- = - log g, 3 points
. — —log g, 9 points *

log g, 17 points

(a)

- - - 3 points

— =9 points

—— 17 points

(b)
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—f

= = = g*(e=0.005, t=0.05)

Distribui¢do
¢

A

4 2 0 2 4

(©

Figura 4.1 Desempenho do algoritmo ASR2(0.05), sob ¢ = 0.005, para ajustar a curva f(x) o< exp(-xZ/Z) [sin(3x)
+ 1] [cos(5x)* + 1]: (a) as primeiras iteragoes na escala logaritmica, (b) as primeiras iteragcoes na escala
original e (c) a curva estimada resultante (com 61 pontos).

Vale comentar que o algoritmo recursivamente particiona o intervalo de interesse [/, u#] de
tal forma que o vetor de pontos y € definido de maneira ordenada, sem qualquer esforco
adicional. Além disso, como trabalha-se no eixo logaritmo, as chances de haver problemas de
aritmética de pontos flutuantes € sensivelmente reduzida, requerendo apenas a computagdo
das dreas sob a funcdo exponencial por partes resultante a fim de computar uma estimativa
inicial para a fun¢do acumulada de interesse. Comente-se, também, a adequag@o do algoritmo
para modelar funcdes associadas a quantidades discretas, requerendo apenas um ajuste na
defini¢do de m’, que pode assumir o valor inteiro mais préximo daquele calculado no primeiro
passo do Algoritmo 4.1, por exemplo. Notar-se-4 no préximo capitulo que o esforco
computacional adicional de ASR2(t) é de fato desprezivel quando comparado a redugdo do
nimero de avaliagdes das fungdes-alvo que este promove em relacdo aos métodos tradicionais

adotados para GGS, a fim de se alcancar a mesma medida de acuricia.
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4.2. Centroidal Voronoi Tessellations

Em aplicacdes de GGS, uma fase importante consiste em determinar o vetor de pontos z =
(z1, 22, ..., zr) nos quais Rao-Blackwellization se baseia. Tal etapa é suprimida pelos
algoritmos tradicionais de GGS uma vez que estes consideram o mesmo vetor de pontos para
cada varidvel durante toda a simulacdo. Contudo, quando métodos adaptativos tais como
ASR?2(7) sdo adotados, os vetores y; (j = 1, 2, ..., S) usualmente diferem entre si e a defini¢do
apropriada do vetor z passa a ser um desafio. Um vetor inadequado pode levar a uma
estimativa final grosseira ou desnecessariamente complexa (e custosa) da distribui¢do
marginal de interesse, m(x). De maneira a lidar com este problema, sugere-se aqui adotar
técnicas de agrupamento tais como centroidal Voronoi tessellations (CVT). Dado um conjunto
de pontos de entrada w=(w, ws, ..., w;,) pertencentes a um dominio €, a regido de Voronoi,
Vi, correspondente ao ponto w; consiste de todos 0s pontos em  que sdo mais proximos de w;
do que de qualquer outro ponto do conjunto w, de acordo com uma medida de distancia. O
conjunto V=(Vy, Vo, ..., V;) compde uma parti¢do de € e é conhecido como rede de Voronoi
onde w; € o centro de massa de V;. Grosseiramente falando, CVT possui a caracteristica de
mais eficientemente, em termos estatisticos, distribuir » pontos de maneira a inferir sobre 7.
Eles promovem o estimador de menor variancia para .

A Figura 4.2 ilustra a proposta de CVT para um dado modelo bidimensional envolvendo
as variaveis, X; e X,. A figura exibe a distribui¢do dos pontos amostrados do modelo nas
coordenadas (x;, x2). Considerando uma particdo do espaco de possibilidades Q em cinco
conjuntos, (Vi, Vi, ..., Vs), obtém-se as regides envoltas pelas linhas tracejadas e as

estimativas dos seus respectivos centros de gravidade (as bolas fechadas), (w;, wa, ..., ws).
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Figura 4.2 Esbogo da proposta de CVT envolvendo 5 sub-regides (r=5) do espago de possibilidades de dado

modelo bidimensional.

Recomenda-se Du & Gunzburger (2002) para maiores detalhes. Um dos principais

algoritmos para computar CVT é o método de MacQueen. Dados Q, r e T, o algoritmo se

desenvolve como a seguir:

Algoritmo 4.2: Método de MacQueen

1.

Selecione um conjunto inicial de r pontos w=(w;, w, ..., w,) de Q de acordo com
T; inicie os contadores de cada regido d;=1,/=1,2,...,r;

Amostre v de T;

Encontre o ponto w; de w que mais se aproxima de v; denote o indice de w; por [*;

dwy +v

e incremente d;« = d;+ + 1;
d,.+1

Atribua w,, =

Se este novo conjunto de pontos ndo satisfizer ao critério de convergéncia adotado,

retorne ao passo 2 do algoritmo.

z

Pode-se notar que o algoritmo de MacQueen € naturalmente aplicdvel aos pontos

amostrados que compdem a cadeia de Markov subjacente ao método de MCMC. Apés S

iteracdes do periodo de estacionaridade da cadeia poder-se-ia adotar tal método a fim de
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elaborar um modelo ndo-paramétrico customizado a amostra de cada varidvel. Contudo, o
objetivo aqui é adotar o método de agrupamento de forma a identificar o melhor vetor de
pontos para inferir sobre a distribuicdo marginal de interesse, m, a partir das distribui¢des
condicionais ajustadas no decorrer das § iteracoes do método de MCMC. Neste contexto,
adotar a amostra elaborada levaria a um desperdicio de informagdes acerca do comportamento
da funcio derivada de cada aproximagdo, grosseiramente obtidas durante as aplicacdes de
ASR2(1).

Diante de tais argumentos, propde-se uma adaptacdo ao método de MacQueen. A idéia é
elaborar um vetor do qual uma fungdo exponencial por partes g* possa estimar acuradamente
a distribuicdo marginal de interesse T, a um baixo custo computacional. Neste sentido, £
equivale ao suporte de T e w ao vetor de interesse z, enquanto que r é fungdo do tamanho dos
vetores delineados durante as simulagdes para a varidvel em estudo, isto € r = Mdximo [n;(j =
1,2, ..., T)] onde T é o niimero total de iteracdes executadas pelo método de MCMC. Com o
objetivo de reduzir o consumo de recursos computacionais e fazer uso das informagdes acerca
do comportamento das fungdes derivadas das aproximacdes adotadas, os passos 1 e 2 do
algoritmo sdo adaptados. Ao invés de amostrar de T, os vetores computados y; (=1, 2, ..., S)
sdo considerados. Assim, no passo 1 s@o atribuidos a w os primeiros r elementos distintos de
(Y1, ¥2, ..., ¥s) € 0 passo 2 baseia-se nos valores restantes deste conjunto. Desta forma, além
de aumentar a eficiéncia computacional, promove-se uma elaboracédo inteligente do vetor de
pontos para o qual Rao-Blackwellization ocorrerd, a partir de uma inferéncia sobre os pontos
que levam a uma melhor representagdo das variacdes da funcdo derivada de 7.

A Figura 4.3 esboca um passo-a-passo do algoritmo a partir das distribuicdes condicionais
ajustadas por ASR2(t) no decorrer das simulacdes, representadas aqui por gx € g, € seus
respectivos vetores de pontos de suporte. Ressalte-se que devido ao cardter adaptativo de
ASR2(1) os vetores de suporte de gx e g sdo oportunamente diferentes. A estimativa final faz
uso destes vetores quando da aplicacdo de Rao-Blackwellization, representada pelos

retangulos pontilhados na dltima linha da figura, denotada por vetor (g*).
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Distribuicao
~
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vetor(gk): —
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vetor(gl): | T T T T 1

Figura 4.3 llustragcdo do algoritmo Rao-Blackwellization adaptado para o presente trabalho. Os retdngulos
pontilhados indicam os grupos elaborados a partir dos vetores delineados pelo método ASR2(t) durante as
simulagaes.

4.3.GGS Proposto

Este capitulo se conclui com a introdu¢do de uma variante de GGS que envolve conceitos
de ASR, ARMS e CVT. ASR ¢ adotado para determinar o vetor de pontos nos quais uma
funcdo exponencial por partes, g, é utilizada como proposta a uma funcgdo-alvo, f, cuja
amostragem direta € invidvel. Em seguida, amostra-se de g até que a fase de rejeicdo de
ARMS acabe. A cada rejeicdo, g é aprimorado tal como feito em ARMS. Finalmente, amostra-
se de g e, diferentemente do GGS tradicional, avalia-se se o valor obtido deve ser ou nao
aceito como proveniente de f. Todas as avaliacdes de f realizadas neste processo sdo
incorporadas a g, de maneira a aumentar sua aderéncia a f. Ao final das simula¢des, identifica-
se o periodo de estacionaridade do processo associado a cada varidvel de acordo com o
método de Bauwens & Lubrano (1998), apresentado no capitulo anterior (se¢do 3.4). Para as S
iteraces do periodo de estacionaridade da varidvel de interesse X, aplica-se Rao-

Blackwellization tal como descrito na se¢do anterior. Para dado erro relativo atribuido pelo
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usudrio (g), nivel de aleatorizacdo de ASR2, t, limites para o suporte de f, [a, b], valor corrente
de X na cadeia de Markov subjacente (x;) e denotando por x,,; 0 proximo valor assumido por

X apés a iteracdo de GGS, o algoritmo € dado por:
Algoritmo 4.3: Iteracao do GGS Proposto

1. A partir do método ASR2(t) determine o vetor de pontos, y.1, no qual baseia-se a
fungdo proposta exponencial por partes, g;

2. A partir do método da transformac@o inversa, gere w’ da acumulada associada a g,
G;

3. Gere uma realizacdo de U~ Uniforme[0, g(w’)], u’;

4. Seu’ > f(w’) entdo introduza o par (w’, fiw’)) no vetor y.;; € aprimore g e retorne
ao passo 2.

5. A partir do método da transformacio inversa, gere w da acumulada associada a g,

G;
6. Gere uma nova realizagdo de U~ Uniforme[O0, 1], u;
7. Seu< P_,= Minimo {1,M} ,entdo aceite w como proveniente de fe faca
’ f(x)gw)
X4l = W5

8. Caso contrdrio rejeite w e faga x4 = Xx;.

Como mencionado anteriormente, quanto maior a aderéncia de g a funcdo f, maior a
probabilidade de aceitacdo de MH, fazendo MH convergir para GS. Assim, € intuitivo
perceber o potencial de ASR2(t) na promogao de tal convergéncia, sob um natural aumento de
esforco computacional. Em outros termos, além de dar suporte a GGS, ASR2(t) pode ser
embutido em MH, possibilitando uma ponderacdo entre a taxa de rejeicio de MH e o tempo
despendido para elaborar as distribui¢cdes propostas, através do erro relativo tolerdvel
atribuido pelo usudrio. Devido a sua simplicidade de implementacdo e liberdade contra
suposicodes restritivas, ASR2(t) pode emergir como uma alternativa robusta para o uso
genérico de MH.

Por outro lado, embora ndo seja mencionado na literatura de GGS, considerar a
possibilidade de rejeicdo dos pontos propostos pode ser crucial para o sucesso de GGS, uma
vez que as distribui¢cdes propostas posteriormente usadas para Rao-Blackwellization sao

funcdo dos valores assumidos pelas varidveis no decorrer do passeio aleatdrio realizado pela

cadeia de Markov.
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Ao final das simulagdes, um procedimento adicional mostra-se necessario a fim de se
inferir sobre as distribui¢cdes marginais de interesse. A distribui¢cdo marginal, 7, é estimada por
g, a distribuicio média do conjunto das S aproximagdes computadas no periodo de
estacionaridade da série associado a varidvel de interesse, X. Como o GGS proposto trabalha
na escala logaritmica, tem-se um conjunto de fung¢des hi(z) = log(gi(z)) = oy + Bix,j =1, 2, ...,

1 & expth(2)

S. Uma possivel alternativa é elaborar g*(z) a partir da funcio média, g’(z) = EZ GO
J=1 J yn/

avaliada no vetor de pontos definido pelo CVT adaptado. Esta etapa é esbocada na Figura 4.4
(a), onde as bolas abertas indicam os valores de duas fungdes envolvidas de acordo com o
vetor de pontos do CVT adaptado. Para cada um desses pontos, assume-se a fungdo
logaritmica h’(z) = log(g’(z)) e, em seguida, ajusta-se uma funcdo linear por partes, h*(z),
sobre os pares ((z;, h’(zl-)), (Zis 1 h’(z,-+ 1)), como ilustrado na parte superior da Figura 4.4 (b).
Finalmente, pode-se atribuir g*(x) = exp(h*(x)), para qualquer x no suporte de m (ver parte

inferior da Figura 4.4 (b)).
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Vetor(g*):§ [WE:

(a) Identificando o valor médio, g’ (2), para cada z definido pelo CVT adaptado (as marcagdes cruzadas).
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h*

Distribui¢io

g*

(b) Ajuste final (parte inferior da figura) a partir da fungdo linear por partes ajustada (parte superior da
figura) sobre o logaritmo dos pontos médios definidos pelo CVT adaptado exibido em (a).

Figura 4.4 Cémputo das distribui¢coes marginais do GGS proposto a partir da conversdo logaritmica adotada.

O préximo capitulo dedica-se a avaliar o desempenho do algoritmo proposto em relagdo a

métodos alternativos da literatura, enfatizando-se neste contexto o GGS tradicional.
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5. CASOS DE ESTUDO

Neste capitulo, o desempenho do método de MCMC proposto é comparado a métodos
alternativos tais como GGS tradicional (baseado em pontos igualmente espagados e funcdes
lineares por partes) em duas perspectivas. Primeiramente, a acuridcia das distribuicdes
marginais segundo GGS proposto e tradicional sdo comparadas. Para este propdsito, MH e
métodos de MCMC alternativos componentes do pacote © WinBUGS (versdo 1.4) sdo
adotados como referéncia. O software WinBUGS vem sendo desenvolvido pelo Colégio
Imperial do Reino Unido desde 1996 a partir da versdo (denominada BUGS) elaborada pelo
Conselho de Pesquisa Médica, também do Reino Unido. O WinBUGS encapsula uma série de
métodos para MCMC oportunamente escolhidos para manipular o modelo Bayesiano sob
estudo, a depender de suas propriedades subjacentes. Dentre as propriedades consideradas
pelo programa encontram-se a conjugacdo das distribuicdes condicionais que parametrizam o
modelo, a log-concavidade das distribui¢cdes condicionais envolvidas nas iteragdes do método
de MCMC e a natureza do espago de possibilidades das varidveis do modelo. A medida de
acurdcia adotada deriva da distdncia por entropia cruzada entre a distribuicio marginal
estimada por GGS, g*, e a distribuicdo marginal esperada, ®. Por outro lado, a eficiéncia
computacional de GGS ¢é estudada em termos de consumo de tempo e de nimero de
avaliagdes das fungdes-alvo no processo de simulag@o. A principal motivagdo para este dltimo
reside no fato de que o primeiro é fortemente dependente dos recursos computacionais
exigidos para a simulacio, que em se tratando de GGS € por sua vez uma fun¢do direta da
complexidade de avaliacdo das fung¢des-alvo e da quantidade de aproximacdes componentes
de cada funcdo linear ou exponencial por partes. De qualquer forma, de maneira a promover
uma plataforma para comparacdes, GGS foi implementado em linguagem de programagdo
C++ e executado em um computador portétil com sistema operacional ©Windows com 1.83
GHz de capacidade.

Adicionalmente a uma comparacio entre o GGS proposto e o tradicional, estuda-se a
qualidade de inferéncia do primeiro em relagdo a métodos alternativos encontrados na
literatura de RBs. O critério de convergéncia de séries adotado para GGS é aquele proposto

por Bauwens & Lubrano (1998) sob y= 0.03, comentado anteriormente (final do capitulo 3).

5.1.Medida de Distancia de Kullback-Leibler

A distancia por entropia cruzada possibilita a mensuracio das divergéncias pontuais entre
~ . . . . .o~ . * . . e A .
duas fungdes. Assim, seja m a distribuicdo marginal esperada e g sua estimativa, a distancia
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por entropia cruzada, também conhecida como informacdo de Kullback-Leibler (KL) ou
distincia de KL de g com respeito a m, tem sido adotada para avaliar a acuricia de estimativas
as suas respectivas fungdes esperadas. Autores como Neil et al. (2007) e Keith et al. (2008)

sdo alguns exemplos recentes. A distancia de KL € definida como o valor esperado

* TE(X) TE(X)
KL«(g )=E, {log{g*(x)}} = J.log{g*(x)}n(x)dx. Equagdo 5.1

- s . s A . * . . A .
E facil ver que a distincia de KL se anula caso g = m, assim quanto maior a aderéncia de

g* a T menor serd a distdncia de KL associada. Contudo, pode-se também perceber que
por¢des negativas de log(m/g) decrescem as positivas quando do cdlculo de KL (g°),
possibilitando a anulacdo da distdncia de KL mesmo para estimativas sensivelmente
discrepantes da funcdo esperada. De maneira a contornar este problema, considera-se aqui

uma medida de variabilidade ao invés da esperanca de log[Tt(X)/ g*(X)]:

2
- n(X) # 12
VKLx(g )= E 1 log| = (K . Equagdo 5.2
(g) {og{g (X)}} [KLx(g )] quagdo

Um bom estimador para VKL(g") pode ser baseado em um vetor de K+1 pontos igualmente
espacados no suporte de 7 (limitado por [a, b]), resultando na estimativa

- 2
o b—a X n(v,) fL2
vkl (g8 )=——— log| — | n(v,)—KL.(g) Equacdo 5.3

Jj=0,
FwH>0

" K v, |
onde KL (g)= Z log{ *(( ’)) n(v;), vi=a + j(b-a)/K, e N € o nimero de vezes em que
g ;)|
n(v;) >0,j=0,1, ...K. Para os casos de estudo considerados, adota-se K = 1000.

Por fim, de maneira a avaliar o nivel de variabilidade das estimativas provenientes do
GGS proposto em relagdo ao tradicional, trinta triagens do método de MCMC baseado no
GGS proposto e daquele baseado no GGS tradicional sdo replicadas e a relagdo entre as

medidas de acuricia dos métodos sdo computadas em cada triagem:

Vkltmd (l )
G

possibilitando o estudo de medidas estatisticas de dispersdo e posi¢do associadas.

VKL, 10 (0) = (i=1,2,..,30), Equagdo 5.4
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5.2.MBs Unidimensionais

Antes de dar inicio as comparacdes, um estudo inicial sobre o parametro T do ASR2(t)

mostra-se pCI'tiIlCIltC. Para tanto, apresenta-se 0 caso a seguir.

Caso 5.1 Deseja-se estimar a distribuicdo-alvo f introduzida no Exemplo 3.2, pdgina 45.

A Figura 5.1 exibe a medida de acurécia associada ao GGS tradicional e ao proposto sob 1
=0e1=0.1 como uma funcido do tamanho do vetor de pontos () e do erro relativo atribuido
pelo usudrio, €. Pode-se ver que o GGS tradicional apresenta os melhores resultados apenas
para os menores valores de n, quando o nivel de imprecisdo das estimativas € razoavelmente
elevado. Por outro lado, ASR2(0.1) promove indices ao menos tdo bons quanto aqueles
baseados em ASR, principalmente para pequenos valores de n. Tal caracteristica é
especialmente 1til quando a distribuicdo-alvo é custosa de se avaliar, tal como aquelas

subjacentes a MBs com um grande nimero de evidéncias empiricas.

0.003
\
Y — - - vkI*, ASR2(0)
0.0024 - \ VKIA, ASR2(.1)
‘\ — — ' vkI®, tradiconal
0.0018 1 '
b
-z
»
0.0012 1
0.0006 1
0 ——
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5.1 Desempenho do GGS tradicional (baseado em fungdes lineares por partes e pontos igualmente
espagados) e proposto (com 7=0 e ©=0.1) para estimar a distribui¢do relacionada ao

Caso 5.1 (K = 1000).
Os préximos casos permitem uma comparacdo entre o GGS tradicional e o proposto em

termos de acuracia.
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Caso 5.2 O modelo univariado considerado por Keith et al. (2008) ¢ estudado entre os limites
(-15, 20):

Jx) =0.25-f1(x) + 0.7-f>(x) + 0.05-f3(x), onde

fi(x) = distribuicdo Normal, (média, varidncia) = (-6.0, 2.0);

J2(x) = distribui¢do Normal, (média, varidncia) = (0.0, 1.0);

f3(x) = distribuicdo Normal, (média, varidncia) = (15.0,0.1).

Considerando € = SE-03 e 1 = 1E-04, f é avaliado 43 vezes de acordo com dada aplicacao
de ASR2(1E-04), resultando em uma medida de discrepancia igual a 8.27E-04. Tal
discrepancia aumenta para 7.54E-03 quando GGS tradicional é considerado para o mesmo
nimero de avaliacdes de f, um valor mais que nove vezes maior que o primeiro. Para MBs
univariados, as distribuicdes propostas pelo GGS tradicional ndo variam, sendo também
idénticas a estimativa final do método. Por outro lado, devido ao fator aleatério de ASR2(7) e
ARMS, aprimoramentos sobre cada distribui¢do condicional estimada pelo GGS proposto
podem ocorrer. Assim, no presente exemplo a discrepancia associada ao GGS tradicional € de
7.54E-03. Por sua vez, uma simulacio baseada em 100 iteracdes do GGS proposto (resultando
em 4308 avaliacdes de f) reduz a discrepancia para 8.12E-04 — uma discrepancia 2% menor
que a de uma tnica aplicagdo de ASR2(1E-04). A Figura 5.2 exibe os ajustes para f baseados
nas 100 iteracdes de GGS.

2.50E-02

f

— -~ tradiconal

2.00E-02

— proposto

1.50E-02

Distribuicao

1.00E-02

5.00E-03

0.00E+00 S W
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Figura 5.2 GGS tradicional (43 pontos) e proposto (sob €= 5E-3 e t =1E-4 ) para inferior sobre o
Caso 5.2 apés 100 iteracaies.

De maneira a avaliar a variabilidade dos resultados provenientes do GGS proposto em
relacdo ao tradicional (que para casos univariados ndo apresenta variabilidade nos resultados),
trinta triagens do método de MCMC baseado no GGS proposto sdo replicadas e a relacao
exposta na Equacdo 5.4 € aplicada a cada uma. Aqui, a média amostral de vkl,.:, foi de 9.39,
indicando que espera-se que a discrepancia do GGS tradicional equivalha a 9.39 vezes a do
proposto. O desvio-padrao associado foi de 0.19, com razdes variando de 8.995 a 9.821,
levando ao intervalo de confianca para a razdo média entre [9.32, 9.46] sob um nivel de
significancia de 5%. Isto indica uma precisdo do GGS proposto sempre expressivamente

superior a do tradicional.

Caso 5.3 O modelo univariado extraido de Robert & Casella (2004) é estudado entre os
limites (-4, 4):
J(x) o< e)cp(—)cz/2)[sin(6)c)2 + 3cos()c)2sin(4)c)2 + 1]

A partir de € = 7E-3 e t = 0.01, uma dada iteracio do GGS proposto avaliou f 42 vezes,
resultando em uma medida de discrepancia de 4.79E-04. Por sua vez, a medida de
discrepancia do GGS tradicional para o mesmo nimero de avaliacdes de f foi de 5.28E-04,
quase 10% maior que o primeiro. Apds 100 iteracdes (resultando em 4301 avaliagdes de f), a
discrepancia da distribuicdo marginal estimada pelo GGS proposto decresceu para 4.66E-04.

A Figura 5.3 mostra os ajustes para f de acordo com o GGS tradicional e proposto.
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Figura 5.3 Estimativas do GGS tradicional (42 pontos) e proposto (sob € = 7E-3 e T = 0.01) para o Caso 5.3
apos 100 iteragoes.

Em relacdo a variabilidade nas estimativas do GGS proposto de acordo com a Equacio
5.4, a média de vkl,.i, foi de 1.31, sugerindo um erro 31% maior do GGS tradicional em
média quando comparado ao GGS proposto. O desvio-padrdo amostral da medida foi de 0.11,
com valores variando entre 1.13 e 1.46, refletindo que em todas as trinta triagens o GGS
proposto se mostrou melhor que o tradicional. O intervalo de confianga com 5% de
significancia para a razao média é [1.27, 1.35].

Nos préximos casos, um estudo sobre MBs multidimensionais é realizado.

5.3.MBs Multidimensionais

Aborda-se aqui MBs multidimensionais extraidos da literatura.

Caso 5.4 A RB mista envolvendo o problema de previsdo do consumo de energia, estudada
por Brewer et al. (1996) e exibida na Figura 5.4, é considerada. Aqui, uma amostragem
direta das distribuicoes condicionais das varidveis continuas P (preco da energia) e G
(consumo doméstico) ndo é possivel, pois estas envolvem o produto entre as distribuicdes
Normal e Gamma. Por outro lado, amostrar da distribuicdo condicional de D (demanda de
energia) é possivel, assim como ocorre com as varidveis categoricas C (introdugdo de taxas)
e T (melhorias na eficiéncia técnica).
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Com o propésito de avaliar o desempenho de GGS, todas as distribui¢des condicionais sdo
aproximadas. Considerando os limites [0, 10] para todas as varidveis continuas e sob € = §E-3
e T = 0.05, uma execu¢do do GGS proposto baseado em 1000 iteragdes, apds um periodo de
burn-in de 500 iteracdes € observada. As distribui¢cdes-alvo foram avaliadas em um total de
125824 vezes (ndo mais que 31 avaliacdes de cada distribuicdo-alvo) durante o processo de
simulacdo, 88 pontos foram rejeitados devido a probabilidade de MH (6% do total), e
registrou-se uma probabilidade minima de aceitacdo de 0.59.

P(C=0)=0.1
e P(T=0IC=0) = 0.2; P(T=0IC=1) = 0.01

[PIC=0] ~ Normal(5.836, 0.2)

[PIC=1] ~ Normal(5.558, 0.2)
[GIT=0] ~ Gamma(136.2,0.01714)

G [GIT=1] ~ Gamma(128.4, 0.01765)
[DIT=0, g, p]~ Normal(mq, 0.05)
e mo=1.091 - 0.115p + 0.40g + 0.017g>
[DIT=1, g, p]~ Normal(m,, 0.05)

my=1.091-0.115p + 0.45g + 0.015¢*

Figura 5.4 RB extraida de Brewer et al. (1996).

Assumindo o maior nimero de avaliacdes do GGS proposto (31 pontos) para a aplicacao
do GGS tradicional, observou-se 145500 avaliacdes das distribuigdes-alvo (cerca de 16%
maior que o do GGS proposto). A Tabela 5.1 apresenta algumas medidas estatisticas das
distribui¢cdes marginais estimadas pelo GGS proposto e tradicional. Os valores esperados sdo
provenientes de simulagdes realizadas no pacote ©WinBUGS, sob 65536 iteracdes apds um
periodo de burn-in de 10000. Pode-se perceber a maior acurdcia do GGS proposto mesmo sob

um menor nimero de avaliacdes das distribuicdes-alvo envolvidas.

Tabela 5.1 Medidas estatisticas relacionadas as estimativas provenientes do GGS proposto e tradicional,
baseando-se em uma amostra de 1000 pontos, apos um periodo de burn-in de 500 iteragdes, para a RB extraida
de Brewer et al. (1996).

GGS

Varidvel Pardmetro Esperado Tradicional Proposto

C Pr(C=0) 0.10 0.09 0.10

T Pr(T=0) 0.03 0.01 0.01
Média 5.59 5.59 5.59

P Varidncia 0.21 0.23 0.21
Média 2.27 2.26 2.27

G Varidncia 0.04 0.06 0.04
Média 1.54 1.53 1.55

D Varidncia 0.06 0.09 0.06
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A Figura 5.5 exibe as distribui¢des marginais das varidveis continuas estimadas pelos
GGS proposto e tradicional e também a distribuicdo esperada de acordo com o pacote ©
WinBUGS. Em relacdo a acurécia, constata-se a maior precisdio do GGS proposto sobre o
tradicional nesta triagem dos métodos. Comente-se a maior suavidade obtida pelo GGS
proposto em relacdo aos resultados do préprio WinBUGS. Mesmo envolvendo um menor
ndmero de iteracdes do método de MCMC, aplicar Rao-Blackwellization possibilita um ajuste
mais suave (e provavelmente mais plausivel) que aquele do préprio WinBUGS, cuja
estimativa fundamenta-se nos valores amostrados durante as simulacdes. Para promover tal

nivel de suavidade, o GGS proposto requereu 3.781 segundos e 0 WinBUGS 4.021 segundos.

D]
0.90 - A
--—-- g*(p), tradicional
g*(p), proposto
- = = - winBUGS
. 0.60 -
k31
=
2
g
2
0.30
0.00 s ; : —
3.75 4.75 5.75 6.75

p

(a) GGS tradicional: burn-in de 500 pontos, vkI* = 0.01; GGS proposto: burn-in de 500 pontos, vkl = 0.006.
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(c) tradicional: burn-in de 500 pontos, vki* = 0.046; GGS proposto: burn-in de 500 pontos, vki* = 0.006.

Figura 5.5 Distribui¢cées marginais das varidveis continuas envolvidas na RB extraida de Brewer et al. (1996)
de acordo com GGS tradicional e proposto e WinBUGS.

A Tabela 5.2 exibe o comportamento da medida de variabilidade dos resultados

provenientes dos GGS proposto e tradicional, a partir da Equacdo 5.4, para as varidveis

continuas. Note-se que em média, o GGS proposto apresentou sempre um melhor

desempenho. Embora que para a varidvel P tenham sido observadas simula¢es nas quais o

GGS tradicional apresentou resultados melhores (mais precisamente 14% melhores de acordo
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com o minimo registrado), para as demais varidveis o desempenho do GGS proposto mostrou-
se expressivamente melhor, onde o GGS tradicional alcangca uma discrepancia quase que doze
vezes a do proposto. Os intervalos de confianca a 5% de significancia para a razdo média

indicam que mesmo para P tem-se um melhor desempenho do método proposto.

Tabela 5.2 Estudo de variabilidade de resultados dos GGS tradicional e proposto (a partir da Equagdo 5.4)
para as varidveis continuas da RB extraida de Brewer et al. (1996).

Varidavel Métrica vkl wio
Média 1.12
Desvio-padrdo 0.13
Minimo 0.86
Maximo 1.47

1 1.08

p IC(5%, média) 117
Média 8.52
Desvio-padrdo 246
Minimo 3.04
Miximo 11.95
IC(5%, média) 7.64

G 9.39
Média 5.27
Desvio-padrao 1.21
Minimo 1.42
Maximo 6.68
IC(5%, média) 484

D 5.70

Caso 5.5 O MB de confiabilidade humana encapsulado em uma RB mista por Langseth et al.
(2009) é estudado. Aqui, a relacdo causal entre as varidveis continuas Z; e Z; (usadas para
modelar caracteristicas ambientais tais como nivel de iluminacdo e ruido) e as varidveis
categoricas T;, Ty, T; e Ty (adotadas para representar a habilidade de o individuo realizar
(in)adequadamente a i* tarefa) é descrita por meio de funcoes logisticas, onde p denota a
probabilidade de T; assumir o valor 0 (o individuo realizar adequadamente a i tarefa). Este
problema é especialmente importante devido a Langseth et al. (2009) terem o adotado para
comparar métodos alternativos de manipulacdo de RBs mistas. A RB correspondente é
exibida na Figura 5.6.

Z; ~ Normal(0.0, 1.0), i=1, 2
[Tjlz,, z,]~ Logistica(p), j=1, 2, 3, 4

p= 1+exp(—zl—zz)'l
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Figura 5.6 RB mista extraida de Langseth et al. (2009).

Quatro métodos foram considerados por Langseth et al. (2009): discretizacdo, misturas de
exponenciais truncadas (MTEs do inglés mixtures of truncated exponentials), métodos
variacionais e o algoritmo de MH assumindo distribuicdes propostas Normais. Duas medidas
de confiabilidade foram consideradas, a probabilidade conjunta Pr(T =0, T,=0, T5=0, T4=0) e
a distribui¢do conjunta a posteriori f{z;, z,l T1=0, T,=0, T5=0, T4=0). De maneira a comparar o
GGS proposto as alternativas consideradas por Langseth et al. (2009), a regra do produto é
aplicada a primeira métrica: Pr(T;=0, T,=0, T5s=0, T4=0)= Pr(T,=0) Pr(T,=0I T,=0) Pr(T5=0l
T1=0, T,=0) Pr(T4+=0I T;=0, T,=0, T3=0). Cada probabilidade ¢ estimada baseando-se em € =
2E-3 e 1 = 0.01 e 1500 iteracdes do GGS proposto (as primeiras 500 iteracdes foram
descartadas). Z; e Z, sdao limitados por [-5, 5]. Quatro execucdes do método de MCMC
baseado no GGS proposto (uma execugdo por probabilidade) envolveram fungdes
aproximadas com um vetor de pontos com tamanho menor que 24, resultando em 143
rejeicdes segundo a probabilidade de MH (cerca de 0.53% dos valores propostos).

A Tabela 5.3 mostra os resultados a partir do GGS proposto e dos métodos alternativos.
Pode-se perceber que neste caso, a acurdcia do GGS proposto é superada apenas pelo
algoritmo de MH. Vale ressaltar que o bom desempenho do método de MH adotado por
Langseth et al. (2009) € principalmente devido ao fato de eles amostrarem realizacdes de Z; e
Z» de maneira independente a partir de uma Normal-padrdo, anulando a probabilidade de
rejeicdo, e em seguida aplicarem Rao-Blackwellization sobre Pr(T=0, T,=0, T5=0, T4=0); tal
procedimento pode ser entendido como uma extensdo do logic sampling, um método cujo uso
é geralmente adequado a RBs sem varidveis instanciadas, apenas. Para maiores detalhes sobre

este algoritmo, recomenda-se Henrion (1988).

Tabela 5.3 Desempenho dos métodos alternativos para manipulagdo de RBs mistas considerados por Langseth
et al. (2009) e do GGS proposto na estimagdo de 6=Pr(T,;=0, T,=0, T;=0, T,=0).

Método 0 Erro relativo
Discretizagdo 0.176999  0.01803
MTE 0.176819  0.01699
MH 0.174660  0.00457
GGS proposto 0.172480  0.00797
Esperado 0.173865  0.00000

Em relacdo ao segundo parametro de confiabilidade, uma alternativa a f(zi, z»l T1=0, T>=0,

T3=0, T4=0) € considerada, uma vez que o GGS proposto foi desenvolvido para estimar
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distribuicdes marginais univariadas. Assim, retornando a RB esbocada na Figura 5.6, o
desempenho do GGS proposto é avaliado ao inferir sobre f(z;l T1=0, T,=0, T5=0, T4=0), i=1, 2,
sob € = © = 1E-02 e 1500 iteracdes (as primeiras 800 e 850 iteracdes para Z; e Zj,
respectivamente, foram descartadas). Nao mais que 21 avaliagdes da mesma distribuicao-alvo
ocorreram (46618 avaliagdes ao longo das simulagdes) e 154 pontos foram rejeitados de
acordo com a probabilidade de MH. De maneira a favorecer o GGS tradicional, este foi
baseado em vetores de 21 pontos (ao todo, 26% a mais que o GGS proposto). Como
referéncia, o pacote ©WinBUGS ¢é adotado a fim de computar as distribui¢des a posteriori
esperadas. Uma execucdo do WinBUGS baseada em 75536 iteragdes (as primeiras 10000
foram descartadas) € considerada. A Figura 5.7 apresenta a acurdcia dos GGS proposto e
tradicional ao estimar a distribui¢do a posteriori de Z;. Aqui, a acurdcia de ambos os métodos
se equiparou, embora o0 GGS proposto tenha recorrido as distribuicdes-alvo um nimero
sensivelmente menor de vezes. Vale ressaltar, mais uma vez, o nivel de suavidade de GGS em
comparagdo com as inferéncias a partir do ©WinBUGS. Nas execu¢des observadas, o tempo
de simulagdo do GGS proposto foi de 3.213 segundos, o do GGS tradicional de 3.906
segundos e do WinBUGS de 3.974 segundos.

0.09
- - —- g%(z1ITi=0), tradicional
e g*(z1ITi=0), proposto
- - - - WinBUGS
0.06
g
2
A
0.03
0.00 = ‘ | ‘ |
25 -1 0.5 2 33

z1

Figura 5.7 Distribui¢do a posteriori, f(z;| T)=0, T,=0, T3=0, T,=0), para a RB mista extraida de Langseth et al.
(2009). GGS tradicional: burn-in de 350 pontos, vkI™ = 0.0097; GGS proposto: burn-in de 800 pontos, vkI" =
0.0097
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Em termos de variabilidade dos resultados, considerando Z;, obteve-se vkl i, = 1.10 em
média, com desvio-padrdao de 0.11, tendo valores variando entre 0.91 e 1.45, indicando que
embora o GGS tradicional (envolvendo um maior consumo computacional) tenha apresentado
melhores resultados em alguns casos, espera-se que um melhor desempenho seja alcangado
caso opte-se pelo GGS proposto. Isto € também indicado pelo intervalo de confianga (sob um
nivel de significancia de 5%) calculado para a razdo média das trinta replicacdes dos métodos

de GGS: [1.06, 1.14].

Caso 5.6 O modelo de regressdo ndo-linear Bayesiano associado a demanda de oxigénio
bioquimico apresentado por Ritter & Tanner (1992) é estudado. Neste caso, amostra-se de
duas distribuicoes de probabilidades condicionais:

£(8i18)) o« (X(yx - W) 2, onde i#j = 1, 2,
=0 (1-exp(-0,x)), x = (1,2, 3,4,5,7), y=(8.3,10.3, 19.0, 16.0, 15.6, 19.8).

Considerando os mesmos limites propostos por Ritter & Tanner (1992) ([-20, 50] para 0, e
[-2, 6] para 0,), a Figura 5.8 ilustra as estimativas dos GGS proposto e tradicional para a
distribuicdo marginal de 6,. Como referéncia, 70000 iteracdes do algoritmo de MH sob um
periodo de burn-in de 4750 pontos foram também computadas. Vale comentar que as
distribui¢cdes propostas consideradas no algoritmo de MH foram delineadas pelo método
ASR2(0.05) sob € = 3E-4, resultando em uma taxa de rejei¢do de 1.9%. Considerando T =
0.05, € = 5SE-4 e 2150 amostras, o GGS proposto descartou os primeiros 450 pontos de 6., de
acordo com o critério de convergéncia de Bauwens & Lubrano (1998), e avaliou as
distribui¢cdes-alvo envolvidas 117421 vezes (com vetores variando de 7 a 35 pontos),
resultando em 125 rejei¢des segundo a probabilidade de MH (2.9% dos valores propostos). A
respectiva medida de acuricia da distribuicdo marginal de 0, assumiu o valor vki* = 0.017.
Com o propdsito de alcangar a mesma precisdo em funcdo da mesma quantidade de iteragdes
do método de MCMC (2150 ao todo), aplicou-se o GGS tradicional baseado em 45 pontos
igualmente espacados, resultando em 193500 avaliagdes das distribui¢des-alvo (65% mais que
0 GGS proposto). Foram descartadas as primeiras 1150 amostras de 6,. O tempo de simulacao
do GGS tradicional foi de 12.375 segundos enquanto que o do GGS proposto foi de 8.156

segundos.
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Figura 5.8 Distribui¢do marginal estimada de 6, Caso 5.6, de acordo com 70000 iteragcdes de MH (sob um
periodo de burn-in de 4750 pontos), 2150 iteragdes do GGS tradicional (com um vetor de 45 pontos e periodo

de burn-in de 1150 pontos), e 2150 execugoes do GGS proposto (sob T= 0.05, € = 5E-4, e um periodo de burn-
in de 450 pontos).

Por fim, a andlise de variabilidade dos resultados de GGS para 6, em trinta triagens,
considerando os mesmos parametros apresentados anteriormente para ambos os algoritmos,
levou a um valor médio amostral para vkl,.;, de 1.08 e desvio-padrdo igual a 1.16 (valores
entre 0.14 e 6.05), o que indica o relativo equilibrio na acuricia de ambos os métodos, embora
que o GGS proposto seja sensivelmente mais eficiente computacionalmente. O intervalo de

confianca associado para a razdo média (sob um nivel de significancia de 5%) ¢ [0.67, 1.50].

Caso 5.7 O MB descrito no Exemplo 2.2 (pdgina 14), estudado por George et al. (1993), é
considerado. A Figura 2.3 pode representar a RB associada aos dados descritos na Tabela
5.4. Aqui, Lo representa a taxa de falhas genérica.

Neste caso, a comparacio de desempenho entre o GGS tradicional e o proposto se deu por
meio de um paralelo com os resultados do ©WinBUGS baseado em 70000 iteragdes e sob um
periodo de burn-in de 5000 valores. Quando da aplicacdo de GGS, todas as varidveis foram

limitadas ao intervalo (0, 5]. O GGS tradicional fez uso de 95 pontos igualmente espagados e

2100 iteracdes foram executadas (levando a 27300000 avaliacdes das distribui¢des-alvo

73



Capitulo 5 Casos de Estudo

envolvidas) para se alcancar vki* = 0.007 para a distribui¢do marginal estimada de A. Os
periodos de burn-in para (A, B, Ly, L;) foram respectivamente (1100, 1100, 700, 800). O GGS
proposto, por outro lado, alcancou tal nivel de acurdcia com T = 0.05, € = 3E-4 e 2100
iteraces, conduzindo a uma taxa de rejeicdio de 2% segundo a probabilidade de MH e
11739000 avaliagdes das distribui¢des condicionais envolvidas (com vetores envolvendo uma
quantidade de pontos variando de 17 a 91) — apenas 43% do nimero de avaliagdes do GGS
tradicional. Os periodos de burn-in para (A, B, Lo, L;) foram respectivamente (1100, 1350,
800, 700). De fato, embora o GGS proposto tenha avaliado as distribui¢des-alvo um nimero
de vezes sensivelmente menor que o GGS tradicional, sua acurédcia foi ao menos tdo boa
quanto a do dltimo para todas as varidveis envolvidas. Este caso de estudo ¢ itil para expor as
dificuldades do GGS tradicional em estimar distribui¢des marginais com curtose elevada, isto
é, mais compactas (Figura 5.9-d). Nestes casos, tal método requer um elevado nimero de
avaliagdes das distribui¢des-alvo para adequadamente aproxima-las. O tempo demandado
pelo GGS tradicional foi de 23.843 segundos enquanto que o GGS proposto consumiu 17.671
segundos e o WinBUGS 5.783 segundos. Vale comentar que o WinBUGS faz uso de
propriedades particulares do problema, tais como a conjugacdo de algumas distribui¢des
subjacentes ao MB, aumentando assim sua eficiéncia computacional neste caso. A Figura 5.8
exibe os ajustes para as distribui¢des marginais de A, B, Ly e L;. Destaque-se mais uma vez o
nivel de suavidade derivado do método proposto em relagdo as distribuicdes marginais

oriundas do WinBUGS, principalmente para as quantidades A e B.

Tabela 5.4 Descrigdo das distribui¢des condicionais e dados empiricos relacionados ao Exemplo 2.2 de acordo
com George et al. (1993).

A ~ Exponencial (1.0);

B ~ Gamma(0.1, 1.0)
[LylA=a, B=b] ~ Gamma(a, b)
[L;/A=a, B=b] ~ Gamma(a, b)
[N;IL;=A;] ~ Poisson(t;-A;)

i=1,2,..,10.

Evidencias:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t; 94.5 157 629 |126.0 | 524 |314 | 1.05 1.05 | 2.1 10.5
N, |5 1 5 14 3 19 1 1 4 22
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(a) GGS tradicional: burn-in de 100 pontos, vkl* = 0.007; GGS proposto: burn-in de 1100 pontos, vkI* = 0.007.
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(b) GGS tradicional: burn-in de 1100 pontos, vkI* = 0.016; GGS proposto: burn-in de 1350 pontos, vki* = 0.013.
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(c) GGS tradicional: burn-in de 700 pontos, vkI* = 0.052; GGS prpposto: burn-in de 800 pontos, vki* = 0.015.
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(d) GGS tradicional: burn-in de 800 pontos, vki* = 0.049; GGS prpposto: burn-in de 700 pontos, vki* = 0.012.

Figura 5.9. distribui¢do estimada de A, B, Ly e L; de acordo com ©WinBUGS baseado em 70000 iteragdes (sob
um periodo de burn-in de 5000 pontos), 2100 iteragoes do GGS tradicional (com vetores envolvendo 95 pontos
igualmente espagados) e 2100 execugdes do GGS proposto (sob T= 0.05 e €= 5E-4).
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Em relagdo a andlise de variabilidade dos resultados (Equagd@o 5.4), a Tabela 5.5 exibe
algumas métricas estatisticas associadas as quantidades A, B e Ly. Vé-se que para as trinta
triagens, o desempenho do GGS proposto sempre superou o tradicional em média, embora que
para os hiper-parametros (A e B) tenha ocorrido de o GGS tradicional se mostrar mais preciso
em alguns casos. Por outro lado, a distribuicdo marginal da taxa de falhas genérica, L, foi
sempre expressivamente melhor estimada pelo GGS proposto, onde o GGS tradicional
apresentou um erro ao menos 7.79 vezes o do proposto. De qualquer maneira, os intervalos de
confianca (sob 5% de significincia) indicam um desempenho expressivamente melhor do

GGS proposto para Ly e uma acurécia levemente maior para A e B.

Tabela 5.5 Estudo de variabilidade de resultados dos GGS tradicional e proposto (a partir da Equagdo 5.4)
para a taxa de falhas genérica (Ly) e seus hiper-pardmetros, A e B, em relagdo ao problema estudado por
George et al. (1993).

Variavel Parametro Vkl
Média 1.58
Desvio-padrdo 1.36
Minimo 0.03
Maiximo 6.48

1.09

A IC(5%, média) 2.06
Média 1.37
Desvio-padrao 1.17
Minimo 0.08
Miximo 5.68

0.95

B IC(5%, média) 1.79
Média 8.87
Desvio-padrdo 0.79
Minimo 7.79
Maiximo 10.54

8.59

LO IC(5%, média) 9.16

Caso 5.8 Um MB semelhante ao descrito no Exemplo 2.4 (pdgina 17), estudado por Droguett
& Mosleh (2008), é considerado. A RB relacionada pode ser tal como a da Figura 2.5, mais
especificamente esbocada na Figura 5.10. Tém-se em mdos 34 evidéncias do erros cometidos
por dois modelos utilizados para inferir sobre dado pardametro de interesse. Supoe-se
homogeneidade entre as subpopulacoes geradoras dos erros.
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Para o processo de simula¢do, foi considerado € = 6E-3, T=0.05 e 2100 iteracdes do GGS
proposto, resultando em 776 rejei¢cdes devido a probabilidade de MH (7% dos valores
propostos) e 300278 avaliacdes das distribuicdes-alvo envolvidas (variando de 15 a 41 pontos
para cada uma). Os periodos de burn-in para (U, Md;, S») foram respectivamente (400, 700,
1050). De maneira a alcangar uma acurécia similar a do GGS proposto ao menos em relagdo a
varidvel U, foram executadas 2100 iteragdes do GGS tradicional com vetores envolvendo 60
pontos, o que resultou em 630000 avaliacdes das distribui¢cdes-alvo (mais que duas vezes a
quantidade de avaliacdes do GGS proposto). Os periodos de burn-in para (U, Md, S,) foram
respectivamente (750, 1200, 450). Com o intuito de comparar o GGS proposto com o
tradicional, o pacote ©WinBUGS foi mais uma vez aplicado sob 100000 iteracdes e um
periodo de burn-in de 30000 iteragdes. A Figura 5.11 apresenta as estimativas para as
distribuicdes a posteriori de U, Md, e S,. Mais uma vez, o GGS proposto apresentou melhor
desempenho, principalmente para as distribui¢des de alta curtose. O tempo de simulagdo
requerido pelo GGS proposto foi de 14.063 segundos enquanto o GGS tradicional consumiu
31.36 segundos e o WinBUGS 27.354 segundos. Comente-se que neste caso, os resultados
promovidos pelo GGS proposto sugerem resultados melhores do que o préprio WinBUGS

para Md,, devido ao comportamento sensivelmente instdvel deste para tal varidvel.

U ~ Uniforme (100, 1000); Md; ~ Uniforme (0.4, 2.5); Si~Uniforme (1E-5, 0.5); [E;jiIMd=a, Si=b] ~
Lognormal (log(a), b%); [U"{U=u, Md=a, S;=b] ~ Lognormal (log(u) + log(a), b%); i=1,2;j=1, ..., 34
Evidéncias:

U,'=291; Uy'=269;

Elﬂj=elj=

(1.20, 1.19, 1.22, 1.02, 1.04, 0.96, 1.01, 1.05, 1.07, 0.99, 1.03, 1.06, 1.05, 1.06, 1.08, 1.05, 1.06, 1.10, 0.99,
1.10, 0.98, 1.02, 0.80, 0.95, 1.01, 1.00, 1.05, 0.92, 0.96, 0.99, 0.90, 1.15, 1.01, 1.14);

E2’-=62-=

(1.J13, 1.15, 1.10, 1.10, 1.14, 1.03, 1.07, 1.09, 1.12, 1.07, 1.08, 1.21, 1.17, 1.18, 1.13, 1.16, 1.15, 1.26, 0.86,
1.14, 1.17, 0.85, 1.33, 0.89, 1.09, 1.17, 1.21, 1.07, 0.77, 0.81, 0.92, 0.98, 0.96, 0.94).

Figura 5.10 RB relacionada a uma instancia da metodologia da incerteza de modelos proposta por Droguett &
Mosleh (2008) (ver se¢do 2.6, capitulo 2) envolvendo dois modelos independentes e 34 evidéncias do erro
cometido por cada modelo.

78



Capitulo 5

Distribui¢do

Distribui¢do

Casos de Estudo

0.020 -
g*(u), proposto
0.015 ———- g*(u), tradicional
= = +WinBUGS
0.010 -
0.005 -
0.000 T T T T T T T T T
200 220 240 260 280 300 320 340 360 380
u
(a) GGS tradicional: vkI* = 0.006; GGS proposto: vkl = 0.006.
36 h
n — g*(md1), proposto
: " ——~- g*md1), tradicional
27 = = 'WnBUGS
18
9
0 = \ ‘ ‘ R
0.95 0.98 1.01 1.04 1.07 1.10
mdl

(b) GGS tradicional: vki* = 0.140; GGS proposto: vkl* = 0.033.
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(c) GGS tradicional: vkI* = 0.007; GGS proposto: vkl = 0.006.

Figura 5.11. Distribuicoes a posteriori estimadas de U, Md,, and S, de acordo com ©WinBUGS baseado em
100000 iteragoes (sob um periodo de burn-in de 30000 pontos), 2100 iteragoes do GGS tradicional (com vetores

de 60 pontos) e 2100 iteracoes do GGS proposto (sob T= 0.05, € = 6E-3).

Em termos de variabilidade dos resultados, considerando a quantidade U, obteve-se vkl,ysi,
= 1.15 em média, com desvio-padrao de 0.15, tendo valores variando entre 0.84 e 1.44,
conduzindo a um intervalo de confianga (com nivel de significincia de 5%) para a razdo
média [1.09, 1.20]. Isto indica que, além de promover uma maior eficiéncia computacional, o

GGS proposto € sensivelmente melhor que o tradicional em termos de acurécia para este caso.

5.4.Sintese

Nesta subsecdo, busca-se resumir algumas caracteristicas envolvendo as simulagdes
realizadas no presente capitulo.

Quanto aos parametros de entrada do GGS proposto, um erro relativo em torno de € = SE-
3 e um fator de aleatoriedade t = 5E-2, envolvendo 1500 iteragdes do método de MCMC
subjacente, mostrou-se em geral adequado para realizac@o de inferéncias.

Quanto aos resultados, de maneira geral, pode-se perceber que a capacidade adaptativa do
GGS proposto, aliada a seus fatores de aleatoriedade devido a ASR2(t) e a probabilidade de
rejeicdo de Metropolis-Hastings, possibilitaram resultados encorajadores a seu favor quando
comparados aos do GGS tradicional, baseado em pontos igualmente espacados e funcdes

lineares por partes. Isto se verificou principalmente para os casos onde as distribuicdes
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marginais de interesse possuem elevada curtose, requerendo do GGS tradicional relativo
esfor¢o para realizar ajustes razodveis. Os casos 5.7 e 5.8 sdo um exemplo disso.

Em relagdo a alguns dos demais métodos encontrados na literatura, o GGS proposto
apresentou bons resultados. Considerando sua proposta inicial de ser aplicivel a MBs
genéricos, o caso 5.5 pdde indicar seu melhor desempenho em relacdo a todos os métodos
avaliados, com excecdo da extensdo logic sampling, cuja aplicagdo € usualmente limitada a
MBs que ndao possuem varidveis evidenciadas. Ressalte-se ainda o bom desempenho do
método proposto quando comparado ao proprio WinBUGS, adotado como referéncia na
maioria dos casos. Este dltimo se mostrou por muitas vezes mais dispendioso em termos de
tempo computacional sem, no entanto, superar o primeiro em termos de suavidade das
estimativas marginais.

Por outro lado, verificaram-se as dificuldades de GGS em lidar com problemas
envolvendo fungdes cuja variacdo da func@o derivada se mostra expressiva em pequenas
regides do seu suporte apenas, tais como no caso 5.6. Nestes casos, 0 GGS tradicional pode
requerer um nimero de pontos demasiadamente grande para adequadamente representar tal

varia¢do e o0 GGS proposto pode simplesmente ndo capta-la.
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6. CONCLUSOES

Este trabalho foi, de acordo com o conhecimento do autor, uma primeira tentativa de
aprimorar o método de MCMC de Griddy-Gibbs (GGS). A principal motivacdo para tanto
residiu na possibilidade de se adotar regras de reducdo de varidncia, tais como Rao-
Blackwellization, que reduzem o nimero de iteracdes do MCMC necessdrias para obtencdo de
estimativas marginais confidveis a partir de modelos Bayesianos (MBs). O método resultante
mostra-se aplicdvel para a realizacdo da inferéncia Bayesiana independente do contexto em
questao.

Os primeiros capitulos foram uteis para ilustrar a abrangéncia de MBs nas diversas dreas
do conhecimento, com énfase especial aos problemas de andlise de confiabilidade e riscos.
Argumentou-se sobre a importancia de formalismos tais como redes Bayesianas (RBs) neste
contexto, tanto para a aplicagdo de MBs existentes quanto para o desenvolvimento de novos
modelos. A possibilidade de visualizagcdo do modelo introduzida formalmente por RBs, por
exemplo, impulsionou ndo apenas a aplicacdo da inferéncia Bayesiana mas também a
compreensdo de modelos matematicamente complexos por uma maior malha de profissionais.
Mencionou-se, também, as dificuldades de obtencdo de estimativas marginais que
acompanham a liberdade de se modelar mais realisticamente a partir de RBs. Devido ao
problema de manipular RBs ser NP-hard, a pesquisa sobre métodos direcionados para tal
propdsito estd em constante desenvolvimento.

Neste sentido, os métodos de MCMC foram mais formalmente abordados pelo trabalho.
Enfatizou-se que tais métodos podem ser direcionados a manipulagdo de MBs sem que a
natureza do problema ou das varidveis envolvidas seja alterada; prética usualmente adotada
por métodos alternativos aos de MCMC. Neste percurso, pdde-se destacar como as re-
interpretagdes ou mesmo leves alteragdes em algoritmos existentes promoveram 0S avangos
mais significativos dos métodos de MCMC. Tal etapa conclui-se com a apresentacdo do
método de Gibbs (GS) que possibilita o uso de Rao-Blackwellization e de GGS, que busca
aproximar GS quando este ndo pode ser diretamente aplicado ao MB.

Nos dltimos capitulos, estudos acerca de novas variantes de GGS foram elaborados.
Deficiéncias conceituais e de aproximag¢@o propagadas desde sua introdug¢do em 1992 foram
discutidas, dando suporte para a introducdo de algoritmos alternativos. Neste sentido, métodos
numéricos adaptativos e técnicas de agrupamento probabilisticas foram estudadas e adaptadas
a fim de melhorar o desempenho de GGS tanto em termos de acuricia quanto de eficiéncia

computacional. Além disso, defendeu-se aqui a tese de que GGS deve ser interpretado como
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uma extensdo de MH (cuja probabilidade de rejeicio pode ser ndo-nula) ao invés de uma
derivagdo de GS. Caso contrdrio, argumentou-se que os resultados de GGS podem ser
questiondveis, j4 que a presenca de uma probabilidade de rejeicdo € uma caracteristica
fundamental dos métodos de MCMC que recorrem a funcdes alternativas aquelas cuja
amostragem direta € invidvel. De maneira a suprir tal defici€éncia, conceitos de métodos de
MCMC consolidados foram também incorporados a GGS. A soma de todas estas
caracteristicas incluidas em GGS o promoveu a condicdo de dnico método de aceitagdo-
rejeicdo adaptativo que permite Rao-Blackwellization. Resultados baseados em alguns casos
de estudos extraidos da literatura, que datam desde a década passada até o presente ano,
indicam o seu grande potencial para a promocdo de inferéncias Bayesianas mais acuradas e
com menor consumo computacional, principalmente em se tratando de distribuicdes com
elevada curtose (mais compactas). O GGS tradicional requer um nimero elevado de
avaliagdes da fun¢do de interesse nestes casos. Ressaltou-se, ainda, o desempenho do GGS
proposto quando comparado aos métodos embutidos no pacote WinBUGS ©. Em algumas
situacdes, o primeiro alcangou resultados mais confidveis, mesmo recorrendo a menos
recursos computacionais. Destaque-se neste contexto os casos nos quais a conjugacdo de

distribuicdes é menos freqiiente.

6.1.Limitacoes do Trabalho

A principio inevitavelmente, o infortinio de requerer uma cadeia de Markov subjacente ao
menos irredutivel € uma das limitacdes do algoritmo proposto (caracteristica dos métodos de
MCMC). Um outro ponto passivel de criticas consiste da necessidade de se ter intervalos que
delimitem o suporte das funcdes estudadas. Embora que por muitas vezes seja possivel
atribuir restricdes neste sentido, tal tarefa pode se tornar bastante drdua ou mesmo invidvel a
depender do MB. Por fim, as dificuldades para se determinar pardmetros cruciais tanto do
GGS proposto (tais como o nivel de tolerancia atribuido pelo usudrio e o nivel de
aleatoriedade do método adaptativo) quanto da prépria metodologia de MCMC (nimero de
iteracoes e periodo de burn-in) podem também ser destacadas como fontes de

questionamentos.

6.2. Trabalhos Futuros

Trabalhos futuros devem ser direcionados ao estudo de métodos numéricos adaptativos
alternativos ao adotado no presente trabalho e & adog¢do de aproximagdes polinomiais por

partes, ao invés das lineares atualmente consideradas. Em complemento, algoritmos para a
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definicdo de valores que delimitem o suporte das funcdes estudadas devem também ser
desenvolvidos. Ainda neste sentido, uma compara¢ido mais exaustiva em termos de acurécia e
consumo computacional, envolvendo demais alternativas de manipulacio de modelos
Bayesianos, mostra-se também pertinente. Tal tarefa torna-se custosa devido a necessidade de
implementacido dos métodos estudados para a realizacdo de comparagdes imparciais.

Por outro lado, em uma perspectiva mais genérica, o aprimoramento de MBs existentes
serd trabalhado. Cite-se como exemplo, a modelagem de pardmetros de confiabilidade em
funcdo do tempo subjacentes a processos ndo-homogéneos de Poisson ou Gamma em
detrimento do processo homogéneo de Poisson considerado no formalismo de andlise de
variabilidade populacional (se¢do 2.5) ou, em outra vertente, a modelagem de dependéncias

entre modelos na metodologia de incerteza de modelos (secdo 2.6).

84



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Andrieu, C. e Thoms, J. A tutorial on adaptive MCMC. Stat Comput, v.18, p.343-373. 2008.
Ardia, D., Hoogerheide, L. F. e Dijk, H. K. V. Adaptive Mixture of Student-t Distributions as
a Flexible Candidate Distribution for Efficient Simulation: The R Package AdMit. Journal of
Statistical Software, v.29, n.3, p.1-32. 2009.

Ausin, M. C. e Galeano, P. Bayesian estimation of the Gaussian mixture GARCH model.
Computational Statistics & Data Analysis, v.51,n.5, p.2636 — 2652. 2007.

Bauwens, L. e Lubrano, M. Bayesian inference on GARCH models using the Gibbs sampler.
Econometrics Journal, v.1, n.1, p.C23-C46. 1998.

Bernardo, J. M. e Smith, A. F. Bayesian theory. Chichester: John Wiley & Sons Ltd. 1995.
Bolstad, W. M. Introduction to Bayesian statistics. New Jersey: John Wiley & Sons. 1943.
Brewer, M. J., Aitken, C. G. G. e Talbot, M. A comparison of hybrid strategies for Gibbs

sampling in mixed graphical models. Computational Statistics & Data Analysis, v.21, n.3,

p.343-365. 1996.

Cai, B., Meyer, R. e Perron, F. Metropolis Hastings algorithms with adaptive proposals. Stat
Comput, v.18, n.421-433. 2008.

Casella, G. e Berger, R. L. Statistical inference. California: Duxbury. 2001.

Castillo, E., Gutiérrez, J. M., Hadi, A. S. e Solares, C. Symbolic propagation and sensitivity
analysis in Gaussian Bayesian networks with application to damage assessment. Artificial
Intelligence in Engineering, v.11, p.173-181. 1997.

Castillo, E. e Kjerulff, U. Sensitivity analysis in Gaussian Bayesian networks using a
symbolic-numerical technique. Reliability Engineering and System Safety, v.79, p.139-148.
2003.

Clark, J. S. e Gelfand, A. E. Hierarchical modelling for the environmental sciences: statistical
methods and applications. Oxford: Oxford University Press. 2006.

Congdon, P. Applied Bayesian Modelling. Chichester: John Wiley & Sons, Ltd. 2003.

Congdon, P. Bayesian Models for Categorical Data. Chichester: John Wiley & Sons, Ltd.
2005.

Congdon, P. Bayesian Statistical Modelling. Chichester: John Wiley & Sons. 2006.

Cooper, G. F. The computational complexity of probabilistic inference using bayesian belief
networks. Artificial Intelligence, v.42, n.2-3, p.393-405. 1990.

85



Referéncias Bibliogrdficas

Cryer, J. D. Time series analysis. Boston: PWS Publishers. 1986.

Dagum, P. e Luby, M. Approximating probabilistic inference in Bayesian belief networks is
NP-hard. Artificial Intelligence, v.60, n.1, p.141-153. 1993.

Devroye, L. Non-uniform random variate generation. New York: Springer-Verlag. 1986.

Diéz, F. J. Local conditioning in Bayesian networks. Artificial Intelligence, v.87, p.1-20.
1996.

Droguett, E. L., Groen, F. e Moslehb, A. The combined use of data and expert estimates in
population variability analysis. Reliability Engineering and System Safety, v.83, p.311-321.
2004.

Droguett, E. L. e Mosleh, A. Bayesian Methodology for Model Uncertainty Using Model
Performance Data. Risk Analysis, v.28, n.5, p.1457-1476. 2008.

Du, Q. e Gunzburger, M. Grid generation and optimization based on centroidal Voronoi
tessellations. Applied Mathematics and Computation, v.133, n.2-3, p.591-607. 2002.

Edwards, D. Introduction to Graphical Modelling. New York: Springer. 1949.

Firmino, P. R. A. e Droguett, E. L. A numerical procedure for handling mixed Bayesian
networks. In: European Safety and Reliability Annual Conference (ESREL). Prague, 2009.

Firmino, P. R. A., Filho, R. L. M. S. e Droguett, E. L. An Expert Opinion Elicitation Method
Based on Bayesian Intervals Estimation and Computational Searching Algorithms: an
Application to Oil Refinery Risk Analysis. In: International Probabilistic Safety Assessment
and Management Conference, PSAM 9. Hong Kong, 2008.

Firmino, P. R. A., Menézes, R. D. C. S., Droguett, E. L. e Duarte, D. C. D. L. Eliciting
Engineering Judgments in Human Reliability Assessment. In: 52nd Annual Reliability &
Maintainability Symposium. Newport Beach: IEEE, 2006.

Firmino, P. R. A., Moura, M. D. C., Pontual, A. D. O., Lins, I. D. e Droguett, E. L. Politica
6tima de manutengdo preventiva de sistemas repardveis baseada em confiabilidade. XX
Congresso Panamericano de Engenharia Naval Transporte Maritimo e Engenharia Portudria
(COPINAVAL). Sdo Pau 2007.

Gelfand, A. E. e Smith, A. F. M. Sampling-Based Approaches to Calculating Marginal
Densities. Journal of the American Statistical Association, v.85, n.410, p.398-409. 1990.

Geman, S. e Geman, D. Stochastic relaxation, Gibbs distributions and the Bayesian restoration
of images. IEEE Trans. Patt. Anal. Mach. Intell. ,v.6,p.721-741. 1984.

George, E., Makov, U. e Smith, A. Conjugate likelihood distributions. Scandinavian J.
Statist., v.20, n.2, p.147-156. 1993.

86



Referéncias Bibliogrdficas

Gerlach, R. e Chen, C. S. Bayesian inference and model comparison for asymmetric smooth
transition heteroskedastic models. Stat Comput, v.18, p.391-408. 2008.

Geyer, C. J. Practical Markov chain Monte Carlo. Statictic Science, v.7, p.473-511. 1992.

Gilks, W. R., Richardson, S. e Spiegelhalter, D. Markov Chain Monte Carlo in Practice. New
York: Chapman & Hall/CRC. 1996.

Hamada, M. S., Wilson, A. G., Reese, C. S. e Martz, H. F. Bayesian Reliability. New York:
Springer. 2008.

Hastings, W. K. Monte Carlo sampling methods using Markov chains and their applications.
Biometrika, v.57, n.97-109. 1970.

Heckerman, D., Mamdani, A. e Wellman, M. P. Realworld applications of Bayesian networks.
Communications of the ACM v.38, n.3, p.24-68. 1995.

Henrion, M. Propagating uncertainty in Bayesian networks by probabilistic logic sampling.
In: Uncertainty in Artificial Intelligence 2. North-Holland, 1988.

Hrycej, T. Gibbs Sampling in Bayesian Networks. Artificial Intelligence, v.46, p.351-363.
1990.

Huang, C. e Darwiche, A. Inference in belief network: A procedural guide. International
Journal of Approximate Reasoning, v.11, n.1, p.1-158. 1994.

Johansen, A. M., Doucet, A. e Davy, M. Particle methods for maximum likelihood estimation
in latent variable models. Stat Comput, v.18, p.47-57. 2008.

Keith, J. M., Kroese, D. P. e Sofronov, G. Y. Adaptive independence samplers. Statistics &
Computation, v.18, n.4, p.409—420. 2008.

Kelly, D. L. e Smith, C. L. Bayesian inference in probabilistic risk assessment - The current
state of the art. Reliability Engineering and System Safety, v.94, p.628-643. 2009.

Kennedy, J. e Eberhart, R. C. Swarm intelligence. San Diego: Morgan Kaufmann. 2001.
Koller, D., Lerner, U. e Angelov, D. A General Algorithm for Approximate Inference and Its
Application to Hybrid Bayes Nets. In: 15th Annual Conference on Uncertainty in Artificial
Intelligence. Stockholm, 1999.

Korb, K. B. e Nicholson, A. E. Bayesian artificial intelligence. Florida: Chapman &
Hall/CRC. 2003.

Kozlov, A. V. e Koller, D. Nonuniform dynamic discretization in hybrid networks. In: 13th
Conference on Uncertainty in Artificial Intelligence. Rhode Island, 1997.

Ladeira, M., Vicari, R. M. e Coelho, H. Redes Bayesianas Multiagentes. In: Encontro
Nacional de Inteligéncia Artificial. Rio de Janeiro, 1999.

87



Referéncias Bibliogrdficas

Langseth, H., Nielsen, T. D., Rumi, R. e Salmerdén, A. Inference in hybrid Bayesian networks.
Reliability Engineering and System Safety, v. , p.doi:10.1016/j.ress.2009.02.027. 2009.

Malcolm, M. A. e Simpson, R. B. Local Versus Global Strategies for Adaptive Quadrature.
ACM Transactions on Mathematical Software, v.1, n.2, p.129-146. 1975.

Martz, H. F. e Waller, R. A. Bayesian reliability analysis. Florida: Krieger Publishing
Company. 1982.

Mckeeman, W. M. Adaptive numerical integration by Simpson's rule, Algorithm 145.
Communications of the ACM, v.5,n.12, p.604. 1962.

Metropolis, N., Rosenbluth, A. W., Rosenbluth, M. N., Teller, A. H. e Teller, E. Equations of
state calculations by fast computing machine. Chem. Phys., v.21,n.1087-1091. 1953.

Meyer, R., Cai, B. e Perron, F. Adaptive rejection Metropolis sampling using Lagrange
interpolation polynomials of degree 2. Computational Statistics and Data Analysis, v.52,n.7,
p.3408-3423. 2008.

Michalewicz, Z. Genetic algorithms + data structures = evolution programs. Berlin:
Springer. 1999.

Neal, R. M. Slice sampling. The Annals of Statistics, v.31, n.3, p.705-767. 2003.
Neapolitan, R. E. Learning Bayesian Networks. New Jersey: Pearson Prentice Hall. 2004.

Neil, M., Tailor, M. e Marquez, D. Inference in hybrid Bayesian networks using dynamic
discretization. Statistics & Computation, v.17, n.3, p.219-233. 2007.

Neil, M., Tailor, M., Marquez, D., Fenton, N. e Hearty, P. Modelling dependable systems
using hybrid Bayesian networks. Reliability Engineering and System Safety, v.93, p.933-939.
2008.

Pearl, J. Fusion, Propagation, and Structuring in Belief Networks. Artificial Intelligence, v.29,
p-241-288. 1986.

Pearl, J. Probabilistic Reasoning in Intelligent Systems: Networks of Plausible Inference.
California: Morgan Kaufmann. 1988.

Pearl, J. Causality, Reasoning, and Inference. New York: Cambridge University Press. 2000.

Press, W. H., Teukolsky, S. A., Vetterling, W. T. e Flannery, B. P. Numerical recipes in C:
the art of scientific computing. Cambridge: Cambridge University Press. 1992.

Ritter, C. e Tanner, M. A. Facilitating the Gibbs Sampler: The Gibbs Stopper and the Griddy-
Gibbs Sampler. Journal of the American Statistical Association, v.87,1n.419, p.861-868. 1992.

Robert, C. P. e Casella, G. Monte Carlo statistical methods. New York: Springer. 2004.

Ross, S. M. Introduction to Probability Models. Florida: Harcourt Academic Press. 2000.
88



Referéncias Bibliogrdficas

Ross, S. M. Simulation. San Diego: Academic Press. 2002.

Rumi, R. e Salmerén, A. Approximate probability propagation with mixtures of truncated
exponentials. International Journal of Approximate Reasoning, v.45, p.191-210. 2007.

Rumi, R., Salmerén, A. e Moral, S. Estimating Mixtures of Truncated Exponentials in Hybrid
Bayesian Networks. Test, v.15, n.2, p.397-421. 2006.

Souza, F. M. C. D. Sistemas Probabilisticos. Recife: Talus. 2002.

Suermondt, H. J. e Cooper, G. F. Initialization for the method of conditioning in Bayesian
belief networks. Artificial Intellingence, v.50, p.83-94. 1991.

Tierney, L. Exploring posterior distributions using Markov chains. In: Computer Science and
Statistics: Proc. 23rd Symp. Interface Fairfax Station, 1991.

Wei, S. X. A censored—GARCH model of asset returns with price limits. Journal of Empirical
Finance, v.9,n.2, p.197-223. 2002.

York, J. Use of the Gibbs Sampler in expert systems. Artificial Intelligence, v.56, p.115-130.
1992.

Zio, E. e Pedroni, N. Estimation of the functional failure probability of a thermal-hydraulic

passive system by Subset Simulation. Nuclear Engineering and Design, v.239, p.580-599.
20009.

89



