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RESUMO

E notavel que o ensino atual da Geometria no Brasil é bastante problematico.
Por diversas vezes, os alunos em formacédo ndo conseguem desenvolver um bom
pensamento geométrico e os motivos geradores desta situacdo sdo os mais diversos.
Quando existe o tratamento dos contetdos da Geometria, iSso ocorre nas disciplinas
de Matemética. Além disso, percebe-se uma grande polarizacao ao tratar apenas da
Geometria Euclidiana, o que pode gerar uma desinformacdo no tocante as
possibilidades de se pensar, representar e analisar geometricamente. Nesse sentido,
percebemos a necessidade de se trazer abordagens que contribuam para o bom
desenvolvimento do pensamento geométrico e uma aprendizagem significativa para
os estudantes. E para tal, defendemos o uso de Geometrias ndo-euclidianas, mais
precisamente o uso da Geometria Fractal. Com tudo isso em vista, esse trabalho tem
como objetivo investigar a possibilidade de se utilizar a Geometria Fractal ao abordar
os conteudos de Matemética (conteudos de contagem, perimetros, areas e volumes)
do Ensino Basico. Sendo assim, apresentaremos um estudo pautado nas teorias da
Geometria Fractal, iniciadas por Benoit Mandelbrot e continuados por outros
matematicos. Demonstraremos a constru¢do dos fractais: llha de Koch, Curva de
Koch, Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Esponja de Menger e Piramide
de Sierpinski, utilizando softwares de manipulacdo geométrica e ressaltaremos
também a importancia da Geometria Dinamica neste processo, no tocante a facilidade
proporcionada por softwares em se obter representacdes e de se refazer construcdes
geomeétricas. A metodologia do trabalho € de natureza qualitativa, a pesquisa é do tipo
dialégica, no sentido em que propde um dialogo com os autores trabalhados na
pesquisa documental, e em termos de procedimentos técnicos-metodoldgicos trata-
se de uma pesquisa bibliografica e documental, cujo objetivo central é estabelecer
uma andlise aprofundada do material bibliografico e documentar com o intuito de

trazer a tona aspectos de base na proposta desenvolvida ao final pesquisa.

Palavras-chave: Geometria Fractal; Geometria; Matematica, Geometria Dinamica;
Expressao Gréfica.



ABSTRACT

It is noticeable that the current teaching of Geometry in Brazil is quite
problematic. On several occasions, students aren’t able to develop a good geometric
thinking and the reasons for this situation are the most diverse. When there is a
treatment of the contents of Geometry, this occurs within the contents of Mathematics.
In addition, there is a great polarization when dealing only with Euclidean Geometry,
which can generate misinformation regarding the possibilities of thinking, representing
and analyzing geometrically. In this, we perceive the need to bring approaches that
contribute meaning to the good development of geometric thinking and a meaningful
learning for students. And for that, we defend the use of non-Euclidean Geometries,
more precisely the use of Fractal Geometry. With all that in mind, this work aims to
investigate the possibility of using Fractal Geometry when approaching the contents of
Mathematics (counting, perimeters, areas and volumes) of Basic Education. Therefore,
we will present a study based on the theories of Fractal Geometry, initiated by Benoit
Mandelbrot and continued by other mathematicians. We’ll demonstrate the
construction of the fractals: Koch Island, Koch Curve, Sierpinski Triangle, Sierpinski
Carpet, Menger's Sponge and Sierpinski's Pyramid, using two geometric manipulation
software and we’ll also emphasize the importance of Dynamic Geometry in this
process by the ease provided by software in obtaining representations and redoing
geometric constructions. The methodology of this work is qualitative and the research
is dialogic, in the sense in which it proposes a dialogue with the authors that we
referred in the documental research, and in terms of technical-methodological
procedures it is a bibliographical and documental research, whose objective central is
to establish an in-depth analysis of the bibliographic material and to document it in

order to bring to light basic aspects in the proposal developed for the final research.

Keywords: Fractal Geometry; Geometry; Mathematics; Dynamic Geometry; Graphic
Expression.
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1 Introducéo

A partir da analise de como sédo conduzidos os conteudos matematicos na
Educacao Basica podemos perceber um cenério que néo favorece a abordagem de
conceitos, propriedades e representagfes geométricas. Por diversas vezes os alunos
em formacgédo ndo conseguem desenvolver um bom pensamento geométrico e os
motivos geradores desta situacdo sdao os mais diversos. Pavanello (1993) destacou
um carater crescente no abandono do ensino da Geometria, inclusive sendo este mais
evidente nas escolas publicas, observado apds a promulgacao da Lei 5692/71, que

permitiu uma grande autonomia as escolas referente aos programas de ensino.

Segundo a autora, tal autonomia levou a muitos professores de matemética
evitarem de incluir a Geometria nos seus programas, ou propositalmente colocarem-
na para o final do ano letivo, e, por conta da falta de tempo, ndo ser abordada em sala
de aula. Tal fato pode ser justificado pela inseguranca destes professores frente a
Geometria, causada muitas vezes pela quantidade insatisfatéria de conteudos desta
area tratados na formacao académica do profissional. Guimardes e Santos (2013)

afirmam que:

Muitas pessoas, até mesmo alguns professores da educacdo basica,
restringem o conhecimento matematico apenas ao que se relaciona com
nameros: quantificacdo, registro, operacdes, propriedades, ou seja, ao
campo da matemética conhecido como aritmética, pois ndo se sentem a
vontade para explanar sobre geometria. (p. 8)

Além disso, quando existe a abordagem dos conteidos da Geometria no
ensino da Matematica, percebe-se uma grande polarizacdo dos professores ao
tratarem apenas da Geometria Euclidiana, o que pode gerar uma desinformacéo no
tocante as possibilidades de se pensar, representar e analisar geometricamente algo.
Nesse sentido, percebemos a necessidade de serem trazidas novas abordagens, que
contribuam para o bom desenvolvimento do pensamento geométrico e para uma

aprendizagem significativa nos alunos.

Para isso, defendemos o uso de Geometrias ndo-euclidianas no processo, mais
precisamente o0 uso da Geometria Fractal. E assim, surge a necessidade do
desenvolvimento de uma pesquisa que responda a pergunta: “Existem possibilidades
de se utilizar a Geometria Fractal ao abordar os conteddos de Matematica do Ensino

Basico?”. Por meio do trabalho realizado, ndo apenas respondemos a esta pergunta,
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mas também determinamos analises, trazemos contribuicbes e desenvolvemos

materiais didaticos que fornegam alternativas para a tal utilizacéo.

Sendo assim, apresentamos um estudo pautado nas teorias da Geometria
Fractal, iniciadas por Benoit Mandelbrot e continuados por outros matematicos.
Demonstraremos a construcdo dos fractais: llha de Koch, Triangulo de Sierpinski,
Tapete de Sierpinski, Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski, utilizando
softwares de manipulacdo geométrica e Ressaltaremos também a importancia da
Geometria Dindmica neste processo, no tocante a facilidade proporcionada por
softwares de se obter representacbes e de se refazer varias vezes construcdes

geométricas.

Também exploraremos relagdes numéricas, examinando a possibilidade de se
tracar paralelos observaveis a partir de iteragfes sucessivas entre elementos e
propriedades de fractais e os conceitos matematicos de contagem, perimetros, areas
e volumes estudados na educacdo basica. Além disso, analisaremos materiais e
documentos que defendem o uso da geometria dinamica em atividades propostas
para o ensino bésico, relacionando a geometria fractal aos conteidos da matematica
gue podem ser abordados por intermédio dela. Também indicaremos as nossas
propostas para a utilizacdo da Geometria Fractal por meio de apontamentos e da

producéo de materiais didaticos.

A metodologia do trabalho é de natureza qualitativa, a pesquisa do tipo
dialégica, no sentido em que propde um dialogo com os autores trabalhados na
pesquisa documental e em termos de procedimentos técnicos-metodolégicos trata-se
de uma pesquisa bibliografica e documental, cujo objetivo central é estabelecer uma
analise aprofundada do material bibliografico e documentar com o intuito de trazer a
tona aspectos de base na proposta desenvolvida ao final pesquisa. Nesse sentido, 0
trabalho possui 7 capitulos, arranjados em trés grandes etapas: a apresentacédo da
pesquisa bibliografica para a fundamentacao tedrica, a analise documental realizada
e a construcdo e apresentacdo da proposta para a utilizacdo da Geometria Fractal no

ensino.

1.1 Objetivos
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1.1.1 Objetivo geral

Investigar a possibilidade de se utilizar a Geometria Fractal ao abordar os contetdos
de Matematica (conteudos de contagem, perimetros, areas e volumes) do Ensino

Basico.

1.1.2 Objetivos Especificos

Apresentar o conceito de fractal desenvolvido por Benoit Mandelbrot e suas
caracteristicas, junto aos fractais de: Koch (Ilha e Curva de Koch), Sierpinski
(Triangulo, Tapete e Piramide de Sierpinski) e Menger (Esponja), utilizando
softwares de Geometria Dinamica (GeoGebra e Fragmentarium) para

demonstrar sua construcao e apontando caracteristicas dos mesmos;

Explorar relagbes numéricas, examinando a possibilidade de se tragar
paralelos observaveis entre elementos e comportamento de fractais a partir de
sucessivas iteracdes, e conceitos matematicos da Educacdo Baésica. Os
fractais utilizados nestes estudos desenvolvidos seréo:

a) llha de Koch, Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski (nos

contetidos de contagem, perimetros, areas);

b) Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski (nos contetudos de

contagem e volumes).

Analisar a BNCC, os Curriculos de Pernambuco do Ensino Fundamental e
Médio (buscando possiveis referéncias a geometria fractal ou a conteudos que
possam aborda-la) e quatro artigos (buscando trazer esclarecimento para
alguns pontos apresentados pelos autores e também propostas sugeridas para
a utilizacdo da Geometria Fractal no ensino), a fim de desenvolver uma
proposta para o Ensino Basico norteada pelos pontos destacados nestes

documentos oficiais e em atividades selecionadas dos artigos.

Desenvolver um Plano de Ensino com Sequéncia Didatica para a disciplina de
Matematica, acompanhado de cinco Planos de Aula, apresentando

possibilidades do uso dos fractais no Ensino Basico.
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2 A Geometria Fractal

Neste capitulo traremos definicdes, discussdes e representacbes graficas
acerca do tema central do trabalho, a Geometria Fractal, e por meio dele seréo feitas
reflexdes sobre o termo “fractal” e suas caracteristicas. Também discutiremos sobre
a possibilidade de utilizacao dos fractais em sala de aula, bem como a possivel relagdo
entre os fractais e a beleza. Além disso, serdo mostrados os fractais Curva de Koch,
llha de Koch, Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Piramide de Sierpinski,

Esponja de Menger e suas construcoes.

2.1 O Fractal e Mandelbrot

A denominacéao “Fractal” foi realizada pelo matematico Benoit Mandelbrot, em
1975, surgindo da necessidade de estudar e representar formas reais da natureza por
meio de uma O6tica geométrica, mas ndo da maneira como era feita pela geometria
euclidiana reduzindo estes formatos a elementos simples que n&o refletem a
realidade. Mandelbrot afirmava que as nuvens ndo sao esferas, as montanhas néao
Sao cones, os litorais ndo sao circulos, as cascas das arvores néo sao lisas, tampouco
0s raios se deslocam em linha reta. Portanto, é necessario tratar desses elementos,

fenbmenos e formas com a seriedade e analise que merecem, sabendo que:

[..] temos componentes com suas formas nas quais dominam a
irregularidade e o caos; tentar simplifica-las, empregando formas usuais da
classica geometria euclidiana, como tridngulos, circulos, esferas, cones etc.,
seria absurdamente inadequado. A geometria dos fractais pode fornecer
aproximacgdes para essas formas (BARBOSA, 2005, p. 10,12)

Surge entédo o termo fractal, a partir da observacgéo e constatacédo de ordem e
padrées onde antes se via o irregular e a desordem. Anteriormente a Mandelbrot,
estes temas matematicos mais problematicos para a comunidade cientifica ja tinham
sido notados, porém eram tratados como “monstros” e era evitado o seu estudo, sendo
desenvolvidos avangcos com poucos matematicos, mais corajosos e interessados,
mesmo que ainda ndo se fossem apontadas muitas dire¢cdes ou relagdes com o real,

ficando mais no abstrato.

O matemético francés, Benoit Mandelbrot, escolheu a palavra fractal para
nomear os estudos que ele se dedicou e trouxe mais conhecimento a noés.
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Pois na verdade os fractais ndo foram descobertos nem criados por
Mandelbrot, ele apenas 0s homeou, visto que estes ja eram conhecidos antes
de sua descoberta. Existem indicacfes de que os fractais ja existiam antes
do século XX. Na época eram conhecidos como “monstros matematicos”, na
Grécia Homérica, india e China. Até mesmo Euclides, a mais de dois mil anos,
observou que a areia da praia se assemelhava a uma espécie que é
bidimensional, embora fosse constituida por pequenas partes
tridimensionais. Mandelbrot ao definir os fractais se apoiou muito em
matematicos, cientistas, que ja haviam se dedicado a este estudo sistematico
dos fractais, mas ndo chegaram a ter uma concluséo exata dos seus estudos.
(BEMFICA, 2010, p. 9)

A palavra ‘fractal’ aponta sua origem para no adjetivo fractus, do verbo frangere
do latim, correspondendo a quebrar, no portugués, devido a propriedade dos fractais
chamada autossimilaridade, que confere a eles uma imagem de si em cada uma de
suas partes. Ou seja, 0 todo € semelhante as partes e vice-versa, os configurando
como objetos autossemelhantes. Os desdobramentos depois da teorizacdo da
Geometria Fractal foram diversos e continuam sendo observados e, segundo Miranda
et al (2008), a partir deste trabalho de Mandelbrot, questdes relativas a similitude entre
uma figura e a sua ampliacdo comecaram a aparecer, cada vez com maior frequéncia,

na literatura cientifica.

Mandelbrot comecou seus estudos numa época que, na Franca, as ideias e
método axiomatico do grupo Bourbaki eram muito infuentes, uma comunidade
cientifica que prezava muito mais por uma matematica “pura”’, sem “influéncias
enganosas” pelo visual geométrico. No contexto da Segunda Guerra Mundial, muitos
paises da Europa tiveram a educacao bastante comprometida pelo momento, e as
criancas por diversas vezes eram educadas informalmente por parentes ou tutores,
nas suas casas, sendo a Pol6nia, local de nascenca de Benoit, bastante prejudicada
pela guerra. A infancia de Mandelbrot foi marcada por diversas mudancas de local
onde sua familia morou, e seus estudos inicialmente foram ministrados por seus
familiares, apenas encontrando uma formalidade na Franca, onde foi aprovado na
Escola Politécnica. (BARBOSA, 2005)

Afirma-se que desde novo, Mandelbrot tinha interesse pela geometria, e que
mesmo atuando posteriormente em diversas areas do conhecimento, ela sempre foi
sua aliada, mesmo recebendo diversas criticas pelos matematicos da época, visto o
contexto anti-geométrico da Franca naquele periodo e também pela educacdo do

matematico nao ter sido desenvolvida de uma maneira formal, na sua infancia. Uma
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pergunta feita por Mandelbrot com grande frequéncia em suas palestras era a
seguinte: “Que extensao tem o litoral da Gra-Bretanha?”, a fim de instigar o debate
sobre como funcionam as utilizacbes da geometria euclidiana simplificando as formas
(BARBOSA, 2005).

A tal extenséo ja teria sido determinada na época e era um dado disponivel e
conhecido por todos, porém o matematico trazia algumas diferentes formas de se
pensar, propostas, ou situacdes para se medir esse comprimento da costa, que
acabavam gerando uma duvida nos ouvintes ou no minimo uma inquietacao sobre a
realidade. Os ouvintes eram indagados pelo cientista sobre como mudaria o tal
comprimento se fosse medido a partir dos passos de um homem dando uma volta em
toda a ilha a pé, depois como seria a mesma situacéo trocando-se o0 homem por um
lagarto, e depois por uma formiga. Os obstaculos percorridos com facilidade pelo
homem, eram muito maiores agora para a formiga, que em um sO passo nao
conseguiria passar pelos acidentes no relevo ignorados pelos longos passos do
homem, ou seja, de acordo com a escala com que se mede determinada dimenséo,
mais precisdo se encontra, e mais proximo da dimensdo real se chega, isso

posteriormente foi conhecido como o paradoxo do litoral. (FOLHA, 2010)

A definicdo inicialmente por Mandelbrot foi melhor fundamentada a partir dos
estudos posteriores, sendo considerado como fractal por Feder (1988) uma forma
cujas partes se assemelham ao todo sob alguns aspectos. Ja Falconer (1985 e 1990)

define um conjunto F como fractal se:

a) F possui alguma forma de “autossimilaridade” ainda que aproximada ou

estatistica;
b) a dimenséo fractal, definida de alguma forma, é maior que a sua dimensao
topoldgica;
c) o conjunto F pode ser expresso através de um procedimento recursivo ou

iterativo. (BARBOSA apud FALCONER, 2005)

Tais definicbes sédo retomadas por Miranda et al (2004) que destaca como
propriedades dos fractais a autossemelhanca, a complexidade infinita e a sua

dimensé&o. Bemfica (2010) semelhantemente a Miranda, também destaca que:
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Além de se apresentarem como formas geomeétricas, os fractais apresentam
determinadas caracteristicas: autossemelhanca, dimensionalidade e
complexidade infinita. A autossemelhanca é a simetria através das escalas,
gue consiste em cada pequena funcao do fractal, é tal qual uma réplica do
original, porém numa escala menor. Esta propriedade pode ser vista em
variados elementos da natureza. (p.2)

Figura 1 — Exemplo de autossemelhanca numa estrutura fractal

Fonte: Assis et al', 2008, p.2.

E importante destacar a determinacdo dos niveis de um fractal, que servem
para indicar a quantidade de iteracGes? existentes naquele estado que o fractal esta
sendo apresentado, indo de 0 até “n” (um numero qualquer de iteracdes). Por
exemplo, o Tridngulo de Sierpinski no nivel 0, como todo fractal neste nivel, ainda ndo
apresentou nenhum processo iterativo, sendo entdo representado por um triangulo
equilatero, porém no nivel 1, a partir da retirada de um triangulo equilatero de lado
igual a metade do lado do triangulo do nivel O (primeira iteracéo), sdo gerados entédo

3 novos tridangulos equilateros.

Figura 2 — 4 niveis no Triangulo de Sierpinski

! Disponivel em: https://www.scielo.br/j/rbef/a/NkxTkgKJJdBX6Zy95zWHZkG/?format=pdf&lang=pt ,
acessado em novembro de 2022.

2 lteracdo e Interac3o s3o palavras diferentes, a primeira se refere o ato de iterar, de repetir um processo. No
caso dos fractais, a iteragdo é a aplicagcdo do processo recursivo para a obtencdo da sua forma.



https://www.scielo.br/j/rbef/a/NkxTkgKJJdBX6Zy95zWHZkG/?format=pdf&lang=pt
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1 triangulo 3 triangulos

nivel 2 hivel 3

A A
AA vV
AAAAAA
9 triangulos 27 triangulos

Fonte: O autor (2022).

2.2 Fractais e a Beleza

O aproveitamento de relacbes entre conteddos que tragam novidades
interessantes, admiraveis, ferramentas novas ou até atividades ludicas para os
estudantes é um grande potencializador na vida do professor frente ao desinteresse
dos estudantes, pois “a utilizagao de diferentes materiais, atividades e, até mesmo,
métodos de ensino, facilitaria o ensino e aprendizagem da geometria, sempre indo ao
encontro do aluno.” (GUIMARAES E SANTOS, 2013). E, sendo assim, notando a
possivel contemplagéo do belo, do simétrico e do harmonioso, justificados sob a 6tica
da Estética, ramo da Filosofia, como uma destas oportunidades de facilitar o ensino
da geometria dentro da matematica estudada no ensino basico, apresenta-se a
possibilidade de despertar o interesse do aluno pelos conceitos mateméaticos sendo
observados através de ferramentas, elementos geométricos e propriedades presentes

nos fractais.

Algumas areas da Matematica, como a Geometria, possibilitam o surgimento
de prazer e gozo que merecem ser explorados pelos educadores. Assim sdo
as situacdes de contemplacéo de aspectos harmoniosos ou de contrastes na
arte, na pintura ou na prépria natureza. A visualizacdo de simetrias, por
exemplo, é um fator poderoso para sentir o belo. [...] E um fator determinante
de emoclbes, tanto € que pensadores, talvez exorbitando um pouco,
consideram-na a ordem da beleza estdvel ou o ritmo estatico. Ela
individualiza um objeto e lhe fornece carater de expressao. (BARBOSA, 2005,
p. 13)
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A Estética possui diversos campos de analise, e dentro destes se encontra a
Beleza, estudada por diversos autores e muito bem documentada e analisada pelo
escritor Ariano Suassuna em seu livro “Iniciacdo a Estética”. Uma destas € a Teoria
Aristotélica da Beleza, e por meio dela afirma-se que a beleza decorre “de certa
harmonia, ou ordenacgéo, existente entre as partes desse objeto entre si e em relagéao
ao todo” (SUASSUNA, 2012, p.24), ou seja, € necessario existir uma determinada
proporcao e organizacdo das partes que compdem um objeto para que ele, neste

pensamento, seja considerado belo.

[...] pode-se dizer que, para Aristételes, a Beleza é uma propriedade do objeto
e consiste, principalmente quando aparece como Belo, na harmonia das
partes de um todo que possua grandeza e medida. As trés caracteristicas
principais da Beleza s&o, portanto, harmonia, grandeza e proporgdo. A
féormula que traga as fronteiras da Beleza é “a unidade na variedade”.
(SUASSUNA, 2012, p.26)

Sendo assim, sob a Gtica desta teoria, 0os fractais como objetos geométricos
gue séo, por serem formados por partes semelhantes ao todo dada a sua propriedade
de autossemelhanca (proporcédo), mantendo organizacdes logicas que geram as tais
partes (harmonia), e, além disso, por admitirem possibilidade de gerar infinitos
processos iterativos, proporcionando grandeza a si, poderiam ser considerados e
observados como objetos dotados de beleza, e assim, passiveis de admiracéo.
Segundo Aristételes, citado por Suassuna (2012): “A Beleza — seja a de um ser vivo,
seja a de qualquer coisa que se componha de partes — ndo s6 deve ter estas partes

ordenadas mas também uma grandeza que obedeca a certas condigdes.” (p. 24).

Seria entdo uma estratégia chamar a atencédo dos alunos por meio da beleza
dos fractais, causando ao mesmo tempo uma admiragao e curiosidade pelo tema, algo
que ndo é comum ser visto na matematica do ensino basico. A partir disto, analisando
a geometria presente nos elementos dos fractais por meio de sua proporc¢éo, harmonia
e grandeza poderdo ser tratados 0s conceitos matematicos de area, volume e
contagem. Os fractais escolhidos para o desenvolvimento deste pensamento foram a
Curva e llha de Koch, o Triangulo, a Piramide e o Tapete de Sierpinski, e a Esponja

de Menger.

“Um dos caracteres mais fundamentais da Beleza é a harmonia, a ordem, o
equilibrio. Presente na Natureza, a justa propor¢do reencontra-se na



23

Matemética. Ela é o termo da atividade racional. A lei fundamental do agir
humano é a concepcdo e a criacdo da harmonia. Em toda vida humana,
enquanto racional, encontrar-se-a a harmonia. A Ciéncia é um sistema, logo
€ uma harmonia. A vida moral unifica todos os atos para um fim supremo
Unico: logo, desenvolve-se na harmonia. Enfim, nas criagcbes da Arte, a
multiplicidade converge para a unidade e realiza a harmonia.” (BRUYNE,
1930, p. 290 apud SUASSUNA, 2012, p. 25)

2.3 Curva e llha de Koch

Existem alguns fractais que sdo tidos como classicos por conta do seu estudo
ter servido de grande referéncia e importancia para os futuros estudos sobre o tema.
Um exemplo é a Curva de Koch, desenvolvida pelo matemético sueco Helge Von Koch
em 1904, que é definida pelo criador como “uma curva continua sem tangente, obtida
a partir de uma construgao geométrica elementar”. De fato, sua construgao é bastante
simples, feita a partir das sucessivas transformacdes de um segmento de reta em
segmentos congruentes contendo um formato de tridngulo equilatero sem um dos
lados. Para ser produzida no GeoGebra, por exemplo, a construcéo da Curva de Koch

pode ser obtida seguindo as regras sugeridas por Barbosa (2005):

1- Considerar um segmento de reta;

2- Dividir o segmento em 3 segmentos iguais, substituindo-os por 4 congruentes;
intermediario, por um triangulo equilatero sem o segmento intermediario (que
seria sua base);

3- Substituir cada um dos segmentos conforme a regra 2, e assim sucessivamente e
iterativamente. (BARBOSA, 2005)

Figura 3 — 4 niveis da Curva de Koch

/N

nivel 0 nivel 1
nivel 2 nivel 3

Fonte: O autor (2022).
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A partir da curva de Koch foi gerada a llha de Koch, um poligono obtido de um
tridangulo equilatero tendo seus lados modificados seguindo o principio gerador da
curva referida, o que nos proporciona uma figura com uma aparéncia semelhante a
um floco de neve, dai também surge o nome “Floco de Neve de Koch” para se referir
a esta estrutura. Dependendo da quantidade de vezes que o processo gerador é
realizado, a quantidade de lados do poligono varia, e, consequentemente também é
variado o perimetro da figura, sendo seguro afirmar que para um nuamero infinito de

repeticbes do processo, o perimetro da ilha torna-se infinito.

Figura 4 — Niveis 0 e 1 na llha de Koch

AR

nivel 0 nivel 1

Fonte: O autor (2022).

Figura 5 — Niveis 2 e 3 na llha de Koch

LA

nivel 2 nivel 3

Fonte: O autor (2022).

2.4 Triangulo e Piramide de Sierpinski
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O Triangulo e a piramide de Sierpinski foram desenvolvidos com os estudos de
Waclaw Sierpinski e sdo modelos fractais obtidos a partir de subtragéo. O primeiro,
inicia-se da subtracdo de um triangulo equilatero de area igual a 1/4 da area de outro
triangulo maior, e o segundo, da subtracdo de um volume é igual a 1/2 do volume do
tetraedro regular maior. O triangulo pode ser produzido no GeoGebra segundo o
passo a passo sugerido por Barbosa (2005):

1 — Considerar inicialmente um triangulo equilatero;

2 — Marcar os segmentos dos pontos médios formando 4 triangulos equilateros;
3 — Eliminar (remover) o central,

4 — Repetir em cada um dos triangulos ndo eliminados as construcdes 2 e 3;

5 — Repetir a operacao 4 sucessivamente. (BARBOSA, 2005)

Figura 6 — Triangulo de Sierpinski

hivel 0 nivel 1

A

hivel 2

Fonte: O autor (2022).

No caso da Piramide de Sierpinski, o processo feito no Tridangulo de Sierpinski
é feito semelhantemente para um tetraedro regular. S&o feitas subtracfes

consecutivas de um octaedro (por conta da estrutura tridimensional) da estrutura



inicial, resultando em 4 tetraedros na primeira iteracao.

Figura 7 — Geracao da Piramide de Sierpinski

nivel 1

octaedro retirado

divisivel em 4 tetraedros

Fonte: O autor (2022).

1 — Considerar inicialmente um tetraedro regular;
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2 — Marcar os segmentos dos pontos médios das arestas do tetraedro formando

um octaedro (4 tetraedros regulares);

3 — Eliminar (remover) o octaedro;

4 — Repetir em cada um dos tetraedros néao eliminados as construgdes 2 e 3;

5 — Repetir a operacao 4 sucessivamente.

Figura 8 — Piramide de Sierpinski




27

Fonte: O autor (2022).

2.5 Tapete de Sierpinski e Esponja de Menger

Ja o Tapete de Sierpinski € gerado a partir das sucessivas remocdes de um
pequeno quadrado do centro de um quadrado com 9 vezes a sua area, hum processo

semelhante ao feito no triangulo de Sierpinski. Segundo Barbosa (2005):
Pode-se aplicar a mesma técnica de eliminacdo (remocdo) usada no
Triangulo de Sierpinski, partindo de um quadrado, dividindo-o em 9 pequenos
guadrados congruentes, e eliminando o central. Em seguida, aplicar esse

mesmo procedimento em cada um dos 8 quadrados restantes, e assim
sucessivamente e iterativamente. (BARBOSA, 2005, p. 44)

Figura 9 — Tapete de Sierpinski niveis 0 a 3

nivel 0 nivel 1

nivel 2 nivel 3

Fonte: O autor (2022).

A Esponja de Menger surge de um processo semelhante ao processo de
obtencao da piramide de Sierpinski, e possui o tapete de Sierpinski em cada uma de
suas faces. Pode ser produzida em um software de manipulacdo geométrica 3D, como

0 Rhinocerus 3D seguindo o passo a passo dado por Oliveira (2020):

A Esponja de Menger é construida a partir de um cubo através do seguinte

processo recursivo:

1. Tome um cubo qualquer.
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2. Divida cada face do cubo em 9 quadrados. Desse modo o cubo inicial fica
subdividido em 27 cubos menores.

3. Remova o cubo localizado no meio de cada face e o cubo central, deixando

apenas 20 cubos restantes. Este € o primeiro nivel da Esponja de Menger.

4. Repita os passos 2 e 3 para cada um dos 20 pequenos cubos restantes do
nivel anterior. Assim, obtemos o segundo nivel da Esponja. Note que, neste
nivel, estamos dividindo cada um dos 20 cubos do nivel anterior em outros 20

cubos menores, obtendo no final 202 cubos.

5. A Esponja de Menger é o limite deste processo depois de um ndmero infinito
de interacdes. (OLIVEIRA, 2020)

Figura 10 — Esponja de Menger niveis 0 a 3

nivel 0 nivel 1
20°=1cubo 20" = 20 cubos restantes

nivel 2 Nivel 3

202 =400 cubos restantes 207 =20 cubos restantes

Fonte: O autor (2022).
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3 Relagdes numéricas e geomeétricas nos fractais

A partir do estudo das caracteristicas e das geracbes dos fractais
apresentados, surgem possibilidades de se abordar alguns conteudos tratados no
ensino basico utilizando-se de fractais, como contagem, perimetros, areas e volumes.
O livro “Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula” de Barbosa, em conjunto
a diversos estudos feitos recentemente (com destaque para a dissertacao feita em
2020 por Oliveira, “A geometria do Conjunto de Cantor, do Tapete de Sierpinski e da
Esponja de Menger”) trazem paralelos entre as caracteristicas de alguns fractais e sua

abordagem seguindo uma perspectiva educacional.

Neste capitulo faremos apontamentos e representacdes acerca dos fractais:
llha de Koch, Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski, Piramide de Sierpinski e
Esponja de Menger. Traremos relagbes numéricas fundamentadas em
representacfes visuais produzidas no GeoGebra e no Fragmentarium a fim de
explorar os elementos presentes nestes fractais por meio dos conceitos matematicos
de contagem, é&rea, perimetro e volume. Estas relacbes e representacdes, em
conjunto a nossa pesquisa bibliografica, servirdo de fundamentagéo para a analise de
artigos que propdem a utilizacdo da Geometria Fractal no Ensino Basico no capitulo
5 e posteriormente para a hossa proposta de plano de ensino para o ensino basico

utilizando-se desta Geometria para tratar de conceitos matematicos no capitulo 6.

Em relacdo aos topicos de Contagem, faremos analises em relacdo ao numero
de elementos presentes em cada fractal, podendo ser observados, por exemplo, a
quantidade de segmentos que compdem aquele fractal em cada nivel, ou a
quantidade de figuras repetidas que fazem parte daquela estrutura em cada nivel, e a
partir destas contagens, apresentar expressfes matematicas que determinem a

quantidade destes elementos contados no nivel “n”.

Em relacdo aos topicos de Perimetro, buscaremos determinar o perimetro ou
de todo o fractal no nivel “n” em fungao do lado da sua estrutura no nivel 0 (como é o
caso da ilha de Koch), ou entdo determinar o perimetro de uma estrutura repetida
naquele fractal no nivel “n” com seu lado em fungéo da estrutura original (por exemplo:
o Triangulo de Sierpinski € um fractal que surge no nivel 0 como um triangulo
equilatero de lado “c”, e a partir da primeira iteracdo sao obtidos 3 triangulos

equilateros cujo lado € “c/2”, sendo o perimetro de um tridngulo menor entao “3.¢c/2”,
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e o perimetro do tridngulo original “3.c”). Podemos ainda relacionar o perimetro de
uma estrutura repetida no nivel “n” a quantidade de figuras iguais a ela neste nivel,
determinada no topico de contagem anterior, obtendo assim o perimetro em conjunto

de todas as estruturas do fractal no nivel “n”.

Em relac&o aos topicos de Area, buscaremos determinar a area no nivel “n” da
figura repetida no fractal em funcdo da area da figura geradora inicial, podendo assim
relaciona-la ao nimero de estruturas determinadas no tépico de contagem, obtendo

assim a area total da figura no nivel “n” em funcao da area original.

Semelhantemente, em relacdo aos tdpicos de Volume, buscaremos determinar
o volume no nivel “n” do sdlido repetido no fractal em fungdo do volume do sélido
gerador inicial, podendo assim relaciona-lo ao nimero de sdlidos contados no tépico
de contagem, obtendo assim o volume total da figura no nivel “n” em fung¢ao do volume

original.
3.1 llha de Koch
3.1.1 Contagem

Esse tipo de fractal € 6timo para as aplicacdes em contagem, area e perimetro.
Primeiramente falando sobre contagem, observa-se que a quantidade de segmentos
formadores desta estrutura aumenta de acordo com a quantidades de repeticdo do
processo iterativo, ou seja, quanto mais se criam divisdes nos segmentos que formam
o poligono seguindo a lei de geracéo do fractal, mais arestas esse poligono ira possuir.
Pode ser trazido como fenbmeno observavel na sala de aula, sendo criado o modelo

do fractal pelos proprios alunos e auxiliado pelo professor.

A contagem dos segmentos indica que, inicialmente a Ilha de Koch possui 3
segmentos, os 3 lados do triangulo equilatero (nivel 0). Apds a primeira aplicacdo da
geracado da curva de Koch em cada um desses lados, temos entdo no primeiro nivel,
12 segmentos ao total, visto que cada um dos 3 segmentos anteriores foi transformado
em 4 agora (3.4 = 12). Continuando o processo com uma nova iteragao, teremos cada
um dos segmentos anteriores gerando 4 novos, ou seja, a figura tera 48 segmentos
(3.4.4 = 48) no nivel 2, e aplicando o processo mais uma vez, tera 192 segmentos
(3.4.4.4 = 192) no nivel 3. A partir destes dados e do carater constante e previsivel

das caracteristicas do fractal nos proximos niveis, podemos concluir que o numero de
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segmentos do fractal (Sn) para o nivel “n” é dado pela expresséo: Sn = 3.4" (Barbosa,
2005, p. 72).

Figura 11 — Niveis de 0 a 3 da llha de Koch

AN

nivel 0 — 3 segmentos nivel 1 — 3.4 = 12 segmentos

A

nivel 2 = 3.4 4 =48 segmentos  nivel 3 = 3444 =192 segmentos

Fonte: O autor (2022).
3.1.2 Perimetro

No que se refere ao perimetro da estrutura, € necessario anteriormente
entender como funciona o comprimento dos segmentos, sendo assim, considerando

“c” o comprimento do lado do triangulo equilatero inicial:

Dividimos em 3 partes iguais e ficamos com 4 para o nivel 1, entdo cada uma
tem comprimento c.1/3. Para o nivel 2, novamente cada uma foi dividida em
3 partes iguais e ficamos com 4; entdo, cada uma tem comprimento c.(1/3)2.
Da mesma maneira, descobrimos que ao nivel 3 cada segmento tem

comprimento c.(1/3)". (BARBOSA, 2005, p. 73)
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Multiplicando entdo a contagem de numeros de segmentos Sn = 3.4" pela
expressdo de tamanho de segmento c.(1/3)", temos entdo o perimetro da figura
definido por: perimetro = 3.(4/3) ".c.

Figura 12 — Niveis de 0 a 3 da llha de Koch

c(1/3)

C

nivel 0
comprimento do lado =c¢ comprimento do lado = c.(1/3)
perimetro =3¢ perimetro = 3 (4/3) c

comprimento do lado = ¢ (1/3)® comprimento do lado = c (1/3)°
perimetro = 3 (4/3)2c perimetro = 3 (4/3)° c

Fonte: O autor (2022).

3.1.3 Area

Em relacdo a area do fractal, sabendo se que a éarea inicial do triangulo
equilatero que ird gerar o fractal é A = (c2 V3)/4, sendo “c” o comprimento do lado,
Barbosa (2005) aponta que cada lado no processo das iteracdes serd acrescido de

um tridngulo equilatero de area A, que € 1/9 da area A. Em relagdo ao que acontece
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em apenas um dos lados, pois ao final € s6 necesséario multiplicar pelo fator 3 e somar

a area do triangulo original A, temos entédo que:

No nivel 2 a area é acrescida de 4 pequenos tridngulos equilateros com areas
iguais a 1/9 do anterior. Ficamos entdo com area A + 4.(1/9).A. No nivel 3 a
area é acrescida da area de 42 = 16 triangulos equilateros, cada um de area
igual a 1/9 da area de cada um anterior; portanto ficamos com area dada por:
Area = A+ 4.(1/9).A + 42,(1/92).A = A + (4/9).A + (4/9) 2.A.

De onde induzimos que ao nivel n deveremos ter a area dada por:

Area = [1+ (4/9) + (4/9) 2+ ... + (4/9) "']A. (BARBOSA, 2005, p. 74, 75)

Figura 13 — Niveis de 0 a 1 da llha de Koch

nivel 1

nivel 0

Area=A Area do novo tridngulo = A
A= (1/9) A

Fonte: O autor (2022).

Figura 14 — Niveis de 2 a 3 da llha de Koch
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Area do novo triangulo = (1/9).A

Fonte: O autor (2022).

3.2 Tridngulo de Sierpinski
3.2.1 Contagem

No tocante a contagem, o Tridngulo de Sierpinski € um dos fractais mais faceis
de se observar devido ao seu processo de geracdo a partir da subtracdo de um
tridangulo com Y4 da area do triangulo inicial, restando 3 tridangulos na fase 1, 9

tridngulos na fase 2 e 27 tridngulos na fase 3. Ou seja, na fase n teremos 3" tridngulos.

Figura 15 — Niveis de 0 a 1 do Triangulo de Sierpinski

nivel 0 hivel 1

1 triangulo 3 triangulos
(39) = 1 (3 =3

Fonte: O autor (2022).

Figura 16 — Niveis de 2 a 3 da Triangulo de Sierpinski
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nivel 2 nivel 3

A A
AA YWy
AAAAAA
9 triangulos 27 triangulos
(3*)=9 (3%) =27

Fonte: O autor (2022).

3.2.2 Perimetro

Sendo o comprimento do lado do triangulo obtido numa iteracdo sempre
metade do lado do triangulo anterior, na fase 1 temos o comprimento do lado sendo
c/2, na fase 2 temos c/4 (para o lado do triangulo novo gerado), e na fase 3 temos c/8,
teremos entdo na fase n: ¢/(2") de comprimento para o lado dos triangulos gerados no
nivel n. Concluimos entdo que o perimetro, surgindo a partir da multiplicacdo por 3
dos comprimentos dos lados dos tridangulos sera: 3.c/(2"). Para se obter a soma dos
perimetros de todos os triangulos no nivel n devemos multiplicar pela quantidade de

triangulos nesse nivel: 3".(3.c/(2")).

Figura 17 — Niveis de 0 a 1 do Triangulo de Sierpinski (perimetro)

hivel 0

comprimento de lado = ¢ comprimento de lado = /2
perimetro = 3.c perimetro = 3.(c/2)

Fonte: O autor (2022).

Figura 18 — Niveis de 2 a 3 do Triangulo de Sierpinski (perimetro)
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nivel 2 nivel 3

A

comprimento de lado = c/4 comprimento de lado = c/é

perimetro = 3.(c/4) perimetro = 3.(c/8)

Fonte: O autor (2022).

3.2.3 Area

Embora o perimetro aumente no triangulo de Sierpinski com cada iteracao, por
se tratar de um fractal obtido por subtracéo, sua area diminui a cada iteracdo. Sendo
A a area inicial do triangulo equilatero, cada novo tridngulo tem area igual a 7 do
anterior, sendo assim temos como area (1/4).A no nivel 1 (de cada triangulo novo),
(1/42).A no nivel 2 e (1/43).A no nivel 3, concluindo entdo que a area de cada tridangulo
no nivel n é dada por (1/4™) A. Multiplicando a area por 3", teremos entdo como area
total: (3/4").A.

Figura 19 — Niveis de 0 e 1 do Triangulo de Sierpinski (area)

hivel 1

Area = A Area = (1/4).A
Area total = 3.(1/4).A

Fonte: O autor (2022).
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Figura 20 — Niveis de 2 e 3 do Triangulo de Sierpinski (area)

hivel 2 hivel 3

‘ A A
AAAAA

Area = (1/42)./A Area = (1/43)./A
Area total = 32.(1/42).A  Area total = 32.(1/4%).A

Fonte: O autor (2022).

3.3 Tapete de Sierpinski
3.3.1 Contagem

No tocante a contagem, o Tapete de Sierpinski é outro fractal facil de se
observar devido ao seu processo de geracdo a partir da subtragdo de um quadrado
com 1/9 da &rea do quadrado inicial, restando uma &rea correspondente a 8
quadrados no nivel 1, 64 quadrados no nivel 2 e 512 quadrados no nivel 3. Ou seja,

na fase n teremos 8" quadrados.

Figura 21 — Niveis de 0 e 1 do Tapete de Sierpinski (contagem)

nivel 0 nivel 1

n° de quadrados = 8° = 1 n° de quadrados =5"=3

Fonte: O autor (2022).

Figura 22 — Niveis de 2 e 3 do Tapete de Sierpinski (contagem)
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n° de quadrados = 5% = 64 n°® de quadrados = 5° = 512

Fonte: O autor (2022).

3.3.2 Perimetro

Sendo o comprimento do lado do quadrado obtido numa iteragdo sempre 1/3
do lado do quadrado anterior, no nivel 1 temos o comprimento do lado sendo c(1/3),
no nivel 2 temos c(1/3)?, e no nivel 3 temos c(1/3)3, teremos entdo na fase n: c(1/3)".
Concluimos entdo que o perimetro de um quadrado retirado na figura final, sera:
4.c(1/3)", logo o perimetro (se considerarmos separadamente cada um dos quadrados
restantes na estrutura, gerados no nivel n) serd dado pelo nimero de quadrados no
nivel n (8") multiplicado pelo perimetro de cada quadrado: 8". 4.c(1/3)".

Figura 23 — Niveis de 0 e 1 do Tapete de Sierpinski (perimetro)

nivel 0 nivel 1

comprimento de lado =c¢ comprimento de lado =c (1/3)

Fonte: O autor (2022).
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Figura 24 — Niveis de 2 e 3 do Tapete de Sierpinski (perimetro)
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nivel 2 nivel 3
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comprimento de lado = ¢ (1/3)? comprimento de lado = c (1/3)°

Fonte: O autor (2022).

3.3.3 Area

Embora o perimetro aumente no tridangulo de Sierpinski com cada iteracéo,
por se tratar de um fractal obtido por subtracdo, sua area diminui a cada nivel de
iteracdo. Sendo “A” a &rea inicial do quadrado, cada novo quadrado tem area igual a
1/9 do anterior, sendo assim temos como area de cada quadrado (1/9).4 no nivel 1,
(1/9%).A nafase 2 e (1/9%).4 na fase 3, concluindo entdo que a area de cada

guadrado no nivel n é dada por (9%) .A. Multiplicando a area por 8", teremos entéo
como area total: (8/9)" A.

Figura 25 — Niveis de 0 a 1 do Tapete de Sierpinski (area)

nivel 0 nivel 1

Area= A Area = (1/9).A

Fonte: O autor (2022).

Figura 26 — Niveis de 2 a 3 do Tapete de Sierpinski (area)
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nivel 2 nivel 3
Area = (1/92.A Area = (1/9F.A

Fonte: O autor (2022).
3.4 Esponja de Menger
3.4.1 Contagem

Sendo mais um fractal obtido por subtracdo, temos inicialmente um cubo cheio
no nivel 0, do qual serdo removidos cubos menores com aresta igual a 1/3 da aresta
do cubo maior. Para o nivel 1 temos 7 cubos removidos e 20 cubos restantes, para o
nivel 2 temos em cada um dos 20 cubos restantes, 7 cubos removidos, sendo
removidos 7.20 cubos nesse nivel, restando 202 cubos (20 para cada cubo restante),
e, para o nivel 3 sdo removidos 7.202, restando 20° cubos. Sendo assim, teremos 20"

cubos restantes para o nivel n.

Figura 27 — Retirada de 7 cubos no primeiro nivel da Esponja de Menger
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nivel 1

T cubos retirados

20 cubos restantes
(do tamanho dos retirados)

Fonte: O autor (2022).

Figura 28 — Niveis de 0 a 1 da Esponja de Menger (contagem)

nivel 0 nivel 1
20°9=1 cubo

20"= 20 cubos restantes

Fonte: O autor (2022).

Figura 29 — Niveis de 2 a 3 da Esponja de Menger (area)
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nivel 2 nivel 3
207 = 400 cubos restantes 207 = 20 cubos restantes
Fonte: O autor (2022).
3.4.2 Volume

Sabendo que o volume do cubo inicial € V, no primeiro nivel como séo retirados
7 cubos cujo volume é (1/27)V, temos entdo (20/27)V sobrando no nivel 1, (20/27)?V
no nivel 2, e (20/27)3V no nivel 3, tendo entdo no nivel n: (20/27)"V.

3.5 Piramide de Sierpinski
3.5.1 Contagem

Sendo mais um fractal obtido por subtracdo, temos inicialmente um tetraedro
no nivel 0, do qual serdo gerados tetraedros menores com aresta igual a 1/2 da aresta
do tetraedro maior. Para o nivel 1 temos 4 tetraedros restantes, para o nivel 2 temos
em cada um dos 4 tetraedros restantes, 4 tetraedros novos, gerando 16 tetraedros, e,
para o nivel 3 sdo gerados 256 tetraedros. Sendo assim, teremos 4" tetraedros

restantes para o nivel n.

Figura 30 — Niveis de 0 a 2 do Tapete de Sierpinski (contagem)
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nivel 0 nivel1 - -~
,
’,

n°de piramides = 1 n°de piramides ao total=4 n® de piramides ao total = 16

Fonte: O autor (2022).

3.5.2 Volume

Existem referéncias incorretas que apontam o volume subtraido como igual a
um tetraedro de aresta igual a metade da aresta do tetraedro maior, talvez devido a
sua geometria que pode causar um engano sendo vista, ja que cada face do tetraedro
por ser um triangulo de Sierpinski possui um triangulo removido da mesma, porém
isso ndo configura como uma remocéao de um tetraedro da figura tridimensional. Como

aponta Rabay:

O volume a ser retirado a cada iteragdo ndo tem uma forma regular, porém
pode ser calculado comparando-se o volume inicial Vi com o volume Vs, que
séo quatro pirAmides com o fator de reducéo r = 2, logo

Vi =4 (1/2)3.Vi = (1/2).V;,

Ou seja, 0 volume retirado é metade do volume inicial. (RABAY, 2013, p. 32)

Nos levando a concluir que, para o nivel n teremos um volume igual a (1/2)"Vi,

visto que o volume a cada nivel é metade do volume anterior.
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4 Educagéo, Tecnologia, Geometria Dinadmica e Fractais

Neste trabalho ressaltamos a importancia da Geometria Fractal e propor a
utilizacdo de softwares de Geometria Dinamica para o0 desenvolvimento da
representacdo visual de fractais no Ensino Basico. Porém, o uso da computagéo na
Educacéo Brasileira € algo relativamente tardio e que ndo era visto com bons olhos
pela sociedade brasileira inicialmente. Sendo assim, neste capitulo, apresentaremos
uma contextualizacéo sobre os processos histéricos que levaram a implementacéo da
computacdo na educacéo brasileira, a fim de trazer reflexdes sobre de que formas a
Geometria Dinamica, como um produto da computacéo, pode ser utilizada no Ensino

Basico associada a Geometria Fractal.
4.1 As origens da computacéo na educacéao brasileira

O acesso dos individuos a tecnologia € algo que esta bastante ligado a forma
de se obter informacdo na sociedade. Ndo é novidade que o desenvolvimento
tecnologico vem propiciando cada vez mais facilidade ao aprendizado, sendo os
avancos nesta area utilizados de uma maneira mais formal com instituices de ensino
dispondo de equipamentos modernos para as salas de aula e de softwares voltados
para a educacao, ou de maneira mais autodidata por estudantes com pesquisas feitas
em casa com seus smartphones e computadores. A computacao tem grande culpa no
aumento das possibilidades para se aprender, propiciando gradativamente a partir do
desenvolvimento tecnolégico as facilidades de acesso a bancos de dados, literatura e

videos informativos. De acordo com Tiburcio et al (2000)

A utilizagdo de recursos tecnolédgicos digitais para auxiliar o ensino e a
aprendizagem de conhecimentos € uma realidade global: tutoriais, jogos,
simuladores, linguagem de programacao, robdtica, entre outros recursos, sao
utiizados com frequéncia em ambientes de aprendizagem (virtuais ou
presenciais). ( p. 2)

Segundo Baldini (2004), grandes discussdes vém ocorrendo a respeito do
papel da educacao frente ao desenvolvimento tecnolégico que tanto tem alterado os
paradigmas da nossa sociedade. A autora também aponta o aumento do acesso a
recursos tecnoldgicos por meio da populacdo e o crescimento da preocupacao dos
educadores ao integrar a tecnologia e informéatica nas praticas pedagogicas. Também
€ comentado por Tavares (2002) o surgimento de projetos e pesquisas do governo

que auxiliaram a implementacéo e utilizacdo da informética educacional.
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A realizacdo de pesquisas em informética educacional, seu emprego na
educacéo escolarizada e a formacéo de professores para uso educacional
das novas tecnologias nas escolas publicas dependem exclusivamente da
estruturacdo de politicas governamentais. Sao as instancias dos governos
federal, estadual e municipal que devem planejar e organizar a¢des, de forma
a atender os objetivos e fornecer os subsidios necessarios para que aqueles
sejam alcancados, com base em pesquisas que devem ser realizadas.
(TAVARES, 2002, p. 1)

De acordo com Tavares (2002), o primeiro projeto publico que teve a funcao de
tratar com a informatica educacional foi o EDUCOM, com seu surgimento em meados
da década de 80, época onde o Brasil se encontrava em uma situagdo em que nao se
era possivel adquirir equipamentos e softwares estrangeiros. Além disso, nao existiam
industrias no pais que pudessem produzir estes tipos de tecnologias, configurando
assim um cenario bastante dificil para a introducdo da informética nas escolas
publicas. Foram necessérias entdo uma série de metas propostas pelo projeto, bem
como a formacédo de uma equipe formada por diversos 6rgdos relacionados a ciéncia,
educacao, cultura e tecnologia, a saber: Secretaria Especial de Informatica (SEI),
Ministério da Educacédo e Cultura (MEC), Conselho Nacional de Desenvolvimento

Cientifico e Tecnologico (CNPq) e Financiadora de Estudos e Projetos (Finep).

Por conta da falta de contato e acesso as novas tecnologias da época, existia
uma resisténcia da sociedade em aceitar ou até mesmo enxergar a possibilidade da
utilizacdo de computadores nas salas de aula por conta do tradicionalismo presente
na educacgdo, até mesmo era presente um medo de que os computadores seriam
implantados ali para substituir o papel dos professores. “O medo que o computador
pudesse substituir o professor chegou a preocupar alguns docentes na década de 80,
mas devido aos resultados das pesquisas que investigavam o papel deste na prética
pedagdgica, tal receio foi se dissipando.” (RICHIT, 2008, p. 35). Sendo assim,
segundo Tavares (2002), uma das primeiras atitudes tomadas pela equipe formada
pelo EDUCOM no 1° Seminério Nacional de Informatica Educacional, em 1981, foi de
propor o uso do computador como uma ferramenta ampliadora das funcbes do

professor, e ndo um substituto.

Também se recomendou que a informética educacional fosse adaptada a
realidade brasileira, valorizando a cultura, os valores sdcio-politicos e a
educacdo nacional. Essas recomendacfes influenciam até hoje as politicas
publicas da area. [...] Véarias foram as metas do projeto EDUCOM, uma delas
era desenvolver a pesquisa do uso educacional da informatica (entenda-se
na época o uso da linguagem Logo e da linguagem Basic, disponiveis no
Brasil), ou seja, perceber como o aluno aprende sendo apoiado pelo recurso
da informatica e se isso melhora efetivamente sua aprendizagem. Outra meta
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era levar os computadores as escolas publicas, para possibilitar as mesmas
oportunidades que as particulares ofereciam a seus alunos. (TAVARES,
2002, p. 1)

De acordo com Valente (2006), o EDUCOM mesmo com sua proposta de
projeto sendo enviada ao MEC em 1983, s teve seu inicio nas escolas em meados
de 1986 por conta das mudancas politicas com o fim do governo militar. Além disso,
0 projeto nunca foi encerrado formalmente, mesmo tendo recebido o Ultimo recurso
financeiro em 1989. Depois da iniciativa tomada pelo EDUCOM, outros projetos do
governo foram sendo criados para que a informatica pudesse estar mais presente no

ensino do Brasil como aponta Baldini (2004):

A realizagdo de varios projetos desenvolvidos com o apoio de Orgéos
governamentais e em parceiras com as universidades, como EDUCOM,
FORMAR, PRONINFE e PROINFO, muito contribuiu para expansédo e uso
eficiente da informética. Esses projetos envolveram desde a criacdo de
laboratérios de informatica até formacdo de recursos humanos e ainda
recursos didatico-pedagdgicos, proporcionando a chegada da informatica a
muitas escolas da rede publica. Atualmente, existem varios grupos de
estudos e pesquisas que desenvolvem projetos na busca de contribuir para
gue a informatica permeie cada vez mais as atividades desenvolvidas nas
salas de aulas. (BALDINI, 2004, p. 25)

4.2 A Geometria Dinamica e a Tecnologia
4.2.1 O Tradicionalismo no ensino sob a ética da computacao

Mesmo sendo produzidos avancos na area computacdo voltada a educacéo,
as formas de se utilizar deles comecaram a ser questionadas no tocante ao modelo
de aprendizado utilizado em ambientes informatizados. As novidades tecnolégicas
estavam atuando dentro da educacado, porém, os alunos estariam de fato criando

conhecimento em conjunto aos professores no processo?

Se almeja-se uma mudanc¢a de paradigma na educacao, é necessario ser
critico e cuidadoso neste processo de uso da informética. A informética por si
sé ndo garante esta mudanca, e muitas vezes engana pelo visual atrativo dos
recursos tecnolégicos que sdo oferecidos, os quais simplesmente reforcam
as mesmas caracteristicas do modelo de escola que privilegia a transmissao
do conhecimento. (GRAVINA E SANTAROSA, 1999, p. 2)

A preocupacdo subsequente ao processo de integrar a computacdo a
educacao foi de buscar alternativas no ensino para que 0s problemas, que ja eram
presentes antes, ndo comecassem a fazer parte desta nova realidade. E, mesmo

assim, nos dias atuais ainda € notavel que a matematica e geometria ainda lidam com
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o0 despreparo dos professores, devido a uma formacéo académica deficiente em
termos de tecnologia, e também por meio de metodologias herdadas do ensino
pautado no Tradicionalismo, tratando a maneira de se ensinar estas disciplinas de
uma forma bastante massiva, onde o0 estudante necessita memorizar esquemas,
passos e formulas para se resolver questbes em exames, obtendo como resultado
uma grande dificuldade nos alunos de se desenvolver o pensamento geométrico de

fato.

Muitas mudangas estavam rapidamente acontecendo e o modelo de ensino
brasileiro, preso ao fracassado método Tradicionalista, ndo estava
acompanhando o mesmo ritmo. O principal problema consiste nos docentes
gue ndo abrem méao da utilizacdo do Tradicionalismo, e continuam usando a
avaliacdo de ensino para aprovar ou reprovar alunos, bem como se negavam
a abrir mdo do autocontrole de suas turmas, apesar das puni¢cbes mais
severas terem sido proibidas (FERNANDES ET AL, 2018, apud PISTRAK,
2005, p. 141)

Como aponta Baldini (2004 apud GRAVINA, 1998; HENRIQUES, 1999), grande
parte dos alunos que chegam as universidades ainda n&do desenvolveu direito as
habilidades de visualizacao, interpretacdo e representacfes graficas, fruto de uma
dificuldade de se construir conceitos geométricos e também da falta de conhecimentos
geométricos dos professores de mateméatica/geometria que tiveram nas escolas.
Porém, buscando mudancas nesta situacéo, Gravina e Santarosa (1998) apontam que
a Matematica pode ser utilizada dentro de uma perspectiva construtivista para valer-
se de programas e dispositivos como potentes ferramentas para o ensino e a
aprendizagem, criticando o que aconteceu com a implementacédo inicial feita pelo

EDUCOM da linguagem Logo de programacao nos ambientes escolares.

Atualmente dispBe-se de programas [...] onde os alunos podem modelar,
analisar simulac@es, fazer experimentos, conjeturar. Nestes ambientes 0s
alunos expressam, confrontam e refinam suas idéias, e 'programam' o
computador sem precisar usar recursos de linguagem de programacao,
diferentemente do que acontece com micro-mundos no ambiente Logo.
Utilizam, pelo contrario, processos de representacdo muito préximos dos
processos de representagdo com "lapis e papel”, ndo sendo-lhes exigido o
conhecimento e dominio de uma nova sintaxe e morfologia, aspectos
inerentes a uma linguagem de programacéo. (GRAVINA E SANTAROSA,
1999, p. 74)

4.2.2 O Pensamento Geométrico e a Geometria Dindmica

Frente a dificuldade no desenvolvimento do pensamento geomeétrico dos
estudantes, Baldini (2002) afirma que diversos softwares proporcionam a manipulacao

de figuras e diferentes visualiza¢des de diversas propriedades geométricas, podendo
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ser 6timas ferramentas para a constru¢do da percepcao espacial. Segundo a autora,
0s ambientes informatizados que fornecem as melhores condi¢cdes para ser
desenvolvida uma abordagem construtivista no ensino da geometria estao construidos

dentro dos principios da Geometria Dinamica.

Os ambientes informatizados apresentam-se como ferramentas de grande
potencial frente aos obstaculos inerentes ao processo de aprendizagem. E a
possibilidade de "mudar os limites entre o concreto e o formal' (PAPEAT,
1988). Ou ainda segundo HEBENSTREINT (1987):"o computador permite
criar um novo tipo de objeto - os objetos ‘concreto-abstratos'. Concretos
porque existem na tela do computador e podem ser manipulados; abstratos
por se tratarem de realizacdes feitas a partir de constru¢cdes mentais." Por
exemplo, uma rotacdo ndo é mais somente um objeto matematico abstrato
(dado por uma definicdo formal) acompanhado eventualmente de uma
representacéo estética (desenho), mas um objeto que pode ser manipulado
e entendido a partir de suas invariancias (ao mudar-se o centro de rotacdo, o
angulo de rotagéo, ao transformar figuras). (GRAVINA E SANTAROSA, 1999,
apud PAPEART, 1998; HEBENSTREINT, 1987, p. 78)

A Geometria Dinamica traz muitas possibilidades para as representacoes,
visualizacGes e manipulacbes geométricas, e por meio do dinamismo e praticidade
oferecidos por ela, o professor pode demonstrar com bastante clareza elementos
geomeétricos. De fato, ela ndo foi desenvolvida para substituir de vez a pratica manual
com instrumentos analogicos e lousa/papel para representacdes geométricas, mas €
inegavel que sua praticidade abre muitas possibilidades para a modificacao rapida de
uma figura. Bellemain (2000) determina que a Geometria Dinamica “tem por objetivo
fornecer representacbes dos objetos e relacdes geométricas que permitem
ultrapassar as limitacdes dos desenhos geométricos no ambiente papel-lapis e
facilitam a visualizacdo de propriedades geométricas” (BALDINI, 2004, apud
BELLEMAIN, p. 202). Além disso, numa sala de aula, tendo em vista a limitacdo por
conta do tempo curto de uma aula, o professor com o auxilio da geometria dindmica
poderia fornecer e criar imagens com bastante rapidez, evitando a constru¢do manual
na lousa e ainda assim fornecendo muito mais precisédo nas representacfes, e com a

possibilidades de transformacao destas representacdes com apenas poucos cliques.

Os célculos, as transferéncias de pontos, retas e figuras, por meio da
Geometria Dinamica sao feitos com extrema rapidez e auxiliados por softwares,
trazendo fluidez para o processo de desenvolvimento do pensamento geométrico, e
atraves deles, o professor pode ter mais recursos visuais para criar mais discussoes
em sala de aula sobre propriedades geométricas que com uma apenas com uma lousa

seria dificil de ser representada. As transformagfes geométricas de rotacdo e
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translacdo de um objeto tridimensional por exemplo, sdo processos simples de ser
mostrados em um software que se utiliza de Geometria Dindmica, podendo mostrar
esse objeto de diversos pontos de vista, e também movendo esse objeto livremente
em um espaco visual, coisa que com a limitacdo da representacdo estatica torna-se

dificil ou impossivel de acontecer.

Historicamente os sistemas de representacdo do conhecimento matematico
tem carater estatico. Vé-se isto observando os livros ou assistindo uma aula
'classica'. Este carater estatico muitas vezes dificulta a construcdo do
significado, e o significante passa a ser um conjunto de simbolos e palavras
ou desenho a ser memorizado. Assim sendo, ndo deve ser surpreendenle
guando os alunos ndo conseguem transferir um conceito ou teorema para
situacdo que ndo coincide com a prototipica registrada a partir da
apresentacéo do livro ou do professor (GRAVINA E SANTAROSA, 1999, p.
79)

A interatividade com o ambiente geométrico virtual € algo que confere liberdade
ao aluno, onde ele pode testar diversas situagdes, porém, € necessario afirmar que “o
didlogo entre alunos e a reflexdo, ndo acontecem naturalmente em ambientes
permeados pelo computador, mas sim, acontecem se forem promovidas pela acao
consciente e qualificada do professor” (RICHT, 2005 p. 37). Segundo a autora, a
utilizacdo de softwares pode conferir autonomia para planejar acdes, executa-las e
refletir sobre elas, modificando a acdo do alunos frente aos cenarios e situacdes
sugeridas na aula de Geometria, caracterizando assim um ambiente construcionista
de aprendizagem. Baldini (2004) também afirma que o espirito de investigacdo do
aluno pode ser desenvolvido através dos softwares que oportunizam a investigacao e
exploracdo das propriedades geométricas por conta da sua caracteristica dinamica,
conferindo ao estudante a possibilidade de “fazer conjecturas, desenvolver atividades
manipulativas, ter seu ritmo individual, proporcionando, com isso, as novas formas de

pensar e novas formas de resolver problemas.” (p. 29)

E mesmo quando existe a possibilidade de a¢des sobre objetos fisicos, a
transposicdo destes objetos para ambientes informatizados também
apresenta vantagens: € a possibilidade de realizar grande variedade de
experimentos em pouco tempo, diferentemente da manipulagdo concreta. E
a primazia da agéo favorecendo o processo de investigacdo e abstracéo, com
a conseqgulente construcdo de conceitos e relagdes. (GRAVINA E
SANTAROSA, 1999, p. 79)

No que se refere ao desenvolvimento de fractais, a representacdo grafica é
algo muito importante, € por meio dela que podem se analisar visualmente estes

objetos mateméticos. Por se tratarem de estruturas que podem adquirir um grande
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nivel de complexidade devido ao processo das iteragdes recursivas, o calculo para
gerar determinadas estruturas e também a representacao visual das mesmas seria de
extrema dificuldade para serem feitos a mé&o ou com instrumentos analdgicos, coisa
gue acabou limitando e atrasando bastante os cientistas nos estudos iniciais sobre
fractais. Por meio dos softwares é que foram feitos diversos avangos nos estudos da
Geometria Fractal, que ao mesmo tempo que facilitaram a visualizacdo de
determinados sistemas complexos, dando mais possibilidades para os pesquisadores
manipularem as estruturas com um numero gigantesco de iteracfes, também
puderam simular variagbes nos calculos fornecendo novos resultados e

representagdes de imediato.

No campo da pesquisa em Matematica alguns exemplos séo ilustrativos. A
teoria do caos nasceu do estudo de equacbes diferenciais feito por Lorentz;
ao implementar sistemas que diferenciavam minimamente nas condi¢des
iniciais, Lorentz constatou que a evolucdo do sistema, no tempo, se tornava
imprevisivel e a partir disto surgem os resultados tedricos sobre a
instabilidade dos sistemas dindmicos. Um segundo exemplo: a representagéo
gréfica de computacbes massivas tornou possivel o avan¢o da teoria de
fractais. Figuras surpreendentes foram fontes de conjeturas que
desencadearam a pesquisa na direcdo de demonstracdes formais. Estes
exemplos sédo paradigmaticos quanto ao suporte oferecido pelos ambientes
informatizados na concretizagdo mental de ideias matematicas. Este suporte
favorece a exploracéo, a elaboracéo de conjeturas e o refinamento destas, e
a gradativa constru¢do de uma teoria matemética formalizada. (GRAVINA E
SANTAROSA, 1999, p. 78)

Existem diversos softwares especializados em Geometria Dinamica, alguns
deles foram até concebidos com o intuito de serem utilizados para educagédo, como o
GeoGebra, bastante estudado e utilizado no curso de Licenciatura em Expressao
Grafica da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE) pelos professores e
licenciandos, por exemplo. Richit (2005) também aponta outros softwares como o
Geometricks, Cabri Géomeétre, Cinderella, Doctor Geo, Geometer’s Sketchpad que por
meio da representacdo e manipulagdo de formas, favorecem a “investigagdo dos
conceitos e propriedades geométricas e a reflexdo sobre a aplicacdo destes em
diversas situagoes” (p. 36) trazendo assim contribuicfes para o ensino de Geometria

tanto no ensino presencial, quanto no remoto.

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software gratuito de
matematica dindmica desenvolvido para o ensino e aprendizagem da
mateméatica nos varios niveis de ensino (do béasico ao universitario). O
GeoGebra relne recursos de geometria, algebra, tabelas, graficos,
probabilidade, estatistica e calculos simbodlicos em um Unico ambiente.
Assim, o GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, a0 mesmo
tempo, representacdes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre
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si. Além dos aspectos didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta
para criar-se ilustracdes profissionais para serem usadas no Microsoft Word,
no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o

GeoGebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em
computadores com Windows, Linux ou Mac OS. (NASCIMENTO, 2012, p.
113)

4.2.3 Fractais e a Geometria Dinamica

E defendido por Nascimento (2012) o uso do termo Geometria Dindmica
Interativa (GDI). Segundo ele, esta seria a implementacdo computacional da
Geometria Tradicional (que se utiliza as ferramentas analdgicas de régua, compasso
e esquadro - TRCE), justificando o uso dos termos “Dinamica” para se opor a estrutura
estatica das construgbes da geometria tradicional e “Interativa” por conta da
possibilidade do software redesenhar construcdes preservando as propriedades dos
objetos a partir da alteracéo feita pelo aluno das posi¢cdes dos objetos iniciais criados.

O autor também afirma que:

Em funcdo desta possibilidade de alterar objetos preservando-se a
construgcdo, podemos dizer que a GDI é uma geometria do tipo: uma
construgdo por N testes, enquanto a tradicional TRCE é do tipo uma
construgdo por um teste, desta forma torna um laboratério dentro do
computador, onde possibilita, a partir de uma Unica construcao, efetuar um
namero arbitrario de testes, o que seria praticamente impossivel com a
TRCE. (NASCIMENTO, 2012, p. 114)

Existem softwares que tratam especificamente da representacao de fractais por
meio da Geometria Dindmica, como é o caso do Fragmentarium, desenvolvido por
Mikael Hvidtfeldt Christensen, que pode ser utilizado na sala de aula para fazer
simulacBes e demonstrar propriedades dos fractais. O Fragmentarium € um software
gratuito®, com sua primeira versao disponivel em 2012 e que dispde de uma biblioteca
de exemplos de estruturas fractais que podem ser executadas em sua tela como o
conjunto de Mandelbrot (um dos fractais mais famosos, desenvolvido a partir dos
estudos de Mandelbrot por Pierre Fatou em 1905) e varios outros conjuntos classicos
disponiveis para manipulacdo num display interativo e programavel em C++,
OpenGL/GLSL, e Qt 4. O software surgiu a partir de féruns na internet e possui uma
galeria no flickr* com diversas fotos artisticas produzidas com geometria fractal por
seus usuarios, e ainda esta sendo desenvolvido por meio de open-source, ou seja, é

um software que pode ser modificado pelos usuarios, porém, infelizmente, na sua

3 0 software pode ser obtido através do link: https://syntopia.github.io/Fragmentarium/
4 A comunidade no flickr pode ser acessada através do link: https://www.flickr.com/groups/fragmentarium/



https://syntopia.github.io/Fragmentarium/
https://www.flickr.com/groups/fragmentarium/

pagina oficial ndo aparecem atualiza¢cfes feitas desde o ano de 2013, quando

lancada sua verséo V1.0.

Figura 31 — Conjunto de Mandelbrot no Fragmentarium
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Fonte: compilagéo do autor, 2021.
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foi

A partir da manipulagdo do conjunto de Mandelbrot simulado a partir do

Fragmentarium, o observador pode perceber a beleza presente nos conjuntos fractais

e a grandiosidade deles. E uma boa alternativa para mostrar a simulagéo/criacéo de

fractais complexos a partir de softwares de manipulacdo geométrica no ensino basico,

e pode ser melhor explorado e aprofundado no ensino superior no tocante a

programacao e criacdo artistica utilizando-se destes conjuntos fractais. Existem varios

féruns na internet com producdes artisticas feitas a partir do software, as

possibilidades de utilizacao séo diversas e cabe ao professor saber utilizar bem essa

Otima ferramenta.

Figura 32 — Conjunto de Mandelbrot com zoom no Fragmentarium
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Fonte: compilacédo do autor, 2021.

Figura 33 — Disco de Poincaré no Fragmentarium
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Um outro exemplo de utlizagdo do Fragmentarium ¢é comparar as
representacdes de poligonos regulares no Disco de Poincaré, que por conta de
utilizar-se da geometria hiperbdlica, trazem caracteristicas dos fractais como a auto-
semelhanca e complexidade infinita, na sua representagdo. Por meio destas
representacdes, € possivel debater a existéncia de outras geometrias além da
euclidiana, as chamadas néo-euclidianas, e que possuem diferentes principios para a
representacdo geométrica, como por exemplo, afirma Albon (2021) “no modelo do disco
de Poincaré, algumas retas séo curvilineas (arcos de circunferéncias), enquanto outras sédo

segmentos de reta Euclidianos. Essas retas sdo denominadas geodésicas ou d-linhas.” (p. 36)

Figura 34 — (a) Retas d-linhas no disco de Poincaré e pontos de fronteira; (b) raio OP, tangente em P

a uma d-linha no disco de Poincaré
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(a) (b)

Fonte: ALBON, A Geometria do Disco de Poincaré. (2021, p. 36)

Segundo Albon (2021), uma d-linha é uma parte de uma circunferéncia Euclidiana
contida no disco D e que intersecta a fronteira F de D em dois pontos distintos, determinando
nesses pontos de fronteira dois angulos retos. Sendo assim, todo diametro de D, um segmento
de reta Euclidiano, também é uma d-linha. A Figura - (a) ilustra d-linhas no disco de Poincaré.
O gue nos leva a imaginar que poligonos sendo representados no disco de Poincaré possuem
suas arestas deformadas (do ponto de vista da geometria euclidiana, do ponto de vista da

geometria hiperbdlica, tornam-se d-linhas), transformando-se poligonos hiperbdlicos.

Figura 35 — (a) Triangulo hiperbdlico ABC no disco de Poincaré; (b) triangulo hiperbdlico ABC e

tridngulo Euclidiano OB’C’

(a) (b)

Fonte: ALBON, A Geometria do Disco de Poincaré. (2021, p. 43)

Através da utilizacdo do Fragmentarium para demonstrar aplicagdes do disco
de Poincaré em sala de aula, podem ser obtidos diversos exemplos de representacdes
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manipulaveis de malhas geométricas feitas a partir da repeticdo de poligonos no
sistema hiperbdlico, como mostram as Figuras 35 “a@”, “b”, “c” e “d". O software
possibilita modificar diversos fatores como a quantidade de lados do poligono e o
tamanho do lado do mesmo, com comandos que ficam no lado direito sua interface,

como pode ser visto na Figura 32.

Figura 36 — (a) Malha geométrica com tridngulo hiperbdlico no disco de Poincaré; (b) Malha
geométrica com quadrado hiperbdlico no disco de Poincaré; (c) Malha geométrica com pentagono
hiperbdlico no disco de Poincaré; (d) Malha geométrica com hexagono hiperbélico no disco de
Poincaré.

(b)
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Fonte: compilagédo do autor, 2022

A partir dos apontamentos feitos neste capitulo, buscaremos trazer a utilizacao
tanto do GeoGebra quanto do Fragmentarium na educacao basica como ferramentas
da Geometria Dinamica no desenvolvimento, representacao visual e manipulacéo de
fractais. Essa proposta sera feita no capitulo 6 por meio da apresentacédo de um plano
de ensino, desenvolvido a partir das analises da Base Nacional Comum Curricular,
dos Curriculos de Matematica para o Ensino Fundamental e Médio com base nos
parametros curriculares do Estado de Pernambuco, e também de quatro artigos que
apresentam propostas para a utilizacdo da Geometria Fractal para o ensino basico
(feitas no capitulo 5). Por meio do plano de ensino apresentado, pretenderemos
apresentar entdo possibilidades de utilizacdo da Geometria Fractal na abordagem

de conteddos da Matematica no Ensino Basico.
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5. Metodologia

Como o trabalho se propde a investigar possiveis relacdes entre os contetdos
de Matemética utilizados no ensino basico e a Geometria Fractal, trazendo propostas
para a utilizagdo da mesma, partimos de uma fundamentacdo baseada no trabalho
“‘Fundamentos de Metodologia Cientifica” desenvolvido por Marconi e Lakatos (2003)

para determinar os processos e meétodos realizados.

O desenvolvimento do trabalho iniciou-se de uma pesquisa bibliogréfica,
segundo Marconi e Lakatos (2003), este tipo de pesquisa tem a finalidade de colocar
0 pesquisador em contato direto com tudo que foi escrito, dito, ou filmado sobre
determinado assunto, propiciando o exame de um tema sob novo enfoque ou
abordagem, chegando a conclusdes inovadoras. Portanto, foram pesquisadas
publicacdes relacionadas ao tema disponiveis digitalmente, por meio da ferramenta
Google Académico, e também foram feitas pesquisas de imprensas escritas,
disponiveis digitalmente em sites de jornais. Além disso, foram feitas pesquisas em
livros, disponiveis na sua forma fisica, e todo o processo de pesquisa seguiu 0s
processos de identificacdo, localizacdo, compilacdo e fichamento, apontados por
Marconi e Lakatos (2003).

A metodologia do trabalho é de natureza qualitativa, a pesquisa do tipo
dialégica, no sentido em que propde um dialogo com os autores trabalhados na
pesquisa documental e em termos de procedimentos técnicos-metodoldgicos trata-se
de uma pesquisa bibliografica e documental, cujo objetivo central é estabelecer uma
andlise aprofundada do material bibliografico e documental com o intuito de trazer a
tona aspectos de base a proposta desenvolvida ao final pesquisa. Nesse sentido, a

pesquisa sera desenvolvida em trés grandes etapas.

A pesquisa bibliogréfica realizada neste trabalho configura-se como um
levantamento sobre estudos, materiais, e conhecimentos disponiveis relacionados
aos temas “Geometria Fractal”, “Ensino da Matematica” e “Educagao Basica” é feito
com o intuito de qualificar os dados obtidos, trazendo sua devida interpretacao
segundo nosso méetodo de andlise. Utilizando-se do método dialégico, proposto por
Marconi e Lakatos (2003) partimos do problema da falta de utilizagdo da Geometria

Fractal para tratar de conteldos da Matematica no Ensino Basico e buscamos
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fornecer propostas e analises que contribuam para uma utilizagdo proveitosa desta
Geometria neste campo educacional.

O trabalho desenvolvido é entdo dividido em trés etapas: a primeira € uma
pesquisa bibliografica, baseada na selecdo, leitura e reflexdo para a constru¢do do
aporte tedrico. A segunda etapa é uma andlise documental e a terceira etapa utilizada
para a construcdo de propostas a partir das analises realizadas e conteudos

abordados na pesquisa bibliografica.

A primeira etapa compreende aos capitulos iniciais do trabalho (de 2 a 4). O
capitulo 1 é de introducéo ao trabalho e busca determinar os processos que serao
realizados no trabalho. No capitulo 2 estdo determinados conceitos relacionados a
Geometria Fractal, como as contribuicdes de Benoit Mandelbrot para o seu estudo, as
caracteristicas dos fractais “Curva de Koch”, “llha de Koch”, “Tridangulo de Sierpinski”,
“Piramide de Sierpinski’, “Tapete de Sierpinski” e “Esponja de Menger”, além de
relacdes entre a Estética estudada pela Filosofia e a Geometria Fractal. No capitulo 3
sdo feitas observacdes referentes a Educacdo Brasileira, Tecnologia, Geometria
Dindmica e a relacdo destes temas com a Geometria Fractal. J4 no capitulo 4 séo
trazidas relagbes numéricas e geomeétricas nos fractais descritos no capitulo 2, no
sentido de determinar andlises numéricas e relacdes algébricas referentes aos

conceitos matematicos de contagem, perimetro, area e volume.

A segunda etapa compreende as partes de analise documental e de discussdes
realizadas no capitulo 6. O capitulo 5 pretende determinar a metodologia utilizada no
trabalho como um todo. As andlises realizadas no capitulo 6 surgiram da necessidade
de se determinar em documentos oficiais (Base Nacional Comum Curricular e
Curriculos de Matematica para o Ensino Fundamental e para o Ensino Médio do
Estado de Pernambuco) indicacdes feitas pelos mesmos que poderiam ser
relacionadas a Geometria Fractal ou desenvolvidas por meio dela. Além das analises
realizadas, séo trazidas reflexdes que levam as préoximas andlises feitas neste
capitulo, relacionadas a quatro artigos selecionados, que possuem propostas para a
utilizacdo da Geometria Fractal no Ensino Basico. As andlises realizadas em relagéo
aos artigos tém o objetivo de buscar as contribuicdes trazidas pelos autores e também
para determinar pontos que necessitam de mais aprofundamento/esclarecimento

nestes trabalhos.
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Por meio de pesquisa bibliografica, foi possivel ter acesso aos artigos:
Fractais: progresséo e série geométrica (BEMFICA E ALVES, 2010), que analisa
fractais estabelecendo relacdes numéricas de acordo com a quantidade de iteracdes
geradas, e que também propde o uso de um software (Shapari) para o ensino;
Fractais e o GeoGebra: Construindo a Curva de Koch (FUZZO et al, 2011), que
indica a criacdo de uma ferramenta no GeoGebra para a criagdo da Curva de Koch;
A Matematica Fractal e o GeoGebra no Ensino de Matematica (VIELMO E
DALBERTO, 2013), que propbe a realizacdo de uma oficina com atividades que
utilizam fractais e matematica no Ensino Bésico; e Geometria Fractal No Ensino
Fundamental e Médio (VALIM E COLUCCI, 2013), que traz propostas para a
utilizacdo da Geometria Fractal por meio de atividades destinadas ao ensino
Fundamental e Médio. Foram feitas analises de cada um dos materiais encontrados,
no que se refere as contribuicées para o estudo dos fractais (como cada autor traz a
sua pesquisa sobre os fractais utilizados por ele) e as possibilidades apresentadas
pelos autores para a utilizacdo de fractais na educacéo (como cada autor justifica as
abordagens que propde). Cada trabalho foi analisado individualmente a partir de

observacgoes, reflexdes e referéncias apresentadas.

Os apontamentos delimitados no capitulo 6 em relacdo aos artigos sao
realizados na terceira etapa, no capitulo 7. Este capitulo € dividido em duas partes, a
primeira traz contribuicbes para os estudos iniciados pelos autores e serve para
delimitar alguns conteudos, atividades e técnicas selecionadas para fundamentar a
criacao da proposta trazida posteriormente. Sendo assim, por meio de um Plano de
Ensino composto de Sequéncia Didatica, a segunda parte do capitulo 7 propde cinco
aulas para o 3° ano do Ensino Médio, descritas através de Planos de Aula,
determinando assim possibilidades de utilizacdo da Geometria Fractal nos

contedudos de Matematica do Ensino Basico.
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6 Analises e discussdes

6.1 O curriculo escolar e as possibilidades no ensino basico

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo criado
pelo Governo Brasileiro com o intuito de definir o conjunto de aprendizagens julgadas
essenciais para serem desenvolvidas por todos alunos ao longo das etapas e
modalidades da Educacédo Basica (BRASIL, 2018). Nesta parte do capitulo buscamos
indicar, através da andlise da mesma, quais seriam as indicacbes para o0 ensino da
Matematica determinadas pela BNCC que poderiam ao nosso ver serem relacionadas
a Geometria Fractal, ou que poderiam fornecer indicios para a utilizacdo da Geometria
Fractal no Ensino Béasico, nas etapas de Ensino Fundamental e Ensino Médio.
Posteriormente também serdo feitas analises sobre os Curriculos de Matematica para
o Ensino Fundamental e Médio com base nos parametros curriculares do Estado de
Pernambuco, dois documentos criados pela Secretaria de Educacédo do Estado de
Pernambuco a fim de encontrar a presenca dos conteddos proprios da Geometria

Fractal ou de contetdos que possam ser abordados através da utilizacdo da mesma.

6.1.1 Analise da BNCC

De acordo com a BNCC, a matematica no Ensino Fundamental, por meio da
articulacdo da Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade, deve
garantir que os alunos facam relacdes a partir de observa¢cdées empiricas do mundo
real a representacbes (tabelas, figuras e esquemas) e associem essas
representacfes a uma atividade matemética (conceitos e propriedades), fazendo
indugdes e conjecturas (BRASIL, 2018). Dito isto, vemos a Geometria Fractal como
uma area do conhecimento matematico que consegue tanto fazer parte do processo
de observacBes empiricas do mundo real, quanto do processo da representacao
gréfica, possuindo propriedades e caracteristicas passiveis de reflexao.

Assim, espera-se que eles desenvolvam a capacidade de identificar
oportunidades de utilizacdo da matematica para resolver problemas,
aplicando conceitos, procedimentos e resultados para obter solugdes
e interpreta-las segundo os contextos das situacdes. A deducédo de
algumas propriedades e a verificacdo de conjecturas, a partir de

outras, podem ser estimuladas, sobretudo ao final do Ensino
Fundamental (BRASIL, 2018, p. 265)

Ja no Ensino Médio, em relagdo ao pensamento geométrico é determinado pela
BNCC que os estudantes desenvolvam habilidades para identificar transformacoes

isométricas, produzir ampliacdes e reducdes de figuras. Também é dito que eles
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sejam solicitados a formular e resolver problemas em contextos diversos, aplicando
0s conceitos de congruéncia e semelhanca. Além disso, no que se refere aos
conhecimentos de Grandezas e Medidas, é ampliada a nocédo de medida por meio do
estudo de diferentes grandezas e da obtencdo de expressdes para o calculo da
medida de areas de superficies planas e da medida do volume de alguns sélidos
geométricos (BRASIL, 2018). Defendemos que a Geometria Fractal se relaciona com
cada um destes pontos citados e poderia ser tratada com mais aprofundamento no
Ensino Médio, visto que o repertorio de conceitos matematicos relacionados a
geometria € bem maior, bem como a maturidade dos alunos para serem feitas

reflexdes utilizando a Geometria Dinamica nesse processo como ferramenta.

A BNCC apresenta algumas competéncias especificas de matematica para os
ensinos fundamental e médio, a seguir, representaremos competéncias especificas
gue julgamos que podem ser desenvolvidas por meio do estudo da Geometria Fractal

nos respectivos ensinos:

Quadro 1 — Competéncias especificas de matemética para o Ensino Fundamental selecionadas da
BNCC

Numero da
Competéncia Competéncia especifica
na BNCC
2. Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de investigagdo e a
capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos
conhecimentos matematicos para compreender e atuar no mundo.

3. Compreender as relagfes entre conceitos e procedimentos dos
diferentes campos da Matemaética (Aritmética, Algebra, Geometria,
Estatistica e Probabilidade) e de outras areas do conhecimento,
sentindo seguran¢ca quanto a propria capacidade de construir e
aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a autoestima e
a perseveranga na busca de solugdes.

5. Utilizar processos e ferramentas mateméticas, inclusive tecnologias
digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos,
sociais e de outras areas de conhecimento, validando estratégias e
resultados.

6. Enfrentar situacdes-problema em mudltiplos contextos, incluindo-se
situagdes imaginadas, ndo diretamente relacionadas com o aspecto
pratico-utilitario, expressar suas respostas e sintetizar conclusdes,
utilizando diferentes registros e linguagens (gréficos, tabelas,
esquemas, além de texto escrito na lingua materna e outras
linguagens para descrever algoritmos, como fluxogramas, e dados).

Fonte: BRASIL (2018).
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Quadro 2 — Competéncias especificas de matematica para o Ensino Médio selecionadas da BNCC

Numero da
Competéncia Competéncia especifica
na BNCC

1. Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para
interpretar situacbes em diversos contextos, sejam atividades
cotidianas, sejam fatos das Ciéncias da Natureza e Humanas, das
questBes socioeconbmicas ou tecnoldgicas, divulgados por
diferentes meios, de modo a contribuir para uma formacao geral.

3. Utilizar estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos
matematicos para interpretar, construir modelos e resolver
problemas em diversos contextos, analisando a plausibilidade dos
resultados e a adequacédo das solucdes propostas, de modo a
construir argumentacdo consistente.

4. Compreender e utilizar, com flexibilidade e precisdo, diferentes
registros de representagdo matematicos (algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.), na busca de solu¢éo e comunicacao
de resultados de problemas.

5. Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes

conceitos e propriedades matematicas, empregando estratégias e
recursos, como observacdo de padrbes, experimentacdes e
diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou ndo, de uma
demonstracdo cada vez mais formal na validacdo das referidas
conjecturas.

Fonte: BRASIL (2018).

A BNCC propbe a divisdo do ensino da Mateméatica nas seguintes cinco

unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e

Probabilidade e Estatistica, tanto para o ensino Fundamental, quanto para o ensino

médio. Em relacao as unidades no Ensino fundamental, destacaremos alguns pontos

indicados para 0 ensino nos anos iniciais e nos anos finais que podem ser

desenvolvidos com a utilizacdo da geometria fractal.

A BNCC leva em conta que os diferentes campos que compdem a
Matemética retnem um conjunto de ideias fundamentais que
produzem articulacbes entre eles: equivaléncia, ordem,
proporcionalidade, interdependéncia, representacdo, variacdo e
aproximacado. Essas ideias fundamentais sdo importantes para o
desenvolvimento do pensamento matematico dos alunos e devem se
converter, na escola, em objetos de conhecimento. A
proporcionalidade, por exemplo, deve estar presente no estudo de:
operagfes com 0s numeros naturais; representacao fracionaria dos
nameros racionais; areas; fungfes; probabilidade etc. Além disso,
essa nocao também se evidencia em muitas acdes cotidianas e de
outras areas do conhecimento, como vendas e trocas mercantis,
balancos quimicos, representacdes graficas etc. (BRASIL, 2018, p. 268)
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Quadro 3 - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental selecionadas da

entanto, nessa fase, ndo se propde
0 uso de letras para expressar
regularidades, por mais simples que
sejam.

2. A relagdo dessa unidade
tematica com a de NUmeros é
bastante evidente no trabalho com

sequéncias (recursivas e
repetitivas), seja na acdo de
completar uma sequéncia com
elementos ausentes, seja na
construcdo de sequéncias segundo
uma determinada regra de
formacé&o.

BNCC
Unidade Atividades desenvolvidas (anos Atividades desenvolvidas
iniciais) (anos finais)
NuUmeros 1. Resolucdo de problemas com | 1. Para que aprofundem a
ndmeros naturais e numeros | nogdo de numero, é importante
racionais cuja  representacdo | coloca-los diante de
decimal € finita, envolvendo | problemas, sobretudo  os
diferentes significados das | geométricos, nos quais 0s
operacoes. ndameros racionais ndo sao
suficientes para resolvé-los, de
2. Argumentacéo e justificativa dos | modo que eles reconhecam a
procedimentos utilizados para a | necessidade de outros
resolucao e avaliagcado da | nUmeros: os irracionais.
plausibilidade  dos resultados
encontrados.
3. Notocante aos célculos, espera-
se que os alunos desenvolvam
diferentes estratégias para a
obtencéo dos resultados, sobretudo
por estimativa e calculo mental,
além de algoritmos e wuso de
calculadoras.
Algebra 1. As ideias de regularidade, | 1. Compreender os diferentes
generalizacdo de padrbes e | significados das variaveis
propriedades da igualdade. No | numéricas em uma expressao,

estabelecer uma
generalizacao de uma
propriedade, investigar a
regularidade de uma
sequéncia numérica, indicar

um valor desconhecido em
uma sentenca algébrica e
estabelecer a variacdo entre
duas grandezas.

2. Estabelecer conexdes entre
variavel e fungcdo e entre
incognita e equacdo. As
técnicas de resolucdo de
equacbes e  inequagoes,
inclusive no plano cartesiano,

devem ser desenvolvidas
como uma maneira de
representar e resolver
determinados tipos de

problema, e ndo como objetos
de estudo em si mesmos.




Geometria

1. Emrelacéo as formas, espera-se

que 0s alunos indiquem
caracteristicas das formas
geométricas  tridimensionais e

bidimensionais, associem figuras
espaciais a suas planificacbes e
vice-versa.

2. Espera-se, também, que
nomeiem e comparem poligonos,
por meio de propriedades relativas
aos lados, vértices e angulos.

3. O estudo das simetrias deve ser
iniciado por meio da manipulacéo

de representacdes de figuras
geomeétricas planas em
guadriculados ou no plano
cartesiano, e com recurso de

softwares de geometria dindmica.

1. Devem ser enfatizadas as
tarefas que analisam e
produzem transformacbes e
ampliagbes/  redugbes de
figuras geométricas planas,
identificando seus elementos
variantes e invariantes, de
modo a desenvolver o0s
conceitos de congruéncia e
semelhanca.

2. Reconhecer as condicdes
necessarias e suficientes para
obter tridngulos congruentes
ou semelhantes e que saibam
aplicar esse conhecimento
para realizar demonstragdes
simples, contribuindo para a
formacgéo do raciocinio
hipotético-dedutivo.

3. Aproximacdo da Algebra
com a Geometria, desde o
inicio do estudo do plano
cartesiano, por meio da
geometria analitica

Grandezas e
medidas

1. Resolver problemas oriundos de
situacdes cotidianas que envolvem
grandezas como comprimento,
massa, tempo, temperatura, area
(de triangulos e retangulos) e
capacidade e volume (de soélidos
formados por blocos retangulares),
sem uso de férmulas, recorrendo,
guando necessario, a
transformagfes entre unidades de
medida padronizadas mais usuais.

1. Reconhecer comprimento,
area, volume e abertura de
angulo como  grandezas
associadas a figuras
geomeétricas e que consigam
resolver problemas
envolvendo essas grandezas
com o0 uso de unidades de
medida padronizadas mais
usuais.

2. Determinar expressdes de
célculo de areas de
quadrilateros, triangulos e
circulos, e as de volumes de
prismas e de cilindros.

Probabilidade
e estatistica

1. Verbalizar, em eventos que
envolvem o acaso, os resultados
que poderiam ter acontecido em
oposicdo ao que realmente
aconteceu, iniciando a construcdo
do espaco amostral.

1. aprimoramento da
capacidade de enumeracdo
dos elementos do espaco
amostral, que esta associada,
também, aos problemas de
contagem.

2. Os problemas de contagem,
devem inicialmente, estar
restritos aqueles cujas
solugbes podem ser obtidas
pela descricdo de todos os
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casos possiveis, mediante a
utiizacdo de esquemas ou
diagramas, e, posteriormente,
aqueles cuja resolucéo
depende da aplicacdo dos
principios  multiplicativo e
aditivo e do principio da casa
dos pombos.

3. Resolugdo de problemas
envolvendo as operagcoes
fundamentais, utilizando ou
nao a linguagem algébrica.

Fonte: BRASIL (2018).
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Em relacdo as Competéncias Especificas selecionadas no que se refere ao

Ensino Médio, a BNCC determina habilidades indicadas para o desenvolvimento das

mesmas, sendo assim, fizemos uma selecdo de habilidades que podem ser

construidas com a utilizacdo da Geometria Fractal, relacionadas aos numeros das

suas respectivas competéncias especificas.

Quadro 4 - Habilidades relacionadas as competéncias especificas para o Ensino Médio

selecionadas da BNCC

Numero da
Competéncia Habilidades selecionadas
na BNCC
1. (EM13MAT105) Utilizar as nocdes de transformacdes isométricas
(translacdo, reflexdo, rotagdo e composicoes destas) e
transformac6es homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes producdes humanas (fractais,
construcdes civis, obras de arte, entre outras).
3. (EM13MAT301) Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da

Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem
equacdes lineares simultaneas, usando técnicas algébricas e
graficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir modelos empregando as funcdes
polinomiais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos
diversos, com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT304) Resolver e elaborar problemas com funcgdes
exponenciais nos quais seja necessario compreender e interpretar a
variacdo das grandezas envolvidas, em contextos como o da
Matematica Financeira, entre outros.

(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com funcdes
logaritmicas nos quais seja necessario compreender e interpretar a




variagdo das grandezas envolvidas, em contextos como o0s de
abalos sismicos, pH, radioatividade, Matematica Financeira, entre
outros.

(EM13MAT307) Empregar diferentes métodos para a obtencdo da
medida da area de uma superficie (reconfiguracdes, aproximacao
por cortes etc.) e deduzir expressdes de célculo para aplica-las em
situagdes reais (como o0 remanejamento e a distribuicdo de
plantacbes, entre outros), com ou sem apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT308) Aplicar as relagbes métricas, incluindo as leis do
seno e do cosseno ou as nogdes de congruéncia e semelhanca, para
resolver e elaborar problemas que envolvem triangulos, em variados
contextos.

(EM13MAT309) Resolver e elaborar problemas que envolvem o
calculo de areas totais e de volumes de prismas, piramides e corpos
redondos em situagdes reais (como o calculo do gasto de material
para revestimento ou pinturas de objetos cujos formatos sejam
composi¢des dos solidos estudados), com ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT310) Resolver e elaborar problemas de contagem
envolvendo agrupamentos ordenaveis ou ndo de elementos, por
meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a estratégias
diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) Identificar e descrever o espago amostral de
eventos aleatorios, realizando contagem das possibilidades, para
resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo da
probabilidade.

(EM13MAT401) Converter representacdes algébricas de funcdes
polinomiais de 1° grau em representacdes geomeétricas no plano
cartesiano, distinguindo 0os casos nos quais 0 comportamento é
proporcional, recorrendo ou ndo a softwares ou aplicativos de
algebra e geometria dinamica.

(EM13MAT402) Converter representacfes algébricas de funcdes
polinomiais de 2° grau em representacdes geomeétricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma variavel for
diretamente proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou nao
a softwares ou aplicativos de algebra e geometria dinamica, entre
outros materiais.

(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagées, com ou sem apoio
de tecnologias digitais, entre as representacbes de funcdes
exponencial e logaritmica expressas em tabelas e em plano
cartesiano, para identificar as caracteristicas fundamentais (dominio,
imagem, crescimento) de cada funcéo.

(EM13MAT406) Construir e interpretar tabelas e graficos de
frequéncias com base em dados obtidos em pesquisas por amostras
estatisticas, incluindo ou ndo o uso de softwares que inter-
relacionem estatistica, geometria e algebra.
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5. (EM13MAT504) Investigar processos de obtencdo da medida do
volume de prismas, piramides, cilindros e cones, incluindo o principio
de Cavalieri, para a obtencéo das formulas de célculo da medida do
volume dessas figuras

(EM13MAT505) Resolver problemas sobre ladrilhamento do plano,
com ou sem apoio de aplicativos de geometria dindmica, para
conjecturar a respeito dos tipos ou composicdo de poligonos que
podem ser utilizados em ladrilhamento, generalizando padrdes
observados.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacdo da area e do
perimetro de um poligono regular quando os comprimentos de seus
lados variam, analisando e classificando as funcdes envolvidas.

(EM13MAT507) Identificar e associar progressdes aritméticas (PA)
a funcdes afins de dominios discretos, para andlise de propriedades,
deducdo de algumas formulas e resolucéo de problemas.

(EM13MAT508) Identificar e associar progressdes geométricas (PG)
a fungbes exponenciais de dominios discretos, para andlise de
propriedades, dedugdo de algumas férmulas e resolugdo de
problemas.

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos ao
comportamento de duas varidveis numeéricas, usando ou nao
tecnologias da informacéo, e, quando apropriado, levar em conta a
variacdo e utilizar uma reta para descrever a relacdo observada.

Fonte: BRASIL (2018).

6.1.2 Andlise dos Curriculos de Matematica para o Ensino Fundamental e Médio do
Estado de Pernambuco

Baseados na BNCC e nos Parametros Curriculares do Estado de Pernambuco,
foram desenvolvidos os Curriculos de Matematica para o Ensino Fundamental e
Médio do Estado de Pernambuco. A partir da andlise dos mesmos, forneceremos uma
selecdo fundamentada no Organizador Curricular dos Parametros Curriculares de
2019 (mais recente), buscando fornecer nas Unidades Teméticas (as 5 provenientes
da BNCC) de todos os anos do Ensino Fundamental e Médio, os Objetos de
Conhecimento e as Habilidades (especificamente determinadas em Pernambuco)
onde pode ser encontrada a presenca dos contetdos proprios da Geometria Fractal
ou de conteudos que possam ser abordados através da utilizagdo da mesma. Os

guadros contendo estas analises estardo dispostos na secao de apéndices.
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6.1.3 Reflexdes sobre as pesquisas realizadas

Em todos os materiais analisados, a pesquisa sobre os termos “Geometria
Fractal”, “fractais” ou “fractal” resulta em pouquissimos resultados. Na BNCC é
encontrado o termo “fractais” apenas duas vezes, porém o texto onde se encontra é
0 mesmo — a descri¢do da Habilidade (EM13MAT105).

(EM13MAT105) Utilizar as noc¢Bes de transformacdes isométricas
(translacdo, reflexdo, rotacdo e composicbes destas) e
transformagc6es homotéticas para construir figuras e analisar
elementos da natureza e diferentes producbes humanas (fractais,
construcoes civis, obras de arte, entre outras). (BRASIL, 2018, p. 533,
545)

Tal Habilidade é citada pela primeira vez por fazer parte da Competéncia
Especifica 1 na parte do material que se refere a “Matematica e suas tecnologias no
Ensino Médio: Competéncias especificas e Habilidades”. Pela segunda vez a
Habilidade é citada em “Consideragbes sobre a organizagdo curricular” por estar
disposta na unidade de “Geometria e Medidas”. Isso nos mostra que a Base Nacional
Curricular Comum ainda né&o prioriza 0 ensino dessa geometria ou hdo percebe as

possibilidades de utilizagdo da mesma.

Porém, em cada um dos quadros apresentados buscamos mostrar que a
Geometria Fractal poderia ser utilizada de alguma forma, sendo por exemplo, uma
ferramenta do ensino através da qual pode ser desenvolvido aquele conteldo,
habilidade ou competéncia determinado no quadro (os elementos triangulares e
guadrados presentes nos fractais Triangulo de Sierpinski e Tapete de Sierpinski
poderiam, por exemplo, ser utilizados em situacdes de contagem, servindo de espaco
amostral para diversas situagdes, ainda mais por serem estruturas que aumentam ou
diminuem a sua quantidade dependendo do nivel de iteracdes). A Geometria Fractal
poderia também ser tratada como area do conhecimento, que ja possui conceitos e
propriedades que sdo consequéncias da utilizacdo de conteddos, processos e
habilidades da matematica como instrumento para si e que podem ser exemplificados
por meio dela (como por exemplo, o processo de construcdo do Triangulo de
Sierpinski pode ser demonstrado para apresentar a utilizagao da divisédo do lado de
um tridngulo equilatero em partes iguais por meio do seu ponto médio com uma

finalidade pratica, determinar a formacg&o dos proximos triangulos da estrutura).
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Na pesquisa feita no Curriculo de Pernambuco do Ensino Fundamental, n&o

se encontra citacdo dos termos “Geometria Fractal”, “fractais” ou “fractal” na area de
Matematica. Ja a analise feita do Curriculo de Pernambuco do Ensino Médio, a busca
pelos termos gera o total de 11 correspondéncias, sendo 3 delas na determinacéo de
“Habilidades da Area BNCC”, “Habilidades Especificas do Componente” e “Objetos
de Conhecimento” do 3° Ano do Ensino Médio, e estdo destacadas no apéndice J, em
cinza. As 8 citacOes restantes se encontram num quadro determinado para uma
“Trilha”, um plano curricular proposto pelo material com tematicas especificas que
buscam dialogar com experiéncias da vida de cada um dos alunos. A seguir,
mostraremos um quadro com algumas informacdes da trilha especifica e das suas

citacfes a Geometria Fractal.

A partir da Reforma do Ensino Médio (2017), apresenta-se, para 0s
estudantes, a possibilidade da escolha como uma estratégia de
flexibilizagdo do curriculo e de superacdo do curriculo Unico que
marcou a educacédo brasileira nas ultimas décadas. Escolhas essas
gue serdo feitas a partir das experiéncias de cada um em sua vida
escolar ou extraescolar; das expectativas pessoais e profissionais; da
sua visado de mundo; dos seus projetos de vida. Embora a lei determine
a elaboracgédo dos itinerarios formativos pelos sistemas de ensino, ndo
estabelece que essa escolha é Unica e determinante para o0 percurso
académico dos jovens. Cabe aos sistemas a normatizacdo de
mudancas de rumos ao longo do Ensino Médio.

Nesse sentido, foram elaboradas Trilhas para compor os Itinerarios
Formativos, a partir de campos de discussdo de ampla relevancia
social e, considerando que cada uma representa uma discussao
histérica pertinente, visando nao incorrer na efemeridade de
preocupacfes pontuais e passageiras. As tematicas apresentadas
para os itinerarios se propdem a ter ampla relagdo com as discussdes
de cada tempo, mesmo a partir de possiveis e necessarias mudancas
sociais, politicas ou econémicas, uma vez que representam condi¢des
fundamentais da convivéncia humana nos diversos paises e
momentos histéricos. (PERNAMBUCO, 2019, p. 81)

Quadro 5 — Trilha: MatematizACAO, Design e Criatividade (MATEMATICA E LINGUAGENS)

TRILHA INTEGRADA - LINGUAGENS E MATEMATICA E SUAS TECNOLOGIAS
Trilha: MatematizACAO, Design e Criatividade
Perfil do egresso: Realizar uma leitura de mundo sensivel, articulada, concreta e abstrata,
favorecendo e ampliando o seu potencial criativo e inovador, a partir de estudos e
praticas do universo das linguagens e da matematica, se utilizando de producdes de
imagens, formas, sons, sélidos e de expressfes corporais e artisticas sob diversas
perspectivas.

Cursos Superiores Relacionados
Economia, Marketing, Design, Engenharia de Telecomunicagdes, Jornalismo, Arte
(cénica e visual), Jornalismo, Matematica, entre outros relacionados
3° Ano — 2° Semestre
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Unidade Tematica: IDEIAS E INOVACAO

Objetivo do Semestre: Propor e testar estratégias para resolucao de questdes (problemas)
socioculturais e ambientais, através de acdes e projetos individuais e/ou coletivos de
maneira criativa, ética, inovadora e responsavel, comunicando suas produc¢des de maneira
diversa, em ambientes digitais ou néo.

PERIOD | UNIDADE EIXO HABILIDADE DA TOPICOS
O CURRICUL | ESTRUTUR UNIDADE
AR ANTE CURRICULAR
OBRIGAT
ORIA
3°ano 2° | Fractais Investigacdo | (EMIFMATO1PE) Aplicagéo da Geometria
semestre | (40h) Cientifica Investigar e analisar | Fractal e dos
situacBes-problema, conhecimentos tais
Formacéo selecionando e | como segmentos de
docente: determinando reta, angulos,
Matematica conhecimentos sequéncia  numérica,
matematicos, poténcia, padrbes e
associados aos | regularidades, relacao
fractais contribuindo | algébrica e geométrica,
com a leitura de uma | visualizagéo 3D,
dada situacgdo, | investigacao de
identificando e | padronizacdo  fractal,
elaborando modelos | padrdes geométricos,
para sua | cultura fractal, nUmeros
representacao complexos. Utilizagéo

das tecnologias digitais
como softwares ou

Processos (EMIFMATO4PE) aplicativos voltados
Criativos Reconhecer produtos | para a  Geometria
e/ou processos | Fractal.

criativos por meio de
fruicdo, vivéncias e
reflexdo critica na

producédo dos
conhecimentos
relacionados a

Geometria Fractal e
sua aplicagcdo no
desenvolvimento de
processos
tecnolégicos diversos.
Mediacéo e | (EMIFMATO7PE)
Intervencdo | Identificar e explicar
Sociocultural | questbes
socioculturais e
ambientais aplicando
conhecimentos e
habilidades da
Geometria Fractal
para avaliar e tomar
decisbes em relagéo
ao que foi observado.
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Fonte: PERNAMBUCO (2019).

Por meio deste quadro e da pesquisa feita, podemos concluir que de fato, a
Geometria Fractal ainda ndo possui destaque dentro do ensino da matematica, sendo
referenciada em casos muito pontuais, tanto na BNCC, quanto nos Curriculos
observados. Porém, enxergamos que a participacdo desta geometria pode ser muito
mais frequente e proveitosa no ensino da Matematica, e por conta disso, buscamos
também analisar trabalhos académicos que trazem propostas educacionais para a

implementacdo da mesma, trazendo reflexdes sobre cada material observado.

6.2 Analise de artigos que propdem a utilizacdo da Geometria Fractal no Ensino
Bésico

Alguns trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de trazer propostas para
se utilizar a Geometria Fractal no ensino basico. Atraves da utilizagdo da Geometria
Dindmica ou até mesmo de processos manuais, autores propdem o uso de
determinadas propostas didaticas que buscam, ao seu ver, enriquecer o ensino da
Matematica e Geometria por meio do desenvolvimento, manipulacdo e analise de

estruturas fractais.

Por meio de pesquisa bibliografica, foi possivel ter acesso aos trabalhos
desenvolvido pelos autores Andrios Bemfica e Cassiana Alves (Fractais: progressao
e série geométrica), Regis Alessandro Fuzzo, Talita Secorum dos Santos e Luciano
Ferreira (Fractais e o GeoGebra: Construindo a Curva de Koch), Sandra Eliza
Vielmo e Francéli Dalberto (A Matematica Fractal e o GeoGebra no Ensino de
Matematica) e Jodo Cesar Maciel Valim e Viviane Colucci (Geometria Fractal No
Ensino Fundamental e Médio). Neste capitulo faremos analises de cada um dos
materiais encontrados, no que se refere as contribuicbes para o estudo dos fractais
(como cada autor traz a sua pesquisa sobre os fractais utilizados por ele) e as
possibilidades apresentadas pelos autores para a utilizacao de fractais na educacgao
(como cada autor justifica as abordagens que propde). Cada trabalho sera analisado

individualmente a partir de observacgdes, reflexdes e referéncias apresentadas.

6.2.1 Fractais: progressédo e série geomeétrica (Andrios Bemfica, Cassiana Alves,
2010)
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Este trabalho de 2010 foi publicado na revista Modelos da Faculdade Cenecista
de Osorio (FACOS) em 2011, uma publicagédo online do curso de Licenciatura em
Matematica. Teve como objetivos: apresentar o que sdo os fractais; mostrar o
Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski e o Conjunto de Cantor; realizar o calculo
da area e do “volume” do Triangulo de Sierpinski e o calculo da area do Tapete de
Sierpinski apés n iteracdes, utilizando os conceitos de progressdes e séries
geométricas oriundos do célculo, geometria e da algebra; e abordar o tema nao
somente como uma curiosidade geométrica, mas discutir as possibilidades do uso
deste como uma metodologia para a matematica do ensino médio (BEMFICA E
ALVES, 2010). Foi desenvolvido por Andrios Bemfica e Cassiana Alves, ambos

graduados em Licenciatura Matematica na FACOS.

O trabalho se inicia afirmando que na metodologia do ensino da matematica,
os fractais ainda sédo pouco utilizados e podem ser aplicados nos contetdos de
progressdes geométricas, no ensino médio (BEMFICA E ALVES, 2010). Os autores
trazem a definicdo de fractal introduzida por Mandelbrot e afirmam que os fractais
podem ser divididos em duas categorias: “os fractais geométricos, que repetem
continuamente um modelo padrdo, e os aleatdorios que séo feitos através dos
computadores” (Bemfica e Alves, 2010, p.7). O que € uma divisdo bastante confusa,
visto que os fractais geométricos justamente por repetirem continuamente um modelo
padrdo é que podem ser feitos com facilidade através de computadores e também por
meio do advento da computacdo € que foram se avancando os estudos sobre a

geometria fractal.

Ja em relacdo aos fractais aleatérios, pode até ser afirmado que eles podem
ser feitos através dos computadores, mas ndo € isso que os define. Segundo
Sakamoto e Avilla (2014), por exemplo, “quando o todo é uma ampliagdo perfeita de
uma parte conclui-se que o fractal € geométrico” (p. 4) e “quando o todo é uma
ampliacdo semelhante a uma parte define-se que o fractal é aleat6rio ou natural” (p.
5), ou seja, o que difere um fractal geométrico para um fractal natural deveria ser a
relacdo entre o todo e as partes componentes de um fractal, e n&o fatores como a
possibilidade de serem feitos por computadores ou a repeticdo de um modelo padréo,

como afirma o trabalho de Bemfica e Alves.

Os autores também apontam que os fractais apresentam as caracteristicas:

“auto-semelhanca [sic], dimensionalidade e complexidade infinita” (Bemfica e Alves,
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2010, p. 7), porém, so tratam sobre a autossemelhanga, ndo elaborando sobre os

outros temas.

Apos isso, falam sobre Teoria do Caos e relacionam a tematica aos fractais

afirmando que:

Um exemplo tradicional de caos no mundo cotidiano, e também
conhecido como um provérbio é o “efeito borboleta”, que diz que: “uma
borboleta bate as asas na China e causara um furacdo na América”,
por mais absurdo que pareca esta metéfora, os fenbmenos climaticos
sdo de comportamento cadtico e de dificil previsibilidade. E também
podemos citar as formas do litoral e das ilhas, umas sdo alongadas,
outras circulares, diferem de tamanho, mas podem ser de formas
analogas. S&o como fractais, a sua formagéo deve-se a um conjunto
de forgas complexas que resultaram num formato padrdo, pois se
observarmos a natureza ndo veremos ilhas quadradas. (BEMFICA E
ALVES, 2010, p. 8)

Uma colocacdo no minimo estranha, pois ndo relaciona de forma consistente a
Teoria do Caos e a Geometria Fractal. Concordamos, que de fato, esta relacao existe,
porém fica muito mais clara no trabalho desenvolvido por Ruy Madsen Barbosa
(2002), que afirma que a ciéncia chamada CAOS surgiu a partir do interesse de
diversas areas como biologia, fisica, economia e meteorologia em questbes da
natureza, buscando dar enfoques adequados as suas complexidades. Os estudos
sobre a Geometria Fractal se desenvolveram principalmente pelo aprimoramento das
técnicas computacionais, entao auxiliaram bastante a trazer melhores representacdes
visuais, mais aproximadas e adequadas para formas na natureza que possuem
bastante irregularidade e caos (mares, ilhas, plantas, nuvens, montanhas, etc) que
antes eram simplificadas por formas da geometria euclidiana (triangulos, cones,
circulos, esferas, etc). Segundo o autor, “os fractais revolucionaram a geragéo e
reproducao de imagens” (p.10), além disso, o autor também afirma que:

Essa ciéncia trouxe consigo o ver ordem e padrdes, onde
anteriormente sé se observava o irregular, o aleatdrio, o imprevisivel,
digamos mesmo o caético. Entretanto, nota-se que o Caos colocou
elos entre temas ndo relacionados, justamente pelas suas
irregularidades. Seus cientistas, de areas diversas, tiveram
dificuldades e desanimo até mesmo para publicar, para colocar suas
ideias e resultados de forma publicavel. Temas como desordem na
atmosfera, turbuléncia nos fluidos, variacéo populacional de espécies,
oscilagbes do coracgéo e cérebro, interligacdes microscépicas de vasos
sanguineos, ramificacdes alveolares, cotagfes da bolsa, forma das

nuvens, relampagos, aglomeracfes estelares etc. eram estudados
buscando se entéo ligagbes entre diferentes tipos de irregularidades:
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e surpreendentes ordens no caos foram descobertas. (BARBOSA,
2002, p. 10,)

Apos tratar um pouco mais sobre a definicdo da Geometria Fractal, Bemfica e

Alves se iniciam a falar sobre fractais como metodologia de ensino. Eles defendem

que essa geometria tem um campo vasto de aplicacdo dos conceitos matematicos em

suas diversas areas como algebra, calculo, geometria plana e espacial e progressoes,

e que cabe ao educador inserir este tema em suas aulas e cativar o aluno no

aprendizado de conceitos, utilizando dos recursos disponiveis na escola e 0s

contetidos curriculares. Eles também apontam que as tecnologias no ensino sédo

ferramentas que auxiliam tanto os alunos quanto os professores, e que diferentes

formas de se abordar contetddos tornam as aulas de mateméatica mais atraentes e

produtivas, defendendo a formacé&o de estudantes que saibam reconhecer, relacionar,

guestionar e criar, e ndo apenas calcular, escrever e saber a capital de determinado

pais. E também afirmado que no campo extenso das aplicagdes dos fractais “é

necessario que o professor perceba a potencialidade que existe nesta area da

geometria, podendo assim trabalhar conceitos de simetria, relacionando arte com
matematica.” (BEMFICA E ALVES, 2010, p.11).

Nesse sentido, podemos afirmar que esta area da geometria passa a

ser uma importante e eficaz metodologia de ensino, visto que

possibilita a abordagem e aplicacédo de varios conceitos, diversificando

assim a pratica do professor. Propor uma aula com situagfes novas,

onde o educando possa descobrir e fazer relagbes entre o que

visualiza e 0 que estuda, torna o acontecimento em sala de aula

favoravel a aprendizagem. Esta abordagem possibilitard ao educando

a visualizacdo do conteudo trabalhado, ndo ficando apenas na

formalidade que é prépria da disciplina de matematica. (BEMFICA E
ALVES, 2010, p. 11)

ApOs esses apontamentos sobre metodologia, 0s autores comecam a tratar dos
fractais “Triangulo de Sierpinski”, “Piramide de Sierpinski®’, “Tapete de Sierpinski”,
“Conjunto de Cantor” e “Curva de Koch” trazendo descrigbes sobre os mesmos,
caracteristicas e analises matematicas de alguns, tratando sobre areas, volumes,
quantidade de iteragbes e contagem de partes retiradas. Vale salientar que algumas
vezes, inclusive desde o inicio do trabalho, os autores falam sobre “volume do
Tridngulo de Sierpinski”, algo que nao faz sentido, ja que tridngulos ndo apresentam
volume, porém interpreta-se que os autores se referem ao volume da Piramide de

Sierpinski.
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Infelizmente, mesmo 0s autores trazendo interessantes anlises sobre as
séries geométricas baseadas nas areas e volumes dos fractais e suas possiveis
convergéncias para zero no caso de um namero infinito de iteracdes, 0s processos de
desenvolvimento de célculos matematicos apresentam erros de digitacédo, além disso,

varias expressdes encontram-se ilegiveis e alguns dados estéo incorretos.

Figura 37 — Exemplo de desenvolvimento ilegivel

;

Fonte: BEMFICA E ALVES (2010, p. 16).

Entdo, devido a importancia desses dados para o estudo e aplicacdo da
Geometria Fractal, partindo das orientacdes indicadas por Bemfica e Alves,
pretendemos demonstrar no proximo capitulo as tabelas (refeitas), as informacdes
sobre os elementos observados dos fractais, as expressdes matematicas e o0s
desenvolvimentos das séries geométricas utilizando calculo e geometria no que se
refere aos fractais: “Tridngulo de Sierpinski”, “Piramide de Sierpinski’ e “Tapete de

Sierpinski”.

Ao final do material, os autores falam sobre o uso do software Shapari na
construcéo de fractais, afirmando que este possui uma linguagem de programacao de
facil compreensao e que possibilita que o aluno desenvolva o raciocinio, sendo muito
bom para o ensino da geometria e podendo ser usado em todos 0s niveis escolares
(BEMFICA E ALVES, 2010). E afirmado que o software pode ser utilizado desde por
criancas a partir do 4 anos até por alunos de nivel universitarios para serem
produzidos fractais, porém nao fica muito claro como o software funciona ou quais
funcdes do mesmo podem ser utilizadas em metodologias de ensino da matematica,
apenas sdo apontadas operacdes que o usuario pode realizar e uma série de
conteudos da matematica que podem ser abordados, mas ndo como isso poderia ser
feito. Os autores também trazem uma figura para mostrar o software, porém esta nédo
demonstra a criacdo de fractais ou a relacédo destes com os conteldos matematicos

propostos. Segundo os autores:

Shapari é projetado para mentes curiosas de todas as idades. Os
controles simples, diretamente acessiveis e permitem que 0s usuarios
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0S mais novos, usando o mouse, sintam um a possibilidade da
coloracdo da alteracdo das formas. Os usuérios avancados podem
projetar seus proprios manipuladores da forma usando um editor
gréfico e/ou umas descricbes Matemdticas. Estes manipuladores
podem entdo ser aplicados iterativos para criar testes padrdes fractal.
Shapari oferece algo para apenas aproximadamente todos. Uma
exploracao clara de muitos conceitos mateméticos incluindo a forma,
o0 tamanho, a contagem, a multiplicacdo, a simetria, as
transformacfes, a periodicidade, a convergéncia, o crescimento
exponencial, a recursividade e a geometria fractal. (BEMFICA E
ALVES, 2010, p. 23, 24)

O trabalho de Bemfica e Alves inegavelmente apresenta informacdes de muita
importancia para as reflexdes acerca da relacdo dos fractais com a matematica, por
conta disso, sera retomado e explicitado no capitulo 6 do nosso trabalho. Porém, ao
final do artigo ndo é possivel identificar quais seriam as propostas dos autores para a
utilizacdo dos fractais no ensino da matematica. E apresentado o Shapari, mas néo
sdo mostrados exemplos de utilizacdo do mesmo, apenas sao indicadas funcdes e
conteldos matematicos que este software poderia ser utilizado para abordar. Com o
devido aprofundamento e esclarecimento de dados, pretendemos contribuir para que
o trabalho possa ser enriquecido e que sejam indicadas possibilidades de utilizacéao

da Geometria Fractal no Ensino Basico por meio do Shapari.
6.2.2 Fractais e 0 GeoGebra: Construindo a Curva de Koch (Fuzzo et al, 2011)

O artigo foi publicado em 2011, na 132 Conferéncia Interamericana de
Educacdo Matematica (CIAEM), em Recife, Pernambuco por Regis Alessandro Fuzzo,
Talita Secorum dos Santos e Luciano Ferreira, os trés da Universidade Estadual do
Parana. Tem por objetivo propor o ensino da Geometria Fractal em um ambiente de
geometria dindmica auxiliado pelo software GeoGebra e surgiu da observacédo dos
autores acerca da falta de atividades relacionadas ao ensino de Geometrias N&o-
Euclidianas na Educacéo Basica do estado do Parana, mesmo sendo este contetdo
presente nas Diretrizes Curriculares Educacionais (DCE) do estado. Por meio do
trabalho, propdem uma atividade de construcdo da Curva de Koch utilizando o
GeoGebra e a aplicagdo de uma ferramenta do software que permite aplicar a
recursividade nessa estrutura e uma analise das peculiaridades desse Fractal. Os
autores defendem que desse modo se pode permitir aos alunos do Ensino Médio uma
aprendizagem de alguns conceitos da Geometria Euclidiana, da Geometria Fractal e
relaciona-las a Algebra (FUZZO et al, 2011).
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O trabalho se inicia a partir das andlises das Diretrizes Curriculares da
Educacdo Basica Matematica do Estado do Parana (2008), e os autores identificam
que é sugerida a insercdo da Geometria Fractal em sala de aula tanto no Ensino
Fundamental, quanto no Médio por conta das Diretrizes se referirem a “nogdes
basicas de Geometria Nao-euclidiana” como parte dos desdobramentos do conteudo
estruturante das Geometrias (FUZZO et al, 2011). Além disso, analisando também os
Parametros Curriculares — PCN (2002), os autores concluem que também é sugerido
gue na abordagem dos contetdos de geometria, sejam mostrados diferentes modelos
explicativos do espaco e suas formas, com linguagens e raciocinios diferentes dos
aprendidos no ensino fundamental com a geometria classica euclidiana (FUZZO et al,
2011).

Esses tipos de andlise sdo necessarios para justificar a utilizacdo da Geometria
Fractal no ensino bésico, visto que ela se encontra classificada como Geometria Nao-
euclidiana, e inclusive abrem margem para a insercdo de outras geometrias deste
mesmo conjunto, como por exemplo a geometria hiperbdlica, geometria do taxi e
geometria esférica, tematicas pouco abordadas porém muito interessantes para
serem trazidas a sala de aula, visto que trazem diferentes formas para se pensar
geometricamente. E pertinente frisar que nédo é defendida uma retirada da Geometria
Euclidiana do ensino, mas sim a possibilidade de mostrar outras formas de se ver e
formular o pensamento geométrico, que ja este comecou a ser desenvolvido a partir
da utilizacdo da Geometria Euclidiana. E interessante entdo debater com os alunos
sobre novos tipos de pensamento geométrico, e sobre o ensino da Geometria Fractal
os autores defendem a analise por outra perspectiva que nido seja apenas devido “ao
fato dela estar inserida nas DCE, sendo vista apenas como uma obrigacdo, mas
também como um saber escolar que desperte o interesse do aluno para um novo
conhecimento diferente daqueles tradicionalmente ensinados” (FUZZO et al, 2011, p.
3).

Os autores destacam a utilizacdo das Tecnologias de Informacdo e
Comunicagéo (TIC) como facilitadores do processo de ensino e aprendizagem, e
escolnem o GeoGebra como ferramenta digital para auxiliar tanto o ensino da
Geometria Fractal, quanto a Geometria Euclidiana por conta da gratuidade deste
software e da sua acessibilidade na grande parte das escolas da rede estadual do

Parana. Também salientam uma iniciativa de promover a inclusdo digital nas escolas
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do parana chamada Programa Parané Digital, feita pelo Governo do Estado (FUZZO
et al, 2011).

Os autores apontam que as DCE (2008) informam a importancia de se trabalhar
a Geometria Fractal no Ensino Médio, e segundo estas diretrizes podem ser
explorados na geometria dos fractais: o floco de neve, a curva de Koch, o tridngulo e
o tapete de Sierpinski, “conduzindo o aluno a refletir e observar o senso estético
presente nessas entidades geométricas, estendendo para as suas propriedades”
(FUZZO et al, 2011, p. 3 apud DCE, 2008, p. 57). Segundo os autores, as TIC trazem
dinamismo as representacdes de conceitos matematicos e isso é refletido
positivamente no processo de aprendizagem e concretizacées mentais, e ao introduzir
o estudo da Geometria Fractal através do GeoGebra, “os alunos tém, por meio dele,
a oportunidade de fazerem conexdes tanto dentro da prépria Matemética e o mundo
da Natureza e do Homem, e de explorarem a Matematica por caminhos nao-

analiticos” (FUZZO et al, 2011, p. 3).

A construcdo da Curva de Koch por meio do GeoGebra € entdo mostrada pelos
autores, e é destacada por eles a possibilidade da criacdo de uma ferramenta no
software com a finalidade de serem feitas iteracfes nos segmentos de reta seguindo

as regras determinadas pelo processo recursivo desta curva.

Figura 38 — Construcao feita pelos autores da Curva de Koch (nivel 1) com destaque para a

“Ferramenta Koch” criada.
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Fonte: FUZZO et al (2011, p. 4).
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A ferramenta desenvolvida pelos autores funciona a partir do clique nos pontos
extremos (comecgando pelo ponto mais a esquerda) de cada um dos segmentos
constituintes da curva, que sao 0s objetos de entrada para a ferramenta. O processo

de geracédo do nivel 2 do fractal € mostrado na imagem a seguir:

Figura 39 — Construcao do nivel 2 da Curva de Koch utilizando a “Ferramenta Koch”
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Fonte: FUZZO et al (2011, p. 5).

A figura no canto superior esquerdo mostra o surgimento dos primeiros
segmentos menores em azul e vermelho a partir da utilizagdo da ferramenta no
segmento em verde da esquerda na figura 39. A seguir, a ferramenta foi utilizada no
segmento maior em azul, que gerou novos segmentos menores em azul e vermelho,
como mostra a figura no canto superior direito. O processo é repetido para 0s
segmentos maiores restantes em vermelho e verde, como é mostrado na figura do
canto inferior esquerdo e na figura do canto inferior direito, respectivamente, obtendo
entdo a Curva de Koch no nivel 2. Porém, todo esse processo, desde a criacdo do
primeiro nivel da curva, ndo é explicado pelos autores no material, necessitando entao

de esclarecimento.

A utilizacdo desta ferramenta € uma atividade que, segundo o0s autores, permite
explorar algumas caracteristicas fractais da Curva de Koch: a estrutura fina
(detalhamento infinito), a auto-semelhanca (formacéo de réplicas menores através da
sua diviséo), a simplicidade na lei de formacéo, e 0 processo repetitivo de construcéo
(FUZZO et al, 2011). Entendemos que existem alguns fractais cuja lei de formacéo é
simples, e isso € o caso da Curva de Koch, mas é necessario afirmar que esta
caracteristica ndo é algo obrigatdrio para as estruturas fractais, cujas leis de formacéo

podem ser mais elaboradas dependendo do comportamento do fractal.
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Acreditamos que os autores citaram algumas das caracteristicas dos fractais
indicadas por Denise Pallesi, que por sua vez afirma que, no livro Techniques in
Fractal Geometry, Kenneth Falconer determina que um fractal geralmente possui
todas ou a maioria das caracteristicas a seguir: estrutura fina, auto-afinidade,
simplicidade nalei de formacao, dificil descri¢cdo e dimensao fractal (PALLESI, 2007
apud FALCONER, 1997). Quando trata da simplicidade na lei de formagéao, Pallesi
(2007) afirma que:

A lei de formacao do fractal € o processo que € repetido a cada
iteracdo. De fato, geralmente esse procedimento a ser repetido é
bastante simples. No caso do conjunto de Cantor [...], a lei de formac&o
€: divide-se cada segmento em 3 partes, e retira-se o terco médio.
(PALLESI, 2007, p. 11)

E também mostrada pelos autores a possibilidade da construcdo de uma
tabela, proposta por Pallesi (2007), a partir da analise algébrica do numero de
segmentos, comprimento de cada segmento e comprimento total da curva. Segundo
0s autores, por meio da proposta de ensino feita, buscou-se divulgar o ensino da
Geometria Fractal com o auxilio do GeoGebra, sendo possivel trabalhar conceitos de
“tridangulos, funcdes, aplicacdes de progressdes geométricas, no¢des intuitivas de
limites no infinito, calculos de area, no¢bes de perimetro de figuras complexas e com
‘buracos’ e utilizagéo de tabelas.” (FUZZO et al, 2011, p.11, 12).

Quadro 6 - Caracteristicas da Curva de Koch analisadas por Pallesi (2007)
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Fonte: PALLESI (2007, p. 15).

Concordamos que todos estes conceitos podem ser trabalhados por meio da
utilizacdo do GeoGebra, e o trabalho dos autores explorando a construcéo da Curva
de Koch fornece aos professores uma oOtima estratégia para a sala de aula. Porém, o
processo da criagao da ferramenta no GeoGebra e sua utilizacdo para a criagéo da
curva a partir do nivel 0 de um segmento de reta sdo pontos que ndo foram
esclarecidos, ou seja, caso um professor queira se utilizar da ferramenta desenvolvida
no trabalho, 0 mesmo deveria recria-la. Vista entdo a importancia desta ferramenta e
das suas aplicacdes, no préximo capitulo mostraremos todo o processo de
desenvolvimento da mesma. Também sera feita a reflexdo sobre como a criacao e
utilizacdo desta ferramenta pode auxiliar professores de mateméatica e alunos do

ensino basico.

6.2.3 A Matemética Fractal e 0 GeoGebra no Ensino de Matematica (Vielmo e
Dalberto, 2013)

O trabalho foi publicado em 2013, no VII Congresso lIberoamericano de
Educacion Matemética (CIBEM), por meio da Sociedad de Educacion Matematica
Uruguaya (SEMUR), em Montevidéu, Uruguai, e foi desenvolvido por Sandra Eliza
Vielmo e Francéli Dalberto, da Universidade Federal de Santa Maria — UFSM. Tem
por objetivo apresentar atividades computacionais e matematicas desenvolvidas
utilizando o GeoGebra e relacionadas aos fractais: Tapete de Sierpinski, Arvore
Pitagdrica e Sequéncia de Fibonacci. As atividades propostas serdo desenvolvidas
por meio de uma oficina, e 0os autores objetivam por meio disso contribuir no
desenvolvimento de novas préticas e experiéncias pedagdgicas, melhorando assim a
qualidade do processo de ensino e aprendizagem nos varios niveis de ensino
(VIELMO E DALBERTO, 2013).

A partir destas construcdes, serdo propostas atividades mateméticas
gue propiciem escrever formulas gerais, calcular areas e perimetros
de figuras com complexidade crescente, trabalhar com progressdes
geométricas, fungBes exponencial e logaritmica, bem como

sequéncias de forma geral, somatorios e convergéncia. (VIELMO E
DALBERTO, 2013, p. 923)

Os autores caracterizam os fractais como objetos autossimilares e apontam

gue os estudos de Mandelbrot trouxeram consigo a possibilidade de se ver ordens e
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padrdes onde anteriormente s6 se observava o irregular, aleatério e imprevisivel,
podendo entdo explicar fenbmenos da natureza e estruturas do corpo humano. Além
disso, também afirmam que as propriedades dos fractais estdo sendo empregadas de
diversas formas atualmente, como a construcéo de filtros, superficies seletivas em
frequéncia, circuitos sintonizados e antenas, servindo assim para a telefonia celular e
aplicacbes militares (VIELMO E DALBERTO, 2013). Também é defendido por eles o
estudo dos fractais no ensino de Matematica na Educacéo Basica, de acordo com a
ideia “de que estamos inseridos em um mundo cercado por imagens, sons e
movimentos que englobam a natureza, a informatica, as relagdes humanas e suas
organizagdes.” (VIELMO; DALBERTO, 2013, p. 924, apud BAIER, 2005)
Por meio dos fractais, conexBes com varias ciéncias podem ser
realizadas; deficiéncias da Geometria Euclidiana para o estudo de
formas da natureza podem ser minimizadas; o despertar e
desenvolver do senso estético com o estudo e arte aplicada a
construcao de fractais é possibilitado; e também é possivel provocar a
sensacao de surpresa nos alunos diante da ordem na desordem. Além
disso, [...] a difusdo e acesso as tecnologias da informética nos varios
niveis de escolarizagédo tém ampliado as formas de se estudar fractais

na sala de aula. (VIELMO E DALBERTO, 2013, p. 924 apud BARBOSA,
2005)

E defendido pelos autores o uso da Geometria Dinamica (GD), pois os padroes
dos fractais “ganham vida” assim, ou seja, deixam de ser estaticos quando
potencializados pelos recursos dinamicos ao serem feitas iteracdes ao decorrer dos
niveis em uma Unica construgéo (VIELMO E DALBERTO, 2013). Ao longo do trabalho
sdo apresentadas caracteristicas, definicfes e reflexdes acerca dos fractais: Espiral
de Fibonacci, Arvore Pitagorica e Tapete de Sierpinski, intercaladas por descricdes de
atividades de construcao destes fractais no GeoGebra, questdes a serem perguntadas
na sala de aula (no caso da Arvore Pitagdrica) e analises de elementos geométricos
e matematicos observados no Tapete de Sierpinski.

A atividade 1 consiste na construcédo da Espiral de Fibonacci no GeoGebra, e
embora os autores afirmem que a estrutura pode ser obtida “ao associar os numeros
da sequéncia de Fibonacci as medidas dos lados de quadrados, dispostos de maneira
apropriada” (VIELMO E DALBERTO, 2013, p. 925), a construgao apresentada por

meio da imagem a seguir ndo € realizada por meio de quadrados, e sim, de retangulos.

Figura 40— Construcdo da Espiral de Fibonacci no GeoGebra por Vielmo e Dalberto
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s

Fonte: VIELMO E DALBERTO (20183, p. 925).

A atividade 2 consiste na construcéo da Arvore Pitagorica no GeoGebra, por

meio da seguinte orientacéo e figura a seguir:

A partir de um triangulo retangulo, é construido um quadrado cuja
medida de seu lado é a medida da hipotenusa. Da mesma forma, em
cada um dos catetos do triangulo é construido um quadrado. Este
processo é realizado sucessivamente e sua construgdo no GeoGebra
e mostrada na figura [...]. Observamos que o ponto E, vértice oposto a
hipotenusa do tridngulo retdngulo do nivel 0, pode ser movido
alterando as medidas dos catetos do triangulo retangulo. (VIELMO E
DALBERTO, 2013, p. 926)

Figura 41 — Construg&o da Arvore Pitagérica no GeoGebra por Vielmo e Dalberto

Fonte: VIELMO E DALBERTO (2013, p. 926).

A atividade 3 é relacionada a Arvore Pitagdrica e consiste em um questionario
aplicado a partir da atividade 2 a fim de estabelecer relagbes mateméaticas decorrentes
do processo iterativo do fractal obtido, a saber:
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i) Quantos quadrados existem em cada nivel?

i) Qual é o numero total de quadrados ao final do n-ésimo nivel?

i) Qual é o comprimento do lado dos quadrados em cada nivel?

iv) Qual € a area de cada quadrado em cada nivel?

v) Qual é a éarea total dos quadrados ao final do n-ésimo nivel?
(VIELMO E DALBERTO, 2013, p. 926)

A atividade 4 também é relacionada a Arvore Pitagdrica e é uma pergunta que

surge da analise dos diferentes niveis neste fractal.

Nesta atividade cada nivel consiste na figura representativa do
Teorema de Pitagoras, formada por um triangulo retangulo e os trés
guadrados representados sobre os lados, onde alguns niveis estédo
apresentados na figura 3. Qual € o numero de figuras que representam
o0 Teorema de Pitdgoras no n-ésimo nivel? (VIELMO E DALBERTO,
2013, p. 926)

Figura 42 — Niveis da Arvore Pitagorica

Nivel 0 Nivel 1 Nivel 2
Fonte: VIELMO E DALBERTO (2013, p. 927).

A atividade 5 consiste na construcdo do Tapete de Sierpinski no GeoGebra. O
processo descrito pelos autores € que, partindo de um quadrado, a cada nivel iterativo,
este quadrado € dividido em nove quadrados congruentes e eliminado o quadrado
central. (VIELMO E DALBERTO, 2013)

Figura 43 — Construcao do Tapete de Sierpinski feita por Vielmo e Dalberto
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Fonte: VIELMO E DALBERTO (2013, p. 928).

84

A partir desta construcdo, se propde uma analise de variaveis no Tapete de

Sierpinski. Os autores entdo apresentam um quadro contendo representagdes visuais

de diferentes niveis de iteracdo, numeros de quadrados, comprimento do lado do

guadrado e area dos quadrados em cada nivel. (VIELMO E DALBERTO, 2013)

Quadro 7 — Processo iterativo do Tapete de Sierpinski por Vielmo e Dalberto

{

. Namero de | Comprimento :
[teracdo Nivel quadrados do lado Area
0 8'=1 L 4, =0
1) 1
1 8'=8 L| = 4| <
[ 3 1.[ ;
2 8 =64 L ! : 4 L
- 3 U1 8l
y y b b N
].1 8”

1
g.ll

Fonte: VIELMO E DALBERTO (2013, p. 928).
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A partir da anélise dos dados observados no quadro 7, os autores identificam a
formacao de sequéncias numéricas (que descrevem progressfes geométricas) nas
dltimas trés colunas (VIELMO E DALBERTO, 2013). E montado entdo um novo
quadro que compara as variaveis “Numero de quadrados”, “Comprimento do lado” e

“Area” com suas PGs e Razdes respectivas.

Quadro 8 — Progressdes geométricas decorrentes do processo iterativo por Vielmo e Dalberto

Variavel PG Razio
Nuamero de quadrados (1,8,64,512,..87,..) g==8
L L L L 1

Comprimento do lado L= =, =, n— g==
3 33 3 3

: A, A, 4, l

Are; Ay — e _— = —

o {4" 981"y } 79

Fonte: VIELMO E DALBERTO (2013, p. 929).
Por meio da analise do quadro 8, os autores definem, estendendo o caso discreto

para o caso continuo, as seguintes funcdes, sendo x 0 numero de iteracoes:

)] T (x) = 8% , para descrever o numero de quadrados;

i) Cx)=1L G)x para descrever o comprimento do lado do quadrado retirado;

iii) Ar(x) = Ap (9%) para descrever a area do quadrado retirado. (VIELMO E
DALBERTO, 2013)

Apods definirem as fungdes, os autores levantam as indagagdes: “qual o numero
minimo de iteracdes necessarias de modo que o niumero de quadrados seja superior
a 647? Ou para que o comprimento do lado seja inferior a 0,1?”. Nao se informa, de
fato, se essas questdes, interpretacdes e quadros devam ser levados para a sala de
aula ou feitos com os alunos e néo fica claro, de fato, qual deveria ser a atividade 6.

O material desenvolvido por Vielmo e Dalberto aponta um conjunto de varias
atividades que podem ser desenvolvidas utilizando a Geometria Dinamica através do
software GeoGebra para integar a Geometria Fractal ao ensino basico. Porém a forma
com que estas atividades sdo expostas para o leitor ndo € muito clara, servindo mais
como dicas e sugestdes do que como de fato, uma série de atividades propostas num

modelo de oficina desenvolvido pelos autores. Até mesmo o termo “oficina” s6 é citado
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uma vez no texto todo (no resumo, mais precisamente), e a metodologia por meio da
qual essa oficina poderia ser feita ndo € elucidada pelos autores. Os objetivos que 0s
autores buscam obter com cada atividade ndo séo esclarecidos, ficando o trabalho
mais no campo descritivo dos processos a serem realizados e menos no campo da
preocupacdo acerca das habilidades geométricas/matematicas que aquelas
atividades estariam desenvolvendo ou instigando a surgir nos alunos a partir da

utilizacdo da Geometria ndo-euclidiana apresentada.

E inegavel a importancia do trabalho de Vielmo e Dalberto, porém é necessaria
uma maior reflexdo sobre a contribuicdo de cada uma das atividades frente ao
pensamento geométrico que se quer ser desenvolvido nos alunos a partir da utilizacéo
da Geometria Fractal com o0 GeoGebra. Seguindo a l6gica proposta pelos autores, os
alunos construiriam diversos fractais com o auxilio da GD, mas é necessario entender
0 intuito de se propor uma determinada construcéo, explorando sempre que possivel
0 viés criativo dos alunos. As perguntas feitas em algumas atividades propostas
instigam o aluno a estabelecer relac6es matematicas observando o processo iterativo
dos fractais, mas o que pretende ser observado a partir das respostas dos alunos? E
de que forma a construgao dos quadros apresentados estaria auxiliando o processo
de andlise de uma estrutura fractal? No proximo capitulo, entdo, sera feita uma
reflexdo acerca das possiveis contribuicdes e habilidades a serem desenvolvidas nos

alunos a partir da utilizagdo do material proposto por Vielmo e Dalberto.

6.2.4 Geometria Fractal No Ensino Fundamental e Médio (Valim e Colucci, 2013)

O artigo foi publicado em 2008, na XXII Semana Académica da Matematica,
em Cascavel, Parana, por Jodo Cesar Maciel Valim e Viviane Colucci, ambos da
Universidade Estadual do Oeste do Parana. Tem por objetivo apresentar propostas
de atividades sobre fractais para serem aplicadas em sala de aula com alunos do
ensino fundamental e médio. Também é afirmado pelos autores que a inser¢cao dos
fractais nestes ensinos colabora com o ensino da matematica, levando os alunos a
perceber a aplicagcdo dos elementos da matematica em nosso cotidiano (VALIM E
COLUCCI, 2008).

Os autores discutem conceitos sobre fractais (definicbes, caracteristicas) e,

assim como alguns dos outros trabalhos analisados neste capitulo, reafirmam a
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importancia da Geometria Fractal para o estudo de formas irregulares da natureza.

Apéds argumentarem sobre a Dimensédo Fractal proposta por Mandelbrot, passam a

justificar a utilizacdo das atividades que serdo propostas mais a frente, bem como a

insercao da Geometria no ensino fundamental e médio.

A insercéo de fractal nos ensinos fundamental e médio vem colaborar
com o ensino da Matemética, preenchendo algumas lacunas que
foram deixadas pela geometria euclidiana, principalmente no que diz
respeito as formas existentes na natureza, possibilita trabalhar a
interdisciplinaridade e o0 acesso ao computador. Atividades
envolvendo fractais possibilitam ao aluno o desenvolvimento do
raciocinio - légico matematico, a integracdo entre conceitos
matematicos e elementos do cotidiano, desenvolvimento do senso
estético, criatividade, entre outras habilidades. (VALIM E COLUCCI,
2008, p. 8, 9)

A primeira atividade proposta pelos autores consiste na construgao do “Fractal

Trimind”, segundo os autores, ela oportuniza o trabalho com sequéncias e progressao

geométrica, e por meio da aplicagdo dela os autores objetivam “reconhecer uma

sequéncia numeérica, estimar a quantidade de pecas em cada iteracdo, organizar

dados em tabela, identificar a razdo da progressdo geométrica e construir a formula
do termo geral da progressdo geométrica.” (VALIM E COLUCCI, 2008, p.4) O

processo para se obter o fractal proposto, é descrito pelos autores da seguinte

maneira:

Para se construir tal fractal, deve-se pegar pecinhas quadradas (ou
cubinhos) e, primeiramente fazer a conexdo de 3 quadrados (ou
cubinhos) em forma de L, de modo que este sera um fractal triminé de
nivel 1. Para obter o fractal de nivel 2 devemos substituir cada peca
por um trimind L, obtendo-se assim um fractal triminé de nivel 2.
Repete-se 0 processo empregado na obtencdo do fractal de nivel 2,
para se obter o fractal de nivel 3. Os passos para obtencdo dos
préoximos niveis sdo analogos. (VALIM E COLUCCI, 2008, p. 4)

ApOs descrever o processo, 0s autores mostram uma tabela relacionando a

quantidade de pecas utilizadas em cada iteracdo ao nivel do fractal, e a partir da

criacdo da mesma, propdem induzir os alunos a descobrir a lei de formacao do fractal,

obtendo assim 3™ quadrados a serem utilizados no nivel n deste fractal.

Quadro 9 — Andlise do Fractal Triming feita por Valim e Colucci
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Nivel do Fractal Quantidade de quadrados

| 3=3

2 9 =3

3 27=3

4 81 =3"

5 243=3°

s )

n 3"

Fonte: VALIM E COLUCCI (2008, p. 4).

Também é observado pelos autores a possibilidade de se determinar uma
progressao geomeétrica, onde o primeiro termo seria a; = 3, a razdo r = 3 e Ultimo
termo a,, = 3", sendo o termo geral dessa PG dado por: a, = 33" (VALIM E
COLUCCI, 2008).

Outra atividade interessante é sugerir que cada aluno crie seu préprio
fractal, usando desenho geométrico, algarismo ou até mesmo letra do
alfabeto. O processo de construcéo dos fractais de nivel superior ao
tomado de molde é analogo ao processo para o fractal trimino,
descritos anteriormente. ApOs a constru¢cdo os alunos deveram
determinar a razdo da P.G. bem como a lei de formagéo da P.G.
(VALIM E COLUCCI, 2008, p. 5)

Todos os processos da atividade séo explicados pelos autores, e, além disso,
0s objetivos buscados com ela sdo também descritos. Porém, poderia ser mostrado o
fractal através de uma imagem, visto que este ndo é muito conhecido e sua
visualizagcédo forneceria alguma referéncia ao profissional que queira desenvolver a

atividade.

A segunda atividade consiste na criacdo do Triangulo de Sierpinski, porém os
autores nao especificam de que maneira esta construcdo devera ser feita, no sentido
da possivel utilizacdo de algum software ou até mesmo uma constru¢do manual. O
processo para a obtencdo do fractal é descrito por eles, além disso € apresentada
uma tabela que relaciona o nivel do fractal, o nimero de triangulos neste nivel, a area
de cada triangulo e a area total da figura. Segundo os autores, a construcao deste
fractal aborda conceitos sobre triangulos equilateros, mediatriz e ponto medio de um
segmento. (VALIM E COLUCCI, 2008)

Quadro 10 — Andlise do Tridngulo de Sierpinski feita por Valim e Colucci
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Nivel 0 1 2 3 n
N° de 1 3 3" 3 3"
triingulos
Area de A SR IR 3 n
ll*A |lJ*A rl} *A rl} *A
Cadﬂ \-421 "\.4- I‘-. 4 I‘\.4z
triangulo
Area A 1 172 3 n
- [il *A i] *A {riw A !{EW *A
lotal \4) \4, \4) \4)

Fonte: VALIM E COLUCCI (2008, p. 6)
Apés a apresentacdo da tabela, os autores concluem que a &rea total A4, =

3\" . S n e . .
(Z) *+ A tende a zero, porém a justificativa ndo fica muito clara. O desenvolvimento

relacionado ao trabalho de Bemfica e Alves que sera feito no proximo capitulo também

servira para esclarecer este processo.

Figura 44 — Justificativa feita por Valim e Colucci

W

Fonte: VALIM E COLUCCI (2008, p. 6)

A terceira atividade proposta é a construcdo da llha de Koch por meio do
GeoGebra. Segundo os autores, um dos objetivos da atividade € estimular a
construcdo de figuras com régua e compasso (VALIM E COLUCCI, 2008), e todo o
processo para a construcao da figura é detalhado passo a passo no trabalho, inclusive
destacando a utilizacdo do Teorema de Tales para dividir o lado do triangulo em trés

partes congruentes.

Figura 45 — Processo de criacao da llha de Koch por Valim e Colucci
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T

B
L

Fonte: VALIM E COLUCCI (2008, p. 7)

Apods demonstrar a construcao do fractal, os autores apresentam o calculo da
area da Curva de Koch apos a terceira iteracao, dada por:

Figura 46 — Area da llha de Koch ap0s terceira iterag&o por Valim e Colucci

_ 3 1 33 } JENE) 1 4123

4 12 27 243

A,

Fonte: VALIM E COLUCCI (2008, p. 9)

O trabalho de Valim e Colucci é muito completo no que se refere as propostas
de atividades fornecidas. Os autores identificam os contetdos relacionados e também
determinam os objetivos que tém com cada atividade, coisa que néo foi presente nos
trabalhos analisados anteriormente. Além disso, todas as atividades possuem
construcbes muito detalhadas e de facil observacéo, exceto o fractal trimind, que nao
possui representacao visual. Sendo assim, buscaremos apresenta-la no préximo
capitulo junto a todas as propostas feitas ao final de cada anélise feita aqui. E, de fato,
uma grande referéncia para a utilizacdo da Geometria Fractal na Matematica do
Ensino Basico, e sera usado, em conjunto aos outros materiais analisados, para o

desenvolvimento do plano de ensino que sera mostrado também no préximo capitulo.
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7 Desenvolvimento e apresentacdo da proposta para o Ensino Basico

7.1 Apontamentos e contribuicdes

Como analisado no capitulo 5, algumas partes dos artigos mostrados poderiam
ter um maior esclarecimento. Foram apresentados célculos ilegiveis, softwares que
necessitam de mais descricdo e atividades com falta de exemplos visuais ou de
detalhamento. Por conta disso, pretendemos trazer nossas contribuicbes para o
estudo da geometria fractal e para as propostas trazidas pelos autores para 0 ensino
basico fazendo apontamentos para cada um dos artigos observados a fim de

enriquecer as pesquisas feitas.

7.2 Sobre o artigo - Fractais: progressdo e série geométrica (Andrios Bemfica,
Cassiana Alves, 2010)

Iniciaremos o capitulo com apontamentos relacionados ao trabalho de Bemfica
e Alves, apresentando analises do Triangulo de Sierpinski, Piramide de Sierpinski e
Tapete de Sierpinski em relagdo ao nimero de iteracbes, nUmero de elementos a
serem retirados, areas e volumes de elementos retirados nos processos geradores
dos fractais citados. A partir da apresentacdo das analises feitas por meio de tabelas,
determinaremos por meio do célculo de séries numéricas relacionado a area ou
volume daquele fractal, o comportamento dos elementos analisados para um nivel

infinito de iteracoes.
7.2.1 Triangulo de Sierpinski

Como podemos observar nos elementos destacados nas figuras de 15 a 20, e

nas expressdes apresentadas no capitulo 2, o Tapete de Sierpisnki pode ser analisado

da seguinte forma, sendo o lado do triangulo equilatero inicial no nivel 0 dado por (1):

Quadro 11 — Andlise do triangulo de Sierpinski apds as interacdes

Iteracdes N° de tridngulos a Area do triangulo
serem retirados no retirado no préoximo

préximo nivel nivel

0 1 12V/3
16.49°
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1 3 I*V3
16.41
2 9 12\/§
16.42
16.43
n 3" 1243
16.4"

Fonte: O autor (2022).

Pela andlise da tabela e das caracteristicas deste fractal, podemos perceber
gue com o0 aumento das iteracbes, a quantidade de tridngulos retirados aumenta.
Também nota-se que mesmo que a area de cada triangulo retirado esteja diminuindo
a cada nivel, a cada iteracdo € subtraido 1/4 da &rea de cada triangulo maior, como
mostramos nas figuras 19 e 20, no capitulo 2, o que resulta numa diminuicdo

progressiva na area total do fractal.

Se quiséssemos determinar entdo, a area total retirada (4,) num nivel “n”
qualquer deste fractal, teriamos que multiplicar a area do triangulo retirado pelo

namero de triangulos retirados neste nivel, obtendo a seguinte expressao:

12\/3

— n

"~ 16.4n

Que pode ser escrita da seguinte forma:

_ V3 3"

" 16 4"

z.l_f.(i)"

A =1 Z
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Como entendemos que o numero de iteracdes pode ser qualquer, segundo

Simmons (1988), se levassemos o numero “n” a tender ao infinito (n - ), a soma

de todas as areas dos triangulos retirados seria dada pela série numérica:

-
> ()

Se quiséssemos entédo calcular a area restante no Triangulo de Sierpinski (4,)
guando o numero de iteracdes tende ao infinito, deveriamos subtrair esta série da area
inicial do triangulo equilatero (4,), dada por:

I3
4

Ay

Sendo assim, teriamos a area restante no Tridngulo de Sierpinski (4,) obtida

pelo seguinte desenvolvimento:

o0
n
A. = A, — IZ.E.E
T 16 \4

n=0

V3 i’z V3 (3)
T4 16 \4
n=0

S IE o

n=0

De acordo com Simmons (1988), o desenvolvimento de uma série

Yoo oa.r® édadopor:S, =a+a.r+ a.r’+ a.r’+--+ a.r®, e o resultado
, a .

desta soma (quando n — o) é dado por: S,, = P Sendo assim, temos na nossa

expressao os seguintes valores para a e r.

< >
n—O a

——
T

Convergindo esta série entdo, para um valor finito, segundo Simmons (1988),

por conta do modulo de r ser menor que 1:
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BB, 3
T4 4
A, =0

O que nos faz inferir que quando o numero de iteracdes tende ao infinito, a area
do Triangulo de Sierpinski tende a zero, como apresentado por Bemfica e Alves
(2010).

Portanto a soma das areas das n interacbes do Triangulo de
Sierpinsky [sic] resultam na mesma area do triangulo inicial. Isso quer
dizer que, se tivéssemos um triangulo e fossemos retirando os novos
tridngulos gerados pelas interacdes deste fractal a area resultante
seria zero. (BEMFICA E ALVES, 2010, p. 15)

7.2.2 Piramide de Sierpinski

Como podemos observar nos elementos destacados na figura 30, e nas

expressdes apresentadas no capitulo 2, a Piramide de Sierpisnki pode ser analisada

da seguinte forma, sendo a aresta do tetraedro regular inicial no nivel 0 dada por (¢):

Quadro 12 — Andlise da Piramide de Sierpinski apds as interagbes



Iteracdes N° de tetraedros N° de Volume de um
a serem gerados | octaedros a novo octaedro
serem
retirados
0 4 1 32
3.81
1 16 3 c3/2
3.82
2 64 9 32
3.83
3 256 28 c3+/2
3.84
n 4_n+1 4n CB\/E
3_ 8n+1

Fonte: O autor (2022).
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Pela andlise da tabela e das caracteristicas deste fractal, podemos perceber

gue com o aumento das iteracdes, a quantidade de octaedros retirados aumenta.

Também nota-se que mesmo que o0 volume de cada octaedro retirado esteja

diminuindo a cada nivel, a cada iteracdo é subtraido 1/2 do volume de cada tetraedro,

como apontado por Rabay (2013), o que resulta numa diminuicdo progressiva no

volume total do fractal.

Se quiséssemos determinar entdo, o volume total retirada (1) num nive

I “n”

qualquer deste fractal, teriamos que multiplicar o volume do octaedro retirado pelo

namero de octaedros retirados neste nivel, obtendo a seguinte expressao:

32

= 3.8n+1 )

41’1
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Que pode ser escrito da seguinte forma:

3\/— 4n
v
r 3.8 8"

3. V2 (4>"

v 3.8 \8

Seguindo o raciocinio apresentado no tépico anterior, a soma de todos o0s

volumes dos octaedros retirados seria dado pela série numérica:

%

Se quiséssemos entdo calcular o volume restante na PirAmide de Sierpinski

mlﬂ
v
3

(V) quando o numero de itera¢des tende ao infinito, deveriamos subtrair esta série do
volume inicial do Tetraedro regular (V;), dado por:

32
12

Ut:

Sendo assim, teriamos o volume restante na Piramide de Sierpinski () obtido

pelo seguinte desenvolvimento:

n

- . V2
> ¢ 5s ()

n=0

n

VZ o . V2
_Cizz_rgocs'%'(@
e w ) o

= 12 24
n=0

=

Sendo assim, temos ha nossa expressao 0s seguintes valores para a e 1.
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Convergindo esta série entdo, para um valor finito, por conta do médulo de r

ser menor que 1:

| = =
=3
4->1
8

A soma de todos os termos da série sera dada por:

S, = 244
1—=2=
8
(00
VZ2 VI eZ ot V2
5, =22 N
24 1 12 2 8 12
n=0
Voltando para (I), teremos:
_cV2 3.V2
Tz ¢ 12
=0

O que nos faz inferir que quando o numero de itera¢Bes tende ao infinito, o

volume da Piramide de Sierpinski tende a zero, como apresentado por Bemfica e Alves

(2010).

Portanto a soma dos volumes das n interacbes da Piramide de
Sierpinsky [sic] resultam no mesmo volume da piramide inicial. Isso
quer dizer que, se tivéssemos uma piramide e fossemos retirando as
novas piramides geradas pelas interacdes deste fractal o volume
resultante seria zero. (BEMFICA E ALVES, 2010, p. 17)

7.2.3 Tapete de Sierpinski
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Como podemos observar nos elementos destacados nas figuras de 21 a 26, e

nas expressodes apresentadas no capitulo 2, o Tapete de Sierpisnki pode ser analisado

da seguinte forma, sendo o lado do quadrado inicial no nivel 0 dado por (1):

Quadro 13 — Analise do Tapete de Sierpinski apds as interagdes

IteragOes N° de quadrados Area de um novo
restantes quadrado

0 1 12

9

1 8 I

81

2 64 12
729

3 512 12
6561

n 8" I
9.9n

Fonte: O autor (2022).

Pela andlise da tabela e das caracteristicas deste fractal, podemos perceber

gque com o0 aumento das iteracbes, a quantidade de quadrados retirados aumenta.

Também nota-se gue mesmo que a area de cada quadrado retirado esteja diminuindo

a cada nivel, a cada iteracdo é subtraido 1/9 da area de cada quadrado maior, como

mostramos nas figuras 25 e 26, o que resulta numa diminuicdo progressiva na area

total do fractal.
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Se quiséssemos determinar entdo, a area total retirada (4,) num nivel “n”
qualquer deste fractal, teriamos que multiplicar a area do quadrado retirado pelo

namero de quadrados retirados neste nivel, obtendo a seguinte expressao:

lZ

Ar=gogn'®

Que pode ser escrita da seguinte forma:

lZ

A= ggn' ¥

1 /8\"
=g
r=1 9 \9

Como entendemos que o numero de iteracdes pode ser qualquer, segundo
Simmons (1988), se levassemos o numero “n” a tender ao infinito (n - ), a soma

de todas as areas dos quadrados retirados seria dada pela série numérica:

(0]
Z 1 /8\"
56
9 \9
n=0
Se quiséssemos entdo calcular a area restante no Tapete de Sierpinski (4,)

quando o numero de iteracfes tende ao infinito, deveriamos subtrair esta série da area
inicial do quadrado (4,), dada por:

— J2
Ag=1

Sendo assim, teriamos a area restante no Tridngulo de Sierpinski (4,) obtida

pelo seguinte desenvolvimento:

0
i,
Il
o
Q
|
oy
)
O =
—
O ®
=

o
3
Il
oy
N
I
oy
N
55N
/N
| &
—
=
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nm-e Y L0 o
n=0

De acordo com Simmons (1988), o desenvolvimento de uma série

Yo pa.r™ édadopor: S, =a+a.r+ ar’+ a.rd+--+ a.r" eoresultado
, a .
desta soma (quando n — o) é dado por: S,, = P Sendo assim, temos na nossa

expressao os seguintes valores paraa e .

SR
' 9 \9
n=0

Convergindo esta série entdo, para um valor finito, segundo Simmons (1988),

por conta do médulo de  ser menor que 1:
8
Irl = -
9
8 >1
9

A soma de todos os termos da série sera dada por:
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O que nos faz inferir que quando o numero de itera¢des tende ao infinito, a area

do Tapete de Sierpinski tende a zero, como apresentado por Bemfica e Alves (2010).
Portanto a soma das areas das n interacdes do quadrado de Sierpinski

resultam na mesma area do quadrado inicial. Isso quer dizer que, se

pegarmos um quadrado e retirarmos os novos quadrados gerados pelas

interagdes deste fractal, a area resultante seria zero. (BEMFICA E ALVES,
2010, p. 20)

Com isso, pretendemos trazer contribuicdes no que se refere aos dados
analisados e apresentados pelos autores, bem como os desenvolvimentos de calculos
mostrados. Também foi indicado pelos autores o uso do software Shapari, e mediante
pesquisa podemos determinar algumas sugestdes feitas por outros autores no tocante
as possibilidades de utilizacdo deste software para a construcéo de fractais no Ensino
Basico. Acreditamos que os estudos sobre este software feito nos trabalhos
“‘Estudando matrizes a partir de transformag¢des geométricas” de Vandoir Stormowski
(2008), “Possibilidades para a Educacao a Distédncia em Matematica” de Thiago
Crestani Gajko (2011), e “Imagine e Shapari — Software graficos no Ensino e
Aprendizagem de Matematica” de Melissa Meier, Susana Seidel e Marcus V. de A.
Basso (2005) séo capazes de fornecer informagdes sobre o funcionamento do Shapari

e propostas para a sua utilizacdo no Ensino Bésico.

7.3 Sobre o artigo - Fractais e 0 GeoGebra: Construindo a Curva de Koch (Fuzzo et
al, 2011)

Em relacdo ao trabalho de Fuzzo et al. (2011), pretendemos contribuir
mostrando a criacdo de uma ferramenta semelhante a proposta por eles, para fazer a
construcdo da Curva de Koch. Além disso, buscamos trazer possibilidades de
utilizacdo desta curva e desta construcéo de ferramenta por meio do GeoGebra para
o ensino de conteddos de matematica e desenvolvimento de habilidades
apresentadas no Curriculo de Pernambuco. Para a construcdo da ferramenta entao,

sugerimos os passos detalhados a seguir:

Consideraremos um segmento AB, qualquer:

Figura 47 — Segmento AB
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Fonte: O autor (2022).

Posteriormente, dividiremos o segmento AB em trés partes iguais, contudo,
como no processo de criagdo de ferramentas no GeoGebra é necessario que 0s
objetos finais dependam dos objetos iniciais, ou seja, sejam formados a partir de A e
B, ndo poderiamos pegar um segmento qualquer partindo de A ou de B para iniciar o
processo de divisdo. Sendo assim, sugerimos que o operador utilize a fungao “angulo
com amplitude fixa” para determinar um ponto que depende exatamente destes dois
pontos iniciais. Neste exemplo, utilizaremos 30° para a situacao ficar mais visivel,

gerando o ponto B’ automaticamente.

Figura 48 — Criag&o do ponto B’, determinado a partir do angulo de 30°

Fonte: O autor (2022).

A partir de B, determinaremos a semirreta g:

Figura 49 — Semirreta g, passando por AB’
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Fonte: O autor (2022).

Na semirreta g, utilizaremos o segmento AB’ como referéncia para se
determinar um novo ponto, o ponto médio C (no processo utilizamos a ferramenta
“Ponto Médio”):

Figura 50 — Determinacao do ponto C

Fonte: O autor (2022).

Seguindo o processo, como precisaremos de trés pontos para dividir o
segmento AB em trés, determinaremos o ponto C’ utilizando o comando “Reflexao
em relagdo a um ponto”, ao clicar no ponto C e fazer sua reflexdo na semirreta g

pelo ponto B’:

Figura 51 — Determinacgéo do ponto C’
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Fonte: O autor (2022).

Determinados os trés pontos, criaremos o0 segmento h, ligando C’ a B, que nos
servira de referéncia para fazermos as retas i € j, paralelas a h, passando por B’ e C,

respectivamente.

Figura 52 — Criacdo do segmento h

Fonte: O autor (2022).

As retas i e | determinardo entdo, os pontos D e E, no segmento AB, e servirao
como base para o triangulo equilatero DFE, que sera feito com a ferramenta “Poligono

Regular” (com 3 lados), nos pontos D e E (nesta ordem):

Figura 53 — Determinar os pontos D e E
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Fonte: O autor (2022).

Figura 54 — Determinar o ponto F

pal

Fonte: O autor (2022).

Por meio dos vértices do triangulo, serdo criados os segmentos n, p, g e,

que servirdo para a formacao da Curva de Koch:

Figura 55 — Processo de criacao da llha de Koch por Valim e Colucci

F
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Fonte: O autor (2022).

Sera entdo criada a ferramenta para reproduzir esta curva utilizando dois
pontos quaisquer, na funcédo “Ferramenta”, e os objetos iniciais serdo os pontos A e

B, apresentados na figura a seguir:

Figura 56 — Processo de criacdo da ferramenta (objetos iniciais)

‘{:} Criar uma Mova Ferramenta *

Objetos Finais Nome & icone

Selecione os objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista

W

Ponto A A
Ponto B
v
X

= Voltar Praximo = Cancelar

Fonte: O autor (2022).

Os Objetos finais serdo também selecionados, porém, cabe ao operador
determinar tais elementos, podendo assim selecionar apenas 0s segmentos n, p, g e
r, por exemplo, ou até apenas os pontos D, F e E. Como fizemos uma ferramenta

padrao, selecionaremos todos os objetos mostrados na figura a seguir:

Figura 57 — Processo de criacao da ferramenta (objetos finais)
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@

Objetos Finais ~ Objetos Iniciais  Nome e icone

Selecione os objetos na construcio ou escolha-os de uma lista

o

Segmento n: Segmento A, D A
Fonto D

Segmento p: Segmento D, F ¥
Ponto F

Segmento q: Segmento F, E x®
F FPonto E

Segmentor: Segmento E, B

= Vaoltar Praximo = Cancelar

Fonte: O autor (2022).

O ultimo processo € a criacdo do nome e icone, feito da seguinte maneira:

Figura 58 — Processo de criacdo da ferramenta (nome e icone)

‘{:} Criar uma Mowva Ferramenta *
Objetos Finais Objetos Iniciais Mome e icone
Mome da ferramenta |curva de koch
Mome do comando |curvadekoch
Ajuda da ferramenta
‘\ Exibir na Barra de Ferramentas

icone ..

= Voltar Concluido Cancelar

Fonte: O autor (2022).

Assim, temos uma ferramenta semelhante a ferramenta proposta por Valim e
Colucci, agora podendo ser utilizada no Ensino Basico a partir do processo que
apresentamos. O processo de criacdo da ferramenta curva de Koch pode ser trazido

para a sala de aula por exemplo, para tratar da construcéo de retas paralelas para
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dividir um segmento de reta em trés partes com o auxilio do software GeoGebra. Outra
habilidade matematica que poderia ser desenvolvida com o auxilio do GeoGebra é a
construcdo de triangulos equilateros com o software (EFO6MA22PE). Ambas
habilidades podem ser encontradas no curriculo do 6° ano, apresentado no apéndice
E, junto também a habilidade de constru¢do de um algoritmo para resolver situacdes
passo a passo (EFO6MA23PE), que seria a propria ferramenta desenvolvida. Podemos

destacar deste apéndice as informacdes a seguir:

Quadro 14 — Habilidades desenvolvidas no 6° Ano (1)

6° ANO
Unidade Tematica Objeto de Habilidades PE
conhecimento
Geometria Construcdo de retas | (EFO6MA22PE) Utilizar
paralelas e | instrumentos, como réguas e
perpendiculares, esquadros, ou softwares para

fazendo uso de réguas, | representacdes de retas paralelas
esquadros e softwares | e perpendiculares e construgédo
de quadrilateros, entre outros.

(EFO6MA23PE) Construir
algoritmo para resolver situacdes
passo a passo (como na
construcdo de dobraduras ou na
indicagéo de deslocamento de um
objeto no plano segundo pontos
de referéncia e distancias
fornecidas etc.).

Fonte: O autor (2022).

Sendo assim o professor poderia tanto ensinar todo o processo de construcao
manual de retas paralelas passando por pontos especificos (simulando o uso de régua
e compasso no software), como também poderia utilizar a ferramenta propria para a
construcdo de retas paralelas disponibilizada no software. Da mesma forma, o
professor também poderia ensinar o processo de criacdo de um triangulo equilatero a
partir de um de seus lados (simulando o uso de régua e compasso no software), ou
poderia utilizar a ferramenta propria para a construcdo do mesmo. E importante

ressaltar que o uso de ferramentas sem o devido entendimento do processo envolvido
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ndo traz muitos beneficios para o aluno em relacdo ao desenvolvimento do seu
pensamento geométrico, por isso € indicado que primeiramente o aluno entenda o
processo sem o auxilio da ferramenta propria para a obtencdo imediata dele, assim

ele compreendera o processo geomeétrico de construcao quando utilizar a ferramenta.

Além destas propostas para 0 6° anos, podemos supor que a construgdo da
ferramenta da Curva de Koch pode servir para a aplicacdo de construcdes
geométricas de angulos, mediatrizes e bissetrizes, no 8° ano. Nos passos que
detalhamos, optamos pelo uso da funcéo “Angulo de amplitude fixa” para determinar
o angulo de 30°, porém defendemos que a construcdo deste angulo ou de outros pode
ser feita de maneira convencional (simulando o uso de régua e compasso no
GeoGebra) no 8° ano, inclusive podendo incluir também as construcdes de mediatriz
e bissetriz neste processo. Apresentamos assim o quadro 14, proveniente das
andlises feitas no apéndice G:

Quadro 14 — Habilidades desenvolvidas no 8° Ano

8° ANO
Unidade Tematica Objeto de Habilidades PE
conhecimento
Geometria Construcoes (EFO8BMA15PE) Construir,
geométricas:  angulos | utilizando instrumentos de
de 90°, 60°, 45° e 30° e | desenho e/ ou softwares de
poligonos regulares geometria dindmica, mediatriz,

bissetriz, &ngulos de 90°, 60°, 45°
e 30° e poligonos regulares.

Mediatriz e bissetriz
como lugares
geomeétricos:
construcao e problema

(EFOBMA17PE) Aplicar 0s
conceitos de mediatriz e bissetriz
como lugares geométricos na
resolucéo de problemas.

Fonte: O autor (2022).

O desenvolvimento da ferramenta podera também ser til para professores na

guestao da praticidade de mostrar o processo do desenvolvimento da Curva e da llha
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de Koch em sala de aula. Com a ferramenta criada num software de geometria
dindmica como o GeoGebra, o professor poderia utiliza-la rapidamente em diversas
situacdes, podendo inclusive simular o processo recursivo deste fractal a partir de
utilizacdes sucessivas, o0 que levaria bastante tempo caso fosse feito passo a passo

sem o seu auxilio.

7.4 Sobre o artigo - A Matematica Fractal e o GeoGebra no Ensino de Matematica
(Vielmo e Dalberto, 2013)

A primeira atividade proposta pelos autores consiste na construcédo da Espiral
de Fibonacci, pode ser por exemplo utilizada no 6° ano para desenvolver as
habilidades (EFOSMAXPE) e (EFOSMA17PE). Por meio desta construcdo os
estudantes podem reconhecer os angulos de um quarto de volta presentes nos

guadrados e relaciona-los aos quartos de circunferéncia desenhados.

Figura 59 — Processo de criacdo da Espiral de Fibonacci proposto por Valim e Colucci

B
N

Fonte: O autor (2022).

Apresentamos assim o quadro 15, proveniente das analises feitas no apéndice E:

Quadro 15 — Habilidades desenvolvidas no 6° Ano (2)
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6° ANO
Unidade Tematica Objeto de Habilidades PE
conhecimento
Geometria Figuras geomeétricas | (EFO5MAXPE) Reconhecer
planas: caracteristicas, | angulo de um quarto de volta, de
representacoes e | meia volta e de uma volta.
angulos

(EFO5MA17PE)  Reconhecer,
nomear e comparar poligonos,
considerando lados, vértices e
angulos e desenhé-los,
utilizando material de desenho
ou tecnologias digitais.

Fonte: O autor (2022).

Na segunda atividade, é proposto pelos autores a construcdo da Arvore
Pitagdrica no GeoGebra, que serve para também para as atividades 3 e 4. A
construcdo desse fractal pode ser utilizada também para o desenvolvimento da
habilidade EFOSMA17PE (presente no apéndice E), relacionando a mesma aos
elementos de um triangulo retéangulo. A partir da contagem dos elementos no processo
iterativo, pretende-se que os alunos facam relacdes numéricas utilizando os conceitos

de comprimento, area e volume.

Na quinta atividade, os autores propdem a construcdo do Tapete de Sierpinski
no GeoGebra, e se 0 quadro proposto pelos autores fosse construido pelos alunos,
estariam sendo feitas diversas analises ao mesmo tempo. Primeiramente, uma anélise
geométrica da forma que estd sendo gerada a partir de cada iteracdo, sendo
representada no quadro a partir das figuras do fractal nos diferentes niveis. Depois,
estariam sendo feitas analises numéricas de contagem, para determinar o nimero de
guadrados formadores de cada estrutura. E por dltimo, andlises referentes as
grandezas area e comprimento do lado do quadrado. Todas as analises preocupadas
em determinar expressdes para o nivel “n” de cada elemento observado, utilizando

dos conceitos de progressdes geometricas.
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7.5 Sobre o artigo - Geometria Fractal No Ensino Fundamental e Médio (Valim e
Colucci, 2013)

A contribuicdo que buscamos trazer ao material desenvolvido por Valim e
Colucci é referente a construcdo do fractal trimind. O desenvolvimento em relagéo a
tendéncia a zero da expressao da area total do tridngulo de sierpinski (quando o
namero de iteracdes tende a infinito) ja foi feito nos apontamentos em relagéo ao artigo

de Bemfica e Alves, portanto ndo repetiremos 0 processo aqui.

Em relag@o ao processo de construgdo do fractal triminé descrito por Valim e
Colucci, mostraremos o uso do software GeoGebra para a criacdo de 3 niveis deste

fractal:

Figura 60 — Processo de criacao do Fractal Trimind proposto por Valim e Colucci

nivel 3

nivel 1 nivel 2

Fonte: O autor (2022).

Os objetivos esperados a partir da realizacdo da atividade proposta ja foram
determinados pelos autores e ja tratamos sobre estes no capitulo anterior, ficando

nossa contribuicdo apenas no quesito de representacao visual.

7.6 Proposta para o Ensino Basico

A partir das analises feitas no capitulo 6 e dos apontamentos e contribuicdes
apresentados a partir dos artigos trazidos, fundamentamos uma proposta para o 3°
ano do Ensino Médio. Desenvolvida com o interesse de abordar conteudos da

Matematica através da Geometria Fractal, foi baseada em habilidades, objetivos,
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competéncias e conteudos programéticos observados na BNCC e no Curriculo de
Matemética para o Estado de Pernambuco. Assim, trazemos entdo um Plano de
Ensino com Sequéncia Didatica apresentando cinco aulas, que serdo descritas nos

seus devidos Planos de Aula aqui também apresentados e detalhados.

7.7 Plano de Ensino com Sequéncia Didética

PLANO DE ENSINO COM SEQUENCIA DIDATICA

DISCIPLINA CARGA HORARIA
AREA DE ESTUDO NOME DA GERAL TEORICA | PRATICA
DISCIPLINA
8h 3h 5h
Ciéncias Exatas e da Matemética - -
Natureza SINCRONA ASSINCRONA
5h 3h

NIVEL E TURMA

NIVEL TURMA

Ensino Médio 3% ano

EMENTA

Desenvolvimento do pensamento geométrico e matematico através da utilizacdo da

Geometria Fractal.

Aplicagdo de fractais no desenvolvimento dos conceitos de area, volume, perimetro,

contagem, transformacdes e constru¢cdes geomeétricas.

Utilizacdo da Geometria Dinamica como elemento de auxilio do ensino da matematica por

meio dos softwares GeoGebra e Fragmentarium para a producéo de fractais,

HABILIDADES (BNCC e Curriculo de Pernambuco)
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No tocante as habilidades da BNCC j& desenvolvidas pelos alunos no ensino

fundamental e que serdo utilizadas neste processo, queremos destacar as seguintes:

(EFO4MA19) Reconhecer simetria de reflexdo em figuras e em pares de figuras geométricas
planas e utiliza-la na construcéo de figuras congruentes, com o uso de malhas quadriculadas

e de softwares de geometria.

(EFO5MA17) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e

angulos, e desenha-los, utilizando material de desenho ou tecnologias digitais.

(EFO6MA17) Quantificar e estabelecer rela¢des entre o nUmero de vértices, faces e arestas
de prismas e piramides, em funcdo do seu poligono da base, para resolver problemas e

desenvolver a percepgéo espacial.

(EFO6MA18) Reconhecer, nomear e comparar poligonos, considerando lados, vértices e
angulos, e classifica-los em regulares e nao regulares, tanto em suas representacées no

plano como em faces de poliedros.

(EFO6MA22) Utilizar instrumentos, como réguas e esquadros, ou softwares para
representacdes de retas paralelas e perpendiculares e construcao de quadrilateros, entre

outros.

(EFO8MA18) Reconhecer e construir figuras obtidas por composi¢cfes de transformacdes
geométricas (translagao, reflexdo e rota¢éo), com o uso de instrumentos de desenho ou de

softwares de geometria dindmica.

(EFO9MA15) Descrever, por escrito e por meio de um fluxograma, um algoritmo para a
construcdo de um poligono regular cuja medida do lado é conhecida, utilizando régua e

compasso, como também softwares.

Em relacdo as habilidades que serdo desenvolvidas no 3° ano do Ensino Médio e

determinadas pelo Curriculo de Pernambuco, destacamos as seguintes:

(EM13MAT105PE10) Identificar e interpretar as transformagfes isométricas (translacéo,

reflexdo, rotacdo e composicBes destas) para construir figuras, analisando elementos da




115

natureza e diferentes producdes humanas (fractais, construcdes civis, obras de arte, entre

outras) com e/ou sem o uso de tecnologias digitais.

(EM13MAT105PE11) Aplicar as transformacdes homotéticas para construir e analisar figuras
da natureza e diferentes produc6es humanas (fractais, construcdes civis, obras de arte, entre

outras), analisando os seus elementos, com e/ou sem 0 uso de tecnologias digitais.

(EM13MAT308PE?24) Aplicar as relagbes métricas e as leis de seno e cosseno ou as nogdes
de congruéncia e semelhanca para resolver e elaborar situacdes-problema que envolvam

triangulos em variados contextos, com e/ou sem o0 uso de tecnologias digitais.

(EM13MATS504PE44) Investigar e compreender processos de obtencdo da medida do
volume de prismas, piramides, cilindros, cones e esferas, incluindo o principio de Cavalieri,
para a deducéo das formulas de calculo da medida do volume dessas figuras, com e/ou sem

0 uso de tecnologias digitais.

(EM13MAT407PEA40) Interpretar e comparar conjuntos de dados estatisticos por meio de
diferentes diagramas, tabelas e graficos, como por exemplo, histogramas de caixa (box-plot),
de ramos e folhas, entre outros, identificando os mais eficientes para a analise de uma

determinada situac&o problema, com e/ou sem apoio de tecnologias digitais.

OBJETIVOS/COMPETENCIAS

Procedimentais

« Utilizagc&o de softwares de geometria dindmica no desenvolvimento de representacdes

geométricas e criacao de ferramentas;

» Compreendimento e utilizacdo com flexibilidade e precisdo, de diferentes registros de
representacdo matematicos (algébrico, geométrico, estatistico), na busca de solucédo e

comunicacao de resultados de problemas;

* Investigacao e estabelecimento de conjecturas a respeito de diferentes conceitos e
propriedades matematicas, empregando estratégias e recursos, como observacédo de
padrbes, experimentacdes e diferentes tecnologias, identificando a necessidade, ou néo,

de uma demonstragéo cada vez mais formal na validacdo das referidas conjecturas.
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» Utilizacdo de estratégias, conceitos, definicbes e procedimentos mateméaticos para
interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a adequacao das solu¢des propostas, de modo a construir

argumentac&o consistente.

Pensamento Geométrico

* Ampliacao da capacidade de visualizacido espacial;
» Exploracdo do dominio cognitivo;

* Visualizagcdo e manipulagao de modelos mentais;

* Abstracéo de elementos a partir de modelos digitais;

» Desenvolvimento do pensamento nao-euclidiano.

Conceituais

* Aquisicao de conhecimentos contextualizados na geometria fractal;

* Correlacao dos conhecimentos matematicos de area, volume, perimetro e contagem a

construcdes geométricas de fractais;
» Compreensao e aplicagao de propriedades de transformagdes geométricas;

* I[dentificagao e estabelecimentos de paralelos entre estruturas fractais, poligonos e

poliedros regulares;

» Utilizagado do processo recursivo dos fractais para a analise de elementos geométricos e

numeéricos.

METODOLOGIA

As aulas serdo realizadas de maneira sincrona e presencial, visto que incluem
a utilizacao de softwares de geometria dinamica pelos estudantes, assim, a interacéo
pessoal com o professor e com 0s colegas de classe podera trazer uma experiéncia
mais dindmica para o processo. Dessa maneira, serdo compostas de cinco encontros

sincronos, contendo cinco atividades praticas sincronas, momentos tedricos de
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discussdo, e também de trés atividades praticas assincronas. As aulas serdo
realizadas em uma sala que possua 0s recursos tecnoldgicos necessarios para que
cada um dos alunos realize individualmente as construcdes geométricas no
computador, e que também possam ver as construcdes do professor no quadro a

partir de projecao.

Os softwares utilizados serdo o GeoGebra e o Fragmentarium, e para a
realizacdo das atividades compreende-se que os alunos ja tenham no minimo um
contato prévio com a geometria dindmica por meio do GeoGebra, tornando assim
mais facil as construcdes propostas nele e também a manipulacdo do
Fragmentarium. Também é necessario que os alunos tenham acesso a um
repositério de conteudo, por meio do qual serdo disponibilizados os materiais

utilizados pelo professor nas aulas (apresentacgdes, fichas, links).

Por conta da Geometria Fractal ser um conteido que ndo é abordado com
frequéncia no Ensino Béasico, a primeira aula tem o propdsito de introduzir este
conteldo aos alunos, e contara com uma apresentacao de slides que sera feita pelo
professor, contendo explicacdes sobre este novo tema para os alunos, apontamentos
sobre as geometrias ndo-euclidianas, apresentacéo de fractais famosos e exemplos

de utilizacbes da geometria fractal em diversas areas.

Iniciando o processo de atividades praticas, a segunda aula contara com a
construcdo de duas estruturas: a Espiral de Fibonacci, e o Fractal Trimind. Ambas
serdo feitas com o auxilio do GeoGebra e serdo norteadas segundo as propostas

feitas por Vielmo e Dalberto (2013) e Valim e Colucci (2008), respectivamente

A terceira aula servirA para a atividade de construcdo do Triangulo de
Sierpinski e analise deste fractal segundo os apontamentos sugeridos por Bemfica e
Alves (2010). Também sera proposta a construcao e analise do Tapete de Sierpisnki,

gue sera feita de forma assincrona pelos alunos.

A gquarta aula servira para a apresentacao do Fragmentarium para os alunos.
Nela serdo apresentadas algumas funcdes do software a partir da manipulacao de
malhas geométricas hiperbdlicas e de alguns fractais de exemplo no software. Sera

visualizada a Esponja de Menger e os alunos fardo analises segundo o0s
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apontamentos de Barbosa (2005), Bemfica e Alves (2010). Também sera proposta a
analise da Piramide de Sierpisnki, que sera feita de forma assincrona pelos alunos.

A Ultima aula sera para a construcdo da Curva e da llha de Koch, e estas
construgdes seréo feitas a partir da criagdo da ferramenta proposta por Fuzzo et al
(2011). Os alunos também fardo analises baseadas nos apontamentos feitos pelos

autores, de forma assincrona, e assim terminam as aulas e atividades propostas.

REPOSITORIO DE CONTEUDO

Google Classroom

CONTEUDO PROGRAMATICO

CARGA HORARIA

AULA CONTEUDO . -
SINCRONA ASSINCRONA

1 Introducdo a Geometria Fractal.

1h -

Construcédo da Espiral de Fibonacci e
do Fractal Trimino

» Contagem de elementos; 1h
* Progressdes Geométricas.

Construcédo do Triangulo de Sierpinski e
Tapete de Sierpinski

» Poligonos Regulares e sua construgao;
* Ponto médio d tos de reta;
onto médio de segmentos de reta; 1h 1h

» Mediatriz, Bissetriz € Construcao de
angulos;

* Retas Paralelas e Perpendiculares;

* Divisdo de um segmento em partes
iguais;

» Contagem de elementos;

« Area de Triangulo e de Quadrado.
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Utilizacdo do Fragmentarium para a
manipulagéo de fractais

» Malhas Geométricas hiperbdlicas e
fractais diversos;

» Esponja de Menger 1h 1h
* Piramide de Sierpinski

* Volume do cubo, do tetraedro e do
octaedro;

» Contagem;

Construcéo da Curva e llha de Koch
5 * Criacao de ferramenta no GeoGebra; 1lh 1lh
» Ponto médio de segmentos de reta;

» Mediatriz, Bissetriz e Construcao de
angulos;

* Retas Paralelas e Perpendiculares;

* Divisdo de um segmento em partes
iguais;

» Contagem de elementos;
« Area de Triangulo equilatero;

* Perimetro;

RECURSOS DIDATICOS

Internet; Apresentacdes de slide; Computador; GeoGebra; Fragmentarium.

AVALIACAO

A avaliacdo sera realizada de forma processual e diagnoéstica, considerando o
desempenho dos alunos quanto as atividades assincronas propostas em sala de aula e
sincronas realizadas na mesma. A participa¢do durante as aulas também seré considerada
na avaliagdo dos alunos. O processo avaliativo servird para analisar se os alunos
desenvolveram as competéncias determinadas no tocante a utilizacdo da geometria fractal

nos contelidos matematicos abordados.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula. 3. Ed.
Belo Horizonte, Minas Gerais, Auténtica, 2005.

BEMFICA, Andrios, ALVES, Cassiana. Fractais: progressao e série geométrica. Uma
metodologia de ensino, 2011. Disponivel em:

http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto 2011/pdf/fractais progressao e s

erie_geometrica.pdf/ . Acesso em: 08 nov. 2022.

FUZZO, Regis Alessandro; SANTOS, Talita Secorum dos; FERREIRA, Luciano. Fractais e
0 GeoGebra: Construindo a curva de Koch (PO), 2011. Disponivel em: https://xiii.ciaem-

redumate.org/index.php/xiii _ciaem/xiii_ciaem/paper/view/1791/ . Acesso em: dezembro de
2021.

VALIM, Jodo César Maciel; COLUCCI, Viviane. Geometria Fractal no ensino fundamental e
médio. Cascavel: UNIOESTE, 2008. Disponivel em:
https://projetos.unioeste.br/cursos/cascavel/matematica/xxiisam/artigos/13.pdf/. Acesso em:
08 nov. 2022.

VIELMO, Sandra Eliza; DALBERTO, Francéli. A matematica fractal e o GeoGebra no
ensino de matematica. Montevidéu: Sociedad de Educacion Matematica Uruguaya, VI
Congresso Iberoamericano de Educacién Matemética, 2013. Disponivel em:
http://funes.uniandes.edu.co/19194/. Acesso em: 08 nov 2022.

7.8. Planos de Aula

7.8.1 Aula 1
AULA 1 PLANO DE AULA Ano: 2022
Disciplina: Matematica
Caodigos do Curriculo Docente: Matheus Henrique C. dos Nivel: Médio
de PE: Santos
CH: 1h



http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
https://xiii.ciaem-redumate.org/index.php/xiii_ciaem/xiii_ciaem/paper/view/1791/
https://xiii.ciaem-redumate.org/index.php/xiii_ciaem/xiii_ciaem/paper/view/1791/
https://projetos.unioeste.br/cursos/cascavel/matematica/xxiisam/artigos/13.pdf/
http://funes.uniandes.edu.co/19194/

(EM13MAT105PE10)
(EM13MAT105PE11)

Conteudo: Introducéo a
Geometria Fractal.
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Aula: 1/5

OBJETIVO GERAL: Através de uma apresentacao de slides, instruir os estudantes sobre
conceitos da geometria fractal, das geometrias ndo-euclidianas, apresentar exemplos de

fractais e da utilizacdo dos mesmos.

DURACAO

CONTEUDOS

OBJETIVOS ESPECIFICOS

METODOLOGIA

25 min

As geometrias
nao-
euclidianas

Desenvolver nos alunos o interesse
por outras geometrias diferentes da
euclidiana.

Apresentar conceitos da geometria
hiperbdlica e esférica, e mostrar
exemplos da utilizagdo das mesmas
em jogos por meio de videos no
Youtube.

10 min

Fractais

Mostrar aos alunos o conceito de
fractal descrito por Benoit Mandelbrot
e determinar as caracteristicas de
autossemelhanca, complexidade
infinita e dimensao.

15 min

Fractais

Mostrar alguns dos principais fractais
por meio de imagens, GIFs e videos
no Youtube.

10 min

Fractais

Apresentar aplicacdes dos fractais
em diversos tipos de arte, por meio
de imagens.

O professor se utilizara
de uma apresentacao
de slides exposta por
meio de projetor.

RECURSOS DIDATICOS: Computador, Projetor, Videos do Youtube.

MATERIAIS DIDATICOS: Apresentacéo de slides.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula. 3. Ed.

Belo Horizonte, Minas Gerais, Auténtica, 2005.
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7.8.2 Aula 2
AULA 2 PLANO DE AULA Ano: 2022
Disciplina: Matematica

Cddigos do Curriculo de Docente: Matheus Henrique C. Nivel: Médio
PE: dos Santos
(EM13MAT105PE10) I;:on.teulddo: (;pbnstruggo ga CH: 1h
(EM13MAT105PE11) Sp”Fa © l'T‘?”a,‘C‘f' €do Aula: 2/5
(EM13MAT407PE40) ractal Trimino.

OBJETIVO GERAL: Através de uma atividade sincrona, propor a constru¢ao da Espiral
de Fibonacci e do Fractal trimind para tratar dos conceitos de contagem de elementos e
progressdes geométricas.

DURACAO

CONTEUDOS

OBJETIVOS ESPECIFICOS

METODOLOGIA

30 min

Espiral de
Fibonacci

Construcéo da Espiral de
Fibonacci, a fim de se desenvolver
a habituacdo ao processo recursivo
da criacdo dos fractais por meio do
GeoGebra, observando a relagéo
entre os lados dos quadrados, 0s
angulos retos e os quartos de
circunferéncia.

Desenvolvimento de
duas atividades,

30 min

Fractal Trimin6
Contagem

Progressoes
geomeétricas

Construcédo do Fractal Trimino para
a identificacdo através da
contagem da quantidade de
guadrados presente em cada nivel
do fractal;

Tratamento das informacdes
observadas na criagdo de um
guadro, e por meio dele,
investigacao da possibilidade de se
conjecturar expressdes contendo
progressdes geométricas.

utilizando o software
GeoGebra.

RECURSOS DIDATICOS: Computador, Projetor, GeoGebra.

MATERIAIS DIDATICOS: Tabela.
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DESCRICAO DAS ATIVIDADES:

A construcdo da Espiral de Fibonacci segue os apontamentos feitos por
Vielmo e Dalberto (2013) € bastante simples e sera realizada para que os alunos se
habituem ao processo recursivo da criacao dos fractais, observando a relacao entre
os lados dos quadrados, os angulos retos e os quartos de circunferéncia, sendo
auxiliados pelo professor caso surjam duvidas em relacéo a utilizacdo do GeoGebra
para fazer tais construgbes. A segunda constru¢do também é simples (Fractal
Trimind), e os alunos por meio dela deverdo analisar a estrutura criada segundo os
parametros determinados por Valim e Colucci (2008). Os alunos entéo identificaréo
através da contagem, a quantidade de quadrados presente em cada nivel dos
fractais e fardo o tratamento das informacdes observadas na criagcdo de um quadro,
e por meio dele, investigaréo a possibilidade de se conjecturar a expressao do termo

geral de uma progressao geomeétrica.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula.
3. Ed. Belo Horizonte, Minas Gerais, Auténtica, 2005.

VALIM, Joao César Maciel; COLUCCI, Viviane. Geometria Fractal no ensino
fundamental e médio. Cascavel: UNIOESTE, 2008. Disponivel em:
https://projetos.unioeste.br/cursos/cascavel/matematica/xxiisam/artigos/13.pdf/.
Acesso em: 08 nov. 2022.

VIELMO, Sandra Eliza; DALBERTO, Francéli. A matemética fractal e o
GeoGebra no ensino de matemética. Montevidéu: Sociedad de Educacion
Matemética Uruguaya, VIl Congresso Iberoamericano de Educacion Matemética,
2013. Disponivel em: http://funes.uniandes.edu.co/19194/. Acesso em: 08 nov
2022.



https://projetos.unioeste.br/cursos/cascavel/matematica/xxiisam/artigos/13.pdf/
http://funes.uniandes.edu.co/19194/

7.8.3 Aula 3
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AULA 3

PLANO DE AULA

ANno: 2022

Disciplina: Matemética

(EM13MAT105PE10)
(EM13MAT105PE11)
(EM13MAT308PE24)
(EM13MAT407PE40)

Caddigos do Curriculo de PE:

Docente: Matheus Henrique Nivel: Médio
C. dos Santos

Conteudo: Construcao do CH: 2h

Tridngulo de Sierpinski e

Tapete de Sierpinski Aula: 3/5

OBJETIVO GERAL: Através da construgdo dos Fractais Triangulo de Sierpinski e Tapete
de Sierpinski no GeoGebra, e também da andlise de seus elementos, abordar contetdos
da matematica.

DURAGAO CONTEUDOS OBJETIVOS ESPECIFICOS METODOLOGIA

1h - Triangulo de Criar os fractais no - Atividade sincrona
Sierpinski; GeoGebra, Manipular o da construcao dos
- Tapete de Sierpinski; | Tridngulo de Sierpinski com | fractais no
- Poligonos Regulares; | o GeoGebra e analisar os GeoGebra;
- Ponto Médio; elementos da estrutura.
- Mediatriz, Bissetriz e - Analise em sala
Construcéo de angulos; de aula dos
-Retas Paralelas e elementos no
Perpendiculares; Triangulo de
- Divisao de um Sierpinski;
segmento em partes
iguais;
- Contagem de
elementos e Area de
Triangulo e de
Quadrado.

1lh Tapete de Sierpinski Manipular o Tapete de - Atividade
- Poligonos Regulares; | Sierpinski com o GeoGebra | assincrona para a
- Contagem de e analisar os elementos da | 5pha4lise dos
elementos e Area de estrutura. elementos no
Tridngulo e de Tapete de
Quadrado. Sierpinski.

RECURSOS DIDATICOS: Computador, Projetor, GeoGebra.
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MATERIAIS DIDATICOS: Quadros com andlise dos fractais.

DESCRICAO DAS ATIVIDADES:

As construcdes do Triangulo e do Tapete de Sierpinski no GeoGebra
seguirdo os apontamentos feitos por Bemfica e Alves (2010) e por meio delas
podem ser mostradas as utilizagdes de diversos conteidos matematicos. Pode ser
tratada a construcéo dos poligonos regulares (triangulo e quadrado) por conta do
formato inicial destes fractais, e a partir do processo iterativo serdo utilizadas retas
paralelas, perpendiculares, constru¢cdes de angulos, bissetrizes, mediatrizes e
divisbes de segmentos em partes iguais. Apds a construcdo, serdo construidos os
quadros 11 e 13 pelos alunos, sendo o primeiro feito presencialmente e o 13 de

maneira assincrona.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula.
3. Ed. Belo Horizonte, Minas Gerais, Auténtica, 2005.

BEMFICA, Andrios, ALVES, Cassiana. Fractais: progressao e série geométrica.
Uma metodologia de ensino, 2011. Disponivel em:
http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto 2011/pdf/fractais _progres
sao_e serie_geometrica.pdf/ . Acesso em: 08 nov. 2022.

7.8.4 Aula 4
AULA 4 PLANO DE AULA Ano: 2022
Disciplina: Mateméatica
Caddigos do Curriculo de PE: | Docente: Matheus Henrique Nivel: Médio
C. dos Santos
(EM13MAT105PE10) Conteldo: UtilizacAo d CH: 2h
onteldo: Utilizagao do :
(EM13MAT105PE11) Fragmentarium para a
(EM13MAT504PE44) manipulacao de fractais Aula: 4/5
(EM13MAT407PE40)

OBJETIVO GERAL: Através da utilizacdo do software Fragmentarium, fazer a
manipulacao de fractais e analisar a Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski.



http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
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DURAGAO CONTEUDOS OBJETIVOS ESPECIFICOS METODOLOGIA
20 min | Fractais, malhas Desenvolver nos alunos o Manipulacéo do
hiperbdlicas interesse pela utilizagdo do Software mostrada pelo
Fragmentarium na professor e explorada
manipulacdo de fractais posteriormente pelos
alunos
Mostrar a producdo de malhas
hiperbdlicas
40 min | Esponja de Menger | Manipular a Esponja de Atividade sincrona
Menger com o software e
Contagem analisar os elementos da
estrutura.
Volume
1h Piramide de Manipular a Piramide de Atividade assincrona
Sierpinski Sierpinski com o software e
analisar os elementos da
Contagem estrutura.
Volume

RECURSOS DIDATICOS: Computador, Projetor, Fragmentarium.

MATERIAIS DIDATICOS: Quadros com andlise dos fractais.

DESCRICAO DA ATIVIDADE:

A atividade proposta sincronamente sera a andlise em relacdo aos
apontamentos realizados por Barbosa (2005) em relagéo a determinar o volume dos
cubos retirados nas iteracfes em funcdo do volume do cubo inicial, e também de
determinar, por meio de contagem a quantidade de cubos removidos e cubos

restantes para cada nivel.

A atividade assincrona sera para analisar a estrutura fractal em relacado aos
apontamentos feitos por Bemfica e Alves (2011), os alunos deveréo recriar o quadro
12 a partir de tal analise, determinando o numero de tetraedros a serem gerados
nas iteracdes, 0 niumero de octaedros a serem retirados e o0 volume dos octaedros

retirados.
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REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS:

BARBOSA, Ruy Madsen. Descobrindo a Geometria Fractal para a sala de aula.
3. Ed. Belo Horizonte, Minas Gerais, Auténtica, 2005.

BEMFICA, Andrios, ALVES, Cassiana. Fractais: progressao e série geomeétrica.
Uma metodologia de ensino, 2011. Disponivel em:
http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto 2011/pdf/fractais progres

sao e serie geometrica.pdf/ . Acesso em: 08 nov. 2022.

7.8.5 Aula b

AULA S

PLANO DE AULA

Ano: 2022

Disciplina: Matemética

Caodigos do Curriculo de PE:

(EM13MAT105PE10)
(EM13MAT105PE11)
(EM13MAT308PE24)
(EM13MAT407PE40

Docente: Matheus Nivel: Médio
Henrique C. dos
Santos
Conteudo: Construcéo CH: 2h
da Curva e llha de
Koch Aula: 5/5

OBJETIVO GERAL: Através da construgédo de uma ferramenta no GeoGebra para a
geracgdo da Curva e llha de Koch, desenvolver a analise dos seus elementos e abordar
contelidos da matematica.

Ponto Médio de
segmentos de reta;

Mediatriz, Bissetriz e
Construcédo de
angulos;

Retas Paralelas e
Perpendiculares;

DURACAO CONTEUDOS OBJETIVOS METODOLOGIA
ESPECIFICOS
1h Curva de Koch; Relacionar a Atividade sincrona, seguindo
construgao de uma as orientacdes dadas pelo
Poligonos ferramenta para a professor para a criacdo de
Regulares; geragdo fractal no uma ferramenta no

GeoGebra;

Desenvolver a Curva
de Koch com a
ferramenta criada e
analisar os elementos
da estrutura.

GeoGebra para a geracéo da
Curva de Koch.



http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
http://facos.edu.br/publicacoes/revistas/modelos/agosto_2011/pdf/fractais_progressao_e_serie_geometrica.pdf/
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Divisdo de um
segmento em partes

iguais;
1lh IIha de Koch; Desenvolver a llha de
Koch com a
Contagem de ferramenta criada e |Atividade assincrona, a partir
elementos: analisar os elementos [da utilizacao da ferramenta

da estrutura criada em sala de aula.

Area e perimetro do
Triangulo Equilatero.

RECURSOS DIDATICOS: Computador, Projetor, GeoGebra.

MATERIAIS DIDATICOS: Quadros com andlise dos fractais.

DESCRICAO DA ATIVIDADE:

A atividade sincrona consiste no desenvolvimento de uma ferramenta para a
geracdo da curva de Koch, como proposto pelo trabalho de Fuzzo et al (2008),
possibilitando posteriormente a criacdo da ilha de Koch. Assim como as atividades
desenvolvidas na aula 3, por meio da criagdo dessa ferramenta podem ser
mostradas as utilizacbes de diversos conteudos matematicos. Por conta do formato
dessa curva, pode ser tratada a construcdo do triangulo equilatero, e para tal, séo
utilizadas retas paralelas, perpendiculares, construcbes de angulos, bissetrizes,

mediatrizes e divisbes de segmentos em partes iguais.

A atividade assincrona consiste na utilizacdo da ferramenta criada para a
criacao da ilha de Koch, e por meio disso, desenvolver um quadro determinando
para os elementos deste fractal semelhantemente aos apontamentos de Pallesi
(2007) para as caracteristicas da Curva de Koch. Os elementos analisados séo o
nivel do fractal, o nUmero de arestas, comprimento da aresta, perimetro da llha e

area da ilha.
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7.9 Consideragtes Finais

Este trabalho teve por objetivo tratar sobre as possibilidades de se utilizar a
Geometria Fractal ao abordar conteudos da Matematica no Ensino Basico. Por meio
dele, determinamos analises, apontamentos e materiais didaticos que fornecem
alternativas para a tal utilizacdo. Foi utilizada uma metodologia de pesquisa definida
da seguinte forma: com relacdo ao método, utiliza o dialético; com relacdo ao tipo
de pesquisa, descritiva e documental; com relacdo a natureza, qualitativa. Portanto,
foi feita uma pesquisa bibliografica e documental sobre “Geometria Fractal”,

“‘Educacao Matematica Brasileira” e “Geometria Dinamica”.

O estudo realizado apresentou as teorias da Geometria Fractal, iniciadas por
Benoit Mandelbrot e continuadas por outros matematicos. Foram demonstradas a
construgéo dos fractais: llha de Koch, Triangulo de Sierpinski, Tapete de Sierpinski,
Esponja de Menger e Piramide de Sierpinski, utilizando softwares de manipulacéo
geométrica e foi ressaltada a importancia da Geometria Dindmica neste processo, no
tocante a facilidade proporcionada por softwares em se obter representacoes e de se

refazer construcdes geométricas.

Também foram exploradas rela¢cées numéricas, determinando a possibilidade
de se tracar paralelos observaveis a partir de iteracdes sucessivas entre elementos e
propriedades de fractais e os conceitos matematicos de contagem, perimetros, areas
e volumes estudados na educacao basica. Aléem disso, foram analisados materiais e

documentos que defendem o uso da geometria dindmica em atividades propostas
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para o ensino basico, relacionando a geometria fractal aos conteidos da matematica

que podem ser abordados por intermédio dela.

Por fim, foram indicadas as nossas contribuicbes para a utilizacdo da
Geometria Fractal, e para isso foram feitas analises das atividades propostas por
quatro artigos. Vista a necessidade do esclarecimento de alguns pontos nos trabalhos
observados, foram feitos apontamentos sob a luz da geometria, da matematica e
levando em consideracdo as propostas que os documentos oficiais da educacao

brasileira e pernambucana trazem para o ensino da matemética.

As contribui¢des trazidas a partir das analises feitas serviram de fundamento
para o desenvolvimento e apresentacdo de um Plano de Ensino com Sequéncia
Didatica que conta com cinco aulas de matematica descritas em seus respectivos
Planos de Aula. Concluindo assim as propostas feitas pelo autor para a utilizacao da

geometria fractal na Matemética do Ensino Basico.

Em relacdo aos problemas encontrados no desenvolvimento do trabalho,
ressaltamos a grande abrangéncia dos conceitos matematicos relacionados a
Geometria Fractal, tratar de cada um destes demandou de bastante tempo, 0 que
acarretou em uma pesquisa extensa, muito maior do que a que se esperava ser feita
ao inicio do trabalho. Além disso, desde o processo de desenvolvimento do projeto
deste trabalho de conclusédo de curso, tivemos que lidar com a COVID-19, que além
de ter trazido grandes perdas de pessoas queridas, dificultou drasticamente a
possibilidade dos encontros sincronos, modificando os periodos letivos nos quais foi

desenvolvido o trabalho.

Para estudos futuros, vista a grande possibilidade das utilizacdes da Geometria
Fractal no ensino da matematica apresentada aqui, indicam-se a criagdo de propostas
para a modificacdo da BNCC e dos Curriculos de Pernambuco, no que se refere a
uma insercao mais frequente e mais influente desta geometria e de outras geometrias

nao-euclidianas.
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APENDICE A - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental
selecionadas do Curriculo de Pernambuco (1° Ano)

1° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Temética
Numeros Contagem de rotina (EFO1MAO01PE) Utilizar
nameros naturais como
indicador de quantidade ou de
ordem (valor monetario,

Contagem ascendente e

descendente

Reconhecimento de numeros no
contexto diario: indicacdo de
quantidades, indicagéo de ordem ou
indicagdo de codigo para a
organizagao de informagoes.

namero de estudantes em sala
de aula, etc.) em diferentes
situacoes cotidianas e
reconhecer situagbes em que
0S numeros ndo indicam
contagem nem ordem, mas
sim codigo de identificacdo
(nimero de telefone, casa,
placa de carro, etc.).

Quantificacdo de elementos de uma
colecdo: estimativas, contagem um

(EFO1IMAO2PE) Contar de
maneira exata ou aproximada,

a um, pareamento ou outros | utilizando diferentes

agrupamentos e comparagao estratégias como 0
pareamento e outros
agrupamentos.
(EFO1IMAQ3PE) Estimar e
comparar quantidades de

objetos de dois conjuntos (em
torno de 20 elementos), por
estimativa elou por
correspondéncia (um a um,
dois a dois) para indicar “tem
mais”, “tem menos” ou “tem a
mesma quantidade”.




Leitura, escrita e comparacdo de
nameros naturais (até 100) Reta
numeérica

(EFOLMAO4PE) Contar a
gquantidade de objetos de
colecBes até 100 unidades e
apresentar o resultado por
registros verbais e simbdlicos
em situacdes de seu interesse
como jogos, brincadeiras,
materiais da sala de aula, entre
outros.

(EFO1MAOS5PE) Comparar
nameros naturais de até duas
ordens em situacdes

cotidianas, com e sem suporte
da reta numérica, como
também de materiais
manipulaveis diversos

Construcdo de fatos basicos da
adicdo

(EFO1MAOQO6PE) Construir fatos
basicos da adi¢éo (utilizando-
se de diversas estratégias de
calculos: composicao e
decomposicdo por meio de
adicbes; procedimentos de
contagem, diversas formas de
representacao) e utiliza-los em
procedimentos de calculo para
resolver problemas.

Problemas envolvendo diferentes
significados da adicdo e da
subtracdo  (juntar, acrescentar,
separar, retirar)

(EFO1MAOBPE) Resolver e
elaborar problemas de adicdo
e de subtracdo, envolvendo

nameros  de até  dois
algarismos, com 0s
significados de juntar,

acrescentar, separar e retirar,
com o suporte de imagens e/ou
material manipulavel,
utilizando estratégias e formas
de registro pessoais.

Algebra

Padrdes figurais e numéricos:
investigacdo de regularidades ou
padrBes em sequéncias

(EFO1MAQ9PE) Organizar e
ordenar objetos familiares ou
representacdes por figuras, por
meio de atributos, tais como
cor, forma e medida
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Sequéncias recursivas: observacao
de regras usadas utilizadas em
seriacbes numéricas (mais 1, mais
2, menos 1, menos 2, por exemplo)

(EFO1MA10PE) Descrever,
ap6s o reconhecimento e a
explicitacdo de um padréo (ou
regularidade), os elementos
ausentes em  sequéncias
recursivas de nameros
naturais, objetos ou figuras.

Geometria

Figuras geométricas espaciais:
reconhecimento e relacbes com
objetos familiares do mundo fisico

(EFO1MA13PE) Relacionar
figuras geométricas espaciais
(cones, cilindros, esferas e

blocos retangulares) a objetos
familiares do mundo fisico.

Figuras geomeétricas planas:
reconhecimento do formato das
faces de figuras geométricas
espaciais

(EFO1MA14PE) Identificar e
nomear figuras planas (circulo,
quadrado, retangulo e
triangulo) em desenhos
apresentados em diferentes
disposicbes ou em contornos
de faces de solidos
geométricos (explorando o uso
de figuras planas para criacado
de desenhos, por exemplo
colagem, lapis e papel,
"carimbos”, entre outros).

Grandezas e
Medidas

Estimativas e Medidas de
comprimento, massa e capacidade:
comparagdes e unidades de medida
nao convencionais

(EFO1MA15PE) Comparar
comprimentos, capacidades ou
massas, utilizando termos
como mais alto, mais baixo,
mais comprido, mais curto,
mais grosso, mais fino, mais
largo, mais pesado, mais leve,
cabe mais, cabe menos, entre
outros, para ordenar objetos de
uso cotidiano.

(EFOLMAXPE) Utilizar
estimativa de comprimentos,
capacidades e massas néo
convencionais (por exemplo:
palmos, passos, copos d’agua,
entre outros).
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Probabilidade
e Estatistica

Leitura de tabelas e de graficos de
colunas simples

(EFO1IMA21PE) Ler dados
expressos em tabelas e em
gréaficos de colunas simples.

Coleta e organizacao de
informacobes

Registros pessoais para
comunicagdo de  informagdes
coletadas

(EFO1MA22PE) Realizar
pesquisa, envolvendo até duas
variaveis categoricas de seu
interesse e universo de até 30
elementos, e organizar dados
por meio de representacfes
pessoais.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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APENDICE B — Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (2° Ano)

2° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Tematica
NUmeros Leitura, escrita, comparacdo e | (EFO2MAOLPE) Ler, comparar

ordenacdo de numeros de até trés

ordens pela compreensdo de
caracteristicas do sistema de
numeracao decimal (valor

posicional e papel do zero)

e ordenar nUmeros naturais
(até a ordem de centenas) pela

compreensao de
caracteristicas do sistema de
numeracdo decimal (valor

posicional e funcdo do zero) e
de sua representagdo na reta
numeérica.

(EFO2MAO2PE) Fazer
estimativas por meio de
estratégias diversas a respeito
da quantidade de objetos de
colecdes e registrar o resultado
da contagem desses objetos
(até 1000 unidades).

(EFO2MAOQ3PE) Comparar
guantidades de objetos de dois
conjuntos, por estimativa e/ou
por correspondéncia (um a um,
dois a dois, entre outros), para

indicar “tem mais”, “tem
menos” ou “tem a mesma
quantidade”, indicando,




quando for o caso, quantos a
mais e quantos a menos.

Problemas envolvendo diferentes
significados da adicdo e da
subtracdo (juntar, acrescentar,

separar, retirar, comparar)

(EFO2MAQO6PE) Resolver e
elaborar problemas de adicdo
e de subtracdo, envolvendo
numeros de até trés ordens,
com os significados de juntar,
acrescentar, separar, retirar e
comparar, utilizando
estratégias pessoais ou
convencionais.

Problemas envolvendo adicdo de
parcelas iguais (multiplicacao)

(EFO2MAOQO7PE) Resolver e
elaborar problemas de
multiplicagcdo (por 2, 3, 4 e 5)
com a ideia de adicdo de
parcelas iguais por meio de
estratégias e formas de
registro pessoais, utilizando ou
nao suporte de imagens e/ou
material manipulavel.

Problemas envolvendo significados
de dobro, metade, triplo e terca
parte

(EFO2MAO8BPE) Resolver e
elaborar problemas
envolvendo dobro, metade,
triplo e terca parte, com o

suporte de imagens ou
material manipulavel,
utilizando estratégias
pessoais.

(EFO2MAXPE) Resolver
problemas em linguagem

verbal, envolvendo as ideias
de repartir uma colegdo em
partes iguais e de determinar
guantas vezes uma quantidade
cabe em outra.

Algebra

Construcéo de
repetitivas e de
recursivas

sequéncias
sequéncias

(EFO2MAOQ9PE) Construir
sequéncias de nameros
naturais em ordem crescente
ou decrescente a partir de um
namero qualquer, utilizando
uma regularidade
estabelecida.
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Identificacdo de regularidade de
sequéncias e determinacdo de
elementos ausentes na sequéncia

((EFO2MA10PE) Descrever um
padrdo (ou regularidade) de
sequéncias repetitivas e de
sequéncias recursivas, por
meio de palavras, simbolos ou
desenhos.

(EFO2MA11PE) Descrever 0s
elementos  ausentes em
sequéncias repetitivas e em
sequéncias recursivas de
nameros naturais, objetos ou
figuras.

Geometria

Figuras geométricas espaciais
(cubo, bloco retangular, piramide,
cone, cilindro e esfera):
reconhecimento e caracteristicas

(EFO2MA14PE) Reconhecer,
nomear e comparar figuras
geométricas espaciais (cubo,
bloco retangular, piramide,
cone, cilindro e esfera),
relacionando-as com objetos
do mundo fisico.

Figuras geomeétricas planas
(circulo, quadrado, retadngulo e
triangulo): reconhecimento e

caracteristicas

(EFO2MA15PE) Reconhecer,
comparar e nomear figuras
planas (circulo, quadrado,
retangulo e triangulo) por meio
de caracteristicas comuns em
desenhos apresentados em
diferentes disposicbes ou em
sélidos geométricos, utilizando
materiais manipulaveis e/ou
recursos digitais.

Grandezas e
Medidas

Medida de comprimento: unidades
ndo padronizadas e padronizadas
(metro, centimetro e milimetro)

(EFO2MA16PE) Estimar, medir
e comparar comprimentos de
lados de salas (incluindo
contorno) e de poligonos,
utilizando unidades de medida
nao padronizadas (por
exemplo: palmo, passo, pé,
etc.) e padronizadas (metro,
centimetro e milimetro) e
instrumentos adequados
(régua, fita métrica e etc.).

Medida de capacidade e de massa:

unidades de medida nao
convencionais e convencionais
(litro, mililitro, cms3, grama e
quilograma)

(EFO2MA17PE) Estimar, medir
e comparar capacidade e
massa, utilizando estratégias
pessoais e unidades de
medida néo padronizadas
(copo, xicara, garrafa, colher,
etc.) ou padronizadas (litro,
mililitro, centimetro cubico,
grama e quilograma) e
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instrumentos adequados
(balanca, recipiente graduado,
etc.).

Probabilidade
e Estatistica

Coleta, classificacao e
representacao de dados em tabelas
simples e de dupla entrada e em
graficos de colunas

(EFO2MA22PE) Comparar
informacBes de pesquisas
apresentadas por meio de

tabelas de dupla entrada e em
gréaficos de colunas simples ou

barras para melhor
compreender aspectos da
realidade proxima.

(EFO2MA23PE) Realizar

pesquisa em universo de até
30 elementos, escolhendo até
trés varidveis categoricas de
seu interesse, organizando os
dados coletados em listas,
tabelas e graficos de colunas
simples.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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APENDICE C - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (3° Ano)

3° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Temética
NUmeros Construgédo de fatos fundamentais | (EFO3MAO3PE) Construir e

da adicao,
multiplicagcéo

subtracéo e

utilizar fatos basicos da adicao,
subtracdo e da multiplicacdo
(utilizando diversas estratégias
de calculos: composicdo e
decomposicdo por meio de
adicbes e multiplicagbes,
procedimentos de contagem,
diversas formas de
representacdo, inclusive com
sinais de adicdo, multiplicacdo
e igualdade) para o calculo
mental ou escrito.




Procedimentos de célculo (mental e
escrito) com numeros naturais:
adicao e subtracéo

(EFO3MAO5PE) Utilizar
diferentes procedimentos de
célculo mental e escrito para
resolver problemas
significativos envolvendo
adicio e subtracdo com
ndmeros naturais.

Problemas envolvendo significados
da adicdo e da subtracdo: juntar,
acrescentar, separatr, retirar,
comparar e completar quantidades

(EFO3BMAOGPE) Resolver e
elaborar problemas de adicao

e subtracao com 0s
significados de juntar,
acrescentar, separar, retirar,
comparar e completar
guantidades, utilizando
diferentes  estratégias de

célculo exato ou aproximado,
incluindo calculo mental.

Problemas envolvendo diferentes
significados da multiplicacdo e da
divisdo: adicdo de parcelas iguais,
configuracdo retangular, reparticdo
em partes iguais e medida

(EFOSMAQO7PE) Resolver e
elaborar problemas de
multiplicacdo (por 2, 3, 4, 5 e
10) com os significados de
adicdo de parcelas iguais e
elementos apresentados em

disposicao /configuragéo
retangular, utilizando
diferentes  estratégias de

célculo e registros.

(EFO3BMAO8PE) Resolver e
elaborar problemas de divisdo
de um numero natural por
outro (até 10), com resto zero e
com resto diferente de zero,

com os significados de
reparticdo equitativa e de
medida por meio de
estratégias e registros
pessoais.

(EFO3MAXPE) Reconhecer

que a multiplicacdo e a divisdo
sdo operacdes inversas

Significados de metade, terca parte,
guarta parte, quinta parte e décima
parte

(EFO3BMAQO9PE) Associar 0
guociente de uma divisdo com
resto zero de um numero
natural por 2, 3, 4, 5 e 10 as
ideias de metade, terca,
quarta, quinta e décima partes
(por exemplo, 15:3 = 5 pode
ser escrito como 15/3 = 5,
indicando que 5 € a terca parte
de 15).
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Algebra

Identificacdo e
regularidades em
numeéricas recursivas

descricdo de
sequéncias

(EFO3MA10PE) Identificar
regularidades em sequéncias
ordenadas de nameros
naturais, resultantes da
realizacdo de adigbes ou
subtracdes sucessivas, por um
mesmo numero, descrever
uma regra de formacdo da
sequéncia e determinar
elementos faltantes ou
seguintes (por exemplo, 3, 13,
23, 33... — adicao sucessiva de
10; ou 91, 85, 79, 73... —
subtracdo sucessiva de 6).

Geometria

Localizagdo e  movimentagao:
representacdo de objetos e pontos
de referéncia

(EFO3MA12PE) Descrever e
representar, por meio de
esbogcos de trajetos ou
utilizando croquis e maquetes,
a movimentacdo de pessoas
ou de objetos no espaco,
incluindo mudancas de direcao
e sentido, com base em
diferentes pontos de referéncia
(por exemplo: siga em frente,
va a direita, a proxima quadra
a esquerda, em cima, em
baixo, atras, em frente, entre a
guadra esportiva e o portdo da
escola, etc).

Figuras geométricas espaciais
(cubo, bloco retangular, piramide,
cone, cilindro e esfera):
reconhecimento, andlise de
caracteristicas e planificacdes

(EFO3MA13PE) Associar
figuras geométricas espaciais
(cubo, bloco retangular,
piramide, cone, cilindro e

esfera) a objetos do mundo
fisico e nomear essas figuras.

(EFO3MA14PE) Descrever
caracteristicas de algumas
figuras geométricas espaciais
(prismas retos, piramides,
cilindros, cones), relacionando-
as com suas planificacbes e
representando suas vistas a
partir de diferentes posicdes
(lateral, frontal e superior).

Figuras geométricas planas
(triangulo, quadrado, retangulo,
trapézio e paralelogramo):
reconhecimento e andlise de

caracteristicas

(EFO3MA15PE) Classificar e

comparar  figuras  planas
(triangulo, guadrado,
retangulo, trapézio e

paralelogramo) em relagdo a
seus lados (quantidade,
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posicoes relativas e
comprimento) e veértices.

(EFOBMAXPE) Compor e
decompor figuras, a partir das
figuras  planas  (triangulo,
quadrado, retangulo, trapézio e
paralelogramo)

Congruéncia de figuras geométricas
planas

(EFOBMA16PE) Reconhecer
figuras congruentes, usando
sobreposicdo e desenhos em
malhas  quadriculadas ou
triangulares, incluindo o uso de
tecnologias digitais,
apresentadas em diferentes
disposicdes

Grandezas e
Medidas

Significado de medida e de unidade
de medida

(EFOBMA17PE) Reconhecer
gque o resultado de uma
medida depende da unidade
de medida utilizada.

(EFO3MA18PE) Escolher a
unidade de medida (metro,
centimetro e milimetro; hora,
minuto e segundo; litro e
mililitro) e o instrumento mais
apropriado para medicdes de
comprimento (régua e fita
métrica), tempo (relégio e
calendario) e capacidade
(recipiente graduado).

Medidas de comprimento (unidades

nao convencionais e
convencionais): registro,
instrumentos de medida,

estimativas e comparacodes

(EFO3MA19PE) Estimar, medir
€ comparar comprimentos,
utilizando unidades de medida

ndo padronizadas (palmo,
passos, pé, etc.) e
padronizadas mais usuais

(metro, centimetro e milimetro)
e diversos instrumentos de
medida (régua, fita métrica,
"barbante" (para linhas curvas)
e etc.).

Medidas de capacidade e de massa
(unidades ndo convencionais e
convencionais): registro,
estimativas e comparacodes

(EFO3MA20PE) Estimar e
medir capacidade e massa,
utilizando unidades de medida
nao padronizadas e
padronizadas mais usuais
(litro,  mililitro,  quilograma,
grama e miligrama),
reconhecendo-as em leitura de
rétulos e embalagens, entre
outros.

Comparacdo de  areas

superposicao

por

(EFO3MA21PE) Comparar,
visualmente ou por
superposicdo, areas de faces
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de objetos, de figuras planas
ou de desenhos.

Probabilidade
e Estatistica

Leitura, interpretacao e
representacao de dados em tabelas
de dupla entrada e gréficos de
barras

(EFO3MA26PE) Resolver
problemas cujos dados estéo
apresentados em tabelas de
dupla entrada, graficos de
barras ou de colunas.

Coleta, classificacdo e
representagdo de dados referentes
a variaveis categoricas, por meio de
tabelas e gréaficos

(EFO3MA28PE) Realizar
pesquisa envolvendo variaveis
categdricas em um universo de
até 50 elementos, organizar 0s
dados coletados utilizando
listas, tabelas simples ou de
dupla entrada e representa-los
em graficos de colunas
simples, com e sem uso de
tecnologias digitais.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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APENDICE D - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (4° Ano)

4° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Temética
NUmeros Propriedades das operacgfes para o | (EFO4AMAO3PE) Resolver e
desenvolvimento de diferentes | elaborar  problemas com

estratégias de calculo com nimeros
naturais

nimeros naturais envolvendo
adicdo e subtracao, utilizando
estratégias diversas como
calculo, célculo mental e
algoritmos, além de fazer
estimativas do resultado.

(EFO4AMAQO4PE) Utilizar as
relacbes entre adicdo e
subtracdo, bem como entre
multiplicacdo e divisdo, para

ampliar as estratégias de
calculo.-
Problemas envolvendo diferentes | (EFO4MAOGPE) Resolver e
significados da multiplicacdo e da | elaborar problemas
divisdo: adi¢cdo de parcelas iguais, | envolvendo diferentes

configuracéo
proporcionalidade,
equitativa e medida

retangular,
reparticao

significados da multiplicagéo
(adicdo de parcelas iguais,
organizagao/ configuragéo
retangular e
proporcionalidade), utilizando
estratégias diversas como




calculo por estimativa, calculo
mental e algoritmos.

(EFO4AMAO7PE) Resolver e
elaborar problemas de divisdo
cujo divisor tenha no maximo
dois algarismos, envolvendo
os significados de reparticdo
equitativa e de medida,
utilizando estratégias diversas
como calculo por estimativa,
calculo mental e algoritmos.

Problemas de contagem

(EFO4MAOQO8PE) Resolver, com
0 suporte de imagem e/ou

material manipulavel,
problemas simples de
contagem, como a

determinacdo do numero de
agrupamentos possiveis ao se
combinar cada elemento de
uma colecdo com todos o0s
elementos de outra, utilizando

estratégias e formas de
registro pessoais.
Numeros racionais: fracbes | (EFOAMAQO9PE) Reconhecer
unitarias mais usuais (1/2, 1/3, 1/4, | as fra¢cdes unitarias mais

1/5, 1/10 e 1/100)

usuais (1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/10
e 1/100) como unidades de
medida menores do que uma
unidade, utilizando a reta
numérica como recurso, entre
outros

Algebra

numérica  recursiva
multiplos de um

Sequéncia
formada por

(EFO4MA11PE) Identificar
regularidades em sequéncias

namero natural numéricas compostas por
mdultiplos de um ndmero
natural.

Relacbes entre adicdo e subtracdo | (EFO4MAL13PE) Reconhecer,

e entre multiplicacdo e divisdo por meio de investigacles,
utilizando a calculadora
guando necessario, as
relagcbes inversas entre as

operacbes de adicdo e de
subtracdo e de multiplicacdo e
de divisdo para aplici-las na
resolucéo de problemas.
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Propriedades da igualdade

(EFO4MA14PE) Reconhecer e
mostrar, por meio de
exemplos, que a relacdo de
igualdade existente entre dois
termos permanece quando se
adiciona ou se subtrai um
mesmo numero a cada um
desses termos.

(EFO4MA15PE) Determinar o
namero desconhecido que
torna verdadeira uma
igualdade que envolve as
operacdes fundamentais com
ndmeros naturais.

Geometria

Localizagdo e  movimentagao:
pontos de referéncia, direcdo e
sentido. Paralelismo e
perpendicularismo

(EFO4MA16PE) Descrever
deslocamentos e localizagédo
de pessoas e de objetos no
espaco, por meio de malhas
guadriculadas e
representacdes como
desenhos, mapas, planta baixa
e croquis, empregando termos

como direita e esquerda,
mudangcas de direcdo e
sentido, interseccao,
transversais, paralelas e
perpendiculares.
Figuras geométricas espaciais | (EFO4MA17PE) Associar
(prismas e piramides): | prismas e piramides a suas

reconhecimento, representacoes,
planificacdes e caracteristicas

planificacdes e analisar,
nomear e comparar Seus
atributos, estabelecendo
relacdes entre as
representagcbes planas e
espaciais, apresentadas em
diferentes posicdes

Angulos retos e néo retos: uso de
dobraduras, esquadros e softwares

(EFO4MA18PE) Reconhecer
angulos retos e nao retos em
figuras poligonais com o uso de
dobraduras, esquadros ou
softwares de geometria,
inclusive, associando angulo a
giro ou mudanca de direcdo

Simetria de reflexao

(EFO4MA19PE) Reconhecer
simetria de reflexdo em figuras
e em pares de figuras
geométricas planas e utiliza-la
na construcdo de figuras
congruentes, com 0 uso de
malhas quadriculadas e de
softwares de geometria

Grandezas e
Medidas

Medidas de comprimento, massa e
capacidade: estimativas, utilizacdo
de instrumentos de medida e de

(EFO4MA20PE) Medir e
estimar comprimentos
(incluindo perimetros), massas
e capacidades, utilizando
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unidades de medida convencionais
mais usuais

unidades de medidas
padronizadas mais usuais
(Milimetro (mm), centimetro

(cm), metro (m), quildbmetro
(km), miligrama (mg), grama
(9), quilograma (kg), mililitro
(ml) e litro (I)) valorizando e
respeitando a cultura local (uso

de hectare e arroba, por
exemplo).
Areas de figuras construidas em | (EFO4MA21PE) Medir,

malhas quadriculadas

comparar e estimar area de
figuras planas (incluindo seu
perimetro) desenhadas em
malha quadriculada, pela
contagem dos quadradinhos
ou de metades de
guadradinhos, reconhecendo
gue duas figuras com formatos
(perimetro) diferentes podem
ter a mesma medida de area.

Probabilidade
e Estatistica

Leitura, interpretacao e
representacdo de dados em tabelas
de dupla entrada, graficos de
colunas simples e agrupadas,
graficos de barras e colunas e
gréficos pictéricos

(EFO4AMA27PE) Analisar
dados  apresentados em
tabelas simples ou de dupla
entrada e em gréficos de
colunas ou pictéricos, com
base em informacdes das
diferentes areas do
conhecimento, e produzir texto
com a sintese de sua analise.

(EFO4MA28PE) Realizar
pesquisa envolvendo variaveis
categbricas e numéricas e
organizar dados coletados por
meio de tabelas e graficos de
colunas simples ou agrupadas,
com e sem uso de tecnologias
digitais.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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APENDICE E - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (5° Ano)

5° ANO

Unidade
Tematica

Objeto de conhecimento

Habilidades PE




NUmeros

Representacéo fracionaria dos
nameros racionais:
reconhecimento, significados,
leitura e representacéo na reta
numerica

(EFOSMAO3PE) Identificar e
representar fracbes (menores
€ maiores que a unidade),
associando-as ao resultado de
uma divisdo ou a ideia de parte
de um todo, utilizando a reta
numérica e outros materiais
concretos como recurso.

Célculo de porcentagens e
representacao fracionaria

(EFO5MAQ6PE) Associar as
representacbes 10%, 25%,
50%, 75% e 100%
respectivamente a décima
parte, quarta parte, metade,
trés quartos e um inteiro para
calcular porcentagens,
utilizando estratégias
pessoais, calculo mental e
calculadora em contextos de
educacdo financeira, entre
outros.

Problemas: adicdo e subtragdo de
ndmeros naturais e numeros
racionais cuja representacao

decimal é finita

(EFO5MAOQO7PE) Resolver e
elaborar problemas de adicdo
e subtracdo com numeros
naturais e com ndmeros
racionais, cuja representacao
decimal seja finita, utilizando
estratégias diversas, como
calculo por estimativa, calculo
mental e algoritmos.

Problemas: multiplicagdo e diviséo
de nUmeros racionais cuja
representacdo decimal é finita por
ndameros naturais

(EFO5MAQO8PE) Resolver e
elaborar problemas de
multiplicagdo e divisdo com
nameros naturais e com
nameros racionais cuja
representacdo decimal € finita
(com multiplicador natural e
divisor natural e diferente de
zero), utilizando estratégias
diversas, como calculo por
estimativa, calculo mental e
algoritmos

Algebra

Propriedades da igualdade e nocgéo
de equivaléncia

(EFO5MA10PE) Concluir, por
meio de investigagcbes, que a
relacéo de igualdade existente
entre dois membros
permanece ao adicionar,
subtrair, multiplicar ou dividir
cada um desses membros por
um mesmo numero, para
construir  a nocao de
equivaléncia.
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(EFO5MA11PE) Resolver e
elaborar  problemas cuja
conversdo em  sentenca
matematica seja uma
igualdade com uma operacdo
em que um dos termos €
desconhecido.

Grandezas diretamente

proporcionais

(EFOSMA12PE) Resolver
problemas que envolvam
variacdo de proporcionalidade
direta entre duas grandezas,
para associar a quantidade de
um produto ao valor a pagar,
alterar as quantidades de
ingredientes  de  receitas,
ampliar ou reduzir escala em
mapas, entre outros

Problemas envolvendo a particdo
de um todo em duas partes
proporcionais

(EFO5SMA13PE) Resolver
problemas envolvendo a
partilha de uma quantidade em
duas partes desiguais, tais
como dividir uma quantidade
em duas partes, de modo que
uma seja o dobro da outra, com
compreensdo da ideia de
razao entre as partes e delas
com o todo

Geometria

Figuras geométricas espaciais:
reconhecimento, representacoes,
planificacdes e caracteristicas

(EFO5MA16PE) Associar
figuras espaciais a suas
planificacdes (prismas,

piramides, cilindros e cones) e
analisar, nomear e comparar
seus atributos, utilizando e/ou
recursos tecnoldgicos.

Figuras geométricas planas:
caracteristicas, representacfes e
angulos

(EFOSMAXPE) Reconhecer
angulo de um quarto de volta,
de meia volta e de uma volta.

(EFOSMA17PE) Reconhecer,
nomear e comparar poligonos,
considerando lados, vértices e
angulos e desenha-los,
utilizando material de desenho
ou tecnologias digitais.

Ampliacdo e reducdo de figuras
poligonais em malhas
guadriculadas: reconhecimento da
congruéncia dos angulos e da
proporcionalidade dos lados
correspondentes

(EFO5MA18PE) Reconhecer a
congruéncia dos angulos e a
proporcionalidade entre 0s
lados correspondentes de
figuras poligonais em
situacbes de ampliacdo e de
reducéo em malhas
quadriculadas e usando
tecnologias digitais.
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Grandezas e
Medidas

Medidas de comprimento, area,
massa, tempo, temperatura e
capacidade: utilizacdo de unidades
convencionais e relacdes entre as
unidades de medida mais usuais

(EFO5MA19PE) Resolver e
elaborar problemas
envolvendo medidas das

grandezas comprimento, area,
massa, tempo, temperatura e

capacidade, recorrendo a
transformacbes entre  as
unidades mais usuais em

contextos socioculturais.

Areas e perimetros de figuras
poligonais: algumas relacdes

(EFO5MAZ20PE) Concluir, por
meio de investigacdes, que
figuras de perimetros iguais
podem ter &reas diferentes e
que, também, figuras que tém
a mesma area podem ter
perimetros diferentes.

Nogéao de volume

(EFO5MA21PE) Reconhecer
volume como grandeza
associada a sélidos

geométricos e medir volumes
por meio de empilhamento de
cubos, utilizando,
preferencialmente, objetos
concretos, como por exemplo o
material dourado.

(EFO5MAXPE) Compreender
0 significado de um metro
guadrado e de um centimetro
guadrado para comparar areas
e as relacdes entre centimetro
cubico, decimetro cubico e
metro cubico com o litro.

Probabilidade
e Estatistica

Leitura, coleta, classificacéo
interpretacdo e representacdo de
dados em tabelas de dupla entrada,
grafico de colunas agrupadas,
graficos pictéricos e grafico de
linhas

(EFOSMA25PE) Realizar
pesquisa envolvendo variaveis
categéricas e numeéricas,
organizar dados coletados por
meio de tabelas, gréficos de
colunas, pictéricos e de linhas,
com e sem uso de tecnologias
digitais, e apresentar texto
escrito sobre a finalidade da
pesquisa e a sintese dos
resultados.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).

153

APENDICE F - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (6° Ano)

6° ANO




Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Temética
NUmeros Operagbes (adicdo, subtracdo, | (EFOBMAO3PE) Resolver e
multiplicacao, divisdo e | elaborar problemas que
potenciacdo) com nameros naturais | envolvam calculos (mentais ou
escrito, exatos ou

aproximados), com numeros
naturais, por meio de
estratégias  variadas, com
compreensdo dos processos
neles envolvidos , enfatizando
os diferentes significados das
operacdes fundamentais, com
e sem uso de calculadora.

Fracdes: significados (parte/todo,
guociente), equivaléncia,
comparacdo, adicdo e subtracao;
calculo da fracdo de um ndmero
natural; adicdo e subtragdo de
fracOes

(EFO6MAQ7PE) Compreender,
comparar e ordenar fracdes
associadas as ideias de partes
de inteiros (parte/todo) e
resultado de divisdo e suas
aplicabilidades no cotidiano
por meio da utlizagdo de
materiais manipulaveis,
identificando também fracdes
equivalentes.

(EFO6MAOBPE) Reconhecer,
comparar e ordenar 0s
nameros racionais positivos
que podem ser expressos nas
formas fracionaria, decimal e
percentual, estabelecer
relacbes entre essas
representacdes, passando de
uma representacao para outra,
e relaciona-los a pontos na reta
numeérica

(EFO6MAQ9PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam o célculo da fracéo
de uma quantidade e cujo
resultado seja um ndmero
natural, com e sem uso de
calculadora, explorando
situacdes do cotidiano.

(EFOBMA10PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam adicdo ou subtracéo
com nameros racionais
positivos na representacao
fracionaria.

Operacgoes
multiplicacéo,
potenciacao)
racionais

(adicdo, subtracéo,
divisao e
com ndmeros

(EFO6MA11PE) Resolver e
elaborar  problemas  com
nameros racionais positivos na
representacdo fracionaria e
decimal, envolvendo as quatro
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operacfes fundamentais e a
potenciacdo, por meio de
estratégias diversas, utilizando

estimativas e
arredondamentos para
verificar a razoabilidade de

respostas, com e sem uso de
calculadora.

Célculo de porcentagens por meio
de estratégias diversas sem fazer
uso da “regra de trés”

(EFO6MA13PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam porcentagens, com
base na ideia de
proporcionalidade, sem fazer
uso da “regra de trés”
utilizando estratégias
pessoais, calculo mental e
calculadora em contextos de
educacdo financeira, entre
outros.

Algebra

Propriedades da igualdade

(EFO6MA14PE) Reconhecer
que a relacdo de igualdade
matematica ndo se altera ao
adicionar, subtrair, multiplicar
ou dividir os seus dois
membros por um mesmo
namero e utilizar essa nogéo
para determinar  valores
desconhecidos na resolucdo
de problemas (por exemplo,
explorando a metafora da
balanca).

Problemas que tratam da particao
de um todo em duas partes
desiguais, envolvendo razfes entre
as partes e entre uma das partes e
o todo

(EFOBMA15PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam a partilha de uma
quantidade em duas partes
desiguais, envolvendo
relacoes aditivas e
multiplicativas, bem como a
razao ou quociente entre as
partes e entre uma das partes
e o todo.

Geometria

Plano cartesiano: associacdo dos
vértices de um poligono a pares
ordenados

(EFO6MA16PE) Associar
pares ordenados de nimeros a
pontos do plano cartesiano do
1° quadrante em situacdes
como a localizagdo dos
vértices de um poligono.

Prismas e piramides: planificacbes
e relagbes entre seus elementos
(vértices, faces e arestas)

(EFO6MA17PE) Quantificar
estabelecer relacGes entre
namero de vértices, faces
arestas de  prismas

piramides, em funcdo do seu
poligono da base para resolver
problemas e desenvolver a
percepcéo espacial,

e
(0]
e
e

155



associando cada poliedro a
sua planificagéo.

Poligonos: classificacdes quanto ao
numero de vértices, as medidas de
lados e angulos e ao paralelismo e
perpendicularismo dos lados

(EFO6MA18PE) Reconhecer,
nomear e comparar poligonos,
considerando lados, vértices e
angulos e classifica-los em
regulares e nao regulares,
tanto em suas representacoes
no plano como em faces de
poliedros, podendo utilizar
materiais manipulaveis.

(EFO6MA19PE) Identificar
caracteristicas dos triangulos e
classificalos em relacdo as
medidas dos lados e dos

angulos.
(EFO6MA20PE) Identificar
caracteristicas dos

qguadrilateros, classifica-los em
relacdo a lados e a angulos e
reconhecer a incluséo e a
interseccdo de classes entre
eles.

Construgédo de figuras semelhantes:
ampliagdo e redugdo de figuras
planas em malhas quadriculadas

(EFO6MA21PE) Construir
figuras planas semelhantes em
situacbes de ampliagdo e de
redugéo, com o uso de malhas

quadriculadas, plano
cartesiano e/ou tecnologias
digitais.

Construgdo de retas paralelas e | (EFO6MA22PE) Utilizar

perpendiculares, fazendo uso de
réguas, esquadros e softwares

instrumentos, como réguas e
esquadros, ou softwares para
representacdes de  retas
paralelas e perpendiculares e
construgdo de quadrilateros,
entre outros.

(EFO6MA23PE) Construir
algoritmo para resolver
situacbes passo a passo

(como na construcdo de
dobraduras ou na indicacédo de
deslocamento de um objeto no
plano segundo pontos de

referéncia e distancias

fornecidas etc.).
Grandezas e | Problemas sobre medidas | (EFO6MA24PE) Resolver e
Medidas envolvendo grandezas como | elaborar problemas que
comprimento, massa, tempo, | envolvam as grandezas

temperatura, area, capacidade e
volume

comprimento, massa, tempo,
temperatura, area (triangulos e
retdngulos), capacidade e
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volume (solidos formados por
blocos retangulares), sem uso
de férmulas, inseridos, sempre
gue possivel, em contextos
oriundos de situacbes reais
elou relacionadas as outras
areas do conhecimento.

Angulos: noc¢éo, usos e medida

(EFO6MA25PE) Reconhecer a
abertura do angulo como
grandeza associada as figuras
geomeétricas.

(EFO6MA26PE) Resolver
problemas que envolvam a
nocédo de angulo em diferentes
contextos e em situacOes
reais, como angulo de viséo.

(EFO6MA27PE) Determinar
medidas da abertura de
angulos por meio de
transferidor e/ou tecnologias
digitais.

Perimetro de um quadrado como
grandeza proporcional a medida do

lado

(EFO6MA29PE) Analisar e
descrever mudancas que
ocorrem no perimetro e na
area de um quadrado
representado  em  malhas
gquadriculadas (ou em outros
meios, inclusive softwares) ao
se ampliarem ou reduzirem,
igualmente, as medidas de
seus lados para compreender
que o perimetro é proporcional
a medida do lado, o que nédo
ocorre com a area.

Probabilidade
e Estatistica

Leitura e interpretacdo de tabelas e
graficos (de colunas ou barras
simples ou multiplas) referentes a
variaveis categoéricas e variaveis

numéricas

(EFO6MA31PE) Identificar as
variaveis e suas frequéncias e
0os elementos constitutivos
(titulo, eixos, legendas, fontes
e datas) em diferentes tipos de
grafico.

(EFO6MA32PE) Interpretar e
resolver situacdes que
envolvam dados de pesquisas
sobre contextos ambientais,
sustentabilidade, transito,
consumo responsavel, entre
outros, apresentadas pela
midia em tabelas e em
diferentes tipos de graficos e
redigir textos escritos com o
objetivo de sintetizar
conclusoes.
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Coleta de dados, organizacdo e
registro

Construcdo de diferentes tipos de
graficos para representa-los e
interpretacao das informagdes

(EFO6MA33PE) Planejar e
coletar dados de pesquisa
referente a praticas sociais
escolhidas pelos estudantes e
fazer uso de planilhas
eletrbnicas  para  registro,
representacao e interpretacéo
das informacfes, em tabelas,
varios tipos de graficos e texto.

Diferentes tipos de representacao
de informagbes: graficos e
fluxogramas

(EFO6MA34PE) Interpretar e
desenvolver fluxogramas
simples, identificando as
relacbes entre o0s objetos
representados (por exemplo,
posicao de cidades
considerando as estradas que
as unem, hierarquia dos
funcionarios de uma empresa
etc.).

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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7° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Temética
NUmeros Multiplos e divisores de um numero | (EFO7MAO1PE) Resolver e
natural elaborar  problemas com

numeros naturais, envolvendo
as nogbes de divisor e de
multiplo, podendo  incluir
maximo divisor comum ou
minimo multiplo comum, por
meio de estratégias diversas,
sem a aplicacéo de algoritmos.

Célculo de porcentagens e de
acréscimos e decréscimos simples

(EFO7TMAO2PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam porcentagens, como
0s que lidam com acréscimos e
decréscimos simples,

utilizando estratégias
pessoais, calculo mental e
calculadora, no contexto de
educacdo financeira, entre
outros.

Fracdo e seus significados: como
parte de inteiros, resultado da
divisdo, razado e operador

(EFO7MAOQO5PE) Resolver um
mesmo problema utilizando
diferentes algoritmos.

(EFO7MAO6PE) Reconhecer
gue as resolucdes de um grupo




de problemas que tém a
mesma estrutura podem ser
obtidas utilizando os mesmos
procedimentos.

(EFO7TMAO7PE) Representar
por meio de um fluxograma os
passos utilizados para resolver
um grupo de problemas.

(EFO7MAO8PE) Reconhecer,
comparar e ordenar fracdes
associadas as ideias de partes

de inteiros, resultado da
divisdo, razdo e operador.
(EFO7TMAQ9PE) Utilizar, na

resolucdo de problemas, a
associacdo entre razdo e
fracdo, como a fracéo 2/3 para
expressar a razdo de duas
partes de uma grandeza para
trés partes da mesma ou trés
partes de outra grandeza.

Numeros racionais na
representacdo fracionaria e na
decimal: usos, ordenacdo e

associacdo com pontos da reta
numeérica e operacdes

(EFO7MA10PE) Comparar e
ordenar nimeros racionais em
diferentes contextos nas suas
diferentes representacfes e
associa-los a pontos da reta
numeérica.

(EFO7TMA11PE) Compreender
e utilizar a multiplicacdo e a
divisdo de numeros racionais,
a relagdo entre elas e suas
propriedades operatdrias.

(EFO7TMA12PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam as operagdes com
ndmeros racionais.

Algebra

Linguagem algébrica: variavel e
incégnita

(EFO7MA13PE) Compreender

a ideia de variavel,
representada por letra ou
simbolo, para  expressar

relacdo entre duas grandezas,

diferenciando-a da ideia de
incognita.
(EFO7TMA14PE)  Classificar

sequéncias em recursivas e
nao recursivas, reconhecendo
gue o conceito de recursdo
esta presente ndo apenas na
matematica, mas também nas
artes e na literatura.

(EFO7MA15PE)  Utilizar a
simbologia algébrica para
expressar regularidades
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encontradas em sequéncias
numeéricas.

Equivaléncia de expressdes
algébricas: identificagao da
regularidade de uma sequéncia
numeérica

(EFO7TMA16PE) Reconhecer
se duas expressodes algébricas
obtidas para descrever a
regularidade de uma mesma
sequéncia numérica sao ou
ndo equivalentes.

Problemas envolvendo grandezas
diretamente proporcionais e
grandezas inversamente
proporcionais

(EFO7TMA17PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam variacao de
proporcionalidade direta e de
proporcionalidade inversa
entre duas grandezas,
utilizando sentenca algébrica
para expressar a relacéo entre
elas.

Equacgdes polinomiais do 1° grau

(EFO7TMA18PE) Resolver e
elaborar problemas que
possam ser representados por
equacdes polinomiais de 1°
grau, redutiveis a forma ax + b
= ¢, fazendo uso das
propriedades da igualdade.

Geometria

Transformagbes geométricas de
poligonos no plano cartesiano:
multiplicacdo das coordenadas por
um namero inteiro e obtengdo de
simétricos em relacao aos eixos e a
origem

(EFO7MA19PE) Realizar
transformacfes de poligonos
representados no plano
cartesiano, decorrentes da
multiplicacéo das coordenadas
de seus vértices por um
numero inteiro, verificando as
proporgoes entre 0S
segmentos.

(EFO7MA20PE) Reconhecer e
representar, no plano
cartesiano, 0 simétrico de
figuras em relagéo aos eixos e
a origem.

Simetrias de translagéo, rotacdo e
reflexao

(EFO7MA21PE) Reconhecer e
construir figuras obtidas por
simetrias de translacéo,
rotacdo e reflexdo, usando
instrumentos de desenho ou

softwares de geometria
dindmica e vincular esse
estudo a representacdes

planas de obras de arte,

elementos arquiteténicos,
entre outros
A circunferéncia como lugar | (EFO7TMA22PE) Construir
geomeétrico circunferéncias, utilizando

compasso e ou softwares,
reconhecé-las como lugar
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geométrico e utilizd-las para
fazer composicdes artisticas e

resolver problemas que
envolvam objetos
equidistantes
Relacbes entre o0s angulos | (EFO7TMA23PE) Verificar
formados por retas paralelas | relacbes entre os angulos

intersectadas por uma transversal

formados por retas paralelas
cortadas por uma transversal,
com e sem uso de softwares de
geometria dindmica

Triangulos: construcdo, condicdo
de existéncia e soma das medidas
dos angulos internos

(EFO7MA24PE) Construir
triangulos, usando régua,
compasso e/ou softwares,
reconhecer a condicdo de
existéncia do triangulo quanto
a medida dos lados e verificar
gue a soma das medidas dos
angulos internos de um

triangulo é 180°.

(EFO7MA25PE) Reconhecer a
rigidez geométrica dos
tridangulos e suas aplicagdes,
como na construcdo de
estruturas arquitetdnicas
(telhados, estruturas metalicas
e outras) ou nas artes
plésticas.

(EFO7MA26PE) Descrever, por
escrito e por meio de um
fluxograma, um algoritmo para
a construcdo de um tridngulo
gualquer, conhecidas as
medidas dos trés lados.

Poligonos regulares: quadrado e
triangulo equilatero

(EFO7TMA27PE) Calcular
medidas de angulos internos
de poligonos regulares, sem o
uso de férmulas, e estabelecer

relagdes entre angulos
internos e  externos de
poligonos, preferencialmente

vinculadas a construgdo de
mosaicos e de ladrilhamentos.

(EFO7MA28PE) Descrever, por
escrito e por meio de um
fluxograma, um algoritmo para
a construcdo de um poligono
regular (como quadrado e
triangulo equilatero),
conhecida a medida de seu
lado.

Grandezas e
Medidas

Problemas envolvendo medic¢bes

(EFO7TMA29PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de
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grandezas inseridos  em
contextos oriundos de
situacBes cotidianas ou de
outras areas do conhecimento,

reconhecendo que toda
medida empirica €
aproximada.

Célculo de volume de blocos | (EFO7TMA30PE) Resolver e

retangulares, utilizando unidades
de medida convencionais mais
usuais

elaborar problemas de calculo
de medida do volume de

blocos retangulares,
envolvendo as unidades
usuais (metro cubico,

decimetro cubico e centimetro
cubico) e suas conversdes
para medidas de capacidade
(litros e mililitros).

Equivaléncia de area de figuras
planas: calculo de areas de figuras
gue podem ser decompostas por
outras, cujas areas podem ser

(EFO7TMA31PE) Estabelecer
expressoes de calculo de area
de triangulos e de
quadrilateros, explorando os
diversos tipos de contextos.

facilmente determinadas como
triangulos e quadrilateros
Medida do comprimento da

circunferéncia

(EFO7TMA32PE) Resolver e
elaborar problemas de calculo
de medida de area de figuras
planas que podem ser
decompostas por quadrados,
retangulos e/ou triangulos,
utilizando a equivaléncia entre
areas, inclusive com suporte
em materiais manipulaveis
e/ou tecnologias digitais.

Probabilidade
e Estatistica

Experimentos aleatérios: espago
amostral e estimativa de
probabilidade por meio de

frequéncia de ocorréncias

(EFO7TMA34PE) Planejar e
realizar experimentos
aleatorios ou simulacdes que
envolvem calculos de
probabilidades ou estimativa
por meio de frequéncia de
ocorréncias

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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8° ANO

Unidade
Tematica

Objeto de conhecimento

Habilidades PE

NUmeros

Notacao cientifica

(EFO8BMAOQ1PE) Identificar em
diversos contextos valores
numéricos muito altos ou muito
pequenos, efetuar calculos
com poténcias de expoentes
inteiros e  aplicar esse
conhecimento na
representacao de nimeros em
notacao cientifica.

Potenciacéo e radiciagado

(EFOBMAO2PE) Resolver e
elaborar problemas usando a
relacdo entre potenciacdo e
radiciacao para compreender a
representacdo de uma raiz
como poténcia de expoente
fracionario.

(EFOBMAXPE) Reconhecer a
radiciagdo como operacao
inversa da potenciacao.

O principio
contagem

multiplicativo  da

(EFOBMAO3PE) Resolver e
elaborar problemas de
contagem cuja resolucdo
envolva a aplicacdo do
principio multiplicativo.

Porcentagens

(EFOB8MAO4PE) Resolver e
elaborar problemas,
envolvendo calculo de
porcentagens, incluindo o uso
de tecnologias digitais, em
contextos de situacdes
cotidianas e educacao
financeira.

Algebra

Valor numérico de expressdes
algébricas

(EFOBMAOG6PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam calculo do valor
numérico de  expressdes
algébricas, utilizando  as
propriedades das operacgoes.

Associacdo de uma equacéo linear
de 1° grau a uma reta no plano
cartesiano

(EFOBMAO7PE) Associar uma
equacao linear de 1° grau com
duas incognitas a uma reta no
plano cartesiano.

Sistema de equacfes polinomiais
de 1° grau: resolucdo algébrica e
representacdo no plano cartesiano

(EFOBMAO8PE) Resolver e
elaborar problemas
relacionados ao seu contexto
proximo, que possam ser
representados por sistemas de
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equacgodes de 1° grau com duas
incégnitas e interpreta-los,
utilizando, inclusive, o plano
cartesiano e  tecnologias
digitais como recursos.

Equacdo polinomial de 2° grau do
tipoax2=b

(EFOBMAQ9PE) Resolver e
elaborar, com e sem uso de
tecnologias, problemas que
possam ser representados por
equacbes polinomiais de 2°
grau do tipo ax2=b

Sequéncias recursivas e nao | (EFOBMAL10PE) Identificar a

recursivas regularidade de uma
sequéncia numérica ou figural
Nao recursiva e construir um
algoritmo por meio de um
fluxograma que permita indicar
0S numeros ou as figuras
seguintes.
(EFO8B8MA11PE) Identificar a
regularidade de uma
sequéncia numeérica recursiva
e construir um algoritmo por
meio de um fluxograma que
permita indicar os numeros
seguintes.

Variagéo de grandezas: | (EFO8MAL12PE) Identificar a

diretamente proporcionais,
inversamente proporcionais ou nao
proporcionais

natureza da variacdo de duas
grandezas, diretamente,
inversamente proporcionais ou
nao proporcionais,
expressando a relagéo
existente por meio de sentenca
algébrica e representa-la no
plano cartesiano (utilizando
tecnologias digitais).

(EFOBMA13PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam grandezas
diretamente ou inversamente
proporcionais por meio de
estratégias variadas.

Geometria

Congruéncia de triangulos e
demonstracfes de propriedades de
quadrilateros

(EFO8BMA14PE) Demonstrar
propriedades de quadrilateros
por meio da identificacdo da
congruéncia de triangulos.

Construgbes geométricas: angulos
de 90°, 60°, 45° e 30° e poligonos
regulares

(EFO8MA15PE) Construir,
utiizando instrumentos de
desenho e/ ou softwares de
geometria dindmica, mediatriz,

164



bissetriz, angulos de 90°, 60°,
45° e 30° e poligonos
regulares.

(EFO8MA16PE) Descrever, por
escrito e por meio de um
fluxograma, um algoritmo para
a construcdo de um hexagono
regular de qualquer area a
partir da medida do angulo

central e da utilizacdo de
esquadros, compasso e/ou
softwares.
Mediatriz e bissetriz como lugares | (EFOBMA17PE) Aplicar o0s
geomeétricos: construcao e | conceitos de mediatriz e
problema bissetriz como lugares
geométricos na resolugdo de
problemas.
Transformacgoes geométricas: | (EFOBMAL1B8PE) Reconhecer e

simetrias de translacéo, reflexdo e
rotacao

construir figuras obtidas por

composicoes de
transformagbes geométricas
(translacéo, reflexao e
rotacdo), com o wuso de

instrumentos de desenho ou
de softwares de geometria
dinamica.

Grandezas e
Medidas

Area de figuras planas

Area do circulo e comprimento de
sua circunferéncia

(EFOBMA19PE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam medidas de area de
figuras geométricas, utilizando
expressdes de calculo de area
(quadrilateros, triangulos e
circulos) em situagcbes como

determinar medida de
terrenos.
Probabilidade | Principio multiplicativo da contagem | (EFO8MA22PE) Calcular a

e Estatistica

probabilidade de eventos, com
base na construcéo do espaco
amostral, utilizando o principio
multiplicativo e reconhecer que
a soma das probabilidades de
todos os elementos do espago
amostral é igual a 1.

Gréficos de barras, colunas, linhas
ou setores e seus elementos
constitutivos e adequacdo para
determinado conjunto de dados

(EFO8BMA23PE) Avaliar a
adequacdo de diferentes tipos
de graficos para representar
um conjunto de dados de uma
pesquisa.
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Organizacdo dos dados de uma
variavel continua em classes

(EFO8MA24PE) Classificar as
frequéncias de uma varidvel
continua de uma pesquisa em
classes, de modo que
resumam os dados de maneira
adequada para a tomada de
decisodes.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).

166

APENDICE | — Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Fundamental

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (9° Ano)

9° ANO
Unidade Objeto de conhecimento Habilidades PE
Tematica
NUmeros Necessidade dos numeros reais | (EFOOMAOLPE) Reconhecer
para medir qualquer segmento de | que, uma vez fixada uma

reta

unidade de comprimento,
existem segmentos de reta
cujo comprimento nao €
expresso por numero racional
(como as medidas de
diagonais de um poligono
regular e alturas de um
triangulo quando se toma a
medida de cada lado como

unidade).
Poténcias com expoentes negativos | (EFOOMAO3PE) Efetuar
e fracionarios calculos com numeros reais,
inclusive poténcias com
expoentes negativos e
fracionarios e com as
operacdes inversas.
Numeros reais: notacado cientifica e | (EFOOMAO4PE) Resolver e
problemas elaborar  problemas com

numeros reais, inclusive em
notacdo cientifica, envolvendo
diferentes operacdes e
utilizando tecnologias
educacionais com vistas a
aplicacdo nas ciéncias da
natureza.

Porcentagens: problemas que
envolvem calculo de percentuais
sucessivos

(EFOOMAOQOSPE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam porcentagens, com a
ideia de aplicacdo de
percentuais sucessivos e a
determinacgéao das taxas
percentuais, preferencialmente
com o0 uso de tecnologias




digitais, inclusive, no contexto
da educacao financeira.

Algebra

Funcdes: representacdes numérica,
algébrica e grafica

(EFO9MAQ6PE) Compreender
as funcdes como relacdes de
dependéncia univoca entre
duas variaveis e suas
representacoes numeérica,
algébrica e grafica e utilizar
esse conceito para analisar e
resolver situacdes que
envolvam relagbes funcionais
entre duas variaveis,
explorando diferentes
tecnologias

Razéo entre grandezas de espécies
diferentes

(EFOOMAO7PE) Resolver
problemas que envolvam a
razao entre duas grandezas de
espécies diferentes em
diversos  contextos como
velocidade e densidade
demogréfica.

Grandezas diretamente
proporcionais e grandezas
inversamente proporcionais

(EFOOMAOSPE) Resolver e
elaborar problemas que
envolvam relacdes de
proporcionalidade direta e
inversa entre duas ou mais
grandezas, inclusive escalas,
divisdo em partes
proporcionais e taxa de
variagao, em contextos
socioculturais, ambientais e de
outras areas.

Expressdes algébricas: fatoracdo e
produtos notaveis

Resolucao de equagdes polinomiais
do 2° grau por meio de fatoragfes

(EFO9MAOQ9PE) Compreender
0s processos de fatoracdo de
expressdes algébricas, com
base em suas relagbes com os
produtos notaveis, para
resolver e elaborar problemas
gue possam ser representados
por equacdes polinomiais do 2°
grau.

Geometria

Demonstracdes de relacbes entre
0os angulos formados por retas
paralelas intersectadas por uma
transversal

(EFOO9MA10PE) Demonstrar
relacbes simples entre o0s
angulos formados por retas
paralelas cortadas por uma
transversal, explorando o
ambiente escolar e espacos
extraescolares (pracas,
igrejas, monumentos e demais
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construcoes da
circunvizinhanca).

Semelhanca de triangulos

(EFOOMA12PE) Reconhecer
as condicdes necessérias e
suficientes para que dois
triangulos sejam semelhantes,
explorando o conceito de
proporcionalidade,
representados em malhas
gquadriculadas ou em outros
meios.

Relagbes métricas no triangulo
retangulo

Teorema de Pitagoras: verificacdes
experimentais e demonstracao

Retas paralelas cortadas por
transversais: teoremas de
proporcionalidade e verificagbes
experimentais

(EFOOMA13PE) Demonstrar
relacbes meétricas do triangulo
retdngulo, entre elas o teorema
de Pitagoras, utilizando,
inclusive, a semelhangca de
triangulos, explorando
situacbes encontradas no
ambiente escolar e espacos
extraescolares.

(EFOOMA14PE) Resolver e
elaborar problemas de
aplicacdo do teorema de
Pitdgoras ou das relacdes de
proporcionalidade envolvendo
retas paralelas cortadas por
secantes.

Poligonos regulares

(EFOOMA15PE) Descrever, por
escrito e por meio de um
fluxograma, um algoritmo para
a construcdo de um poligono
regular cuja medida do lado é
conhecida, utilizando régua e
compasso, como também
softwares.

Distancia entre pontos no plano
cartesiano

(EFOOMA16PE) Determinar o
ponto médio de um segmento
de reta e a distancia entre dois
pontos quaisquer, dadas as
coordenadas desses pontos no
plano cartesiano, sem o uso de
formulas, e utilizar esse
conhecimento para calcular,
por exemplo, medidas de
perimetros e areas de figuras
planas construidas no plano
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Vistas
espaciais

ortogonais de

figuras

(EFOOMAL7PE)
vistas ortogonais de figuras
espaciais e
conhecimento para desenhar
objetos em perspectiva.

Reconhecer

aplicar esse

Grandezas e
Medidas

Volume de prismas e cilindros

(EFOOMA19PE)
elaborar
envolvam medidas de volumes
de prismas e de cilindros retos,
inclusive
expressdes de célculo, em
situagdes cotidianas.

Resolver e
problemas que

com uso de

Probabilidade
e Estatistica

Leitura,

pictoricos

representagcdo de
pesquisa expressos em tabelas de
dupla entrada, graficos de colunas
simples e agrupadas, graficos de
barras e de setores e gréficos

interpretagéo e
dados de

e

(EFOOMA22PE)
construir o
adequado (colunas, setores,
linhas), com ou sem uso de
planilhas
apresentar
conjunto de dados, destacando
aspectos como as medidas de
tendéncia
aritméticas simples, ponderada
geomeétrica,
mediana).

Escolher e
grafico mais

eletrbnicas, para
um determinado

central  (média

moda e

APENDICE J — Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Médio

Fonte: PERNAMBUCO (2019).

selecionadas do Curriculo de Pernambuco (1° Ano)

1° ANO - MEDIO

Habilidade de Area da
BNCC

Habilidades especificas
dos componentes

Objetos de
conhecimento

(EM13MAT301) Resolver
e elaborar problemas do
cotidiano, da Matematica e
de outras areas do
conhecimento, que
envolvem equacoes
lineares simultaneas,
usando técnicas
algébricas e graficas, com
ou sem apoio de
tecnologias digitais.

(EM13MAT301PEL7)

Resolver e elaborar
situacBes-problema do
cotidiano, envolvendo a
matematica  e/fou  outros
dominios do conhecimento
em torno das equacdes
lineares simultdneas, por
exemplo, sistemas de
equacbes do 1° grau,
utilizando técnicas algébricas

Equacbes lineares e
Sistemas de equacoes
do 1° grau

169



(substituicdo, escalonamento
etc.) e gréficas, com e/ou sem
apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT302) Construir
modelos empregando as
funcbes polinomiais de 1°
ou 2° graus, para resolver
problemas em contextos

(EM13MAT302PE18)
Construir

matematicos para resolver
situacBes-problema em
varios contextos, envolvendo

modelos

Func¢bes Polinomiais do
1° e 2° Graus

diversos, com ou sem | fungdes polinomiais do 1° e 2°

apoio de tecnologias | graus, com e/ou sem apoio de

digitais. tecnologias digitais

(EM13MAT401) (EM13MAT401PE33) Fungbes Polinomiais do
Converter representacdes | Converter representacdes | 1° grau:

algébricas de funcgbes
polinomiais de 1° grau em
representacoes

geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os

casos nos quais o
comportamento é
proporcional, recorrendo

ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e
geometria dindmica.

algébricas de funcbes
polinomiais do 1° grau em
representagcdes geométricas
no plano cartesiano,
distinguindo os casos em que
as funcdes tenham um
comportamento proporcional,
com eflou sem apoio de
tecnologias digitais.

proporcionalidade

(EM13MAT402) Converter
representacdes algébricas
de fungdes polinomiais de
2° grau em representacdes
geométricas no  plano
cartesiano, distinguindo os
casos nos quais uma
variavel for diretamente
proporcional ao quadrado
da outra, recorrendo ou
ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e
geometria dindmica, entre
outros materiais.

(EM13MAT402PE34)
Converter e analisar
representacdes algébricas de
fungbes polinomiais do 2°
grau em representacoes
geomeétricas no plano
cartesiano, reconhecendo o
papel dos coeficientesa,bec
no grafico, como também
distinguir os casos nos quais
uma variavel for diretamente
proporcional ao quadrado de
outra variavel, com e/ou sem
apoio de tecnologias digitais

Funcdes Polinomiais do
20 grau:
proporcionalidade

(EM13MAT501) Investigar
relagbes entre ndmeros
expressos em tabelas para
representd-los no plano

cartesiano, identificando
padrbes e criando
conjecturas para
generalizar e expressar
algebricamente essa
generalizacéo,

reconhecendo quando

essa representacdo € de
funcdo polinomial de 1°
grau.

(EM13MAT501PEA40)

Investigar relacdes entre
nameros  expressos  em
tabelas para representa-los
no plano cartesiano,
identificando  padrbes e
criando conjecturas para
generalizar e  expressar
algebricamente essa

generalizacdo, reconhecendo
qguando essa representacao é
de funcédo polinomial de 1°
grau.

Funcao Polinomial do 1°
grau: relacdes e
representagoes
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(EM13MAT502) Investigar
relacbes entre numeros
expressos em tabelas para
representd-los no plano

cartesiano, identificando
padrées e criando
conjecturas para
generalizar e expressar
algebricamente essa
generalizacéo,

reconhecendo quando

essa representacdo € de
funcdo polinomial de 2°

(EM13MAT502PE41)

Investigar relagdes entre
nameros  expressos em
tabelas para representa-los
no plano cartesiano,
identificando  padrbes e
criando  conjecturas para
generalizar e  expressar
algebricamente essa

generalizacdo, reconhecendo
quando essa representacao é
de funcdo polinomial de 2°
grau do tipo y = ax"2, com

Funcéo Polinomial do 2°
grau: relacbes e
representacoes

grau do tipo y = ax2. elou sem apoio de

tecnologias digitais.
(EM13MAT507) ldentificar | (EM13MAT507PE46) Funcao afim de dominio
e associar progressdes | Identificar e associar | discreto. Progresséao
aritméticas (PA) a fungdes | progressbes aritméticas (PA) | Aritmética

afins de dominios
discretos, para andlise de
propriedades, deducéo de
algumas  férmulas e
resolucdo de problemas.

a funcdes afins de dominios
discretos, para analise de
propriedades, deducdo de
algumas férmulas e resolugéo
de situacdes-problema em
diversos contextos.

(EM13MAT508) Identificar
e associar progressoes
geomeétricas (PG) a
fungcbes exponenciais de
dominios discretos, para
analise de propriedades,
deducdo de algumas
formulas e resolucdo de

(EM13MAT508PE47)
Identificar e associar
progressoes geométricas

(PG) a fungbes exponenciais
de dominios discretos, para
analise de propriedades,
deducdao de algumas féormulas
e resolucdo de situaches-

Funcdo Exponencial de
dominio discreto.
Progressdo Geométrica

problemas. problema em diversos
contextos.
(EM13MAT510) Investigar | (EM13MAT510PE49) Varidveis numeéricas e

conjuntos de dados
relativos ao
comportamento de duas
variaveis numéricas,
usando ou nao tecnologias
da informacédo, e, quando
apropriado, levar em conta
a variacdo € utilizar uma
reta para descrever a
relacéo observada.

Investigar conjuntos de dados
relativos ao comportamento
de duas variaveis numeéricas
de acordo com a lei de
formacdo que determina o
comportamento das
variaveis, usando ou nao
tecnologias da informacdo, e,
guando apropriado, levando
em conta a variacdo e
utilizacdo de uma reta para
descrever a relacdo
observada

conjunto de dados

numeéricos.

(EM13MAT307) Empregar
diferentes métodos para a
obtencdo da medida da
area de uma superficie
(reconfiguracoes,

aproximacdo por cortes

(EM13MAT307PE23) Utilizar
diferentes modelos de
situacBes-problema para a
obtencdo da medida da area
de uma superficie por meio,
por exemplo, da aproximacdo

Area de figuras
geométricas planas

171



etc.) e deduzir expressoes
de célculo para aplica-las
em situacdes reais (como
0 remanejamento e a
distribuicdo de plantacoes,
entre outros), com ou sem
apoio de tecnologias
digitais

por cortes, composicdo e
decomposicdo, entre outros,
deduzindo expressbes de
calculos, com e/ou sem apoio
de tecnologias digitais.

(EM13MAT313) Utilizar,
guando necessario, a
notacdo cientifica para
expressar uma medida,
compreendendo as
nogcdes de algarismos
significativos e algarismos
duvidosos, e
reconhecendo que toda
medida é inevitavelmente
acompanhada de erro

(EM13MAT313PE29) Utilizar,
guando necessario, a notacao
cientifica e sua ordem de
grandeza, para expressar
medida, compreendendo as
nogoes de algarismos
significativos e duvidosos,
reconhecendo que toda
medida é uma aproximacao,
consequéncia das limitagbes
de sentido e imprecisdo dos
instrumentos, com e/ou sem
apoio de tecnologias digitais.

Notacao Cientifica.
Medidas. Ordem de
Grandeza. Algarismos
significativos e
duvidosos.

(EM13MAT314) Resolver
e elaborar problemas que
envolvem grandezas
determinadas pela razéo
ou pelo produto de outras
(velocidade, densidade
demografica, energia
elétrica etc.).

(EM13MAT314PE30)
Resolver e
situagBes-problema,
envolvendo grandezas
determinadas pela razéo ou
pelo produto de outras,
explorando a nogédo de
grandezas como aceleracao,
densidade, energia elétrica,
entre outras.

elaborar

razdo ou
outras

Grandezas:
produto de
grandezas

(EM13MAT202) Planejar e
executar pesquisa
amostral sobre questdes
relevantes, usando dados
coletados diretamente ou
em diferentes fontes, e
comunicar o0s resultados
por meio de relatorio
contendo graficos e
interpretacdo das medidas
de tendéncia central e das
medidas de dispersdo
(amplitude e desvio
padréo), utilizando ou nao
recursos tecnolégicos.

(EM13MAT202PE15)
Realizar pesquisa amostral,
utilizando a coleta de dados,
de acordo com a realidade da
sua regido, comunicando os
resultados por meio de
relatérios, contendo gréficos e
interpretacéo das medidas de
tendéncia central e das
medidas de disperséo
(amplitude e desvio padrao)
com efou sem apoio de
tecnologias digitais.

Dados de Pesquisas
Estatistica. Gréficos
Estatisticos. Medidas
de Tendéncia Central e
de Disperséo.
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(EM13MAT406) Construir
e interpretar tabelas e
graficos de frequéncias
com base em dados
obtidos em pesquisas por
amostras estatisticas,
incluindo ou ndo o uso de
softwares que inter-
relacionem estatisticas,
geometria e algebra.

(EM13MAT406PE38)

Construir e interpretar tabelas
e graficos de frequéncias com
base em dados de pesquisas
estatisticas relacionadas ao
cotidiano (gravidez na
adolescéncia, sexualidade,
entre outros), com e/ou sem
apoio de tecnologias digitais

que inter-relacionem
estatistica, geometria e
algebra.

Gréficos e Tabelas de
Frequéncias de
Pesquisas Estatisticas.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).

APENDICE K — Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Médio
selecionadas do Curriculo de Pernambuco (2° Ano)

2° ANO - MEDIO

Habilidade de Area da
BNCC

Habilidades especificas dos
componentes

Objetos de
conhecimento

(EM13MAT304) Resolver

e elaborar problemas
com funcdes
exponenciais nos quais
seja necessario
compreender e
interpretar a variagéo das
grandezas  envolvidas,

em contextos como o da
Matematica Financeira,
entre outros.

(EM13MAT304PE20) Resolver
e elaborar situacoes-
problema, envolvendo funcgdes
exponenciais, interpretando a
variagdo das grandezas
envolvidas em diversos
contextos como, por exemplo,
no estudo da Mateméatica
Financeira, entre outros, com
e/ou sem 0 uso de tecnologias
digitais.

Funcdes Exponenciais:
variagdo de grandezas

(EM13MAT305) Resolver
e elaborar problemas
com funcdes logaritmicas
nos quais seja
necessario compreender
e interpretar a variacéo

das grandezas
envolvidas, em contextos
como os de abalos
sismicos, pH,

radioatividade,
Matematica Financeira,
entre outros.

(EM13MAT305PE21) Resolver
e elaborar situacoes-
problema, envolvendo fungdes
logaritmicas, interpretando a
variagdo das grandezas em
contextos diferentes como, por
exemplo, o0 estudo da
radioatividade, Matematica
Financeira, entre outros, com
e/ou sem o uso de tecnologias
digitais.

Funcdes Logaritmicas:
variagédo de grandezas

(EM13MAT403) Analisar
e estabelecer relacoes,
com ou sem apoio de

(EM13MAT403PE35) Analisar
e estabelecer relacdes, com
e/ou sem o uso de tecnologias

Fungcbes Exponenciais
e Logaritmicas:

relaces,
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tecnologias digitais, entre
as representagbes de
funcdes exponencial e
logaritmica  expressas
em tabelas e em plano
cartesiano, para
identificar as
caracteristicas
fundamentais (dominio,
imagem, crescimento) de
cada funcéo

digitais, entre as
representacoes de funcbes
exponenciais e logaritmicas
expressas em tabelas e em
planos cartesianos para
identificar as caracteristicas
fundamentais (dominio,
imagem,  crescimento  ou
decrescimento, raizes, entre
outras) de cada funcéo,
destacando-as como funcdes
inversas.

representagoes e
caracteristicas

(EM13MAT309)
Resolver e elaborar
problemas que envolvem
o calculo de areas totais
e de volumes de
prismas, piramides e
corpos redondos em
situacdes reais (como o
calculo do gasto de
material para
revestimento ou pinturas
de objetos cujos
formatos sejam
composicdes dos solidos
estudados), com ou sem
apoio de tecnologias
digitais.

(EM13MAT309PE25)
Resolver e elaborar situacdes-
problema de diferentes
contextos, envolvendo o
célculo de é&reas totais e
volumes de sélidos
geomeétricos (prismas,
piramides e corpos redondos)
como, por exemplo, o gasto de
material para revestir uma
superficie ou para preencher o
interior de uma caixa, com
e/ou sem apoio de tecnologias
digitais

Areas e volumes de
sélidos geométricos

(EM13MAT505) Resolver
problemas sobre
ladrilhamento do plano,
com ou sem apoio de
aplicativos de geometria
dindmica, para
conjecturar a respeito
dos tipos ou composicao
de poligonos que podem
ser utilizados em
ladrilhamento,
generalizando
observados.

padrbes

(EM13MATS505PEA45)
Investigar e resolver situagdes-
problemas sobre ladrilhamento
do plano, com ou sem o uso de
aplicativos da  geometria
dindmica, para conjecturar em
torno dos tipos ou composicao
de poligonos que podem ser
utiizados em ladrilhamento,
generalizando padroes
observados.

Poligonos:
composigoes.

tipos ou

(EM13MAT506)
Representar
graficamente a variagdo
da area e do perimetro de
um poligono regular
guando os comprimentos
de seus lados variam,
analisando e
classificando as funcdes
envolvidas.

(EM13MAT506PE46)
Representar e interpretar
graficamente a variagdo da
area e do perimetro de um
poligono regular quando os
comprimentos de seus lados
variam, analisando e
classificando as  funcdes
envolvidas, com e/ou sem o
uso de aplicativos da geometria
dindmica.

Poligonos  Regulares:
area e perimetro

174



(EM13MAT102) Analisar
tabelas, gréficos e
amostras de pesquisas
estatisticas
apresentadas em
relatérios divulgados por
diferentes meios de
comunicacéo,
identificando, quando for
0 caso, inadequacdes
gue possam induzir a
erros de interpretacao,
como escalas e amostras
nao apropriadas

(EM13MAT102PEO03)
Interpretar e utilizar tabelas e
graficos a partir dos dados
neles contidos, construindo
argumentos e/ou inferéncias e
identificando possiveis
inadequacdes que induzam ao
erro de interpretagcdo, como
escalas e amostras nao
apropriadas.

Gréficos:
e/ou

Tabelas e
argumentos
inferéncias,
inadequacoes.

(EM13MAT310) Resolver
e elaborar problemas de
contagem  envolvendo
agrupamentos
ordenaveis ou nao de
elementos, por meio dos
principios multiplicativo e
aditivo, recorrendo a
estratégias diversas,
como o diagrama de
arvore.

(EM13MAT310PE26) Resolver
e elaborar situacGes-problema
de contagem, envolvendo
agrupamentos que dependam
da ordem dos elementos ou
ndo (com ou sem repeticao),
por meio dos principios
multiplicativo e aditivo, bem
como da Analise Combinatoria,
utilizando estratégias diversas.

Agrupamentos de
elementos que
dependam da ordem ou
nao (com repeticdo ou
nao). Principio
multiplicativo e aditivo.
Analise Combinatéria:
permutacdo, arranjo e
combinacédo

Fonte: PERNAMBUCO (2019).

APENDICE L - Unidades e atividades desenvolvidas no Ensino Médio
selecionadas do Curriculo de Pernambuco (3° Ano)

3° ANO - MEDIO

Habilidade de Area da Habilidades especificas dos Objetos de
BNCC componentes conhecimento
(EM13MAT105) Utilizar as | (EM13MAT105PE10) Transformagodes
nogOes de transformagbes | Identificar e interpretar as | Isométricas

isométricas (translacéo, transformagdes isométricas
reflexdo, rotacéo e (translacéo, reflexdo, rotacao e
composicdes destas) e composicdes destas) para
transformag6es homotéticas | construir figuras, analisando
para construir figuras e elementos da natureza e
analisar elementos da diferentes producdes humanas
natureza e diferentes (fractais, construgcbes civis,

producdes humanas

(fractais, construcdes civis,
obras de arte, entre outras).

tecnologias digitais.

obras de arte, entre outras)
com e/ou sem o0 uso de
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(EM13MAT105PE11) Aplicar
as transformacdes homotéticas
para construir e analisar figuras
da natureza e diferentes
producdes humanas (fractais,
construcdes civis, obras de
arte, entre outras), analisando
0S seus elementos, com e/ou
sem 0 uso de tecnologias
digitais.

Transformacoes
Homotéticas

(EM13MAT308) Aplicar as
relagbes meétricas, incluindo
as leis do seno e do cosseno
ou as no¢les de congruéncia
e semelhanca, para resolver
e elaborar problemas que
envolvem triangulos, em
variados contextos.

(EM13MAT308PE24) Aplicar
as relacbes métricas e as leis
de seno e cosseno ou as
nocbes de congruéncia e
semelhanca para resolver e
elaborar  situagdes-problema
gue envolvam triangulos em
variados contextos, com e/ou
sem 0 uso de tecnologias
digitais.

Relacbes Métricas,
Congruéncia e
Semelhanca de
Tridngulos. Leis do
Seno e cosseno.

(EM13MAT504) Investigar
processos de obtencdo da
medida do volume de
prismas, piramides, cilindros
e cones, incluindo o principio
de Cavaliere, para a obtencdo
das férmulas de célculo da
medida do volume dessas
figuras.

(EM13MAT504PEA44)
Investigar e compreender
processos de obtencdo da
medida do volume de prismas,
piramides, cilindros, cones e
esferas, incluindo o principio de
Cavalieri, para a deducdo das
férmulas de célculo da medida
do volume dessas figuras, com
e/ou sem o uso de tecnologias
digitais.

Volume dos
Prismas,
Piramides,
Cilindros, Cones e
Esferas. Principio

de Cavalieri.

(EM13MAT311) Identificar e
descrever o espa¢co amostral
de eventos aleatorios,
realizando contagem das
possibilidades, para resolver
e elaborar problemas que
envolvem o0 calculo da
probabilidade.

(EM13MAT311PE27)
Identificar e descrever o
espaco amostral de eventos
aleatdrios, realizando
contagem das possibilidades
para resolver e elaborar
situacdes-problema que
envolvam o calculo da
probabilidade.

Probabilidade:
espaco amostral e
contagem.

(EM13MAT511) Reconhecer
a existéncia de diferentes
tipos de espacos amostrais,
discretos ou ndo, e de
eventos, equiprovaveis ou
nao, e investigar implicacbes
no calculo de probabilidades.

(EM13MAT511PES51)
Reconhecer a existéncia de
diferentes tipos de espacos
amostrais, discretos ou néo, e
de eventos, equiprovaveis ou
ndo, e investigar implicacdes
no calculo de probabilidades.

Probabilidade:
espacos amostrais
discretos ou néao;
eventos
equiprovaveis ou
nao
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(EM13MAT407) Interpretar e
comparar conjuntos de dados
estatisticos por meio de
diferentes  diagramas e
gréficos (histograma, de caixa
(box-plot), de ramos e folhas,
entre outros), reconhecendo
0s mais eficientes para sua
analise.

(EM13MAT407PE40)
Interpretar e comparar
conjuntos de dados estatisticos

por meio de diferentes
diagramas, tabelas e graficos,
como por exemplo,

histogramas de caixa (box-
plot), de ramos e folhas, entre
outros, identificando os mais
eficientes para a andlise de
uma determinada situacdo
problema, com e/ou sem apoio
de tecnologias digitais.

Diagramas,
Tabelas e Graficos
de pesquisas
estatisticas.

Fonte: PERNAMBUCO (2019).
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