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RESUMO

Essa pesquisa tem como objetivo efetuar uma analise epistemologica-cognitiva-
didatica-informatica para determinar e validar quais requisitos um software educativo
de Geometria Dinamica deve satisfazer/respeitar para poder abordar situacdes que
envolvem conceitos da Geometria Projetiva. A metodologia da pesquisa esta apoiada
na etapa das andlises prévias apresentada pela Engenharia Didatico-Informatica (EDI).
A EDI propfe quatro dimensfes para analisar um objeto matematico, sdo elas: as
dimensbes epistemoldgica, didatica, cognitiva e informatica. O objeto matemético
dessa pesquisa é a transformacdo homoldgica da circunferéncia. A dimenséo
epistemoldgica foi desenvolvida junto com a dimenséo didatica, na qual foi realizado
um panorama da estruturacdo da Geometria Projetiva, bem como uma analise dos
contelidos necessarios para compreender os tracados da transformacdo homoldgica
da circunferéncia. Para fazer a andlise da dimensdo cognitiva foi realizado um
levantamento bibliografico dos trabalhos publicados nos udltimos cinco anos que
abordem tematicas da Geometria Projetiva. Através desse levantamento foi possivel
identificar indicios e etapas de como o aluno aprende os conteudos da Geometria
Projetiva, bem como as principais dificuldades. Ja na dimenséao informatica foi realizada
a analise de dois softwares de Geometria Dinamica. Para a analise da dimensé&o
informatica tomamos como base tedrica a Transposicdo Informatica, na qual
analisaremos dois softwares de Geometria Dinamica para saber se eles atendem a
adequacdao e a completude apresentadas pela Vigilancia Epistemoldgica. Os softwares
escolhidos para andlise foram o GeoGebra e o Cabri-Géometre Il. A analise se apoia
em alguns tracados da Geometria Projetiva. Dentre eles, destacamos a Transformacéao
Homologica da Circunferéncia. Como resultado das analises dos tracados nos
softwares escolhidos, foi possivel observar que nenhum dos dois softwares sao
completos na representacdo do tracado da Transformacdo Homoldégica da
Circunferéncia. Mesmo nao atendendo os principios da completude e da adequacéo,
foi possivel observar que os softwares potencializam o estudo da Geometria Projetiva,
pois a partir do momento em que o usuério detém o conhecimento tedrico do tragado
em construcdo, a possibilidade de manipular o tragado conservando as propriedades
melhora o processo de compreenséo do conteudo em questéo.

Palavras-chave: Geometria Projetiva, Geometria Dinamica, Transposicao Informatica,
Curvas Conicas, Andlise de Software.



ABSTRACT

This research aims to carry out an epistemological-cognitive-didactic-computer analysis
to determine and validate which requirements an Educational Dynamic Geometry
software must satisfy/respect in order to address situations involving concepts of
Projective Geometry. The research methodology is based on the previous analysis
stage presented by Didactic-Informatics Engineering (EDI). EDI proposes four
dimensions to analyze a mathematical object, they are: the epistemological, didactic,
cognitive and computer dimensions. The mathematical object of this research is the
homological transformation of the circumference. The epistemological dimension was
developed along with the didactic dimension, in which an overview of the structure of
Projective Geometry was carried out, as well as an analysis of the contents necessary
to understand the traces of the homological transformation of the circumference. To
carry out the analysis of the cognitive dimension, a bibliographical survey was carried
out of works published in the last five years that address themes of Projective Geometry.
Through this survey, it was possible to identify signs and stages of how the student
learns the contents of Projective Geometry, as well as the main difficulties. In the
informatics dimension, the analysis of two Dynamic Geometry software was carried out.
For the analysis of the informatics dimension, we took the Informatics Transposition as
a theoretical basis, in which we will analyze two Dynamic Geometry software to find out
if they meet the adequacy and completeness presented by Epistemological
Surveillance. The softwares chosen for analysis were GeoGebra and Cabri-Géomeétre
[I. The analysis is based on some traces of Projective Geometry. Among them, we
highlight the Homological Transformation of Circumference. As a result of the analysis
of the traces in the chosen softwares, it was possible to observe that neither software is
complete in the representation of the trace of the Homological Transformation of the
Circumference. Even not meeting the principles of completeness and adequacy, it was
possible to observe that the software enhances the study of Projective Geometry,
because from the moment the user has theoretical knowledge of the layout under
construction, the possibility of manipulating the layout conserving the properties
improves the process of understanding the content in question.

Keywords: Projective Geometry, Dynamic Geometry, Computer Transposition, Conic
Curves, Software Analysis.
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INTRODUCAO

A geometria € uma das vertentes da matemética que aproxima o estudante
da realidade ao seu redor. O estudo de geometria proporciona ao aluno um
desenvolvimento espacial, tendo nocdo do espaco onde vive e das formas que
o circundam. Segundo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ao estudar
geometria estamos envolvendo diversos conceitos e procedimentos que nos
proporcionam resolver problemas do mundo fisico e de diversas areas do
conhecimento (BRASIL, 2016)

7

Quando falamos no estudo de geometria € comum que voltemos as
atencOes para a Geometria Euclidiana, que foi estruturada a partir dos
postulados e axiomas desenvolvidos por Euclides. Porém outras geometrias,
além da geometria plana, foram constituidas a partir de negacfes ou
generalizagbes de axiomas de Euclides. Algumas dessas geometrias Ssao
consideradas como geometrias nao-euclidianas. A que vamos destacar neste
trabalho é a Geometria Projetiva, que mesmo negando que duas retas paralelas
nao possuem um ponto de concordancia, como a geometria plana defende, ela

ndo é classificada como uma geometria ndo-euclidiana?.

Os pressupostos da Geometria Projetiva justificam varios tracados em
diversas areas, como o ponto de fuga estudado nas artes plasticas ou na
arquitetura, como também os sistemas de proje¢cdes conico e cilindrico, trazendo
uma relacdo projetiva entre ponto préprio? e ponto improprio® para justificar a

posicdo do observador em relacdo ao plano de projecéao.

A Geometria Projetiva tem como espaco de estudo alguns cursos de
graduacdo, como o curso de Licenciatura em Expressdo Gréfica (LEG) da
Universidade Federal de Pernambuco (UFPE). O Departamento de Matematica
da Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE) conta com a disciplina
de Introducdo a Geometria Projetiva em sua grade curricular. Bem como a
Universidade de S&o Paulo (USP), que através do Instituto de Matematica e

Estatistica, oferece a disciplina de Geometria Projetiva e Desenho.

! Discussdo retomada no capitulo 3;
2 Ponto que podemos representar no plano de projec¢io;
3 Ponto infinitamente afastado que n3o pode ser representado no espaco vulgar.
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Foi durante a graduagé@o em Licenciatura em Expressao Gréfica que tive a
oportunidade de cursar a disciplina de Geometria Projetiva, mas devido aos
prazos para encerrar o semestre ndo foi possivel chegar ao conteudo de
Transformagdo Homoldgica da Circunferéncia®. O primeiro contato que tive com
esse conteudo foi durante o curso de Geometria Projetiva para professores. O
curso foi oferecido pelo Departamento de Expressao Grafica (DEG) da UFPE.
Desse modo surgiu o interesse pessoal por essa pesquisa, pois a partir da
observacéo do tracado da Transformacao Homoldgica da Circunferéncia percebi
que a posicdo de um unico elemento (ponto polo) em relagédo a circunferéncia
objeto fazia com que a gente tivesse como figura imagem uma elipse, uma

pardbola, uma hipérbole ou outra circunferéncia.

Entdo a partir dessa inquietacdo fui buscar um software de Geometria
Dinamica, pois sabia que o software me daria a possibilidade de fazer a
construcdo e alterar seus parametros sem perder a propriedade por tras da
construcdo. Apds a construcdo do tracado e da tdo esperada manipulacéo, ndo
alcancei meus objetivos. Para falar a verdade, consegui em partes, pois a partir
da utilizacdo da simulacao era possivel obter a elipse e a hipérbole, porém na
hora de conseguir uma parabola, a simulacdo ndo funcionava. Dai surgiu a
guestao da minha pesquisa. Os softwares de Geometria Dinamica, GeoGebra e
Cabri-Géometre, possuem 0s requisitos necessarios para satisfazer e abordar o
tracado da Transformacdo Homologica da Circunferéncia, estudado pela

Geometria Projetiva?

Além da inquietacdo pessoal, a justificativa desse trabalho também esta
apoiada em duas circunstancias diferentes. A primeira circunstancia que
evidenciamos é a dificuldade que os alunos apresentam em relacdo a
representacao bidimensional de objetos tridimensionais. Mariotti (2019) destaca
gque mesmo que na realidade todos os objetos sejam tridimensionais, a
representacdo desses objetos sempre serd uma representacdo bidimensional.
Um exemplo de dificuldade na internalizacdo da representacdo bidimensional

citada por Mariotti (2019) € o caso da planificagcdo de um sélido, no qual o aluno

4 A transformacdo Homoldgica consiste em uma transformacao projetiva que conserva o grau da curva.
No caso da circunferéncia, que é uma curva de 22 grau, o resultado dessa transformacgao vai ser outra
curva de 29 grau, podendo ser uma outra circunferéncia, uma elipse, uma parabola ou uma hipérbole.
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precisa resolver esse problema mentalmente, sem o auxilio do modelo fisico.
Essa dificuldade em relacéo a representacdo bidimensional pode ser estendida
ao estudo da Geometria Projetiva, quando estudamos o espaco projetivo, que
apresenta o plano proprio e o plano impréprio, sendo o segundo um plano que
contém todos 0s pontos e retas improprias, que estéo infinitamente afastados.

A justificativa da pesquisa também esta apoiada no fato de que a Geometria
Projetiva € um objeto de estudo importante para a Licenciatura em Expressao
Gréfica, que dedica uma disciplina obrigatoria focada nos estudos dos
pressupostos apresentados pela GP. Com isso, um estudo como este pode
contribuir para a futura elaboracdo de um software de Geometria Dinamica que

atenda os pressupostos da GP.

A escolha de analisar o GeoGebra e o Cabri-Géométre se deu pela
possibilidade de manipulacdo, com o mouse, dos elementos construtivos sem
que a figura perca as suas propriedades, sejam elas explicitas ou dedutiveis
(BELLEMAIN e CORREIA, 2004). A escolha também se baseia através do
resultado da pesquisa de Sousa (2016), que por meio da sua investigacao

observou limitagc6es no GeoGebra em relagéo a representacao da parabola.

Considerando os pressupostos da Geometria Projetiva e sua relevancia no
estudo da Geometria Grafica, e buscando responder a nossa questdo de
pesquisa, temos por objetivo efetuar uma andlise epistemoldgica-didatica-
cognitiva-informética para determinar quais requisitos um software educativo de
Geometria Dinamica deve satisfazer/respeitar para poder abordar o tracado da
Transformacdo Homologica da Circunferéncia, estudado pela Geometria

Projetiva. Para isso temos como objetivos especificos:

1. Realizar um estudo epistemoldgico dos conteudos estudados pela
Geometria Projetiva que sdo necessarios para compreender o
tracado da Transformacdo Homologica da Circunferéncia;

2. Construir e experimentar simulages utilizando softwares de
Geometria Dinamica;

3. Analisar os modelos representados pelos softwares com base nos
aspectos da vigilancia epistemoldgica, apresentada pela

Transposicao Informatica.
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A estrutura do texto foi dividida em 5 capitulos: no primeiro apresentaremos
a dimensado tedrica operacional da pesquisa. O segundo € destinado a
fundamentacédo tedrica da pesquisa. O capitulo 3 apresenta as analises
preliminares da pesquisa com base nas dimensdes estipuladas pela Engenharia
Didético-Informatica. O capitulo 4 é destinado a elicitacdo e andlise dos
requisitos obtidos a partir das analises preliminares. O ultimo apresenta as

consideracdes finais e apontamentos para futuras pesquisas.
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1. DIMENSAO TEORICA OPERACIONAL

A proposta desse capitulo é apresentar a teoria que participa da
metodologia da pesquisa. Para elencar 0s requisitos necessarios para um
software de Geometria Dinamica que respeita 0s pressupostos da Geometria
Projetiva, utilizamos a Engenharia Didatico-Informatica, apresentada por Santos
(2020).

1.1.Engenharia Didéatico-Informatica
A producédo de softwares educativos até entdo foi pautada a partir da
adaptacdo de engenharias que tinham como objetivo desenvolver outros tipos
de softwares, com isso surgiu a necessidade de uma engenharia especifica para
a producdo de softwares educacionais. Nesse contexto, Santos (2020)

apresenta a Engenharia Didatico-Informatica (EDI).

A Engenharia Didatico-Informatica, ancorada em aportes teéricos
sobre o ensino e a aprendizagem, bem como aportes sobre auxilios e
beneficios do uso das tecnologias para ensinar e aprender, possibilita
a concepc¢éao (no sentido de ideias), desenvolvimento (no sentido da
criacdo) e avaliacao (no sentido de analise) de software classificados
como micromundos. (SANTOS, 2020, p.64)

Com origem na década de 70, Papert (1980) descreve o micromundo como
bem definiu Ana Paula Barros: “mundo autocontido, em que os alunos podem
transferir seus habitos de exploracdo da vida pessoal para o dominio da
construcdo do conhecimento cientifico” (BARROS, 2013, p.51). O termo
micromundo se refere a um sistema capaz de simular ou reproduzir elementos
do ambiente, objetivado resolver problemas que precisam dos saberes
matematicos para serem solucionados (SANTOS, 2020).

Tendo como aporte tedrico principios da Engenharia Didatica e da
Engenharia de softwares, a Engenharia Didatico-Informatica € uma metodologia
criada para a producao de softwares educativos. Ricardo Santos (2020) afirma
que através de uma adaptacdo da organizacdo metodolégica da Engenharia
Didética, ela pode contribuir para a criagdo de softwares educativos, em
especifico as dimensdes delimitadas pela Engenharia Didatica (epistemoldgica,
didatica e cognitiva). Ricardo verificou em sua pesquisa de mestrado que surgiu
a necessidade de uma dimensdo que tratasse das questbes tecnoldgicas,

inserida através da EDI chamada de dimensé&o informética.
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Figura 1 - Aportes da EDI
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Fonte: SANTOS, 2020, p.74

A EDI é composta por quatro fases: a analitica, a hipotética, a experimental
e a operacional. Com base na observacdo dos modelos para a criacdo de
softwares educativos e ndo educativos, notou-se uma falta de flexibilidade entre
as etapas e procedimentos, bem como o retorno a fases consideradas como
concluidas. Com isso foi pensada na composicdo da EDI a constituicdo de 4
ciclos, que sédo formados pela integracdo das quatro fases, sendo eles o
analitico-hipotético, o hipotético-experimental, o experimental-operacional e o
operacional-analitico. Esses ciclos simbolizam avanco no processo da criacao
do software, mas isso nao significa que eles ndo podem acontecer de forma
simultanea ou que ndo podem ser revisitados ao longo do processo (SANTOS,
2020).
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Figura 2- Modelo de Processo de Software — Engenharia Didatico-Informatica
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O ciclo analitico-hipotético tem como objetivo realizar a especificacao inicial
do software a ser produzido, delimitando as situacbes que existem e que 0
software auxiliard na solucdo. Os problemas podem ser em relacdo a
dificuldades na aprendizagem, contribuicdo das tecnologias no processo de
ensino e aprendizagem, situacfes que auxiliam na compreensdo do
conhecimento, entre outros. E nesse ciclo que também é definido o publico-alvo
do software, bem como quais os saberes que serdo abordados e as hipoteses
de como as tecnologias podem contribuir para a compreensao desses saberes
(SANTOS, 2020).

Ricardo Santos (2020) elencou os guestionamentos que norteiam a fase de

especificacao.

Quais sdo os problemas percebidos que o software podera se
apresentar como solucdo? Quais os conhecimentos se pretendem
abordar na utilizacdo do software? Considerando as relagfes entre os
saberes delimitados, quais conceitos e definicbes devem estar
presentes? Qual serd a o diferencial da utilizagdo desse software
comparado a um ambiente papel e lapis? (SANTOS, 2020, p.170)
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Para realizar uma EDI é necessario contar com uma equipe multidisciplinar,
composta por pesquisadores, estudantes, professores, designers, entre outros,
com a finalidade de aprimorar a construcao do software com os feedbacks e as

experiéncias dos integrantes (SANTOS, 2020).

Apods a composicao da equipe sao iniciadas as analises prévias. Essa etapa
tem como objetivo realizar um levantamento analitico que tem o objetivo de
compreender as dimensdes Didatica, Epistemologica, Cognitiva e Informatica do
saber a ser trabalhado no software (SANTOS, 2020). Santos (2020) elencou

alguns questionamentos norteadores que auxiliam a etapa das analises prévias.

Quadro 1 - Direcionamento para as analises prévias

Cognitiva Existem indicaces na literatura de como o estudante aprende?
Quais dificuldades de aprendizado séo identificadas?
Quais etapas séo elencadas para a construgdo do conhecimento?

Didatica Qual é o estado atual do ensino do conhecimento?
Quais séo as consequéncias desse ensino?

Quiais sdo as dificuldades em ensinar esse conhecimento?

Epistemoldgica Quais intervencgdes sdo realizadas para adaptar o saber matematico
ao saber a ser ensinado?
Quais séo os aspectos do conhecimento que podem dificultar e/ou

facilitar a aprendizagem?

Informatica Quais sao as contribuicdes tecnoldgicas que o software deve conter
para auxiliar na compreensao e ensino dos conhecimentos?
Em que aspectos as tecnologias digitais influenciam no curriculo e
nas mudancas das praticas docente e discente?

Fonte: SANTOS, 2020, p.171

O produto das analises prévias sera uma descri¢cao das caracteristicas que
o software deve ter para auxiliar nos problemas que foram elencados nas
dimensdes analisadas. Essa descricao precisa ser o mais detalhada possivel e
que seja de facill compreensdo para todos os integrantes da equipe
transdisciplinar (SANTOS, 2020).

A transicéo entre a fase analitica e a fase hipotética consiste na etapa do
levantamento dos requisitos. Ricardo Santos (2020) destaca que a analise dos
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requisitos € feita a partir da observagcédo do que foi verificado na fase analitica,

sendo assim o0s

requisitos vao ser

determinados pelas contribuices

identificadas nas dimensdes Didatica, Cognitiva, Epistemoldgica e Informatica.

Da mesma forma é destacado pelo autor que a fase do levantamento dos

requisitos esta suscetivel a modificagfes. Sendo assim, o documento com 0s

requisitos precisa ser claro (SANTOS, 2020).

S&o0 quatro as etapas para obter os requisitos. A tabela a seguir foi feita

com base nos questionamentos determinados por Santos (2020).

Quadro 2 - Etapas para obtencdo dos requisitos

ETAPA  OBJETIVO QUESTIONAMENTOS

1 Realiza-se uma estimativa paraque | Como 0 ensino e a aprendizagem podem
se verifique as necessidades dos | ser favorecidos? Como a compreensao dos
usuarios que foram identificadas e | saberes é auxiliada com o uso do software?
como elas podem ser satisfeitas | Quais recursos e situacdes o0 software
utilizando as atuais tecnologias de | propde para ajudar o usuario a compreender
hardware e software. 0s conhecimentos?

2 E iniciado, nessa etapa, o processo | Quais funcionalidades existem em produtos
de andlise externa. Consideram-se | da area? Quais sao os possiveis diferenciais
aqui as possibilidades de outros | do software que se pretende desenvolver?
softwares que versam sobre o | O que o software trard de novo referente ao
mesmo conhecimento do produto | que j& existe?
que se pretende desenvolver a fim
de propor situacdes e
funcionalidades que vao além do
que ja esta disponivel.

3 Neste momento sdo colocadas, em | XXXXXX
linguagem clara e objetiva, as
informacdes coletadas durante as
etapas anteriores criando, assim, o
documento de requisitos. Neste
documento devem ser exibidas as
caracteristicas que o software
precisa conter para alcancar os
objetivos especificados.

4 Neste momento, a equipe ird | XXXXXX

verificar 0s requisitos quanto a
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pertinéncia, consisténcia e

integralidade.

Fonte: Adaptado de Santos (2020)

O segundo ciclo da EDI é o hipotético-experimental. Ricardo destaca que é
nesse ciclo que ocorrem “as situacfes de uso, as hipoteses de interacées dos
usuarios com o sistema, os problemas que podem surgir com a utilizacdo do
software e o desenvolvimento do protétipo para iniciar os testes na etapa
seguinte” (SANTOS, 2020, p.174).

A concepcao e analise a priori sdo fases que consistem em desenvolver as
situacBes em que o software vai ser utilizado, bem como os referenciais tedricos
e metodoldgicos que foram elencados pela equipe. Ainda nessa fase é levado
em consideracdo a interacdo dos usuarios com o software. Simultaneamente
com a concepcao e analise a priori deve acontecer a fase da prototipacédo do
software. As situacdes de utilizacdo do software e o seu prototipo devem levar
em consideracdo o levantamento tedrico das dimensGes da EDI e o
levantamento dos requisitos, e ter como objetivo superar os problemas de ensino

e aprendizagem elencados anteriormente (SANTOS, 2020).

A etapa de desenvolvimento do software apresenta como resultado os
componentes internos, que podem ser as especificacbes do sistema
operacional, a linguagem de programacédo, entre outros, e 0S componentes
externos, que consistem no layout, funcionalidade, interface do software, entre
outros. Ao mesmo tempo em que a etapa do desenvolvimento esta acontecendo,
acontece a etapa da experimentacdo. Esta etapa consiste em registrar as
experiéncias dos usuarios com o objetivo de gerar elementos de analise e
implementacéo do software (SANTOS, 2020).

A experimentacdo do software é norteada por um manual do usuario ou um
documento que oriente as funcionalidades basicas do software. Santos (2020)
destaca que esse manual deve conter informagcdes como o Guia de instalacao,
0 espacgo de armazenamento que vai ocupar, quais 0s sistemas operacionais
compativeis, as exigéncias minimas para que o hardware possa rodar o
software, inicializacdo do software e a demonstracédo de como utilizar as suas

ferramentas.
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A experimentacdo também est4d presente no ciclo experimental-
operacional. A EDI sugere a organizacdo de uma oficina ou minicurso, no qual
0s objetivos do desenvolvimento do software, bem como o da pesquisa
associada sejam detalhados para os participantes. Na tabela a seguir sé&o

indicados alguns procedimentos para realizar a experimentacao.

Quadro 3 - Procedimentos para realizar a experimentacao

PROCEDIMENTOS INTERNOS

organizacao da equipe de desenvolvedores antes

PROCEDIMENTOS EXTERNOS

. . organizacdo do experimento com 0s sujeitos
da experimentagao

1. Justificativa e caracterizacéo dos . _ o
o 1. Apresentacao do projeto e objetivos;
sujeitos;

2. Descricao das situagfes, objetivos e o _
o - 2. Descricao detalhada do experimento;
possiveis respostas dos usuarios;

3. Elaboracgéo de instrumentos de coleta de _ .
o ) 3. Ambientacdo no software;
dados (questionarios, entrevistas, etc.);

4. Andlise e discussao dos dados; 4. Proposicéo das situagoes;

5. Coleta de sugestdes e implementacdes a » o
] 5. Oitiva dos sujeitos;
serem realizadas.

6. Analise coletiva do experimento.

Fonte: Adaptado de Santos (2020)

A experimentacdo tem como um dos objetivos testar e validar as situacdes
propostas. Entdo, conforme a experimentacao vai ocorrendo, é necessario estar
atento a algumas informagfes importantes que serdo levantadas. Essa
observacéo é dividida em duas categorias: a primeira € em relacdo aos requisitos
levantados. Logo, € importante observar se o software atende as expectativas e
se ele auxilia no processo de ensino e aprendizagem. A segunda categoria de
analise tem como objetivo identificar falhas, bugs, sugestbes dos usuarios.
Ocorrendo assim de forma simultdnea a andlise a posteriori e a validagdo do
software (SANTOS, 2020).

O quarto ciclo da EDI € o ciclo operacional analitico, que contempla as
analises conclusivas do processo com base no fim da fase de experimentacao.
Nesse ciclo ocorre a analise a posterior, que consiste no processo de confrontar
o resultado das observacdes com as hipoteses levantadas no inicio do processo,

podendo acarretar novos requisitos a serem considerados. Ricardo (2020) afirma
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que “essa andlise deve se fundamentar na observacdo do conjunto dos dados
coletados durante a experimentacdo bem como todo o ciclo da EDI” (SANTOS,
2020, p.179).

A fase da validacdo do software objetiva verificar se o software contribuiu
para o ensino e aprendizagem dos saberes elencados, bem como se os objetivos
para o software foram alcancados. A fase da validacdo € realizada de duas
formas: a primeira € a validagéo tedrica, que “consiste em verificar se as teorias
e hipoteses, com as situacdes e funcionalidades do software, devem ser
refutadas ou aprovadas” (SANTOS, 2020, p.179). A validacdo experimental
busca saber “se a utilizacdo do software apresenta contribuicdes efetivas para
os problemas elencados na fase de sua concepcao” (SANTOS, 2020, p.179).
Para auxiliar no processo da validacdo, Santos (2020) também elenca alguns

guestionamentos que orientam como realizar essas analises.

Quadro 4 - Analise a posteriori e Validacao Tedrica — Questionamentos

VALIDACAO TEORICA

A utilizacdo do software contribuiu para superar/auxiliar nos problemas elencados quanto ao
ensino e a aprendizagem?

Foi possivel contemplar todos os conhecimentos idealizados na fase de andlise?

O diferencial entre trabalhar com um ambiente papel e lapis foi alcancado?

A composi¢do da equipe de desenvolvedores auxiliou na criagao do software?

O software apresentou diferenciais para outros que versam sobre a mesma tematica?

Os referenciais tedricos adotados foram Uteis para o desenvolvimento e criagao de situagdes
de uso do software?

As possibilidades de hardware e recursos digitais auxiliaram na criacdo do software?

Outros comentarios

Fonte: SANTOS, 2020, p.179
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Quadro 5 - Andlise a posteriori e Validagao Experimental — Questionamentos

VALIDACAO EXPERIMENTAL

Houve auxilio ao ensino dos conhecimentos com a utilizacdo do software?

As dificuldades de compreensdo dos saberes foram auxiliadas com a utilizacdo do
software?

As funcionalidades e recursos digitais contribuiram para as relacdes de ensino e
aprendizagem dos conhecimentos?

Outros comentarios

Os sujeitos envolvidos no experimento contribuiram de qual modo para o desenvolvimento
do software?

As situacdes propostas foram facilitadoras para compreender os conhecimentos trabalhados?

Quais foram as implementagdes que surgiram com a realizacdo do experimento?

Houve incompreensdes ou dificuldades de utilizagdo do software?

Outros comentarios.

Fonte: SANTOS, 2020, p.180

Por fim temos a fase da evolucéo, que é a fase em que sdo implementadas
as observaces resultantes da etapa da validacdo. E nessa fase que os ciclos
da EDI podem recomecar, estando aberta para uma nova especificacdo e novos
objetivos para o software. Faz parte da fase evolucdo o processo de manutencéo
do software. A proposta da EDI leva em consideracdo quatro tipos de
manutenc¢do: a corretiva, a adaptativa, a perfectiva a preventiva. A manutencao
corretiva busca reparar os erros e inconsisténcias observadas pelos usuarios. A
manutencao adaptativa busca alterar o produto para adapta-lo ao ambiente em
que ele vai ser inserido. A manutencao perfectiva tem o objetivo de modificar o
programa com aprimoramentos para o software. A manutencao preventiva tem
o objetivo de se antecipar e corrigir falhas que futuramente desencadeiem
problemas maiores (SANTOS, 2020).

A pesquisa em questao ndo tem como obijetivo realizar uma EDI completa.
A EDI entra na pesquisa como um aporte tedrico metodoldgico que estrutura as
analises dos dados que véao servir de referéncia para o levantamento dos
requisitos. Desse modo, serdo realizadas as etapas da especificacdo, analises
prévias e levantamento dos requisitos. Na etapa da especificacdo vamos
detalhar quais os objetivos do software, o publico-alvo e quais os saberes seréo
abordados. As andlises prévias serdo feitas através dos direcionamentos
propostos para as quatro dimensdes apresentadas pela EDI. O levantamento

dos requisitos sera elaborado a partir das necessidades identificadas para o
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software a partir das analises prévias, como também a partir da andlise das

ferramentas em softwares ja existentes no mercado.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentamos a descricdo das teorias que fazem parte da
pesquisa. Nele apontaremos alguns aspectos das Transposi¢Ges Didatica e

Informatica, constituidas por Chevallard e Balacheff.
2.1.Transposicao Didatico-informéatica

2.1.1. Transposic¢do Didatica
Segundo Chevallard (1991), a partir do momento em que um contetido do
saber séabio é apontado como um saber a ensinar, ele sofre um conjunto de
transformacdes adaptativas para torna-lo apto a ser um saber ensinado. A
Transposicao Didatica é o trabalho de transformac6es adaptativas que tornam o

saber a ensinar em um objeto de ensino.

O saber sabio € o saber cientifico produzido em um ambiente ou
comunidade cientifica. O processo de transposicao se inicia a partir do momento
em que os professores, pesquisadores e especialistas transforma o saber sabio
em uma versdo mais didatica. Esse processo € denominado por Chevallard
(1991) de Transposicao Didatica Externa, ou Stricto Sensu. Para ele a noosfera
€ um termo designado para englobar os elementos que participam e
regulamentam a selecéo e as modificagdes que o saber cientifico vai sofrer para
se tornar o saber a ser ensinado, sendo composta por professores, cientistas,

educadores, autores de livros didaticos e politicos.

O produto da Transposi¢cdo Didatica Externa sdo os documentos oficiais
gue norteiam o ensino. Podemos citar como exemplo a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC), as Orientacdes Curriculares e os Parametros Curriculares
Nacionais (PCNs). Esses documentos sdo os que geralmente baseiam a
producdo dos livros didaticos, apostilas e hipertextos. Esses materiais sdo
exemplos de saber a ensinar ou Transposi¢céo Sensu Lato. A transposi¢cao Sensu
lato é o processo de transformacgéo do objeto de saber produzido pela academia
em objeto a ser ensinado (CHEVALLARD, 1991).

O saber a ensinar é transformado em saber ensinado a partir do momento
em que o conhecimento € ministrado em sala de aula. Esse processo é

conhecido como Transposi¢ao Didatica Interna, que € o fruto da relacao entre o
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aluno, o professor e o saber dentro da sala de aula (SIQUEIRA E BELLEMAIN,
2016).

Um exemplo de Transposicdo Didatica citado por Chevallard (1991) é a
nocéo de distancia entre dois pontos, que € utilizada de maneira espontanea
desde o principio. Porém, o conceito matematico de distancia foi introduzido por
Maurice Fréchet em 1906, e s6 aparece como saber a ser ensinado em 1971 no
programa da turma do quarto ano do primeiro ciclo do ensino secundario francés
(CHEVALLARD, 1991).

2.1.2. Transposicao Informatica
Segundo Balacheff (1994), a Transposicao Informética € o procedimento
de inserir e lidar com a tecnologia no processo de ensino e aprendizagem. A
Transposicdo Informatica ndo consiste apenas em uma simples transferéncia
para um ambiente informatizado. Essa transposicdo € resultado de uma

construcdo que proporciona novas reflexdes acerca do objeto de ensino.

O mesmo autor apresenta também trés elementos que sdo importantes
para compreender as consequéncias da Transposicdo Informética em sala de
aula: o universo interno, a interface e o universo externo. O universo interno
consiste nos componentes eletrénicos que permitem o funcionamento do
computador. As linguagens de programacao podem ser consideradas como um
elemento desse universo. A interface é o local de comunicacao entre o usuario
e o computador. E na interface que aparece a representacéo gréafica ou algébrica
do que foi programado no universo interno. O terceiro elemento apresentado por
Balacheff (1994) é o universo externo, que consiste no operador humano e a
relacdo que ele faz entre os conhecimentos sobre as constru¢des que estdo no

dispositivo.

Para exemplificar os elementos da transposicdo didatica (Figura 3)
Balacheff (1994) utiliza a circunferéncia, onde no universo interno ela esta
relacionada a linguagem da programacéo. Na interface temos a representacao
da circunferéncia atraves dos pixels da tela do dispositivo. E no universo externo,

o conhecimento referente a construcdo por trds da representacdo da

circunferéncia.
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Figura 3 - Representagéo do circulo no universo interno, interface e universo externo
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Fonte: Adaptado de Balacheff (1994)

Bellemain (2000) ndo enxerga a Transposi¢ao Informatica simplesmente
como um complemento da Transposi¢cdo Didatica, mas sim como um processo
de Transposicdo Didatica que insere a dimensdo informatica desde o inicio. A
partir do momento em que a informatica é inserida na Transposicao Didatica, é
necessario rever a estrutura do ensino, quais os tipos de atividades, quais
contelidos serdo ensinados e qual o papel do professor nesse processo. Ainda

sobre a Transposicdo Informéatica, Bellemain afirma que:

Essa nova organizacdo do ensino com a introdu¢do do computador
pode apoiar-se sobre uma gestdo do tempo diferente, a possibilidade
de organizar mais fases individuais e favorecer, de um modo geral, a
aproximacao entre o tempo de aprendizagem e o tempo de ensino. Na
medida em que o computador executa algumas tarefas préticas tais
como célculo, construcdo de figuras, de gréficos, etc., ele permite a
organizagcdo de mais atividades conceituais. (BELLEMAIN, 2000, p.
201)

Um exemplo apresentado por Bellemain na mesma obra referida acima séo
os softwares de Geometria Dinamica, que ficam responsaveis pela
representacdo dos objetos, enquanto o aluno fica concentrado em compreender

0s conceitos que fundamentam as representagoes.

Segundo Balacheff (apud BELLEMAIN, 2000), a criagdo de novos registros
semioticos estudada anteriormente por Duval (1995), deve garantir a vigilancia
epistemoldgica, que é a necessidade de que o0 registro em questdo tenha
coeréncia. Balacheff apresenta duas dimensdes em relacéo a coeréncia, sendo
elas a completude e a adequacio. Franck as descreveu da seguinte maneira: “a

completude significa que qualquer objeto construtivel com o modelo é
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representavel e a adequacdo significa que qualquer representacdo € a
representacao de um objeto possivel do modelo.” (BELLEMAIN, 2000, pag. 202)

Ressaltamos que a vigilancia epistemoldgica é uma questao relativa, pois
depende das configuragcbes do computador em questdo. Quando se trata da
representacdo de numeros no computador, a vigilancia epistemolédgica nédo é
absoluta, ja que dois nimeros s6 sdo considerados iguais se a diferenca entre
eles € menor do que a precisdo que o computador é capaz de representar. Um
namero s6 € considerado infinito pelo computador quando ele € maior que o

maior nimero que um computador pode representar.

Quando se trata de figuras geométricas dinamicas, estamos falando de um
subconjunto de figuras que podem ser construidas a partir de um enunciado
inicial. Essas figuras sao construidas a partir de pontos criados e deslocados
pela tela, pontos estes cujas coordenadas sempre serdo nimeros inteiros, que
ndo € o caso dos pontos calculados, pois estes pontos calculados sao gerados

a partir da intersecéo entre elementos ou pontos sobre objeto.

No préximo tépico falaremos sobre a Geometria Dindmica, que segundo
Bellemain (2000) € um exemplo de criacdo de um novo registro de representacao

semidtico no caso da geometria.

2.2.Geometria Dindmica

Quando falamos sobre Geometria Dinamica, nos referimos a um software
que permite a analise de figuras geométricas a partir da manipulagdo, com o
mouse, de seus elementos construtivos. O diferencial dos softwares de
Geometria Dinamica € que essas manipulacdes sdo feitas sem que a figura
perca as suas propriedades sejam elas explicitas ou dedutiveis (BELLEMAIN e
CORREIA, 2004). Os softwares de Geometria Dinamica surgiram da
problematica da insercdo da geometria no computador, dando origem a
necessidade de aproveitar as potencialidades do computador para criar uma

forma de representar os objetos da geometria (BELLEMAIN, 2001).

Bellemain e Correia (2004) destacam alguns principios que sao
estabelecidos para a implementacao de uma interface de manipulagéo direta da
geometria. S&o0 eles a continuidade, a retroacdo imediata, reciprocidade ou a
interpretacéo da intengdo. Segundo os autores:
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A continuidade significa que os objetos manipulados devem seguir os
movimentos continuos executados pelo usuario. A retroagao imediata
significa que o usuario deve receber, sem espera perceptivel, uma
reacdo a suas acdes. A reciprocidade significa que, na excecdo de
caso particular e controlavel, uma manipulagcdo inversa de uma
manipulacédo realizada, deve trazer a figura para o estado anterior ao
movimento. O Ultimo principio, a interpretacdo das intencdes &,
possivelmente o que apresenta maiores dificuldades para
implementacao [...]. Consideramos que a principal dificuldade, neste
caso, reside na subjetividade que acompanha a acédo do usuario, e a
resposta coerente que lhe deve ser dada. (BELLEMAIN e CORREIA,
2004, p.9)

Bellemain desenvolve um estudo que tem por objetivo analisar como dois
softwares de Geometria Dinamica, o Cabri-géometre e Geometer Sketchpad,
tratam a questdo da coeréncia, que possui duas dimensodes, que € exigida pela
vigilancia epistemoldgica defendida por Balacheff (1999). A primeira dimensé&o
analisada é a completude. Segundo Bellemain (2000) a completude €é atingida
na Geometria Dinamica “quando qualquer objeto que pode ser definido com as
especificacdes pode ser representado com o registro de representacdo da
Geometria Dinamica” (BELLEMAIN, 2000, p.202).

Como exemplo da ilustragéo da completude, o referido autor cita o caso da
circunferéncia circunscrita a trés pontos nao alinhados, que existe na geometria
euclidiana. No Cabri a representacdo da circunferéncia é realizada de acordo
com a especificacdo do modelo em questdo. No Sketchpad foi observado que
existe pelo menos uma posicdo onde os trés pontos ndo estdo alinhados e a
circunferéncia nédo pode ser mais representada (Figura 4). Logo, a
implementacdo da Geometria Dindmica no Sketchpad ndo € completa
(BELLEMAIN, 2000).

Figura 4 - llustracéo da completude
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Fonte: Bellemain (2000)

A segunda dimenséo analisada é a adequacdo. Para uma representacéo
ser considerada adequada, ela ndo pode permitir a representacéo de objetos

geomeétricos que nao foram definidos no modelo (BELLEMAIN, 2000). Para
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exemplificar a adequacéo, o autor utilizou uma circunferéncia circunscrita a trés
pontos sobre uma outra circunferéncia, onde as duas circunferéncias devem
coincidir quando existentes. No caso do Cabri, as circunferéncias sao
coincidentes, mas quando a construcéo é realizada no Sketchpad é possivel
observar que a construcéo apresenta duas circunferéncias diferentes (Figura 5)
(BELLEMAIN, 2000).

Figura 5 - llustracdo da Adequacao
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Fonte: Bellemain (2000)

Considerando os resultados da pesquisa apresentada, a Transposicao
Informatica tem um papel importante na pesquisa a partir do momento em que
percebemos que as estratégias utilizadas para fazer a construcédo dos tracados
estudados pela Geometria Projetiva em um software de Geometria Dinamica sé&o
diferentes das estratégias utilizadas no ambiente ndo informatizado, utilizando
os instrumentos de desenho. Segundo Mariotti, as atividades desenvolvidas em
um ambiente de Geometria Dindmica sdo Uteis para o desenvolvimento da
relacdo entre o conceito e a representacéo figural. Com isso, a utilizacdo de um
software dinamico “apresenta grandes potencialidades para o desenvolvimento
do raciocinio geométrico” (MARIOTTI, 2019, p.157).

Queremos destacar como os softwares Geogebra e Cabri Géométre 2
gerenciam o infinito. Para isso trazemos como exemplo a construcdo de uma
circunferéncia a partir de trés pontos. A primeira construcdo foi realizada no
GeoGebra (Figura 6).

35



Figura 6 - Gerenciamento do infinito (GeoGebra)
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Fonte: Autoria Prépria

Podemos observar na construgdo inicial que o software reconhece a
circunferéncia através da equacdo reduzida e consegue identificar as
coordenadas do centro da circunferéncia, que € o ponto G. Porém, a partir do
momento em que o0s trés pontos que determinam a circunferéncia sao
manipulados de tal forma que fiqguem alinhados, é possivel observar na equagéo
da circunferéncia que as informacdes referentes ao eixo x sdo substituidas pelo
simbolo do infinito, porém as coordenadas do ponto que representam o centro

da circunferéncia aparecem como indefinidas.
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Para compreender como o Cabri Géomeétre 2 gerencia o infinito (Figura 7),
determinamos trés pontos quaisquer e a mediatriz entre os pontos A e B e outra
mediatriz entre B e C. Tomando como centro o encontro das mediatrizes,
tragamos a circunferéncia que passa pelos pontos A, B e C. Ao modificar as
coordenadas dos pontos A, B e C de tal modo que eles fiqguem alinhados é
possivel observar que o software altera as coordenadas do ponto G, centro da
circunferéncia, passando a mostrar (0,00, INF), reconhecendo que o centro da

circunferéncia esta no infinito, na dire¢cdo das mediatrizes entre os pontos.

Figura 7 - Gerenciamento do infinito (Cabri)

Fonte: Autoria Prépria
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3. ANALISES PRELIMINARES

“Somos simplesmente linhas paralelas, diz
a geometria que no infinito elas se

encontram.”

(Luana Barbosa)

Nesta secdo apresentamos as analises preliminares que dao suporte a
andlise da Geometria Projetiva nas dimensfes epistemoldgica, didatica,
cognitiva e informatica. A andlise das dimensdes se deu a partir de uma revisao
bibliografica dos trabalhos desenvolvidos com a Geometria Projetiva, bem como

a partir da investigacao de livros didaticos.

3.1.A Geometria Projetiva

Neste tépico damos inicio ao estudo epistemolégico da Geometria
Projetiva. Vale ressaltar que a GP pode ser estudada a partir da representagéo
algébrica, como também pode ser estudada a partir da representacdo grafica.
Para essa pesquisa vamos estudar a GP a partir da representacao grafica,
fazendo um estudo morfol6gico do ponto, da reta e do plano a luz da GP>. A
escolha por realizar esse estudo a partir das representacdes gréaficas deu-se pela
abordagem com a qual o curso de Expressdao Grafica utiliza no estudo da

disciplina de GP.

3.1.1. Aspectos Histéricos da Geometria Projetiva
Muitas geometrias foram criadas ao longo dos anos, dentre elas podemos
destacar a geometria euclidiana que é baseada nos postulados de Euclides de
Alexandria. Outras geometrias foram criadas partindo de pressupostos
diferentes dos postulados desenvolvidos por Euclides. Neste capitulo queremos
dar destaque a Geometria Projetiva.

Com o surgimento do movimento renascentista na Europa entre os séculos

XV e XVI, os artistas mostraram-se preocupados com a representacdo da

5> 0 estudo epistemolégico apresentado nos tépicos com base na sequéncia de contetdo do livro
Geometria Grafica Tridimensional Vol. 03 de Costa e Costa (1994).
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realidade em suas obras. A partir dessa preocupacao a Geometria Euclidiana ja
ndo era capaz de atender as necessidades dos artistas. Com isso, eles
comecaram a inserir 0s conceitos e propriedades de ponto de fuga e perspectiva
em suas obras, com o objetivo de que as pessoas pudessem identificar com
facilidade o que estava perto e o que estava longe.

Assim como outras ciéncias, a Geometria Projetiva ndo possui uma data
especifica para o seu inicio. Porém, estudos desenvolvidos por pesquisadores
distintos em épocas diferentes corroboram para uma compreensao da
constituicdo da Geometria Projetiva. O primeiro estudioso que destacamos &
Menelau. Nascido no ano 70 d.C., em Alexandria. Menelau é um astrénomo e
gedmetra que ficou conhecido por se debrucgar nos estudos de Hiparco sobre a
trigonometria. A contribuicdo de Menelau para a Geometria Projetiva foi o

teorema que leva o seu nome, no qual ele afirma que se uma reta transversal
A ‘A AN BL CM
corta os trés lados do triangulo ABC nos pontos L, M e N, logo (ﬁ) (E) (ﬂ) =

-1.

Figura 8 - Teorema de Menelau
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Fonte: Autoria Propria

Nascido também em Alexandria, Pappus foi um dos gedmetras que
fortaleceu a geometria grega. Pappus ficou conhecido por escrever comentarios
sobre os Elementos e Os dados de Euclides, bem como pela sua colecéo
matematica composta por oito livros, dos quais perderam-se o primeiro livro e
parte do segundo. Outra apropriacdo da Geometria Projetiva foi o teorema de
Pappus, no qual ele afirma que quando colocamos sobre duas retas r e r, 0s

pontos A, B, C e os pontos A’, B, C’, e tracamos os segmentos AB’ e AC’, BA’ e
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BC’, CA’ e CB/, as intersec¢des entre AB’ e AB, AC’ e A’'C, BC' e B'C vao

determinar uma terceira reta.

Figura 9 - Teorema de Papus

Fonte: Autoria Prépria

O terceiro nome que destacamos é o do engenheiro e arquiteto Girard
Desargues. Considerado o pai da Geometria Projetiva, em seus estudos
desenvolvidos no século XVII, Desargues produziu varios teoremas e conceitos.
Entre eles: investigacdo das sec¢des cbnicas e 0s pontos no infinito, a invariancia
da raz&o dupla e dos quaternos harmonicos, a teoria das retas polares, e ainda
o famoso teorema que leva o seu nome, que veremos mais a frente, Teorema

de Desargues.

Outro nome importante para a Geometria Projetiva foi Blaise Pascal, que
conheceu Desargues na Academia Mersenne. Ao debrucar-se sobre os estudos
de Desargues, Pascal investigou as cOnicas e suas propriedades projetivas,
desenvolvendo assim o teorema que leva o seu nome. O Teorema de Pascal
afirma que: Em um hexagono inscrito em uma cénica, as retas que contiverem

os lados opostos interceptam-se em pontos colineares.
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Figura 10 - Teorema de Pascal

Fonte: Autoria Propria

Mesmo os primeiros estudos tendo surgido no século XVII, a Geometria
Projetiva foi organizada, reunida e estruturada por Jean Victor Poncelet, mais
tarde, no século XIX. Poncelet foi o primeiro a reconhecer a Geometria Projetiva

como um ramo da matematica.

Com base nos estudos desenvolvidos por Desargues e Pascal, Poncelet
desenvolveu os seus principais trabalhos. O primeiro deles foi a nocéo de figuras
homélogas, que assegura que a partir de uma figura podemos obter outra por

meio de projecdes e secoes.

O segundo trabalho desenvolvido foi o principio de continuidade, que é um
topico discutido com mais profundidade ao longo do texto. Em suma afirma que
duas retas paralelas se encontram em um ponto infinitamente distante,

conhecido como ponto improprio.

O terceiro trabalho desenvolvido por Poncelet foi a teoria da polaridade e o

principio da dualidade, que serviu de base para o estudo de outros matematicos.
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Por fim, a ultima contribuicdo de Poncelet para a Geometria Projetiva foi o

conceito de razdo dupla ou anarmonica.

Diferente das demais geometrias pds-euclidianas, a Geometria Projetiva
nao altera os principais elementos da Geometria Euclidiana: o ponto, a reta e o
plano. Segundo Costa e Costa (1994), a Geometria Projetiva € mais uma
generalizagao e aperfeicoamento da geometria desenvolvida por Euclides. Os
postulados da GP ultrapassaram os limites do espaco vulgar®. Para Costa e
Costa (1994, p. 17) “o Espago Projetivo constitui uma generalizagdo de
postulados intuidos a partir das dimensdes euclidianas e estendidos a
hiperespacos inteiramente desprovidos de uma visualizacao dentro do ambiente
que nos cerca”’. Ceppi e Fournier (1961) afirmam que a Geometria Projetiva se
resume a duas operacoes: a de projetar, que pode ser desde um ponto a uma

reta, e a de cortar, que pode ser por meio de uma reta ou plano.

A Geometria Euclidiana, em seus axiomas, afirma que dois pontos distintos
determinam uma reta e que duas retas distintas tém no maximo um ponto em
comum no qual sdo concorrentes. O segundo axioma possibilita que duas retas
nao tenham nenhum ponto em comum quando elas sao paralelas. A Geometria
Projetiva se apoia nos mesmos axiomas citados, ndo contradizendo nenhum
axioma da Geometria Euclidiana. Porém, traz uma generalizacdo admitindo que
duas retas sO serdo paralelas no plano euclidiano se elas se encontrarem no

infinito, que é o plano projetivo.

3.1.2. Postulados
S&o cinco os postulados da Geometria Projetiva que fundamentam os seus

axiomas apresentados.

O 1° POSTULADO admite que dois Eo diferentes, sejam eles pontos,
retas, planos ou algo fora do espaco vulgar. O 2° POSTULADO
assegura que dois Evindependentes determinam uma infinidade de Eo
da qual eles fazem parte, constituindo um ESPACO DE UMA
DIMENSAO ou FORMA DE PRIMEIRA ESPECIE, chamamos de E..
Se o Eo for um ponto, o E; serd uma RETA DE PONTOS, ou RETA
PUNTUAL, pois dois pontos distintos A e B [...] determinam uma reta
m gue possui uma infinidade de pontos. Se o Eo for um PLANO, o E;
sera um FEIXE DE PLANOS, pois dois planos distintos o e B1...]
determinam uma infinidade de planos que passam pela reta comum a
o e p.” (COSTA E COSTA, 1994, p.18)

6 Entende-se por espaco vulgar o espaco finito.
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Quando o E¢” é uma reta, temos como resultante duas formas de primeira
espécie: o feixe de retas e o feixe de raios. O feixe de retas € obtido a partir do
momento em que o Eo reta é obrigado a pertencer a um plano «o, e concorrem
em um ponto C. Logo, todas as retas do plano a que passam por C véo
determinar o feixe de retas. O feixe de raios é obtido quando o Eo é uma reta que
€ obrigada a conter o ponto C. Quando temos duas retas que passam por C,
determinamos um plano o, que vai conter todas as retas que contém o ponto C,

dando origem a um feixe de raios.

Em resumo, as formas de primeira espécie geradas quando o Eo é um
ponto € a reta pontilhada. Quando o Eoé um plano € o feixe de planos. Quando
o Eo € uma reta que pertence a um plano, a forma de primeira espécie € um
feixe de retas, e quando é uma reta de um ponto, o E; é um feixe de raios (Figura
11).

Figura 11 - Formas de Primeira Espécie
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Fonte: Autoria Propria

70 Eo é uma simbologia referente aos elementos da Geometria Projetiva (ponto, reta e plano) e
dependendo de qual desses elementos ele esta referenciando, se comportard de modo distinto. Quando
esses elementos (ponto, reta e plano) assumem formas de primeira, segunda ou terceira espécie a

numeracdo é alterada e observaremos, por exemplo, o uso das nomenclaturas E 7, E2 E 3.
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O 3° POSTULADO da Geometria Projetiva assegura que “fora do E;existe
um Eo que individualiza com aquele um ESPACO DE DUAS DIMENSOES ou
FORMAS DE SEGUNDA ESPECIE, chamado EZ’. (COSTA E COSTA, 1994,
p.19)

Este postulado afirma que quando o Eo € um ponto, existe um ponto fora
da reta de pontos, que determina com a reta um plano de pontos «, jA que uma
reta e um ponto determinam um plano. Quando o Evoreta de um plano é um feixe
de retas no E, o terceiro postulado determina que existe uma reta do plano que
nao pertenca ao feixe de retas dado. Logo, qualquer reta de a que ndo contenha
o ponto C, ndo pertence ao feixe de retas que contém o ponto C. Assim, o E2 é
constituido por todas as retas que pertencem ao plano o, e € denominado de

Plano de Retas.

Ja quando o Eo reta de um ponto é um feixe de raios no Ez, o terceiro
postulado determina que, sendo dado um feixe de raios que possuem o ponto C
em comum, existe um raio que contém o ponto C, mas néo pertence ao plano do
feixe de raios. Esse raio € qualquer reta que atravessa o plano a pelo ponto C.
Logo, o Ez é denominado de radiacdo de raios, onde todas as retas passam pelo
ponto C, ndo sendo obrigadas a pertencer ao plano o. Quando o Eo é um
PLANO, o postulado determina que existe um ponto por onde passam diversos
planos. Com isso a forma que obtemos € chamada de estrela de planos, que €

0 conjunto de planos que tem um Unico ponto em comum.

Entdo as formas de segunda espécie geradas sdo: um plano de pontos,
guando o Evé um ponto; uma estrela de planos, quando o Eo € um plano; quando
o Eo € uma reta que pertence a um plano, a forma de primeira espécie é um
plano de retas; e quando € uma reta de um ponto, o E2 é uma radiacéo de raios
(Figura 12).
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Figura 12 - Formas de Segunda Espécie

Fonte: Autoria Prépria

O 4° POSTULADO da Geometria Projetiva assegura que “dois E/ que tem
um Eoem comum determinam um e s6 um EZ' (COSTA E COSTA, 1994, p. 22).
Com base nesse postulado, quando o Eo é um ponto, duas retas (que seriam
duas formas de primeira espécie) que possuem um ponto em comum SO
determinam um Unico plano de pontos. Quando o Eo € um plano, temos que dois
feixes de planos que possuem um plano a em comum determinam apenas uma
radiacdo de planos, onde todos os planos tém o ponto C e as retas a e b em
comum (Figura 13).
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Figura 13 - Radiagdo de Planos

Fonte: Autoria Propria

O 5° POSTULADO da Geometria Projetiva “estabelece que, fora do E2,
existe um Eo que individualiza com aquele uma FORMA DE TERCEIRA
ESPECIE, chamada de E5” (COSTA E COSTA, 1994, p. 22). Quando o Eoé um
ponto, o postulado assegura que existe um ponto fora do plano de pontos que
determina com este um espaco pontilhado. Costa e Costa (1994) afirma que
esse espaco pontilhado se confunde com o espaco vulgar tridimensional.
Quando o Evé um plano, o postulado admite que fora de uma radiacdo de
planos, existe um outro que com ele forma um espaco de planos, que contém
todos os planos do espaco vulgar. Sobre o 5° postulado, Costa e Costa afirmam

que:

Esse postulado gera formas impossiveis de visualizar no nosso espaco
vulgar, quando aplicado ao EORETA. De fato ndo da pra imaginar uma
reta contida em um PLANO DE RETAS e que ndo pertenca a tal plano.
[...]- Isso ndo quer dizer que o postulado seja falso para essas
sequéncias. O que acontece é que 0 espaco vulgar é limitado para
suportar o grau de generalizacdo da GEOMETRIA PROJETIVA.

(COSTA E COSTA, 1994, p. 623)
Para facilitar o entendimento das formas geradas, organizamos de acordo

com a tabela a sequir:
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Quadro 6- Formas Elementares no Espaco Vulgar

RETA DE UM RETA DE UM
PLANO PONTO
Reta de Feixe de _ _ _
EZ/ Feixe de Retas Feixe de Raios
Pontos Planos
Plano de Radiacao de Radiacao de
E2 Plano de Retas )
Pontos Planos Raios
- Espaco de Espaco de
Pontos Planos

Fonte: Adaptado de Costa e Costa (1994)

3.1.3. Operagdes Projetivas

S&o duas as operacgOes projetivas: projetar e cortar. Quando falamos em
projetar na Geometria Projetiva, podemos realizar essa operacao a partir das
préprias formas elementares que vimos no item anterior. Quando tomamos um
ponto como centro de projecao, podemos projetar a partir deste ponto: uma reta
de pontos; um feixe de retas; uma radiacéo de retas; ou uma radiacao de planos.
A partir do momento em que tomamos uma reta como eixo de projecéo, podemos
projetar dessa reta um feixe de planos (CEPPI E FOURNIER, 1961).

A segunda operacédo projetiva, dual da operacdo projetar, € a operacao
cortar, onde poderemos cortar uma forma elementar utilizando uma reta ou um
plano. Quando tomamos um feixe de retas ou um feixe de planos e cortamos
com uma reta m qualquer, o que vamos obter € uma reta pontual. Quando temos
um feixe de retas e cortamos com um plano qualquer, o que obtemos é uma reta
pontual. Quando cortamos uma radiacdo de raios a partir de um plano, o que
vamos obter é um plano pontual. Quando cortamos um feixe de planos com um
outro plano, o que vamos obter € um feixe de retas e quando cortamos uma
radiacao de planos com um outro plano, o que vamos obter € um plano de retas.

Costa e Costa (1994) apresentam o0s sistemas de projecdo como um
exemplo pratico das operacdes de projetar e cortar. Esses sistemas trazem uma
relacdo em que temos um observador, um objeto, um plano de projecéo e
projetantes que partem do observador. Isso acontece na projecdo conica,
quando temos o observador préprio, e também na projecao cilindrica, na qual o
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observador € improprio ou esta infinitamente afastado. Em suma, podemos
afirmar que o observador € um ponto, de onde parte as projetantes (operacdo
projetar) que vao passar pelo objeto, a partir do momento em que cortamos
(operacao cortar) essas projetantes com o plano de projecdo, o que vamos obter
€ a projecao daquele objeto.

3.1.4. Principio da Continuidade
Retomando o segundo postulado da Geometria Projetiva, que admite que
duas retas de um plano definem um feixe de retas ao se encontrarem em um
ponto, sendo esse ponto o centro do feixe, é evidenciado uma excecédo. Euclides
defende em seus postulados que duas retas paralelas ndo tém nenhum ponto
de intercesséao, logo, ndo teriamos um centro no feixe de retas onde elas séo

paralelas entre si. Costa e Costa afirmam que:

O principio da continuidade acarreta o conceito de que duas retas
coplanares SEMPRE possuem um ponto em comum, até mesmo
quando s&o paralelas. E consequéncia da ideia de continuidade que a
geometria projetiva imprime a reta. Enquanto esse elemento
axiomatico foi concebido fundamentalmente diferente em varias
geometrias pos-euclidianas, a geometria projetiva manteve as mesmas
propriedades euclidianas de qualquer segmento finito da reta. Toda a
divergéncia surge nos seus limites. (COSTA E COSTA, 1994, p. 26)

Ceppi e Fournier (1961) afirmam que a Geometria Projetiva superou esse
obstaculo colocado por Euclides, estabelecendo que duas retas do mesmo plano

sempre se cortam, assim como dois planos quaisquer do espaco também.

Enquanto na Geometria Euclidiana a reta é considerada aberta (ou seja,
gue tem um comec¢o e um fim), podemos considerar que ela tem dois limites
opostos. Levando em consideracdo que a reta € infinita, teremos o limite da
esquerda como negativo e o limite da direita como positivo. Entdo, podemos
afirmar que no sentido da esquerda teremos o0 -~ e no sentido da direita teremos
0 +=. Ja na Geometria Projetiva esses dois limites se misturam. Ao percorremos
a reta no sentido da direita ou no sentido da esquerda o limite serA 0 mesmo,

logo, s6 temos um unico limite .

Para justificar o principio da continuidade vamos usar o exemplo citado por
Ceppi e Fournier (1961), no qual tomamos uma reta a e um ponto P qualquer

fora da reta (Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada.).
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Ao passarmos por P uma reta n perpendicular a reta a, vai gerar um ponto
O naintersecao de a com n, gerando a reta PO. Admitindo que a reta n comeca
a rotacionar no sentido anti-horario, como indicado, o ponto O vai se deslocando
pela reta a, gerando os pontos O’, O”, ..., sempre no sentido indicado. Podemos
ver que mesmo quando a interse¢do ndo esta no limite da figura, como ocorre
com o ponto O’”, sabemos que esses pontos se encontram a direita do ponto O,

enguanto a angulacéo entre a reta a e a reta PO € menor que 90°.

Segundo Costa e Costa (1994), quando essa angulagéo é igual a 90°, a
reta n vai ficar paralela a reta a, e seguindo o que afirma Euclides, as duas retas
nao vao possuir um ponto de interse¢do. Mas a partir do momento em que o
angulo fica maior do que 90°, a intersecéo das duas retas volta a acontecer no
ponto O3, que dessa vez ficard a esquerda do ponto O, mesmo que a figura néo
mostre as intersecdes que geram esses pontos. A medida que o angulo de
rotacao vai aumentando, novas interse¢des vao acontecendo, como ocorre com
os pontos O1 e 02, mas sempre aparecendo a esquerda do ponto O, até que

retorne ao ponto inicial.

Com base no movimento de rotacao da reta n e da translacao do ponto de
intersecao, Costa e Costa (1994) apresenta o seguinte questionamento: por que
quando a reta n faz o0 angulo de 90° em relacdo a reta a (onde seria o ponto O

segundo a imagem) a intersecao tem que ser interrompida?
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Figura 14 - Principio da Continuidade

Fonte: Adaptado de Ceppi e Fournier (1961)

A Geometria Projetiva determina que a reta n e a reta a, ainda que
paralelas, irdo se encontrar em um ponto O infinitamente afastado. Ao
observarmos a reta n, podemos ver que quando deslizada no sentido da direita
ou no sentido da esquerda, em algum momento ela vai ficar paralela a reta a.
Entdo o ponto O infinitamente afastado pode ser alcancado independente da
direcdo que a reta desliza. Logo estamos atendendo ao principio de que a reta
tem somente um limite. Essa consideracdo pode nos levar a conclusao de que
uma reta tem apenas um ponto impréprio, o ponto no infinito, e esse ponto é
comum a todas as retas paralelas a ela (CEPPI E FOURNIER, 1961).

Com isso foi estabelecido o principio da continuidade para o ponto. Para
diferenciar o ponto infinito O do ponto O euclidiano, 0 ponto passou a ser
denominado como ponto improprio, onde a sua representacéo da-se pelo nome

do ponto acompanhada do simbolo matemético de infinito (O).

O principio da continuidade ndo se resume apenas ao ponto. Dado uma
reta a que possui 0 ponto impréprio A=, a reta b que contém B~ ndo pode ser

paralela a reta a, pois se isso acontecesse 0s pontos A= e B« seriam 0 mesmo
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ponto. Com base no 2° POSTULADO, que estabelece que dois pontos distintos
determinam uma reta, podemos admitir que A~ e B~ determinam uma reta,
denominada de reta imprépria, na qual todos os seus pontos sédo impréprios. Da
mesma forma que uma reta s6 possui um ponto impréprio, um plano s6 possui
uma reta impropria que é formada por todos os pontos improprios desse plano
(COSTA E COSTA, 1994).

Ainda sobre a reta imprépria, Costa e Costa afirmam que:

[Ela] ainda permite eliminar outra excecdo presente na geometria
euclidiana. De fato, dois planos distintos no espaco se interceptam
segundo uma reta. A ndo ser quando sdo paralelos. Na estrutura
projetiva a reta de interse¢éo existe mesmo nesse caso. Qualquer reta
de um dos planos é paralela ao outro, e o0 atravessa no seu ponto
impréprio. E todos os pontos impréprios de um plano pertencem a sua
reta imprépria. Entdo a reta imprépria de qualquer um deles é a mesma
de todos os planos que lhe séo paralelos. Portanto, assim como um
ponto impréprio é dado através de uma reta que o contém, uma reta

impropria me é dada por um plano o que a contém [...], pois qualquer
outro plano o [...] contém também a reta m. (COSTA E COSTA, 1994,
p.32)

Ao definir o ponto impréprio e a reta imprépria podemos afirmar que existe
um plano impréprio que contém todos o0s pontos e todas as retas improprias do
espaco. Todos os pontos, retas e planos que néo pertencem ao plano improprio
sédo chamados de elementos proprios. (CEPPI E FOURNIER, 1961)

3.1.5. Principio da Dualidade
Outro principio importante para a Geometria Projetiva € o principio da
dualidade. Segundo Ceppi e Fournier a partr do momento em que
desenvolvemos uma proposi¢cédo geométrica seguindo um raciocinio apoiado nos
postulados da Geometria Projetiva, e aplicamos a figuras formadas por pontos,

retas e planos, a concluséo é que:

Mudando as palavras ponto por plano na proposi¢ao enunciada, e vice-
versa, chegaremos a demonstrar uma propriedade que sera chamada
de dual ou correlativa da anterior no espaco, de tal forma que a
segunda, sendo consequéncia logica da primeira, ndo precisara ser
comprovada (CEPPI E FOURNIER, 1961, p.128)

Para Costa e Costa o principio da dualidade

8 Traducdo do autor a partir de “[...] cambiando en la proposiciéon enunciada, las palavras punto
por plano, y viceversa, llegaremos a demostrar una propriedad que se llamaréa dual o correlativa
de la anterior en el espacio, de tal maneira que la segunda, siendo consecuencia l6gica de la
primeira, no necesitara ser demostrada” (CEPPI E FOURNIER, 1961, p.12)
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[...] consiste em admitir que qualquer propriedade demonstrada para
uma forma de espécie En serd automaticamente verdadeira para
qualquer outro En, das diversas sequéncias, desde que o enunciado
seja adaptado ao respectivo Eo e as espécies inferiores contidas no En.
(COSTA E COSTA, 1994, p.35)

Assim, podemos ver que o principio da dualidade consiste em corresponder
elementos de uma figura a elementos que pertencem a outra figura. A partir do
principio da dualidade a Geometria Projetiva abre um amplo horizonte,
permitindo duplicar o numero de verdades geomeétricas demonstradas
diretamente (CEPPI E FOURNIER, 1961).

As formas projetivas definidas se correspondem dualmente. A reta de
pontos, que é formada por pontos que estdo apoiados em uma reta, tem o seu
dual no feixe de planos, que é formado por planos que pertencem a uma mesma
reta. O feixe de retas, formado por retas de um plano, retas estas que possuem
um ponto em comum, tem o seu dual no feixe de raios, que é formado por retas

de um ponto que pertencem ao mesmo plano.

O plano de pontos, que é formado por pontos que pertencem ao mesmo
plano, tem como seu dual a estrela de planos, que é o conjunto de planos que
possuem apenas um ponto em comum. O plano de retas, formados por retas
que pertencem ao mesmo plano tem o seu dual na radiacdo de raios, que é 0

conjunto de retas do espaco que possuem um mesmo ponto em comum.

O espaco de pontos, que é formado por todos os pontos do espacgo tem o
seu dual no espaco de planos, que € o conjunto de todos os planos que
pertencem ao espaco. Logo podemos ver que as formas de mesma espécie se

correspondem dois a dois pelo principio da dualidade.

Costa e Costa (1994) elencam uma série de dualidades entre formas
geométricas. Entre as figuras planas, podemos destacar o trivértice que tem o
seu dual no trilatero, o quadrivértice tem como dual o quadrilatero. Entre as
formas geométricas espaciais, 0 hexaedro tem o seu dual no octaedro e o

icosaedro € dual do dodecaedro. Uma relacdo de dualidade pode ser

apresentada entre o triangulo que tem como dual o triedro.
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3.1.6. Regido dareta e do plano

Euclidianamente falando, podemos afirmar que um ponto divide uma reta
em duas regides, pois estabeleceremos duas semirretas. Mas, seguindo o
raciocinio do principio da continuidade, projetivamente um Unico ponto ndo pode
definir duas regides em uma reta, pois partindo do ponto em direcdo a um dos
dois sentidos vamos passar pelo ponto impréprio da reta e retornaremos ao
ponto inicial pelo sentido oposto. Entdo para definir duas regides em uma reta
precisamos de pelo menos dois pontos distintos (Figura 15). Uma regido vai ser
determinada pelo segmento interno dos pontos dados, e a outra vai ser

determinada pelo segmento externo que passa pelo ponto improprio da reta.

Figura 15 - Regibes da reta

A B

Fonte: Autoria Propria

O mesmo raciocinio pode ser utilizado para regiées de um plano, onde
projetivamente uma reta ndo € suficiente para dividir o plano em duas regides.
Mas a partir do momento em que determinamos duas retas no plano,
estabeleceremos duas regides que sao determinadas pelos angulos opostos
(Figura 16). A primeira regido vai partir no sentido do angulo o, vai passar pela
reta imprépria do plano e finaliza no angulo o no sentido oposto. O mesmo vai

acontecer para o angulo p.

Figura 16 - Regifes do plano

Fonte: Autoria Propria
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3.1.7. Razao dupla ou Bi-razéao
Dados quatro pontos quaisquer de uma reta, chamamos de razéo dupla o
guociente da razdo dos segmentos de reta que dois pontos quaisquer formem
com outros dois pontos (VIEIRA, 1941). Costa e Costa definem Razao Dupla ou

Bi-razdo como:

(...) um numero adimensional, obtido como quociente de duas razdes
simples (ABC) e (ABD), cujo desenvolvimento leva a férmula final
mostrada na figura, que determina o valor da bi-raz&o em fungéo das
medidas de quatro segmentos de extremos A, B, C e D. (COSTA E
COSTA, 1994, p.55)

Logo, a razdo dupla entre os pontos de uma reta objeto Al, B1, C1 e D1,

A1C1XB1D1
A1D1XB1C1"

reta objeto em questéo vai ter a razao dupla entre os pontos A2, B2, C2 e D2, e

pode ser escrita da seguinte forma A1B1C1D1 = A reta imagem da

essa razao dupla vai ser igual a da reta objeto, logo (A1B1C1D1) = (A2B2C2D2)
(VIEIRA, 1941).

Quando temos quatro retas quaisquer de um feixe de retas, a razédo dupla
vai ser o quociente da razdo dos senos dos angulos que duas retas quaisquer

formam com outras duas. Entdo a razdo dupla entre as retas al, b1, cl e d1 vai

sen(alcl) X sen(b1d1l)
sen(ald1l) X sen(bicl)’

ser escrita da seguinte maneira alblcldl = A razao

dupla do feixe de retas imagem a2, b2, c2 e d2 vai ser igual a razado dupla do
feixe objeto, logo (a2b2c2d2) = (alblcldl) (VIEIRA, 1941).

Quando temos quatro planos de um feixe de planos, a razdo dupla vai ser
0 quociente formado entre os senos dos angulos entre os diedros que dois
planos quaisquer formam com outros dois. Dado o feixe de planos

alBly181 objeto, a razdo dupla vai ser escrita da seguinte forma al1f1y161 =

sen (aly1) X sen (f161)
sen (@161) X sen (f1y1)’

dupla do feixe de planos objeto, logo, a1p1y151 = a2[2y262. (VIEIRA, 1941).

A razao dupla do feixe de planos imagem vai ser igual a razao

Segundo Costa e Costa (1994), quando temos uma razao dupla que o valor

€ igual a -1, ela é chamada de Harménica.

Numa bi-razdo harménica, os dois pares de pontos sado ditos
CONJUGADOS. Assim, se (ABCD) = —1, dizemos que B é
CONJUGADO HARMONICO DE A, em relagéo ao pra CD, e que D é
0 CONJUGADO HARMONICO DE C, em relagéo ao par AB. (COSTA
E COSTA, 1994, p.64)
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Uma propriedade envolvendo a bi-razdo harmoénica acontece quando
temos um triangulo qualquer. Quando determinamos as bissetrizes interna e

externa de um mesmo veértice, elas vao dividir o lado oposto harmonicamente.

3.1.8. Projetividade entre formas de segunda espécie
Neste tépico continuaremos apresentando o aporte tedrico que embasa as

transformacdes homoldgicas da circunferéncia.

Como vimos anteriormente, as formas de segunda espécie sao o plano de
pontos, a radiacdo de planos, o plano de retas e a radiacdo de raios. Essas
formas de segunda espécie podem estabelecer uma relacdo biunivoca, sendo
assim, cada elemento de uma forma corresponde unicamente a um elemento de
outra, e cada forma de primeira espécie contida em um deles, corresponde a

uma forma de primeira espécie contida na outra (CEPPI E FOURNIER, 1961).

3.1.8.1. Homografias
As homografias sdo projetividades onde a correspondéncia é entre
elementos de mesma espécie. Assim podemos definir homografias que
relacionem projetivamente um plano de pontos com plano de pontos, radiacao
de planos com radiacao de planos, plano de retas com plano de retas, radiacao
de raios com radiacdo de raios (CEPPI E FOURNIER, 1961).

3.1.8.1.1. Homografia entre dois planos de pontos
A homografia entre dois planos distintos pode ser estabelecida quando os
pontos de um plano séo relacionados com os pontos do outro plano através de

operacdes projetivas.

Para exemplificar a homografia entre dois planos de pontos, vamos usar o
exemplo citado por Costa e Costa (1994). Ao tomarmos dois planos distintos a
e o' e determinarmos os pontos A, B, C e D sobre «, de forma que eles néo
figuem alinhados entre si, e determinarmos em o’ os pontos A’, B' C’ e D’
respeitando a mesma condi¢cdo de nao alinhamento, um ponto qualquer de o
define um feixe de retas com os outros pontos do plano, assim como um ponto

qualquer de o’ também vai definir um feixe de retas (Figura 17).
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Figura 17 — Planos de pontos

Fonte: Adaptado de Costa e Costa (1994)

A partir do momento em que determinamos um ponto E no plano o, 0 seu
ponto imagem E’ s6 podera estar em uma unica posi¢ao no plano o’. Com isso,

estabeleceremos uma razdo dupla no plano o que € a mesma no plano o'

Quando estamos trabalhando com dois planos distintos que se
correspondem através de uma homografia, eles terdo uma reta de intersecao oo’
(Figura 18). Ao determinarmos esses planos, teremos os pontos A, B, C e D do
plano a.. Também vamos determinar um ponto X que pertence a intersecéo entre
os dois planos. Através dos pontos correspondentes A’, B, C’ e D’, que

pertencem ao plano o’ nés podemos definir a posi¢ao do ponto X.

Costa e Costa (1994) levantam trés hipoteses em relacdo a posi¢cdo do
ponto X’. A primeira € que X’ ndo pertence a ao’, a segunda é que X’ pertence a
aa’ € por fim, o ponto X’ pode ser coincidente com o ponto X, sendo um ponto
duplo da projetividade entre o e o’. Ao determinarmos o ponto Y também sobre

a reta ao’, teremos as mesmas hipoteses em relagao ao ponto Y.
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Figura 18 - Intersecdo entre planos de pontos

Fonte: Adaptado de Costa e Costa (1994)

Costa e Costa (1994) apresentam as combinac¢des das hipoteses em
relacdo aos pontos X’ e Y’, determinando algumas situagdes especificas para a
reta XY. Quando X’ e Y’ ndo pertencem a aa’, a reta XY’ € uma reta qualquer
de o’ que é projetiva da reta XY. Quando X’ ndo pertence a aa’ e Y’ pertence a
aa’, ou ao contrario, a reta X’Y’ € um caso comum de projetividade em relagéo a
reta XY, pois ndo possuem nenhum ponto duplo. Se X’ coincidir com o ponto X
e Y’ nao pertencer a aa’, teremos um caso de perspectividade, pois as retas

terdo um ponto duplo.

Quando X' pertence a aa’ e Y’ é coincidente com Y, ou X’ e Y’ pertencem
a ao’ sem coincidir com os pontos objetos, teremos uma reta dupla entre os
planos a e o’. Quando X' e Y’ coincidem com os seus pontos objetos, teremos
novamente uma reta dupla que necessariamente ndo é uma reta dupla de pontos
duplos. Mas a partir do momento em que temos um ponto Z=Z’ sobre a reta ao’,
essa reta passa a ser uma reta dupla de pontos duplos, deixando de ser uma

homografia entre planos de pontos para ser uma homologia.

3.1.8.1.2. Teorema de Desargues
Para demonstrar o teorema de Desargues vamos tomar por base o trilatero
formado pelas retas a, b e ¢, que tem como vértices os pontos A, Be C e
pertencem ao plano «, que apresentam como imagens em «’ o trilatero composto

pelas retas a’, b’ e ¢’, bem como os vértices A’, B’ e C’ (Figura 19).
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Figura 19 - Trilateros

Fonte: Autoria Propria

Podemos observar que as retas a e a’ determinam um plano que
chamaremos de B. As retas b e b’ também determinam um plano que
chamaremos de y. Por fim, as retas ¢ e ¢’ também determinam um plano que
chamaremos de d. Ao tragarmos a reta AA’ estamos determinando a intersegao
entre os planos B e 6. A reta BB’ vai determinar a interse¢ao entre os planos y e
B. Por fim, a reta CC’ vai determinar a intersecéo entre os planos y e 6 (Figura

20).

Figura 20 - Intersecdo entre os planos

Fonte: Autoria Propria
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Ao prolongarmos as retas AA’, BB’ e CC’ encontraremos 0 ponto de
intersecao entre os trés planos. Esse ponto que ndo pertence a o e nem o', € 0
centro de homologia e chamaremos de S. Esse é o teorema desenvolvido por

Desargues (Figura 21).

Figura 21 - Teorema de Desargues

Fonte: Autoria Propria

O ponto S é o centro de uma radiacdo de retas. Ao ser cortada pelo plano
o, determinamos os pontos do plano a. Ao ser cortado por o', determinamos os
pontos do plano o’. Costa e Costa (1994) afirmam que os planos “a e o’ sé&o
PERSPECTIVOS entre si [...], uma vez que ambos sédo secdes de uma mesma
forma” (p.147). Podemos observar também que ao prolongarmos as retas a e a’,
b eb’ ecec elas vao determinar pontos que pertencem a reta de intersecéo
entre os planos a e o’. Assim determinaremos uma reta dupla de pontos duplos,

que sera o eixo de homologia.

3.1.8.2. Homologia
Segundo Ceppi e Fournier (1961), a homologia € uma homografia entre
formas planas sobrepostas que admite uma reta de pontos unidos. Costa e Costa

(1994) definem a homologia como “uma perspectividade entre dois planos
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pontuais, que também acarreta uma perspectividade entre dois planos de retas”
(p.148).

Como demonstrado no Teorema de Desargues, em uma homologia entre
dois planos de pontos a e o, ao tragarmos uma reta entre os pontos homologos
A e A’ eles estardo alinhados a um ponto S, que ndo pertence aos planos a. e o’

Esse ponto & chamado de centro de homologia.

Ao prolongarmos as retas homologas a e a’, elas vao se encontrar em um
ponto que pertence a intersecdo de aa’, essa reta € chamada de Eixo de
Homologia que sera nomeada pela letra e. O eixo de Homologia tem como
caracteristica ser uma reta de pontos duplos, j& que é uma reta que pertence

tanto a o, como a o’. (Figura 22)

As retas limites de uma homologia sdo chamadas de retas que
correspondem a reta imprépria. As retas limites na homologia sao paralelas ao
eixo de homologia. Portanto, ao encontrar um ponto podemos determinar as
retas limites. (CEPPI E FOURNIER, 1961). Para apresentar os conceitos das
retas limites vamos aproveitar o exemplo do trilatero usado para demonstrar o

Teorema de Desargues.

Ao tomarmos o par de retas homélogas b e b’, determinamos um ponto
improprio D'~ imagem que pertence a reta b’ (Figura 22). Por D'~ se tratar de
um ponto que esté infinitamente distante, sera necessario passar uma paralela
areta b’ pelo centro de homologia S para que o ponto D’~ faga parte do feixe de

raios que parte do ponto S.

A partir do momento em que a projetante de D’~ encontra a reta b,
determinaremos o ponto D que € o ponto objeto correspondente ao ponto D’«.
Para Costa e Costa (1994) o lugar geométrico de todos 0s pontos que possuem
a imagem impropria sera a reta que € resultante da intersecdo do plano formado
por todas as retas que séo paralelas a o’ e passam pelo ponto S, com o plano a.
Esse lugar geométrico contém o ponto D e a reta de intersecdo, que
chamaremos de reta d, e ela € paralela ao eixo de homologia. Essa reta €
denominada de “EIXO DE DESVANECIMENTO da homologia, pois € o limite de

todos os pontos objetos cujas imagens DESVANECEM no infinito. Uma forma
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elegante de definir o eixo d é como a reta objeto cuja imagem é a reta imprépria
do plano o/, ou seja, d’=” (COSTA E COSTA, 1994, p.149)

Figura 22 - Eixo de Desvanecimento

Fonte: Autoria Propria

Agora ao tomarmos o par de retas homodlogas c e ¢’, determinamos um
ponto impréprio F~ objeto, que pertence a reta ¢ (Figura 23). Ao ligarmos F« ao
centro de homologia S por meio de uma paralela a reta ¢, podemos determinar
0 ponto imagem F’, que pertence a reta ¢’. Assim como na situagao anterior, as
retas paralelas a o que passam pelo ponto S vdo determinar um plano. A
intersecdo desse plano com o plano o’ vai determinar a reta f’, que vai conter o
ponto imagem F’'. Costa e Costa (1994) denominam essa reta de “EIXO DE
FUGA da homologia. E o lugar para onde FOGEM os pontos imagens quando

seus objetos se afastam indefinidamente sobre a.” (p. 150).
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Figura 23 - Eixo de Fuga

Fonte: Autoria Propria

Como citado anteriormente, Ceppi e Fournier (1961) afirmam que as retas
limites s@o paralelas entre si e paralelas ao eixo de homologia (Figura 24).
Podemos perceber isso ao analisarmos a proxima figura. Os planos que
determinam as retas limites sédo paralelos aos planos a e a’, em consequéncia
as retas e, d e f’ vao ser paralelas entre si. Outra relagdo que podemos observar
€ que a distancia de uma reta limite ao eixo de homologia é a mesma distancia
entre a outra reta limite o centro de homologia. Ou seja, a distanciade Sad é a

mesma distadncia de f a e, e a distdnciade Saf éamesmadedace.
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Figura 24 - Relag&o entre os eixos

Fonte: Autoria Prépria

A homologia apresenta alguns casos particulares: o primeiro que
apresentamos € quando o centro de homologia é improprio e o eixo de homologia
€ préprio. Nesse caso, a homologia € chamada de afinidade. Nele, os pontos
correspondentes estdo em projetantes que sao paralelas entre si e concorrem
no centro improprio S«. Na afinidade pode ocorrer um caso ainda mais patrticular,
no qual o centro S« é o ponto impréprio das projetantes que sao perpendiculares
ao eixo de homologia (Figura 25). Quando isso acontece, teremos a afinidade
harmdnica ortogonal, que € uma simetria (CEPPI E FOURNIER, 1961).
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Figura 25 - Afinidade Harmdnica Ortogonal

Fonte: Autoria Propria

Quando o eixo de homologia é improprio e o centro de homologia € proprio,
a homologia que vamos obter € chamada de homotetia. Neste caso, o eixo de
homologia é impréprio pois os planos « e « séo paralelos entre si (Figura 26).
Logo, o eixo de homologia vai ser improprio assim como 0s eixos de
desvanecimento e de fuga, ja que os planos que determinam a intersec¢ao que

da origem aos eixos serdo paralelos aos planos a e o’

Figura 26 - Homotetia

Fonte: Autoria Prépria
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Outro caso especifico da homologia € quando o centro e o eixo de
homologia sdo impréprios. Neste caso a figura objeto vai ser igual a figura
imagem. Essa homologia € conhecida como translacdo. Logo, a figura objeto

sera igual a figura imagem (Figura 27).

Figura 27 - Translacao

Fonte: Autoria Propria

3.1.8.3. Homologia entre planos sobrepostos
A partir de agora analisaremos a homologia entre planos sobrepostos, no
qual a e o’ pertencem ao mesmo plano onde é realizado o desenho, ndo havendo
mais a necessidade de limitar os planos que estdo sendo trabalhados. Mesmo
trabalhando num plano bidimensional, os elementos do plano objeto séo distintos

dos elementos do plano imagem.

Na homologia entre planos sobrepostos os elementos da homologia
continuam os mesmos, tendo as mesmas propriedades (Figura 28): o centro de
homologia (S) é o centro do feixe de retas que projetam todos o0s pontos objetos
e pontos imagens; o eixo de homologia sera a reta de pontos duplos; o eixo de
desvanecimento € o lugar geométrico de todos os pontos objetos no qual a
imagem esta no infinito; e o eixo de fuga é o lugar geométrico de todos os pontos

improprios cujo ponto objeto esta no infinito.
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Figura 28 - Homologia entre planos sobrepostos

Fonte: Autoria Propria

Quando tomamos o ponto S (centro de homologia), a reta e (eixo de
homologia entre duas retas a e a’), os pares de pontos homélogos Ae A’, Be B’
(que pertencem as retas a e a’ respectivamente), as projetantes dos pontos A e
A’, B e B’ (que cortam o eixo de homologia nos pontos EA e EB), teremos a razao
dupla (SEAAA’) = (SEABB’) = K. Essa constante se chama constante de

homologia e é igual a razdo da distancia entre a reta limite ao centro de

homologia e ao eixo de homologia (VERA, 1941).

3.1.8.4. Imagens pré-dimensionadas
Em alguns casos especificos de homologia precisaremos que a figura
objeto assuma posicdes especificas depois de transformada homologicamente.
Para alcancar esse objetivo, alguns elementos como o centro de homologia (S)
e 0 eixo de desvanecimento (d) precisam ocupar, de igual modo, algumas

posicdes especificas.
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O primeiro fator que podemos controlar nas figuras é o paralelismo. Dadas
duas retas a e b no plano a (Figura 29), para que suas retas imagens sejam
paralelas entre si, 0 ponto de intersecao entre as duas retas objetos devem se
apoiar no eixo de desvanecimento (d), ja que ele € o lugar geométrico de todos

0S pontos objetos que tém sua imagem no infinito.

O centro de homologia pode ser escolhido arbitrariamente, e ele vai ser o
responsavel por determinar a direcdo que as retas paralelas vao ter. Outro

elemento que pode ser escolhido arbitrariamente é o eixo de homologia (e).

Figura 29 - Caso de paralelismo

Fonte: Autoria Propria

Outro fator que podemos controlar € a angulacéo entre as retas imagens.
Dadas as retas a e b no plano a, vamos determinar as retas imagens a’ e b’ tal
gue a angulacéo entre elas seja 45°. Nesse caso, 0 eixo de desvanecimento (d)

pode ser arbitrario, contanto que ndo passe pelo ponto de intersecdo entre as
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duas retas (Figura 30). Pois, se o ponto de intersec¢éo for improprio, vamos voltar

ao caso do paralelismo entre as retas imagens.

Figura 30 - Caso de angulacédo 1

Fonte: Autoria Prépria

Diferente da situacdo anterior, o centro de homologia ndo pode ser
arbitrario. A partir do momento que o eixo de desvanecimento corta as retas
dadas, sdo gerados os pontos L e K, que terdo seus pontos imagens
correspondentes na reta d’ que é impropria. Assim como na situagao anterior, 0
centro de homologia determinou a dire¢do das retas imagens. Aqui o centro S
vai continuar determinando a direcdo das retas imagens que precisam ter uma
angulacado de 45° entre si. Para isso, 0 ponto S precisa estar localizado no arco
capaz de 45° determinado pelos pontos L e K (Figura 31), pois assim
garantiremos que a diregcado das retas imagens que contém os pontos L’ e K’
fardo a angulacdo determinada. O eixo de homologia nesse caso pode ser

arbitrario.
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Figura 31 - Caso de angulacéo 2

Fonte: Autoria Prépria

Outra transformacdo que podemos fazer na reta com base em um
parametro definido anteriormente € a transformacéo de dimensao linear. Dada
uma reta a objeto com os seus pontos A e B determinados (Figura 32), podemos
transformar homologicamente a reta com o objetivo de que a reta imagem tenha
uma dimensao especifica. Se este for o objetivo, 0 eixo de desvanecimento
devera cortar a reta dada em qualquer um de seus pontos. O centro de
homologia (S), que vai determinar a dire¢cao da reta, pode ser posicionado

arbitrariamente a partir do momento em que a direcdo da reta esta determinada.
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Figura 32 - Dimens&o linear

wn

Fonte: Autoria Prépria

3.2.Curvas Conicas
Este topico é dedicado ao principal objeto da nossa analise: as curvas
coOnicas. Por se tratar de um elemento de extrema importancia para essa
pesquisa, decidimos dar um destaque para elas. Aqui traremos alguns
elementos histéricos, bem como apresentaremos as maneiras que podemos
estuda-las, além de fazer uma andlise a luz da Geometria Projetiva, buscando
entender o que acontece com os elementos das curvas conicas. Por fim, vamos

entender como podemos transformar uma curva homologicamente.

3.2.1. Aspectos Historicos
Quando pensamos na origem das curvas cbnicas precisamos voltar a
escola de Eudoxo, onde alguns matematicos como Menaecmus e Aristeu
descobriram as conicas a partir do problema da duplicacédo do cubo. Para esses
matematicos, obtenc¢éo das cbnicas dependia do angulo vértice do cone quando
ele era agudo, reto ou obtuso (ROQUE E CARVALHO, 2012).
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Ainda falando sobre a histéria das conicas, é impossivel ndo fazer
referéncia a Apolonio. Nascido em Perga, no Sul da Asia Menor, por volta do ano
262 a.C, Apolbnio era um dos trés grandes matematicos da sua época, dividindo
esse posto com Euclides e Arquimedes. Mesmo sendo um grande astronomo,
Apolbnio ficou conhecido como “O Grande GeOmetra” pelo trabalho
desenvolvido sobre o estudo das conicas denominado de Secc¢bBes Coénicas.
Esse trabalho apresenta cerca de 400 proposicoes divididas em oito livros, no
qual foi feito um estudo que superou trabalhos anteriores desenvolvidos por
Aristeu e Euclides. (EVES, 2004)

No estudo das cobnicas desenvolvido antes de Apolénio, os gregos
precisavam de trés tipos de cone de revolucdo, nos quais através da secao de
um plano, perpendicular a uma geratriz do cone, se obtinha uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola. No primeiro livro do seu tratado, Apolénio obtinha
todas as secdes cbnicas a partir de um cone circular duplo, reto ou obliquo.
Apolbnio foi o responséavel por introduzir os nomes elipse, parabola e hipérbole.
(EVES, 2004). Ainda sobre os feitos de Apoldnio, Eves destaca que no segundo
livro ele trata das propriedades das assintotas e hipérboles conjugadas e do

tracado das tangentes.

O Livro Il contém teoremas variados, incluindo alguns sobre &reas
como: se as tangentes a uma coOnica em dois pontos A e B se
interceptam em C e também interceptam os didmetros por B e Aem D
e E, entdo os tridngulos CBD e CAE tém areas iguais. Encontram-se
também propriedades harménicas de polos e polares (um assunto
familiar aos que fizeram um curso elementar de geometria projetiva) e
teoremas relativos ao produto de segmentos de cordas que se
interceptam. (EVES, 2004, p.199)

Em seu quarto livro, Apolonio prova algumas das proposicdes feitas no
terceiro livro relativas a propriedades harménicas de polos e polares. O livro V é
o um dos livros que possuem mais destaque. Nele, Apol6nio “aborda as [retas]
normais como segmentos de reta maximos e minimos tirados a um ponto da
curva e ocupa-se da construcédo e enumeracao de [retas] normais por um ponto
dado.” (EVES, 2004, p. 200). No livro VI sao vistos teoremas e problemas de
construgdo das conicas iguais e semelhantes, mostrando também como a partir
de um cone reto dado podemos encontrar se¢des iguais a uma conica dada. No
livro VII sdo apresentados os teoremas envolvendo os diametros conjugados.
(EVES, 2004)
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3.2.2. Como obter as curvas conicas

Com base no que vimos no tépico anterior, vamos levar em consideracao
os estudos de Apoldnio, que admitiu que a partir da intercesséo do cone reto ou
obliquo de duas folhas, podemos encontrar as curvas cbnicas. Antes de mostrar
como obter as curvas conicas, queremos chamar atencao para duas defini¢coes
importantes para a compreensdo do conteudo: a primeira definicdo € para
superficie conica de revolucéo (Figura 33), que é uma superficie gerada a partir
da rotacdo de uma reta obliqua em torno de um eixo fixo, onde essa reta concorre
em um Unico ponto com o eixo, esse ponto € chamado de vértice. A segunda
definicdo que queremos chamar atencéo € a do cone de revolucao (Figura 33),
que € a rotacao da regido delimitada entre uma reta obliqua (geratriz) a um eixo
fixo (diretriz). (PEREIRA et al, 2017)

Figura 33 - Superficie Cbnica de Revolugdo e Cone de Revolugéo

Fonte: Autoria Prépria

Sabendo a diferenca entre a superficie conica de revolucdo e o cone de
revolucdo, vamos agora analisar como obter as curvas coOnicas a partir da
intersecado de uma superficie conica de revolugdo com um plano a. Essa analise
sera feita com o auxilio de um modelo didatico virtual elaborado por Ferreira
(2017)° utilizando o software GeoGebra, no qual através da manipulacdo dos

parametros pré-definidos, € possivel obter a representacdo das curvas conicas.

° 0 modelo pode ser acessado através do link: https://www.geogebra.org/m/uj2bfSJV
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A primeira situagdo que vamos analisar € quando o plano a faz uma
angulacdo de 90° em relacédo ao eixo da superficie conica (Figura 34). A figura
gue vamos obter é uma circunferéncia e isso acontece porgue o eixo gera um
ponto de intercessdo com o plano a e a superficie conica também gera pontos

de intercessao com o plano a, pontos esses que sao equidistantes ao eixo.

Figura 34 - Circunferéncia

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

A préxima situagdo que vamos analisar € quando o plano a faz uma
angulagdo menor do que 90° com o eixo, e uma angulagdo maior do que o angulo
formado entre a geratriz e o eixo da superficie cbnica. A figura que vamos obter
nessa situacao € a elipse (Figura 35). Apresentamos uma definicdo para a elipse,
que é “o lugar geométrico dos pontos para os quais a soma das distancias a dois
pontos distintos fixados € igual a uma constante, maior que a distancia entre
esses pontos” (LOPES, 2011, p.55)
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Figura 35 - Elipse
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Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

Agora vamos posicionar o plano a em uma posi¢ao especifica, de tal forma
que a angulacao entre ele e o eixo vai ser a mesma angulagéo entre a geratriz e
0 eixo. Quando o plano esta nessa posi¢do, 0 que vamos obter é uma parabola

(Figura 36), que é o lugar geométrico dos pontos que sdo equidistantes a uma
reta e um ponto fixo. (LOPES, 2011)

74



Figura 36 - Parabola
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Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

Posicionando o plano a com uma angulagédo com o eixo menor do que a
angulagéo da geratriz com o eixo, o plano vai passar a cortar as duas folhas da
superficie conica. Dessa forma obteremos a hipérbole que, por definicdo, “é o
lugar geométrico dos pontos para os quais a diferenca das distancias a dois
pontos distintos fixados é um valor absoluto igual a uma constante, menor que a
distancia entre esses dois pontos fixados” (LOPES, 2011, p.75).
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Figura 37 - Hipérbole
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Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

Ainda manipulando o plano a de tal forma que o plano passe pelo vértice
da superficie cbnica, podemos obter as chamadas conicas degeneradas (Figura
38). A primeira cbnica degenerada que apresentamos € 0 ponto que obtemos a
partir do momento em que o plano passa pelo vértice e tem uma angulacao igual
ou menor que 90° e maior que a angulacéo entre a geratriz e o eixo da superficie.
Outra cbnica degenerada acontece quando o plano a passando pelo vértice e
fazendo com o eixo a mesma angulacédo que a geratriz faz com o eixo, 0 que
vamos obter € uma reta. Uma terceira conica degenerada pode ser obtida a partir
do momento em que o plano a passa pelo vértice e faz uma angulacdo menor
que a angulacdo da geratriz com a superficie conica gerando, assim, as retas
concorrentes.
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Figura 38 - Conicas Degeneradas

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

3.2.3. Elementos das conicas
Esta parte do texto esta reservada para que possamos destacar quais sao
0s elementos que compdem as curvas conicas. A principio vamos focar s6 nos
elementos fazendo uma andlise euclidiana das curvas conicas, mas futuramente
estaremos analisando, apoiado nos principios da Geometria Projetiva, o que

acontece com cada elemento quando mudamos a posi¢cdo do plano com o
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objetivo de encontrar outra curva cOnica. Para este primeiro momento, vamos
apresentar quais sao os elementos relativos as propriedades geométricas da

cbnica quando a curva é uma circunferéncia (Figura 39).

Figura 39 — Elementos da Circunferéncia
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Fonte: Autoria Propria

O primeiro elemento que destacamos é o centro da circunferéncia: ponto
fixo que equidista de todos os pontos que pertencem a circunferéncia. Outro
elemento que destacamos € o raio, que é o comprimento do segmento apoiado
no centro da circunferéncia e em um ponto que pertence a circunferéncia. A
corda é gualquer segmento de reta que tem suas extremidades apoiadas em
dois pontos distintos da circunferéncia. Quando essa corda passa pelo centro da
circunferéncia, chamamos ela de diametro, que é a maior corda possivel e tem
o dobro do tamanho do raio. Ainda temos o arco da circunferéncia, que é
qualquer parte da circunferéncia apoiada em dois pontos pertencentes a ela
(BARROS, 2018).

Agora vamos analisar os elementos que compdem a elipse (Figura 40): o
primeiro que destacamos sdo os focos?, que séo dois pontos distintos que n&o
pertencem a elipse. Ao estabelecermos uma reta que passe por esses dois

pontos, determinaremos a reta focal. Antes de falar um pouco mais sobre essa

10 Ao longo do textos discutiremos as propriedades focais demonstradas por Dandelin e Morton.
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reta focal, queremos chamar atencdo para os vértices da elipse, que podem ser
classificados em vértices principais e secundarios. Os vértices principais sao 0s
pontos de intercessédo da elipse com a reta focal, ja os vértices secundarios sédo
0s pontos de intercessdo entre a reta que é perpendicular a reta focal, passando
pelo ponto médio entre os focos. Esse ponto médio entre os focos € chamado

de centro da elipse.

A reta focal também € conhecida como eixo maior ou eixo principal e ele
esta apoiado nos vértices principais da elipse. A reta que determina os vértices
secundarios € chamada de eixo menor ou eixo secundario. Outro elemento que
destacamos sdo as cordas da elipse, que sdo segmentos que estdo apoiados
em dois de seus pontos distintos. Quando esse segmento € perpendicular ao
eixo maior, passando por um dos focos, chamamos essa corda de corda focal.

O segmento de reta apoiado em um dos pontos da elipse e em um de seus
focos é chamado de raio vetor. Como elementos da elipse ainda temos a
circunferéncia principal, a circunferéncia secundaria e as circunferéncias
diretrizes. A circunferéncia principal é aguela cujo centro coincide com o centro
da elipse e o seu diametro é a medida do eixo maior. A circunferéncia secundaria
€ aguela que também coincide seu centro com o centro da elipse mas o seu
didmetro é a medida do eixo menor. Ja as circunferéncias diretrizes sao as que
tem como centro os focos da elipse e 0s seus diametros tém a medida do eixo
maior (BARROS, 2018).
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Figura 40 - Elementos da Elipse

L: Lentro ga tlipse
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Fonte: Autoria Prépria

Vamos agora apontar os elementos da parabola (Figura 41). O primeiro
elemento que destacamos é o foco: trata-se de um ponto fixo ndo pertencente a
pardbola cuja distancia desse a um ponto qualquer da parabola em questéo é

igual a distancia desse ponto a uma reta que chamamos de diretriz.

A reta que passa pelo foco da parabola e é perpendicular a reta diretriz €
chamada de reta focal ou eixo da parabola. O vértice € o ponto de intercessao
entre o eixo e a parabola. Ele é também o ponto médio entre o foco e a reta
diretriz. A corda é o segmento que esta apoiado em dois pontos distintos da
pardbola. Quando essa corda € perpendicular ao eixo e passa pelo foco,
chamamos de corda focal. (BARROS, 2018)
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Figura 41 - Elementos da Parabola
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Fonte: Autoria Propria

Por ultimo, vamos apontar os elementos da hipérbole (Figura 42): os focos
da hipérbole séo dois pontos fixos distintos, de onde é possivel fazer a relacéo
entre distancias a um ponto qualquer da hipérbole. Esses dois pontos
determinam a reta focal da hipérbole e a distancia entre os dois pontos €&
chamada de segmento focal.

O ponto médio do segmento focal é o centro da hipérbole. Os seus vértices
sdo determinados pelo encontro da reta focal com a hipérbole. O eixo transverso
da hipérbole é o segmento de reta que une os vértices. A reta perpendicular ao

eixo transverso, passando pelo centro da hipérbole € o eixo ndo transverso.

As assintotas da hipérbole sdo as duas retas que passam pelas diagonais
do quadrilatero que tem como lados as medidas do eixo real e do eixo imaginario,
sendo paralelas a eles e passando pelas extremidades de cada eixo. As cordas
sdo os segmentos de reta que estdo apoiados em dois pontos distintos da
hipérbole. Quando essa corda passa por um dos focos e € perpendicular a reta

focal, chamamos de corda focal.

Quando ligamos um ponto qualquer da hipérbole a um dos focos, estamos
determinando o raio vetor. A circunferéncia principal da hipérbole é aquela cujo
centro coincide com o centro da hipérbole e o seu didametro é o tamanho do raio
real. A circunferéncia secundaria também tem como centro o centro da hipérbole,

mas o seu diametro € o tamanho do eixo imaginario. Os ultimos elementos da
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hipérbole que queremos destacar sdo as circunferéncias diretrizes, que tém
como centro os focos da hipérbole e os seus diametros séo iguais a medida do
eixo real. (BARROS, 2018)

Figura 42 - Elementos da Hipérbole
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C: Centro da Hipérbole
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Fonte: Autoria Propria

Ainda sobre os elementos das curvas cOnicas, vamos destacar agora a
excentricidade, que € a razao constante determinada entre um ponto qualquer

da curva conica e uma reta de seu plano.

Tomando por base os estudos de Monteiro (2014), vamos analisar o
teorema a seguir: “Seja C um cone reto sendo intersectado por um plano . Se
P € um ponto qualquer da intersecéo, entdo existe um ponto F e uma reta d fixos,
pertencentes ao plano de corte 1, tais que, as distancias de PaFe de P a d

mantém uma razao constante”.

Considerando os elementos da figura a seguir (Figura 43), temos um cone
reto com veértice V, que é cortado pelo plano 1. S1 € uma esfera de Dandelin que
esta inscrita no cone C e é tangente ao plano m no ponto F, que é o foco da
curva. O plano 6 contém a circunferéncia cl, que € gerada a partir do ponto de

tangéncia entre a esfera e o cone. Areta d é a intersecdo entre os planos e 6.
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Figura 43 - Excentricidade de uma cénica

Fonte: MONTEIRO, 2014, p.19

Vamos determinar um ponto P na cbénica e um ponto P’, tal que este esteja
apoiado no pé do segmento de reta que passa pelo P e é perpendicular a reta d.
Ao determinar a geratriz que passa pelo ponto P, ela vai interceptar a
circunferéncia c1 no ponto R. Ao passar uma reta paralela ao eixo pelo ponto P,
ela vai interceptar o plano 6 no ponto Q. Ao tomarmos o triangulo determinado
pelos pontos PRQ, podemos observar que o angulo no vértice P € igual ao

angulo formado entre a geratriz do cone e o0 eixo, ja que eles sdo alternos

. A R PQ _, A
internos. Por se tratar de um triangulo retangulo, o cos(a) = PR Ja no triangulo

retangulo formado pelos pontos QPP’, o angulo formado no vértice P é igual ao

angulo B, 10go 0 cos(f) = }f—g (MONTEIRO, 2014).

Com isso, temos que PQ = cos(«).PR = cos(f).PP’. Sabemos que PP’ é
igual a distancia entre o ponto P e a diretriz, e que pela propriedade das

tangentes as esferas, a distancia entre os pontos P e R é a mesma distancia

D(P,F)_cos (B)
D(P,d) cos (a)

entre os pontos P e F. Logo, o cos(a) . D (P,F) =cos (8) . D (P,d) =
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A razdo <28 ¢ chamada de excentricidade de uma conica (e). Entado todas as

cos (a)

vezes que tivermos um ponto P resultante da intersecdo de um cone com um
plano, vao existir um ponto F e uma reta diretriz, tais que % = e (MONTEIRO,

2014).

Quando a excentricidade é igual a zero, a curva que vamos ter € a
circunferéncia, onde o foco é o centro da circunferéncia e a diretriz € uma reta
impropria. Quando a excentricidade € menor do que 1, a curva que vamos ter €
a elipse, na qual o foco esta dentro da curva e a diretriz € externa. Quando a
excentricidade € igual a 1, a curva que vamos ter é a parabola, onde o foco estara
na regido convexa e a diretriz na regido céncava. Quando a excentricidade é
maior do que 1, a conica que vamos ter é a hipérbole, com os focos externos aos
ramos e a diretriz passando entre os ramos da hipérbole (COSTA E COSTA,
1978).

Agora gue conhecemos os elementos das curvas conicas vamos fazer uma
analise com base na Geometria Projetiva. Para essa analise vamos, mais uma
vez, utilizar o modelo didatico desenvolvido por Ferreira (2017)*!. Com base na
analise individual dos elementos de cada curva conica vimos que elas possuem
elementos em comum. Sera que esses elementos séo diferentes em cada curva

cOnica?

Vamos comecar a fazer essa analise a partir da elipse. O primeiro elemento
que queremos destacar sdo os focos. O que sera que acontece com esses focos
quando mudamos a posi¢ado do plano que vai cortar a superficie cdnica? Mas,
antes de trazer uma resposta para essa pergunta, queremos chamar a atengéo
para um elemento que ainda néo foi tratado em pormenores até agora, que sao

as esferas de Dandelin.

Germinal Pierre Dandelin (1794-1847) foi um matematico belga que se
apoiou nos estudos desenvolvidos por Apoldnio para fazer uma simplificacdo das
cbnicas e dar um destaque aos elementos comuns entre elas. A principal
contribuicdo que destacamos séo as justificativas para obter os focos e as retas

diretrizes sem ser de forma bidimensional. Esse trabalho de Dandelin foi feito de

11 0 modelo pode ser acessado através do link: https://www.geogebra.org/m/uj2bfSJV acessado em...
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forma colaborativa com outro matematico belga chamado Adolphe Quetelet. O
teorema de Dandelin-Quetelet defende que quando temos uma superficie conica
que é cortada por um plano, podemos gerar duas esferas que vao tangenciar o
plano e a superficie conica ao mesmo tempo. Esses pontos de tangéncia entre

as esferas e o plano secante sdo os focos da conica em questao (SOUSA, 2016).

Segundo Monteiro (2014):

O trabalho de Dandelin foi mostrar que dado um plano que secciona
um cone, existe uma ou duas esferas que sédo tangentes ao plano e ao
cone. Estas esferas séo as esferas de Dandelin. Trabalhando com a
propriedade das retas tangentes a uma esfera que dado um ponto
externo a uma esfera € possivel tracar duas retas que a tangenciam
em pontos distintos, cujas distdncias ao ponto dado s&o iguais,
Dandelin consegue encontrar os focos e verificar a propriedade focal
de uma sé vez. (p.11)

Com base nos estudos desenvolvidos por Monteiro (2014) vamos analisar
e ilustrar o teorema de Dandelin-Quetelet.

Para entender onde est&o as esferas de Dandelin em cada conica trazemos
a figura a seguir (Figura 44), que mostra que quando temos uma elipse ou uma
circunferéncia, vamos ter duas esferas proprias, que vao estar localizadas na
mesma folha da superficie conica. Quando temos a parabola, teremos uma
esfera propria e uma esfera impropria, justificando o Unico foco visivel da
parabola. Quando temos a hipérbole voltamos a ter duas esferas préprias, s6

que cada esfera vai estar em uma folha da superficie conica.
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Figura 44 - Esferas de Dandelin

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

O primeiro caso que vamos analisar é quando o plano que secciona o cone
de revolucdo tem uma angulacdo menor do que 90° com o eixo, e um angulacéo
maior do que o angulo formado entre a geratriz e o eixo da superficie cbnica.
Nessa situacao é possivel gerar duas esferas que tangenciam o cone e o plano,
0s pontos de tangéncia das esferas com o plano sé&o os focos da elipse.

Podemos observar que as circunferéncias cl e c2 foram geradas a partir
da intersecdo do cone com as esferas (Figura 45 - Esferas de Dandelin (Elipse)). Pelo
ponto P, que pertence a elipse, e a uma reta tangente as esferas nos pontos R
e Q, passamos uma reta pelos focos 1 e 2 da elipse, que do mesmo modo seréo
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tangentes as esferas, sendo RQ o segmento que determina o comprimento entre

cl ec2.

A propriedade das tangentes as esferas garante que PF1 = PQ e PF2 = PR.
Logo, PF1 + PF2 = PQ + PR= RQ. Essa soma sempre serd uma constante,
independentemente da posicdo em que o ponto P esteja em relacdo a elipse
(MONTEIRO, 2014).

Figura 45 - Esferas de Dandelin (Elipse)

A\

Fonte: MONTEIRO, 2014, p.12

O segundo caso é quando o plano que secciona o cone de revolucao tem
uma angulacdo com o eixo menor do que a angulacdo da geratriz com o eixo.
Quando isso ocorre, as esferas vao continuar tangenciando o plano nos focos,

porém, cada foco vai estar em uma folha do cone.

A partir do momento em que determinamos um ponto P qualquer na
hipérbole e tracamos a geratriz que passa por esse ponto e pelo vértice do cone,
podemos observar que essa geratriz vai interceptar as esferas nos pontos R e Q
(Figura 46). O segmento RQ vai ser o comprimento entre cl e c2. Apoiado na

propriedade das tangentes as esferas, PF1 = PR e PF2 = PQ. Logo, |PF1 — PF|
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= |PQ - PR| = RQ. Essa diferenca sempre sera uma constante,
independentemente da posicdo em que o ponto P esteja em relacao a hipérbole
(MONTEIRO, 2014).

Figura 46 - Esferas de Dandelin (Hipérbole)

Fonte: MONTEIRO, 2014, p.13

O terceiro caso, que foi provado por Pierce Morton, € quando o plano
intercepta o cone formando a mesma angulacéo que a geratriz do cone faz com
0 eixo. Visualmente vamos obter apenas uma esfera com interse¢cao com o plano
no espaco vulgar. Neste caso a reta diretriz, que é obtida a partir da intersecao
entre o plano que determina a curva cénica e o plano que contém o circulo c1, é

um elemento necessario para a demonstragao.

Ao determinarmos um ponto P qualquer na parabola (Figura 47), a geratriz
que passa por esse ponto vai gerar um ponto R na intersecao com c1. O ponto
P’ é a projecéo ortogonal do ponto P na diretriz. O ponto Q é a intersecao de c1
com a geratriz paralela ao plano da curva. A propriedade das tangentes as
esferas assegura que VQ = VR e PR = PF. O triangulo isOsceles que é
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determinado pelos pontos VQR é semelhante ao triangulo determinado pelos
pontos RPP’, com isso PP’ = PR. Logo, PF = PP’. Com isso, a distancia de P ao

foco é a mesma distancia de P a diretriz.

Figura 47 - Esferas de Dandelin (Parabola)

Fonte: MONTEIRO, 2014, p.14

Agora que sabemos sobre as esferas de Dandelin e como elas geram os
focos das cbnicas, vamos retomar a pergunta feita anteriormente evidenciando
os focos. Serd que os focos sdo elementos diferentes em cada cbnica? A
resposta é ndo. O que vai acontecer € que, dependendo da posicdo do plano
secante, esse ponto de intercessdo com a esfera vai “mudar de lugar”, podendo

ser pontos proprios ou pontos impréprios.

Entdo, sabendo que os focos da elipse sdo dois pontos proprios distintos,
esses pontos passam a ser coincidentes no centro da circunferéncia quando o
plano de secdo estd fazendo 90° em relagdo ao eixo da superficie conica.
Quando temos a parabola, sua reta focal vai ser paralela a uma geratriz do cone
e ela vai ter um foco infinitamente afastado. Logo, o segundo foco da parabola é
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um ponto improprio. Quando temos a hipérbole, esse foco que ficou infinitamente
afastado volta a aparecer na outra folha da superficie conica, voltando a ser um

ponto proprio.

O préximo elemento que vamos analisar sdo 0s veértices e 0s eixos das
cOnicas. Sabemos que o vértice é gerado a partir da intercessao da curva conica
com os eixos. Vamos fazer essa andlise partindo da elipse (Figura 48), onde
sabemos que os vértices principais estdo apoiados no eixo maior e 0s vértices

secundarios estao apoiados no eixo menor.

A partir do momento em que mudamos a angulacao do plano de tal forma
gue obtemos a circunferéncia, vemos que 0S eixos passam a ter o mesmo
tamanho, que correspondem ao diametro da circunferéncia e os vértices ainda

continuam apoiados na intercesséo dos eixos com a curva.

Figura 48 - Andlise do vértice na elipse e na circunferéncia

PR

.,

3

s
!

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)
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Antes de analisar a parabola (Figura 49) vale relembrar que cada ponto da
curva conica esta apoiado em uma geratriz dessa superficie. Isso nao é diferente
com os vertices das curvas conicas. Sabendo disso, vamos agora analisar o que
acontece com os veértices quando o plano esta com a mesma inclinagdo da

geratriz do cone, gerando a parabola.

A partir do momento em que vamos manipulando o plano para que ele fique
com a mesma angulagdo da geratriz com o eixo da superficie cénica, podemos
ver que um dos vértices principais vai ficando cada vez mais afastado. A geratriz
desse vértice concorre com o eixo maior no vértice em questdo, quando o plano
estd com a mesma angulacdo das geratrizes com 0 eixo, 0 plano vai estar
paralelo a uma Unica geratriz, que é a geratriz do vértice. Logo, o vértice, que &
0 ponto de concorréncia entre o0 eixo (que pertence ao plano), vai se encontrar
com a geratriz do vértice em um ponto infinitamente afastado. Assim, o vértice é
um ponto impréprio. O mesmo acontecera com os Vértices secundarios e, por

consequéncia, o eixo secundério também vai ser improprio.

Figura 49 - Analise dos vértices e eixos na parabola

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)
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Sabemos que quando o plano faz uma angulagdo com o eixo da superficie
cbnica menor do que a angulacéo da geratriz, a curva cénica que vamos obter €
a hipérbole. E o que acontece com todos esses elementos que analisamos até
agora? (Figura 50). A primeira coisa que podemos observar € que o plano deixa
de ser paralelo a geratriz do vértice improprio da pardbola que est4 apoiado no

eixo principal.

Porém, o vértice “volta do infinito” aparecendo na folha oposta a folha ao
qual pertence o vértice principal que ficou proprio em todas as variagdes do
plano. As geratrizes que determinam os vértices secundarios permanecem
paralelas ao plano. Logo, o eixo e 0s vértices secundarios sdo improprios. Ja
vimos a posi¢édo dos focos quando apresentamos as esferas de Dandelin. O
centro que vemos determinado pelo eixo real e o eixo imaginario € o centro

externo a curva.

Figura 50 - Andlise dos vértices e eixos na hipérbole

Fonte: Gerado a partir de Ferreira (2017)

Além dos elementos analisados até agora, a hipérbole apresenta um outro
elemento que ndo aparece na analise bidimensional da elipse, circunferéncia e

parabola, que sdo as assintotas. Elas sao retas tangentes aos vértices
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impréprios da hipérbole e concorrem no centro externo, como Vvimos
anteriormente. Quando manipulamos o plano a fim de obter a elipse e a
circunferéncia, podemos ver que as assintotas continuam sendo retas tangentes
aos vértices secundarios da curva. Porém, essas retas vao ser paralelas entre si
e paralelas ao eixo principal das curvas. Logo, o centro externo passa a ser um
ponto impréprio. Ferreira (2019) elaborou uma figura (Figura 51) com o objetivo
de tentar aproximar a abstracdo por tras dessa reflexdo das assintotas da

hipérbole.

Figura 51 - Modelo das tangentes da elipse e da hipérbole

Qe
1Qu

INZa Irafe2ado O O prNCipal, s&c 23010 & Imaginanc

Fonte: Ferreira (2019)

Resumindo toda essa andlise feita dos elementos das conicas, Ferreira

conclui que:

Toda curva coénica possui dois focos, dois centros (um interno e um
externo), dois eixos de simetria, didmetros, duas regides (uma interna
e outra externa), excentricidade, soma dos raios focais constante,
guatro vértices, tangentes, duas diretrizes e dois circulos diretores,
ufa... acho que foi isso. O que vai diferenciar uma curva da outra é
guais desses elementos sdo improprios. (FERREIRA, 2019, p.149)

3.2.4. Transformacdo Homoldgica da Circunferéncia
Apos toda a analise dos elementos das conicas, buscando entender como
0s elementos se comportam projetivamente falando, neste tdpico vamos
entender o que é a transformacdo homoldgica da circunferéncia. Nesse
momento, vale resgatar os seguintes fatos: a transformacdo homoldgica da
circunferéncia se trata de uma homologia entre planos sobrepostos, sendo um
caso das imagens pré-dimensionadas, ou seja, determinamos 0s parametros

para atingir o nosso objetivo.
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Antes de entender como transformar homologicamente um elemento, que
nesse caso € uma curva, precisamos destacar algumas propriedades. A primeira
delas é que a transformacdo homoldgica conserva o grau de uma curva que
Costa e Costa (1994) define como “o numero maximo de pontos em que uma

reta do plano pode intercepta-la” (p.173).

O grau da curva € consequéncia do teorema de Bézout, que é atribuido a
Etienne Bézout. O teorema afirma que "sejam f e g duas curvas planas de graus
n e m, respectivamente. Entdo, o nimero de pontos de interse¢cdo das duas
curvas, contados com suas multiplicidades, € no maximo m - n.” (SILVA, 2012,
p. 55).

No caso da circunferéncia, temos uma curva de segundo grau, logo uma
reta do plano sé pode interceptar a curva em até dois pontos (Figura 52). Com
isso, sua homéloga vai ser também uma curva de segundo grau. Por esse motivo

podemos obter qualquer curva conica dependendo dos parametros.

Figura 52 - llustracdo do Teorema de Bézout (circunferéncia)

Fonte: Autoria Prépria

A segunda propriedade que queremos chamar atencdo é a tangéncia. Se
um ponto A € o ponto de intersecado entre duas retas quaisquer, o seu homologo
A’ vai continuar sendo o ponto de tangéncia entre as homologas dessas duas
retas quaisquer. E por fim, a terceira propriedade que queremos chamar atencéo
é a propriedade Polo-Polar, que também é conservada apds uma transformagéao

homoldgica. Entédo, se temos o ponto P de uma reta polar p em relagdo a uma
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circunferéncia, teremos um ponto polo imagem em relagdo a uma reta polar

imagem.

Sabendo dessas propriedades vamos agora transformar uma
circunferéncia objeto homologicamente!?. A reta polar da circunferéncia vai ser
o eixo de desvanecimento da nossa transformacéo homoldgica. Nessa primeira
situacao vamos escolher passar o eixo de desvanecimento fora da circunferéncia
(Figura 53), isso significa que a nossa curva nao vai ter nenhum ponto improéprio.

Logo essa curva s6 pode ser uma elipse ou uma circunferéncia.

Figura 53 - Circunferéncia objeto e eixo de desvanecimento

Fonte: Autoria Prépria

O ponto polo dessa transformacéo vai ser determinado por duas cordas da
circunferéncia objeto, mas néo séo cordas quaisquer. O prolongamento de cada
corda corta o eixo de desvanecimento no ponto onde passam retas tangentes a
circunferéncia e nos pontos que determinam a outra corda. Nessa transformacéo
homoldgica pode acontecer, por deducdo, que o centro da circunferéncia
imagem seja o centro da curva transformada. Porém, ndo é isso que vai
acontecer, pois a imagem do ponto P objeto vai ser o centro da curva imagem.
Logo, as cordas que determinam esse ponto vao ser os eixos dessa curva. A
imagem do ponto C (centro da curva) vai ser o ponto polo imagem da curva que

vai ter como reta polar o eixo de fuga.

2 Transformac3o que ocorre através de uma homologia.
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Para que os eixos facam uma angulacéo especifica, é necessério que o
centro de homologia esteja apoiado em um arco capaz de mesma angulacao.
Utilizaremos para exemplificar, o angulo de 90°. Apoiando o centro de homologia
num arco capaz também de 90°, que é determinado pelos dois pontos que estédo
no eixo de desvanecimento. Fazendo isso garantiremos que 0s eixos da curva

imagem serdo ortogonais entre si.

Nessa transformacéo ainda podemos colocar de forma arbitraria o eixo de
homologia e a imagem de um dos pontos. A partir do momento que
determinamos esses dois elementos de forma arbitraria, os outros elementos
dessa homologia vao ser consequéncia dessa escolha, e para a transformacao
homoldgica com esses parametros 0 que vamos obter € a elipse (Figura 54)

como curva imagem.

Figura 54 - Transformacao homoldgica da circunferéncia (Elipse)

Fonte: Autoria Propria

96



Sabemos que a parabola é uma curva que possui 0 centro interno
improprio. Ou seja, para ter uma paradbola como figura imagem de uma
circunferéncia objeto, o eixo de desvanecimento precisa tocar em um ponto da
circunferéncia, pois com isso garantiremos que esse ponto de tangéncia vai ter
sua imagem infinitamente afastada. Esse ponto de tangéncia entre a
circunferéncia e o eixo de desvanecimento é o ponto polo. Partindo do
pressuposto de que a imagem do ponto polo é o centro da curva imagem,
sabemos que o centro interno da transformacdo homoldgica em questao vai

estar infinitamente afastado.

Para essa transformacéo podemos colocar de forma arbitraria o centro de
homologia e o0 eixo de desvanecimento. Para encontrar os pontos da curva
imagem podemos determinar cordas na circunferéncia objeto que tem como uma
das extremidades o ponto polo, pois ja sabemos a dire¢gdo do ponto P’. Essa

transformacao homoldgica vai resultar em uma parabola (Figura 55).

Figura 55 - Transformacdo homoldgica da circunferéncia (Parabola)
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Fonte: Autoria Prépria

Agora vamos ver 0 que acontece com a curva quando o eixo de
desvanecimento corta a circunferéncia objeto. Se escolhermos um ponto polo
qualquer fora da circunferéncia, perceberemos que a reta polar vai cortar a
circunferéncia em dois pontos. Para determinar a reta polar precisamos
desenhar duas cordas quaisquer da circunferéncia que passem pelo ponto P. A
partir do momento em que passamos retas tangentes a circunferéncia pelos
pontos determinados pelas cordas, elas vao ter concordancia em dois pontos

distintos da reta polar, que vai ser 0 nosso eixo de desvanecimento.

Ja vimos que o eixo de desvanecimento € consequéncia da posi¢do que
escolhemos para o ponto polo. Outros elementos que podem ser escolhidos de
forma arbitraria é a posicéo do eixo de homologia, o centro de homologia e um
dos pontos imagem. A partir do momento em que esses elementos sdo
escolhidos de forma arbitraria, o restante vai ser consequéncia dessas escolhas.

A transformacao homol6gica que vamos obter é a hipérbole (Figura 56).
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Figura 56 - Transformacédo homolégica da circunferéncia (Hipérbole)

Fonte: Autoria Propria
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3.3.Revisao da bibliografia
Com o objetivo de saber 0 que se pesquisa acerca da Geometria Projetiva
nos ultimos cinco anos, foi feito um levantamento das pesquisas disponiveis na
Biblioteca Digital Brasileira de teses e dissertacdes (BDTD), o periodico Capes
e 0 Scielo. Nessa revisdo bibliografica buscamos encontrar trabalhos que

tivessem como foco central a Geometria Projetiva.

Esse levantamento foi divido em trés categorias: trabalhos que apresentam
estudo tedricos, trabalhos que apresentam sequéncias de atividades e trabalhos
que apresentam aplicacdes da Geometria Projetiva. O quadro 7 apresenta 0s

resultados. O descritor utilizado para a pesquisa foi ‘Geometria Projetiva’.

Quadro 7 - Natureza das producdes

Estudos Nascimento (2017); Padua (2019); Oliveira Junior (2018);
Tedricos Giatti (2020); Cortese (2017); Cruz (2017).
Sequéncia de Rodrigues (2018); Vieira (2016); Figueiredo (2018);
atividades Cardoso Junior (2018); Pavaneli (2019); Silva (2018).

Aplicacdo da GP Souza (2017); Sena (2017); Silva (2018); Ferreira (2019).

Fonte: Dados da Pesquisa

Dentre as pesquisas classificadas como estudo teérico, Nascimento (2017)
apresenta em sua pesquisa o Porismo de Poncelet, que € um dos teoremas mais
importantes da GP. Em sua pesquisa é apresentado tanto o caso base para
triangulos como o caso geral para um poligono qualquer. O caso do triangulo
junto com as conicas é apresentado como uma possibilidade de ser explorado

no Ensino Médio como o auxilio de softwares de Geometria Dindmica (GD).

Padua (2019) propde em sua pesquisa um estudo sobre os invariantes
afins, por transformacdes afins; invariantes projetivos, por transformacodes
projetivas; e invariantes conformes, por transformacdes de Mdbius, para certos

pares de curvas.

Oliveira Junior (2018) buscou fazer uma andlise das cdnicas no contexto
sintético, analitico e projetivo, como também conhecer algumas aplicacdes
dessas curvas. Em sua pesquisa foi apresentado um contexto historico sobre os

estudos de Apol6nio e Dandelin, bem como foram trabalhados os conceitos de

100



plano projetivo e aplicagdo das cbnicas no contexto projetivo, além de

demonstrar os Teoremas de Pascal e Brianchon.

Giatti (2020) estuda as isometrias no espaco com o apoio de um modelo
euclidiano utilizando as coordenadas cartesianas, e um modelo homogéneo,
através das coordenadas homogéneas. Além desse estudo, Giatti discute as

vantagens tedricas e computacionais do modelo homogéneo.

Cortese (2017) apresenta uma reflexao historica e linguistica sobre o papel
fundamental que o infinito desempenha de acordo com Pascal. A pesquisa foi
estruturada em trés partes: a primeira é dedicada a formulacdo de uma analogia
retérica que é chamada de analogia de desproporcéo, inspirada por Secretan
1998. A segunda parte faz uma analise da pratica matematica de Pascal e na
tltima é feita uma andlise filosofica sobre o infinito pequeno e o infinito grande,

levando em consideracdo a matematica de Pascal.

Cruz (2017) estuda as transformacdes geométricas espaciais, que podem
ser executadas através de transformacdes afins, lineares ou projetivas. Essas
transformacdes foram analisadas a partir da estruturacdo em um espaco vetorial

e verificando seu comportamento.

Dentre as pesquisas que propdem sequencias de atividade, a pesquisa de
Rodrigues (2018) tem como objetivo apresenta alguns resultados da GP de tal
forma que possa ser compreendido por alunos do Ensino Médio, focando no
conceito de perspectiva e projetividade, além de apresentar tdpicos da
Geometria Projetiva Analitica para demonstrar o teorema de Desargues e
Pappus. E ainda apresentado definicbes para as conicas do ponto de vista
projetivo, bem como atividades para consolidar os contetudos abordados.

Vieira (2016) estrutura um estudo em torno da Geometria Projetiva com o
objetivo de enfatizar o papel de praticas curriculares alternativas. A pesquisa
propbée um trabalho didatico que une conceitos projetivos e é feita com a
mediacdo de softwares de graficos, levantando possibilidades para a inclusdo da

Geometria Projetiva em praticas curriculares em escolas.

Figueiredo (2018) busca na bibliografia como a Geometria Projetiva é

apresentada, buscando confeccionar um modelo didatico que mostre uma das
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possibilidades de axiomatizagédo desta teoria. O curso foi colocado em prética
com um grupo de estudantes de licenciatura em matematica de uma
universidade publica. Esses estudantes ja tinham estudado a Geometria

Euclidiana Plana.

Cardoso Junior (2018) apresenta em sua pesquisa solucdes de problemas
com a utilizagdo dos axiomas da Geometria Projetiva e um problema com
solucdo via Teorema de Desargues. Ainda em sua pesquisa é demonstrado o
teorema de Pappus, Desargues e Pascal. O trabalho apresenta uma proposta
de como fazer uma ponte entre os conceitos da Geometria Projetiva e a

Geometria Analitica e como aplicar no Ensino Médio.

Pavaneli (2019) prop6e uma sequéncia didatica baseada na Engenharia
Didatica, na qual sdo apresentadas atividades em que os alunos aprendem
algumas técnicas para melhorar a representacéo espacial usando o GeoGebra.
Ainda é apresentado o jogo Dobble, onde foi feita uma exposi¢cao de conceitos

matematicos que envolvem a estrutura do jogo.

Silva (2018) leva para uma sala de aula do 3° ano do Ensino Médio
elementos da Geometria Projetiva através da fotografia e arte, destacando
ponderacdes apresentadas em documentos oficiais sobre o ensino de uma nova
geometria para alunos da educacédo basica da rede estadual do Espirito Santo
(ES). A sequéncia foi aplicada em uma escola estadual do ES, onde foram
analisados os impactos na aprendizagem dos alunos. A pesquisa de Silva
também aparece como uma pesquisa que traz a aplicacdo da Geometria

Projetiva.

Dentre as outras pesquisas que apresentam a aplicacdo da Geometria
Projetiva, Souza (2017) mostra a aplicacdo das técnicas da Geometria Projetiva
na resolucdo de Problemas da Geometria Euclidiana. No seu texto foi tracado
um paralelo entre as duas geometrias e é realizada uma contextualizacao

histérica da Geometria Projetiva.

Sena (2017) usa construcdes projetivas e principios da Geometria Projetiva
para exibir técnicas de desenho, desenvolvendo uma metodologia para o Ensino
Médio com o objetivo de desenvolver desenhos por meio de construcdes

projetivas.
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Ferreira (2019) busca em sua pesquisa elaborar compreensdes sobre o
processo de producao de significado para determinadas no¢des matematicas em
um contexto investigativo de aprendizagem. Como parte de sua pesquisa, foi
organizado um Grupo de Estudos Independentes sobre curvas coOnicas. A
pesquisa trouxe reflexdes com base nos pressupostos da Geometria Projetiva

para analisar as curvas conicas.

3.4. Estudantes x Geometria Projetiva
Neste topico elencamos as dificuldades dos estudantes identificadas a
partir da revisdo bibliografica. Foram identificadas dificuldades em relacéo aos
conceitos basicos da Geometria Projetiva. Destacamos 0s conceitos de ponto
improprio e principio da continuidade. Ainda nesse topico apontamos indicacdes
de como os estudantes aprendem e quais etapas podem ser elencadas para a

construcéo do conhecimento.

Em sua pesquisa, Figueiredo (2018) indica possibilidades de como o
estudante aprende os conteldos estudados pela Geometria Projetiva. Na sua
investigacdo, os estudantes compreenderam o que é a Geometria Projetiva a
partir da distingdo entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Projetiva, por
meio da reconstrucdo do espaco projetivo. A familiaridade com a Geometria
Euclidiana e as distingbes em relacdo a Geometria Projetiva foram reconhecidos
como elementos que instigaram o0s estudantes para se apropriar do novo

pensamento geometrico.

Figueiredo (2018) também destaca que a utilizagdo de recursos didaticos
voltados para o conteudo em questao serve de estimulo para o aprendizado,
bem como a utilizacdo de softwares de Geometria Dinamica. Em sua pesquisa,
Figueiredo utiliza o software GeoGebra. Mesmo ndo sendo um software pensado
para trabalhar os conteddos da Geometria Projetiva, € relatado que a opcéo por
utilizar este software proporcionou aos estudantes um estudo investigativo, no
gual o autor elabora as suas questdes e realiza as descobertas no processo da

construcdo do conhecimento.

Silva (2018) destaca em sua pesquisa a importancia de contextualizar os

conteudos da Geometria Projetiva com outras areas. A fotografia foi a area
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escolhida para a sua pesquisa, e nela foi possivel trabalhar conceitos como

ponto de fuga, linha do horizonte e principio da continuidade.

Buscamos identificar nos trabalhos encontrados quais as etapas para a
construcdo do conhecimento acerca da Geometria Projetiva. Segundo
Figueiredo (2018), um ponto de partida para o estudo da Geometria Projetiva é
compreender o espaco euclidiano, bem como os postulados de Euclides, ja que
0s principais elementos da Geometria Projetiva sdo os mesmos da Geometria
Euclidiana. Schmidt (2015) ressalta que para compreender 0s conceitos
projetivos é importante que o aluno compreenda e diferencie o que € projecao e

0 que é perspectiva.

Goncalves (2013) também ressalta a importancia de compreender o que é
projecdo e o que € perspectiva, bem como destacar as diferencas entre a
projecéo conica e a projecao cilindrica. O autor ainda destaca a importancia de
refletir sobre o principio da continuidade para que os alunos compreendam que

duas retas paralelas concorrem no ponto impréprio.

Apéds a revisao bibliogréfica foi observado que os trabalhos encontrados
abordam, em sua maioria, conceitos mais introdutorios da Geometria Projetiva,
além de serem escassas as pesquisas realizadas com enfoque prorprio. Por

esses motivos poucas dificuldades foram elencadas com base no levantamento.

A primeira que destacamos € a relatada na pesquisa de Pavaneli (2019),
na qual a pesquisadora identificou que os alunos possuem dificuldade em aceitar
a possibilidade de que existe um plano impréprio, onde podemos trabalhar com
retas improprias e pontos improprios. Com base no estudo epistemoldgico, é
imprescindivel que aceitemos a existéncia do espaco impréprio para poder

compreender os conteudos estudados pela Geometria Projetiva.

A segunda dificuldade dos estudantes que queremos destacar foi relatada
por Schmidt (2015). Em sua obra, o pesquisador identifica que os estudantes se

atrapalham na compreensao dos conceitos de perspectiva e de projecao.

As dificuldades citadas anteriormente fazem parte do repertorio das
dificuldades dos estudantes, porém quem tem contato mais frequente com a

Geometria Projetiva sabe que as dificuldades vdo mais além. Ndo podemos
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deixar de fora dessa lista as dificuldades dos estudantes na compreensao de
conceitos como o da Dualidade, bem como o conceito de invariante de uma

transformacao.

3.5.0 uso de tecnologias na Geometria Projetiva
As pesquisas encontradas no levantamento realizado apontam a
importancia de utilizar softwares de Geometria Dinamica para auxiliar o processo
de ensino e aprendizagem da Geometria Projetiva, dentre elas destacamos a de
Figueiredo (2018) que na auséncia de um software especifico de geometria
dindmica para a Geometria Projetiva, utilizou o GeoGebra em sua pesquisa.

Nessa etapa da pesquisa vamos fazer uma analise dos softwares
Geogebra e Cabri-Géometre Il, a fim de verificar se eles possuem 0s requisitos
necessarios para a representacao dos teoremas e tracados apresentados pela
Geometria Projetiva. Para atender a proposta da pesquisa, foram feitas algumas

escolhas metodologicas que viabilizassem a andlise.

Este subtopico € divido em 3: 0 primeiro apresenta uma justificativa para a
escolha dos softwares a serem analisados. No segundo subtopico apresentamos
a explicacdo dos critérios de anélise adotados e uma descricdo de cada critério.
E o terceiro subtdpico apresenta o resultado da analise.

3.5.1. Os softwares escolhidos
O primeiro software que escolhemos para a analise € o Geogebra, que se
trata de um software de matematica dindmica gratuito e que apresenta
multiplataforma, estando disponivel para o uso online ou para download. O
Geogebra foi criado em 2001 como tese de Markus Hohenwarter e € um software
educativo que combina a geometria gréfica, algebra, tabelas, graficos, estatistica

e célculo em um Unico aplicativo.

O segundo software escolhido foi o Cabri-Géométre Il, é um software de
construgdo geométrica desenvolvido pelo Institut d'Informatige et de
Mathematiques Appliquees em Grenoble (IMAG). Ele é resultado de um trabalho
colaborativo, que além de possibilitar as constru¢bes geométricas, permite a
manipulacdo dessas construgcbes sem que as suas propriedades sejam

alteradas.
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A escolha por softwares de Geometria Dinamica se deu por alguns motivos
pessoais. O primeiro motivo se da através da participacdo do presente autor em
um curso de extensdo de Geometria Projetiva para professores, oferecido pelo
Departamento de Expressdo Gréafica (DEG) da Universidade Federal de
Pernambuco (UFPE) no ano de 2019.

Um dos conteudos apresentados no curso de extensdo foi a transformacéo
homoldgica da circunferéncia, que € um dos tracados a serem analisados nessa
pesquisa. Com isso surgiu o0 interesse em construir esse tracado utilizando
softwares de geometria dindmica com o objetivo de manipular o centro de
homologia e ver o processo dinamico da circunferéncia se transformando nas
curvas conicas. Dai o intuito em realizar experimentacdes com o GeoGebra e 0

Cabri-Géometre II.

Outro motivo pessoal que gerou o interesse na escolha do software
GeoGebra foi o relato do professor da disciplina de Geometria Projetiva, que é
oferecida pelo DEG a turma do quinto periodo do curso de Licenciatura em
Expressao Grafica (LEG) da UFPE. O GeoGebra foi o software escolhido para
ser usado na disciplina, que foi ministrada de forma remota, no semestre de
2020.1 no periodo da pandemia do COVID-19. Em conversa com o professor,
foi relatado que quando a transformagdo homoldgica da circunferéncia estava
sendo o0 assunto em questéo, o software nao representou a parabola, mesmo o

tracado sendo construido de forma correta.

Ainda como justificativa da escolha do software, Sousa em sua pesquisa
destaca algumas potencialidades e limitacdes da utilizacdo do Geogebra. Foi

observado que o Geogebra 2D:

N&o permite a criagdo de situagcdes complexas em que se articule as
representacdes gréficas bi e tridimensionais e algébricas de casos
limites das cbnicas. Ou seja, 0 mesmo ndo suporta interpretar as
representacdes da parabola e demais degeneracdes, como limites.
(SOUSA, 20186, p. 69)

3.5.2. Critérios de analise
Como critérios de andlise, utilizaremos a Vigilancia Epistemolégica
apresentada por Balacheff (1999). A coeréncia vai ser analisada em dois
aspectos, a completude e a adequacao. A completude de um registro é atingida

a partir do momento em que, a partir das suas especificacdes, o objeto pode ser
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representado, por exemplo, com o auxilio da Geometria Dindmica. Para esse
registro ser considerado adequado, € necessario que ele permita a
representacdo de objetos geométricos que ndo podem ser definidos no modelo
(BELLEMAIN, 2000).

3.5.3. Analise dos softwares
Para compor a analise dessa pesquisa foram escolhidos alguns teoremas
e tracados estudados na Geometria Projetiva. A versao do software GeoGebra
escolhido para a andlise foi a Classic 6 e a versdo do software Cabri escolhida
foi a 2.

O primeiro objeto de andlise € o principio da continuidade (Figura 57). O
objetivo da andlise desse tracado é saber se os softwares reconhecem um ponto
de intercessao entre duas retas paralelas e qual a coordenada que € dada para

esse ponto, caso ele exista.

Figura 57- Principio da Continuidade

Fonte: Autoria Propria

Sabemos que o principio da continuidade garante que duas retas paralelas
possuem um ponto de intersecdo, que é um ponto impréprio. Ao criar duas retas
paralelas no GeoGebra (Figura 58), sendo a reta f apoiada nos pontos A (1,2) e
B (10,2) e a reta g passando pelos pontos C (1,4) e D (10,4), pode-se perceber
pelas ordenadas dos pontos que as duas retas sao paralelas.

Ao gerar a intersecdo das retas pela ferramenta ‘Intersecdo entre dois

objetos bl o software reconhece um ponto E, porém, esse ponto possui
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coordenadas indefinidas para o software. Ao manipularmos as coordenadas de
um ponto de umas das retas de tal forma que as retas deixem de ser paralelas,
€ possivel observar que o software reconhece imediatamente as coordenadas

do ponto E em relagéo aos eixos X e Y.

Entdo, podemos considerar que o GeoGebra ndo atende aos requisitos da
completude quando se trata do principio da continuidade. Porém, o software n&o
traz uma representacdo diferente do que € apresentado no modelo.

Figura 58 - Principio da Continuidade (GeoGebra)

I

Fonte: Autoria Propria

Para analisar o principio da continuidade no Cabri (Figura 59) criamos duas

retas paralelas com as mesmas coordenadas utilizadas no GeoGebra e geramos

a intersecao através da ferramenta ‘Ponto(s) de intersecao _—I Como o Cabri
nao possui uma janela de algebra com todos os elementos da construcdo
listados, manipulamos uma das retas para que elas deixassem de ser paralelas
e a intersecao se tornasse um ponto proprio, a fim de que fosse possivel ativar

as coordenadas do ponto E.

A primeira observacdo que destacamos é que o ponto de intersecao foi

gerado quando a ferramenta foi utilizada enquanto as retas estavam paralelas.
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Ao manipularmos a reta para que elas ficassem paralelas novamente, as
coordenadas do ponto E foram alteradas para (INF; 0,00). Logo, podemos
afirmar que o software reconheceu que o ponto E € um ponto improprio,

atendendo as propriedades garantidas pelo modelo.

Figura 59 - Principio da Continuidade (Cabri)
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Fonte: Autoria Propria

O segundo objeto de analise é o Teorema de Desargues (Erro! Fonte de
referéncia ndo encontrada.), sobre o qual construiremos a demonstracdo do
teorema utilizando a verséo 3D do software GeoGebra e a partir da manipulacao
dos objetos vamos observar se as propriedades serdo mantidas. Recapitulando

o Teorema de Desargues, ele assegura que:

Se, em dois tridngulos coplanares ABC e A'B’C’, ndo tendo elementos
comuns (vértices ou lados) os trés pares de vértices homologos Ae A’,
BeB’, Ce C’ sao ligados por trés retas passando por um ponto, 0s trés
lados homdlogos AB e A'B’, BC e B'C’, CA e C’A’ encontram-se em trés
pontos de uma mesma reta. (RODRIGUES, 1968, p. 37)

Para a construcdo do teorema de Desargues, é necessario saber que
alguns elementos poderdo ser determinados arbitrariamente, outros serao
consequéncias das escolhas arbitrarias. Logo, os primeiros elementos arbitrarios
vao ser 0s que vao reger a manipulacédo do tracado criado. As constru¢des no
GeoGebra foram feitas na janela de visualiza¢éo 3D, com o auxilio de janelas de

visualizacao 2D dos planos objeto e imagem que foram determinados.

A primeira construcdo do teorema que fizemos no GeoGebra (Figura 60)
foi escolhendo arbitrariamente o centro de homologia (S) e o triangulo objeto que

€ determinado pelos pontos A, B e C. O triangulo imagem foi consequéncia da
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intersecao das projetantes que partem do centro de homologia, passam pelos

pontos objeto e cortam o plano imagem.

O primeiro objetivo da analise era verificar se os prolongamentos dos lados
dos triangulos objeto e imagem se encontram no eixo de homologia, como
garante o teorema. Ao determinar as retas que passam pelos lados AB e A’'B’,
foi possivel encontrar o ponto J com a ferramenta de interse¢cdo. Ao determinar
as retas que passam pelos lados AC e A'C’, bem como as retas que passam
pelos lados BC e B’C’, as retas se encontraram nos pontos G e H,
respectivamente. Os pontos G, H e J estdo alinhados e estéo na interse¢ao entre
o plano objeto e o plano imagem. Logo, estdo apoiados no eixo de homologia,

como garante o modelo.

Figura 60 - Teorema de Desargues (GeoGebra)

Fonte: Autoria Prépria

Ao manipular a construgdo pelo centro de homologia, ou pelo triangulo
objeto, que foram os elementos arbitrarios da construcéo, € possivel observar
que toda a construcao respeita as propriedades do teorema em questdo, porém
um elemento da construgdo ndo respeita as propriedades, que € o eixo de

homologia.

A teoria nos assegura que o eixo de homologia se trata de uma reta dupla
de pontos duplos. Logo, pela intersecao entre o plano objeto e o plano imagem

passam uma reta objeto e uma reta imagem, sendo os pontos dessas retas

110


https://www.geogebra.org/m/qhueteub

coincidentes. Entdo, o ponto J deveria ser igual ao J’, G igual ao G’ e H igual ao
H'. Ao tentar renomear 0s pontos pela caixa de renomear no GeoGebra, o
software ndo permite igualar. Com isso o software n&do reconhece a intersecéo
entre os dois planos como uma reta dupla, fazendo com que a construgao néo

atenda o principio da completude.

Para a analise da homologia entre planos sobrepostos (Figura 61) o
objetivo é verificar como os softwares processam a construcdo a partir do
momento em que colocamos as retas limites, que sdo os eixo de fuga e eixo de
desvanecimento. Os parametros que vamos observar para essa construgcdo sao
as coordenadas que o software reconhece dos homodlogos dos pontos que
pertencem as retas limites, bem como a manipulagdo da construgéo para saber
se as propriedades continuam respeitando o que o modelo garante. Essa andlise

sera feita na versao 2D dos softwares.

Figura 61 - Homologia entre planos sobrepostos

Fonte: Autoria Propria

Assim como na construcdo do Teorema de Desargues, alguns elementos
podem ser escolhidos de maneira arbitraria. Para essa constru¢do escolhemos
de forma arbitraria o centro de homologia (S), o triangulo objeto ABC e o eixo de
homologia (e). Ao analisar o tracado no Geogebra (Figura 62), podemos

perceber as mesmas inconsisténcias verificadas nas analises anteriores.
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A primeira que destacamos € que o software ndo reconhece as
coordenadas do ponto imagem D’«, que tem seu homélogo no ponto D que
pertence ao eixo de desvanecimento. Bem como néo reconhece as coordenadas
do ponto F«, que tem como homaologo o ponto F' que pertence ao eixo de fuga.
Outra inconsisténcia na construcdo é o ndo reconhecimento por parte do

software do eixo de homologia como uma reta dupla de pontos duplos.

Figura 62 - Homologia entre planos sobrepostos (GeoGebra)

Fonte: Autoria Prépria

A construcéo do tragcado da homologia entre planos sobrepostos no Cabri
(Figura 63) seguiu a mesma linha de raciocinio utilizada no GeoGebra, com isso
o centro da homologia e o triangulo objeto foram os elementos manipulaveis.
Assim como no GeoGebra, néo foi possivel determinar que o eixo de homologia
fosse uma reta dupla de pontos duplos, mas diferente do GeoGebra, no Cabri é
possivel nomear um ponto utilizando o simbolo de igualdade, indicando que ali

estdo dois pontos coincidentes.

Com base na anélise do Principio da continuidade, sabemos que o Cabri
reconhece as coordenadas de um ponto improprio. Porém, na construcédo da
homologia entre planos sobrepostos, ndo foi possivel utilizar a ferramenta de
coordenadas de um ponto em um ponto que estd no espacgo improprio. Mas ao
utilizar a ferramenta de intersecao entre dois objetos € possivel verificar na lista

dos objetos da construcdo que as intersecdes foram criadas.
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Figura 63- Homologia entre planos sobrepostos (Cabri)

Fonte: Autoria Propria

Mesmo sabendo que os softwares ndo atendem aos critérios da
completude, vale a pena ressaltar alguns pontos positivos observados na
manipulacdo das constru¢cdes nos dois softwares. O primeiro deles é que os
softwares atendem a propriedade que assegura que a distancia entre o centro
de homologia e o0 eixo de fuga precisa ser a mesma entre o eixo de
desvanecimento e o eixo de homologia. Bem como a distancia entre o centro de
homologia e o eixo de desvanecimento tem que ser a mesma distancia entre o
eixo de fuga e o eixo de homologia. Destacamos também que ao manipular o
centro de homologia, ou o tridangulo objeto, as construcbes conservam as
propriedades corretamente, até mesmo as propriedades que estdo

aparentemente corretas.

O dUltimo objeto de analise se trata de um caso de imagens pré-
dimensionadas, que é a transformag&o homoldgica da circunferéncia (Figura 64).
Como visto anteriormente, para obter as curvas conicas o0 eixo de
desvanecimento e o centro da homologia precisam ocupar posi¢des especificas

em relacdo a circunferéncia que vai ser transformada.

A partir do momento em que temos o centro de homologia dentro da
circunferéncia, o eixo de desvanecimento vai aparecer fora da circunferéncia e

a imagem que vamos obter dessa transformacéo é a elipse. Quando o centro de
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homologia pertence a circunferéncia, o eixo de desvanecimento vai ser tangente
a circunferéncia no centro de homologia. Logo, a figura imagem que vamos obter

€ a parabola.

Por fim, a partir do momento em que o centro de homologia esta fora da
circunferéncia, o eixo de desvanecimento vai cortar a circunferéncia em dois
pontos distintos e a figura imagem que vamos obter é a hipérbole. Entéo, o
objetivo dessa andlise é criar uma manipulacdo onde o centro de homologia vai
ser o objeto manipuladvel a fim de observar se os softwares vao fazer as
transformacdes corretas dependendo da posicdo onde o centro de homologia

estiver.

Figura 64 - Transformacdo Homoldgica da Circunferéncia

Fonte: Autoria Prépria

A abstracdo para a construcéo do tracado da transformacdo homoldgica é
perceptivel para quem estuda a Geometria Projetiva. A primeira estratégia para
realizar a construcao no software GeoGebra foi partindo do pressuposto de que
0 ponto polo P esta na regido interna da circunferéncia. Logo, a reta polar ndo a

corta.

Para determinar a reta polar, que € o eixo de desvanecimento dessa
construcéo, utilizamos a ferramenta ‘Reta Polar ou Diametral’. Entdo, quando
manipulamos o ponto P, a reta polar acompanha a manipulagcdo. Sabemos que

o ponto P é o homdlogo do ponto P’, que é o centro da curva imagem. Com isso,
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sabemos que na figura objeto, as retas homadlogas aos eixos vao passar pelo

ponto P.

Determinamos arbitrariamente a reta ED, que passa pelo ponto P e corta o
eixo de desvanecimento no ponto C. Para determinar o outro eixo, determinamos
as retas tangentes a circunferéncia objeto que passam pelo ponto C. Os pontos
de tangéncia G e H vao determinar o segundo eixo e 0 segmento
obrigatoriamente vai passar pelo ponto P e vai cortar o eixo de desvanecimento
no ponto F.

Os pontos C e F, que possuem como pares homaologos pontos improprios,
vao determinar a dire¢do dos eixos da curva imagem. Como 0 nosso objetivo era
gue os eixos formassem uma angulacao de 90° entre si, 0 centro da homologia
estd em um arco-capaz de 90° apoiado nos pontos C e F, pois com isso

garantimos que as retas GH e ED far&o 90° entre si.

O eixo de homologia dessa construcdo € o ultimo elemento da construgao
que pode ser escolhido de forma arbitraria, respeitando apenas a propriedade
que garante que os eixos de uma homologia séo paralelos. Definido os
pardmetros, determinamos mais um ponto na circunferéncia objeto, pois ai
teriamos cinco pontos imagem para poder utilizar a ferramenta ‘Conica por Cinco
Pontos’. A consequéncia da construcdo foi uma elipse com eixos fazendo 90°

entre si (Figura 65).
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Figura 65 - Transformagé@o Homoldgica da Circunferéncia 1 (GeoGebra)
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Fonte: Autoria Propria

Ao manipular o ponto P para fora da circunferéncia, o software deveria
representar uma hipérbole como resultado da transformacao homoldgica, porém
ndo € isso que ele apresenta. Temos como devolutiva apenas uma
circunferéncia objeto, o eixo de desvanecimento cortando a circunferéncia, o
ponto P e o eixo de homologia. Entdo decidimos refazer a constru¢cdo, mas ao
invés de partir da construcéo para obter uma elipse, a construcao inicial tem que

ter como resultado uma hipérbole.

Para essa construgdo optamos por uma versdo mais simplificada,
escolhendo arbitrariamente a circunferéncia objeto, o ponto P fora da
circunferéncia, um ponto C pertencente ao eixo de homologia e o centro da
homologia. Para encontrar a reta polar, que € o eixo de desvanecimento,
utilizamos a ferramenta inversédo, onde encontramos o ponto inverso ao P em

relacdo a circunferéncia objeto.

A reta perpendicular ao segmento determinado pelo ponto P e o seu
inverso, passando pelo ponto inverso, € o eixo de desvanecimento da
construcdo. Paralelo ao eixo de desvanecimento, encontramos 0 eixo de

homologia passando pelo ponto C. Determinados os elementos da homologia,
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determinamos um ponto M na circunferéncia e encontramos o seu homoélogo M'.
Através da ferramenta de lugar geométrico, podemos encontrar o lugar
geométrico de M’ em fungao de M, e com isso determinamos 4 pontos no lugar

geomeétrico para poder utilizar a ferramenta de conicas por cinco pontos.

A curva imagem que obtemos para essa construcao foi reconhecida pelo
software como uma hipérbole. Porém, ao manipular o ponto P, as inconsisténcias
comecaram a aparecer. Quando o ponto P esta interno a circunferéncia, o
software apresentou como curva imagem tanto uma elipse como uma hipérbole.
Ao colocar o ponto P pertencente a circunferéncia, a curva é reconhecida pelo

software como uma hipérbole, quando na verdade deveria ser uma parabola.

Entdo podemos concluir que o GeoGebra ndo atende aos requisitos da
completude, por ndo representar o que o modelo garante, como também néao
atende aos requisitos da adequacéao, a partir do momento que ele representa

uma hipérbole quando a curva deveria ser uma elipse.

Para a andlise do tracado da transformacao homoldgica da circunferéncia
no Cabri (Figura 66), a estratégia para a constru¢do do tracado foi a mesma
utilizada na analise do GeoGebra. Adotamos que o ponto polo esta interno a
circunferéncia objeto. Com a ferramenta inversao encontramos o ponto inverso
ao ponto polo que pertence ao eixo de desvanecimento. Para encontrar o eixo
de desvanecimento determinamos a reta que passa pelo ponto polo e pelo
centro, pois o eixo de desvanecimento vai ser perpendicular a esta reta passando

pelo ponto inverso.

Determinado o eixo de desvanecimento, podemos escolher de forma
arbitraria a posi¢ao do eixo de homologia, de tal forma que ele seja paralelo ao
eixo de desvanecimento. Escolhemos também de forma arbitraria o centro da
homologia em questdo. Para determinar a curva imagem, determinamos cinco
pontos na circunferéncia objeto, que determinavam retas com pontos apoiados
no eixo de desvanecimento, com isso podemos determinar os pontos imagens e

construir a curva imagem.

Como esperado, a figura imagem representada na interface € visualmente
uma elipse, que podemos confirmar ao colocar o cursor do mouse em cima da

curva e o software afirma que o nome da curva é uma elipse. Ao manipular o

117



ponto polo para fora da circunferéncia o eixo de desvanecimento passa a cortar
a circunferéncia em dois pontos, reagindo de forma coerente ao comando do

usuario.

Ao realizar essa manipulacdo a curva imagem passa a se assemelhar
visualmente com uma hipérbole. Ao posicionar o cursor do mouse em cima da
curva podemos observar que o software j& ndo reconhece mais a curva como
uma elipse, mas sim como uma hipérbole. Com o auxilio da ferramenta de
redefinir o objeto vinculamos o ponto polo a circunferéncia objeto, com isso o
eixo de desvanecimento passou a ter um ponto de tangéncia com a
circunferéncia no ponto polo e a figura imagem sofreu mais uma transformacéao,
deixando de ser uma hipérbole para ser uma parabola. Podemos observar que
o software reconheceu que o tracado da transformacéo deveria resultar em uma

parabola, diferente do GeoGebra.

Figura 66 - Transformacdo Homolégica da Circunferéncia no Cabri
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Fonte: Autoria Prépria

Ao olhar a construcdo realizada no software com base na completude e
adequacdao, ficamos inclinados a dizer que o software atende os principios da
completude por realizar a transformacédo esperada. Porém, quando vamos
analisar as propriedades de cada elemento da transformagdo homoldgica da
circunferéncia, esbarramos na propriedade do eixo de homologia que se

caracteriza como uma reta dupla que possui pontos duplos.

Refutando o que a teoria diz, a reta que representa o eixo de homologia na
construcéo realizada no Cabri ndo atende a essa caracteristica. Logo, podemos
dizer que o software ndo atende aos principios da completude. Mas, ao se tratar
da adequacédo o software atende os principios, pois a representacdo feita na
interface condiz com o que as propriedades do tracado asseguram, nao

permitindo representacdes diferentes.
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4. ELICITACAO E ANALISE DE REQUISITOS

Para elicitar os requisitos necessarios para um software de Geometria
Dinamica que atenda aos pressupostos da Geometria Projetiva, vamos utilizar o
modelo proposto pela Engenharia Didatico-Informatica (EDI). Os requisitos serédo
obtidos a partir da articulacdo das dimensdes didatica, epistemoldgica, cognitiva

e informatica, que foram analisadas anteriormente no capitulo 1.

Antes de levantar os requisitos necessarios para o software é fundamental
definir as suas especificacfes. O software em questdo conta como potenciais
usuarios docentes e discentes que estudam a Geometria Projetiva, porém o
publico ndo se restringiria apenas a esse grupo, ja que o software proporcionara

a vivéncia com outras situacdes geométricas.

O objetivo do software € se apresentar como uma contribuicdo tecnolégica
que auxilie na aprendizagem e no ensino dos conteudos estudados pela
Geometria Projetiva. A meta principal estipulada para o software é a
representacdo da transformacdo homologica da circunferéncia e que através da

manipulagcéo possa se observar todas as situagdes de transformacao.

Para que essa meta seja possivel, o software precisa atender a algumas
situacdes estudadas pela GP, que serdo apresentadas ao longo deste capitulo.
Acredita-se que um software de Geometria Dinamica focado nos tragados da
Geometria Projetiva possibilitara contribuicbes para compressdao das
transformacdes projetivas que os seus elementos sofrem, podendo acompanhar
de forma dinamica as demonstrac¢des das propriedades por tras de cada tracado.
Logo, temos a hipétese de que o software vai contribuir de maneira positiva para

0 ensino e aprendizagem.

Antes de estipular os requisitos do software em questdo € necessario
identificar quais as necessidades dos usuarios. No quadro a seguir listamos as

demandas identificadas:

Quadro 8 - Necessidades dos usuarios identificadas

e Possibilidade de trabalhar com o ponto impréprio;
e Possibilidade de criar uma reta dupla de pontos

duplos;
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¢ Reconhecimento dos pontos homdlogos, retas
homologas e planos homélogos;

e Reconhecimentos das regifes de uma reta e de
um plano

Fonte: Dados da pesquisa

Para satisfazer a demanda de trabalhar com um ponto impréprio é
necessario que o software trabalhe com o sistema de coordenadas homogéneas,
gue € o sistema de coordenadas utilizado em Geometria Projetiva. O sistema de
coordenadas homogéneas permite que as coordenadas de pontos, incluindo os

pontos improprios, possam ser representados utilizando coordenadas finitas.

Para satisfazer a demanda de trabalhar com uma reta dupla de pontos
duplos o software, em seus cddigos ou algoritmos de programacdo, deve
reconhecer a possibilidade de trabalhar com uma reta que atenda as
propriedades do eixo de homologia.

Os softwares de Geometria Dinamica que estdo no mercado atualmente
reconhecem os pontos de sua construgcdo como elementos independentes ou
como consequéncia de uma intersecao entre elementos. Para a Geometria
Projetiva é importante que um software reconheca quando um ponto, uma reta
ou um plano é homologo a outro. Para isso € necessario que o software
possibilite ao usuario determinar o que é elemento préprio e o que é elemento
improprio, e que a partir da nomeacdo desses elementos determinados o

software reconheca que eles estdo vinculados homologicamente.

O software reconhecer as regides de uma reta ou plano é uma demanda
que pode auxiliar no processo de ensino e aprendizagem dos tracados
projetivos. Quando estudamos os tracados das transformacfes projetivas, €
necessario compreender a relagcdo das regides das retas objetos e retas

imagens, ou figuras objetos e figuras imagens.

4.1.Funcionalidades existentes em produtos da area e possiveis
diferenciais
Na andlise da dimenséo informatica foram analisados dois softwares de
Geometria Dinamica, buscando identificar suas potencialidades e limitagbes em

relacéo aos tracados estudados pela Geometria Projetiva. Destacamos na tabela
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a seguir algumas ferramentas existentes que sao pertinentes para o software a

ser desenvolvido.

Quadro 9 - Funcionalidades existentes em produtos da area

Mover/Selecionar Move a tela ou seleciona algum objeto em tela

Caneta Possibilita a criacdo de desenhos a mao livre

Ponto Possibilita criar um ponto em qualquer lugar da area de trabalho
Ponto em objeto Possibilita criar um ponto em um objeto ja existente

Vincular/Desvincular S ) . )
Possibilita vincular ou desvincular um ponto a determinado objeto
ponto
Possibilita redefinir
Ponto:
e Em um ponto qualquer
e Um ponto sobre um objeto
e Um ponto de intersecdo

e Transferir ponto para outro objeto

o e Em uma reta qualquer
Redefinir objeto .
e Em uma reta perpendicular
e Em uma reta paralela
e Em uma mediatriz
e Em uma bissetriz
e Transferir para outro objeto
Circunferéncia:
e Em outra circunferéncia
e Transferir para outro objeto
Intersecédo de dois ] . ; )
) Gera os pontos de interse¢do entre dois objetos
objetos
Encontra o ponto médio entre dois pontos, ou o ponto médio de

Ponto médio ou centro ) o
um segmento de reta, ou o centro de uma circunferéncia

Reta Cria uma reta a partir de dois pontos
Segmento de reta Cria um segmento de reta a partir de dois pontos
Segmento com

) _ Cria um segmento de reta com uma medida especifica
comprimento fixo

) Cria uma a semirreta com origem em um ponto e tem sentido
Semirreta )
determinado pelo segundo ponto

Cria uma reta perpendicular a uma reta/semirreta/segmento de

Reta perpendicular L
reta ja existente
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Reta paralela
Mediatriz

Bissetriz

Reta tangente

Reta polar
Inverséo

Lugar Geométrico

Poligono

Poligono regular

Poligono rigido

Circulo dados centro e

um de seus pontos

Circulo: centro e raio

Compasso

Circulo definido por trés

pontos

Semicirculo

Arco circular

Arco circuncircular

Elipse
Parabola

Hipérbole

Cobnica por cinco pontos

Angulo

Angulo com amplitude

fixa

Cria uma reta paralela a uma reta/semirreta/segmento de reta ja
existente

Cria a mediatriz entre dois pontos ou segmento de reta

Cria a bissetriz de um angulo a partir de trés pontos ou dos lados
do angulo

Cria as retas tangentes a uma circunferéncia passando por um
ponto externo a ela, ou cria a reta tangente a uma circunferéncia
passando por um ponto da circunferéncia

Cria a reta polar de um ponto em relacao a uma circunferéncia
Cria um ponto inverso a outro ponto em relacdo a uma
circunferéncia

Determina o lugar geométrico dos elementos construidos em tela
Cria um poligono qualquer

Cria um poligono regular de acordo com a quantidade de lados
especificada

Cria um poligono em que as medidas lineares e angulares néo
podem ser alteradas, mas o poligono pode ser transladado a partir

do ponto inicial, ou rotacionado, tendo como centro o ponto inicial
Cria um circulo de centro qualquer com um raio qualquer

Cria um circulo com um centro qualquer e raio especifico
Transfere a medida de um elemento qualquer a partir de uma

circunferéncia
Cria um circulo a partir de trés pontos quaisquer

Cria um semicirculo a partir de dois pontos distintos

Cria um arco de circunferéncia partir de um centro e dois pontos
quaisquer

Cria um arco circular a partir de trés pontos que pertencem ao
arco

Cria uma elipse a partir dos focos e um ponto que pertence a
curva

Cria uma parabola a partir do foco e de uma reta diretriz

Cria uma hipérbole a partir dos focos e um ponto que pertence
acurva

Cria uma curva c6nica que passa por cinco pontos distintos

Determina o &ngulo entre duas retas ou a partir de trés pontos

Cria um angulo com uma medida especifica
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Distancia, comprimento
ou perimetro

Area

Relacéo

Reflexdo em relagdo a
uma reta

Reflexdo em relacdo a um
ponto

Rotacdo em torno de um
ponto

Translag&o por um vetor

Homotetia

Controle deslizante

Texto

Inserir imagem
Caixa para exibir/
esconder objetos

Ampliar

Reduzir

Exibir/ esconder objetos
Exibir/ esconder rotulos
Copiar estilo visual
Apagar

Exibir rastro

Renomear

Determina a distancia entre dois objetos, o comprimento o
perimetro de um objeto
Determina a area de um poligono, um circulo ou uma elipse

Verifica a relagdo entre dois objetos

Cria a reflexdo de um objeto em relagdo a uma reta

Cria a reflexdo de um objeto em relagdo a um ponto

Rotaciona um objeto em relagcdo a um ponto

Translada um objeto em relacdo a um vetor

Faz a homotetia de um objeto em relagdo a um centro e a razao
da homotetia

Possibilita visualizar as variagbes em objetos manualmente ou
automaticamente

Cria caixa de texto na &rea de trabalho

Possibilita inserir imagens na area de trabalho
Cria uma caixa para exibir ou ocultar elementos vinculados a ela

Amplia o zoom da &rea de trabalho

Reduz o zoom da é&rea de trabalho

Exibe e esconde os objetos ocultos

Exibe e esconde os rétulos ocultos

Copia as configuracdes visuais de um elemento para outros
Apaga os elementos da construcéo

Exibe a trajetéria de um elemento quando manipulado
Possibilita renomear os objetos

Fonte: Dados da pesquisa

Além das funcionalidades citadas anteriormente, o software a ser

desenvolvido contard com possiveis ferramentas que serdo diferenciais em

relacdo aos softwares ja existentes:

Quadro 10 - Diferencial em relag@o aos softwares ja existentes

Regido
Coordenadas
Ponto Impréprio

Eixo de Homologia

Exibe/ oculta as regi6es de uma reta ou de um plano
Exibe/ oculta as coordenadas de um ponto préprio ou impréprio
Ferramenta para criar um ponto improprio em uma reta ja existente

Ferramenta para determinar uma reta dupla de pontos duplos

124



Retas Limites Ferramenta que determina os eixos de desvanecimento e de fuga em
uma homologia de planos sobrepostos

Fonte: Dados da pesquisa
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A pesquisa em questdo teve como objetivo geral efetuar uma analise
epistemologica-didatico-informética para determinar e validar quais requisitos
um software educativo de geometria dinamica deve satisfazer/respeitar para

poder abordar situacdes que envolvem conceitos da Geometria Projetiva.

Para a estrutura metodolégica da nossa pesquisa nos baseamos na
Engenharia Didatico-Informatica (EDI) que foi estruturada por Santos (2020),
cujo objetivo é possibilitar a concepcdo, desenvolvimento e avaliacdo de
softwares. A fundamentagcdo teérica da nossa pesquisa estd baseada na
Transposicdo Didéatica desenvolvida por Chevallard (1991) e a Transposicao

Informatica desenvolvida por Balacheff (1994).

Em relacdo a EDI, utilizamos a estrutura proposta por Santos (2020) para
nortear as etapas da pesquisa, na qual foi realizada uma analise das quatro
dimensdes propostas pela EDI (didatica, epistemoldgica, cognitiva e
informatica). A partir das analises de cada dimensdo, buscamos obter os
requisitos que um software de Geometria Dinamica precisa ter para atender aos

pressupostos da Geometria Projetiva.

Com base na proposta feita pela EDI, organizamos o documento dos
requisitos para o software em questéo, no qual a priori foram identificadas quais
as ferramentas existentes em produtos que estdo no mercado seriam Uteis para
o software a ser desenvolvido. Ainda nessa etapa identificamos qual seria o
diferencial do software em relacdo a outros que estdo no mercado. Por fim,
organizamos a tabela dos requisitos, que também foi estruturada com base nas

quatro dimensdes da EDI.

A transposicao didatica entra na pesquisa para contribuir e justificar o
processo de transpor os saberes da Geometria Projetiva de saber sabio para
saber a ser ensinado, que consiste na analise epistemoldgica realizada com
base no livro didatico escrito por Mario Duarte. Ja a transposi¢ao informatica
entrou na pesquisa para dar suporte tedrico ao processo de inserir 0s conteidos
da Geometria Projetiva em um ambiente informatizado, onde a partir da analise

dos softwares de GD realizada na dimensdo informatica, foi possivel
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compreender as possibilidades e limitagdes dos softwares analisados tanto no

universo interno como no universo externo.

Ao iniciar o percurso metodoldgico apresentado pela EDI definiu-se que o
software atenderia situacdes propostas pela Geometria Projetiva. Para elencar
0S requisitos para o software, escolhemos como objeto matematico a
transformacdo homoldgica da circunferéncia. Com isso demos inicio a fase das

Andlises Preliminares que resultariam nos requisitos para o software.

A EDI propde dividir as analises preliminares em quatro dimensdes, sendo
elas a epistemologica, cognitiva, didatica e informatica. Na dimenséo
epistemoldgica foi realizado um levantamento histérico da Geometria Projetiva,
buscando identificar os principais nomes que desenvolveram 0s teoremas
estudados pela Geometria Projetiva. Ainda na dimensdo epistemoldgica foi
realizado um percurso dos conhecimentos necessarios para a compreensao do

tracado da transformacgdo homoldégica da circunferéncia.

A abordagem escolhida para analise foi a grafica, com base nos estudos
de Mério Duarte. A escolha por uma andlise gréafica se deu devido a proposta de
ensino que € abordada na disciplina de Geometria Projetiva do curso de

Licenciatura em Expressao Grafica.

Para a andlise da dimensdo cognitiva foi realizado um levantamento
bibliografico das pesquisas que envolvem a Geometria Projetiva nos ultimos
cinco anos. A partir desse levantamento foi possivel identificar indicadores de
como os estudantes aprendem o0s conceitos apresentados pela Geometria
Projetiva, bem como as etapas para a constru¢cdo do conhecimento e as
dificuldades por eles apresentadas.

Na dimensao didatica buscamos identificar o cenéario atual do ensino da
Geometria Projetiva. Com isso foi realizado um levantamento dos cursos de
instituicées publicas federais que oferecem a disciplina de Geometria Projetiva,

sendo classificada pelo tipo de oferta.

Na dimenséao informatica foi realizada a andlise de dois softwares de
Geometria Dinamica. A analise teve como objetivo identificar se os softwares

conseguem representar os tragcados estudados pela Geometria Projetiva. O
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critério de analise utilizado foi a Vigilancia Epistemoldgica, apresentada por
Balacheff (1999).

A andlise dos softwares apresentou resultados riquissimos para a
pesquisa. Destacamos aqui as possibilidades de interpretacdo que os softwares
apresentam de acordo com as escolhas determinadas pelo usuario. Ao construir
o tracado da transformacdo homologica da circunferéncia no GeoGebra é
possivel observar que, a depender da abordagem inicial, o software vai
apresentar um resultado mais satisfatério para a representacdo. Isso pode ser
observado quando a construcao foi feita para obter uma elipse e a partir da

manipulacdo dos elementos ndo obtemos mais nenhuma curva coénica.

Esse resultado foi diferente de quando partirmos com o objetivo de obter
uma hipérbole. Pois, quando manipulamos o tracado, o software reconhece a
elipse. Por mais que o software ndo reconheca a parabola a partir da
manipulagdo, a construcdo e manipulacdo do tracado da transformacao
homoldgica da circunferéncia € uma oportunidade riquissima para o processo de

ensino e aprendizagem.

Outra situacdo que podemos destacar € a possibilidade de modelar
tridimensionalmente os tracados. A construcdo do teorema de Desargues no
GeoGebra 3D traz a possibilidade de manipular os elementos da construcao para
compreender a fungcédo do centro de homologia, das projetantes, da figura objeto
e figura imagem, bem como os planos objeto e imagem. O fato de a reta de
intercessdo entre os planos ndo atender aos requisitos do eixo de homologia,
sendo uma reta dupla de pontos duplos, ndo invalida que o modelo criado auxilia

no processo de aprendizagem.

Se interpretarmos literalmente o que a completude e a adequacao
propdem, os modelos representados nos softwares ndo sdo coerentes. Porém,
vale a pena ressaltar que mesmo nao atendendo aos critérios da completude e
adequacdo, os softwares se apresentam como ferramentas potenciais para

auxiliar no processo de ensino e aprendizagem da Geometria Projetiva.

A partir do momento em que o usuario ja detém o conhecimento teorico por

tras do tracado que pretende realizar, é possivel realizar as construgoes
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mantendo as suas propriedades e com isso consegue realizar a manipulacdo

dos elementos para analisar como o tragcado se comporta.

Podemos destacar que o enfoque da pesquisa foram as analises realizadas
no Cabri. Pelo fato de trabalhar com coordenadas homogéneas, o software ja se
sobressai, pois reconhece o0 espaco improprio e 0s pontos improprios que tém
grande relevancia para a Geometria Projetiva. O destaque maior é para a
construgcdo do tracado da transformacdo homoldégica da circunferéncia.
Diferentemente do GeoGebra, através da manipulacéo do ponto polo é possivel

obter a representacao da elipse, da parabola e da hipérbole no Cabri.

Por mais que na programacao a reta que representa o eixo de homologia
da construcéo ndo é uma reta dupla de pontos duplos, graficamente a construcéo
esta correta e a manipulacao apresenta os resultados esperados pelo usuario.
Dai surge o seguinte questionamento: Levando em consideracéo o fato de que
o Cabri possibilita as representacdes de forma correta, é necessario a
construcdo de um software de Geometria DinAmica que atenda aos requisitos da

Geometria Projetiva?

Acredita-se que a resposta é sim, pois a possibilidade da constru¢do de um
software de Geometria Dindmica que atenda os pressupostos apresentados pela
Geometria Projetiva € uma oportunidade de inserir ferramentas que respeitem

as propriedades por tras de cada elemento projetivo.

Vale ressaltar também a importancia de um software que permite a
articulacao entre varios registros de representacao dos objetos matematicos em
questdo. Nele o usuario poderia transitar entre a versao espacial e a versao
plana de um mesmo tracado, além de que essa ferramenta computacional pode
trazer contribuicbes como aprimoramento da capacidade de abstracdo e
construgdo dos tragcados com rapidez e eficiéncia para os estudantes da

Geometria Projetiva.

Diante a finalizacdo dessa pesquisa, € possivel observar que este estudo
deixa lacunas em aberto para futuras pesquisas. Desde o inicio, a pesquisa ja
deixa claro que trata-se apenas de uma etapa de um longo processo proposto
pela EDI.
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A partir dessa pesquisa podemos vislumbrar alguns percursos possiveis,
como a producédo de um software que leve em consideracdo todos os requisitos
aqui apresentados. Ou ainda uma extensdo para o software GeoGebra, que
contenha as ferramentas propostas e atualizacbes na linguagem de
programacao para que 0 mesmo passe a ser coerente com os tracados da

Geometria Projetiva.
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