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RESUMO

Transformadas como a de Fourier desempenham um papel fundamental no processa-
mento de sinais. No entanto, quando os sinais sao definidos sobre estruturas irregulares, as quais
podem ser modeladas por meio de um grafo arbitrdrio, seu processamento pode ser feito empre-
gando ferramentas préprias voltadas para a sua interpretacdo e andlise. Nesse contexto, um tépico
emergente é o do processamento de sinais sobre grafos (GSP, do inglés graph signal processing),
que estende a teoria cldssica de processamento de sinais para o dominio dos grafos. Também em
GSP uma transformada de Fourier foi definida, a transformada de Fourier sobre grafos (GFT, do
inglés graph Fourier transform), que resulta da autodecomposicao do operador Laplaciano do
grafo. Uma caracteristica peculiar em GSP é que a GFT para grafos com topologias especificas
coincide com transformadas discretas para sinais sobre dominios usuais. Esta caracteristica é
explorada nesta Tese com o proposito de definir novas transformadas discretas baseadas em
rotacdes, as quais sdo denominadas transformadas manobraveis. Mais especificamente, o que
se faz € rotacionar os vetores de base da transformada discreta que coincide com a GFT de
um grafo especifico. E definida a transformada discreta manobravel do cosseno para o espago
tridimensional (3D-SDCT, do inglés three-dimensional steerable discrete cosine transform). Um
método de compressdao de imagens tridimensionais baseado na 3D-SDCT ¢é apresentado; os
resultados obtidos superam aqueles conseguidos empregando a 3D-DCT (utilizando a mesma
estratégia de quantizagdo e codificacdo). Esta Tese também apresenta o estudo da multiplicidade
dos autovalores do Laplaciano do produto de quatro grafos em caminho. Essa anédlise € o ponto
chave para a definicao de uma versao 4D da SDCT. Sobre corpos finitos, sdo apresentadas
versoes da SDCT e da 3D-SDCT, identificadas, respectivamente, pelos acronimos SCNT (do
inglés steerable cosine number transform) e 3D-SCNT, e que sdo definidas, respectivamente, a
partir de rotagdes dos vetores de base da 2D-CNT e da 3D-CNT, usando um operador de rotacao
sobre corpos finitos. E apresentado um esquema de cifragem de imagens médicas tridimensionais
baseado na 3D-SCNT, que usa os angulos de rotacdo como parametros secretos. O referido
esquema mostra-se robusto contra os principais ataques criptograficos e sensivel a mudangas na

chave secreta.

Palavras-chave: transformada de Fourier sobre grafos; transformadas discretas mano-
braveis do cosseno; transformadas numéricas manobraveis do cosseno; compressao de imagens

tridimensionais; cifragem de imagens tridimensionais.



ABSTRACT

Transforms, such as the Fourier transform, play an essential role in signal processing.
However, when we define signals over irregular structures, which can be modeled by an arbitrary
graph, their processing can be performed using specific tools for their interpretation and analysis.
In this context, graph signal processing (GSP) represents an emerging research topic, which
extends the classical theory of signal processing to the domain of graphs. A Fourier transform
was defined in GSP, the graph Fourier transform (GFT), which results from the graph Laplacian
operator’s eigendecomposition. A particular characteristic in GSP is that the GFT for graphs with
specific topologies coincides with discrete transforms for signals over usual domains. Based on
this fact, this Thesis defines new rotation-based discrete transforms, which are called steerable
transforms. More specifically, a rotation is applied to the basis vectors of the discrete transform
that coincides with the GFT for a specific graph. The three-dimensional steerable discrete cosine
transform (3D-SDCT) is defined. A three-dimensional image compression method based on
the 3D-SDCT is presented; the obtained results outperform those achieved using 3D-DCT
(employing the same quantization and coding strategy). This Thesis also presents the study of the
multiplicity of the Laplacians’ eigenvalues of the product among four path graphs. This study is
the key to define a 4D version of the SDCT. Versions of the SDCT and the 3D-SDCT over finite
fields, respectively identified by the acronyms SCNT (steerable cosine number transform) and
3D-SCNT, are presented; they are defined, respectively, from the rotations of the basis vectors
of the 2D-CNT and the 3D-CNT, using a finite field rotation operator. A three-dimensional
medical image encryption scheme based on the 3D-SCNT is presented, using rotation angles as
secret parameters. The proposed encryption scheme is robust against cryptographic attacks and

sensitive to changes in the secret-key.

Keywords: graph Fourier transform; steerable discrete cosine transforms; steerable

cosine number transforms; 3D image compression; 3D image encryption.
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18

1 INTRODUCAO

As transformadas t€ém um papel crucial em processamento e andlise de sinais, permi-
tindo o mapeamento de fun¢des de um dominio para outro por meio de um conjunto de vetores
(ou fungdes) de base. Parte da importancia das transformadas deve-se ao fato de que no domi-
nio transformado algumas propriedades relevantes do sinal ficam mais evidentes (SCHAFER;
OPPENHEIM, 2010; POULARIKAS, 2010).

Uma classe importante de transformadas € a das transformadas discretas, as quais
incluem a bem conhecida transformada discreta de Fourier (DFT, do inglés discrete Fourier
transform). A DFT possui grande destaque na drea de processamento de sinais gragas a existéncia
de algoritmos eficientes empregados para o seu calculo. A transformada de um sinal discreto de
comprimento finito /V corresponde a representacao deste sinal na base de funcdes que define a
transformada em questdo. As fun¢des de base da DFT sdo exponenciais complexas ¢’ X, em
que o indice k é associado ao dominio da frequéncia. A partir da substituicdo das func¢des de
base da DFT por outras bases ortogonais, diferentes transformadas sdo definidas, tais como a
transformada discreta de Hartley (DHT, do inglés discrete Hartley transform) (BRACEWELL,
1983), cujas funcdes de base sdo definidas pela fungdo cas(.) = cos(.) + sen(.); a transformada
discreta de wavelet (DWT, do inglés discrete wavelet transform) (HEIL; WALNUT, 1989;
DAUBECHIES, 1990), que utiliza fun¢des de base de suporte compacto, ou seja, de duragcao
limitada; as transformadas discretas do cosseno (DCT, do inglés discrete cosine transform) e do
seno (DST, do inglés discrete sine transform) (AHMED; NATARAJAN; RAO, 1974; STRANG,
1999; MARTUCKCI, 1994), cujas fungdes de base correspondem, repectivamente, as fungdes
COSSENO € seno; entre outras.

As transformadas supracitadas foram, inicialmente, definidas sobre corpos infinitos,
seja sobre o conjunto dos nimeros reais ou dos complexos. No entanto, apos a defini¢do da
transformada de Fourier sobre corpos finitos (FFFT, do inglés finite field Fourier transform)
apresentada por John M. Pollard, em 1971, em seu artigo intitulado “The fast Fourier transform
in a finite field” (POLLARD, 1971), versdes sobre corpos finitos das transformadas cléssicas
tém sido definidas (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998; CAMPELLO DE SOUZA; H. M.
DE OLIVEIRA; KAUFFMAN, 2000; POOR, 1996; CAMPELLO DE SOUZA et al., 2004;
CAMPELLO DE SOUZA et al., 2005; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011). Basicamente,
um corpo finito denotado por F, ou GF(q) (do inglés, Galois Field) é constituido por um conjunto
F de g < oo elementos (qmin = 2, ou seja, contém no minimo dois elementos), em que ¢ é uma
poténcia de um nimero primo p (¢ = p"*, com m > 1), munido de duas operac¢des (multiplicacio
e adi¢do) que possuem inversa (BLAHUT, 2010). O estudo de transformadas sobre corpos finitos
tem ganho destaque devido ao universo de aplicacdes possiveis em que ela pode ser utilizada,
aplicagdes para as quais, em contrapartida, as transformadas definidas no dominio cldssico ndao
sdao adequadas. Esse destaque vem, em parte, do fato de as transformadas sobre corpos finitos

ndo exigirem operagdes de ponto flutuante, uma vez que as operagdes de adicdo e multiplicagdo
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sobre o corpo em questdo envolvem apenas operagdes da aritmética modular, além do que, é
possivel reduzir a complexidade computacional envolvida no calculo da transformada, a partir da
implementacdo das operagdes modulares por meio de deslocamentos. Dentre as diversas dreas
de aplicacdo das transformadas sobre corpos finitos, pode-se destacar, por exemplo, esquemas de
cifragem de imagens digitais (LIMA; LIMA; MADEIRO, 2013; LIMA; MADEIRO; SALES,
2015; LIMA; NOVAES, 2014), sistemas de multiplo acesso (MIRANDA; DE OLIVEIRA, 2001;
DE OLIVEIRA; MIRANDA; CAMPELLO DE SOUZA, 2001), entre outras.

E notério, pelo universo de aplicagdes encontrado na literatura, que as transformadas
desempenham um papel fundamental no processamento de sinais. No entanto, quando os sinais
sdo definidos sobre estruturas irregulares, as quais podem ser modeladas por meio de um grafo
arbitrario, o seu processamento pode ser realizado empregando ferramentas préprias voltadas
para sua interpretacdo e andlise. Nesse contexto, um tépico que vem se tornando objeto de
estudo para muitos pesquisadores € o do processamento de sinais sobre grafos (GSP, do inglés
graph signal processing) (SHUMAN et al., 2013; ORTEGA et al., 2018), que busca estender a
teoria cldssica de processamento de sinais para o dominio dos grafos, preocupando-se com a
modelagem, representacao e processamento de sinais definidos sobre grafos.

Grafos t€m sido utilizados para modelar vérios sistemas reais. No campo de processa-
mento de imagem, por exemplo, um grafo pode ser utilizado para modelar uma imagem, em que
pixels ou regides da imagem podem ser modelados como os vértices do grafo e a conectividade
desses elementos pode ser modelada como as arestas do grafo (SHUMAN et al., 2013). A mo-
delagem de sinais sobre grafos exige o uso de ferramentas especializadas no processamento de
sinais sobre grafos. Nesse cendrio, uma transformada de Fourier foi definida, sendo resultado da
autodecomposi¢do do operador Laplaciano do grafo e identificada pelo acronimo GFT (do inglés
graph Fourier transform) (SHUMAN et al., 2013). A GFT de um sinal definido sobre um grafo
corresponde a representacao deste sinal em uma base formada por autovetores da matriz Laplaci-
ana do grafo em questdo. Uma caracteristica peculiar em GSP € explorada em (FRACASTORO;
FOSSON; MAGLI, 2017; FRACASTORO; MAGLI, 2017): sao identificadas coincidéncias
entre a GFT para grafos com topologias especificas e as transformadas discretas para sinais
sobre dominios regulares (transformadas do processamento cldssico de sinais); essa coincidéncia
foi explorada e novas transformadas discretas correspondentes a versodes rotacionadas de trans-
formadas discretas ja definidas no cendrio de processamento digital de sinais foram definidas.
Essas novas transformadas baseadas em rotacdes sao obtidas, fundamentalmente, a partir da
rotagdo de vetores de base da transformada discreta em sua versdo primitiva (original), os quais
sdo agrupados segundo o autovalor ao qual estdo associados na matriz Laplaciana de um grafo
particular.

Motivada pelo cendrio exposto, esta Tese tem como objetivo principal a defini¢do de
novas transformadas discretas basedas em rotagcdes, seja sobre corpos infinitos ou finitos, esten-
dendo a metodologia utilizada em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017; FRACASTORO;

MAGLI, 2017), a qual, por sua vez, lanca mao do paralelo entre as transformadas de sinais
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definidos sobre grafos e sobre o dominio cldssico de sinais para projetar novas trasformadas.
Além disso, também € objetivo desta Tese avaliar a aplicac@o dessas novas transformadas em
cendrios de compressao e cifragem de imagens. Com isso, busca-se contribuir com avancos na
area de transformadas discretas, apresentando novas ferramentas para a andlise e processamento

de sinais. A seguir, sdo apresentadas as contribui¢cdes e descrita a estrutura desta Tese.

1.1 CONTRIBUICOES
As seguintes contribui¢des desta Tese podem ser elencadas:

e A defini¢do de uma transformada discreta manobravel do cosseno (SDCT, do inglés steera-
ble discrete cosine transform) para o espago tridimensional (3D-SDCT), que corresponde a
extensdo da SDCT previamente definida em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017).

e A andlise da multiplicidade dos autovalores da transformada discreta quadridimensional
do cosseno (4D-DCT, do inglés four-dimensional discrete cosine transform), que constitui
uma possivel autobase para o Laplaciano do produto de quatro grafos em caminho. Essa

andlise € o ponto chave para a defini¢cdo de uma versao 4D da SDCT.

o A extensdo da SDCT para o cendrio de corpos finitos, com a defini¢do de uma transformada
numérica manobravel do cosseno (SCNT, do inglés steerable cosine number transform),

obtida a partir do emprego de funcdes trigonométricas sobre corpos finitos.
e A extensdo da SCNT para o espago tridimensional, resultando na defini¢do da 3D-SCNT.
e Proposta de um método de compressao de imagens tridimensionais baseado na 3D-SDCT.

e Proposta de um esquema para cifragem de imagens médicas tridimensionais baseado na
3D-SCNT.

1.2 ESTRUTURA DA TESE
Ap0s esta introducdo, a presente Tese estd estruturada da seguinte maneira:

e O Capitulo 2 apresenta uma breve revisao sobre grafos, com foco no processamento de
sinais sobre grafos, apresentando a defini¢do da transformada de Fourier sobre grafos
e sua relacdo com transformadas cldssicas existentes. Também € apresentado o método
proposto em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017; FRACASTORO; MAGLI, 2017)
para definir a SDCT e as transformadas discretas manobraveis de Fourier (SDFT, do
inglés steerable discrete Fourier transform) para uma dimensao, a ID-SDFT, e para duas
dimensdes, a 2D-SDFT. Por fim, o capitulo apresenta uma generalizagdo proposta na
literatura para projetar transformadas manobrdveis a partir de qualquer transformada

bidimensional separdvel.
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e No Capitulo 3, € apresentado o desenvolvimento da SDCT para o espago tridimensional
(3D-SDCT), e estudada a multiplicidade dos autovalores do Laplaciano do produto de
quatro grafos em caminho, que € essencial para a definicdo de uma possivel versao 4D
da SDCT. A 3D-SDCT ¢ obtida a partir da rotacdo da base da transformada discreta
em sua versdo original (3D-DCT). Neste capitulo, é abordado também, para o espago
tridimensional, o conceito de rotagdo “6tima” (em termos de possibilidade de compactar
energia de forma mais eficiente do que a 3D-SDCT com rotagao ndo 6tima), que permite
obter um maior ndmero de coeficientes nulos da 3D-SDCT; mostra-se, por meio de uma
escolha conveniente de angulos de rotacdo, que % dos coeficientes 3D-SDCT rotacionados

podem ser anulados.

e O Capitulo 4 apresenta a extensao das transformadas SDCT e 3D-SDCT para o cendrio de
corpos finitos. As abordagens propostas exploram as propriedades da diagonalizacao da
CNT para realizar a defini¢do das transformadas. O calculo da SCNT sobre uma estrutura

bidimensional € ilustrado como forma de exemplificar a constru¢ao da transformada.

e O Capitulo 5 apresenta dois cendrios de aplicacdo para as transformadas tridimensionais
propostas nesta Tese. Para o primeiro cendrio, € apresentado um método de compressao
de imagens tridimensionais baseado na 3D-SDCT, considerando o caso em que um unico
par de angulos de rotacao € utilizado para cada bloco, rotacionando todos os vetores de
base 3D-DCT pelo mesmo par. Os resultados sdo comparados com a 3D-DCT usual,
utilizando a mesma estratégia de quantizacio e codificacdo. Para o segundo cenério, é
introduzido um esquema de cifragem de imagens médicas tridimensionais baseado na
3D-SCNT, que usa os angulos de rotagdo como parametros secretos do esquema, mais
especificamente, usados para transformar o primeiro bloco da imagem. A sequéncia de
angulos usada nos blocos seguintes sdo versdes sucessivamente deslocadas ciclicamente
da primeira sequéncia. O método € avaliado a partir da andlise de sua resisténcia contra
alguns ataques criptograficos, incluindo o estudo de sua sensibilidade a mudangas nos

parametros empregados no esquema.

e Por fim, no Capitulo 6, sdo apresentadas as conclusdes, com uma sumarizagao das princi-
pais contribuicdes desta pesquisa, as publicacdes resultantes desta Tese e uma relagdo de

possiveis trabalhos futuros.
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2 TRANSFORMADAS MANOBRAVEIS

Este € um capitulo de revisdo de literatura que tem por objetivo apresentar as defini¢des
necessdrias para o desenvolvimento desta Tese. O capitulo encontra-se dividido em trés secoes.

A Secdo 2.1 apresenta a defini¢do da transformada discreta manobrdvel do cosseno
(SDCT, do inglés steerable discrete cosine transform). Explorando as propriedades da GFT de
um grafo em grade (produto entre dois grafos em caminho), em (FRACASTORO; FOSSON;
MAGLI, 2017) os autores definiram a SDCT a partir da relag@o entre a transformada discreta
bidimensional do cosseno (2D-DCT, do inglés two-dimensional discrete cosine transform) e a
GFT de um grafo em grade. A SDCT parte do principio de que os vetores de base da 2D-DCT
formam uma autobase para o Laplaciano do grafo em grade e € definida pela rotagdo da base da
2D-DCT.

Em (FRACASTORO; MAGLI, 2017), por sua vez, os autores exploraram a GFT em
grafos dos tipos ciclo e toroidal e propuseram uma nova generalizacdo para a DFT, a transformada
discreta manobrével de Fourier (SDFT, do inglé€s steerable discrete Fourier transform), que pode
ser definida em uma ou duas dimensdes. A transformada é apresentada na Secdo 2.2. Para uma
dimensao, a 1D-SDFT parte da defini¢do da GFT de um grafo em ciclo, enquanto, para duas
dimensdes, a 2D-SDFT parte da defini¢do da GFT de um grafo em grade toroidal. A SDFT pode
ser relacionada com outras transformagdes conhecidas, como, por exemplo, as transformadas
Fourier-seno e Fourier-cosseno.

A Secdo 2.3 apresenta o método proposto em (MASERA et al., 2019), que corresponde
a uma generalizacdo dos métodos utilizados em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017)
e em (FRACASTORO; MAGLI, 2017), para projetar transformadas manobraveis a partir de
qualquer transformada bidimensional separavel.

Para a defini¢do da SDCT e da SDFT, o capitulo inicia com uma revisdo dos fundamen-

tos do processamento de sinais sobre grafos, apresentando o conceito da GFT.

2.1 TRANSFORMADA DISCRETA MANOBRAVEL DO COSSENO

Esta secdo apresenta uma revisao sobre a SDCT. Inicialmente ¢ feita uma introdugao
sobre grafos, com foco no processamento de sinais sobre grafos, buscando uma relagdo entre a

transformada de Fourier sobre grafos e a transformada discreta do cosseno.

2.1.1 Fundamentos do Processamento de Sinais sobre Grafos

Grafos sdo considerados uma importante e poderosa ferramenta de abstracdo que facilita
a compreensao, modelagem e solucao de problemas em que exista um conjunto de elementos de
algum modo relacionados. A primeira evidéncia da utilizacdo de grafos remete-se ao ano de 1736,
pelo matemaético suico Leonhard Euler, que fez uso dos grafos para resolver o problema cldssico

das pontes de Konigsberg, problema hoje conhecido como “As sete pontes de Konigsberg” (EU-
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LER, 1736). Desde entdo, grafos vem sendo extensivamente utilizados para analisar uma grande
variedade de sistemas reais, como por exemplo: trafego em redes de transporte (MOHAN et
al., 2014; HUANG et al., 2016; DERI; MOURA, 2016; HACKL; ADEY, 2019; AHMADZALI,
RAO; ULFAT, 2019), a dindmica da rede cerebral (BULLMORE; SPORNS, 2009; RUBINOV;,
SPORNS, 2010; SPORNS, 2018; FARAHANI; KARWOWSKI; LIGHTHALL, 2019; ATAL,;
SINGH, 2020), dados de usuarios em midias sociais (GRANDO; NOBLE; LAMB, 2016; PE-
REIRA; AMO; GAMA, 2016; ZHANG; MOURA, 2014; CHAKRABORTY et al., 2018), entre
outros.

Seja G = (V,€) um grafo definido por um conjunto de N vértices V = {v;,i =
0,1,..., N — 1} e um conjunto de arestas £, em que £ C V? (£ é um subconjunto de V?). A
matriz de adjacéncia A (G), que armazena o relacionamento entre os vértices do grafo, é a matriz
quadrada de ordem NV cujas entradas siao definidas por (DIESTEL, 1997)

{ 1, se {u,v;} €€,
CLU =

0, caso contrdrio.

ey

Denota-se grau, ou valéncia, do vértice v; de um grafo G por g(v;), que corresponde ao
nimero de arestas adjacentes a cada vértice v; de G. D(G) é uma matriz diagonal, que contém os

graus dos vértices de G, cujas entradas sdo definidas por

g(vi), se =7,

dij = { () . 2)
0, caso contrdrio.

Por exemplo, para um grafo em caminho (path graph), P,, com 4 vértices (grafo que

apresenta topologia em linha) ilustrado pela Figura 1, as matrizes de adjacéncia e de grau de P,

sao dadas, respectivamente por

0100
1010
A(P,) = 3
(Py) 010 1 3)
0010
c
(1 0 0 0]
0200
D(P,) = 4
(Pa) 0020 “)
000 1

A matriz Laplaciana de G, denotada por L(G), desempenha um papel relevante em diver-
sas aplicacdes (SHUAIL; ZHENG; YANGMING, 2013; LIU; CHEUNG; WU, 2015; BATABYAL;
ACTON, 2017; TANG et al., 2016; YU et al., 2016), e é obtida pela subtracdo matricial (CHUNG,
1997)

L(G) =D(G) — A(9). ®)
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Figura 1 — Grafo em caminho P;.

Fonte: A autora (2020).

A teoria de processamento de sinais sobre grafos (GSP) (SHUMAN et al., 2013) foi
desenvolvida a partir da investigacdo do espectro de L(G) para o caso de grafos ndo direcionados
(que ndo sdo orientados) e com arestas de peso real ndo-negativo, em que A(G) se apresenta
como uma matriz simétrica e real. Para esse tipo de grafo, L(G) também serd uma matriz
simétrica e real, pois D(G) é uma matriz diagonal; portanto, L(G) é diagonalizdvel por uma

matriz ortogonal
L(G) =UAU, 6)

em que as colunas ug, uy, ..., un_1 damatriz U = {upu; ... un_1} € RN*N correspondem
aos autovetores de L(G) e A € RV*YN ¢ a matriz diagonal dos autovalores correspondentes
Aoy - -+, An—1 de L(G) (SHUMAN et al., 2013).

Em GSP, define-se um sinal f sobre o grafo G como sendo um mapeamento de f nos
vértices de G, em que f(7),7=0,1,..., N — 1, estd associado ao vértice v; € V. O sinal sobre

o grafo pode ser escrito como um vetor, como segue

£ = [£(0), f(1),..., F(N —1)] € RY. )

A Figura 2 fornece exemplos de representacdes de sinais sobre grafos, nos quais a
rotulacdo do vértice € omitida por uma questao de simplicidade, pois é assumido que f(i) é
atribuida ao vértice v;. O grafo em ciclo Cy;, ilustrado na Figura 2a, modela o dominio de tempo
discreto de comprimento finito; suas arestas direcionadas modelam a causalidade do dominio
do tempo, enquanto a aresta de feedback considera a condi¢do de contorno da periodicidade
imposta pela andlise DFT. O valor numérico de cada amostra de sinal f(i) é indicado ao lado
do vértice v; ao qual a amostra estd associada. A Figura 2b ilustra o grafo de Diirer, em que
o tamanho (altura) do pulso em cada vértice v; representa o valor da amostra do sinal em v;.
A Figura 2¢ mostra um exemplo de sinal definido por uma rede de sensores em malha, com
as arestas ponderadas usando o inverso da distancia Euclidiana, que surge em muitos cendrios,
como aplicacdes da Internet das Coisas (IoT) (MA; YAO; YAO, 2016); os valores das amostras
do sinal sdo representados com o uso de codificacdo (escala) de cores.

O GSP busca estender a teoria classica de processamento de sinais para o dominio dos
grafos, preocupando-se com a modelagem, representacao e processamento de sinais definidos
em grafos. Entre as ferramentas de processamento de sinais, transformadas como a de Fourier
(FT, do inglés Fourier transform) desempenham um papel fundamental na anélise de sinais.

Também em GSP, uma transformada de Fourier foi definida, a transformada de Fourier sobre
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Figura 2 — Representacdes de sinais sobre grafos: (a) grafo em ciclo direcionado, (b) grafo de Diirer ndo direcionado
e (c) grafo de cidades da regido Nordeste do Brasil sobre o qual foi definido um sinal de medig¢des de
temperatura a partir de 1° de Fevereiro de 2012, extraido do Banco de Dados Meteorolégicos para Ensino
e Pesquisa, disponivel em: http://www.inmet.gov.br/portal/index.php?r=bdmep/bdmep.

(a) (b)
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Fonte: Ribeiro (2018).

grafos (GFT), que, de certo modo, pode ser vista como uma generaliza¢ao da FT, que consiste,

2t

basicamente, em representar um sinal em termos de exponenciais complexas e“™+", que sdo

autofungdes do operador unidimensional de Laplace 4. A GFT corresponde a representacio de

dt2
um sinal sobre um grafo em uma autobase do operador Laplaciano do respectivo grafo. Mais

especificamente, para um sinal f € R" sobre o grafo G, a GFT consiste na expansio de f em

termos dos autovetores do Laplaciano de G, como segue
Fn) = (f,w) Zf i)u; (i ®)
A GFT inversa € obtida por

N-1
=Y f)ui ©)
=0

A GFT para um grafo com uma topologia especifica pode ser relacionada com algumas

transformadas existentes. Por exemplo, a DCT € equivalente a GFT de um grafo em caminho
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(Figura 1 para N = 4). Os autovetores de L(P,r) sdo iguais aos vetores de base da DCT, mais
precisamente a DCT tipo 2 (STRANG, 1999), e sdo definidos como

k 1
vg.’“)zcos(%<j+§>),j,k=0,1,...,N—1. (10)
Cada v§k), j=0,1,..., N — 1, é um autovetor de L(Py) associado ao autovalor
k
A = 4sen? (;—N> . (11)

Como a multiplicidade dos autovalores \; € sempre igual a 1, a base DCT € a tnica
autobase para L(Pn). Logo, a GFT para um sinal representado por um grafo em caminho é
equivalente a transformada DCT.

O produto Cartesiano entre dois grafos em caminho, Py Py, em que U] denota
o produto Cartesiano de grafos, corresponde a um grafo em grade, com N? vértices, como
mostrado na Figura 3 para N = 4. Os vetores de base da 2D-DCT formam uma autobase de
L(Px0Pn) (ZHANG; FLORENCIO, 2013).

De acordo com (MERRIS, 1994; MERRI, 1998), os autovalores de L(PnC Pn) sdo

todas as possiveis somas
>\k7l(PND PN) = Ak(PN) + )\Z(PN) (12)

e os autovetores correspondentes sdo determinados pelo produto de Kronecker entre os respecti-

vos autovetores de Py, isto é,
v = y® oy k1=01,...,N—1, (13)

em que v(¥) & o autovetor de Py correspondente a \; e v(h) ¢ o autovetor correspondente a J;.

2.1.2 Analise da Multiplicidade dos Autovalores

De acordo com (12), os autovalores de L(Py0 Py ) sdo dados por

k l
M (PNOPr) = 4 sen® (;—N> + 4 sen? (;—N> ) (14)
Nota-se que alguns autovalores aparecem repetidos devido a simetria \y; = \;; para k # L.

Analisando a multiplicidade algébrica em (14), tem-se:

e O autovalor \;; = 4 tem multiplicidade N — 1 e corresponde a todos os autovalores
)\k,N—k com 1 S k S N — 1.

e O autovalor \;; éigual a \; ;, quando k # [. Devido a simetria, A\g; = A\p+ X\ = N+ A, =

Al k> apresentando multiplicidade igual a 2.
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Figura 3 — Grafo em grade P, P,.

Fonte: A autora (2020).

e O autovalor )\ ; tem multiplicidade igual a 1, quando k = [ com k # % (recai no caso de
ki = 4). Logo, no espectro de L(PnxCPn) ha N — 1 autovalores com multiplicidade
algébrica igual a 1.

De acordo com (13), os autovetores de L(Pnx Pn) sdo obtidos a partir do produto de

Kronecker. Os autovetores v(%! e y(-F)

sdo linearmente independentes (ainda que A\, ; = A\; ,
quando k£ # [) pois o produto de Kronecker ndo é comutativo. Portanto, a multiplicidade
geométrica € igual a multiplicidade algébrica. A dimensdo do autoespago correspondente aos

autovalores € maior do que 1. Assim, a base da 2D-DCT ndo € a tinica autobase para L(PnC Pn).

2.1.3 Definicao da Transformada

A partir da relacao entre a 2D-DCT e a GFT de um sinal sobre um grafo em grade
PyU Py, em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017), os autores propuseram a SDCT,
utilizando o fato de que os vetores de base da 2D-DCT formam uma possivel autobase para o La-
placiano do grafo em grade L(Pn Pn ). Uma vez que a base da 2D-DCT ndo € a dnica autobase
para L(PnO Pn), € possivel encontrar outras autobases a partir da rotacdo dos autovetores.

Seja A, um autovalor de L(Px]Py) com multiplicidade 2 e sejam v*!) e v(%) dois
vetores de base da 2D-DCT que sdo autovetores de L(PnL Pn) associados a A ;. Substituindo
v e v(bk) | com suas componentes rearrajandas em vetores linha com N? componentes, por

. - . ’ ’
suas respectivas versdes rotacionadas v(*)" e y(:+)

y(ED’ cosb; senby; vk
= ’ T ) (15)
y(bk) —senty; cosb, y(bk)

em que 6;; ¢ um dngulo em [0, 27|, uma nova base ¢é obtida, a qual estd associada a transformada

, COmMo segue

discreta manobravel do cosseno, identificada como SDCT.
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Os N — 1 autovetores correspondentes a A\, y—; = 4 sdo rotacionados aos pares y(kN—F)

N—k,k N Y

e vl ). Se N for par, v(2:%) ndo é rotacionado. O operador matricial associado a SDCT

pode ser expresso como
V(6) =R(0)V, (16)

em que V = V(0) € RN**N* ¢ a matriz da 2D-DCT, R(6) € RV**N* ¢ uma matriz esparsa de
rotagdo, construida de acordo com (15), © € R**1, com ang; = N(N —1)/2, é o vetor contendo
todos os angulos utilizados, e 0 € um vetor nulo com comprimento igual ao do vetor ©.

Para qualquer sinal f € RY *,a SDCT é dada por

f=Vv(e)f =R(0)VTF. (17)

A Expressao (17) mostra que a SDCT pode ser decomposta como um produto da matriz
de rotagdo R(0) e a matriz de transformagdo V da 2D-DCT. Portanto, seja fper € RN o vetor

de coeficientes DCT do sinal f, a SDCT desse sinal pode ser obtida por
f=R(0)fpcr. (18)

De acordo com (18), dado os coeficientes fDCT, a complexidade adicional para obtengdo
da SDCT se resume ao produto entre a matriz esparsa de rotacdo R(0) e foor, 0 qual envolve,
no méaximo, um total de N(N — 1) operacdes de soma e 2N (/N — 1) operagdes de multiplicacdo
(um total de N(/N — 1)/2 pares de vetores sdo rotacionados no calculo da SDCT). Logo,
assintoticamente, a complexidade total envolvida no célculo de uma SDCT € a mesma para o

calculo da respectiva 2D-DCT.

2.2 TRANSFORMADA DISCRETA MANOBRAVEL DE FOURIER

Nesta secdo, € revisada a defini¢do da transformada discreta manobrdvel de Fourier que
pode ser definida em uma dimensao (1D-SDFT) e em duas dimensdes (2D-SDFT).

2.2.1 1D-SDFT

A transformada discreta de Fourier (DFT) de um sinal f € RY & definida por

N—-1
Bo=Y fue ¥ k=01,...,N-1. (19)
n=0

A transformada inversa € calculada por

N-1
1 A F ZTTRT
f":NE:fk€]2]\1?7n20717"'7N_1‘ (20)
k=0

Na forma matricial, o cdlculo da DFT de f pode ser expresso como

f=vr, 1)
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- 2mkn

¢ a matriz de transformacdo da DFT, com Vi, = e/~ = p} para

em que V. € CV¥N

k,n = 0,1,...,N — 1, que apresenta a propriedade de suas linhas serem autovetores de
qualquer matriz circulante (GRADY; POLIMENI, 2010).

Uma matriz quadrada M de ordem N € chamada de circulante quando cada uma de
suas linhas (apds a primeira) € obtida por um deslocamento ciclico de uma posi¢do da linha

anterior, de modo que se tem

lo Iy ly ... Iy_q
lN—l lO ll . e lN_Q
M= |In2 In1 lo ... In-3]. 22)

L L o D

A matriz circulante M apresenta /N autovetores ortogonais (TEE, 2007)

1

Pk
vi=1| pp |, (23)

parak =0,1,..., N — 1, e N autovalores dados por
e =lo+bipr +lapi+- -+ lelpévfl- (24)

O grafo em ciclo (ou anel) Cy, cuja estrutura é mostrada na Figura 4, € chamado circu-
lante porque sua matriz de adjacéncia e, portanto, sua matriz Laplaciana L(Cy) sdo circulantes.
Sabe-se que um conjunto valido de autovetores para qualquer matriz circulante € o conjunto
de linhas da matriz DFT. Entdo, a GFT para um sinal representado por um grafo em ciclo é
equivalente a transformada DFT.

Alguns autovalores aparecem repetidos devido a simetria
A = AN—k; (25)

— 1. Analisando a

em que \; corresponde ao k-ésimo autovalor de L(Cn) com k = 1,2, .. ., %

multiplicidade algébrica em (24), tem-se que, se /N € par:

e Os autovalores \p e A N tém multiplicidade 1.

e O autovalor \; = A\y_j, quando 1 < k < % — 1, apresenta multiplicidade igual a 2.

Como os autovetores de L(Cn) sdo ortogonais, a multiplicidade geométrica é igual a

multiplicidade algébrica. A dimensao do autoespago correspondente aos autovalores € maior do
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Figura 4 — Grafo em ciclo Cs.

Fonte: A autora (2020).

que 1. Assim, a DFT ndo é a tnica autobase para L(Cn). Esse fato é explorado para definir a
SDFT.

Seja A\, um autovalor de L(Cy) com multiplicidade 2 e sejam v(*) e v(¥=*) dois vetores
da DFT que sdo autovetores de L(C) associados a \j. Pode-se obter um novo par de autovetores
v(®)" e v(N=F) para o autoespaco correspondente a )\, a partir da rotacio de v(*) e v(IV=F), como

segue:

k)’ k
o] = [, ][]
k  Cos O v
em que 65 é um angulo em [0, 27].
Se cada par de autovetores v(*) e v(V=F) correspondentes a A, com 1 < k < & — 1, for
rotacionado de acordo com (26), uma nova transformada € definida, empregando uma base que
consiste na substitui¢io dos pares v(¥) e v(V=*) da DFT por suas respectivas versdes rotacionadas

N—k)

v eyl . A nova transformada € denominada transformada discreta manobravel de Fourier

(SDFT) e sua matriz pode ser escrita como
V(9) =R(6)V, (27

em que V = V(0) é amatriz da DFT, R(0) € RY*" ¢ uma matriz esparsa de rotagio, construida
de acordo com (26), © € R*¢2, com ang, = % — 1 (nimero de pares rotacionados), é o vetor
contendo todos os angulos utilizados, e 0 € um vetor nulo com comprimento igual ao do vetor ©.

Para qualquer sinal f, a SDFT € dada por
tsprr = V(0)f = R(0)VE = R(0)tprr, (28)

em que f'D rr € 0 vetor de coeficientes da DFT do sinal f.
Uma vez que os coeficientes fprr de um sinal f € RY apresentam a propriedade de

simetria

torr, =thrr, (29)
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emque 1l < k < % — 1 e o simbolo “*” denota o conjugado, € possivel, a partir do uso de
um determinado angulo de rotacdo 6, em (26), separar completamente a parte real e a parte
imagindria da SDFT. Por exemplo, aplicando uma rotagdo com ¢, = 7 em (26), obtém-se como

novos coeficientes da transformada

[ fSDFTk ] _ [ Ve’ ]f: [cos% sen’ [ v(k) | ¢
f’SDFTN_k _V(N’k)/ —sen? cos % V(N’k)_
[ ?] [ forr, ] _ [%5 %5] 'f’DFTk]
_\/Ti \/Té fDFTN—k _\/Ti \/Ti _f*DFTk
_| V2Re(torr,) ] . (30)
| —jV2 Im(fprr,)

A SDFT pode ser relacionada com outras transformadas. Por exemplo, em (30) tem-se
que, para um angulo 0, = 7, f'gDFTk = \/ﬁfcosk paral < k < % — 1 e, analogamente, f'SDFTk =
-7 ﬂ?senk para % +1<k<N-—1emque f'cosk e fsenk correspondem, respectivamente, ao
k-ésimo coeficiente da transformada de Fourier-cosseno e ao k-ésimo coeficiente da transformada
de Fourier-seno (POULARIKAS, 2010).

2.2.2 2D-SDFT

Como dito na introdug¢ao deste capitulo, a definicao da 2D-SDFT parte da sua relacdo
com a DFT bidimensional (2D-DFT), que € dada pela expressao

-1

R N
fg=>_

A transformada inversa da 2D-DFT ¢é calculada por

N-1
S fme 2 G g = 0,1, N -1, G31)
m=0

fmn = Z %qujzﬂ(%m—’—%n)a man = 07 17 ce 7N - 1 (32)

A 2D-DFT pode ser expressa na forma matricial como
f=Vvf, (33)
em que V € CV**N* ¢ a matriz de transformagdo da 2D-DFT, dada por
Vi, = e 2 — g, (34)

emque k=mN+n,s=rN+qgcom0<rm<IN-1e0<qgn<N-—-1

O grafo em grade toroidal Ty ; com N? vértices, cuja estrutura é mostrada na Figura 5,
pode ser visto como o resultado do produto Cartesiano entre dois grafos em ciclo, CUICyy.

Em (FRACASTORO; MAGLI, 2017), os autores mostraram que a 2D-DFT € uma

autobase do Laplaciano do grafo em grade toroidal, L(my ), de forma que o autovetor v,
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Figura 5 — Grafo em grade toroidal 74 1.

Fonte: Fracastoro e Magli (2017).

com0 <r,g <N —1,do L(m~ n) corresponde ao produto de Kronecker entre os autovetores
v" e v4, correspondendentes aos autovalores A, € \,, do L(Cy). O autovetor v("® do L(mnx)
corresponde ao autovalor ), , que é determinado pela soma dos autovalores A, e A\, do L(Cn),

ou seja
)\r,q = A+ )‘qa (35)

emque () <7r,g<N—1.
Como \,, = A, e devido a propriedade de simetria apresentada em (25) para os

autovalores do L(Cy), tem-se que

N

e O autovalor A, tem multiplicidade algébrica igual a 1, quando r = g com r,q = 0, 5;

N
29

O autovalor A, , tem multiplicidade algébrica igual a 2, quando r # ¢ com r,q = 0,

devido a simetria: \y v = Ax ;
b 2 2 9

e O autovalor ), , tem multiplicidade algébrica igual a 4, quando r = 0, % el<¢g< % -1
(ou, g = 0,5 el <r <& —1),devido a simetria: Ay = A\gr = Anv_g = Av_gs

(>\r,q = )\q,r = >\N—r,q = )\q,N—r);

e O autovalor )\, , tem multiplicidade algébrica igual a 4, quando r = ¢, com 1 < r < % -1,

devido a simetria: A\, , = A\, y_p = AN_pr = AN_r N}

e O autovalor ), , tem multiplicidade algébricaigual a 8, quandor # gcom 1 < r, g < %—1,
devido a simetria: A\, = A\, = A\ n_g = AN—gr = AN—rq = AgN—r = AN—rN—q =

>\N—q,N—7" .

Como os autovetores de L(7n n) sdo determinados pelo produto de Kronecker entre os
autovetores de L(Cn), e esse produto apresenta a caracteristica de ser ndo comutativo, tem-se
que a multiplicidade geométrica de cada autovalor de L(7 ) € igual & multiplicidade algébrica
correspondente, ou seja, a dimensdo do autoespaco associado a cada autovalor de L(7n ) €
maior do que 1 (exceto para o cendrio = q). Logo, pode-se concluir que a base da 2D-DFT ndo
¢ a tnica base de autovetores de L(7w n). Se os vetores de base da 2D-DFT forem rotacionados,

uma nova autobase para L(7n n) serd obtida.
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Se cada par de autovetores v("? e v(¢") da 2D-DFT associados ao autovalor \, 4,

com r # ¢, com suas componentes rearrajandas em vetores linha com N? componentes, for

. / ’ , .
rotacionado, um novo par de autovetores v(ra)' e v(ar) para o mesmo autoespacgo € obtido a

V(er)
=)

em que 60, , ¢ um angulo em [0, 27]. Assim, uma nova base é obtida, substituindo os pares

partir de

[V(W)'] B [cos 0., send,,

| =
vian) —send,, cosb,,

v e v(@") da 2D-DFT por suas respectivas versdes rotacionadas v(»9" e v(¢7)' a qual est4
associada a transformada discreta bidimensional manobravel de Fourier (2D-SDFT). A matriz

de transformacdo da 2D-SDFT pode ser escrita como
V2p(0) = R2p(0)Vap, (37)

em que Vop = Vaop(0) é amatriz 2D-DFT, Rop(0) € RY *xN? & a matriz de rota 40, construida
q ¢

N(N

de acordo com (36), © € R*¢2, com ang, = T_l) (nimero de pares rotacionados), é o vetor

contendo todos os angulos utilizados, e 0 denota o vetor nulo com comprimento ang,,.

2.3 OUTRAS TRANSFORMADAS DISCRETAS BIDIMENSIONAIS MANOBRAVEIS

Em (MASERA et al., 2019), os autores propuseram uma generaliza¢do dos métodos
utilizados em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017) e em (FRACASTORO; MAGLI, 2017)
(apresentados nas Secdes 2.1 e 2.2, respectivamente) para projetar transformadas manobraveis a
partir de qualquer transformada bidimensional separavel.

Uma transformada n-dimensional € dita separdvel se seu cdlculo puder ser obtido a partir
de n transformadas unidimensionais. Para o caso em que n = 2, uma matriz de transformacao

(CN2><N2

separdvel W € pode ser definida como

W=W,; W, (38)

em que W; € CV*V ¢ W, € CV*N correspondem a transformadas unidimensionais que
operam, de forma isolada, nas colunas e linhas, respectivamente, de um sinal X & CNxN
(W = W;XW,o em que H denota o transposto Hermitiano). Se W; = Wy, entdo (38)

torna-se
W =W; ® Wy, (39)

A partir de (39), pode-se definir as matrizes W(F) ¢ CN*N ¢ Wk ¢ CV*N  com
0<Il, k<N —1como seguem

Lk (LK) (LK)
wq Wy o WN—)N+1
W k) — ; ; ; (40)

wy wyy)
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e
kD) (k) (k1)
wyq Wyt 0 WN—1)N+1
o e
em que wF) = [wgl’k), wél’k), ey w%’f)] corresponde a ¢-ésima linha de W, com: =[N + ke
wkd = [plFD D ,w](@l)] corresponde 2 j-ésima linha de W, com j = kN + [.

Observa-se que WF) = W kDT Tgs0 indica que, se [ # k, tem-se que WF) ¢ WkD
representam a mesma componente no dominio da transformada em dire¢des diferentes (dire¢ao
horizontal e vertical). Logo, € possivel obter uma nova transformada a partir da rotagao desses
vetores.

Seja o par de vetores w’*) e w*) com 0 < I,k < N — 1el # k. Sua versdo

rotacionada, para o angulo 6 ; € [0, 27, é dada por

w bk’ cosf,; senby, wbk)
| = 7 o . 42)

wkb —senty; cosb, w kb
Se todos os pares de vetores wbk) e wkD com 0 < I,k<N—1el## k,ouseja w pares,
forem subtituidos por suas respectivas versdes rotacionadas, uma nova transformada W (0) é
obtida, em que a i-ésima linha de W(0), com ¢ = [N + k, corresponde a wbk) ge #*k,ea

w(*) se | = k. O operador matricial da nova transformada pode ser dado por
W(6) =R(O)W, 43)

em que R(0) € RY **N? & a matriz de rotagdo, construida de acordo com (42) e © é o vetor

contendo todos os angulos utilizados.
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3 TRANSFORMADAS DISCRETAS MULTIDIMENSIONAIS MANOBRAVEIS DO
COSSENO

Este capitulo apresenta a defini¢ao da transformada discreta manobravel do cosseno
para o espaco tridimensional (3D-SDCT) e o conceito de rotagdo “6tima”, que permite obter um
maior nimero de coeficientes nulos da 3D-SDCT. Neste capitulo, é apresentado também, para o
espaco quadridimensional, o estudo da multiplicidade dos autovalores do Laplaciano do produto
de quatro grafos em caminho, que € essencial para a defini¢do de uma possivel versdao 4D da
SDCT.

3.1 TRANSFORMADA DISCRETA TRIDIMENSIONAL MANOBRAVEL DO COSSENO

Esta sec@o apresenta uma nova transformada direcional denominada transformada dis-
creta tridimensional manobravel do cosseno (3D-SDCT, do inglés three-dimensional steerable
discrete cosine transform) que corresponde a uma extensao da ideia originalmente introduzida
em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017). Tal transformada € obtida pela rota¢do da base
da transformada discreta tridimensional do cosseno (3D-DCT, do inglés three-dimensional dis-
crete cosine transform) e parte do principio de que a 3D-DCT € uma autobase para o Laplaciano
do produto de trés grafos em caminho (grafo em grade cubica). A definicdo da 3D-SDCT é

iniciada pela investigacao da auto-estrutura do Laplaciano do grafo em grade cubica.

3.1.1 Uma Autobase para o Laplaciano do Produto de Trés Grafos em Caminho

O ponto-chave para a definicao da 3D-SDCT ¢€ perceber que a base 3D-DCT € uma
possivel autobase para o Laplaciano do produto de trés grafos em caminho. Se trés grafos em
caminho possuem o mesmo nimero de vértices, seu produto Cartesiano £y = Py Py0 Py,
em que [] denota o produto Cartesiano de grafos, corresponde a um grafo em grade cibica com
N3 vértices (a Figura 6 ilustra o exemplo de um grafo em grade ctibica para N = 4). Nesse

sentido, primeiro faz-se necessario revisar a defini¢do da 3D-DCT.

Definicao 3.1. A transformada discreta tridimensional do cosseno de um sinal f com dimensao

N x N x N € definida como
N—1N—1N-1

F(ku l7 m) :Z Z Z f(xv y? Z)Of(k)a(l)a(m)ux,y,Z(ka l? m)? (44)
=0 y=0 2z=0
em que
(k) \/% =0 (45)
Ie" =
\/%, k=12 N—1,
e
Ugy, - (k,1,m) = cos {W(Qz; Dk] cos r@g;\; Dl} cos [W] . (46)
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Figura 6 — Grafo em grade ctbica Ly = PyOPyOPy.

Fonte: A autora (2020).

A transformada inversa é calculada por

N—-1N—-1N-1

Fa,y,2)=) ) 0 F(k, L m)a(k)a()a(m)uy..(k,1,m). (47)

k=0 =0 m=0

Na forma matricial, o cdlculo da 3D-DCT de f pode ser expresso como F = Cf”, em

que
f =1[f(0,0,0)... f(0,0,N —1) f(0,1,0)... f(N—=1,N —1,N — 1)] (48)

é um vetor 1 x N3 formado pelos elementos de f tomados na ordem lexicografica; analogamente,
F ¢é formado pelos elementos de F; a matriz de transformacdo é C, que tem dimensdo N3 x N3

e cujas entradas sdo dadas por
O%y,,z(k?? la m) = a(k)a(l)a<m)ux,y,z(ku l7 m)u (49)

com indices x,y, z e k, [, m variando na ordem lexicografica ao longo das colunas e linhas,
respectivamente.

Em geral, dados dois grafos, G; e Go, com N; e N, vértices, e cujas matrizes Laplacianas
sdo L(G;) e L(G2), respectivamente, a matriz Laplaciana de G;[J G, é expressa como (MERRI,
1998)

L(G1) ® L(Gs) = L(G1) ® Iy, + Iy, ® L(G2), (50)

em que ¢ e ® denotam, respectivamente, a soma de Kronecker e o produto de Kronecker, e

Iy denota a matriz identidade de ordem N. Além disso, supondo que L(G,,) tenha autovalores
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ndo negativos {A,i”)}, k= 0,...,N, — 1, e autovetores ortonormais {V](gn)}, k=0,...,N,—1,
paran = 1,2, a soma de Kronecker L(G;) @ L(G>) tem um autovalor /\,(:1) + )\,(622) e o autovetor
correspondente v,(cll) ® v,(cz). Estendendo estes fatos para o grafo em grade cubica Ly, pode-se

concluir que o Laplaciano L(L y) pode ser determinado por
L(Ly) =L(Pn) @Iy @Iy + Iy @ L(Py) @ Iy + Iy @ Iy @ L(Pn). (51)

Sabe-se também que os autovalores de L(L ) sdo todas as possiveis somas entre os autovalores

de cada grafo em caminho, ou seja,

k l
P [senQ (;—N) + sen? (;—N) + sen? (%)} , (52)
para k,l,m =0,..., N — 1. Além disso, como v;, = [vx(n)],n =0,..., N — 1, em que
(n) = a(k) cos | o (2 + 1) (53)
Vp\n) =« COS 2N n s

¢ um autovetor de Py (e vetor base da DCT do tipo 2) relacionado ao autovalor \g, k =
0,...,N —1,entdo

Viim = Vi @ Vi @ Vi, (54)

¢ um autovetor de Ly = Py Py Py relacionado ao autovalor Ay, k,[,m =0,..., N — 1.
Isso significa que os vetores de base da 3D-DCT constituem uma autobase para o Laplaciano

L(Ly) do grafo em grade cubica.

3.1.2 Anadlise da Multiplicidade dos Autovalores

De (52), derivam-se os seguintes fatos a respeito das multiplicidades dos autovalores de
L(E N)Z

e O autovalor A, tem multiplicidade igual a 1, quando k = [ = m, com 0 < k,[,m <
N — 1. Logo, no espectro de L(L ), hd N autovalores com multiplicidade algébrica igual

al;
e O autovalor A ., apresenta multiplicidade igual a 3, quando:

1. k=1lel#m,ouseja, \gkm = Nemk = Am,k k> UM total de N (N — 1) autovalores;
2. k=mem #l,ouseja, \g 1t = Akt = Ak um total de N (N — 1) autovalores;
3. m=1lel # k,ouseja, \umr = Nmkom = Ak.m,m, Um total de NV (N —1) autovalores;

Logo, no espectro de L(Ly), hd 3N (NN — 1) autovalores com multiplicidade algébrica
igual a 3;
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e O autovalor )y, ,, apresenta multiplicidade igual a 6, quando k£ # [ # m. Devido a
simetria: A, = Mot = MNkom = Mk = Amkd = Am1 k- LOgO, no espectro de L(Ly ),

hd N(N — 1)(N — 2) autovalores com multiplicidade algébrica igual a 6.

Uma vez que os autovetores de L(Ly) sdo determinados pelo produto de Kronecker
entre os respectivos autovetores de Py, e esse produto é ndo comutativo, a dimensdo de cada
autoespaco, ou seja, a multiplicidade geométrica de cada autovalor € igual a multiplicidade
algébrica correspondente. Isso significa que hd autoespacos cuja dimensao € maior que um e,
portanto, a base 3D-DCT nio € a tinica autobase para L(L ). A seguir, explora-se esse fato para
definir a 3D-SDCT.

3.1.3 Definicao da Transformada 3D-SDCT

Seja A im, com k = [ e | # m, um autovalor de L(L ) com multiplicidade igual a trés,
€ Vi k.ms Vim.k © Vi i & t1€8 vetores de base da 3D-DCT que sdo autovetores de L(L y) associados
a A .m. Pode-se obter outra base para o autoespaco correspondente a Ay ,, rotacionando
Vikm» Vim k € Vi k. €M torno de um eixo arbitrdrio em um espago tridimensional. Se a referida
rotacdo € expressa por meio de duas rotagdes sequenciais em torno dos €ixos z e ', os respectivos

vetores rotacionados v, .V, ., eV . sdo dados por

Vi km cosf, 0 send, cosf, senf, O Vi ke

Vimk| = 0 1 0 |.|—senf, cos@, O|.|Vimkl| - (55)
/

Vink.k —sent, 0 cosb, 0 0 1 Vi ke k

em que 0, e 0, sdo angulos no intervalo [0, 27].

Uma modificagao semelhante a descrita em (55) pode ser aplicada aos autovetores
de L(Ly) associados aos autovalores cuja multiplicidade é igual a 6, agrupando-os em duas
triplas (Vi.im, Vimk, Vi) © (Vieant, Vi ks Vikm)- S€ cada uma dessas triplas for rotacionada
independentemente, uma nova base para o autoespago associado ao respectivo autovalor € obtida.
A nova transformada é denominada como transformada discreta tridimensional manobrével do
cosseno (3D-SDCT) e consiste em substituir os vetores de base da 3D-DCT por suas respectivas

versoes rotacionadas. Desta forma, a matriz 3D-SDCT pode ser escrita como
Cs(®) =R(©)C, (56)

em que C corresponde a matriz da 3D-DCT, R(®) é uma matriz esparsa que rotaciona cada
tripla de autovetor e cuja estrutura é determinada a partir de (55), ¢ ® = [(0,,,0.,)], i =
0,1,..., M — 1, € um vetor contendo todos os pares de angulos necessarios para realizar as

referidas rotagdes. A partir dos resultados derivados na Secdo 3.1.2, sabe-se que o nimero de

' Tais rétulos de eixos sdo usados aqui com o propésito de distinguir as coordenadas em um espaco tridimensional;

ndo se referem aos eixos x, y € z geralmente empregados para caracterizar R3.
A nfo ser que seja de outra forma declarado, a partir daqui, os autovetores de L (L) sdo expressos como vetores
1 x N3, formados pelas entradas da estrutura N x N x N correspondente tomadas na ordem lexicogrifica.
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triplas de autovetores a serem rotacionados por um par de angulos € igual a M = (N® — N)/3.
Se O for igual ao vetor nulo, a 3D-SDCT coincide com a 3D-DCT, isto é, Cs(0) = C.
Portanto, um sinal f € RV ® tem sua 3D-SDCT, denotada por Fs(®), calculada por

Fs(®) = Cs(®)f" = R(®)Cf” = R(O)F, 57)
em que F é a 3D-DCT de f.

A complexidade envolvida no cdlculo da 3D-SDCT depende basicamente da comple-
xidade envolvida no cdlculo da 3D-DCT correspondente, que pode ser eficientemente obtida
por meio de algoritmos rapidos usuais. Como a matriz de rotagdo R(®) € esparsa, seu produto
por F ndo envolve um niimero significativo de operacdes aritméticas. Mais especificamente, um
total de (5N® — 5N)/3 operagdes de adi¢do e (SN® — 8N)/3 operagdes de multiplicagio, uma
vez que, para cada tripla de autovetores, sdo necessarias 5 operacdes de adi¢do e 8 operagdes
de multiplicacdo para obter a versdo rotacionada da tripla. Isso indica que, assintoticamente, a
complexidade total ndo € alterada.

As Figuras 7 e 8 apresentam, respectivamente, as 64 primeiras funcdes de base da
3D-DCT e da 3D-SDCT com angulos de rotagdo 0, e 0, iguais a 45°, para N = 8. Para esse
valor de NV, tem-se um total de 8 = 512 funcdes de base da 3D-DCT e da 3D-SDCT. A Figura 7
permite visualizar a natureza oscilante das funcdes de base da 3D-DCT. Cada elemento da
Figura 7 € um cubo de tamanho 8 x 8 x 8, em que os valores dos elementos de base ., . (k, [, m)
definidos em (46), com 0 < k, [, m < 7, s@o plotados. O bloco superior esquerdo corresponde a
funcao base u,, ,(000), que é constante.

A Figura 8 apresenta os vetores de base obtidos a partir da rotacdo das triplas de
autovetores que apresentam multiplicidade 3 e do par de triplas de autovetores que apresentam
multiplicidade igual a 6. Esses autovetores foram rotacionados com angulos 60, e 0, iguais a 45°.
Pode-se observar que o vetor de base u, , .(000), representado pelo bloco superior esquerdo
da Figura 8, € o mesmo da 3D-DCT. Isso se deve ao fato de que o autovalor associado a este

autovetor apresenta multiplicidade igual a 1 e, por esse motivo, ndo sofre rotacao na 3D-SDCT.

3.1.4 Correspondéncia entre angulos de rotacao e coeficientes 3D-DCT

Na definicdao da 3D-SDCT, na Sec¢do 3.1.3, foi indicado que os angulos usados para
rotacionar cada tripla de vetores de base da 3D-DCT sdo declarados no vetor ® = [(6,,,,0.,)],
1 =0,1,..., M — 1. No entanto, é necessdrio identificar qual tripla é rotacionada por cada par
de angulos (6,,,6.,),7=0,1,..., M. Equivalentemente, devido a (57), pode-se identificar qual
tripla de coeficientes 3D-DCT € rotacionada por cada angulo; isso permite fornecer visualizacdes
3D interessantes, que ajudam a entender a a¢do da 3D-SDCT e dao suporte para introduzir o
conceito de rotacdo 6tima, que serd apresentado na préxima secao.

Como um exemplo, a Figura 9 apresenta uma estrutura ctbica 4 x 4 x 4 representando

a disposicao espacial dos coeficientes 3D-DCT de um sinal com a mesma dimensao; 0s eixos
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Figura 7 — Base ortogonal com os 64 primeiros vetores da 3D-DCT.

Fonte: A autora (2020).

Figura 8 — Base ortogonal com os 64 primeiros vetores da 3D-SDCT com angulos de rotacdo 8, e 0, iguais a 45°.

Fonte: A autora (2020).

associados aos indices k, [ e m, que variam de 0 a 3, também sao indicados?, de modo que um

3 Os fndices sdo os mesmos usados para identificar os autovalores e autovetores de L(L ).
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coeficiente pode ser denotado inequivocamente por [, ; .. Na figura, quatro cores sdo usadas: os
4 coeficientes de cor cinza, na diagonal principal do cubo, sdo aqueles que possuem k = [ = m;
esses coeficientes ndo sdo modificados pela matriz de rotagido R(®), pois estdo associados aos
vetores de base vy ,, também tendo £ = [ = m, aos quais as rotagdes ndo sdo aplicadas. O
restante do cubo € dividido em 3 partes iguais (vermelho, verde e amarelo), de modo que cada
tripla de coeficientes a serem rotacionados tem um coeficiente em cada uma dessas partes. Na
Figura 9b, € proporcionada uma vista explodida da Figura 9a e as referidas partes podem ser
melhor visualizadas.

De modo mais especifico, seja Fj ;.m, K # m, o coeficiente situado na parte em
vermelho da estrutura 4 x 4 x 4 mostrada na Figura 9; formard uma tripla com os coeficientes
F}, m 1, na parte em amarelo e F,, ;, ;, na parte em verde do cubo. Por exemplo, o coeficiente
F5 5 indicado na Figura 10 formard uma tripla juntamente com os coeficientes F5 9 € F( 22
indicados nas Figuras 10a e 10b, respectivamente. Como mostrado nas mesmas figuras, as
posi¢des de 52 € Fpoo sdo simétricas a de [ 2 em relagdo aos planos diagonais | = m e
k = m, respectivamente.

Um coeficiente Fy,;,,, k # | # m, situado na parte em vermelho da estrutura 4 x 4 x 4
mostrada na Figura 9, formard uma tripla junto com [ ,, , na parte em amarelo e F,, j; na
parte em verde do cubo. Correspondentemente, [y, ,,, ;, também na parte em vermelho do cubo,
formard uma tripla junto com £, ; ;, na parte em amarelo e Fj, ,,, na parte em verde. Veja, por
exemplo, o coeficiente F3; o indicado na Figura 10c, que pode ser relacionado ao autovetor
V310 €, consequentemente, ao autovalor A3 ; o com multiplicidade igual a 6; formard uma tripla
juntamente com os coeficientes [} o 3 € [ 31 indicados na Figura 10c. Conforme mostrado na
mesma figura, as posicOes de F' 3 € Fp 31 sdo simétricas a de F3; o em relagdo aos planos
diagonais [ = m e k = m, respectivamente. Adicionalmente, tem-se o coeficiente F3( ;, também
relacionado ao referido autovetor e autovalor, e ocupando uma posi¢ao simétrica a ocupada por
F3 10 em relagdo ao plano diagonal m = 4 — [, como indicado na Figura 10c; F3; formard
uma tripla juntamente com os coeficientes Fg ;1 3 € I 3 indicados na Figura 10c. As posi¢oes
de Fy 13 € F130 sdo simétricas a de F3(; em relagdo aos planos diagonais [ = m e k = m,
respectivamente.

Isso permite concluir que € suficiente escolher uma ordem para enderecar cada coefici-
ente 3D-DCT na parte em vermelho do cubo considerada nas Figuras 9 e 10, de modo que os
outros dois coeficientes na tripla correspondente serdo resolvidos automaticamente*. Logo, foi
escolhida a ordem ilustrada na Figura 11, que endereca sequencialmente os coeficientes 3D-DCT

na parte em vermelho do cubo, para cada plano m = 0, 1, 2, 3, de cima para baixo e da esquerda

4 Uma regra pratica para obter os outros dois coeficientes de uma tripla, a partir de um coeficiente Fy ; ,,, localizado

na parte em vermelho das estruturas ctbicas consideradas, € aplicar dois deslocamentos ciclicos sequenciais a
esquerda para os indices k, [, m; desta maneira, obtém-se os coeficientes Fj ,, 1, € Fi, 1.1
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Figura 9 — Arranjo espacial dos coeficientes no dominio da transformada de uma estrutura cibica 4 x 4 x 4:
(a) Estrutura 4 x 4 x 4 representando o arranjo espacial (particionamento em quatro conjuntos) dos
coeficientes no dominio da transformada e (b) sua vista explodida.

(@) (b)

Fonte: A autora (2020).

Figura 10 — (a) e (b) Um autovetor em um autoespaco de dimensdo 3 e (c) um autovetor em um autoespaco de
dimensao 6, em uma estrutura 4 x 4 x 4 representando o arranjo espacial dos coeficientes.

@) (b) ©)
. I=m m o Fez2 . m Fou3
k Foaa
Faz2o Fi30

Fonte: A autora (2020).

para a direita. Desta forma, a sequéncia obtida de coeficientes é dada por

(1) Fl,O,U? Fl,l,O) (2> FQ,O,O) F2,l,07 F2,2,07 (3) F3,0,0a F3,1,07 F3,2,07 F3,3,07
(4) F2,0,17 F2,1,17 F2,2,17 (5) F3,0,17 F3,1,17 F3,2,17 F3,3,17
<6> F3,0,27 F3,1,27 F3,2,27 F3,3,2-

Isso fornece a seguinte regra referente a correspondéncia entre os angulos de rotacao
e os coeficientes 3D-DCT na parte em vermelho do cubo 4 x 4 x 4, usado como referéncia de

cada tripla de coeficientes (ou autovetores) a serem rotacionados:
(0yi,0::) — Frim, 1=0,...,19,m=0,...,2; k=m+1,...,3; [ =0,...,k.

A Figura 12 apresenta véarias subfiguras correspondentes aquelas apresentadas nas
Figuras 9-11, mas considerando N = 8, ou seja, uma estrutura ciibica 8 x 8 x 8. Nesse caso,
a partir das explicacdes anteriores, sabe-se que M = 168 (ver Figura 12f); a regra que indica

a correspondéncia entre os pares de angulos de rotacao e os coeficientes 3D-DCT na parte em
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Figura 11 — Ordem em que os coeficientes (parte em vermelho) usados como referéncia de cada tripla de coeficientes
a serem rotacionados sdo tomados e consequentemente relacionados a um par de angulos de rotagdo.

() 3)

Fonte: A autora (2020).

vermelho do cubo, usada como referéncia de cada tripla de coeficientes a serem rotacionados, é

dada por
(0y.i:02:) — Frym, i =0,...,167, m=0,....6; k=m+1,...,7;1=0,....k

Em geral, para um dado NV, a regra que indica a correspondéncia entre os angulos de
rotacdo e os coeficientes 3D-DCT usados como referéncia de cada tripla de coeficientes a serem

rotacionados pode ser descrita como

(0y,ir0:0) — Fipm, 1=0,...,———— — 1; m=0,...,N —2;
E=m+1,...,N -1, [=0,... k. (58)
Isso fornece os detalhes necessérios para o célculo efetivo de Fs(®), a 3D-SDCT de um sinal f

de dimensao N x NN x N, de acordo com (57). Em resumo, € necessdrio realizar as seguintes

etapas:
1. Calcule a 3D-DCT de £, obtendo F = [F},; .|, k,[,m =0,1,... ., N — 1;

2. Escolhaum vetor ©® = [(6,,0.,)], i =0,1,.... M —1, M = NS?)_N, de pares de angulos

de rotagdo;

3. Use o i-ésimo par de angulos (6, ;, 0. ;) para aplicar a rotagdo mostrada em (55) a tripla
de coeficientes [Fy ;. Fimi Fmii). em que, de acordo com (58), m = 0,..., N — 2,
k=m+1,....,N—1el =0,...,k. A tripla rotacionada correspondente ¢ denotada

/ / / £ . _ _ 1 / —
como [Fy . F/,. . Fy . ]. Alémdisso, se k = [ = m, entdo Fy,; . = Fjim.

4. Obtenha a 3D-SDCT de f como Fs(®) = [F, ], k,[,m=0,1,...,N — 1.
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Figura 12 — (a) Estrutura 8 x 8 x 8 representando o arranjo espacial dos coeficientes, (b) sua vista explodida, (c) e
(d) um autovetor em um autoespaco de dimensdo 3, () um autovetor em um autoespaco de dimensao
6 e (f) ordem na qual os coeficientes (parte em vermelho) usados como referéncia de cada tripla de
coeficientes a serem rotacionados sdo tomados e consequentemente relacionados a um par de angulos
de rotacdo.

(a) (b)

(©) (d

k
440
““““ LKZm
@) 0)
~Foas i |
,,,,,,, Fos4 )
Fa50

Fonte: A autora (2020).

3.1.5 Rotacdo Otima

Como discutido na se¢do anterior, um vetor ® formado por pares de angulos deve ser
escolhido para rotacionar a 3D-DCT e obter a sua versao manobravel. Neste contexto, o conceito
de rotacdo 6tima pode ser introduzido. Mais especificamente, pode-se mostrar que, por meio de
uma escolha conveniente para cada par de angulos de rotacao, dois coeficientes em cada tripla
dos coeficientes 3D-DCT sao anulados; essa escolha, que aqui € identificada como rotagdo dtima,

sugere a possibilidade de compactar energia de forma mais eficiente do que a 3D-SDCT com
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rotacao nao 6tima ou a 3D-DCT.

Neste cendrio, seja a tripla [Fj, ., Fjm, Fm ] inicialmente rotacionada em torno do
eixo z pelo angulo 0, = arctan(F),, x/Fk.m) de acordo com (55). Isto produz claramente a
tripla rotacionada [F}/, . 0 F . ]. Em seguida, aplicando uma rotagéo em torno do eixo y pelo
angulo 0, = arctan(F), , ,/F, ), obtém-se a tripla rotacionada [F} ;. 0 0]. Esse procedimento
é ilustrado na Figura 13. Se a rota¢do 6tima for empregada, somente M + N = (N® +2N)/3
coeficientes 3D-SDCT serdo diferentes de zero; isso equivale a preservar, apos a aplicagao da
rotacdo, apenas os coeficientes localizados nas regides de cor vermelho e cinza das estruturas
cubicas apresentadas na secao anterior.

O uso da rotacdo 6tima permite que % dos coeficientes rotacionados da 3D-SDCT se
tornem nulos. A Figura 14 ilustra a posicao de cada coeficiente em um bloco de tamanho 4 x 4 x 4
transformado. Para verificar se % dos coeficientes rotacionados sao anulados, as Figuras 16, 17, 18
e 19 fornecem uma visualizagdo dos coeficientes 3D-DCT e 3D-SDCT de um bloco 4 x 4 x 4
selecionado arbitrariamente da imagem apresentada na Figura 15.

Pode-se observar nas Figuras 16, 17, 18 e 19 que os coeficientes com multiplicidade
igual a 1, ou seja, os coeficientes [}, ,,, com k = [ = m, permanecem inalterados, pois eles
nao sdo rotacionados. Esses coeficientes sdo: o Fp g, que se encontra na 12 linha e 1* coluna
da Figura 16; o F} ; 1, na 22 linha e 22 coluna da Figura 17; o I3 5 2, na 3% linha e 3% coluna da
Figura 18; e 0 F3 3 3, na 4 linha e 4? coluna da Figura 19.

Os coeficientes com multiplicidade igual a 3, ou seja, os coeficientes Fj,; ,, com k = [
el#mouk=mem#loum =[el # k sio rotacionados e dois dos trés coeficientes sao
anulados. Por exemplo, para k = [ e [ # m a tripla de coeficientes que serd rotacionada é Fj, i, .,
Fyom i € Fr - Tomando k = | = 0 e m = 1, o coeficiente F} o o deve ser diferente de zero e os
coeficientes Fp o1 € [ 1 01guais a zero. Nas Figuras 16 e 17 € possivel observar que isso acontece.
O coeficiente rotacionado F} o encontra-se na 22 linha e 12 coluna da Figura 16b com valor
igual a -64,1912 e os coeficientes rotacionados [ € F{ 1 o encontram-se, respectivamente, na
12 linha e 12 coluna da Figura 17b e na 12 linha e 22 coluna da Figura 16b e apresentam valores
iguais a zero. Isso acontece com os demais coeficientes que apresentam multiplicidade igual a 3,
como pode ser visto na Tabela 1.

Para os coeficientes que apresentam multiplicidade igual a 6, ou seja, quando k # | # m,
o par de triplas € rotacionado e dois dos trés coeficientes de cada par devem ser anulados ao
se utilizar a abordagem de rotagdo 6tima. Por exemplo, para k = 0, = 1 e m = 2, o par de
triplas de coeficientes que sera rotacionado € (Fb1 0, Fi02, Fo21) € (Fa01, Fo12, F120). Na
tripla (F21,0, F1,0.2, Fo21), 0 coeficiente I} ; o deve ser diferente de zero e os coeficientes F] g o
e Fy o, iguais a zero, e na tripla (Fy 0.1, Fo1.2, F120), 0 coeficiente F; o, deve ser diferente de
zero e os coeficientes [ 1 2 € F 2 iguais a zero. O coeficiente rotacionado F5 ; o encontra-se na
32 linha e 22 coluna da Figura 16b, com valor igual a 52,0518, e os coeficientes rotacionados
F1 9.2 € Fp o1 encontram-se, respectivamente, na 2% linha e 1 coluna da Figura 18b e na 12 linha

e 3? coluna da Figura 17b e apresentam valores iguais a zero. O coeficiente rotacionado F5 ;
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Figura 13 — Rotagdo Gtima: tripla [Fy, . F, .. F,.,] rotacionada em torno do eixo z com 6, =

arctan(Fy . ./ F . .) € em torno do eixo y com 0, = arctan(F,  /F; ).

[F>]<jy,z 0 I:21,’x,y]

_______________

Fonte: A autora (2020).

Figura 14 — Bloco 4 x 4 x 4 de coeficientes.

Fonte: A autora (2020).

Figura 15 — Imagem utilizada para exemplificar a 3D-SDCT com rotacdo 6tima: brain cancer (BARBORIAK, 2015)
(256 x 256 x 16 pixels).

Fonte: A autora (2020).
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Figura 16 — Coeficientes da fatia 1 do bloco 4 x 4 x 4: (a) 3D-DCT; (b) 3D-SDCT. (O coeficiente na cor cinza, com
multiplicidade 1, permanece inalterado, pois ndo sofre rotagdo.)

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).

Figura 17 — Coeficientes da fatia 2 do bloco 4 x 4 x 4: (a) 3D-DCT; (b) 3D-SDCT. (O coeficiente na cor cinza, com
multiplicidade 1, permanece inalterado, pois ndo sofre rotacio.)

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).
Figura 18 — Coeficientes da fatia 3 do bloco 4 x 4 x 4: (a) 3D-DCT; (b) 3D-SDCT. (O coeficiente na cor cinza, com

multiplicidade 1, permanece inalterado, pois ndo sofre rotacdo.)

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).

encontra-se na 32 linha e 12 coluna da Figura 17b, com valor igual a 48,0237, e os coeficientes

rotacionados Fp 2 € [ 2 encontram-se, respectivamente, na 1? linha e 22 coluna da Figura 18b
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Figura 19 — Coeficientes da fatia 4 do bloco 4 x 4 x 4: (a) 3D-DCT; (b) 3D-SDCT. (O coeficiente na cor cinza, com
multiplicidade 1, permanece inalterado, pois ndo sofre rotagdo.)

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).

e na 22 linha e 32 coluna da Figura 16b e apresentam valores iguais a zero. Esse comportamento
ocorre com os demais pares de triplas de coeficientes que apresentam multiplicidade igual a 6,
conforme pode ser visto na Tabela 2.

Portanto, para o bloco de tamanho 4 x 4 x 4 definido na Figura 14, tem-se um total de
43 = 64 coeficientes 3D-DCT ndo nulos e (%60) + 4 = 24 coeficientes 3D-SDCT diferentes de

zero (usando rotag@o 6tima), ou seja, %(64 — 4) = 40 coeficientes 3D-SDCT sao anulados.

3.2 ANALISE DA MULTIPLICIDADE DOS AUTOVALORES DO LAPLACIANO DO
PRODUTO CARTESIANO DE QUATRO GRAFOS EM CAMINHO

Light fields (campos de luz) sdo estruturas quadridimensionais (4D) que possuem
resolucdo espacial e angular, e que sdo compostas por subimagens bidimensionais (2D). Resu-
midamente, uma imagem light field é criada através da insercao de fatias 2D na representacao
4D; multiplas vistas de uma cena sdo utilizadas para criar novos pontos de vista (LEVOY;
HANRAHAN, 1996; NG et al., 2005; ALVES; PEREIRA; da Silva, 2016). O processamento
de light fields € um tema de pesquisa desafiador devido a alta dimensionalidade desse tipo de
dado. No cendrio de representacdo e codificacdo de light fields, h4 diversos trabalhos que fazem
uso da 4D-DCT (CARVALHO et al., 2018; CONTI; SOARES; NUNES, 2016; LIU et al., 2016;
CONTI; NUNES; SOARES, 2018; SANTOS et al., 2018). Isso sugere a definicdo de uma versao
4D da SDCT para ser avaliada no cendrio mencionado, que pode levar a um melhor desempenho
em relacdo aos resultados obtidos com a 4D-DCT.

Para a definicdo de uma versao 4D da SDCT, o ponto central é analisar a multiplicidade
dos autovalores da 4D-DCT associados aos autovetores que constituem uma possivel autobase
para o Laplaciano do produto de quatro grafos em caminho. A defini¢do da 4D-DCT € apresentada

a seguir.
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Definicao 3.2. A transformada discreta quadridimensional do cosseno de um sinal f com dimen-

sdio N x N x N x N ¢é definida como uma extensao direta do caso unidimensional (DCT), como

segue
—IN-1N—1
F(j,k,l,m) ZZZZf z,y, z, t)a(g)a(k)a(D)a(m)uy, .. (J, k, 1, m), (59)
2=0 y=0 2=0 t=0
em que

a(k) = ﬁ ) (60)

7r(2x2; 1)j] cos r(2y2;\; 1)145} cos {w(z;q\; 1)@

7(2t+1)m
COS [T] . (61)

um,y,z,t(j, k, l, m) = COS |:

A transformada inversa, 4D-DCT inversa (do inglés inverse 4D-DCT), é dada por

—1N-1

Fr 2 0=3 335 Fiik LmlaGla(a(a(mse i kbm). (62
7=0 k=0 [=0 m=0
O célculo da 4D-DCT do sinal f pode ser expresso, na forma matricial, como Fipper =

T
Cupperf” , em que

f =[£(0,0,0,0)...f(0,0,0,N —1) £(0,0,1,0)... f(N —1,N —1,N — 1, N — 1)]
é um vetor 1 x N* formado pelos elementos de f tomados na ordem lexicogrifica; de forma
andloga, F.p.per é formado pelos elementos de F4p.per; Cap.per € @ matriz de transformagao de

dimensdo N* x N* com suas entradas dadas por

C%yyzi (j7 k? l7 m) = a(j)a(k)O(U)a(m)uI,%Z,t(jv ka la m)> (63)

com indices x,y, z,t e j, k, [, m variando na ordem lexicografica ao longo das colunas e linhas,
respectivamente.

O ponto de partida para a definicdo de uma versao 4D da SDCT € considerar o produto
Cartesiano de quatro grafos em caminho (Zy, em que Zy = Py Py Py Py), cada um
com N vértices, e fazer a andlise espectral de sua matriz Laplaciana L(Zy ). Analogamente a
defini¢do do Laplaciano de um grafo em grade cubica, L(Ly) (ver Subse¢do 3.1.1), o Laplaciano

L(Zy) pode ser determinado por

L(Zy) =L(Py) @ Iy @ Iy @Iy + Iy @ L(Py) ® Iy ® In+
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Os autovalores de L(Zy) s@o todas as possiveis somas entre os autovalores de cada grafo em

caminho, ou seja,

' k [
Njkdm =4 {sen2 (%) + sen? (;T—N) + sen? (27T_N> + sen? (%)] , (65)
para j, k,l,m =0,..., N — 1. Além disso, como v; = [v;(n)],n =0,..., N — 1, em que
(n) = a(j) cos ( 22 (20 +1) (66)
vj(n) = a(j) cos { 5% (2n

¢ um autovetor de Py (e vetor base da DCT do tipo 2) relacionado ao autovalor \;, j =
0,...,N —1,entdo

Vikim = Vj @V @V ® VvV, (67)

¢ um autovetor de Zy relacionado ao autovalor \; ;. m, 7,5, [,m =0,..., N — 1. Isso significa
que os vetores de base da 4D-DCT constituem uma autobase para o Laplaciano L(Zy).
Os autovalores do Laplaciano L(Zy) sdo determinados a partir de (65). Analisando a

multiplicidade algébrica, tem-se, para 0 < j, k,[,m < N — 1, os seguintes casos:
e O autovalor \; ;. »,, apresenta multiplicidade igual a 1, quando j = k = [ = m;
e O autovalor A, ;; ,,, apresenta multiplicidade igual a 4, para os seguintes cendrios:
L j=k=lel#m, ouseja, Xj;jm=Njjm; = Amjji = Nimjjs
2. j=k=mem#Il ouseja, Ajj1; = Ajjjo = Mjjg = Nidggs
3. j=l=mem=#k ouseja, \jkjj = Mrjjj = Nigki = gk
4 k=l=mem#j,ouseja, \jkrk = Mejhk = ki = Akkjk>
e O autovalor \; ;; ,,, apresenta multiplicidade igual a 6, para os seguintes cendrios:
1. (j =k)# (I=m), ou seja,
Al = g = Ajigt = Njdg = Aiggl = ALjlgs
2. (j =1) # (k=m), ou seja,
Ajkgk = Ajkki = Mg = Njghk = Mejik = Mkjikgs
3. (m=j)# (k=1),ouseja,

)\m,k,k,m = Am,k,m,k = )\k,m,k,m = /\k,m,m,k = )\m,m7k,k = /\k,k,m,m;
e O autovalor \;; », apresenta multiplicidade igual a 12, para os seguintes cendrios:
1. j=kek #1+# m,ouseja,

Ajjdm = Ajgmid = Mmgj = Amibgg = Mjgmg = Ajgm = Ajlmj = Njljm =

Njimogl = Njmidg = Amojigl = Amogdgs
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[\9}

. g=1lel #k+# m,ou seja,
Ajegm = Ajang = Meggm = Mejmg = Amjkg = Amjgk = Nmkg = Ajmjk =
Ak = Njjmk = Amkjg = Mem.jgs
3. j=mem # k # [, ou seja,
Ajklj = Njkgd = Mkl = Mgl = Njikg = gk = Mgk = Mgk = Ajjkl =
)\j,j,z,k = /\k,l,j,j = /\l,k,j,j;
4. k=1lel # j # m, ou seja,
Nikkm = Nkmk = Mkjkm = Mjmk = Amkkj = Amkjk = Mk
)\k,m,j,k = )\k,k,j,m = )\k,k,m,j = )\j,m,k,k = )\m,j,k,k§
5. k=mem # j #1,ouseja,
Ajklk = Njkkl = Mejlk = Mgkl = Melkj = Mbljk = Akkj = Mkjk =
)\k,k,j,l = )\k,k,l,j = )\j,l,k,k = )\l,j,k,k;
6. l=mem # j # k, ou seja,
Ajkdd = Mgl = ALk = Aiky = Melgl = Ml = Akl = Mkilj = Njlk =

ALjkl = Ajllk = Ajikl

e O autovalor \;;; », apresenta multiplicidade igual a 24, quando j # k # [ # m. Devido a

simetria;
Njkbm = Ajkmi = Ntk = Njimk = ANjmkl = Njmik = Mejlm = Akgjmi =
Medgom = Melmj = Memgl = Memilj = Mgkm = Mgmk = Mkjm = MNkmj =

Amagk = Aok = Amgkd = Amglk = Amkgl = Amklj = Amlkj = Am.ijk-

No espectro de L(Zy) existem NN autovalores com multiplicidade algébrica igual a
1, 4N(N — 1) autovalores com multiplicidade algébrica igual a 4, 3N(N — 1) autovalores
com multiplicidade algébrica igual a 6, 6N(N — 1)(N — 2) autovalores com multiplicidade
algébrica igual a 12 e N(N — 1)(IN — 2)(N — 3) autovalores com multiplicidade algébrica igual
a 24. Uma vez que os autovetores de L(Zy) sdo dados pelo produto de Kronecker entre os
respectivos autovetores de Py, € o produto de Kronecker ndo € comutativo, a multiplicidade
geométrica de cada autovalor € igual a multiplicidade algébrica correspondente. Isso significa
que a dimensdo de cada autoespago correspondente aos autovalores € maior do que 1 (com
excegdo de \j;;m, com j = k = [ = m) e, portanto, a 4D-DCT nio € a tinica autobase para
L(Zy).

De forma andloga a defini¢do da 3D-SDCT, a versdo 4D da SDCT pode ser obtida pela
aplicagdo de rotacdes aos vetores de base da 4D-DCT. A partir da andlise da multiplicidade dos
autovalores, percebe-se que ha vdrias possibilidades para agrupar os autovetores e rotacioné-los.
No entanto, o estudo e a descricao de tais possibilidades ficardo como trabalhos futuros.

Seguindo a mesma metodologia, partindo da anélise da multiplicidade dos autovalores
de uma transformada nD-DCT e do agrupamento dos autovetores a serem rotacionados, transfor-

madas manobraveis do cosseno em dimensdes maiores que 4, nD-SDCT para n > 5, podem ser
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definidas. A defini¢do dessas transformadas envolve um trabalho adicional a medida em que se

aumenta o nimero de dimensdes (n). No entanto, essa definicao acontece de forma sistemética.



Tabela 1 — Coeficientes com multiplicidade igual a 3.

Tripla Coeficiente 3D-DCT 3D-SDCT Posi¢ao Figura
Fioo -52,2249  -64,1912 32 linha, 12 coluna 16
1 Fooa -2,6547 0 12 linha, 12 coluna 17
Foio 37,2294 0 12 linha, 32 coluna 16
Fiio -51,0412  -52,2338 22 linha, 22 coluna 16
2 Fioq -10,9058 0 2% linha, 1% coluna 17
Foia 2,0581 0 12 linha, 22 coluna 17
Fs00 25,1250 47,9210 32 linha, 12 coluna 16
3 Foop 13,8750 0 12 linha, 32 coluna 16
Foo.2 -38,3750 0 12 linha, 12 coluna 18
Fso0 23,8750 42,3990 32 linha, 32 coluna 16
4 Fsp9 -25,8750 0 3% linha, 1% coluna 18
Fooo -23,6250 0 12 linha, 32 coluna 18
Fs00 5,2798 -18,1818 42 linha, 12 coluna 16
5 Foos 5,0233 0 12 linha, 12 coluna 19
Foso -16,6574 0 12 linha, 42 coluna 16
Fs50 -20,4588 -22,0415 42 linha, 42 coluna 16
6 Fs03 7,6558 0 42 linha, 12 coluna 19
Foss 2,9419 0 12 linha, 42 coluna 19
F511 3,8436 49,5296 32 linha, 22 coluna 17
7 Fiio 49,3215 0 22 linha, 22 coluna 18
Fiaq -2,4079 0 22 linha, 32 coluna 17
Fs91 -9,1643  -52,2046 32 linha, 32 coluna 17
8 Fy19 -42,8808 0 32 linha, 22 coluna 18
Fi99 28,3297 0 22 linha, 32 coluna 18
F311 8,9000 9,4744 42 linha, 22 coluna 17
9 Fiis 2,9740 0 22 linha, 22 coluna 19
Fisq 1,3080 0 22 linha, 42 coluna 17
Fs51 -7,8332  -11,0920 42 linha, 42 coluna 17
10 Fs15 -4,4643 0 42 linha, 22 coluna 19
Fiss -6,4609 0 22 linha, 42 coluna 19
Fs59 21,6843 26,7493 42 linha, 32 coluna 18
11 Fyo3 0,4135 0 32 linha, 32 coluna 19
Fy39 -15,6571 0 3% linha, 4* coluna 18
Fs54 17,6785 17,9101 42 linha, 42 coluna 18
12 Fs95 1,6579 0 42 linha, 32 coluna 19
Fy33 -2,3436 0 32 linha, 42 coluna 19

Fonte: A autora (2020).
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Tabela 2 — Coeficientes com multiplicidade igual a 6.

Par de Tripla Coeficiente 3D-DCT 3D-SDCT Posicao Figura
Fyip 39,8618 52,0518 32 linha, 22 coluna 16
Fioz 33,2101 0 22 linha, 12 coluna 18
1 Foan 4,1855 0 12 linha, 32 coluna 17
F01 10,1539 48,0237 3% linha, 12 coluna 17
Foqi2 -41,7327 0 12 linha, 22 coluna 18
Fiap -21,4838 0 22 linha, 32 coluna 16
Fs10 -23,8785 -24,8573 42 linha, 22 coluna 16
Fios 3,3007 0 22 linha, 12 coluna 19
’ Fosa 6,0669 0 12 linha, 42 coluna 17
F501 4,3007 15,6517 42 linha, 12 coluna 17
Fois -5,1831 0 12 linha, 22 coluna 19
Fiso -14,1285 0 22 linha, 42 coluna 16
Fs40 -12,3430 -18,4239 42 linha, 32 coluna 16
Fo3 4,5886 0 32 linha, 12 coluna 19
3 Fos9 -12,8854 0 12 linha, 42 coluna 18
Fs509 14,5214 21,3209 42 linha, 12 coluna 18
Foo3 -1,3278 0 12 linha, 32 coluna 19
Fs3 15,5446 0 32 linha, 42 coluna 16
Fs5,4 -12,4723  -21,6973 42 linha, 32 coluna 17
Fi3 -4,9937 0 32 linha, 22 coluna 19
4 Fiso 17,0375 0 22 linha, 42 coluna 18
Fs19 17,7875 21,0080 42 linha, 22 coluna 18
Fia3 10,5277 0 22 linha, 32 coluna 19
Fy31 3,7563 0 32 linha, 42 coluna 17

Fonte: A Autora, 2020.
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4 TRANSFORMADAS NUMERICAS MANOBRAVEIS DO COSSENO

Este capitulo apresenta a definicdo de uma transformada manobravel do cosseno sobre
corpos finitos primos, GF(p), empregando uma metodologia andloga a utilizada na defini¢do da
SDCT (ver Capitulo 2). A transformada proposta é identificada como transformada numérica
manobrdvel do cosseno (SCNT, do inglés steerable cosine number transform), e pode ser
vista como uma generalizacio da transformada numérica do cosseno (CNT, do inglés cosine
number transform), em que uma nova base € construida a partir da rotacdo, empregando fungdes
trigonométricas sobre corpos finitos, de pares de vetores de base da CNT. Os vetores de base da
CNT estdo associados ao mesmo autovalor, em GF(p), do Laplaciano de um grafo em caminho
com NV vértices.

A extensdo da SCNT para o cendrio tridimensional também € apresentada neste capitulo,
e € identificada como transformada numérica tridimensional manobravel do cosseno (3D-SCNT,
do inglés three-dimensional steerable cosine number transform). Tal transformada € obtida a
partir do fato de que os vetores de base da transformada numérica tridimensional do cosseno (3D-
CNT, do inglés three-dimensional cosine number transform) constituem uma possivel autobase
para o Laplaciano do grafo em grade ctibica avaliado em um corpo finito. A 3D-SCNT ¢é definida
empregando a rotagdo dos vetores de base da 3D-CNT, usando um operador de rotacdo sobre

corpos finitos.

4.1 A TRANSFORMADA NUMERICA DO COSSENO

Para a definicdo da CNT, faz-se necessario definir as funcdes trigonométricas sobre
corpos finitos. A CNT considerada nesta Tese tem uma estrutura andloga aquela da DCT tipo
2 (STRANG, 1999).

4.1.1 Trigonometria sobre corpos finitos

Os principais conceitos relacionados a trigonometria sobre corpos finitos foram apre-
sentados pela primeira vez em (CAMPELLO DE SOUZA et al., 1998), como premissa para a
definicdo de uma transformada de Hartley sobre corpos finitos. Em trabalhos posteriores, a teoria
foi estendida, e novas aplicacdes foram surgindo (CINTRA et al., 2009; LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2011; LIMA; CAMPELLO DE SOUZA; PANARIO, 2011; LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA, 2013). A seguir, € revisada a defini¢do das funcdes cosseno e seno sobre corpos
finitos. A particularidade deste trabalho € que optou-se por restringir a pertinéncia ao corpo finito
primo [F,, os elementos ¢ em relagdo aos quais as referidas func¢des sdo calculadas. Na verdade,

em contextos mais gerais, ( pode ser um elemento pertencente a um corpo de extensao.

Definicio 4.1. Seja ¢ um elemento ndo nulo de um corpo finito [F,,, em que p é um primo
fmpar. As funcdes cosseno e seno sobre corpos finitos relacionadas ao Angulo do elemento (?,

0 =0,1,...,0ord(¢) — 1, em que ord(() corresponde a ordem multiplicativa de ¢, sdo dadas
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respectivamente por

0 —0
cos¢(0) = % (68)
€
0 -0
sen () — % (69)

em que i = /—1 (mod p).

As fungdes sobre corpos finitos definidas acima satisfazem propriedades analogas
aquelas satisfeitas pelas respectivas fungdes definidas sobre os nimeros reais. Em particular,
cossenos e senos sobre corpos finitos possuem, correspondentemente, simetria par e impar,

satisfazem
sen?(@) + COS?(Q) =1, (70)

bem como as identidades relacionadas a soma e a diferenca de angulos. Também ¢é relevante
notar que, se p = 3 (mod 4), 7 = +/—1 (mod p) pertence ao corpo de extensio IF,» (BURTON,
2010), em que as operacdes aritméticas podem ser realizadas empregando inteiros Gaussianos
sobre [F,, (LIMA; CAMPELLO DE SOUZA, 2011).

4.1.2 Definicao da CNT

Definicio 4.2. Seja s um sinal com N pontos cujas componentes pertencem a [F; seja ¢ € I,
um elemento com ordem multiplicativa ord(¢) = 2. A transformada numérica do cosseno de s

¢ calculada por
s = Cgs, (71

em que C_, € a matriz cujos elementos sdo dados por

C.(k,n) = \/%ﬁk COS¢ (k: (n + %)) ) (72)

k,n=0,1,...,N —1,emque By = vV2~te,=1,parak=1,2,...,N — 1.
Mostra-se que a matriz da CNT inversa € dada por C;l = CZ (LIMA; CAMPELLO
DE SOUZA; PANARIO, 2011; LIMA; MADEIRO; SALES, 2015).

4.2 PROPRIEDADES DE DIAGONALIZACAO DA CNT

Até onde o autor dessa Tese tem conhecimento, até recentemente, resultados a respeito
de matrizes diagonalizdveis pela matriz da CNT ainda ndo tinham sido apresentados na literatura.

Em (RIBEIRO; LIMA, 2017), os autores propuseram considerar um grafo em caminho Py
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nao-direcionado com N vértices, como o apresentado na Figura 1 para N = 4, mas avaliado

sobre um corpo finito. Neste caso, a respectiva matriz Laplaciana é

- L -
-1 2 -1
-1 2 -1
L= . . . (73)
-1 2 -1
-1 1
- R -

(mod p). (74)

Os referidos autores, entdo, demonstraram que C_ diagonaliza L, conforme enunciado no

teorema a seguir.

Teorema 4.1. Seja ¢ € F, um elemento com ordem multiplicativa ord(¢) = 2N, seja C_ a
matriz com dimensoes N X N da CNT, construida conforme a Defini¢cdo 4.2. A Laplaciana L do

grafo em caminho ndo-direcionado sobre T, é diagonalizada por C,.
Demonstragdo. Ver Apéndice A. 0

Como se esperava, o Teorema 4.1 pode ser visto como uma versao sobre corpos finitos
do resultado bem conhecido que estabelece que os autovetores de L (avaliada sobre os nimeros
reais) coincidem com os vetores de base da DCT (STRANG, 1999).

4.3 TRANSFORMADA NUMERICA MANOBRAVEL DO COSSENO

Considerando o resultado dado pelo Teorema 4.1, € possivel, entdo, usar de uma
abordagem andloga aquela empregada no contexto da DCT, para definir a SCNT. Em todo caso,
conforme se demonstrou, também no cendrio de corpos finitos, as multiplicidades dos autovalores
da Laplaciana do grafo em caminho sdo unitdrias, o que significa que a base formada pelos
respectivos autovetores (os vetores de base da CNT) € tnica. Diante disso, a possibilidade de
definicdo de uma SCNT requer que se considere, como ponto de partida, uma CNT bidimensional.
Os Teoremas 2 e 3 em (FRACASTORO; MAGLI, 2017) também sdo vélidos para matrizes
avaliadas sobre um corpo finito, ao mesmo tempo em que a CNT pode ser estendida para duas

dimensdes de modo andlogo aquele empregado para definicio da 2D-DCT a partir da DCT
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unidimensional. Assim, os autovalores do Laplaciano de um grafo em grade, Py Py, avaliado

sobre um corpo finito, resultante do produto entre dois grafos em caminho Py, sdo dados por

k l
M (PnOPy) = 4sen§ (5) + 4sen§ (5) . (75)

E importante ressaltar que as operagdes envolvidas sdo realizadas utilizando aritmética
modulo p.

As multiplicidades dos autovalores sdo dadas por:

e O autovalor )\;; = 4 tem multiplicidade N — 1 e corresponde a todos os autovalores
Aen—pcoml < k< N-—1

e O autovalor \;; éigual a \; ;, quando k # [. Devido a simetria, A\ ; = A\g+ X\ = N+ A\ =

A1 k> apresentando multiplicidade igual a 2.

e O autovalor )\;; tem multiplicidade igual a 1, quando k = [ com k # % (recai no caso de
Ak = 4). Logo, no espectro de L(PyOPy) ha N — 1 autovalores com multiplicidade

algébrica igual a 1.

Os autovetores de L(PyOPy), isto é, os vetores de base da 2D-CNT, sdo obtidos pelo
produto de Kronecker entre os vetores de base da CNT unidimensional. Como os autoespacos
em questdo, com excecao daquele ao qual estdo associados os autovalores descritos no tltimo
dos casos acima, possuem dimensao maior que a unidade, novas autobases para L(PyOPy)
podem ser obtidas por meio da rotagdo aos pares dos respectivos autovetores. No caso, devem
ser consideradas rotagdes sobre corpos finitos, as quais sdo implementadas empregando o
operador (GONDIM; OLIVEIRA NETO; LIMA, 2019)

cos, 0 sen,b

R.(0) = (76)

—sen,f cos, 6

em que o € GI(p) € 6 € Zyq(a)'. Utilizando propriedades das fungdes trigonométricas sobre

corpos finitos, mostra-se que R (0) ™' = R, (0)”. Assim, se as componentes dos autovetores

v(ED e v(F) forem dispostas de forma unidimensional, como vetores-linha com dimenséo 1 x N2,

(kD" & v(LK)" & calculado por

v(LR)' —sel,,, (Or.1) COSaqy , (Or.1) v(Lk)

o respectivo novo par de autovetores v

Na ultima expressdo, os cossenos e senos dos angulos 6 sdo calculados com relagdo aos
elementos ay,; € GI(p), k =0,....N -2, 1l =k+1,...,N —1,isto é, até N(N —1)/2
angulos podem ser especificados. Substituindo os pares originais de autovetores por aqueles

resultantes das rotacdes, obtém-se uma nova base, a qual estd associada a transformada numérica

Zord(a) denota o conjunto de inteiros médulo ord(a).
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manobrével do cosseno (0s autovetores associados aos autovalores com multiplicidades iguais a
1 ndo sdo alterados). Os demais detalhes relativos ao célculo propriamente dito da SCNT sdo
andlogos aqueles relativos ao calculo da SDCT e, por isso, ndo serdo apresentados aqui; esses
incluem (i) a possibilidade de computar a transformada a partir do cdlculo inicial da 2D-CNT e
de um posterior produto por uma matriz contendo todos os cossenos e senos sobre corpos finitos
associados as rotacdes que se deseja impor a cada par de vetor de base e (ii) a estratégia para
célculo da transformada inversa.

O Exemplo 4.1 apresenta o cdlculo da SCNT da estrutura bidimensional sobre GF(257)

1 130 80 45
20 254 92 50

s = (78)
46 78 99 160

20 80 121 200

de dimensdo N x N =4 x 4. A SCNT de s é obtida por Sy ¢ = R“,QSC, em que O é um vetor
contendo todos os dngulos empregados nas rotacdes dos pares de vetores, & = (o) € um vetor
contendo todos os elementos em relagdo aos quais 0s cossenos e senos dos referidos angulos sdao

calculados e S¢ corresponde a 2D-CNT de s que € dada por

SOO SOI SOQ 503
SlO Sll 512 Sl3
S2O S21 522 823
SSO 531 532 533

S, = CsCl = , (79)

S, é um vetor N2 x 1 formado pelos elementos de S_, obtidos na ordem lexicogréfica, ou seja

SOO
So1

Sc = (80)
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e Ry 0 € a matriz de rotagdo construida a partir dos senos e cossenos dos angulos de rotagdo que

compdem o vetor © e que sdo calculados em relagdo ao elemento a.

Exemplo 4.1. Seja ( = 4 € GF(257) um elemento com ordem multiplicativa igual a ord({) =
2N =8 aa=(ay;) =CeO®0=1[3 4 5 2 7 1]. Apartirdamatrizda CNT unidimensional

com niicleo ¢ = 4,

128 128 128 128
166 154 103 91

C. = , (81)
128 129 129 128

154 91 166 103

tem-se a 2D-CNT de s, dada por

112 233 159 180
103 212 124 57

S.=0C_sCl = . 82

¢ e e 98 99 154 87 (82)

24 189 84 76

A partir do produto da versdo vetorizada de S, que de acordo com (80) é escrita como

112
233
159
180
103
212
124
~ 57
S. = K (83)
99
154
87
24
189
84
76

com a matriz Ry g contendo os cossenos e senos sobre corpos finitos dos elementos de © para
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rotacionar os pares de autovetores, conforme descrito em (77), obtém-se a SCNT de s

112
45
98

209
57

212
99

S«o = RS, = 123 , (84)
133
154
10

203
73
90
76

que apresenta-se na estrutura bidimensional como

112 45 98 209
57 212 99 105

Sae = . (85)
159 133 154 10

203 73 90 76

4.4 TRANSFORMADA NUMERICA TRIDIMENSIONAL MANOBRAVEL DO COSSENO

A SCNT tridimensional pode ser definida de forma andloga a SCNT e requer a conside-
racdo de uma CNT tridimensional como ponto de partida. Uma vez que a CNT pode ser estendida
para trés dimensoes de forma semelhante aquela usada para definir a 3D-DCT a partir da DCT
unidimensional, usando o Teorema 1 apresentado em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI,
2017), que também € valido para matrizes avaliadas em corpo finito, e usando o Teorema 4.1, te-
mos que os autovalores de L(L ), o Laplaciano do grafo em grade ctibica (L = PyOPyOPy
€ o resultado do produto cartesiano entre trés grafos em caminho avaliado sobre um corpo finito),
sdo todas as possiveis somas entre os autovalores de cada grafo em caminho, ou seja,

k [ m
2 2 2
)\k,l,m(PND FND FN) = 488114 (5) + 4S€H§ (§> + 486114 (—2 > . (86)

E importante ressaltar que as operagdes envolvidas sdo realizadas utilizando aritmética
modulo p.

Analisando a multiplicidade algébrica em (86), tem-se que:
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e O autovalor Ay ,,, tem multiplicidade igual a 1, quando & = [ = m,com 0 < k,I,m <
N — 1. Logo, no espectro de L(L ) ha N autovalores com multiplicidade algébrica igual

al;
e O autovalor A ,, apresenta multiplicidade igual a 3, quando:

1. k=1lel#m,ouseja, \gkm = Nemk = Am.kk, um total de N (N — 1) autovalores;
2. k=mem #l,ouseja, \g;t = A\ ki = Ak um total de N (N — 1) autovalores;

3. m=1lel # k,ouseja, A\ i = Amym = Mkm,m. um total de NV (/N —1) autovalores;

Logo, no espectro de Ly = Py PyO Py hd 3N (N — 1) autovalores com multiplicidade

algébrica igual a 3;

e O autovalor A, ,, apresenta multiplicidade igual a 6, quando k£ # [ # m. Devido a
simetria: A\ = Nt = Mokm = Mok = Akl = Am,ik- L0g0, no espectro de L(Ly)
hd N(N — 1)(N — 2) autovalores com multiplicidade algébrica igual a 6.

Os autovetores de L(L ) sdo determinados pelo produto de Kronecker entre os vetores
de base da CNT unidimensional (autovetores de Py). Como o produto de Kronecker nao é
comutativo, a dimensdo de cada autoespacgo, ou seja, a multiplicidade geométrica de cada
autovalor € igual a respectiva multiplicidade algébrica. Isso significa que hd autoespacos cuja
dimensdo é maior que um e, portanto, a base da 3D-CNT ndo € a dnica autobase para L(Ly).
Logo, uma nova autobase para L(L ) pode ser obtida rotacionando as triplas dos respectivos
autovetores.

Utilizando o operador de rotagdo sobre corpos finitos definido em (76) para rotacionar
a tripla de componentes dos autovetores v(#5™) v (kmk) e v (mkE) - oroanizadas como vetores-
linha de dimensdo 1 x N3, tem-se como nova tripla de autovetores, respectivamente, 0s vetores

! ! !
ykkm)' y(kmk)" o y(mkk) " calculados por

v (kkm)’ cOSay s (Okam) 0 seng, . (Okim) v (kohom)
ykmk) | — 0 1 0 vikmk) (87)
v(m>k7k)/ _Senak,l,'m (ek,l,m) 0 Cosak,l,nL (ekvl’m) V(m’k’k)

Os autovetores de L(Ly) associados aos autovalores cuja multiplicidade é igual a 6
podem ser rotacionados utilizando a estrutura descrita em (87), agrupando-os em duas triplas,
(Vi Lms Vimks Vi) © (Vim.ts Vinik, Vikm). Os autovetores associados aos autovalores com

multiplicidade igual a 1 ndo sdo rotacionados. Assim, o nimero de triplas de autovetores a serem

N3_N
3

com multiplicidades iguais a 3 (precisamente, 3(N — 1) autovalores) e 6 (precisamente, N (N —

rotacionados por 6 € igual a

, que corresponde aos autovetores associados aos autovalores

1)(N — 2) autovalores). Logo, substituindo as triplas originais de autovetores por aqueles

resultantes das rotacdes, uma nova base € obtida, a qual é utilizada pada definir a 3D-SCNT.
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5 APLICACOES

Neste capitulo, € apresentado um método de compressao de imagens tridimensionais
baseado na 3D-SDCT, considerando o caso em que apenas um par de dngulos de rotacdo por
bloco € utilizado, rotacionando todos os vetores de base da 3D-DCT pelo mesmo par de angulos.
Este capitulo também introduz um esquema de cifragem de imagens médicas tridimensionais
baseado na 3D-SCNT, que usa os angulos de rotacdo como parametros secretos do esquema. As

secOes a seguir descrevem as aplica¢des supracitadas.

5.1 COMPRESSAO DE IMAGENS TRIDIMENSIONAIS

Esta secao apresenta a aplicac¢do da transformada 3D-SDCT em compressao de ima-
gens. Os resultados sdo comparados com a 3D-DCT usual, utilizando a mesma estratégia de

quantizagdo e codificacdo.

(N3+2N)
3

coeficientes dentre os N? coeficientes que compdem a 3D-DCT. Se isso for usado em um

Como discutido na Subsecao 3.1.5 do Capitulo 3, a 3D-SDCT permite anular

CODEC (codificador e decodificador) de imagem baseado em transformada, a quantidade de
coeficientes a serem enviados ao decodificador sera reduzida. No entanto, faz-se necessario
enviar também ao decodificador os % angulos 6timos empregados nas rotagoes.

Tendo em vista a alta taxa necessdria para transmitir todos os pares de angulos de
rotagdo, o emprego de versdes subdtimas que levem a um menor nimero de coeficientes nulos ou
préximos de zero pode levar a uma solugao eficiente. Essa estratégia pode ser analisada a partir
de uma perspectiva de taxa-distorcao (RD, do inglés rate-distortion), cujo objetivo € escolher a
versdo comprimida mais eficiente para cada bloco da imagem, no sentido de quantidade de bits
para representacao versus qualidade da imagem reconstruida (SULLIVAN; WIEGAND, 1998;

ORTEGA; RAMCHANDRAN, 1998).

5.1.1 Modelo RD

No célculo da 3D-SDCT, a distribui¢do de energia e o grau de esparsidade no dominio
da transformada dependem diretamente da escolha dos angulos de rotagdo correspondentes.
Esses angulos também devem ser informados ao decodificador para que a transformada inversa

seja calculada. A taxa de bits total da 3D-SDCT é€, portanto, dada por
R(Fs(®),0) = Ryye) + Re, (88)

em que Ry (@) corresponde a taxa de bits referente aos coeficientes transformados e Rg a taxa
de bits referente aos angulos de rotagao.

Tanto os coeficientes transformados quanto os angulos de rotacao devem ser quanti-
zados em conjuntos finitos de valores, de modo que Quantpy(e) € RM ¢ Quante € [0, 27]

correspondem, respectivamente, aos conjuntos de valores de reconstru¢do disponiveis para cada
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componente, ou seja, Fs(@) € Quantgs(@) e ©® € Quantg”?, em que ang corresponde ao
nimero de angulos usados.

Assim como o numero de diferentes angulos de rotacdo influencia a taxa de bits ne-
cessaria para codificar a imagem, a quantidade e a escolha desses angulos também afetam a
distor¢do da imagem original. Logo, a distogdo total D = D(Fg(©), ©) é fungio dos coefici-
entes transformados, Fg(®) = (Fyoo, - - -, Fn_1n_1~_1), € dos dngulos de rotagdo utilizados,
O = (O, ...,0ang-1)-

A escolha de um conjunto adequado de angulos para a 3D-SDCT pode ser analisada a
partir de uma perspectiva de RD. Idealmente, o codificador deve representar a imagem usando o
minimo possivel de bits, preservando o nivel de qualidade necessério para a aplicacao, ou seja,

minimizar a distor¢do D sujeitando-se a uma restricdo R a taxa de bits Ry:
min{ D}, sujeito a R < Ry. (89)

O problema de otimizacdo apresentado em (89) pode ser resolvido usando a otimizagdo

Lagrangeana, na qual um termo de distor¢do D € ponderado contra um termo de taxa R, isto €,
min{J},em que J = D + yR, (90)

em que J € a funcdo Lagrangeana distor¢do-taxa que serd minimizada para um valor particular
do multiplicador de Lagrange, ~.
Em (FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017), os autores propdoem como medida de

distor¢ao o uso do erro de reconstru¢do, dado por
D(Fs(©),©) = If — Cs(©)"Fs(0)]l5, oD

em que f € R’ corresponde ao bloco da imagem original e Cs(0)TFg(O) é o bloco recons-
truido a partir do célculo da 3D-SDCT inversa.
Existe uma relacdo aproximadamente linear entre a taxa de bits de codificagdo R e a

norma-/y de Fs(©) (quantidade de coeficientes ndo nulos) para as transformadas DCT, em que
Rrg@) = £|[Fs(0)][o, 92)

e k € a constante de proporcionalidade que pode ser encontrada empiricamente (MITRA; HE,
2001 apud FRACASTORO; FOSSON; MAGLI, 2017).

A taxa R depende da quantidade de angulos de rotacdo diferentes utilizados. Utilizando
um tnico angulo, isento de compresséo e quantizado sobre os valores gy € [0, 27|, para rotacionar

todas a triplas de autovetores, a taxa referente a transmissdo desse tinico angulo é dado por

Ry = [logy go] , (93)

em que gy = |Quanty| corresponde a cardinalidade do conjunto Quant,.
Cada solucdo obtida em (90) para um dado valor de  corresponde a uma solucio
Otima para a equacao (89) para um valor especifico de R (SHOHAM; GERSHO, 1988 apud
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SULLIVAN; WIEGAND, 1998). O fator y deve levar em conta o passo de quantizacio uniforme
utilizado pelo codificador, uma vez que o passo do quantizador influencia a taxa final 12 obtida no
processo de compressao. Tendo em vista essa influéncia, Le Pennec e Mallat definiram em (LE-
PENNEC; MALLAT, 2005) que um fator v 6timo estd relacionado ao passo de quantizagdo g da
seguinte forma:
_ 3

== (94)

v

em que x corresponde a constante de proporcionalidade da equagao (92).

5.1.2 Codificador e estratégia de quantizacao

Para a utilizacdo da 3D-SDCT faz-se necessario transmitir ao decodificador os coefici-
entes transformados e os angulos de rota¢do. Os coeficientes sdo submetidos a quantizacdo e ao
método de varredura proposto em (LEE; CHAN; ADJEROH, 1997). Os angulos, por sua vez,
sdo quantizados uniformemente no intervalo de [0, 7].

Para a codificagdo dos coeficientes e angulos foi utilizado o QM-coder, que € um
codificador aritmético adaptado para trabalhar com entradas bindrias, utilizado no JPEG. O
QM-coder € um codificador livre de multiplicacdes e opera com aproximagdes dos intervalos
fazendo uso somente de operagdes de adicdo, subtracdo e deslocamento com precisdo fixa, o que
faz dele um codificador simples e veloz (SALOMON; MOTTA, 2009).

5.1.2.1 Quantizagdo

Em (LEE; CHAN; ADJEROH, 1997), os autores propuseram uma técnica para defini¢cao
dos niveis de quantizacdo para coeficientes 3D-DCT. Segundo os autores, a magnitude dos
coeficientes decresce exponencialmente a medida que se afastam dos eixos principais x, y € z, de
modo que os coeficientes mais significativos estdo concentrados em uma regido curva nomeada
pelos autores de complemento de um hiperboloide deslocado, apresentado na Figura 20a. A

regido € definida pela equacao
(z+1)(y +1)(z + 1) < Cte, (95)

em que C'te € uma constante positiva que define o tamanho da regido (define a forma da regiao),
modificando assim o nimero de coeficientes a serem considerados mais significativos.
O hiperboloide deslocado (Figura 20b) captura os coeficientes menos significativos e é

definido pela equacdo
(z+ 1)(y+ 1)(z+1) > Cte. (96)

Com a modelagem da distribui¢c@o dos coeficientes em duas regides do cubo, hiperbo-

loide deslocado e complemento do hiperboloide deslocado, uma funcio para geracio dos valores
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Figura 20 — Distribuic@o dos coeficientes 3D-DCT: (a) Complemento do hiperboloide deslocado (concentra os
coeficientes dominantes) e (b) hiperboloide deslocado (concentra os coeficientes menos significativos).

(a) (b)

Fonte: Adaptado de Lee, Chan e Adjeroh (1997).

de quantizacdo para o interior e o exterior do complemento do hiperboloide deslocado foi defi-
nida por Lee, Raymond e Donald. Enquanto na regido externa ao complemento do hiperboloide
deslocado deve-se ter altos valores de quantiza¢ido que tendem a quantificar os coeficientes para
zero, na regido interna os valores de quantizacao devem aumentar a medida que se avanca na

ordem de varredura. Para isso, definiu-se a funcio exponencial

Ki (1 _ efﬂi(z+;)_(‘,y];r1)(z+l)> + 17 (l’ ‘I‘ 1)(y ‘I— 1)(2 + 1) S Ct@

Qz,y,z - (97)
K, (1 — e mED@tDERD) & (2 4 1) (y + 1) (2 + 1) > Cte,

em que ¢ e o sdo indices das constantes (K;, ;) e (K,,7,) e se referem, respectivamente, a regido
interna e a externa do complemento do hiperboloide deslocado, a constante K € a amplitude
inicial da regido selecionada e o parametro 7) € a taxa de decaimento.

Em (LEE; CHAN; ADJEROH, 1997), os autores também definiram uma ordem de
varredura para os coeficientes 3D-DCT quantizados, que faz uso dos valores de quantizacdo
gerados por (97). No esquema de varredura proposto, ordenam-se inicialmente os coeficientes
inseridos no complemento do hiperboloide deslocado e, em seguida, os que se encontram fora
dessa regido (coeficientes do hiperboloide deslocado). A ideia é que mais zeros consecutivos dos
coeficientes quantizados possam ser agrupados para uma codificacdo mais eficiente. O esquema

de varredura € definido nos seguintes passos:

e Passo 1 - Definir parametros para gerar valores de quantizacao: Defina os valores dos
pardmetros (K;,n;), (K,,1n,) e Cte em (97) e gere os valores de quantiza¢do (), , . com
0<z,y,2<N—1.

e Passo 2 - Ordenar coeficientes do complemento do hiperboloide deslocado: Gere o
vetor Nigterno cOm 0s nimeros dos coeficientes, definidos por xN? + yN + 2, com

(x+1)(y+1)(2+1) < Cte, que corresponde a posi¢ao de cada coeficiente do complemento
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do hiperboloide deslocado. Ordene Njpterno de acordo com a ordem decrescente dos
correspodentes valores de quantizacdo (), , . cujas coordenadas satisfazem (z + 1)(y +
)(z+1) < Cte.

e Passo 3 - Ordenar coeficientes do hiperboloide deslocado: Gere o vetor Nexterno COM
os nimeros dos coeficientes, definidos por 2 N*+yN +z, com (z+1)(y+1)(2+1) > Cte,
que corresponde a posi¢do de cada coeficiente do hiperboldide deslocado. Ordene Nexterno
de acordo com a ordem decrescente dos correspodentes valores de quantizagio (), , . cujas
coordenadas satisfazem (x + 1)(y + 1)(z + 1) > Cte.

O vetor ordenado Niyterno (resultante do Passo 2) seguido pelo vetor ordenado Nexterno
(resultante do Passo 3) forma a ordem de varredura. Seguindo a ordem de varredura supracitada,
obtém-se a matriz de quantizagdo ordenada Q'.

Os coeficientes 3D-DCT e 3D-SDCT sao divididos pelos elementos correspondentes da
matriz de quantizac¢do ordenada Q'. A quantizacio dos coeficientes resultantes da aplicagdo da
3D-DCT ao bloco N x N x N ¢é dada por

Q(Fyy..) = round [Q1(Fy..)] (98)
com
T FLB z
Q1(Fyy,.) = 85, (99)
x,y,zq

em que ¢ € o passo de quantizacio uniforme e F é a 3D-DCT de f e tem a entrada na posicdo
(z,y, z) denotada por F, ..

Uma vez que a 3D-SDCT tem por caracteristica o desbalanceamento de energia dos
coeficientes transformados (mas mantendo a energia total inalterada), o processo de quantizagdao
definido em (98) pode ser inadequado porque ndo leva em conta tal distribui¢do de energia. Para
resolver este problema, optou-se neste trabalho por aplicar a divisao dos coeficientes 3D-DCT
pelos elementos correspondentes da matriz de quantizagdo ordenada antes de multiplicar pela
matriz de rotagdo R(®) para produzir a 3D-SDCT, como segue:

Q(F’) = round [R(©)Qg], (100)
com
QF = Ql(Fx,y,z)a para 0 S x, Y,z S N — 17 (101)

em que F’ é a 3D-SDCT de f e tem a entrada na posigdo (, y, 2) denotada por F’, , .

Os parametros utilizados na defini¢do da matriz de quantizacdo foram K; = K, = 255,
n; = 0,0001, n, = 0,0002 e Cte = 8. Esses valores foram definidos experimentalmente a
partir de uma andlise prévia do desempenho (PSNR e SSIM versus taxa de bits) do método de
compressio proposto, sendo escolhidos os que geraram melhor desempenho. Quanto ao passo de
quantizagdo uniforme g, foram utilizados vinte e cinco passos. Quanto maior o passo, menor a

taxa de bits da imagem codificada.
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5.1.3 Faixa para escolha dos angulos de rotacao

Os angulos de rotag@o para o cdlculo da 3D-SDCT s@o definidos no intervalo [0, 27].
No entanto, buscando uma representacdo mais esparsa dos coeficientes (sabe-se que isso €
conseguido por meio dos angulos 6timos, conforme definido na se¢do 3.1.5 do Capitulo 3), é
suficiente escolher os angulos no intervalo [0, 7], excluindo o 7.

Escolhendo duas rotacdes, a primeira em torno do eixo z e a segunda em torno do eixo

y, verificou-se que as triplas de vetores 3D-SDCT apresentam a seguinte propriedade de simetria:

/ 0,+%,0.) _ / 0,,0

Vk,k,m( () ) — Vm,k,k( y 2)’
/ 0 +£792 — / 0 :ez

Vimp 020 =y Oube), (102)
/ Oy +Z.0.) o 0,0,

Voo ! 2= Vk,k,m(y ),

indicando que a reducdo da faixa para escolha do angulo 6, ndo altera a esparsidade da matriz de
coeficientes resultante de uma rotagdo (¢, + 7,6 ). O que ocorre é apenas uma possivel troca de
sinal (positivo para negativo) de coeficientes ou transferéncia de energia entre os coeficientes
que compdem a tripla rotacionada, mas que pode levar a um ganho em termos de resolugcdo de

escolha do angulo 6, no intervalo [0, 7).

5.1.4 Resultados

Para as simulac¢des foram utilizadas dez imagens médicas no padrao DICOM em escala
de cinza (65536 niveis de cinza) com dimensdes distintas do repositério The Cancer Imaging
Archive (TCIA) (CLARK et al., 2013), listadas na Tabela 3. As transformadas 3D-SDCT e
3D-DCT foram calculadas sobre blocos de tamanho 4 x 4 x 4 sem sobreposi¢do, € as mesmas
estratégias de quantizagdo e codificagc@o entropica foram utilizadas.

A 3D-SDCT foi calculada utilizando duas rotagdes consecutivas, a primeira em torno do
eixo z e a segunda em torno do eixo y, com (6,, 6,) como angulos de rotagdo . Foram utilizados
g9 = 8 angulos uniformente espagados no intervalo [0, 7) para 6, e [0, 7| para 6., ou seja, 64
pares (6,,6.).

Os resultados sdo apresentados em curvas RD, usando as métricas de distor¢ao objetiva
relacdo sinal-ruido de pico (PSNR, do inglés peak signal-to-noise ratio) e indice de similaridade

estrutural (SSIM, do ingl€s structural similarity index). O PSNR € expresso como

(103)

MAX?

MSE
em que MAX = 65535 (todas as imagens usadas sdo em escala de cinza de 16 bits) e MSE indica

o erro médio quadratico entre a imagem original e a imagem reconstruida. O SSIM ¢€ calculado
de acordo com (WANG et al., 2004)

(2urpig,.. +c1)(2011,., + c2)

SSIM(L, ) = )
(1, Lec) (Wi +p3  +e)(of+oi  +c)

(104)
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Tabela 3 — Imagens utilizadas nas simulagdes.

Imagem Tipo Dimensao Referéncia

I prostate cancer 176 x 176 x 100 (LITJENS et al., 2017; LITJENS et al., 2014)

I astrocytoma 132 x 132 x 12 (JANSEN; TERRY, 2015)

I3 breast cancer 144 x 144 x 108 (LIetal., 2016; LI et al., 2015)

1, lower abdomen 128 x 128 x 80 (LUCCHESI; AREDES, 2016)

I5 astrocytoma 132 x 132 x 12 (JANSEN; TERRY, 2015)

I breast cancer 144 x 144 x 108 (LIetal., 2016; LI et al., 2015)

I brain cancer 256 x 256 x 16 (BARBORIAK, 2015)

I breast cancer 320 x 320 x 16 (JANSEN et al., 2015)

Iy prostate cancer 256 x 256 x 12 (LITJENS et al., 2017; LITIENS et al., 2014)
I soft tissue sarcoma 256 X 256 x 24 (VALLIERES et al., 2015)

Fonte: A autora (2020).

em que [ e I,.. sdo as imagens originais e reconstruidas, respectivamente, x4 e o sdo a média
e covariancia da intensidade de pixel das imagens, respectivamente, € c; € ¢y sao constantes
positivas usadas para evitar instabilidade no parametro de qualidade SSIM (KANDHWAY;
BHANDARLI, 2019).

Os resultados de desempenho das transformadas sdo comparados usando as métricas
Bjgntegaard BD-Rate, BD-PSNR e BD-SSIM. As métricas Bjgntegaard sdo normalmente usadas
para facilitar a comparacdo de dois algoritmos de compressao, observando as melhorias de
distor¢do para uma determinada taxa de bits ou medindo a economia de taxa de bits para uma
distor¢do fixa (BIONTEGAARD, 2001). A taxa delta de Bjgntegaard (BD-Rate) representa a
economia média de taxa de bits para a mesma qualidade de imagem (por exemplo, PSNR, SSIM),
de modo que um valor negativo representa o ganho de compressdo, enquanto um valor positivo
representa a perda de compress@ao. BD-PSNR e BD-SSIM medem, respectivamente, a diferenca
média de PSNR e SSIM entre duas curvas RD. Um valor positivo de BD-PSNR ou BD-SSIM
indica um aumento de PSNR/SSIM na mesma taxa de bits, do método proposto em relacio ao
método de referéncia.

A Tabela 4 apresenta os resultados da métrica BD-Rate para as imagens utilizadas nas
simulacOes, com a economia percentual média na taxa de bits em comparagdo com a 3D-DCT. A
economia média na taxa de bits da 3D-SDCT é maior que 1% para a imagem I e igual a 0,68%
para a imagem Ig. Para as outras imagens, a 3D-SDCT supera a 3D-DCT em valores maiores
que 2% em termos de economia de taxa de bits.

A métrica de Bjgntegaard BD-Rate utilizada permite que seja feita uma comparagdo
numérica de reducao de taxa de bits entre as transformadas. Para uma andlise mais detalhada,

as Figuras 21 e 22 apresentam as curvas RD em termos de valores de PSNR para toda a faixa
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Tabela 4 — Métrica Bjgntegaard (BD-Rate): resultados de BD-Rate da 3D-SDCT em comparacdo com a 3D-DCT
(economia de taxa de bits).

Imagem BD-Rate

I —2,67
I ~2.18
I —2,25
I, ~1,06
I —2,26
I ~2,13
I —2,96
I —0,68
I —2.11
Lo —2,25

Fonte: A autora (2020).

experimental de taxa de codifica¢do para as imagens I; (maior ganho BD-Rate) e I3 (menor
ganho BD-Rate), respectivamente. O desempenho em termos de PSNR obtido para a 3D-SDCT
em relacdo a 3D-DCT para a imagem /g € praticamente 0 mesmo, enquanto que para a imagem
I7 a 3D-SDCT apresenta um ganho em PSNR, que aumenta com o aumento da taxa de bits.

As Figuras 23 e 24 apresentam as curvas RD em termos da métrica de distor¢do SSIM.
Para a imagem I, a 3D-SDCT apresenta uma leve superioridade em termos de SSIM. Para a
imagem Ig, a 3D-SDCT néo apresenta ganho em termos de SSIM sobre a 3D-DCT.

A Tabela 5 apresenta os resultados das métricas BD-PSNR e BD-SSIM para cada uma
das imagens utilizadas. Os resultados mostram que a 3D-SDCT oferece melhores resultados de
PSNR e uma leve superioridade em termos de SSIM em comparagado ao uso da 3D-DCT.

Para avaliar os resultados obtidos com o uso da 3D-SDCT, foram levantados os histo-
gramas dos angulos utilizados na 3D-SDCT. As Figuras 25 e 26 apresentam os histogramas do
uso dos angulos para a 3D-SDCT nas imagens /; (maior ganho BD-Rate) e I3 (menor ganho
BD-Rate), respectivamente.

Cada uma das imagens utilizadas foi codificada usando 25 diferentes valores de passos
de quantizacdo ¢, que estd diretamente relacionado a taxa de bits final, resultando em um total de
aproximadamente 409600 e 640000 blocos de imagem 4 x 4 x 4 processados pela 3D-SDCT
para as imagens 7 e s, respectivamente. A 3D-SDCT utilizou o par de angulos (6,,6.) = (0,0)
em 6,80% dos 409600 blocos processados para a imagem I7 e em 68,46% dos 640000 blocos
para a imagem Ig, isso significa que a 3D-DCT foi efetivamente utilizada nesses blocos. No

s
16’

6,92% do blocos processados. A Tabela 6 mostra os resultados do uso dos pares de angulos para

caso da imagem I7, o par de angulos mais utilizado foi (6,,6,) = ( ), que foi usado por

a 3D-SDCT (o par de angulos mais utilizado, sua frequéncia e a frequéncia com que o par de

angulos (6,,0,) = (0, 0) é utilizado) para todas as imagens. Apenas a imagem [ apresenta o par



Figura 21 — Curva PSNR X taxa de bits para a imagem [7.
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Figura 22 — Curva PSNR x taxa de bits para a imagem Is.
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de angulos mais utilizado diferente de (6,,6.) = (0,0).

5.2 CIFRAGEM DE IMAGENS TRIDIMENSIONAIS BASEADA NA 3D-SCNT

Cifragem € um dos mecanismos conhecidos para preservar a confidencialidade das

imagens médicas, em que apenas pessoas autorizadas podem acessar os dados do paciente (BEL-
KAID et al., 2015; BRINDHA, 2018; NORCEN et al., 2003). Isso leva a uma modificacao

visual das imagens, transformando-as em imagens com aspecto ruidoso, que apresentam uma

distribuicao aproximadamente uniforme dos valores de pixel. A cifragem de imagens médicas
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Figura 23 — Curva SSIM X taxa de bits para a imagem [7.
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Figura 24 — Curva SSIM x Taxa de bits para a imagem Ig.
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pode ser realizada usando varias técnicas, como embaralhamento (HUA; YI; ZHOU, 2018),
métodos baseados no caos (GATTA; AL-LATIEF, 2018; ABD-EL-LATIF; ABD-EL-ATTY;
TALHA, 2018), mapas logisticos (DAI; WANG, 2012), algoritmos genéticos (NEMATZADEH
et al., 2018), transformada discreta de wavelet (ABDMOULEH; KHALFALLAH; BOUHLEL,
2017; DAGADU et al., 2016) e transformada numérica do cosseno (LIMA; MADEIRO; SALES,
2015). Embora haja na literatura muitos trabalhos sobre cifragem de imagens médicas, a maioria

destes contempla a cifragem no espaco bidimensional ou fatia por fatia das imagens médicas

tridimensionais, com um ndmero restrito de aplicagdes em imagens médicas 3D.

Motivada pela grande importincia da cifragem de imagens médicas e pela escassez
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Figura 25 — Histograma de escolha do par de angulos para a 3D-SDCT na imagem I7.

x10%

T T T T T T
o I /7 M 2/7 B 3/7 B 4/7 (577 [6mi7 x|

= n
P o N o
T T T T
]
| | | |

Contagem de ocorréncias

o
o
I
|

0 01| shanl] Mo

0 /16 /8 37/16 /4 57/16 67/16 77116
Par de angulos de rotacao: Hy e 02 (descrito na legenda)

Fonte: A autora (2020).

Figura 26 — Histograma de escolha do par de dngulos para a 3D-SDCT na imagem Is.
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Fonte: A autora (2020).

de trabalhos de cifragem que levem em conta as imagens médicas tridimensionais, esta Tese
apresenta, nesta secao, um esquema para cifragem de imagens médicas tridimensionais baseado
na 3D-SCNT. O esquema proposto consiste basicamente em dividir uma imagem 3D em blocos
e calcular a 3D-SCNT de cada bloco, usando uma chave secreta para obter os angulos de rotacao
usados para transformar o primeiro bloco. A sequéncia de angulos usada nos seguintes blocos
3D sao versdes sucessivamente deslocadas ciclicamente da primeira sequéncia. Posteriormente, a

imagem é embaralhada, levando em consideragcdo a imagem como um todo. Por fim, os blocos de



74

Tabela 5 — Métrica Bjgntegaard BD-PSNR e BD-SSIM.

Imagem BD-PSNR BD-SSIM

I 0,21 0,00110
P 0,24 0,00040
I3 0,19 0,00051
Iy 0,14 0,00098
15 0,23 0,00046
Ig 0,17 0,00043
17 0,43 0,00006
Ig 0,10 0,00004
Iy 0,28 0,00079
I 0,50 0,00008

Fonte: A autora (2020).

Tabela 6 — Percentual de vezes que o par de 4ngulos (0,,6.) = (0,0) foi utilizado (PER s, 6.)=(0,0))> par de
angulos mais utilizado ((6,,0,)) e percentual de vezes que o par de angulos (6,,6,) foi utilizado
(PERmax(gy,gz)).

Imagem PER@, 0,00 (0y,0.) PERmax, g,
I 27,55% (0,0) 27,55%
I 74,84% (0,0) 74,84%
Iy 63,39% (0,0) 63,39%
I, 20,22% (0,0) 20,22%
Iy 73,83% (0,0) 73,83%
I 68,09% (0,0) 68,09%
I 6,80% (=,0) 6,92%
Iy 68,46% (0,0) 68,46%
I 43,73% (0,0) 43,73%
I 28,09% (0,0) 28,09%

Fonte: A autora (2020).

imagens sao novamente submetidos ao célculo da 3D-SCNT. A decifragem € realizada aplicando,
na ordem inversa, as mesmas etapas usadas na cifragem. O método se mostra eficaz, fornecendo
resisténcia contra ataques criptogréficos e alta sensibilidade a mudangas nos pardmetros secretos

ou na propria imagem.

5.2.1 Esquema proposto

Na Figura 27, é apresentado um diagrama de blocos do método proposto, o qual recebe

como entrada uma imagem tridimensional, e envolve os seguintes passos:
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e PASSO 1: Divida a imagem tridimensional original em blocos 3D menores com a dimen-
sdo N x N x N. A imagem original pode ser preenchida com zeros para fornecer a divisao
exata. Por exemplo, para dividir uma imagem com uma dimensao de 90 x 90 x 90 pixels
em blocos de tamanho 8 x 8 x 8, a imagem € preenchida com zeros, de modo que tenha

uma dimensao de 96 x 96 x 96 pixels.

e PASSO 2: Gere a chave secreta (gerador de niimeros pseudo-aleatdrios), que corresponde

N3—-N
3

cao do primeiro bloco 3D. As sequéncias usadas nos blocos 3D seguintes sdo versdes

a um vetor de comprimento

, com a sequéncia de angulos usada na transforma-

sucessivamente deslocadas ciclicamente da primeira sequéncia;

e PASSO 3: Calcule a 3D-SCNT de cada bloco de I usando a sequéncia de angulos destinada

ao bloco em questao (conforme descrito no PASSO 2) e obtenha a imagem intermedidria

I.
e PASSO 4: Embaralhe os pixels da imagem intermedidria I para inserir difusdo no sistema.
Inicialmente, € realizada uma etapa de adi¢do, na qual cada pixel € substituido pela
soma do pixel atual pelo anterior (o primeiro pixel € adicionado a zero e a adi¢cdo €
executada modulo p, de modo que o valor de cada pixel esteja no intervalode 0 a p — 1).
A operagdo de adicao € realizada da esquerda para a direita, de cima para baixo, em cada
fatia da imagem. Em seguida, uma permutacdo € aplicada as posi¢des de pixel usando a
transformada de Arnold (a permutacao leva em consideracdo a imagem como um todo,
ndo sendo realizada separadamente em cada bloco) (ARNOLD; AVEZ, 1968). A imagem

€ novamente submetida a etapa de soma;

e PASSO 5: Divida a imagem intermedidria I em blocos 3D menores com a dimensio
N x N x N;

e PASSO 6: Calcule a 3D-SCNT de cada bloco de I usando o mesmo vetor com a sequéncia

de angulos usada no PASSO 3 ¢ obtenha a imagem cifrada I .

A combinacdo de duas etapas de transformagdes lineares aplicadas aos blocos 3D da
imagem e a etapa de embaralhamento aplicada a estrutura 3D, como um todo, tornam o esquema
ndo linear; esse arranjo € realizado com o objetivo de obter confusdo e difusdo, necessdrias ao
esquema. Conforme serd demonstrado, o fato de a chave usada para transformar cada bloco 3D
corresponder a uma versdo ciclicamente deslocada da chave usada para transformar o bloco
anterior torna o esquema robusto contra certos tipos de ataques criptograficos cldssicos, como de
texto-claro escolhido.

A decifragem € realizada aplicando os passos descritos na Figura 27 na ordem inversa.
A primeira etapa do procedimento de decifragem € a divisdo da imagem cifrada em blocos com
dimensdes N x N x N pixels. Em seguida, a 3D-SCNT inversa € aplicada a cada um dos blocos

da imagem, usando a chave secreta informada. Na etapa inversa de embaralhamento, inicialmente,
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Figura 27 — Diagrama de blocos do esquema de cifragem de imagem proposto. Os nimeros indicam cada etapa
executada para obter a imagem cifrada / da imagem original correspondente /.

Fonte: A autora (2020).

¢ executada uma etapa de soma inversa, na qual cada pixel € substituido pela subtrac¢do do pixel
atual pelo anterior (o primeiro pixel anterior € igual a zero). A subtracdo € executada no médulo
p, para que o valor de cada pixel esteja no intervalo de 0 a p — 1. Em seguida, a transformada
inversa de Arnold é aplicada e, finalmente, a etapa de soma inversa € aplicada novamente. O
processo de decifragem € finalizado com a aplicacido da 3D-SCNT inversa em cada bloco da

imagem novamente.

5.2.1.1 Implementacdo do esquema

Para implementagao do esquema proposto, diversos parametros precisam ser definidos.
Assume-se que a 3D-SCNT serd aplicada a uma imagem digital tridimensional, por exemplo
imagens no padrao DICOM, cujo tamanho seja W x W x W e cujos valores de pixel sejam
codificados em palavras de 16 bits que representam os 65536 niveis de cinza. Os blocos 3D nos
quais a imagem serd dividida ao longo da cifragem tém dimensdes 8 x 8 x 8.

Com a configuragdo supracitada, é conveniente definir 3D-SCNTSs sobre Fg5537, visto
que p = 65537 € o menor nimero primo que permite acomodar toda a faixa de valores inteiros

[0,65535]" sem realizagdo de redugio modular. Na referida estrutura algébrica, pode-se escolher

' Os valores de pixels das imagens cifradas niio poderio ser representados a partir de uma codificagio usual de

16 bits, uma vez que p = 65537 permite acomodar a faixa de valores dos pixels [0, 65536]. Uma alternativa
para contornar essa limitacdo é representar os valores de pixels no intervalo [0, 65534] usando dois byfes no
intervalo [0000000000000000,1111111111111110], e representar os valores 65535 e 65536 por meio do flag
1111111111111111 em que se esse for seguido pelo bit 0, ou seja, 11111111111111110, representa o valor de
pixel 65535 ou se for seguido pelo bit 1, ouseja, 11111111111111111, representa o valor de pixel 65536. Isso
implica um ndmero médio de bits por pixel igual a (65535 16 bits +2x 17 bits ) /65557 = 16,0000305171 bits,
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¢ = 4, o qual possui ordem multiplicativa ord(¢) = 2 x 8 = 16 e, portanto, pode ser utilizado
para definicdo de uma 3D-CNT com dimensdes 8 x 8 x 8 (as mesmas dos blocos nos quais a
imagem original € dividida). Para calcular as 3D-SCNTs com duas rotagdes (6, € 6.) dos blocos
em questdo, é necessdrio escolher (secretamente) 2 x M = 2 X 833—’8 = 336 angulos de rotacgao.
Nas implementagdes realizadas nesta Tese, esses angulos correspondem a nimeros inteiros na
faixa [0, 15], produzidos por um gerador de nimeros pseudo-aleatérios. Os cossenos e senos
sobre corpos finitos desses angulos foram calculados, também, com relagdo ao elemento o = 4.

Na etapa de permutacdo do PASSO 4 (Figura 27), foram empregadas trés rodadas da
transformada de Arnold 3D. A transformada de Arnold foi proposta por Vladimir Igorevich
Arnold e corresponde a uma transformacao linear nos indices 7 € j do nivel de intensidade de um
pixel 1(i,7) de uma imagem I. Seja I uma imagem com dimensdo N x N pixels, a transformada

de Arnold aplicada aos indices i e j de (i, j) pode ser expressa como (LIU et al., 2011)

[Z = [1 1] H (mod N), (105)
j

1 20|y
emque 0 <i,j <N —1e(i,j)representam a nova posi¢do do nivel de intensidade do pixel

I(i', 7). A transformada pode ser aplicada recursivamente, resultando em uma imagem mais
embaralhada.

Em (CHEN; MAO; CHUI, 2004), os autores estenderam a transformada de Arnold para
3D, que consiste em trés estdgios nos quais cada uma das coordenadas x, y e z € fixada. A matriz

de transformacdo é dada por
ASD = AacyAyzAzxa (106)

em que a matriz A, € obtida fixando o eixo z e aplicando a transformada de Arnold no plano
x — y, para a matriz A, € fixado o eixo x e a transformada de Arnold ¢ aplicada no plano y — =
e, por fim, fixado o eixo y e a transformada de Arnold € aplicada no plano z — x para obter a

matriz A ,,, como seguem

1
A, = |1 2 0f, (107)

A,.=10 11 (108)

Yz

A,.=10 1 0f. (109)

ou seja, o nimero de bits adicionais devido a cifragem € insignificante.
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A etapa de embaralhamento no processo de cifragem € executada para evitar um ataque
diferencial, de modo que uma pequena alteracao na imagem a ser cifrada ou na chave secreta
gere uma imagem cifrada consideravelmente diferente da imagem cifrada original. Para aplicar
a transformada de Arnold 3D a uma imagem, a imagem deve ser ctubica. O preenchimento
com zero pode ser usado para converter uma imagem retangular, por exemplo, (W, U, G) com
W > U > @, em um tamanho ctbico, I (W, W, W).

5.2.2 Experimentos e analise de seguranca

Analise estatistica

Empregando os parametros indicados na Subsecdo 5.2.1.1, foram submetidas a cifragem
por meio do esquema proposto as imagens [, I, I5, 14, I5 e Is da Tabela 3 e as imagens listadas
na Tabela 7; na Figura 28, sdo apresentadas suas respectivas versoes cifradas. Visualmente,
observa-se que o aspecto das imagens cifradas é completamente ruidoso, sem conservar vestigios
visuais das imagens originais correspondentes.

E desejavel que os histogramas das imagens cifradas tenham distribuicdo uniforme, de
modo a impossibilitar a extracao de informacdes da imagem original. Analisando os histogramas
das imagens originais e das imagens cifradas nas Figuras 29 e 30, observa-se que, independen-
temente do histograma da imagem original, o histograma da imagem cifrada correspondente
possui aspecto proximo ao de uma distribui¢do uniforme, o que mostra a robustez do método a
ataque estatistico.

Visto que uma imagem digital apresenta alta correlagdo entre pixels de uma certa
vizinhanga, um ataque que leve em consideragdo essa caracteristica deve ser evitado. Para isso,
um esquema de cifragem deve ocultar a correlagc@o entre pixels adjacentes da imagem cifrada. O
coeficiente de correlacdo, r,,, entre dois pixels adjacentes (horizontal, vertical ou diagonal) z e

y € calculado selecionando arbitrariamente I’ pixels de uma imagem a partir de

S CY) 110
zy var(z)var(y)’ (10

em que
cov(,9) = 7 D~ E(@) (e — B(w)), )
var(z) = % > (z - E(x)), (112)

1
E(z) = Tth, (113)
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Tabela 7 — Imagens utilizadas no esquema de cifragem.

Imagem Tipo Dimensao Referéncia

I, brain cancer 256 x 256 x 16 (BARBORIAK, 2015)

Ip astrocytoma 132 x 132 x 24 (JANSEN; TERRY, 2015)
Io lower abdomen 128 x 128 x 70 (LUCCHESI; AREDES, 2016)
Ip lower abdomen 128 x 128 x 90 (LUCCHESI; AREDES, 2016)

Fonte: A autora (2020).

em que x; € o valor do t-ésimo pixel selecionado e y; € o valor do pixel adjacente correspondente.
Espera-se que a imagem original tenha um coeficiente de correlacao alto, préximo a
1, e a imagem cifrada apresente um coeficiente de correlacdo préximo a 0. Foram utilizados
arbitrariamente 7' = 10000 pixels para andlise de correlacdo da imagem 3D para realizar a
andlise ao longo das componentes verticais, horizontais e diagonais. Para ser mais especifico,
se for considerado que cada imagem 3D € dividida em planos verticais (fatias 2D), a anélise
de correlacdo ao longo da direcdo vertical leva em consideracao um pixel e seu pixel vizinho
de cima ou de baixo, na mesma fatia; a analise de correlacdo ao longo das dire¢cdes horizontal
e diagonal considera um pixel e seus pixels vizinhos ao longo das direcdes correspondentes,
obtidos de fatias adjacentes. Isso permite capturar a correlagdo na estrutura tridimensional. A
Tabela 8 apresenta o coeficiente de correlacdo, r,,, para as imagens originais e o coeficiente de
correlacdo, 7, para as imagens cifradas correspondentes. Como observado, as imagens originais
tém altos coeficientes de correlacio, enquanto os coeficientes de correlagdo para as imagens
cifradas sao préximos de zero. Valores semelhantes sdo obtidos se outras direcoes de adjacéncia
forem consideradas (adjacéncias horizontais e diagonais na mesma fatia 2D, por exemplo).

A entropia das imagens € calculada por

N, Ny

H = — logy —
NN 089 Nn7

(114)
n=0
em que /V,, corresponde a quantidade de pixels na imagem que assume o valor n e Ny € o
numero total de pixels na imagem. Uma vez que cada pixel da imagem pode assumir p valores
diferentes de pixels, o valor resultante da entropia pertence ao intervalo [0, log,(p)]. Para uma
comparacao justa das entropias das imagens originais e suas respectivas versoes cifradas, visto
que os valores dos pixels das imagens originais se encontram no intervalo [0, 65535] (16 bpp) e

os das imagens cifradas em [0, 65536], é usada a versdo normalizada definida por

— H
=1 115
oz, (7) (11>

com valor maximo igual a 1, que representa o caso em que as intensidades dos pixels sdao

equiprovéveis. A Tabela 8 apresenta os resultados de entropia normalizada, H, das imagens



Figura 28 — Imagens cifradas.

(a) Imagem I 1”

(c) Imagem 1. :;”

(e) Imagem /. é”

(g) Imagem I ;;/

(1) Imagem 1, g

Fonte: A autora (2020).
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(b) Imagem I ;”

(d) Imagem 1, ;”

(f) Imagem Ig,

(h) Imagem I;l

() Imagem I ,’5
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Figura 29 — Histogramas das imagens originais /1, I, I3, I4 e I5 (coluna da esquerda) e de suas respectivas versdes
cifradas (coluna da direita).

(a) Histograma da imagem [; (b) Histograma da imagem 1,
(c) Histograma da imagem I (d) Histograma da imagem _ré”
(e) Histograma da imagem I3 (f) Histograma da imagem ]é”
(g) Histograma da imagem I, (h) Histograma da imagem I,
(i) Histograma da imagem I5 (j) Histograma da imagem /. ;)”

Fonte: A autora (2020).
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Figura 30 — Histogramas das imagens originais I, [4, I, Ic € Ip (coluna da esquerda) e de suas respectivas
versdes cifradas (coluna da direita).

(a) Histograma da imagem I (b) Histograma da imagem I
(c) Histograma da imagem [ 4 (d) Histograma da imagem I;;’
(e) Histograma da imagem Ip (f) Histograma da imagem ];’
(g) Histograma da imagem I¢ (h) Histograma da imagem 1/
(i) Histograma da imagem Ip (j) Histograma da imagem I,

Fonte: A autora (2020).
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originais e as de suas versdes cifradas correspondentes, H’. Como desejado, os valores da
entropia normalizada para as imagens cifradas sdo proximos a 1, revelando que cada pixel da
imagem cifrada tem a mesma probabilidade de assumir qualquer um dos valores possiveis.

Robustez a ataques diferenciais

A avaliagdo da robustez do esquema contra ataques diferenciais pode ser realizada
comparando imagens cifradas geradas a partir de imagens originais minimamente diferentes, por
exemplo, imagens que diferem apenas no bit menos significativo (LSB, do inglés least significant
bit) de um pixel. A diferenca entre essas imagens pode ser mensurada por meio duas métricas:
a taxa do nimero de pixels modificados (NPCR, do ingl€s number of pixels change rate) e a
intensidade média de mudanca unificada (UACI, do inglé€s unified average changing intensity),
respectivamente definidas por (WU; NOONAN; AGAIAN, 2011)

2. D 39)

NPCR =
N1 X NQ

x 100%, (116)

UACI = x 100%, (117)

1 Zi,j |I///<ivj) _[;Zod(i?j)’
N1 X N2 P — 1

em que N; e /Ny denotam, respectivamente, os nimeros de linhas e de colunas das imagens

. 1" 1" . . . . . .
cifradas I e I, ;, com as imagens originais correspondentes diferindo em apenas um LSB;
"o,

I"(i,5) eI ,(i,) correspondem ao nivel de intensidade dos pixels da i-ésima linha e j-ésima

coluna das imagens I e I, ., respectivamente; e D(i, j) definido como

mod?
D)~ {0 I"(i,5) = I0q(i, 5), (118)
’ 1 caso contrario.

Para cada uma das imagens utilizadas, 100 imagens modificadas foram geradas alte-
rando um LSB de um pixel escolhido aleatoriamente. Foram calculados o NPCR e o UACI,
para cada uma das 100 imagens modificadas, a partir das versdes cifradas de cada imagem
original, I, e a versdo cifrada da imagem modificada correspondente, J ;god. A Tabela 9 apre-
senta os valores minimo, maximo e médio do NPCR e o UACI obtidos para as imagens. Os
valores obtidos sdo muito préximos dos desejados (NPCR = 99,61% e UACI ~ 33,46%) (WU;
NOONAN; AGAIAN, 2011). Um valor de NPCR préximo a 99,61% e de UACI préximo a

33,46% indicam uma grande diferenca entre as imagens cifradas I e I,

mod> evelando que uma

pequena modificagdo na imagem original resulta em uma mudanca considerdvel na imagem
cifrada, provando que o esquema € robusto a ataques diferenciais.

Espaco de chaves e sensibilidade da Chave

Para inviabilizar um ataque de for¢a bruta, um esquema de cifragem deve ter um espago
de chave suficientemente grande. Como discutido anteriormente (ver Subsecdo 5.2.1.1), o cdlculo
da 3D-SCNT com duas rotagdes (0, € 8,) requer a escolha de 2 x SST_g = 336 angulos de rotacao.

Se esses angulos forem tomados como a chave secreta do esquema, essa chave poderd ser



84

Tabela 8 — Coeficientes de correlagdo (r, ,) das imagens originais e os (7 ,,) das imagens cifradas correspondentes
((v), (h) e (d) correspondem a adjacéncia vertical, horizontal e diagonal, respectivamente), entropia
normalizada (H) das imagens originais e (H’) das imagens cifradas correspondentes.

Imagem 1, ,(v) Ty (V) 0y Tzy(h) Ty (d) Tay(d) H H

L 0,9567 4,6917e-04 0,8869 7,1302e-04 0,8568 3,7280e-04 0,2204 0,9995
I, 0,9821 -9,6197e-05 0,9060 7,6000e-04 09150 6,5981e-04 0,0237 0,9988
I 0,9661 -6,7009e-04 0,9552 -6,1857e-04 0,9281 -7,9474e-04 0,2429 0,9990
I, 0,9782 -9,5327e-04 0,9533 -2,7982e-04 0,9593 3,7276e-04 0,3269 0,9986
I5 0,9845 2,7671e-05 0,9402 3,9854e-04 0,9421 3,3375e-04 0,0236 0,9988
Is 0,9691 1,2225e-04 0,9605 1,0567e-04 0,9368 1,2977e-04 0,2254 0,9990
I 0,9787 -5,4773e-04 0,9712 -7,0050e-04 0,9626 1,7291e-04 0,0488 0,9998
Ip 0,9692 4,6283e-05 0,8919 6,8759¢-04 0,8801 -3,0294e-04 0,0502 0,9988
Ic 0,9824 -1,2206e-04 0,9165 -2,1515e-04 0,9083 3,6401e-04 0,3251 0,9979
Ip 0,9703 5,5730e-04 0,9167 4,4633e-04 0,9265 -9,1081e-04 0,3764 0,9979

Fonte: A autora (2020).

representada como uma sequéncia com 336 x 4 = 1344 bits (assumindo que cada nimero inteiro
no intervalo [0, 15] seja representado por 4 bits). Vale ressaltar que os pardmetros usados na
transformada de Arnold 3D para embaralhar a imagem nio sdo levados em consideracao para o
calculo do espago da chave. Assim, o tamanho do espaco da chave é 21344, 0 que é suficiente para
inviabilizar ataques de forca bruta. Pode-se também optar por produzir os angulos de rotagdo
a partir de sequéncias cadticas, por exemplo; nesse caso, a chave secreta corresponderia aos
parametros iniciais dessas sequéncias. Mais detalhes sobre essa abordagem podem ser obtidos
em (STOJANOVSKI; KOCAREYV, 2001; STOJANOVSKI; PIHL; KOCAREV, 2001; BEIRAMI;
NEJATI; CALLEGARI, 2014; LIU; MIAO, 2016).

Em um esquema de criptografia, a imagem original deve ser recuperada corretamente
se e somente se a chave exata for usada durante o processo de decifragem. Qualquer pequena
alterac@o na chave deve causar alteracdes significativas na imagem recuperada correspondente,
isto é, o esquema deve ser altamente sensivel a chave. Essa sensibilidade pode ser avaliada a partir
dos valores de NPCR das imagens decifradas utilizando a chave secreta usada para a cifragem
(chave correta) e as imagens decifradas com chaves “minimamente” diferentes das corretas,
diferindo, por exemplo, em apenas um bit menos significativo. Para isso, 100 chaves modificadas
foram geradas, alterando apenas o LSB de uma das componentes da chave secreta original. As
imagens cifradas foram decifradas utilizando cada uma das chaves modificadas; foram obtidos
os resultados do NPCR entre a imagem original e cada uma das 100 imagens decifradas. A
Tabela 10 apresenta os valores maximo, minimo e médio para as imagens decifradas com as
100 chaves modificadas. Os resultados mostram que as imagens decifradas usando as chaves

erradas sdo completamente diferentes das originais (veja o exemplo mostrado na Figura 31 para



85

Tabela 9 — Robustez a ataques diferenciais: valores minimo (min), maximo (max) e médio (med) do NPCR e do
UACI obtidos nos experimentos.

Imagem NPCR,.,x NPCR.i, NPCRpq UAClynx UAClLLh, UACIeq

5L 99,9992 99,9972 99,9984 33,3765 33,2908 33,3378
Iy 99,9990 99,9521 99,9958 33,3675 33,2911 33,3306
I3 99,9992 99,9976 99,9984 33,3767 33,2957 33,3350
1y 99,9992 99,9973 99,9985 33,3874 33,2859 33,3408
I 99,9991 99,9790 99,9967 33,3845 33,2843 33,3353
Ig 99,9991 99,9972 99,9984 33,3747 33,3006 33,3421
I 99,9991 99,9969 99,9984 33,3789 33,2836 33,3365
Ip 99,9991 99,9790 99,9967 33,3819 33,2978 33,3458
Ic 99,9994 99,9971 99,9985 33,3946 33,3040 33,3446
Ip 99,9992 99,9975 99,9985 33,3882 33,2773 33,3354

Fonte: A autora (2020).

aimagem /), o que significa que o esquema € altamente sensivel a mudangas minimas na chave
secreta, provando que o esquema € robusto a ataques diferenciais a chave.

Comparacio com outros esquemas de cifragem

Existem vdrios trabalhos na literatura sobre cifragem de imagens médicas. No entanto,
a maioria desses trabalhos é para imagens bidimensionais ou executam a cifragem em cada
fatia da imagem tridimensional. No dltimo cendrio, € possivel que haja uma desvantagem no
resultado da cifragem executada fatia por fatia da imagem tridimensional, no caso, por exemplo,
de uma fatia nula (pixels iguais a zero), que € comum em se tratando de imagens médicas.
Nesse caso especifico, a versdo cifrada correspondente também serd uma fatia nula. No esquema
proposto nesta Tese, 1sso ndo acontece porque o esquema de cifragem proposto atua diretamente
na imagem 3D, ou seja, nos voxels que definem a imagem.

Além disso, até onde se sabe, ndo existem trabalhos na literatura sobre cifragem de
imagens médicas tridimensionais com base, especificamente, em transformadas que realizam a
cifragem diretamente nos voxels da imagem.

Na Tabela 11, o esquema de cifragem proposto € comparado com trés métodos existentes
na literatura, que também realizam a cifragem diretamente na estrutura 3D. As comparagdes
foram feitas a partir das imagens mostradas na Figura 32.

Na tabela, o texto em negrito € utilizado para destacar o melhor resultado para cada
métrica. Embora os trés métodos tenham atingido valores satisfatérios do ponto de vista das
questdes de seguranga, pode-se observar que os resultados fornecidos pelo esquema proposto sdo
os melhores, com excecdo da UACI, que apresenta uma diferenca de 0,1235 em relagdo ao método
introduzido em (BANIK; SHAMSI; SINGH, 2019). A Figura 33 mostra as imagens decifradas
utilizando o método proposto com uma alteracdo de um bit na chave secreta. Os resultados

mostram que as imagens decifradas sdo completamente diferentes das imagens originais.
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Tabela 10 — Sensibilidade da chave: valores minimo (min), maximo (max) e médio (med) do NPCR obtidos nos
experimentos.

Imagem NPCR,.,x NPCR,;;, NPCR.4

5L 99,9988 99,9981 99,9985
I, 99,9991 99,9979 99,9958
I 99,9991 99,9980 99,9985
I, 99,9992 99,9978 99,9985
I 99,9990 99,9981 99,9985
Is 99,9991 99,9979 99,9985
I 99,9987 99,9983 99,9985
Ip 99,9990 99,9977 99,9985
Ic 99,9992 99,9974 99,9985
Ip 99,9994 99,9978 99,9985

Fonte: A autora (2020).

Figura 31 — Imagem 1, g decifrada com uma chave diferente da chave original em apenas um bit menos significativo.

Fonte: A autora (2020).

Para uma comparagdo mais ampla, se considerarmos algoritmos de cifragem 2D, por
exemplo (GONDIM; OLIVEIRA NETO; LIMA, 2019; KAUR; KUMAR, 2018; MIKHAIL;
ABOUELSEOUD; ELKOBROSY, 2017; LIMA; MADEIRO; SALES, 2015), em termos de
tamanho do espaco da chave, coeficiente de correlacdo, NPCR, UACI e entropia normalizada,

observa-se que os resultados apresentados pelo método proposto sdo semelhantes.
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Figura 32 — Imagens usadas para comparagdo entre técnicas: (a) abdomen CT scan (SAMPLE MEDICAL IMAGES,
Accessed: 2020-03-27) (256 x 256 x 56 pixels); (b) abdomen CT scan (LUNG IMAGE DATABASE
CONSORTIUM (LIDC), ) (512 x 512 x 512 pixels).

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).

Figura 33 — Imagens decifradas com uma chave diferente da original em apenas um bif menos significativo: (a)
Figura 32a; (b) Figura 32b.

(a) (b)

Fonte: A autora (2020).
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Tabela 11 — Comparagdo com métodos existentes (Referéncia A (BANIK; SHAMSI; SINGH, 2019), Referéncia
B (WANG et al., 2016) e Referéncia C (WANG et al., 2017)): coeficiente de correlagdo (7,,) das ima-
gens cifradas ((v), (h) e (d) correspondem a adjacéncia vertical, horizontal e diagonal respectivamente),
entropia normalizada para imagens cifradas (H’), NPCR e UACI para teste de ataque diferencial, e
dimensao do espaco de chaves. O simbolo “-”” em algumas entradas da tabela indica que a métrica de

seguranga correspondente ndo € fornecida claramente pelos autores do trabalho mencionado.

Ty (V)
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Meétodo proposto
1,3600e-03 -4,3946¢-05 -6,0000e-04  -6,0000e-04 -9,2176-05
Tay(h)
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Meétodo proposto
1,3170e-02 -7,3538e-05 -2,0000e-04  2,0000e-04 5,7838e-05
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Meétodo proposto
2,2400e-03 1,9398e-05 5,0000e-04  -3,0000e-04 -5,3937¢e-05
H
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Meétodo proposto
0,9999 0,9999 1,0000 - 1,0000
NPCR
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Meétodo proposto
99,6073 99,9990 - - 99,9973
UACI
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Método proposto
33,4715 33,3480 - - 33,3354
Espaco de chave
Figura 32a Figura 32b
Referéncia A Método proposto Referéncia B Referéncia C Método proposto

2512 21344

> 10% - 18

> 1013 .18

21844 — 10404 . 3,8394

Fonte: A autora (2020).
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6 CONCLUSOES

O presente trabalho apresentou a definicao de novas transformadas discretas baseadas
em rotacdes que surgiram a partir de um paralelo feito entre o processamento de sinais sobre
grafos e o processamento digital de sinais, mais especificamente, a partir da equivaléncia
identificada entre a GFT para grafos com topologias especificas e as transformadas discretas
para sinais sobre dominios regulares.

Sobre corpos infinitos, foi proposta a transformada 3D-SDCT e foi apresentada a anélise
da multiplicidade dos autovalores da 4D-DCT, que constituem uma possivel autobase para o
Laplaciano do produto de quatro grafos em caminho. O estudo da multiplicidade dos autovalores
da 4D-DCT tem utilidade na defini¢do de uma versdao 4D da SDCT. Para a transformada proposta
3D-SDCT foi apresentado o conceito de rotacdo “6tima’” que permite compactar melhor a energia
do sinal em relagdo a 3D-DCT, escolhendo, entre todas as rotagdes que podem ser realizadas,
aquelas que fornecem um maior nimero de coeficientes nulos. Foi mostrado que, para cada
autoespaco com multiplicidade maior do que um, € possivel encontrar os angulos de rotagdo que
permitem compactar toda a energia em um coeficiente da tripla rotacionada, reduzindo os outros

N)

. . = 2(N3—
dois a zero; isso resulta na anulacao de %

melhoria, em relacdo a 3D-SDCT com rotac¢io ndo-6tima ou a 3D-DCT, no quesito compactacio

coeficientes dentre os N3, representando uma

de energia do sinal.
No quesito aplicabilidade, foi apresentado um método de compressdo de imagens

tridimensionais baseado na 3D-SDCT em que, para contornar o problema da alta taxa de
N3_N
3

transmissdo necessdria para o envio ao decodificador dos angulos 6timos empregados nas
rotagdes (para o caso da 3D-SDCT com rotagdo 6tima), foram utilizadas versdes sub6timas que
levam a um menor nimero de coeficientes nulos ou préximos de zero. Essas versdes subdtimas
foram obtidas a partir de uma modelagem RD, que busca escolher a versdo comprimida mais
eficiente para cada bloco da imagem. Foi considerado o uso de um tnico par de angulos de
rotacao por bloco. Os resultados foram comparados com os resultados obtidos com a 3D-DCT
usual, utilizando a mesma estratégia de quantizagdo e codificagdo, e mostraram que a 3D-SDCT
pode ser utilizada de forma eficiente no referido cendrio de aplicacdo e supera a 3D-DCT classica.

Foi apresentada também uma versdo em corpos finitos da 3D-SDCT. A transformada
proposta € identificada pelo acronimo 3D-SCNT e € definida pela rotacdo dos vetores de base da
3D-CNT, usando um operador de rota¢do sobre corpos finitos. Foi avaliada a aplicabilidade da 3D-
SCNT no cendrio de cifragem de imagens médicas tridimensionais. Vale ressaltar aqui, de forma
a enaltecer a importancia da aplicabilidade da 3D-SCNT no cenério de cifragem, que, até onde
se sabe, ndo existem trabalhos na literatura sobre cifragem de imagens médicas tridimensionais
com base, especificamente, em transformadas que realizam a cifragem diretamente nos voxels da
imagem; a maioria dos trabalhos de cifragem tridimensional encontrados na literatura executa
a cifragem em cada fatia da imagem tridimensional, o que pode acarretar em versdes cifradas

nulas de fatias com pixels todos iguais a zero (fato comum em imagens médicas). A estratégia do
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esquema de cifragem proposto € usar uma chave secreta para obter os referidos angulos de rotagao
do primeiro bloco de imagem a ser transformado. A sequéncia de dngulos usada nos blocos
seguintes € formada por versdes sucessivamente deslocadas ciclicamente da primeira sequéncia.
O esquema mostrou-se robusto contra os principais ataques criptograficos, sendo altamente
sensivel a mudancas na chave secreta. Isso se deve principalmente ao fato de que a 3D-SCNT ¢
altamente dependente dos dngulos de rotagdo. O esquema de cifragem foi ainda comparado com
trés métodos existentes na literatura, e os resultados proporcionados pelo esquema proposto se
apresentaram superiores em termos de tamanho do espaco de chaves, coeficiente de correlacao,

NPCR e entropia normalizada.

6.1 TRABALHOS FUTUROS

Como continuidade deste trabalho, pode-se destacar os seguintes pontos:

e Algoritmos rapidos para as SDCT’s e SCNT’s: As transformadas manobraveis propos-
tas correspondem, basicamente, a versdes rotacionadas das bases de suas correspondentes
transformadas discretas originais. Embora as versdes originais das transformadas propostas
sejam separaveis, as transformadas manobriveis ndo sio, o que acarreta uma complexi-
dade maior em seu cdlculo se comparada a versdo nao manobrdvel. Tendo em vista essa
complexidade, um objeto de investigacdo interessante € a caracterizagcao das transformadas
propostas com relacao a complexidade aritmética envolvida nos seus célculos, propondo

algoritmos rapidos neste cendrio;

e Aperfeicoar a escolha dos angulos de rotacao: A 3D-SDCT admite mais de um par de
angulos de rotacdo por bloco, e permite, a partir da escolha adequada dos angulos de

3 .
w coeficientes. No

rotacao (rotagdo 6tima), compactar a energia do sinal em apenas
entanto, o uso da rotagdo Otima acarreta uma elavada taxa de codificacdo dos angulos
utilizados. Diante desse cendrio, torna-se de grande importancia a utilizacao de métodos
para sistematizar a escolha dos angulos de rotacdo. Pode-se citar aqui, por exemplo, 0 uso
de inteligéncia artifical, como algoritmos genéticos, para otimizar a forma de escolha dos

angulos visando uma rotagdo 6tima;

e Codificacao de video: Como trabalhos futuros € interessante investigar a aplicacdo da
3D-SDCT no cenério de codificacdo de video e realizar uma comparacdo com métodos

baseados em transformadas encontrados na literatura;

e 4D-SDCT e codificacao de light fields: Em investigacdes futuras, pode-se, a partir da
andlise dos atutovalores do Laplaciano do produto de quatro grafos em caminho, apresen-
tada na Secdo 3.2, caracterizar uma 4D-SDCT e avaliar a sua aplicabilidade no cendrio
de representagdo e codificacdo de light fields, com o objetivo de obter um conjunto de

coeficientes esparso e compacto (no sentido de que a energia estd concentrada em poucos
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coeficientes transformados), que pode ser usado com o objetivo de melhorar os resultados
de codificacdo de trabalhos recentes, tais como (CARVALHO et al., 2018; CONTI; SOA-
RES; NUNES, 2016; LIU et al., 2016; CONTI; NUNES; SOARES, 2018; SANTOS et al.,
2018);

e nD-SCNT com n > 4: Como trabalhos futuros, visando o cendrio de processamento de
light fields, € de grande relevancia a definicdo de SCNT’s em espagos cujas dimensdes sdo

maiores que trés, por exemplo, uma 4D-SCNT, que pode ser aplicada a cifragem de light
fields;

e Outras transformadas manobraveis: A defini¢do de novas transformadas a partir da
exploracdo da GFT, fazendo uso da mesma abordagem utilizada nesta Tese, € um t6-

pico de interesse para investigacdes futuras; propor, por exemplo, uma generalizagdo da
transformada de Hartley (BRACEWELL, 1983).

6.2 ARTIGOS RELACIONADOS A TESE

Como frutos deste trabalho, os seguintes artigos foram publicados:

Artigos em periddicos:

e LIMA, V. S.; MADEIRO, F.; LIMA, J. B. Encryption of 3D medical images based on a
novel multiparameter cosine number transform. Computers in Biology and Medicine, v.
121, p. 103772-103783, 2020.

e LIMA, V. S.; MADEIRO, F.; LIMA, J. B. Three-dimensional steerable discrete cosine
transform with application to 3D image compression. Multidimensional Systems and
Signal Processing, p. 1-29, 2020.

Artigo completo em anais de eventos:

e LIMA, V. S.; MADEIRO, F.; LIMA, J. B. Transformada discreta do cosseno manobravel
em trés dimensdes. XXXVI Simposio Brasileiro de Telecomunicacoes e Processamento de
Sinais (SBrT 2018), Sep 16-19, 2018, Campina Grande, Brasil.

— Vale destacar que o trabalho acima mencionado foi premiado como um dos melhores
trabalhos do SBrT 2018.
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APENDICE A - PROVA DO TEOREMA 4.1

A prova do Teorema € realizada em trés etapas, as quais consistem, basicamente, da
manipulagdo dos elementos LC’ék) (n), a n-ésima componente do vetor resultante do produto
entre L e a k-ésima linha (transposta) Cg“) de C,,para(a)n =0,(b)yn=1,...,N —2e(c)
n=N-—1.

k. .
(a) A componente LC’((j )(0) pode ser escrita como

LCék)(O) =C.(k,0) — C,(k,1) = \/%ﬁk [cosc (2% - g) — Cos¢ (2% + g)} :

Usando a féormula para o cosseno (sobre corpos finitos) da adicao de dois arcos, a ultima

expressdo pode ser reescrita como
k
LCék)(O) = 4sen§ (5) C.(k,0). (119)

(b)Paran =1,..., N — 2, a componente LC*)(n) é dada por
LC™(n) — 1) +20,(k,n) — C.(k,n+1)

\/>ﬁk [20034( (+; )—cos§ (k(z’—l—i—%)) (120)
— COS¢ (k (z + 1+ %))] , (121)

a qual, fazendo a = k n + ) e b = k fornece

LCW (n) =4/ ﬁk [2 cos¢ a — cos¢(a — b) — cos¢(a + b)]

=1/ Nﬁk [2 cos¢ a — 2 cos¢ acose b .

Ap6s algumas manipulagdes, a dltima equagdo se torna

/2 k k k
LC(k 5k2 coS¢ @ [2 sen¢ 5 sen<2} = 4sen? (2> C.(k,n). (122)

(c) Finalmente, a componente LC'®) (N — 1) é dada por

LCW(N —1) = —1)—=C,(k,N —2)
/2 1 1
Bk |:COS< (k’( —1+§))—COS§ (k(N—2+§>):|
(123)
Empregando a varidvel auxiliar a = (N -1+ ) a ultima equacgdo pode ser reescrita como
LC’(’“ —1)=1/—= ﬁk cos¢ a — cos¢(a — k)]
=1/ = Bk cosca(l— COSC k:) —sencasenck | . (124)

72 sen
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Neste ponto, sdo consideradas algumas identidades que serdo empregadas mais a frente na
demonstracdo. Primeiramente, o cosseno e 0 seno cujos argumentos sdo multiplos da metade da

ordem de ( sdo dados respectivamente por

d L ord(€) _pord(©)

cose (kor 2(C)> _& +2< — = (-1, (125)
d L ord(€) . _jord(©)

seng (k;or 2(<)> _e 2f S (126)

Uma vez que ord(¢) = 2N, tem-se cos¢(kN) = (=1)* e senc(kN) = 0. Isso é usado para

demonstrar que as seguintes igualdades sdo satisfeitas:

k
cos¢ a = cos¢(kN) cos, (§> , (127)

k
senca = — cos¢(kN) sen¢ (5) : (128)

Agora, retornando a prova, substituindo (128) em (124), obtém-se

2 k k k k
LO,M(N —1) = \/Nﬂk cos¢(a)2 seng (§> + cos¢(kN) sen (5) sen (5 + 5)

—\ %)
— 9 sen? (g) \/%@k [COSQ(a) + cosc(kN) cose (g)} ,

=2S€H<(§)COS<(%)
e, finalmente, de (127),
LOW(N — 1) = 25en? [ 2 5,2 —dsen? (B e v -1 129
G(N —1) = 2sen; B Nﬂk cos¢a = 4seng | o W(k,N —1). (129)
A partir de (119), (122) e (129), segue que
LCH = \,CW), (130)
com
s
Ax = 4seng 5 ) (131)

o que implica que C_ € uma matriz de autovetores da Laplaciana, como se queria demonstrar.
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