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RESUMO

Movimentos oscilatérios ocorrem em um grande nimero de estruturas na natureza e enge-
nharia. Em muitos casos, esses movimentos comprometem o funcionamento e a integridade
de sistemas, provocando danos de diversas ordens. Dessa forma, embora complexa em geral,
a tarefa de predizer o comportamento de um sistema é essencial. Nesta tese, uma analise
dinamica paramétrica de dois sistemas n3o lineares é efetuada. O primeiro é composto por um
sistema principal e um absorvedor de vibracdo. Sdo consideradas constantes de rigidez lineares
e n3o lineares e um atraso no tempo relacionado ao elemento dissipativo do absorvedor. O
sistema principal esta sujeito a uma excitacao externa harmonica. Os dois casos de ressonancia
primaria s3o estudados. O segundo consiste de um sistema continuo posicionado sobre uma
fundacao viscoeldstica com equacdo constitutiva contendo derivadas fraciondrias. Um método
perturbativo e o método de Galerkin sdo aplicados para obter solucGes aproximadas. A anélise
de estabilidade de cada sistema é realizada considerando uma versao linearizada das equacdes
de movimento em torno de uma solucdo estacionaria, obtendo a funcdo caracteristica cor-
respondente e alcancando conclusGes a partir de propriedades dessa funcdo. E mostrado que
nos casos especificos considerados, o primeiro sistema ndo é assintoticamente estavel. Por sua
vez, o segundo sistema ¢é estavel se o parametro de forca é menor ou igual a um certo valor,

independente dos valores dos demais parametros do sistema.

Palavras-chave: estabilidade assintética; funcdo caracteristica; andlise paramétrica; atraso
no tempo; nao linearidades; derivadas fracionarias; método de multiplas escalas; método de

Galerkin.



ABSTRACT

Oscillatory motions occur in a large number of structures in nature and engineering. In many
cases, these motions compromise the functioning and integrity of systems, causing damage of
various types. Thus, although complex in general, the task of predicting a system behavior is
essential. In this thesis, a parametric dynamic analysis of two nonlinear systems is performed.
The first one consists of a main system and a vibration absorber. Linear and nonlinear stiffness
constants and a time delay related to the absorber’s dissipative element are considered. The
main system is subject to external harmonic excitation. The two cases of primary resonance
are studied. The second one consists of a continuous system positioned on a viscoelastic foun-
dation with a constitutive equation containing fractional derivatives. A perturbative method
and the Galerkin method are applied to obtain approximate solutions. The stability analysis of
each system is performed by considering a linearized version of the equations of motion about
a steady-state solution, obtaining the corresponding characteristic function and reaching con-
clusions from the properties of this function. It is shown that in the specific cases considered,
the first system is not asymptotically stable. On the other hand, the second system is stable
if the force parameter is less than or equal to a certain value, regardless of the values of the

other system parameters.

Keywords: asymptotic stability; characteristic function; parametric analysis; time delay; non-

linearities; fractional derivatives; multiple scale method; Galerkin method.
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1 INTRODUCAO

Os mais diversos sistemas na natureza e engenharia estdo sujeitos a vibracGes. Por esse
motivo, o tema é objeto de estudo de uma grande quantidade de pesquisas em diferentes areas
do conhecimento. Foi a partir do século XVI, apds o estudo de Galileo sobre o movimento
de um péndulo, que processos oscilatérios atrairam a atencdo da comunidade cientifica, em
particular, de cientistas de renome como Leonhard Euler e Daniel Bernoulli, que estudaram no
século XVIII vibracdes em vigas, Gustav Kirchhoff e Simeon Poisson, que analisaram no século
XIX oscilagdes em placas, entre outros (MAGRAB, [2012)).

Nas ultimas décadas, a diversidade e a complexidade de dispositivos projetados levando
em considerac3o vibracdes tém aumentado de forma significativa. E o caso por exemplo de
dispositivos mecanicos, eletromecanicos, biomecanicos, biomédicos, avides, navios, submarinos
e estruturas da engenharia civil (MAGRAB, [2012)). Acompanhando esse crescimento, surgiram
grandes avancos na anilise de vibracdo do ponto de vista computacional e analitico (MAGRAB,
2012).

Movimentos oscilatérios podem ser convenientes em alguns sistemas mecanicos e estru-
turais. E o caso, por exemplo, de sensores micro-eletromecanicos (MEMS) e microscépios
nano-eletromecanicos (NEMS), que dependem de vibragbes para funcionarem (KELLY, 2012).
Em muitos casos, no entanto, vibracSes provocam efeitos negativos, como o comprometimento
do funcionamento ou da integridade de sistemas, gerando prejuizos de diversos tipos. Por esse
motivo, a andlise de vibracdes de um sistema é de grande relevancia em ciéncias aplicadas.

Existem diversos métodos para controlar a vibracdo de um sistema. Uma das estratégias
mais comuns é o uso de absorvedores de vibracdo (controle passivo). Um absorvedor de vibracdo
consiste de um sistema auxiliar que é acoplado ao sistema principal com o objetivo de reduzir
ou eliminar a amplitude de oscilacdo, especialmente quando o sistema est4 em ressonancid’
Ha vaérios estudos sobre absorvedores de vibracdo. Por exemplo, em Ji e Zhang| (2010), um
absorvedor linear composto por uma massa, uma mola e um amortecedor é usado para atenuar
a amplitude de vibracdo de um oscilador n3o linear sujeito a uma excitacao externa da forma

f cos(2t). E considerado que o sistema estd em ressonancia priméri. Uma vers3o linearizada

1 Segundo Braun, Ewins e Rao| (2002)), ressonéncia estd relacionada a condicdo em que um movimento

méaximo é produzido por uma forca de magnitude constante ou uma forca minima é necessaria para manter
um determinado movimento.

A ressondncia primaria se refere ao caso em que uma frequéncia de excitacdo de uma estrutura esta proxima
a uma de suas frequéncias naturais (YOUNIS| 2011)).

2
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do sistema para as amplitudes e fases de uma soluciao perturbativa é obtida. A andlise de
estabilidade é realizada por meio do estudo das raizes do polinémio caracteristico, que sao
obtidas em func3o dos pardmetros do sistema. E mostrado que o absorvedor pode efetivamente
reduzir as vibracdes do oscilador n3o linear sob ressonancia primaria. O mesmo sistema é
estudado em Ji e Zhang (2011). No entanto, nesse artigo é considerado o caso de ressonancia
super—harménicaﬂ A mesma metodologia é adotada e é obtido que o absorvedor também é
efetivo em suprimir a resposta em ressonancia super-harmonica. Um sistema semelhante é
considerado em |Saberi e Nahvi (2014)). A diferenca é que nesse artigo a mola do absorvedor
é ndo linear. O comportamento do sistema é estudado considerando condicdes de ressonancia
primaria e super-harmonica. Comparando com o caso sem o absorvedor, é obtida a reducao da
amplitude de vibracdo. Para os parametros adotados, o sistema com o absorvedor é estével,
enquanto o sistema sem o absorvedor é instavel. Um sistema de dois graus liberdade formado
por um sistema ndo linear e um absorvedor é também considerado em [EL-Sayed| (2014). Nesse
caso, as nao linearidades do sistema s3o de tipo diferente e o absorvedor é linear. O estudo
é efetuado considerando que o sistema esta ressonancia simultanea (primaria e internd¥). O
critério de Routh-Hurwitz é usado para estudar a estabilidade. E mostrado que o absorvedor
é eficiente no controle de vibracdo e na diminuicdo da amplitude das solucGes estacionarias.
No Capitulo 2, um sistema modelado como uma massa m; suportada por uma mola e um
amortecedor é considerado. Um absorvedor de vibracdo consistindo de uma massa ms, uma
mola e um amortecedor esta acoplado a esse sistema. O sistema principal esta sujeito a uma
excitacdo externa da forma f cos(2t), onde f é constante. Um atraso no tempo relacionado
ao elemento dissipativo do absorvedor é considerado. Além disso, é assumido que ambas as
molas do sistema tém constantes de rigidez lineares e n3o lineares cubicas. Dessa forma, a
dindmica do sistema é governada por um sistema de equacdes diferenciais ndo lineares com
atraso no tempo. O objetivo é realizar uma andlise paramétrica do comportamento do sistema
sob ressonancia primaria, especialmente da estabilidade assintética. O parametro de interesse
principal é o atraso no tempo. O sistema considerado é semelhante aos sistemas estudados
nos artigos |Ji e Zhang (2010), Ji e Zhang (2011), |Saberi e Nahvi (2014). A diferenca é

que consideramos um atraso no tempo 7 relacionado ao elemento dissipativo do absorvedor, o

3 Ressonancia super-harménica se refere ao caso de ressonancia em que uma frequéncia de excitacdo est4

préxima de % de uma frequéncia natural do sistema, onde 1 é um ndimero inteiro positivo pequeno (BRAUN;
EWINS; RAQC, 2002).

Ressonancia interna se refere ao caso de ressondncia em que as frequéncias naturais do sistema satisfazem
uma certa relacdo (BRAUN; EWINS; RAO} 2002).
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que dificulta o estudo do sistema. A anélise é efetuada considerando determinados parametros,
tanto do sistema principal quanto do absorvedor, comparativamente menores do que os demais

parametros. Como resultado, é obtido que as equacdes de movimento assumem a forma

Bt win = eHy(wa(t), @1(t), 2a(t), @1 (t — 7), 8t — 7)),
Byt wh (wa—m1) = eHy(z1(t), ma(t), 8t — 7), ot — 7)),

onde x; e x5 sao os deslocamentos das massas m; e mo, wi € wo sao as frequéncias naturais

do sistema principal e do absorvedor, ¢ > 0 é um parametro pequeno e H; e H, sao dadas

por
Hy(21(t), @1(), 22(t), d1(t = 7), @t = 7)) = —8asa} — Qi + G212 — Giog (11 — 1)
— Gd1(t =) = da(t — 7)) + Feos(Q),
Hy(21(t), 22(t), d1(t = 7),d2(t = 7)) = =g (w2 — 21)" = a2t — 7) — d(t = 7)).

O fato de que o sistema é nao linear provoca dificuldades na obtencdo de solucdes. Se o
interesse estd apenas em caracteristicas de estabilidade qualitativa, em vez da resposta do
sistema, entdo tal informac3o pode ser obtida linearizando as equacdes de movimento em
torno de um dado ponto de equilibrio, resolvendo o problema de autovalor correspondente
e alcancando conclusdes de estabilidade a partir da natureza dos autovalores (MEIROVITCH,
2010). Para sistemas com pequenas n3o linearidades, resultados qualitativos e quantitativos
podem ser obtidos por meio de técnicas perturbativas, que permitem solucdes usando mais
uma vez métodos da andlise linear (MEIROVITCH, 2010). Dessa forma, para realizar o estudo
proposto, o método de mdltiplas escalas é aplicado, o que permite obter os casos de ressonan-
cia, bem como as equacdes para as amplitudes e as fases das solucGes aproximadas nos casos
de ressonancia primaria, que sdo considerados separadamente. As solucGes estacionarias do
sistema de equacoes diferenciais ndo lineares com atraso para as amplitudes e fases sdo entdo
estudadas. Para aplicar o método da funcdo caracteristica para a analise de estabilidade, uma
versao linearizada do sistema é obtida. Para isso, s3o calculadas as derivadas de Gateaux dos
funcionais que determinam o sistema. Esses funcionais estdo definidos no espaco C* com a
norma do maximo, onde C' = C([—er, 0], R) com sua norma usual. Ent3o, é mostrado que es-
sas derivadas coincidem com as derivadas de Fréchet. Como resultado, obtemos um sistema de
equacoes diferenciais funcionais. O quasi-polinémio caracteristico correspondente ao sistema

obtido é determinado. Finalmente, os efeitos de diferentes pardmetros sobre as respostas no
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tempo, solucdes estacionarias e estabilidade assintética sao estudados numericamente. Para
analisar a estabilidade, usamos o Teorema de Pontryakin. E importante mencionar que os
resultados obtidos no Capitulo 2 foram parcialmente publicados em |Rabelo et al.| (2019).
Sistemas com controle de vibracdo envolvendo atrasos no tempo sdo também considerados
nos artigos Valasek, Olgac e Neusser (2019), Mohanty e Dwivedy| (2019), Sun e Xu| (2016).
Em |Valasek, Olgac e Neusser (2019)), um esquema de controle usando um absorvedor com
uma Gnica massa para controlar a vibracdo de um sistema sujeito a uma excitacao externa
com miltiplas frequéncias é investigado. E considerado um feedback local em relaco ao des-
locamento do absorvedor com muiltiplos atrasos no tempo. O quasi-polinémio do sistema é
apresentado e um método numérico é aplicado para encontrar as raizes dominantes dessa
funcdo em casos especificos. Em |Mohanty e Dwivedy, (2019)), um absorvedor de vibragdo ndo
linear com feedback de aceleracao com atraso no tempo é considerado. O sistema principal é
modelado como uma massa conectada a uma base com excitacao harménica por meio de uma
mola n3o linear e um amortecedor. O método do balan¢o harmdnico é usado para obter uma
solucao aproximada do sistema de equacdes diferenciais ndo lineares que descreve o movimento
da estrutura. E efetuada uma anélise dindmica do sistema em ressonancia primaria. Em |Sun
e Xu (2016)), uma estrutura que usa um absorvedor para melhorar o efeito de supressdo de
vibracdo de um isolador com controle de acoplamento com atraso no tempo é estudada. Essa
estrutura é acoplada a um sistema de um grau de liberdade. Uma analise de estabilidade em
regimes de ressonancia interna é efetuada. Assim como no estudo do problema considerado
no Capitulo 2, uma versdo linearizada do sistema de equacdes de movimento é determinada.
No entanto, a metodologia adotada no Capitulo 2 difere da usada em |Sun e Xu| (2016), bem
das metodologias empregadas em Saeed, El-Ganini e Eissa| (2013), |Zhao e Xu| (2007)), Amer,
El-Sayed e Kotb| (2016). Nos artigos mencionados, os termos com atraso sdo substituidos por
termos sem atraso usando, por exemplo, a férmula de Taylor para obter uma aproximacao
desses termos. Consequentemente, o atraso aparece apenas nos coeficientes da versdo linea-
rizada do sistema, o que facilita a andlise de estabilidade, pois é suficiente aplicar o classico
critério de Routh-Hurwitz. Embora simplifique o estudo do problema, essa metodologia pode
introduzir erros adicionais nas aproximacdes, o que pode comprometer os resultados. Esse
processo de substituicdo ndo é feito na abordagem adotada no Capitulo 2. Por esse motivo, no
lugar do polinémio caracteristico, temos o quasi-polinémio caracteristico. Como consequéncia,

é preciso usar ferramentas mais complexas do método da funcdo caracteristica, pois o critério
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de Routh-Hurwitz n3o é suficiente para analisar a estabilidade do sistema.

Geralmente, atrasos no tempo e n3o linearidades dificultam o estudo do comportamento
de um sistema. Um outro elemento que pode tornar esse estudo mais complexo é a presenca de
componentes de material viscoeldstico com equacdo constitutiva envolvendo derivadas fracio-
narias. Classicamente, os modelos usados para descrever o comportamento de materiais visco-
elasticos incluem derivadas de ordens naturais apenas. Contudo, mais recentemente, modelos
envolvendo derivadas de ordens reais ou mesmo complexas, nao naturais, tém sido conside-
rados. Essas derivadas sdo conhecidas como derivadas fracionarias e podem ser definidas de
formas diferentes (para mais detalhes, veja Kilbas, Srivastava e Trujillo| (2006)), [Samko, Kilbas
e Marichev, (1993)), Kochubei e Luchko| (2019)), Miller e Ross (1993)). Modelos que incluem es-
sas derivadas descrevem com bons resultados caracteristicas de alguns materiais viscoelasticos
usando relativamente poucos parametros (BAGLEY; TORVIK, 1983a; BAGLEY; TORVIK, (1983b;
BAGLEY; TORVIK|, |1986} [KOELLER, |1984; |JIA; SHEN; HUA, 2007)). Esse fato tem motivado o uso
crescente desses modelos em problemas de diversas areas da engenharia e ciéncias. Por exem-
plo, em |Lewandowski e Pawlak (2011)), um estudo sobre propriedades dindmicas de estruturas
de miltiplos graus de liberdade com amortecedores viscoelasticos descritos pelos modelos de
Kelvin-Voigt fracionario e de Maxwell fracionario, ambos com trés parametros, é efetuado.
Nesse artigo, uma nova abordagem para a formulaciao da equacdo de movimento usando va-
ridvel de estado é proposta e sua principal vantagem é fazer com que matrizes de dimensdes
enormes ndo sejam requeridas. Em Sun e Chen| (2015), os autores estudam vibracdo livre de
um cabo esticado com um amortecedor modelado usando derivadas fracionarias de duas or-
dens distintas. Em |Freundlich| (2019), o comportamento dindmico de uma viga cantiléver com
uma massa na extremidade livre e excitada por movimento vertical da base é analisado. As
propriedades viscoelasticas da viga sdo descritas pelo modelo de Kelvin-Voigt fracionario.

A teoria de elasticidade n3o local e n3o linearidades geométricas podem também ser con-
sideradas em modelos fracionarios de materiais viscoelasticos. Em |Caji¢, Karlici¢ e Lazarevic
(2017)), é realizado um estudo sobre a vibracdo livre amortecida de uma nano viga simples-
mente suportada em ambas as suas extremidades sobre uma fundac3o viscoelastica fracionaria.
E assumido que a equac3o tensio-deformac3o da nano viga é do tipo Kelvin-Voigt fracionario
nao local. Essa estrutura modela, por exemplo, um nano tubo de carbono que é conectado com
a base fixa através de uma matriz de polimero e com uma camada fixa de atomos de carbono

em ambos os extremos. Os autores determinam uma solucdo para o problema considerado
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e, para fins de validacao, é feita uma comparacao de resultados obtidos pela metodologia
usada no artigo e resultados encontrados na literatura provenientes de simulacées dinamicas
moleculares e é obtida excelente concordancia. Um sistema continuo que pode ser discretizado
como um sistema de um grau de liberdade com amortecimento modelado através de uma
equacdo envolvendo derivadas fracionarias e n3o linearidades geométricas é considerado em
Amabili| (2018). Segundo o autor, pela primeira vez, é derivada de forma precisa e geral o
amortecimento nao linear para vibracao de um sistema geometricamente nao linear.

No Capitulo 3, estudamos o comportamento dindmico de uma haste elastica posicionada
sobre uma fundacao viscoelastica com equacdo tensdo-deformacao do tipo Zener com deriva-
das fracionarias. A haste é submetida a uma forca axial de intensidade constante F'. Forcas
desse tipo sdo consideradas em muitos problemas praticos onde o objetivo é determinar o
carregamento critico F,., que é o maior valor de F' que garante estabilidade do sistema. A
extremidade esquerda da haste estd presa a uma mola linear e sofre deslocamento apenas na
direcdo transversal. Por sua vez, a extremidade direita é simplesmente suportada. Sistemas
semelhantes sdo estudados em |Atanackovic e Stankovic (2004)), Atanackovic et al.| (2015)). No
entanto, consideramos condicoes de fronteira e modelo fracionario para a fundac3o diferentes.
A dinamica da estrutura é governada por um sistema de equacées diferenciais parciais acopla-
das com derivadas fracionarias que pode ser formulado como o seguinte problema de evolucao
abstrato

i(r) + fq(r) = —Au(r), 720,

(1+7DMq(r) = (1 + mDMu(r), 7>0,
onde 7 é a variavel temporal, u representa o deslocamento na direcdo transversal, g representa
a tensdo na fundacao e A é um operador com dominio formado por funcdes satisfazendo
restricoes relacionadas as condicdes sobre as extremidades da haste. O fato do sistema ser
continuo adiciona dificuldade ao estudo do sistema considerado. Em |Atanackovic e Stankovic
(2004)), Atanackovic et al.| (2015)), esse problema é contornado usando o método da separa¢do
de variaveis. No nosso caso, optamos por aplicar o método de Galerkin para obter uma solucao
mais geral e assim ter uma nocdo mais completa sobre o comportamento do sistema. Para
tanto, um estudo sobre propriedades dos autovalores de A, considerado como um operador
no espaco L*(0,1) é efetuado. Esses autovalores tém um papel importante na anélise do

comportamento assintético do sistema. E obtido que esses autovalores s3o solucoes da equacao
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caracteristica

a(x)ex(x) [0x(x)* + ex(x)?] cosh (0x(x)) cos (ea(x))

—ex(x) Kz sinh (6x(x)) cos (ex(x)) + dx(x) K cosh (0 (x)) sin (ex(x)) = 0,

onde

=y -5+ (5) x aw=5H(3)

e A é o parametro de forca. Ent3o, a solucdo aproximada de Galerkin de ordem m € N
do problema é definida como um par de funcées u,,, ¢,, dadas por uma soma de m termos
satisfazendo determinadas condicdes. Os termos de u,, e ¢, sdo funcdes da forma T (7)¢x
e Vi(7)¢x, respectivamente, onde {¢y}, .y é uma base de Hilbert de L*(0,1) formada por
autofuncdes de A. E mostrado que cada par T}, V}, é solucdo do seguinte sistema de equacSes

diferenciais

Ti() + BV(7) + xuTi(7) =0, 720, (11)

(1+7D2) Vi(r) = 1+ =D7) Ti(7), 720,
onde ;. € o autovalor de A associado a ¢,. O método da transformada de Laplace é aplicado
e fornece que o problema fracionario possui solugdo T}, Vi no espaco de distribuicdes K,
A regularidade de T}, é entdo estudada por meio de uma expressdo analitica determinada
previamente. O mesmo é feito para Vj. Em consequéncia, é obtida a existéncia da solucdo
aproximada de Galerkin de ordem m, para qualquer m € N. Como no caso do sistema do
Capitulo 2, os zeros da funcdo caracteristica do problema ([1.1)) sdo estudados para obter
informacoes sobre o comportamento assintético do sistema. Entretanto, no lugar do quasi-
polindmio caracteristico, temos para cada autovalor yj, uma funcio da forma as,,s*"® +
% 4+ aq(x#)s® + ao(xx). E mostrado que se o pardmetro de forca satisfaz certas condicdes,
entdo a solucao aproximada de Galerkin de ordem m tende a zero quando 7 — oo, para todo
m € N. O mesmo n3do ocorre se a fundacdo viscoelastica fracionaria é substituida por uma
fundacao elastica. O capitulo é finalizado estudando a questio de existéncia de solucdo do

problema mais geral
() + Bq(r) = —Au(r) + f(r,u(r)), 72>0,
(1+7D%)q(r) = 1+ mDP)u(r), 720,

onde f : [0,00) x L?(0,1) — L*(0,1) é uma func3o continua satisfazendo certas propriedades.

Esse tipo de termo forcante é considerado no contexto de controle ativo de vibracao.
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2 PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo, apresentamos notacoes, definicGes e resultados que serdo usados
no decorrer desta tese. Os contelidos abordados nesta parte sdo dicutidos com brevidade e
mais informacdes podem ser encontradas nas referéncias indicadas no texto. O objetivo é
servir como material de consulta para a leitura dos demais capitulos. De forma resumida,
discutimos os espacos de funcdes e distribuicdes que serdo considerados posteriormente, bem
como apresentamos alguns pontos da teoria de operadores lineares e estudamos a transformada
de Laplace e a convolucdo. Além disso, discutimos as funcdes especiais gama de Euler e de
Mittag-Leffler e apresentamos uma breve introducdo as equacdes diferenciais com atraso, a
teoria de estabilidade, ao método de mudltiplas escalas e ao calculo fracionario. A maioria
das demonstracdes dos resultados enunciados neste capitulo é omitida. No entanto, essas
demonstracGes podem ser encontradas na literatura sugerida.

Ao longo desta tese, vamos considerar que N, Z, R e C denotam os conjuntos dos niimeros

naturais, inteiros, reais e complexos, respectivamente.

2.1 ESPACOS DE FUNCOES

Comecamos fixando notacdo e apresentando definicoes e resultados basicos sobre os es-
pacos de funcoes que serao considerados nas secoes posteriores. Mais informacdes podem ser
encontradas em |Folland| (1999), |Adams e Fournier (2003)), Brezis (2010)).

No decorrer desta secdo, (2 denota um subconjunto arbitrério de R™ e (Y, || - ||y) denota
um espaco de Banach complexo, isto é, um espaco vetorial sobre C normado completo.

Denotamos por C' (£2,Y) o espaco das fun¢des f : Q@ — Y continuas. Quando Q) é

compacto, C'(€2,Y) é um espaco de Banach com sua norma usual, isto é, com a norma

=su )|y -
HfHC(Q,Y) xeg 1f(2)ly

Se Y = C, entdo denotamos C' (€2, C) simplesmente por C'(2).

No caso em que © é aberto, C*(Q2) denota o espaco das funcdes k vezes continuamente
diferenciaveis, onde k£ é um inteiro ndo negativo. Além disso, C'*°(f)) é usado para denotar
N2, C*(2). Por sua vez, C* (ﬁ) denota o espaco das funcdes f € C*(Q) tais que D*f
admite extens3o continua para €, para toda n-upla de niimeros inteiros n3o negativos a =

(cq,..., ), com o] =a1 + ...+ a, <k
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Seja 1 < p < 0. Denotamos por LP(2) o espaco das fungdes f : 2 — C mensuraveis

tais que || f| 5oy < 0o, onde

ey = ([ @) 1)

Nesse espaco, identificamos funcdes que sdo iguais a menos de um conjunto de medida nula.
E bem conhecido que LP(£2) é um espaco de Banach com a norma (2.1)). Além disso, se p = 2,

entdo L?(Q2) é um espaco de Hilbert com o produto interno

p

Denotamos por L;,,.

(€2) o espaco das funcdes f : 2 — C tais que a restricdo de f a w pertence
a LP(w), para todo w CC 2 (compactamente contido).
Na sequéncia, sdo apresentados dois resultados importantes da teoria de integracao, a

Desigualdade de Holder e o Teorema da Convergéncia Dominada.

Teorema 2.1.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo tais que %—I—% =1,fe Q)
eg € LYN). Entdo, fge L'(Q) e

19l i) < WSl 191 Loy -
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em [Folland| (1999, p. 182). O

Teorema 2.1.2 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,,) uma sequéncia de funcées

em LY(Q) tal que

(a) fn — f quase sempre;

(b) existe uma funcdo n3o negativa g € L*(Q) tal que | f,| < g quase sempre, para todo n.
Entdo, f € LY(Q) e [ f =lim, o0 [ fun-
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em [Folland (1999, p. 54-55). O

Sejam a,b € R tais que a < b. Uma funcdo f : [a,b] — C é dita absolutamente continua

se para todo € > 0, existe 6 > 0 de modo que

; [ (b5) = [ lag)l <,
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para qualquer colecdo finita de intervalos disjuntos (al, bl), cee (aN,bN) contidos em |[a, 0]

tal que
N
Z |b] — aj| < 0.
j=1

Claramente, se f é absolutamente continua, entdo f é continua. Por outro lado, se f é
continua em [a, b], diferencidvel em (a,b) e f’ é limitada, ent3o pelo teorema do valor médio,
|f (b;) = [ (a))] < c|bj — a;], onde ¢ = maxye(ap) | ['(t)], 0 que fornece que f é absolutamente
continua. O espaco das fungdes f : [a,b] — C absolutamente continuas é denotado por
AC([a,b]) ou AC*([a,b]). Sen € N, n > 2, denotamos por AC™([a,b]) o espaco das funcdes
f € C" Y([a,b]) tais que f"V € AC([a,b]). Por sua vez, AC? ([0,0)), n € N, denota o
espaco das fungdes f : [0,00) — C tais que a restricdo de f a [a, b] pertence a AC™([a, b)),
para quaisquer 0 < a < b.

O préximo resultado fornece condicoes necessérias e suficientes para que uma funcdo seja

absolutamente continua.

Teorema 2.1.3. Sejam a,b € R, coma < b, e f : [a,b] — C. As seguintes afirmacées s&o

equivalentes

(a) f é absolutamente continua em |a, b|;

(b) 1(x) — [(a) = J7 g (€) dE para alguma fungdo g € L'(a,b);
(c) f é diferencidvel quase sempre em [a,b], ' € L'(a,b) e f(z) — f(a) = [ f'(£)dE.

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em [Folland| (1999, p. 106). O

7

Sejam 1 < p < oo e k um nlmero inteiro n3o negativo. O espaco de Sobolev W#?((2) é
definido como o espaco das fungdes f € LP(2) que possuem derivadas fracas até a ordem £,

todas pertencentes a LP(Q2). WkP(Q) é um espaco de Banach com a seguinte norma

> /QIDC’f(x)\pdx)p-

0<a|<k

1l () = (

Além disso, se p = 2, entdo W*2(2) é um espaco de Hilbert com o produto interno

(f?g)Wk'y?(Q): Z (Davaag)H(Q)-

0<a|<k

Esse espaco é denotado por H*(£). A seguir, apresentamos alguns resultados sobre os espacos

de Sobolev.
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Teorema 2.1.4. Sejam I C R um intervalo aberto e 1 < p < co. Dado u € WhP(I), existe

uma funcdo @ : I — C continua tal que u = @ quase sempre em I e

para quaisquer x,y € 1.
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Brezis (2010, p. 206). O

Teorema 2.1.5 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Sejam I = (0,1) e 1 < p,q < oo.

Ent3o, existe uma constante C' > 0 de modo que
||U_U||Lq(1) < CHU/HLq([)a (2.2)
para todo u € W'P(I), onde @ = [, u(z)dz.

No caso em que p = ¢ = 2, a melhor constante C' na desigualdade é % A demons-
tracdo desse fato pode ser encontrada em |Brezis (2010, p. 577-578).

Para finalizar esta secdo, apresentamos um conceito que tem um papel importante em
resultados de existéncia e unicidade de solucdo de problemas envolvendo equacdes diferenciais.
Sejam (X1, - |lx,) e (X2, | - ||x,) espagos de Banach. Dizemos que uma fungdo f : U C
Xy x X9 — Y é Lipschitziana em relacdo a segunda varidvel se existe uma constante C' > (

tal que
1 (2, y) = flz, 2)lly < Clly —2lx,

para quaisquer (z,y), (z,z) € U. A constante C' é chamada constante de Lipschitz. Dizemos
que f é localmente Lipschitziana em relac3o a segunda variavel se cada ponto (z,y) € X1 x X»
possui uma vizinhanca de modo que f restrita a essa vizinhanca é Lipschitziana em relacdo
a segunda variavel. Nesse caso, a constante de Lipschitz pode depender do ponto (z,y) €

X1 X X2.

2.2 TRANSFORMADA DE LAPLACE E CONVOLUCAO

Nesta secdo, estudamos duas ferramentas matematicas importantes, especialmente em
equacoes diferenciais, a transformada de Laplace e a convolucdo. Para mais informacoes, veja

Zayed (11996), Smith| (1966)), |[Doetsch| (1974), Doetsch| (1972)).
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Definicdo 2.2.1. Definimos a transformada de Laplace de uma fun¢do f : [0,00) — C por

LUWY6) = [T e

para s € C tal que essa integral converge.

o~

Para simplificar a notacdo, algumas vezes vamos usar f(s) para denotar L{f(t)} (s). A
integral
/ e~ F(t)dt (2.3)
0
é chamada de integral de Laplace de f e sua convergéncia claramente depende do crescimento

da funcdo f quando t — oo. Uma condicao de crescimento conveniente é apresentada na

definicdo abaixo.

Definicdo 2.2.2. Dizemos que uma funcdo f : [0,00) — C é de tipo exponencial se existem

constantes M > 0,7 € R e tyg > 0 de modo que |f(t)| < Me, para quase todo t > t.

Teorema 2.2.1. Se f : [0,00) — C é uma fungdo localmente integravel de tipo exponencial
~y, entdo a integral converge absolutamente para R(s) > v e uniformemente para R(s) >

Y4+e>n.

o~

Sejam f,g : [0,00) — C fun¢des tais que f(s) = g(s) em um semiplano R(s) > .
Entdo, f = g a menos de um conjunto de medida nula (veja|Zayed| (1996), Doetsch| (1974)).
Dessa forma, estabelecendo que duas funcoes que sao iguais quase sempre sdo equivalentes, o
que é usual na teoria de integracdo, podemos considerar a inversa da transformada de Laplace.
Para determinar essa inversa, é em geral necessario usar técnicas da andlise complexa. Uma
férmula bem conhecida e valida, por exemplo, para funcdes f continuas em [0, 00) e de tipo
exponencial (veja Doetsch| (1974, p. 157-158)) é a férmula de inversdo de Fourier-Mellin ou

férmula de inversdo de Bromwich. Essa formula é usada na definicdo abaixo.

Definicao 2.2.3. Definimos a transformada inversa de Laplace de uma funcao integravel

f:D(f)CC—HCpor

£ {F )} = o / T et f(s)ds,

271 Je—ico

onde ¢ > ¢y e ¢y é tal que f(s) converge absolutamente para R(s) > .

Na sequéncia, sdo apresentados alguns teoremas Uteis em aplicacdes da transformada de

Laplace.
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Teorema 2.2.2. Se f(t) é diferenciavel parat > 0 e a integral

/0 gt f'(t)dt

converge para algum numero real s > 0, ent3o
0

/ ot f(t)dt

0

também converge e
LS} (s) = sL{Sf} (5) = £(0),
para s = sy e R(s) > so. Mais ainda,
f(t)=o(e)
quando t — oo, logo L{f} (s) converge absolutamente para R(s) > so.

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Doetsch| (1974). [

Observacao 2.2.1. Ainda de acordo com Doetsch| (1974), o teorema acima permanece valido

se f é localmente absolutamente continua em [0, 00) em vez de diferencidvel em (0, c0).

Teorema 2.2.3. Seja F(s) uma funcdo analitica no semiplano R(s) > zq tal que F(s) — 0

quando s — oo em todo semiplano R(s) > x¢ + & > xy e suponha que

/ |F(z +iy)| dy < oo,

para todo x > xy. Entdo, F(s) pode ser representada como a transformada de Laplace da
funcdo

£ = o [ et P (s)as,

N % —100
onde a integral acima independe da escolha de ¢ > xy. A funcdo f(t) é continua em R e

f(t) =0, para todo t € (—o0,0).
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Doetsch| (1974). O]
Teorema 2.2.4. Seja F': D(F) C C — C uma funcdo tal que

Fs) = 3 Fils),

onde F,(s) € a transformada de Laplace de uma funcdo f,(t), n = 0,1,... Além disso,

suponha que
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(a) todas as integrais
L) (s) = /0°° e fo(D)dt = Fo(s), n=0,1,...,
convergem em um mesmo semiplano R(s) > xg;
(b) as integrais
LULMOI ) = [T 1f@]dt = Culs). n=01.....

convergem nesse semiplano ou, equivalentemente, as integrais G, (xo), n = 0,1,...,

existem;

(c) a série >-2° , Gn(xo) converge (o que fornece que Y _>° , F,(s) converge absolutamente

e uniformemente no semiplano R(s) > x()).

Entdo Y0° , fn(t) converge para uma fungdo f(t) quase sempre em [0,00), L{f(t)} (s) con-

verge absolutamente no semiplano R(s) > zy e

L{f@®)}(s)=D_ Fuls).
n=0
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Doetsch (1974, p. 194-195). n

Teorema 2.2.5. Seja

Gp,
F(s) = Z I
n=0 S
uma série absolutamente convergente para |s| > p >0, onde 0 < \g < \; < ... e\, = 0
quando n — oo. Ent3o, a série
[ee) t)\n—l
f(t) =
210

converge absolutamente para todot # 0 e L{f(t)}(s) = F(s), onde I" é a funcdo gama de
Euler (veja a Secdo[2.8).

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Doetsch (1974, p. 195-196). O]

Sejam sy € C, 0 € (g,w) e ¢ > 0. Seguindo |Doetsch| ((1972)), denotamos por 2J o

caminho Cy + Cy — (5, onde

C; = {sg +xe?;z € e, oo)},
Cy = {so + e x € [—«9,0]},

Cy = {so + e x e [6,00)}.
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Dada F': D(F) Cc C — C, considere a integral

1
o /meStF(s)ds — (1), (2.4)
para t > 0 tal que essa integral existe. A expressao define uma correspondéncia entre F
e f chamada de 2U-transformada.
Antes de enunciar o préximo resultado, é conveniente introduzir a seguinte notacao: sejam

¢ e 1 funcdes definidas em um subconjunto U de C, s € U e M € C. Entdo, escrevemos
¢(s) ~ M1(s) quando s — sgp em U

para significar que

¢(s)

s—+s0,s€U w(s)
Teorema 2.2.6. Sejam sy € C, Uy, uma vizinhanca arbitrariamente pequena de sqy, 0 €
<72r,7r) eS = {seC;larg(s—so)| <0}. Seja F(s) uma fungdo analitica em Uz, N S,
com excegdo de sy, e localmente integravel nos raios arg (s — sg) = =+60. Suponha que

WI{F(s)}(t) = f(t) existe parat > T e que
F(s) ~ M(s — sp)",

quando s — so em S, onde A € C. Se A #£ 0,1, ..., entdo

—-2—1

T(—\)’

f(t) ~ Me*"

quandot — oo, ondel" é a funcdo gama de Euler (veja Segéo@). Por suavez, se A =0,1,...,

entao
ft)=o0 (esott_)‘_l) :
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Doetsch (1972} p. 157-159). O

No Capitulo 3, mostraremos que a transformada inversa de Laplace de uma determinada
funcdo coincide com a 2U-transformada dessa funcao. Entdo, usaremos o Teorema para
estudar o comportamento assintético da transformada inversa.

A seguir, apresentamos e discutimos o conceito de convolucao.

Definicdo 2.2.4. Sejam f e g funcdes localmente integraveis em [0, cc). Definimos a convo-
lucdo de f e g por

(F+9)0) = [ f()glt =),

para todo ¢t > 0 tal que essa integral existe.
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Observacao 2.2.2. Sejam f, g e h fungBes localmente integraveis em [0, 00). A operacdo de

convolucdo satisfaz as seguintes propriedades:
(a) (f *g)(t) existe para quase todo t > 0;
(b) f * g é localmente integravel em [0, c0);

(c) se pelo menos uma das fungdes f e g é continua, entdo f * g é uma fungdo continua

em [0, 00);
(d) frg=gxf
() (fxg)xh=fx(gxh).

Proposicao 2.2.1. Sejam f e g fun¢Bes localmente integraveis em [0,00). Se f é de tipo
exponencial v, e g € de tipo exponencial 75, com v, # 7o, entdo f * g é uma funcdo de tipo

exponencial max {~;,72}.
Demonstracdo. Sejam My, My > 0 e t1,to > 0 tais que
|f(t)| < Mye™", para quase todo t >t;, e |g(t)] < Mye™", para quase todo t > t,.
Para t >ty = 2max {t1, 12}, temos

[ 156 = gar < dent [* enlg(rlar

IA

IN

Mica||gllr o0 €™

< Mgl piome™,

t—to t—to
/ lf(t —1)g(r)|dr < MlMgeWt/ e(n=72)(t=7) g

to to

= M, Mye? /t_to e(n—72)s Jg

to
e(r1—2)to

t
< MMy———e™,

t t
[t =ngmlar < Mpet [ e f( = 7 ar
t—1to t

—to

t
— My /0 " e f(s)|ds

Macol| f1l L1 (0.0)€™,

IA

onde ¢; = max {1,e”"%} ¢y = max {1,e 72} e assumimos que y; < 7a.
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A demonstracao é concluida observando que

to t—to t
PO < [ 1 =ng)ldr+ [ 1 =gl dr+ [ 1= 1)g(r)]dr,
0 to t—to
para t > ty, e usando as estimativas obtidas. O

Sejam f uma func3o localmente integravel em [0, 00) e n € N. Entdo, podemos considerar
a funcdo f*" obtida efetuando a convolucdo de f n vezes. Mais precisamente, f** é definida
por f*' = fe f*" = fx {1 quando n > 2. Por inducdo, f*" esta definida quase sempre

em [0,00) e é localmente integravel nesse intervalo. Além disso, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 2.2.2. Seja [ : [0,00) — C uma funcdo mensuravel tal que existem M > 0 e
v € R tais que |f(t)] < Me™, parat > 0. Ent3o, para cadan € N, f*"(t) existe para todo

t>0e

n—1

t
()| < M™et . t>0.
£ < M s 2
Demonstracdo. E suficiente proceder por inducio. O

Teorema 2.2.7 (Teorema da Convolucdo). Sejam f e g fun¢Ges localmente integraveis em

[0,00). Se f € de tipo exponencial v; e g é de tipo exponencial ~y,, entdo
L{(f+9) ()} (s) = L{F ()} () L{g()}(s), R(s) > so,
onde sy = max {71,72}.
Demonstracdo. A prova é obtida procedendo como em Zayed| (1996, p. 130). ]

Corolario 2.2.1. Se f € localmente integravel em [0,00) e de tipo exponencial v, entdo f*"

é localmente integravel em [0, 00), de tipo exponencial 7y + €, onde ¢ > 0 é arbitrario, e
L) (s)=(L{f@B)} ()", R(s) >,
para todon € N.

Proposicao 2.2.3. Sejam f uma funcdo diferenciavel parat > 0 e tal que [’ € limitada em
intervalos da forma [0,T], T > 0, e g uma funcdo localmente integravel em [0, c0). Entdo,

(f * g)’ existe quase sempre em [0, 00) e

(f*g) (t) = (f'*g) (t) + f(0)g(t),

para quase todo t > 0.
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Demonstracdo. As hipoteses sobre f fornecem que
:/ Fi(s)ds + f(0), t>0. (2.5)
0
Segue que

(fxg)(t) = //f t—7dsd7’+f()/0t (t —71)dr
= //f t—7dsd7‘+f()/0t (x)dx, t>0. (2.6)

Usando a transformacdo 7 = —y +t e s = z — y, obtemos

/Ot/OTf’(s) t—TdsdT—//f (x —y)g(y)dzdy.

Agora, alterando a ordem de integracdo, temos

//f g(t —1)dsdr = //f:c— y)dydx

= [[(7*0) @y

0

Substituindo em ([2.6]), obtemos

t

t
(f9)(t) = [ (/' 9) (@)dw + £(0) [ gla)d.
0 0
O resultado segue do teorema fundamental do célculo para integrais de Lebesgue. O]
Proposicdo 2.2.4. Sejam f € C*(]0,0)) e g € C(]0,0)). Entdo, f x g € C'([0,00)) e
(f*9) (t) = (f'*9) (t) + f(0)g(t),
para todo t > 0.

Demonstracdo. A prova é obtida por meio de |Zorich| (2004, p. 412). O

2.3 ESPACOS DE DISTRIBUICOES

Para tornar esta tese o mais auto contida possivel, discutimos brevemente as distribuicdes,
também conhecidas como funcGes generalizadas. Existem diferentes formas de introduzir esses
elementos. A abordagem que vamos considerar é a desenvolvida por Laurent Schwartz na me-
tade do ultimo século. Consideracoes mais detalhadas e demonstracdes podem ser encontradas

em |Barros-Neto (1973), |Al-Gwaiz| (1992)), |Grubb| (2009).
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Seja 2 um subconjunto aberto de R". Para cada K C €2 compacto, seja C7({2) o espaco
das fungdes ¢ € C°(Q2) tais que supp ¢ C K, onde supp denota o suporte de ¢, isto
é, o fecho em Q do conjunto {z € Q;¢(x) # 0}. Nesse espaco, consideramos a topologia
localmente convexa definida pela seguinte familia de normas

prm(¢) = sup |DY(z)|, m € Z,m>0.

zeK,|a|<m
Agora, seja (K;) uma sequéncia de conjuntos compactos tal que K; C Ky C ... e U2, K; =
€. Entdo, o espago C§°(£2) das fun¢Bes de classe C'>° em €2 com suporte compacto e contido

em € é tal que

Co(0) = E:j 32 (9).

Em C§5°(£2), consideramos a topologia limite indutivo dos espacos Cj’;i(Q) j €N, ou seja,
a topologia localmente convexa mais fina tal que a inclusdo Cf (€2) C Cg°(€) é continua
para cada j € N. Essa topologia ndo depende da escolha da sequéncia (K), isto &, se
substituirmos essa sequéncia por outra com as mesmas propriedades, entao a topologia limite
indutivo é a mesma. O espaco C3°(€2) com essa topologia é usualmente denotado por D(2)
e seus elementos sao chamados de funcdes testes. A seguir, apresentamos um resultado sobre

a convergéncia de sequéncias em D(2).

Teorema 2.3.1. Uma sequéncia (¢y) converge para zero em D(€2) se, e somente se, existe

K C Q compacto tal que

(a) para todo k, o suporte de ¢y, esta contido em K,

(b) D¢ — 0 uniformemente em K, para toda n-upla o de niimeros inteiros ndo negativos.
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Barros-Neto| (1973, p. 42). O

Uma distribuicdo sobre (2 é definida como sendo um funcional linear continuo sobre D(2).
O espaco vetorial das distribuices sobre €2 é denotado por D’(£2). Em outras palavras, D'(2)
é o dual topoldgico de D(£2). Nesse espaco, as topologias compativeis com a estrutura de
espaco vetorial mais importantes sdo as topologias fraca e forte (veja Barros-Neto (1973) para

detalhes sobre essas topologias).

Teorema 2.3.2. Um funcional linear T' sobre D(£2) é continuo se, e somente se, (T, ¢y) — 0,

para toda sequéncia (¢y) que converge para zero em D(€2).
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Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Barros-Neto| (1973, p. 48-49). O

Exemplo 2.3.1. Seja u uma funcao localmente integravel em €2 e considere o funcional linear
T, definido por

(T0,0) = [ u(@)o(e)dz, ¢ € D(S).
Observe que se (¢) é uma sequéncia que converge para zero em D(2), entdo

(T 04)] < suplow(e)]| [ Ju(@)ldr = pico (6x) [ fu(@)dz =0,

onde K C €2 é um compacto como no Teorema|2.3.1] Segue do Teorema que T, € D'(2).
Distribuicoes definidas dessa forma sdo chamadas de distribuicbes regulares. Em alguns casos,
a distribuicao 7;, € também denotada por u,., ou simplesmente por u, quando ndo houver

risco de confus3o.

Exemplo 2.3.2. Seja z( € 2. O funcional linear d,, definido por

<5zo7 Qb) = qb(fL‘()), QZS € D(Q)7

é uma distribuicio sobre €2 denominada distribuicdo de Dirac ou medida de Dirac. Se zy = 0,

entdo 9y é denotada simplesmente por §.

Sejam T € D'(2) e & uma n-upla de nimeros inteiros ndo negativos. A derivada de ordem

a de T é a distribuicdo sobre () definida por
(DT, ¢) = (~1)*{T, D*¢), ¢ € D().

Exemplo 2.3.3. Considere a funcdo de Heaviside

Como H é localmente integravel em R, essa funcdo define uma distribuicao regular que

também denotaremos por H. A derivada de H ¢é a distribuicao de Dirac. De fato,

<th, ¢> _ <H, jt¢> - iqﬁ(t)dt —6(0) = (0,6), Vo€ D(R).

Seja w um subconjunto aberto de ). Dizemos que T' € D'(2) € zero em w se

(T,9) =0, Vo¢e(Ci(w).
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Além disso, definimos o suporte de T' € D'(£2) como o complementar em 2 do maior subcon-
junto aberto de €2 onde T' é zero.

Nosso objetivo agora é definir a transformada de Laplace de uma distribuicdo. Para tanto,
definimos na sequéncia o conceito de distribuicdo temperada. Dizemos que uma funcdo ¢ €
C>°(R™) é rapidamente decrescente no infinito se

Jim[a*D%6(x)] =0,
para quaisquer n-uplas de niimeros inteiros ndo negativos o e 5. O espaco vetorial das funcdes
¢ € C*°(R"™) rapidamente decrescentes no infinito é denotado por S(R™). Nesse espaco,

consideramos a topologia localmente convexa definida pela familia de seminormas

2D ¢()

Pa,3(¢) = sup
TER™

Y

onde « e 3 sdo n-uplas de niimeros inteiros ndo negativos. Claramente, as fun¢des em D(R")

s3o elementos de S(R™). Outro exemplo, é a fungdo ¢(z) = e~ 12|,

Teorema 2.3.3. Os espacos D(R™), S(R™) e LP(R™), 1 < p < oo, satisfazem a relacdo
D(R™) C S(R™) € LP(R™), com inclusées continuas. Mais ainda, D(R™) é denso em S(R")
e S(R™) é denso em LP(R").

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em |Al-Gwaiz (1992, p. 120). O
O Teorema fornece a seguinte relacdo entre os espacos duais topoldgicos
LY(R™) c 8'(R") C D'(R™),

onde 1 < g < o0, = 1. As distribuices em S’(R™) sdo denominadas distribuicées

1,1
p q
temperadas.

Agora, seja S, o subespaco de S'(R) formado pelas distribuicdes com suporte em [0, co).

Dada uma distribuicdo 7' € S’ , definimos a transformada de Laplace de T' por
LATY(s) = (T,0(t)e™"), R(s) >0,

onde 6 é uma funcdo em C*(R) tal que 6(t) = 1 para t € (—tp,00) e 8(t) = 0 para
t € (—o0, —2ty), para algum to > 0. Essa definicdo ndo depende da escolha de 6. Além disso,
L{T} é uma fun¢do analitica no semiplano R(s) > 0. Mais detalhes sobre a transformada
de Laplace de uma distribuicdo podem ser encontrados em |Zemanian| (1965)), Atanackovic,

Pilipovic e Zorical (2009), Dijk| (2013)).
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Sejam S, T € D'(R™) tais que pelo menos uma dessas distribuicdes tem suporte compacto.

Definimos a convolucdo de S e T' como a distribuicdo S T € D'(R™) dada por

(S+T,¢) = (S¢, (Tn, 9§ + 1)), ¢ € DR").

Em alguns casos, a convolucao de duas distribuicdoes S e 1" estd bem definida mesmo quando
ambas ndo tém suporte compacto. Isso ocorre, por exemplo, se T'= f e S =g, onde feg
sdo funcdes localmente integraveis em R com suporte em [0, 00). Nesse caso, a distribuicdo

S T coincide com a convolucdo das funcdes f e g, conforme definido na secdo anterior.

Exemplo 2.3.4. Dado « > 0, considere a funcao f, definida por

ta—l

T(a)’
fa<t) = @
0, t <O0.

t >0,

Essa funcao define uma distribuicio que também denotaremos por f,. Por sua vez, dado
a <0, seja f, a distribuicao i—ifa+m, onde m é o menor nimero natural tal que a+m > 0.
Nessas condicdes, { fo},cp € uma familia de distribuicdes temperadas com suporte em [0, c0)
tal que f, * fs = fa+p, para quaisquer o, 5 € R (veja Atanackovic, Oparnica e Pilipovi¢
(2009)). O operador fox : S — S, T +— fo T, é denominado operador de diferenciagdo
fracionaria quando o > 0, e operador de integracdo fracionaria quando v < 0. O motivo dessa

denominacdo é esclarecido na Secao 2.9,

Seja KC(R) o espaco das funcdes ¢ € C™(R) tais que e™*| D*¢(x) é uma funcdo limitada
em R, para quaisquer niimeros inteiros ndo negativos m e k. Nesse espaco, consideramos a

seguinte familia de seminormas

ol

D*¢(x)

Pm(¢) = sup ., meZm>0.

z€R, 0<k<m
Com essa familia, JC(R) é um espaco topolégico localmente convexo Hausdorff e metrizavel.
Além disso, D(R) C IC(R), com inclusdo continua. Os elementos de K'(R), o espaco dual
topolégico de IC(R), sdo denominados distribuicées de crescimento exponencial. O subespaco

de K'(R) formado pelas distribuicGes com suporte em [0, 00) é denotado por K,

Exemplo 2.3.5. Seja f uma funcdo continua em R, de tipo exponencial e tal que f(t) =0,
para t € (—00,0). Entdo, a distribui¢do regular definida por f é um elemento de K’,. Além
disso, a transformada de Laplace dessa distribuicdo coincide com a transformada de Laplace

da funcao f.
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Mais informacGes sobre os espacos K(R) e K'(R) podem ser encontradas em Hasumi

(1961).

2.4 OPERADORES LINEARES

Nesta secdo, estudamos alguns conceitos e resultados sobre operadores lineares. Para mais
detalhes sobre o contelido apresentado, veja Brezis (2010), Henry| (1981)), |Curtain e Pritchard
(1977), [Siddiqil (2018).

Sejam (X, || - ||x) e (Y, ]| - ||y) espacos de Banach complexos. Denotamos por £(X,Y") o

espaco dos operadores lineares limitados de X em Y com a norma

ITlcxyy = sup [[Tzy.
[l x <1

Se Y = X, entdo L(X, X) é denotado simplesmente por L(.X).
Agora, sejam D um subespaco vetorialde X e T : D C X — Y um operador linear. Como
usual, usamos D(T') para denotar o dominio de T' (= D) e R(T') para denotar sua imagem.

A seguir, apresentamos algumas definicoes importantes.

Definicdo 2.4.1. Seja 7' : D(T') C X — X um operador linear. O conjunto resolvente de T

é definido por
pT)={NeC; (\[=T)": R\ = T) C X — X existe, é limitado e RO\ —T) = X },

onde I : D(T) C X — X denota o operador inclusdo. O complementar do conjunto resol-

vente, isto é, o conjunto C \ p(T) é chamado de espectro de T e denotado por o (7).
Para simplificar a notagdo, vamos escrever (A —1") em vez de (A — T').

Definicdo 2.4.2. Seja 7' : D(T) € X — X um operador linear fechado e densamente
definido. Dizemos que T' é um operador setorial se existem constantes 6 € (O, g) M>1e

a € R tais que o setor
Sao ={N€C; 0 <l|arg(A —a)| <7} (2.7)

esta contido no conjunto resolvente de 1" e

. M
=7 1y < A —al’

para todo A € S, .



33

Figura 1 — Setor S, ¢.

S(A)

IS
\
)
=
—
>
A

Fonte: Autor

A Figura (1)) ilustra o setor S, ¢ dado por ({2.7)).
O préximo resultado fornece condicdes suficientes para que um operador linear em um

espaco de Hilbert seja setorial.

Teorema 2.4.1. Sejam H um espaco de Hilbert e T : D(T') C H — H um operador linear.

Suponha que T (ou T + al, para algum escalar a) satisfaz as seguintes condicées

(a) o conjunto {(Tu,u); u € D(T)} esta contido em um setor |arg(\)| < ¢, para algum
NS lo, g)

(b) 0 € p(T).
Entdo T' é um operador setorial.

Um operador T" em um espaco de Hilbert tal que T' (ou T + al, para algum escalar a)
satisfaz a condicdo (a) do Teorema é um operador setorial no sentido de T. Kato (veja
Kato| (1995) para mais detalhes).

Na sequéncia, discutimos as derivadas de Fréchet e de Gateaux. A derivada de Fréchet
estende o conceito de derivada de uma funcao f : U C R™ — R™ em um ponto interior
do seu dominio para funcdes definidas em um subconjunto de um espaco de Banach X com
valores em um espaco de Banach Y. Por sua vez, a derivada de Gateaux é uma extensdo da

derivada direcional.
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Definicao 2.4.3. Seja f : U — Y, onde U é um subconjunto aberto de X. Dado = € U,

dizemos que um operador linear limitado 7' : X — Y é a derivada de Fréchet de f em x se

o I+ 1) = () = Thly
= [hllx

— 0. (2.8)

Por sua vez, a derivada de Gateaux de f em x na direcdo de h € X é definida por

Df(z,h) = lim L& = /@)

t—0 t ’

quando esse limite existe.

A derivada de Fréchet de f em x é usualmente denotada por D f(z). Se Df(x,h) existe

para todo h € X, entdo a derivada de Gateaux D f(z,-) é um operador de X em Y.
Observacdo 2.4.1. (a) As derivadas de Fréchet e de Gateaux, quando existem, sdo (nicas.

(b) Se Y =R, entdo
Df(x,h) = [f(x + th)] : (2.9)

quando essa derivada existe.

(c) Se f possui derivada de Fréchet Df(x) em um ponto z, entdo a derivada de Gate-
aux Df(x,h) existe para todo h € X. Além disso, os operadores Df(x) e Df(x,-)

coincidem.

As demonstracdes das afirmacdes acima podem ser encontradas em |Siddiqi (2018)). A
reciproca de (c) n3o é verdadeira em geral. Entretanto, no Capitulo 2, calculamos as derivadas
de Gateaux de determinadas funcdes usando (2.9) e mostramos que essas derivadas coincidem

com as derivadas de Fréchet dessas funcdes por meio de (2.8)).

2.5 EQUACOES DIFERENCIAIS COM ATRASO NO TEMPO E LINEARIZACAO

O objetivo desta secdo é introduzir notacdo basica e definicGes a respeito das equacdes
diferenciais com atraso. Além disso, a linearizacao e a existéncia e unicidade de solucdo do
problema de Cauchy para uma classe de tais equacdes também s3o discutidas. Mais detalhes
podem ser encontrados em [Hale e Lunel| (1993), Driver (1977)), Smith (2011), Kolmanovskii
e Myshkis| (1992).

Desde o final do dltimo século, um tipo mais geral de equacdo diferencial, consistindo de

equacoes nas quais a funcao a ser determinada aparece com argumentos diferentes, foi objeto



35

de estudo em um grande nimero de artigos e livros. As equacdes desse tipo sdo frequentemente

chamadas de equacdes diferenciais funcionais. Alguns exemplos de tais equacdes sdo

(t) = z(t+1)—z(t-1),

#(t) = @(2t) +sint,

#(t) = 2z(t —5)+ cosx(t), (2.10)
(t)

= t%%(t) + x(t — 1) + cost, (2.11)

onde x é uma funcdo definida em um intervalo apropriado de R com valores em R" ou C" e
o ponto representa a derivada em relacdo a ¢.

Entre as equacdes diferenciais funcionais, as mais simples e talvez as mais naturais sao
as equacdes diferenciais com atraso (DRIVER, |1977)). Nessas equacdes, alguma derivada da

(n=1) jvaliadas em t e

funcdo a ser determinada x(™)(t) é expressa em termos de z, 2™, ...
em instantes anteriores.
Alguns problemas, como de crescimento populacional (veja Driver| (1977, p. 229-232)),

sao modelados por equacdes diferenciais com atraso da forma

z(t)=f(t,z(t),z(t—71),...,x(t —7)), (2.12)

onde 71, ..., 7 sd3o constantes n3o negativas e f : D — R™, com D C R x R“D" Denotando

x(0) = x(t + 0), equacdes da forma ([2.12)) s3o casos particulares de equacdes do tipo
z(t) = F (t, ). (2.13)

Muitas outras equacdes diferenciais tém a forma ([2.13)), como por exemplo, equacdes diferen-

ciais ordinarias na forma normal e equacdes do tipo

#(t) = f(tx(t),z( =7(t), ...zt =),

onde os atrasos sdo funcdes que dependem de t. Na literatura sobre equacdes diferenciais
funcionais, é usual considerar F' como uma funcao com dominio contido em R x C', onde
C' denota o espago de Banach C ([—7,0],R") com a norma usual e 7 é um nimero real
maior ou igual ao supremo dos valores assumidos pelos atrasos. No caso em que os atrasos
Ty,..., T sdo constantes, r = max {7;; 7 = 1,...,l}. Na sequéncia, sdo apresentadas algumas

definicGes relacionadas a equacio diferencial (2.13).
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Definicao 2.5.1. A equacdo ([2.13) é dita linear se a funcdo F': D — R" pode ser escrita
como F'(t,v)) = L (t,v) + g(t), (t,1) € D, onde L(t,-) é uma func3o linear para cada t. Se,

além disso, g = 0, entdo a equacdo ([2.13)) é dita linear homogénea.

Definicdo 2.5.2. A equacdo (2.13)) é dita auténoma se F' : D — R™ n3o depende de ¢, isto
é, se F (t,9) = h(¢), (t,¢) € D, para alguma funcdo h.

Para a préxima definicdo, considere a equacdo diferencial autonoma
(t) = F (xy), (2.14)
onde F': C — R".

Definicdo 2.5.3. Seja 2y € R™. Dizemos que a funcdo constante x(t) = xg, t € R, é solucdo

estaciondria de (2.14)), se F'(z;) = 0.

Para simplificar a notacdo, vamos denotar a funcdo constante z(t) = xo, t € R, por zg
apenas. Claramente, podem existir mais de uma solucdo estacionaria de uma equacdo da forma
(2.14). Além disso, solucBes estaciondrias distintas podem ter propriedades de estabilidade

diferentes (BREDA; MASET; VERMIGLIO, 2015). Na sequéncia, é assumido que z € uma solugcdo

estacionaria de (2.14)).

Note que z = xy + y é uma solucdo da equacdo ([2.14) se, e somente se, y satisfaz
y(t) =F (xvo+ ) - (2.15)

Assim, para estudar o comportamento das solucGes de (2.14) que comecam proximas de xy,
é suficiente estudar o comportamento das solucdes de (2.15)) que comecam préximas de zero.

Suponha que F' pode ser escrita como
F(xo+2) = L(2) 4+ g(2), z e C,

onde L : C'— R™ é um operador linear limitado e g : C' — R™ é uma funcdo tal que

tim 1),
=0 ||z]le

Em outras palavras, suponha que existe a derivada de Fréchet de ' em z(; e que L denota

essa derivada. Nessas condicoes, a equacao diferencial linear

&(t) = L (xy)
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é chamada de linearizacdo de ([2.14)) em torno da solucdo estacionaria x.
Dados I = [tg,0), ¢ € C'e F: [ x C — R™, considere o problema de Cauchy

i(t) = F(t,z), t>to, (2.16)

z(to+0) = ¢(0), 6 € [-r0].

A seguir, definimos o conceito de solucdo desse problema. Antes, é conveniente definir solucao

da equacdo ([2.13).

Definicdo 2.5.4. Dizemos que x é uma solugdo de (2.13) em [to — 7, T) C I, se x : [ty —

r,T) — R™ é uma funcdo continua que satisfaz (2.13)), para todo t € [to, T).

Definicao 2.5.5. Dizemos que z é uma solucdo do problema ([2.16]) em [ty —7,T) C I, se x
é uma solucdo de (2.13) em [to — r, T) tal que z, = ¢. Dizemos que = é uma solucdo global

do problema ([2.16]), se x é uma solucdo desse problema em [ty — r, 00).

Algumas vezes, para enfatizar que = é uma solucdo do problema de Cauchy (2.16)), que é

determinado por tg, ¢ e F, escrevemos x(t, ty, ¢, F') ou alguma variante em vez de x(t).

Teorema 2.5.1. Sejam ty € R, ¢ € C e suponha que F : [ty,00) x C — R"™ é uma
funcdo continua localmente Lipschitziana em relacdo a segunda variavel. Entdo, existe T =

T (to, ¢, F') > to tal que
(a) existe uma solucdo x do problema (2.16) em [ty — r,T);
(b) a solucio é tinica em cada subintervalo [to — r,t1] C [to — 7, T);
(c) se T < oo, entdo [ty — r,T) € o intervalo maximo de existéncia da solucdo;
(d) a solucdo = depende continuamente de F' e de ¢.

Observacao 2.5.1. A afirmacdo (d) do Teorema significa que dados t; € (ty,T) e
e > 0, existe & > 0 de modo que se F e ¢ s3o substituidas por ' e ¢ satisfazendo as
mesmas condicbes que F e ¢ e tais que Ha— d)HC <de ‘F(t,w) — F(t,w)‘ < 0, sempre
que t € [to,t1] e ||¢ — 24|l < &, e se T é a solugdo do problema transformado com intervalo

méaximo de existéncia {to -7, T), entdo |Z(t) — x(t)| < e, para top <t < min {T,T}.

Teorema 2.5.2. Sejam ty € R, ¢ € C e suponha que F : [ty,00) x C' — R"™ é uma fungdo
continua que satisfaz a condicdo de Lipschitz em relacdo a segunda variavel, ento existe uma

dnica solucgo global de (2.16).
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Note que se F'(t,v¢) = L), v» € C, onde L : C' — R™ é um operador linear limitado,
entdo F' satisfaz as condicdoes do Teorema e, consequentemente, a solucdo trivial é a

unica solugcdo do problema de Cauchy ([2.16)) quando ¢ = 0.

2.6 ESTABILIDADE DE SISTEMAS COM ATRASO NO TEMPO

Nesta secdo, apresentamos definicGes e resultados sobre a estabilidade de sistemas com
atraso no tempo. Consideramos a bem conhecida estabilidade no sentido de Lyapunov, conceito
que pode ser aplicado a sistemas com ou sem atraso. No caso de sistemas com atraso, a analise
de estabilidade é muito mais complicada de modo geral e feita através de basicamente dois
tipos de métodos, o método de Lyapunov e o método da funcdo caracteristica (HU; WANG,
2002). Os resultados apresentados nesta sec3o estdo relacionados ao segundo tipo de método.
Para mais informacGes sobre a teoria de estabilidade de sistemas com atraso, veja|Hu e Wang
(2002), Smith| (2011)), Breda, Maset e Vermiglio| (2015)).

Sejam ty € R, ¢ € C = C([-r,0],R"), para algum r > 0, f : D C R&+Un 5 R e

considere o problema de Cauchy

(t) = fz(t),z(t —m),...,x(t — 7)), t>ty, (2.17)
z(t+ty) = o(t), te[-r0],
onde 0 < 7 < ... <7 <r.Suponha que s3o satisfeitas condicOes tais que existe uma unica
solucdo global de (como por exemplo, as hipéteses do Teorema [2.5.2)).
Tendo em vista que o problema de estabilidade de uma solucdo nao trivial pode ser trans-
formado no problema de estabilidade da solucao trivial, consideramos apenas este caso nas

definicBes e resultados desta secdo. Contudo, é preciso assumir que f(0) = 0, onde 0 denota

o vetor nulo tanto de R+1™ quanto de R™.

Definicao 2.6.1. Dizemos que a solucdo trivial de ([2.17)) é estavel se para todo £ > 0, existe

0 > 0 de modo que toda solucdo x satisfaz |z(t)| < ¢, para t > ty, sempre que ||¢]|c < 9.

Definicdo 2.6.2. Dizemos que a soluc3o trivial de (2.17)) é assintoticamente estavel se é
estavel e existe u > 0 suficientemente pequeno de modo que se ||¢||c < u e = é solucdo de

(2.17)), entdo |z(t)| — 0 quando t — 0.

Na equacio diferencial do sistema ([2.17]), considere o caso particular em que f (yo,v1,---,y1) =

Ayo + Zé‘:l Bjy;, onde yo,...,y1 € R" e A, By,..., B; sdo matrizes n x n, isto é, considere
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a equacao diferencial linear

!
i(t) = Az(t) + > Bz (t — 75). (2.18)

j=1
Escrevendo = = (x1,...,x,) e aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados das

equacoes do sistema ([2.18)), obtemos

!
sI — A=Y Bje*" | &(s) = z(0), (2.19)
j=1
onde I é a matriz identidade de ordem ne 7 = (il, . ,f:n), comi; = L{xl(t)} i=1,...,n.

Igualando o determinante da matriz dos coeficientes de (2.19)) a zero obtemos a chamada
equacdo caracteristica de ([2.18). Em simbolos, a equac&o caracteristica de (2.18]) é dada por

!
det [ s/ — A — Z Bje™% | =0.

=1
Por sua vez, a funcdo

I
p(s) =det | s — A—> Bje™" (2.20)

j=1

é denominada quasi-polinémio caracteristico de (2.18]). Observe que p(s) tem a forma
p(s) =" +di(s)s" + .. A+ du1(8)s + dn(s),

onde dy, ...,d, sdo polindmios com respeito as funcdes e *™ ... e 7.
Na sequéncia, sdo apresentados dois teoremas sobre estabilidade assintética da solucdo tri-

vial do sistema ([2.18)). O segundo desses resultados é conhecido como Teorema de Pontryakin.

Teorema 2.6.1. A solugio trivial de (2.18) é assintoticamente est3vel se, e somente se, toda

raiz do quasi-polinémio caracteristico p(s), dado por (2.20), tem parte real negativa.

Definicao 2.6.3. Sejam f,g : C — C e suponha que f e g possuem apenas raizes reais.

Dizemos que as raizes de f e g sdo entrelacadas se as seguintes condicoes sdo satisfeitas:

(a) para quaisquer duas raizes consecutivas a; < a;4; de f, existe uma Unica raiz 3 de g

tal que o; < Bj < Q41

(b) para quaisquer duas raizes consecutivas §; < ;41 de g, existe uma dnica raiz «; de f

tal que 6]‘ <o < Bj—&-l'
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Teorema 2.6.2. Sejam R(w) = R (p(iw)) e S(w) = F(p(iw)), w € R. A solucdo trivial de
(2.18) € assintoticamente estével se, e somente se, R(w) e S(w) tém raizes reais, simples e

entrelacadas e, além disso,
R(w)S (w) = S(w)R'(w) > 0.

O dltimo resultado desta secdo é uma ferramenta bastante Gtil conhecida como Principio
da Estabilidade Linearizada. Segundo esse principio, o estudo da estabilidade assintética de
uma solucdo de um sistema de equacdes diferenciais ndo lineares pode ser reduzido ao estudo

da estabilidade assintética da solucao trivial da linearizacdo desse sistema.

Teorema 2.6.3. Seja F' : C' — R™ e suponha que a equacdo i(t) = F (x;) admite linearizagdo
i(t) = L(x¢) em torno de uma solucdo estacionaria x. Seja p o quasi-polinmio caracteristico

da equacio linearizada e suponha que
max {R(s); s é raiz de p(s)} < 0.

Ent3o xy é uma solucdo assintoticamente estavel de i:(t) = F (xy).

2.7 METODO DE MULTIPLAS ESCALAS

O objetivo desta secdo é introduzir o método perturbativo que serd usado para estudar
o sistema de dois graus de liberdade considerado no préximo capitulo. Para mais detalhes
a respeito do contelido apresentado, veja Nayfeh (1973), Kevorkian e Cole (1996), Holmes
(2013), Bellman| (1964).

Grande parte dos problemas da matematica aplicada, fisica e engenharia é modelada atra-
vés de equacdes diferenciais nao lineares. De modo geral, a obtencao de solucdes exatas para
essas equacdes € uma questao bastante complicada. Por esse motivo, muitas vezes é necessa-
rio recorrer a solucoes aproximadas para estudar esses problemas. Os métodos perturbativos
(assintéticos) consistem de técnicas que permitem obter aproximacdes de solucdes. Nesses mé-
todos, sdo obtidas expansoes em termos de uma coordenada ou de um pardmetro ¢, que pode
aparecer de forma natural ou ser introduzido de modo artificial nas equacdes. Os coeficientes
de uma tal expans3do sdo solucGes de uma sequéncia de problemas lineares. O primeiro coefici-
ente é tipicamente solucao da equacdo obtida através da linearizacdo da equacdo original. Por

sua vez, os coeficientes de ordem maior s3o solucoes de equacdes ndo homogéneas, em que as
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partes ndo homogéneas envolvem apenas os coeficientes anteriores previamente determinados.
Mesmo quando essas expansdes s3o divergentes, elas podem fornecer informacdes Uteis sobre
a solucdo (NAYFEH, 1973).

Para introduzir as ideias basicas sobre os métodos em questdo, considere a seguinte equacao
diferencial ndao homogénea

F(u) =, (2.21)

onde u = u(t) é a funcdo a ser determinada, F' é um operador diferencial e v = v(t) representa
a parte ndo homogénea da equacdo. Seja L um operador diferencial linear e suponha que a
equacao auxiliar

L(u) =v (2.22)

possui solucdo conhecida. Somando e subtraindo L(u) na equacdo ([2.21]), obtemos
L(u) + (F(u) = L(u)) = v,

que pode ser reescrita como

L(u) =v+ N(u), (2.23)

onde N(u) = L(u) — F(u). Assim, a equacdo original expressa na forma ([2.23)) pode ser vista
como uma perturbacdo da equacdo diferencial linear ndo homogénea (2.22)). Um parémetro e

é entdo introduzido da seguinte forma
L(u) = v+ eN(u). (2.24)

Esse parametro pode aparecer naturalmente na equacdo, representando quantidades fisicas
diversas, ou pode ser inserido artificialmente por motivos praticos, permitindo por exemplo
agrupar termos de graus comparaveis de aproximacdo de forma metddica e conveniente (BELL-
MAN|, [1964)). Observe que se ¢ = 0, ent3o a equacdo é reduzida 3 equacio linear ([2.22)
esee=1, é a equacao original a ser resolvida. Dessa forma, € pode ser visto como um
parametro que demarca dois regimes bem diferentes. Durante o processo de transicdo entre
o regime linear e o regime inicial, ndo linear, os efeitos das n3do linearidades em N(u) sdo
aos poucos introduzidos. Para efeitos praticos e nas aplicaces, o parametro € é considerado
pequeno o suficiente para que o termo e N (u) em ([2.24)) seja pequeno em relacdo aos demais,

ou seja, aos termos lineares. Entdo, assumimos uma solugdo de (2.24)) na forma

u=uy+ eus + ug + ..., (2.25)
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onde u;, 1 = 0,1,..., sdo funcdes que nao dependem de €. O termo uy, denominado aproxi-
macéo de ordem zero, é solucdo de ([2.24]) para € = 0, isto é, ug é solucdo do problema ([2.22)).
Substituindo (2.25)) em (2.24)) e usando a linearidade de L, obtemos

i L (up) =v+eN (i ekuk> :

k=0 k=0

Assumindo que N (u) é "analitica"em u de modo que podemos expandir N (Zz‘;o ekuk) como

uma série de poténcia em ¢, temos

N (Z ekuk> =Y € Ni(uo, ..., up), (2.26)
k=0 k=0

substituindo ([2.26)) em ([2.25)) e igualando os coeficientes de mesma poténcia de €, obtemos a

seguinte sequéncia de equacdes diferenciais lineares

L(ug) = w,

L(u1) = No(uo), (2.27)

L(uz) = Ni(ug,uq),

que podem ser resolvidas recursivamente observando que no passo k, u depende dos termos
anteriores uyg,...,ur_1, para todo k£ € N, o que fornece que cada u; depende apenas de
v. Assim, fornece uma solucdo (formal) de (2.24) como uma série cujos termos sdo
calculados de forma recursiva através das equacdes . Em relacao a essa série, surgem as

seguintes importantes questoes

= Quais as condi¢des para que a série ([2.25)) seja convergente e de fato represente uma

solucdo de (2.24)7

= Se a série ndo converge, os termos u; podem ser usados para obter estimativas analiticas

e numéricas para as solucdes de ([2.24))?

De modo geral, as questdes acima sdo muito dificeis de responder. Conforme |Bellman| (1964)),
existe um grande esforco na direcdo de estabelecer resultados rigorosos envolvendo métodos
perturbativos e, apesar disso, os resultados de qualquer refinamento e rigor que existem de-
pendem fortemente da natureza dos operadores diferenciais envolvidos. Levando esse fato em
consideracao e ressaltando que as contribuicoes da presente tese na analise de estabilidade do

préximo capitulo ocorre no campo das aplicacdes praticas, restringiremos nossa atencao ao
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uso de métodos que tém se mostrado ao longo do tempo ferramentas poderosas no estudo do
comportamento dinamico de sistemas.
Antes de introduzir o conceito de expansdo assintética, é conveniente relembrar os simbolos

de ordem 0 e O. Sejam f(¢€) e g(e) funcdes definidas em uma vizinhanca U de €. Escrevemos

fle) = o(g(e)) quando € — €

se

Por sua vez, escrevemos
fe) = O(g(e)) quando € — €

se existem uma constante positiva M, independente de ¢, e uma vizinhanca V' de ¢, tais que

[f(e)] < Mlg(e)|,

para todo € € V. Suponha agora que f e g sdo funcdes que dependem n3o apenas do
parametro € mas também de x, onde x é uma varidvel escalar ou vetorial independente de ¢.

Ent3o, escrevemos
f(z;e) = o(g(x; e)) quando € — ¢y uniformemente em D

se para todo 0 > 0, existe uma vizinhanca V' de ¢, independente de z € D, tal que
|f(zse)| < dg(z;€)|,
para todo € € V e todo x € D. Escrevemos também
flzse) = O(g(x; e)) quando € — €y uniformemente em D

se existem uma constante positiva M e uma vizinhanca V' de ¢, independentes de x € D, de

modo que
|fzse)] < Mlg(a;€)|

para todo e € V e todo x € D.
Em vez de usar poténcias de € na representacdo de uma solucao por meio de uma expansao,
podemos usar funcGes de ¢ mais gerais. Mais precisamente, podemos usar uma sequéncia de

funcdes (5k(e)> satisfazendo dy(€) = 0(6k_1(e)) quando € — 0, para todo k. Uma sequéncia
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com essa propriedade é denominada sequéncia assintética. Se <5k(e)) é uma tal sequéncia,

dizemos que Y72, ardx(€) é uma expansdo assintética e escrevemos

y~ > apdi(e) quando € — 0
k=0

se
N-1

y= > apdile) + O<5N(e)> quando € — 0,

k=0
para cada N € N. Agora, estamos em condicdes de apresentar a seguinte importante definicdo.

Definicao 2.7.1. Uma expans3o assintética

o0

f(z;€) ~ > ar(z)dk(e) quando e — 0
k=0

é uniformemente valida se, para cada N € N,
N-1
flxz;e) = Z ag(z)0k(€) + Ry (x;€),
k=0

onde Ry(z;€) = O(éN(e)) uniformemente para todo x de interesse.

Uma propriedade importante é que dada uma sequéncia assintética <5k(e)) a expansao
assintética em termos de dx(€), quando existe, é dnica (veja Kevorkian e Cole (1996, p. 5)).
Na sequéncia, apresentamos o método perturbativo denominado método de miltiplas es-
calas em sua versdo de varias variaveis, também conhecido como procedimento de expansao
da derivada. Nesse método, sdo consideradas diferentes escalas no tempo Ty, ..., Ty, onde

T, =€t, k=0,...,N, e asolucio é assumida da forma

x(t;e) = z(To, Th,...,Tn;€)

N
= Y n(Ty, Ty, Ty) + OV, (2.28)
k=0
Além disso, é imposto que
é uma funcdo limitada, (2.29)
Tr—1

para todo k. E interessante observar que a condicio acima é equivalente & eliminacdo dos
termos seculares (veja Nayfeh| (1973| p. 231)). As derivadas no tempo s3o transformadas por

meio da seguinte férmula obtida usando a regra da cadeia

i 8 9 L0
e_9 ., 9, N9 2.30
it on, or T T ary (2:30)
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De acordo com |Nayfeh| (1973)), uma expansdo uniformemente valida é obtida através desse
método para tempos até O(E_N). Para tempos posteriores, é preciso usar outras escalas para
manter a expansao uniformemente valida.

A seguir, apresentamos um exemplo bastante simples para ilustrar a aplicacdo da versao
de vérias varidveis do método de multiplas escalas.

Considere a equacao diferencial
P+ x=—ci, (2.31)

onde z = x(t). E bem conhecido que (2.31) é a equacio de movimento de um oscilador
amortecido linear. Suponha que a solug¢do de ([2.31)) tem a forma

.I(t, 6) = Io(T(], Tl, TQ) + Ell'l(To, Tl, TQ) + €2$2(T0, T17 TQ) + €3$3<T0, Tl, Tg) —+ ... (232)

Substituindo (2.32) em ([2.31)), usando a férmula (2.30)) e igualando os coeficientes de mesma

poténcia de €, obtemos a seguinte sequéncia de equacdGes diferenciais

82950
I (2.33)
0%x; 0z D%z

= I, 2.34
oz T T,  “9noTy’ (2:34)
02I2 81'1 821‘1 89:0 821‘0 621'0

= I % Tt 2.
o1z " oT,  ComoT, 0T, o1 ol (2.35)
8%23 1 rg = _85(32 _9 821'2 _ 8x1 _ 821‘21 _ 821’1 _ 8900 _9 621‘0 (236)
I oT, O oT, 0T, OT2  “oTydT, Ty ~oTyT,

A solucdo geral de ([2.33)) é dada por

xO(T07 TI; T2) = fO (Tlv TQ)eiTO + 70(T17 TQ)eiiToa (237)

onde f, é a conjugada complexa de f. Usando (2.37)) em (2.34)), obtemos

821‘1 1
- T
BRIk,

1= g1(Ty, Ty)e™® + g, (Ty, Ty)e 0, (2.38)

onde

G = —1i <f0+2§§2> -

A equacdo ([2.38) tem solucdo geral da forma

; - —i i i i i
x1(Ty, Th, Ty) = fi(Th, To)e™ + f (T, Ty)e 0 — 591(T1,T2)T0€ oy 591(T1, Ty) Toe 0.
(2.39)
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Observe, no entanto, que se os coeficientes dos termos Tpe'’0 e Tye~° em (2.39)) n3o s3o
identicamente nulos, entdo a condicdo ([2.29) n3o é satisfeita para k = 1. Dessa forma, é
necessario que g; = 0, de onde

dfo

2220 —

cuja solucao geral é

Nesse caso, ([2.37)) e (2.39) se tornam

IIZ'()(T(), Tl, TQ) = aO(TQ)e_%TleiTO + a()(TQ)G_%TI€_iTO (240)
e
21(To, Ty, To) = f1(Th, To)e'™ + fi(Ty, Ty)e ™. (2.41)
Usando ([2.40) e (2.41) em ([2.35]), obtemos
0%y T — T,
5 T T2 = g2 (11, Ty)e"™® + Gy (T, To)e "0,
OT¢
onde
0 1 ! d 1
Go = —if1 — 2z'a£ + ZaoeﬁTl — 22';}‘;62%.

Como anteriormente, para que a condicdo ([2.29) seja satisfeita para k = 2, é necessario que

go = 0, o que fornece

9

fit2gn = hy(Ty)e 2T, (2.42)
onde
1 dao
hy = ——ag — 2—
LT T
A solucdo geral de (2.42)) é
1 1 1
fl(TlaTQ) = al(Tg)efiTl -+ ihl(Tg)TleiiTl. (243)
Usando (2.43)) em (2.41]), obtemos
1m s 1 .
Il(Tg, Tl, TQ) = (CLl (T2>€_§T161TO + 5]11 (Tg)Tle_éTlelT()) + cc, (244)

onde cc denota o conjugado complexo da expressdo anterior (entre parénteses). Agora, note
que se os coeficientes dos termos Tie 2 T1eT0 e Tye 21610 em n3o sdo identicamente
nulos, entdo novamente a condicdo (2.29) ndo é satisfeita para k = 1. Assim, é necessario
impor h; = 0, o que equivale a

dao

—ag + 8i—— =0
ag + ZdTQ ,
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que tem como solucao geral

ao(T) = coe™ 32,
onde ¢y é uma constante. Dessa forma,
xo(To, 11, Ty) = coe_éT"’e_%TleiTo + ?OeéTZG_%Tle_iTO.
Além disso, fazendo h; = 0 em , obtemos
l'l(To, T1, TQ) = (Tg)e_%Tl GiTO + aq (Tg)e_%Tle_iTO.
Procedendo de modo similar com a equacao , obtemos
a1(Tz) = cleféTQ,
onde ¢; é uma constante, o que fornece que
x1(Ty, Th, Ts) = cle’%TQe’%TleiTo + cﬁeéne’%ﬂe’m).
Dessa forma, obtemos

x=e 2l (coei(TOéTQ) +coei<T°fl%T2)) +eem2h (clei<T°fl%T2) +clei(T°§T2)) + O(é?).

(2.45)
Nas Figuras [2] e [3] sdo apresentados os graficos da solucdo exata e da solucdo aproximada
da equagdo ([2.31)) com condi¢des iniciais (0) = 10, #(0) = 0. O pardmetro ¢ foi
tomado igual a 10~! na Figura[2le a 102 na Figura[3|

Figura 2 — Solucdo exata e solucdo aproximada de (2.31), onde ¢ = 107!, com condicdes
iniciais (0) = 10, #(0) = 0.

| + Solugio exata © Solu;éoapmm'mada‘

Fonte: Autor
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Figura 3 — Soluco exata e solucdo aproximada de (2.31)), onde ¢ = 1072, com condicdes
iniciais z(0) = 10, (0) = 0.
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2.8 FUNCOES ESPECIAIS

Nesta secao, apresentamos as definicGes e algumas propriedades das funcGes gama de Euler
e de Mittag-Leffler. Essas funcdes especiais tém um papel importante no calculo fracionario.
Mais informacdes sobre o contetdo discutido podem ser encontradas em [Kilbas, Srivastava e
Trujillo, (2006), (Gorenflo et al.| (2014)), Podlubny; (1999), Das| (2011).

Para z € C tal que R(z) > 0, a fungdo gama de Euler T'(z) é definida por

I(z) = /Oo t*te~tdt.

0

Pela féormula de integracdo por partes, obtemos que a seguinte relacdo é satisfeita
['(z+1) =zI'(2), (2.46)

para todo z € C, com R(z) > 0. Usando (2.46]) e levando em consideracdo que I'(1) = 1,
obtemos

I(n+1) =nl,
para todo n € N. Dessa forma, I'(z) generaliza o fatorial de um ndmero natural. A férmula

(2.46)) é usada para estender a funcdo I para qualquer z € C, z # 0, —1, —2, ... Precisamente,

definimos

para z € C tal que R(z) € (—00,0], 2 #0,—1,—2,..., onde n € N é tomado de modo que

R(z+n) >0 e (z), denota o simbolo de Pochhammer dado por

(2)o=1, (2)p=2(z+1)...(z+n—1).
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A funcdo I' assim definida é analitica em Dr = C\ {0,—1,—2,...}. Além disso, valem as

seguintes férmulas

r 1
m — 207 [1 +0 (2’)} . |arg(z +a)|] <7, |z| = oo, (2.47)
e == = z, para z > 0 suficientemente pequeno.

I'(z)
A seguir, apresentamos a definicao da funcao de Mittag-Leffler de um e dois pardmetros.

Antes, introduzimos os seguintes conceitos.

Definicdo 2.8.1. Dizemos que uma fung¢do inteira f(z) é de ordem p € [0, 0] se

log(log M
lim sup og(log M(r))
r—00 logr

onde M(r) = max|.— | f(2)|, 7 € [0, 00).

=P

Definicao 2.8.2. Seja f(z) uma func3o inteira de ordem p > 0. Dizemos que f é de tipo
7 € [0, 00] se

limsupr—"log M(r) =,

r—00

onde M(r) = maxp, = | f(2)], r € [0, 00).

Observacao 2.8.1. Seja f(z) uma funcdo inteira de ordem p > 0 e tipo 7 € (0, c0). Entdo,

para todo € > 0, temos que
M(r)=0 (e(”aw) , T —00.

Mais detalhes sobre os conceitos de ordem e tipo de uma func3o inteira podem ser encontrados

em |Boas| (2011)).

Dado a € C, com R(«) > 0, definimos a funcdo de Mittag-Leffler de um pardmetro E,(z)

pela série

o] Zk

Z_: [(ak+1)

para todo z € C. Essa funcao é uma funcao inteira de ordem %( e tipo 1. Note que se a =1,

Eu(z) =

entao

00 Zk

B()=Y " =
= T(k+1)
Dessa forma, E,(z) fornece uma generalizacdo simples da funcdo exponencial. Outros casos
especiais sao
2% 1)k

E2(22):’;)F(27€—}-1):C0Shz e ( ) g::o T+ 1) = CoS 2.
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A funcdo de Mittag-Leffler de dois pardmetros E, s(z) é uma generalizacdo de E,(z)

definida por

00 Zk:

Eop=) 5
P g:% [(ak + 5)

para z € C. Para o, 5 € C, R(a) > 0, E, (=) é uma funcdo inteira de ordem % e tipo 1,
o que fornece que fixado € > 0, existe uma constante M > 0 de modo que
|Bas(2)] < Mexp ((1 4 g)yz\mlm) , (2.48)

para todo z € C. Claramente, quando = 1, E, s(z) coincide com E,(z). Outros casos

particulares da funcao de Mittag-Leffler de dois parametros sdo

2.9 CALCULO FRACIONARIO

O objetivo desta secdo é estudar uma generalizacdo dos operadores de integracdo e de-
rivacdo para o caso em que sao permitidas ordens reais ou complexas nao necessariamente
naturais. A primeira mencao a ideia de generalizar o conceito de derivada de ordem natural p
para valores mais gerais é atribuida a L'Hospital que por meio de uma carta enviada a Leibniz
questionou o significado da notacdo % quando p = % Em carta datada de 30 de setembro
de 1695, Leibniz respondeu que a questao era um aparente paradoxo do qual seriam extrai-
das consequéncias Gteis um dia. Desde entdo, derivadas de ordens ndo naturais, conhecidas
como derivadas fracionérias, e suas aplicacdes foram consideradas de alguma forma por varios
matematicos de renome, como Euler em 1730, Lagrange em 1772, Laplace em 1812, Fourier
em 1822, Liouville em 1832, Riemann em 1847, Laurent em 1884, Weyl em 1917, entre ou-
tros (SAMKO; KILBAS; MARICHEV, |1993} [KILBAS; SRIVASTAVA; TRUJILLO, 2006). Existem varias
definicdes de integral e derivada fracionéarias. Nesta tese, vamos considerar as de Riemann-
Liouville. Mais informacdes sobre o contelido apresentado podem ser encontradas em Samko,
Kilbas e Marichev| (1993)), Kilbas, Srivastava e Trujillo| (2006)), Diethelm| (2010), Das| (2011).

No decorrer desta secdo, a e b denotam nimeros reais tais que a < b.

Seja o € (0,00) e considere a fun¢do

ga(t) =
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onde I' é a funcdo gama de Euler. Se a = 0, entdo g, coincide com f, definida no Exemplo

2.3.4 e é denominada funcdo Gelfand-Shilov (veja [Mainardi (2010)).

Definicdo 2.9.1. Dado « € (0,00), a integral fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda de
ordem « da funcdo f € L'(a,b) é definida por

a[taf(t) = (ga * f)(t)> (249)
para quase todo ¢ € [a, b].

Para o = 0, definimos I’ f = f. A definicdo de integral fracionaria dada é justificada na

sequéncia.

Teorema 2.9.1. Sejam o € (0,00) e f € L'(a,b). Entdo, a integral ,I{ f(t) existe para

quase todo t € [a,b].
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em |Diethelm| (2010, p. 14). O

Observacdo 2.9.1. Expandindo a expressdo ([2.49), obtemos que a integral ,I;* f(t) é dada

por
) = i [ =7

Em particular, para & = n € N, temos

A0 = o [ = e

t 71 Tn—1
= / / / f(rp)dr, . .. dradry,

isto é, ,I]'f é obtida integrando a funcao f n vezes.

Exemplo 2.9.1. Seja a > 0. Ent3o, a integral fracionaria de ordem « da fun¢do f(t) =t —a

é dada por
1
I*t—a) = ———(t —a)*™.
a“t ( CL) F(Oé + 2)( CL)
De fato, calculando pela definicdo, temos
« 1 t a—1
JO(t—a) = F(a)/a(t—T) (r — a)dr
1 (t—7)~ ! 1 t
= - - t_ ad
() [ a (r Q)L * al'(«) /a (t = 7)%dr
1
— t — a+1
I
1
—_ 7@ _ a)a-&-l’

I'(a+2)
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onde para obter a segunda igualdade usamos a férmula de integracdo por partes e nas duas

altimas aplicamos (2.46)). De modo geral, se « > 0 e > —1, entdo

I'p+1)
Jt—a) = — T (4 g)Bta
3 ) F(B+1+a)< )
Em particular, para 5 = 0, temos
1
Al = ———(t — a)“.

Teorema 2.9.2. Sejama > 0 el < p < oo. Entdo, o operador integral de Riemann-Liouville

f oI f é um operador limitado em L*(a,b). Além disso, vale a estimativa

e (b — a)a
HaIt f”LP(a,b) < « |F(a) HfHLP(a,b) ’

Demonstracdo. Uma versdo mais geral desse teorema foi demonstrada em Samko, Kilbas e

Marichev| (1993, p. 48-49). O

Definicdo 2.9.2. Sejam a > 0 e f : [a,b] — C. A derivada fraciondria de Riemann-Liouville

a esquerda de ordem « de f é definida por

aD?f(t) = D?a]?_af(t)v (250)

para todo t € [a, b] tal que a expressdo do lado direito de ([2.50)) existe, onde D, = % en €N,

n—1<a<n.

Observacao 2.9.2. Explicitamente, a derivada fracionaria de Riemann-Liouville a esquerda é
dada por

1 dr

DL = B oy g / ‘(= 7)o f(r)dr

O préximo resultado assegura a existéncia (pelo menos quase sempre) da derivada fracio-

naria de Riemann-Liouville se f € AC"([a,b]), onde AC"([a,b]) é definido na Secdo [2.1]

Teorema 2.9.3. Sejama>0eneN,n—1<a <n. Se f € AC"([a,b]), entdo a derivada

fraciondria ,D{ f (t) existe para quase todo t € [a,b] e

n—1 *)(q ¢
DY f(t) = kzz:() 1“(111{(:—)04)(75 —a) 4 T(nl—a)/a (t — )"~ ™ (r)dr.  (2.51)

Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Samko, Kilbas e Marichev, (1993, p. 40). [

O dltimo termo do lado direito de (2.51)) é a derivada fracionéria de Caputo a esquerda de

ordem « de f.
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Observacdo 2.9.3. Levando em consideracdo a Observacdo [2.9.1], temos
D=
e, se n é um numero natural, entdo
oD f =,
onde f(™ denota a derivada de ordem n usual de f, para f satisfazendo condices apropriadas.

Exemplo 2.9.2. Sejam o > 0, 3 > —1 e considere novamente a funcio f(t) = (t —a)”. Em
vista do Exemplo [2.9.1] temos
dn

DXt —a)f = gﬁ@ﬁ_%t—aw
r 1 "
_ (B+1) g
FB+1+n—a)dn

onden € Nyn—1<a<n. Assim,se a — € {l,...,n}, entdo ,D¥(t — a)’ = 0. Caso

),6’+n—a

Y

contrario,
o rg+1) o
DYt —a)’ = TGtitn—o) B+n—a)(B+n—a—-1)...[f+n—a—(n—1)](t—-a)’
r 1
(6 s ) (t - a)ﬁ—a)
M'g—a+1)
onde a dltima igualdade é obtida usando (2.46)). Em particular, se 5 =0 e a ¢ N, entéo
1
Dil=———(t—a)™ ™
t F(l . O{)( CL)

Neste tese, estamos interessados apenas em derivadas fracionarias de ordem a € (0, 1).

Para essas derivadas, vale o seguinte resultado.
Teorema 2.9.4. Sejama € (0,1) e f € AC([a,b]). Entdo, ,D§ f € LP(a,b), paral <p < +.
Demonstracdo. A prova pode ser encontrada em Diethelm| (2010, p. 27-28). O

A integral e a derivada fracionarias de Riemann-Liouville definidas acima no intervalo finito

[a, b] podem ser estendidas de modo natural para [0, 00) da seguinte forma

ﬁ%@%:n;%EQ—TWAfUMQ £>0,
para > 0, e
DEf(E) = I
_ NgiM;;A%—TWﬂqﬂﬂm,t>Q

paraa >0,ondeneN, n—1<a<n.
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Proposicao 2.9.1. Sejama #0, ¢, L >0, o € (0,1), h: [0, L] x [0,00) — C e considere a
funcdo

1
H(€7T) - ah(L€7C7—)7 é € [07 1]7 T € [07 OO)
Se D¢h(S,t) existe parat > 0, entdo D*H (£, T) existe paraT > 0 e

D2H(E,7) = —Dh(S,t)

S=L¢ t=ct
Demonstracdo. Pela definicdo de derivada fracionéria, temos

. 119 g .
mH@ﬂ—-Mu_w&Av—@h@mmh
1 1 0

T o eT(—a)or /OCT (er =)~ h(LE,m)dn

1 0
= — 7 *h t}
acl—o 07{ ¢ (5:1) S=L¢ t=cr
1 0

aclfa

= C 70[1_071/(5, t)‘|
lat ' S=L¢ t=cT

COé
= —D}h(S,t
a t (a)

S=L¢ t=cT

]

Proposicao 2.9.2. Sejam a € (0,1) e f € AC([0,b]), para todo b > 0. Suponha ainda que

f é uma funcdo de tipo exponencial. Entao,

LADFf} (s) = s"LA{[f}(s),
em algum semiplano R(s) > so.

Demonstracdo. O resultado segue dos Teoremas [2.2.2] (considerando a Observacdo 2.2.1)) e
227 O

A seguir, apresentamos a definicdo de derivada fraciondria de uma distribuicdao tempe-
rada com suporte em [0, 00). Mais detalhes sobre essas derivadas podem ser encontradas em

Atanackovic, Pilipovic e Zorical (2009), Atanackovic, Oparnica e Pilipovi¢| (2009))

Definicdo 2.9.3. Sejam o € (0,00) e T' € S'.. Definimos a derivada fracionéria de ordem «
de T por
DT = f %,

ou, equivalentemente, por
dn
DT = — n—a* T )
— (fa * T)

ondeneN,comn—1<a<n,e f,éadistribuicao definida no Exemplo [2.3.4]
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Observacao 2.9.4. De acordo com Atanackovic, Pilipovic e Zorical (2009), para quaisquer

a>0eT eS8, D¥ é uma distribuicio em S’.. Além disso, vale a seguinte identidade
+ : - g

LA{DT} (s) = s“L{T}(s), R(s) > 0.
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3 ESTABILIDADE ASSINTOTICA DE UM SISTEMA NAO LINEAR COM
ATRASO

Neste capitulo, estudamos o comportamento dindmico de um sistema de dois graus de
liberdade sob ressonancia primaria. O sistema é composto por um sistema principal e um
absorvedor de vibracdo. Para realizar a andlise, o método de multiplas escalas é aplicado
com o objetivo de obter uma solucdo aproximada do sistema de equacdes diferenciais ndo
lineares com atraso que descreve o movimento do sistema considerado. E importante ressaltar
que a metodologia usada permite capturar a influéncia dos pardametros do sistema sobre a
estabilidade da estrutura. Além disso, o absorvedor considerado no presente capitulo é nao
conservativo, pois contém elemento dissipativo. A escolha de sistemas ndo conservativos tem
sua justificativa no fato de que tais sistemas apresentam bons resultados quando usados como
controladores passivos em sistemas distribuidos ou continuos (veja|Mead| (1998)). Projetos de
controladores eficientes devem levar em consideracdo que a resposta do sistema depende da
frequéncia, bem como da amplitude e da fase de cada componente da excitacdo externa (veja
Nayfeh (1973), Nayfeh, Mook e Holmes (1980)). Para valores da frequéncia de excitacdo
préximos da frequéncia natural do sistema, a amplitude da resposta cresce rapidamente e
pode tender ao infinito, o que ndo é conveniente. Usando a abordagem detuning parameter
é possivel analisar a dinamica do sistema para valores da frequéncia de excitacao externa
préximos da frequéncia natural e inclusive controlar a amplitude com uma escolha apropriada
dos parametros de controle, que consiste, no modelo considerado, do sistema secundario.
Para finalizar esta introducdo, apresentamos uma breve descricdo do capitulo. Na Secdo [3.1],
introduzimos o sistema com controle passivo considerado nesta parte da tese e apresentamos
as equacdes de movimento para esse sistema. Na Sec&o [3.2] aplicamos o método de miiltiplas
escalas para obter uma solucdo aproximada do sistema formado por essas equacdes. Nas
Secdes e [3.4) consideramos cada um dos casos de ressonancia primaria. Nessas secdes,
determinamos um sistema de equacdes diferenciais nao lineares com atraso para as amplitudes
e fases das aproximacoes dos deslocamentos do sistema principal e do absorvedor, bem como
estudamos as solucoes estacionarias e analisamos a influéncia de parametros, especialmente
do atraso no tempo, sobre o comportamento dindmico do sistema. A analise de estabilidade é
feita linearizando o sistema para as amplitudes e fases em torno de uma solucdo estacionaria
e determinando o quasi-polindmio caracteristico associado ao sistema linear funcional obtido.

As funcdes R e S introduzidas no Teorema [2.6.2] (Teorema de Pontryakin) também sio
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calculadas. Tendo em vista a grande dificuldade de estudar analiticamente as raizes dessas
funcoes, efetuamos um estudo numérico para obter informacdes a respeito da estabilidade do

sistema.

3.1 DESCRICAO DO SISTEMA E EQUACOES DE MOVIMENTO

Nesta secdo, consideramos um sistema de dois graus de liberdade composto por um sistema
principal e um absorvedor. O sistema principal é modelado como uma massa m; conectada a
uma base por uma mola e um amortecedor. Por sua vez, o absorvedor é modelado como uma
massa mo acoplada ao sistema principal por meio de uma mola e um amortecedor. Ambas as
molas do sistema tém constantes de rigidez lineares e n3o lineares cibicas. Essas constantes
sao denotadas respectivamente por ki1 e ki3 no caso da mola do sistema principal e ko €
ko3 no caso da mola do absorvedor. O coeficiente de amortecimento do sistema principal é
denotado por ¢; e do absorvedor por co. Um atraso no tempo medindo a defasagem do efeito de
amortecimento entre o sistema principal e o absorvedor é considerado. Além disso, é assumido
que o sistema principal esta sujeito a uma excitacdo externa da forma F'(t) = f cos({2t), onde
f e € s3o constantes positivas. O modelo descrito é representado na Figura [4]

As equacdes de movimento para o sistema considerado s3do

mli‘l + k‘nl’l + klgl’:% + Cli’l + /{321(1’1 — 1’2) + k?23 (131 — .732)3
+ea(1(t = 7) — @t — 7)) = f cos(Q1), (3.1)

mzfi'Q + k’gl ($2 — $1) + ]{323 (1‘2 — l’l)g + CQ(i‘Q(t — 7‘) — $1(t — 7')) = 0, (32)

Figura 4 — Sistema principal com absorvedor

- | A aa(t)

F) 4| - A )

ki1, ks ‘% EILJ €1

17U IIIIIIIIIIIIIIIIII I LTI I IS LI I TSI IS IS IS IS SIS SIS IS IS IS
P III I I I I I I I I I 7 I 71 I 7SI I 77777777777 7777777777
17U II 77777777777 77777 7777777777777 777777777777 7777077777772077777277777
A A A

Fonte: Autor
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onde x, e x5 denotam os deslocamentos das massas m; € my, respectivamente. Denotando

o ku+ ko ok LT ke ks
wy=——"—", Wy=—, Q3= —, Q= —, Q3= "),
ma mo mq ma mq
ka3 1 Co C2 f
foz=—" G=—, G=—" G=—", = . (3-3)
ma ma my ma ma

o sistema ([3.1))-(3.2)) pode ser reescrito como

Ty + fol + 0413@% + (111 — a1 + agg () — 372)3
+Go(#1(t — 7) — @t — 7)) = F cos(Qt), (3.4)

Fa + wd (w2 — 71) + Bas (w2 — 11)" + G (2t — 7) — d1(t — 7)) =0, (3.5)

onde w; e wy representam as frequéncias naturais do sistema.

A anélise de estabilidade do sistema em estudo é efetuada considerando os coeficientes de
amortecimento, a constante nao linear da mola do sistema primario, as constantes linear e ndo
linear da mola do sistema secundéario e a amplitude da excitacdo externa comparativamente

pequenos em relacdo aos demais parametros do sistema.

3.2 SOLUCAO PERTURBATIVA

Nesta secdo, a versdo do método de mdltiplas escalas denominada procedimento de expan-
sdo da derivada, cujas linhas gerais podem ser encontradas na Secdo [2.7], é usada para obter

solucdo aproximada do sistema ((3.4)-(3.5)). Para tanto, escrevemos

Q3 = €3, Qg = €Qgg, Qg3 = €023,

623 = 63237 C’L = Gé\iui = 172737 F= Gﬁa (36)

de modo que o sistema ((3.4))-([3.5)) assume a forma

Bt wim = eHy(wa(t), @1(t), 2a(t), @1 (t = 7), ot — 7)) (3.7)
Byt wh (12— 1) = eHay(ma(t), xa(t), d1(t — 7), da(t — 7)), (3.8)
onde
Hy(21(t), 1(8), 2a(t), &1 (t = 7),32(t = 7)) = —Gasa} — Gy + Ay — s (21 — 12)°

- 62(501@ —T) — do(t — 7')) + ﬁcos(Qt),

HQ (Il(t)7$2(t>,$1<t — T), Ig(t — T)) = _6\23 (IQ — .1'1)3 — 63(132@ — 7') — ZL’l(t — T))
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Para aplicar o procedimento de expansao da derivada, vamos escrever

Z'l(t, 6) = X110 (To, Tl) + 633'11(T0, Tl) —+ O(EQ), (39)

l’g(t; E) = ZL’Q()(TQ, Tl) + €x91 (To, Tl) + 0(62), (310)

onde Ty =t e T} = et. Substituindo (3.9)) e (3.10) em ({3.7)), usando as férmulas

a_ 9 _ .9
o1, o1y
&2 5?2 9?2 , 0?

A
a2~ o1 T omon T ot

e agrupando os termos que multiplicam a mesma poténcia de ¢, obtemos
2 2 2 2 ~ 3 = ~
(Doxlo + u1151010> +€ [2D0D15U10 + Dyryy + wiTyn + Qi3ryy + (1 DoT1g — Q1o

+ 6423 (1‘10 — $20)3 + 62 (DQIlO(TO -7, T1 — 67') — D()ZEQQ(T() -7, T1 — 67’)) — ﬁCOS(QTg)‘|

+ Efiat s+ e fiu=0, (3.11)
onde D; denota (%, 1=20,1, e fi2, fi3 e fi4 sdo funcdes dadas por

fiz = 2D¢Dyz11 + Dfxm + 35&13$%0$11 + 61 (Dll’lo + Dol’u) — Q21721
+  aQgs(r10 — $20)2($11 — T91) + 62 <D1$10(T0 — 7,17y —er) + Doy (To — 7,11 — €7)
— Dll‘Qo(To — T, T1 — ET) — DQIQl(TO -7, T1 — ET))

fis = D%IEH + 3@13561096%1 + E1D13511 + Qs (210 — T20) (211 — 11721)2
+ 62 <D1[L’11(T0 - T, T1 — ET) — D1[E21(T0 - T, T1 — €T)>

fia = 541356?1 + Qog(z11 — -7321)3-
Procedendo de modo anélogo com ([3.8)), obtemos
(Dgil?zo + UJ; (@90 — $10)> + € [2D0D1$20 + Dﬁle + w% (x91 — x11)

+ 323 (w90 — 3710)3 + 63 <D0$20(T0 — 7,11 —er) — Dozro(Ty — 7,11 — 67’))]

+ Efant ot e fo=0, (3.12)
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onde fy, fo3 € fou sdo dadas por
foo = 2D¢Dixoy + Dizgg + 353 (720 — $10)2 (z21 — 11) + G <D1$20(To — 7,11 — €7)
+ Doz (To — 7, Ty — er) — Dyx1o(To — 7,11 — €1) — Doxyy (To — 7, Th — e7’)>
fos = Diwgy + 3B (20 — 210) (221 — 211)” + G <D1I21(To — 7,11 —€7)
— Dyx(Ty — 7,11 — e7’)>
Jau = 523 ($21 - $11)3 .

Como estamos interessados em aproximacdes de x; e x5 com até dois termos, apenas os
coeficientes das poténcias €’ e ¢! em (3.11)) e ([3.12)) s3o considerados na andlise que segue.

lgualando esses coeficientes a zero, obtemos

Dixig+wizyy = 0, (3.13)
Dizyy +wizy = ﬁCOS(QTo) — 2Dy Dya19 — G Dowio — 1325y + Qo1Tag — Gag (T10 — 1’20)3
— 62 <D0$10(To — 71,11 —er) — Doxog(Ty — 7,11 — e7’)>, (3.14)
D379 +wiry = waZyo, (3.15)
D%@l + ngﬂ = W§$11 — 2Dg D129 — 323 (720 — x10)3 - 53 <D0$20(To — 7,11 —€7)
— Dox19(Ty — 7,11 — e7’)>. (3.16)

A solucao geral de (3.13)) é dada por
Ilg(To, Tl) = Al (Tl)eiwlTO + Zl(T1>€7iw1To, (317)

onde A; é uma funcio que depende de T} e A; é sua conjugada complexa. Dessa forma,

(3.15) pode ser reescrita como
2 2 2 o1 T, 27 — w1 Ty
DOZL‘QO + WoLog = UJQAl(Tl)Gwl 0 + ngl(Tl)G et 0,
que tem como solucdo geral (assumindo wy # w)

2o0(To, V) = Ao(T))e*™ 4 Ap(Ty)e 2o

+ AQAl (Tl)eiwlTO + Agzl(Tl)e_iwlTo, (318)
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2 J—
onde Ay, = ﬁ As é uma funcdo que depende de T e A, é sua conjugada complexa.

Usando (3.17)) e (3.18)) em ({3.14)), obtemos

F, ~ ~ 3w ~ . -
Dgﬁll + W%I‘H = §GZQTO — (&23A:{) + alg)A?G 3w To + [—3(0&23A? + Oz13>A%A1
N — - R . dA
— 6asA1A1 A Ay — (ZCWl — 0421A2)A1 — 2zw1d—Tl
1

—7;52W1A1A1 (Tl _ ET)e—iwlr] eiw1To + aQSAf;ei?)ngo
+ (6@23A%A1Z1A2 + 3&2314%22 + Qg1 Ay + i§2w2A2 (Tl _ ET)e—inT)eingO
_ 3&23A121A36i(2w2—w1)To . 3&23A1A1A§€i(w1+2w2)To

+ BaggATATA,e BT 4 38 ATAT Aye! Bt To 4 e, (3.19)

2

onde A; = ﬁ e cc denota o conjugado complexo da expressdo anterior. De modo analogo,
1 2

(3.16) pode ser reescrita como

A : CdA - _
Dgxm + ngm = ng‘n —+ ﬁggA?A?€ZSM1TO + <—2ZA2w1d,T1 -+ 3523A?A%A1
1

+ 6323A1A1A222 —+ i63W1A1A1(T1 _ 67-)€iw17-) eiwlTO

~ , dA R o R B
_ 52314%613@% —+ ( — QZ'WQTTT — 362314%142 — 6ﬂ23A%A1A1A2
— iEBMZAZ(Tl — ET)eisz) eiw2To 3323A121A§ei(2w27w1)%

+ 3323A1A1A36i(m+2w2)% — 3BQ3A%A%ZQBi(2w1—w2)TO

— 3B AtATA e et To | e, (3.20)

Observando as frequéncias dos termos a direita de ([3.19) e (3.20]), obtemos que os possiveis

casos de ressonancia sao:
Ressonancia Primaria: () ~ w; ou ) & wo;
Ressonancia Interna: w; = ws ou w; & 3wy OU Wy ~ 3wy;
Ressonancia Simultanea: qualquer combinacdo dos casos acima.
Na sequéncia, vamos escrever as funcdes A; e A; como
1 , 1 .
A(Th) = §a1(T1) exp(ipr (1)) e As(Th) = §a2(T1) exp(ipe(11)), (3.21)

onde ay,as, j41 € o sdo funcdes reais de T}, com a; e ay assumindo apenas valores n3o

negativos.
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3.3 ANALISE DE ESTABILIDADE NO CASO DE RESSONANCIA PRIMARIA Q = w;

Nesta secdo, analisamos a estabilidade do sistema no caso de ressonancia primaria 2 ~ w;.
Para tanto, escrevemos

Q=w +0=w +eo, (3.22)

onde & é um pardmetro de ajuste. Considerando ([3.22)), obtemos um sistema de equacdes
diferenciais para as funcdes a1, as, 71 = 611 — 11 € j2. A estabilidade desse sistema em torno

de uma solucdo estacionaria é entdo estudada.

Substituindo ([3.22)) na equacdo (3.19)), obtemos
2 2 F ioTy ~ 3, A 27 ~ T 2 ~
Doxll + wWiT11 = 56 — 3(0[23A1 + 0513>A1A1 — 60{23A1A1A2A2 — (chwl — OéglAg)Al
dA ~ . , ,
—Ziwl—l — iCQCdlAlAl (T1 — 67_)671(4}17— elwlTO + f1€lw2T0
dT
_'_ fze’iSW1TQ + f3€i3w2T0 _|_ f4€i(2w27(}J1)To + f5ei(W1+2w2)To

+ fﬁei(2wl_w2)TO + f7€i(2w1+w2)T0 _.I_ CC, (323)
onde fi,..., fr sao funcdes de T dadas por

fi = 6lxAYA A Ay + Bas3 A3Ay + Gy Ag + iGowa An(Ty — e7)e™ 27

fo = —(@23A?{ + @13)A:f,
fs = Qn3Aj,

fi = —3ay3A1A A3,

f5 = —3a301A43,

f6 = 36523A%A%Z27
f7 — 3@23A%A%A2

Para que a condicdo ([2.29)) seja satisfeita, é necessario que o coeficiente de e™170 em ((3.23))

seja identicamente nulo, o que é equivalente a

2@&]17 = €ing — 3(&23A? + 6613) A%Zl — 66&23A1A1A222

dA, E
dT, 2

- (Zflwl - 5421A2)A1 — Qw1 AL AL (Ty — eT)e ™7, (3.24)

Substituindo ([3.21)) em ([3.24)) e multiplicando ambos os lados da equacio resultante por e~ "1,
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obtemos

—ajfty +1a; = eexp (i(5T1 — /~L1>) +ig1a1 + 19201, €XP (Z'(le —w1iT — M1))

+  gsay + gaaras + gsas, (3.25)

onde o ponto representa a derivada em relacdo a 71, ai, = a1 (11 — €7), pur = (11 —€7) €

o i _ _é _ _62A1 _ Q2109
2&]1’ g1 9 ) g2 9 y 3 2(,«}1 )
393 A 3 (A3 A3 + &
P aaLD (3.26)
4w, 8wy

Escrevendo 71 = 671 — 1 € 71 = 71(T1 — €7) e separando as partes real e imaginaria em

(13.25]), obtemos

a; = esiny; + gi1a; + ga2a1, COS (’Yh — 7+ (w1 + €3>T>> (3.27)
aryy = ecosy + gaayrsin (’er =+ (W + e&)r) + (g3 +0)ax

+  gsaiai + gsad. (3.28)
Agora, anulando o coeficiente de ¢™170 em ([3.23)), essa equacdo se torna

2 2 iwa T 301 Ti i3wa T, (2w —w1)T,
Dizy +wizy = f1e?T0 4 foe®1T0 4 fref¥eTo o f eil2er—wn)To

+ f5ei(w1+2w2)To _I_f6€i(2w1—uJ2)To +f7€i(2w1+w2)To +CC,

cuja solucao geral é

w11 = Bi(Th)e™ ™ + By (Ty)e ™™ + 21y, (3.29)

onde
Tup = A f1e2T0 Xy foe®31To 1\, faet3@2To ), fyei(w2—wn)To
+ )\5f56i(W1+2w2)T0 + )\6f6€i(2w1_w2)T0 + >\7f7€i(2w1+w2)T0 + cc,
com
1 w%—w%7 2 8&)%’ 3 w%_gwga 4 w%—(2w2—w1)27
1 1 1
As = g = Ar = . (330)

w} — (w1 + 2wy)?’ wi — (2wy — wy)?’ w? — (2w1 4 ws)?

Substituindo (3.29)) em ([3.20)), obtemos que o coeficiente de ¢270 nessa equacdo é

. dA a A 2 A = —iwaT
—Asf) — 2“027de - 3523A3A2 - 6523A%A1A1A2 - Z§3W2A2(T1 - 67’)6 2.
1
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Levando em consideracdo novamente a condicao ([2.29)), é necessario que esse coeficiente seja

identicamente nulo. Dessa forma, obtemos

dA - ~ — ~ 4
2ZW2T; = _AQfl - 352314%142 — 6623A%A1A1A2 — ’ngCdQAQ(Tl - ET)GiZwQT. (331)
1

Substituindo ([3.21]) em (3.31]) e multiplicando ambos os lados da equac3o resultante por e =2,

obtemos
dQ + iCLQﬂQ = hlagT exp (ILLQT — U2 — CUQT) + ihgaz + ihgag + ihw%ag, (332)

onde ag, = ao(Th — €7), por = po(Th —€7) €

NG+ G IAYIN
M T
B — 3 (A2@23 + 323) B — 3A?2 <A2a23 + 323>
5 8(,02 ’ 4 4&)2 ’

Finalmente, separando as partes real e imaginaria em ([3.32)), obtemos

Gy = hyag, cos (for — fg — wWaT), (3.33)

CLQ[ILQ = hlaz.r sin (,LLQT — U2 — UJQT) + hg(ZQ + hga,g + hw%ag. (334)

3.3.1 Solucdes Estacionarias

Nesta secao, estudamos as solucdes estacionarias do sistema formado pelas equacbes

@-27), (3-28), (3.33) e (3.34).

Sejam entdo aq, 1, as, ps funcdes constantes satisfazendo

esiny; + gi1a; + gaa1, COS (’Ylf — 7+ (w1 + 66)7) =0, 3.35

3.36

€ cosy1 + G201 Sin (71r — 7+ (w1 +€0) 7’) + (g3 + &) ay + gsa1a3 + gsa® = 0,

w

]’L16L27— COS (,LLQT — M2 — (,L}QT) = 0, 37

3

(
(
(
(3.38

)
)
)
hiagy sin (fgr — o — woT) + hoag + haal + hyafas = 0. )

Na sequéncia, consideramos separadamente os casos a; = 0 e as # 0.

Caso 1: Se ay; = 0, entdo as equagdes ((3.35)) e (3.36) assumem a forma

esiny; + gia; + goaq cos ((wl + 68)7') =0, (3.39)

e cos Y1 + go2aq sin ((w1 + 68)7’) + (g3 + &) a1 + gsa; =0, (3.40)
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onde usamos que a;, = aj € 1, = 71. Claramente, as equacdes ([3.39) e (3.40)) fornecem

2 2
|:<gl + ga COS 51) + (93 + o + g2 sin 61 + 95(15) :|CL% = 62, (341)

g1 + g2 cOS 01

. — : 3.42
g28indy + g3 + 7 + gsa? (3.42)

tan (11) =
onde §; = (wy + €0)T.
Caso 2: Se ay # 0, entdo para que a equacdo ([3.37)) seja satisfeita é necessario que
cos (waT) = 0,

onde usamos que ay; = ag € lzr = pp. Logo, concluimos que woT = 7 + km, para algum
ndmero inteiro ndo negativo k. Para k = 2n, n € Z, n > 0, as equagdes ((3.35) e ([3.36)

fornecem

2&)2

(gl | gy cos ((w1 +e3)(1 + 4n)7r>>2

(w1 +€d)(1 4+ 4n)
2&)2

2
. . T
+ (gg + 0 + gz sin ( ) + gaas + g5a§> ] a? = e*. (3.43)
Por sua vez, a equacido ([3.38)) é equivalente a

—hl + h2 —f- hga% + h4a§ = 0 (344)

Analogamente, para k =2n + 1, n € Z, n > 0, obtemos

<91 | gy cos ((w1 +65)(3 + 4n)7r>)2

2&)2
~ 3 4 2
+ (93 + 0 + g2 sin <(w1 - eaz)u() ha n)w) + gua5 + g5a§> ]a? = ¢”,(3.45)
2
hl + h2 + hgag + h4a% = 0. (346)

Conhecidos os valores dos parametros do sistema, as equacdes e fornecem
limitantes superiores para a; e as. Por exemplo, considerando os valores apresentados na
Tabela , obtemos que 0 < a; < 0.12533 e 0 < ay < 0.47264 quando woT = § + 2n,
e 0 < a; <0.36646 e 0 < ay < 1.382 quando wyT = T + (2n + 1)7. A relacdo entre a;

e as em cada um dos casos ¢é apresentada na Figura . Por outro lado, os sistemas ([3.43])-

(3.44) e (3.45)-(3.46) fornecem equagdes relacionando ay, f e ¢ para cada k € Z, k > 0.
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Tabela 1 — Valores para os parametros do sistema.

Notacao Significado Valor Unidade
mq Massa do sistema principal 10 kg
mo Massa do absorvedor 1 kg
k11 Constante linear da mola do sistema principal 6 N/m
ki3 Constante n3o linear ciibica do sistema principal 0.8 N/m
ko Constante linear da mola do absorvedor 0.4 N/m
ko3 Constante nao linear ciibica da mola do absorvedor 0.1 N/m
c1 Constante de amortecimento linear do sistema principal 0.8 Ns/m
c2 Constante de amortecimento linear do absorvedor 0.1 Ns/m

Fonte: Autor

Figura 5 — Relacao entre ay e ag parak =2nek=2n+1,ne€ %, n > 0.

—k=2n k=2n+1

Fonte: Autor

Essas equacoes e os limitantes superiores para a; permitem obter o valor maximo de f para
a existéncia de solucdo estaciondria, para quaisquer o e k. A relacao entre esse valor maximo
de feo, parak=0,...,9, é apresentada na Figura [0

Por sua vez, considerando os valores apresentados na Tabela [2| temos que n3o existe
solugdo estaciondria quando woT = 7 +2n7, € 0 < a; < 0.54272 e 0 < ay < 0.92499 quando
weT = 5+ (2n+1)7. Nesse caso, a relagdo entre a; e ay é apresentada na Figura . A relacao
entre o valor maximo de f para a existéncia de solucdo estacionaria e o, para k = 2n + 1,

n=0,...,9, é apresentada na Figura[8]

3.3.2 Linearizacdo do Sistema

Nesta secdo, determinamos a linearizacdo do sistema formado pelas equacbes (|3.27)),

(3.28)), ([3.33)) e ([3.34) em torno de uma solu¢do estacionaria. Para tanto, seja C' = C'([—eT, 0], R)
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Figura 6 — Valor maximo de f para a existéncia de solucdo estacionaria.

25

|
@

| | |
© 1o | 0
*xxxx xR xR X
LU | | | Y [ I | B
©WoOoO~NOOOAWN = O

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Fonte: Autor

Tabela 2 — Valores para os parametros do sistema.

Notacao Significado Valor Unidade
mi Massa do sistema principal 10 kg
ma Massa do absorvedor 1.6 kg
ki1 Constante linear da mola do sistema principal 10 N/m
ki3 Constante n3o linear cibica do sistema principal 0.4 N/m
ko1 Constante linear da mola do absorvedor 0.28 N/m
kos Constante n3o linear ciibica da mola do absorvedor 0.08 N/m
c1 Constante de amortecimento linear do sistema principal 0.1 Ns/m
2 Constante de amortecimento linear do absorvedor 0.1 Ns/m

Fonte: Autor

com sua norma usual e considere as funcoes

fi(®) = 9161(0) + gahi (—€7) cos (gs(—er) — 63(0) + 1) + esin (¢3(0)),
fa(¢) = hipa(—er)cos (¢4(_€7') — ¢4(0) — wﬂ);

A(0) = @ sin (oa(-er) = 6a0) +51) 0+ -+ 0a[0a(0)]" + g5 [0n(0)]
+ 2 0) cos ((bg(O)),
f4(¢) = h1¢jl5(2_(5)7) sin (¢4(_€7') - ¢4(0) - Wﬂ) + hy + h3 {@(0)}2 + ha [ﬁbl(O)r,

para ¢ = (¢1, 02, 03,04), ¢; € C, i = 1,...,4, com ¢1(0) # 0 e ¢(0) # 0, onde §; =

(w1 + €0)T.
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Figura 7 — Relacao entre ay; e ag para k =2n+1, ne€ Z, n > 0.

0 T T T T T T T T T T
0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
a,
I

Fonte: Autor

Figura 8 — Valor maximo de f para a existéncia de solucao estacionéria.

—k=1

0.2 0.3

Fonte: Autor

Observe que escrevendo = = (CLl,CLQ,’Yl,/,LQ) e f = (fl,f2,f3,f4), o sistema formado

pelas equacdes (3.27)), (3.28)), (3.33) e (3.34) corresponde a

#(T1) = f(n)- (3.47)
onde 7, (0) =z (11 + 0), 0 € [—eT,0].

Proposicao 3.3.1. Seja zq = (a9, aso, 10, fto0) uma solucdo estacionaria de e consi-

dere em C* a norma ||¢|| = max, |¢ill - Entéo, o sistema
i=1,...,

mo= g+ {ggam sin (01) + e cos (71())} N3 + g2 cos(01)N1r — goaip Sin(d1)nz,,(3.48)

7?2 = _h1a20 SiIl(WQT)TM -+ hl COS(WQT)T]QT + h1a20 Sil’l((ﬂgT)?MT, (349)
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— [92 cos(d1) + eal_ol sin (710)} N3 + ggal_o1 sin(d1)n1- + g2 cos(01)n3-,  (3.50)
Ny = 2hgaom + [2h3a20 + hlagol sin(wﬂ)} ne — hy cos(weT)ny

—  hyayy sin(weT)n2r + hy cos(waT)nyr. (3.51)
é uma linearizacdo do sistema em torno de xq, onde 0 (Ty) = n;(Th —eT), i =1,... 4.

Demonstracdo. Usando a férmula (2.9)), obtemos que as derivadas de Gateaux de fi,..., f4

em ¢y = Toy, Sa0

dfy <¢07 77) = gm(0) + {926110 sin(d;) + e cos (710)} 13(0) + g2 cos(01)n1(—eT)
—  goaypsin(dq)nz(—eT),

dfs (92507 77) = —hyagsin(weT)n4(0) + hy cos(waT)na(—€T) + hyag sin(wa7)na(—eT),

dfs (Cbo; 77) = [—92%_01 Siﬂ(51) + 2gs5a10 — €G1_o2 COS (710)} 771(0) + 294a20772(0) - [92 COS((51)
+eaf01 sin (’710)} n3(0) + ggafol sin(d1)n1 (—eT) + go cos(d1)ns(—eT),
dfs ((bo, 17) = 2hga10m(0) + [2h5a20 + h1a20 sin(wyT } (0) — hq cos(waT)n4(0)

— h1a2_01 sin(woT)ne(—€T) + hq cos(weT)ny(—eT),

para todo 7 = (11, M2,M3,M1) € ct.

Claramente, 1 +— df; (¢0,m), i = 1,...,4, sdo operadores lineares limitados. Além disso,

usando que x( € solucdo estaciondria, obtemos

190+ 1) = f1(0) — i (0.

(1) S ZTM(n>, onde

]l
Tl) = 1o (o + (e con(a)] ("3(_67‘577]"3(0))_1’,
Tiz(n) = |g2a10sin(dy)] PCer) =0 —IT:;III - 773(0))”
Tisln) — |gzsin<51>|'”1|<|”'\sm (ms(—er) — ms(0)]
Tu(n) = lesin (yi0)| cos ("ﬁ;H) _1”
Tis(n) = |ecos (%0)“““ (773(0))—773(0)\.

il
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’f2(¢0+77> —f2<¢0) —df2<¢0,77>‘ 3

(2) il < ;Tm(n), onde
() = I costwn)] P2 cos ((—er) ~ m(0) ~ 1]
o) — i sinsr)| jsin (m(—er) — n4<o>H)n[ (s(=er) = ma(0)) !,
Taln) = Whasinegr)] P2 fin (n(-er) = )]
o ) o) o] e
Tut) = lad [777‘570‘?}2’
To(n) = |gs] [nhf”)r’
) = [t g 0
Tuln) = |gr—ont o O ) < e
Tt — gﬂfiﬂfﬁ;) o5 \n3<—er>—n3<o>—ﬁ;r|l| (?73(—67)—773(0))]7
) = gm0 SO ) — o))
T = | o 57:720» {nﬂ(nor\)] /
o - [
fooln) = (Ejn)(())) g
) - [l IO 0]
o o) A )] g

”77H i=1
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o O]
Latn) = sl =

o]
Taln) = sl =

B a20+772(—e7')smw7_ ’1—005(774(_67')_774(0))‘
L) = = @y Snen) Tl ’
Tul) = |m—nlear) OV, oy o,

ago (a0 +12(0)) | [l

‘sin (7]4(_57-) — 774(0)) - (774(—67') - 7]4(0))‘

ago + 12(—€T)

T = = =’ cos(weT )
) = = o) sen) il
cos(waT) | |n2(—e€T) — n2(0)]
T = |h —€T) — 0)|.
aln) = | | ) O ey 0

Como todo T;(n) tende a zero quando 1 — 0, temos que 1 +— df; (¢o,n) € a derivada de

Fréchet de f; em ¢q, para cadai =1,...,4. Segue que

o= dfi(do,nm),
e = dfs( )
s = dfs(do,nm),
e = dfs(do,nm)

é a linearizacao do sistema do sistema ([3.47|) em torno de ¢y. [

3.3.3 Quasi-polindmio Caracteristico

Nesta secdo, determinamos o quasi-polinémio caracteristico do sistema ((3.48)-(3.51)), bem

como as funcdes R e S definidas no Teorema [2.6.2]

Aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados das equagdes ((3.48), (3.49),

(3.50) e (3.51]), obtemos

(8 + b1 + 5126_678)771 + (b13 + 514€_€TS>773 =n(0), (3.52)
(S + 5216_678)772 + (522 + b23€_em>ﬁ4 = 12(0), (3.53)
(bgl + b326 ers )771 + b33772 + (S + b34 + b356 ETs)ﬁ =173 (0), (354)

(3.55)

by + (542 + 54367675)772 + (3 + by + 54567675)774 = 14(0), 3.55
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onde 7, = LA}, i=1,...,4, e

b1 = —g1, bi2 = —g2 COS((Sl), biz = —g2a10 Siﬂ(51) — €COS (’Ylo) )

b1y = goaipsin(dy), b1 = —hy cos(waT), bag = hyiagg sin(wyT),
bag = —bao, bs1 = gaaig sin(d1) — 2gsa10 + eayg cos (Y1)
bsy = —gaaqy sin(6y), b3z = —2g4as, bsy = g cos(d1) + eajq sin (v10),
bss = —g2 cos(dy), by1 = —2hyaq0, biy = —2hsagy — hiagy sin(wst),
bys = hyayg sin(wsT), byy = hy cos(waT), bas = —byy.

Calculando o determinante da matriz dos coeficientes do sistema ([3.52))-(3.55)), concluimos

que o quasi-polinomio caracteristico é dado por

p(s) = s+ (031 + C32€7678)53 + (621 + cope” 7" + 023672“8) 52

4 (Cll + 0126—67'5 =+ 0136—267'5 4 0146—3€TS>S

+ (COI + 0026—67'8 + 0036—267'8 + 0046—367'5 + 0056_4ETS>, (356)

onde os coeficientes c¢;; sdo dados no Apéndice . E interessante observar que esses coeficientes

dependem dos pardametros do sistema, inclusive do atraso no tempo. Por sua vez, as funcdes

R(w) = R(p(iw)) e S(w) = I(p(iw)) sdo dadas por

Rw) = w'—cgpsin(erw)w® — <021 + C99 cOS(€Tw) + Ca3 cos(2enu))w2

+ (012 sin(eTw) + 13 sin(2eTw) + c14 sin(SGTw))w + con
+  cog cos(eTw) + co3 cos(2€Tw) + coq cos(3eTw) + co5 cos(4deTw),  (3.57)
Sw) = — (031 + 39 cos(enu))cu3 + <022 sin(eTw) + ca3 sin(2€7‘cu))cu2

+ (cu + c19 cos(eTw) + ¢13 cos(2eTw) + c14 Cos(?)enu))w

—  cogsin(eTw) — coz sin(2eTw) — oy sin(3eTw) — co5 sin(4eTw). (3.58)

3.3.4 Resultados Numéricos e Discussao

Nesta secdo, analisamos a influéncia de parametros, especialmente do atraso no tempo,
sobre o comportamento dinamico do sistema no caso de ressonancia primaria () ~ w;. Para

realizar essa analise, usamos os resultados obtidos nas secGes anteriores.
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3.3.4.1 Respostas no tempo do sistema principal e do absorvedor

Comecamos analisando graficos dos deslocamentos de ambos o sistema principal e o ab-
sorvedor e planos de fase desses sistemas, obtidos através das funcOes ode4b e dde23 do
MATLAB. Essas funcdes foram usadas considerando as equacdes de movimento e (3.5).
Para os parametros m;, k;; e ¢;, @ = 1,2, j = 1,3, foram adotados os valores apresentados na
Tabela [2l Além disso, foram tomados f = 0.5 e 2 = w; + 0. Para o atraso no tempo, foram
considerados diferentes valores, os quais sdo especificados no decorrer do texto.

Nas Figuras [9] e [10] s3o apresentadas as respostas no tempo do sistema principal e do
absorvedor quando 7 = 0. Na primeira figura, foi tomado o = 0.1 e na segunda, o = 0.01. E
possivel observar um aumento significativo da amplitude de oscilacdo tanto do sistema primario
quanto do secundario no caso 0 = 0.01 em relacdo ao caso 0 = 0.1. Esse aumento é esperado,
uma vez que quanto mais préximo de zero estd o pardmetro o, mais préximo da frequéncia
natural wy estd a frequéncia {2 da excitacdo externa. Além disso, tanto para ¢ = 0.1 quanto
para ¢ = 0.01, cada sistema alcanca o equilibrio apds certo tempo e quando isso ocorre a
amplitude é aproximadamente a amplitude da solucao perturbativa correspondente a solucao
estacionaria dada por a; = 0.25553,a; = 0,7, = —0.11451, ps arbitrério, quando o = 0.1, e
por a; = 1.1373, a9 = 0,7, = 0.53351, us arbitrario, quando o = 0.01.

As Figuras [11], [I2] e [I3] mostram a evolu¢do no tempo de ambos os sistemas primario
e secundario quando 7 = 0.5,1 e 2, respectivamente. Foi tomado o = 0.1. Essas figuras
indicam que as respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0.5 e 7 = 1 sdo
semelhantes as respostas desses sistemas quando 7 = 0, com pequeno aumento da amplitude
de oscilacdo de cada sistema conforme 7 cresce entre os valores considerados. Esse aumento
é consistente com o aumento da amplitude da aproximacdo perturbativa correspondente a
solucdo estacionaria dada por a; = 0.26475, v = —0.10882, ay = 0, us arbitrario, quando
7 =0.5, ea; =0.27214, vy = —0.084626, ay = 0, s arbitrario, quando 7 = 1. Para7 =2, a
amplitude de oscilacdo de cada sistema também se aproxima apds certo tempo da amplitude
da solucao perturbativa que corresponde ao equilibrio. No entanto, esse processo ocorre de
forma significativamente mais lenta para esse valor de 7.

Nas Figuras [14] e [15] sdo apresentadas as respostas no tempo do sistema principal e do

3

50, Nessas figuras, foram consideradas condicGes iniciais préximas

absorvedor quando 7 =

das solucdes perturbativas correspondentes as solucdes estacionarias quando as = 0 e ay # 0.
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Figura 9 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0, ¢ = 0.1, x;(0) = 0,
#1(0) =0, 22(0) =0, @5(0) = 0.
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Figura 10 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 =0, 0 = 0.01, z1(0) =
0, .Tl(()) = O, .732(0) = 0, .TQ(O) =0.
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Figura 11 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0.5, o = 0.1, z1(0)

0, i1(0) = 0, 25(0) = 0, #5(0) = 0.
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Figura 12 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 =1, 0 = 0.1, ;(0)
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.’131(0) = O, 1’2(0) = 0, .’L’Q(O) =0.
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Figura 13 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 2, 0 = 0.1, 21(0) = 0,
$1<0) = 0, 1’2(0) = 0, ZL’Q(O) =0.
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Fonte: Autor

A primeira figura corresponde ao caso em que ay = 0. Para obter essa figura, consideramos
r1(t) = ¢1(t), 21(t) = a(t), 22(t) = @3(t), @a2(t) = du(t), t € [‘2%7 } onde ¢;(t) =
ay cos((o4wi)t—m1), ¢2(t) = —ay(o+wq) sin((o+wi )t—1), ¢3(t) = Agay cos((o+wy)t—1)
e ¢u(t) = —Asgay(0 + wy)sin((o + wy1)t — 1), com a; = 0.26 e 73 = —0.11. Por sua vez, a
segunda figura corresponde ao caso em que as # 0. Nessa figura, consideramos x1(t) = ¢ (t),
F1(t) = ga(t), wa(t) = Vs(t), da(t) = va(t), t € [~ 0], onde ¥1(t) = a cos((o + wi)t —
M), Ya(t) = —ay(o4wy) sin((o+w1)t—1), Y3(t) = ag cos(patwat)+Aqay cos((o+wy ) t—1)
e P4(t) = —agws sin(pe+wat) —Agay (0+wy) sin((o+wq ) t—v1), coma; = 0.27 ey, = —0.12,
as = 0.8, o = 0. Em ambas as figuras, foi tomado o = 0.1. O sistema principal se comporta
de forma semelhante nos dois casos. O mesmo ndo ocorre com o absorvedor. Embora em

ambos os casos, o equilibrio seja alcancado, no primeiro caso isso ocorre de forma mais lenta.

3.3.4.2 Solugbes estacionarias

Nesta secdo, uma analise paramétrica das solucdes estacionarias é efetuada. Para tanto,
sdo apresentados graficos com respostas de frequéncia e de amplitude da excitacio externa.

Esses graficos foram obtidos através dos sistemas apresentados na Secdo (3.3.1] A menos que



77

Figura 14 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 2%“2 o=0.1,z(t) =
G1(1), @1(t) = da(t), ma(t) = Gs(t), ia(t) = gu(t), t € [-2Z,0].
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Fonte: Autor

Figura 15 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 237“2 o=0.1z,(t) =

Di(b), #1(1) = (L), wa(t) = Ws(t), Ba(t) = ult), t € [—2Z,0].

0.8 1
0.6
0.4 1 05
o | i = °
-0.2 ©
0.4 1 1 05
0.6 1
0.8 -1
0 200 400 600 800 -1 0.5 0 0.5 1
t X,
1 0.5
0.5
ke]
o M 0
©
0.5
-1 0.5
0 200 400 600 800 -1 0.5 0 0.5 1
t X
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mencionado o contrario, consideramos f = (.08 e adotamos os valores apresentados na Tabela
para os parametros m;, kjj e c;, 1 = 1,2, 7 =1,3.

As Figuras [16] [I7] [I8] [I9 e [20] correspondem ao caso em que as = 0. Na Figura [16] sdo
apresentadas curvas de resposta de frequéncia do sistema principal quando 7 = 0. E possivel
observar que a amplitude de oscilacdo é maior para valores de ¢ em uma vizinhanca de zero,
o que é esperado, uma vez que a frequéncia da excitacdo externa estd proxima da frequéncia
natural wy; quando o esta proximo de zero. Por sua vez, a relacdo entre 7, e o apresenta uma
descontinuidade quando ¢ = (. Essa descontinuidade é consequéncia da equacdo . Para
analisar a influéncia dos parametros mo, ko1, ko3 € co sobre a resposta do sistema principal,
consideramos valores distintos para esses parametros nos graficos apresentados na Figura |17
Como pode ser observado, a amplitude sofre variacdo moderada conforme a massa ms € a
constante de rigidez linear ko; variam, a variacdo é pequena a medida que a constante de
rigidez ndo linear ko3 percorre os valores considerados e é significativa conforme o coeficiente
de amortecimento ¢y varia. Essa variacdo é explicada pelo fato de que os coeficientes da
equacio dependem desses parmetros, conforme ([3.26)), e (3.3). Levando em
consideracao essa dependéncia, a equacao permite obter a relacdo entre a amplitude
a1 e cada parametro do absorvedor para quaisquer o e 7 fixos. Por exemplo, para 0 = 0 e
T =1, a relagdo entre a; e my é apresentada na Figura[18] Para os pardmetros considerados, é
obtido que o valor minimo da amplitude de oscilacdo do sistema principal é aproximadamente
0.002 e esse valor é atingido quando my = 0.275. Os efeitos da variacdo do atraso no tempo
sobre a resposta do sistema principal podem ser examinados por meio da Figura [19] Nessa
figura, foram considerados os seguintes valores para 7: 0, 0.5, 1, 2 e 4. Os demais parametros,
com excecao de o, foram mantidos fixos. E obtido que conforme o varia, min, ,—0 051,24 a1 €
atingido para valores distintos de 7. Por exemplo, para ¢ = 0.05, a amplitude minima é atingida
quando 7 = 4. Por sua vez, para ¢ = —0.05, isso ocorre quando 7 = 2. Essa observacao é
confirmada pela Tabela [3, que apresenta os valores da amplitude a; para diferentes valores de
o e 7. Assim, o atraso no tempo é um parametro util a ser considerado em projetos. A relacdo
entre a; e 7 para valores distintos de o é apresentada na Figura [20a] Essa figura indica que a
variacao da amplitude conforme 7 varia é maior quando parametro o estad préximo de zero, o
que pode ser confirmado observando a Figura [19a Por sua vez, a relagdo entre a amplitude
de oscilacao do sistema principal e a amplitude da excitacdo externa é apresentada na Figura

[20b] Nessa figura, foi tomado o = 0.1. Além disso, foram adotados valores distintos para o
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Figura 16 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal quando 7 = 0.
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Fonte: Autor

Tabela 3 — Valor da amplitude de oscilacdo do sistema principal para diferentes valores de o
er.

Valor de a;
c=-0.05 0=-0.025 o0=0 0=0.025 o0=0.05
0 0.072957 0.1304 0.32632  0.16244  0.081665
0.5 | 0.069612 0.12082 0.30805 0.18678  0.087428
0.067456 0.11549 0.30815 0.22017  0.092887
0.067277 0.11692 0.35731 0.24986  0.094124
0.080484 0.16434 0.63377 0.14658 0.075125
Fonte: Autor

atraso no tempo. Como pode ser observado, a relacdo é aproximadamente linear pelo menos

para os parametros considerados.

As Figuras 21} [22] [23] [24] € [25] correspondem ao caso em que ay # 0. A Figura[2I] apresenta
as respostas de frequéncia do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 2%”2 Como no
caso em que as = 0, a amplitude de oscilacdo do sistema principal é maior para valores de o
préximos de zero. Essa relacdo é invertida para o absorvedor, isto é, a amplitude de oscilacao
do absorvedor é menor para valores de o préximos de zero. Essa inversdo segue da equacao
(3.46)). A Figura 22 mostra curvas de resposta de frequéncia do sistema principal para valores
distintos dos pardmetros 1y, kot , kag € 9. E possivel observar que a amplitude de oscilacio do
sistema principal varia de forma significativa com a variacao dos parametros do absorvedor,

exceto de ko3. Como no caso anterior, isso ocorre em virtude da dependéncia dos coeficientes

das equacdes ((3.45)) e (3.46) em relacdo a esses pardmetros. A relacdo entre a amplitude a4



Figura 17 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal para 7 = 1.
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Figura 18 — Relacao entre a amplitude de oscilacdo do sistema principal e a massa do absor-
vedor parac=0e7=1.
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Figura 19 — Curvas de resposta de frequéncia para valores distintos do atraso no tempo 7.
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Figura 20 — Curvas de resposta de frequéncia e de amplitude da excitacdo externa do sistema

principal.
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Figura 21 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal e do absorvedor quando

— 3m
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(a) Relagdo entre a; e o. (b) Relagdo entre ay e o.
Fonte: Autor
eamassamgparac=0e7T = 237“2 obtida através dessas equacGes, é apresentada na Figura

23] O valor minimo da amplitude de oscilacdo do sistema principal é aproximadamente 0.012 e

esse valor ¢ alcancado quando my = 0.3. Na Figura 24} foram adotados diferentes valores para

= (34+4n)w

0 atraso no tempo. Precisamente, consideramos %o

,n=20,...,5. Essa figura mostra
que, fixado o préximo de zero, a variacdo da amplitude de oscilacdo é grande. Além disso, é
possivel observar que a amplitude minima é atingida para valores distintos de n conforme o
percorre o intervalo considerado. Isso reforca que o atraso no tempo é um parametro a ser

levado em consideracdo em projetos. A Figura [25a| apresenta a relacdo entre a amplitude a;

(3+4n)m

e o atraso no tempo 7 para diferentes valores de o. Apenas pontos da forma 7 = 5oz

n € Z, n > 0, foram considerados. Essa figura confirma que a variacdo da amplitude é maior
para valores de o préximos de zero. Na Figura [25b| sdo apresentadas curvas de resposta da
amplitude da excitacdo externa paran = 0, ..., 4. Foi tomado o = 0.1. Como no caso anterior,

essa figura mostra que a relagdo entre a; e f é aproximadamente linear (crescente).

3.3.4.3 Estabilidade assintética

Nesta secao, analisamos a estabilidade assintética do sistema no caso de ressonancia pri-
maria () &~ w; para diferentes valores do atraso no tempo. Para realizar essa analise, usamos o
método da func3o caracteristica para sistemas com atraso no tempo. Mais precisamente, apli-

camos o Teorema [2.6.2] (Teorema de Pontryakin), que fornece condicBes para a estabilidade



Figura 22 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal para 7 = 23—“
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Fonte: Autor

assintética envolvendo as fungdes R(w) = R(p(iw)), S(w) = J(p(iw)) e
P(w) = R(w)S'(w) = S(w)R'(w),

w € R, onde p é o quasi-polindmio caracteristico.

As Figuras , , e apresentam graficos de P quando 7 = 2‘%,%,%,%,

respectivamente. Esses graficos foram obtidos considerando que para o sistema em estudo, as

fungdes R e S sdo dadas por (3.57)) e (3.58), respectivamente. Para os parametros iniciais, com

excecdo de ki e ¢;, foram adotados os valores apresentados na Tabela [2l Além disso, foram

tomados 0 = 0.1 e f = 0.08. Nas Figuras [26a], [27a] 283 e 29a] foram considerados diferentes

valores para a constante linear da mola do sistema principal kq;. Por sua vez, nas Figuras

[26b], [27b)}, [28b| e [29b] foram adotados valores distintos para o coeficiente de amortecimento c;.
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Figura 23 — Relacdo entre a amplitude de oscilacdo do sistema principal e a massa do absor-

vedor parac =0e 7 = 23—“
w2

aj 084
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0.2

Fonte: Autor

Figura 24 — Curvas de resposta de frequéncia para valores distintos do atraso no tempo 7.
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Fonte: Autor

Como pode ser observado, em cada um dos casos considerados, existe w € R tal que P(w) é
negativo. Essa observacdo é confirmada pelas Tabelas [4] e 5| que apresentam o valor minimo
de P(w) no intervalo [—35, 35]. Tendo em vista que pelo Teorema de Pontryakin, P(w) > 0,
para todo w € R, é uma condicdo necesséria para que a solugdo trivial de (3.48)-(3.51),
correspondente a uma solucdo estacionaria (a1, a0, Y10, fi20), S€ja assintoticamente estavel,

podemos concluir que o sistema n3o é estavel nos casos considerados.
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Figura 25 — Curvas de resposta de frequéncia e de amplitude da excitacdo externa do sistema

principal.
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Figura 26 — Gréaficos de P quando 7 = 2T
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(a) Gréfico de P para ¢y =0.1 e k11 = 5n, (b) Grafico de P para k113 = 10 e ¢; = 0.1n,
n=1,...,12. n=0,...,11.
Fonte: Autor
Tabela 5 — Valor minimo de P.
min P(w) no intervalo [—35, 35]
_ 3r _ I _ 11x _ 157

‘1 = 2wy = 2wy = 2wy = 2wy

0 | —8.3719 x 10? —4.4324 x 10 —2.0857 x 1010 —3.5054 x 1010
0.1 | —8.3718 x 10? —4.4316 x 109 —2.0856 x 1010 —3.5100 x 100
0.2 | —8.3716 x 107 —4.4360 x 10 —2.0871 x 1010 —3.5173 x 100
0.3 | —8.3714 x 10 —4.4453 x 109 —2.0900 x 1010 —3.5273 x 1010
0.4 | —8.3712 x 107 —4.4598 x 107 —92.0944 x 1010 —3.5400 x 1010
0.5 | —8.3709 x 10 —4.4794 x 107 —2.1004 x 1010 —3.5554 x 1010
0.6 | —8.3706 x 10? —4.5040 x 109 —2.1078 x 1010 —3.5736 x 1010
0.7 | —8.3702 x 107 —4.5338 x 107 —2.1168 x 1010 —3.5945 x 1010
0.8 | —8.3698 x 10 —4.5688 x 107 —2.1273 x 1010 —3.6182 x 1010
0.9 | —8.3693 x 107 —4.6092 x 107 —2.1394 x 1010 —3.6446 x 1010
1 | —8.3688 x 107 —4.6548 x 107 —2.1531 x 1010 —3.6739 x 1010
1.1 | —8.3682 x 10 —4.7058 x 109 —2.1683 x 1010 —3.7061 x 1010

CAnt+a: AiibAr
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Figura 27 — Graficos de P quando 7 = ;™
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Figura 28 — Gréficos de P quando 7 =
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Figura 29 — Gréficos de P quando 7 = 3°%.
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Tabela 4 — Valor minimo de P.

min P(w) no intervalo [—35, 35]

5 | —4.2211 x 1072®  —8.1663 x 10? —3.6927 x 1010 —5.8212 x 1010
10 | —8.3718 x 10? —4.4316 x 10? —2.0856 x 1010 —3.5100 x 10'°
15 | —2.1309 x 10° —5.6587 x 10? —1.0527 x 100 —3.3510 x 100
20 | —8.1214 x 1072 —5.4539 x 10° —1.0565 x 10'° —4.3537 x 10'°
25 | —7.3675 x 10° —7.7172 x 108 —8.7451 x 10° —2.3349 x 100
30 | —1.6619 x 106 —3.3852 x 10? —8.9869 x 10? —5.1617 x 1010
35 | —8.8639 x 1072 —3.1200 x 10° —1.0389 x 100 —3.1823 x 100
40 | —2.2419 x 107 —1.4474 x 10° —9.4827 x 10° —2.9509 x 1010
45 | —7.1650 x 10? —4.1622 x 10? —2.2584 x 1010 —3.1629 x 100
50 | —2.0376 x 10° —1.6431 x 10? —2.6352 x 100 —3.1399 x 10'°
55 | —2.3577 x 10° —2.5901 x 10? —8.4111 x 10? —3.1472 x 1010
60 | —6.8821 x 1072 —3.5122 x 10° —9.3282 x 10° —3.0000 x 10'°

Fonte: Autor
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3.4 ANALISE DE ESTABILIDADE NO CASO DE RESSONANCIA PRIMARIA Q ~ ws

Nesta secdo, estudamos a estabilidade do sistema no caso de ressonancia primaria 2 /= ws.
Seja entdo

Q=wy+eo (3.59)

e considere novamente as fungdes aj, as, w1 € po introduzidas em ((3.21)). Na sequéncia,

procedemos de forma analoga ao caso €2 ~ w;.

Substituindo ([3.59) em ([3.19)), obtemos
D3z + WPz = {—3(5[23A‘Z’ + 5413)!‘1%21 — 63 A1 A1 As Ay — (z’@wl — CAY21A2)A1
dA ~ . , .
—inldijj — iCQCdlAlAl (Tl — ET)6_1w17‘| €lw1TO + F1€ZWQTO

1
_I_ F2€i3OJ1T0 _|_ F36i3w2T0 _I_ F4€i(2LU2—0J1)TU _I_ F5ei(W1+QUJ2)T()

+  Fge!Perimw2)To 4 proiQuitwa)To 4 o (3.60)
onde Fi, ..., F; sao funcoes de 17 dadas por
F1 = gGiETl + 6@23A%A1Z1A2 + 3&2314%22 + &21/12 + iEQCL)QAQ (Tl — 67’)67“‘]27—
F, = — (@23A§’ + 5413) A3,
Fy = Qg3

Fy = —3apA1A A2

Fs = —3agA1A A2

Fs = 3093A1A%A,,

Fr = 303A2A42A,.
Para que a condicdo do método de mudiltiplas escalas seja satisfeita é necessario que o
coeficiente de e™170 em ([3.60)) seja identicamente nulo, de onde

. dA R R — N — 2 N
2@0.)171 = —3(@23A? + alg)A%Al — 6&23A1A1A2A2 — (ZC1W1 — OlglAQ)Al
dTy

— Z.EQWIAIAI (Tl - ET)G_iwlT. (361)

Substituindo ([3.21)) em ([3.61)) e multiplicando ambos os lados da equacio resultante por e~ "1,

obtemos

—Cblﬂl + Z(ll = iGlal + iGQalTei(,ulq——#l—wlT) — G3a1 - G4CL16L§ — G5(li1)) (362)
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onde a1+ = a1 (T1 — 67'), Hir = M1 (Tl — ET) €

Glz—%, G2:—C22Al, ng—&;if2,
Gy = 3%3?1, Gs = 3(a23§}1+ %), (3.63)
Separando as partes real e imaginaria em ([3.62)), obtemos
a; = Giay + Gaay, cos (pyr — pg — wiT), (3.64)
arfn. = Gaarrsin (p1, — iy — wi7) + Gsay + Gaara; + Gsal. (3.65)

Por outro lado, considerando o coeficiente de ¢™170 identicamente nulo em (3.60)), essa

equacdo assume a forma

D(Q)l'n +W%x11 — Flezszo +F2613w1T0 +F3613w2T0 +F4ez(2w2—w1)To

4+ Fyellrt2e)To 4 prei@ui—wa)To o proiuitwa)To 4 o0
que tem como solucdo geral
z11 = By(Ty)e™ ™ + By(T))e ™70 4 1y, (3.66)
com

T, = /\lFlezngo + >\2F267,3w1T0 + >\3F3ez3w2To + >\4F4ez(2w2—w1)To

+ )\5F5€i(w1+2w2)To + )\6F6ei(2w17w2)To + )\7F7ei(2w1+w2)To ¥ e,

onde A, ..., \7 sdo as constantes dadas em ([3.30]). Substituindo ([3.66)) em ([3.20]), obtemos

que o coeficiente de 270 é
- dAy 2 A4 2 AN24A = —iwaT
—AgFl — QZMQW - 3623142142 - 6&23A1A1A1A2 - Z<3(,U2A2(T1 — 67')6 .
1
Novamente, para que a condicdo (2.29) seja satisfeita é necessario que esse coeficiente seja

identicamente nulo, o que equivale a

dA S g ~ — ~ ,
QiWQT; = _AQFl - 3623A%A2 - 6B23A%A1A1A2 - ngCdQAQ(Tl - ET)B_ZwQT. (367)
1

Substituindo (3.21]) em ([3.67)) e escrevendo v, = 67} — o, obtemos

ayip +ity = Ecosyy +iEsiny, +iHag exp (Yor — 72 + (w2 +€0) 7)

+ (G + Hs) az + Hza3 + Hyaias, (3.68)
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onde ay, = ay(Th — €7), Yor = Y2(11 —€7) €

E:_AQF” HIZ_A252+537 H2:_A25421’
2wy 2 2wo
Hy — _3 (A2@23 + 523) | H, — _3A% (A20723 + 523) ‘ (3.60)
Swo 4wo

Finalmente, separando as partes real e imaginaria em (3.68)), obtemos

ay = Esinvy; + Hiagr cos (V2r — 72 + (wo +€0) T), (3.70)
ayy¥a = FEcosvyy + Hyag sin (e — v2 + (w2 +€0) T)
+ (8 + Hg) as + Hgag + H4CL%(12. (371)

3.4.1 Solucdes Estacionarias

Nesta sec3o, discutimos as solucdes estacionarias do sistema formado pelas equacdes

(3.64), (3.65)), (3.70)) e (3.71]). Estamos interessados, portanto, nas funcdes constantes a1, as, fi1

e Y2 que satisfazem

|G1 4+ Gy cos(wiT)]a; =0, 3.72
[—GQ sin (w17) + Gs + Gya3 + G;,af] a; =0, )
Esin~y, + Hyag cos ((we + €5) 7) = 0, 3.74

(
(
(
(3.75

)
)
)
. . . 3 2
E cosvyy + Hyagsin ((wy + €6) 7) + (6 + Hay) ag + Hsay + Hyajas = 0. )

Para analisar o sistema (3.72)-(3.75), consideramos separadamente os casos a; = 0 e
ay # 0. O primeiro caso corresponde ao caso em que o absorvedor é completamente eficiente
na reducdo da amplitude de vibracao do sistema principal, enquanto o segundo esta relacionado
ao caso em que a reducdo da amplitude ndo é completa.

Caso 1: Considerando a; = 0, a equacdo ([3.75)) se torna

Ecosvyy + Hyagsin ((wy + €6) 7) + (6 + Hy) ag + Hzaj = 0. (3.76)

Segue de (74) e (B76) que
2
[(Hl cos ((wy +€a) 1) >

2
+ <H1 sin ((wy +€0)7) + 7 + Hy + Hgag) a2 = E?,

H cos ((wg +€0) T)
Hisin((we +€0)7)+0 + Hy + H3a3

tan (7) =
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Caso 2: Se a; # 0, entdo ([3.72)) é satisfeita apenas quando
G1 + Gy cos(wiT) = 0. (3.77)

Claramente, para que exista 7 > 0 verificando ([3.77)) é necessario que

Gi| _ |1 G wi _wgﬁ <1
Go Ay G w? o e T
Nesse caso, obtemos
G
wT = tarccos (_Gl> + 2km, (3.78)
2

para algum k € Z de modo que o lado direito de (3.78)) seja ndo negativo (wy7 > 0,

pois T > 0 ew; > 0). Parat = w% [arccos (—g—;) —|—2k7r], ke Z, k>0, a equacdo

(3.73) é equivalente a

—Gsin (arccos (—?)) + G3 + Gua3 + Gsai = 0. (3.79)

2

Além disso, as equacdes ((3.74)) e (3.75]) fornecem

2 2
[(Hl COS@l) + (H1 sin@l +5’+H2 —I—Hga,; + H4(I%) 1 ag — E27

H, cos b,
H1 sian + o -+ H2 -+ Hga% —+ H4CL%’

tan () =

onde

1
0, = o (wo + €7) {arccos (—g;) + 2k:7r] :

Prodecendo de modo analogo para 7 = L [— arccos (—%) + 2k;7r], k € N, obtemos

w1

G sin <arccos <—gl)) + G3 + Gya3 + Gsai = 0. (3.80)
2

2 2
[(Hl COS 92) + (Hl sin¢92 -+ o + H2 —+ Hﬂ% + Hw%) ] @g = E2’ (381)

Hi cos 0,
Hisinly, + 0 + Hy + Hga% + H4a%’

tan (72) =

onde

1 _ Gy
0y = o (wq + €0) [— arccos <—G2> + 2k:7r} :

No caso em que o absorvedor ndo é completamente eficiente, as equacdes ([3.79) e (3.80)
fornecem informacdes a respeito de a; e as. Como exemplo, adotando os valores apresentados

na Tabela |2 para os parametros do sistema, obtemos que ndo existe solucao estacionaria
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Figura 30 — Valor maximo de f para a existéncia de solucio estacionéria.

k=10

Fonte: Autor

quando 7 = L [arccos (—G1) + 2kr| e que 0 < ay < 0.16293 e 0 < ay < 0.27267 quando

w1

Gy

T = w% [— arccos (—G;) + Qkﬂ, k € N. O valor maximo de f para a existéncia de solucdo

estacionaria quando 7 = w% {— arccos (—%) + Qkﬂ, para quaisquer £k € N e o, pode ser

determinado através da estimativa a respeito de a; e das equacdes ([3.80)) e (3.81]). A Figura

mostra a relacao entre esse valor mdximo e o, para k = 1,...,10. Para os valores apresentados

G _

na Tabela , ndo existe solucdo estacionaria com a; # 0, pois e

3.4.2 Linearizacdo do Sistema

Nesta secdo, o sistema formado pelas equacdes ((3.64)), ([3.65]), (3.70]) e (3.71]) é linearizado

em torno de uma solucdo estaciondria xo = (ai9, @20, 410, 720)-

Sejam entdo f1,..., f1, as funcoes

[i(@) = G1¢1(0) + G291 (—€T) cos (p3(—€T) — ¢3(0) — wiT),
f2(¢) = Esin(¢4(0)) + Higa(—e7) cos (¢pa(—€T) — ¢4(0) + d2),

7(0) = Go® o sin (6a(-e) = 6a(0) — a7) + Ga + G [a(0) + G [n(0)"
= L CoS g2(—e7) sin —€T) — o
falg) = E¢2(0) (04(0)) + Hy 52(0) (Pa(—€7) — ¢4(0) + 02) + 7 + Hy

+ Hs[¢2(0)) + Hy [61(0)),

para ¢ = (p1, P2, ¢3, 04), ¢; € C = C(|—er,0,R), i =1,...,4, com ¢1(0) # 0 na definicdo
de f3 e ¢2(0) # 0 na definicdo de fy, onde ds = (wq + €0) 7.
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Escrevendo 2 = (a1, g, p11,72) € f = (f1, fa, f3, f1), obtemos que o sistema (3.64)), (3.65)),
(3.70) e ([3.71]) corresponde a

T (Tl) = f (xT1> ’ (382)

onde 7, (0) =z (11 +0), 0 € [—eT,0).

Proposicao 3.4.1. Seja xq = (a9, aso, ft10, YV20) Uma solucdo estacionaria de e consi-

dere em C* a norma ||¢|| = max, |#ill, onde || - ||c denota a norma usual em C'. Entéo,
= G+ Gocos(wiT)n, — Gaagpsin(wT)n3 + Gaaqo sin(wy )03, (3.83)
7.72 = H1 COS ((52) Mor + [E COS (’)/20) + H16L20 sin (52)] N4 — H1a20 sin (52) Nar (384)
773 = {Ggafol sin (wlT) + 2G’5a10] m — Gzafol Sin(wlT)an -+ 2G4a20772
—  Gycos(wiT)ns + Gy cos(wiT)n3, (3.85)

774 = 2H4CL10’I’]1 + {2[’]3&20 — ECL2_02 COS (720) — H1a2_01 SiIl ((52)i| 72 —|— H16L2_01 sin (52) Tor
— {Ea;ol sin (v2) + H; cos (52)} Ny + Hy cos (02) nar (3.86)

é uma linearizacdo de em torno de x.

Demonstracdo. Calculando pela definicao, as derivadas de Gateaux das funcdes fi, ..., f4 em

o = xgp, sao dadas por

dfy (do,m) = Gim(0) + Gz cos(wrT)m(—€7) + Gaarp sin(wi) [n3(—er) — n3(0)] ,
dfs (do,m) = Ecos(y20) 14(0) 4 Hy cos (d2) 2 (—€7) — Hyago sin (62) [na(—e7) — na(0)],
dfs (¢o,1) = —Gaagy sin(wi7) [m(—er) —m(0)] + Gz cos(wit) [3(—er) — 13(0)]
+  2G4a00m2(0) + 2G5a10m1(0),
(

dfs (do,m) = —Eayg cos (y20) 112(0) — Eagg sin (v20) 4(0) + Hyagg sin (62) [n2(—er) — n2(0)]

+ Hl COS ((52) [774(—67’) — 774(0)] + 2H3(120772(0) + 2H4a10771 (0),

para qualquer n € C*.
E facil ver que n — df; (¢o,m), i = 1,...,4, sdo operadores lineares limitados. Por outro

lado, esse operadores satisfazem
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(1) ilGotm) = /i (b0) = dfi (G0, _ 5

Il
ﬂmn=|@mwwmmeM%ﬁﬁwm—u
Tia(n) = |Gycos(wiT)| ’”lj‘;lﬂ)\ 1008 (ma(—e7) — ms(0)) — 1.
Tu() = |Gaarysin(ewrr)| BB —n3<o|)‘27[ (ms(=e7) = m(O)]
Tutn) = [Gasner) 2 i s (—er) — (0
2y BT = ) 2 (Gl iT”(")’ onde
To(n) = |Hiascos(d,)] |COS(nﬁ§7?|))_1|
Too(n) = |Ecos ()] |sin (n4((|)|37)”— 14(0)|
Tys(n) = |Hyas cos (8)] 12 (774(—67”)7% 14(0)) — 1|
To(n) = |Hicos(8)| |772|(|;|67’)| o5 (na(—er) — ma(0)) — 1.
Tos(n) = |Hiasosin (62)] [sin (a(—e7) —774(0|)’27N (ma(=er) = m(O)]
Taln) = asin 6] P2 fin o —er) =m0

(3) | f5 (g0 + 1) — fﬁ;ﬁo) — df3 (¢o, 1) < ZG:T&(U)v onde

Jaro £ m(=er)] sin (s (=e7) = 15(0)) = (ms(=e7) = ms(0)]

Taln) = NG st o ) ) I

Taln) = [Gacosorn)| o PO ey — o),
Taln) = [Gasin(enr)] -t PO i (er) < (0)

o) = [Gasintary ) ) ) -1

() = 16 ) m(0)]

Tuln) = 1G5 2y 0.

il
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(4) |fa (o +m) — fa(bo) — dfs (do,m

)’ 10
< E T4i(n), onde
i=1

I
Tuln) = 1B cos ()| o (RO =2

Taln) = 1Esin ()] ot = O

Taln) = 1EcosOm)l oyt O )]

Tu(n) = 1Esin Gl e T o),

Fatt) = 1o 3 B2 e i) =) — )= i)
T(n) = |Hysin (6) |a|2;20+ E}(ng;)l |cos (774(_€T||)nﬂ 14(0)) — 1|’

Toln) = Vtcos @) o SO ey o),

Tatn) = Hsin 0] ot PO er) = (0],

Tuln) = 1] B )

Tuotn) = [Hil "3 )]

Como todo Tj}; tende a zero quando n — 0, temos que df; (¢, -) é a derivadaa de Fréchet
de f; em ¢g, para cada i = 1,...,4. Assim, a linearizacdo de (3.82)) em torno de z, é dada

por

771 = dfl ¢0777T1 )

( )
e = df2(do,nm),
ns = dfs(¢o,nm),
e = dfs(do,nm),

que consiste do sistema ([3.83)-(3.86)). O

3.4.3 Quasi-polindmio Caracteristico

Nesta secdo, calculamos o quasi-polinomio caracteristico p do sistema de equacdes dife-
renciais lineares com atraso (3.83)-(3.86). As funces R e S introduzidas no Teorema [2.6.2]
também s3o determinadas. Conforme visto na Secdo [2.6| a andlise das raizes de p, R e S

permite obter informacdes sobre a estabilidade do sistema.
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Apbés aplicar a transformada de Laplace em ambos os lados das equacdes do sistema

(3.83)-((3.86), obtemos

(s + Bu + Biae™ ™)1 + (Bus + Bue )z = m(0), (3.87)
(s + Bare™ )i + (Ba2 + Base ™ )iy = ma(0), (3.88)
(Bsi + Bsae™ )iy + Bagia + (s + Baa + Bsse ™)y = ns(0),  (3.89)
Buily + (B + Bise™ ™ )i + (s + Bua + Bise )i = ma(0),  (3.90)

onde j; = LAn;},i=1,...,4, e

By = -Gy, By = =Gy cos (wi7), B3 = Ghaggsin (wi7),
By = —Bis, By = —Hj cos ((wy +€0) 1),
Bas = —E cos (Y20) — Hiagsin ((wg + €0) 7) Bz = —Hjaysin (w2 +€5) 7),
Bs = —Ghayy sin (w1 7) — 2Gsa10, By = Ghayg sin (wi7),
Bssz = —2G a0, Bsy = Gy cos (wiT), Bss = — By,
By = —2H a4, Byy = —2H3a50 + Eayg cos (Ya0) + Hyayg sin ((wy + €5) 7)
By = —Hyag sin ((we + €6) 7) Buy = Eagg sin (ya9) + Hy cos (w2 4 €5) 7)

Bys = —Hjcos ((wy +€0) 1) .

Calculando o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (3.87))-((3.90)), obtemos que

o quasi-polindmio caracteristico é dado por

p(s) = st + (Ogl + C32€_ETS)33 + <021 + Chpe™ ™ 4 0236—2573) 2
+ (Cn + Crae™ ™ + Chze >7° + 01467367-3)3

+ (Cor + Coae™ + Coae ™™ + Coae™™ + Cgze™47%), (3.91)

onde os coeficientes Cj; sdo dados no Apéndice[B] Esses coeficientes dependem dos parametros
do sistema, inclusive do atraso no tempo. Segue de (3.91)) que as fungdes R(w) = R(p(iw))

e S(w) = ¥(p(iw)) sdo dadas por

R(w) = w'— Cssin(erw)w?® — (021 + Oy cos(eTw) + Cog COS(QETW))LUQ

+ (Clg sin(erw) + Cy3sin(2etw) 4+ Ciy sin(3e7'w)>w +Cn

+  Coz cos(etw) + Coz cos(2eTw) + Coy cos(3eTw) + Cos cos(detw),  (3.92)
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Sw) = — (031 + Cs9 cos(e¢w))w3 + (022 sin(etw) + Cag sin(2eﬂu)>w2
+ (Cn + Cha cos(eTw) + Ch3 cos(2eTtw) + Chy cos(3e7'w))w

— Cpgsin(etw) — Coz sin(2erw) — Coy sin(3eTw) — Cos sin(4detw).  (3.93)

3.4.4 Resultados Numéricos e Discussdo

Nesta secdo, uma andlise paramétrica do comportamento dindmico do sistema no caso de
ressonancia primaria ) ~ wy é efetuada. O pardametro de interesse principal é o atraso no

tempo.

3.4.4.1 Respostas do sistema principal e do absorvedor para valores distintos do atraso no

tempo

O objetivo nesta secdo é estudar a evolucdo no tempo dos sistemas primario e secundario.
Para os parametros m;, k;; e ¢;, i = 1,2, j = 1,3, foram adotados os valores apresentados
na Tabela 2] Por sua vez, para a amplitude da excitacdo externa, foi tomado f = 0.08. Os
graficos apresentados nesta secao foram obtidos aplicando funcdes do MATLAB ao sistema
(B-4)-(3.9). que governa a dinamica da estrutura em estudo.

As Figuras e apresentam os graficos dos deslocamentos e os planos de fase do
sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0. Na Figura [31} foi tomado o = 0.1. Nesse
caso, a solucao estacionaria é dada por a; = 0, ay = 0.110910321321913, p; arbitrario,
72 = —0.276937970548553. Por sua vez, na Figura 32 ¢ = 0.01. A solucdo estacionéria
correspondente é a; = 0, a; = 0.383185284574425, 141 arbitrério, v = —1.236412336777425.
Essas figuras mostram que apenas a amplitude de oscilacdo do absorvedor tem aumento
significativo no caso ¢ = 0.01 em relacdao ao caso ¢ = 0.1. Além disso, em cada sistema, a
amplitude de oscilacdo se aproxima ao longo do tempo de valor consistente com a amplitude
da aproximacdo perturbativa correspondente a solucdo estacionaria, considerando o erro da
aproximacao.

As Figuras [33] e correspondem aos casos em que 7 = (0.5, 1 e 2, respectivamente.
Foi tomado o = 0.1. Essas figuras mostram que, como para 7 = 0, o sistema principal al-
canca o equilibrio apés certo tempo e, quando isso ocorre, a amplitude é aproximadamente

igual em todos os casos. No entanto, de modo semelhante ao que ocorre no primeiro caso
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Figura 31 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0, o = 0.1, z;(0) = 0,
#1(0) =0, 22(0) =0, @2(0) = 0.
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Figura 32 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 =0, 0 = 0.01, z1(0) =
0, $1(0> = O, ZCQ(O) = 0, .TQ(O) =0.
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Figura 33 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 0.5, 0 = 0.1, z1(0) =
0, ZL’1(O) = 0, IQ(O) = 0, I’Q(O) =0.
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Fonte: Autor

de ressonancia primaria, o equilibrio é alcancado apés tempo muito maior quando 7 = 2.
Por sua vez, o absorvedor também alcanca o equilibrio em todos os casos. No entanto, sua
amplitude de oscilacao sofre pequeno aumento conforme 7 cresce entre os valores considera-
dos. Esse aumento é consistente com o aumento da amplitude da aproximacdo perturbativa
correspondente a solucao estaciondria, dada por a; = 0, as = 0.119331020777165, ju; arbitra-
rio, 7o = —0.288324127861688 quando 7 = 0.5, por a; = 0, as = 0.129231258016655,
w1 arbitrario, v = —0.280389520739781 quando 7 = 1, e por a; = 0, p; arbitrario,
as = 0.150740703514022, v, = —0.190327667168355 quando 7 = 2.

As Figuras[36)e [37] apresentam a evolucdo no tempo de ambos os sistemas primério e secun-
dario quando 7 = w—ll [— arccos (—g—;) + 2%}. Nessas figuras, foram consideradas condicdes
inciais proximas das solucdes perturbativas correspondentes as solucdes estacionarias a; = 0,
as = 0.157337352820870, 11 arbitrério, v2 = 0.128955646156196 (caso em que o absorvedor
é completamente eficiente) e a; = 0.131089325623447, ay = 0.161926318112239, p arbitra-
rio, 72 = 0.132738744508185. Mais precisamente, na Figura [36] consideramos 1 (t) = ¢1(¢),
#1(t) = ¢2(t), 22(t) = ¢3(t), d2(t) = ¢a(t), t € [=7,0], onde ¢:1(t) = 0, ¢»(t) = 0,
¢35 = ag cos((o+wo)t —72), oy = —az(0 +wsq) sin((o +ws)t —72), com ay = 0.16, 5 = 0.13,
e na Figura [37] consideramos 1 (t) = 1 (t), @1(t) = ¥a(t), x2(t) = ¥3(t), T2(t) = vu(t),
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Figura 34 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 1, 0 = 0.1, 2;(0) = 0,
#1(0) =0, 22(0) =0, @2(0) = 0.
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Figura 35 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando 7 = 2, 0 = 0.1, 2;(0) = 0,

.’131(0) = O, 1’2(0) = 0, .’L’Q(O) =0.
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Figura 36 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando T =
4711 {— arccos (—%) —|—27r} ~ 3.68, 0 = 0.1, z1(t) = ¢1(t), ©1(t) = ¢a(t),
ZEQ(t) = ¢3(t>, ZL‘Q(fI) = ¢4(t>, te [—T, 0]
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Fonte: Autor

t € [—7,0], onde ¥ (t) = ay cos(uy +wit), Pa(t) = —ajwy sin(pg +wit), ¥3(t) = ag cos((o +
wa)t—2)+Agay cos(py+wit), Yu(t) = —as(04ws) sin((o+wq)t—72) —Asajwy sin(p; +wit),
com a; = 0.13, a; = 0.16, u; = 0, 792 = 0.13. Essas figuras mostram que a amplitude de
oscilacdo tanto do sistema principal quanto do absorvedor é inicialmente pequena e cresce ao

longo do tempo. O comportamento da solucdo é semelhante nos dois casos.

3.4.4.2 Solugdes estacionarias

Nesta secdo, analisamos as solucdes estaciondrias para diferentes valores dos parametros
do sistema. Essa analise é realizada por meio de graficos com as respostas de frequéncia
do sistema principal e do absorvedor. Para obter esses graficos, consideramos os resultados
apresentados na Secdo Apenas o caso em que o absorvedor ndo é completamente
eficiente é considerado, pois o objetivo principal é analisar a amplitude de oscilacdo do sistema
primario. A menos que mencionado o contrario, f = 0.08 e os parametros m;, k;j e c1, 7 = 1,2,
j = 1,3, assumem os valores apresentados na Tabela

A Figura[38| apresenta curvas de resposta de frequéncia do sistema principal e do absorvedor
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Figura 37 — Respostas do sistema principal e do absorvedor quando T =
L [—arccos (=81) + 27| ~ 368, 0 = 0.1, m1(t) = ¥u(t), @x(t) = va(t),
ZEQ(t) = ’l,Z)3(t), ZL‘Q(t) = w4(t>, te [—7’, O]
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Fonte: Autor

1

quando 7 = o [— arccos (—%) + 27r}. Ao contrario do primeiro caso de ressonancia primaria,
a amplitude de oscilacao do sistema principal é menor para valores de o préximos de zero.
Essa relacdao ¢ invertida para o absorvedor, isto é, a amplitude de oscilacdo é maior para
valores de o préximos de zero. Essa inversao é resultado da equacao . O caso em que
T = w% {— arccos (—%) +27r} também ¢é considerado na Figura . Nessa figura, foram
adotados diferentes valores para os parametros do absorvedor. Como pode ser observado, a
amplitude de oscilacdo do sistema principal depende de forma significativa de mao, ka1, ko3
e c9. Essa dependéncia é justificada pela relacao entre os coeficientes das equacdes e
e esses pardmetros, conforme (3.63), (3.69), e (3-3). Por exemplo, a relaggo entre
a amplitude a; e a massa mo, obtida através das equacdes e , é apresentada na
Figura 40, O valor minimo de a; é aproximadamente 0.016 e é alcancado quando msy = 1.2.

A Figura [41] apresenta as respostas de frequéncia do sistema principal e do absorvedor
para 7 = w% [— arccos (—%) + 27?}, com k = 1,...,6. Essa figura mostra que variando o,
o minimo da amplitude de oscilacdo do sistema principal é atingido para valores distintos do

atraso no tempo. A variacao é maior para valores de o préximos de zero. Essa observacdo é

confimada pela Figura que mostra a relacdo entre a amplitude a; e o atraso no tempo
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Figura 38 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal e do absorvedor.
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Fonte: Autor

T para valores distintos de 0. Nessa figura, foram considerados apenas pontos da forma 7 =

wil [— arccos (—%) + 27?}, com k € N.

3.4.4.3 Estabilidade assintética

O objetivo nesta secdo é analisar a estabilidade assintética do sistema para diferentes
valores do atraso no tempo. A anélise é efetuada considerando o caso de ressonancia primaria
~ wo. Também nesta secdo, aplicamos o Teorema de Prontryakin para obter os resultados
de estabilidade. Dessa forma, consideramos novamente as fun¢des R(w) = R(p(iw)), S(w) =
J(p(iw)) e P(w) = R(w)S"(w)—S(w) R (w), w € R, onde p é o quasi-polindmio caracteristico.
Para o sistema em estudo, R e S s3o dadas por e (3.93), respectivamente.

As Figuras , , e apresentam graficos de P para 7 = wll{ — arccos (—%) +

2km|, com k = 1,...,4. Nas Figuras |43a|, 444 |453a| e |46a, foram adotados valores distintos

para ki, e nas Figuras [43b] [44b] [45b] e [46b] foram considerados diferentes valores para c¢;.

Para os demais parametros iniciais do sistema, foram adotados os valores apresentados na
Tabela [2| Por sua vez, para os parametros relacionados a excitacdo externa, consideramos
f=0.08e 0=0.1. Em cada um dos casos considerados, é possivel perceber que P assume
valores negativos, o que é confirmado pelo valor minimo de P apresentado nas Tabelas [0 e
[7] Portanto, também no caso {2 & ws, ndo temos estabilidade assintética do sistema para os

parametros considerados.
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Figura 39 — Curvas de resposta de frequéncia do sistema principal.
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Figura 40 — Relacdo entre a amplitude de oscilacdo do sistema principal e a massa do absor-

vedor parac =0e 7 = 0711 {— arccos (—g—;) + 2#}.
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Figura 41 — Curvas de resposta de frequéncia para valores distintos do atraso no tempo 7.
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Figura 43 — Gréficos de P quando 7 =
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L [— arccos (—%) + 47T}-

w1

Figura 44 — Gréficos de P quando 7 =
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(a) Gréfico de P para clwz 0.1 e k11 = 5n, n = (b) Gréfico de P para k?l = 10 e ¢; = 0.01n,
1,...,12. n=0,...,11.
Fonte: Autor
Figura 45 — Gréficos de P quando 7 = - [— arccos (—g—;) + 67@.
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Fonte: Autor
Figura 46 — Gréficos de P quando 7 = - [— arccos (—%) + 87}.
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Fonte: Autor
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Tabela 7 — Valor minimo de P.

min P(w) no intervalo [—200,200] para 7 = w% {— arccos (—%) + 2/<:7rJ

c | k=1 k=2 k=3 k=4

0 | —9.2404 x 104 —1.5563 x 101 —8.8852 x 10%° —8.7836 x 10%°
0.01 | —1.0084 x 1015 —1.5329 x 10%° —9.0504 x 10%° —8.5441 x 10
0.02 | —1.1007 x 10%° —1.5020 x 10'° —9.2011 x 10'° —8.2754 x 10%°
0.03 | —1.2024 x 10 —1.4627 x 101 —9.3352 x 10%° —7.9754 x 10"
0.04 | —1.3150 x 10 —1.4140 x 10" —9.4502 x 10%° —7.6407 x 10"
0.05 | —1.4410 x 10%° —1.3542 x 101 —9.5424 x 10%° —7.2666 x 10%°
0.06 | —1.5613 x 1015 —1.2810 x 10% —9.5412 x 1015 —6.8468 x 10'°
0.07 | —1.6036 x 10 —1.1910 x 10% —9.1711 x 10" —6.3714 x 10%°
0.08 | —1.5547 x 1015 —1.0788 x 1015 —8.3701 x 10" —5.8251 x 101
0.09 | —1.4062 x 10'° —9.3547 x 10™ —7.0954 x 10'° —5.1824 x 101
0.1 | —1.1469 x 10%° —7.4319 x 10 —5.2858 x 1010 —4.3931 x 10%°
0.11 | —7.5536 x 10 —4.5751 x 10™ —2.8138 x 10" —3.3301 x 10%°

Fonte: Autor
Tabela 6 — Valor minimo de P.
min P(w) no intervalo [—200,200] para 7 = w% {— arccos (—%) + 2]€7TJ

ki | k=1 k=2 k=3 k=4

5 | —5.1348 x 104 —1.0240 x 10" —5.7734 x 10%° —1.3931 x 106
10 | —1.1469 x 10%° —7.4319 x 10™ —5.2858 x 10'° —4.3931 x 10%°
15 | —7.1675 x 1010 —1.8452 x 101 —3.8146 x 10%° —8.7916 x 10%°
20 | —2.1417 x 104 —5.4610 x 10" —4.8808 x 10%° —1.7710 x 10"
25 | —5.2659 x 1014 —2.8579 x 10 —9.9910 x 10 —1.2588 x 10'°
30 | —6.4603 x 104 —4.8688 x 104 —9.3187 x 10'3 —4.7486 x 10%°
35 | —6.3839 x 1014 —7.2300 x 10 —8.0497 x 10™ —8.1651 x 10'°
40 | —5.7119 x 1014 —9.8406 x 10 —1.9795 x 10%° —2.1382 x 10%°
45 | —4.8332 x 104 —1.2604 x 1015 —3.6232 x 1015 —1.1958 x 10%°
50 | —3.9380 x 104 —1.5422 x 10%° —5.4997 x 10%° —8.3072 x 10
55 | —3.1087 x 104 —1.7799 x 10%° —4.9744 x 1015 —1.4427 x 10™
60 | —2.3744 x 104 —1.6900 x 10'° —2.4334 x 10" —2.1020 x 10

Fonte: Autor
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3.5 CONCLUSOES

Neste capitulo, analisamos a influéncia de pardmetros sobre o comportamento dindmico
de um sistema de dois graus de liberdade sob ressonadncia primaria. O sistema é composto por
um sistema principal, modelado como uma massa conectada a uma base por uma mola e um
amortecedor, e um absorvedor consistindo de uma massa acoplada ao sistema principal através
de uma mola e um amortecedor. O sistema principal esta sujeito a uma excitacdo externa da
forma f cos (Q2t), onde f é constante. Ambas as molas do sistema tém coeficientes de rigidez
lineares e nao lineares cibicos. Além disso, um atraso no tempo medindo a defasagem do
efeito de amortecimento entre o sistema principal e o absorvedor é considerado. Como resul-
tado, as equacGes de movimento para o sistema s3ao equacdes diferenciais ndo lineares com
atraso. Apenas uma direcdo de movimento foi considerada. O método de mdltiplas escalas foi
aplicado e forneceu, em cada caso de ressondncia primaria, um sistema de equacoes diferenci-
ais para as amplitudes e fases dos sistemas primario e secundario. Em cada caso, as solucdes
estacionarias foram estudadas e a linearizacdo do sistema em torno de uma solucao desse tipo
foi determinada. Nessa parte, destacamos o primeiro ponto relevante do capitulo: nos sistemas
lineares obtidos, os termos com atraso ndo foram substituidos por termos sem atraso (atra-
vés, por exemplo, da férmula de Taylor), ou seja, as equacdes desses sistemas sdo equacdes
funcionais. Essa substituicdo é comum em artigos da area, como em Sun e Xu| (2016)), |Saeed,
El-Ganini e Eissal (2013), Zhao e Xu (2007)), Amer, El-Sayed e Kotb| (2016). No entanto, tem
como ponto negativo um maior erro de aproximacdo, o que pode comprometer os resultados
de estabilidade. Dessa forma, no lugar do polin6mio caracteristico, foi necessario lidar com o
quasi-polinémio caracteristico e, portanto, o critério de Routh-Hurwitz n3o foi suficiente para
analisar a estabilidade do sistema. Para contornar esse problema, foi necessario usar uma ferra-
menta mais complexa do método da funcdo caracteristica, a saber, o teorema de Pontryakin.
Outro ponto importante é a relacdo obtida entre o atraso no tempo e a frequéncia natural
do absorvedor no primeiro regime de ressonancia primaria no caso as # 0, e entre o atraso
no tempo e as frequéncias naturais e constantes de amortecimento de ambos os sistemas no
segundo regime de ressonancia primaria no caso a; # 0. Apds essa etapa, a influéncia dos
parametros sobre as respostas no tempo de ambos os sistemas e as solucdes estacionarias
foi investigada. Para finalizar, uma andlise paramétrica da estabilidade assintética do sistema

em torno de uma solucdo estacionéria foi realizada. Como resultado, foi obtido que o sistema



109

principal e o absorvedor alcancam o equilibrio em todos os casos considerados nas Secoes

3.3.4.1/e[3.4.4.1, com excecao dos casos em que 7 = w% {— arccos (—%) + 27@ no segundo

regime de ressonancia primaria. Também com excecdo desses casos, a amplitude de oscilacdo
de cada sistema se aproxima ao longo do tempo da amplitude da aproximacdo perturbativa
correspondente a solucdo estaciondria, considerando o erro da aproximacao. Além disso, no
primeiro caso de ressonancia primaria, foi observado um pequeno aumento da amplitude de
oscilacdo do sistema principal quando 7 cresce entre os valores 7 = 0,0.5,1 e 2. O mesmo
ocorre com o absorvedor. Esse aumento da amplitude é consistente com o aumento da am-
plitude da aproximacdo perturbativa correspondente a solucao estacionaria. Apesar disso, a
relacdo entre o amortecimento e o atraso no tempo nao é mondtona, o que pode ser confir-
mado por meio das Figuras[20ale[25a bem como da Tabela[3] No segundo caso de ressonéncia
primaria, apenas o absorvedor tem aumento significativo da amplitude de oscilacdo quando 7
cresce entre os valores 7 = 0,0.5,1 e 2, o que também é consistente com o comportamento
da aproximacao perturbativa correspondente a solucdo estacionaria. Em relacdo as solucdes
estacionarias, foi obtido que no caso {2 ~ w;, a amplitude do sistema principal é maior para
valores de o préximos de zero. No caso €) ~ w», essa relacdo é invertida, ou seja, a amplitude
é menor para valores de o proximos de zero. Nos dois casos, para ¢ variando, a amplitude
minima de oscilacdo do sistema principal é atingida para valores distintos de 7, o que mostra

que o atraso no tempo é um parametro a ser considerado em projetos. Por fim, a andlise de

estabilidade realizada nas Secdes|3.3.4.3|e[3.3.4.3| por meio do teorema de Pontryakin forneceu

que o sistema nao é assintoticamente estavel nos casos considerados nesta tese.
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4 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE UM SISTEMA COM AMORTECI-
MENTO FRACIONARIO

Neste capitulo, estudamos o comportamento assintético de um sistema composto por uma
haste elastica sobre uma fundacdo viscoelastica do tipo Zener fracionario. Modelos envolvendo
derivadas fraciondrias para descrever o comportamento de materiais viscoelasticos tém sido
considerados em um grande nimero de trabalhos nas Gltimas décadas, como por exemplo
em Paunovi¢ et al|(2019), Caji¢, Karli¢i¢ e Lazarevi¢ (2017)), Lewandowski e Wielentejczyk
(2017)), |Atanackovic e Stankovic (2004)), Sun e Chen| (2015), |[Lewandowski e Pawlak (2011),
Rossikhin, Shitikova e Shchegloval (2010)), |Freundlich| (2019), Permoon, Haddadpour e Javadi
(2018)). O movimento da estrutura é descrito por um sistema de equacdes diferenciais parciais
com derivadas fracionarias que pode ser formulado como o seguinte problema de evolucdo

u(r) + Bq(r) = —Au(7), 720, (4.1)

(1+7%D2)q(r) = (1 + =DY)u(r), 720,
onde u representa o deslocamento na direcdo ¥, ¢ representa a tensdo na fundacdo e A é um
operador com dominio formado por funcdes satisfazendo condicdes relacionadas a restricoes
sobre as extremidades da haste. Para obter uma solucdo do problema , o método de
Galerkin e a técnica da transformada de Laplace sdo aplicados. Por sua vez, o comportamento
assintotico da solucdo obtida é analisado através da 20-transformada. Este capitulo esté orga-
nizado da seguinte forma: na primeira secao, apresentamos o sistema considerado nesta parte
da tese, bem como as equacdes de movimento para esse sistema. Na Secdo [4.2, estudamos
os autovalores do operador A. Esses autovalores dependem das condicdes de fronteira e estao
diretamente relacionados ao comportamento assintético do sistema. Na Secdo [4.3] definimos
a solucdo aproximada de Galerkin do problema . Essa aproximacao consiste de uma soma
finita em que cada termo é o produto de uma funcdo da variavel espacial (autofuncdo de
A) e uma funcdo da varidvel temporal. Se as condicBes iniciais satisfazem certas proprieda-
des, entdo a aproximacdo de Galerkin é na verdade uma solucdo do problema. Um sistema
de equacdes diferenciais ordinarias na variavel temporal envolvendo derivadas fracionarias é
ent3o obtido. Na Secdo [4.4] o método da transformada de Laplace é aplicado para obter uma
solugdo desse sistema no espago de distribuicdes K, . Na secdo seguinte, uma expressdo ana-
litica para essa solucdo é construida. Por sua vez, na Sec3o 4.6 a regularidade dessa solucdo

é estudada. Na Secdo [4.7], o comportamento assintético do sistema é investigado por meio
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da 20-transformada. A questdo da existéncia de solucao local para um problema mais geral
é entdo considerada na Secao . Finalmente, na Secdo |4.9| apresentamos as conclusdes e

observacoes finais referentes a este capitulo.

4.1 DESCRICAO DO SISTEMA E EQUACOES DE MOVIMENTO

Neste capitulo, consideramos uma haste elastica posicionada sobre uma fundac3o viscoe-
lastica fracionaria. Assumimos que a extremidade esquerda da haste estd presa a uma mola
de constante kj, e que essa extremidade n3o sofre deslocamento horizontal. Por sua vez, con-
sideramos que a extremidade direita da haste é simplesmente suportada. Além disso, a haste
é axialmente comprimida por uma forca de intensidade constante. Assumimos ainda que a
fundacdo é do tipo Zener fraciondrio, isto é, que a relacdo entre tensdo ((Q) e deformacdo (A)

na fundacdo tem a forma
Q+ 7 DiQ = E,(A+71a DFA), (4.2)

_ _E1Eo _ p _ Db x e
onde £, = Bat 0= 55 A= By FE; e E5 sdo as constantes de elasticidade das molas

que compdem fundacdo e o € (0,1) e p sdo constantes que caracterizam os elementos de
amortecimento springpots presentes na fundagao. Admitimos que os coeficientes E,, 1) e 7a
sdo tais que £, > 0 e 0 < 1y < 7a. Essas condi¢des garantem que o modelo (4.2)) satisfaz os
requisitos da termodindmica (para mais detalhes, veja |Bagley e Torvik (1986)). O sistema em
consideracao é ilustrado na Figura 47|

De acordo com |Atanackovic| ((1997)), as equacBes de movimento para uma haste elastica

Figura 47 — Sistema formado por uma haste elastica axialmente comprimida sobre uma fun-
dacdo viscoelastica do tipo Zener fracionario.
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OH 92z

a5 — Pogz s
ov __ 02y
35 = Pogs + 0@,

9 = —V(1+4¢)cos+ H(1+¢)sinb,

a5
g—g = (1+4¢)sind,

H cos0+V sinf

€= EA ,

00 M

(4.3)
(4.4)
(4.5)
92 = (1+¢) cosb, (4.6)
(4.7)
(4.8)
(4.9)

s — EI’

onde z = z(5,t) e y = y(5,t) sdo as coordenadas de um ponto arbitrario do eixo da haste,
S € [0, L] é o comprimento de arco do eixo da haste no estado ndo deformado, ¢ é o tempo,
H = H(S,t) e V = V(S,t) sdo as componentes da forca em uma secdo transversal da
haste ao longo dos eixos x e y, respectivamente, ¢ = £(S,t) é a deformacdo axial da haste,
6 = 0(S,t) é o angulo entre a tangente ao eixo da haste e o eixo z, M = M(S,t) é o
momento fletor, ¢, = ¢.(S5,t) e ¢, = ¢,(S,t) sdo as intensidades das forcas distribuidas ao
longo dos eixos x e y, respectivamente, py € a densidade de massa da haste, E'] ¢ a rigidez
fletora da haste e F'A é a rigidez extensional da haste.

Para a extremidade esquerda da haste, as condicGes sdo (veja Magrab| (2012))

Py dy

Por sua vez, as condicGes referentes a extremidade direita sdo
y(L,t) =0, M(L,t) =0, H(L,t) = —F. (4.11)

Observando que a deformacao A da fundacao coincide com o deslocamento vertical y da

haste, a equacdo (4.2)) pode ser reescrita como
Q@+ 7 DiQ = Ey(y + 7, D}'y), (4.12)

onde 7, = 75. Além disso, tendo em vista que 7y = 7, corresponde ao caso em que a fundagao
é elastica e que nosso objetivo é estudar o caso em que a fundac3o é viscoelastica fracionaria,

assumimos que T # 7.
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A soluco trivial do sistema (4.3))-(4.12)), que corresponde ao caso em que o eixo da haste

permanece reto ao longo do tempo, é dada por

H°(S,t) = —F,
Vos,t) = 0,
M°(S,t) = 0,
0 _ _F>
(S, 1) = (1 s,
y(S.t) = 0,
F

0 — -
€(S7t) - EA’
0°(S,t) = 0,

Q" (S,t) = 0.

Escrevendo a solucio do sistema na forma H = H° + AH, ...

AH,. ..,

,Q = Q" + AQ, onde

AQ sdo perturbacdes, assumidas pequenas, usando essas expressdes nas equacoes

(4.3)-(4.9), (4.12) e negligenciando os termos de ordem maior do que 1 nas perturbacdes,

obtemos o seguinte sistema

OAH _ . 3Az
as — P09
8<9A7SV = Po 8t2y +bAQ,
IAM F
oM _—AV( EA) F(l—ﬂ)Ae,
BA:E Ae’;‘
oAy F
b5 = (1 ~ 1) A9,
AH
Af‘:: EA
A0 _ AM
oS — EI>

AQ + 1) DXAQ = E,(Ay + 7, D2 Ay).

Por sua vez, as condicGes de fronteira assumem a forma

krAy(0,1) + EIZ52(0,6) =0,  28(0,t) =0,  Ax(0,¢)
Ay(Lt) =0,  AM(Lt)=0, AH(L,t)=0.
Além disso, as equacdes (4.13)) e ([4.14]) fornecem
2A
TRy =,

052

(4.13)

(4.14)

=0,
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Agora, considerando as quantidades adimensionais

_ FL? _ ot _ JEAL? _ Ay _ S
A= Fr T=o K=\ "Er > U=, £=1,

_ 1 EpLt _ AQ _ ™ _ 5 _ kpL3
B_bgjv q_LE'p’ Tqg = o Tu_c%u KL_ ET

4 . ~
onde ¢ = \/%, o sistema nas perturbacdes fornece

0%y 2u 2 0%u 2
s a(1-2) g+ (1-2) Sa+8(1- %) ¢=0, (4.15)
q+1,D2q=u+ 1,D2u, (4.16)
Kpu(0,7) + 54(0,7) =0, 2(0,7) =0, (4.17)
u(l,7) =0,  2&(1,7)=0. (4.18)
Seja A o operador diferencial dado por
A=Di+a[1-2) p2 4.19

onde Dy denota a derivada em relacdo a £, com dominio D(A) formado por fun¢des apropriadas

definidas no intervalo [0, 1] satisfazendo as condicdes
Kpo(0) + D{v(0) =0,  Dew(0)=0,  o(1)=0,  Div(l)=0. (4.20)
Entdo, o problema (}4.15)-(4.18) pode ser escrito como

(1-2) i) +8(1-2) qr) = —4u(r), >0,

(I +7D2)q(r) = (I + = D)u(r), T2>0,

(4.21)

onde o ponto representa a derivada em relacdo a 7 e I denota o operador identidade.
Neste capitulo, apenas o caso em que a haste é n3o extensivel é considerado, o que
corresponde a KA — oo, de onde % — 0.

4.2 AUTOVALORES DO OPERADOR A

Nesta secdo, o objetivo é estudar propriedades dos autovalores do operador A, dado por
. Essas propriedades tém um papel importante na analise do comportamento assintético
do sistema. O estudo é realizado considerando A como um operador em L?(0, 1). Dessa forma,
D(A) pode ser considerado como o subespaco de L?(0, 1) formado pelas funcdes v € H*(0, 1)

tais que as condicoes ((4.20]) sdo satisfeitas.
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Antes de prosseguirmos, note que como estamos considerando o caso em que a haste é

nao extensivel, o operador A assume a forma

A=D"+ D
E importante observar que A é um pardmetro relacionado a forca externa.
Proposicdo 4.2.1. O operador A : D(A) C L*(0,1) — L?(0,1) é autoadjunto.

Demonstracdo. Sejam u,v € D(A). Usando integracdo por partes para funcdes em espacos
de Sobolev (veja |Brezis| (2010), por exemplo), obtemos

3

(Au,v) =D (=1)'D*"u(€) D'D(E)

=0

1 1 1

+ A (1)’ D'" (&) D(E)| + (u, Av),  (4.22)

0 =0 0

onde (-, -) denota o produto interno de L?(0,1). A demonstracdo é concluida observando que
como u e v satisfazem as condicdes ([4.20]), os termos do lado direito de (4.22)), com excecdo

de (u, Av), s3o iguais a zero ou se cancelam. O
Proposicao 4.2.2. Existe \g > 0 tal que se A\ < \g, entdo A é positivo definido.

Demonstracdo. Seja u € D(A). Entdo, usando novamente a formula de integracdo por partes
para funcdes em espacos de Sobolev, obtemos

2 2

_ 2 2 _
(Au,u) = Kp|u(0)|* + HD U p201) /\HDu 20 (4.23)
Pelo Teorema[2.1.5] temos
| Du — D < C||p*u ,
L2(0,1) L2(0,1)
onde
L 1
Du — / Du(€)de = —u(0)
0
(pelo Teorema ) e(C = % Por outro lado, um célculo direto fornece
2 _ 2 )
HDU +u(0) L2(01) H Y20, ~ [u(0).
Segue que
2 2 2(l ~2, |2
| Du Loy < O +C | D on (4.24)
Usando (|4.23)) e (4.24)), obtemos
2
(Au,u) > (K — N)[u(0) + (1 _ A02> |D2all, (4.25)
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Essa desigualdade fornece que o operador A é positivo definido quando A < K e A < 72 ou
quando A = K e \ < 72

Observe ainda que se u € D(A), entdo

de onde,

[ e~ Do)

< \fH ul (4.26)

£2(0,1)’
pelo Teorema de Holder.

Segue de (4.25)) e (4.26]) que se A > K, entdo

(Au, ) > B(KL =N+ (1= 20| [ D]

L£2(0,1)°

KL+1
Irc?

Nesse caso, A é positivo definido quando A < 3
Note que em qualquer um dos casos, o operador A é positivo definido quando A < ),

JR— 1 g
onde )\0 = W ~ 2.3. OJ

Observacao 4.2.1. A demonstracdo acima fornece ndo apenas que A é positivo definido
quando o parametro A é menor ou igual a \g, para qualquer valor de K; > 0, mas que isso

ocorre em qualquer um dos seguintes casos
(a) )\<KLG)\§7T2,
(b) \= K < 72,

(c) KL</\<3+L(;,ondeC

Dessa forma, dependendo do valor de K, o operador A pode ser positivo definido para
valores de A maiores do que ). Essa propriedade é importante pois, como serd mostrado
posteriormente, autovalores ndo negativos de A est3o associados a solucdes que se aproximam

de zero quando t — 0o, enquanto o mesmo pode ndo ocorrer com autovalores negativos.

Observacao 4.2.2. Como pode ser verificado sem dificuldades, a (nica solucdo classica do
~ . . 2 .~ 7 ~

problema formado pela equacao diferencial Av = —%v e pelas condicGes (4.20)) é a solucdo

nula. Segue da teoria de operadores diferenciais lineares que o operador A tem no maximo

uma quantidade enumeravel de autovalores, esses autovalores ndo tém ponto limite e tém
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multiplicidade finita. Além disso, como A é autoadjunto, existe uma base ortonormal {¢, },, .
de L?(0,1) formada por autofuncdes de A (de classe C™°) (para mais detalhes sobre a te-
oria de operadores diferenciais lineares, veja Naimark| (1967, por exemplo). Para finalizar a

observacdo, note que se y,, € o autovalor de A associado a ¢,, n € N, entao

Au = Z(Auv ¢n)¢n = Z(u, A¢n)¢n = Z %(% Cbn)(bn = Z Xn(ua ¢n)¢n7
n=1 n=1 n=1 n=1

para todo u € D(A).
Os préximos resultados fornecem mais informacdes sobre o conjunto {x, }nen-

Proposicao 4.2.3. 0 € {x,}nen Se, € somente se, o pardmetro \ é um nimero real positivo

satisfazendo

tan VA = VA — VA (4.27)

K

Demonstracdo. Se A > 0, a solucdo geral da equacdo diferencial Av =0 é

v(€) = ay sin(VAE) + ag cos(VAE) + as + a,é. (4.28)

Substituindo (4.28) nas condicges (4.20), obtemos um sistema linear homogéneo em a;, i =
1,...,4, que possui solucao ndo nula se, e somente se,

)\\/X<KL — )\) cos VA — KA sin VA = 0. (4.29)

Assim, quando A > 0, o problema formado pela equacdo diferencial Av = 0 e as condicdes
(4.20]) possui solucdo classica ndo nula se, e somente se, A satisfaz (4.29)) ou, equivalentemente,
(14.27)).

Se A =0, a solucdo geral de Av =0 ¢
0(€) = ar + ag + az€” + as€’. (4.30)

Substituindo (4.30) nas condicGes (4.20]), obtemos um sistema linear homogéneo em a;, i =

1,...,4, cuja matriz dos coeficientes tem determinante igual a 4K + 12. Como K > 0, a

nica solucdo desse sistema é a; = 0,7 =1,...,4, o que mostra que a unica solucdo classica

é a solucdo nula. O

Proposicao 4.2.4. Seja x # 0,—%2. Entdo, x € {Xn}nen Se, € somente se, x € zero da
funcdo
P (0 = 60000 [0x (002 + x(x)?] cosh (5 (x)) cos (ex(x))
— ax(x)Kpsinh (0x(x)) cos (ex(x))

+  Ia(x) KL cosh (6x(x)) sin (ex(x)) , (4.31)



118

onde

(x) = —24— <;>?+X e exx) = ;+— <;>2+xa (4.32)

~ . , ~ 2 .
Demonstracdo. Seja x um numero real ndo nulo tal que x # _)\Z e considere o problema de

valor de contorno formado pela equacao
Av = v (4.33)

e pelas condicdes ({4.20)).

Levando em considerac3o as hipdteses sobre y, a solucdo geral de (4.33) tem a forma
u(&) = ay sinh(d€) + ag cosh(0€) + asz sin(e€) + a4 cos(ef), (4.34)

onde § e € sdo usados para denotar d)(x) e €x(x), respectivamente, e a;, i = 1,...,4, sdo

constantes. Substituindo (4.34]) nas condicdes (4.20]), obtemos a equacdo matricial

(53 KL —63 KL aq 0
) 0 € 0 a9 0
= ) (4.35)
sinh ¢ cosh o sine cose as 0
0%2sinhéd 6%coshd —e?sine —e?cose ay 0

Dessa forma, o problema formado por (4.33)) e (4.20) tem soluco classica ndo nula se, e
somente se, o determinante da matriz dos coeficientes do sistema (4.35]) é nulo, o que equivale
a

de ((52 + 52> coshd cose — eKrsinhdcose + 0K coshdsine = 0.

O
Observacao 4.2.3. Os elementos da base ortonormal {¢,},, .y tém uma das seguintes formas

() én(&) = arpsin (\/X&) + ag, COS (\/Xg) + as, + a4,€ (apenas quando A é um nimero
real positivo tal que (4.27)) é satisfeita),

(b) ¢n(§) = Q1n Slnh((gnf) + agp COSh((SnS) + asp Sin(éfnf) + a4p COS(gnf)'

onde

LR 52+ = |24 i2+
n — 2 2 Xn7 n - 2 2 Xn

€ diy, . - ., a4, SA0 constantes tais que ¢,, satisfaz as condicdes (|4.20)).
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Na sequéncia, estudamos os autovalores x € { Xy }nen, X # 0, através da anélise dos zeros
da equacgdo caracteristica f x,(x) = 0, onde fyk,(x) é dada por (4.31). Para simplificar
essa analise, usaremos a notagdo 0 = 0,(x) e £ = ex(x), onde J\(x) e er(x) sdo dados em

(4.32). Nesse caso, a equacdo caracteristica assume a forma
6e(6? + €?) cosh d cose — e K sinh d cose + 6 K cosh dsine = 0. (4.36)

E importante ressaltar, no entanto, que estamos considerando ((4.36) como uma equacao em

X, apesar dessa varidvel ter sido omitida.

Proposicdo 4.2.5. Para quaisquer A\ > 0 e K; > 0, a equacdo no possui raizes no
2
intervalo (—oo, — (%) )

Demonstracdo. Sejam A > 0 e K > 0 fixos, mas arbitrarios.

Dado y < — (%)2 seja wy, =/ — (%)2 X € considere o nimero complexo z, = %—H’wx.
E facil ver que z, pode ser escrito na forma polar como p,e?x, com p, = /—xe0 <6, < T,
e que 6% = —Zy € g2 = 2. Logo, podemos escrever 6 = b, + ia, e ¢ = a, + by, onde

Ay = /Py COS (%") e by = /pysin (%X) Usando essas igualdades, obtemos que (4.36) é

satisfeita se, e somente se,

—2a,by (a2 + b2) [cos (2ay) + cosh (2b,)] — K [ay sinh (2b,) — by sin (2a,)] = 0. (4.37)

2
Agora, se x < — (3) , entdo a, e b, sdo positivos, de onde cos (2a,) + cosh (2b,) > 0

2
e a, sinh (2b,) — b, sin (2a,) > a,sinh (2b,) — 2a,b, = a, [sinh (2b,) —2b,] > 0, o que
fornece que o lado esquerdo de (4.37)) é negativo e, portanto, essa equacdo ndo é satisfeita, o

que conclui a demonstracdo. O

Proposicao 4.2.6. Para quaisquer A\ > 0 e K > 0, existem infinitas raizes positivas da

equacio (4.36).

Demonstracio. Usando § = v/e2 — X em (4.36]), obtemos

Ky,

(252 — )\) cosh (\/ g2 — )\> cos g—ﬁ

K
sinh (\/ g2 — A) cose+—= cosh (\/82 — )\) sine = 0.
€
(4.38)
Na sequéncia, estudamos as raizes de (4.38) como uma equacdo na variavel . Contudo,

estamos interessados apenas em raizes no intervalo (\/X, oo).
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Observe que (4.38)) ndo possui raizes em (\/X, oo) da forma e = (2n+ 1), n € N, uma

vez que nesses pontos, os dois primeiros termos do lado esquerdo dessa equacdo se anulam,

enquanto que o terceiro termo é diferente de zero. Dessa forma, (4.38) equivale a

tane — \/gfﬁtanh( g2 —)\) —|—[;L5 (252 —A) =0.

Considere a funcao

hyk,(€) =tane —

e tanh (V) + ;Le (22— 2).

e>VAe#2n+1)5,neN.
Em cada intervalo ((Qk + 1)%, (2k + 3)72r) C (\/X, oo), k € N, hyk, € uma funcao
continua tal que hyk, () — —oo quando ¢ — (2k + 1)37", e hyk, () — 400 quando

e — (2k + 3)%‘. Assim, em cada um desses intervalos existe pelo menos um zero de h) g, .

Desse modo, o conjunto das raizes de (4.38]) no intervalo (\/X, oo) é infinito. As raizes positivas

de (4.36]) sdo dadas por y = &2 (¢ — \), onde € é uma raiz de (4.38)) no intervalo (\/X, oo),

logo formam um conjunto infinito. O]
Observacao 4.2.4. Considere a funcdo

Fyk,(e) = ;/\tanh( €2 — )\) - ig (252 - )x), e > A,

g2 — K,

e observe que as raizes de ({4.38), como equacao na variavel £, no intervalo (\/X, oo) sao as

abscissas dos pontos de intersecdo dos graficos dessa funcdo e de tane. Tendo em vista que
F\ k, () = —oo quando € — 0o, concluimos que as raizes de (4.38)) se aproximam de pontos
da forma (2n + 1)5 a medida que crescem. Consequentemente, os autovalores positivos se
aproximam de pontos da forma (2n + 1)2%2 ((Qn + 1)2%2 - A) conforme crescem.

Na Figura [48] sdo apresentados os graficos da funcdo tangente e da fungdo F) x,, para
A=5e K =10.

Por sua vez, a Figura |49 apresenta a relacdo entre os autovalores positivos e valores de A,

para K = 1.

Observacao 4.2.5. Os resultados acima fornecem que, alterando os indices se necessério, os
2 .

autovalores de A s3o tais que — (%) <x1 < x2 < ... equelim, ., X, = o0. E importante

pontuar ainda que como o conjunto { X, }nen N30 tem ponto limite, existe no maximo uma

quantidade finita de autovalores negativos.
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Figura 48 — Intersecdo dos graficos de tan(e) e de F) g, (¢), para A =5 e K = 10.
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Figura 49 — Relacdo entre os autovalores positivos e A, para K = 1.
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Observacao 4.2.6. Seja s € C tal que s ndo é autovalor de A. Usando a Observacdo [4.2.2]
obtemos que (s — A)™' : R(s — A) € L*(0,1) — L*(0,1) é um operador linear limitado

densamente definido satisfazendo

_ =1
(s — Aty = nz::l p—— (v, &) On- (4.39)
32
243

Observacao 4.2.7. Suponha que A < )y, onde )y = ~ 2.3, ou que uma das condicdes

apresentadas na Observacdo é satisfeita. Ent3o, pela Proposicdo e pelas Obser-
vacdes e [4.2.6, A satisfaz todas as hipdteses de |Henry| (1981, Exercicio 6, Se¢do 1.3)

e portanto é um operador setorial. Mais ainda, se a, # e M s3o conforme a Definicdo 2.4.2)

™

entdo a = 0, 6 pode ser tomado arbitrariamente no intervalo (0, 2) e M é uma constante
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m

sin(%)’

positiva que depende de #. Mais precisamente, M pode ser tomado como onde m é

uma constante positiva que nao depende de 6.

4.3 SOLUCAO APROXIMADA DE GALERKIN

Para obter uma aproximacdo da solucdo de um sistema de equacdes diferenciais que des-
creve o movimento de uma estrutura, o método de Galerkin é frequentemente aplicado (veja,
por exemplo, Paunovi¢ et al.| (2019), |He et al.| (2015)), Permoon, Haddadpour e Javadi (2018),
Oskouie e Ansari (2017))). Nesta secdo, inspirados por (Chueshov, (2002), definimos a solucdo

aproximada de Galerkin do sistema ({4.21]), que no caso em que a haste é n3o extensivel assume

a forma
() + Bq(1) = —Au(r), 7T >0,
(7) + Ba(r) = ~Au(7) (w20)
(1+7%D)q(r) = (1 +mDYu(r), 720,
com as condicdes iniciais
w(0) =ug, 0(0) = u, (4.41)

onde ug, u; € L*(0,1). Para tanto, seja P, a projecio de L?(0, 1) sobre o subespaco gerado
por {¢1,...,ém}, onde {¢,}, é uma base ortonormal de L?(0, 1) formada por autofun¢des

de A, conforme a Observacdo [4.2.2

Definicao 4.3.1. A solucdo aproximada de Galerkin de ordem m € N do problema (4.40))
com as condicdes iniciais (4.41]) com respeito a base {¢,}, . consiste de um par de funcdes

Um, Gm tal que
(a) w., é duas vezes continuamente diferencidvel em [0, 00);
(b) g, € localmente absolutamente continua em [0, c0);

(c) um, € g tém a forma

un(7) = kiTk(T)% (4.42)
Gm(T) = f:vk(7'>¢k- (4.43)
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(d) o par up, g, satisfaz

Um(T) 4+ B (T7) = —Aup (1), 72>0,

(1+7%D2) gu(7) = (1 + mD2) up(7), 720, (4.44)

Um(O) = PmUOa

Claramente, se o par u,,, ¢, € uma solucdo aproximada de Galerkin de ordem m, entdo
esse par € solucao do sistema . Além disso, se ug, u; pertencem ao subespaco de L?(0, 1)
gerado por {¢1,...,dm}, entdo Uy, g, formam na verdade solucdo para o problema (|4.40))-
(4.41)).

Observe ainda que substituindo (4.42) e (4.43) nas duas primeiras equacdes de (4.44) e

levando em consideracdo que

Aup (1) = Xn (U (T), &n) O

NE

i
L

MS I M8

XnTn(T) P,

i
I

para 7 > 0, obtemos o seguinte sistema para as funcoes Ty e Vj

Ti(7) + BVi(7) + x&Ti(1) = 0, (4.45)
(1 +7D3) Vi() = (1 + 7.D7) Ti(7). (4.46)

Além disso, a expressdo ([4.42) e as condicdes iniciais em (4.44]) fornecem
Ti(0) = Tro,  Tr(0) = T, (4.47)

onde Tro = (ug, ¢x) € Tia = (w1, %), k=1,...,m

4.4 SOLUCAO DO PROBLEMA (|4.45)-(4.47

Nesta secao, aplicamos o método da transformada de Laplace para obter uma solucdo do
problema fracionario formado pelas equacdes diferenciais (4.45]) e (4.46)), e pelas condicdes
iniciais (4.47]).
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Seja k € N e suponha que T}, e V} sdo funcdes tais que

o~

LADTL(T)} (s) = °Tuls) e L{DSVi(r)} (s) = s°Tils),

onde T,(s) = L{Ti(7)} (s), Vi(s) = L{Vi(7)} (s) e estamos considerando o ramo principal
de s*. Por exemplo, pela Proposicdo [2.9.2] isso ocorre se T} e V) sdo funcdes localmente

absolutamente continuas em [0, 00) e de tipo exponencial. Ent3o, aplicando a transformada

de Laplace em ambos os lados das equagdes ({4.45)) e (4.46)), obtemos

(52 + xk) Te(s) + BVi(s) = Thos + Tia, (4.48)
(1+7s®) T(s) = (1+75%) Vi(s). (4.49)

Resolvendo o sistema ((4.48)-(4.49)), concluimos que

~ 14 7,5%

Ti(s) = (T + Thos)——2— 4,

k(s) (Ter + Tios) Dils) (4.50)

~ 1+ 7,8

= (T TioS)—— 451

Uils) = (T + Tios) 5 (451)

onde
Di(s) = (1+75%) (8% +xx) + B (1 + 7s®)

= (4 Ax) 1+ 75%) = B, (4.52)

com

A= it 5 e B=ﬁ<

q

S8

- 1) . (4.53)
Observe que como > 0,0< 7, <7, e xx €R, B> 0e A, é um nimero real que depende

de Xk-
Na sequéncia, mostramos que as fun¢des dadas em (4.50) e (4.51) sdo transformadas

de Laplace de funcdes continuas em [0, 00) e de tipo exponencial. Para tanto, os seguintes

resultados sao usados.
Proposicao 4.4.1. O conjunto formado pelos zeros da fun¢do D, é limitado.
Demonstracdo. Sejam sy € C um zero de Dy e 19 = |so|. Ent3o,

(53 + Ak) (156 +1) = B,

de onde,

(1sof” = |44l l7s6 +1] < B.
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Agora, considere a funcao
felr) = mr*® —r® — [Ag| 7r® + Ay, 7> 0.

Como fi(r) — oo quando r — oo, existe K > 0 tal que fy(r) > B, sempre que r > Kp.
Seja Ry, = max{\/|Ak|,KB} e observe que se |sg| > (/| Ag|, entdo

Fr(ro) = (Isol* = |Ax]) (zlsol* = 1) < (Isol* = |4k]) I%s§ — 1| < B,

de onde, 7y < Kp, o que fornece que sy € Bg,, onde Bp, denota a bola fechada centrada
na origem de raio Rj. Segue que todos os zeros de Dy, pertencem B, . O

Lema 4.4.1. Seja G, (s) = ﬁp(s), p > 0. Entdo, para cada p € [0,2], existe uma fungdo

g continua em R e de tipo exponencial satisfazendo g, (7) = 0, para todo T € (—00,0),

tal que L{g,1(T)} = G-

Demonstracdo. Seja p € [0, 2]. Pela Proposicdo|4.4.1), existe Ry > 0 tal que se s é zero de Dy,

entdo |s| < Ry. Segue que G (s) = ﬁp(s) é uma funcdo analitica no semiplano R(s) > Ry.

Além disso,
|s”
G,r(s)| = -
Goi(s)] |ps3te 4+ 3 + Apsite + (A — B)s|
1
= — 0
[sfstomr g + & + 258 4 2B 7
quando |s| — oo nesse semiplano.
Agora, considere a funcao
82—1—(1 82+a
h(S) = ?R(S) > Rk-,

- Dy(s)  ms*te+ 2+ Aprys® + (Ay — B)’
e observe que para cada x > Ry, |h(xz + iy)| é uma funcdo de y continua em R com limites
finitos quando y — oo e y — —o0, de onde existe C, > 0 tal que |h(z + iy)| < C,, para

todo y € R. Dessa forma, para x > Rj, temos

/Z\Gp,k(wﬂy)ydy _ /oo 1

—00 ’l’ + Z'y|3+a—p
o0 1

< Cx/ I S

- —oo |z +ay[3te—r J

Sem perda de generalidade, podemos considerar Rj, > 1, o que fornece que |z +iy| > 1, para

|h(x 4 iy)|dy

todo y € R. Logo,

G dy < Cx/ - g
[ Gosla vy < O [ oy

o,

Z{X

IA

< Q.
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O resultado segue entao do Teorema [2.2.3] O

No decorrer deste capitulo, denotamos por R um nimero real maior ou igual a 1 tal que
todos o zeros de Dj, pertencem a Bp,, onde Bp, denota a bola fechada centrada na origem

de raio Rj.

Teorema 4.4.1. Existem funcées Ty, e V), continuas em [0, 00) e de tipo exponencial tais que

suas transformadas de Laplace satisfazem e :

Demonstracdo. E suficiente observar que

-~ 1475 Tros* (1 + 7,5%)
T, = T, —9 ™7\ 47/
() = Ta ey T )

1 s¢ TkO Ak(l + %Sa) — B
T L
k%Mg+kWa@f%s< Di(s)
1

= TuGri(s) + TinGat1k(s) + Tkog — Tho (Ax, — B) Goi(8) — ThoAr,Ga k()

e
Bi(s) = (T + Tgs) o178
Dy (s)

Ty 1+ 7,5% Tu 1
:aﬂﬁﬂh$;¥0+<L})ﬂh+ﬂmeg
=:Zﬂm+%zﬁﬂﬁm®+ﬁgmﬂﬁm®,

para R(s) > Ry, e aplicar o Lema [4.4.1] O

O Teorema fornece que o problema fracionario (4.45))-(4.47)) possui solucdo no espaco
de distribuicGes K, , conforme definido na Segdo [2.3]

4.5 EXPRESSAO ANALITICA PARA T;,

Na sequéncia, determinamos uma expressao analitica para a funcdo 7}, como no Teorema
4.4.1] Para tanto, seja Fj, a funcdo definida por

s* + 1

Dy(s)
st + 1

- Tt —p MR (4.54)

Fk(S) =
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Para s € C, com R(s) > Ry, suficientemente grande, Fj(s) pode ser escrita como

1 1
Fi(s) =
SR e e TS [CTaEY
1
- - (14U
e (L T),
onde
< (B\" 1 1
U, (s) = =l _ . 455
w0 = 5(2) wm =+ 1) (459)

A seguir, mostramos que existe uma func3o localmente integravel em [0,00) e de tipo

exponencial de modo que
LA{fi()} (s) = Fi(s).
Proposicao 4.5.1. Seja

Entao,

(@) £ {=ti () = gilr);

(b) g;™ € uma funcdo localmente integravel em [0, 00), de tipo exponencial e

() o =g,

para qualquer n € N.

Demonstracdo. (a) Para |s| > /| Ax|, temos

1 11 1 &/ AN\ & 1
== == —— = —Ap)" ——.
24+ Ay s21+4 % s? ;::O ( 52 ) nz::o( ¢) s2n+2
Segue do Teorema que
TQ(n+1)—1 7_2n+1

—1 1 - > n - > n
£ {s2+Ak}(7)_§‘;(_Ak) r(z(n+1))_§](_Ak) (2n+ 1)1

[e'e) n 7_2n+1 7 o N . . A I
(b) >0 o (—Ak) Gnroy € Uma série de poténcias com raio de convergéncia igual a co. Logo,

gr € uma funcdo suave em R. Além disso, existem constantes 7, M; > 0 de modo que

lgk(7)| < Mge™™, 7 > 0. Com efeito, sejam

|14]€|7 se Ak 7’é 0,
e = (4.57)
1 se A, =0,

Y
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e M, = +. Entdo,
Vi
2n+1 2n+1
lgr(T)| < E fy E ) < Mpenr,
2n +1 2 + 1! —

para todo 7 > 0. O resultado segue entdo do Corolario 2.2.1]

Proposicao 4.5.2. Seja

1
h(t) =1""'E,. (—T“) , 7>0,

Tq

onde E, ,(s) é a funcdo de Mittag-Leffler. Entdo,

@ £ { s} () = b

(b) h*™ é uma funcdo localmente integravel em [0, 00), de tipo exponencial e

B N I
T

para todo nimero natural n.

Demonstraco. (a) Para |s| > 4=, temos
7

111 _1§:< 1)’“_°°<1>’“ 1
s tn s ldons s\ st o\ 1) sy

Aplicando o Teorema [2.2.5, obtemos ent3o que é a transformada de Laplace de

+1

o 1 k ra(k+1)-1
M) = z::(_m) Ta(k 1 1))

que converge absolutamente para todo 7 # 0.

(4.58)

(b) h é o produto de uma funcdo localmente integravel em [0, c0) e uma funcdo continua em

R, logo é localmente integravel em [0, 00).

Conforme visto na Se¢do 2.8, E,«(s) é uma fungdo inteira de ordem p = = e tipo 1, logo

existem constantes positivas vy € M, de modo que

1
4
Tq

< Mpe™™, 7 2>0.
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Segue que

|h(7)| = 771 < 7 Mpe™ T,

1
Eyo (—T“)
Tq

para 7 > 0, o que fornece que |h(7)| < Mye™7, para 7 > 1. Assim, h é uma func3o de tipo

exponencial. A demonstracdo é concluida aplicando o Corolario [2.2.1] O

Proposicdo 4.5.3. Sejam g e h as funcées dadas em e[4.58, respectivamente. Entio,

o {f () (o) (i)} 0=3 (E) e, 720

n=1
(4.59)
Demonstracdo. Para cada n € N, seja
B " *1 *1,
hole) = (2) w0 720 (4.60)
q

Usando o Teorema da Convoluc3o e as ProposicGes e [4.5.2 obtemos

E{fkm(f)}(s):(B)n( L )" (Sal 1)n::Fk7n(s), (4.61)

%) \s2+ Ay +1

para s € C, R(s) > s¢ := max {x, Y0}, onde 7 € vy sdo constantes como nas demonstracdes

das Proposicoes e [4.5.2] respectivamente.

Seja xg > sg fixo, mas arbitrario. Entdo, (4.61)) converge no semiplano R(s) > zg, assim

como a integral
Gin(s) = L{Sen(I} (5) = [~ € Ifial(r)d.
para qualquer n € N. Temos ainda que

Guntan) < (Z) [T e ) (r)ar

Tq

_ <B> £ {|gel™ * |A["™} (o)

= (B} (0o @) (€ ey )"
Agora, note que

L{n( o) = [ e gu(r)ldr

0

\/|117| /Ooo e """ sinh (MT> dr
= \/ﬁémﬁ {sinh (\/@T>} (o)

1
xg — | Al
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e
LA} o) = [ e n()lar
k
0o o0 1 TakJrafl
< / —XoT _ d
= kz;; 7&) Dlok+a)
k
00 1 Tak+a—1
-7 -
{kz:%) (7&) F(ak+a)}< 0
VAN
N o \1%) xgtte
B 1
= x@‘“—%
Segue que

para todo n € N.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que z, é grande o suficiente de modo que

o que fornece que a série

~ /B\" 1 o1\
72(721) (I%_|Ak|> (378‘—;)

é convergente, implicando na convergéncia de >.°° | Gy (o).

Dessa forma, todas as hipéteses do Teorema [2.2.4] sdo satisfeitas. Logo,

St = 32 (2) (i) 0

converge (absolutamente) para uma fungdo v, (7) para quase todo 7 > 0 e

Ll = (B) — ( ! ) R(s) > 0.

Tq

Proposicao 4.5.4. Seja

U(T) = i‘l (2) (gi" = ™) (1), 7>0. (4.62)

Ent3o, 1y, é uma funcdo localmente integravel em [0, 00) e de tipo exponencial.



131

Demonstracdo. Conforme a demonstracdo da Proposicdo [4.5.1] a funcdo g satisfaz
lgr(T)| < Mye™™, 7 2>0,

onde 7;, é dada por (4.57) e M), = 1. Segue da Proposicio [2.2.2| que
Tk
n—1

(n—1)V

95" (T)| < Myze™” T >0,

qualquer que seja n € N.
Por sua vez, conforme a demonstracdo da Proposicao(4.5.2] existem constantes vy, My > 0
tais que

|h(7)] < Mpe™™ 771, 7> 0.

Entdo, procedendo por inducdo, obtemos

I(CY) ! _
|h*n(7-)‘ < 7\4(?( (n )) e0T na 1, > O,
para todo n € N.

Agora, seja i = max {7y, 70 }. Entdo, temos

IN

(g™ * h™) (7)) (g™ * [P]) (7)

IN
/N
S
aQ
T
kol
3
3
L
N———
*
<
3
N
—
Q
N—
3
aQ
=
kol
3
\]
3
o
L
N——

Segue que

il < 3 (2 | o) o)

> (CkT
— QT
e ZF(n(omtl)—l—ajtl)

n=0
e T a+1
= 7" Byt am(at®™), 72>0.
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onde ¢, = TEMkMOF(a), o que fornece que v, é localmente integravel e de tipo exponencial.
q

]

Proposicdo 4.5.5. Sejam F}, e vy, as funcbes dadas por e (4.62), respectivamente.

Entao,

L7HFu(s)} (1) = gi(7) + (gr * ) (1), 7 >0,

Demonstracdo. Segue do Teorema da Convolucdo e das Proposicoes [4.5.1] [4.5.3| e [4.5.4] que

1
L{(gx *vx) (1)} (s) = m‘l’k(s)a
onde U, é dada em ({4.55)). Logo,
1 1
LAgr(T) + (g * ) (7)} (5) = 21 A, + 21 AL Wi (s) (4.63)
1
o que conclui a demonstracao. [

Para finalizar esta secdo, observe que como g, é uma funcdo suave em R e v, é uma

funcdo localmente integravel em [0, 00) e de tipo exponencial, temos pelos Teoremas e

que
£{gh(7) + (g * %) (D)} (s)

SLA{gr(T) + (gr * i) (T)} (5)
= sFi(s),

onde também usamos que gx(0) = 0. Segue que

LA{Ti1 [gx(7) + (g1 * ) (7)] + Tho [91,(7) + (gi % ¥x) ()]} (5) = TiFi(s) + TosFi(s)
= (Tr1 + Thos) Fr(s)

= (Tkl + Tk08>7:1;z(_|8—)1
= Tu(s),
de onde,
Ti(1) = Tia [ge(T) + (g * ) (T)] + Tho [95(T) + (g5, * ¥x) (T)]
= Tklfk(7—> -+ TkOf]/g(T); T 2 O, (466)

onde fi = g + g * Y.
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4.6 REGULARIDADE DA SOLUCAO

Nesta secdo, o objetivo é estudar a regularidade das funcdes T}, e V; como no Teorema

4.4.1] Para tanto, usamos a expressdo analitica de 7}, dada por ({4.66)).

Proposicdo 4.6.1. Sejam g, e h as funcbes dadas por e (4.58), respectivamente.

Ent3o, gi * h é uma funcdo de classe C'' em [0,00) e

(gs h)'(7) = (g x P)(7), 720

Demonstracdo. Primeiro, note que

(G # B)(r) = gu(r)* +...+gk(7)*<_i> o

I(a) 4 I'(anq)
00 1 n 7_oz(n—ﬁ—l)—l
- x = &,
wir)+ 3 (3] Ty
onde ng € N é tal que ang < 1 < a(ng + 1). Agora, para cada n € N, temos
Tan—l T (7_ _ t)om—l
= t)——————dt
1 /T & g2
= ) — | dt
(an) J (Z R
= i (—Ak)j = ! /T(T — )2y
= (27 4+ D! T(an) Jo
— —AV Jon 2j+1
j;)( ¢) 2+ "
_ i (— ALY 1 ['(2j +2) Lon+2j+1
= (27 + D! T(an + 25 +2)

_ io: (_Ak)j 7_om+2j+1
‘¢ I'(an + 2] +2)

j
— om—f—l ) 27
Z 23 + an + 2)T

= Tan+ EQ,an+2 (—AkT ) , T > O,

Segue que

(4.67)

no—1
(Ger D)) = 7 By (—Ak72)+...+(_> P, i (—Aur?)

a(n+1)—1

a3 () gy 720

n=ng

\]
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Claramente, os ng primeiros termos do lado direito de (4.68)) s3o funcdes de classe C!' em
[0,00). Dessa forma, resta mostrar que
o0 1 n Ta(n+1)71
o ()
Z\"%) Maw )
também é uma funcdo de classe C' em [0, 00). Para tanto, seja
) 1 n Ta(n+1)71

= - T/ 7/ , 1\ > 07
w0=35 () dr 72

e observe que

" (no+1)—1 i 1 )j T
T) = |—— | TrHneTT —— ,
#ir) < Tq) =0 < ) D(aj+a(ng+1))

1\" 1
_ - a(noJrl)flE L«
< 721) T a,a(no+1) ( 7;17- ) )

que é continua em [0, c0). Segue da Proposicdo que gi*y (e portanto gy+h) é uma funcdo
de classe C' em [0, 00). Para mostrar que (4.67) é satisfeita, é suficiente usar a Proposicdo
e observar que ambas as funcdes (g * h)’ e g}, * h sdo continuas em [0, 00). O

Proposicao 4.6.2. Para cadan € N, a funcio

B n
i) = (£) s, w20 (4.69)
q
é de classe C'' em [0, 00). Além disso,
! B /
fk,l(T) = ?(gk *h)(T), T2>0. (4.70)
q

B\" w(n—
) = (Z) thr i sy, 720

q
para todon € N, n > 2.

Demonstracdo. Segue da Proposicdo 4.6.1 que fi1 = Tﬁgk * h € uma func3o de classe C"*
q

em [0, 00) e que (4.70]) é satisfeita. Para completar a demonstracdo, é suficiente observar que

frm = fr1* fen—1, para n > 2, e proceder por inducdo sobre n. ]
Proposicdo 4.6.3. A funcio 1y, dada por ([4.62), é de classe C' no intervalo [0, 00).

Demonstracdo. Sejam novamente g, Yk, Moy, M constantes como nas demonstracdes das

Proposicdes e e considere N, = max{1, M;}. Como pode ser verificado sem
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dificuldades, |g,(7)| < Ny exp(yx7), para todo 7 > 0. Claramente, essa propriedade também

é satisfeita para g;. Entdo, procedendo como na demonstracdo da Proposicdo [4.5.4] obtemos

Ck

(MO € s, 20
/ *(n—1) Bxn < CZ peT n(at+1)—1 > ()
|(gk>kgk * )(T>|—— F(n(af+—1))€ T ) T Z

para todo n € N,n > 2, onde uy = max{vo, v} € cx = N MoI'(av).
Seja T' > 0 e considere a fungdo f;,, dada por (4.69)). Entdo, pelas desigualdades acima e

pela Proposicao [4.6.2, obtemos

/ B ! Cr Trm(a -
fialr)| < <r> T T = T (4T)
q

para todo n € N.
Agora, pela féormula (2.47)), temos

_ EC Ta+1 F(n(a + 1))
N 7;Ik Fn(a+1)4+a+1)

B ... 1 1" 1
B %%T+[MQ+U] F+O<Ma+nﬂ‘”“

quando n — oco. Segue que a série -7, b, € convergente, o que fornece que a série 37 | f;

bn+1
bn

é uniformemente convergente em [0, 7.

Dessa forma, >0° | fr € uma série de fun¢des diferenciaveis em [0, 7] que converge em
todo ponto desse intervalo (pois também temos que |fx,.(7)| < b,, 7 € [0,T], n € N) e
tal que >-°, f;, converge uniformemente em [0, 7. Segue que ¢ = >0, frn converge
uniformemente em [0, T, é diferencidvel nesse intervalo e 1, = >->°, f; ... Como, além disso,
fin € continua para todo n € N, temos que ¥ € continua em [0,7]. Assim, v é uma
funcdo de classe C' em [0, T]. A demonstracdo é concluida observando que 7' > 0 foi tomado

arbitrariamente. O
Teorema 4.6.1. A funcio T}, dada por , é uma funcio de classe C? em 0, 00).

Demonstracdo. Seja ¢ = g * Y. Como gi € uma funcao suave em R e 1), é uma funcdo de
classe C* em [0, 00), obtemos pela Proposicéo que ¢ é uma funcdo de classe C' em
[0,00) e

er(1) = (g *¥Ve)(T) + ge(0)(7)

= (gxdw)(r), 720
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Novamente pela Proposicdo 2.2.4 ¢} = g}, * ¢, é uma funcdo de classe C'' em [0, 00) e

Pi(T) = (gk * ¥)(7) + gi(0)¥u(T)
= (ng * 77019)(7-) + ,lvbk’(T)v T 2> 07
que também é uma func3o de classe C'* em [0, 00). Segue que ¢y, é uma funcdo em C3([0, 0)).

Para finalizar a demonstracdo, note que T}, = Ty1(gr + vx) + Tro(9; + ¢}) € portanto, é uma

funcdo de classe C? em [0, o). O

Para finalizar esta secdo, mostramos que V}, é uma funcdo localmente absolutamente

continua em [0, 00). Antes, precisamos do seguinte resultado.

Proposicao 4.6.4. Seja iy, a funcdo dada por (4.63). Entéo, v, é localmente absolutamente

continua em [0, o).

Demonstracdo. Para cada n € N, seja f,,;, a fungdo dada por (4.69). Procedendo como na

demonstracdo da Proposicdo (4.6.1, obtemos que f; |, = Tﬁgfc * h é uma funcio de classe C!
’ q

em (0,00) e

1) = 2 (g e )T) +A(r), >0,

q

que é uma funcdo localmente integravel em [0, 0o). Por sua vez, procedendo como na demons-

tracdo da Proposicdo (4.6.3, obtemos que a funcdo 7. = 302, f; ,, € uma fungéo de classe C"!
em [0, 00).

= o ro_ ol Io4

Agora, pela demonstracdo da Proposicio W temos que vy, = fi, + k. Logo, ¥, é

uma fungdo de classe C'' em (0,00) com derivada ¥y = fi/; + 1}, que é uma func3o local-

mente integravel em [0, c0). Aplicando o Teorema[2.1.3] temos entdo que 1}, é absolutamente

continua em qualquer intervalo da forma [0, 4], b > 0. O
Teorema 4.6.2. Seja Vi, como no Teoremal|4.4.1, Entdo, V}, € AC([0,b]), para todo b > 0.

Demonstracdo. Considere novamente as funcdes 1y e fi, dadas por (4.62)) e (4.69), res-
pectivamente. Procedendo como na demonstracdo da Proposicdo 4.5.4, obtemos que v, =
ne1 Jt.n € uma funcdo de tipo exponencial. Segue do Teorema e da Proposicao m

que

LAVL(T)} (5) = sLA{Yk(T)} (5) = ¥e(0) = sWk(s),
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onde Uy, é a funcdo dada por (4.5.3)). Observando ainda que

1 1
Di(s) (2 + Ap) (s +1) - B

B 1 1
(82 + Ak) (7;156! + 1) 1-— m
1 & 1 1

= 5 Bn n n
B nz::l (s2+ Ap)" (5@ + 1)
1

= E\Ij(s)7

para s € C, com R(s) suficientemente grande, e que a funcdo V. pode ser reescrita como

1 1
Dy(s)
= a1Tk(s) + aa¥g(s) + azgsWi(s),

Vi(s) = aiTu(s) + ay

=T

gy ="1T"T, eas = T}, obtemos

! 2
Tq Tq Tq

onde a; =
as as
Vi(T) = a1 Ti(7) + E@Dk(T) + §¢k(7), 7>0.

Assim, pelo Teorema e pelas Proposicoes e [4.6.4] temos que V), é absolutamente

continua em todo intervalo [0,b], com b > 0. O

Segue dos resultados acima que existe solucdo aproximada de Galerkin de ordem m, para

todo m € N, e que essa solucao é dada pelo par
Un(7) = Y Ti(T) s,
k=1

am(7) = kivkmm,

onde

Tr = Ti(ge + g * Ur) + Tro(g), + gj, * ),

T, T, — T, T, — T,
Vi = Moy le”vp + T,
% o K1k Br, koY

com g e vy dadas por (4.56]) e (4.62)), respectivamente.

4.7 COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DE T;,

Nesta secao, estudamos o comportamento assintético da func¢do 7}. Para tanto, mostramos
que Ty é a 2W-transformada de T}, conforme definicao apresentada na Secao , € usamos o

Teorema para obter informacdes sobre T},. Antes, precisamos de alguns resultados.
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Proposicdo 4.7.1. Seja so = rpe", com rg > 0, 79 € (=7, 7], 7% # 0, um zero de Dy.

Entéo |y| > 7.
Demonstracdo. Como sy € um zero de Dy, temos
(s + Ax) (ms§ +1) = B. (4.72)

Sejam py > 0 e Oy € (—, 7| tais que s2 + Ay = poe’® e observe que na verdade py # 0, uma

vez que B > 0 e (4.72) é satisfeita. Segue que

e sin (ayy) = S (msy + 1)
= 9 (Be_i9°>
£o
= ——sindf,.
Po
Além disso, temos
risin(290) = S (sf+ Ax) (4.73)
= ppsinby. (4.74)

Observando ainda que sin (a7yg) # 0, pois —m < ayy < ™ e ayy # 0, obtemos

727 sin (27o) _ 72 sin (270) _ po sin by :_Pj
7 sin(ay) wrisin(an) —Zsindy B
Logo,
in (2
sin(2%) _
sin (ayp)

Dessa forma, temos as seguintes possibilidades:

(a) sin(2vp) > 0 e sin (ayp) < 0.
Como a € (0,1), v € (—m, 7| e sin (ayy) < 0, concluimos que —7 < 7y < 0, o que
fornece —21 < 279 < 0. Como além disso, sin (27y) > 0, obtemos —271 < 27y < —7.
Segue que

™

(b) sin (279) < 0 e sin (ayy) > 0.
As condigdes o € (0,1), v € (—m, 7] e sin (ayp) > 0 implicam que 0 < vy < 7. Logo,
0 < 27 < 27. Levando em conta ainda que sin (2yy) < 0, obtemos m < 27y < 27.
Assim,

— < <
Y .
9 0
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Em qualquer um dos casos, temos que |yy| > 7. ]

Seja sg um zero de Dy. Entao, a Proposicao fornece que ou sy tem parte real negativa

ou g =rg € [0,00).

Proposicao 4.7.2. As seguintes afirmacbes sdo validas:

(a) se xx + >0, entdo Dy(r) ndo possui zeros em [0, 0);

(b) se xx + 8 =0, entdo o dnico zero de Dy (r) em [0,00) éry =0;
(c) se xx + B <0, entdo existe ro > 0 tal que Dy(rg) = 0.

Demonstracdo. (a) Como pode ser verificado sem dificuldades, Dy (r) = 0 se, e somente se,
r? (r® + 1) = —(xi + B) — Aprr®. (4.75)

Como 7, > 0e Ay = xi + B2 > xi + 8 > 0, temos que 2 (re4+1)>0e —(xx + 8) —
Apmr® < 0, para todo > 0. Logo, ndo existe r > 0 satisfazendo (4.75]) e, portanto, Dy(r)
ndo possui zeros em [0, 00).

(b) Se xx + 5 =0, entdo Dy(r) assume a forma
Dk(T‘) = 7;1,'"2—&-04 + r? + Ak’ﬁlT‘a.

Como além disso, Ay = xi + B:—Z > xr + 3 =0, temos que Di(r) > 0 sempre que r > 0.
Observando ainda que Dy (0) = 0, temos que o (nico zero de Dy (r) em [0,00) é 19 = 0. (c)
Como Dy(r) é uma funcdo continua em [0, 00) tal que Dy(0) = xx + 8 < 0 e Di(r) — o0

quando r — oo, temos que existe o > 0 de modo que Dy (ry) = 0. O

Proposicao 4.7.3. Se x;.+ [ > 0, entdo existe uma constante a < 0, de modo que se sq # 0

é um zero de Dy, entdo R(sy) < a.

Demonstracdo. Suponha primeiro que xx + 3 > 0.

Seja X = {R(s);s € C, Dy(s) = 0} e observe que, pelas Proposicdes efd72 X C
(—00,0).

Defina a = sup X e suponha que a = 0. Ent3o, existe uma sequéncia (a,) em X de modo
que a, — 0. Para cada n, seja s,, € C tal que Di(s,) = 0 e R(s,) = a,. Pela Proposicdo

4.4.1), existe Ry > 0 de modo que s, € Bp,, para todo n, onde By, denota a bola fechada
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centrada na origem de raio Ry. Segue que existe uma subsequéncia (sn]) que converge para

algum s* € Bpg, . Entdo, por continuidade, temos

R(s*) =lm®R (sn].) = lima,;, =0

Dy (s*) = lim Dy, (snj) = 0.

Logo, s* é um zero de D, sobre o eixo imaginario, o que é contradiz as ProposicGes e
[4.7.2] Assim, a < 0.

Por sua vez, se x; + 8 = 0, entdo Di(s) = s%px(s), onde pi(s) = 7,82 + s> +
Aty E entdo suficiente proceder como acima com ¢, no lugar de D, para completar a

demonstracao. O

Agora, seja

07 S€ Xk + 6 2 07
S0 = (4.76)

To, se Xk+/8<07

onde ro = max{r > 0; Dx(r) = 0}. Ent3o, pelos resultados anteriores, existe § € (0, g) tal

que Tj(s) = (Tiy + Tros) 225 & analitica em um dominio contendo o caminho 25 dado por

Dy (s)
Cy + Cy — (5, onde
C, = {so + xei(gJ’a);m € [e, oo)} ,

Cy = {so—l—se”;xe

r — o 0a o)
com ¢ > () pequeno, e a regido a direita de 20.
Teorema 4.7.1. Seja 2 o caminho definido acima. Entao,

. 1 .
LHTi(s)} (1) = 5= | e Ti(s)ds.
2 Jaw
Demonstracdo. Como visto nas secdes anteriores, existe uma funcio 7}, de classe C? em

[0, 00) tal que |
Ti(r) = £ {Til(s)} (7) ! / U T (s)ds, (4.77)

" 270 Jng—ino
para algum zy > sg.
Seja C = C1 4+ Cy+ C3+ Cy, onde C4,...,C, sdo os caminhos representados na Figura
b1l
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Figura 50 — Caminho 2.

/\t 5+3%

2

Fonte: Autor

Figura 51 — Caminhos C, Cy, C5 e C.

Cs
—_
Cs
,
(5 <
o
o | R(s)
) Y
Gy

—

o

Fonte: Autor

Aplicando o Teorema de Cauchy (veja Conway| (1978))), obtemos

. To+iw . - .
/ e’ T(s)ds = lim ’ e Ti(s)ds—lim [ e Ty(s)ds—lim | e Ty(s)ds. (4.78)
2

wWw—00 ZL‘O—’iw 7—00 CZ 7—00 C4

Na sequéncia, mostramos que

lim [ e Ti(s)ds = lim [ e Tj(s)ds = 0.

T—00 02 T—00 C4
Para tanto, primeiro note que
sfk(s +50) = (s + so)fk(s + 50) — sofk(s + s0) — Tro,

quando s — 00, s + 59 € D = {s = pe©;p > 0,—1 < © < 7, Di(s) # 0}. Entdo, fixado

g0 > 0 pequeno, existe K, > 0 de modo que r’fk(so—l—re"e)' < |Tko| + €0, sempre que
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r > Ky, 0 € (—m,m). Assim, considerando r > K|, obtemos

£+6
< 6807‘ /2
- arccos 20

T

< %7 (|Tk0| + 60)/ v

arccos —-
T

i0
Tre’
e

/ e Ti(s)ds r ‘fk(so + rew)‘ do
Ca

us
2

7T cos Gde

Procedendo de modo andlogo, concluimos que

z0
— arccos —-
-

< 5T (|Tk’0| +€0)/ eTTCOSGdQ

’/04 e Ty, (s)ds

s
s
s

3o
— 6807(|T]€0|—|—€0)/ GTTCOSndT].

g
arccos —=
-

Agora, seja ty = arccos®?. Fazendo a mudan¢a de varidvel v = 0 — 7 e usando a

desigualdade de Jordan, obtemos

S+0 0 ) .
/ eT’f‘ COSs de — / 677‘7‘ sm'yd,y
a 0

xT
rccos —2
s

0 . g .
— / e*TT‘Sln’}/dfy _"_ / e*TTSln’Yde
0 0

0 5,
< / e‘”’yd’y—l—/ e ="dy
fo—% 0

1 em(E0) 2 1

= -+ T2 3
Tr Tr =77 =77
™ ™

Usando ainda que z < arcsinz < §, para todo = € [0, 1], obtemos

T Ty TTo
r 2 27
o que fornece
eToT eTT(g—G'o) LS
< < ;
" " Tr
de onde
677’(%790)
— 0, quando r — oo.
Tr
Segue que
T4 .
/ v e’ *%df — 0, quando r — o0
e, portanto,
lim e "Ti(s)ds = lim e " Ti(s)ds = 0. 4.79
r—00 02 k( ) r—00 C4 k( ) ( )
Dessa forma, por (4.77)), (4.78) e (4.79)), obtemos
1 N 1 To+100 R
57 Jor € Tls)ds = 5o [ 7T T ()ds = (), 720, (4.80)

0 que completa a demonstracao. O
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O resultado acima fornece que se T é como no Teorema (4.4.1)), entdo T} é a W-

1475

transformada de fk(s) = (T + Thos) Dy (s)

. Agora, estamos em condicdes de provar o

resultado principal desta secdo.
Teorema 4.7.2. As seguintes afirmagdes sdo validas:

(a) se xn + B >0, entdo existe m € N tal que Ty,(T) = o(7~™) quando T — o0,

a—m

(b) se x, + [ =0, entdo existem constantes M € R em € N tais que Ty(T) ~ M5

quando T — 00;

(c) se xn+ B <0, entdo existem constantes M € R em € N tais que Ty,(7) ~ MeSOT(:nL:ll)!
quando T — oo, onde s, é dado por (4.76).

Demonstracdo. (a) Como pode ser verificado sem dificuldades, se x; + 5 > 0, entdo

~ T,
Tr(s) ~ " j-lﬁ quando s — 0 em S,

no caso em que Tj; # 0, e

~ T
Tils) ~ X/c]f

s quando s — 0 em S,

no caso em que Tj; = 0, onde S = {s € C;larg (s — so)| < § + 5}_
N H 4 ~ . . o T o
Assim, todas as hipdteses do Teorema sao satisfeitas, com M = —Xk’j:ﬁ e\ =0se

T #0,e M = Xf%ﬁ e A= 1se Ty; = 0. Em ambos os casos, sy = 0. Segue que

Ti(17) = o(t™™) quando 7 — oo,

ondem=1seT; #0,em=2seT; =0.

(b) E suficiente observar que se y; + 3 = 0, entdo

~ T
Ti(s) ~ -

1
s % quando s = 0 em S,
Akﬁ;

no caso em que Tj; #0, e

0 1-
s quando s — 0 em S,
A;ﬂz]

no caso em que Ty, = 0, e aplicar o Teorema para obter

Ta—m

)~ M=)

quando T — o0,
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ondeM:}T’%emzlseTkl#O,eM:ﬁ% em=2se T, =0.
(c) Se xx+ 3 < 0, entdo conforme definido acima, sg = 9 = max{r > 0; Dy(r) = 0}. Assim,
Sp € um ndmero real positivo tal que Dy(sg) = 0. Além disso, Dy, é uma funcdo analitica no

dominio D = {s =7e®r>0,-1<O< 7r}, logo é analitica em sq. Observando ainda que
Di(s0) = 7(2 + a)rg™ + 2rg + Agmyar§ ™' > 0,
se A, >0, e
Di(so) = (2 4+ ) (1 + a)r§ + 2 + Apa(a — 1)r§™2 > 0,

se A, < 0 (pois o € (0,1)), concluimos que sy é um zero de ordem m de Dy, onde m = 1 ou

14745

2. Segue que Ty(s) = (Th1 + Thos) Dr(5)

tem um polo de ordem m em sy, o que fornece que

~

Ti(s) ~ M(s — s9)”™ quando s — sp em S,

para algum M = 0. Novamente pelo Teorema [2.2.6] obtemos

m—1

Ti(T) ~ Me™T ; quando 7 — 0.

(m—1)

4.8 RESULTADOS DE EXISTENCIA DE SOLUCAO

Inspirados por Andrade, Cuevas e Soto| (2016), estudamos nesta secdo a existéncia de
solucdo de um problema mais geral do que (4.40), no qual um termo forcante que depende
nao apenas do tempo, mas também do deslocamento da estrutura é admitido.

Consideremos entao o problema

i(r) + Bq(r) = —Au(r) + f(r,u(r)), T >0,

(14+7D%)q(t) =1+ 7DMu(r), 7>0, (4.81)

u(0) = uy,

U(O) = Uy,

onde up,u; € X = L?(0,1) e f: [0,00) x X — X é uma funcdo continua tal que existem

constantes ¢ > 0 e p > 1 de modo que

If(r2) = fr )l < e (1+lallx "t + Iyl e = yllx (4.82)
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1 (7, 2)llx < e+ llzl%) (4.83)

para quaisquer 7 € [0,00) e z,y € X. E assumido que uma das condices sobre os pardmetros
A e K apresentadas na Observacdo [4.2.1] é satisfeita. Dessa forma, apenas o caso em que o
operador A é positivo definido é considerado. Na sequéncia, procedemos como em |Andrade,
Cuevas e Soto| (2016)), Neto (2013), para estabelecer um conceito apropriado de solu¢do do
problema (|4.81]).

Suponha que o par u, g : [0,00) — X de fun¢des continuas satisfaz . Aplicando, pelo
menos formalmente, a transformada de Laplace em ambos os lados das equacdes de ,

obtemos

(32 + A) u(s) 4+ Bq(s) = sug+u + F(s),

(1+7s)q(s) = (1+ms)u(s),

onde F'(s) denota a transformada de Laplace de f(7,u(7)). Resolvendo o sistema acima,

obtemos
s+ ﬁﬂ + A | u(s) = sug +uy + F(s) (4.84)
1+ 7,8
e
1+ 7,8% .
g(s) = ——— ) 4.85
05) = T i(s) (4.85)

1+7,8%
1475«

Supondo ent3o que s + /3 € p(—A), a equacdo (4.84)) implica

~1 ~1
1+ 7,8 1+ 7,8%
u(s) = S(SQ—l—B—{_TS'f—A) u0+<s2+5+78+A> Uy
T8 147

«
qS

+ A) i F(s). (4.86)

Aplicando a transformada inversa de Laplace (pelo menos formalmente) em ambos os lados

de (4.86)), concluimos que

U,(T) = Ooe,A<T)u0 + Sa,A(T)ul + /OT Soc,A(T - S)f(87 u(s))ds, T 2 07 (487)
onde .
C Co s (s g L a) 4.88
0, A(T)T = s|s +6W + x o (7) (4.88)
e

Sqa(m)r=L"" { <52 + BM + A) h x} (1), (4.89)

1+ 78
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para 7 > 0, x € X. Por sua vez, aplicando a transformada inversa de Laplace em ambos os

lados de (4.85]), obtemos

g(r) = Zu(r) + “ T (hw)(r), >0, (4.90)

Tq q
onde h é a funcdo dada por (|4.58]).
A seguir, mostramos que C, 4(7) € S, a(7) sdo operadores em X bem definidos. Para

tanto, precisamos do seguinte resultado.

Lema 4.8.1. Seja

1+ 7,5
— 2 u
@(8) =S +61+7;]Sa7

1
para s € C tal que |s| > 7, . Entdo, ¢(s) € C\ {rexp(ir);r > 0}, para todo s € C tal que

1

R(s) = o, qualquer que seja xo > 7 °

Demonstracdo. Primeiro, observe que ¢(s) pode ser reescrita como

1

=s*+ (B ~B——
pls) = s+ (B+8) = B,

1

1
para todo |s| > 7, ©, onde B é dado em (4.53)). Ent3o, para s = rexp(if), comr > 7 ~ e

—71 < 0 <7, temos

S (pls)) = %(82)—%(31)

1+ 758
7,7 sin(ad)
[1+ 77 cos(af)]” + [rresin(ad)]*’

= r*sin(20) + B (4.91)

Seja zp > 7;1_é e considere s € C tal que R(s) = zy. Se J(s) > 0, entdo s pode ser
escrito na forma exponencial como s = rexp(if), com r > 7;]_é el<l< 5 Para um tal s,
ambos os termos do lado direito de (4.91)) sdo positivos, o que implica que S (p(s)) > 0. Por
sua vez, se ¥(s) < 0, entdo podemos escrever s = rexp(if), com r > Efé e —5 <0<0.
Nesse caso, ambos os termos do lado direito de (4.91]) sdo negativos, de onde S (¢(s)) < 0.

Observando ainda que ¢(x() > 0, temos que ¢(s) € S em qualquer um dos casos. O

_1
Seja kg > 7 * arbitrario. Entdo, o resultado acima fornece que ¢(s) € p(—A), para

todo s € C tal que R(s) = zy. Conforme a Observacdo |4.2.7, dado 0 € (O, g) existe
M = M(0) >0 tal que S = {s € C;|arg(s)| <m—0} C p(—A) e

H(S +A)_le:(X) = |]\54|’ s €5
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Apesar disso, ndo temos que ¢(s) pertence a um setor S para todo s € C, com R(s) = o,

uma vez que ;Eigi;;

verificado sem dificuldades. Logo, ndo podemos garantir que a desigualdade

— 0 e R(¢(s)) - —oo quando s — oo, R(s) = zg, como pode ser

[ots) + )7, < o (s)]

1
é satisfeita para todo s € C em uma reta R(s) = zo > 7, ©, uma propriedade que permitiria
obter resultados mais gerais e simplificaria as demonstracdes. A seguir, {¢x},.y denota uma

base de X formada por autofuncées de A, conforme considerado na Secao [4.2]

Teorema 4.8.1. Sejam o € (0,1) e zg > 7 *. Entdo,

«

147,
67<52+5+78
1—1-7;130‘

To+100

Sa.a(T)r = 1/96

2T

-1
+ A) xds, T >0,

0—100

. -1

1 xo+100 1 T 8%

Ca — X / 5T 2 ﬂ . + A d 5 > 07
’A(T):E 271 Jzg—ico € <S 1+ 7,8 ) v T =

sdo operadores em X bem definidos com dominio D dado por qualquer subespaco de X gerado
por um conjunto da forma {¢1,. .., dx,}, ko € N. Além disso, existe uma constante M > 0
tal que

[Saa(r)zllx < Mljzllx e [[Coalr)zlx < Mz,

para quaisquer 7 > 0 ex € D.

Demonstracdo. Seja s € C, com R(s) = zy. Entio, pelo Lema e pela Observaggo [4.2.6]
((s) + A)~' = — (—p(s) — A)~" é um operador linear limitado em X tal que

(plo) + A e = 3 () o

para todo x € X. Assim, se x € D, temos

e ;
Saa()z = 27 /wo—z‘oo e (p(s)+ A" xds
1 To+100 ko 1
g _ ST - d
21 /wo_ioo € k;Z::l o(s) + Xk (7, o) Prds
ko 1
e o
> L ey @ o

_ kz LY EF ()Y (7) (2, 1) b,
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onde F}, é dada por ([4.54)). Como visto na Secdo[4.6] a funcdo fi = gx+ gi * dx é uma funcio
de classe C® em [0, 00) tal que £ {fi(7)} = F. Assim,

x_sz‘ T, ¢r) op, € D, 7 €0,00).

Logo, Sa a(7)x € X, para quaisquer z € D e 7 > 0.

Procedendo de modo anélogo, obtemos

Con(r)e = Zoc*{sFus)}(r) (=, %) b

ka T, Q) Ok,

para quaisquer z € D, 7 € [0,00), o que mostra que C, 4(7) é também um operador bem
definido em X, para todo 7 > 0.

Para demonstrar a segunda parte do teorema, note que como fj é continua em [0, c0) e,
para algum m € N, fi(7) = o(7™™) quando 7 — oo (pelo Teorema[4.7.2)), existe M}, > 0 tal

que |frx(7)| < My, para todo 7 > 0. O mesmo vale para f]. Segue que

1Saa(raly < z°|fk<r> (2

< Z | fu(T)] ] x

< ZMkaﬂHX
k=1

- MH:L‘“X?

para quaisquer x € D, 7 € [0,00), onde M = S5 | M,.. Procedendo de modo similar, obtemos

o mesmo para Cy 4. O

Motivados pela discussdo acima, adotamos a seguinte definicdo de solucdo do problema

(@ 31).

Definicao 4.8.1. Seja 7" > 0. Dizemos que um par u,q : [0,7] — X é uma solugdo do
problema (4.81)) se u,q € C([0,T],X) e

u(t) = Conlr)io+ Saa(rhn + [ Saalr = 8)f(s,u(s)ds,

ar) = Zulr)+ 2 (e a)(7),

q q

para todo 7 > 0.
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Teorema 4.8.2. Seja @ € (0,1) e considere uy,u; no subespaco D de X gerado por
{¢1,..., bk, }. Suponha que f(r,x) € D, para quaisquer 7 € [0,00), z € X. Sec > 0 é
suficientemente pequeno, onde ¢ é dado em e ([4.83), entdo tem pelo menos

uma solucio.

Demonstracdo. Seja r > 0 tal que

ol sl <

e considere no espaco C'([0,77], X), com sua norma usual, o conjunto

BT:{UEC’([O,T],X); sup ||U(T)||X§r}.

0<r<T

Em B,, defina o operador
TU(T) - Ca,A(T)U’O + Soz,A(T)ul + /D Sa,A(T - S)f(S, U(S))d& TE [Oa T]

Na sequéncia, mostraremos que Tu € C([0,7],X), para todo u € B,. Para tanto, fixe

72 €10,T) e seja 7, < 73 < T'. Entdo,

[Tu(r1) = Tu(m)x < [[Caa(m) — CQA(T2)]u0HX+H[ Saa(T1) = Saalm)] uill
)

S — 5) (s, u(s))ds

X

Para o primeiro termo, temos

I[Ce,a(11) = Ca,a(72)] wo|

IA

Z | fe(m1) = fr(m2)] X [(uo, &)

< luollx Z | (1) — fr(72)]
k=1

que tende a zero quando 7, — 75, pois fr = L' {Fi(s)} é uma funcio de classe C® em
[0,00). Procedendo de modo similar, obtemos que o segundo termo também tende a zero

quando 7, — 75 . Para o terceiro termo, que denotaremos por T3, temos

T3:

kz—oz /OT2 [fk<7—1 - S) o fk(TQ - S)] (f(s,u(s)), (bk)(bkds

ko

< 2

k=1

X

/0T2 [fk(ﬁ — S) — fk(Tz — 5)] (f(SJU(S))7¢k)dS .
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Agora, observe que como f;, é uma funcdo continua em [0, 00) e

L1 ) o0lds < [5G, u(s)xds
e [+ uls)I) ds

< C(1+TP)T2,

IN

afuncdo (s, 1) = [fr(m1 — s) — fe(me — $)| (f(s,u(s)), dk) é integravel em [0, 73], para cada

71 € [0,T]. Além disso, temos

(s, m)| < |fulm = 8) = falre = s)[ x || f(s,u(s))]Ix
< 2Mc(1+7rP), se€l0,m],n €[0,T],

e lim,, ., ¥(s,71) = (s, 72) = 0, para todo s € [0, 75]. Segue do teorema da convergéncia

dominada que
/072 [fo(m = 8) = fulma — )] (f(s,u(s)), dx)ds — 0

quando 7, — T». Assim, o terceiro termo também tende a zero quando 7, — 75 . Para o

quarto termo, temos

IA

/Tj Sa.a(mi —s)f(s,u(s))ds

M [ (sl s
< Mc(14+7r")(ra—m)—0

X

quando 7, — 75". O caso 71 < Ty é similar. Segue que de fato Tu € C([0,T], X), para todo

u € B,.. Observe ainda que

[Tu(r)llx < [|Caa()uollx + [[Sa.alm)umlly + ‘/0 Saa(m = 5)f(s,uls))ds||
< M|uo|lx + Mur||x + Mc(1+1r°) 7
< g—i—Mc(l—l—?"p)T,
para 7 € [0, T]. Considerando
r
V<es 2MT (1 +rr)’

obtemos

| Tu(T)||x <r, 7€l0,T].

Logo, T'(B,) C B,.
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Mostramos agora que se ¢ > 0 é suficientemente pequeno, entdo 7' é uma contracdo em

B,.. Com efeito, sejam u,v € B,. Entao,

Tu(r) = To()lx = | [ Sualr) 1£(s.u(s) = Fls. 0(s))] ds

X

< M [ (s, uls)) = Fls.0(s)) ds

< Me [ (Lt a5 + 0@I5T) fu(s) = v(s)xds
< Me(1+2") sup [lu(s) = v(s)llxr

< Mec (1 + 27”’_1) T_H; —v|5,,

para todo 7 € [0, 7). Dessa forma, considerando ainda

1

0<e<
S OMT(1+ 200 1)

obtemos que 7' é uma contracdo em B,. Segue o teorema do ponto fixo de Banach que T’

tem um ponto fixo u € B,, o que conclui a demonstrac3o. [

4.9 CONCLUSOES

Neste capitulo, um sistema continuo consistindo de uma haste elastica posicionada so-
bre uma fundacdo viscoelastica foi considerado. Foi assumido que a extremidade esquerda da
haste estd presa a uma mola e que a extremidade direita é simplesmente suportada. A fun-
dacdo viscoelastica foi modelada usando a equacdo constitutiva de Zener contendo derivadas
fracionarias. O objetivo principal deste capitulo foi estudar o comportamento assintético desse
sistema. Para tanto, mostramos que a dindmica da estrutura é governada pelo sistema de
equacdes diferenciais parciais acopladas com derivadas fracionarias , onde a funcdo u
representa o deslocamento na direcdo y e ¢ representa a tensao na fundacdo. Para estudar
esse sistema, primeiro analisamos os autovalores do operador A. Esses autovalores dependem
das condicdes de fronteira e tém um papel importante no estudo efetuado. Foi mostrado que
A, como um operador no espaco L?, é autoadjunto, o que garante a existéncia de uma base
ortonormal {¢}, . de L? formada por autofuncdes de A. Além disso, foi obtido que A é

.. .. N 7 . 2 .
positivo definido se o pardametro de forca A é menor ou igual a \y = f%ﬁ ou se satisfaz uma

das seguintes condicGes

() A< Ky e X< 7%
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(b) A=K <7
(C) KL<>\<>\0(%+1).

Por outro lado, denotando por x; o autovalor associado a ¢, k € N, foi mostrado que:

2
(i) alterando os indices, se necessério, — (%) <x1 < x2 < ...elimg o Xk = 00;

(ii) xx € solucdo da equacio

ox(X)Ex(x) [0a(x)? + ex(x)?] cosh (9x(x)) cos (ex(x))

—ex(x) K sinh (6x(x)) cos (ex(x)) + dxa(x) KL cosh (0x(x)) sin (ex(x)) = 0,

onde

A A\ A\ A\
ox(x) = 5 <2> +x e alx)= 5T <2> +X;

(iii) existe no maximo uma quantidade finita de autovalores negativos.

O método de Galerkin foi entdo aplicado para obter uma aproximacdo da solucdo. Essa apro-
ximac3o foi definida como um par de funcdes u,,, ¢.,, onde cada funcdo é uma soma de m
termos em que cada um desses termos é o produto de uma autofuncdo ¢ (que depende
apenas da variavel espacial) e uma func3o da variavel temporal (denotada por 7}, no caso da
funcdo u,, e Vi no caso da funcdo ¢,,). Para o problema considerado, se as condicdes iniciais
pertencem ao subespaco de L? gerado por {¢1,...,¢n}, entdo a aproximacdo de Galerkin
de ordem m é na verdade uma solucdo do problema. Para determinar as funcdes 7}, e V}, foi
obtido um sistema de equacdes diferenciais ordinarias acopladas com derivadas fracionarias,
que foi estudado na sequéncia. Para tanto, primeiro aplicamos o método da transformada de
Laplace, que permitiu assegurar a existéncia de uma solu¢do no espaco de distribuicdes K, .

Foi ent3o obtido que essa solucdo tem a forma

T(r) = T lgr(7) + (g6 % ¥) (7)) + Tho [91.(7) + (gp * ) ()], 720,

T T, — T, T
Vi(r) = =T+~ Thar + 5 Tioth, T >0,

Tq Tq Tq

onde g; e ¢, sdo dadas por (4.56) e (4.62)), respectivamente. Usando essas expressdes, foi

mostrado que T}, é de classe C? em [0,00) e V} é localmente absolutamente continua em

[0,00), 0 que garante a existéncia de uma aproximac3o de Galerkin de ordem m, para todo m €

N. Para determinar o comportamento assintético de T}, os zeros da funcdo caracteristica Dy,
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foram analisados. E interessante observar que se os termos com derivadas fracionérias fossem
eliminados, entdo Dy, seria o polindmio caracteristico do problema. Foi obtido que se x,+ 5 >
0, entdo Dy n3o possui zeros com parte real positiva, e se xx + 3 < 0, entdo existe 1y > 0
de modo que Dy(rg) = 0. Mostramos entdo que no primeiro caso T;(7) — 0 quando 7 — o0
e, no segundo, Ty (7) — oo quando 7 — oo. Como pode ser verificado sem dificuldades, se
a fundacao viscoelastica do tipo Zener fracionério é substituida por uma fundacdo elastica,
isto €, se a equacdo (4.2) é substituida por Q = E,A, entdo T(7) = Tjo cos (\/mr) +

Ty

msin (WT) quando x; + B > 0, que de forma geral n3o tende a zero quando
T — 00, embora seja limitada. Dessa forma, a fundacao viscoelastica fracionéaria desempenha
papel importante no amortecimento da vibracdo. E importante observar também que se \
satisfaz uma das condicbes (a), (b) e (c), entdo toda solucdo aproximada de Galerkin tende
a zero quando T — 00, pois todos os seus termos tém essa propriedade. E interessante que
se o parametro de forca é pequeno o suficiente (A < )\g), entdo a aproximacdo tende a zero
ao longo do tempo independentemente do valor da constante da mola a qual a extremidade
esquerda da haste esta presa. Por sua vez, se A ndo é positivo definido, entdo pode existir um
termo da aproximacdo de Galerkin que tende a co quando 7 — oo. Para finalizar o capitulo,
inspirados por Andrade, Cuevas e Soto| (2016, estudamos a questdo da existéncia de solucdo
local de um problema mais geral do que (4.21]), onde um termo forcante f, que pode depender
ndo apenas de 7, mas também do deslocamento u(7), foi admitido. Apenas o caso em que
A é positivo definido foi considerado. Para realizar o estudo, primeiro definimos um conceito
apropriado de solucao. Nessa etapa, foi preciso mostrar que para todo s € C em uma reta
R(s) =z > 7;1_%, o(s) = 82 + B% pertence ao resolvente de —A. No caso do problema
considerado em Andrade, Cuevas e Soto| (2016)), no lugar de ¢(s) foi obtida a fun¢do s*, que
para todo s em qualquer reta R(s) = xy > 0 ou mesmo em algum caminho de Hankel, assume
valores em um setor associado ao operador correspondente a —A. A funcdo ¢(s) ndo tem essa
propriedade. Logo, ndo podemos garantir que a desigualdade [|(o(s) + A) 7!l ;(x) < % é
satisfeita para todo s € C, R(s) = x¢, para algum zo > 771_%. Essa propriedade permitiria obter
que os operadores C, () e S, a(T) estdo definidos em todo o espaco L?, simplificaria as

demonstracdes dos resultados e tornaria dispensavel as restricoes impostas sobre as condi¢cdes

iniciais e sobre a funcao f no Teorema |4.8.2, que assegura a existéncia de solucdo local.
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APENDICE A - COEFICIENTES DO QUASI-POLINOMIO CARACTERISTICO

NO CASO O ~ W1

Os coeficientes do quasi-polinémio caracteristico ([3.56)) sdo dados por

C31

C32

C21

C22

C23

C11

C12

€13

C14

Co1

Co2

Co3

bi1 + b3q + bua,

b2 + boy + bss + bas,

b11034 + b11b4q — b13bs1 — boobys + b3sbay,

b11021 4 b11b3s + b11bas + b12bsg + b12bag — b13bsa — b1absy 4 b21bsy + Darbag
baobyz — bazbao + b34bss + D354,

b12b21 + b12bss + b1obas — biabso + bo1bss + bo1bys — baszbag + bssbys,
—b11b22042 + b11b34044 — D13b31044 — b22D34b42,

b11021b34 + b11021b4g — 011622043 — b11D23ba2 + b11034bss + 011635044 — b12b22ba2
b12b34bas — b13b21b31 — b13b31045 — b13D32b4a — D14b31044 + b21b34D4a — Da2b3aba3
ba2b3sba2 — bagbssbya,

b11021b35 + b11b21b45 — 011623043 + b11b35045 + b12021b34 + D12b21bsg — b12boobys
b12b23D42 + b12b34045 + D12b35044 — b13b21b32 — b13D32b45 — b14b21031 — D14b31b45
b14b32b44 + b21034045 + 21635044 — ba2b35bas — ba3bsabaz — ba3bssbas,

b12021b35 + b12b21b45 — b12ba3bsg + b12b3sbas — b14bo1bsy — b1absabas + ba1bssbas
ba3bssbas,

—b11022034b42 4 b13D22b31b42 — b13D22b33b41,

—b13b21b31044 — D14b22b33041 — D11022034D43 — b11b22b35049 — b12b22b34b42
b13D22b32b42 — b13basbssbsr — b11ba3b34bao + D13baobs1bas + b14boobsibyo
11021034044 + D13b23b31 D42,

—b12ba3b34bs2 — 011022035043 — b12ba2bssbas — b12baobssbas — b13b21bs1 by
b14b23b33b41 — D14b21b31044 — D11023034043 — D11b23035042 + b13b22b32b43
b14b29b31b43 + 014022032042 + b11b21035044 + b12D21b34b4s + b13b23031b43

b14623b31b42 + b13b23b32b42 + b11b21b34b45 - b13b21b32b447
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Co4

Cos

bl4b22b32b43 + 612621b35b44 - b11b23b35b43 + b13623632b43 - bl2bQSb35b42
_b12b22b35b43 - b12b23b34b43 - b14b21b31b45 + b11b21b35b45 + b14b23b32b42
b14b23b31b43 - b14b21b32b44 - bl3b21b32b45 + b12b21b34b457

b12b21b35b45 - b12bQSb35b43 - b14b21b32b45 + b14b23b32b43-
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APENDICE B - COEFICIENTES DO QUASI-POLINOMIO CARACTERISTICO

NO CASO O ~ W2

Os coeficientes do quasi-polinémio caracteristico ([3.91)) sdo dados por

C’31
Cs2

C’14

Cor
Coz

COS

Bi1 + B3y + Bua,

Bis + By + Bss + Bys,

B11B3y + B11Byy — B13B31 — BaaBaya + B3aBua,

Bi11Ba1 + B11Bss + B11Bys + B1aBay + B12Bay — B13Bsa — B14Bs1 + Ba1 By
Bo1Byy — BBz — BozBag + B3y Bys + B35 Bua,

Bi13Bo1 + BiaBss + B1aBas — B1aBsa + Ba1 Bss + Bo1 Bys — Bas Bys + Bss Bus,
—B11Ba2Bas + B11B34Bay — B13B31Byg — B2 B34 By,

Bi11Bo1 B3y + B11B21Bay — B11BagByz — B11BagBys + B11B34Bys + B11Bss By
Bi13Boy Byg + B12B3yBay — B13B21B31 — B13B31Bas — B13B32Byy — B14B31 By
B21B34Bay — B2a B3y Bz — Baa B35 Bio — B3z B34 By,

B11B21 Bss + B11Bo1 Bys — B11Ba3 Bys + B11B3s Bas + B1aBo1 B3 + B12Ba1 Buy
Bi13Boy Byg — B12BozBag + B12B34Bas + B12B3s Byy — B13Ba1 B3y — B13B32 By
B14Bo1 B3y — B14B31 Bys — B14Bsa Bay + Ba1 B3y Bys + B21 B35 Buy — B2y B35 Bas
B3 B3y By — B3 B35 Ba,

Bi12Bo1 B35 + B12Ba1 Bas — B12Bag By + B12B3as Bys — B14Bo1 B3y — B14B32 By
Bo1 B35 Bys — Bas Bss B,

—B11B93 B3y Bag + B13 B2 B31 Byy — B13 B2 B33 Buy,

—B13B21 B31Bay — B14B22 B33 Bay — B11 B2 B34 Byz — B11 B2z B35 Bao
Bi12Bo3 B3y Bag + B13B22B3a Bag — B13Bo3 B3z By — B11Ba3 B34 Bao

Bi3Bo3 B31Baz + B14B22B31 Bag + B11B21 B34 Bys + B13Ba3 B31 Baa,

— B3B3 B3y Bag — B11B22 B35 Bys — B1a B2 B3y By — B12B2a B35 Byo
Bi13B21B31 Bas — B14Ba3 B33 Byy — B14DBa1 B3y Bay — B11Ba3 B3y Bag

B11B93Bss By + B13BoyBsaBys + B14B2s B3y Bag + B14Bog B3y By
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B11Bo1 B35 Bay + B12Bo1 B3y By + B13Bag B31 Bys + B14Bo3 B31 Baa
Bi3 B3 B3a By + B11Ba1 B3y Bys — B13B21 B3 B,

B14B23 B3y By + B12Bo1 B3 Bay — B11Ba3 B3y Bag + B13Ba3 B3z Bys
B12Bo3 B35 Byg — B12B22 B35 Byg — B12 B3 B3y Byz — B14B21 B31 By
B11Ba1 B35 Bys + B14Ba3 B3 Bag + B14Ba3 B31 Byz — B14Bo1 B3a Buy

BIBBQI BSQB45 + BIQBQIB34B45a

B12BQIB35B45 - BI2BQSB3BB43 - B14BZIB32B45 + Bl4B2SB32B43'
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