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RESUMO

Neste trabalho estudaremos hipersuperficies tipo-espago com curvatura média
constante e, em particular, hipersuperficies tipo-espago maximas imersas em um espago-
tempo pp-wave satisfazendo a condigdo de convergéncia tipo-tempo (TCC). Primeiro
faremos uma breve introdugao ao espago-tempo pp-wave e estabeleceremos a féormula
para o laplaciano de uma fungao suporte relacionado a hipesuperficie tipo-espago neste
espaco-tempo. Em seguida, mostraremos que toda hipersuperficie tipo-espago méaxima
fechada (compacta sem bordo) é totalmente geodésica e em particular nao hé hipersu-
perficies tipo-espago fechada cuja curvatura média constante é diferente de zero. Além
disso, exibiremos um exemplo de hipersuperficies tipo-espaco méaximas em espagos-
tempo pp-wave. E assim, podemos apresentar resultados relacionados a curvatura gaus-
siana e parabolicidade que caracterizam superficies maximas nessas variedades Lorent-
zianas e a partir desses resultados estabelecer sob qual hipdtese as superficies completas
maximais sao totalmente geodésicas. Finalmente, com base nos resuldados citados an-
teriormente mostraremos uma extensao para o classico teorema de Calabi-Bernstein

para superficies maximas completas em espago-tempo pp-wave 3-dimensional.

Palavras-chaves: hipersuperficie tipo-espaco; curvatura média constante; maximas;

espaco-tempo pp-wave; teorema Calabi-Bernstein.



ABSTRACT

In this work we will study constant mean curvature spacelike hypersurfaces and in
particular maximal spacelike hypersurfaces immersed in pp-wave spacetimes satisfying
the timelike convergence condition (TCC). First we will make a brief introduction to
pp-wave spacetime and establish the formula for the Laplacian of a support function
related to space-like hypersurface in this spacetime. Then, we will show that every
closed maximal hypersurface (compact without boundary) is totally geodesic and in
particular the non-existence of compact spacelike hypersurfaces whose constant mean
curvature is non-zero and also. Furthermore, we will show an example of maximal
space-like hypersurfaces in pp-wave spacetimes. And so, we can present results related
to Gaussian curvature and parabolicity that characterize maximum surfaces in these
Lorentzian manifolds and from these results establish under which hypothesis the max-
imum complete surfaces are totally geodesic. Finally, based on the results mentioned
above we will show an extension of the classical Calabi—Bernstein theorem for complete

maxima surfaces in 3-dimensional pp-wave spacetime.

Keywords: spacelike hypersurfaces; constant mean curvature; maximal; pp-wave space-

time; Calabi-Bernstein theorem.
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1 INTRODUCAO

Recentemente, o espago-tempo pp-wave (plane-fronted waves with parallel rays)
atraiu muita atencao devido a detec¢do experimental de ondas gravitacionais e por suas
propriedades geométricas classicas. Originalmente Brinkmann definiu o espago-tempo
pp-wave como qualquer espago-tempo cujo tensor métrico pode ser descrito na forma,
ds®> = H(u,z,y)du® + 2dudv + dx? + dy?, onde H é uma fungio suave (BRINKMANN),
1925)). Hoje define-se o espago-tempo pp-wave uma variedade Lorentziana M que ad-
mite um campo vetorial £ tipo-luz paralelo globalmente definido, i.e. (£,£) = 0, # 0
tal que V& = 0. Esta familia de espacos-tempos contém solucdes exatas da equacdo
de campo de Einstein que modela a radiagao (eletromagnetica ou gravitacional) que se
move na velocidade da luz.

No decorrer dos anos, o estudo das hipersuperficies tipo-espago imersas em espagco-
tempo Lorentzianos vem despertanto imenso interesse fisico e matematico. O termo
tipo-espaco significa que a métrica induzida da métrica Lorentziana ambiente é uma
métrica positiva definida. Do ponto de vista fisico, esse interesse é justificado pelo trata-
mento de diversos problemas em relatividade. Como por exemplo, no eletromagnetismo,
uma hipersuperficie tipo-espaco é um conjunto de dados iniciais que determina o fututo
do campo eletromagnético que satisfaz as equagoes de Maxuell e analogamente, para as
equagoes simples da matéria. Para mais detalhes sobre a relevancia de hipersuperficies
com curvatura média constante na Relatividade Geral veja (MARSDEN J; TIPLER F,
1980)).

Do ponto de vista matematico, o interesse por tais hipersuperficies tipo-espaco
¢ motivado por suas boas propriedades tipo-Bernstein. De fato, hipersuperficies maxi-
mas em um espaco-tempo sao pontos criticos do funcional area. Quando o ambiente
é uma varieade Lorentziana, uma hipersuperficie é dita maxima se possui curvatura
média identicamente nula. Foi provado por Bernstein (BERNSTEIN S |1915) que os tini-
cos graficos inteiros e minimos no espaco Euclidiano R? sdo os planos. Este resultado
pode ser extendido naturalmente para o espaco de Lorentz-Minkowski L3 e ¢ chamado
teorema de Calabi-Bernstein :

As dnicas superficies tipo-espaco completas mdzimais no espaco espago de Lorentz-



10

Minkowski I3 sdao os planos tipo-espaco.

Inicialmente, Calabi (CALABI, 1970) provou tal resultado para n < 4 e poste-
riormente por Cheng e Yau (CHENG S; YAU S, [1976) foi extentido para qualquer n,
mostraram que as unicas hipersuperficies tipo-espaco completas e maximas no espago
de Lorentz-Minkowski L"*! sdo os hiperplanos tipo-espaco. Lembremos que o teorema
de Bernstein para graficos minimos no espaco Euclidiano R"*! é valido para n < 7
(SCHOEN; SIMON; YAU S|, 1975). No entanto, Bombieri, Giorgi e Giusti (BOMBIERE;
GIORCI; GIUSTT, [1969) mostraram que o teorema nao é véalido para n > 8.

O teorema de Calabi-Bernstein teve um papel de grande importancia no estudo e
crescimento da teoria global de superficies maximais no espago de Lorentz-Minkowski.
Desde sua demosntracao original diversos autores abordaram o resutado de diferentes
perspectiva, proporcionando diversas extensoes e novas provas para o teorema. Como
podemos ver em (AL{AS L; PALMER, 2001)), Alias e Palmer mostram uma nova abor-
dagem do problema, baseado na obtencao de uma estimativa local para a curvartura
total em discos geodésicos de superficies maximas em LL2. Outras provas para o teo-
rema classico de Calabi-Bernstein pode ser estudados em (ALEDO J; ROMERO; RUBIO
R, 2015; ROMERO, |1996; [ROMERO; RUBIO R, [2010). Assim como, outras extensoes dos
resultados classicos foram provadas (ALBUJER; ALiAS L, [2011; (CABALLERO; ROMERO;
RUBIO R} 2010; ESTUDILLO F; ROMERO, [1992).

Agora, daremos uma breve descricao dos capitulos que compoe esté dissertacao.
Nos capitulos 1 e 2 apresentaremos a notacao que sera usada ao longo do texto, assim
como os conceitos necessarios para a abordagem do capitulo seguinte.

No capitulo 3, trabalharemos com hipersuperficies tipo-espaco com curvatura
média constante, em particular maximas, em espago-tempo pp-wave satisfazendo a
condicao de convergéncia tipo-tempo (TCC). Na Se¢ao 3.1, faremos uma breve discus-
sdo sobre os espagos tempo pp-wave e apresentaremos a férmula para o laplaciano de

uma funcao suporte da hipersuperficie tipo-espaco em tal espaco-tempo.

Proposicdo 1.0.1. Sejam M um espaco-tempo pp-wave e x : M™ — T wma

hipersuperficie tipo-espago imersa isometricamente em M. Entao
An =n(VH,T) +n (Ric(N,N) + |A]?) (1.1)

onde | - | denota a norma de Hilbert-Schimidt de A definida por |A|* = tr(A?).
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Em seguida, como uma aplicagao da Proposicao acima provaremos que nestes

espago-tempo toda hipersuperficie maxima fechada deve ser totalmente geodésica.

Teorema 1.0.2. Sejam M um espago-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x :
M — M wma hipersuperficie tipo-espaco fechada. Se M™ possui curvatura média
constante, entao ela deve ser totalmente geodésica. Como uma consequéncia direta, nao
existe hipersuperficie tipo-espaco fechada em ! cuja curvatura média é diferente de

ZEero.

A Secao 3.2 sera direcionada aos espacos-tempo pp-wave 3-dimensionais. Inicial-
mente, veremos um exemplo que comprova a existéncia de hipersuperficies maximas
em tais espagos-tempo. Assim, poderemos obter resultados relacionados a curvatura
gaussiana e parabolicidade que caracterizam as superficies méaximas nessas variedades
Lorentzianas e determinar sobre qual hipétese as superficies completas maximas serao
totalmente geodésicas.

Por fim, com base nos resultados citados acima, generalizaremos o classico teo-
rema de Calabi-Bernstein para superficies maximas completas em espago-tempo pp-

wave 3-dimensionais.

Teorema 1.0.3. Sejam 7 um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x : S? —

M uma superficie completa e mazimal. Entdo S? € totalmente geodésica.

Como consequéncia deste teorema podemos obter o classico teorema de Calabi-
Bernstein.

Este trabalho teve como base o artigo: On maximal hypersurfaces in Lorentz
manifolds admitting a parallel lightlike vector field, publicado em 2016, J.A.S Pelegrin,

A.Romero e R.M.Rubio (PELEGRiN J; ROMERO; RUBIO R, 2016]).
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2 PRELIMINARES

2.1 ELEMENTOS DE VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

Esta secao objetiva estabelecer as notagoes que serao utilizadas nas demais se¢oes

destas notas. Para maiores detalhes indicamos (O’NEILL; 1983; CARMO M, [2008).

Defini¢do 2.1.1. Dizemos que um conjunto M é uma variedade diferencidvel (Haus-
dorff e com base enumerdvel) de dimensio n, se existir uma familia de aplicagées
injetivas xo : Uy, CR™ — M de abertos U, de R™ em M, tais que:
(a) M = za(Ua);
ach
(b) Para todo par o, 8 € A, com x,(Us) Nag(Us) = Wag # 0 0s conjuntos x*(Wp)

e x5 (Wag) sio abertos em R™ e as aplicagoes
a5t omg 1wy (Wap) = a5 (Wag) e x)'omg:ag' (Wag) = 2, (Wag)
sao diferencidveis.

O par (Uy, z,) com p € z,(U,) é chamado parametrizacdo de M em p e x,(U,)
¢ uma vizinhanga coordenada em p . A familia A = {(U,, Z4a) }aca ¢ chamada de atlas

de M. Um atlas A de M d4 origem a um tnico atlas maximal A , dado por
A={z:U—-M;z oz, e 2 oz sdo suaves para todo a € A},

este atlas maximal é chamado de estrutura diferenciavel de M.
Indicaremos que M tem dimensao n por M"™. Note que uma n-variedade possui uma

estrutura topologica natural. Para isso definimos
AC M éaberto <= z,'(ANx,(Uy,)) é aberto no R" para todo a € A.

Exemplo 2.1.2. Um mesmo conjunto M pode admitir mais de uma estrutura di-
ferencidvel. Seja M = R. Veja que M possui um atlas A = {(R,I)} que possui a
identidade I : R — R como a unica parametrizacdo. Este atlas gera uma estrutura
diferencidvel denotada por A. Por outro lado, M pode ser munido de um outro atlas

Ay = {(R,z(t) = t3)} composto também por uma tinica parametrizagio e que gera uma
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outra estrutura diferencidvel A, distinta de A: de fato, = ol = </t nio € diferencidvel

em 0 e portanto © & A.

Definicao 2.1.3. Sejam M"™ e N™ variedades diferenciaveis. Uma aplicagao F' : M —
N ¢€ diferenciavel em p € M se dada uma parametrizacio y : V C R™ — N em F(p),
existe uma parametrizacio x : U C R" — M em p tal que F(z(U)) C y(V) e a
aplicacao

y toFox:UCR™—=R"

¢ diferencidvel em 71 (p).

Dizemos que F' ¢é diferenciavel em um aberto de M se é diferenciavel em todos os
pontos deste aberto.

Usando a condi¢@o (b) da Defini¢ao 2.1.1 podemos provar que tal defini¢ao in-
depende das parametrizacoes escolhidas. A funcdo y~! o F oz é chamada a expressao

local de F' nas parametrizacoes x e y.

Definigdo 2.1.4. Uma aplicagao diferenciavel o : (—e,e) — M de um intervalo aberto
(—e,¢e) de R sobre uma variedade diferencidvel M, é uma curva diferencidvel em M. Se
a(0) =p € M, o vetor tangente a curva o emt =0 € o funcional o/(0) : C*(M) — R
dado por

O = S|

onde C*(M) é o conjunto das fungoes diferencidveis te_7[7)7, M.

Um vetor tangente em p € o vetor tangente em ¢ = 0 de alguma curva diferenciavel
a: (—e,e) = M com a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p
¢ um espaco vetorial n-dimensional sobre R denotado por 7,,M e chamado de espago
tangente de M em p.

A partir da ideia de espaco tangente é possivel estender a variedades diferenciaveis

a noc¢ao de derivada em uma aplicacao diferencial.

Proposicdo 2.1.5. Seja F : M"™ — N™ uma aplicagio diferencidvel entre as va-
riedades diferencidveis M e N. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha uma
curva diferencidvel a : (—e,e) — M tal que «(0) = p e o/(0) = v. A aplicagio
dF, : T,M — TreN dada por dF,(v) = (F o a)'(0) é uma aplicagio linear que nao

depende da escolha de o.. Esta aplicacao € a diferencial de F' em p.
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Defini¢cdgo 2.1.6. Um difeomorfismo entre duas variedades diferencidveis M™ e N™
¢ uma aplicacio F' - M™ — N™ diferencidvel com inversa diferencidvel. ' é dito um
difeomorfismo local em p € M se existem abertos U dep em M eV de F(p) em n tais

que F: U —V € um difeomorfismo.

No Exemplo as variedades de dimensdo 1 {(R,A)} e {(R,4,;)}, sdo difeo-
morfas via F': R — R dada por F(t) = t>.
A demonstracao do teorema seguinte é uma aplicacdo imediata do Teorema da

Funcao Inversa no R".

Teorema 2.1.7. (da Aplicagdo Inversa) Se F : M™ — N" é uma aplicagio dife-
rencidvel entre variedades e se p € M" € tal que dFy, : T,M — Tpy) N € um isomor-

fismo, entdo existe um aberto U C M que contém p tal que F‘U ¢ um difeomorfismo.

Definicao 2.1.8. Sejam M"™ e N™ wariedades diferencidveis de dimensoes n e m

respectivamente com m > n. Dizemos que a aplicagio F': M — N é uma

(a) imersio se a aplicacio diferencial dF, : T,M — TppN € injetiva para todo

peM;

(b) a imersao F € dita um merqulho se F : M — F (M) é um homeomorfismo (com

F(M) tendo a topologia induzida por N ).
(c) Se F' é um mergulho, F(M) é chamada de subvariedade mergulhada.
(d) Se F € uma imersao, F(M) é chamada de subvariedade imersa.

Exzemplo 2.1.9. Uma parametrizacio v : U — M? de uma superficie reqular M?* C R?

¢ por definicao uma imersao.
Como aplicagdo do Teorema da Aplicacao Inversa [2.1.7, obtem-se

Proposi¢do 2.1.10. Seja F' : M™ — N™ é uma aplicagao diferencidvel entre varie-
dades de dimensdo n > m e q é um valor reqular de F. Entdo o conjunto F~1(q) C M

¢ uma subvariedade diferencidvel de dimensao n — m.

O préoximo resultado mostra que localmente uma imersao pode ser vista como

um mergulho.
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Proposi¢do 2.1.11. Seja F : M™ — N™, m > n, uma imersao de uma variedade
diferencidvel M™ na variedade diferencidvel N™. Entdo para cada ponto p € M, existe

uma vizinhanca V- C M de p tal que a restricao F‘V : V. — N é um mergulho.

Definicdo 2.1.12. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel M é uma
correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) € T,M. Em termos de
aplicacoes, X é uma aplicagio de M no fibrado tangente TM. O campo é diferencidvel
se a aplicagdo X : M — T'M ¢ diferencidvel.
Considerando uma parametrizacao x : U C R™ — M ¢é possivel escrever
X(p) =>_ ai(p)o;

i=1

onde cada a; : U — R é uma fung¢io em U e {0;} € a base associada a x,i=1,...,n.

A aplicagdo X é dita um campo de vetores em M e denotaremos X (M) o conjunto

dos campos de vetores de classe C*(M).

Definicao 2.1.13. Dizemos que uma variedade diferenciavel M é orientdvel se admite

uma estrutura diferencidvel {(Uy, x4)} tal que:

(a) Para todo par o, € A, com xo(Us) Nxs(Up) = Wap # 0 a diferencial da

mudanca de coordenadas xgl o x, tem determinante positivo.

Se M é orientavel, a escolha de uma estrutura diferenciavel satisfazendo a condi-
¢ao (a) é uma orientagao para M. Duas estruturas diferencidveis satisfazendo a condigao

(a) determinam a mesma orientacdo se a unido delas ainda satisfaz a condicao (a).

Exemplo 2.1.14. (a) Toda variedade cujo atlas possui uma unica parametriza¢do
¢ orientavel, pois o atlas consistindo desta unica parametrizacao é trivialmente

coerente (isto ¢, det(xg" o x4) >0).

(b) Variedades que podem ser cobertas por duas parametrizagoes cuja interser¢io €
um conjunto conexo também sao orientdveis. Se na interse¢io o determinante
da derivada da mudanga de coordenadas é negativo, basta trocar a ordem das
variaveis em uma das parametrizacoes, para mudar o sinal do determinante e

assim obter um atlas.
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(c) A esfera S™ pode ser coberta por duas projecoes estereogrificas que se interceptam

ao longo de um conjunto conezo (a interse¢io € a esfera menos os polos).

Uma superficie que nao satifaz o item (a) da Definigao|2.1.13|é dita ndo-orientavel.

Os préximos resultados sdo devidos a colchetes de Lie.

Defini¢do 2.1.15. Sejam X e Y campos de vetores em X(M). Definimos o colchete
de Lie dos campos X eY, denotado por [X,Y] como

(X Y](f) = X(Y(f)) = Y (X(/)),
para toda f € C®(M).

Proposicdo 2.1.16. Sejam X eY campos diferencidveis de vetores em uma variedade

diferencidvel M e sejam

X:Zal@ & Y:Zb](?]
i=1 j=1
as expressoes de X e Y associadas a um sistema de coordenadas locais x : U —
M. Entao existe um tnico campo de vetores [X,Y], dado pela Defini¢cao cuja

expressao em coordenadas locais €:

n

(X, Y] = Mz_:l (@i0;(b;) — b:0i(a;)) 0;.
Segue entao que:
Proposicao 2.1.17. Se X,Y,Z € X(M), a,b,c,d € R e f,g € C*(M), entao:
(a) [aX +bY,Z] = a[X, Z) 4 D]Y, Z] ¢ [X,cZ+dW]=c[X,Z] + d[X, W]
(b) [X,Y] = —[Y, X]

(c) [ X, Y], Z]+ Y, Z], X]+ [[Z, X],Y] =0 (Identidade de Jacobi)

(d) [fX,gY] = fglX. Y]+ X (9)Y — gV (f)X.

2.2 FORMAS BILINEARES SIMETRICAS

Seja V' um espago vetorial de dimensao finita. Uma forma bilinear b : V xV — R

¢ uma aplicagao que satisfaz:
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1. b(au,v) = ab(u,v) = b(u, av);
2. b(u+ w,v) = b(u,v) + b(w,v);
3. b(u,v+w) = b(u,v) + b(u,w),

para todo u,v,w € V.

A forma b é dita simétrica se b(u,v) = b(v,u), para todo u,v € V.
Definicdao 2.2.1. Dizemos que a forma bilinear b é:
1. Positiva definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) > 0;
2. Negativa definida se para todo v € V' com v # 0 implicar b(v,v) < 0;
3. Nao-degenerada se b(v,w) = 0 para qualquer w € V implicar v = 0.

O caso em que b é semi-definida é andlogo trocando apenas a desigualdade estrita.
Se b é uma forma bilinear simétrica em V entao para qualquer subespaco W C V, a

restricao b‘W W denotada por b‘W é ainda simétrica e bilinear.
X

Definicago 2.2.2. O indice v de uma forma bilinear simétrica b em V € o maior

inteiro que denota a dimensao do subespaco W de V' tal que b‘W ¢ negativa definida.

Assim 0 < v < dimV, ev =0 se, e somente se, b é positivo definido. A funcao
q : 'V — R dada por g(v) = b(v,v) é chamada a forma quadrdtica associada de b.
Em alguns casos é mais conveniente trabalhar com a forma quadratica do que com a
propria b, e nao ha perda de generalidade pois b pode ser recuperada pela identidade
de polarizagao

bu,) = 5(afu +v) — aw) — a(v))

Se e1,...,e, ¢ uma base para V, a matriz (b;j),xn = b(e;, €;) é chamada matriz

de b relativa a base eq,...,e,. Uma vez que b é simétrica, esta matriz é simétrica.

Lema 2.2.3. Uma forma bilinear simétrica é ndo degenerada se, e somente se, a

matriz relativa a uma base (e portanto a todas) € invertivel.
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Demonstragio. Seja ey, ..., e, uma base para V. Se u € V', entao b(u,v) = 0 para todo

v € V se, e somente se, b(u,e;) =0 para ¢ = 1,...,n. Uma vez que (b;;) é simétrica,

b(u,e;) =b (Z uje;, ei> = ugblej,e) = bijuy.
j J J

Assim b é degenerada se, e somente se, existem ntimeros nao todos nulos uy, . . ., u, tais
que >, byu; = 0 para i = 1,...,n. Mas isso ¢ equivalente a dependéncia linear das

colunas da matriz (b;;), isto é, (b;;) ser singular. m

Definicao 2.2.4. Um produto escalar g em um espago vetorial V € uma forma bilinear

simétrica e nao degenerada sobre V

Exemplo 2.2.5. 1. Um produto interno € um produto escalar positivo definido.

Quando V =R", temos o produto interno canonico definido por

U-v= ZUZUZ
i

Muitas propriedades do produto interno valem para produtos escalares, porém
alguns fenomenos novos surgem quando g é indeterminado, isto é, g(v,v) = 0,

mas v # 0.

2. Observemos que mudando um sinal do produto escalar usal do R* consequimos

um exemplo de escalar indefinido.Defina g : R?> x R? — R dado por
g(u,v) = uv; — ugvs.

Observe que g € simétrica e bilinear. Considerando a base {(1,0),(0,1)} do R?,

que g € nao degenerada. Assim, g ¢ um produto escalar indefinido e a sua forma

quadrdtica associada é dada por q(v) = u? — u3.

Definicdao 2.2.6. Seja V' um espaco vetorial com produto escalar e seja W um subes-
pago de V. O complemento ortogonal de W € o subespaco W+ de todos os vetores em

V' que sao ortogonais a todo vetor em W, ou seja,
Wt={veV;v Ll W}
Lema 2.2.7. Se W € um subespaco de um espaco com produto escalar V, entdo

1. dimW +dimW+ =n=dimV;
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2. WHt=w.
3. Um subespaco W de V € ndo degenerado se, e somente se, V=W @& W+,

Demonstracao. 1. Dado {ey, eq, ..., €;} base de W podemos extender para uma base
{e1,...,en} de V. Temos que , v € W+ se, e somente se, g(v, ;) = Oparal <i < k.

Em termos de coordenadas temos que

g(v,e;)) =g (Z vj€j, ei) = ZUJ' glej e) = Zgiﬂ}j =0 (1<i<k).
j=1 j=1 j=1

Temos k equacgoes lineares e n incognitas, pelo Lema [2.2.3, g;; ¢ invertivel e, por-
tanto, as linhas no sistema linear acima sao linearmente independentes e a matriz
tem posto k. Assim o espaco das solu¢oes tem dimensao n — k. Por construgao

essas solugdes de n-uplas (v, ..., v,) fornece os vetores v = 3 v,e; de W+

2. Seja w € W. Para todo v € W+ g(w,v) = 0, entdo w € (W)L, Portanto,
W c (WH)L. Da teoria de Algebra Linear segue que

dim (W) =dimV — dim W+
=dimV — (dimV —dim W)
= dimW.

Logo, (WH)t =W
3. Observemos que
dim (W + W) + dim (W N W) = dim W + dim W+

Pelo item (1), dim W +dim W+ = dimV = n. Consequentemente, W + W+ =V

se, e somente se, W N W+ = 0. Portanto, qualquer uma dessas opg¢oes vale a

V=WaWt Mas WNW= = {w e W;wlW} =0 entao W é nio-degenerado.

]

Um subespaco W de V' é dito nao-degenerado, se g‘W for nao-degenerado. Quando
V' é um espago vetorial munido de produto interno, qualquer subespago W é também

munido de produto interno, portanto nao-degenerado.

No6s definimos a norma do vetor v € V por |v| = 1/|g(v,v)|. Um vetor v é chamado

vetor unitario se |v| = 1, i.e., se g(v,v) = £1.
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Lema 2.2.8. Todo espago vetorial munido de um produto escalar V' # {0} possui uma

base ortonormal.

Demonstrag¢io. Vamos provar por inducao.

Seja dimV = 1. Tomando v € V', v é uma base para V e g(v,v) < 0 ou g(v,v) >
0 . Segue que v, = ﬁ ¢ um vetor unitario e g(v,v) = —1 ou g(v,v) = 1 portanto, v; é
base ortonormal de V'

Supondo valido para n — 1, vamos provar para n Como g ¢ nao degenerada,
existe um vetor w; tal que g(wy,w;) # 0.Seja W = span{w,}. Como V =W & W+,
dim W+ =n —1, sendo W+ subespaco vetorial existe base {w, ..., w, } de W+ tal que
g(wi,w;) = 0 se i # j. Temos também que g(w;,w;) = 0 se i > 1, onde w; € W+,
Assim {wy, wy, ..., w,} é uma base ortogonal de V = W @& W+. Vamos ortonormalizar
essa base.

Se g(w;, w;) > 0, tome v; = @—z‘ e g(v;,v;) = 1, analogamente se g(w;, w;) < 0
tomamos v; = |Z—:| e g(v;,v;) = —1. Portanto, {vy,vs, ..., v,} é uma base ortonormal de
V. nm

Para uma base ortonormal {ey,...,e,} de um espago vetorial V munido de um
produto escalar, temos

glei,e;) = €50
onde, €; = g(ej,e;) = £l e
b = 1, SGle.
0, sei#j

Sempre que for conveniente, devemos ordenar os vetores em uma base ortonormal

para que os sinais negativos, se houver, vém primeiro na chamada assinatura (1, ..., €,)

Lema 2.2.9. Sejae; ..., e, uma base ortonormal de V', com ¢; = g(e;, ;). Entao toda

v €V € escrito de maneira unica como
v = Zeig(va €i)€;-

i

Demonstracio. E suficiente mostrar que

(U - Zgig(v7 62‘)61') 1 €j,
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para todoi=1,...,n.

De fato, sendo e; um elemento qualquer de V, temos

g (v — Zezg v ez)el,e]> = g(v,e;)) Zslg v, e;)g(ei, e;)
= 9(1% €j> - 9(% Z&:g(@z’, €j)61)

= g(v.¢;) = g(v, ¢;)
= 0.

Como e; ¢ arbitrario e a métrica é nao degenerada, segue que

v="> eig(v,e)e

Seja m de V' a projecdo ortogonal em um espago nao degenerado W. Como
uma base ortonormal {ej,...,e,} de W pode ser extendida para uma base ortonor-

mal {ej,...,e,} de V, entao
k
v) = _£9(v.e5)e
=1

Lema 2.2.10. Para qualquer base ortonormal {ei,...,e,} de V o nimero de sinais

negativos na assinatura (g1,...,&,) € 0 indice v de V.

Demonstracdo. Seja exatamente os m primeiros ¢; negativos. No caso em que g é
definida temos m = v = 0 ou m = v = n e coclui-se a demonstracao.

Entao, suponha que 0 < m < n. Segue que g é negativo definido em S =
span{ey, ...,en} e entdo m < v. Para mostrar o caso contrario, seja W um subespago

tal que g‘W ¢é negativo definido e definindo 7 : W — S por,

m
m(w) = — Zg(w, €;)e;
i=1
Temos que 7 é linear e mostraremos que 7 é injetiva. Assim, seguird que dim W < dim S
e como W é arbitrario v < dim S = m. Se m(w) = 0, entdo

w-Zezgwez e; Zszgwez Jei + Z gig(w, e;)e; = Z g(w, e;)e;

i=1 i=m+1 i=m+1
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Como w € W, temos

0> g(w,w) =g Z g(w,eei, Y. glw,ey)e;
t=m-+1 k=m+1

= Z g(waei)f](waek)g(ei:ek)
ik=m+1

= i g(w, 61)2

i=m-+1

Assim, g(w, e;)? = 0 para todo i > m, como g é ndo-generada w = 0. =

2.3 VARIEDADES SEMI-RIEMANNIANAS

No que segue, representaremos por X*(M) o conjunto das 1-formas diferencidveis

sobre M.

Definig¢ao 2.3.1. Seja M uma variedade. Um campo tensorial do tipo (r,s) em M é
uma aplicacao C=°(M )-multilinear T : X*(M)" x X(M)® — C>(M). Indicaremos por

T(M) o conjunto de todos os (r,s) campos tensoriais em M.

Ezemplo 2.3.2. Se T : X(M)® — X(M) é C>(M)-multilinear, defina o campo ten-
sorial
T:X"(M)x X(M)* — C>*(M)
por
TO,Xy,...,X,) =0(T(Xy,...,X,)).
T éC>(M)-linear, e consequentemente, um campo tensorial do tipo (1,s). Sendo assim,

iremos considerar o proprio T' como campo tensorial do tipo (1,s).

Definicao 2.3.3. Um tensor métrico g em uma variedade diferenciavel M é um tensor
do tipo (0,2) simétrico, nao degenerado em M de indice constante. Em outras palavras,
g € TYM) leva suavemente cada ponto p € M em um produto escalar g, em T,M, e

o indice de g, é 0 mesmo para todo p € T,M. Ou seja,
g : M — IYM)
p > 9p : T,M xT,M — R

(u,v) — gp(u,v)
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¢ uma aplicagdo suave tal que,
1. gp(u,v) = gp(v,u), para todos u,v € T,,M
2. gp(u,v) =0, para todo v € T,M, implica u = 0;
3. ind(T,M) = ind(T,M), para todos p,q € M com p # q.

Definigao 2.3.4. Uma variedade semi-Riemanniana é uma variedade diferencidvel

M munida com um tensor métrico g.

O valor comum v do indice de g, em uma variedade semi-Riemanniana M ¢é
chamado indice de M. Note que 0 < v < n = dim (M). Se v = 0, entdo M ¢é uma
variedade Riemanniana. Neste caso, cada g, ¢ um produto interno em T,M.

Quando v =1 e n > 2, entao M é dita uma variedade de Lorentz.

Notagdo 2.3.5. Denotemos por g = (-,-) o tensor métrico. Assim g(u,v) = (u,v),

para todo u,v € T,M e g(U,V) = (U, V), para todo U,V € X(M).

Para um sistema de coordenadas x!,..., 2" em §{ C M , as componentes de g em
i sdo

gi]‘ = (81,8J> \V/Z,]: 1,...,71.

Assim, para os campos de verores V =Y, V'0; e U =3 ;U’0;, podemos escrever g

CcOo1mo

g(U V) = (U, V)= g,;U'V7.

i?j

Como ¢ é nao degenerada temos que em cada p € M a matriz (g;;(p))nxn €
invertivel e a sua inversa é denotada por (¢¥(p))nxn. A férmula usual para a inversa
de uma matriz nos garante que as fungoes g;; sdo suaves em U. Além disso, como g ¢
simétrica, entdao g;; = g;; e consequentemente g = ¢, para quaisquer i = 1,...,n.
Finalmente em &l o tensor métrico g pode ser escrito como

9= gidx’ @ da’. (2.1)
]

Assim, se U,V € X(M) temos

g(U, V)= gij(da’ @ da?)(U, V) = g;da’(U) - da? (V) = > g U* - V7.

tj

i i
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Exemplo 2.3.6. Seja M =R", e para cada p € M temos que T,M ¢é isomorfo a R™.

Assim se (zt) ... 2") é um sistema de coordenadas usuais do R™, entdo

(up, Up) ZUU

define um produto interno em R", onde u, = 3>, u'0; e v, = >;v/0;. Desta maneira,
R™ munido com esta métrica nos da uma variedade Riemanniana chamada espago

Fuclidiano n—dimensional.

Exemplo 2.3.7. Seja v um inteiro tal que 0 < v < n. Entdo R™ munido com o tensor

métrico

2,2 ] j
(tup, vp)p Zuv + Z uv

Jj=v+1

de indice v nos da uma variedade semi- Riemanniana R}, chamado espaco semi-Euclidiano,
de indice v e dimensao n. Observe que quando v =0, R} é o espago Fuclidiano R", e
paran > 2, R} é chamado espago de Lorentz-Minkowski n-dimensional, frequentemente

denotado por L™ .

Fixando a notacao

—1,se 1< <y
€ =

+ Iise v+1<j7<mn,
entao o tensor métrico de R} pode ser escrito como
g= Z edr' ® dx'.
i

Definigdo 2.3.8. Seja M uma variedade semi-Riemanniana com tensor métrico (-, -).

Dizemos que v € T,M ¢é
1. tipo-espago se (v,v) >0 ou v = 0;
2. tipo-tempo se (v,v) < 0;
3. nulo se (v,v) =0 ev #0.

O conjunto

C,={veT,M; (v,v)=0,v#0}
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de todos os vetores nulos de T, M ¢é chamado cone nulo em p € M. Quando M é uma

variedade de Lorentz, os vetores nulos sao chamados de tipo-luz.
Para cada p € M, seja
qg - LM — R
v o— qv) = (v,v),

a forma quadritica associada ao produto escalar (, ). Temos que ¢ determina (,).

Observemos que
g(fV) = (fV, fV) = fA(V,V) = fq(V),
para qualquer V € X(M) e toda f € C°°(M). Assim, temos que ¢ ndo é C*°(M)-linear

e portanto nao é um campo tensorial.

2.3.1 Conexdo de Levi-Civita e geodésicas

Seja M uma variedade semi-Riemanniana e sejam V, W dois campos de vetores
em M. Queremos calcular a taxa de variacao de W na direcao de V,, para cada ponto
p € M. No espaco Euclidiano temos naturalmente como a derivada de um campo em
relacdo a outro. Para o nosso contexto, vamos introduzir o conceito de conexao, mas

antes.

Defini¢ao 2.3.9. Sejam u',... u™ as coordenadas naturais de R". Se Ve W =

n
17

S, W0; sdo campos de vetores em R”, o vetor

DyW = ZV(W%’)&.,
¢ chamada a derivada covariante de W na diregio de V.
Agora definiremos a conexao.
Definicao 2.3.10. Uma conexao V em uma variedade M é uma fungdo
V:X(M)xX(M)— X(M)
satisfazendo, para quaisquer V,W € X(M)

(i) VyW é C®(M)-linear em V;
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(ii) VyW é R-linear em W ;
(1ii) Vy(fW) = fVyW + V()W para toda fungio f € C(M).

Assim, VyW € chamada a derivada covariante de W na diregio de V' com respeito a

conexao V.

Na definigao anterior, (i) nos diz que Vi W é um tensor em V. Assim, podemos
examinar o seu cardter pontual , isto ¢, dado v € T, M, o vetor V,WW € T,,M, esta bem
definido e denotamos por (V,W), onde V é um campo tensorial tal que V,, = v. O
item (i77) nos diz que Vy W nao é um tensor em W.

Vejamos agora um resultado de carater algébrico, o qual nos diz que na presenca

da métrica podemos identificar campos com 1-formas.

Proposicao 2.3.11. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Se V € X(M) seja

V* uma 1—forma em M tal que
Vi(X) = (V. X),
para todo X € X(M). Entao a fungao
f X\ — XY(M)
Vio— (V) = V(X)) =(V,X)
¢ um isomorfismo C*°(M)—linear de X(M) para X*(M).

Demonstrag¢io. Primeiramente observemos que f é C°°(M)—linear, pois é dada por
uma 1—forma que é C*°(M)—linear. Para mostrar o isomorfismo, basta mostrar que a
aplicacao é uma bijecao, uma vez que ja temos a linearidade.
1. f é injetora.
De fato, seja f(V) = f(W), entao
(V. X) = (W,X), X €x(M).
Entao
(V.X)y=(WX)e(V-WX)=0cV =W,
uma vez que X € X(M) é qualquer e a métrica e ndo degenerada.

Portanto f ¢ injetora.
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2. f é sobrejetora.

E necessério exibirmos um V € X(M) tal que
0(X)=(V,X), VX e€X(M).

A unicidade é dada pelo item (7). Mostraremos que podemos encontrar um tal
campo V' em uma vizinhanga coordenada U arbitraria. Seja 6 € X*(M), entao
podemos escrever § = ¥, 60;dx’ em U e tomemos V € X(M) dado por V =

> 976;0;. Entéo desde que (g%) e (g;;) sdo matrizes inversiveis, temos

(V,0) = <29398 > Zgﬂe
= 9"0:gjx = 0ii, = O = 9(8k).
] ij

onde d;; € o delta de Kronecker. Portanto f é sobrejetora.
[

Definicao 2.3.12. Seja M uma variedade Riemanniana com uma conexdo V. Dize-
mos que a conexrdo é compativel com a métrica, quando ela satisfaz qualquer uma das

condicoes da abaixo:

1. Para todos os campos paralelos V e W ao longo de qualquer curva diferencidvel
a em M vale:

(V,W) = constante.

2. Para todos os campos vetoriais V e W ao longo de qualquer curva diferencidvel
a em M vale

d DV DW

< 7?)
3. Para todos os campos X,Y,Z € X(M) vale

X(Y,Z) = (VxY, Z) + (Y, Vx2).

Lema 2.3.13. Sejam M uma variedade Riemanniana e V uma conexdo simétrica e

compativel com a métrica de M"™. Entao, temos

2AVLX,Y) = Z(X,Y)+ X(Z,Y) - Y(Z,X) 22)
— {Z,[X, V) + (X, [Z,Y) + (Y, 2, X]), |

para todos X,Y, 7 € X(M).
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Demonstracao. Temos que:
XY, Z)=(VxY,Z)+(Y,VxZ)
Y{(Z, X)=(VyZ,X)+(Z,VyX)
Z(X,)Y)=(VzX,Y)+ (X,VzY)

Somando as duas primeiras equacoes e subtraindo a terceira temos, usando a simetria

de V que:
X(Y,Z)+Y{(Z,X) — Z(X,Y)
= (X, Z),Y) +([Y, Z], X) + ([X,Y], Z) + 2(Z, Vy X).
Portanto,
2V X,Y) = Z(X,Y) + X(Z,Y) - Y (Z,X)
— (Z,[X)Y]) +(X,[Z,Y]) + (Y, [Z, X]).
n

A equagao (2.2) é conhecida como férmula de Koszul.

Definicao 2.3.14. Seja x : U — M uma parametrizacao de M, com campos coorde-
nados Oy, ...,0,. Se
V,0; = > T0n, (2.3)
k=1

entdo as n® fungoes suaves Ffj : U — R sdo os simbolos de Christoffel da conexao em

U.

Veremos na préxima Proposicao que as propriedades da conexao de Levi-Civita

permitem mostrar que

D5 = 1S (0(gm) + 05 (gim) — Bun(g15)) 5™ (2.4

2 m=1

Em particular, temos: [0;,9;] = V,0; — V,0; = Sp_ (T}, — T%)9%). Como [9;,9;] = 0

k

entao temos Ffj = I'};, para todos ¢, j,k = 1,...,n. Além disso, segue que

k=1

Portanto Vy,0; = Vj,0;. A partir disso, dizemos que a conexao V é simétrica.
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Se M = R", entao Ffj = 0 para todos 7, 7,k = 1,...,n. De fato, seja 01, ..., 0,, um
referencial ortonormal de R”, temos ¢;; = (0;,0;) = 0,5, onde 1 < i,j < n. Logo, as
derivadas da métrica sao nulas , isto ¢ , todos os Simbolos de Christoffel sao nulos.

A conexao esta diretamente ligada a métrica, desde que acrescentemos a compa-
tibilidade e uma outra propriedade relacionada ao colchetes de Lie, é o que nos mostra

o teorema de existéncia e unicidade da conexao de Levi-Civita, mas precisamente

Teorema 2.3.15. (Levi-Civita) Em uma variedade semi-Riemanniana M eziste

uma unica conexao V tal que
1. [X,Y] =VxY — Vy X (conexio simétrica);
2. Z(X,Y) =(VzX,Y)+ (X, VzY), paratodo X,Y,Z € X(M).

Demonstracio. Para a unicidade, suponha que V! e V2 sejam duas conexodes simétricas
e compativeis com a métrica de M. Uma vez que o lado direito de ([2.2)) ndo depende

da conexao, temos

para todos XY, Z € X(M). Portanto V! = VZ.
Para a existéncia, é suficiente mostrar que a conexao existe em uma vizinhanca
coordenada. Defina V como em (2.2) e seja (U,x) um sistema coordenado de M.

Aplicando (2.2) em campos coordenados cujos colchetes de Lie sao nulos, temos

1
(Vo.9j, ) = 5 (005, 00) + 0;{0i, 0r) — 01(0;, 95) - (2.5)
Recorde que
9ij = (81,@) (§ Vaiaj = Z F?;am (26)
m=1

Inserindo em ,
Z Fzg Iml =

(0:(0;,01) + 0;(0;, 1) — 01(0;, 05)) . (2.7)

[\')\H

Finalmente, multiplicando ambos os lados de (2.7)) pela matriz inversa g** e observando
que gmlglk = 5l~cm7

1 n

5 2 (0:40;,00) + 0;(0:, &) — 0,(0;, ;) g (2.8)

=1

Iy =z
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Esta formula certamente define uma conexdao em cada vizinhanca coordenada. Além
disso, a féormula ([2.8]) garante que Fk = F’“ Assim, temos que a conexao é simétrica.
Para mostrar a compatibilidade com a métrica, mostraremos que Vg = 0. Note

que em coordenadas locais, as componentes de Vg sao da forma:
Vg(9;,0;,0k) = Ok(9ij) — (Vo,0:,05) — (0, Vo,0;)
= Ok(9is) ;I‘ (01, 0; ZF]k 0;, Op) (2.9)
. (9ij) z Thg — ; g
Usando duas vezes,
Z g + lilré‘kgil = ; (Ok (i) + Or(g5:)) = Or(gji)-
Portanto, de segue o resultado. m

Definigcao 2.3.16. Uma curva diferencidvel v : I — M € uma geodésica se

Dy
dt

Dados p € M e v € T, M, existem ¢ > 0 suficientemente pequeno e uma unica
geodésica v, : (—¢&,e) — M, tal que 7,(0) = p e 7,(0) = v.
Encerraremos com alguns conceitos relativos a tensores numa variedade diferen-

cidvel M.

Definigdgo 2.3.17. A derivada covariante de um (1,r)-tensor T é um (1,r+1)-tensor

VT dado por

VT(Xl, .o ,XT,Z) = (VZT)(Xl, e 7Xr)
= Z(T(X1,..., X)) = T(VzXy,..., X,)
—T(Xy,...,VzX,).

Dizemos que um tensor é paralelo quando V7' = 0. Em particular, se Z € X(M),

convém considerar o (1, 1)-tensor
VZ: X(M) — X(M)

dado por VZ(X) = VxZ. Neste sentido, dizemos que um campo é paralelo se VZ = 0.
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Exemplo 2.3.18. Em uma variedade semi-Riemanniana M™ com métrica g e a co-
nexdao V compativel com a métrica, temos que Vg = 0. De fato, seja X,Y,Z campos

de vetores. Temos que:

Vg(X,Y,Z) =V59(X,Y)
=79(X,Y) = g(VzX,Y) - g(X,VzY)
= Z(X,Y) — (VzX,Y) — (X,V,Y)
= (VzX,Y) + (X, VYY) — (V,X,Y) — (X,V,Y) =0.

2.3.2 Curvaturas

Definicdo 2.3.19. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. O tensor curvatura R

de M € a aplicagdo
R : XM} — X(M)
(X,Y:Z) — R(X,Y;Z) = — VXVyZ—f—Vvaz—i-V[X’y]Z.

Uma vez que fixados os campos X,Y € X(M), podemos considerar o operador curvatura

R(X,Y) dado por

Z s RX,Y)Z =R(X,Y,Z).

Se M = R" o tensor curvatura R de M ¢é nulo. Sejam X,Y e Z campos diferen-

cidveis em R" e Z = (z1,...,2,), entao

VxZ=(Xz,...,Xz,) e VyZ=(Yz,....,Yz,).

Logo,
e

VixyZ = (X, Y]z, ..., [X,Y]z,).
Portanto

R(X, Y)Z =—-VxVyZ+VyVxZ+ V[Xy]Z =0.
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Observemos que o tensor curvatura é linear em relacao a aditividade e trilinear
em relagdo ao produto com elementos do anel C*°(M). Além disso, o tensor curvatura

satisfaz as seguintes propriedades:
Proposicao 2.3.20. Se X,Y,Z, W € X(M), entao
1. (RIX,Y)Z, W)Y+ (R(Y,Z2)X, W)+ (R(Z, X)Y,IW) =0;
2. (RIX,Y)Z,W)=— (R(Y,X)Z,W);
3. (R(X,Y)Z, W) =— (R(X, Y)W, Z);
4. (R(X,Y)Z, W) =(R(Z,W)X,Y).
Demonstracao. 1. Basta mostra que
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
De fato, pela simetria da conexao temos:

R(IX,Y)Z+R(Y,Z)X +R(Z,X)Y
= —-VxVyZ +VyVxZ +Vixy)Z —VyVzX +VzVy X
+ V21X = VzVxY + VxV2Y + Vix n)Y
=Vy[X,Z]+ V.[Y, X+ Vx[Z)Y]
- Vix2Y = Vyx1Z — Vizy X
=W X 2]+ 2 [V X[+ [X, [Z, Y] = 0,

onde, na ultima igualdade foi usada a identidade de Jacobi em colchetes de Lie.
2. Segue imediatamente da definicao.

3. Pela multilinearidade do tensor R, escrevemos:
(RX,YYZ+W, Z+W)=(R(X,Y)Z+W,Z)+ (R(X,Y)Z + W, W)
=(R(X,Y)Z,Z) + (R(X, Y)W, Z) + (R(X,Y)Z, W)
+ (R(X, Y)W, W).

Logo, se mostrarmos que (R(X,Y)T,T) = 0 estaremos concluindo que:

(RIX,Y)Z+W,Z+W) =(R(X,Y)Z,Z) = (R(X,Y)W,W) = 0,
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ou seja,

(RIX,Y)W, Z) + (R(X,Y)Z, W) = 0.
Agora observe que:
(R(X,Y)Z,Z) = (VyVxZ =V xVy +Vixy|Z, Z).
Da compatibilidade da conexao com a métrica,
Y(VxZ,7) = (NyVxZ,Z)+ (NxZ,VyZ),

ou seja,

(VyVxZ,72) =Y (NxZ,Z) —(VNxZ,VyZ).
Da mesma forma,
(VxVyZ,7)=X(NyZ,7Z) — (NyZ,NxZ).
Além disso também temos que:
X(Z,Z) =(VxZ,Z)+(Z,NxZ)=2VxZ,7Z)

implicando em

(VxZ,2) = ;X<Z, Z).

Dai,
1
(VixvZ, Z) = §[X’ Y(Z,Z).

Assim, por (1.91),(1.92) e (1.93) temos:
(R(X,Y)Z,2) =Y (VxZ.2) — X(NyZ,Z) + ;[X, Y(Z, Z)
= ;Y((X(Z, Z)) — ;X(Y(X, Z)) + ;[X, Y(Z,Z)

_ —;[X, Y|(2,7) + é[x, Y](Z,7) = 0.

4. Para demonstrar o tltimo item, usaremos o item (i) e escreveremos
(R(X,Y)Z,W) + (R(Y. Z)X, W) + (R(Z, X)Y.W) =0,

(RYY,Z)W, X) + (R(Z, W)Y, X) + (R(W,Y)Z,X) =0,

(R(Z,W)X,)Y)+ (RW, X)Z,Y)+ (R(X,Z)W,Y) =0,
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(RW, X)Y,Z)+ (R(X, Y)W, Z) + (R(Y,W)X, Z) = 0.
Aplicando o item (i7), somando as equagdes acima, obtemos
2R(Z, X)Y,W) + 2(R(W,Y)Z,X) =0
e, portanto,
(R(Z,X)Y,W) = (R(Y,W)Z,X) = 0.
|

Para o nosso estudo, é mais conveniente ver o tensor curvatura em um sistema de

coordenadas. Seja (U, x) um sistema de coordenadas em torno do ponto p € M. Entao,
R(0;,0;)0 Z RZ] w0l

Assim Rl]k sdo as componentes da curvatura R em (U, z). Para exprimirmos lek em

termos dos coeficientes de Christoffel Ffj da conexao Riemanniana, escrevemos,

ik = Zrékrj‘l - Zré‘krfz +0;(T,) — 0i(T3).
1 1
Fazendo
<R(az, (9 8k, ZRngls = z]k57

poderemos escrever as identidades da Proposu;ao 2.3.20] da seguinte forma:

Rijis + Rjris + Riijs = 0,
Rijks = —Rjixs = —Rijsi = 0 (2.10)
Rijks = Rsij-
Observemos que sempre que p € M e v,w € T,M gerarem um subespaco bi-
dimensional nao-degenerado de T,M, segue do Lema que |z|?ly|* — (z,y)?* # 0.

Portanto, podemos definir a seguir a curvatura seccional que esta intimamente relaci-

onado com o operador de curvatura.

Lema 2.3.21. Seja o C T,M wm subespago bi-dimensional nao-degenerado do espago

tangente T,M e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(R(z,y)x,y)
Bew) = geyr - yp

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.
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Demonstracao. Para qualquer duas bases de o podemos relaciona-las pelas equagoes

v =azx + by,
w = cx + dy,

onde o determinante dos coeficientes ad — be é diferente de zero. Um cdalculo mais

aprofundado mostra que

(R(v,w)v,w) = (ad — be)*(R(z,y)z,y),

([o]*[w]* = (v,w)?) = (ad — be)* (|2 |y|* — (z,)*).

Portanto K(v,w) = K(z,y). =

Agora podemos definir a

Definicdo 2.3.22. Dado um ponto p € M e um subespaco bi-dimensional o C T,M,
o nimero real K(z,y) = K(0), onde {x,y} € uma base qualquer de o, é chamada a

curvatura seccional de o em p.

Se uma aplicacdo multilinear F' : T,(M)* — R satisfaz as propriedades ([2.3.20)),
dizemos que F' é tipo-curvatura. Sendo F' tipo-curvatura, das propriedades ([2.3.20)),
segue que se F(x,y,z,y) = 0, para todos x,y € T,M tais que o0 = span(z,y) ¢ um

plano nao-degenerado, entao F' = 0. Com isso, pode-se mostrar que:

Lema 2.3.23. Seja F' uma fungao tipo-curvatura em T,M tal que

F(x,y,z,y)
(z,2)(y, y) — (7,9)?

K(z,y) =
sempre que o = span(x,y) € um plano ndo-degenerado. Entao,
(R(z,y)z,w) = F(x,y, z,w),
para todos x,y, z,w € T,M.

Uma variedade semi-Riemanniana M tem curvatura constante se a fungao cur-
vatura seccional é constante. O préximo resultado nos da uma férmula simples para R

quando K é constante.
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Corolario 2.3.24. Se M tem curvatura seccional constante C', entao

R(z,y)z = C({z,7)y — (2,y)7).

Demonstragio. Observe que definindo F(z,y, z,w) = C({z, z){y, w) — (z,y)(z, w)), te-
mos que F' é uma fungao tipo-curvatura em cada ponto, e F'(z,y, z,y) = C((z,z){(y,y)—
(x,y)?). Se 0 = span(x,y) é um plano nao-degenerado, entio

F(aj’ y) x’ y)

Koy =0= (z, 2)(y, y) — (z,9)*

e o resultado segue do lema anterior:

(R(z,y)z,w) = F(r,y,z,w) = C((z,2){y, w) = (2,9){z, w))

ou seja,
(B(z,y)z,w) = C({z,2){y, w) — (z,y){z, w)).

Definigcdo 2.3.25. Sejam M uma variedade semi-Riemanniana, p € M, {ey,...,e,}
um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga de p e €; o sinal de e;. A apli-
cagdo C®(M)-bilinear Ric: X(M) x X(M) — C*(M), definida em p por
Ric(X,Y) =) e(R(X,e)e;,Y) (2.11)
i=1

¢ chamada curvatura de Ricci de M.

Observemos que o valor de Ric(X,Y") em p independe do referencial escolhido.Além

disso, o tensor de Ricci é simétrico

M=

Ric(X,Y) =) e(R(X,¢e)e;,Y) = i&(R(@z‘aX)Y, e;)

1

~.
I

Il
M=

ei(R(Y,e;)e;, X) = Ric(Y, X).

1

<.
I

Em particular, se existe k € R tal que
Ric(X, X) > r(X, X)

para qualquer X € X(M), dizemos que a curvatura de Ricci de M é limitada inferior-

mente.
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A curvatura escalar é o traco da curvatura de Ricci . Isto é, tomando o trago na

equagao (2.11)),
S = e;Ric(ej, e;) (2.12)

=1

obtemos a curvatura escalar de M™.

Definicao 2.3.26. Uma variedade Riemanniana M™ € dita ser uma variedade de

Finstein se existe uma funcdo suave f : M™ — R tal que
Ricy(X,Y) = f(p)(X,Y)p,
para todo X,Y € X(M).

Seja {eq, ..., e, } é um referencial como na Defini¢ao [2.3.25] segue que
S(p) = tr(Ric,) = 3 _ Ricy(ej, ¢;) = f(p) Y _ej,¢;) = nf(p)
J J

Donde, f(p) = %S (p). Assim, M"™ é uma variedade de Einstein se e somente se

Ric,)(X,Y) = Sff”(x, Y),, pe€M" e XY € X(M).

Exemplo 2.3.27. Seja M? uma variedade Riemanniana. Podemos considerar sua

curvatura seccional como uma fungio K : M?* — R. Se {e1,ea} € uma base ortonomal

para T,M temos pelo Coroldrio |2.5.24] que

[\

Ric(X,Y) =Y (R(X,¢)Y, e;)
— Z:<K(p)(<x, Y)ei — (e, Y)X),e;)

— K() S (XY e ) — K(0) 3K, Y)

=1 =1

Por S(p) = 2K(p). Assim, Ric(X,Y) = @(X7 Y).
Portanto, wma variedade Rimanniana 2-dimensional é uma variedade de Eins-

tein. Logo, toda superficie é uma variedade de Einstein.
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2.3.3 Alguns operadores diferenciaveis

Estenderemos agora os conceitos de vetor gradiente, divergente, Hessiano e Lapla-
ciano para variedades semi-Riemannianas. O referencial Ey, ..., E, sempre denotara

um referencial ortonormal em um ponto p € M com assinatura ¢; = (E;, E;).

Definigao 2.3.28. O gradiente de uma fungao f € C*(M), o qual denotaremos por

V[, é um campo vetorial metricamente equivalente a diferencial df € X*(M). Assim

(Vf, X) =df(X) = X(f),
para todo X € X(M).

Em termos de um sistema de coordenadas (U, x) de M, V f pode ser escrito como

segue:
)
Vi=> g" f.aj. (2.13)
o o
Com efeito, sejam p € M e 0y, ..., 0, um referencial. Recordemos que

P ,
df = Zagﬁdﬂ.

Aplicando a Definigao [2.3.28]

) , 0
(V.0)) = df(0) = - L ant(a,) = 2L

)

Como V f um campo vetorial, podemos escrever
V=2 a0
J

logo
(Vf,0) = <Z ajﬁj,8i> = a;(0;,0;) = > a;gs;,
j j j

o que implica a; = 3=; g7 (V f, 0;). Portanto

) ;0
Vi=3a;0; =3 g7 (V].0)0; = > 9" ailaj’
J v

ij

o que mostra o afirmado.

Proposicao 2.3.29. Se f,g € C*°(M), temos
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(a) V(f+9)=Vf+Vy;
(b) V(f9) = fVg+gV/f.
(c) VE=HN(f)Vf, onde F=ho f com h:R — R uma fungio suave.

Demonstragio. Seja X € X(M). Para mostrar o item (a) vejamos que da Defini-

cao [2.3.28] temos
(V(f +9), X) = (X)(f +9) = X(f) + X(g) = (V[, X) + (Vg, X) = (V[ + Vg, X)

Assim,

(V(f+9)=Vf—-Vg,X)=0.
Como X foi escolhido arbitrariamente, segue que
V(f+9)=V[+Vg

Para o item (b), vemos que

(V(fg), X) = X(fg) = gX(f) + [X(9) =9V}, X)+{fVg, X) =gV [+ [Vyg,X).
Dai,
(V(fg) —9gVf—fVg,X)=0,
e consequentemente,
V(fg)=gVf+[fVyg.

O item (c) segue de modo andlogo, basta ver para todo X que

(VE,X) = X(ho f) =h()X(f) =HW()IV]X) = B (VX
Assim,
VE =N (f)V],
mostrando o desejado. m

Proposicdo 2.3.30. Seja f € C*°(M). Dadosp € M ev € T,M, seja a: (—¢e,e) —

M uma curva diferencidvel tal que a(0) = p e o/(0) = v. Entao

(V1,0) = S (F 0 a)()

t=0

Em particular, se p é um ponto de mdximo ou minimo local para f, entao V f(p) = 0.
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Demonstragio. Seja V uma extensao local de v. Entao

(V1,0) = (V@) = 5(F o)

t=0

Suponhamos agora que p seja um ponto de maximo local para f (o caso minimo local
¢ analogo). Entao, existe uma vizinhanga aberta U C M de p tal que f(p) > f(q) para
todo ¢ € U. Assim, se v e a sdo tais que a(0) = pe o/(0) = v, entdo foa: (—e,6) - R

tem um maximo local em 0, donde

(Vi) = S(Toa)t) =0.

t=0

Uma vez que v € T,,M foi escolhido arbitrariamente, segue que Vf(p) =0. m

Defini¢do 2.3.31. Seja f € C°(M). Dizemos que p € M é um ponto critico de [ se
Vf(p)=0.

Da Proposicao [2.3.30] temos que todo ponto de maximo ou minimo local de f é

um ponto critico de f.

Proposigao 2.3.32. Seja M uma variedade semi-Riemanniana coneza e f € C(M).

SeVf=0em M, entao f é constante em M.

Demonstracao. Fixemos p € M e seja

A={qeM; f(g) = f(p)}

A continuidade de f garante que A é fechado. Sendo A # (), se mostrarmos que A é
aberto, seguira da conexidade de M que A = M e consequentemente, f sera constante.
De fato, seja ¢ € A e U C M uma vizinhanca coordenada conexa de ¢ em M. Para

todo r € U, existe uma curva diferenciavel « : [0, 1] — U tal que a(0) = g e a(l) =r.

Da Proposicao [2.3.30] temos que
d
9 (foa)t) = (V/./) = 0.
Assim a funcao f o « é constante em [0, 1]. Em particular,
fp) = fq) = (fea)(0) = (foa)(l) = f(r),

donde r € A. Como r € U foi escolhido arbitrariamente, segue que U C A e portanto,

A é aberto. m
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Definigio 2.3.33. Dado um campo vetorial X € X(M) definimos a divergéncia do
campo X como a fungao div X : M — R dada por

divX =tr(Y(p) = VyX(p)), p€e M.
Em particular, se Ey, ..., E, é um referencial ortonormal, escrevemos
div X = Zgi<inXv E;).
A seguinte proposicao destaca algumas propriedades do divergente.
Proposicdo 2.3.34. Se X, Y € X(M) e f € C*(M), temos
(a) div(X +Y)=divX +divY;
(b) div(fX) = fdivX + X(f).

Demonstragio. Para provar o item (a), lembremos que o trago é um funcional linear,

fazendo uso da Definigao [2.3.33] temos

div(X+Y)=tr(V(X+Y)) =tr(VX + VY) =tr(VX) + tr(VY) = divX + divY.
Para o item (b), seguimos de modo analogo

div(fX)=tr(V(fX)) =tr(fVX +dfX) = ftr(VX) + tr(df (X)) = fdivX + X(f).
O que conclui a demonstragdo. =

Definigao 2.3.35. Seja f : M — R uma fung¢ao diferencidvel. O Hessiano de f,
denotado por Hess f, € o campo tensorial Hess f : X(M) x X(M) — C>(M) dado por

(Hess f)(X,Y) =(VxVf,Y).
O proximo resultado, nos da algumas propriedades do Hessiano.
Lema 2.3.36. O Hessiano de f é um campo tensorial do tipo (0,2) simétrico tal que
(Hess f)(X,Y) = X(Y(f)) = (VxY)/,

para todos X, Y € X(M).
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Demonstragio. Hess f é C*°(M)-linear em cada entrada.Pois,

(Hess f(gX + Z,Y) = (Vyx+2V [, Y)
= (gVxV [+ VsV Y)
= (gVxVY)+(VV]Y)
=g(Hess f)(X,Y)+ (Hess f)(Z,Y).

Desta forma, Hess f é um tensor do tipo (0, 2).

Como (Vf,Y) =Y (f), temos que

XY (f)=X(VY)=(VxVLY)+((Vf),VxY)
= (Hess f)(X,Y)+ ((V[),VxY) (2.14)
= (Hess f)(X,Y) + (VxY)f,

para todos X,Y € X(M).

Para a simetria, vamos usar a definicdo dos colchetes. Observe que por um lado
(X, Y](f) = X(Y () = Y (X())),
mas por outro lado usando a simetria da conexao de Levi-Civita, temos
[(X,YI(f) = (VxY)f = (Vv X) f,

dai
XY (f) = (VxY)f =Y (X(f)) — (VyX)[.

Assim pela equacao temos
(Hess [)(X,Y) = Y(X(f)) = (VyX)[f = (Hess [)(Y, X),
para todo X,Y € X(M). O que conclui o Lema. m

Definic¢do 2.3.37. Seja M uma variedade semi-Riemanniana. Definimos, A : C*°(M) —
C*>(M) o operador Laplaciano de M por

Af =tr(Hess f),

para todo f € C®(M).
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Observe que o Laplaciano também pode ser visto da seguinte maneira:
Af = 251 (Hess f)(FE; 252 VeV, E)=div(Vf). (2.15)
Proposigio 2.3.38. Se f,g € C*(M), temos
(a) A(f +9) = Af + Ag;
(b) A(fg) = fAg+gAf+2(Vf,Vyg)
(c) AF =N (f)Af+h"(f)|Vf|?, onde F = foh com h:R — R uma fungio suave.

Demonstragio. Observemos que o item (a) segue diretamente da Defini¢ao e do
primeiro item da Proposicao .

A(f +9) = div(V(f + g)) = div(Vf + Vg) = div(Vf) + div(Vg) = Af + Ag.

Para o item (b), faremos uso da Proposicao [2.3.29| e da Proposicao [2.3.34

A(fg) = div(V(fg)) = div(fVg+ gV )
= div(fVg) + div(gV f)
= fdiv(Vg) + Vg(f) + gdiv(Vf) + V[(g)
= fdiv(Vg) + gdiv(V f) +(V [, Vg) +(Vg, V)
= fdiv(Vg) + gdiv(V f) + 2(V f,Vg)
= fAg+gAf+2(Vf,Vg).

Finalmente, para a prova de (¢) usaremos a expressao para o gradiente de uma fungao

composta, item (c¢) da Proposigao [2.3.29, Ou seja,

AF = div(VF) = div(k (f)V f)

— W(f)div(V )+ VFR(f))
=W (f)div(V f) + (V[ VI'(f))
= W (f)div(V f) + 1" ())|V fI.

Concluindo a demonstracao. m
Finalizaremos esta secao apresentando algumas consequéncia do Teorema de Sto-

kes.
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Teorema 2.3.39. (da divergéncia) Seja M™ uma variedade Riemanniana compacta
orientada e X € X(M). Se o bordo de M é munido com a orientagcio e a métrica

induzidas por M e v denota o normal unitdrio exterior a M ao longo de OM , entdo

/M(dw X)dM = [ (X,v)d(0M).

Note que no caso de v ser o normal unitario interior a M ao longo de OM, o

segundo membro da igualdade no Teorema [2.3.39 muda de sinal.

Definicdao 2.3.40. Dizemos que uma variedade Riemanniana € fechada, quando ela

¢ compacta e possui fronteira vazia (OM =10).
Nesta configuracao, temos

Coroldario 2.3.41. Se M™ é uma variedade Riemanniana fechada, orientada e X €
X(M), entdao

/ (div X)dM = 0.

M

Defini¢cdgo 2.3.42. Sejam M uma variedade Riemanniana e f € C*(M). Dizemos

que:
(a) f é harménica quando Af =0 em M";
(b) f € subharmonica quando Af >0 em M™;
(c) f é superharmonica quando Af <0 em M".

Teorema 2.3.43. (Hopf) Se M é uma variedade Riemanniana fechada, orientada

e conexa, entdo toda fungio subharmonica f € C*(M) é constante.

Demonstragio. Considerando X = V f no Teorema [2.3.39, escrevemos

/AfdM /May (OM),

onde % = (Vf,v) é a derivada normal de f ao longo de M. Por outro lado, como

estamos supondo que M = (), segue da igualdade acima,

/M AfdM = 0.
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Como f ésubharmonica, pela Definicao[2.3.42) Af > 0. Assim devemos ter que Af =0
sobre M. Agora fazendo g = f no Proposicao [2.3.38|item (b), concluimos

0= [ AUHaM = [ (7Af+[VFR)dM = [ |Vf[2ad > o,

Portanto, |V f| = 0 e consequentemente Vf = 0 sobre M. Segue entao da Proposi-
¢ao [2.3.32) que f é constante em M. =

Em particular o resultado é valido para toda fun¢ao harmonica e superharmonica.

Definicao 2.3.44. Uma variedade Riemanniana M™ € dita ser parabdlica se as fun-
coes constantes sao as unicas fungoes subharmonica sobre M"™ que sao limitadas supe-

riormente, isto é para uma funcdao u € C*(M)
Au>0 e u<u" <+oo implica em wu = const.

A partir dessa definigao, o seguinte resultado devido a Alias e Caminha (AL{AS
L; CAMINHA, 2017)), serd importante para a obtengao dos resultados principais dessa

dissertacao.

Proposigao 2.3.45. Uma variedade Riemanniana completa (nao-compacta) e conexa

¢ parabolica se, e somente se, cada funcao subharmaonica positiva limitada é constante.

Demonstracio. A parte "se" segue diretamente da definicao sem a necessidade da po-
sitividade da funcdo. E suficiente provar a parte "somente se". Assim, seja M™ uma
variedade Riemanniana completa ndo compacta e conexa tal que cada fungao positiva
limitada e subharmonica é constante.

Se u : M™ — R é uma func¢ao subharmonica a qual é limitada por cima e g = e*,
entdo g é uma funcao suave limitada e positiva em M™. Além disso, das propriedades

dos Laplaciano, nao é dificil verificar que
Ag = gAu + g|Vu|?

assim g ¢ também subharmoénica. Entao, nossas hipoteses mostram que g é constante
e, uma vez que Vg = gVu, segue que Vu = 0. Portanto, u é também constante, e M™
é parabdlica. m

Finalizamos esta secdo enunciando um resultado classico devido A. Huber cuja

prova pode ser encontrada em (HUBER, [1957)).
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Proposicdo 2.3.46. Toda superficie completa e nao-compacta com curvatura Gaus-

stana nao-negativa € parabolica.
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3 VARIEDADE DE LORENTZ

Nesta secao apresentaremos alguns conceitos fundamentais e propriedades das

variedades de Lorentz. Iniciaremos relembrando a seguinte definicao:

Definicdo 3.0.1. Uma variedade de Lorentz (M, q) é uma variedade semi-Riemanniana

cuja métrica g possui indice igqual a 1.

O exemplo mais simples de variedade de Lorentz é o espaco de Lorentz-Minkowski

que nada mais é que o espaco Euclidiano R munido com a métrica

<ZL’, y> = Z TilYi — Tn+1Ynt1-
i=1

O espaco R™™! com esta métrica Lorentziana é conhecido como espaco de Lorentz-
Minkowski e denotado por L"*!. Assim como o espaco Euclidiano, o Lorentz-Minkowski

também possui curvatura seccional constante e igual a zero.

Exzemplo 8.0.2. Seja L™ o espaco de Lorentz-Minkowski com seu produto escalar
usual (-,-), com relagio a forma quadrdtica

n

q(x) =D @l — T

i=1
Para n <2, o espago de Sitter n-dimensional é a hiperquddrica

Si(r) = {a: = (21,...,0pp1) €L (2, 2) = r2}.

Se f: L' — R € a fungio definida por f(z) = (x,z), entio f € diferencidvel e tal
que St(r) = f~1(r?). Denotemos por V° a conexdio de Levi-Civita de L™*'. Uma vez
que o gradiente V°f ndo se anula em nenhum ponto de f~'(r?), temos que S}(r) é

uma hipersuperficie mergulhada em "L, De fato, como
(VOf. X) = X(f) = X{z,2) = 2(Viz,7) = (2X, ),
para todo X € X(L). Dai V°f(x) = 2z e portanto
[V (2)* = 4r* £ 0,

para todo x € f~1(r?).
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3.1 ORIENTACAO TEMPORAL

Seja V' um espago vetorial Lorentziano, isto é, um espaco vetorial munido de um

produto escalar de indice constante igual a 1. Considere o conjunto
T ={ue V;{u,u) <0}.

Para cada u € 7 defina
C(u) ={v e T;(u,v) <0}

chamado o cone tipo-tempo de V' contendo u.

Como primeiro resultado, temos o seguinte lema.
Lema 3.1.1. Sejam v,w € T. Entao,
1. O subespago {v}+ é tipo-espago e
V = span{v} ® {v}*.
Consequentemente, T € a unido disjunta de C'(v) e C(—v), onde

C(—v)=-C(v) ={v e T;{u,v) > 0};

2. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz reversa)
(v, w)| = [v[|w],

onde |v| = \/—(v,v), valendo a igualdade se, e somente se, v e w sao linearmente

dependentes;

3. Sev € C(u) para algum u € T, w € C(u) se, e somente se, (v,w) < 0. Conse-
quentemente

we C(v) <= v e C(w) <= C(v) =C(w).

Demonstragao. 1. Afirma-se que span{v} é ndo degenerado com indice igual a 1.

De fato, sendo v um vetor tipo-tempo, temos que

ind(span{v}) = 1.
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Agora suponha que u = av € span{v}, a € R. Entao se (u,v) = 0 e sendo v

tipo-tempo, temos (v,v) = —32, para algum 3 € R*. Dali,
0= (u,v) = {av,v) = —af?
logo segue que, a = 0. Portanto u = 0 de concluimos que o subespago span{v} é

nao degenerado o que mostra a nossa afirmacao.

Agora, sendo span{v} subespago nao degenerado com indice 1, entao pelo Lema

@27)
V = span{v} @ span{v}*+ = span{v} @ {v}~*

1 =ind(V) = ind(span{v}) + ind(v") = 1 + ind(v").
Assim, ind(v') = 0 e portanto {v}* ¢ tipo-espago.

Afirmemos agora que

T =C(v)UC(—v),
onde esta uniao ¢ disjunta.

De fato, se z € T entdo z € V e (z,2) < 0. Como V = span{v} @& {v}+ entdo

z=av+w, coma € R* e w € {v}*. Logo,
(z,v) = (av +w,v) = (av,v) + (w,v) = —af>.

Se a > 0 entdo (z,v) < 0, e neste caso, z € C(v). Agora se a < 0 entao (z,v) > 0.

Equivalentemente (z, —v) < 0 e neste caso, z € C(—v), ou seja,
ze€T =2€C(v) ou ze€ C(—v).

Reciprocamente, se z € C'(v) UC(—v) entao z € C(v) ou z € C(—v). Se z € C(v)
entdo z € T e (z,v) < 0. Se z € C(—v) entdo z € T e (z,—v) < 0. Em qualquer

caso, z € T e portanto T = C'(v) U C(—v).

. Escreva w = av + @, com a € R e @ € {v}t. Sendo {v}* tipo-espago entdo

(w,w) > 0. Como w € T entdo (w,w) < 0. Assim

(w,w) = (w = av + B, w = av + D) = a*(v,v) + (D, D),
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logo

= |w[*o]*,
uma vez que, — (w0, w)(v,v) > 0.

Além disso a igualdade ocorre se, e somente se, (w,w) = 0, isto é W = 0. Assim,

a igualdade acontece se, e somente se, w = awv.

. Queremos mostrar que se v € C(u) e w é tipo-tempo entdo w € C(u) se, e

somente se, (v, w) < 0.

u

Como C (

| ’> = (C(u), assumiremos que u é um vetor unitario tipo-tempo.
U

Escreva v = au + 0 e w = bu + @, com a,b € R* e 9, @ € {u}*. Como v e w sdo
vetores tipo tempo, entdao (v,v) < 0 e (w,w) < 0. Dali,
0> (v,v) = (au + U, au + v)
= a*{u, u) + (0, 0)
= —a*(—(u,u)) + [0
— —a?fuf? + o] = —a® + [0l
Com um célculo analogo encontramos que
0 > (w,w) = —b* + |d|*.
Entao
la| > [o] e |b] > |,
Além disso,
(v,w) = (au+ 0, bu + W)

= ab(u, u) + a(u, W) + b(v, u) + (v, W)

= —ab+ (v, ).
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Agora como v € C'(u) temos
0> (v,u) = (au+v,u) = alu,u) = —a,

e seque que a > 0.

Suponhamos que w € C(u), entao
0> (u,w) = (u,bu + w) = b{u,u) = — b,

dai, b > 0 e assim, ab > 0. Agora usando a desigualdade de Cauchy-Scharwz

classica para U, w temos
< — ab+|a||b] = — ab+ ab = 0.

Portanto, w € C(u) se, e somente se, (v, w) < 0.

Definicdo 3.1.2. Seja M uma variedade de Lorentz e T uma funcdo em M a qual
corresponde a cada ponto p € M um cone tipo-tempo T, € T,M. Dizemos que T ¢
diferencidvel quando para cada p € M existem uma vizinhanca U de p e V € X(M)

tais que V(q) € Ty, para todo q € U.

Uma tal funcao diferencidvel é dita uma orientacao temporal de M. Se M admite
uma orientacao temporal entdao dizemos que M é temporalmente orientado.
O préximo resultado nos permite uma maneira mais simples de mostrar quando

uma variedade é temporalmente orientada.

Proposicao 3.1.3. Uma variedade Lorentziana M é temporalmente orientada se, e

somente se, existe um campo K € X(M) tipo-tempo globalmente definido em M.
Demonstragio. Se K € X(M) é tipo-tempo entao, defina
Ty = C(K(p)),

e observe que T, ¢ diferencidvel e determina uma orientagdo temporal em M.
Reciprocamente, seja 7 uma orientacao temporal em M. Como T ¢ diferencidvel
em ponto p € M, existe uma vizinhanca U de M na qual o campo de vetores tipo-

tempo Ky esta definido, tal que Ky(q) € T,, para todo ¢ € U. Assim obtemos uma
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cobertura {U,} de M e campos de vetores tipo-tempo Ky;, tais que Ky, (q) € T, para
todo q € U,. Seja { f,} uma particao diferencidvel da unidade subordinada a cobertura

{U,} e considere o campo
K = Z faKu,.

Temos que K esta bem definido pois em cada ponto de M a soma em « é finita. Além

disso

<K<q>,f<<q>>:<z DKo, (), fal@) Ko, (0 >
B8
= 3 £@) o) Ko (0), Koy (@),

a,B

como Ky, , Ky, € T, entdo, pelo item (4ii) do Lema m, temos

(Ku,(9), Ku,(q)) <0,

e como 0 < f,(q) <1 obtemos que

(K(q), K(q)) <0.

Uma vez que g é um ponto arbitrario de M temos que K é um campo de vetores em
M tipo-tempo. m

Sempre que uma variedade de Lorentz M for temporalmente orientavel, a escolha
de uma aplicacdo 7 como na Defini¢ao [3.1.3, ou de um campo vetorial tipo-tempo
X € X(M) a ela correspondente, serd denominada uma orientagao temporal para M.

Seja T uma orientagao temporal para M e K € X(M). Se K(q) € T, (respec-
tivamente, — K(q) € 7,) para todo ¢ € M, dizemos que K aponta para o futuro
(respectivamente, aponta para o passado). Sendo X € %(M) uma orientacao temporal
para M, segue do item (4ii) do Lema m que um campo vetorial tipo-tempo K sobre
M aponta para o futuro (respectivamente, para o passado) se, e somente se, (K, X) < 0

(respectivamente, (K, X) > 0).

Exemplo 3.1.4. O espaco de Lorentz-Minkowski 1L."t! é temporalmente orientado,
Ppois

K=—=(1,0,...
at (707 7O>

é um campo de vetores tipo-tempo globalmente definido em L™+,
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3.2 IMERSOES ISOMETRICAS

¢ ~ . S rm . . ., . . ~
Definicao 3.2.1. Sejam M™ e M~ wariedades diferencidveis de dimensoes n e m
respectivamente com m > n. Dizemos que a aplicacio x : M — M ¢é uma imersdo se a

aplicagio diferencial dx,, : T,M — Ty, M € injetiva para todo p € M.
O namero k = m — n é chamado codimensao de z.

Definicao 3.2.2. Uma imersio x : M — M entre duas variedades semi-Riemannianas

com métricas (, ) € (, )37, respectivamente é chamada imersdo isométrica se

(u, v)pr = {dp(u), doy(v))77,

para todo p € M e u,v € T,M.

Seja x : M — M uma imersao isométrica. Como ao redor de cada ponto p €
M, existe uma vizinhanca U C M tal que x‘U ¢ um mergulho sobre z(U), podemos
identificar U com a sua imagem x(U), isto é = ¢é localmente a aplicagdo inclusao. Além
disso, podemos considerar o espaco tangente de M em p com um subespago do espago

tangente de M em p e escrevemos
TPM =1,M® (TpM)L>
onde (T,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M.

¢ ~ . 3 sm . . . . ~
Definicao 3.2.3. Sejam M~ uma variedade semi-Riemanniana com a conexdo de

Levi-Civita V e x : M — M uma imersao isométrica. Entdo dados campos vetoriais

X,Y € X(M), temos que
VxY = (V)" + (VxY)*"

Com relagdo a (VxY)', pode-se mostrar que é uma conezdo afim, simétrica e compa-
tivel com a métrica de M. E seque da unicidade da conexdo de Levi-Civita que (V)T é
a conexao de Levi-Civita de M e denotamos por V.

Assim obtemos a Formula de Gauss

Vi =VyY +a(X,Y), XY €X(M), (3.1)
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a qual define uma aplicagao
o X(M) x (M) — X(M)*

chamada a Sequnda Forma Fundamental da imersao x.

Se X,Y € X(M), pelas propriedades das conexoes de Levi-Civita V e V temos
que a aplicagio o : X(M) x X(M) — X(M)* dada por a(X,Y) = VxY — VxY é
bilinear e simétrica.

Consideremos os campos de vetores X € M e £ € X(M)*, e denotemos por A¢X

a componente tangencial de — V¢, isto é,
AgX = — (vX§>T
Uma vez que para cada Y € X(M)

0=X(£Y)=(VxEY)+ (£, VxY)
(Vx' 4+ (VxOTY) + (£, VxY + (X, Y))
= (—A:X,Y) + (£, a(X,Y)).

Dali,
(A X,Y) = (a(X,Y),€). (3.2)

Em particular, a aplicagdo A : X(M) x X(M)*+ — X(M) dada por A(X,§) = A X é
bilinear sobre C*°(M). Assim, a aplicagdo A¢ : X(M) — X(M) ¢é linear sobre C*°(M)
e, de (3.2)) auto adjunta, isto é

<A€X7 Y) = <A§Y7 X>7

para todos X,Y € X(M). A aplicagdo A¢ é chamada operador de forma ou operador

de Weingarten da imersao x.

A componente normal de V&, que é denotada por V&, define uma conexio

compativel com o fibrado tangente normal T M+ no seguinte sentido:
VEX(M) x X(M)* — x(M)*
é C°(M)-linear em X, R-linear em £ e para todo h € C*°(M),

Vk(h€) = hV%E + X(h)E.
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Além disto, V* é compativel com a métrica, ou seja,

X&) = (Vx&m) + (€, Vxn), &neX(M)*,

onde (,) é a métrica de M. Dizemos que V1 é a conexdo normal de z, e obtemos a
formula de Weingarten

VXS - —AgX + V)Lff
A partir da segunda forma fundamental, introduzimos a seguinte definigao:

Definicao 3.2.4. Definimos o vetor curvatura média de M™ em M como o traco da

sequnda forma fundamental. Mais especificamente,

H= ﬁtr(a).

Uma vez que o operador A¢ é simétrico em cada diregao £ € X(M)* podemos

definir a curvatura média em cada diregdo &. Isto é, se eq,...,e, é um referencial

ortonormal ao longo de M™, de (3.2)) e (3.2.4)), escrevemos

1 n

> lafewe).€) = 5 DA ) = ir(Ae).

n;3

(H,§) =

Definigcao 3.2.5. A subvariedade M™ ¢é dita ser totalmente geodésica quando a se-

gunda forma fundamental de M™ em M € identicamente nula, isto é a = 0.

Agora, usando a formula de Gauss e Weingarten, obtemos as equagoes basicas

das imersoes isométricas para o nosso interesse: a equacao de Gauss e Codazzi.

Proposicdo 3.2.6. Seja M uma subvariedade semi-Riemanniana de M. Sejam R e

R os tensores curvatura de M e M respectivamente, e o a seqgunda forma fundamental.

Entao para X,Y,Z, W € X(M) temos
1. (Equagao de Gauss)

(RIX,Y)Z,W) = (R(X,Y)Z,W) + (a(X, Z), (Y, W)) — (a(X, W), Y, Z));

2. (Equagdio de Codazzi)

(R(X,Y)Z)" = (Vya)(X, Z) = (Vxa) (Y, 2),
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Demonstragio. Veja (CARMO M, [2008). =
Como aplicacao direta do Teorema [3.2.6] temos

Coroldrio 3.2.7. (da Equagio de Gauss) Se {X,Y} € uma base para um plano tan-
gente nao degenerado de M gerado por X,Y € T,M, entao

— (a(X,)Y),a(X,Y)) — (X, X), (Y, Y))
K(X,Y)ZK(X,Y)+ |X‘2|Y|2—<X,Y>2 )

onde K e K denotam as curvaturas seccionais de M e M respectivamente.

Demonstragio. Observe que fazendo X = Z e W =Y na equagao de Gauss (3.2.6),

temos que
(R(X,Y)X,Y) = (R(X,Y)X,Y) + (a(X,Y),a(Y. X)) — (a(X, X),a(Y,)),

uma vez que | X|?|Y]?* — (X,Y)? # 0 temos

RXYIX)Y)  (RXY)X)Y)  (a(X,Y) oY, X)) — (a(X, X),a(Y,Y))
XPIYP —(X,Y)? [XPY]? = (X,Y)? (XY = (X,Y)? ’

o que implica

N7 o <a(X’ Y),Q(X, Y)) - <a<X7 X),Oz(}/, Y)>
K(X.Y)=K(X,Y)+ XY= (X 17 .

Definicao 3.2.8. Uma variedade é dita flat quando a curvatura seccional é identica-

mente nula.

O espago Euclidiano n-dimensional é uma variedade flat, uma vez que em R"
os Simbolos de Christoffel sao identicamente nulos pois sao dados pelas derivadas da
métrica que sao nulas neste espago. De modo analogo vemos que o espaco de Lorentz-

Minkowski também é uma variedade flat.

Exemplo 3.2.9. Mostremos que a esfera n-dimensional

S"(r) = {p e R ; (p,p) = r?}

tem curvatura seccional constante K = sen > 2.

5
T2
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Com efeito, seja p = 3, u'd; o vetor posicio de R"™ para p € S*(r). Se V € a

conezxdo de Levi-Civita de R™™! entdo
Vxp = ZX(ul)ﬁZ = ZX’OZ- =X,
para todo X € X(S™). Dat,
(p.p) =1* = 0=X(p,p) =2(Vxp,p) = 2(X,p)

o que implica

0= (X,p),

para todo X € X(S"), isto €, o vetor posicio p é ortogonal a S™.

Considere agora U = e P__P, afirmamos que

ol (p,p) T

oV, V) = — - (VI

para todo V,W € X(S"). De fato,

Como R™ ¢ flat, pelo Coroldrio (3.2.7)

<O'/(V'7 V)v Oé(I/V, W>> — <a(V7 W)v Oz(V, W))
VW] = (V,W)?
(VU (W, WHU) — 5 (V. W)U, (V, W)U)
VW2 = (V, W)

KWV,W) =

Lembremos que pelo Corolario [2.3.24], se M possui curvatura seccional constante

C podemos escrever o tensor curvatura como
R(X, X)Z =C({Z,X)Y — (Z,Y)X).

Com isso, temos a seguinte consequéncia:
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Coroldrio 3.2.10. Se a variedade semi-Riemanniana M tem curvatura seccional

constante C, entdo para todos X, Y, Z,W € X(M) temos:

1. Equacdio de Gauss

(R(X,Y)Z W) = C{2, X)(Y, W) = (2,Y)(X, W)
+ (X, 2),a(Y,W)) — (a(X, W), (Y, Z));

2. Equacao de Codazzi
(Vxa)(Y, Z) = (Vya)(X, Z).

3.2.1 Hipersuperficies tipo-espaco

Agora reescreveremos as equagoes basicas das imersoes isométricas apresentadas
na sec¢ao anterior para o caso em que o espaco ambiente M é uma variedade Lorentziana

(n + 1)-dimensional e M é uma hipersuperficie tipo-espago imersa.

. ) . w1 .
Defini¢cao 3.2.11. Uma imersio suave x : M" — M de uma wvariedade n-
dimensional conexa em uma variedade de Lorentz (n + 1)-dimensional é dita uma
hipersuperficie tipo-espaco quando a métrica induzida pela imersao x em M"™ for Rie-

manniana. E neste caso denotemos a métrica de M e M por (,).

De agora em diante, M denotara uma variedade de Lorentz e x : M" —
M uma hipersuperficie tipo-espaco imersa em M. Vamos supor que foi fixada
uma orientacao N para a hipesuperficie tipo-espago, isto ¢, um campo suave normal
e unitario, globalmente definido em M™. Nos referiremos & N como sendo a Aplicagdo
Normal de Gauss de M.

Uma vez que ha apenas uma direcao normal, deixaremos de escrever o subindice
em no operador de Weingarten A para denotar a direcdo normal. Com exce¢do da
métrica, denotaremos por V e R a conexao de Levi-Civita e o tensor curvatura de M,
respectivamente, e por V e R a conexao de Levi-Civita e o tensor curvatura de M
respectivamente.

Entao dados X,Y € X(M), nao é dificil ver que a férmula de Gauss se
escreve como:

VyY = VyY — (AX,Y)N. (3.3)
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Por outro lado, uma vez que N é um campo unitario e normal, temos

0=X(N,N)=2(VxN,N) = (VxN,N)=0,
para todo X € X(M). Assim,

(VxN)t = —(VxN,N)N =0.
Logo, podemos escrever a formula de Weingarten da seguinte forma
VxN = (VxN)" = —AX. (3.4)
Assim, a curvatura média H é dada por
H= —ltr(A).
n

Definicao 3.2.12. Seja M"™ uma subvariedade de M . Dizemos que uma imersao
isométrica M™ é mdzxima em p € M quando H(p) = 0 e que M™ é uma subvariedade

mazrima quando é mazrima em todos os pontos de M.

Usando o fato que

a(X,Y)=— (AX,Y)N,

podemos ver que a equagao de Gauss pode ser escrita como
R(X,Y)Z = (R(X,Y)Z)" + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX, (3.5)
e a equacgao de Codazzi por
(R(X,Y)N)" = (VyA)X — (VxA)Y, (3.6)

onde pela Definicao [2.3.17, V A satisfaz

VA, X) = (VxA)Y = Vx(AY) — A(VxY), X,Y € X(M). (3.7)

No caso em que a curvatura seccional de M ¢é constante C, as equacoes de Gauss e

Codazzi sao, respectivamente

R(X,Y)Z =C((Z,X)Y —(Z,Y)X) + (AX, Z)AY — (AY, Z)AX

(Vy A)X = (VxA)Y.
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3.3 CAMPOS CONFORMES

Definigdao 3.3.1. Uma campo vetorial tangente Y € X(M) é dito um campo conforme

se a derivada de Lie da métrica Lorentziana com respeito a Y satisfaz

£Y<a> = 2¢<7 >7
para alguma fungao suave ¢ € C°(M).
O resultado que mostraremos agora caracteriza os campos conformes.

Lema 3.3.2. Um campo Y € X(M) é conforme se, e somente se,
(VvY, W) +(VwY,V) = 26(V, W),
para quaisquer V,W € X(M) e para alguma fungao suave ¢ € C°(M).

Demonstragio. De fato, sendo Ly um tensor derivagao podemos usar a Defini¢ao[2.3.17]
entao
Lo(VW) = Y(V.IV) = (£ (V), W) = (V, £y (1)
= (VY VW) + (V. VW) = (Y, V], W) = (V,[¥, W)
= (VyV, W) +(V,VyW) — (VyV, W)
+ (VvY, W) —(V,Vy W) + (V. ViY)
= (VyY, W)+ (VyY, V).

Logo pela definigao (3.3.1) temos
(Vv Y, W) +(VwY, V) =2¢(V, W),

para quaisquer V,W € X(M). =
Como consequéncia do Lema [3.3.2] acima temos que se a funcao conforme ¢ é

identicamente nula, Y é dito um campo de Killing.

Definicao 3.3.3. Numa variedade semi-Riemanniana M um campo conforme K é
dito fechado se, para qualquer V- € X(M) temos Vy K = ¢V, onde ¢ é uma fungao

suave em M.
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4 RESULTADOS PRINCIPAIS

Nesta secao apresentaremos os resultados principais desta dissertagao. Antes

disso, faremos uma breve apresentacao do espaco ambiente bem como suas proprie-

dades.

4.1 ESPACOS-TEMPO PP-WAVE

Seja M uma variedade de Lorentz munida de um campo de vetores ¢ tipo-luz

e paralelo, isto é
(£,6) =0, €#0 tal que VE=0.

—n+1 , . . a5 n+l
Observemos que M~ é temporalmente orientado, de fato, podemos munir M~ com
uma orientacao temporal escolhendo como cone futuro o que contém esse campo vetorial
. . . 5 n+1l , /
tipo-luz em sua fronteira. Assim, se M é também conexo, ele se converte em um
espago-tempo. Seguindo a terminologia usada em (STEPHANI et al., 2003), chamaremos
——n+1 , . ~ ~ 4
M de uma espaco-tempo pp-wave. Convém observar aqui que esta notagdo nao é
. . —n+1
universalmente aceita, havendo alguns autores que chamam M~ de espaco-tempo de

Brinkmann (BLANCO O; SaNCHEZ; SENOVILLA J, 2013]).

Proposi¢do 4.1.1. Se V' é um campo vetorial conforme fechado e tipo-luz de uma

. . ———Fn+1 ~ /
variedade Lorentziana M~ ~, entdo V € paralelo.

Demonstragcio. Se V' é um campo conforme, segue da Defini¢ao que

Lyvg = 2¢g,

/ ~ ) . 5n+1 .
onde ¢ é uma fungdo suave e g = (,) denota a métrica Lorentziana de M . Assim,

se V é localmente um campo gradiente (fechado),
VxV = ¢X, (4.1)

para todo X € X(M).

Agora, por V ser um campo vetorial tipo-luz em M, temos de ([4.1)),

0=X(V,V)=2(VxV,V) =2¢(X,V),
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para todo X € X(M).
Logo, ¢V = 0. Como V é nao nulo, devemos ter que ¢ é identicamente nulo.

Portanto, de (4.1]), segue que V' é um campo paralelo. m

4.1.1 Hipersuperficies tipo-espaco em um espaco-tempo pp-wave

Seja x : M™ — M uma hipersuperficie tipo-espaco imersa isometricamente no
espaco-tempo pp-wave M.
Podemos decompor o campo vetorial paralelo e tipo-luz globalmente definido &

ao longo de M"™ em sua parte tangente e normal, isto é
E=¢" ¢4 (4.2)

Para simplificar a notacdo, a partir de agora denotaremos T := ¢'. Assim, da férmula

de Pitagoras, segue a seguinte identidade:

0=(¢& =T+ (&",&).

Proposicdo 4.1.2. Sejam M uma variedade de Lorentz munida de um campo veto-
rial tipo-luz e x : M™ — M uma hipersuperficie tipo-espago imersa isometricamente

——n+1 ~ , .
em M . Entao M™ é orientada.

Demonstracio. Primeiramente vejamos que £+ é um campo vetorial tipo-tempo, isto
é,

(€6 =—ITP <0, (4.3)
Afirmamos que o campo vetorial

1 L
N = Wg . (4.4)

é suave, unitario e tipo-tempo. Com efeito, a suavidade segue do modo como N foi
definido em (4.4)) e para mostrar que é unitario temos,

1

W= < (T, T>§L7 \/(Zi,iT)gL>
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mostrando o afirmado.

Assim definido, N é um campo vetorial tipo-tempo, normal e unitario. Portanto
M™ ¢é orientada. m

Observemos que T nunca se anula. Lembremos que a existéncia de um campo
vetorial que nunca se anula pode dar algumas obstrucgoes topologicas quando a hi-
persuperficie M™ é compacta. De fato, o teorema de Poicaré-Hopf nos assegura que
uma variedade Riemanniana compacta munida de um campo vetorial que nunca se
anula deve possuir caracteristica de Euler igual a zero. Neste sentido, temos o seguinte

exemplo:

Exemplo 4.1.3. Considere a variedade Lorentziana M dada pelo produto X" X

S! x R, dotado da métrica Lorentziana
()= (,)s +2dadv + H(z,a)do®, € X",

onde (X", {,)s) € uma variedade Riemanniana compacta, S* a esfera unitdria, o uma
coordenada angular em S' e v € R. Nao é dificil ver que na métrica acima 0, é um

campo paralelo. Além disso, ele € tipo-luz em WnH, POLS
(Dy,0,) = (0,,0,)s + 2dadv(d,,d,) + H(x,a)da*(D,,d,)

= (da®dv)(0,,0,) + (dv ® da)(0,,0,) + H(a, z)(da ® da)(0,, D,)
= dz(0,)dz(0,) + da(0,)dv(0,) + dv(0,)da(0,) + H(z, a)da(d,)da(d,)
=0,

onde, na sequnda igualdade foi usada a formula do produto simétrico.

Além disso, M admite uma hipersuperficie tipo-espago compacta, de fato, veja
que X" x St € uma hipersuperficie compacta de Mn+2, assim se assumirmos que H é
positiva, teremos que a métrica induzida sobre X" x S' é Riemanniana e consequente-

mente espacial. Por fim, veja que X" x S' possui caracteristica de Euler iqual a zero,
pois, x(X" x St) = x(Z") - x(S*) = 0, uma vez que x(S') = 0.
Por (4.2)), podemos escrever
£=T — (N,ON. (4.5)
De fato, segue de (4.3)) e (4.4) que
gJ_

(N, )N = (£L,§L>W =&
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Tomando a derivada covariante acima com respeito ao campo vetorial X € X(M) segue

das férmulas de Gauss e Weingarten,
0=Vx{=Vx(T - (N,§)N)
=VxT+a(X,T)+ (A(X), T)N + (N, ) A(X).
onde foi usado que £ é um campo paralelo. Decompondo em parte tangente e normal,

VT = —(N,O)AX) e a(X,T)=—(A(X),T)N. (4.6)

De agora em diante consideremos a fun¢ao n = (N,§). Como n é sempre nao

nula, escolhamos a orientacao N de M™ tal que n > 0. Nesta configuragao, temos

Proposicdo 4.1.4. Sejam M um espago-tempo pp-wave e x : M™ — M uma
hipersuperficie tipo-espaco imersa isometricamente em M. Entdo
An =n(VH,T) +n (Ric(N,N) + |A]?), (4.7)
onde | - | denota a norma de Hilbert-Schimidt de A definida por |A]* = tr(A?).
Demonstragdo. Primeiramente afirmamos que
Vn=—-A(T). (4.8)

De fato, seja X € X(M). Pela Defini¢ao [2.3.28] escrevemos

Como a métrica é ndao degenerada e X arbitrario segue a igualdade em afirmada.

Consideremos agora { F1, ..., E,,} um referencial ortonormal em M". Pela Defini-

cao [2.3.33] e (3.7)), temos que

i=1 i=1 i=1
Por outro lado, usando ({4.6|), obtemos

n

(Ve AT, Ep) + 3 (A(—(N, A(E)), Ei)

=1

NE

div(A(T)) =

N
Il
—

n

(Ve AT, E;) — (N,&) > (A*(E)), E;)

=1

(Ve AT, E;) — (N,§)tr(A?)

I
NE

@
Il
i

(4.9)

I
[M]=

@
I
—_

I
[M]=

(Ve AT, E;) — (N, §|A.

@
I
—
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Pela equacao de Codazzi |3.6),
(Vg AT, E;) = (V7A)E;, E;) + (R(T, E;)N, E;), (4.10)

onde R denota o tensor curvatura de """, Substituindo (I.10) em (.9),

n

=l (4.11)
((VrA)E;, E;) — Ric(T,N) — (N, &)| AP,

I

@
Il
—

div(AT) =

Il

@
Il
—

com Ric denotando o tensor curvatura de Ricei de M
Por outro lado, seja p € M™, consideremos o referencial {E1, ..., E,} geodésico
em p, isto é, (Vg E;)(p) = 0, 1 <i,j < n. Assim, o primeiro termo de (4.11)) é dado

por

(VH.T) = T(H) =T (—1 SAE), E»)

n;3

-1 Z (V2(A(E)), B + (A(E:), V1 E))
_ _i z: (Vr(A(E)), i) + (Es, A(VoE:))
— _:L i((VTA)Ei, E) + im(vTEi), E) + Xj;<A(VTEi)a E;)
= —711 i((VTA)Ei, E;),
onde usamos que,
VrE; =V (ZJ<T,EJ->EJ-)EZ' = %}T, E;)Vg,E; =0.
Logo,
div(A(T)) = —n(VH,T) — Rie(T, N) — (N, €)|A]%, (4.12)
De e
An = div(Vn) = —div(A(T)), (4.13)

e segue de (4.13) e (4.12)) que o laplaciano da fungao n é dado por
An =n(VH,T) + Ric(T,N) + n|A|*. (4.14)
Além disso, pela linearidade do tensor curvatura de Ricci,

Ric(§, N) = Ric(T — (N,§)N, N) = Ric(T, N) — (N, &) Ric(N, N).
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Uma vez que ¢ ¢ paralelo, temos que Ric(¢, N) = 0, dai
Ric(T, N) = nRic(N, N). (4.15)

Portanto, inserindo (4.15)) em (4.14)), concluimos que

An =n(VH,&) +n (Ric(N,N) +|A[*) . (4.16)

Antes de mostra uma aplicagao deste resultado, necessitaremos da seguinte defi-
nicao:
Definicao 4.1.5. Seja M um espago-tempo. Dizemos que M obedece:
(i) A Condicao de Convergencia tipo-tempo (TCC) se
Ric(X,X) >0,
para todo campo tipo-tempo X € X(M).
(ii) A Condicao de Convergencia tipo-luz (NCC) se
Ric(Z,7) >0,

para todo campo tipo-luz Z € X(M).

Proposigcdo 4.1.6. Sejam M um espago-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x :
M? — M uma hipersuperficie tipo-espaco com curvatura média constante. Entao,

a fungdo n é constante se, e somente se, M"™ ¢ totalmente geodésica.

Demonstrag¢iao. Como M™ possui curvatura média constante, segue da Proposicaol4.1.4
An = n(Ric(N,N) + |A[?).
Sendo n uma constante, temos que An = 0. Além disto, como n > 0
Ric(N,N) + |A]* =0, (4.17)

o TCC nos garante que Ric(N,N) > 0. Entao, segue de (4.17) que ,Ric(N,N) =

0elAl*=0,isto é, A =0 e consequentemente M" ¢ totalmente geodésica.
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Para a reciproca, se M" é totalmente geodésica de (4.8)) temos que
Vn=—-A(T) =0.

Pela Proposicgao [2.3.32] se Vnn = 0 em M", entdo n é constante. m

Agora estamos em condigdes de mostrar o seguinte resultado de Rigidez:

Teorema 4.1.7. Sejam M um espago-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x :
M® — M uma hipersuperficie tipo-espaco fechada. Se M™ possui curvatura média
constante, entdo ela deve ser totalmente geodésica. Como uma consequéncia direta, nao
existe hipersuperficie tipo-espago fechadas em ! cuja curvatura média é diferente

de zero.

Demonstragio. Uma vez que M™ possui curvatura média constante, (4.16|) se escreve

CcOo1mo

An = (Ric(N,N) + |A]),
Tomando a integral em ambos os lado e aplicando o Teorema da Divergéncia [2.3.39]
0= /M AndM = /M n{Ric(N, N) + |A[?YdM. (4.18)
Sendon >0e M satisfaz a TCC , segue que
n (Ric(N, N) +|A]?) > 0. (4.19)
Consequentemente de (4.18)),
n (Ric(N, N) + |A]?) = 0.

Como n > 0,
Ric(N,N) + |A]> = 0. (4.20)
Portanto, segue de (4.20) que Ric(N, N) =0 e |A]*> = 0. Mostrando que A = 0, isto ¢,
M™ ¢é totalmente geodésica.
Para a segunda parte, suponhamos por absurdo que existe hipersuperficie tipo-

espaco fechada tal que H = const. # 0. Entao,
tr(A) = —nH # 0, (4.21)

mas pelo que foi mostrado que A = 0 implicando em tr(A) = 0, chegando a um absurdo

com (4.21). m
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Observagdo 4.1.8. O Teorema[4.1.7 pode ser visto como uma consequéncia da Pro-
posicaol4.1.6 Uma vez que n é subharmonica por [4.19), o Teorema assequranos

que 1 € uma constante positiva. Logo a conclusao seque da Proposicao|4.1.0.

4.2 UMA EXTENSAO DO TEOREMA DE CALABI-BERNSTEIN

Nesta secao lidaremos com pp-waves 3-dimensionais. Exemplos de espagos-tempo
nestas condigbes pode ser encontrado em (BOUBEL; MOUNOUD, 2016 e (CHAICHI;
GARCIA-R{iO; VAZQUE-ABAL M, ). Daremos agora um exemplo de uma hipersuperficie
tipo-espago maximal imersa nesse espaco.

Considere a variedade diferenciavel
R? = {(u,v,7) : u,v,x € R}
dotada com a familia de métricas Lorentziana dada por
g = H(u, v)du’® + 2dudv + dz*. (4.22)

Observemos que no caso em que H(u,x) = H = cte (ndo-nula), temos o espago de
Lorentz-Minkowski IL3. De fato, considerando o Lorentz-Minkowski (L3, §) e tomando

a base {u = (0,0, VH),v = (0,1/VH, —1/vVH),z = (1,0,0)}, temos que
guu =-H guv = gwx =1 e guaz = gvv = gvx = 0.

Assim, de (2.1) temos que,

G = —Hdu* + dudv + dvdu + dx*
= —Hdu? + 2dudv + da?,

ou seja, a expressao da métrica em que ‘H > 0. Quando H < 0, basta considerar
a base escrevendo v/—H.

Vamos estudar os simbolos de Christoffel associado a métrica g. Para isso, vamos
obter os componentes da matriz G = (gij)gxg associada a base {0y, 0y, 0, }. Seguiremos

a seguinte convencao de indices

l—=u, 2—=v e 3=z
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Dessa forma a matrix das componentes da métrica é dada por,

guu guv gum

Ql
|

gvu g’UU ?’UCE

g:pu ng gwx

= H(u, 2)du?(Dy, D) + 2dudv(Dy, D) + dz*(Dy, By)
= H(u,z)(du @ du)(0y, 0y) + (du @ dv)(0y, 0y) + (dv @ du)(Dy, 0,) (4.23)
+ (dz ® dz)(0y, O,)
= H(u, #)du(d,)du(y) + du(d,)dv(d,) + dv(8,)du(d,) + dx(d,)dz(D,)
= H(u, z).
Analogamente, podemos mostrar que
Jor =Juw =1 € Juo = Tuz = Joa = 0. (4.24)
Sendo g simétrica, segue de e ,
H(u,z) 1 0
G=| 1 00
0 0 1

0 1 0
G =1 —H(u,z) 0
0 0 1

Obtido os coeficientes da métrica, agora vamos calcular os simbolos de Christoffel

da métrica g. Antes disso, lembremos de (2.8) que

Ih=T% i,j,k=123

it

Além disso, de ([2.4)

Ih = 2 S (0G) + 0Fun) — 0,7

2 m=1
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Assim,
1 3
m=1
1 1
1
10H
= 5%(% z),
1 3
m=1
1 1
1
10H
20x (u, ),
€
1 3
m:l
1 1
1

+ 5(0u(Grs) + 02(Gua) + 02(Gu) )T

2
187—[(u 7).

2 Oz

—=Vv

De modo analogo, podemos verificar que os outros simbolos sao identicamente nulos.

Agora vamos obter o tensor de curvatura. Para isso recordemos que

Pijks = <F(au aj)ak’a 83>,

é dado por
=l _
zgks Z Rijkgls

onde,

5 3.

R = > L > L5 + 0315 — 051

=1 1=1

Portanto das relagoes (2.10)), obtemos

— — — 10°H
Ruxum = _quux = _Ruzxu = qu:pu = — 3
2 0x?

(u, ).

enquanto os outros indices sao identicamente nulos
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As componentes da curvatura de Ricci segue de
3 3
_ — —
Ry = Z Rijk = Z ijksd 7
j=1 s,j=1

Assim, usando as compenentes do tensor curvatura obtidas previamente, obtemos que
lnica compente nao nula é
n
_ —
Ry, = Z ujusg !
=1

Sy,

&
Il

Il
NE

(Euuusgsu + Euvusgsv + Euxusysx)
1

= Euvuuguv + Euvuvgvv + Euzungx
_10*H

= g a2 )

Portanto, a forma local para a curvatura de Ricci dessa familia de métricas serd

dada por
0*H

Ric = —
1C 81}2

du ® du.

Supondo que a fungao H é tal que

O*H
ox?

(p) # 0,

para algum ponto p, concluimos que esta famila de métricas admite espagos-tempos
que nao sdo isométricos ao R? e que admite campo vetorial paralelo tipo-luz global.
Além disso, podemos dar exemplos de hipersuperficies maximas fechadas em

espacos-tempos da familia anterior, que nao sdo isométricas ao 3.

Exzemplo 4.2.1. Seja F : R®* — R uma funcdo suave e ¢ € R um valor reqular de F.
Pela Proposicio|2.1.10, o conjunto de nivel ¥ = F~'(c) é uma hipersuperficie fechada
em R3.

Encontraremos agora o campo VF. Aplicando os cdlculos feitos previamente, ob-
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temosde
_ 3. OF
F: 71]7.'
\Y %:g axlaj
—ij*“ﬂaFaJr jOF 0 OF O
~ 2\ 05 0u 9 om o0 7 o 0w
(w@F O _OF O L OF 3
=\ 50T ean Y auos
4 (?E O wOF O g 0F O
e R e i A

T orou 7 9zon 7 drow

_OF0 0F 0 L0F0 OF 0
 Oudv Qv du ov dv  Ox Ox
_0F 0 <8F H8F> o O0F 0

+< OF &, OF 9 xwa)

“vou \ouw ov)av T ron

Calculando o produto escalar,

— oF\>  OF [OF OF OF OF _
OF (OF  OF\ _ OF  OF OF (OF  OF
*&;(m‘ﬂav)gw*(m‘% ) gvﬁax(au ”a)
LOFOF (OF  OF\OF  (0F\"_
En a Juz T\ By v ) or " \or ) I

o (OFY' L OF (0F L 0F\ OF (0F  oF\ | (0F)’
N ov ov \ Ou ov ov \ Ou ov oz

OF OF oF\> [0F\*

Portanto, estd hipersuperficie é tipo-espaco com a métrica induzida, se e somente se o

(4.25)

campo vetorial VF é tipo-tempo em Y2 o que significa pedir

8u8@ EN ox ’

Agora, se denotarmos por A, o operador de forma em X? associado ao campo

vetorial normal unitdrio

1 —
= ——VF
TV
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pelo Lema (2.3.36) temos que

<AN<w1)7 w2> = <—Vw1n, w2>

= —wi{n,ws) + (n, Vi, ws)

- <VF >
= 1 |§F|7 | F|’ ( )
1 — 4.26
= |VF|<VF w2> W<VF7 Vw1w2>
_ —wi(wa(F)) + (Vi w2) (F)
IVE|
— (HessF) (wn, wy)
a ’

onde HessF denota o hessiano da fungio F em (R3,g) e wy,wy € T,
A partir dos simbolos de Christoffell vamos determinar a conexdo associada a
métrica g. Lembremos que Vy,0; = Va 0; e usando , Va0 = S0, rs Ok, temos

que as unicas conexdes nao nulas sao

- 3 10H O 10H 0
_ k _ T v T _ _
vauau—’;F wOu = DpOu + D000 + U000 = 55 -5 - = 55— o

B 3 1 oH 3
= Fk - Fu Fv Fx -5

Tomando Wy, Wy € X(R?) e definindo

Wi = wi0, +wi0, + wi0, e Wy =wi0, + w30, + w50,,

temos pela Definicao

(HBSSF)(Wl,WQ) <VW1VF W2> (427)
em que
- = — O0F 0 OF oOF\ 0 O0F 0
VinVE = (VWI 0 ou <8u a> a+axa>

Pela Defini¢ao (2.3.10), temos que
— OF 0 oF OF\ 0 OF 0
Vin <mm+<m_H>a O m«)
v oF 8 0F 2 = OF 0
" ov du v " ox g
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Como as unicas conexoes nao nulas $ao Vau(?u e %uax, temos

N i R AT s R T - v L LN el B

OF (OF _ OF\ 0

v orond 1 oremo 1 orowo | (or) 0
o ov Ou Ov 2w181) ox Or 2w18v oz Ov "\ou ) ou

oOF 0 — O0F0 <= O0FO0 <8F>8
1

Analogamente, como YV, 0; = 0 para i = u,v, T vemos que

— oF OF\ 0 oF oF\ 0
‘M«m_Hm>%:W«m_H%>m

7W1 aF a = U)l (a Vaua ) W1 <W> g

Ox O ox Ox | Ox
B 1 LOF OH 0 n 8£ ﬁ
8x o1 Ov Oox | Oz
Assim,
Vw,VF

21808u80 218v@x8x+2 13v8x3v+
<8F H@F) 0 1 ,OFO0H 0 <8F>
ve L ==

| OFOH O 1 LOFOH O 1 0FOH 0 OF\ 0
(5:)5
)
oz’

aw  ov o T2 ar oz an T\

Por fim, fazendo o produto escalar com Wy , obtemos

Vi V oF T OF _ OF\
(Vi VE, Wo) = W <8v> (Hwy + wy) + Wy (8u - H@v) ws

ov\2 17209, 217292 "2

+W or "”+18—F Tw ki
Bl K bl K b

Agora, considere o espago-tempo pp-wave R® com a métrica dado em (4.22)) tomando

H como uma funcao positiva tal que

OH O*H
%(P) =0 e w(ﬁ) # 0,

para algum ponto p € R®. Para A\ € RT, considere

F(u,v,z) = \v.
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Levando em conta (4.25) e (4.27) a hipersuperficie F~1(c) é tipo-espago. Lembremos

que
n

tr(T) := Z(T(ei), ei)

=1

¢ o trago de um operador T, onde ey, ...,e, € um referencial ortonormal. Deste modo,
para o nosso exemplo seque que tr(A,) = 22 (A, (W;), W;) .
Fazendo o produto escalar por Wy em , obtemos
1 oH 1 LOH

(HessF)(Wy, Wy) = iAw%w s + f)\w“ ' + Wi (= \H)w!
OH wy LOH
)\wlwl o + Aw % =0.

Assim, por (4.26) (A, (W1),W1) = 0. De modo andlogo, vemos que (A, (Ws), Ws) = 0.
Portanto, tr(A,) =0 e F~1(c) é mdzimal.

Agora que ja sabemos da existencia de hipersuperficies tipo-espago maximas nes-
ses espacos-tempo pp-wave, podemos considerar S? uma superficie tipo-espaco maxi-

mal. A partir disso, temos o seguinte resultado.

Proposicdo 4.2.2. Sejam M um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x :

S% — M uma superficie completa e mazimal. Entao S* € parabdlica.

Demonstragio. Considere £ um campo vetorial tipo-luz paralelo e f = {E}, Es} um
referencial ortormal para S2. Sendo N normal e unitdrio, podemos completar este

referencial de modo que {E;, Es, N} é um referencial ortonormal em M. Usando a

Proposicao , obtemos da equacao de Gauss (3.5)),
R(T,E)T = (R(T, E)T)" + (A(T), T)A(E;) — (A(E;), T)A(T).

Tomando o produto escalar com FE; e somando em 72 = 1,2, 3,

Z(R(T, E)T,E;) = (R(T,E)T, E;) + > (A(T), T){A(E;), E;)
=1 =1 i=1 (429)

Observemos que,

3 2
Ric(T,T) =Y e(R(T, E)E;, T) = Y _(R(T, E))E;, T) — (R(T, N)N, T)
=1

i=1
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assim, de (4.29) segue que

Ric(T,T) = — i(ﬁ(T, E)NT, E;) + (R(T,N)N,T) — (R(T, N)N, T)

=1

CSAT) THA(ED), B+ S (A(E), TYA(T), E)
' - (4.30)

@
Il

—

-

e, como S? ¢ maximal

Portanto, de (4.30]) segue que
Ric(T,T) = Ric(T,T) + (R(T, N)N,T) + (A*(T), T). (4.31)

Uma vez que toda superficie é uma variedade de Einstein, seu tensor curvatura de Ricci

satisfaz

Ric(T,T) = K|T|* = Kn*. (4.32)
Assim, de (4.5)),
Ric(§,€) = Ric(T — (N, )N, T — (N, §)N)
= %(T’ T) —2(N, €>m(T’ N) + (N, §>2%(N7 N).
Sendo V¢ = 0 e usando (4.15),
Rie(T,T) = 2(N,&)Ric(T, N) — (N, &)’ Rie(N, N)
= 2(N, )2 Ric(N,N) — (N, €)*Ric(N, N) (4.33)
= TIQm(Na N)



7

(R(T,N)N,T) = (R(§ + (N, §)N,N)N,{ + (N, §)N)
= (R(§, N)N. &) + (R(§, N)N, (N, §)N) (4.34)
+ (R((N,E)N, N)N, ) + (R((N, )N, N)N, (N, §)N),
em que

(RN, N, N)N, &) = (N, (R(N, N)N, §) = (N, )(R(E, N)N, N).

Assim, de (4.34))

(R(T,N)N,T) = (R(, N)N, &) 4+ 2n(R(&, N)N, N) + n*(R(N, N)N,N) = 0. (4.35)

Portanto, substituindo, (4.32)) e (4.33)), (4.34) em (4.31]) temos que

— 1
Kn? = n*Ric(N, N) + S |A(T)[*
e consequentemente,
K > Ric(N, N),

uma vez que 1 > 0.
Finalmente, o TCC garante que K > 0, logo segue da Proposicao [2.3.46| que S?
é parabodlica. m

Agora, podemos afirmar

Teorema 4.2.3. Sejam M um espaco tempo pp-wave satisfazendo a TCC ex : S* —
M uma superficie completa mazimal. Entdo S? admite a funcdo positiva e limitada n

sendo constante se e somente se S? € totalmente geodésica.

Demonstragdo. Para primeira implicacao, observemos que Teorema de Cayley-Hamilton

garantenos que

A? — tr(A)A + det(A)I = 0.

Como tr(A) = —2H = 0, segue que
A? = —det(A)I.
Tomando o trago em ambos os lados

|A]? = —det(A)tr(I) = —2det(A)
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e assim,
1

Logo

1

A% = Z|APT

2

Portanto, segue de (4.8)),
2 2 Lotz L2 2
[Vnl™ = (ANT),T) = S |AFITI" = S lA[” (4.36)

Como 7 é uma fungao constante
1
[Vnf? = (AX(T), T) = J|AP7E = 0.

Sendo 7 positiva , |A|?> = 0 o que implica A = 0. Entao, S é totalmente geodésica. Para
a reciproca, se S? é totalmente geodésica, por (4.16))
An=2(VH,T)+n(Ric(N,N) + |A]”
() ) ()
= nRic(N,N).
O TCC garante que Ric(N, N) > 0, e assim 7 é subharmonica. Pela Proposicio [4.2.2]
temos que S? é parabdlica. Portanto, como 7 é positiva limitada, a Proposicao [2.3.45
assegura-nos que n deve ser constante. m

Podemos dar o seguinte resultado de rigidez.

Teorema 4.2.4. Sejam i um espaco-tempo pp-wave satisfazendo a TCC e x :

S% — M uma superficie completa e mazimal. Entdo S? é totalmente geodésica e flat.

Demonstragio. Pela Proposicao [2.3.38|item (c), escrevemos

1 2
A () = —=An+ |Vt
n Ui n

Assim, de (4.37) e (4.30),

Ui Ui
Reescrevendo,
1 1——

onde na ultima desigualdade foi usada a T'CC.
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Assim, —1/n é uma fungdao subharménica limitada superiormente. Como S? é
parabdlica, devemos ter que —1/n é constante. Consequentemente 1 é uma fungao
positiva e constante. Pelo Teorema segue que S? é totalmente geodésica.

Além disso, sendo 7 uma constante positiva, de

1 1——
0=A (—) = —Ric(N,N) > 0,
n n
isto é, Ric(N,N) = 0.
Substituindo em (4.39)),
Kn* = n*Ric(N, N) + |A(T)|* = 0. (4.39)

Mostrando que S? é flat, o que conclui a demonstracao. m

Como consequéncia imediata obtemos o classico teorema de Calabi—Bernstein.

Coroldrio 4.2.5. As unicas superficies completas maximais no espaco Lorentz—Minkowski

L3 sdo os planos tipo-espaco.

Demonstracio. Seja S? uma superficie tipo-espaco completa e maximal no espaco de
Lorentz-Minkowski 3. Uma vez que L3 é um espaco-tempo pp-wave e satisfaz a TCC,
pois é flat, segue do Teorema que S? é totalmente geodésica. Como as tinicas
superficies totalmente geodésicas tipo-espaco de L3 sdo os planos tipo-espaco segue o

resultado. m
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