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RESUMO

O uso dos modelos de regressao classicos no contexto de dados espaciais podem levar
a interpretagoes erroneas, pois este nao leva em consideragao as informacoes geoespaciais.
Neste caso, a aplicacao de modelos geograficamente ponderados para o estudo da nao
estacionariedade espacial dos pardmetros de regressao é uma alternativa bastante atrativa.
No entanto, esses modelos costumam ser sensiveis na presenca de valores discrepantes. Neste
trabalho, desenvolvemos extensoes da regressao geograficamente ponderada utilizando a
familia de distribuicao eliptica para a suposi¢ao dos erros aleatérios. O uso desta familia
de distribuicao permite ajustar um modelo menos sensivel na presenca de observagoes
discrepantes, uma vez que abrange distribui¢oes com caudas mais pesadas que a normal. Em
especifico, consideramos o uso das distribui¢des normal, ¢-Student, exponencial poténcia,
Cauchy, logistica do tipo I e II, t-Student generalizada, logistica generalizada e normal
contaminada. Métodos com base nos algoritmos escore de Fisher e backfitting sdo propostos
para estimar os parametros dos modelos. Além disso, descrevemos analises de residuos
e medidas diagnésticas com base na abordagem de influéncia global e local. Estudos de
simulagao sob diferentes cenarios e aplicagoes praticas com dois conjuntos de dados reais
sao apresentados para avaliar o desempenho desses modelos na presenga de observagoes
discrepantes. A primeira aplicacao refere-se ao estudo do desenvolvimento humano e da
criminalidade nos municipios do Ceara, Brasil. A segunda aplicacao aborda o desempenho
educacional nos condados da Geérgia, EUA. Por fim, um pacote em R foi desenvolvido

para disponibilizar a aplicagao pratica dos resultados tedricos obtidos nesta tese.

Palavras-chave: Analise espacial. Distribuicoes elipticas. Medidas de diagnostico.

Regressao geograficamente ponderada.



ABSTRACT

The use of the classic regression model in spatial data context may lead to
misinterpretations because it do not consider geospatial information. In this instance,
the application of geographically weighted models to study spatial nonstationarity of the
regression parameters it is a very attractive alternative. However, these models are often
sensitive in a presence of outliers. In this work, we develop extensions of the geographically
weighted regression using the elliptical distribution family for the assumption of random
errors. The use of this distribution family allows to fit a less sensitive model in the presence
of outliers, since it covers distributions with heavier tails than normal. Specifically, we
consider the use of the normal, t-Student, power exponential, Cauchy, types I and II
logistics, generalized ¢-Student, generalized logistic, and contamined normal distributions.
Methods based on the Fisher score and backfitting algorithms are proposed to estimate the
models parameters. In addition, we describe residuals analysis and diagnostic measures
based on the global and local influence approach. Simulation studies under different
scenarios and practical applications with two real datasets are presented to evaluate the
performance of these models in the presence of outliers. The first application refers to the
study of human development and crime in the municipalities of Ceara, Brazil. The second
application addresses educational performance in the counties of Georgia, USA. A package
in R was developed for the practical application of the theoretical results obtained in this

thesis.

Keywords: Elliptical distribution. Diagnostic measures. Geographically weighted

regression. Spatial analysis.
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1 INTRODUCAO E MOTIVACAO

Modelos para andlise de dados espaciais receberam um grande nimero de
contribuigoes nas tltimas décadas. De modo geral, a analise de dados espacial caracteriza-
se pelo pressuposto basico de que observagoes geograficamente proximas devem apresentar
caracteristicas semelhantes. Nesse caso, a aplicacao dos modelos de regressoes usuais que
nao incorporam as tendéncias espaciais presentes nos dados, podem induzir interpretagoes
completamente equivocadas. Isso ocorre pelo fato de que dados dessa natureza podem
apresentam caracteristicas particulares, como por exemplo, a autocorrelagao espacial ou a
nao estacionariedade espacial. Naturalmente, essas caracteristicas devem ser previamente
verificadas e levadas em consideracao no momento de escolher a técnica de modelagem
adequada. Neste ambito, autores como Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002) e
Comber et al. (2020) sugerem a utilizacao da Regressao Geograficamente Ponderada (RGP)
para a modelagem da nao estacionariedade espacial presente nas relagoes entre a variavel
resposta e suas regressoras. Essa metodologia representa uma extensao natural e bem
intuitiva dos modelos de regressdo classicos (com erros normais) ao permitir que seus
parametros variem no espaco. Entretanto, essa classe de modelos assumem a normalidade
dos erros, o que pode limitar sua aplicacao a conjuntos de dados reais. De um modo geral,
a suposicao de normalidade para a distribuicao dos erros aleatorios é comumente utilizada
quando a caracteristica de interesse é representada por uma variavel continua com suporte
nos reais. Isto se da pelo fato dessa suposicao implicar em modelos com propriedades
estatisticas desejaveis e um amplo desenvolvimento tedrico. Consequentemente, isso induz
a tentativa, em muitos casos erronea, de satisfazer essa suposicdo. Dentre as tentativas
mais comuns podemos destacar as transformagoes de varidveis e manipulagoes dos dados.
No entanto, isso pode levar a perda de informacao ou dificultar bastante a interpretacao
do modelo utilizado. Além disso, é bem conhecido que a presenca de observagoes com
valores discrepantes é um problema muito comum para os modelos estatisticos classicos.
Isso se deve ao fato de que as estimativas dos modelos podem ser fortemente influenciadas
por essas observagoes.

No contexto da estatistica espacial, os métodos para solucionar este problema
sao tipicamente mais complicados porque diferentes tipos de observagoes podem ocorrer
(Genton, 2001 e Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002). Para os modelos de RGP,

Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2003) mostram que as estimativas do modelo tam-
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bém podem ser altamente sensiveis na presenca de valores discrepantes e propoem duas
abordagens para resolver este problema. A primeira abordagem remove as observagoes
com valores discrepantes e reajusta o modelo para comparar os resultados antes e depois da
exclusao, deixando a cargo do pesquisador da area explicar a presenca dessas observagoes.
Nessa abordagem, h4d um alto custo computacional na detec¢ao dos valores discrepantes,
principalmente para conjuntos de dados com muitas observacoes. A ideia principal da
segunda abordagem é reduzir o peso das observagoes com grandes valores residuais no
processo de estimagao. Nesse caso, aplicado-se um algoritmo robusto e automatizado que
reajusta o modelo recursivamente até que o efeito dos valores discrepantes nas estimativas
seja reduzido. Esta abordagem assume um método de deteccao mais simples e desconsidera
a interpretacao subjetiva para a presenca das observagoes discrepantes. No entanto, ambas
abordagens sao baseadas na remocao de valores discrepantes para o processo de estimagao
do modelo RGP. No contexto geral, um método alternativo robusto é considerar distri-
buigoes de caudas mais pesadas para os erros aleatorios. Autores como Westfall e Arias
(2020) sugerem que esta abordagem é muito 1util para reduzir a forte influéncia de valores
discrepantes, uma vez que essas observagoes sao mais provaveis de ocorrer em distribuigoes
de caudas mais pesadas. Em particular, Fang, Kotz e Ng (1990) apresentam a familia
de distribuigoes elipticas, bem como a sua utilizagdo no contexto da analise de regressao.
Esta familia contém distribui¢oes com caudas leves e pesadas, como por exemplo a normal,
t-Student e exponencial poténcia. Dessa forma, a utilizacao de distribuigoes pertencente
a essa familia para a suposi¢do dos erros aleatorios em modelos de RGP é uma forma
de contornar os problemas gerados pela presenca de valores discrepantes nessa classe de
modelos.

Adicionalmente, no contexto geral da andlise de regressao é fundamental a
verificacao das suposigoes e da sensibilidade do modelo proposto. Para isso, sao comumente
desenvolvidas técnicas de diagnostico, as quais podem ser consideradas sob diferentes
enfoques. As técnicas de diagnodstico mais usuais tiveram inicio nos modelos lineares
classicos e seus conceitos vem sendo estendidos a diversas classes de modelos. No entanto,
dependendo da complexidade do modelo essa tarefa pode ser bastante ardua. Na RGP ha
uma vasta discussao no que se refere a analise de residuos, porém ainda nao foi difundido
estudos sobre medidas de influéncia para estes tipos de modelos. Visto que a deteccao de

observacoes possivelmente influentes representa um fator importante na modelagem de
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dados, entao é necessario também um estudo mais profundo neste tema. Essas técnicas
sao capazes de identificar observagoes que exercem influéncias desproporcionais no ajuste
de um modelo.

Com base nesses fatos, o principal objetivo deste trabalho é propor uma classe
de modelos geograficamente ponderados utilizando a familia de distribuiges elipticas para
a componente aleatéria. Além disso, apresentamos uma adaptacao dessa classe de modelos
considerando escalas geograficas variaveis, permitindo que cada relagao de regressao
possua sua propria variacao espacial. Adicionalmente, procuramos desenvolver técnicas de
diagnostico para estas classes de modelos, como forma de avaliar a qualidade do ajuste
e a sensibilidade do modelo ajustado. Por tultimo, foi elaborada um conjunto de rotinas
computacionais com a finalidade de facilitar a divulgacao e aplicabilidade deste trabalho.
Os resultados também foram utilizados para a produgao de trés artigos cientificos, os quais
encontram-se em processo de desenvolvimento e submissao. Alguns resultados obtidos
nessa pesquisa também foram apresentados na 34? edi¢do do Internacional Workshop on
Statistical Modelling (IWSM) e publicado no livro de resumo correspondente a essa edi¢ao

do congresso.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

A Regressao Geograficamente Ponderada (RGP) foi introduzido por Brunsdon,
Fotheringham e Charlton (1996) e tem sido amplamente discutida na literatura por diversos
autores. Essa classe de modelos assume que os parametros de regressao variam ao longo
do espago, possibilitando assim o estudo da nao estacionariedade espacial presente nas
relagoes de regressao (veja LeSage, 1999, Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002 e
Comber et al., 2020, para mais detalhes). Em outras palavras, a RGP permite que a
relagao entre variavel resposta e variaveis explicativas podem nao ser equivalentes para
regioes distintas no espaco, considerando nesse caso o ajuste de modelos locais associado a
cada uma das regioes estudadas. Com base nessa premissa, diversos trabalhos tedricos
foram desenvolvidos visando a adaptacao dos modelos de RGP, bem como suas aplica¢oes
praticas em diferentes areas de estudo. Por exemplo,Atkinson et al. (2003) desenvolveram
a RGP para aplicar em dados com resposta binaria, considerando o uso da distribuicao
logistica para os erros aleatorios. A RGP logistica multinomial foi proposta por Luo e

Kanala (2008) aplicada a dados com variaveis do tipo categéricas. Para dados de contagem,
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as distribui¢oes Poisson e binomial negativa foram incorporadas na RGP por Nakaya
et al. (2005) e Da Silva e Rodrigues (2014), respectivamente. Por fim, Da Silva e Lima
(2017) propoem o modelo de RGP para dados espaciais no intervalo unitario ao assumir
que os erros aleatérios seguem uma distribuicdo beta. Em todos os casos, a aplicacao
desses modelos em dados reais sugere que as relagoes de regressao sao nao-estacionarias no
espago e que os modelos usuais nao acomodam bem as caracteristicas espaciais presente
nos dados.

Por outro lado, os modelos para anélise de dados espaciais também apresentam
problemas com a forte influéncia de valores discrepantes e as abordagens para lidar com isso
tendem a ser mais complexas. Varios autores discutiram métodos para detectar observagoes
com valores discrepantes em diferentes classes de modelos espaciais (ver Haslett et al., 1991,
Cerioli e Riani, 1999, Harris et al., 2013, Jin et al., 2015, Dai et al., 2016 e De Bastiani et
al., 2018, por exemplo). O procedimento usual neste ponto é investigar as observagoes
identificadas e considerar remové-las do banco de dados. No entanto, remover observagao
discrepantes que vém puramente do processo de geragao natural dos dados representa
uma omissao de informacoes importantes e pode levar a interpretagoes errdoneas. Desta
forma, alguns autores propoem métodos alternativos de estimagao robusta para modelos
espaciais menos sensiveis a outliers (para mais detalhes, ver Genton, 1998, Genton, 2001,
Militino, Palacios e Ugarte, 2003, Harris, Fotheringham e Juggins, 2010 e De Bastiani et
al., 2015). No ambito da RGP, Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002) advertem que
a influéncia de valores discrepantes também é um problema para esta classe de modelos
e discutem possiveis solugoes para reduzir a influéncia dessas observagoes. No entanto,
Warsito et al. (2018) afirmam que ambas as abordagens tém um elemento de subjetividade,
o que pode dificultar a interpretacao dos resultados. Uma alternativa a essas abordagens é
considerar uma distribuicao de caudas mais pesadas para erros aleatérios, as quais sao
capazes de reduzir a forte influéncia dos valores discrepantes. Intimeros trabalhos em
modelos de regressdao com distribuigoes de caudas pesadas podem ser encontrados (veja,
por exemplo, Lange, Little e Taylor, 1989, Fang, Kotz e Ng, 1990, Cysneiros, Paula e Galea,
2007, Ibacache-Pulgar, Paula e Cysneiros, 2013, Vanegas, Rondon e Cysneiros, 2013 e De
Bastiani et al., 2015). Especificamente, Fang, Kotz e Ng (1990) propuseram uma classe
de modelos de regressao com base na familia de distribuigoes elipticas. Naturalmente, a

extensao da RGP assumindo erros aleatorios elipticos representa uma alternativa atrativa



26

para a modelagem de dados espaciais com presenca de valores discrepantes.

Outro aspecto fundamental na analise de dados espaciais é o conceito de escala.
Em sintese, a escala espacial representa o nivel em que os processos geograficos variam.
No ambito da RGP, Fotheringham, Yang e Kang (2017) destacam a importancia desse
conceito, expondo as limitacoes da RGP em relacdo a multiplas escalas espaciais. De
acordo com os autores supracitados, os modelos de RGP estao sob a suposicao de que
todos os parametros operam na mesma escala espacial. Entretanto, essa afirmagao pode
ser bastante irrealista dependendo da caracteristica dos dados considerados no estudo
cientifico. Por esse motivo, Fotheringham, Yang e Kang (2017) propoem uma extensao da
RGP que funciona em diferentes escalas espaciais, a qual foi denominada por Regressao
Geograficamente Ponderada Multiescalar (RGPM). Essa metodologia tem sido amplamente
discutida nos tultimos anos, obtendo diversos resultados tedricos e empiricos relevantes na
area. Um estudo inferencial e um guia para a aplicagao pratica desses modelos podem ser
encontrados em Yu et al. (2020) e Comber et al. (2020), respectivamente. Dessa forma,
se ver necessario estender a RGP com erros aleatorios elipticos também para o caso de
multiplas escalas espaciais. Com isso, seria possivel uma modelagem mais realista de
diversos processos espaciais, sem preocupar-se com a influéncia de valores discrepantes.

Por fim, apds a obtencao do ajuste de um modelo é necessario verificar as
suposigoes assumidas na sua postulacao, por meio de uma analise residual e um estudo
da sensibilidade. Nesse contexto, Cox e Snell (1968) expressam uma defini¢ao geral para
os residuos, a qual pode ser usada como uma forma de avaliar as suposigoes associadas
ao termo aleatorio. Adicionalmente, para verificar a sensibilidade do modelo é possivel
destacar diversas propostas para medidas de diagnostico. Para o objetivo de detectar
observacoes que exercem pesos desproporcionais no processo de estimacao do modelo,
Wei, Hu e Fung (1998) propdem uma medida denominada de alavancagem generalizada.
Sobre outro enfoque, Cook (1977) apresenta uma a distancia de Cook generalizada, a qual
permite medir o efeito da exclusdo de observacoes nas estimativas dos parametros. Por
outro lado, uma técnica bastante inovadora, introduzida Cook (1986), permite avaliar a
influéncia conjunta de observacoes sob pequenas perturbagoes tanto no modelo como nos
dados. Essa técnica é conhecida como influéncia local e representa uma das medidas de
diagnéstico mais sofisticadas até o presente momento. Levando em consideracao esses

estudos, autores como Galea, Paula e Cysneiros (2005) e Cysneiros, Paula e Galea (2007)
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desenvolveram extensoes para analise de residuos e medidas de diagndstico para modelos de
regressao com erros aleatorios pertencente a familia de distribuigoes elipticas. Os aspectos
de robustez e métodos de diagnodstico para modelos de regressao com erros aleatérios
elipticos univariados sao detalhados em Villegas et al. (2013). Naturalmente, os estudos
discutidos por esses autores podem ser estendidos também para modelos geograficamente

ponderados, os quais sao proposto nessa tese.

1.2 CONSIDERACOES INICIAIS

Como mencionado anteriormente, o conteiddo abordado nesta tese refere-se a
analise de dados espaciais sob determinada natureza, requerendo um conhecimento prévio
dos fenomenos associados a esse tipo de dados. No entanto, esse conhecimento pode
nao ser tao trivial dependendo da area de dominio do leitor, sendo necessario nesse caso
o esclarecimento de determinados fundamentos comumente associado a dados espaciais.
Visto isso, a presente secao tem como objetivo introduzir alguns conceitos fundamentais
neste ambito, bem como ferramentas importantes para a analise de dados espaciais. Os
conceitos discutidos aqui terao grande importancia para a compreensao e definicao dos
modelos geograficamente ponderados apresentados nos préximos capitulos. Além disso,
sao abordadas brevemente determinadas metodologias para auxiliar a andlise de dados
espaciais através desses modelos, destacando-se a utilidade especifica de cada uma das

metodologias mencionadas.
1.2.1 Escala Espacial

De forma sucinta, a escala espacial é definida como a dimensao fisica de um
objeto ou processo no espago. Em outras palavras, entende-se por escala espacial o
nivel em que os fendmenos estudados variam no espaco. A importancia da escala resido
no fato de que dependendo dela se obtera descrigoes diferentes para o mesmo processo
estudado. Desta forma, Todos nés temos uma ideia intuitiva do conceito de escala ao estar
ciente das diferencas nas extensoes dos elementos em funcao de sua area geografica. Por
exemplo, suponha que queremos estudar o comportamento da renda média de determinada
populagao. Se medimos esta variavel por pais, notaremos que ela tem uma grande variacao,

possivelmente atribuida as diferencias entre as gestoes de cada pais. No entanto, se
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medimos esta variavel por dentro de um municipio especifico, notaremos que tera um
comportamento diferente, tendo possivelmente uma menor variacao. Assim podemos
notar que dependendo da escala espacial, os estudos realizados apresentaram diferentes
caracteristicas. Este conceito serd particularmente importante na definicao e aplicacao dos

modelos propostos nesta tese para a analise de dados espaciais.
1.2.2 Dependéncia, Autocorrelacao e Nao Estacionariedade Espacial

A dependéncia espacial ocorre quando o valor de uma varidvel em determinada
unidade espacial é parcialmente funcao do valor da mesma variavel em unidades vizinhas.
Neste contexto, a esséncia da autocorrelagao espacial é a mesma da dependéncia espacial,
ou seja, observagoes retiradas de locais diferentes nao sao independentes umas das outras.
De forma intuitiva, teremos que observagoes em locais mais préximos uns dos outros serao
mais semelhantes (autocorrelagio espacial positiva) ou menos semelhantes (autocorrelagao
espacial negativa) do que observagoes em locais mais distantes. Portanto, um elemento
chave para medir e compreender a autocorrelacao espacial é a descricao da relagao entre
o grau de similaridade entre as observagoes e a distancia que as separa. A descricao
da dependéncia espacial pode entao ser usada para definir uma funcdo de ponderacao
espacial que relaciona a similaridade das observagoes com a distancia entre elas. Com base
nesse conceito, a autocorrelagdo espacial irda entao representa uma medida da magnitude e
direcao dessa relacao.

Em contrapartida, um processo estacionario ¢ um fenémeno homogéneo que se
desenvolve no espago. Nesse caso, diz-se que um processo Z(x) é estritamente estaciondrio
quando uma distribui¢do de dimenséao finita permanece invariante sob qualquer translacao
arbitraria dos pontos por meio de d (distancia de separagdo entre as observagoes). Além
disso, um processo Z(x) é fracamente estacionario se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

e Z(x) tem uma esperanga finita e constante para cada ponto em seu dominio, o que

implica que a esperanca de os incrementos sao zero
EZ(x+d)—Z(z)] = 0

e Para qualquer vetor h, a varidncia do incremento é definida e é uma fung¢ao tnica da

distancia h

Var[Z(z+d)—Z(z)] = E[Z(z+d)— Z(z)]* = 2y(d)
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Nesse sentido o conceito de nao estacionariedade espacial dos parametros de
um modelo de regressao refere-se a variagao das relagoes entre as varidveis no espaco (uma
discussao mais ampla a respeito desse conceitos pode ser encontrado em Fotheringham
(2009)). Vale ressaltar que esses conceitos espaciais tem uma grande importancia na
analise de regressao, pois se nao forem levados em consideragao podem gerar resultados
equivocados. A implicacdo metodoldgica nesse caso é que os coeficientes de regressao
serao ineficientes para mostrar a magnitude da relacao entre as variaveis e os testes de

significancia estatistica sobre eles serao questionaveis devido a inflacdo nos erros padroes.

1.2.3 Regressao Geograficamente Ponderada

Como ja foi mencionado anteriormente, os modelos de regressao geograficamente
ponderados estao baseados em conceitos associados a dependéncia espacial e, principal-
mente, pela suposicao de nao estacionariedade espacial dos seus parametros de regressao.
Esse modelos representam uma adaptacao direta do conceito de regressao local para um
contexto puramente geografico, assumindo nesse caso que observagoes geograficamente
proximas devem ter caracteristicas semelhantes. Embora esse conceito seja intuitivo ainda
nao esta tao claro como funciona a regressao geograficamente ponderada na andlise de
dados espaciais. Com isso em vista, consideramos a seguir um breve exemplo ilustrativo
para uma melhor compreensao da ideia fundamental por tras dessa classe de modelos.

Assuma inicialmente que estamos estudando a relacdo entre as variaveis Y
e X no estado do Ceara, de tal forma que Y representa a variavel resposta e X uma
variavel explicativa. Nesse caso, ambas as variaveis foram medidas para cada um dos
184 municipios desse estado. Um modelo de regressao usual assume que a relagao entre
Y e X ¢ igual para todos municipio, desconsiderando qualquer informacgao geogréfica
relevante. Esse modelo entao levara em consideracao a informacao de todos os municipios
conjuntamente para construir uma tnica medida que representa uma relacao de regressao
unica para todo o estado. No entanto, a forma como as variaveis Y e X estao relacionadas
pode ser diferente para determinadas regides do Ceara e nesse caso uma tnica medida nao
serd o suficiente para descrever sua variagdo no espaco.

Por outro lado, um modelo de regressao geograficamente ponderado ira descrever
a relacao entre as variaveis de forma separada para cada municipio, destacando variac¢oes

locais dessa relacdo. Para isso um modelo local para cada municipio serda ajustado de
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maneira separada considerando apenas uma vizinhanca préxima. A estrutura funcional
desse modelo sera essencialmente a mesmas da regressao usual, mas a direcao e a magnitude
da relacao entre Y e X poderao variar entre os locais. Em outras palavras, o ajuste do
modelo local para o municipio “A” sera realizado de forma equivalente a regressao usual,
mas considerando apenas as observagoes dos municipios mais préximos (como é ilustrado
na Figura 1 pela regidao de cor azul ). O mesmo processo serd realizado no ajuste do modelo
local para o municipio “B” (utilizando a regiao destacada na Figura 1 pela cor verde),
obtendo um conjunto de parametros diferentes devido a reducao do espaco amostral total
em ambos os casos. Esse processo é repetido para cada um dos municipios pertencentes ao
estado do Ceara, obtendo entao uma variacao espacial para cada parametro de regressao.
O resultado do ajuste dos modelos locais permitem que os parametros de regressao sejam
interpretados como uma superficie espacial no estado do Ceard, as quais podem ressaltar
comportamentos especificos para cada regiao do mapa. Naturalmente, a vizinhanca
utilizada no ajuste de cada modelo local é definida com base em alguma medida de
proximidade, a qual serd descrita formalmente no seguinte capitulo. Com base nesse
principio, as defini¢oes formais e as metodologias necessarias para a aplicacao da regressao

geograficamente ponderada serao apresentadas no decorrer desta tese.

Figura 1 — Mapa dos municipios do Ceara utilizados no ajuste dos modelos locais para os
municipios “A” e “B”

Fonte: O autor (2021).
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1.2.4 Indice de Moran e Teste de Autocorrelacdo Espacial

O Indice de Moran ¢ um medida de autocorrelagao espacial que é mensurado
através das localizagoes e dos valores observados da variavel estudada. De maneira sucinta,

o calculo desse indice é obtido através da seguinte equagao (Bivand e Wong, 2018):

> > wi(Xi = X)(X; - X)
I — n 7j=1l=1
Z wlj Z(XZ—X)Z
7=1l=1 7=1

em que X; é o valor que a varidvel X assume no ponto i, X é a média amostral da varidvel
X, n é o nimero de observagoes e w;; representa um peso espacial associado a uma medida
de distancia d;; entre os pontos ¢ e j. Nesse caso, diferentes métodos podem ser usados
para calcular os peso espaciais. Um dos métodos mais comuns ¢é utilizar o conceito de
vizinhanga, ou seja, as observagoes que sao consideradas vizinhas (sob algum critério
preestabelecido) terdo peso um enquanto as demais terdo peso igual a zero. Note também
que, o numerador dessa equagao é um termo que representa uma medida de covariancia
enquanto que o denominador indica uma medida de varidncia. Isso faz com que esse indice
se comporte como um coeficiente de correlagao e geralmente varia entre os valores —1
e 1, embora em teoria seja possivel exceder ambos os limites. Nesse caso, se os pontos
localizados a uma certa distancia mostrarem valores semelhantes entao uma correlacao
positiva é obtida. Por outro lado, se os pontos mostrarem valores muito diferentes, entao
sera obtido uma correlacao negativa. E caso nao haja autocorrelagao entre as observagoes
entdao o indice calculado deverd ser proximo de zero.

Uma outra abordagem ¢é realizar uma andlise grafica da dispersao entre os
valores de (z —z) e W(z — ), em que W é a matriz de pesos que contém os valores de
w;j. Este grafico é conhecido como diagrama de espalhamento de Moran e também pode
ser utilizado para avaliar a presenca de autocorrelacao espacial. Nesse caso, se a dispersao
dos valores plotados nesse grafico for distribuida aleatoriamente entre os quadrantes do
plano cartesiano, entao assumimos que nao ha presenca de autocorrelagao espacial. Por
outro lado, se houver uma tendéncias na concentracao desses valores no primeiro e terceiro
quadrante hé razoes para suspeitar que haja uma autocorrelacao espacial positiva na
variavel estudada. De forma similar, se a concentracao dos valores estiverem no segundo e

quarto quadrante, entdao ha uma autocorrelacao espacial negativa.
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Adicionalmente, o indice de Moran também pode ser usado para realizar o teste
de significancia para a autocorrelacao espacial. Nesse caso é testado, sob hipdtese nula, se
valor de I obtido para a variavel estudada ¢ estatisticamente igual a zero. Em Bivand e
Wong, 2018 ha uma discussao acerca da distribuicao de probabilidade do indice de Moran
sob essa hipotese nula e uma estatistica de teste apropriada é apresentada. Como base nesse
resultado é possivel se a configuracao espacial da uma variavel ocorre de forma aleatéria
ou nao. Nesta tese, esse teste é particularmente importante para verificar a presenca de
autocorrelagao espacial nas variaveis estudadas e nos residuos para os modelos de regressao
ajustados. Vale ressaltar também que, ha iniimeros outros indicadores de associacao
espaciais globais e locais, os quais também podem ser amplamente consideradas para a
identificacdo de autocorrelacao espacial presente nos dados. Para mais detalhes sobre
medidas de autocorrelagao espacial e das suas respectivas implementacoes computacionais,

consulte Bivand e Wong, 2018, por exemplo.
1.2.5 Teste de Nao Estacionariedade Espacial

Como mencionado anteriormente, os modelos de regressao geograficamente
ponderados tem como base o pressuposto de que os parametros de regressao nao sao
estacionarios no espaco. Entretanto, uma duvida valida é se determinado conjunto de
estimativas para os parametros locais exibem uma variacao espacial significativa. Nesse
contexto, a variabilidade das estimativas locais pode ser utilizada como forma de examinar
a plausibilidade da suposicao de nao estacionariedade espacial dos parametros de regressao.
Para isto, assuma inicialmente que V} representa a variancia das estimativas espaciais
associada ao k-ésimo parametro de regressao. Valores altos dessa medida iriam indicar
a nao estacionariedade do seu respectivo parametro de regressao, embora seja provavel
que mesmo o0s parametros que nao variem nos espaco apresentem alguma variagdo nas
estimativas locais. O ponto crucial nesse caso seria definir para que valores de V}, podemos
considerar uma variacao espacial significativa.

Uma forma de testa a significAncia da variabilidade espacial ¢ determinar a
distribuicao amostral de V} sob a hipoétese nula que o parametro é estacionario no espaco.
Nesse caso, uma abordagem aleatorizada via método de Monte Carlo seria uma alternativa
plausivel para obter essa distribuicao de forma aproximada. Em outras palavras, sabe-se

que sob hipétese nula qualquer permutacao de pares (u;,v;) entre os pontos de dados
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é igualmente provavel. Por esse fato, o valor observado de V. pode ser comparado aos
valores obtidos a partir do reagrupamento aleatorio dos dados no espaco e da repeticao
do ajuste do modelo geograficamente ponderado aos dados reagrupados, de tal forma que
serve de base para o calculo da significancia do teste.

Com base nesse principio, o conjunto de valores das medidas de variabilidade
pode ser classificado do menor ao maior e a proporcao de valores que excedem os da-
dos observados representa a probabilidade de observar tal variacao nas estimativas dos
parametros locais de um processo estacionario. Dessa forma, quanto menor for essa
probabilidade, mais confianga se tem em afirmar que o processo gerador das estimativas
dos parametros locais é nao estacionario. Em outras palavras, rejeitar a hipotese nula
implica que as estimativas nao sao estacionarias no espaco, uma vez que quanto menor
for nivel de significincia obtido menos provavel que a variabilidade espacial observada
seja proveniente de um fator puramente aleatério. Esse resultado pode entao indicar
quais relagoes de regressao sao ou nao estacionarias no espago através da variabilidade
espacial das estimativas locais. Mais detalhes sobre a utilizacao desses testes de hipdteses
podem ser encontrados em Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002, bem como proposta

alternativas a esse teste.

1.2.6 Familia de Distribuic6es Elipticas

A familia de distribuigoes elipticas engloba intimeras distribui¢oes de proba-
bilidades comumente utilizadas para analise de dados continuos que assumem valores
nos numeros reais. Esta familia inclui as distribui¢oes normal, ¢-Student, logistica dos
tipos I e II, exponencial de poténcia, entre outras. As distribui¢oes pertencentes a essa
familia compartilham propriedades importantes proveniente da distribui¢do normal, no
entanto podem apresentar caudas mais leves ou mais pesadas que as caudas da normal.
Este fato possibilita uma maior flexibilidade para a analise de valores extremos. Nesse
ambito, a aplicacao desta familia de distribui¢ao para modelos de regressao sao amplamente
discutidas na literatura e ha intiimeros estudos que evidenciam sua utilidade na modelagem
de dados com presencga de observagoes discrepantes.

No contexto geral, dizemos entao que uma variavel aleatoria Y pertence a uma

distribuigao eliptica univariada (ou uma densidade eliptica), denotada por Y ~ S(u, @), se
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sua fungao de densidade assumir a seguinte forma:

N2
fY5m,0) = \/159{@;)} yeR,

em que p € R é o pardmetro de localizagao, ¢ > 0 é o pardmetro de escala e g(-) é chamada
de funcdo geradora de densidade, com g(u) > 0, para u >0 e [§°u~"2g(u)du=1. A partir
dessa definicao podemos destacar algumas propriedades importantes e particularmente
tteis para a construcdo dos modelos de regressao. Neste contexto, se Y ~ S(u,¢), entao a
funcdo caracteristica de Y é expressa por Cy (t) = €W (t2¢), t € R para alguma funcio ¥
com h(u) € R para todo u > 0. Consequentemente, a média e a variancia de Y, quando

existentes, sao:
E(Y)=p ¢ Var(Y)=£o,

onde ¢ > 0 é uma constante que nao depende dos parametros p e ¢. Adicionalmente,
assumindo que Z =aY +beY ~ S(u,¢), entdo Z ~ S(ap-+b,a’p). Estas sio propriedades
particularmente importantes para a formulagao dos modelos de regressao com erros
aleatoérios elipticos. Como forma de ilustrar o comportamento de algumas distribuigoes
pertencente a essa familia, a Figura 2 exibe as suas respectivas fungoes de densidades,
revelando diferencas interessantes na forma das caudas de cada uma dessas distribuigoes.
Para a obtencao das fungdes de densidades os valores dos pardmetros dessas distribuicoes

foram pré-especificados, os quais sao exibidos na legenda do gréafico supracitado.

Figura 2 — Funcao de densidade para algumas distribuigoes elipticas
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Fonte: O autor (2021).



35

Note que, cada distribuicao apresenta uma densidade distinta para a ocorréncia
de valores extremos, possibilitando uma modelagem menos sensivel a presenca de valores
discrepantes. Por este fato, o uso dessa familia de distribui¢ao permite a modelagem
de dados com a presenca de observagoes discrepantes, reduzindo a forte influéncia que
essas observacoes exercem na estimativa de modelos que assumem a normalidade dos
erros aleatorios. Vale ressaltar que, além dos parametros de localizagao e escala algumas
dessas distribui¢oes podem apresentam também parametros de forma, os quais serao
considerados fixos no processo de estimacao dos modelos propostos nesta tese. Por
exemplo, a distribuicao t-Student é especificada através do parametro v, o qual representa
os graus de liberdade (g.1.) dessa distribuigdo. Nesse caso, um método especifico para a
selecao do valor ideal para v no ajuste de modelos com erros elipticos pode ser considerado.
O mesmo ocorre para o parametro de forma associado a distribuicdo exponencial poténcia
(mais detalhes acerca da familia de distribuicoes elipticas e modelos de regressao com erros
elipticos podem ser encontrados em Kelker, 1970, Rao, 1990, Fang, Kotz e Ng, 1990 e
Cysneiros e Paula, 2005).

1.2.7 Otimizacdo Por Secdo Aurea

Na aplicacao de métodos estatisticos ¢ bem comum nos depararmos em situagoes
que precisamos obter o minimo (ou o maximo) de uma func¢do em termos de uma ou
mais variaveis e a aplicagdo de algoritmos computacionais podem ser utilizados para este
proposito. Neste contexto, algoritmos de minimizacao tém sido amplamente utilizados para
resolver problemas de otimizagdao em diversas areas da ciéncia. Dentre os esses algoritmos,
a otimizagao por se¢ao aurea se destaca por sua simplicidade tedrica e, em muitos casos,
pelo baixo custo computacional exigido. De forma sucinta, a ideia por tras desse algoritmo
é reduzir o intervalo total de uma determinada funcao de forma iterativa, com base na
sequéncia de Fibonacci, até que o comprimento do intervalo seja suficientemente pequeno
e convirja para o ponto minimo dessa funcao. Essa metodologia é particularmente 1til
para a otimizacao de um parametro importante em modelos de regressao geograficamente
ponderado, o qual serd abordado com mais detalhes nos proximos capitulos.

Para a aplicacao desse algoritmo, assuma inicialmente que desejamos obter
o minimo da func¢do f(z), a qual tem seu valor minimo dentro de um intervalo [a, b]

preestabelecido. Nesse caso, o comprimento total desse intervalo é b—a e desejamos
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reduzir-lo ao retirar uma parcela desse intervalo que o minimo nao esteja. Com base nesse
principio, o préximo passo ¢ selecionar dois pontos x1 e x2 dentro do intervalo total através

dos seguintes operagoes:

r; = b—(b—a)r

ry = a+(b—a)r

em que r = 0,618 representa a razao aurea. Feito isso, deve-se identificar qual desses
dois pontos retornam o menor valor para a fungdo f(z) e um novo intervalo deve ser
estabelecido. Em outras palavras, se f(x1) > f(z2), entdo a fungao decresce na diregao
de x9 e consequentemente (x1,b] serd o novo intervalo de busca contendo o minimo dessa
funcao. Por outro lado, se f(z1) < f(x2), entao a fungdo decresce na dire¢do de x1 e o
novo intervalo de busca nesse caso sera [a,z3), o qual devera conter o minimo dessa funcao.
Logo, o processo de reducao do intervalo deve ser repetido até que o comprimento do
intervalo seja suficientemente pequeno, obtendo assim o valor que minimiza a funcao f(x)

(mais detalhes acerca desse método de otimizagao podem ser encontrado em Greig, 1980 e

Press et al., 2007).

1.3 ORGANIZACAO DA TESE

Nesta tese sao discutidas propostas de modelos alternativos a RGP menos
sensivel a presenca de valores discrepantes. No capitulo 2 propomos uma extensao da
RGP considerando a familia de distribui¢oes elipticas para os erros aleatérios, a qual
denominamos de Regressao Eliptica Geograficamente Ponderado (REGP). Apresentamos
um processo de estimacao do tipo escore Fisher para esta classe de modelos baseando-se no
conceito de verossimilhanca local. Também discutimos a andlise de residuos e as medidas
de diagnostico baseadas na influéncia global e local para os modelos de REGP. Com o
objetivo de avaliar o desempenho dos critérios para a escolha do parametro de suavizagao
6timo e a sensibilidade do modelo com relagao a valores discrepantes, propomos estudos
de simulacao sob diferentes cenarios. Por ultimo, aplicamos os métodos desenvolvido a um
exemplo pratico baseado em dados reais referente a um estudo de desenvolvimento humano
e criminalidade nos municipios do Ceard, Brasil. Os resultados obtidos sao interpretados e
algumas consideragoes finais sdo discutidas.

No capitulo 3 estendemos a REGP ao considerar multiplas escalas geograficas,
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permitindo que cada relacao de regressao tenha sua propria variacao espacial. Inicialmente
reformulamos o modelo REGP assumindo um parametro de suavizagao distinto associado
a cada variavel explicativa, introduzindo assim a Regressao Eliptica Geograficamente
Ponderada Multiescalar (REGPM). Com base na especificagdo do modelo, reescrevemos
a REGP e REGPM na forma de um Modelos Aditivo Generalizado (MAG) e obtemos
o processo de estimacdo dos parametros através de um algoritmo do tipo backfitting.
Discutimos aspectos importantes acerca do método computacional deste algoritmo. Além
disso, derivamos resultados inferenciais com base no processo de estimacao. Apresentamos
também a analise de residuos e uma medida de alavancagem. Avaliamos empiricamente o
modelo proposto através de diversos cenarios simulados. Concluimos o capitulo com uma
aplicacao pratica utilizando uma base de dados reais referente ao desempenho educacional
nos condados da Georgia, EUA. Algumas consideragoes finais acerca desse exemplo também
sao expostas.

Com a finalidade de facilitar a aplicacao da teoria discutida nessa tese foi
desenvolvido um pacote computacional no software R. Nesse contexto, no capitulo 4 é
apresentado detalhadamente a sequéncia logica da utilizagao das rotinas contidas no pacote,
assim como uma breve orientagdo de como devem ser utilizadas. Essas rotinas contemplam
fungoes destinadas ao processo de estimacao, a descricdo do ajuste, a andlise de residuos e
as medidas de diagnostico obtidos no decorrer desta tese. Para um melhor entendimento,
alguns exemplos préaticos sao exibidos e brevemente discutidos.

Por fim, no capitulo 5 apresentamos uma sintese dos resultados alcancados
ao longo dessa tese. Destacamos algumas conclusoes importantes, discutimos nossas
contribui¢oes com base em pesquisas anteriores e expomos futuras linhas de pesquisa no

ambito deste trabalho.
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2 MODELO DE REGRESSAO ELIPTICO GEOGRAFICAMENTE PON-
DERADA

Modelos espaciais sao desenvolvidos para acomodar diferentes caracteristicas
geograficas intrinsecas ao processo de geracao dos dados. Para modelar relagoes que
variam espacialmente, a aplicacdo da RGP ¢é uma alternativa muito atrativa. Entretanto,
a RGP é construida sob a suposi¢do de normalidade dos erros, podendo ser sensivel a
presenca de valores discrepantes nos dados. Nesse caso, a utilizagao de distribuigoes
com caudas mais pesadas presentes na familia de distribuigoes elipticas ou métodos
robustos podem reduzir a influéncia de valores discrepantes na estimacgao dos parametros
do modelo. Como foi mencionado anteriormente, as distribui¢oes pertencentes a essa
familia preservam propriedades importantes da distribuicdo normal, no entanto apresentam
diferencas particulares na forma ne suas caudas. Esse fato indica densidades distinta para
a ocorréncia de valores extremos, possibilitando uma modelagem menos sensivel a presenca
de valores discrepantes dependendo da distribuicao utilizada. Vale ressaltar também que a
normal é um caso particular dessa familia de distribui¢oes, implicando que os resultados
obtidos neste trabalho também se estende para o caso que os erros sao normalmente
distribuidos.

Neste contexto, o presente capitulo tem como objetivo propor a REGP, na qual
representa uma generalizacao da RGP ao estender a suposi¢dao de normalidade através da
familia de distribuigoes elipticas. Com base nos resultados encontradas na literatura acerca
dos modelos de regressao com erros elipticos, adaptou-se a RGP com finalidade de incluir as
principais propriedades das distribuicoes elipticas em modelos geograficamente ponderados.
Esta abordagem representa uma alternativa para modelar a nao estacionaridade espacial
para relagdes condicionais entre a variavel resposta e as variaveis explicativas em base de
dados georreferenciados com a presencga de valores discrepantes. Vale ressaltar que a RGP
representa um caso particularmente importante desta classe de modelos, quando assumimos
que os erros sao normalmente distribuidos. Dessa forma, a seguir é apresentada a defini¢ao
dos modelos de REGP, ressaltando alguns conceitos preliminares quando necessario. Em
torno disso, obtemos um processo de estimagao com base em um método escore de Fisher.
Métodos de diagnéstico para detectar observacoes influentes e validar o modelo proposto
também sao propostos neste capitulo. Por fim, apresentamos os principais resultados

obtidos em estudos de simulagoes e na aplicacao pratica a uma base de dados reais.
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2.1 ESPECIFICACAO DO MODELO

No contexto geral da modelagem estatistica, um modelo de regressao linear

global pode ser descrito pela seguinte equacao:

P
yi = Bo+ Y Brrikte (2.1)

k=1
em que 1 =1,...,n, O é o parAmetro associado a k-ésima variavel explicativa, x;; é o valor

da i-ésima observacao para a k-ésima variavel explicativa e €; é o erro aleatoério associado
a i-ésima observagao. Com base na equagao (2.1), diferentes classes de modelos podem
ser definidas por meio das suposi¢oes assumidas em relacdo aos erros aleatorios. No caso
dos modelos de regressao elipticos, assumimos que os erros aleatérios sao mutuamente
independentes e pertencem a familia de distribuicoes elipticas univariadas, a qual foi
definida com detalhes no capitulo anterior.

Por outro lado, um modelo geograficamente ponderado estende a estrutura de
regressao tradicional apresentada em (2.1) permitindo uma variagao local dos pardmetros
de regressao. A partir dessa definicao torna-se possivel estudar a nao estacionariedade
espacial na relacao entre a variavel respostas e suas respectivas variaveis explicativas, uma
vez que cada local no espaco tem um valor diferente para os parametros de regressao. Com
base neste principio propomos entao um modelo geograficamente ponderado com erros
aleatorios pertencentes a familia de distribui¢oes elipticas univariadas, generalizando a
classe dos modelos de RGP proposta inicialmente por Brunsdon, Fotheringham e Charlton
(1996) e amplamente estudado na literatura nos tltimos anos (veja Brunsdon, Fotheringham
e Charlton (1996), LeSage, 1999, Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002, Fotheringham,
Brunsdon e Charlton (2003) e Comber et al., 2020, para mais detalhes acerca dessa classe
de modelos). Em outras palavras, a REGP é expressa através da equagao dada a seguir:

P
yi = Bolhi,vi)+ > Be(hi,vi)zik + € (2.2)
k=1
em que (h;,v;) indica as coordenadas geograficas previamente especificadas para o i-ésimo
local, By (h;,v;) é o pardmetro da k-ésima varidvel explicativa para o i-ésimo local, x; o
valor da k-ésima variavel explicativa no i-ésimo local e €; ~ S(0, ¢(h;,v;)) representa o erros
mutuamente independentes. Note que, o modelo formulado por meio da equagao (2.2) é
equivalente a definicao de n modelos locais, ou seja, temos um conjunto de parametros

distintos para cada local no espaco. Por este fato esse modelo pode ter mais parametros
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desconhecidos do que observagoes, tornando-o nao identificivel. Para contornar esse
problema é necessario considerar um processo de estimacao alternativo, o qual sera descrito

com detalhes na proxima secao.

2.2 PROCESSO DE ESTIMACAO

De forma semelhante aos modelos de RGP, temos que um modelo de REGP
é potencialmente nao identificavel. Isso ocorre devido ao fato de que o modelo pode ter
mais parametros do que dados observados, como foi mencionado na se¢ao anterior. Neste
contexto, Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002) sugerem que uma alternativa razoavel
para resolver esse problema ¢ utilizar o conceito de verossimilhanca local, introduzido
por Tibshirani e Hastie (1987). Para isso, considere que queremos obter a estimativa dos
pardmetros em um ponto arbitrario no espaco (h;,v;), que nao é necessariamente um ponto
observado. Essa estimativa pode ser aproximada de forma local por um modelo de regressao
eliptico classico, mas considerando apenas uma vizinhanc¢a préxima ao i-ésimo local e
uma funcao de ponderacao espacial. Com base nesse principio, a seguir é apresentado o
processo de estimacao proposto nesta tese para os parametros do modelo de REGP, bem

como algumas defini¢oes fundamentais para a obtencao do algoritmo utilizado.
2.2.1 Funcao de Ponderagao Espacial

A funcao de ponderacgao espacial tem como objetivo ponderar cada ponto de
dados por sua distancia ao ponto de regressao. Nesse ambito, Fotheringham, Brunsdon
e Charlton (2002) expoem um enfoque para definir esta fun¢do usando o conceito de
funcoes kernel. Em sintese, a funcao de ponderagao espacial w;; = S(d;j,b) é baseada
em alguma medida de distancia d;; entre as regioes ¢ e j dentro de uma janela b, para
i=1,...,mej=1,...,n. Neste trabalho as medidas de d;; sao obtidas através da distancia

de Minkowski, a qual é descrita por:
T 2 1T
dij = (|hi = hl" + v = v;?)

em que T representa o valor da poténcia associada a essa medida de distancia. Vale
ressaltar que, se 7 assumir o valor 2 obtemos a distancia Euclidiana como caso particular
dessa medida. Além disso, para o caso que as coordenadas geograficas sao definidas por

meio da latitude e longitude no globo terrestre assumimos a medida de distancia do grande
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circulo, ou seja,

d;j = 12742arcsen <\l sen? (hZ;hj> + cos(hj)cos(h;)sen? (Ui ;UJ))

No que diz respeito a func¢ao de ponderacao, Brunsdon, Fotheringham e Charl-

ton, 1998 afirmam que sua escolha tem pouco impacto nas estimativas dos parametros
de um modelo geograficamente ponderado, no entanto selecdo do valor 6timo para o
parametro b representa um ponto fundamental no processo de estimagao. Com base nesse
fato e sem perda de generalidade, consideramos as funcoes de ponderagoes geograficas com

base nos kernels gaussiano e biquadrado, definidos respectivamente por:

972
{ 1 (di;\2 {1—(@)] . sedij<b
Wjj = €Xp —5 (b) [§ Wij = s
0 , C.C.
em que b > 0 representa um parametro de suavizagao. Vale ressaltar que outra medidas de
distancias também podem ser consideradas, como por exemplo a distancia de Minkowski.
Além disso, as funcoes kernel geralmente assumem que o valor de b é fixo para todos os
locais. No entanto, Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002) observam que isso pode
causar uma estimativa com grande dispersao em modelos geograficamente ponderados,
uma vez que os dados podem estar mais esparsos em uma regiao e mais densos em outra.
Uma alternativa é utilizar parametros de suavizacao distintos para cada um dos locais,
adaptando-se assim as diferencas de densidade entre as regioes de estudo. Uma funcao
que utilizam esse tipo de abordagem é denominada por kernel adaptativo e consiste em
considerar um parametro de suavizacao distinto para cada um dos locais estudados. Nesse
caso, o valor do parametro de suavizagao b; associada ao i-ésimo local é obtida a partir do
conceito de vizinho mais proximo, de tal forma que todos os locais devem contemplar a
mesma quantidade de observagoes no processo de estimagao. Nesse caso a func¢ao kernel
ird se adaptar as diferencas de densidades dos locais de acordo com o comportamento
dos dados. Vale ressaltar também que outras medidas de distancia e fungoes kernels
podem ser utilizadas para a obtengao das ponderagoes geograficas (para mais detalhes,

veja Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002).
2.2.2 Funcao de Verossimilhanga Local

Assuma inicialmente a hipdétese de que a superficie dos parametros é aproxi-

madamente plana na vizinhanca de qualquer local estudado. Dessa forma, considerando
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o i-ésimo local, definimos a func¢ao de verossimilhanca local para o vetor de parametros

6(i) = (Bo(),-..,By(i),0(i)) T como sendo:

n

WLOWID) = 3 {3 los(6(0) +loglg(u)}} wis 2.3

j=1
em que (i) representa o ponto espacial (hj,v;), D representa a base de dados espaciais,
uj = (yj — p;)?/ (i) e wi; é a funcio de ponderacdo espacial em termos da distancia entre
os pontos espaciais (i) e (j). Com base na defini¢do de verossimilhanca local em (2.3),
denota-se o vetor U(B(7),$(i)) como sendo a func¢do escore para o i-ésimo local, o qual

pode ser expresso por:

awwmm) ( ¢(1) X "D (v)Wi(y — ) )
e |

UBG),0(i) = 9B(1)
( PYLELID) (1)) (1) "1 Qu(B()) — tr(Wi)}

em que ¥ = (y1,...,Yn) representa a variavel resposta, X é a matriz modelo, B(i) =
(Bo(i),...,Bp(1)) T é o vetor dos parametros de regressio, Q,(B(i)) = {y — pu} ' D(v)W;{y —
p}, D(v) = diag(vf,...,v}), p= (1. pm) ", Wi = diag(wi, ..., win), vf = =2W,(u;) =
—2¢"(u;)/g(u;) e tr(-) é o operador trago. Ademais, a matriz de informagao de Fisher

observada para o i-ésimo local, denotada por L(B(i),¢(i)), é expressa por:

82WW(Z)ID) 32WL(0(@)|D) .
L(B(i),6(i)) = sBos - oBwost - | _ [ L L2
’ PWLOG)D)  O*WL6G) D) i |
9p(i)0B(1) 9p(i)0 (i) 21 L2

em que Ly = —6(i) ' X TD()W;X, Lo = Ly, = 26(1) 22X TWib, Lot = 26(1) 2 Wi X,
LQQ = ¢(2)72 {tr<M)/2 +UTD(C)MU —CTD(U>MC}’ U= (ula s 7u’n)T’ €= (617 s 7€n)T7
b= (by,...,b,)", D(a) = diag(a1,...,ay), D(c) = diag(c1,...,cn), € = yi — i, ¢i = W (ug),
a; = —2{Wy(u;) +2u;Wy(ui)} e by = {Wy(u;) + 2u;Wy(u;) }(yi — i) Adicionalmente, a

matriz de informacao de Fisher esperada para o i-ésimo local é dada por:

2o X TW; X 0,1
O1><p )

K(B(i),6(i)) = E(L<ﬂ<i>,¢<i>>)<¢“> W
T (Af—1

em que dg = E[W;(U2)U2], fo= E[Wg(UQ)U‘l] e U~ S(0,1). Com isso, obtidas essas
quantidades é possivel especificar um algoritmo de estimacao local para os parametros do

modelo, o qual é descrito com detalhes a seguir.
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2.2.3 Algoritmo de Estimacao

Note que nao é possivel obter uma forma fechada para os estimadores de
maxima verossimilhanca local, sendo necessario o desenvolvimento de algum algoritmo
iterativo para a maximizac¢ao da fungao definida em (2.3). Nesse caso, o método escore de
Fisher pode ser facilmente aplicado para obter as estimativas de méxima verossimilhanca
local de B(i) e ¢(i). Com base nesse método, desenvolvemos um algoritmo iterativo para

os parametros do modelo de REGP para o i-ésimo local, o qual é expresso por:

B ™) = (XTD™)W; X)X TD(w™)W; (2.4)
e
(i)Y —{y—XB())" I} D)Wy - XB(5) VY, (2.5)
tr(Wi)
com m =0,1,2,..., em que m representa o nimero atual da iteracdo do algoritmo de

estimacao. Os valores iniciais de B(i) e ¢(i) podem ser obtidos a partir do modelo de
regressao eliptico descrito em (2.1) considerando a mesma distribuigdo dos erros aleatérios

assumida para o ajuste da REGP.

2.2.4 Matriz de Projecao

Considerando a convergéncia do processo de estimacao para os parametros do
modelo de REGP é possivel obter uma matriz de projecao S, de tal forma que y = Sy.
Essa quantidade é fundamental na obtencao de resultados posteriores importantes para
validacao do modelo ajustado. No entanto, esse conceito é valido apenas quando os
locais estudados apresentarem as mesmas coordenadas geograficas que os pontos de dados
observados. Em outras palavras, se os dados foram coletados em pontos no espago que nao
representam diretamente as regides utilizadas para o ajuste do modelos locais, entao essa
abordagem nao serd valida. Neste contexto, considere previamente os resultados obtidos
para a matriz de projecdo da RGP em Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002). Com

base nesse procedimento, obtemos que a i-ésima linha da matriz S na REGP é dada por
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z;(X "D(0)W; X)X " D(0)W;, ou seja,

(X "D(0)W1 X)) ' X TD(0)W
zo(X " D(0)WaX) ' X T D(0)Ws

T (X " D(0)Win X)X T D(0)Why,

Nesse caso, o numero efetivo de parametros (NEP) do modelo de REGP é
expresso por NEP = 2u1 — vy, com v1 = tr(S) e vp = tr(STS). Essa medida ¢ uma forma
de representar a quantidade de parametros obtidos no ajuste do modelo geograficamente
ponderado, levando em consideragao as variagoes espaciais dos parametros de regressao.
Por outro lado, essa medida nao leva em consideragdo a quantidade efetiva dos parametros
de dispersao locais. Esse fato pode gerar estatisticas subestimadas, pois ainda nao ha uma
proposta para medir adequadamente o nimero dos parametros de dispersao efetivos. Uma
alternativa é considerar a estimativa do modelo REGP com o parametro de dispersao
¢ fixo, ou seja, assumir que ¢ nao varia no espago. Este método é apresentado como
uma solugao parcial para o célculo do niimero efetivo de parametros para modelos de
regressao geograficamente ponderado (ver Da Silva e Rodrigues (2014) e Da Silva e Lima
(2017) para maiores detalhes). De forma similar, propomos um modelo de REGP com
dispersao global, assumindo apenas um parametro ¢, fixo para todas os locais. Dessa
forma, ¢4 é estimado diretamente do modelo de regressao eliptico definido em (2.1) sob
a mesma distribuicdo dos erros aleatérios e mantido fixo no processo de estimagao dos
demais parametros do modelo REGP. Consequentemente, o niimero efetivo de parametros

nesse caso é especificado por NEP = 211 — 19+ 1.
2.2.5 Testes de Hipoteses

Sob as condigbes usuais de regularidade (Cox e Hinkley, 1974, Cap. 9) temos
que os estimadores de méaxima verossimilhanca obtidos por meio das equagoes (2.4) e (2.5)
sdo consistentes e assintoticamente normais. Isto é, considerando o i-ésimo modelo local,

temos que:

Vi(BG) = B) 2> Ny (0,950 50)
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em que J g(;)(;) = limn 00 (4dg /19 (1)) X TWiX € J y(3)p(i) = limnso0 (tr(Wh) /4ng(i)?) (414 —
1). Consequentemente, esse resultado é utilizado para a implementagao dos testes de
hipoteses para a significancia dos parametros locais. No entanto, autores como Byrne,
Charlton e Fotheringham (2009) e Da Silva e Fotheringham (2016) ressaltam que os testes
de hipdteses para os parametros locais de modelos geograficamente ponderados sofrem
com a ocorréncia incorreta de falsos positivos (erro do tipo I) induzidos por multiplas
hipoteses. Neste contexto, entende-se falso positivo por rejeitar a hipdtese nula quando
esta é verdadeira. Visto isso, os autores supracitados propoem diferentes corregoes para o
nivel descritivo nos testes para manter uma taxa de erro £ adequada. Essa correcao evita
a ocorréncia de falsos positivos nos testes de significancia dos parametros locais. Com
base nos resultados apresentados em Da Silva e Fotheringham (2016), desenvolvemos a

correcao do nivel descritivo na REGP por meio da seguinte forma:

‘ m

@ = NEp>

% ‘

em que « representa o nivel descritivo ajustado com base em uma taxa de erro £, NEP
representa o nimero efetivo de parametros definido anteriormente e p a quantidade de

variaveis explicativas incluindo o intercepto.
2.2.6 Selecao do Parametro de Suavizacao

Como mencionado anteriormente, o valor do parametro de suavizagao b tem
grande impacto nas estimativas de um modelo geograficamente ponderado. Dessa forma,
para a selecdo do valor 6timo de b, propomos a adaptacdo dos métodos usualmente
considerados para essa classe de modelos. No contexto da RGP, Fotheringham, Brunsdon e
Charlton (2002) propoem os métodos baseados na validagao cruzada (CV) e no critério da
informagao de Akaike corrigido (AICc). Esses métodos sao extensivamente considerados
e adaptados para as demais classes de modelos geograficamente ponderados (veja Luo
e Kanala (2008), Nakaya et al. (2005), Da Silva e Rodrigues (2014) e Da Silva e Lima
(2017) a titulo de exemplo). Especificamente, o método da validagao cruzada consiste em
minimizar o erro de predi¢cao em funcao de b, o qual pode ser expresso, no contexto da

REGP, por:



46

em que gj;l é o valor ajustado para o i-ésimo local, excluindo o ponto 7 no processo de
estimagdo. Em contrapartida, o critério da informacao Akaike corrigido procura minimizar

a seguinte medida em func¢ao de b:

1
AICe = 2m—2042 0 FD
n—uv—1
em que £ =31, {—log(¢>(z'))/2+log{g(ﬁi)}} e v1 é uma medida associada ao nimero

efetivo de pardmetros do modelo de REGP. Para a minimizacao de um desses critérios em

funcao de b foi considerada a técnica da secao aurea, descrita no capitulo anterior.

2.3 METODOS DE DIAGNOSTICO

A anélise residual e as medidas de diagnostico sdo amplamente utilizadas para
a validagao dos modelo de regressao. Com o intuito de verificar a qualidade do ajuste
e as suposicoes do modelo, desenvolvemos a extensao de algumas medidas comumente
utilizadas na regressao classica para o caso da REGP. Dessa forma, propomos avaliar
o impacto que a i-ésima observacgao exerce no i-ésimo modelo local. No entanto, esta
abordagem novamente sera valida apenas quando os locais estudados apresentarem as

mesmas coordenadas geograficas que os pontos de dados observados.
2.3.1 Analise de Residuos

No contexto geral, a analise de residuos é comumente considerada quando
se tem o interesse em avaliar a adequabilidade dos modelos de regressao. Os residuos
permitem estudar as observagoes cujo comportamento nao ¢ descrito completamente
pelo modelo ajustado, medindo a discrepancia entre os valores observados da variavel
resposta e seus correspondentes valores ajustados. Ademais, a andlise de residuos pode ser
utilizada para verificar suposi¢oes de homocedasticidade, existéncia de pontos discrepantes
e adequagao das suposicoes assumidas para os erros aleatérios. Na literatura, ha uma
ampla discussao e iniimeras propostas de residuos para modelos com erros elipticos. Em
particular, estendemos o calculo dos residuos padronizados para a classe dos modelos de
REGP (para mais detalhes da construgao desses residuos veja Galea, Paula e Cysneiros,

2005 e Cysneiros e Paula, 2008, a titulo de exemplo). Nesse caso, o i-ésimo elemento dos
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residuos padronizados é definido pela seguinte expressao:
- ] Yi — i _ |
Z (Ep(0)/2[1 — (4dg€)~Lhyi] M2
em que hi; é o i-ésimo elemento diagonal da matriz H; = X (X "TW; X)X TW;.

Em contrapartida, os residuos componente desvio tém sido extensivamente
estudados em modelos de regressao devido as suas propriedades estatisticas. Essa medida
é baseada na estatistica da razao de verossimilhancas generalizada e sua utilizacdo é
considerada para as diferentes classes de modelos (veja, por exemplo, Pregibon et al., 1981,
Pierce e Schafer, 1986, Davison e Gigli, 1989, McCullagh e Nelder, 1989 e Cysneiros, Paula
e Galea, 2007). Com base nesses estudos, obtemos que o i-ésimo elemento dos residuos

componente desvio para o modelo de REGP é expresso por:

Ty, = sinal(ri)\/w_ij{ﬂog{g(O)} —2log {g(r?)} }1/2 :

em que 7; = (y; — [1;)/ \/% Adicionalmente, Dunn e Smyth (1996) apresentam uma
definicao geral de residuos com boas propriedades estatisticas, a qual é denominada por
residuos quantilicos. Para obtencao dessa medida para o caso dos modelos de REGP,
considere inicialmente F'(y, i1, ¢) como sendo a fungao de distribuigdo acumulada da variavel
aleatéria y. Dessa forma, sabe-se que se F' é uma fungao continua, entdo F(y,u,¢) é
uniformemente distribuida no intervalo unitario. Com base nesse resultado, temos que o

1-ésimo residuo quantilico pode ser expresso por:

1 NN
rg, = 7 A{F (i i, 0(2))},
em que ®(+) é a funcdo de distribuigdo acumulada da normal padrao. Nesse caso, devido
as propriedades dessa funcao, sabe-se que 74, segue uma distribui¢ao normal padrao. Por

esse fato, os residuos quantilicos permitem verificar, de forma simples, as suposi¢oes do

modelo relacionadas aos erros aleatérios (para mais detalhes veja Dunn e Smyth, 1996).
2.3.2 Distancia de Cook Generalizada

A distancia de Cook generalizada foi introduzida por Cook (1977) e é usada
para medir o efeito da exclusdo de observagoes na estimativa dos parametros do modelo.
No contexto da REGP, esta medida pode ser representada para o i-ésimo local pela seguinte

equacao:

DG (B3 (1)) = (B3 (1) —0(i) TC By, (1) — (i),
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em que é{i} (7) é o estimador de maxima verossimilhanga para 0(i) excluindo a i-ésima
observacao e C' é uma matriz definida positiva e assintoticamente equivalente & informacao
de Fisher esperada para 6(i). No entanto, o calculo de é{i}(i) pode ter alto custo compu-
tacional e uma aproximacao dessa estimativa é geralmente considerada. Uma alternativa
introduzida por Pregibon et al. (1981) para calcular ] (i3 (i), denominada por aproximagao
de um passo, considera uma expansao em série de Taylor até segunda ordem da funcao
de verossimilhanga do modelo sem a i-ésima observagao. A utilizacao dessa aproximacgao
para os modelos de REGP, considerando o i-ésimo local, implica no seguinte resultado:
B(i) — 12V (r)ri (X TW X)Ly /[4dy (1 — hig))
(i) = 20(V (ra)rf = D)wi /[tr(W i) (4f5 = 1)]
em que V(r;) = —2Wy(r;), A; = diag(d1,...,0p), 6; =1 e §; =0 para todo j #i. No caso

0y (i) =

em que C é a matriz de informacoes Fisher esperada e usando a aproximacao de O(i), entao

a distancia de Cook generalizada para a i-ésima observacao pode ser expressa da seguinte

maneira;:
V) Fwghy e (WR)(V(7)a? —1)2w,
DG (B (1)) = (%) A]2 n i N - 2y

Deste modo, sugerimos que valores altos para DG(@{i}(i)) podem revelar

possiveis observagoes influentes no modelo ajustado.
2.3.3 Medidas de Alavancagem

De forma resumida, medidas de alavancagem buscam medir a variagao dos
valores ajustados quando seus valores observados sao afetados por pequenas variagoes.
Como uma proposta inicial, é possivel detectar pontos de alavanca pelo estudo da diagonal
principal de S, uma vez que a interpretacao dessa matriz de projecao é preservada para
modelos de regressao geograficamente ponderados (Fotheringham, Brunsdon e Charlton
(2002)). Dessa forma, seja s;; 0 i-ésimo elemento diagonal de S, entao valores altos de s;;
indicam que a i-ésima observacao é um possivel ponto de alavanca.

Por outro lado, Wei, Hu e Fung (1998) propoem uma medida mais geral para
detectar pontos de alavanca, a qual é denominada por alavancagem generalizada. Essa
medida é obtida através da derivada dos valores preditos em termos da variavel resposta,

a qual é dada por:

9y .

GLO) =5 = {Do(~Lao)"'Lya},
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em que Dy = 0p/00" e Lgy = 0%L(0)/000y. Nos modelos de REGP, calculamos a medida
da alavancagem generalizada para o i-ésimo modelo local, a qual pode ser expressa através
da seguinte forma matricial:
e Ts 1y T s 4 =132 T
GL(6(:)) = X(X D@W: X)X D(0)W;j+——55:D(0)" bb (I,—Si),
E¢(i)

em que S; = X{X " D(a)W;X} !XT D(a). Nesse caso, valores grandes para o i-ésimo
elemento diagonal de GL(@(Z)) indica que a i-ésima observacao é possivelmente um ponto

de alavanca. As observagoes destacadas devem ser investigada, avaliando o seu impacto

na estimacao do modelo.
2.3.4 Influéncia Local

Essa metodologia, proposta por Cook (1986), tem como objetivo verificar
possiveis distor¢oes no ajuste do modelo sob a presenca de pequenas perturbacgoes. No
contexto da REGP, propomos medidas de influéncia local com base em duas fungoes
objetivos. No primeiro caso avaliamos a influéncia de observagoes na estimagao dos
parametros através da distancia entre as verossimilhancas. Em seguida, estudamos a
influéncia de observagoes na predicao do modelo com base em outra medida de distancia.
Em cada fung¢do objetivo consideramos diferentes tipos de perturbagoes, as quais serao

descritas com mais detalhes a seguir.
2.3.4.1 Influéncia local na estimacao

Assuma inicialmente um modelo de REGP, cuja sua func¢ao de verossimilhanga
local WL(6(i)) é fornecida em (2.3). Nesse caso, W L(0(i)|w) representa a fungao de
verossimilhanca local incluindo o vetor de perturbagao w. Suponha também que haja
algum vetor wy de nao perturbagao, satisfazendo W L(@|lwo) = W L(#). Assim, a distancia

entre as verossimilhancas locais é dada por:
LD(w) = 2{WL(6(i))~ WL(B(i)u)} >0,

em que B(i) e B(i), representam as estimativas de maxima verossimilhanga local do modelo
com e sem perturbacio, respectivamente. No contexto da REGP, o cédlculo da influéncia

local também pode ser realizado com base na curvatura normal. Nesse caso, a medida da
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curvatura normal para § na diregao I, ||I|| = 1, é dada por:

Cn(0) = 2|UTAf (Lop) Ayl

em que A = O’WL(0,w)/000w" é uma matriz de perturbacoes para o i-ésimo local.

Como sugerido por Cook (1986), pode-se obter a maior curvatura Cu) na, direcao l,qz,

lmaz>

que representa o autovetor associado ao maior autovalor de Aa) (ng)_lA(i). O grafico de

indice para C; pode revelar as observagoes mais influentes em 6. Outra abordagem

lnaz
para andlise de diagnéstico foi proposta por Lesaffre e Verbeke (1998), que é baseado
no gréfico de indice de C(;); = C(l-)lj, em que [; ¢ um vetor formado por zeros com um
na j-ésima posicao para cada 7 =1,2,...,n. Nesse caso, consideramos como observagoes
atipicas aquelas que sao superiores a 20(2‘) com C = 2?21 Cli)j /n.
Visto isso, de acordo com o esquema de perturbacao utilizado, a matriz A
é estimada por A=A ’(0:9,w:w0)‘ Dessa forma, foram considerados dois esquemas de
perturbagao na estimativa dos parametros, os quais sao apresentados a seguir.
e Perturbacao na escala — Considere o esquema de perturbac¢ao no parametro de
dispersao, para o i-ésimo modelo local, na forma de ¢(7)/w;. Com isso, temos que

wo = (1,...,1) é o vetor de ndo perturbacao e a fungdo de verossimilhanga local

assume a seguinte forma:

n

WLOw) = - {3log(6(i)/;) +loglo(wsu)} s

Jj=1
Com base nesse esquema, a matriz de perturbagao para o i-ésimo modelo local é

expressa sob a forma A ;) = (AE(Z.),A;&Z.))T, com elementos dado por:

2

1
T

(i)

e Perturbacao ponderagao de casos — Nesse caso, seja o vetor de nao perturbacao

W,D(b).

wo = (1,...,1) e o vetor de perturba¢ao w = (wy,...,w,). Com isso, a fungao de

verossimilhanga local é perturbada por meio de uma ponderacdo sob seguinte forma:
n 1 .
WLOw) = > wj {—QIOg(qﬁ(z)) +log{g(uj)}}w¢j.
j=1

Portanto, assumindo esse esquema a matriz de perturbacao para o i-ésimo modelo
local é expressa por A(;) = (Ag(i),AdT)(i))T, com elementos dado por:

1 1
A,B(z) = 7D(U)WZD(6)X e A¢>(2) = M

e W,V (m).
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2.3.4.2 Influéncia local na predigao

Outra maneira de estudar a influéncia das observacoes no modelo é através do
seu impacto na predi¢do. Nesse caso, considere inicialmente o vetor ¢ com dimensao p x 1
de valores das variaveis explicativas, para o qual ndo temos necessariamente uma resposta

observada. Com isso, a funcao de predi¢ao em q é expressa por:
p A
() = ¢80
k=1

De maneira analoga, a predi¢do em q com base no modelo perturbado é expresso

pela seguinte equacao:
p A
lgw) =Y 4;8(0) pw-
k=1

Dessa modo, assumindo a funcdo objetivo f(q,w) = {fi(q) — fi(q,w)}?, entdo a

curvatura normal na dire¢ao unitdria [ assume a forma:
T
Cun=1l" fl,

em que f = 9%f(q,w)/0wdw é avaliada em w e B(Z-). Logo, calculando-se essa derivada
obtemos o seguinte resultado:

82

. Tl Tyl
I = 0ot ! = 280 Lo 29 Lo Ai)-

Novamente, pode-se utilizar a maior curvatura, na qual tem a dire¢ao l,,4:, como
forma de avaliar a influéncia das observagoes na predi¢cao do modelo. Os dois esquemas
de perturbacao a seguir sao considerados para a avaliar o impacto das observagoes na
predicao do modelo.

e Perturbacao aditiva na resposta — Considere a perturbagao da variavel resposta
na forma y;, = y; +w;s;, em que s; é a estimativa do desvio padrao de ;. Com
base nisso, temos que wy = (0,...,0) é o vetor de ndo perturbacao e a fungao de

verossimilhanca local é expressa por:

n

WLOw) = > {~3los0(i) +log{glup)} i

J=1
Nesse caso, a matriz de perturbagao para o i-ésimo local é expressos pela seguinte
forma matricial:

1
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e Perturbacao aditiva nos preditores — Considere a perturbagao da k-ésima variavel
explicativa continua na forma x;, = ;i +w;Sk, com s, representando um fator de
escala. Novamente sabe-se que wo = (0,...,0) é o vetor de ndo perturbagéo e a fungao
de verossimilhanca local é dada por:

" 1
WLO,w) = z:l {—210g(¢(i)) —i—log{g(ujw)}} wij.
j=
Logo, os elementos da matriz de perturbagao para o i-ésimo modelo local nesse caso

¢ expressos por:
Ag(iy = si(FD(g)D(e) — ¢(i) ' B(i)p X " D(a)) W,

em que F' é uma matriz p X n de zeros com o valor 1 na k-ésima linha.

2.4 ESTUDO DE SIMULACAO

Os estudos de simulacao propostos nessa se¢ao tém a finalidade de verificar os
desempenhos dos modelos de REGP. De forma geral, o propésito desse estudo de simulacao
é responder as seguintes duvidas:

e Os modelos de regressao geograficamente ponderados conseguem reproduzir as
superficies locais dos parametros reais de maneira satisfatéria?

e De que forma a presenca de observacoes com valores discrepantes pode afetar
a superficies estimada dos parametros em modelos de regressao geograficamente
ponderados?

e A utilizagdo de distribui¢oes com caudas mais pesadas para os erros aleatérios
gera estimativas espaciais menos sensiveis na presenca de observagoes com valores
discrepantes?

e Os resultados obtidos sao validos para estruturas espaciais com base em grades
regulares e irregulares?

Visto isso, desenvolvemos estudos de simulacoes com propriedades conhecidas
e uma superficie espacial bem definida para os parametros de regressao. Como forma de
comparar desempenho dos modelos geograficamente ponderados consideramos o uso de
duas medidas especificas. Neste ambito, para mensurar a capacidade dos modelos RGP

e REGP em replicar a superficie dos pardmetros conhecidos, utilizamos a raiz do erro
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quadrético médio (REQM), a qual é dada por:

REQMj = \liZ(ﬁj hi, i) B]’(hiaviDz

em que Bj(hi,vi) ¢é a estimativa do j-ésimo coeficiente para o i-ésimo local. Por outro lado,
a qualidade do ajuste para ambos os modelos é medida por meio da soma dos quadrados
residuais ponderados (SQRp), definida através da seguinte forma:
SQRp = 3 (yi — 9i)?
i=1 Y
em que J; é a estimativa da varidvel resposta para o i-ésimo local e v} = —2¢'(u;)/g(u;).
Dessa forma, nas segoes a seguir sao apresentados os resultados obtidos com base nessas

medidas para dois cenarios simulados distintos.
2.4.1 Cenario 1 - Grade Regular

Para avaliar o desempenho dos modelos de REGP em dados com observagoes
discrepantes, desenvolvemos inicialmente um estudo de simulagdo com base em uma grade
regular de dimensoes 25 x 25 para a estrutura espacial. Diante disso, simulamos 100
replicagdes com base em um modelo geograficamente ponderado, assumindo o seguinte

processo para a geracao dos dados:

yi = Bolhi,vi)+ Bi(hi,vi)w +e (2.6)

em que x = (x1,...,2y) € € = (€1,...,€6,) foram gerados a partir de uma distribui¢ao
normal padrao. Nesse caso, as coordenadas (h;,v;) representam o ponto central da regiao
(definida por um poligono retangular de drea um) associada a i-ésima observagio, em
que h; =0,1,...,25 e v; =0,1,...,25. Para os coeficientes de regressao, projetamos duas
superficies de parametros diferentes na mesma escala de variagdo com base nas seguintes

regras:

1 1 _
BO(hi,Uﬁ:l‘i‘E(hi‘i‘U?—) e 61(hi,vi):1+ﬁ<hi+vi )

em que Uj' e v; representam i-ésimo valor em ordem crescente e decrescente de v =

(2
(v1,...,vn), respectivamente. Para introduzir uma observagao discrepante foi selecionado
o local referente as coordenadas (11,12) e substituimos o valor da varidvel resposta pelo

seu valor maximo mais trés vezes o desvio padrao. Feito isso, ajustou-se os modelos
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de RGP e REGP assumindo a distribuigao ¢-Student com 3 graus de liberdades (g.1.)
para os erros aleatorios. No processo de estimagcao considerou-se o uso da fungao kernel
gaussiano adaptativo e a distdncia Euclidiana para as ponderacoes espaciais. A otimizacao
do parametro de suavizacao foi realizada através dos métodos CV e AICc. Baseado nesses
ajustes, as Figuras 3-6 mostram as superficies espaciais para as médias das estimativas
dos parametros de regressao, considerando ambos os métodos para a selegao do para-
metro de suavizacao 6timo. Nesse caso, as médias das estimativas obtidas nos modelos

geograficamente ponderados sdo comparadas com seus respectivos valores reais.

Figura 3 — Superficie espacial verdadeira de 3y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de y da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método CV.
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Fonte: O autor (2021).

Figura 4 — Superficie espacial verdadeira de 31 (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de ; da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método CV.

Fonte: O autor (2021).
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Figura 5 — Superficie espacial verdadeira de 3y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de fy da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método AICc.
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h
Fonte: O autor (2021).

Figura 6 — Superficie espacial verdadeira de (; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 1 da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método AICc.

Fonte: O autor (2021).

Note que ha uma distor¢ao dos parametros estimados pela RGP apenas nas

regioes préximas a observacao discrepante. No entanto, esse comportamento nao é

-3

-4

observado nas estimativas obtidas através do ajuste da REGP com erros t-Student.

Observou-se também que o nimero de vizinhos considerados para os valores 6timos
obtidos dos parametros de suavizagao em ambos métodos de selecao foram pequenos
em relagdo ao nimero de observagoes, apresentando uma baixa variabilidade entre as
simulacoes. Este fato indica que ambos modelos selecionam valores que representam

bem a variagdo espacial real dos parametros de regressao. Além disso, a Figura 7 e 8
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mostram os boxplots da REQM para ambos modelos com base nas estimativas de 5y e 1,
respectivamente. Note que, em geral, o modelo de REGP com erros t-Student mostra uma
maior precisdo para replicar as superficies espaciais reais de ambos parametros. Além disso,
conforme mostrado na Figura 9, o modelo REGP com erros t-Student possui também
as melhores estatisticas para os valores da SQRp. Todos esses resultados indicam que a
distribuigao ¢-Student permite o ajuste de um modelo geograficamente ponderado menos

sensivel a presenca de observacoes discrepantes.

Figura 7 — Boxplots da REQM para 3y nos modelos geograficamente ponderados para os
métodos CV (esquerda) e AICc (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 8 — Boxplots da REQM para ;1 nos modelos geograficamente ponderados para os
métodos CV (esquerda) e AICc (direita)
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 9 — Bozplots da SQRp dos modelos geograficamente ponderados para os métodos
CV (esquerda) e AICc (direita)
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Fonte: O autor (2021).

2.4.2 Cenario 2 - Grade Irregular

O objetivo desse cenario é avaliar se ha diferencas nos resultados obtidos
anteriormente ao utilizar uma estrutura espacial com base em uma grade irregular. Como
forma de tornar o processo de simulacdo mais realista, usamos um esquema espacial
baseado no mapa dos 159 condados da Gedrgia, EUA. Com base nesse esquema foi
realizado um estudo com 1000 replicacoes através do mesmo processo de geracao definido
em (2.6) utilizado para o primeiro cenario simulado. No entanto, para esse estudo as
coordenadas (h;,v;) representam a latitude e longitude dos centroides de cada um dos
condados, onde h = (hy,...,h,) ev = (v1,...,v). As informagoes geograficas dos condados
da Georgia foram retirados de um estudo comumente utilizada para a aplicagdo de modelos
geograficamente ponderados, o qual serd descrito com mais detalhes no seguinte capitulo.
Para os coeficientes de regressao, projetamos novamente duas superficies de parametros

diferentes na mesma escala de variagao por meio das equagoes dadas a seguir:
1 _ 1 _
Bo(hi»vf)=1+;(hz‘+%+) e Bilhiv) =1+ —(hit+v;)

em que 7 = [max(v) — min(v) — max(u) —min(u)] /4, e v e v; representam o i-ésimo valor
em ordem crescente e decrescente de v = (v1,...,vy), respectivamente. Para introduzir uma
observacgao discrepante foi escolhida arbitrariamente o condado de Harris com coordenadas
(—83.6882,33.3159) para o centroide dessa regiao. Com base nessas coordenadas, observa-se
que esse condado esta situado na regidao centro-oeste do estado da Georgia. Em cada um
das réplicas, substituimos a variavel resposta pelo seu valor maximo com um acréscimo
de trés vezes o seu desvio padrao. Em seguida, ajustou-se os modelos de RGP e REGP

supondo a distribuigao t-Student com 3 graus de liberdade para os erros aleatérios. As
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ponderacoes espaciais foram calculadas com base em um kernel gaussiano adaptativo e
na medida de distancia do grande circulo, uma vez que as coordenadas geograficas sao
representadas por meio da latitude e longitude. Com base nessas condicoes, as Figuras

10-13 mostram as superficies espaciais para as médias das estimativas dos parametros de

regressao, considerando ambos os métodos para a otimizacao do parametro de suavizagao.

Figura 10 — Superficie espacial verdadeira de [y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de ) do RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método CV.
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Fonte: O autor (2021).

Figura 11 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 81 do RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método CV.
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 12 — Superficie espacial verdadeira de 3y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de )y do RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método AICc.
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Fonte: O autor (2021).

Figura 13 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de §; do RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita)
para o método AICc.
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Fonte: O autor (2021).

Novamente, observa-se que ha uma distor¢ao da superficie espacial em ambos
parametros de regressao estimados pela RGP nas regides préximas ao condado de Harris,
ou seja, os valores estimados dos parametros de regressao para alguns condados da regiao
centro-oeste do estado da Georgia sao bem diferentes dos seus respectivos valores reais. Essa
distor¢ao é ainda mais clara na distribuicao espacial do intercepto, apresentando valores
muito mais altos que seus respectivos parametros locais reais. Ressaltando novamente que
o ajuste da RGP é sensivel a presenca de observagoes discrepantes, de forma semelhante aos

resultados obtidos no cenério anterior. Entretanto, esse comportamento nao é observado
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nas estimativas obtidas através do ajuste da REGP com erros ¢t-Student. Nesse caso,
o uso do modelo REGP em uma grade espacial irregular obteve também ajustes com
menor sensibilidade a observagao discrepante, apresentando uma superficie média estimada
bem préxima dos valores reais. Observou-se também que o modelo RGP apresenta uma
grande variabilidade da quantidade de vizinhos associados aos valores dos parametros de
suavizagao 6timos obtidos através do método de validagao cruzada.

Por outro lado, o modelo REGP com erros t-Student obtém um nimero de
vizinhos bem menores em relagao ao niimero de observagoes para os valores 6timos e pouca
variabilidade entre as simulagoes, permitindo representar melhor a variacao geogréfica
dos parametros. Ja para o caso do método via AICc, ambos modelos selecionam um
nimero pequeno de vizinhos para os valores 6timos, obtendo pouca variabilidade entre
as simulagoes. Neste caso, podemos observar que a selecao do parametro de suavizacao
tem consequéncias claras na superficie dos parametros de regressao estimados e o método
CV tem maior dificuldade em selecionar um parametro de suavizacao ideal em dados com
presenca de observagoes discrepantes. Por fim, as Figuras 14 e 15 exibem os bozplots da
REQM para as estimativas de 3y e 31, respectivamente. Novamente o modelo de REGP
com erros t-Student mostra uma maior precisao para replicar as superficies espaciais reais
de ambos parametros. Por fim, conforme mostrado na Figura 16, o modelo REGP com
erros t-Student possui as melhores estatisticas para os valores da SQRp. Esses resultados
sao semelhantes ao cenario anterior, mostrando que a distribuicao ¢-Student permite o
ajuste de um modelo geograficamente ponderado menos sensivel a presenca de observagoes

discrepantes também para casos com estruturas espaciais irregulares.

Figura 14 — Bozxplots da REQM dos modelos geograficamente ponderados para os
métodos CV (esquerda) e AICc (direita) na superficie de f
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 15 — Bozxplots da REQM dos modelos geograficamente ponderados para os
métodos CV (esquerda) e AICc (direita) na superficie de f;
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Fonte: O autor (2021).

Figura 16 — Bozplots da SQRp dos modelos geograficamente ponderados para os métodos
CV (esquerda) e AICc (direita)
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Fonte: O autor (2021).

2.5 APLICACAO

Para ilustrar os métodos propostos nesse capitulo analisamos uma base de
dados referente ao estudo do desenvolvimento humano e criminalidade no ano de 2010
para os 184 municipios do Ceara, Brasil. Este estudo considera trés variaveis: renda per
capita média do 4° quinto mais pobre (RPC), taxa de homicidios por 100.000 habitantes
(TH) e percentual de criangas que vivem em domicilios onde nenhum dos moradores
tem ensino fundamental completo (PCF). Vale ressaltar que, as observagoes da varidvel
RPC representa a média da renda per capita mensal de uma parcela da populagao pobre
associada a cada municipio durante o ano de 2010. Nesse caso, a renda per capita é obtida
pela soma das renda pelo total de habitantes no respectivo municipio. As informagoes
contidas na base de dados foi extraida do estudo censitario de 2010 realizado no Brasil,
disponivel através do “Atlas do Desenvolvimento Humano” e do “Atlas da Violéncia”.

Esses dados foram produzidos pelo Instituto de Pesquisa Econémica Aplicada, Férum
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Brasileiro de Seguranca Ptblica e Fundagao Joao Pinheiro. As informagoes geoespaciais
foram obtidas por meio do pacote geobr presente no software R. Esse pacote facilita o
acesso de dados espaciais fornecido pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica, o
qual fornece diversas informacoes geograficas para diferentes regides do Brasil. O objetivo
desta aplicacao é avaliar a relagdo entre renda de uma parcela especifica da populacao

pobre com os indicadores educacionais e criminais no estado do Ceara.

2.5.1 Anailise Exploratéria

Inicialmente consideramos uma breve analise exploratoria e um estudo de
correlacao das varidveis apresentadas anteriormente. Dessa forma, o histograma e o bozplot
da RPC sdo exibidos na Figura 17. Note que essa variavel apresenta um comportamento
aproximadamente simétrico, porém ha presenca de algumas observacoes com valores
discrepantes. Nesse caso, destaca-se o municipio de Fortaleza por apresentar um valor
extremamente discrepante da renda per capita do 4° quinto mais pobre em comparagao

com os demais municipios.

Figura 17 — Histograma com densidade aproximada pela linha vermelha (esquerda) e
boxplot (direita) da RPC
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Fonte: O autor (2021).

Na Tabela 1 sao apresentadas algumas estatisticas descritivas para as variaveis
RPC, TH e PCF. Observe que, em todas varidveis temos uma leve assimetria e ha uma
pequena variabilidade dos valores da RPC e do PCF. Além disso, destaca-se um alto valor
para a curtose da RCP, indicando que uma distribuicdo com caudas mais pesadas pode

descreve melhor o comportamento dessa variavel.
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Tabela 1 — Analise descritiva dos indicadores de desenvolvimento humano e criminais nos
municipios cearenses

Minimo Mediana Média Miximo CV Assimétria Curtose

RPC 171,27 274,92 283,97 655,16 0,20 1,85 11,18
TH 0,00 17,41 20,73 67,28 0,71 0,80 3,26
PCF 21,24 41,28 41,06 62,13 0,18 —0,07 2,82

Fonte: O autor (2021).

Como forma de avaliar possiveis dependéncias espaciais presente nas variaveis
estudadas, as Figuras 18-20 mostram os comportamentos espaciais das variaveis RPC,
TH e PCF nos municipios do Ceara. Além disso, sdo destacados os indices de Moran
e os valores-p para o teste de autocorrelagao espacial nos graficos apresentados. Note
que a RCP possui os maiores valores nos municipios ao nordeste, os quais fazem parte
da regiao metropolitana do estado. Esse mesmo comportamento é observado na TH, no
entanto o PCF tem os menores valores na regiao nordeste. Isso da uma ideia de como
as variaveis estudadas estao relacionadas entre si. Por outro lado, essas rela¢gbes nao sao
equivalentes em todos os municipios, indicando uma heterogeneidade espacial na relacao

dessas variaveis.

Figura 18 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) da RPC nos
municipios cearenses
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 19 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) da TH nos
municipios cearenses
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Fonte: O autor (2021).

Figura 20 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) da PCF nos
municipios cearenses
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Fonte: O autor (2021).

Adicionalmente, os diagramas de espalhamento de Moran mostram tendéncias
no primeiro e terceiro quadrantes presentes em todas as variaveis estudadas, as quais
apresenta correlagoes espaciais significativas e relativamente altas. Por fim, a Figura 21 sao
exibidos os graficos de dispersao entre a RPC e as demais variaveis explicativas, destacando
relagoes lineares entre essas variaveis. Note também que os graficos de dispersao ressaltam
uma relagao diretamente proporcional entre a RCP e a TH, indicando que a TH de alguma
forma aumenta a renda desta parcela da populacao pobre. Por outro lado, o PCF tem um

efeito contrario na RPC, apresentando uma relagao inversamente proporcional.
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Figura 21 — RPC versus TH (esquerda) e RPC versus PCF (direita)
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Fonte: O autor (2021).

2.5.2 Ajuste do Modelo

Visto que identificamos relacoes lineares entre as variaveis na andlise expla-
natoria, entdo propomos inicialmente um modelo de regressao eliptico global através da

seguinte equacao linear:
RPC; = B + 1 TH; + 32PCF; + ¢,

em que €; ~ S(0,¢) representa os erros aleatérios. O ajuste desse modelo ao considerar erros
normalmente distribuidos constatou a presenca de um valor extremamente discrepante
nos residuos (veja Figura 22), o qual apresentou uma forte influéncia na estimagao dos
parametros. Além disso, nota-se varios pontos fora das bandas com 95% de confiancas no
grafico de quantis-quantis dos residuos padronizados para o modelo com erros normais. Por
esse fato, propomos a utilizacao de uma distribui¢do com caudas mais pesadas para os erros
aleatorios. De acordo com o valor do AICc, foi selecionado o modelo ajustado por meio da
distribuicao ¢-Student com 4 graus de liberdade. Nessa sele¢ao foram considerados apenas
uma grade de valores inteiros (de 3 até 30) para os graus de liberdade. Considerou-se
também o ajuste dos modelos elipticos com distribui¢cdes Cauchy, exponencial poténcia e
logisticas do tipo I e I, no entanto o modelo com erros t-Student apresentou os melhores
valores de AICc. Com isso, constatamos que o uso dessa distribuicdo para os erros
aleatério foi capaz de reduzir significativamente a influéncia do valor discrepante destacado
anteriormente no modelo com erros normais. Contudo, ambos os modelos apresentaram

uma forte autocorrelagdo espacial nos residuos, com podemos observar nos diagramas de
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espalhamento de Moran (veja Figura 23). Em ambos os casos obtemos altos valores para

o indice de Moran, destacando-se autocorrelagoes espaciais significativas.

Figura 22 — Grafico de quantis-quantis com envelope simulados dos residuos padronizados
para o modelo de regressao eliptico com erros normais (esquerda) e t-Student
(direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 23 — Diagramas de espalhamento de Moran dos residuos padronizados para o
modelo de regressio eliptico com erros normais (esquerda) e t-Student
(direita)
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Fonte: O autor (2021).

Por este fato, o uso da REGP pode ser uma melhor alternativa para medir

a relagao entre a RPC e as varidveis explicativas, pois permite a variacao espacial dos
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parametros de regressao. Dessa forma, propomos o ajuste de modelos REGP através da

seguinte equacao:
RPC; = 8o+ B1(hi,vi) TH; + B2 (hi, v ) PCF; + €,

em que €; ~ S(0,6(hi,v;)) representa os erros aleatérios. Neste caso, foi comparado os
ajustes dos modelos ajustados supondo erros normais e ¢t-Student. Utilizamos um kernel
adaptativo biquadrado como funcao de ponderacao espacial, o critério CV para selecao
do parametro de suavizagao 6timo e o AICc selecionou 3 g.l. para o modelo com erros
t-Student. Considerou-se novamente uma grade de valores inteiros (de 3 até 30) para a
selecao dos graus de liberdade e mesmas distribui¢bes mencionadas anteriormente para
os erros aleatorios dos modelos REGP. Nesse caso o modelo REGP com erros ¢-Student
apresentou os melhores valores para o AICc.

Com base nesses ajustes, as Tabelas 2 e 3 apresentam uma analise descritiva dos
parametros estimados e dos erros padroes assintoticos para os modelos de REGP com erros
normais e t-Student, respectivamente. Observe que, em ambos modelos, os parametros
apresentam uma alta variagao em torno das medidas obtidas pelo ajuste dos modelos
globais. Vale ressaltar que, o modelo de REGP com distribui¢ao t-Student apresenta
melhores estatisticas para os erros padroes. Além disso, de acordo com os critérios de
informacao de Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICc) e Bayesiano (BIC), a REGP com

distribuicao ¢t-Student é selecionada com o melhor ajuste.

Tabela 2 — Analise descritiva das estimativas dos parametros e erros padroes assintéticos
(entre parénteses) para os modelos de REGP com erros normais

Minimo Mediana Média  Maximo Global
R 279,95 438,57 435,85 540,56 435,19
Po (38,56)  (58,81)  (61,13)  (118,81) (19,70)
A —1,08 0,94 0,93 1,94 1,12
& (0,42)  (0,67)  (0,74) (1,30) (0,22)
. -7,25  —4,15  —4,24 —0,69 —4,25
Pa (0,82)  (1,36)  (1,40) (2,65) (0,44)
. 548,69  1244,96 1479,37  3307,26 1854, 17
¢ (203,38) (383,73) (481,39) (1176,37) (193,31)
AIC =1860,20 AICc = 1869, 63 BIC = 1945,87

Fonte: O autor (2021).
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Tabela 3 — Analise descritiva das estimativas dos paradmetros e erros padrées assintéticos
(entre parénteses) para os modelos de REGP com erros t-Student

Minimo Mediana Média  Maximo Global
R 246,59 417,14 409,16 586,064 413,56
Po (37,33)  (49,92)  (53,39)  (119,31) (16,66)
. ~1,13 0,94 0,95 2,24 0,98
& (0,32)  (0,60)  (0,66) (1,36) (0,19)
. ~7,24  =3,71  —3,59 —0,11 —3,68
Pa (0,76)  (1,13)  (1,22) (2,89) (0,37)
. 184,68 666,03 663,47 2445 34 946,484
O (110,04) (202,47) (323,44) (1417,96) (130,538)
AIC =1826,02 AICc = 1839,38 BIC = 1926, 76

Fonte: O autor (2021).

Adicionalmente, nas Figuras 24 e 25 é apresentado a analise de residuos para
os modelos de REGP ajustados. Nota-se novamente a presenca de um valor altamente dis-
crepante nos residuos do modelo com erros normais, porém o uso da distribuicao ¢-Student
para os erros aleatoérios demostra acomodar bem a observacao destacada. Além disso,
os diagramas de espalhamento de Moran revelam correlagoes espaciais nao significativas,
indicando que ambos os modelos de REGP contornaram o problema da dependéncia
espacial ressaltada nos residuos dos modelos elipticos globais. Isso se da pelo fato de que
a0 assumir a nao estacionariedade espacial dos parametros de regressao obtemos modelos

ajustados sem a presenca autocorrelagao espacial nos residuos.

Figura 24 — Grafico de quantis-quantis com envelope simulados dos residuos padronizados
para o modelo de REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 25 — Diagramas de espalhamento de Moran dos residuos padronizados para o
modelo de REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

2.5.3 Andlise de Sensibilidade

Para avaliar a qualidade do ajuste e sensibilidade dos modelos de REGP, foram
calculadas algumas medidas de diagndstico no modelos ajustados. Inicialmente, na Figura
26 sao exibidos os graficos com a medida da alavancagem generalizada para os modelos
de REGP ajustados. Em ambos ajustes nao é destacado nenhuma observagao como
um possivel ponto de alavanca, uma vez que todas observagoes apresentam valores bem

préximos pra essa medida.

Figura 26 — Grafico de alavancagem generalizada nos modelos de REGP com erros
normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Por outro lado, nas Figuras 27 e 28 sao apresentados os graficos de influéncia
local sob os esquemas de perturbacoes na escala e ponderagao de casos, respectivamente.
Note que, o municipio de Fortaleza é destacado como possivel observagao influente no
modelo de REGP com erros normais em ambos esquemas de perturbacao. Por outro lado,
no modelo REGP com erros t-Student nenhuma observacao é destacada como possivelmente
influente. Esse fato indica que o modelo REGP com erros ¢t-Student produz estimativas

menos sensivel a presenca de valores discrepantes.

Figura 27 — Gréafico de influéncia local para perturbacao na escala nos modelos REGP
com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 28 — Grafico de influéncia local para perturbag¢do ponderacao de casos nos modelos
REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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2.5.4 Andlise Confirmatdria

Como destacado anteriormente, os métodos de diagnésticos para a REGP
apontaram uma forte influéncia da observacgao referente ao municipio de Fortaleza no
modelo com erros normais. Nesse caso, para verificar se Fortaleza é de fato uma observagao
influente, considerou o reajuste dos modelos de REGP excluindo essa observacao da base
de dados. Os resultados ao reajustar os modelos foram comparados diretamente com os
obtidos anteriormente para os dados completos. Dessa forma, as Figuras 29-34 mostram a
comparacao entre as distribuicoes espaciais das estimativas dos parametros de regressao

para os modelos de REGP ao excluir o municipio de Fortaleza.

Figura 29 — Distribuicdo espacial das estimativas de 3y considerando os dados completos
para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 30 — Distribuicdo espacial das estimativas de [y considerando os dados apés a
exclusado de Fortaleza para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 31 — Distribuicao espacial das estimativas de 5; considerando os dados completos
para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 32 — Distribuicao espacial das estimativas de $; considerando os dados apds a
exclusdo de Fortaleza para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 33 — Distribuicdo espacial das estimativas de 52 considerando os dados completos
para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)

Longitude
Longitude

a1°w 20°W 39°W 38°W a1°w 20°W 39°W 38°W
Latitude Latitude
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Figura 34 — Distribuicao espacial das estimativas de 2 considerando os dados apés a
exclusdo de Fortaleza para os modelos REGP com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Observe que, as distribui¢oes espaciais das estimativas obtidas no modelo de
REGP com erros normais ao desconsiderar Fortaleza mostram mudangas extremas nos
resultados em torno desse municipio. Em outras palavras, a retirada dessa observacao
muda a interpretacao da variagao local dos parametros. Isso ocorre devido ao valor da
RPC deste municipio ser muito maior que os demais, representando uma observacao
extremamente discrepante na variavel resposta. Por outro lado, a distribuicao espacial das
estimativas no modelo de REGP com erros ¢-Student nao apresenta alteragoes substanciais
ao retirar o municipio de Fortaleza, conservando as mesmas interpretacoes dos resultados.
Isso evidéncia que o modelo REGP com erros t-Student mostrou-se menos sensivel a

presenca de valores discrepantes.

2.5.5 Interpretacao do Modelo Ajustado

Devido aos resultados obtidos anteriormente, o modelo REGP com erros t-
Student obteve os melhores valores para os critérios de informacao e menor sensibilidade
a observacgoes influentes. Dessa forma, optou-se pela utilizacdo da REGP com erros
t-Student para descrever o comportamento da RPC condicionado a TH e ao PCF. Dessa
forma, as distribuigbes espaciais das estimativas significativas (assumindo o nivel descritivo
corrigido com uma taxa de erro fixada em 5%) dos pardmetros de regressao desse modelo
sao apresentadas na Figura 35, destacando as estimativas nao significativas na escala de

cores pela cor cinza.
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Figura 35 — Distribuigdo espacial das estimativas significativas de fy (esquerda), 1
(direita) e 2 (abaixo) no modelo REGP com erros t-Student
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Fonte: O autor (2021).

Observa-se que, a medida que TH aumenta ha também um aumento nos valores
da RPC. Essa relagao ¢ vista em todo o estado do Ceard, no entanto o seu efeito (BAl) é
significativo apenas em alguns municipios nas regides central, noroeste e nordeste. Além
disso, os graficos indicam que o decréscimo do PCF implica no aumento dos valores da
RPC, porém essa relacao é significativa apenas nos municipios da regiao norte e sul.
Nota-se também que o efeito de ambas variaveis explicativas tem magnitudes diferentes

para cada municipio devido a variacao espacial dos coeficientes de regressao.
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3 MODELOS DE REGRESSAO ELIPTICO GEOGRAFICAMENTE
PONDERADO MULTIESCALAR

Como discutido no capitulo anterior, a REGP se mostrou uma 6tima ferramenta
para a modelagem de dados espaciais sob a suposicao de nao estacionariedade espacial
nas relagoes condicionais entre a variavel resposta e as variaveis explicativas. Em geral,
as classes de modelos geograficamente ponderados dependem diretamente de uma funcgao
de ponderacao geografica baseada na distancia entre as regides estudadas dentro de uma
janela previamente estabelecida. Dessa forma, o processo para a selecao do pardmetro
de suavizacao 6timo representa um fator de grande importancia na estimagao do modelo,
pois o valor do parametro de suavizagao determinara o tamanho efetivo da amostra para a
estimagao dos pardmetros locais (Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002). Em sintese,
o tamanho da janela determina a taxa de decaimento dos pesos geograficos em torno de um
determinado local. Visto isso, valores pequenos para o parametro de suavizac¢iao faz com
que os pesos diminuam rapidamente conforme a distancia aumenta, possibilitando assim
que os coeficientes de regressao mudem rapidamente no espaco. Isso possibilita destacar
anomalias locais e produz um modelo com viés pequeno. No sentido contrario, valores
maiores para o parametro de suavizagao geram pesos que diminuem lentamente conforme
a distancia aumenta, fazendo com que os coeficientes de regressao mudem suavemente
e tenham uma varidncia menor. A vista disso, é esperado que selecdo do pardmetro de
suavizagao tenha um impacto direto no viés e na variancia dos parametros locais.

Como mencionado no primeiro capitulo, as escalas espaciais podem variar de
acordo com o processo estudado, ou seja, diferentes processos nao necessariamente terao
as mesmas escalas de variagao. Nesses casos, poderiamos distinguir entre micro e macro
processos, processo locais e globais, entre outros. A titulo de exemplo, se tivermos o
interesse em estudar os precos dos iméveis notariamos facilmente que estes variam de forma
diferente se os estudarmos por municipio, estado ou pais. Neste contexto, se entendemos
como processo a relacao ente duas variaveis, o conceito de janela seria essencialmente
uma questao de escala e o tamanho da janela indicaria em qual escala espacial variam os
processos. Isto implica que as classes de modelos geograficamente ponderados usualmente
assumem que todos os processos em estudo operam na mesma escala espacial, determinada
por meio de um tnico parametro de suavizacao no ajuste do modelo. No entanto, essa

suposicao pode ser irrealista e gerar interpretagoes completamente equivocadas.
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Em contrapartida, Fotheringham, Yang e Kang (2017) apresenta a classe dos
modelos de RGPM, a qual permite que seus parametros de regressao variem em diferentes
escalas espaciais. A ideia basica é supor que cada varidvel explicativa esteja associada a
um parametro de suavizacao diferente, permitindo que cada relagao de regressao tenha
sua propria variagao espacial. No entanto, essa classe de modelos ainda estar suscetivel a
influéncia de possiveis observagoes discrepantes. Com isto em vista, propomos a introducao
da REGPM como uma alternativa a RGPM na aplicagao de dados com presenca de
observacoes discrepantes. Naturalmente, os modelos de REGPM sao essencialmente uma
REGP que funcionam em varias escalas espaciais, no entanto alguns conceitos adicionais
devem ser levados em consideragao. Nesse capitulo iremos abordar a construgao e estimagao
dos modelos de REGPM, bem como os conceitos e teorias necessarias para tal propésito.
Além disso, sdo discutidos métodos de diagnodsticos para a REGPM com base na abordagem

de influéncia local, estudos de simulagoes e uma aplicacao pratica a dados reais.

3.1 ESPECIFICACAO DO MODELO

Como foi apresentado anteriormente, os modelos de REGP sao especificados
por meio da equagao (2.2) e representam uma extensao dos modelos elipticos assumindo a
variacao local dos seus parametros. Em contrapartida, os modelos de REGPM permitem
que essas variagoes locais tenham diferentes escalas espaciais para cada parametro de

regressao, ou seja,

P
Yi = Bro(hi,vi) + D inf, (hisvi) + € (3.1)
k=1

em que (h;,v;) indica as coordenadas espaciais do i-ésimo local, (3, (h;,v;) ¢ o parametro
associado a k-ésima variavel explicativa para o i-ésimo local, b indica o parametro de sua-
vizagao associado a k-ésima variavel explicativa, x;; o valor da k-ésima variavel explicativa
no i-ésima local e ¢; ~ S(0,¢(h;,v;)) sdo erros aleatérios mutuamente independentes. De
acordo com a equagao (3.1), cada coeficiente de regressao esté relacionado a um pardmetro
de suavizacao diferente, a qual devera ser selecionada com base em algum dos métodos
definidos no capitulo anterior. Os parametros de suavizacao selecionados devem entao ser
capazes de refletir a escala espacial associada ao seu respectivo coeficiente de regressao.
Com base nessa definicao, se assumimos que todos os parametros de suavizagao sao iguais,

entao teriamos um modelo de REGP como caso particular dos modelos REGPM.
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Note que, pela complexidade da especificagao do modelo de REGPM, ha a
necessidade de adaptar o processo de estimacao proposto no capitulo anterior. Isso se da
pelo fato de que, na REGPM cada coeficiente de regressao tem seu prépria parametro de
suavizacao, implicando em uma matriz de ponderacao diferente associado a cada um desses
coeficientes. Uma forma de contornar esse problema é reescrever a equacao do modelo em
(3.1) sob uma forma mais conveniente. Em outras palavras, na forma como os modelos
de REGP e REGPM sao definidos é possivel representa-los sob a mesma estrutura de
um modelo aditivo generalizado (MAG). Essa classe de modelos assume que a varidvel
resposta é expressa por uma soma de variaveis preditoras suavizadas. Nesse caso, cada
superficie espacial dos parametros pode ser associada a um termo aditivo ndo paramétrico,

de tal forma que:

p
Y = ) fr+te (3.2)

k=0
em que fr = (By, (h1,v1)T1k, - - ,Bbk(hn,vn)xnk)T é 0 k-ésimo termo aditivo do modelo e
€= (e1,... ,en)T representa os erros aleatorios mutuamente independentes. Em particular,
a variavel preditora xg = (z0, . .. ,:L’m)T, com z;0 = 1 para todo ¢ =1,...,n, ird representar

o intercepto do modelo. Dessa forma, cada termo aditivo fj pode ser interpretado como
uma funcao da k-ésima variavel preditora suavizada por meio do parametro by, uma vez
que o parametro de suavizagao esta associada com a suavidade da func¢ado de predicao.
Naturalmente, os valores 6timos selecionados para os parametros de suavizagao podem
indicar que um modelo mais simples forneca um ajuste adequado. No caso que todos os
valores dos parametros de suavizagao sejam proximos e relativamente grandes, entao a
aplicagdo de um modelo eliptico global poderia fornecer um bom ajuste. Por outro lado, se
os valores dos parametros de suavizacao forem proximas e relativamente pequenos, entao

um modelo REGP seria suficiente para representar o comportamento dos dados.

3.2 PROCESSO DE ESTIMACAO

Para a obtencao do processo de estimagao dos modelos de REGPM sera necessa-
rio 0 uso de um algoritmo iterativo do tipo backfitting, proposto inicialmente por Breiman
e Friedman (1985) e adaptado para a classe dos modelos geograficamente ponderados com
multiplas escalas em Fotheringham, Yang e Kang (2017). De forma resumida, propomos

obter as estimativas do modelo de REGPM maximizando a verossimilhanca local para
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cada termo aditivo por meio do ajuste de multiplas REGP. Esse procedimento tem como
base a definicio da REGPM sob a forma de um MAG, a qual foi apresentada na secao
anterior. Dito isso, a partir dos resultados obtidos para a estimacgao dos parametros da

REGP, a seguir é descrito de forma detalha o algoritmo de estimacao para os modelos de

REGPM.
3.2.1 Algortimo backfitting

Esse algoritmo consiste em estimar, de forma recursiva e iterativa, as fungoes de
suavizagao f com base nos demais termos aditivos estimados. Cada funcao fj é estimada
através de uma REGP, obtendo um parametro de suavizacao 6timo e uma superficie de
valores estimados para o k-ésimo parametro de regressao. Dessa forma, o processo de
estimacao para os parametros do modelo de REGPM ¢é descrito pelos seguintes passos.

1. Inicialize os valores dos termos aditivos ajustados (}0,4..,]7) com base em algum critério
de decisao.
2. Através dos valores iniciais definidos no passo anterior, um conjunto de estimativas

para y ¢ obtido e consequentemente os residuos ordinais sao expressos por:

3. Obtenha um valor 6timo para o parametro de suavizagao associado ao intercepto
e ajuste um modelo de REGP regressando (fo +€) em Xo. Dessa forma, sob
convergéncia do algoritmo de estimagao do modelo de REGP, a fungao de suavizacao

atualizada é dado pela seguinte forma:
fo = diag(Xo)(Xg D(a™)W X)X D™ )\Wio(Fo+é)

em que Wy representa a matriz de ponderagoes espaciais para o intercepto no
i-ésimo local. Com isso, os valores dos residuos ordinais sdo novamente atualizados
a partir das novas estimativas obtidas para f, e baseando-se na expressio do passo
anterior.

4. Repita o passo anterior para cada variavel explicativa, regressando (fk +€) em Xy
por meio de um modelo REGP. Com isso, a funcdo de suavizagao associada a k-ésima

variavel atualizada é dada pela seguinte expressao:

Fr = diag(X) (X7 DE"W 3 X ) X T DYW i (Fr+€)
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em que W representa a matriz de ponderacoes espaciais para o k-ésimo parametro

de regressao no i-ésimo local. Dessa forma, atualize novamente os valores dos residuos

a partir das novas estimativas obtidas para f; sob a expressao dada no segundo
passo.

5. Esse processo devera ser repetido até atingir algum critério de convergéncia.

Nesse processo de estimagao assume-se que a as estimativas dos parametros

de dispersao sao obtidas do ajuste prévio de uma REGP e sdo mantidas fixas durante a

execugao do algoritmo. Com isso, ao final do processo iterativo obtemos uma superficie local

estimada para cada coeficiente de regressao, os quais terao escalas espaciais individuais.
3.2.2 Escolha dos Valores Iniciais

Como ressalta Fotheringham, Yang e Kang (2017) os valores iniciais das
estimativas locais é um fator importante para o algoritmo de estimacao em modelos
geograficamente ponderados com multiplas escalas. O autor supracitado argumenta que a
escolha dos valores iniciais ndo deve influenciar a selecao dos parametros de suavizacao
6timas e superficie espacial das estimativas, mas pode afetar diretamente o niimero de
iteragoes necessarias para obter convergéncia. Embora a escolha dos valores utilizados para
inicializar o algoritmo seja uma decisao particular do usuario algumas sugestoes podem
ser levadas em consideracao. Neste contexto, as seguintes opcoes podem ser utilizadas
para garantir que nao haja um custo computacional alto no processo de estimagao.

1. Todas as estimativas devem ser inicializadas com o valor zero.
2. Os valores iniciais sao retirados do ajuste de um modelo eliptico global.
3. Os valores iniciais sao retirados do ajuste da REGP.

Naturalmente, essas opgoes sugeridas estao sujeitas a tempos de processamentos
diferentes dependendo da base de dados em estudo. Em casos que a relagdo de regressao
seja aproximadamente estacionaria no espaco, um valor inicial para este parametro com
base no ajuste de um modelo global deve estar proximo da estimativa final. Por outro
lado, as estimativas dos parametros que sao claramente nao estacionarios no espaco devem
ter convergéncia mais rapida usando os valores iniciais a partir do ajuste da REGP. Em
outras palavras, nao ha como prever qual opcao terda o melhor desempenho computacional.
Com isso em vista, optamos por utilizar os valores iniciais através das estimativas obtidas

com base no ajuste um modelo de REGP, embora isso ndao deve ser considerado como uma
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regra definitiva em trabalhos futuros.

3.2.3 Critério de Convergéncia

Outro fator importante que deve ser levado em consideracao é o critério de
convergéncia usado para a aplicagdo do algoritmo de estimagao. No contexto dos modelos
geograficamente ponderados com multiplas escalas, Fotheringham, Yang e Kang (2017)
sugere o uso de dois métodos baseadas na diferenca relativa entre iteracoes sucessivas.
Esse conceito é denominado por pontuagao de mudanca e é amplamente utilizando como
critério de convergéncia. Nesse contexto, a primeira opg¢ao pontua mudangas entre as

2

somas dos quadrados residuais (RSS ="', €") e é definida pela seguinte expressao:

|RSSpew — RS Sl
RSSnew

SOCRrss =

em que RS Syew € RSS,q representam a soma dos quadrados residuais para a iteragao atual
e anterior, respectivamente. Como alternativa, o segundo critério pontua as mudancas

entre os termos aditivos estimados f;;,, sendo expressa por:

snew ~old\ 2
P >t (fz‘k —fir )
Zlc:O n

n p Anew
i=1 (Zk:1 fik )

SOCy =

Anew ~old L. . . ..

em que f;;. e f; representam o k-ésimo termo aditivo associado ao i-ésimo local para a
iteracao atual e anterior, respectivamente. Novamente, vale ressaltar que os critérios de
paradas apresentados sao apenas sugestoes e a escolha do critério deve ser uma decisao
particular do usuario. Nesse trabalho consideramos a utilizagao do critério de parada
baseado na pontuagao pelo somas dos quadrados residuais, porém um critério alternativo

pode ser facilmente implementado.
3.2.4 Centralizacao das Variaveis Explicativas

Outro fator importante para o algoritmo é a centralizagao de todas as varia-
veis explicativas, facilitando uma interpretagao a priori dos parametros de suavizacao
individualmente e reduzindo consideravelmente o tempo de processamento do algoritmo.
A padronizacao consiste basicamente em centralizar as variaveis preditoras em zero sub-
traindo sua média de cada observacao. Este procedimento permite que os parametros de

suavizagao selecionados indiquem diretamente a escala espacial das relagoes condicionais
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entre a variavel resposta e as variaveis explicativas. Naturalmente, nao considerar as
padronizagoes implica na mesma interpretagao, porém o custo computacional serda bem
maior. Esse procedimento é particularmente util quando a utilizacao dos modelos de
REGPM tiver um objetivo explanatoério para a escolha do modelo adequado, uma vez que
os parametros de suavizacao selecionados indicam quais parametros apresentam variagoes

espaciais.
3.2.5 Matriz de Projecao

Assim como na REGP, a obtencao da matriz de projecao é crucial para derivar
alguns resultados inferenciais nos modelos de REGPM. Com essa matriz ¢ possivel mensurar
o ntmero de parametros efetivos e, consequentemente, calcular medidas associadas a
qualidade de ajuste do modelo. De acordo com os resultados obtidos no capitulo anterior,

sabe-se que:

1 (X"D(O)W 1 X)"' X TD(5)W,

2,(XTD(0)W,X) ' X D)W,

Com base nos resultados apresentados em Yu et al. (2020), essa expressao
matricial pode ser definida através de uma forma alternativa. Para isso é necessario
reescrever o modelo definido na equagao (2.2) sob a forma de um MAG, expresso por
meio da equagao (3.2) ao definir um modelo REGPM. Com isso, torna-se possivel obter as
estimativas das fungoes aditivas em termos dos coeficientes locais estimados. Nesse caso,
a matriz S pode ser decomposta em matrizes de projecoes aditivas, que por sua vez Sao
associadas a cada variavel explicativa usada na postulacao do modelo. Essas matrizes Ry,

projetam y em cada um dos termos aditivos ajustados, tal que:
fr = Ry

Com isso, a matriz de projecao S pode ser obtida através da soma das matrizes
R;.. Em outras palavras, os valores ajustados para a variavel resposta pode ser expresso

pela seguinte forma:

p
y = Sy=> Ruy.
K=0
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No entanto, para obter as matrizes Ry, precisamos expressar f; em func¢ao dos
coeficientes locais estimados. Logo, utilizando os resultados obtidos anteriormente para o

ajuste do modelo de REGPM, temos que:

r1kB(1)

xnk@ (n)k
Assumindo que e é um vetor 1 X p de zeros com um na k-ésima posicao,
entdo sabe-se que /3 (1) = ekﬁ (7). Assim, substituindo a expressao do vetor de coeficientes
estimado para o i-ésimo local, sob convergéncia do processo iterativo dado em (2.4),

obtemos:
By = ex(X ' DOWX)'XTD(0)Wy.

Consequentemente, o k-ésimo termo aditivo estimado pode ser expresso direta-

mente pela seguinte estrutura matricial:

T1kCk (XTD(@)Wl‘X)*lXTD(@)Wl

~a>
o~
Il

Y.
Torer(X D)W, X) ' XTD(0)W,
Como isso, a matriz de projecao associada ao k-ésimo termo aditivo do modelo

REGP é descrita pela seguinte forma matricial:

z1rer(X D)W X)X TD(6)W,
R, = : (3.3)

r1en(X TDOW, X)) ' X T D)W,
Esse resultado possibilita o calculo da matriz de projecao para o modelo de
REGPM, realizado em conjunto com o processo de estimacao definido anteriormente. Para
isso, assuma a inicializagao do algoritmo backfitting usando as estimativas dos parametros
locais na REGP assumindo uma tnica escala espacial para todas variaveis explicativas.
Neste ponto do algoritmo calcule as matrizes de projecao aditiva para cada variavel
explicativa, por meio da expressao dada em (3.3) e do ajuste da REGP. Feito isso, durante
a estimacao do k-ésimo termo aditivo calcule a matriz de projecao parcial A, associada a

k-ésima variavel explicativa, de tal forma que:

Ak

fr = Afi+9
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A~ % N
em que f; é a estimativa de fj atualizada e f), representa o termo aditivo ajustado na
iteracao anterior. No entanto, através do processo de estimacgao e da definicao de Ry,

obtemos o seguinte resultado:
A A p A
frté = frty=> fi=Riy+y-Sy
k=1

Ak
Com isso, as estimativas para a k-ésima fungao de suavizagao f; pode ser

reescrita na seguinte forma:

fr = AL Rw+y-Sy) =Ry

em que R} = ApRy, + Ay — ApS representa a matriz de projecao do k-ésimo termo aditivo
atualizada. Com isso, a matriz de projecao aditiva do modelo REGPM S* pode ser

expressa pela seguinte forma iterativa:
g(m+1) _ g(m) —Rz(cm) JrR}(Cmntl)

Logo, o valor dessa matriz deve entao ser atualizado sempre que a estimativa de
algum termo aditivo é calculada durante o algoritmo de estimagao. Ao final desse processo,
sob a convergéncia do algoritmo de estimagao, obtemos a matriz de projecao S* para o
modelo de REGPM. Com base nesse resultado, obtemos que o valor NEP* = 2uf — v
representa o nimero efetivo de pardmetros nos modelos de REGPM, com v = tr(S*) e
V5 =tr(8*18*). Vale ressaltar que essa medida nio leva em consideracio a quantidade
efetiva dos parametros de dispersao locais e a estimacao do ¢ fixo também pode ser usado
como uma solugao parcial para esse problema. Com isso, de forma semelhante ao capitulo
anterior, é possivel obter o ajuste do modelo de REGPM assumindo um parametro de
dispersao global ¢, no processo de estimacao. Nesse caso especifico, a estimativa de ¢, ¢
obtida no inicio do algoritmo de estimagao através do ajuste de um modelo de regressao
eliptico definido em (2.1) sob a mesma distribui¢ao dos erros aleatérios. Como consequéncia,

o nimero efetivo de pardmetros nesse caso é especificado por NEP* = 2vf — v + 1.
3.2.6 Testes de Hipéteses

Sob as condigbes usuais de regularidade (Cox e Hinkley, 1974, Cap. 9) temos

que os estimadores de maxima verossimilhanga obtidos através do algoritmo de estimagao



84

backfitting sao consistentes e assintoticamente normais. Dito isso, considerando o i-ésimo

modelo local associado a k-ésima variavel explicativa, sabe-se que:

V(B —Bir) = N(0,7;)

em que J = limy,_ %(Z.)X ;—WikX i Naturalmente, esse resultado pode ser utilizado como

forma de obter os testes de hipdtese para a significancia de cada um dos parametros locais.
Entretanto, vale ressaltar que a aplicacao dos testes de significincia para parametros
locais em modelos geograficamente ponderados sofrem com a ocorréncia incorreta de falsos
positivos (erro do tipo I) induzidos por multiplas hipéteses. A solugao desse problema foi
discutida no capitulo anterior e uma corre¢ao para o nivel descritivo o para a REGPM foi
considerada. No entanto, Yu et al. (2020) argumenta que nos modelos geograficamente
ponderados com multiplas escalas espaciais o ajuste do valor de « deve ser realizado
separadamente para cada variavel explicativa. Isso se deve pelo fato de que cada superficie
de pardmetros tem sua prépria escala espacial. Nesse caso, foi discutido anteriormente
que as Ry representam uma matriz de projecao especifica para cada varidvel explicativa.
Essas matrizes podem ser usadas para derivar o niimero de parametros efetivos associado

a cada uma das varidveis explicativas, de tal forma que:
NEPy, = tr(Ry)

em que NEP; representa o niimero efetivo de parametros associado a k-ésima variavel
explicativa. Com base nesse resultado, o nivel descritivo ajustado oy para os parametros
locais associados a k-ésima variavel explicativa com uma taxa de erro £ é dado pela seguinte

exXpressao:

W = NEP,

3.3 METODOS DE DIAGNOSTICO

Com foi ressaltado anteriormente, as medidas de diagnostico sdo fundamentais
para a validacao do modelo. Dessa forma, adaptamos algumas dessas medidas discutidas
na REGP para o caso de multiplas escalas espaciais. De forma geral, propomos avaliar o
impacto que a i-ésima observagao realiza no modelo ajustado para o i-ésimo local. No
entanto, como a REGPM apresenta um processo de estimacio mais complexo baseado

em multiplos ajustes, entao ha uma dificuldade adicional para defini¢cao e obtencao das
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medidas de diagnéstico. Por este fato, em alguns casos é mensurado o impacto da i-ésima
observacgao para cada parametro de forma individual. Além disso, vale ressaltar que essa
abordagem novamente serd valida apenas quando os locais em estudo apresentarem as

mesmas coordenadas geograficas que os pontos de dados observados.
3.3.1 Analise de Residuos

Como discutido no capitulo anterior, os residuos sao amplamente utilizados
para verificar as suposi¢coes do modelo proposto. Além disso, a andlise de residuos é
particularmente importante para a identificagdo de observagoes discrepantes no ajuste
do modelo. Para a REGPM consideramos o uso de duas formas simples de residuos,
visto que a complexidade do modelo dificulta a obtencao de propostas mais refinadas.
Nesse contexto, inicialmente propomos uma medida baseada na padronizagao dos residuos
ordinais pela variancia de y, a qual é denominada por residuos de Pearson. Com base no
modelo ajustado, o i-ésimo elemento para os residuos de Pearson ¢ expresso pela seguinte
equacao:

A

Yi — Hi

T e

Além disso, como mencionado no capitulo anterior, os residuos quantilicos

podem ser uma boa alternativa para essa medida de discrepancia, devido suas propriedades
estatisticas. Esses residuos também sao amplamente utilizada em classes de modelos nao-
paramétricos e semi-paramétricos, como é o caso dos MAG, por exemplo. Para obtencao
desses residuos para o caso dos modelos de REGPM, considere novamente que F'(y, i, @)
representa a funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatéria y, sendo essa continua
e uniformemente distribuida no intervalo unitario. Dito isso, o i-ésimo residuo quantilico

pode ser expresso por:
rg = O HF(yi, fii,0(i)},

em que ®(-) é a fungdo de distribui¢ao acumulada da normal padrao. Nesse caso, pelo
mesmo motivo exposto no capitulo anterior, sabe-se que ry, também segue uma distribuicao
normal padrao. Devido a esse fato, os residuos quantilicos permitem verificar facilmente

as suposicoes do modelo relacionadas aos erros aleatorios.
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3.3.2 Medidas de Alavancagem

Assim como discutimos no capitulo anterior, uma forma relevante para a detec-
¢ao dos pontos de alavanca é através do estudo da matriz que projeta as observagoes de y
em seus valores ajustados. No caso dos modelos de REGPM, essa matriz é representada
pela quantidade S*, obtida anteriormente através do algoritmo de estimacao. Resumi-
damente, os valores da diagonal principal dessa matriz podem indicar observagoes que

. . . e

exercem um peso desproporcional na estimagao do modelo. Dessa forma, seja s}; o i-ésimo
elemento diagonal de S*, entdo valores altos de sj; indicam que a i-ésima observacdo é um

possivel ponto de alavanca.
3.3.3 Influéncia Local

De forma semelhante ao capitulo anterior, adaptamos as medidas e influéncia
local propostas inicialmente por Cook (1986) com base em duas fungdes objetivos sob
alguns esquemas de perturbagao. No entanto, essas medidas sao obtidas individualmente
para cada variavel explicativa, devendo ser interpretadas de forma separadas. Dito isto, a
obtencao das medidas de influéncia local para a k-ésima variavel explicativa nos modelos

de REGPM ¢ descrita com detalhes a seguir.
3.3.3.1 Influéncia local na estimacao

No processo de estimacao da REGPM cada variavel explicativa tem sua propria
funcao de verossimilhanga local, devido aos multiplos ajustes dos modelos de REGP. Dessa
forma, assuma que W L (@) representa a verossimilhanga local associada & k-ésima variavel
explicativa obtida através da equagao (2.3) regressando (}k +€) em Xj. Suponha agora
que W Ly(0|w) representa a funcao de verossimilhanca local associada a k-ésima varidvel
explicativa incluindo o vetor de perturbacdo w. Assuma também que ha um vetor wg de
nao perturbagao, de tal forma que WLy (@|lwo) = W Li (). Com isso, a distancia entre as

verossimilhangas locais é expressa por:
LD(w)r = 2{WLy(6)—WLi(6,)} >0,

em que @ e 0, representam as estimativas de maxima verossimilhanca local para a k-ésima

variavel explicativa do modelo com e sem perturbacgao, respectivamente. Nesse caso, o
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calculo da influéncia local pode ser realizado por meio da curvatura normal para é na

direcdo L, ||l|| = 1, a qual é dada pela seguinte expressao:
Ciinr(0) = 21T ALy (Logr) Ayl -

em que ngk ¢ a matriz informacao de Fisher observada do modelo ajustado para a k-ésima
varidvel explicativa e A, = O*W Ly(0,w)/000w " é uma matriz de perturbacdes para a
k-ésima variavel explicativa no i-ésimo local. Nesse caso, as mesmas abordagens sugeridas
no capitulo anterior e descritas em Cook (1986) e Lesaffre e Verbeke (1998) podem ser
consideradas. Com isso, os esquemas de perturbacao considerados para estimativa dos
parametros sao descritos a seguir.

e Perturbacdo na escala — Considere o esquema de perturbacdo no parametro de
dispersao, para o modelo associado a k-ésima variavel explicativa no i-ésimo local, na
forma de ¢(i)/w;. Feito isso, temos que wo = (1,...,1) é o vetor de nao perturbagao
e a funcao de verossimilhanca local é descrita pela forma:

i 1
WEkOw) = 3 {5 los(0(0)/e) +loglolesu)} f i
j=
Portanto, os elementos da matriz de perturbacao associada a k-ésima variavel
explicativa no i-ésimo local sdo expressos sob a forma A ;) = (A;(i) k’Aj;s—(i) )T, com

elementos dados por:

1
X WyD(b) e Aypp= —Wwik]-)(b)-

e Perturbacao ponderacao de casos — Para este caso assuma inicialmente o vetor de

9
Apy, = 0]

nao perturbagdo wo = (1,...,1) e o vetor de perturbagdo w = (w1,...,w,). Dessa
forma, a funcao de verossimilhanca local associada a k-ésima varidvel explicativa é

ponderada da seguinte forma:
" 1
WLOw) = Y w; {5 108(6() +loglglu)} pusje
j=1

Portanto, assumindo esse esquema a matriz de perturbacao para a k-ésima variavel

explicativa no i-ésimo local é expressa por A, = (A;(i) kvA:l;s—(i) k)T, com elementos

dado por:

1

Agiy, = D)Wy D(e)X), e Ayup= 20(1)



88
3.3.3.2 Influéncia local na predigao

De forma analoga ao capitulo anterior, considere a funcao de predicao em ¢q

para o modelo perturbado, a qual pode ser expressa por:
p A
= Z Qjﬁ <Z>kw
k=1
Naturalmente, assumimos que existe um vetor de nao perturbagao wq de tal

forma que fi(q) = fi(q,w) representa a funcao de predicdo em ¢ sem perturbagao. Com isso,

definimos a fungao objetivo por meio da seguinte equagao:

fla.w) = {ilg) — plg.w)}*. (3.4)

Visto isto, temos o interesse em investigar a curvatura normal na superficie
formada por w e f(g,w) em torno de w =wy. Desse modo, a curvatura normal na diregdo

unitaria [ associada a k-ésima variavel explicativa é expressa pela forma:

Ci(0) = 1" frll,

em que f = 0%f(q,w)/0wdw é avaliada em w e B(i)k' Portanto, essa medida associada a
k-ésima variavel explicativa é expressa por:

i} o2

Jrk= T ———f= kLooqu LGGkA( V-

Nesse caso, uma sugestao é utilizar a maior curvatura, na qual tem a direcao
lipae, como forma de avaliar a influéncia das observagoes na predicdo do modelo. Os
dois esquemas de perturbagao a seguir sao considerados para a avaliar o impacto das
observagoes na predicao do modelo.

e Perturbacao aditiva na resposta — Considere a perturbacao da variavel resposta na
forma y;, = y;i +w;s;, em que s; é a estimativa do desvio padrao de y;. Nesse caso,
temos que wo = (0,...,0) é o vetor de ndo perturbagio e a funcao de verossimilhanga

local assume a seguinte forma:

n

Wikb.w) = 3 {3loglo(i)) +log{y(wiu)} | wise

J=1
Nesse caso, a matriz de perturbacao associada a k-ésima variavel explicativa para o

i-ésimo local é expressa pela seguinte forma matricial:

1
Agpy, = %ngikD(a)-
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e Perturbacao aditiva nos preditores — Considere a perturbagao da k-ésima variavel
explicativa continua na forma x;, = ;i +w;Sk, com s, representando um fator de
escala. Dessa forma, temos que wg = (0,...,0) é o vetor de nao perturbagao e a

funcao de verossimilhanga local para a k-ésima variavel explicativa é expressa por:

n

WLOw) = 3 {3 loa(0(0) +loglg(uiu)} f wise

Jj=1
Logo, a matriz de perturbacao associada a k-ésima variavel explicativa para o i-ésimo

local para esse esquema de perturbacao é expressa pela seguinte forma matricial:
Ag(iy, = sk(FD(g)D(e) — o(i) ' B(i)1.X ; D(a))W g,

em que F' é uma matriz de zeros 1 x n com o valor 1 na k-ésima linha.

3.4 ESTUDO DE SIMULACAO

Com o objetivo de avaliar o desempenho dos modelos de REGPM sob distintas
situagoes, foram desenvolvidos diferentes cenarios simulados com base em estudos empiricos
anteriores para modelos de RGPM (ver, por exemplo, Fotheringham, Yang e Kang, 2017 e
Yu et al., 2020). De forma geral, o propédsito desse estudo de simulagao é responder as
seguintes duvidas:

e A REGPM produz estimativas confidveis para as escalas espaciais através dos
parametros de suavizacao independentes para cada variavel explicativa?

e A REGPM fornece estimativas semelhantes a REGP quando as superficies locais de
todos parametros variam na mesma escala espacial?

e A REGPM fornece estimativas mais precisas para as superficies locais dos pardmetros
sob diferentes escalas espaciais em relacao a REGP?

e A REGPM gera estimativas espaciais menos sensiveis na presenca de valores discre-
pantes em relacao a RGPM ao assumir distribuicoes de caudas mais pesadas para os
erros aleatorios?

e A REGPM produz estimativas mais precisas da variavel resposta na presenca de
valores discrepantes sob diferentes escalas espaciais em comparacao com os modelos
de REGP e RGPM ao assumir distribui¢oes de caudas mais pesadas para os erros
aleatérios?

Dessa forma, examinamos o comportamento desses modelos aplicando-os a

cenarios simulados com propriedades conhecidas e diferentes niveis de heterogeneidade
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espacial entre as superficies locais dos parametros. Para isso, foi produzido uma grade
regular de dimensoes 25 x 25 e trés cenarios distintos para a geracao dos dados. Para
comparar o desempenho entre os modelos ajustados utilizamos as mesmas medidas consi-
deradas nas simulagoes do capitulo anterior. Dito isto, a seguir é definido os trés diferentes

cenarios de simulacao, bem como os resultados obtidos através dos respectivos estudos.

3.4.1 Cenario 1 - Escalas Iguais

O primeiro cenario tem como finalidade avaliar o desempenho do modelo
REGPM quando os coeficientes de regressao variam na mesma escala espacial. Com base

nesse contexto, simulamos 100 replicagoes supondo um modelo geograficamente ponderado

na forma:

yi = PBolhi,vi)+Bi(hivi)wi+é€
em que z = (x1,...,x,) foram gerados a partir de uma distribui¢io normal padrao e
¢ = (e1,...,€,) de uma distribuigao ¢-Student com 3 graus de liberdade. As coordenadas

(h,v;) representam o ponto central da regiao (definida por um poligono retangular de area
um) associada & i-ésima observagao, em que h; =0,1,...,25 e v; =0,1,...,25. Para os
coeficientes de regressao, projetamos duas superficies de parametros diferentes na mesma

escala de variagao com base nas seguintes regras:

1 1 _
Bo(hi,vi) = 1+E(hi+vi+) e Bi(hi,v) = 1+E(hi+vi ),

em que v;L e v; representam i-ésimo valor em ordem crescente e decrescente de v =
(v1,...,vp), respectivamente. Dessa forma, ajustamos os modelos de REGP e REGPM
para cada uma das simulag¢oes, assumindo uma distribui¢ao t-Student com 3 graus de
liberdade para ambos modelos. No processo de estimacao considerou-se o uso da funcao
kernel biquadrado e a distancia Euclidiana para o calculo das ponderacoes espaciais. A
selecdo do parametro de suavizacao foi realizado apenas por meio do método da validagao
cruzada. Visto isso, nas Figuras 36 e 37 sao apresentadas as distribui¢oes espaciais dos
parametros reais e as respectivas médias das estimativas obtidas através dos modelos
ajustados. Note que a superficie espacial das estimativas em ambos modelos sdo bem

proximas dos valores reais, indicando que os resultados sao semelhantes quando as escalas

espaciais dos parametros de regressao sao as mesmas. Com base nesse estudo de simulacao,
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constatou-se que a REGPM fornece estimativas semelhantes a REGP quando as superficies
locais de todos parametros variam na mesma escala espacial.

Figura 36 — Superficie espacial verdadeira de 3y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 3y da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita).

Fonte: O autor (2021).

Figura 37 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 31 da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita).

Fonte: O autor (2021).

Além disso, a Figura 38 mostra os bozplots dos valores 6timos selecionados
para os parametros de suavizacao dos modelos geograficamente ponderados através do
método da validacao cruzada. Nesse caso, como as duas superficies de parametro tém as
mesmas escalas espaciais, a quantidade de vizinhos considerados para os valores 6timos dos

parametros de suavizacdo da REGP e REGPM sao bem préximos. Em outras palavras, a
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REGPM produz estimativas confidveis para as escalas espaciais através dos parametros

de suavizac¢ao independentes para cada variavel explicativa. Este fato indica mais uma

vez que a REGPM apresenta estimativas confidaveis para as escalas espaciais quando as

relagoes de regressao tém o mesmo grau de heterogeneidade espacial.

Figura 38 — Bozplots dos
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GP e REGPM via validagao cruzada
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Fonte: O autor (2021).

Adicionalmente, a Figura 39 mostra os bozplots dos valores das medidas REQM

e SQRp para os coeficientes estimados dos modelos de REGP e REGPM com erros

aleatorios t-Student. Observe que, os modelos ajustados apresentam valores semelhantes

de REQM, refor¢ando a premissa de que ambos modelos conseguem replicar de maneira

semelhante a superficie real dos parametros quando estao na mesma escala espacial. O

mesmo ocorre para os valores de SQRp, no entanto o modelo REGP apresenta resultados

ligeiramente melhores na predi¢ao da varidvel resposta.

Figura 39 — Bozxplots da REQM (esquerda) e SQRp (direita) para os modelos de REGP e

REGPM
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3.4.2 Cenario 2 - Escalas Diferentes

Este cenario simulado tem o objetivo de verificar o desempenho do modelo
REGPM quando os coeficientes de regressao apresentam escalas espaciais distintas. De
forma semelhante ao cenario anterior, simulamos 100 replicagoes supondo um modelo

geograficamente ponderado através da seguinte formula:
yi = Polhi,vi) + B1(hi,vi)z1i + Ba(hi, vi)zei + €

em que = = (x1,...,2,) foram gerados a partir de uma distribuicdo normal padrao e
€ =(€1,...,€6,) de uma distribuicao ¢-Student com 3 graus de liberdade. As coordenadas
(h;,v;) representam o ponto central da regido (definida por um poligono retangular de area
um) associada a i-ésima observagao, em que h; =0,1,...,25 e v; =0,1,...,25. Para os
coeficientes de regressao, projetamos trés superficies de parametros diferentes com escalas

de variagoes espaciais distinta, baseado nas seguintes regras:

Bo(hi,vi) = 3,

1 _
Bi(hi,vi) = 1+ﬁ(hi+vi)

By(hivi) = 1+3;4<36—<6—};>2) (36—(6—3)2)

De acordo com Fotheringham, Yang e Kang, 2017 os coeficientes 5y, 81 e (2
apresentam uma escala de variagao baixa, média e alta, respectivamente. Dessa forma,
ajustamos os modelos de REGP e REGPM para cada uma das simulagoes, considerando
uma distribuicao ¢-Student com 3 graus de liberdade. Para o processo de estimacao foi
utilizado uma funcao kernel biquadrado e a distancia Euclidiana para a construcao das
ponderagoes espaciais. A selecao do parametro de suavizacao 6timo é realizada novamente
por meio do método da validagao cruzada. Dessa forma, as Figuras 40-42 exibem as
superficies espaciais dos parametros reais e as respectivas médias das estimativas obtidas
pelo ajuste dos modelos geograficamente ponderados. Observe que o modelo de REGP
tem dificuldade em replicar a real superficie dos parametros quando as escalas espaciais

sao diferentes. Isso é claramente observado na distribuicao espacial de [y, uma vez que
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as suas estimativas tem uma variacao espacial razoavel quando na verdade deveria ser
constante no espaco. Nota-se também uma leve distor¢ao nas estimativas do parametro i,
entretanto as estimativas de (B2 s@o bem proximas dos valores reais. Isso ocorre pelo fato
de que o parametro de suavizagao unico selecionado na REGP consegue representar bem
a escala espacial de 2, mas o mesmo nao ocorre para os demais pardmetros de regressao.
Nitidamente isso nao é um problema para a REGPM, pois os parametro de suavizacao

individuais para cada parametro conseguem representar bem todas as escalas espaciais.

Figura 40 — Superficie espacial verdadeira de 3y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de ) da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita).
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Fonte: O autor (2021).

Figura 41 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 1 da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita).
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 42 — Superficie espacial verdadeira de 33 (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 3 da RGP (meio) e REGP com erros t-Student (direita).
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Fonte: O autor (2021).

Além disso, a Figura 43 exibe os bozplots da quantidade de vizinhos obtidos
na otimizacao dos parametros de suavizagao por meio do método da validacao cruzada.
Como as superficies de parametros tem graus de heterogeneidade espacial diferentes, entao
os parametros de suavizacao selecionadas nos modelos REGPM conseguem captar bem
a variacao das escalas espaciais. Nesse caso, os modelos selecionam valores altos para os
parametros de suavizacao associados a [y, medianos para 31 e pequenos para (32, refletindo
bem a heterogeneidade espacial real dos parametros de regressao. Por outro lado, a REGP
assume que todos os parametros variam na mesma escala espacial através de um tnico
parametro de suavizacao, impossibilitando a distingdo das escalas entre os parametros de
regressao. Por esse fato, as estimativas obtidas por meio da REGP nao reproduzem bem a

superficie espacial real dos parametros de regressao.

Figura 43 — Bozplots dos valores 6timos para os parametros de suavizagdo nos modelos de
REGP e REGPM via validagao cruzada
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Fonte: O autor (2021).
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Na Figura 44 sao exibidos os boxplots dos valores da REQM e SQRp para
a dos modelos de REGP e REGPM. Observe que, os valores da REQM indicam que a
REGPM consegue replicar melhor a superficie real dos parametros, uma vez que levam em
consideracao a escala espacial variavel entre os parametros. Isso é ressaltado principalmente
em relacdo ao parametro [y, pois o0 mesmo deveria ser fixo no espago e o modelo REGP
induz uma superficie espacial das estimativas de forma equivocada. Adicionalmente, ambos
os modelos conseguem replicar bem a variavel resposta com precisao, no entanto o modelo
REGP tem valores de SQRp relativamente melhores. Isso deve ocorrer pelo fato de que
as estimativas do parametro 5y na REGP apresentam uma variagao espacial inadequada,
capturando efeitos residuais do modelo no processo de estimacao. Em contrapartida
esse fendmeno nao acontece na REGPM, pois as estimativas de [y sao essencialmente
constates no espaco. Portanto, esses resultados mostram que o modelo de REGPM fornece
estimativas mais precisas para as superficies locais dos parametros quando as escalas sao

distintas.

Figura 44 — Boxplots da REQM (esquerda) e SQRp (direita) para os modelos de REGP e
REGPM
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Fonte: O autor (2021).

3.4.3 Cenario 3 - Escalas Diferentes na Presenca de Observacao Discrepante

O 1ltimo cenario tem como objetivo avaliar o desempenho da REGPM na
presenca de observagoes discrepantes, assumindo que os coeficientes de regressao apresentam

escalas espaciais distintas. Novamente foram simulados 100 replicagoes supondo um modelo
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geograficamente ponderado na forma:

yi = Polhi,vi)+ B1(hi,vi)x1i + B2(hi,vi)z2i + €

em que z = (z1,...,2y,) e €= (€1,...,€6,) foram gerados a partir de uma distribuigdo normal
padrao. As coordenadas (h;,v;) representam o ponto central da regido (definida por um
poligono retangular de area um) associada a i-ésima observagao, em que h; =0,1,...,25 e
v; =0,1,...,25. Nesse cenario, projetamos trés superficies de parametros com escalas de
variagoes distintas, com base nas mesmas regras de geracao apresentadas no cenario anterior.
Isto significa novamente que os coeficientes 3y, 51 e B2 apresentam uma escala de variancia
baixa, média e alta, respectivamente. Para cada uma das simulagoes, selecionamos o
local referente as coordenadas (11,12) e substituimos o valor da varidvel resposta pelo
seu valor maximo mais trés vezes o desvio padrao. Com isso, ajustou-se inicialmente os
modelos de RGP e REGP assumindo erros aleatérios ¢-Student com 3 graus de liberdade.
Em seguida foram ajustados também os modelos de RGPM e REGPM supondo erros
aleatorios t-Student com 3 graus de liberdade. Para todos os casos, assumimos mais uma
vez a funcao kernel biquadrado e a distancia Euclidiana para as ponderagoes espaciais. O
método da validagdo cruzada foi utilizado para a otimizacao do pardmetro de suavizagao.
Esse procedimento foi repetido para cada uma das 100 replicas, comparando os resultados
obtidos entre todos os modelos ajustados.

Com base nesse cenario simulado, as Figuras 45-50 exibem as distribuigoes
espaciais para as médias das estimativas dos parametros de regressao dos modelos ajustados
para todas as simulagdes. Os graficos das Figuras 45-47 comparam os valores reais dos
parametros com suas respectivas estimativas obtidas no ajuste dos modelos de REGP e
REGPM com erros t-Student. Observe que, o modelo REGPM apresentou as superficies
espaciais mais préximas dos valores reais para todos coeficientes, obtendo resultados
similares ao segundo cenario de simulagdo. Por outro lado, os graficos contidos nas Figuras
48-50 fazem a mesma comparacao entre os modelos de RGPM e REGPM com erros
aleatorios t-Student. Nesse caso é possivel notar que ambos representam bem as escalas
espaciais dos parametros, entretanto observa-se uma distor¢ao clara na superficie dos
valores estimados pelos modelos com erros normais em torno da observacao discrepante.
Isto indica que o modelo RGPM embora apresente superficies melhores que o modelo de

REGP com erros t-Student, ainda é claramente sensivel a presenca de valores discrepantes.
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Figura 45 — Superficie espacial verdadeira de [y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de ) da REGP (meio) e REGPM (direita).
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Fonte: O autor (2021).
Figura 46 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de §; da REGP (meio) e REGPM (direita).
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Fonte: O autor (2021).

Figura 47 — Superficie espacial verdadeira de 33 (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 3 da REGP (meio) e REGPM (direita).
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 48 — Superficie espacial verdadeira de [y (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 8y da RGPM (meio) e REGPM (direita).
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Fonte: O autor (2021).
Figura 49 — Superficie espacial verdadeira de 3; (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 81 da RGPM (meio) e REGPM (direita).
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Fonte: O autor (2021).

Figura 50 — Superficie espacial verdadeira de 33 (esquerda), superficies espaciais médias
das estimativas de 2 da RGPM (meio) e REGPM (direita).

0 5 10 15 20
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

20

15

10

h
Fonte: O autor (2021).
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Adicionalmente, a Figura 51 mostram os boxplots da quantidade de vizinhos
considerados para os valores 6timos dos parametros de suavizacao selecionados obtidas
pelo método da validagao cruzada. De forma semelhante ao cendrio anterior, os parametros
de suavizacao selecionadas nos modelos de REGPM conseguem captar bem a variacao das
escalas espaciais para cada parametro. Observa-se que, em ambos modelos de REGPM
selecionam valores altos para [y, medianos para 31 e pequenos para (3o, representando
bem a real escala espacial dos parametros. No entanto, a REGPM com erros normais
tende a selecionar valores bem menores para o nimero de vizinhos para o parametro de
suavizacao associado a [y em comparacao a REGPM com erros t-Student. Isso é um
reflexo da sensibilidade desse modelo em relacao a observagoes discrepantes, afetando nao

apenas as estimativas dos parametros como também a selecdo da janela 6tima.

Figura 51 — Bozplots dos valores 6timos para os parametros de suavizagdo nos modelos
geograficamente ponderados com erros normais (esquerda) e ¢-Student
(direita) via validacdo cruzada.
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Fonte: O autor (2021).

Além disso, a Figura 52 exibe os boxplots dos valores da REQM obtidos no
ajuste dos modelos geograficamente ponderados. Observe que o modelo de REGPM
com erros t-Student mostram maior precisdo para replicar as superficies de parametros
conhecidas em comparagdo com os demais ajustes. Embora o modelo de REGP com erros
t-Student nao apresente estimativas sensiveis na presenca de valores discrepantes, um
unico parametro de suavizagao nao é suficiente para representar bem as variagoes espaciais
dos parametros. Por outro lado, a estimacao do modelo de RGPM sofre forte influéncia
da presenca do valor discrepante, ainda que esse modelo represente bem a escala espacial

dos parametros.
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Figura 52 — Bozplots da REQM para o modelo de REGPM em comparagao com os

modelos de RGPM (esquerda) e REGP com erros t-Student (direita).
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Por fim, a Figura 53 exibe os boxplots dos valores da SQRp obtidos no ajuste

dos modelos geograficamente ponderados. Nesse caso o modelo de RGPM tem as piores

medidas de SQRp, indicando que a presenca do valor discrepante afeta também a precisao

em replicar os valores da varidvel resposta. Adicionalmente, os modelos com erros t-Student

obtém melhores valores de SQRp, no entanto o modelo REGP tem resultados relativamente

melhores nesse ponto. Isso deve ocorrer pelo mesmo fato destacado no segundo cenario,

visto que parametro Sy na REGP apresenta uma variacao espacial inadequada e captura

efeitos residuais do modelo. Esses resultados mostram que a REGPM com erros ¢-Student

fornece estimativas mais precisas para as superficies locais dos parametros quando hé

valores discrepantes e diferencas de escalas espaciais entre os parametros.

SQRp
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Figura 53 — Bozxplots da SQRp para o modelo de REGPM em comparagao com os

modelos de RGPM (esquerda) e REGP com erros t-Student (direita).
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3.5 APLICACAO

Para ilustrar os métodos desenvolvidos neste capitulo consideramos a base de
dados sobre o desempenho educacional nos condados da Gedrgia, EUA. Esses dados sao
extensivamente usados na literatura em estudos de modelos geograficamente ponderados
e estd disponivel no software R (R Core Team, 2019) sob o nome georgia através do
pacote spgwr. As informagoes da base de dados foram extraidas do censo de 1990 nos
EUA e contém um total de 159 observacoes. O objetivo desta aplicacao é avaliar como a
populacao com diploma de bacharel esta relacionado com determinados indicadores sociais.
Para isto estabelecemos um modelo em que a porcentagem da populacao com diploma de
bacharel (PctBach) é regredida em termos das seguintes varidveis explicativas: populagao
total em 1990 em cem milhares (TotPop90), porcentagem da populagao definida como
rural (PctRural), porcentagem da populagdo com 65 anos ou mais (PctEld), porcentagem
da populagao nascida fora dos EUA (PctFB), porcentagem da populacdo que vive abaixo
da linha da pobreza (PctPov) e porcentagem da populagdo negra (PctBlack). Um aspecto
interessante deste base de dados é a presenca de valores discrepantes, destacadas no
ajuste de modelos normais em andlises anteriores. Com isso, o ajuste de modelos supondo
distribuicoes com caudas mais pesadas para os erros aleatérios pode apresentar resultados
melhores para descrever o comportamento do percentual da populacao com diploma de
bacharel. No entanto, como a variavel resposta representa uma porcetagem, entao foi

considerado a transformacao logit descrita da seguinte forma:

PctBach
100 — PctBach

L.PctBach = log< (3.5)

Dessa forma, os demais resultados dessa aplicacao sao obtidos com base na
analise dessa variavel transformada, uma vez que os modelos propostos nessa tese sao
destinados a variaveis respostas continuas com suporte nos reais. Vale ressaltar que essa
transformacao nao impossibilita a interpretacao dos resultados em termos da porcentagem

da populagao com diploma de bacharel.
3.5.1 Analise Exploratéria

Consideramos inicialmente uma breve andlise exploratoria com o intuito de
observar os comportamentos individuais e conjuntos das variaveis utilizadas na aplicagao.

Como forma de verificar o comportamento da variavel resposta, a Figura 54 mostra o
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histograma e o boxplot do logit da porcentagem da populagao com diploma de bacharel.
Observar-se a presenca de alguns valores discrepantes na distribuicao da variavel resposta e
uma leve assimetria a direita. Nesse caso, o condado de Clarke ¢ destacada por apresentar
o maior valor da variavel resposta, sendo esse um valor bem discrepante em relagao aos

demais condados.

Figura 54 — Histograma com densidade aproximada pela linha vermelha (esquerda) e
boxplot (direita) do logit da porcentagem da populagio com diploma de
bacharel
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Fonte: O autor (2021).

Adicionalmente, na Tabela 4 sdo apresentados alguns valores descritivos para
todas as variaveis presentes na base de dados. De modo geral, as variaveis explicativas
apresentam comportamentos bem distintos com diferentes medidas descritivas. Além disso,
a variavel resposta apresenta valores moderados tanto para o coeficiente de variagao quanto

para a curtose.

Tabela 4 — Analise descritiva dos indicadores educacionais e sociais nos condados da
Gedrgia

Minimo Mediana Média Maximo C.V. Assimetria Curtose

LPctBach —3,13  —2,27 —2,19 —0,51 —-0,22 0,98 4,32
TotPop90 0,02 0,17 0,41 6,49 2,05 500 30,98
PctRural 2,50 72,30 70,18 100,00 0,39 —0,71 2,84
PctEld 1,46 12,07 11,74 22,96 0,26 —0,18 4,09
PctFB 0,04 072 1,13 6,74 1,09 2,37 8,99
PctPov 2,60 18,60 19,34 35,90 0,38 0,08 2,31
PectBlack 0,00 27,64 27,39 79,64 0,63 0,24 2,42

Fonte: O autor (2021).
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Adicionalmente, para avaliar possiveis tendéncias espaciais presente nas varia-
veis estudadas, as Figuras 55-61 mostram as distribuicoes espaciais e os diagramas de
espalhamento de Moran dos indicadores educacionais e sociais nos condados da Georgia.
Destaca-se também os indices de Moran e o valores-p para os testes de autocorrelacao
espacial nos graficos apresentados. Observe que as variaveis L.PctBach, TotPop90 e PctFB
tém os valores mais altos em alguns condados no norte da Gedrgia, mas as variaveis
PctRural e PctPov tém os valores mais baixos na mesma regiao. No entanto, as relagoes
observadas nao sao equivalentes em todas as regides da Georgia, indicando assim que h&
uma possivel heterogeneidade espacial na relacao entre a variavel respostas e as respectivas

variaveis explicativas.

Figura 55 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para o logit da
porcentagem da populagdo com diploma de bacharel nos condados da Geérgia
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Fonte: O autor (2021).

Figura 56 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
populagao total em 1990 nos condados da Geédrgia
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 57 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
porcentagem da populagao rural nos condados da Geérgia
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Figura 58 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
porcentagem da populagdo com 65 anos ou mais nos condados da Geérgia

Longitude

T
83°W
Latitude

82°W

PctEld espacialmente defasado

144 &

| de Moran =0.6085
Valor -p <0.0001

Fonte: O autor (2021).

T T T
10 15 20

PctEld

Figura 59 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
porcentagem da populagao nascida fora dos EUA nos condados da Gedrgia
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Figura 60 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
porcentagem da populagao que vive abaixo da linha da pobreza nos condados
da Geédrgia
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Fonte: O autor (2021).

Figura 61 — Distribuicdo espacial (esquerda) e diagrama de Moran (direita) para a
porcentagem da populagdo negra nos condados da Gedérgia
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Fonte: O autor (2021).

Vale ressaltar que os resultados dos testes mostram autocorrelagao espacial
significativa e altos valores do indice de Moran para todas as varidveis, exceto para a
porcentagem da populacao definida como rural. Ademas, como forma de investigar melhor
possiveis relagoes entre as variaveis estudadas, a Figura 62 mostra os graficos de dispersao
no painel superior e os respectivos valores para a correlacao de Pearson no painel inferior.
Os gréaficos destacam possiveis relagoes lineares com correlagao moderada entre o logit
da porcentagem da populacdo com diploma de bacharel e todas as variaveis explicativas,
exceto para a porcentagem da populacao negra. Nota-se também uma forte relagao linear
entre a porcentagem da populacao que vive abaixo da linha da pobreza e a porcentagem

da populagao negra, podendo gera um problema de multicolinearidade.
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Figura 62 — Graficos de dispersao e valores para a correlacdo de Pearson das variaveis em
estudo
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Uma anélise prévia dos dados indicou que a porcentagem da populacao com 65

anos ou mais e a porcentagem da populagdo negra nao apresentaram uma contribuicao

significativa para explicar o logit da porcentagem da populagdo com diploma de bacharel.

Com isso, propomos inicialmente o ajuste do modelo de regressao eliptico na forma:

L.PctBach; = By + 1 TotPop90; + SaPctRural; 4+ S3PctFB; + B4PctPov; + ¢,

em que €; ~ S(0,¢) representa os erros aleatérios. Primeiramente foi propomos o uso da

distribuicao normal para os erros aleatorios, no entanto o ajuste desse modelo constatou a

presenca de valores discrepantes que exerciam forte influéncia na estimacao dos pardmetros

(ver Figura 63). Por este motivo, assumimos entao o uso da distribuigao ¢-Student (com 3

g.l. selecionado via AIC) para os erros aleatdrios, a qual resultou em um ajuste menos
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sensivel a observacoes discrepantes. Essa selecao foi realizada de maneira equivalente ao

capitulo anterior, considerando apenas uma grade de valores inteiros (de 3 até 30) para os

graus de liberdade.

Figura 63 — Grafico de quantis-quantis com envelope simulado dos residuos padronizados
para o modelo de regressao eliptico com erros normais (esquerda) e t-Student

(direita)
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Fonte: O autor (2021).
Figura 64 — Diagramas de espalhamento de Moran dos residuos padronizados para o

modelo de regressiao eliptico com erros normais (esquerda) e t-Student
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Vale ressaltar que, considerou-se também o ajuste dos modelos elipticos com

distribui¢des Cauchy, exponencial poténcia e logisticas do tipo I e II, no entanto o modelo
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com erros t-Student apresentou os melhores valores de AICc. Observou-se que todos
os modelos ajustados apresentaram uma forte e significativa autocorrelagao espacial nos
residuos padronizados, como podemos observar na Figura 64 através dos diagramas de
espalhamento de Moran. Nesse caso, o uso da REGP pode ser uma melhor alternativa
para medir a relagao entre o logit da porcentagem da populacao com diploma de bacharel
e as variaveis explicativas, pois permite a variacao espacial dos parametros de regressao.

Desse modo, foi ajustado modelos de REGP através da seguinte forma funcional:

L.PctBach; = [(i)o+ 8(i)1 TotPop90, + 5(i)2PctRural; + 5(i)3PctFB;

+5(i)aPctPov; +¢€;,

em que € ~ S(0,¢(7)) representa os erros aleatérios. Novamente, consideramos o uso
das distribui¢oes normal e t-Student com 3 g.1. para os erros aleatérios. No processo de
estimacao foi utilizado um kernel biquadrado adaptativo para as func¢oes de ponderagao, o
critério da validagao cruzada para selecdo do pardametro de suavizagao 6timo e o AICc
para escolha dos graus de liberdade do modelo ¢-Student. No processo de selecao desse
modelo, considerou-se novamente uma grade de valores inteiros (de 3 até 30) para a selecdo
dos graus de liberdade e mesmas distribui¢oes mencionadas anteriormente para os erros
aleatérios. Feito isso, aplicamos os testes de nao estacionariedade espacial aleatorizados
para os parametros de ambos modelos de REGP ajustados. Na Tabela 5 sdo exibidos
os valores-p desses testes para cada parametro de regressao, destacando que apenas as

estimativas de (31 e 3 aparentam nao ser estacionarias no espaco.

Tabela 5 — Valores-p para os testes de variabilidade espacial dos parametros da REGP

REGP com erros normais REGP com erros t-Student

Bo 0,0720 0,4620
B 0,0110 0,0020
By 0,0500 0,2610
Bs 0,0000 0,0550
By 0,7970 0,7530

Fonte: O autor (2021).

Além disso, constatou-se mais uma vez que o ajuste do modelo de REGP com
erros normais apresenta observagoes discrepantes destacadas na andlise de residuos (ver

Figura 65). Por outro lado, o ajuste do modelo de REGP com erros ¢-Student obteve um
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ajuste menos sensivel a presenca de observagoes discrepantes. Nota-se também que ambos

modelos ainda exibem residuos com forte dependéncia espacial como podemos observar na

Figura 66, destacando tendéncias nos primeiros e terceiros quadrantes semelhante.

Figura 65 — Grafico de quantis-quantis com envelope simulado dos residuos padronizados
para o modelo de regressdo eliptico com distribui¢cdes normal (esquerda) e
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Observa-se nesse caso que, apesar de haver uma pequena reducao desses valores

em comparacao com os modelos de regressao globais, a autocorrelagao espacial de ambos

os residuos ainda é considerada significativa. Além disso, como foi ressaltado que apenas
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os parametros (1 e (3 apresentam variacao no espaco e a analise de residuos indiciou
presenca de autocorrelagao espacial, entdo ha indicios que a REGP nao apresenta um
ajuste adequado. Por este fato, uma alternativa é considera a aplicagdo da REGPM, visto
que cada parametro pode ter sua prépria escala de variacao espacial. Nesse contexto, foi

proposto o ajuste dos modelos na seguinte forma:

L.PctBach; = [()p, + B(i)p, TotPop90; + 5(i)p, PctRural; + 3(i)p, PctFB;

+5(i)b4PCtPOVZ' + €,

em que €; ~ S(0,¢(7)) representa os erros aleatérios. Nesse caso, assumimos as distribuigoes
normal e t-Student com 3 g.l. para os erros aleatorios. Mais uma vez assumimos a grade de
valores inteiros (de 3 até 30) para a selecdo dos graus de liberdade e mesmas distribuigoes
mencionadas nos ajustes anteriores, obtendo como resultado que o modelo REGPM com
erros t-Student apresentou o melhor valor para o AICc. Além disso, foi utilizado um kernel
biquadrado adaptativo e a distancia Euclidiana para as fungoes de ponderagao e o critério
da validagao cruzada para selecao do parametro de suavizagao 6tima. As Tabelas 6 e 7
apresentam uma analise descritiva dos parametros estimados e erros padroes assintoticos

(entre parénteses) para os modelos de REGPM ajustados.

Tabela 6 — Anaélise descritiva das estimativas dos pardmetros e erros padroes assintéticos
(entre parénteses) para os modelos de REGPM com erros normais

Minimo Mediana Média Maéaximo Global
A —-1,721 —1,505 —1,501 —1,312 —1,624
Bo (0,164) (0,189) (0,189)  (0,207) (0,135)
A 0,073 0,077 0,109 0,213 0,123
h (0,049) (0,050) (0,060) (0,092) (0,041)
A —0,007  —0,007 -0,007 —0,007 —0,006
Ba (0,001) (0,001) (0,001)  (0,001) (0,001)
A 0,042 0,105 0,097 0,141 0,093
Ps (0,031) (0,036) (0,035) (0,038) (0,027)
A -0,019 —0,018 -0,018 —0,018 —0,015
Pa (0,005) (0,005) (0,005)  (0,005) (0,004)
A 0,089 0,092 0,092 0,096 0,096
¢ (0,013) (0,014) (0,014)  (0,016) (0,011)
AIC =1320,6790 AICc = 1488,4680 BIC = 1382,2580

Fonte: O autor (2021).
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Tabela 7 — Analise descritiva das estimativas dos parametros e erros padrées assintéticos

(entre parénteses) para os modelos de REGPM com erros ¢t-Student

Minimo Mediana Média Maéaximo Global
A —1,648 —1,525 —1,535 —1,452 —1,618
fo (0,212)  (0,232) (0,231)  (0,247) (0,127)
A 0,108 0,114 0,151 0,310 0,134
o (0,059)  (0,064) (0,086)  (0,148) (0,039)
A —-0,006 —0,006 —0,006 —0,006 —0,006
B2 (0,002)  (0,002) (0,002)  (0,002) (0,001)
. 0,044 0,077 0,074 0,097 0,078
& (0,039)  (0,044) (0,044)  (0,048) (0,025)
A -0,019 -0,019 -0,019 —0,019 —0,016
fa (0,006)  (0,006) (0,006)  (0,007) (0,003)
A 0,040 0,049 0,048 0,056 0,068
¢ (0,013)  (0,014) (0,014)  (0,017) (0,009)

AIC = 969, 7798

AICc = 1133,3960

BIC =1007,4290

Fonte: O autor (2021).

Observe que, apenas as estimativas dos parametros g, 51 e f3 apresentam

variagoes em torno das medidas globais em ambos modelos. Note também que, de acordo

com os critérios de informacao Akaike (AIC), Akaike corrigido (AICc) e Bayesian (BIC), a

REGPM com distribui¢ao ¢t-Student é selecionado como o melhor ajuste. Adicionalmente,

a Tabela 8 compara os parametros de suavizacao selecionadas para cada parametro de

regressao no ajuste dos modelos geograficamente ponderados multiescalares. Nota-se

que, os parametros de suavizacao selecionadas para os modelos REGPM indicam que as

estimativas dos pardmetros 2 e 34 sdo constantes no espaco, enquanto que as estimativas

dos parametros 3y, 51 e f3 destacam nao estacionariedade espacial. Isso se da pelo fato

de que um parametro de suavizagao muito proximo da quantidade de observagoes resulta

em parametros de regressao com pouca variabilidade espacial.

Tabela 8 — Valores dos parametros de suavizagao 6timos selecionadas para os modelos
geograficamente ponderados

REGPM com erros normais

REGPM com erros ¢t-Student

So
5
P2
B33
B4

31
124
157
118
157

67
109
157
142
157

Fonte: O autor (2021).
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Na Figura 67 sao apresentados os graficos dos residuos quantilicos versus os

valores ajustados para ambos modelos de REGPM, destacando os condados de Bulloch,

Clarke e Oconee como observacoes discrepantes no modelo com erros normais. Além disso,

na Figura 68 sao exibidos os diagramas de espalhamento de Moran dos residuos

quantilicos

para os modelos de REGPM, bem como os respectivos indices de Moran e valores-p para

os testes de autocorrelacao espacial. Os resultados obtidos indicam que ambos os modelos

de REGPM nao apresentam autocorrelacao espacial nos residuos.

Figura 67 — Residuos padronizados versus valores ajustados para o modelo de REGPM
com distribui¢ées normal (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 68 — Diagramas de espalhamento de Moran dos residuos quantilicos para o modelo
de REGPM com distribui¢des normal (esquerda) e t-Student (direita)
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3.5.3 Analise de Sensibilidade

Para avaliar a qualidade do ajuste e a sensibilidade dos modelos de REGPM,
foram aplicadas algumas das medidas de diagnéstico propostas no presente capitulo. Na
Figura 69 sao exibidos os graficos das medidas da alavancagem baseadas nas matrizes de
projecao para os modelos de REGPM ajustados. Em ambos os casos nenhuma observacao
é destaca como um possivel ponto de alavanca, uma vez que todas observacoes apresentam

valores bem préximos pra essa medida.

Figura 69 — Grafico das medidas de alavancagem nos modelos de REGP com erros
normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Adicionalmente, nas Figuras 70-77 sdo apresentados os graficos das medidas de
influéncia local sob as perturbacoes na escala e ponderacao de casos associado a estimagao
de cada parametro dos modelos REGPM. Note que, os condados de Bulloch, Clarke e
Oconee sao destacados como possiveis observacoes influentes na estimacao dos parametros
no modelo com erros normais em ambos esquemas de perturbacao. FKEsses condados
estao situados na regiao nordeste da Georga, os quais apresentam altos valores para a
porcentagem da populagao com diploma de bacharel. Por outro lado, no modelo REGPM

com erros t-Student nenhuma observacao é destacada como possivelmente influente.
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Figura 70 — Grafico de influéncia local para perturbagao na escala associado ao parametro
f1 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢-Student (direita)
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Figura 71 — Grafico de influéncia local para perturbagdao ponderacao de casos

005 010 015 020 025 030 035

0.00

Bulloch
o

Oconee
o

0.30
1

0.25
1

indice

100

150

Fonte: O autor (2021).

indice

associado ao

parametro ($; nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢t-Student

(direita)

Bulloch
o

Clarke
o

Oconee
o

0.15
1

0 50

indice

100

150 0

Fonte: O autor (2021).

100 150

indice

Figura 72 — Grafico de influéncia local para perturbagido na escala associado ao parametro
B2 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 73 — Grafico de influéncia local para perturbacao ponderacao de casos associado ao
parametro 83 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢-Student
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Fonte: O autor (2021).

Figura 74 — Grafico de influéncia local para perturbacao na escala associado ao parametro
B3 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 75 — Grafico de influéncia local para perturbacao ponderagao de casos associado ao
parametro 83 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢-Student
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 76 — Grafico de influéncia local para perturbagao na escala associado ao parametro
B4 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e ¢-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 77 — Grafico de influéncia local para perturbagao ponderacgao de casos associado ao
parametro (4 nos modelos REGP com erros normais (esquerda) e t-Student
(direita)
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Fonte: O autor (2021).

3.5.4 Analise Confirmatoria

Como foi destacado na anélise de sensibilidade, os métodos de diagnosticos
para a REGPM apontaram uma forte influéncia da observacao referente aos condados
de Bulloch, Clarke e Oconee no modelo com erros normais. Nesse sentido, para verificar
se estes condados sao de fato observacoes influentes, considerou o reajuste dos modelos
de REGPM excluindo as observacoes destacadas da base de dados. Os resultados ao
reajustar os modelos foram comparados diretamente com os obtidos anteriormente com os
dados completos. Visto isso, as Figuras 78-97 mostram a comparacgao entre as distribui-
¢Oes espaciais das estimativas dos parametros de regressao para os modelos de REGPM

excluindo-se, individualmente, os condado de Bulloch, Clarke e Ocoone.
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Figura 78 — Distribuicao espacial das estimativas de 5y considerando os dados completos
para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 79 — Distribuicao espacial das estimativas de [y considerando os dados apés a
exclusdo de Bulloch para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).

Figura 80 — Distribuicao espacial das estimativas de 5y considerando os dados apés a
exclusdo de Clarke para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Fonte: O autor (2021).
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Figura 81 — Distribuicao espacial das estimativas de §y considerando os dados apds a
exclusdo de Oconee para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Figura 82 — Distribuicao espacial das estimativas de (; considerando os dados completos
para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 83 — Distribuicao espacial das estimativas de 5, considerando os dados apés a
exclusdo de Bulloch para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Figura 84 — Distribuicao espacial das estimativas de §; considerando os dados apds a
exclusdo de Clarke para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
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Figura 85 — Distribuicao espacial das estimativas de (5; considerando os dados apés a
exclusdo de Oconee para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
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Figura 86 — Distribuicao espacial das estimativas de 35 considerando os dados completos
para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 87 — Distribuicao espacial das estimativas de 2 considerando os dados apéds a
exclusdo de Bulloch para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
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Figura 88 — Distribuicao espacial das estimativas de 2 considerando os dados apés a
exclusdo de Clarke para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
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Figura 90 — Distribui¢ao espacial das estimativas de (3 considerando os dados completos
para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 91 — Distribuicao espacial das estimativas de (3 considerando os dados apés a
exclusdo de Bulloch para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
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Figura 92 — Distribuicao espacial das estimativas de 3 considerando os dados apés a
exclusdo de Clarke para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e

Longitude

t-Student (direita)

°
5
Longitude

0.02

T
83°W

Latitude

Fonte: O autor (2021).

T
83°W

Latitude

0.02



123

Figura 93 — Distribuicao espacial das estimativas de 3 considerando os dados apéds a
exclusdo de Oconee para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Figura 94 — Distribuicao espacial das estimativas de 54 considerando os dados completos
para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e t-Student (direita)
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Figura 95 — Distribuicao espacial das estimativas de 4 considerando os dados apés a
exclusdo de Bulloch para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Figura 96 — Distribuicao espacial das estimativas de §; considerando os dados apds a
exclusdo de Clarke para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Figura 97 — Distribuicao espacial das estimativas de (; considerando os dados apés a
exclusdo de Oconee para o modelo REGPM com erros normais (esquerda) e
t-Student (direita)
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Observe que, as distribuigoes espaciais das estimativas obtidas no modelo de

REGPM com erros normais ao desconsiderar os condados de Bulloch, Clarke e Ocoone

mostram mudancas extremas nas estimativas dos parametros. Isto é, a retirada dessas

observagoes muda completamente a interpretagao da variagao local dos parametros. Por

outro lado, a distribuicao espacial das estimativas no modelo de REGPM com erros

t-Student nao apresenta alteragoes substanciais ao retirar os condados mencionados

anteriormente, conservando as mesmas interpretacoes dos resultados obtidos com os dados

completos. Esse fato indica que o modelo REGPM com erros ¢t-Student produz estimativas

menos sensivel a presenca de valores discrepantes.
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3.5.5 Interpretacao do Modelo Ajustado

Conforme apresentado nos resultados anteriores, o modelo REGPM com erros
t-Student mostrou melhores valores para os critérios de informagao e menor sensibilidade
as observagoes discrepantes. O ajuste desse modelo indica que os parametros 39 e B4 sdo
significativos (ao nivel de 95% de confianga) e praticamente constantes no espago, uma vez
que o parametro de suavizagao selecionado é muito proxima ao valor total de observagoes.
Os valores descritivos das estimativas desses parametros podem ser consultados na Tabela
7, ressaltando que todos os locais apresentam valores bem proximo da sua média. Em
contrapartida, os parametros 3y, 51 e f3 apresentam comportamentos nao estacionarios no
espago, os quais sao destacados pelo ajuste do modelo REGPM com erros ¢-Student. Visto
isso, as distribuigoes espaciais das estimativas significativas (assumindo o nivel descritivo
corrigido com uma taxa de erro fixada em 5%) desses pardmetros sdo apresentadas na

Figura 98, destacando as estimativas nao significativas na escala de cores pela cor cinza.

Figura 98 — Distribuicdo espacial das estimativas significativas de [y (esquerda), 51
(direita) e 83 (abaixo) no modelo REGPM com erros ¢t-Student
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Note inicialmente que o modelo foi ajustado para a variavel PctBach transfor-
mada, entretanto devido as propriedades da transformacao logit é possivel interpreta os
resultados obtidos em termos da porcentagem de populagdo com bacharel. Em outras
palavras, o aumento do valor da variavel L.PctBach também implicara no aumento da
porcentagem de populacao com bacharel, no entanto isso ocorre em escalas diferentes.
Com base nesse fato podemos destacar que, em média o acréscimo de cem mil unidade na
populagao total, quando as demais variaveis se mantém fixas, implica em mais pontos per-
centuais da populagdo com diploma de bacharel. No entanto, esse acréscimo ¢ significativo
apenas em poucos condados na regiao sul da Georgia. Nota-se também que o acréscimo
no percentual da populacao definida como rural, fixando as demais variaveis, diminui o
percentual da populacdo com diploma de bacharel. Nota-se também que o acréscimo da
porcentagem de estrangeiros aumenta a porcentagem de diplomas de bacharelado, mais
esse comportamento é significativo apenas em alguns condados na regiao nordeste da
Georgia. Por fim, o acréscimo de um ponto percentual na populagdo que vive abaixo da
linha da pobreza, quando as demais variaveis sao fixadas, implica na diminuicao dos pontos
percentuais na populagao com diploma de bacharel. Todos esses resultados indicam que o
desenvolvimento educacional para o ensino superior é explicado por diferentes indicadores,

apresentando relagoes particulares de acordo com a regiao considerada.
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4 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Com a finalidade de facilitar a aplicacdo das metodologias desenvolvidas nesta
pesquisa em novas areas, foi elaborado um conjunto de rotinas computacionais através
da linguagem R (R Core Team, 2019). A escolha desse software computacional se dar
pelo fato do seu codigo fonte ser aberto, podendo ser facilmente manipulado pelos seus
usudarios. Essas rotinas foram implementadas por meio do pacote denominado gwer, o
qual esta disponivel no CRAN do software R. O pacote gwer contém um diversas fungdes
bases exclusivas e bancos de dados utilizados como exemplo praticos em algumas dessas
funcoes. E possivel agrupar todas estas funcoes em trés categorias principais, as quais sdo
especificadas a seguir.

1. Ajuste do modelo: fungoes para a obtencao dos modelos de regressao eliptico, REGP
e REGPM ajustados a uma base de dados fornecida pelo usuario.

2. Visualizacao do ajuste: funcgoes utilizadas para resumir os resultados principais
obtidos pelo ajuste dos modelos de regressao eliptico, REGP e REGPM.

3. Analise de diagnostico: fungoes para calcular e apresentar graficamente as medidas
de diagnostico nos modelos de regressao eliptico, REGP e REGPM.

A seguir sao apresentadas as fungoes que estao contidas em cada uma dessas
categorias, explicando os seus parametros de entrada e saida. Além disso, é discutido
como essas fungoes devem ser utilizadas no software R, assim como alguns exemplos
para suas manipulacoes. Vale ressaltar que esse pacote computacional esta em constante
aperfeicoamento e algumas estruturas explicadas nesse capitulo podem sofrer futuras

alteracoes.

4.1 AJUSTE DO MODELO

As fungoes discutidas nessa secao sdo a base para aplicacao dos algoritmos de
estimagao abordados nessa pesquisa. Em particular, a funcdo family.elliptical e suas
sub-rotinas sdo fundamentais para especificar e exibir as defini¢des acerca da componente
aleatoria do modelo. Para extrair as informagoes da componente aleatéria de um objeto

previamente ajustado usa-se diretamente a fungdo family, a qual possui a seguinte sintaxe:

family(object, ...)
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Esta funcao deve receber um objeto que contenha a saida de uma funcao utili-
zada para o ajuste do modelo especificado pelo usuario e retornara uma lista de informagoes
da distribuicao utilizada nesse ajuste. Este objeto pode ser da classe elliptical, gwer ou
gwer .multiscale, as quais serao discutidas posteriormente. Por outro lado, a especifica-
¢ao da componente aleatoria é feita através das sub-rotinas da fungdo family.elliptical
Para isso ¢ preciso decidir qual distribuicao de probabilidade sera utilizada para o ajuste
do modelo e fornecer os valores dos parametros fixos necessarios. Nesse sentindo, a seguir
é apresentado as sub-rotinas dessa fun¢do para cada uma das distribui¢des implementadas.
Uma dessas fungoes devera entao ser fornecida como argumento de entrada para a fungao

de ajuste através do parametro adequado.

Normal ()
Cauchy ()
LogisI()
LogisII()
Student (df

stop("no df argument"))

Powerexp(k = stop("no k argument"))

Glogis(parma = stop("no alpha=alpha(m) or m argument"))

Gstudent (parm = stop("no s or r argument"))

Cnormal (parmt = stop("no epsi or sigma argument"))

Com isso, para realizar o ajuste do modelo de regressao linear global com
componente aleatéria pertencente a familia de distribuigoes elipticas utiliza-se a funcao
elliptical, a qual retorna um objeto da classe elliptical. Este objeto armazena
iniimeros resultados obtidos através do ajuste de um modelo de regressao eliptico a base
de dados fornecida pelo usuario. De forma sucinta, essa funcao definida sob a seguinte

sintaxe:

elliptical(formula = formula(data), family = Normal, data = sys.parent(),
dispersion = NULL, weights, subset, na.action = "na.fail", method =
"elliptical.fit", control = glm.control(epsilon = le-04, maxit = 100,

trace = F), model = F, x = F, y = T, contrasts = NULL, offset, ...)

Em contrapartida, a fungdo gwer refere-se ao ajuste de um modelo de REGP

para um dado parametro de suavizagao fornecido pelo usudrio. A partir desta fungao é
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possivel especificar diferentes caracteristicas associadas a func¢ao de ponderacao espacial e
a medida de distancia, as quais deverao ser utilizadas no processo de estimacao do modelo.
Esta fun¢ao retorna um objeto da classe gwer, contendo as saidas obtidas pelo ajuste do

modelo de REGP. A sintaxe base dessa fun¢ao é dada pelo seguinte cdédigo computacional:

gwer (formula, data, regression.points, bandwidth, kernel = "bisquare",

p = 2, theta = 0, adapt = NULL, hatmatrix FALSE, family = Normal,

longlat = NULL, dMat, weights, dispersion NULL, subset, na.action =
"na.fail", method = "gwer.fit", control = glm.control(epsilon = 1le-04,
maxit = 100, trace = F), model = FALSE, x = FALSE, y = TRUE, contrasts

= NULL, offset, spdisp = TRUE, parplot = FALSE,...)

Visto que a fungdo gwer funciona apenas para um parametro de suavizagao
preestabelecido e fornecido pelo usuério. Por este motivo foi desenvolvido uma funcao para
a otimizacao desse parametro de suavizacao. Para isto, foi considerada a técnica da segao
durea para a minimizacao de alguma funcdo objetivo especificada (para maiores detalhes
da implementagdo computacional dessa técnica consulte Press et al., 2007). Nessa pesquisa
discutimos os métodos de selecao do parametro de suavizagao baseados na minimizacao
dos critérios de CV, AIC e SV, os quais foram apresentados no segundo capitulo. E
necessario também atribuir as caracteristicas assumida para as ponderagoes espaciais, as
quais devem estd em concordancia com o uso posterior da funcao gwer. Com isso, ao final
da execugao dessa funcao é retornado o valor 6timo do parametro de suavizacao usado
nas ponderacoes espaciais, de acordo com a medida de distancia especificada e o critério
atribuido pelo usuario. De modo geral, a fungao para selecao do parametro de suavizagao

6timo, denominada por bw.gwer, é utilizada a partir da sintaxe dada a seguir:

bw.gwer (formula, data, approach="CV", kernel="bisquare", adaptive = F,
spdisp = ’local’, dispersion, p=2, theta=0, longlat=F, dMat, family =
Normal())

Por fim, o ajuste da REGPM ¢ obtido através da fungdo gwer.multiscale, a
qual foi implementada com base no método de estimacgao descrito no capitulo anterior. De
forma semelhante a funcao gwer, o usuario deve fornecer as informagoes necessarias para
a obtencao das ponderacOes espaciais usadas no algoritmo de estimagdo. As metodologias

discutidas anteriormente para reduzir o custo computacional também estao implementadas
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nessa funcgdo, as quais devem ser escolhidas no momento da sua utilizagdo. Nesse caso, os
resultados obtidos através da aplicacao dessa fungao sao retornados através de um objeto
da classe gwer.multiscale ao final da sua execugao. Dito isso, a seguir é apresentado a

sintaxe base para o uso dessa funcao:

gwer .multiscale(formula, data, coords, kernel = "bisquare", approach =
"CV", adaptive = FALSE, criterion = "dCVR", fit.points, family = Normal,
threshold = 0.00001, dMats, p.vals, theta.vals, longlat = NULL, bwsO,
bw.seled = rep(F, length(bws0)), bws.thresholds = rep(0.1, length(dMats)),
bws.reOpts = b, spdisp = ’local’, verbose = F, weights, dispersion = NULL,

na.action = "na.fail", hatmatrix = T, control = glm.control(epsilon =

1e-04, maxit = 100, trace F), model = FALSE, x = FALSE, y = TRUE,

contrasts = NULL, parplot FALSE, max.iterations = 2000, subset, offset,

predictor.centered = rep(T, length(bwsO) - 1), nlower = 10, ...)

Note que, embora essas trés fungoes sejam caracterizadas por diferentes argu-
mentos de entrada, alguns desses tém as mesmas definicoes e finalidades. Visto isto, todos
os argumentos utilizados para a execucao dessas fungoes sao listados a seguir de maneira
conjunto como forma de evitar informacgoes repetidas. Para cada um desses argumentos é
considerado uma breve explicagao de como estes devem ser utilizados e suas respectivas
finalidades.

e formula: Especifica de forma simbdlica a componente sistematica do modelo, descrita
como uma funcao linear dos parametros de regressao. Isto é feito fornecendo a relacao
de regressao como entrada para esse argumento, sob a forma padrao usualmente
utilizada nas fungoes do software R (veja, por exemplo, a funcao 1m).

e family: Especifica de forma simbélica a componente aleatéria do modelo, a qual
deve pertencente a familia de distribuigoes elipticas. Para isto, é necessario o uso
das sub-rotinas associadas a funcao "elliptical.family'. A entrada desse argumento
deve ser uma fun¢ao que descreve a distribuicao de probabilidade assumida para os
erros, assim como os parametros fixos indispensaveis para sua especificacao.

e data: Recebe o objeto contento a base de dados sob uma formatacao conveni-
ente. No caso da funcdo elliptical este argumento deve conter um objeto es-
tar no formato data.frame, list ou environment. Por outro lado, as fungoes

gwer e gwer .multiscale precisa receber como argumento um objeto no formato
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SpatialPointsDataFrame ou SpatialPolygonsDataFrame, os quais podem ser de-
finidos a partir do pacote sp.

bandwidth: Argumento que recebe o valor do parametro de suavizacao usado na
construcao das ponderacoes espaciais. Esse valor pode ser fornecido pelo usuario
com base em algum conhecimento a priori acerca dos dados ou por meio de um
processo de otimizagao (veja bw.gwer).

approach: Argumento para definir o método utilizado no processo de otimizagao do
parametro de suavizagdo. Os métodos implementados sdo realizados pela minimizacao
das fungoes descritas no capitulo 2 através da se¢ao aurea.

kernel: Define a funcao de ponderagao geografica utilizada no ajuste dos modelos
de REGP e REGPM. Nas fun¢oes para o ajuste desses modelos hé algumas opgoes
implementadas para esse argumento, como por exemplo os kernel gaussiano e
biquadrado expressos no segundo capitulo.

p e theta: Utilizados para o calculo das medidas distancia espaciais entre os locais
da base de dados para o processo de estimacao da REGP. O argumento p representa
o valor da poténcia na distancia de Minkowski. O valor padrao desse argumento é
2, indicando uma distancia euclidiana. O valor de theta representa o angulo em
radianos para rotacionar o sistema de coordenadas, caso seja conveniente. O valor
padrao desse argumento ¢ 0, ou seja, ndao considera nenhuma rotacao no sistema de
coordenadas.

adapt: E um argumento légico que define o tipo de parmetro de suavizacio
utilizado no ajuste dos modelos de REGP e REGPM. Caso receba o valor FALSE a
funcdo assume que as ponderagoes espaciais sao obtidas através de um parametro de
suavizagao fixo para todos os locais. Por outro lado, se esse argumento for TRUE a
funcao calcula as ponderagoes espaciais com base em parametros de suavizagdo que
se adaptam as distribuicoes espaciais de cada local.

hatmatrix: E um argumento lgico utilizado para indicar se as matrizes de projecao
deverao ser calculadas e retornadas ao usuario (TRUE) ou nao (FALSE) nos modelos
de REGP e REGPM. No caso que o usuario queira obter medidas de diandstico com
base no ajuste desses modelos é necessario que este argumento receba o valor TRUE.
Vale ressaltar que esse argumento s6 podera receber o valor TRUE se locais estudados

apresentarem as mesmas coordenadas geograficas que os pontos de dados observados.
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e longlat: E um argumento légico para especificar o tipo das coordenadas geograficas
utilizadas para calcular as medidas de distancia. Use o valor TRUE se as coordenadas
fornecidas na base de dados representarem longitude e latitude e FALSE caso contrario.
Caso esse argumento seja TRUE sera considerado a distancia do grande circulo para o
calculo das ponderagoes geograficas ao inves da distancia de Minkowski.

e dMat: Argumento que recebe uma matriz de distancia pré-especificada utilizada no
processo e estimagdo da REGPM. Essa matriz pode ser obtida por meio de algum
conhecimento a priori do usuario ou calculada por meio de alguma funcao especifica
(veja a fungdo gw.dist do pacote GWmodel, por exemplo).

e dMats: Argumento que recebe uma lista de matrizes de distancia usadas para o
processo de estimacao dos parametros na REGPM. Note que, esse argumento permite
estabelecer uma medida de distancia distinta associada a cada variavel preditora no
algoritmo de estimagao. Isto é possivel no ajuste de um modelo de REGPM uma vez
que cada parametro de regressao local é estimado por meio de ponderagoes espaciais
individuais.

e p.vals e theta.vals: Utilizados para o cdlculo das medidas distancia espaciais
entre os locais da base de dados para o processo de estimacao da REGPM. O
argumento p.vals recebe um vetor (de comprimento igual ao nimero de preditores)
de nimeros positivos usados para definir a poténcia na distancia de Minkowski para
cada preditor. Por outro lado, o argumento theta.vals’ deve ser um vetor (de
comprimento igual ao nimero de preditores) com os dngulos em radianos para girar
o sistema de coordenadas para cada preditor.

e bws0: Argumento utilizado para estabelecer os valores iniciais dos parametros de
suavizacao no processo de estimacao da REGPM. Nesse caso, o usuério deve fornecer
um vetor (de comprimento igual ao nimero de preditores) com os valores iniciais dos
parametros de suavizagao associados a cada preditor utilizado no ajuste da REGM.

e bw.seled: Argumento utilizado para especificar quais pardmetros de suavizacao
deverao passar por um processo de otimizacao ou deverdao ser fixas no processo
de estimacao. O usudrio deve fornecer um vetor 1égico (de comprimento igual ao
nimero de preditores) de tal forma que, os elementos com valor TRUE indica que
seu respectivo parametro de suavizacao devera ser mantido fixo na execucao do

algoritmo. Os valores dos parametros de suavizacao sao retirados do argumento
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bws0, descrito no item anterior.

e bws.thresholds: Define os valores limites para o qual o algoritmo assume que o
parametro de suavizacao associado a um parametro especifico convergiu ou nao.
Nesse caso o usudrio deve fornecer um vetor (de comprimento igual ao niimero de
preditores) de valores reais positivos que define a distdncia limite associada a cada
preditor. Esses valores representam a distancia maxima entre os valores selecionados
para os parametro de suavizagao em cada iteracdo com seu respectivo valor no passo
anterior.

e bws.reOpts: Define o niimero de passos necessarios para obter convergéncia na
otimizacao dos parametros de suavizacao do modelo de REGPM. Nesse caso o
usudrio deve fornecer um vetor (de comprimento igual ao niimero de preditores) com
valores inteiros positivos associados a cada preditor. Logo, durante a otimizacao de
cada parametro de suavizacao é necessario que o valor 6timo obtido seja igual ao
passo anterior de acordo com o nimero de vezes fornecida por este argumento. Isto
serve para evitar uma escolha que nao seja ideal devido a ilusdo de convergéncia.

e dispersion: Argumento usado para fornecer, de forma opcional, um valor fixo
positivo para o parametro de dispersao. Se o usudario optar por atribuir um valor a
esse argumento, entdao o algoritmo assume que o parametro de dispersao é fixo em
todo processo de estimacao.

e weights: Argumento utilizado para introduzir uma ponderacao a priori no processo
de estimacao do modelo. Caso o usudrio tenha interesse, devera ser fornecido
um vetor de pesos (de comprimento igual ao nimero de dados observados) a esse
argumento, o qual ird executar uma reponderagao na expressao dos estimadores para
os parametros de regressao.

e subset: Argumento usado para especificar, de forma opcional, um vetor a particao
das observagoes que serao usadas no processo de estimacao do modelo. Nesse caso, o
usuario deverd fornecer um vetor com valores logicos indicando quais observacoes
deveram ser consideradas no processo de estimacao.

e na.action: Recebe, de forma opcional, uma funcdo que indica o que deve ocorrer
com as observagoes que contenham valores NA na base de dados.

e method: Define o método de otimizacao usado para a estimagao dos parametros. O

padrao é considerar os métodos escore de Fisher descritos nesta pesquisa, no entanto
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também é possivel nao fazer o ajuste e retornar apenas a matriz modelo.
criterion: Argumento para definir a condi¢ao estabelecida para convergéncia do
algoritmo backfitting no processo de estimagao da REGPM. O valor padrao desse
argumento é dCVR representando o critério SOCRrgg descrito no capitulo anterior.
control: Representa uma lista de argumentos utilizados para controlar o processo
de estimagao do modelo, especificada por meio da fun¢ao glm.control.

model: E um valor légico que indica se o quadro do modelo deve ser incluido como
argumento de saida da funcao (TRUE) ou nao (FALSE).

y e x: Representam valores logico que indicam se o vetor de resposta e a matriz
modelo usados no processo de estimacao devem ser inclusos como argumentos de
saida da fun¢ao (TRUE) ou nao (FALSE).

contrasts: E uma lista de argumentos para definir e utilizar contrates no modelo
(Para mais detalhes veja contrasts.arg presente na fungdo model .matrix.default).
offset: Argumento que pode ser usado para especificar um componente a priori
para ser incluida no preditor linear durante o ajuste do modelo (de forma equivalente
a funcdo glm). Para mais detalhes veja a fungdo model.offset presente no pacote
base do software R.

spdisp: Argumento que define a variagdo espacial do parametro de dispersao nos
modelos de REGP e REGPM.

parplot: Argumento légico para estabelecer se a funcao ird fornecer os boxplots dos
pardmetros locais como saida grafica (TRUE) ou nao (FALSE).

verbose: Argumento légico utilizado para visualizar (TRUE) ou nao (FALSE) o
progresso no processo de otimizagao do parametro de suavizacao.
max.iterations: Define o nimero maximo de itera¢oes para o algoritmo backfitting
no processo de estimagao do modelo REGPM.

predictor.centered: Argumento que recebe um vetor légico de comprimento igual
ao numero de varaveis preditoras (excluindo-se o preditor relacionado ao intercepto),
indicando qual variavel serd centralizada na média. Se o k-ésimo elemento desse
vetor for TRUE, entdo o k-ésimo preditor sera centralizado em funcao de sua média.
Este procedimento é 1util para reduzir o tempo computacional de processamento da
funcdo gwer.multiscale, como foi discutido no capitulo anterior.

nlower: Estabelece o valor minimo de vizinhos mais proximos para a selecao do
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parametro de suavizacao adaptativo no calculo das ponderagoes espaciais. O usuario
deve fornecer um valor inteiro positivo para este argumento.

e df: E o argumento usado para definir os graus de liberdade da distribuicéo t-Student.

e s e r: Sao os argumentos usados para definir os parametros de forma da distribuicao
t-Student generalizada.

e alpha: E o argumento usado para definir o parametro de forma das distribuicoes
normal contaminada e logistica.

e mp: E o argumento usado para definir o pardmetro de forma da distribuicao logistica
generalizada.

e epsi e sigmap: Sao os argumentos usados para definir os parametros de dispersao
da distribui¢do normal contaminada.

e k: Eo argumento usado para definir o pardmetro de forma da distribuicao exponencial
poténcia.

e ...: Argumentos adicionais que podem ser usados na funcdo e que nao foram
descritos diretamente pela sintaxe da funcao.

Uma vez explicado cada argumento necessario para a utilizacao das rotinas
destinadas ao ajuste desses modelos, considerou-se uma breve demonstracao das suas
funcionalidades. Assim, como forma de exemplificar a utilizacao das funcoes discutidas
nesta segao consideramos uma breve aplicacado em uma base de dados reais. Dessa
forma, considere o exemplo pratico apresentado no capitulo anterior, referente aos dados
censitarios do estado da Georgia, EUA. Esses dados podem ser facilmente obtidos através
do pacote spgwr, usando o comando data(georgia, package="spgwr") carregando a
base de dados no objeto gSRDF. Assuma entao os mesmos modelos propostos nessa analise,

os quais podem ser ajustados por meio dos seguintes comandos:
data(georgia, package="spgwr")

formula <- PctBach ~ TotPop90 + PctRural + PctFB + PctPov

ajuste.gt <- elliptical(formula, family = Student(df = 3), data = gSRDF,

method = "elliptical.fit")

regp.b <- bw.gwer(formula, data = gSRDF, family = Student(df = 3),

approach = ’cv’, adapt = TRUE, kernel = ’bisquare’)
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ajuste.regp <- gwer(formula, data = gSRDF, family = Student(df=3),
bandwidth = regp.b, adapt = TRUE, hatmatrix = TRUE,

spdisp = TRUE, method = "gwer.fit")

ajuste.regpm <- gwer.multiscale(formula, data = gSRDF, family = Student(3),
approach =’cv’, kernel = ’bisquare’,
bwsO = rep(regp.b, 5), hatmatrix = TRUE,
adaptive = TRUE, predictor.centered =

rep(T, 5-1))

Nesse caso, o objeto formula representa a expressao simbolica para a compo-
nente sistematica usada como argumento em todas as fungoes de ajuste utilizadas. Em
todos os casos ¢ especificado a distribuicao ¢-Student com 3 g.l. para os erros aleatdrios
do modelo. Os resultados obtidos no ajuste da regressao eliptico foram armazenados em
ajuste.gt, sendo possivel extrair diversas informagoes desse objeto. Para o ajuste da
REGP o parametro de suavizacao foi selecionado através da minimizacao da validacao
cruzada, assumindo um kernel adaptativo biquadrado com distancias calculadas através das
coordenadas presente nos dados gSRDF. O valor do parametro de suavizacao 6timo é arma-
zenado em regp.b e utilizado como argumento dos ajustes das regressoes geograficamente
ponderadas. Os resultados do ajuste da REGP sao armazenados no objeto ajuste.regp,
os quais podem ser vizualizado posterormente. No caso do ajuste da REGPM sao forneci-
dos os mesmos argumentos em comum com a REGP. Todos os pardmetros de suavizagao
sao inicializados pelo valor armazenado em regp.b e otimizadas através do algoritmo
backfitting. Além disso, todos as varidveis explicativas foram centralizadas em zero com
o objetivo de obter um ajuste explanatério de forma mais rdpida. Em ambos ajustes
dos modelos geograficamente ponderados considerou-se o calculo da matriz de projecao,
sendo fundamental para a obtencao das medidas de diagnodsticos posteriormente. Por fim,
observe que as func¢oes implementadas nesse pacote fornecem a possibilidade de diferentes
ajustes para a mesma base de dados, os quais dependem da especificacao dos argumentos

passados a essas fungoes.
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4.2 VISUALIZACAO DO AJUSTE

Note que as funcoes eliptical, gwer e gwer.multiscale fornecem como
resultado algumas informacoes obtidas através dos seus respectivos ajustes a base de dados
considerada. Esses resultados ja podem ser utilizados para avaliar a qualidade do ajuste
de maneira bésica e interpretar o modelo ajustado. Essas informacoes sao retornadas por
estas fungoes como uma extensa lista de objetos, os quais sao detalhados no suporte da
propria funcdo no software R. No entanto, extrair as informacgoes mais uteis pode ser um
trabalho arduo, principalmente se o usuario ainda nao estiver familiarizado com essas
rotinas. Nesse caso, o uso da fun¢do print é uma opcao inicial para destacar os principais
resultados obtidos por meio do ajuste de algum modelo. A titulo de exemplo, considere o
ajuste da REGP obtido na sec¢ao anterior e armazenado no objeto ajuste.regp. Dessa

forma, a aplicacdo da fungdo print nesse objeto retorna a seguinte saida:

> print(ajuste.regp)

Call:

gwer (formula = formula, data = gSRDF, bandwidth = regp.b, adapt = TRUE,
hatmatrix = TRUE, family = Student(df = 3), method = "gwer.fit",
spdisp = TRUE)

Kernel function: bisquare

Adaptive quantile: TRUE (about 159 of 159 data points)

Min. 1st Qu. Median 3rd Qu. Max.

X.Intercept. 9.0514e+00 1.2053e+01 1.3784e+01 1.4848e+01 1.5815e+01

TotPop90 1.8808e-05 2.3733e-05 2.5075e-05 3.0303e-05 8.8092e-05
PctRural -6.5529e-02 -4.9288e-02 -4.3031e-02 -3.1917e-02 -1.7378e-02
PctFB 5.9448e-02 3.6304e-01 1.1484e+00 1.4094e+00 1.6793e+00
PctPov -1.7613e-01 -1.3693e-01 -1.1674e-01 -9.4462e-02 -1.2957e-02

dispersion 2.6128e+00 2.9013e+00 3.4941e+00 4.3019e+00 4.6016e+00
Global
13.4523
0.0000
-0.0419
0.9452
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-0.1127

4.0235
Number of data points: 159
Effective number of parameters (residual: 2traceS + traceS’S): 17.62782
Effective degrees of freedom (residual: n - 2traceS - traceS’S): 141.3722
Effective number of parameters (model: traceS): 14.49974
Effective degrees of freedom (model: n - traceS): 144.5003
AIC: 770.6953 AICc: 773.8276 BIC: 815.1936

Note que, o inicio da saida apresenta os argumentos utilizados na execugao da
funcao e algumas informagoes que caracterizam o modelo proposto pelo usuario. Além
disso, essa funcao retorna algumas medidas descritivas para os parametros locais do modelo,
assim como seus respectivos valores globais (obtidos através do ajuste da regressao global).
Por fim, algumas medidas associadas a qualidade do ajuste sao fornecidas ao usuario. As
saidas dos objetos ajuste.gt e ajuste.regpm ao aplicar a funcdo print também devem
ser semelhantes, embora ressalte as caracteristicas particulares de cada modelo. No entanto,
as informagoes fornecidas desta forma sdo até certo ponto limitadas e formas alternativas
podem ser consideradas. Nesse sentido, as fun¢oes summary.elliptical e summary.gwer
também fornecem informacgoes adicionais sobre o ajuste dos modelos discutidos nessa

pesquisa. Em ambos os casos, utiliza-se na pratica apenas a seguinte sintaxe:
summary (object, ...)

De forma semelhante a fun¢do print, o usudario deve fornecer o objeto de ajuste
da classe elliptical ou gwer para o argumento object. Nesse caso, a fun¢do summary
calcula medidas adicionais com base no ajuste obtido previamente e as exibe de forma
mais completa que a funcao print. Considerando o exemplo anterior, é possivel obter a

seguinte saida:

summary(ajuste.regp)
Call: gwer(formula = formula, data = gSRDF, bandwidth = regp.b, adapt = TRUE,
hatmatrix = TRUE, family = Student(df = 3), method = "gwer.fit",

spdisp = TRUE)

Summary of pearson Residuals:



Min.

1st Qu.

Median

Mean 3rd Qu.

Max.

-1.94010 -0.52249 0.03074 0.11956 0.44307 5.99298

Summary of GWER coefficient

(Intercept)

TotPop90
PctRural
PctFB

PctPov

dispersion

Min.

9.05141e+00
.88084e-05
.556287e-02
.94483e-02
.76129e-01
.61280e+00

3rd Qu.

.48484e+01
.03028e-05
.19173e-02
.40944e+00
.44619e-02
.30193e+00

-1.29569e-02 -1.12723e-01

estimates:

1st Qu.

.205631e+01
.37325e-05
.92876e-02
.63042e-01
.36934e-01
.90132e+00

Max .

.58153e+01
.80924e-05
.73775e-02
.67929e+00

Median
.37839e+01
.50748e-05
.30309e-02
.14836e+00
.16742e-01
.49412e+00

Global
.34523e+01
.70321e-05
.19231e-02
.45183e-01

4.60162e+00 4.02349e+00

Summary of GWER standard errors estimates:

(Intercept) .se 1.
TotPop90.se

PctRural.se

PctFB.se

PctPov.se

dispersion.se

o O O N

Min.

1st Qu.

75474e+00 1.87499e+00

.36797e-06
.51860e-02
.93572e-01
.58327e-02
.71345e-01

3rd Qu.

.0564699472
.000010659
.017776511
.420609426

4.

o o W

SO O O N

85552e-06
.62668e-02
.80740e-01
.15164e-02
.47744e-01

Max.
.395774348
.000016137
.019813031
.487084387

[

o O O

Median
.93243e+00
.45504e-06
.71086e-02
.02823e-01
.50399e-02
.01676e+00

Global
.068586849
.000003278
.009457989
.212349343

Mean
1.33507e+01
3.16463e-05

-4.14227e-02

9.55848e-01

-1.12379e-01

3.58699e+00

Mean
.97712e+00
.09742e-06
.70833e-02
.93586e-01
.51334e-02
.00972e+00
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0.058255458 0.071056616 0.028931405
1.156791011 1.363067722 0.638166504

Number of data points: 159

Global dispersion parameter for Student: 2.88277 (2.84574)

Effective number of parameters (residual: 2traceS + traceS’S): 17.6278
Effective degrees of freedom (residual: n - 2traceS - traceS’S): 141.372
Effective number of parameters (model: traceS): 14.4997

Effective degrees of freedom (model: n - traceS): 144.5
-2xLog-Likelihood: 741.696 AIC: 770.695 AICc: 773.828 BIC: 815.194

Observa-se que além das mesmas informagoes exibidas por meio da fungao
print hé também resultados referentes aos erros padroes e os residuos. Adicionalmente, a
fungdo anova.elliptical pode ser utilizada para obter a analise de variancia do modelo
de regressao eliptico. Essa funcao se aplica apenas a objetos da classe elliptical e pode

ser usada de forma simples pela seguinte sintaxe:
anova.elliptical(object, dispersion = NULL, ...)

Nesse caso, o objeto de ajuste deve ser fornecido através do argumento object,
assim como na func¢ao summary. O argumento dispersion é usado para especificar um
valor fixo para o coeficiente de dispersao. Caso nao seja fornecido nenhum valor a funcao
retira essa informagao do préprio objeto de ajuste. Um exemplo pratico da utilizacao

dessa fungao, é mostrado a seguir aplicando a fungao anova ao objeto ajuste.gt.

> anova(ajuste.gt)

Analysis of Deviance Table

Error distribution: Student

Response:PctBach

Terms added sequentially (first to last)

Df Deviance Resid. Df -2*LL Pr(>Chi)
NULL 158 934.29
TotPopS0 1 111.969 157 822.32 < 2.2e-16 *x*x*
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PctRural 1 13.606 156 808.72 0.0002255 *x*x
PctFB 1 15.904 155 792.81 6.663e-05 *x*x
PctPov 1 11.183 154 781.63 0.0008253 *x*x*
Signif. codes: 0 ‘*x*x’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ * 1

Nesse caso, é retornado como saida uma tabela referente a analise de variancia
do modelo ajustado. Vale ressaltar que, as fungoes summary e anova também gera uma
lista de saidas, as quais podem ser armazenadas em um objeto e utilizadas posteriormente.
Naturalmente, é possivel extrair ainda mais resultados através do manuseio da lista de
saidas de cada uma das fungoes presentes no pacote. Para mais detalhes consulte a

interface de ajuda do pacote por meio do help da respectiva funcao utilizada.

4.3 ANALISE DE DIAGNOSTICO

Uma vez realizado o ajuste de um modelo é natural verificar suas suposigoes
e sensibilidade a observagoes influentes. Neste contexto, foram implementadas algumas
rotinas para a aplicagdo dos métodos de diagndstico proposto na presente pesquisa. Essas
rotinas foram divididas em diferentes fun¢oes presentes no pacote gwer. Inicialmente, as
fungoes residuals.elliptical e residuals.gwer calculam diferentes tipos de residuos
para um modelo de previamente ajustado. Nesse caso, a fungao residuals.elliptical
obtém as medidas de residuos do modelo de regressao eliptico, enquanto que a funcao
residuals.gwer faz o mesmo procedimento para a REGP. No entanto, a sintaxe de ambas

fungoes sao equivalentes e descrita da seguinte forma:

residuals(object, type = c("stand", "ordinal", "response",

"pearson", "desvio"), ...)

A diferenga esta na classe do objeto de entrada, podendo ser elliptical
ou gwer de acordo com o ajuste realizado pelo usuario. Em ambos os casos deve ser
especificado qual tipo de residuos a fungao deve retornar por meio do argumento type,
embora esta acao nao seja exigida. No caso em que o usuario nao fornega o tipo de residuo
desejado o programa ird retornar os residuos padronizados. Além disso, por meio desse
pacote é possivel obter o grafico de quantis-quantis com envelopes simulados para os

residuos padronizados dos modelos de regressao eliptica e REGP. Nesse caso, as fungoes
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elliptical.envelope e gwer.envelope podem ser executadas para obter esses graficos
para os objetos de classe elliptical e gwer, respectivamente. A sintaxe base dessas duas

fungoes ¢é descrita da seguinte forma:

elliptical.envelope <- function (object, B = 100, arg, xlab = NULL,

ylab = NULL, ident = NULL, ident.labels = NULL, ...)

gwer.envelope <- function (object, B = 100, arg, xlab = NULL,

ylab = NULL, ident = NULL, ident.labels = NULL, ...)

Assim sendo, o argumento B deve receber um valor inteiro positivo referente
ao numero de réplicas de Monte Carlo consideradas na obtengao dos envelopes simulados.
Adicionalmente, é preciso que o usudrio fornega o valor dos parametros fixos da distribuigao
os erros assumidos no ajuste do modelo. Esse valor é repassado, quando necessario,
ao parametro arg no formato de um vetor numérico com os valores dos parametros.
Os argumentos xlab e ylab sao utilizados para rotular os eixos graficos, de maneira
semelhante a fun¢ao plot nos pacotes base do software R. Caso o usudrio queira destacar
alguma observagao no grafico isso deve ser informado por meio dos argumentos ident e
ident.labels. Neste caso, ident deve receber o niimero de observac¢oes que o usuario
deseja destacar e ident.labels deve ser um vetor (de comprimento igual ao nimero de
observagoes) contendo os respectivos rétulos das observagoes. Como forma de ilustrar o
uso das funcgoes de residuos, a seguir é apresentado a aplicacao dessa fungao para as classes
elliptical e gwer referente aos modelos ajustados anteriormente. Com isso, é obtido
como saida os vetores de residuos e os graficos de quantis-quantis para os respectivos

residuos (ver Figura 99).

> res.gt <- residuals(ajuste.gt, type = "stand") ; round(res.gt, 3)
[1] -0.251 -0.461 -0.596 0.790 0.344 -0.508 -0.450 -0.688 -0.623 -0.724
[11] 0.388 0.130 -0.584 -0.220 0.685 2.871 0.472 -0.725 1.217 0.139

[21] 0.067 0.089 -1.071 -0.411 -0.146 .611 -0.973 1.199 6.262 1.587

[31] -1.905 -0.460 1.329 0.197 -0.647 .168 -1.150 0.610 -0.920 0.296

[41] -0.239 -0.009 0.335 -0.189 -0.239 0.597 0.942 -0.810 0.335 -1.309
[51] -0.587 -0.462 0

.085 0.438 -0.145 .067 0.020 1.320 0.201 -0.340

SO w O N O

[61] 0.123 -0.730 1.724 -0.351 -0.625 .161 0.845 0.017 -0.113 0.127
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[81]
[91]
[101]
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.664 1.

569 -0.404

.621 0.109
.402 0.423
.337 -1.194
.144 -1.107
.030 -1.545
.270 0.178
.505 -0.378

240 -0.473

0.

.023
.548
.407
.781
.137
.158
.888
.075

373

> elliptical.envelope(ajuste.gt, B = 100, arg = 3,

+ "Quantis da normal padrdo", ylab =

+ "Residuos padronizados")

> res.
[1]
[11]
[21]
[31]
[41]
[51]
[61]
[71]
[81]
[91]
[101]
[111]
[121]
[131]
[141]
[151]

regp <- residuals(ajuste.regp, type

.186
.355
.107
.012
.235
.659
.096
.606
.034
.610
.490
.422
.565
.208
.457
.047

-0.162 -0.736

.029
.197
.551
.098
.679
.985
.046
.318
.608
. 744
.183
.064
.838
.545
.533

-0.
-0.

1

o O

.867
.409
.010
.758
.078
.002
.730
.921

419 O.
623 -0.
.345 0.
.490 -0.
.068 0.
.927 -0.
.301 -0.

o O O O O o o o

075 0.846
156 -0.257
352 -0.367
458 -0.280
720 -0.185
234 -0.621
572 -0.449

.586 0.095
.386 0.722
.162 -1.088
.064 -0.946
.063 -0.372
.290 -0.011
.374 -0.404
.985 -0.650

0.632 0.063 -0.

SO N O N O W

> gwer.envelope(ajuste.regp, B = 100, arg =

+ "Quantis da normal padrdo", ylab =

"stand") ; round(res.

601 -0.536 -0.556 -0.

.318
.042
.576
.821
.139
.206
.455
.299
.803
.031
.122
.751
.621
.413

.572 0.

.292
.218
.753

.479
.376

.0567 -0.286 O.
.443 1.111 -0.
.263 -0.590 -0.

5
0
0
.495 0.188 0.
0
0

xlab =

630 -0.802 1.
.690 1.163 6.
.836 0.633 -1.
.674 -0.562 0.
.344 1.087 O.
.552 -0.450 -0.
.0567 -0.381 0.
.453 1.018 -0.
.104 -0.730 -0.
.368 5.308 1.
.107 0.144 0.
.637 0.428 1.
.888 0.139 0.
.561 -0.051 -0.
.288 0.220 -0.

3, xlab =

.346 1.
.233 0.
.573 1.

.015 -0.
.207 -0.

676
525
484
305
721
671
651
585
667

143

.356
.144
.262
17T
.639
.018
.622
.257

regp, 3)

679
099
597
127
124
111
752
587
122
488
273
488
579
394
574
811

-0

.464
.459
.500
.175
.761
.120
.268
.305
.071
.091
.708
.723
.109
.843
.232
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+ "Residuos padronizados")

Figura 99 — Grafico de quantis-quantis com envelope simulado dos residuos padronizados
para os modelos de regressao eliptico (esquerda) e REGP (direita) com erros
t-Student

Residuos padronizados
Residuos padronizados

Quantis da normal padrdo Quantis da normal padrao

Fonte: O autor (2021).

Os resultados fornecidos por essas fungdes tém grande relevancia para verificar
as suposi¢oes do modelo em relacao aos erros aleatérios. No entanto, essas medidas nao sao
suficientes para verificar a qualidade do ajuste e a sensibilidade do modelo no contexto geral.
Nesse sentido, as fungoes elliptical.diag, gwer.diag e gwer .multiscale.diag podem
ser utilizadas para calcular todas as medidas de diagndstico propostas nesta pesquisa de
maneira bem simples. Naturalmente, a sintaxe dessas func¢oes é bem semelhante e descritas

da seguinte forma:

elliptical.diag(object, ...)

gwer.diag(object, ...)

gwer .multiscale.diag(object, ...)

Cada uma dessas fungoes refere-se ao respectivo ajuste de uma das classes de
modelos implementadas nesse pacote. Para isso o usuario deve fornecer como argumento
de entrada um objeto da respectiva classe do modelo ajustado. Em todos os casos

uma lista de matrizes é retornada, a qual contém todas as medidas de diagnodsticos do
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ajuste fornecido. Essa saida pode ser armazenada em um objeto de interesse e utilizada
posteriormente da forma que for mais conveniente para o usuario. Naturalmente, a andlise
grafica dessas medidas pode facilmente ser realizada pelo usuario da rotina, embora exija
um conhecimento prévio das rotinas utilizadas. Nesse contexto, foi desenvolvido um
conjunto de funcao para facilitar ainda mais a construcao dos graficos referente a analise de
diagnostico. Caso o usudrio do pacote tenha interesse, as fungoes elliptical.diag.plots,
gwer.diag.plots e gwer.multiscale.diag.plots podem ser utilizadas para visualizar
graficamente essas medidas de diagnodsticos para os respectivos modelos ajustados. Estas
fungoes também funcionam de maneira semelhantes, as quais sdo descritas pela seguinte

sintaxe:

elliptical.diag.plots(object, ellipticaldiag = NULL, which, subset = NULL,

iden = FALSE, labels = NULL, ret FALSE, ...)

gwer.diag.plots(object, gwerdiag = NULL, which, subset = NULL, iden = F,

labels = NULL, ret = F,...)

gwer.multiscale.diag.plots(object, gwerdiag = NULL, which, subset = NULL,

iden = F, labels = NULL, ret = F,...)

Novamente, cada fungoes refere-se ao respectivo ajuste de uma das classes
de modelos implementadas previamente através das rotinas desse pacote. Essas fungoes
retornaram um menu no console do software R e o usuario devera selecionar o grafico de
diagnéstico desejado. E possivel fornecer as medidas de diagndsticos obtidas anteriormente
para os argumentos ellipticaldiag e gwerdiag, evitando que as mesmas medidas sejam
calculadas novamente. Isso afeta apenas o tempo computacional para a execucgao da
funcgao, uma vez que as medidas sao obtidas através do mesmo calculo. Para que essas
medidas sejam retornadas como saida dessas fungoes basta fornecer o valor l6gico TRUE
para o argumento ret. Caso o usuario tenha o interesse em destacar um tnico grafico em
especifico é preciso fornecer ao argumento which o niimero correspondente no painel de
saida. Esta agao ird fazer com que a saida grafica da funcao nao passe por um menu no
console. Além disso, os argumentos labels e iden podem ser utilizados para fornecer,
respectivamente, os rotulos e a quantidade de observacoes destacadas nos graficos. Nesse

caso, deve ser fornecido um vetor de rétulos para labels e um valor inteiro positivo para
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iden. Para uma melhor compreensao, a seguir é apresentado um exemplo do uso dessas

fungdes com base nos modelos ajustados anteriormente por meio dos seguintes comandos:

> diag.gt <- elliptical.diag(ajuste.gt)
> elliptical.diag.plots(ajuste.gt, ellipticaldiag = diag.gt,

which=11)

> diag.regp <- gwer.diag(ajuste.regp)

> gwer.diag.plots(ajuste.regp, gwerdiag = diag.regp, which=11)

Figura 100 — Graficos de influéncia local para perturbagao de casos ponderados nos
modelos de regressao eliptico (esqueda) e REGP (direita) com erros

t-Student
o | o |
— —
® @ |
o o
© | © |
o o
o
o] (o]

0.4
0.4

0.2

Index Index

Fonte: O autor (2021).

A partir desses comandos, calcula-se as medidas de diagnodsticos dos ajustes
armazenados nos objetos ajuste.gt e ajuste.regp. Essas medidas sdao entao utilizadas
nas funcoes elliptical.diag.plots e gwer.diag.plots para realizar a analise grafica
apropriada. No exemplo apresentado é retornado os graficos de influéncia local para
perturbacao de casos ponderados (ver Figura 100). Naturalmente, o usudrio das rotinas
pode obter os graficos na forma que for mais conveniente. Por fim, a tltima funcao desse
pacote refere-se a aplicacao dos testes para testar a hipotese de variabilidade espacial dos
parametros de regressao. O conceito tedrico referente a esse teste de hipotese para os

modelos geograficamente ponderados pode ser consultado em Fotheringham, Brunsdon e
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Charlton (2002). No contexto computacional, esse teste pode ser aplicado ao ajuste de um

modelo REGP por meio da seguinte sintaxe:

gwer .montecarlo(formula, family = Normal, data = list(),
nsims = 99, kernel = "bisquare", adaptive = F,
bw, p = 2, theta = 0, dispersion = NULL,

longlat = F, dMat, control = glm.control(

epsilon = le-04, maxit = 100, trace = F))

Para isto, o usuério deve fornecer o mesmo conjunto de entradas utilizadas
para ajustar um modelo de REGP. Adicionalmente, o argumento nsims refere-se ao
numero de réplicas de Monte Carlo usado no calculo da estatistica de testes. Essa funcao
retorna como saida uma tabela com os valores-p para os parametros de cada um dos
preditores. Uma aplicagdo simples dessa funcao com base nos ajustes feitos nesse capitulo
¢ considerada a seguir. Os resultados ressaltam a maioria dos parametros locais nao

apresentam variabilidade espacial.

> gwer .montecarlo(formula, data = gSRDF, family = Student(df=3),

+ kernel=’bisquare’, adaptive = TRUE, bw = regp.b)

Tests based on the Monte Carlo significance test

p-value

(Intercept) 0.36

TotPop90 0.00
PctRural 0.32
PctFB 0.06

PctPov 0.65
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5 CONCLUSOES

Na presente tese foram abordadas metodologias para andlise de dados espaciais
assumindo a nao estacionariedade espacial entre as relagoes da variavel resposta com suas
variaveis regressoras. Nesse contexto, a regressao geograficamente ponderada mostrou-
se uma alternativa viavel que permite a modelagem de dados espaciais, uma vez que
seus parametros podem variar localmente no espaco. Essa classe de modelos apresenta
estimativas locais que podem ser mapeadas e interpretadas com facilidade, no entanto hé
pouca flexibilidade em relacao a suposicao dos erros aleatérios. Por esse fato, as classes
propostas nessa tese sao alternativas a esse tipo de modelagem supondo, nesse caso, que
os erros pertencam a familia de distribuicoes elipticas. Contudo, esta classe de modelos
geograficamente ponderados com erros elipticos, proposta no presente trabalho, assume
que todas as relagoes de regressao variam na mesma escala geografica. Como discutido
nessa tese, essa suposicao pode ser bastante irrealista e levar a interpretacoes erroneas.
Neste contexto, propomos também uma extensao dessa classe de modelos que funciona em
varias escalas. Essa extensdo flexibiliza ainda mais o modelo de REGP, permitindo que
cada relagao de regressao tenha sua propria escala espacial.

Adicionalmente, foram discutidos resultados empiricos com base em diversos
cenarios de simulacao, como uma forma de avaliar o desempenho das classes de modelos
propostas nesta tese. Estes estudos de simulacao indicaram que o uso de distribuigoes
pertencentes a familia eliptica na REGP gera estimativas mais robusta na presenca de
valores discrepantes em comparacao com a RGP cléassica. Aplicagoes em base de dados
reais também foram consideradas, os quais apresentaram resultados satisfatorios para a
deteccao de valores discrepantes que apresentam fortes influéncias nas estimativas dos
parametros. A influéncia dessas observacoes na modelagem dos dados foi contornada
através da utilizacao de distribui¢oes com caudas mais pesadas que a normal. Como isso,
os modelos propostos nesta tese possibilitam uma modelagem da nao estacionariedade
espacial na relagao de regressao, apresentando uma estimagao robusta na presenca de
valores discrepantes. Nesse contexto, a seguir sao discutidos alguns resultados especificos
obtidos através da utilizagao desses modelos, bem como possiveis melhoramentos para a

aplicagao em trabalhos futuros.
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5.1 RESULTADOS E CONTRIBUICOES

Como foi discutido anteriormente, a RGP pode ser particularmente sensivel a
presenca de valores discrepantes, sendo um problema ocasional nesses modelos de regressao
(Fotheringham, Brunsdon e Charlton, 2002). As possiveis solugbes apresentadas em
Fotheringham, Brunsdon e Charlton (2002) tem suas limitacoes e apresentam elementos
de subjetividade, como foi ressaltado em Warsito et al. (2018). Nesse sentido, os modelos
propostos nesta tese, demostraram acomodar bem os valores discrepantes ao assumir
distribui¢oes com caudas pesadas para os erros aleatorios. Além disso, foram apresentadas
propostas inovadoras de métodos para o diagnoéstico dos modelos de REGP, até entao nao
explorado na literatura para a RGP. Esses métodos se mostraram eficazes para detectar
observagoes influentes e avaliar as suposi¢oes do modelo.

Por outro lado, vimos que a escala é um conceito de suma importancia na
analise de dados espaciais, a qual é diretamente associada a definicao do parametro de
suavizagdo em modelos de regressao geograficamente ponderados. No entanto, assim
como na RGP, assumimos que as relagoes de regressao nos modelos de REGP variam
na mesma escala geografica. Com a finalidade de flexibilizar essa limitagao na RGP,
Fotheringham, Yang e Kang (2017) introduziu uma classe de modelos geograficamente
ponderados que funciona em diferentes escalas geograficas. Posteriormente, Yu et al. (2020)
obteve resultados inferenciais importantes nessa extensao da RGP, permitindo uma andlise
mais completa nessa classe de modelos. Esta extensao da RGP, como sugere Comber et
al. (2020), possibilita uma andlise mais realista dos dados, uma vez que cada relagao de
regressao possui sua propria escala espacial. Com base nesses estudos, desenvolvemos a
REGPM como uma proposta de REGP que funciona em diferentes escalas geograficas, ao
assumir que cada relacao de regressao possui um parametro de suavizagao distinto.

Dessa forma, como principais contribui¢oes obtidas ao longo do desenvolvimento
tedrico e pratico dessa tese, destaca-se:

e A introducdo da REGP, estendendo a RGP para o caso em que a componente
aleatéria pertence a familia de distribuigoes elipticas. Esses modelos permitem a
modelagem de dados espaciais usando o conceito de ponderacoes geograficas, porém
apresentando menor sensibilidade a presenca de observagoes discrepantes.

e A proposta da REGP considerando diferentes escalas espaciais para cada relagao de

regressao, a qual foi intitulada de REGPM. Através das escalas espaciais variaveis é
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possivel descrever de forma mais precisa a nao estacionariedade espacial presente na
relagdo de regressao em um modelo geograficamente ponderado com erros aleatérios
pertencente a familia de distribuicoes elipticas.

e A obtencao das medidas de diagndsticos para a classe dos modelos de REGP, tais
como residuos, alavancagem generalizada, distancia de Cook generalizada e influéncia
local. Algumas dessas medidas também foram estendidas para os modelos de
REGPM.

e A implementacao computacional do pacote gwer no software R para a aplicacao
da REGP e REGPM. Esse pacote conta com diversas fungoes destinadas tanto ao
ajuste do modelo quanto a analise de diagnéstico.

e Uma aplicagdo pratica da REGP com dados reais referente a um estudo sobre o
desenvolvimento humano e a criminalidade dos municipios cearenses no ano de 2016,
mostrando a importancia da utilizacao desses modelos em dados com presenca de
valores discrepantes.

e Uma aplicacao pratica da REGPM com dados reais referente ao estudo do desempe-
nho educacional nos condados da Gedrgia, EUA. Essa andlise ressalta a importancia
da utilizacao de diferentes escalas espaciais na interpretagao dos resultados.

e A apresentacao dos primeiros resultados obtidos em um congresso internacional, 34th
IWSM, em julho de 2019. Esses resultados foram publicados no livro de resumo do
correspondente congresso.

e A producao de um artigo cientifico intitulado “Geographically weighted elliptical
regression model: Estimation, residuals and diagnostic analysis”, o qual encontra-se
em processo de submissao a revista internacional Computers € Geosciences.

e O desenvolvimento de materiais tedricos e praticos destinados a producoes de outros

dois artigos cientificos referente a REGPM e o pacote computacional.

5.2 TRABALHOS FUTUROS

Como trabalhos a serem desenvolvidos futuramente a partir do contetido

discutido nessa tese, destaca-se as seguintes possibilidades:
e Introduzir modelos de regressao espago-temporais com erros aleatérios elipticos
utilizando fungoes de ponderacao espago-temporal ou o conceito de regressao em

painel. Estes tipos de modelos levariam em conta a in teracao direta entre as
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dinamicas espacial e temporal do modelo.
e Propor modelos de regressao espaco-temporais com erros aleatorios elipticos, consi-
derando a inclusao de dinamicas temporais através de um processo autoregressivas
de médias méveis (ARMA). Esta seria uma proposta mais complexa e flexivel para a
introducao da dindmica temporal na REGP.
e Considerar técnicas bayesianas para a formulagdo da REGP e demais extensoes desses
modelos, fornecendo um processo de estimacgao alternativo aos métodos classicos.
e Propor modelos de RGP com o enfoque em familias distribuigoes distintas, aumen-
tando assim a flexibilidade da componente aleatoria do modelo.
e Implementar novas rotinas e melhorar o desempenho computacional do pacote gwer
no sofware R, facilitando ainda mais a aplicacao dessas novas classes de modelos a
problemas reais.
Finalmente, espera-se que o desenvolvimento desse estudo possa acrescentar
novas possibilidades na modelagem da nao estacionariedade espacial dos parametros em
modelos de regressao, e que os resultados tedricos e praticos obtidos possam motivar novas

producoes cientificas nessa area de pesquisa.
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