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RESUMO

Investigamos algumas das propriedades dos modelos de Adsor¢cdo Sequencial
Aleatoria (ASA) e Adsorcdo Sequencial Aleatéria de Relaxamento (ASAR) em um
substrato quadrado na presenca de defeitos com distribuicdo aleatéria e defeitos
correlacionados. Para defeitos distribuidos aleatoriamente, foi deduzida uma
expressédo para a fragéo de cobertura de k-meros em uma dimensao como func¢éo da
densidade de defeitos. Foram encontrados os expoentes criticos do scaling para uma
e duas dimensdes. Baseado no modelo analitico unidimensional, propomos um
modelo de ajuste para a fracdo de cobertura em duas dimensdes como funcédo da
densidade de defeitos. Este ajuste sugere que 0s casos unidimensional e
bidimensional estdo conectados por uma simples mudanca de escala no eixo
horizontal. Foi encontrado que o desvio padrao do parametro de anisotropia préprio
do modelo ASAR decai com o inverso do tamanho linear do substrato,
independentemente da escolha dos parametros de simulacdo. Reproduzimos o0s
resultados de trabalhos anteriores (Lee, 1996) que sugerem que o valor minimo das
curvas de fracdo de cobertura total coincide nos casos unidimensional e bidimensional
para a adsorcdo de k-meros. Generalizamos este conceito mostrando que a
coincidéncia para valores grandes de k € independente da escolha do parametro de
anisotropia. Mostramos que para particulas com relacdo de aspecto diferente da
unidade, a abcissa do valor minimo escala como uma lei de potencias da area
ocupada por uma particula e sendo o expoente universal com valor aproximado de
1.3. Propomos um novo método para a determinacao exata da fracdo de cobertura na
presenca de defeitos correlacionados. A metodologia foi testada com éxito em trés
tipos de distribuicbes, a saber: distribuicdo aleatoria, distribuicdo cristalina e
distribuicdo de defeitos correlacionados por lei de poténcias. Comprovamos em uma
dimensdo a quebra de universalidade da transicdo de saturacdo para o caso da

adsorcdo em presenca de defeitos correlacionados por lei de poténcias.

Palavras-chave: ASA. ASAR. Defeitos. Correlagdo. Quebra de universalidade.

Scaling.



ABSTRACT

We investigate some properties of the Random Sequential Adsorption (RSA) and
Relaxation Random Sequential Adsorption (RRSA) models on a square substrate in
the presence of defects with random and correlated distributions. For random
distribution of defects in one dimension, an expression was deduced for the coverage
fraction of k-mers as a function of density of defects. Critical exponents of scaling for
one and two dimensions were found. Based on the one-dimensional analytical solution,
we propose a model for the coverage fraction in two dimensions as a function of density
of defects. This fit scheme suggests that the one and two-dimensional cases are
connected by a simple change of scale on the horizontal axis. It was found that the
standard deviation of the actual anisotropy parameter of the RRSA model decays with
the inverse of the size of the substrate, regardless of the choice of the simulation
parameters. We reproduce the results of previous works (Lee, 1996) that suggest that
the minimum of the total coverage fraction curves match in the one and two-
dimensional cases for the adsorption of k-mers. We generalize this concept showing
that the coincidence for large values of k is independent of the choice of the anisotropy
parameter. We show that for particles with an aspect ratio different to the unit, the
abscissa of the minimum value scales as a power law of the area of a particle and the
exponent is universal with an approximate value of 1.3. We propose a new method for
the exact determination of the coverage fraction in the presence of correlated defects.
The methodology has been successfully tested in three types of distributions, namely:
random distribution, crystalline distribution and distribution of defects correlated by
power law. We proved in one dimension the breaking of universality of the jamming

transition for the case of adsorption in the presence of defects correlated by power law.

Keywords: RSA. RRSA. Defects. Correlation. Breaking of universality. Scaling.
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1 INTRODUCAO E ESTADO DA ARTE

A adsorcdo pode ser definida como um processo que leva a um aumento
significativo na concentracéo de particulas em uma camada fina adjacente a uma
interface, esta interface pode ser a fronteira entre liquido - solido ou liquido - ar. A
forca motriz da adsorcdo sdo as interacdes de curto alcance entre particulas e
interfaces, frequentemente chamadas de interacbes de superficie. De acordo com
essa definicdo, um acumulo fisico de particulas causado, por exemplo, pela gravidade
(sedimentacao) ndo é classificado como adsor¢cdo. Um dos modelos utilizados para
simular os processos de adsorcdo reais é adsorcdo irreversivel, frequentemente
referida como deposicdo ou adeséo, aparecendo quando € criado um contato do tipo

guimico permanente entre uma particula e uma interface.

s

Um principio basico da fisica estatistica de equilibrio é o postulado das
probabilidades iguais, isto €, cada estado microscépico com a mesma energia pode
existir com a mesma probabilidade. Essa caracteristica é equivalente a nocédo de
ergodicidade que fundamenta a equivaléncia entre a média do conjunto formal da
mecanica estatistica e a média do tempo em um sistema de equilibrio real. Sistemas
em desequilibrio em geral e sistemas com configuracbes congestionadas em
particular ndo se enquadram neste esquema, pois eles ndo amostram uniformemente
0 espaco de estados de todas as configuracfes. Este fenbmeno é conhecido como
ergodicidade quebrada. A adsorgéo irreversivel é uma configuragdo ideal para
entender o fendmeno da ergodicidade quebrada porque todos os estados podem ser

prontamente calculados (pelo menos em uma dimenséo) (Krapivsky, et al., 2010).

Muitos processos nos dominios da fisica, biologia, quimica e tecnologia
dependem, em algum estagio, da adsorcdo aleatoria de certos elementos unitarios
nas superficies. Uma classe de modelos de adsorcao irreversivel amplamente
conhecida e util que tem atraido muita atencdo nas ultimas décadas é a adsorcao
sequencial aleatéria (ASA) em que as unidades a serem adsorvidas, uma por vez, nao
podem se sobrepor as unidades previamente adsorvidas (Rényi, 1958). Com a
continuagdo do processo de adsorcdo, ocorre uma parada em algum limite de
bloqueio caracterizado por uma cobertura maxima da superficie que depende da

geometria dos substratos, das unidades adsorvidas e, eventualmente, de alguma
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variante introduzida na dinamica (Pasinetti, et al., 2019); (Wang, et al., 1993); (Pereyra
& Albano, 1993); (Nazzarro, et al., 1997).

O conceito de ASA remonta a década de 1930 com o trabalho seminal de Flory
(Flory, 1939), estudando a fixacdo de grupos pendentes em uma cadeia polimérica.
Rényi em 1958, com o estudo do problema do estacionamento aleatério (Rényi, 1958),
definiu os fundamentos matematicos do modelo. Rényi mostrou que, se f(L) é o
namero total médio de carros que podem ser estacionados numa rua de comprimento

L entédo se cumpre que:

L
lim # =6, = 0.74759 ..., (1)

onde 6, € a constante de Rényi. Em 1960, logo apés a solucdo unidimensional de
Rényi para o problema do car parking ser publicada, |. Palasti, uma associada de
Rényi, considerou um analogo bidimensional do modelo de Rényi (Palasti, 1960). Ou
seja, 0 empacotamento sequencial aleatdrio de quadrados unitarios uniforme e
aleatoriamente em um retangulo de lados a, b, com a,b > 1, onde, se um carro
quadrado unitério se sobrepde a outro ja estacionado, ele € descartado. Os lados de
cada carro quadrado sao sempre paralelos aos lados do retangulo de estacionamento.
O processo continua até que nenhuma outra unidade quadrada possa ser
estacionada. Se f(a,b) denota o niumero total médio de carros quadrados unitarios

gue podem estar estacionados, Palasti conjecturou em 1960 que:

b)) 2
1@D) 2 52 _ (074759 .77 = 0.55889 .. 2)

a,ll%r—{loo ab

Um método de simulacéo cuidadoso usado por Blaisdell e Solomon (Blaisdell &
Solomon, 1970), para avaliar a conjectura de Palasti para o modelo bidimensional de
Rényi mostrou que a conjectura de Palasti é falsa, mas que a diferenca é pequena
(cerca de 0.0025) em duas dimensoes. Blaisdell e Solomon concluiram que a precisao

absoluta da conjectura de Palasti deve diminuir com o aumento da dimensao.

Akeda e Hori em 1975 em um artigo da Nature (Akeda & Hori, 1975) publicaram

resultados de experimentos numéricos que apoiaram a conjectura de Palasti. Isso foi

baseado em quadrados bidimensionais com % = 100, onde L € o lado da superficie e
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[ é o lado dos quadrados adsorvidos. Apés a notificacéo dos resultados de Blaisdell e
Solomon que ndo suportavam a conjectura de Palasti, Akeda e Hori realizaram outros

experimentos em 1976 (Akeda & Hori, 1976), realizaram a extrapolacdo necessaria
£—> 0 e obtiveram uma discrepancia da conjectura de Palasti que era pequena , mas

significativo, esta vez de 0.0027, que basicamente reproduz os resultados obtidos por

Blaisdell e Solomon em 1970.

Finegold e Donnell em 1979 publicaram, também em artigo na Nature (Finegold &
Donnell, 1979), os resultados das suas simula¢gdes bidimensionais por um método
diferente. Nesse método, o estacionamento € coberto por uma malha de quadrados
muito menor do que o carro quadrado unitario. Um carro em forma de disco é
centralizado em um dos quadrados da malha, e o carro € entao representado pelo
conjunto minimo de quadrados da malha que cobrirdo completamente a &rea do carro
em forma de disco. O estacionamento quadrado foi dividido em uma malha de
1024 x 1024. Os autores acharam que os limites inferior e superior da fracdo de
cobertura sao de 0.5629 + 0.0053 e 0.5649 + 0.0053 respectivamente. Os autores
entdo afirmam que, uma vez que os resultados contém dentro do intervalo de
confianca o valor de 62 = 0.5589, a conjectura de Palasti ndo deve ser rejeitada.
Blaisdell e Solomon (Blaisdell & Solomon, 1982) comentam que a afirmacéo citada no
trabalho "... simula¢gbes foram feitas com condi¢cdes de contorno peridédicas mais
realistas que nao requerem extrapolacdo”, é incorreta, e para isto usam o argumento

de que o tipo de contagem das unidades da malha cobertas por um carro antes da
extrapolagéo £—> 0, pode render um valor mais alto para a densidade de

empacotamento.

Em (Brosilow, et al., 1991) obteve-se que a fracdo de empacotamento para
quadrados paralelos é de 6 = 0.562 009 + 0.000 004, aumentando ainda mais a
diferenca da previsédo de Palasti de 1960. Este ultimo trabalho vem para fechar uma
etapa intensa onde muitos trabalhos foram publicados para rebater ou ndo a
conjectura de Palasti. Atualmente, esta conjectura parece ter sido desmontada

analitica e numericamente.

Neste periodo do entendimento do modelo ASA, paralelamente aos trabalhos que
tentavam mostrar a validade ou ndo da conjectura de Palasti, surgem os trabalhos de

J. Feder. Neste trabalho (Feder, 1980) é estudada a ASA de discos em uma superficie.
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Foi descoberto, usando simulagbes computacionais, que a cobertura no limite de

1
bloqueio € 8 = 0.547 + 0.002 e que a cobertura satura assintoticamente como 7~z (de
forma particularmente parecida a saturacdo em uma dimensdo que € do tipo t71),
onde T é o numero de tentativas de colocar um novo disco. Trabalhos posteriores

(Privman, et al., 1991) permitiram generalizar a lei de Feder para substratos continuos:
_1
6() — 6(t)~774, )

onde d € uma funcdo da dimenséao do problema e os graus de liberdade das particulas
adsorvidas. Para substratos discretos foi obtida uma lei de saturacdo assintética do

tipo exponencial (Privman, et al., 1991):
_t
() — 0(t)~e o, (4)

onde o parametro o, novamente depende da dimensionalidade e dos graus de

liberdade do problema.

Um novo periodo intenso na década de 1990 seguiu com contribuicbes de Viot,
Tarjus, Vigil e Schaaf (Tarjus & Viot, 1990); (Tarjus, et al., 1990); Ziff (Ziff & Vigil, 1990)
e outros, e com o fim desta etapa vem o desvanecimento do interesse por encontrar
uma solucdo analitica fechada para o problema da ASA em dimensdes superiores.
Entretanto, atualmente este campo de estudo parece ter varios paradigmas. Um deles
€ 0 estudo de sistemas com dimensfes maiores ou iguais a dois mediante simulacfes
computacionais. Em duas dimensdes destacando, por exemplo, os trabalhos de
Zhang (Zhang, 2018), Ciesla (Ciesla, et al., 2019) no contexto de adsorcdo de
poligonos. Neste quadro, muitos trabalhos aparecem explorando o conceito de
empacotamento ASA tridimensionais, como (Kubala, 2019) e (Yousefi, et al., 2019),
embora ndo haja uma realizacao fisica plausivel desta experiéncia, uma vez que nao
estd claro como uma nova particula poderia ser colocada no sistema. Porém
fendbmenos de teleportacdo (Bouwmeester, et al., 1997), futuramente poderiam ser
considerados como candidatos de fendmenos de adsorcao em trés dimensdes. Uma
revisdo particularmente interessante e abrangente desses e de outros tdpicos

relacionados a ASA pode ser encontrada em (Evans, 1993).
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A chave para estudos tedricos de adsorcao € uma formulacéo precisa do modelo.
No entanto, a adsorcdo depende de muitos parametros relacionados com a natureza
do adsorbato e do adsorvente. Logo, a escolha dos elementos basicos do modelo é
extremamente importante. Nesse sentido, uma caracteristica a ser considerada para
modelar um substrato real € a suposicédo do espaco discreto, mais parecido com 0s
sistemas reais por causa da granularidade atdbmica discreta da matéria. Um dos
exemplos mais simples, mas atraentes, de um substrato discreto é uma rede
quadrada. A rede quadrada é um dos cinco tipos de redes bidimensionais
classificados por seus grupos de simetria e tem duas vantagens exclusivas, a saber:
(i) € muito simples de trabalhar computacionalmente, isto é, pode ser entendida como
uma matriz, permitindo definir a coordenacéo da rede de maneira simples e (ii) esta
conectada mediante uma simples transformacgéo de coordenadas e uma redefinicao
da coordenacao, (Darjani, et al., 2017) com o0s outros quatro tipos que em conjunto
formam as muito conhecidas, redes de Bravais. Na Figura 1 mostramos um exemplo

das transformacgdes mencionadas acima.

Figura 1 — Transformacdo de uma rede triangular para uma rede quadrada. (a) Rede
triangular, onde foram adsorvidos triangulos e hexagono. (b) Situacdo equivalente na rede

quadrada.

AV X

Fonte: Autor.

Neste caso observamos a transformacao de uma rede triangular para uma rede
quadrada e a correspondente relocalizacdo dos sitios ocupados pelas particulas

adsorvidas.
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A rede quadrada € muito comum em estudos de ASA, em conexdao com a
adsorcao de segmentos lineares ou k-meros (Tarasevich, et al., 2017); (Lebovka, et
al., 2015) e particulas quadradas ou k2?-meros (Privman, et al., 1991); (Ramirez-
Pastor, et al., 2019). Os termos k, nesses casos, significam a quantidade de locais no
substrato ocupados por uma particula adsorvida. E importante ressaltar que nunca foi
estudado o modelo ASA para particulas retangulares, isto é k; X k,-meros. Aqui 0s
termos k; e k, representam os numeros de sitios ocupados pelas particulas nas

direcOes laterais.

Outro dos paradigmas atuais da modelagem com ASA € a introducdo da
heterogeneidade no substrato. O conceito de heterogeneidade pode ser entendido de
varias formas. Nesta tese nossa interpretacdo de heterogeneidade esta ligada a
introducéo de defeitos pontuais no substrato. Embora os defeitos desempenhem um
papel importante na modificacdo das propriedades dos materiais, o fato de chama-los
de “defeitos” pode ter um impacto negativo. Mesmo que grandes quantidades de
defeitos possam ser prejudiciais as propriedades dos materiais, defeitos bem
projetados podem levar a propriedades sem precedentes e aplicacdes interessantes

gue os materiais originais nao tém (Lin, et al., 2016).

Existem varias formas experimentais de introduzir defeitos em materiais. Por
exemplo, a introducédo de defeitos estruturais, como espacos atbmicos vazios e limites
de graos, pode ser alcancada em condicBes de crescimento flutuante (Lin, et al.,
2016), usando transporte quimico de vapor (Carvalho, et al., 2017). Esses defeitos
sao frequentemente gerados de forma néo intencional. No entanto, os defeitos
estruturais podem ser gerados mais deliberadamente apds a sintese por varias
abordagens, como irradiacéo de ions/elétrons (Carvalho, et al., 2017), tratamentos de
plasma e recozimento de alta temperatura na presenca de diferentes gases (Carvalho,
et al.,, 2017). Na Figura 2 se observa a imagem de alta resolucéo obtida com ADF
(Annular Dark Field), de uma monocamada de dissulfeto de tungsténio triangular, dois
tipos de defeitos sdo observados: vacancias de monossulfeto (VS; circulos amarelos
na Figura 2) e vacancias WSs ocasionais (VWSs; triangulo laranja na Figura 2). Neste
sistema, as VS séo encontradas nas regides de borda da monocamada, e eles tendem

a se agregar.
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Figura 2 — Imagem de alta resolucao obtida com ADF (Annular Dark Field), de uma
monocamada de dissulfeto de tungsténio triangular. Os circulos amarelos ressaltam as

vacancias na rede.

Fonte: (Carozo, et al., 2017)

Embora os defeitos estruturais possam ser induzidos de forma intencional,
podendo controlar razoavelmente a densidade deles no substrato, dificiimente pode
ser controlada a distribuicao espacial. Habitualmente, estudos tedricos assumem uma
distribuicdo espacial aleatéria. Este tipo de controle é mais factivel usando dopagens
(Feng, et al., 2017). Particulas novas sao introduzidas no sistema que passam a
ocupar sitios especificos da rede, seja por interacdo particula — rede ou particula —
particula. Em muitas situacfes realistas, sistemas deste tipo mostram propriedades
espacialmente correlacionadas e, portanto, a existéncia de correlagbes espaciais
entre os defeitos € uma consideracdo mais natural do que os defeitos distribuidos
aleatoriamente. Uma busca ampla na literatura mostra que a aplicacdo do modelo

ASA neste tipo de situacdes € um campo pouco explorado.

E importante destacar que a engenharia de defeitos em materiais é uma area
relativamente nova (Lin, et al.,, 2016). Estes métodos devem continuar a ser
desenvolvidos (Lin, et al., 2016), melhorando assim o controle da densidade de

defeitos no material e a seletividade dos sitios que serdo marcados como defeitos.

A suposicao de um substrato com defeitos introduz dificuldades consideraveis na

descricéo tedrica da adsorcdo, mas as simulagdes de computador surgiram como uma
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ferramenta poderosa na busca de novas leis. O problema da cinética do ASA em
substratos ndo simplesmente conectados (superficies ou substratos com defeitos ou
orificios onde a adsorcéo € proibida) foi estudado apenas para k-meros. Em uma
dimenséo, temos solu¢cdes numéricas (Milosevic & Svrakic, 1993) e analiticas (Ben-
Naim & Krapivsky, 1994); (Lee, 1997). Em duas dimensdes, este problema nédo tem
solucédo analitica exata, mas foi estudado usando o método de Monte Carlo (Lee,
1996); (Budinski-Petkovi¢ & Kozmidis-Luburi¢, 1997). Foi demonstrado que os limites
de empacotamento dependem do comprimento do segmento e da densidade de
ocupacao devido as impurezas (distribuidas aleatoriamente no substrato). No entanto,
o efeito que as distribuicdes correlacionadas de defeitos tém na fragdo de cobertura
ainda nao foi estudado. Neste trabalho, estamos interessados nas consequéncias
sobre a fracao de cobertura, no limite de bloqueio, da adsorcéo de k; X k,-meros em
superficies ndo simplesmente conectadas. Aqui relatamos resultados de extensas
simula¢gBes numéricas de adsorcdo de particulas em superficies planas decoradas
com dois tipos de concentracdo de defeitos. Distribuicbes regulares e aleatérias de
defeitos sdo incorporadas e a dindmica de adsorcdo é inspirada no algoritmo ASA.
Além dos interesses teoricos intrinsecos, essas descobertas séo uteis em varios
processos de importancia tecnoldgica, por exemplo: nas areas de catdlise, filtragem
de poluentes e entrega dirigida de medicamentos (Gregoritza & Brandl, 2015);

(Ritschel, 1989), entre muitas outras.

No contexto de problemas de adsorcéo-empacotamento, no nosso grupo foram
realizados varios trabalhos experimentais e de simulacdo. Em (Mélo, 2005) se
abordam os modelos de adsorcédo molecular em uma dimenséao. O principal foco esta
nas estruturas geradas através de ASA de segmentos na reta real, onde a distribuicéo
de tamanhos de segmentos (s), € uma lei de poténcias do tipo n(s) ~ s~*. Em (Vieira,
2008) foi examinado o problema ASA de componentes d-dimensionais em um
substrato d-dimensional, com énfase nos aspectos estatisticos e motivados em
trabalhos anteriores sobre assentamentos habitacionais espontaneos. Em (Ferreira,
2016) é investigado o problema do empacotamento de discos rigidos em uma
cavidade bidimensional com pinos cilindricos fixos, 0os quais sdo obstaculos com
diametro muito menor do que os dos discos. Este trabalho foi a nossa inspiragéo para
estudar o efeito de distribuicbes ordenadas de defeitos sobre a fracdo de cobertura
em (Palacios & Gomes, 2020).
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Este trabalho de tese encontra-se organizado da seguinte maneira. O capitulo 1
contém a introducéo e estado da arte do modelo de ASA e os problemas de adsorcao
em superficies ndo simplesmente conectadas. No capitulo 2 fazemos uma breve
recompilacédo das ferramentas matematicas e computacionais a serem utilizadas nos
préoximos capitulos de resultados para a realizacédo das simulagdes e a interpretacao
heuristica dos resultados. No capitulo 3 mostramos o primeiro conjunto de resultados.
Aqui a absorcdo é realizada no substrato parcialmente preenchido com defeitos
distribuidos espacialmente de forma aleatoria. Obtemos leis da escala que permitem
encontrar as similitudes dos resultados das simulacdes em duas dimensdes com 0s
resultados analiticos obtidos para uma dimensdo. No capitulo 4 mostramos os
resultados obtidos para a realizacdo do modelo ASA em substratos parcialmente
preenchidos com defeitos espacialmente correlacionados. Propomos um modelo novo
gue permite descrever de forma exata a aplicacdo do modelo ASA em uma dimenséo.
Com extensas simulacdes computacionais, para o caso bidimensional, obtivemos
resultados que permitem concluir que a dinamica de adsorgédo em substratos com este
tipo de topologia € muito mais complexa do que para o caso de distribuic6es aleatdrias

de defeitos.
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2 METODOS ANALITICOS E NUMERICOS

Neste capitulo fazemos uma revisdo dos principais detalhes tedricos do modelo
ASA. Introduzimos as duas abordagens mais amplamente usadas na comunidade
cientifica. Primeiramente abordagem temporal, que permite entender a cinética do
modelo para substratos unidimensionais infinitos, além de introduzir a ideia de
distribuicdo aleatdria de defeitos como uma simples condic&o inicial nas equacdes
dindmicas do modelo. A seguir, a abordagem recursiva que nos permitira entender o
funcionamento do modelo ASA em substratos finitos com defeitos distribuidos
espacialmente de forma correlacionada. A secdo seguinte é dedicada ao
entendimento dos algoritmos usados para simular o processo ASA em uma e duas
dimensdes. Finalmente o capitulo conclui com uma secédo dedicada ao método para

extracdo dos expoentes criticos do scaling.
2.1 ABORDAGEM TEMPORAL

Assuma uma rede unidimensional de tamanho infinito, em desequilibrio quimico
com um bulk de moléculas. Suponha que as moléculas do bulk colidam e se adsorvem
no substrato. Se as moléculas incidentes sdo mondbmeros que se ligam
permanentemente a locais de adsor¢cdo simples e ndo ha interacbes entre monémeros
adsorvidos, entdo a densidade 6, definida como o cociente entre o numero de sitios
ocupados e o numero total de sitios, aumenta com o tempo a uma taxa proporcional

a densidade de vagas,

—60=1-06. (5)

Assim, 6(t) = 1 —e™¢, e as vagas desaparecem exponencialmente no tempo.
Normalmente € definida a taxa de adsorcéo intrinseca como 1, correspondendo ao
tempo de medicdo em unidades da taxa de adsorcéo inversa. No entanto, se cada
molécula que chega, preenche mais do que um local no substrato, entdo uma regiao
de vacéncias que é menor que o tamanho molecular nunca pode ser preenchida. No

equilibrio, o substrato alcanca um estado de preenchimento parcial que ndo pode
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acomodar adsorcédo adicional. Qual € a densidade desse estado? Qual € a taxa na

qual a fracao final € atingida? Estas sdo questdes basicas da cinética de adsor¢ao.

Um exemplo simples com comportamento coletivo ndo trivial € a adsorcao
sequencial aleatoria de dimeros (Figura 3): “moléculas que ocupam dois locais

adjacentes de uma rede unidimensional”

Figura 3 — llustracdo da deposicéo irreversivel de dimeros. O dimero a esquerda é adsorvido
com sucesso em dois locais vazios adjacentes, enquanto o dimero a direita ndo se adsorve.

Y iy

*—0 v
*o—0 o—0 o—0

Fonte: (Krapivsky, et al., 2010).

N6s modelamos o fluxo constante de moléculas por tentativas de adsorcao que
ocorrem uma de cada vez em locais aleatorios no substrato. Uma tentativa de
adsorcao s6 € bem-sucedida se um dimero parar em dois locais vazios adjacentes.
Se um dimero pousar em dois sitios ocupados ou em um sitio ocupado e um vazio, a
tentativa falhara. ApOGs cada tentativa bem-sucedida, a cobertura aumenta.
Eventualmente apenas vagas isoladas permanecem. Quando esse estado € atingido,

o substrato € bloqueado, j& que nenhuma adsorcéo adicional é possivel.

Adotemos um ponto de vista cinético e determinemos a evolugdo completa da
cobertura no tempo. A cobertura final (no equilibrio, t — o) surge entdo como uma
consequéncia simples. A descricdo completa da evolucdo requer conhecer as
probabilidades de todas as configuracdes possiveis de moléculas adsorvidas no
substrato. No entanto, essas probabilidades contém mais informacdes do que é
necessario para determinar a evolucéo da cobertura (lembrando que nosso interesse
intrinseco nesta abordagem € o comportamento assintotico no tempo). O que
realmente precisamos em uma dimens&o sao as probabilidades de achar um intervalo
vazio, ou seja, a probabilidade de que uma cadeia de m sitios consecutivos esteja

vazia:
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E,=7P lo ...0]. (6)

Aqui, P denota a probabilidade de uma dada configuracdo. Observe que 0s
estados dos sitios externos a cadeia permanecem nao especificados. Ou seja, E,,, € a
probabilidade de encontrar um intervalo vazio de comprimento m ou maior. Em
particular, E; é a densidade de locais vazios e 8 =1 — E; € a densidade de locais
ocupados.

Para a adsorcao irreversivel de dimeros, as equacdes que descrevem a evolugéo

das probabilidades de um intervalo vazio E,, sao:

dE.
d—;" =—(m—1E,, — 2Ep, m=1. (7)
Novamente estamos definido a taxa de adsor¢&o intrinseca como 1. O primeiro
termo do lado direito da equacao (7) explica o desaparecimento de um intervalo m
devido a adsorcdo de dimeros dentro do intervalo, isto € exemplificado na Figura 4

(@). O fator m — 1 conta os m — 1 locais distintos onde o dimero pode ser adsorvido,

de tal modo que permaneca completamente dentro do intervalo.

Figura 4 — Mudancgas na probabilidade de intervalo vazio E,, param = 5, com um evento de

adsorcao (a) no interior do intervalo e (b) na borda do intervalo (parte tracejada).

(@) O/O (o) O/O

\ \

*o—0 o-—0

N e N e e\ . Y U NP A A e

Fonte: (Krapivsky, et al., 2010).

O segundo termo considera os dois eventos distintos de adsor¢do nos quais uma
extremidade do dimero incidente esta fora do intervalo, como na Figura 4 (b). Para os
ultimos eventos, o intervalo vazio deve conter pelo menos m + 1 locais vazios para

acomodar a adsorcdo de um dimero na periferia do intervalo m; dai o fator E,,,;.
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Observe que a equacéo (7) contém apenas termos de perda; isto € uma consequéncia
do uso das probabilidades do intervalo vazio E,,, como as variaveis dindmicas béasicas.
Nessa representagéo, ndo ha como criar um intervalo vazio de comprimento > m pela

adsorcdo de um dimero em um intervalo vazio ainda maior.

Se agora temos moléculas com k atomos, as equacdes mestras ficam:

k-1
—(m—k + DEn(t) — 2 Z E, (), m=k (8a)
dE, () Z,
dt m—1
—(k—m+ DE(t) — 2 Z Evi i), m<k. (8b)
i=1

Os termos nesta equacdo sao os correspondentes para o caso de adsorgédo de
dimeros. Param > k, o primeiro termo considera as (m — k + 1) maneiras diferentes
gue um k-mero pode ser absorvido no interior de um intervalo vazio de tamanho m. O
segundo termo representa os 2(k — 1) modos que o k-mero pode ser adsorvido,
estando parcialmente fora e parcialmente dentro do intervalo original de tamanho m.
Para m < k, o primeiro termo considera as (k —m + 1) maneiras que o intervalo m
pode ser completamente coberto pelo k-mero. O segundo termo explica as maneiras
pelas quais 0 k-mero cobre parcialmente o intervalo. Observe que a equacao (8b)

pode ser obtida simplesmente trocando os papéis de k e m na equacéo (8a).
2.2 ABORDAGEM DE RECORRENCIA

Exploremos outra ideia para tratar o problema do ASA. Suponha agora que temos
um substrato unidimensional finito, com L > k sitios, onde k-meros podem ser
absorvidos. O primeiro k-mero pode ser colocado aleatoriamente nos L — k primeiros
sitios, ap06s o qual sua posi¢cdo é fixada, e qualquer sobreposicdo de k-meros €
proibida. Portanto, quando o primeiro k-mero é adsorvido, surgem duas lacunas

independentes com N e L—k — N sitios respectivamente, como & observado na

Figura 5.
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Figura 5 — Adsor¢éo do primeiro k-mero.

N k L—k—N

Fonte: Autor.

O processo de adsorcéo € sequencial, de modo que dois k-meros ndo podem ser
adsorvidos simultaneamente. Seja f(L) o nUmero de k-meros esperados, em média,
que eventualmente podem ocupar uma cadeia de L sitios inicialmente vazios, depois
da adsorcéo do primeiro k-mero ocupando as posi¢ées N + 1, ...,N + k + 1, pode se
pensar que a expectativa serd a soma das expectativas dos trés intervalos agora

criados, ou seja:

fN) + f(k) + f(L—k—N).

Tomando a média sobre de todos os possiveis valores de N (com distribuicdo

uniforme por definicdo), temos:

L-k
1
f=1 +mNZO[f<N) +fL—k=M)] ©)

Levando em conta a simetria entre os intervalos | e Ill, podemos reescrever (9)

como sendo

L-k
2
fay=1+ mNZOf(N). (10)

A equacao (10) é consistente com a versdo continua do problema (Burridge &

Mao, 2004) e pode ser resolvida com a condicao inicial f(1<L<k—-1)=0.

2.3 ALGORITMOS DE ASA

A maioria das aplicacdes fisicas de adsorcéo irreversivel ocorre em substratos
bidimensionais, onde um ponto de partida natural € o estudo da adsor¢cdo de objetos
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estendidos elementares, como discos, retangulos e segmentos, como preliminar para
a compreensédo da adsorcao de particulas reais, como proteinas. Embora nao exista
até agora um resultado analitico exato para o problema da ASA em dimensdes
superiores a um, a evolucao da fracao de cobertura em dimensdes arbitrarias tem as
mesmas caracteristicas qualitativas de uma dimensdo. Especificamente, o
relaxamento no tempo para a fracdo de cobertura € exponencial em substratos
discretos (Privman, et al., 1991) e algébrico em substratos continuos (Privman, et al.,
1991). Mas, na maioria dos casos, estes resultados sao insuficientes para a extracao
de determinados parametros de interesse fisico-matematico, gerando a necessidade
da criacdo de algoritmos computacionais eficientes para a simulacdo do processo.
Neste sentido, temos dois problemas em termos de otimizacao do tempo de calculo
computacional do algoritmo ASA. O primeiro é a determinacdo de uma possivel
sobreposicdo entre uma particula ja adsorvida e outra que estad sendo inserida no
substrato. O segundo, € saber quando o sistema ja esta saturado, ou seja, quando &
impossivel adsorver uma nova particula. O objetivo desta secdo é introduzir os

principais algoritmos usados na modelagem computacional do modelo ASA.
2.3.1 ASA em uma dimensdao. Adsorcao de k-meros

Embora existam resultados analiticos exatos para o problema, o entendimento da
complexidade algoritmica para este problema simples, permite preparar as bases para

compreender os algoritmos usados em 2D.

Basicamente existem dois tipos de algoritmos para simular a adsor¢ao:

Algoritmo cego (AC):

(i) Escolha um sitio do substrato aleatoriamente (com probabilidade
uniforme) .
(ii) Aceitar a tentativa de adsorcdo neste sitio se e somente se,

ele e seus k—1 vizinhos & direita estiverem vazios.

(iii) Atualize o tempo pelo inverso de L, isto é: t—- t+L71.

Repita (i)-(iii) até que certo critério de parada seja atingido.
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AC ¢é facil de implementar (ver Apéndice A.1l), mas é um desperdicio

computacional porque para tempos suficientemente longos a grande maioria das

tentativas de adsorcgéo falham.

Algoritmo inteligente (Al):

(iii)

Repita

Criar uma lista L com todos os locais permitidos. Um local
permitido é um sitio do substrato que cumpre com a condicéo
de que ele e seus k—1 vizinhos a direita estdo desocupados.
Escolha um local permitido aleatoriamente e elimine de L:
(a) ele, (b) seus k—1 vizinhos da direita e (c) seus k-1
vizinhos da esquerda. O passo (c) é indispenséavel para evitar
superposicgéo.

Atualizar o tempo por um valor inversamente proporcional a
L, (ntmero total de sitios de adsorgdo permitidos): t—->t+

L;t.

(i1) e (iii) até que o bloqueio seja alcangado (L, =0 ou

simplesmente L seja o elemento nulo).

Al exige que monitoremos todos os sitios de adsorcdo permitidos. Essa

sobrecarga adicional na contabilidade, compensa em eficiéncia computacional porque

cada tentativa de adsorcao é sempre bem-sucedida e ha um custo computacional fixo

por evento de adsorcédo (ver Apéndice A.4).

Para substratos muito grandes (tipicamente para valores de L > 2048), nossa

experiéncia nos experimentos numéricos tem mostrado que o algoritmo mais eficiente

€ um que mistura os dois algoritmos descritos acima. Para conseguir uma maior

eficiéncia, implementamos o AC nas primeiras etapas do processo de adsor¢ao onde

0 numero de sitios disponiveis é muito grande e contabiliza-los na memoéria do

computador leva um custo computacional muito alto. Um pequeno passo intermediario

permite identificar de maneira eficiente os sitios disponiveis; a seguir implementamos

Al.

A questao que fica no ar é: como escolher a hora certa para a transicdo AC—AI.

E sabido que para o modelo ASA, onde a adsor¢&o é um processo de Poisson (Evans,
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1993), ha uma distribuicdo exponencial dos tempos de espera entre as tentativas de
adsorcdo bem-sucedidas. Logo o tempo de espera pode ser escolhido como
candidato a parametro de controle para a transicio AC—AIl. Para isto, em AC

disponibilizamos uma variavel T que contabiliza o nimero de tentativas malsucedidas

consecutivas e volta para zero logo apds uma tentativa bem-sucedida.

Ty + 1, tentativa malsucedidas (11)

Ty - { . .
0 ,tentativa bem sucedidas

O critério de parada de AC &, entdo, quando T; = T, sendo T¢ o valor critico que

deve ser optimizado para cada conjunto de parametros das simulacdes, isto é, numero
de sitios ocupados pelas particulas (k), numero de defeitos (N,;), tamanho do substrato
(L) etc.

2.3.2 ASA em duas dimensdes. Adsorc¢éo de k*-meros

Um detalhe muito interessante dos substratos quadrados discretos, é que podem
ser mapeados exatamente como se fosse um substrato unidimensional. Nao é dificil
encontrar que se (x,y) sdo as coordenadas de um sitio no substrato, entdo o indice

do sitio se calcula como,
[=(x—-1)L+y. (22)

Na Figura 6 vemos o esquema que nos permite interpretar de forma rapida a equagéo
(12).

Figura 6 — Mapeamento da adsor¢cdo em um substrato quadrado (bidimensional) como um

problema unidimensional.

14 24 34 44
323 33 43 O -9 00 0690 090 090

O o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
12 22 32 42 (LD (L2) (13) (L4) 2.1) (2.2) (2.3) 2.4) (3.1) (3.2) (3.3) (3.4) (4.1) (4.2)
1.1 2.1 3.1 4.1

Fonte: Autor.
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Esta caracteristica pode ser extrapolada para qualquer dimensdo. Logo, o

problema da adsorcéo em substratos quadrados se reduz ao problema unidimensional

salvo os detalhes ressaltados em vermelho a seguir:

ASA em 2D:

AC em 2D:

(1)

(11)

(iii)

Escolha um sitio do substrato aleatoriamente (com
probabilidade uniforme) .

Aceitar a tentativa de adsorcdo neste sitio se e
somente se, ele e seus k?—1 vizinhos para direita
e para acima estiverem vazios (ver Figura 7).
Atualize o tempo pelo inverso de L?, isto é: t— t+

L72.

Repita (i)-(iii) até que certo critério de parada seja

atingido.

Al em 2D:

(1)

(11)

(iii)

Criar uma lista com todos os locais permitidos. Um
local permitido é um sitio do substrato que cumpre
com a condicdo de que ele e seus k?—1 vizinhos para
direita e para acima, estdo desocupados (ver Figura
7).

Escolha um local permitido aleatoriamente e elimine
da lista ele e seus (2k —1)? vizinhos, isto &, sitios
no interior do quadrado de lado 2k, com centro no
local permitido escolhido (ver Figura 7).

Atuvalizar o tempo por um valor inversamente
proporcional a L, (nutmero total de sitios de

adsorcédo permitidos) : t—>t+l@1.

Repita (ii) e (iii) até que o bloqueio seja alcancgado

(Lo =0 ou simplesmente a lista seja o elemento nulo).
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Agora, em Al devemos eliminar da lista dos locais disponiveis os (2k — 1)? sitios
vizinhos (ver Figura 7) e dependendo das condi¢Ges de contorno usadas (Ciesla &
Ziff, 2018), em (12) devemos definir o intervalo de validade das coordenadas (x,y).
Neste trabalho usamos condi¢des de contorno duras (isto €, as particulas podem tocar
a borda do substrato, mas ndo podem aderir fora dele, cada particula deve estar
totalmente dentro), logo os locais disponiveis sao tais que x,y =1, ...,L — k. (ver os
Apéndices A.2 e A.5)

Figura 7 — Representacido esquematica dos sitios disponiveis apés a adsorcdo de um k?-

mero. Assim como a eliminagéo dos sitios vizinhos de um defeito.

k*-mero adsorvido

~

sitio .
__________________ e disponivel L____________1

sitios
indisponiveis

Fonte: Autor.

Devemos notar na Figura 7, que os k? — 1 sitios vizinhos a um defeito e o proprio
sitio marcado com defeito, também devem ser eliminados da lista de sitios disponiveis,

evitando assim uma futura superposi¢cao entre uma particula e um defeito.

Esta conexdo existente entre as redes hipercubicas e a rede unidimensional,
permite aplicar os conceitos desenvolvidos na se¢ao 2.2, com o intuito de encontrar
uma solucéo analitica exata para o problema de ASA de hipercubos em substratos
hipercubicos. Gastamos muito tempo desenvolvendo nossas ideias, mas o problema

continua oferecendo resisténcia (Weiner, 1978).
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2.3.3 ASAR. Adsorcao de kq X ky-meros

A generalizacdo para particulas retangulares (isto € k; X k,-meros) € o seguinte
passo. E uma generalizacdo importante, uma vez que dificiimente encontram-se
“‘moléculas” que possam ser aproximadas por quadrados. Além do fato de que é
introduzido um grau de liberdade a mais para as particulas (a orientacdo). Fenémenos
como orientacdes ao acaso, orientacdes fixas, ou configuracdes polarizadas numa
temperatura finita podem ser agora estudados. Admitindo-se, por exemplo, que existe
um momento de dipolo elétrico/magnético ao longo do comprimento maior, a incluséo

da temperatura pode ser feita da forma mais simples. Admitindo-se um sorteio na hora
da adsorcéo, com probabilidade proporcional ao fator de Boltzmann exp (—T:—;) , onde

m e F sdo o momento de dipolo e a intensidade do campo externo, elétrico ou

magnético.

Independentemente da interpretacéo fisica, a anisotropia na orientacao dos k; X k,-
meros numa configuracdo empacotada é pré-determinada e pode ser caracterizada
pelo parametro de ordem p, definido como: a probabilidade de encontrar um k; X k,-

mero com seu semieixo maior orientado na dire¢céo vertical. Se diferentes orientagbes
dos objetos depositados ndo sao de igual probabilidade (ou seja, p # %), a definicéo

do estado de bloqueio deve ser ampliada (Tarasevich, et al., 2015). Assim sendo,
neste trabalho definimos o estado de bloqueio, para um valor fixo de p, como o
momento em que nao existe possibilidade de deposicéo de particulas com pelo menos

uma orientagao.

Para a adsorgéo de particulas anisotropicas, neste trabalho usamos o algoritmo
de adsorcao sequencial aleatdria de relaxamento (ASAR) (Lebovka, et al., 2011) que
é muito semelhante ao ASA (ver os Apéndices A.3 e A.6). E bem sabido (Lebovka, et
al., 2011) que o modelo ASA néo permite a preservacdo do parametro de ordem p.
Neste modelo, o substrato “seleciona” o k; X k,-mero com a orientagéo apropriada e
resulta em desvio do parametro de ordem predeterminado (Lebovka, et al., 2011). Ao
contrario, 0 modelo ASAR preserva melhor a anisotropia predeterminada (Lebovka, et

al., 2011). Na pratica, o algoritmo ASAR se descreve nos seguintes passos:



ASAR:

AC-ASAR

(1)

(i1)

(1i1)

Sorteie uma orientacédo (vertical, com probabilidade
p ou horizontal, com probabilidade 1-—p)

Escolha um sitio do substrato aleatoriamente (com
probabilidade uniforme) .

Aceitar a tentativa de adsorcdo neste sitio se e
somente se, ele e seus kjk,—1 vizinhos (max(kq,k,)
na direcdo sorteada e min(k;,k,) na direcdo
ortogonal) estiverem vazios.

Atualize o tempo pelo inverso de L?, isto é: t— t+
L2,

Se a tentativa é rejeitada, voltar a (ii) com a
mesma orientacdo sorteada em (i). O loop (ii)-(v)
se repete até que a particula seja depositada. Caso
isto ndo seja conseguido depois de revisar todos os
sitios da rede, significa a saturacéo foi

alcancada.

Repita (i)-(v) até que certo critério de parada seja

atingido ou seja alcancada a saturacéo.

Al-ASAR

(1)

(ii)

(1ii)

Criar duas listas com todos os locais permitidos,
para adsorc¢do na direcdo vertical (£,) e horizontal
(Lp) . Para definir os locais permitidos em cada
lista veja o passo (iii) de AC-ASAR.

Escolha um local permitido de L, com probabilidade
p ou de L, com probabilidade 1-p. Para cada
escolha, elimine de ambas as listas qualquer local
gue possa causar superposicdo no futuro (ver texto).
Atualizar o tempo por um valor inversamente
proporcional a L, (ntmero total de sitios de

adsorcdo permitidos) : t—*t+l@1.

Repita (ii) e (iii) até que o bloqueio seja alcancado

(L =0 ou pelo menos uma das listas seja o elemento

nulo) .

31
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Note que o algoritmo ASAR é basicamente o mesmo que o usado na secao
anterior para k?-meros, com alguns acréscimos. Estes sdo: antes de selecionar
aleatoriamente o sitio onde se realizar4 uma tentativa de adsor¢éo, se sorteia uma
orientacdo. Se a tentativa for malsucedida, a orientacéo sorteada nao € rejeitada e um
novo sitio de rede é selecionado aleatoriamente seguido por outra tentativa de
adsorcao com a mesma orientacdo predeterminada anteriormente. Este processo se
repete até que o objeto seja depositado ou o nimero de tentativas malsucedidas
ultrapasse um determinado limite. Novamente veja que, se nao existe sitio algum que
possa armazenar uma particula com a orientacdo sorteada, isto significaria que o
sistema alcancou a saturacdo, segundo nossa definicdo acima. Note também que
como existem duas orientacBes possiveis, 0s sitios disponiveis devem ser
armazenados em duas listas, diferenciando os locais disponiveis para adsor¢cdo na

direcéo vertical e horizontal respetivamente.

Figura 8 — Representagdo esquematica dos sitios disponiveis apds a adsor¢ao de dois um
k, X k,-mero em direcdes ortogonais. O lado esquerdo representa a adsor¢cao de uma

particula na direcdo vertical e o lado direito na dire¢cao horizontal.

min(ky,k,)

Fonte: Autor.
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Observe que no passo (ii) de AI-ASAR, uma vez sorteada a orientacdo, pode
existir o caso no qual, parte dos sitios que tem que ser eliminados de uma das listas
pertencam a outra. Logo € preciso a eliminagdo em ambas as listas. Para esclarecer,
suponha o seguinte evento: foi sorteada a direcao e resultou a vertical (ver na Figura
8 lado esquerdo). Logo, de £, devem ser eliminados todos os locais permitidos que
pertencam ao retangulo com lados 2 max(k4, k,) — 1 na direcao vertical e min(kq, k5)
na direcdo horizontal (ver na Figura 8, lado esquerdo, o retangulo de perimetro
tracejado na cor vermelha). Porém, observe que qualquer tentativa de adsorcéo de
uma particula na direcdo horizontal, cujo sitio sorteado pertenca ao interior do
retangulo ressaltado com linha tracejada azul no lado esquerdo da Figura 8, se
superpora com a particula ja adsorvida. Logo estes locais devem ser eliminados de
L. Para o caso no qual o sorteio inicial resultou na direcéo horizontal, observe o lado

direito da Figura 8.

2.4 SCALING. METODO DE COLAPSO DE CURVAS

O scaling, especialmente o scaling de tamanho finito (STF) (Skipetrova, 2020),
surgiu como um marco teorico da analise de dados, importante para compreender e
analisar problemas envolvendo escalas de comprimento divergentes. Tais problemas
sdo abundantes em matéria condensada (Lv, et al., 2021), alta energia e fisica nuclear
(Privman, 1990), situacdes de equilibrio e ndo equilibrio (Privman, 1990), problemas
térmicos e ndo térmicos e muitos mais. A definicdo operacional do scaling é a
seguinte: uma quantidade m(t, L) dependendo de duas variaveis, t e L, é considerada

como tendo scaling se puder ser expressa como:

m(t,L) = LEf(L™%t). (13)

Dependendo da natureza do problema de interesse, m pode se referir a
magnetizagdo, calor especifico, tamanho ou alguma outra caracteristica de um
polimero, largura de uma superficie crescente ou flutuante e assim por diante. A
equacao (13) é a forma STF se L for uma dimenséao linear do sistema e t for qualquer
outra variavel, pode até ser o tempo na dinamica. No limite termodinamico de sistemas

de tamanho infinito, tal escala teria t e L representando dois parametros
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termodinamicos como o campo magnético, presséo, potencial quimico etc. Se L € uma
escala de comprimento, entdo f seria semelhante a dimensao desta quantidade m, e
a da variavel t. Em casos dominados por flutuacdes, geralmente é uma regra, ao invés
de uma excecao, que a e f assumem valores nao triviais, diferentes do que se espera
de uma analise dimensional. Os expoentes e a fungdo de escala f(-) entdo
caracterizam o comportamento do sistema. O fato de duas variaveis completamente
independentes (tanto conceitualmente quanto controladas em experimentos) se
combinarem de maneira néo trivial para formar uma Unica variavel leva a uma enorme
simplificacdo na descricdo do fendmeno. Isso enfatiza a importancia do scaling.

Uma maneira quantitativa de mostrar o scaling € o colapso de dados (também
chamado de scaling plot) que remonta a observacéao original de Rushbrooke de que
as curvas de coexisténcia para muitos sistemas simples poderiam cair em uma Unica
curva (Bhattacharjee & Seno, 2001). Na nossa analise isto significaria que, os valores
de m(t, L) para vérios t e L podem colapsar em uma Unica curva se mL~# for plotado
contra tL™*. O método de colapso de dados, portanto, € um meio poderoso de
estabelecer o scaling. Na verdade, agora € amplamente usado para analisar e extrair
expoentes, especialmente de simulacdes numéricas. Dada a importancia do scaling
em uma ampla variedade de problemas, € imperativo ter uma medida apropriada para
determinar a "qualidade do colapso” - para nado ficarmos apenas dependentes da
avaliacdo visual (embora os olhos sejam, em geral, bons juizes). Logo é
imprescindivel que esta medida seja feita mediante uma busca automatica dos
expoentes (neste trabalho, esta busca é feita através de um principio de minimizacao)
removendo assim a subjetividade da abordagem.

Existe um caso trivial no qual a funcdo de escala f(-) € conhecida. Neste caso

nosso problema se reduz a minimizar a soma dos residuos, definida como:

R(a,pB) = 1 |L=Pm(L=%t) — F(L™*D)|
N (14)

Basicamente o procedimento € o seguinte: para cada valor do parametro L

teremos uma curva m, logo, encontrando os valores de a e f que minimizam a soma
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do mddulo da diferenca acima, todas as curvas m(t, L) tenderiam a colapsar em uma
curva s6 que € precisamente a funcéo de escala f(*).

Porém, na maioria dos problemas a funcéo de escala ndo é conhecida; em troca,
temos uma tabela de dados que conformam os valores numéricos da funcao m(t, L;)
para cada valor do parametro L;. Nesta situagcdo o caminho natural € definir os
residuos como a soma do modulo da diferenca entre cada par de curvas m(ty, L;), isto
é:

1 . _ P -
R@B) =32 ) > WL L)L - mi(Ed;® 1)L (15)

izj k

Em (15), IV representa o nimero total de termos nas somas, ¢, € a colegéo de
abscissas que interpolam o valor original de t, e @i(-) € a verséo interpolada de m(-).
Para esta estimativa, apenas as regides sobrepostas sao consideradas, ou seja, as
regides onde os pontos com abscissa t;, de ambos 0s conjuntos estdo presentes,
neste procedimento ndo existem extrapolacdes dos dados. Uma vez definido o
parametro para minimizacdo, realizamos a busca automatica no plano discreto
(a;:Aa:ay; B1:4B:B,) onde a,(B,) e a,(B,) sdo os limites inferior e superior
respectivamente de a(B) na busca, da e AB definem a resolucdo da busca e
representam os erros de a e 3, respectivamente.

As ferramentas introduzidas neste capitulo, serviram como base para a obtencao
e analise dos principais resultados da tese. No entanto, eventualmente serdo
acrescentadas, no texto dos seguintes capitulos, algumas modificacdes a estas, assim
como outros instrumentos numeéricos e analiticos, que por questdo de ordem, devem
ser apresentados na sequéncia da exposicdo dos resultados. No préximo capitulo
serdo apresentados os principais resultados obtidos da aplicacédo do modelo ASA em
substratos com distribuicdo aleatéria de defeitos. Para a implementacdo

computacional ver Apéndice A.7
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3 DISTRIBUICAO ALEATORIA DE DEFEITOS

Reportamos aqui varios resultados da aplicacdo dos modelos ASA e ASAR em
superficies com uma distribuicdo aleatoria de defeitos. A primeira se¢ao do capitulo é
dedicada a deducado da solucdo analitica exata do problema em uma dimensédo. A
seguir mostramos os resultados da aplicacdo do modelo ASA em duas dimensdes
para particulas quadradas, usando os algoritmos descritos no capitulo 2. Nesta secéao,
0s principais resultados sdo: por um lado a anélise do colapso de curvas e, por outro
lado a proposta de um modelo de ajuste das curvas de fracdo de cobertura parcial
como funcéo da densidade de defeitos, isto baseado no resultado analitico obtido na
secado anterior. Finalmente introduzimos a anisotropia das particulas no esquema de
simulacdo. Encerramos o capitulo com resultados que nos permitem generalizar a lei
de Lee (Lee, 1996) para a localizagdo dos minimos nas curvas de fragédo de cobertura
total como funcao da densidade de defeitos, mostrando no processo que o0 expoente
critico que caracteriza a transicdo na densidade de ocupacédo na rede € Unico para

particulas anisotropicas.

3.1 ASA EM SUBSTRATOS UNIDIMENSIONAIS COM DISTRIBUICAO ALEATORIA
DE DEFEITOS

Estamos interessados em deduzir a solugéo analitica para a fracdo de cobertura
obtida da aplicagcdo do modelo ASA de k-meros em um substrato unidimensional
inicialmente coberto com defeitos pontuais. Nossos objetivos s&o: (i) primeiramente
procurar a fracdo de cobertura do substrato que serd preenchido com defeitos
pontuais, logo, (ii) a solucédo deste problema sera usada como condi¢do inicial para
encontrar a solugdo propriamente dita da adsor¢cdo de k-meros. Para isto nos

remetemos a equacao (2.4a) e substituimos k = 1,

dE,, .- (t
%1() = —MEp=1(t) & Epp=1() = e ™Mt (16)

Sabemos que a fragéo de cobertura € definida como 6(t) =1 — E;-1(t) =1 —
e~t. Veja que este resultado € o mesmo encontrado com a equacdo (5). Logo, no

tempo t, o sistema alcanca uma cobertura 8, = 6(t,) =1 —e % & t, = —In(1 — 6,).
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Finalmente, a probabilidade de encontrar um intervalo de m sitios consecutivos vazios
para um tempo t, € E, ;=1(to) = (1 —6,)™. Este resultado € consistente como o

resultado obtido em (Ben-Naim & Krapivsky, 1994).

A probabilidade E,, (t) para adsor¢do de k-meros em um substrato ocupado
inicialmente com impurezas pontuais (k = 1) de densidade 6, segue as mesmas
equaclOes de taxa (8a). Desde que a densidade inicial de impurezas seja 6,, e

considerando a solugéo teste para E,, ,(t) comm > k (equagéo (8a)) como sendo:

Em,k(t) = Em,k(o)e_(m_k+1)tq)(t): (17)

onde E;, x(0) = E, x=1(to). Substituindo (17) em (8a) temos que:

. k-1 k-1
D(t) — > Em+i,k(0) p(-m-itk—1+m-k+1Dt — _» Z(l _ Ho)ie_it. (18)
SO " La Eni0) L,

Integrando em ambos os lados de (18), finalmente chegamos a uma solucao
para a funcédo ®(t).

k-1

d(t) = exp [—2 Z ! _ie_lt (1- eo)i]_ (29)

i=1

Em seguida podemos substituir (19) em (17), e encontramos a solucéo geral

para E,, x(t),

k=1 —it
Ep () = (1 — 6,)™ exp [—(m —k+1)t—2 Z 17e - eo)i]. (20)

l
i=1

A equacao (20) representa a probabilidade de encontrar um intervalo de m sitios

consecutivos vazios na rede, com m > k. Sabemos que para um tempo
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suficientemente grande, os intervalos com m > k desaparecem, ficando so intervalos

comm < k. Assim sendo, buscamos a solucgéo para E; . (t), que satisfaz a equagao:

iE1 k() = —k(1 — 6y)* exp [ t—2 Z L= (1 — 6o)" ] (21)

dt
i=1

onde foi substituida (20) em (8a). Integrando (21) chegamos a que

Ei () =1-6y— k(1—90)kfdt exp[ t—Zz:1 t(l—GO)] (22)

i=1

Finalmente a fracdo de cobertura total no substrato (fracdo do substrato ocupado

por k-meros e defeitos) é dada por 6(t) = 1 — E1 ,(t), ou seja:

0. (t, eo,k)—90+k(1—90)"jdt exp[ t' —221(1—90)] (23)

=1

que € um resultado consistente com (Ben-Naim & Krapivsky, 1994). Esta integral pode
ser adaptada para ser mais facilmente manipulavel numericamente fazendo a
mudanca de variavel x = et e considerando a fracdo de cobertura parcial, isto €, a

fracéo de sitios do substrato ocupados por k-meros:

! k=1 (1 _ a i
0(t, 0, k) = k(1 — 6,) J dx exp [—2 Z (1-x )Sl 60) ] (24)

Solugbes numéricas da integral (24) podem ser encontradas facilmente usando

qualquer um dos métodos de integracdo numeérica disponiveis. Neste trabalho usamos
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o método de Simpson. Na Figura 9 mostramos algumas solucfes de (24) parat - o

para distintos valores de k.

Figura 9 — Fracdo de empacotamento de saturacdo em funcéo de k e da densidade inicial de
defeitos pontuais para um substrato unidimensional, resultado da integracao numérica da
equacao (24). Detalhe: gréafico semi-log horizontal das derivadas das curvas do grafico

principal.
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Fonte: Autor.

Uma descricdo fenomenoldgica dos resultados mostrados na Figura 9 é provida
a seguir. Inicialmente, quando o numero de defeitos é pequeno, esperamos um
comportamento linear com inclinagdo negativa. De fato, assumindo que os defeitos
estdo bem separados uns dos outros, a presenca de cada defeito elimina 2k — 1 locais
disponiveis na rede (para entender o porqué, o leitor deve se dirigir a secao 2.3.2).
Logo podemos assumir uma lei do tipo N,(N;) = L — N;(2k —1) onde N, é o
namero de sitios disponiveis e N; € o niumero de defeitos. No detalhe da Figura 9
podemos observar mais claramente o comportamento linear mencionado acima. Veja
qgue o tamanho da regido linear, assim como a inclinacdo das curvas, decrescem
linearmente com o valor de k. Para N; suficientemente grande, a probabilidade de
sobreposicao entre regides excluidas por defeitos aumenta, fazendo com que a

relacdo entre N, e N; deixe de ser linear e consequentemente, também as curvas 6.
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3.2 ASA DE k?-MEROS EM SUBSTRATOS BIDIMENSIONAIS

Comecemos agora nossa analise dos resultados obtidos na aplicagdo do modelo
ASA em duas dimensfes. Estudaremos primeiramente o processo de adsorcao
irreversivel de particulas quadradas (k?-meros), isto é, particulas que ocupam k?
sitios na rede. Por questdes Obvias de simetria e pelo fato de a adsor¢éo estar sendo
feita em um substrato discreto (0 que significa que os pontos de ancoragem da
particula no substrato coincidem com os sitios da rede quadrada), os k?-meros néao
séo livres para escolher sua orientacdo na superficie. Este tipo de particula modela
fracamente a realidade j4 que a anisotropia de forma das moléculas € mais comum
na natureza. Ainda assim, em principio, todas as moléculas com mais de uma ligacao
de ancoragem forte sdo candidatas a adsorcédo de orientacdo fixa (Mansley, et al.,
2010); (Ledieu, et al., 2001). O substrato contém defeitos ou impurezas em locais
aleatorios. Consideramos que a forca de ligagdo das particulas nesses locais € tao
desprezivel que elas ndo podem ser fixadas la. Exceto nesses locais, a adsorcéo é

possivel se 0 espaco livre for grande o suficiente para acomodar uma particula.

Como foi mencionado acima, para duas dimensdes ndo existem resultados
analiticos. Por tanto, é preciso implementar os algoritmos descritos na secéo 2.3. As
simulac¢@es foram feitas em um Intel(R) Core(TM) i7-8700k (12 nucleos). O tempo de
maquina para gerar uma configuracdo ASA saturada de k2-meros, para valores de k
entre 2 e 16 em uma rede com L = 4096, varia entre 2 e 5 segundos. Executando o
algoritmo em paralelo, as réplicas necessarias para calcular o valor médio de 6 sdo
obtidas com um fator de reducao de tempo préximo a seis. Com a realizacdo destas
simulagdes foi observado que o parametro T¢ definido na se¢do 2.3.1 para a transi¢éo
entre os algoritmos AC e Al, ndo é especialmente sensivel e pode ser variado entre
1x 103 e4 x 103 (isto é, entre 1 x 103 e 4 x 103 tentativas malsucedidas consecutivas

em AC para passar para Al) obtendo assim a eficiéncia maxima.

Na tabela 1, mostramos os valores médios da fracdo de cobertura de saturacdo
e das barras de erro (desvio padrdo) para quaisquer valores de k obtidos neste

trabalho e em (Privman, et al., 1991) e (Ramirez-Pastor, et al., 2019).
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Tabela 1 — Frac&o de cobertura de saturacdo média para a adsor¢éo de k?-meros em uma rede de
4096 x 4096 sitios. A média ¢ obtida de 10* réplicas.

k (Privman, et al., 1991) (Ramirez-Pastor, et al., 2019) Esta tese
2 0.74793(1) 0.74794(1) 0.7478(1)
3 0.67961(1) 0.67960(1) 0.6794(2)
4 0.64793(1) 0.64793(1) 0.6476(2)
5 0.62968(1) 0.62965(3) 0.6293(3)
6 0.61771(3) 0.6173(3)
7 0.60940(3) 0.6089(4)
8 0.60330(4) 0.6027(5)
9 0.5978(5)
10 0.59476(4) 0.59469(4) 0.5939(6)
11 0.5908(6)
13 0.5859(7)
14 0.58521(4) 0.5840(8)
16 0.5808(9)

Para uma comparacdo grafica, os valores da fracdo de cobertura compilados na tabela
1 séo plotados na Figura 10 . O detalhe na Figura 10 mostra a diferenca entre os

valores obtidos em nosso trabalho e os trabalhos citados.

Figura 10 — Fragéo de cobertura de congestionamento em funcgéo de k para k?-meros em
redes quadradas com k entre 2 e 16 (quadrados). Circulos e diamantes representam os
dados obtidos nos trabalhos citados. O tamanho dos simbolos € maior do que as barras de

erro correspondentes. Detalhe: diferenca de fracdo de cobertura entre os trabalhos citados e
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Como pode ser observado, as discrepancias aumentam proporcionalmente ao valor
de k. As raz0es para as divergéncias sao os efeitos de tamanho finito causados pelo

uso de condi¢cBes de contorno fechadas. Por outro lado, nos trabalhos citados, a fracéo

% € mantida fixa e maior que 448. Os valores da fracdo de cobertura na tabela 1 em

o 1 ~ . A ;.
funcdo de ~ S&o ajustados a um polinbmio de segundo grau usando minimos

2
quadrados, obtendo que 6 = 0.128 (%) + 0.311 (%)+ 0.562. A partir do ajuste,

1 . ’ ~
podemos ver que para Pl 0 (limite continuo) recuperamos o valor da fragao de

cobertura para quadrados alinhados (Privman, et al., 1991).

3.3 ASA DE k?-MEROS EM SUBSTRATOS BIDIMENSIONAIS COM DISTRIBUICAO
ALEATORIA DE DEFEITOS

Passamos agora a estudar o efeito da distribuicdo aleatéria de defeitos na ASA
de k?-meros. Neste caso, os indices das posi¢es dos defeitos no substrato sdo dados
por uma matriz que contém |L?6,] nUmeros inteiros diferentes selecionados
aleatoriamente de 1 a L?, sendo 6, a densidade de defeitos colocados no substrato. E
claro que nesse tipo de distribuicdo de defeitos, todas as diferentes configuragbes
aleatdrias tém a mesma probabilidade. Em todos os experimentos numéricos deste
trabalho, sdo tomadas mais de 10* réplicas. No caso especifico de distribuicdo
aleatéria de defeitos, cada réplica para obter uma configuracdo saturada tem uma

distribuicdo aleatoria diferente de defeitos.

Na Figura 11 mostramos configuraces empacotadas tipicas que resultam da
aplicacdo do algoritmo ASA para quatro concentracdes de defeitos, isto €, 6, =
0; 0.01; 0.1;0.3. Como esperado, a concentracdo de particulas adsorvidas diminui
com a concentracdo de impurezas. Durante o processo de adsorcéo, a particula que
esta sendo depositada interage com as particulas previamente adsorvidas, bem como
com os defeitos via interacdo de volume excluido. Devido a essa interacdo, uma regiao
vazia menor que o tamanho da particula ndo pode ser ocupada. Como resultado, a
densidade de empacotamento de saturacao 6(, 6,, k) ndo pode atingir a densidade

de empacotamento maxima, isto é, (o, 8,,k) <1 — 6,.



43

Figura 11 — Configuracdes empacotadas tipicas geradas pelo algoritmo de ASA num
substrato de 100 x 100 sitios, onde foram adsorvidos 42-meros (quadrados cinza) , para
guatro concentracdes de defeitos (cruzes vermelhas) diferentes: (a) 6, = 0, (b) 8, = 0.01, (c)
6, = 0.1, (d) 8, = 0.3. Em (c) sé&o identificados com linha tracejada clusters formados por k?2-

meros interconectados.

AT e

Fonte: Autor.

Note na Figura 11 (c), diferentemente de (a), (b) e (d), que para este valor
intermediario de densidade de defeitos, comecam a aparecer clusters formados por
k?-meros interconectados (ver na Figura 11 (c) as regides delimitadas por linhas
tracejadas). Isto € uma caracteristica propria de sistemas fractais (auto similares). Em

proximos trabalhos serdo exploradas estas caracteristicas.

A seguir mostramos os graficos da fracdo de cobertura como fungdo de

densidade de defeitos e dos tamanhos das particulas adsorvidas.
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Figura 12 — Fracdo de empacotamento de saturagio para k2-meros como funcgéo de k e da

fracéo inicial de defeitos pontuais para uma rede quadrada. Detalhe: derivadas das curvas

do gréfico principal.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
)

Fonte: Autor.

Podemos observar na Figura 12 que o valor de cobertura de saturacao
6(o, 6y, k) dos objetos depositados diminui com a concentracdo de impurezas e esta
diminuicdo € mais proeminente para objetos maiores. A diminuicdo de 6(w,0,,k) é
linear até concentracdes de impurezas muito altas para os objetos menores, enquanto
a adsorcdo de objetos maiores € mais afetada pela presenca de impurezas. A
justificativa fenomenoldgica para este comportamento € a mesma do que para o caso
unidimensional (secédo 3.1). No detalhe da Figura 12 podemos observar claramente o
comportamento linear mencionado acima. Veja que o tamanho da regiéo linear, assim
como a inclinagdo das curvas, diferentemente das curvas da Figura 9 para o caso
unidimensional, decrescem quadraticamente com o valor de k. Novamente, como no
caso unidimensional, para 6, suficientemente grande, a probabilidade de
sobreposicao entre regibes excluidas por defeitos aumenta, fazendo com que a
relacdo entre N, e N, (ver secao anterior) deixe de ser linear e consequentemente,

também as curvas 6.
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3.3.1 Andlise de colapso de curvas

Agora estamos em condi¢cfes de estudar o comportamento critico da funcao
6 (oo, 8,, k) aplicando o Método de Colapso de Curvas (MCC) descrito na secdo 2.4. A
Figura 13 (gréfico principal) mostra os resultados da aplicagdo do método para as
curvas da Figura 12 (linha com pontos vermelhos) e para o quadrado das curvas,
resultado da integracdo numérica da equacéo (24), ou seja, o quadrado dos dados
mostrados na Figura 9 (linha com pontos azuis). Foi usado o quadrado da equacao
(24), baseando-nos na intuicdo, devido as semelhancas extraidas da analise dos

detalhes das Figura 9 e Figura 12.

Ao reescalar apropriadamente os eixos horizontal e vertical observamos um
colapso razoavel para os dois conjuntos de curvas, implicando a forma de escala de
tamanho finito do tipo 8(8,(k*)%)(k*)~# em ambos os casos, unidimensional e

bidimensional.

Figura 13 — Grafico principal: colapso de curvas para os casos 1D (k-meros, linha com
pontos azuis) e 2D (k?-meros, linha com pontos vermelhos) para distribuicéo aleatéria de
defeitos. Detalhe: reescalonamento do eixo horizontal para o caso 1D com A = 2.298 e A =
0.876. Os valores dos expoentes criticos encontrados sédo a,, = 0.804 + 0.001 e B, =
0.0556 + 0.0001, a;, = 0.356 + 0.001 e B;, = 0.0564 + 0.0001.

Fonte: Autor.
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Algumas perguntas nao respondidas desse resultado sdo: porque ocaso k = 2
tanto para o caso unidimensional quanto para o caso bidimensional (mostrado na
Figura 13, gréfico principal) ndo se ajusta com as outras curvas? Por que 0 expoente
critico B,p = f1p Mas 0 expoente a,, # a;p? Por enquanto ndo temos respostas
definitivas para estas questdes. No entanto, outros experimentos devem ser
realizados, mas poderiamos obter classes de universalidade no sentido de que a
razao dos expoentes criticos correspondentes as dimensodes d e 1 seria uma funcao

da dimenséo do espago.

Encontrados o0s expoentes criticos para 0s casos unidimensional e
bidimensional, vemos que as fun¢cbes de escala resultantes parecem ser iguais a
menos de uma correcdo de escala no eixo horizontal (ver grafico principal da Figura
13). Uma prova disto é o resultado mostrado no detalhe da Figura 13. Neste grafico,

0 eixo horizontal dos resultados para as curvas azuis (caso unidimensional) foram

reescalonados da forma 6, —» A6¢, com A = 2.298 e 1 = 0.876.
3.3.2 Proposta de modelo de ajuste

O fato de que as funcdes de escala para os casos unidimensional e
bidimensional sejam aparentemente as mesmas, revela a equivaléncia intrinseca
entre estes dois problemas. Muito provavelmente para dimensfes superiores
encontremos resultados similares. O Ultimo resultado encontrado na secao anterior
Nos encorajou para assumir pela primeira vez, um modelo de ajuste para o0 caso
bidimensional, baseado no resultado da integracdo numérica da equacao (24). Por
simplicidade, chamaremos a fracdo de cobertura de saturacdo 6(o,8,,k)
simplesmente de 6(6,,k). Nossa proposta entdo € ajustar o caso bidimensional
usando uma modificacdo do modelo analitico unidimensional (24) para cada valor de

k, da forma:

HZD (90) k) = 912D (Aegi k)l (25)

onde A e A sdo os parametros do ajuste. Como néo existe uma expressao fechada
para a funcdo 6;,(0,, k) (para k > 3), este ajuste é feito de maneira similar ao
processo de otimizagdo dos expoentes criticos (método descrito na se¢éo 2.4), porém

dessa vez otimizamos os valores de A e A que fazem minimo o médulo da diferenca
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entre duas curvas correspondentes ao caso uni e bidimensional para um mesmo valor

de k.

A Figura 14 mostra quatro exemplos dos resultados das simulacdes da adsorgao
de k2-meros ajustados ao modelo (25). Para cada caso o grafico principal mostra o
resultado original (os pontos vermelhos sao o resultado da simulacao, a linha continua
azul é o resultado da integracdo numérica de 6%,(8,, k)) e o detalhe mostra o resultado
do ajuste (pontos vermelhos os resultados da simulagdo, linha continua azul o

resultado da integracdo numérica, reescalando a variavel 6,, ou seja 6%, (AB&, k)).

Figura 14 — Ajuste dos resultados das simulagfes para quatro valores de k. (a) k = 2, (b) k = 3,
(c) k = 6, (d) k = 20. Para cada caso o grafico principal mostra o resultado original (os pontos
vermelhos séo o resultado da simulacéo, a linha continua azul € o resultado da integracao
numérica de 62,(8,, k)) e o detalhe mostra o resultado do ajuste (pontos vermelhos os resultados
da simulacao, linha continua azul o resultado da integracdo numeérica, reescalando a variavel 6,

ou seja 62,(46¢,k)).
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Fonte: Autor.
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Como podemos observar na Figura 14, para valores pequenos de k o0 modelo
(25) ndo parece reproduzir de maneira exata os resultados das simulacdes. Por
exemplo, para k = 2 (Figura 14 (a)) a norma dos residuos é de 18 x 107¢. Com o
aumento de k a concordancia melhora, isto € comprovado grafica e quantitativamente
sendo a norma dos residuos para k = 50 igual a 1.3 x 107%. Os resultados dos

parametros de ajuste para cada valor de k sdo mostrados na tabela 3.1.

Tabela 2 — Valores dos parametros do ajuste de (25).

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 16 20 32 50

A 1016 0774 0599 0479 0393 0330 0283 0247 0218 0124 0.094 0.053 0.031

A 0863 0883 088 0875 0867 0860 0855 0851 0.847 0834 0827 0821 0.819

Como podemos observar na Figura 14 (a), o caso k = 2 é o Unico no qual o
resultado analitico original tem uma taxa de decrescimento maior para densidades
baixas. Isto é refletido no valor do parametro A, sendo maior do que 1 para k = 2
(porgue é preciso uma expansao da escala para superpor as curvas) e menor do que

1 para k > 2 (porque € preciso uma contracdo da escala para superpor as curvas).

Figura 15 — Grafico do comportamento dos parametros A (a) e 1 (b) do ajuste (25).
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Fonte: Autor.
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Na Figura 15 (a) se mostra em um grafico log-log o comportamento do parametro
A (pontos) como funcdo de k, onde podemos apreciar que para valores
suficientemente grandes de k o parametro A comporta-se como uma lei de poténcias
(linha continua) da forma A= 1.24k"1%% O parametro A1 apresenta um
comportamento mais complexo, com um crescimento passando de k =2 para k = 3
e logo depois um comportamento monotono decrescente até o final do spam
analisado. Foi mostrado que o comportamento de A para k suficientemente grande

nao é tipo lei de poténcia.

As consequéncias do fato de que possamos analisar a adsor¢do de k?-meros
em duas dimensdes, na presenca de defeitos distribuidos aleatoriamente, mediante o
modelo exato para a adsor¢cdo de k-meros em uma dimensdo, € quanto menos
interessante. Significa que a dindmica dos dois processos € similar, uma vez que a
distribuicdo espacial dos defeitos na superficie (caso bidimensional) herda as mesmas
caracteristicas que a distribuicdo espacial dos defeitos em um substrato

unidimensional.

3.4 ASAR DE ki xk,-MEROS EM SUBSTRATOS BIDIMENSIONAIS COM
DISTRIBUICAO ALEATORIA DE DEFEITOS

O proximo passo no nosso trabalho foi o estudo da adsorcdo de particulas
anisotropicas em substratos com distribuicdo aleatéria de defeitos. A introducéo da
anisotropia como parametro ativo nas nossas simulacdes se justifica por varios fatos.
O primeiro € que ndo existe nenhum trabalho, até onde nossa revisédo bibliografica
chegou, que estude a adsorcdo de particulas retangulares em substratos néo
simplesmente conectado. O segundo fato € que a anisotropia de forma é uma
generalizagcdo importante devido a que dificlmente se encontram na natureza,
particulas que possam ser aproximadas como quadrados perfeitos. Como foi discutido
na secao 2.3.3, para a adsorcdo de particulas anisotropicas o algoritmo ASA é
aperfeicoado com a metodologia de relaxamento mencionada na secdo 2.3.3
convertendo-se no algoritmo ASAR. Os valores de fracdo de cobertura de saturacao

para k; X k,-meros, se encontram na tabela B1 do Apéndice B.

A Figura 16 mostra quatro configuracbes empacotadas tipicas, resultantes do
processo ASAR sobre um substrato quadrado de 100 x 100 sitios. Foram adsorvidos

2 X 6-meros para p = 0.5 para quatro valores de densidade de defeitos 6, =
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0; 0.01;0.1; 0.3. O leitor poder& analisar minuciosamente a Figura 16 e encontraréd que
ainda existem espacos vazios. Porém, isto € uma consequéncia da definicdo de
“saturacdo” para a adsorgcdo de particulas anisotrdpicas. Esta definicdo impde a
restricdo de que o sistema esta saturado uma vez que ndo seja aceita adsorcao
adicional de algum tipo especifico de orientacao (vertical ou horizontal), com o objetivo

de preservar 0 parametro.

Figura 16 — Configuracdes empacotadas tipicas, resultantes do processo ASAR, para L =
100, foram adsorvidos 2 x 6-meros fixando o parametro de anisotropia p = 0.5, para quatro
densidades de defeitos: (a) 6, = 0, (b) 6, = 0.01, (c) 8, = 0.1, (d) 8, = 0.3. Em (b) sdo
identificados com linha tracejada em cores os clusters formados por k2-meros
interconectados (vermelha, clusters de k2-meros orientados verticalmente e azul, k?-meros

orientados horizontalmente).

(d)

Fonte: Autor.
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Assim sendo, em cada caso (Figura 16 (a)-(d)) eventualmente existirdo regiées
vazias que admitiriam adsorcado de particulas, mas de uma orientacédo so, ndo sendo
passivel adsorcdo alguma na direcao ortogonal. Por exemplo, em (a) existem 6 sitios
disponiveis para adsor¢cdo de particulas orientadas na dire¢do horizontal; em (b) 11
para a direcao horizontal; em (c) 5 para a direcao vertical e finalmente em (d) 6 para
a direcdo vertical. Estes numeros sao variaveis aleatdrias devido ao carater
estocastico do modelo ASAR. Com a introducgdo da anisotropia, o efeito de “clustering”
mencionado na secao 3.2 aparece antecipado para uma densidade de defeitos menor,
no que diz respeito a formacéao de clusters de particulas com uma mesma orientacao

(ver na Figura 16 (b) as regides delimitadas por linhas tracejadas).

A adocao da relaxacao é imprescindivel para a conservacdo do parametro de
anisotropia. Para mostrar este fato, definimos como parametro de anisotropia dado

(p), o valor predeterminado pelo usuario e o parametro de anisotropia préprio, o valor

calculado logo depois da simulagédo, definido como p, = N'i"N , onde N, (N;) é o
v h

namero de particulas orientadas na direcdo vertical (horizontal). Na Figura 17

mostramos o comportamento dinamico de p, como fungdo do nimero de tentativas

de adsorcao bem-sucedidas para os modelos ASA e ASAR.

Figura 17 — Evolugéo de p, com o nimero N de tentativas bem-sucedidas para ASAR (linha

vermelha) e ASA (linha azul). A linha tracejada representa o valor de p = 0.1, para uma rede
de 2048 x 2048.
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Fonte: Autor.
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A diferenca entre os modelos ASA e ASAR € agora evidente. A analise da Figura
17 mostra que o modelo ASA nao permite a preservacao do parametro de anisotropia.
Neste modelo, o substrato “seleciona” a particula com a orientagdo apropriada,

resultando no desvio de p quando comparado com p,,. Ao contrario, o modelo ASAR

preserva melhor a anisotropia predeterminada.

Eventualmente o valor final de p;54®, ou simplesmente p, de agora em diante,
oscila na vizinhanca de p e é esperado que estas flutuacdes diminuam com o tamanho
do sistema. Para ser mais precisos na nossa andlise, a seguir calculamos o desvio
padrdo de p, (A,(L)) para varios valores do comprimento linear do substrato,
considerando um amplo espectro de valores dos parametros de simulacao k4, k,, 6,, p.
Na Figura 18 mostramos o grafico da dependéncia funcional A, (L) versus L em uma
escalalog-log paraL = 64,96,128,192,256,384,512,1024, tomando as médias entre

107 e 10* réplicas independentes.

Figura 18 — Grafico da dependéncia funcional A, (L) para diferentes escolhas dos parametros
de simulacéo (ver legenda). As linhas continuas representam os melhores ajustes (ver texto)

em cada caso. Todos A, (L) decaem com 1/L.

& ky =1,k =5,00=02,p=0.5

—1.009L + 0.559

o kl = 2,’6’2 = 5,00 = 0.1,]) =0.2

10—1 L —1.021L + 0.726 ]

o ki :37k2 :4790 :0.027]7:0.4

—0.999L + 0.745

0 ki=1ks =4,6)=0.15p=0.01
—0.992L — 1.364

Fonte: Autor.
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Como esperado, as flutuagbes de p, ao redor de p vao para zeros com o
aumento do tamanho do substrato e consequentemente o ndimero de particulas
adsorvidas. Na Figura 18 a linha continua representa o melhor ajuste das curvas ao

modelo de redimensionamento

1
Ap(L) ~L ¥, (26)

Observando os valores das inclinacdes nos ajustes (legenda do grafico da Figura
18) podemos concluir que o expoente critico v, € o mesmo sempre (= 1.0),
independentemente da escolha dos parametros de simulacdo. Isto nos permite
conjecturar que v,, caracteriza uma classe de universalidade. Trabalhos futuros seréo

feitos para comprovar a validez da lei (26) em dimensdes superiores.

3.4.1 Andlise de colapso de curvas

A seguir mostramos as curvas da fracdo de empacotamento de saturagdo como
funcdo da densidade de defeitos. O comportamento ndo € diferente as curvas da
Figura 12. Uma dependéncia linear para densidades de defeitos suficientemente
baixas, seguido de um comportamento nao linear para densidades altas. A regifes
lineares das curvas, apresentam o mesmo comportamento quadratico discutido para

a Figura 12.

Na Figura 19 encontramos o colapso das curvas para trés valores da relacdo de
aspecto k e em cada caso para quatro valores do parametro de anisotropia. Nota-se
gue existe um scaling moderado na variavel p (que néo foi considerado no colapso),
isto €, devido a que com o aumento deste parametro a fracdo de cobertura aumenta
na mesma proporcao para cada valor de densidade de defeitos. Este efeito diminui
com o aumento da relacio de aspectos das particulas. E importante ressaltar que as
leis de escala encontradas aqui s6 sdo validas para a adsor¢éo de particulas com uma
mesma relacdo de aspecto. Isto quer dizer que ao tentar realizar o processo de
colapso de curvas, para conjuntos de curvas que pertencem a valores de k diferentes,

nao temos sucesso.
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Figura 19 — Fracao de cobertura de saturacdo como funcéo da densidade de defeitos
redimensionando apropriadamente os eixos horizontal e vertical usando o método de colapso
de curvas. Nas figuras, cada cor representa um valor diferente do pardmetro de anisotropia.

As figuras da (a) até a (c) representam os trés valores de relacédo de aspecto k = 2,3,4

respectivamente.
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Fonte: Autor.

Na tabela 3.2 encontramos os valores dos expoentes criticos para diferentes
valores de relacéo de aspecto k assim como para diferentes valores do parametro de
anisotropia p. Nota-se na tabela 3.2 que os valores dos expoentes criticos para um
valor fixo de x sdo praticamente invariantes ante mudancas do parametro de

anisotropia.
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Tabela 3 — Valores dos expoentes criticos como funcdo da relacéo de aspecto k e do parametro de

anisotropia p.

p=0 p=0.1 p=03 p=0.5
1 a 0.804
B 0.055
s a 0.880 0.880 0.879 0.879
B 0.034 0.034 0.035 0.035
a 0.900 0.900 0.901 0.902
=3 B 0.030 0.030 0.030 0.030
o1 a 0.911 0.911 0.912 0.914
B 0.028 0.028 0.027 0.027

Porém, o expoente a aumenta com o0 aumento da relacdo de aspecto e o
expoente S decresce. Este resultado nos permite preencher o espa¢o conceitual
deixado no texto da sec¢éo 3.3.1, podemos concluir que 0s expoentes a e f ndo séo

universais, agora sabemos que dependem da forma dos objetos adsorvidos.

3.5 CLASSE DE UNIVERSALIDADE NA TRANSICAO DA DENSIDADE DE
OCUPACAO

Muitas vezes o problema da adsorcdo sequencial aleatéria em substratos nao
simplesmente conectados € tratado, ndo analisando a fracdo de cobertura parcial,
mas levando em conta a fracdo de cobertura total, isto €, a densidade de ocupagéo
total da rede (equacgéo (23)). Como se observa na Figura 20, a funcdo 6;(, 6y, k)
apresenta um minimo global para uma densidade especifica que caracteriza a
transicdo entre um substrato maioritariamente ocupado por particulas para um

substrato maioritariamente coberto por defeitos.
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Figura 20 — Comparacéao entre as curvas de fracdo de cobertura de saturacdo parcial
6(, 0,, k) (linha continua azul) e fracdo de cobertura de saturacao total 6,(, 8,, k) (linha

continua vermelha). A linha continua preta representa a diferenca entre as duas funcdes

anteriores.
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Fonte: Autor.

Um aspecto interessante sobre a funcdo 6,(, 6,, k), foi levantada por Lee em
(Lee, 1996) quando comparava a abscissa dos minimos em uma e duas dimensdes
para a adsorgéo de k-meros. No seu trabalho Lee conclui afirmando que (pp. 38-39):
“The minimum locations of the jamming limits for a given k are at the same values for
both one and two dimensions”. Este assunto permaneceu adormecido desde a
publicacdo de Lee. NGs achamos interessante e decidimos pesquisar mais um pouco
sobre o tema. Assumimos a tarefa de analisar o comportamento da posi¢cdo do minimo

como funcéo dos parametros de simulacdo em uma e duas dimensoes.

Assumindo a equacéo (23) para a fracdo de cobertura total, a abcissa 6, do

minimo satisfaz a condicao:

21~ 8,5 F(B) — k(1 — 00)* o F (8] @n

db, 0=,

onde F(HO)—f dx exp[ 23k 1M] A condicdo (27) que ¢é avaliada

numericamente. Para a estimagao do minimo nas curvas provenientes das simulagfes
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em duas dimensfes foi implementado um algoritmo simples que consiste nos
seguintes passos: (i) Determinamos o minimo global da tabela de dados y; =

Ht(oo, 8o, k) para um valor fixo de k. Suponha que o valor encontrado seja y; =

0, (oo, 6o, k), é claro que 6o, nao é a abcissa do minimo real da curva devido ao carater

discreto dos dados. Logo (ii) assumindo que no entorno do minimo a funcéo 6, tem
um comportamento parabdlico, podemos tomar os valores y;_, ..., ¥j, -, ¥j+m, COM

abcissas 6y,_,, -, 00, -, 00,,, respectivamente e ajustar ao modelo polinomial y' =

J j+

ax? + bx +c, onde x assume valores entre 6, e 0,. com um passo
j—-m j+m
suficientemente pequeno que vai determinar o erro da estimacdo. O valor de m para

nossos dados pode variar entre 3 e 6 e depende de um critério de triagem baseado

. . ;. . ~ b
no erro do ajuste. E finalmente (iii) o minimo estimado assume a forma 6, = — —

2a’

O primeiro resultado interessante foi encontrar que a lei de Lee ndo so6 € valida
para p = 0.5 (Unico caso estudado no seu trabalho). Como podemos observar na
Figura 21, para valores suficientemente grandes de k os resultados de uma e duas
dimensdes se reduzem a uma linha independentemente do valor do parametro de

anisotropia p.

Figura 21 — Gréfico das abscissas dos minimos das curvas de fracdo de cobertura de
saturacao total como uma fungéo de k em uma rede unidimensional (A) e uma rede
gquadrada bidimensional para quatro valores do parametro de anisotropia p = 0 (e), p = 0.1
(m),p =0.3(#),p= 0.5 (%) para L =2048.
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Outro resultado importante que podemos encontrar na Figura 21 (detalhe), € que
ndo é precisamente para p = 0.5 que a diferenca entre os casos unidimensional e
bidimensional € menor (ou decresce mais rapidamente com o valor de k), sendo para
p = 0.3. A discrepéancia com os valores do trabalho de Lee séo devido a dois fatores.
O primeiro é que Lee usa uma rede bem menor do que a nossa, isto €, uma rede de

256 x 256. O segundo fator € que sdo usadas condi¢cBes de contorno periodicas.

Com a continuagéo da nossa analise, tentamos generalizar a lei de Lee néo s6
para k-meros, mas para particulas com diferentes relacdes de aspectos. Contudo, a
coincidéncia entre as curvas € um fato unicamente para a adsorcédo de k-meros em
uma e duas dimensdes. Mas encontramos outros resultados que permitem construir
uma forma mais elegante da lei de Lee. Ao fazermos um gréfico log-log das posi¢cdes
dos minimos como funcdo da area A ocupada pela particula no substrato,
encontramos os resultados mostrados na Figura 22.

Figura 22 — Gréfico log-log da dependéncia funcional localizagdo do minimo da fragcéo de

cobertura de saturagdo total vs. area ocupada pela particula no substrato. Linhas continuas

representam o ajuste ao modelo (28).
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Fonte: Autor.
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Podemos observar na Figura 22 que para valores de A suficientemente grande,

o comportamento da funcéo é linear. Isto nos permite propor o modelo de ajuste:

1

0y = aA Vm, (28)

Os resultados dos ajustes aparecem como linhas continuas na Figura 22 e os valores

dos parametros a e v,, sdo mostrados na tabela 4.

Tabela 4 — Valores dos parametros de ajuste do modelo (28).

k-meros k- meros 2D k, X k,- meros (k = 2)

1D p=0 p=01 p=03 p=05| p=0 p=01 p=03 p=05
a 0.827 0.837 0.835 0.849 0.861 0.885 0901 0.969 1.040
Vm 1.266 1.267 1.267 1.263 1.262 1.318 1.317 1.303 1.291

ky X k,- meros (k = 3) k, X k,- meros (k = 4)

P P k?- meros
=0.3 =0.5

a 0.924 0.963 1.008 1.071 | 0.904 0.922 0.971 0.995 0.622
Vi 1.299 1.290 1.286 1.279 | 1.301 1.300 1.294 1.292 1.443

Vérios fatos interessantes podem ser encontrados nesta analise. O primeiro é
gue as curvas parecem aglomerar-se em dois grupos. O grupo inferior (Grupo 1)
contém as curvas para a adsorcao de k-meros em uma e duas dimensdes e 0 grupo
superior (Grupo 1) contém as curvas correspondentes a objetos com determinada
largura. Porém, talvez o fato mais interessante seja que o expoente v,, permanece
invariante, exceto para particulas quadradas (caso representado com a linha continua
azul na Figura 22). Este resultado generaliza a lei de Lee no que diz respeito a
localizacdo dos minimos das curvas de fracdo de cobertura total. Agora podemos
concluir que a posicdo dos minimos nas curvas de adsorcdo de particulas
anisotropicas em duas dimensdes (k-meros e k,; X k,-meros, com k; + k,) € k-meros

em uma dimensao pertencem a mesma classe de universalidade, cujo expoente

critico é v, = 1.3.
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3.6 CONCLUSOES DO CAPITULO

Neste capitulo investigamos algumas das propriedades dos modelos ASA (para
particulas quadradas, k?-meros) e ASAR (para particulas com relacdo de aspecto
maior do que a unidade, k; X k,-meros) em um substrato quadrado na presenca de
defeitos com distribuicdo espacial aleatoria. Na secao 3.1 foi deduzida uma expresséo
para 6(«,60,,k) para k-meros em uma dimensdo. Na secdo 3.2 foram obtidas
mediante simulacdo, as curvas de 8(, 6, k) em um substrato quadrado. Na secao
3.3.1 foram encontrados os expoentes criticos do scaling para uma e duas dimensoes,
resultando que os expoentes que controlam a componente vertical do colapso seguem
a relacdo p,p = 2B;p. Ainda nesta sec¢do, encontramos evidéncia empiricas de que
as funcdes de escala em ambos os casos estao relacionadas mediante uma mudanca
de escala no eixo horizontal. Baseados nos resultados analiticos obtidos no inicio do
capitulo (secdo 3.1) para a adsorcao de k-meros em uma dimensao e os resultados
empiricos obtidos na secédo 3.3.1, na sec¢do 3.3.2 propomos pela primeira vez um
modelo de ajuste para as curvas 6(w,8,,k) para a adsor¢do de k?-meros em duas
dimensdes. Esta sugestdo de ajuste sugere que o0s casos unidimensional e
bidimensional estdo conectados pela mudanca de escala 6, - A6¢. Na sec&o 3.4 foi
introduzida a relacéo de aspecto das particulas nas simulagdes e foi encontrado que
o desvio padrdo do parametro de anisotropia proprio (usando o algoritmo ASAR) decai
com L~ independentemente da escolha dos parametros de simulacédo. Na se¢do 3.4.2
foi feita a analise de colapso de das curvas d 8(o, 8, k4, k,) para o caso de particulas
anisotropicas, encontrando no processo que 0s expoentes criticos ndo sao universais,
uma vez que estes dependem da morfologia das particulas. Na secdo 3.5
reproduzimos os resultados de trabalhos anteriores (Lee, 1996) que sugerem que o
minimo das curvas 6,(o, 8,, k) coincidem nos casos unidimensional e bidimensional
para a adsorcdo de k-meros. Generalizamos este conceito mostrando que a
coincidéncia para valores grandes de k é independente da escolha do parametro de
anisotropia. Além disso encontramos uma forma ainda mais geral para esta lei que

sugere que para particulas com relacdo de aspecto diferente a unidade, a abcissa do

1
valor minimo segue a lei de escala aA vm, com A a area ocupada pela particula e

sendo o expoente critico v, = 1.3 universal.
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4 DISTRIBUICAO DE DEFEITOS CORRELACIONADOS

No capitulo anterior analisamos o comportamento do modelo ASA em
superficies decoradas com defeitos completamente descorrelacionados. No entanto,
em muitas situacdes realistas, uma superficie mostra propriedades espacialmente
correlacionadas (Makse, et al., 1996); (Medina, et al., 1989); (Lauritsen, et al., 1993)
e, portanto, a existéncia de correlacdes espaciais entre os defeitos deve ser
considerada. A introducdo das correlacdes entre os defeitos pressupde a existéncia
de forcas de interacdo entre eles. Surpreendentemente este € um campo pouco
explorado na literatura. Para ser mais preciso, até o0 momento em que estd sendo
escrita esta tese, sO dois trabalhos na area examinaram tal aspecto. Um deles € o
nosso, estudando defeitos organizados numa superficie (Palacios & Gomes, 2020) e
um segundo trabalho ainda em processo de revisao (Kundu & Mandal, 2021), onde o
foco é a adsorcéo em superficies com defeitos correlacionados por lei de poténcias.
Neste capitulo fazemos um grande aporte na area, jA que vamos propor uma nova
forma para o estudo do modelo ASA em substratos unidimensionais com defeitos
apresentando algum tipo de correlacdo. O modelo é testado em trés situacdes que a
nosso entender, resultam interessantes para compreender a sua funcionalidade.
Estes exemplos sdo: A distribuicdo aleatéria (secédo 4.2), usada aqui para testar a
aplicabilidade do modelo em um caso amplamente conhecido e abordado neste
trabalho (capitulo 3). Distribuicdo uniforme de n-limitados (secédo 4.3), de grande
importancia devido a sua similitude com a distribuicdo de particulas em um cristal.
Finalmente, na se¢éo 4.4 mostramos o0 uso do metodo para defeitos correlacionados

por lei de poténcias, sistema fisico recorrente na natureza.
4.1 PROBLEMA ASA COM DEFEITOS CORRELACIONADOS

O principal problema ao abordar este tipo de assunto com os métodos
tradicionais, € que tanto a adsorcdo dos defeitos como a adsorcdo das particulas,
fazem parte de um mesmo marco tedrico (secédo 3.1), onde a adsorcao é tratada como
um processo de Poisson (todos os sitios do substrato sdo equiprovaveis para a
adsorcao). Logo, um método que tente resolver o problema da adsor¢do em presenca
de defeitos correlacionados, tem que necessariamente ser capaz de enxergar a

adsorcdo dos defeitos como um processo separado a adsorcdo das particulas (k-
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meros, k%-meros etc.). A seguir, desenvolvemos a ideia principal do nosso modelo

para a adsorcdo sequencial aleatéria em presenca de defeitos correlacionados.

Em uma dimenséo, a presenca de defeitos pode ser entendida como uma
fragmentacdo do substrato. Isto €, entre dois defeitos consecutivos € criado um
espaco vazio (segmento) onde a adsorcéo é feita de maneira independente aos outros
segmentos criados pela fragmentacdo. Assim sendo, para uma descricdo geral do
problema, precisamos de duas coisas, a saber: (i) conhecer a dinamica de adsor¢ao
em um fragmento de tamanho L finito e livre de defeitos e (i) a distribuicdo dos
tamanhos dos segmentos em funcdo da densidade de defeitos e, eventualmente,

algum parametro que controla o tipo e a “intensidade” da correlagéo entre os defeitos.
4.1.1 Solucédo da abordagem recursiva

A abordagem recursiva, introduzida na se¢do 2.2, € uma metodologia promissora
para resolver o problema (i) descrito na sec¢ao anterior, ja que nos permite conhecer o
namero médio f(L,k) de k-meros que podem ser adsorvidos num substrato

unidimensional de L sitios,

Lk
2 .
fLk)=1+ m; [, k). (29)

Com a condicdo inicial f(0 <L <k —1,k) =0, podemos resolver de forma
recursiva a equacao (29). Assim sendo, ndo é dificil comprovar que para o proxXimo
intervalo de L, se cumpre que, f(k <L <2k—1,k) =1. Para o intervalo 2k < L <

3k — 1 temos que:

5 k-1 N-k=[k,2k-1]
< < — = —_— =
f(2k <N <3k—1,k) =1 Zf(N1)+ Z f(Ny)
Ny=0 =0 Ni=k =1

(30)
_ 3N —5k+3

T N—-k+1°
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O mesmo procedimento pode ser aplicado para o intervalo 3k < N < 4k — 1,

resultando em,

2k—1 N—k=[2k,3k—1]

FGRSN < 4k—100 = 14+ ——=7 Z f(Nl) + Z [+ Y
=k —1 N,=2k _3N-5k+3
N-k+1 (31)

TN =17k + 4kp(k + 1) — 4kp(N — 2k +2) + 7
B N—-k+1 ’

onde ¥(.) € a funcdo polygamma ou como também é conhecida, funcdo digamma,
definida como a derivada logaritmica da funcdo Gamma, ;—x[log I'(x)]. A integracéo

analitica que surge na forma iterada da equacédo (29) , injeta um namero crescente de
termos, tornando uma forma funcional fechada para f (L, k) bastante impraticavel. No
entanto, a equacgéao (29) pode ser propagada numericamente a partir da sua forma em
diferencas para obter a solucao de f (L, k) para um L arbitrario. Para isto fazemos em
(29) a propagacéo f(L, k) = f(L+ 1,k):

L-k+1

2 .
f(L+1,k):1+m Z f(l,k)

(32)
1+ m Zf(z )+ F(L—k+1, k)]
De (29) sabemos que
Lek+1 =
@I = 11— = Z £, (33)

Finalmente substituindo (33) em (32) obtemos,
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f(L+1,k)= M+L—-k+Df(Lk)+2f(L—k+1,k)]. (34)

L—k+2

A equacdo (34) é a representacdo em diferencas da equacao (29) e tem a
vantagem de ser facilmente manipulavel numericamente. Como podemos observar
pela sua definicdo, a funcdo f, é continua por se¢bes de comprimento k. No limite

assintético, sabemos que

f(L k) ~9%, (35)

0 que pode ser comprovado em (34) para L > k e é consistente com os resultados
obtidos por Rényi (Rényi, 1958). 6 é a fracdo de cobertura, diferente para cada valor

de k. Na Figura 23 observamos em um grafico 3D a dependéncia funcional f (L, k),
onde o eixo L foi multiplicado pelo fator% para ter uma melhor percepcao das regioes

de continuidade da fungdo f. Na Figura 23, pode ser novamente comprovado o

comportamento assintético linear para L > k.

Figura 23 — Gréfico da funcéo f(L, k).

|

Fonte: Autor.
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4.1.2 Modelo proposto

Levando em conta a ideia de fragmentacdo discutida na secao 4.1, faltaria so
conhecer como estéo distribuidos os tamanhos dos segmentos criados pela presenca
dos defeitos no substrato. Mas isto € um problema proprio de cada distribuicéo
espacial de defeitos, logo, a aplicabilidade ou ndo do método proposto a seguir,
depende da habilidade para encontrar a dita funcdo de distribuicdo a partir da
distribuicdo espacial dos defeitos. Assim sendo, o nUumero médio de k-meros que
podem ser depositados num substrato de L sitios inicialmente ocupados por uma
densidade 6, de defeitos sera: o numero meédio de k-meros que eventualmente podem

ser depositados em um segmento com 7 sitios, vezes 0 numero de segmentos de tipo

n.

f(L k) = Z n,f(n k) + B, (36)

n

onde n, € o numero de segmentos que tem 7 sitios no seu interior com um defeito no
inicio do segmento e outro no final. Para maior simplicidade, de agora em diante estes
segmentos serdo chamados de n-limitados. Argumentos (por enquanto intuitivos)
podem ser usados para afirmar que n, € uma funcédo da densidade inicial de defeitos,
6,, e de eventuais parametros que controlem a distribuicdo espacial dos defeitos. A
soma em (36) percorre todos os possiveis valores de n compreendidos entre 0 e
L(1—6,) . Otermo B representa a contribuicdo dos fragmentos inicial (entre o primeiro
sitio do substrato e o primeiro defeito) e final (entre o Ultimo defeito e o Ultimo sitio do

substrato), que por nao serem n-limitados, ndo sdo contados por n,,.

A realidade estocastica da maioria dos problemas fisicos ndo permite definir de
forma determinista uma funcdo distancia dentre dois defeitos consecutivos, e

consequentemente uma forma determinista para n,. No entanto, podemos definir a

probabilidade B, de n-limitados. Logo podemos reescrever (36) como:

FLIO =N ) Pf@,k) +B, (37)
n
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onde NV representa 0 numero total de segmentos. Veja que (37) é uma expressao
mais geral que (24) que s6 é valida para uma distribuicdo aleatéria de defeitos. A
expressao (37) permite-nos enxergar o processo de deposicéo de defeitos, como um
mecanismo independente a deposicdo das k-meros. A impossibilidade de uma
descricdo do problema ASA com defeitos correlacionados, usando uma metodologia
baseada em equacdes mestras (secao 2.1), deve-se ao fato de que qualquer processo
estocéstico usado para colocar os defeitos no substrato, considerando uma correlacéo
entre eles, € necessariamente um processo ndo markoviano. O restante do capitulo

sera dedicado a mostrar a validade do modelo (37).

4.2 DISTRIBUICAO ALEATORIA DE DEFEITOS (DEFEITOS
DESCORRELACIONADOS)

Neste primeiro exemplo de aplicacdo do modelo proposto, nosso objetivo €
comprovar a aplicacdo do modelo (37) para um caso conhecido (ver capitulo 3).

Pictoricamente, a probabilidade de encontrar um n-limitados é definida por:

P,'7 ::P{.OO ___O.}
n

Veja que em termos de processos estocasticos, B, representa a distribuicao de
tempos de espera do processo. Para o caso especifico de uma distribuicao aleatéria
de defeitos, o calculo de B, é trivial. A colocagéo dos defeitos de forma aleatéria no
substrato, pode ser entendida como um processo de Bernoulli, no qual se define p
como a probabilidade de acerto (existéncia de defeito) e g = 1 — p a probabilidade de
desacerto (existéncia de sitio desocupado). Logo a probabilidade P, se define como a
multiplicacéo das probabilidades dos eventos (os eventos numa cadeia de Bernoulli
sao independentes):

Py=pq.-.qp=p*1-p)". (38)
n
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Logo, B, pode ser entendida como a probabilidade de n-limitados em um

substrato com uma densidade de defeitos igual a 8,, permitindo automaticamente

identificar que p = 6,. Veja que (37) impde que P, esteja normalizada marginalmente
em 7, sendo 91 o fator de normalizacdo. Por outro lado, aqui estamos levando em
0

conta o fato de que a adsorcdo sé pode acontecer nos fragmentos criados pelos
defeitos, logo o primeiro fragmento (entre o inicio do substrato e o primeiro defeito) e
o ultimo fragmento (entre o ultimo defeito e o Gltimo sitio do substrato) ndo estdo sendo
considerados. Sao precisamente estes termos que assumem o papel predominante
quando a densidade de defeitos vai para zero. E o termo B o encarregado de
contabilizar a adsorcdo nestes fragmentos. E claro que nosso modelo deve ser valido
também para 0 caso em que ndo existem defeitos e, portanto, ndo ha fragmentacéo
do substrato. Logo sabemos que em (37), B - f(L) quando 6, » 0. Paral
suficientemente grande podemos desprezar este efeito de contorno considerando

valores de 8, convenientemente grandes, logo a equacao (37) se transforma em:

L(1-6,)

fLk) =168 ) (1=l (39)
n=0

Aqui foi usado que V' = L6, € o numero total de n-limitados. Consequentemente,

a fracdo de cobertura é:

L(1-69)

0(0) =k0F ) (1= 00)"f (). (40)
n=0

Para comprovar a validez do modelo (40), na Figura 24 mostramos uma
comparacao entre os graficos das equacodes (40) e (24) (ver capitulo 3), sendo esta

altima, o modelo padréo para o tratamento do problema ASA com defeitos aleatérios.
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Figura 24 — (a) Comparacéao dos graficos das equacdes (40) (simbolos) e (24) (linha
continua) para diversos valores de k. (b) Norma dos residuos entre os modelos (40) e (24)

para L = 4 x 103,

x10°8

(b)

Fonte: Autor.

Como podemos apreciar, os modelos (40) e (24) coincidem quase perfeitamente.
Para ser mais rigorosos, comprovamos que a norma dos residuos para cada valor de

k, isto é:

N
1
R(k) = NZ'H(‘“’)(HO“ k) = 02y (60, %), (41)
i=1

estabiliza-se com valores da ordem de 1078 parade k entre 2e 50 e L = 4 x 103, ver

Figura 24 (b). Os valores de 6,, que participam em (41) estao no intervalo fechado

[0.0001,1], evitando a inconsisténcia de (40) para 6, = 0. Aqui dizemos que
“estabiliza-se”, ja que R(k) depende também do tamanho do substrato devido a que
o modelo (40) considera por hipotese substratos finitos, logo para L > 4 x 103 o
aspecto da curva da Figura 24 (b) ndo muda significativamente. E claro que esta

diferenca vai para zero com o aumento de L.

Se bem nosso modelo ndo acrescenta vantagem consideravel nem prediz novos
fendbmenos, no caso especifico da distribuicdo aleatoria de defeitos, com certeza a
estrutura matematica € muito mais simples e intuitiva que a abordagem dinamica em

termos de equacdes mestras. Considere que no modelo (40), estdo presentes 0s
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efeitos de tamanho finito. Isto poderia ser considerado uma desvantagem com
respeito a analise do ponto de vista cinético da adsorcao, equacédo (24). No entanto
devemos lembrar que esta Ultima descreve apenas sistemas infinitamente grandes,

enguanto que os sistemas reais sao finitos.

4.3 DISTRIBUICAO UNIFORME DE 5-LIMITADOS

Suponha que podemos controlar a distribuicdo de “tempos de espera” no
processo estocastico que define a posicdo dos defeitos no substrato. Isto implicaria,
gue controlamos também a distribuicdo de n-limitados. O caso mais simples seria o
de uma distribuicdo uniforme. Para isto definimos a posicao dos defeitos seguindo a
lei:

Xip1=x;+0+14+71r, xg=1, x; <L (42)

onde 7 + 1 seria uma distancia minima entre dois defeitos consecutivos, r é uma
variavel aleatéria distribuida uniformemente no intervalo fechado [0,7,..], que
introduz uma componente estocastica no problema e L é o numero total de sitios do

substrato.

O modelo (42) para a distribuicdo espacial dos defeitos, aparentemente simples,
pode ser entendido como uma aproximacdo da distribuicdo de particulas em um
cristal. Isto pode ser comprovado ao calcular a funcéo de auto correlacdo, mostrada
na Figura 25. A funcdo de auto correlacdo ou funcdo de correlacdo de pares (FCP)
reflete correlagBes espaciais no sistema, no nivel de dois pontos (Monthus & Hilhorst,
1991); (Bonnier, et al., 1994); (Cie$la & Kabula, 2018); (Memet, et al., 2019). Em outras
palavras, a FCP quantifica como os pares de particulas estdo correlacionados no
espaco. Dada uma distribuicdo de pontos, a FCP pode ser facilmente obtida
calculando e categorizando as distancias de separacdo entre todos os pares de
pontos, e seu valor em r esta relacionado a probabilidade de encontrar um ponto a

uma distancia entre r e r + dr até um ponto de referéncia no sistema.
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Figura 25 — FCP para a distribuicdo de defeitos dada por (42), com diferentes valores de

rmax .

Fonte: Autor.

Na Figura 25, mostra-se o grafico da FCP de particulas distribuidas segundo

(42). Como esperado, a funcdo é zero para r <#. A seguir, g,(r) tem um valor

Tmax

constante, diferente de um, de largura horizontal

, justificado pelo carater uniforme

da distribuicdo de n-limitados. Finalmente para valores grandes de r, g,(r) oscila ao
redor da unidade, comportamento caracteristico de sistemas cristalinos (Jaiswal, et
al., 2014).

Com a definicdo (42) estamos impondo que o numero de sitios vazios entre dois
defeitos consecutivos é também uma variavel aleatdria distribuida uniformemente no

intervalo fechado [7, 7 + 1,4x]- LOgO, @ média do nimero total de segmentos sera

L-1
—— sendo
(m+1

Tmax

1 ~ . 2ﬁ+rmax
= ——= Y @+ =T (43)
1 rmax+1i=0” 2

o valor médio de n que, como foi mencionado acima, tem distribuicdo uniforme. Nao

é dificil perceber entdo, que neste caso podemos reescrever (37) como sendo:

Tmax Tmax

1 L—-1 L
fwio =y F@+ik) = > fa+ik.
i=0 —.—zrmax +1 (77) +1 (rmax + 1) (ﬁ +1+ Tmzax) i=0 (44)
no. médio de
seg. de tipo
n+i
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E claro que pelo caréater estocastico de (42), a densidade de defeitos colocados

no substrato € uma variavel aleatéria com média dada por:

(8,) = 1<L—1+1>L1°° I 1
0 <)+1 ~<n)+1_ﬁ+1+rm%- (45)

Finalmente, juntando (44) e (45) a fracdo de empacotamento se calcula como:

Tmax

k
o) Z G +i,k). (46)

(max+1)(n+1-|—

9(<90)' Tmax, k)

Com o intuito de comprovar a validade de (46), simulagcbes foram feitas.

Figura 26 — Comparacgédo entre a simulacéo e a equacao (46). (a) k = 3, (b) k =5, (c) k = 10,
(d) k = 20. Para k = 5, o valor de cobertura para a densidade de defeitos maxima é maior

gue a cobertura do sistema livre ((6,) — 0), essa diferenca é A6 mostrada em (b).
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Estas simulacbes partem da premissa de que em cada réplica do experimento
numerico, as posi¢cdes dos defeitos sdo dadas por (42), em seguida, o algoritmo
descrito na secao 2.3.1 é aplicado. Na Figura 26 mostramos uma compara¢do do
modelo (46) com os resultados da simulagdo. Os resultados da influéncia da
distribuicdo de defeitos (42) sobre a fracdo de cobertura, Figura 26, caracterizam-se
por varios fatos interessantes. As curvas ndo Ssao estritamente monotonas
decrescentes em todo o dominio. O comportamento linear justifica-se pelo fato de que
para (6,) pequeno, ou 7] grande, a funcao f(ij) é assintéticamente linear (equacao
(35)). Fenomenologicamente falando a justificativa € a mesma que para 0 caso
aleatorio (secdo 3.1), isto é, os defeitos estdo suficientemente separados para
densidades baixas. Um comportamento ndo linear aparece logo depois da regido
linear, exibindo uma tendéncia decrescente o que reflete novamente o carater nao
linear da fungéo f(7j) para 77 pequeno. Contra intuitivamente, para valores grandes de
(8y) (7 pequeno) a fracdo de cobertura apresenta um crescimento consideravel,

coincidindo com a regido onde f(.) tem um valor constante.

4.3.1 Eficiéncia na cobertura

Outro fato importante a se notar na Figura 26 € que, com a diminui¢ao de 7,4, €
0 aumento de k, € observado que o valor de cobertura para a densidade de defeitos
maxima é maior que a cobertura do sistema livre ((6,) — 0), essa diferenca é A6 (ver
Figura 26 (b)), e sera analisada a seguir. Segundo nossa definicao, usando (46), A6

se calcula como sendo:

Tmax

‘ Z (k+i,k)—%f(L,k) (47)

(max + 1) (ke + 1+ 252) &

A6 (k; 7"max) =

A Figura 27 (a) mostra a superficie A8(k,1,4,), Onde pode ser notado que,
embora esse efeito seja moderado ou negativo para k pequeno, ele se torna cada vez

mais apreciavel para k > 5.
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Figura 27 — Eficiéncia na cobertura. (a) Grafico da eq. (47) e (b) Gréafico da eq. (47) para o

caso especifico 7,,, = 0.

-025 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 005 0.1 015 02

T
0.2524020798

024

ook

5
6

7

9

-3

k
k
k
.k
k
k
k
k

0.6 « k=10

i
|
i
|
1 k=20
| \ .« k=30
! © k=60
-0.4 . ! Y k=120 | |
100 ! | o k=240
| o k=1000
|
| ! III « k=10000
! I
.

k = 100000

0.5

200
150 I
100 04
Tmaz 00 T

(@) (b)

Fonte: Autor.

Esse resultado sugere que para esses sistemas fora do limite termodinamico,
podemos ajustar a eficiéncia na fracdo de cobertura controlando o tamanho das

particulas adsorvidas. A Figura 27 (b) mostra o caso 7,4, = 0 implicando que (47) se
transforma em:

k

k
AO(k) = e Zf(L) - 1-06,~1-0.7475979202 = 0.2524020798, (48)

onde 6, é a constante de Rényi. O fator k (nos graficos da Figura 26 e na Figura 27
(b)) multiplicando a densidade de defeitos no eixo horizontal, € usado para fazer
colapsar os minimos globais das curvas 6({6,), e = 0, k) em uma abcissa comum.
Neste caso, todos os pares de defeitos consecutivos estdo separados da mesma
distancia (o comprimento da particula). Temos consciéncia de que o estado 7,4, = 0
(caso determinista e com eficiéncia maior para todo k) €, em termos experimentais,
praticamente impossivel de se obter. Sabemos que com microscopia de for¢a atdmica,
a colocacéo de particulas individuais em posi¢ées especificas € possivel desde 1989
(Eigler & Schweizer, 1990), mas em determinados contextos poderia resultar em uma
técnica relativamente cara. Se enxergamos este processo do ponto de vista de
eficiéncia na deposicdo dos k-meros (processo completamente aleatério) teriamos

que fazer a seguinte pergunta: o que seria mais eficiente, experimentalmente falando,
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depositar os defeitos de forma ordenada (1;,,, = 0) ou simplesmente ordenar os k-
meros? No entanto, na Figura 27 (a) podemos observar que ainda tendo uma
componente estocastica apreciavel na colocagéo dos defeitos (1,4, # 0) se observam

valores positivos de Af.

4.3.2 ASA em duas dimensdes com distribuicdo ordenada de defeitos. Adsorcéao

de k?-meros

Em duas dimensdes nos restringimos a aplicacdo do caso determinista do
modelo (42). Nosso objetivo é preencher parcialmente o substrato com defeitos
formando uma sub-rede quadrada de acima do substrato (ver Figura 3(b) de (Palacios
& Gomes, 2020)). Em termos computacionais, as coordenadas dos defeitos podem
ser obtidas da matriz X, definida como uma matriz quadrada cujas colunas séo copias
dovetorV = [1:n — 1: L] € N, onde n representa o numero de sitios entre dois defeitos
consecutivos nas duas diregdes x e . E claro que n — 1 > k + 1, sendo que paran —

1 < k + 1 o substrato ndo admite adsor¢éo. Finalmente as coordenadas do defeito i
_ 2
sdox; =XI"ey, =Xy, comnm=1,..,,/Ns, e N; = ([%J + 1) € 0 numero total

de defeitos na rede. E importante notar que devido ao efeito de redondeio, dois ou
mais valores de n podem corresponder ao mesmo valor de Ny, por exemplo, para L =
100 os valores n = 13 e n = 14 reproduzem o mesmo valor de N; = 64, em tais casos

assumimos a distribuicdo de defeitos com menor valor de 7.

Na Figura 28 podemos observar o surgimento de varios comportamentos novos,
quando comparamos com 0 caso unidimensional mostrado na Figura 27 (b). E
mantido o comportamento linear para densidades baixas (regiao I). O carater nao
monotono e nao linear, para densidades intermediarias, € conservado na regido Il. No
entanto, na regido lll aparecem varios fenbmenos novos. O mais evidente é que se
comparamos com a Figura 27 (b) a regido Ill no caso bidimensional (Figura 28) néo é
linear. Podemos garantir que as flutuacées que aparecem no caso bidimensional
(Figura 28 (a), regido Ill) ndo sdo produto de falta de réplicas no experimento

numeérico, estas sdo consequéncia de novos processos na dindmica de adsor¢ao.
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Figura 28 — (a) Fracéo de cobertura vs. densidade de defeitos distribuidos de forma
ordenada (generalizagéo bidimensional do modelo (42)) para a adsorg&o de k?-meros em

um substrato bidimensional com L = 2048. (b) Colapso das curvas em (a).
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Fonte: Autor.

O segundo fenbmeno novo que podemos observar no caso bidimensional
(Figura 28 (a)) é que o colapso natural das regides Il e Ill que se observa no caso
unidimensional (Figura 27 (b)), agora desaparece, anunciando a presenca de uma
estrutura critica diferente. Finalmente, pode-se apreciar na Figura 28, que exceto para
0 caso k = 2, o valor de 6 para o valor maximo permitido da densidade de defeitos em
cada caso € constante e aproximadamente igual a 0.649, contrariamente ao caso

unidimensional, no qual este valor tende a 1 com o aumento de k (ver equacao (47)).

Um colapso razoavel dos dados da Figura 28 (a) € mostrado na Figura 28 (b)
com 6 — 6 (k?) %0502+00001 sando 0 método de colapso automatico de dados
descrito na se¢do 2.4. Aqui o método foi usado apenas para buscar o expoente critico
B fixando o expoente critico a« = 2 de forma que todas as descontinuidades da fungéo
colapsem na mesma abscissa. Nao avan¢gamos nenhuma hipotese sobre o significado
do valor do expoente critico a, neste trabalho nos restringimos apenas a relatar o
valor. Uma analise detalhada sobre a generalizacdo do modelo (42) para o caso

bidimensional pode ser encontrada no nosso artigo (Palacios & Gomes, 2020).
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4.3.3 ASAR em duas dimensdes com distribuicdo ordenada de defeitos.

Adsorcao de k; X k,-meros

Analisemos agora o caso da adsorcao de particulas retangulares (k; X k,-meros)
com o substrato inicialmente ocupado por defeitos ordenados, seguindo as mesmas
regras que na secao anterior. Na Figura 29 podemos observar as curvas 8(0,, ky, k;)
para distintos valores de k. Seguimos a mesma légica usada em (Palacios & Gomes,

2020) para fazer colapsar todos os minimos globais das curvas para uma mesma

. - T . 4 . .
abscissa, dai o fator multiplicativo ;klk2 no eixo horizontal.

Figura 29 — Fracdo de cobertura vs. densidade de defeitos distribuidos de forma ordenada
(generalizacéo bidimensional do modelo (4.14)) para a adsorgéo de k, X k,-meros em um
substrato bidimensional com L = 2048. A linha tracejada vermelha localiza a abscissa do

salto em cada caso.
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Podemos observar varios resultados interessantes que aparecem como
fenbmenos novos nas curvas 6(6,,kq,k;), quando comparado com o0 caso de
particulas quadradas (k?-meros, Figura 28). Basicamente o formato das curvas é o

mesmo, porém, o surgimento de um salto (descontinuidade) atipica chama a atencéo.

Este salto muda de posicdo com o aumento de k, localizando-se em 190%k1k2 =0y =
1, para k = 2 (Figura 29 (a)); em 8 = % para k = 3 (Figura 29 (b)) ; em 85 = i para
k =4 (Figura29 (c)) eem 6, = g para k = 5 (Figura 29 (d)). Este efeito novo faz com

que o colapso das curvas tenha que ser feito por regides, isto €, existe um expoente
critico caracterizando a regido anterior ao salto e outro expoente caracterizando a
regido posterior. Na Figura 30 mostramos o colapso das curvas 6(6,, k4, k,) para o

caso especifico k = 2 e trés valores diferentes do parametro de anisotropia.

Figura 30 — Colapso da regido pré-salto das curvas 0(68,, k., k,) paraxk =2.(a)p =0, (b) p =
0.3, (¢) p = 0.5. Colapso da regido po6s-salto das curvas 0(6,, k4, k,) parak =2, (d) p =0, (e)

p = 0.3, (f) p = 0.5. Os expoentes criticos se encontram no rétulo do eixo vertical.
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Surpreendentemente, 0s expoentes criticos (ver o rétulo do eixo vertical na
Figura 30) sdo praticamente 0os mesmos para cada regido, independentemente do
valor do parametro de anisotropia. Foi mostrado também que este resultado sem
analogo conhecido € mantido, independentemente do valor de k, o que pode ser

comprovado na Tabela 5.

Tabela 5 — Valores do expoente critico 8 para distintos valores de k nas

regides pré e pos salto.

p K =2 k=3 K=4 K=25
=) 0 0.0399 0.0400 0.0399 0.0398
E 0.3 0.0397 0.0398 0.0398 0.0397
S 0.5 0.0395 0.0399 0.0398 0.0398
9 0 0.0186 0.0185 0.0188 0.0188
TU(E 0.3 0.0184 0.0186 0.0188 0.0188
2 0.5 0.0186 0.0186 0.0187 0.0188

4.4 DEFEITOS CORRELACIONADOS POR LEIS DE POTENCIAS

Sistemas fisicos exibindo correlacdo de lei de poténcia sdo muito comuns na
natureza. As tentativas de estudar e caracterizar tais sistemas sdo frequentemente
baseadas em (i) métodos de minimizacao de energia e (ii) métodos numéricos para
gerar ruido correlacionado. Um dos métodos mais usados do tipo (ii) para gerar uma
sequéncia de numeros aleatorios correlacionados com correlacdes de lei de poténcia,
€ 0 Método de Filtragem de Fourier (MFF) (Makse, et al., 1996); (Prakash, et al., 1992).
Consiste em filtrar os componentes de Fourier de uma sequéncia néo correlacionada
de numeros aleatérios com um filtro de poténcia adequado para introduzir correlagdes
na sequéncia inicial. A sequéncia correlaciona & obtida entdo com a transformada

inversa de Fourier do espectro modulado.

Considere a sequéncia estacionaria {u(x)} de numeros aleatérios
descorrelacionados, isto €, a FCP € gy, = (u(x)u(x + r)) = 8,9, cOm §, , a delta de
Kronecker, e os colchetes denotam uma média em relacdo a uma distribuicdo

Gaussiana. O objetivo é usar a sequéncia {u(x)} para gerar uma nova sequéncia
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{v(x)} com uma FCP desejada. Para isto fazemos uso do teorema Wiener—Khinchin—
Einstein (Einstein, 1914), que versa o seguinte: “Seja um processo estocastico
estacionario {u(x)} em sentido amplo, sua densidade espectral de poténcia pode ser

expressa como a transformada de Fourier da FCP”, isto é:

{(w)} = F[{u()}] = f Iruoy(X)e' dx. (49)

Logo, o espectro modulado é obtido por:

(#(w)} = o] 2a(w)}. (50)

Finalmente a sequéncia correlacionada € obtida voltando para o espaco direto

usando a transformada inversa:

w00} = f ol F () e do, (51)

obtendo assim correlacdes de longo alcance em nosso sistema desordenado, com

uma FCP dada por

[e%) _K .
Ipep(r) = vv(x +1)) = ] lw|"2e~ T dw = I'(y)r~CP (52)

Veja que em (52) o caso descorrelacionado corresponde a y = 0. A sequéncia
{v(x)} atribui a cada coordenada x do espaco direto o valor de v(x). Finalmente,
seguindo a ideia de superficie ranqueada descrita em (Schrenk, et al., 2012), os sitios
sdo ocupados um a um de acordo com a ordem crescente de seus valores v(x), até

gue a densidade de sitios ocupados atinja a densidade 6, prefixada.

Na Figura 31 mostramos quatro exemplos de distribuicbes espaciais de
particulas usando o MFF para quatro valores diferentes do expoente y. Na Figura 31,

o substrato tem L = 10° sitios.
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Figura 31 — Distribuic6es espaciais tipicas de defeitos resultantes da aplicacao do MFF, para

diferentes valores de y.

L = 1000000, 6y = 0.01

Fonte: Autor.

Nos quatro casos acima, a densidade de particulas € a mesma e igual a 1072.
Como esperado, com 0 aumento da intensidade da correlacdo (aumento do expoente

y), a probabilidade de encontrar aglomerados de particulas aumenta

proporcionalmente.

Para verificar se as distribuicbes espaciais obtidas, possuem as correlacdes
desejadas ou néo, é calculado o valor médio da FCP e plotado contra r em uma escala

logaritmica dupla na Figura 32 para trés valores diferentes de y.

Figura 32 — Gréfico log-log da FCP média (obtida de 400 configuracdes independentes), em
relacdo a distancia r, em um substrato unidimensional com L = 10* usando y = 0.6(m), 0.7

(¢) e 0.8 (4). As linhas continuas representam o melhor ajuste.
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Fonte: Autor.
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Claramente, as inclinac6es medidas das linhas continuas que melhor se ajustam

em cada caso, sao consistentes com os valores desejados de 1 — y, ver equacéo (52).

Finalmente estamos interessados em determinar como se distribui 0 nimero de
sitios vazios entre dois defeitos consecutivos, dada uma correlagcéo tipo lei de
poténcia. A determinacdo exata da distribuicdo é uma tarefa dificil. No entanto,

intuitivamente podemos concluir que:

Py = 05(1—60)"g(6,1,7), (53)

com a condi¢do de que g(6,,1,7) —» 1 quando y — 0 para garantir um comportamento
tipo processo de Bernoulli guando o sistema esteja descorrelacionado. Esfor¢cos estédo
sendo feitos para elucidar a forma exata da funcdo g(6,,7,y). Porém, nesta tese

vamos nos limitar unicamente a calcula-la por métodos de simulagéo.

4.4.1 Distribuic&o de n-limitados

O método para determinar a distribuicdo de espacos vazios consiste em (i) gerar
uma distribuicdo espacial usando o método MFF descrito anteriormente, (ii) ordenar o
vetor das posic¢des x, (iii) 0 numero de sitios vazios entre dois defeitos consecutivos

se determina por:

Xit1 — X, i =0ou|L6B,]
r’l — { i+1 l 0 (54)

Xiz1—x;— 1, i #0ou|LO,/

(lembrando que o vetor x esta ordenado e ndo tem elementos repetidos, implicando
que n; = 0) sendo |L6,] o nimero total de defeitos. Note que i toma valores no
intervalo fechado [0, [L6,]], significando que 7, € 7.9, S0 0S numeros de sitios
disponiveis no primeiro segmento (primeiro sitio do substrato até min(x;)) € no ultimo
segmento (max(x;) até L) respectivamente. Os passos (i)-(iii) se repetem muitas vezes
(no nosso caso o nimero de réplicas é de 10* com L = 10°), armazenando em cada
loop (i)-(iii) os novos valores obtidos de n;. Um histograma normalizado de todos os

valores representaria a probabilidade de encontrar um n-limitado. Este processo é
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repetido para diferentes valores de 6, e y, obtendo finalmente a fung&o densidade de

probabilidade normalizada P, (6,,7).

Na Figura 33 encontramos os graficos da funcao B, (6,,y) para diferentes valores de
n e em cada caso para varios valores de y. Como esperado (ver final da secdo
anterior), com a diminui¢éo de y, a distribuicdo P,(6,,y) tende a distribuicdo de n-
limitados proprios de uma distribuicdo espacial de defeitos dada por um processo de
Bernoulli, equacédo (38) normalizada. Note que como o aumento de y a forma de

P,(680,v) se faz mais complexa. Por exemplo, para a distribuicdo de O-limitados,
independentemente do valor de 6, o valor de P,(6,,y) sempre aumenta. Porém, para
valores de n # 0, dependendo do valor de 6, a probabilidade P,(6,,y) pode aumentar
ou diminuir. Este fato faz com que a busca de um modelo definitivo para P, (8,,y) seja
por enquanto infactivel.

Figura 33 — Grafico da fun¢do densidade de probabilidade B, (8,,y) para diferentes valores

den:(@n=0,(b)n=1,(c)n =2, (d)n=>5. Em cada caso as curvas mostram os
resultados para y = 0,0.5,0.1,0.2,0.3,0.5.0.7 e 0.9.
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Fonte: Autor.
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Finalmente, a fracdo de cobertura € obtida usando (37).

L(1-6o)
000, 7,1) = kg D P80, 1) (0, 1) (55)
n=0

Os resultados obtidos de (55) séo plotados na Figura 34 para quatro valores de

k=2,6,9 e 12, e em cada caso quatro valores representativos de y = 0,0.3,0.5,0.9.

Figura 34 — Comparacéo entre o modelo (55) e a simulacéo para: (a) k = 2, (b) k = 6, (¢)

k=09,(d)k=12.
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Observa-se na Figura 34 que com o aumento de y, diminui a taxa de
decrescimento da fracdo de cobertura, isto €, a fracdo de cobertura para qualquer
valor arbitrario de 0 < 6, < 1 aumenta ao aumentar a intensidade de correlagéo. Este
comportamento é esperado devido a que, com o aumento de y, aumenta a
probabilidade de formacao de clusters, deixando grandes lacunas disponiveis para a

adsorcao.
4.4.2 Quebra de universalidade

Muitos trabalhos foram desenvolvidos estudando o papel desempenhado pela
forma e o tamanho das particulas adsorvidas (Budinski-Petkovic, et al., 2017);
(Kondrat, et al., 2017); (Vieira, et al., 2011) (Wang & Pandey, 1996), assim como a
introducéo de diferentes mecanismos no processo de adsorcdo, com 0 objetivo de
explicar varias observacdes experimentais (Guo, et al., 1994). Como foi revelado
neste trabalho, a fracdo de cobertura tem uma dependéncia néo trivial com todos
esses parametros. No entanto, o comportamento critico associado a transicdo da
fracdo de cobertura de saturacdo (Kundu & Mandal, 2021) é considerado universal, o
gue significa que € caracterizado por um conjunto universal de expoentes criticos que
sdo independentes de todos esses detalhes microscopicos. Em todos esses casos, a

transicdo de saturacdo € caracterizada pelo expoente universal v; relacionado a

escala de tamanho da largura A da zona de transicdo, que escala com o tamanho

linear L do substrato em uma dimensao espacial d como

1

Ag(L)~L "7, vy == (56)

A seguir demostramos matematicamente (56). Assuma a abordagem recursiva
descrita na se¢ao 2.2, nosso objetivo agora é calcular o desvio padrdo do numero de

particulas depositadas em média em um substrato de L sitios. Logo;

op(L) = ([1+ 2f(N) = (1 + 2f (N))]?) = ([1 + 2f (N)]*) — (1 + 2f (N))*

= 4[(F (VYD) — (FAN)2). (7)
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Explicitando (57) e lembrando que N tem uma distribuicdo uniforme, obtemos:

2

L—k L—k
4 2
op (L) = L—k+1;;ﬂwy_<L—k+12;ﬂN0 ' (58)

Usando (10) e fazendo a propagacédo o¢(L) — o¢(L + 1) podemos transformar

(58) em:

4f(L -k +1)?
L—k+2

L—k
or(L+1) = ﬁz f(x)? + —(1-fL+ 1))2. (59)

Empregando (58) para evidenciar o primeiro termo de (59) obtemos finalmente:

L—k+1
rr?};kﬂﬁ+(1—f@»1+

4F(L — k + 1)?

—(1-FL+1D)" (60)

Pela definicdo (57), em (60) temos uma expressao recursiva para a variancia do
namero de particulas depositadas em média em um substrato de L sitios. Assumindo

agora que L > k, pode-se mostrar que a variancia escala como or(L) ~ L, logo o

1
desvio padréo assume a forma Ar(L) ~ Lz. Finalmente o desvio padréo da fracéo de
1

> 1
cobertura assume a forma Ag(L) ~LL—2 = L 2, ficando assim demonstrada (56).

A lei de escala (56) pode ser generalizada para o caso em que o substrato esta
parcialmente coberto por defeitos e continua sendo universal. A demonstracao
matematica é feita fazendo uma propagacéo de erros em (36). Neste trabalho
comprovamos numericamente este fato para os dois primeiros tipos de distribuicdo de
defeitos, isto €, distribuicdo aleatoria e distribuicdo cristalina. A robustez da lei de
escala (56), até aqui considerada universal, foi examinada também em substratos
bidimensionais nas geometrias de rede euclidiana e fractal (Pasinetti, et al., 2019). No

entanto, recentemente foi observada uma violagao dessa lei para o caso de adsorcao
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de dimeros numa rede quadrada, na presenca de defeitos correlacionados por lei de
poténcias (Kundu & Mandal, 2021).

Neste trabalho apresentamos evidéncias (Figura 35) de que para 0 caso
unidimensional, com defeitos correlacionados por lei de poténcias, também existe uma
violacdo da lei de escala universal (56). Para isto calculamos a largura da regido de
transicdo Ag como funcédo de L para distintos valores de 6, e y. Em cada caso da
Figura 35, L assume os valores (nmero de réplicas): 5 x 102 (5 x 10%), 103 (4 x 10%),
5 x 103(3 x 10%), 10%(2 x 10%), 105(10%), 106(5 x 102).

Figura 35 — Grafico de Ag(L) contra L em uma escala logaritmica para (a) y = 0, (b) y = 0.5,

(¢)y =0.7, (d) y = 0.9, e para um valor fixo de k = 6.

5 0y =0.1—w; = 1.993|- 5 6= 01—, = 1.986|-
o 6y =02—v; =1.996|_ ] o 0y =02—v; =2.013|
& 0y =03—v; =2.002 = & 0y =03—v; =2.002
> 6o =0.4—v; = 1.986|- 5 > 0o =0.4—v; = 2.039|-
v 0y =0.5—v; = 1.986 N\ 0 = 0.5—v; = 2.071
10” 107
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< <
103 107
10 10° 10* 10° 10° 10 10° 10* 10° 10°
L L
e 0= 01| o0y =0.1]-
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Fonte: Autor.
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Como esperado, em um gréfico de Ag contra L em uma escala logaritmica dupla
as curvas séo linhas retas, como mostrado na Figura 35 (a) para y =0,
independentemente do valor de densidade de defeitos. De fato, observamos que para
valores pequenos de y (Figura 35 (a) e (b)) a funcdo Ag (L) mantém o carater universal.
As inclinaces dos ajustes, representados com linhas continuas, corroboram (56).
Porém, como observado nas Figura 35 (c) e (d), as curvas comecam a se desviar do
comportamento linear fazendo com que um ajuste linear resulte impraticavel. De modo
que para correlagdes fortes, a transicdo de saturacdo tem que ser considerada nao
universal, comprovando assim a hipétese de quebra de universalidade, agora também

em uma dimensao.

4.5 CONCLUSOES DO CAPITULO

Neste capitulo apresentamos os principais resultados obtidos da aplicacao do
modelo ASA em presenca de defeitos correlacionados espacialmente. Baseados na
hipétese de que a deposicdo dos defeitos pode ser entendida como uma
fragmentacdo do substrato, na secdo 4.1.2, propomos um modelo para a
determinacdo exata da curva de fracdo de cobertura como funcdo da densidade de
defeitos. A principio, a metodologia proposta é mais simples e intuitiva que o método
tradicional. Sendo este Ultimo unicamente valido para distribuicbes aleatorias de
defeitos. A metodologia foi testada com éxito em trés tipos de distribui¢cdes, a saber:
(i) distribuicdo aleatoria (secdo 4.2), (ii) distribuicdo cristalina (secdo 4.3) e (iii)
distribuicbes geradas a partir da introducéo de uma correlacédo tipo lei de poténcias
entre os defeitos (secdo 4.4). Para o segundo caso, foi descoberto um efeito
interessante que sugere que podemos controlar a eficiéncia na cobertura da
superficie, controlando a concentracdo de defeitos e os tamanhos das particulas
depositadas. No terceiro caso, comprovamos que para substratos unidimensionais
também é valida a quebra de universalidade encontrada em (Kundu & Mandal, 2021)

para substratos bidimensionais.



88

5 CONCLUSOES

Nesta tese foram aplicados os modelos de ASA e ASAR na presenca de defeitos,
isto é, sitios do substrato onde a adsor¢éo ndo é permitida. Dois tipos de diluicdes de
defeitos em substratos unidimensionais e bidimensionais foram estudadas neste
trabalho. Estas s&o: distribuicbes aleatérias (capitulo 3) e distribuicdes
correlacionadas (capitulo 4). Para distribuicbes aleatérias foram encontrados os
expoentes criticos do scaling para uma e duas dimensdes, resultando que o0s
expoentes que controlam a componente vertical do colapso seguem a relacdo f,p =
2[,p. Baseados nos resultados analiticos obtidos no inicio do capitulo 3 (secéo 3.1)
para a adsorcdo de k-meros em uma dimensao e os resultados empiricos obtidos na
secdo 3.3.1, na secéo 3.3.2 propomos pela primeira vez um modelo de ajuste para as
curvas 0(x, 8,, k) para a adsor¢cdo de k?-meros em duas dimensdes. Esta sugestédo
de ajuste sugere gque o0s casos unidimensional e bidimensional estdo conectados pela
mudanca de escala no eixo horizontal: 8, » A6¢. A seguir, passamos ao estudo da
adsorcao de particulas anisotropicas usando o modelo ASAR. Foi encontrado que o
desvio padrao do parametro de anisotropia proprio decai com L~ independentemente
da escolha dos parametros de simulagéo. Foi estudado como séo afetadas as leis de
escala em duas dimensdes, quando € introduzida a relacéo de aspecto das particulas
nas simulacdes. Encontramos no processo que 0s expoentes criticos do scaling ndo
Sao universais, uma vez que estes dependem da morfologia das particulas. Ainda no
capitulo 3 (secdo 3.5) mostramos que para a adsorcdo de k-meros, com valores
grandes de k, independentemente da escolha do parametro de anisotropia, as
localizagdes dos minimos das curvas 6,(x,68,, k) sdo as mesmas. Além disso
encontramos uma forma ainda mais geral para esta lei (Lee, 1996), que sugere que

para particulas com relacdo de aspecto diferente da unidade, a abcissa do valor

1
minimo segue a lei de escala a-A vm, com A a sendo a area ocupada pela particula

e com o expoente critico v,, = 1.3 universal. No capitulo 4 passamos a estudar a
adsorcao na presenca de defeitos correlacionados. Baseados na hipétese de que a
deposicao dos defeitos pode ser entendida como uma fragmentacao do substrato, na
secédo 4.1.2, propomos um modelo para a determinagéo exata da curva de fragao de
cobertura como funcao da densidade de defeitos. A metodologia foi testada com éxito

em trés tipos de distribuicdes, a saber: (i) distribuicdo aleatoria (secdo 4.2), (i)
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distribuicao cristalina (secéo 4.3) e (iii) distribuicdo de defeitos correlacionados (se¢éo
4.4). Para o segundo caso, foi descoberto um efeito interessante que sugere que
podemos controlar a eficiéncia na cobertura da superficie, controlando a concentracéao
de defeitos e os tamanhos das particulas depositadas. No terceiro caso,
comprovamos que para substratos unidimensionais também ¢é valida a quebra de
universalidade encontrada em (Kundu & Mandal, 2021) para substratos
bidimensionais (secao 4.3) e (iii) distribuicées geradas a partir da introducao de uma
correlagao tipo lei de poténcias entre os defeitos (secao 4.4).
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APENDICE A — IMPLEMENTACAO DOS ALGORITMOS DESCRITOS NO TEXTO

A.1 ACem 1D

function [LISTA, Ne, M, THETA] = attp kmerslD comp(L,1,Id,tjflag,thetaflag)
M = false(1,L);
M(Id) = true;
E =0:1;
Ne = 0;
falloinline = 0;
while Tf < tjflag && (Ne* (1+1)/L < thetaflagqg)
Itemp = randi (L-1);
if ~M(Itemp)
Test = M(Itemp+E) ;
if ~any(Test(:))
Ne = Ne + 1;

M(Itemp + E) = true;
falloinline = 0;
else
Tf = Tf + 1;
end
else
Tf = Tf + 1;
end

THETA = Ne* (1+1)/L;
if THETA < thetaflag
c = 0;
LISTA = zeros(800000,1);
for ii = 1:L-1
if ~M(i1)
Test = M(1i+E);
if ~any(Test(:))
c=c+ 1;

LISTA(c) = ii;
end
end
end
LISTA = LISTA(l:c);
else
LISTA = [];

A.2 AC em 2D (k?-meros)

function [LISTA, Ne, M, THETA] = rrsa_ attp k2mers comp4 4(L, 1, Id, tjflag, thetaflag)
MO = false(L);
MO (Id) = true;
L = L+1;
M = true(L);
M(1l:L-1,1:L-1) = MO;

MO = [];

[11,33] = meshgrid(0:1); E = ii.*L + jj;
E = E(:);

Ne = 0;

falloinline = 0;
while Tf < tjflag && (Ne* (1+1)"2/(L-1)"2 < thetaflag)
Itemp = randi (L*(L-1)-1);
if ~M(Itemp)
Test = M(Itemp+E) ;
if ~any(Test(:))
Ne = Ne + 1;
M(Itemp + E) = true;
Tf = 0;



else
Tf = Tf + 1;
end
else
Tf = Tf + 1;
end
end

THETA = Ne* (1+1) "2/ (L-1)"2;
if THETA < thetaflag
c = 0;
LISTA = zeros(800000,1);
for ii = 1:L*(L-1)-1*L
if ~M(1i1)
Test = M(1ii+E);
if ~any(Test(:))
c=c+ 1;
LISTA(c) = ii;
end
end
end
LISTA = LISTA(l:c);

[
i
4]
=3
>
Il

M= [];L=10); 1=1[]; Id = []; tijflag = []; thetaflag = []; E = [];

A.3 AC-ASAR (k; X k,-meros)

function [LISTAV, LISTAH, Nv, Nh, M, THETA] = rrsa attp klk2mers comp4 4 (L, 11, 12,
tjflag, thetaflag, p, ns)

MO = false(L);

MO (Id) = true;

11 = max(11,12);

111 = min(11,12);

L = L+11;

M = true(L);

M(1:L-11,1:L-11) = MO;

MO = [];

[1i1,331] = meshgrid(0:11,0:12); Ev = iil.*L + jjl;
Ev = Ev(:);

[1i1,331] = meshgrid(0:12,0:11); Eh = iil.*L + jj1;

Eh = Eh(:);

Nv = 0;
Nh = 0;
Tf = 0;
r = 0;

while Tf < tjflag && ((Nv+Nh)* (11+1)*(12+1)/(L-11)"2 < thetaflag)
if mod(Tf,ns) ==
r = rand;
end
Itemp = randi (L*(L-111)-111);
if ~M(Itemp)
if r<p
Test = M(Itemp+Ev) ;
if ~any(Test(:))
Nv = Nv + 1;
M(Itemp + Ev) = true;
Tf = 0;
else
Tf = Tf + 1;
end

else

Test = M(Itemp+Eh) ;

if ~any(Test(:))
Nh = Nh + 1;
M(Itemp + Eh) = true;
Tf = 0;

else
Tf = Tf + 1;

end

Id,
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THETA = (Nv+Nh)* (11+1)*(12+1)/(L-11)"2;
if THETA < thetaflag
cv = 0;
ch = 0;
LISTAV = zeros(800000,1);
LISTAH = zeros(800000,1);
for ii = 1:L*(L-11)-111*L
if ~M(i1)
Testl = M(1ii+Ev);
if ~any(Testl(:))
cv = cv + 1;
LISTAV (cv) = ii;
end

Test2 = M(ii+Eh);
if ~any(Test2(:))
ch = ch + 1;

LISTAH (ch) ii;
end
end
end
LISTAV = LISTAV(l:cv);
LISTAH = LISTAH(l:ch);
else
LISTAV = [];
LISTAH = [];
end
M = []; L=[]; 11=[]; 12=[]; Id=[]; tjflag=[]; thetaflag=[]; p=[]; ns=[];
end
A.4 Alem 1D
function THETA = RSA kmerslD CLOSE4 4 (L, 1, Id, tjflag, thetaflag)
EE = -1:1;
[LISTA, Ne, M, THETA] = attp kmerslD comp mex(L, 1, Id, tjflag, thetaflag);

while (Ne* (1l+1)/L < thetaflag) && ~isempty(LISTA)
Ni = randi (length(LISTA));
Itemp = LISTA(Ni);
LISTA = LISTA(~builtin(' ismemberhelper', LISTA, Itemp+EE)) ;
Ne = Ne + 1;

end

THETA = Ne* (1+1)/L;

end

A.5 Al em 2D (k%-meros)

function THETA = RSA k2 CLOSE4 4 (L, 1, Id, tjflag, thetaflag)

[ii,33] = meshgrid(-1l:1); EE = ii.*(L+1) + 33;
EE = EE(:);
[LISTA, Ne, M, THETA] = rrsa attp k2mers comp4 4 mex(L, 1, Id, tjflag, thetaflag);

while (Ne* (1+1)"2/L"2 < thetaflag) && ~isempty (LISTA)
Ni = randi (length(LISTA));
Itemp = LISTA(Ni);
LISTA = LISTA(~builtin(' ismemberhelper', LISTA, Itemp+EE)) ;
Ne = Ne + 1;

end

THETA = Ne* (1+1)"2/L"2;

end



A.6 Al em 2D (k; X k,-meros)
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function [THETA,M,II,ID, Nv, Nh] = RSA klk2 CLOSE4 4(L, 11, 12, Id, tjflag, thetaflag, p, ns)
11 = max(11,12);
[111,331] = meshgrid(-11:11,-12:12); EV = 1il.*(L+11) + jJ1;
EV = EV(:);
[1i1,331] = meshgrid(-12:12,-11:11); EH = 1il.*(L+11l) + j31;
EH = EH(:);
[111,331] = meshgrid(-12:11,-11:12); EVH = iil.*(L+11) + 7Jj1;
EVH = EVH(:);
[1i1,331] = meshgrid(-11:12,-12:11); EHV = iil.*(L+11) + 3j1;
EHV = EHV (:);
[LISTAV, LISTAH, Nv, Nh, M, THETA] = rrsa attp klk2mers comp4 4 mex(L, 11, 12, Id, tjflag,
thetaflag, p, ns);
while ((Nv+Nh)* (11+1)*(12+1)/L"2 < thetaflag) && ~isempty (LISTAV) && ~isempty (LISTAH)
r = rand;
if r < p && ~isempty(LISTAV)
Ni = randi (length(LISTAV)) ;
Itemp = LISTAV(Ni);
LISTAV = LISTAV (~builtin(' ismemberhelper', LISTAV, Itemp+EV)) ;
LISTAH = LISTAH(~builtin(' ismemberhelper', LISTAH, Itemp+EVH))
Nv = Nv + 1;
end
if r >= p && ~isempty (LISTAH)
Ni = randi (length(LISTAH)) ;
Itemp = LISTAH(Ni);
LISTAH = LISTAH(~builtin(' ismemberhelper', LISTAH, Itemp+EH));
LISTAV = LISTAV (~builtin(' ismemberhelper', LISTAV, Itemp+EHV)) ;
Nh = Nh + 1;
end
end
THETA = (Nv+Nh)* (11+1)* (12+1)/L"2;
end
A.7 Colapso de curvas
function R = fit and diff for collapse per regionsl (THETA, ND, 11, L, alpha, beta, xmin, xmax,
SELEC)
c = 0;
for ii = 1l:length(SELEC)-1
for jj = ii+l:length (SELEC)
11i = 11(SELEC(ii),1);
121 = 11(SELEC(ii),2);
factx = ( (11i+1)*(12i+1) )"alpha;
facty = ( (11i+1)*(12i+1) )"beta;
Xi = ND(l:length(THETA{SELEC (ii)})) .*factx/L"2;
Yi = THETA{SELEC (ii) }*facty;
[Xi,I] = unique (Xi);
Yi = Yi(I);
11§ = 11(SELEC(jj),1);
129 = 11(SELEC(373),2);
factx = ( (11j+1)*(123+1) )"alpha;
facty = ( (11j+1)*(123+1) )"beta;
Xj = ND(1:length (THETA{SELEC(jj)})).*factx/L 2;
Yj = THETA{SELEC(jj) }*facty;
[X3,I] = unique (Xj);
Yy = ¥Yj(I);
MIN = max (min(Xi),min(Xj));
MAX = min (max (Xi),max (Xj));
xx = linspace (MIN,MAX,100) ;
Yif = interpl(Xi,Yi,xx,'spline');
Y3f = interpl (Xj,Y]j,xx, 'spline');
c=c+ 1;
r(c) = sum(abs(Yif - Y3f)."2);
end
end
R = sum(r);
end
function [alpha, beta, error] = find critical exponets(THETA, ND, 11, L , ALPHAlim, BETAlim,

xmin, xmax,SELEC)



[ALPHA, BETA] = meshgrid (ALPHAlim, BETAlim) ;
ALPHA = ALPHA(:);

BETA = BETA(:);

parfor ii 1:length (ALPHA)

R(ii) = fit _and diff for collapse per regionsl (THETA, ND,
xmin, xmax,SELEC) ;
end
[a,b] = min(R);

alpha = ALPHA (b);
beta = BETA (D) ;
error = R(b);

end

11,

L, ALPHA (ii),
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BETA (ii),
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APENDICE B — VALORES DE ERA(;AO DE COBERTURA MEDIA PARA A
ADSORCAO DE k4 X ky-meros

Tabela B.1. Valores de cobertura de saturacdo e barra de erros para a absorcéo de k; X k,-meros

kK| ki | ko | p=0 a? p=0.1 a? p=02 a? p=03 a? p=04 a? p=05 a?

5|11 | 55 | 0,574 | 0,0027 | 0,5647 | 0,0035 | 0,5633 | 0,004 | 05664 | 0,0047 | 0573 | 0,0055 | 0,5783 | 0,0044
5|10 | 50 | 05761 | 0,0026 | 0,5669 | 0,0033 | 0,5655 | 0,0037 | 05684 | 0,0046 | 0,5747 | 0,0052 | 0,5804 | 0,0042
51 9 | 45| 05787 | 0,0023 | 0,5694 | 0,0028 | 0,568 | 0,0033 | 0571 | 0,004 | 05771 | 0,0046 | 0,5832 | 0,0036
5| 8 |40 | 05821 | 0,002 | 05725 | 0,0024 | 0,5709 | 0,003 | 05737 | 0,0036 | 0,58 0,004 | 0,5865 | 0,0033
5| 7 |35 05863 | 00018 | 0,5762 | 0,0022 | 0,5745 | 0,0026 | 05774 | 0,003 | 0,5838 | 0,0036 | 0,5908 | 0,0027
5| 6 |30 05918 | 0,0015 | 0,5813 | 0,0018 | 0,5795 | 0,0023 | 05822 | 0,0028 | 0,5886 | 0,0032 | 0,5958 | 0,0025
5|5 |25 05991 | 00013 | 0,5882 | 0,0016 | 0,5862 | 0,0019 | 0,5888 | 0,0022 | 0,5954 | 0,0026 | 0,603 | 0,0021
5|4 |20 | 06101 | 0,001 | 05985 | 0,0013 | 0,5964 | 0,0015 | 0,599 | 0,0018 | 0,6054 | 0,0021 | 0,6138 | 0,0017
5| 3 |15 06284 | 0,0008 | 0,6158 | 0,001 | 0,6134 | 0,0011 | 0,6158 | 0,0014 | 0,6225 | 0,0017 | 0,6315 | 0,0013
5|2 |10 | 0666 | 00005 | 0,6514 | 0,0006 | 0,6483 | 0,0008 | 0,6507 | 0,0009 | 0,6576 | 0,0011 | 0,6677 | 0,0009
4 |11 | 44 | 05756 | 0,0025 | 0,5699 | 0,0029 | 0,57 0,0035 | 0,5738 | 0,0039 | 0,5813 | 0,0045 | 0,5878 | 0,0037
4|10 | 40 | 05781 | 0,0022 | 0,5721 | 0,0026 | 0,5721 | 0,0031 | 05759 | 0,0036 | 0,5832 | 0,0041 | 0,5903 | 0,0032
49 |36 05806 | 00019 | 0,5745 | 0,0024 | 0,5747 | 0,0028 | 05787 | 0,0033 | 0,5856 | 0,0038 | 0,5932 | 0,003
4| 8 |32 058 | 00017 | 05777 | 0,0021 | 0,5777 | 0,0024 | 05816 | 0,0029 | 0,5889 | 0,0033 | 0,5965 | 0,0026
4| 7 | 28| 05883 | 00016 | 0,5818 | 0,0019 | 0,5816 | 0,0021 | 0,5855 | 0,0025 | 0,5927 | 0,0029 | 0,6007 | 0,0023
4| 6 |24 | 05937 | 00013 | 0587 | 0,0016 | 0,5868 | 0,0018 | 0,5906 | 0,0021 | 0,5978 | 0,0024 | 0,6062 | 0,0021
4|5 (20| 06013 | 0,0011 | 0,5941 | 0,0014 | 0,5939 | 0,0015 | 05976 | 0,0019 | 0,6051 | 0,0021 | 0,6138 | 0,0017
4| 4 |16 | 06126 | 0,0009 | 0605 | 0,001 | 0,6046 | 0,0012 | 0,6085 | 0,0015 | 0,6157 | 0,0018 | 0,6251 | 0,0014
4| 3 |12 | 06316 | 0,0007 | 0,6233 | 0,0008 | 0,6227 0,001 | 0,6265 | 0,0011 | 0,634 | 0,0014 | 0,6439 | 0,0011
42| 8 |06709 | 00005 | 0,661 | 0,0005 | 0,66 0,0007 | 0,6638 | 0,0008 | 0,6717 | 0,0009 | 0,6825 | 0,0007
3|11 |33 | 05778 | 0,0022 | 0,5761 | 0,0024 | 0,5784 | 0,0027 | 05836 | 0,003 | 0,5916 | 0,0036 | 0,6003 | 0,0028
3|10 30 | 05801 | 0,0019 | 0,5783 | 0,0022 | 0,5808 | 0,0024 | 0,586 | 0,0027 | 0,5942 | 0,0032 | 0,6028 | 0,0026
3|9 |27 |05831 | 00018 | 0,5812 | 0,0019 | 0,5834 | 0,0022 | 05887 | 0,0025 | 0,5967 | 0,0027 | 0,6056 | 0,0023
3| 8 |24 05864 | 00015 | 0,5845 | 0,0018 | 0,5867 0,002 | 05919 | 0,0022 0,6 0,0025 | 0,6093 | 0,0021
3| 7 |21 059009 | 00014 | 0,5888 | 0,0016 | 0,591 0,0016 | 0,5962 | 0,0019 | 0,6045 | 0,0023 | 0,6137 | 0,0018
3| 6 |18 | 05966 | 0,0011 | 0,5944 | 0,0013 | 0,5965 | 0,0014 | 0,6018 | 0,0017 | 0,61 | 0,0019 | 0,6199 | 0,0015
3|5 |15 06045 | 0,001 | 0,6022 | 0,0011 | 0,6043 | 0,0012 | 0,6096 | 0,0014 | 0,6178 | 0,0016 | 0,6281 | 0,0014
3|4 |12 | 06166 | 0,0008 | 0,614 | 0,0009 | 0,6161 0,001 | 0,6215 | 0,0011 | 0,6298 | 0,0013 | 0,6403 | 0,0011
33| 9 |06369 | 00006 | 06339 | 0,0007 | 0,6359 | 0,0007 | 0,6414 | 0,0008 | 0,65 0,001 0,661 | 0,0008
32| 6 (06791 | 00004 | 06753 | 0,0004 | 0,6771 | 0,0005 | 0,6828 | 0,0006 | 0,6918 | 0,0007 | 0,7037 | 0,0006
2|11 | 22| 05814 | 0,0018 | 05842 | 0,0018 | 0,589 | 0,0021 | 0,596 | 0,0021 | 0,6056 | 0,0026 | 0,6159 | 0,002
2|10 | 20 | 0,5838 | 0,0016 | 0,5866 | 0,0017 | 0,5915 | 0,0018 | 0,5986 | 0,0021 | 0,6081 | 0,0024 | 0,6188 | 0,0018
2|1 9 | 18] 05869 | 0,0015 | 05897 | 0,0015 | 0,5945 | 0,0016 | 0,6016 | 0,0018 | 0,611 | 0,0021 | 0,622 | 0,0017
2| 8 | 16 | 0,5907 | 0,0012 | 0,5935 | 0,0013 | 0,5983 | 0,0015 | 0,6055 | 0,0016 | 0,615 | 0,0018 | 0,6261 | 0,0015
2| 7 | 14| 0594 | 0,0012 | 05983 | 0,0012 | 0,6032 | 0,0013 | 0,6105 | 0,0015 | 0,6199 | 0,0017 | 0,6311 | 0,0013
2| 6 | 12| 06018 | 0,0009 | 0,6047 | 0,001 | 0,6097 | 0,0011 | 0,6168 | 0,0012 | 0,6264 | 0,0014 | 0,6378 | 0,0012
2| 5|10 | 06108 | 0,0008 | 0,6136 | 0,0008 | 0,6187 | 0,0009 | 0,626 | 0,001 | 0,6356 | 0,0011 | 0,6472 | 0,0009
2| 4| 8 | 06243 | 0,0007 | 0,6272 | 0,0007 | 0,6324 | 0,0008 | 0,6397 | 0,0008 | 0,6495 | 0,001 | 0,6614 | 0,0008
2| 3| 6 | 06473 | 0,0005 | 0,6503 | 0,0005 | 0,6556 | 0,0006 | 0,6632 | 0,0006 | 0,673 | 0,0007 | 0,6852 | 0,0006
2| 2| 4 | 06957 | 00003 | 06987 | 0,0004 | 0,7043 | 0,0004 | 0,7122 | 0,0004 | 0,7224 | 0,0005 | 0,735 | 0,0004
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